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Vient de Paraître :

Hadamard J.), Prafesseur au CoHryc de France. — Leçons sur le Calcul

des Variations, recueillies par M. Fréciibt. Tome I. — 1 vol. in-S" de 320

payes. {Prix : 18 francs). Hermann et fils, éditeurs. Paris, 1910.

M. Hadamard scst proposr, dans ces Leçons, l'exposition complète et rigoureuse

du Calcul des Variations, en considérant ce calcul comme un premier chapitre du Cal-

cul fonctionnel. Ce point de vue, qui a conduit l'auteur à certaines modifications do

la terminologie actuelle, l'a aussi amené à insister spécialement sur les difficultés

particulières que soulève le Calcul des Variations.

Le livre rappelle d'abord, en la complétant, la théorie classique desmaxima et mi-

nima 'ou exttema) des fonctions d'une ou de plusieurs variables, et précise les prin-

cipes relatifs aux équations différentielles qui seront nécessaires dans la suite. Ce

premier volume est divisé en trois livres. Le livre I, consacré à la position du pro-

b'éiii^, montre la nature de la question exemple de la brachistochrone), et introduit

la notion de variation dune intégrale: celte notion soulève une importante ob,ec-

tion, que l'on évite en précisant, d'après Weierstrass, la notion de voisinage de deux

fonctions. La question était maintenant bien posée, on arrive avec le livre II : La
variation première et les conditions du pteinier ordre, aux premiers calculs néces

saires à sa solution ; il s'agit d'abord de la transformation fondamentale de la varia-

tion première, par rapport à un paramètre, d'une intégrale dépendant de fonctions

inconnues y de la variable x et de leurs premières dérivées, et du lemme concernant

l'annulation de cette variation ; d'où les équations différentielles qui définissent les

fonctions inconnues y dans le cas de l'extremum libre entre des limites fixes; ces

équations sont aussitôt appliquées hux exemples classiques, puis transformées dans le

cas où les inconnues y et la variable x sont exprimées paramétriquement. L'auteur

étudie ensuite la délicate question de la détermination des solutions du problème, ou

extrémales, passant par deux points donnés, qui comporte d'intéressants exemples ;

puis il ramène au problème étudié celui d'un extremum lié assujetti à un nombre

fini de conditions exemple des géodésiques), et il établit les équations du problème

quand l'intégrale renferme des dérivées d'ordre supérieur au premier. On arrive alors

au cas des limites d'intégration variables ; le chapitre III est consacré ù la célèbre

formule aux liniiies, dite de Gauss, et à ses nombreuses conséquences géométriques ;

l'auteur y rattache toutes les propriétés des équations différentielles du Calcul des

Variations, en faisant ressortir leurs analogies avec les équations générales de la

Dynamique, qui en sont des cas particuliers , il termine le chapitre par une intéres-

sante app ication à l'intégration des équations aux dérivées partielles. Le chapitre

suivant étend, à l'aide de la formule aux limites, les résultats du début aux cas gé-

néraux où le chemin d'intégration n'a pluj ses extrémités fixes ; on y examine les

variations unilatérales, et les solutions discontinues. Le chapitre V traite des pro-

blèmes isopéiiniétriques, c'est-à-dire du penre du suivant : trouver, parmi toutes les

lignes de même longcur Iractcs sur une surface donnée, celle qui délimite l'aire raaxima
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IMRODUCnON A lA TllÊUUIE
DES

FONCTIONS D'UNE VARIABLE

C1IU>ITHI- VII

INTÉGRALES DÉFINIES

I. — INTEGRALES PAU EXCÈS ET PAR DÉFAUT.
MESURE DES ENSEMBLES. EONCTIO>S A VARLVTICN BORNÉE

238. — Klant donnûe une foiiclion/ a?^ définie dans rintervalic

'rtfl, a , il est naturel de se demander s'il existe une fonclion ¥ x]

qui, dans le même intervalle, admette /j; pour dérivée; celte

fonction, si elle existe, est dite l'onction priinilive de la loncliony' ./
.

Elle est nécessairement continue tians l'intervalle '/(,,«, puisqu'elle

admet une dérivée en chaque point de cet intervalle, et iprelle est

donc continue en ce point n° 204 .

Il est aisé de trouver toutes les fondions délinicsdans l'inlervalle

ûq, a et qui y admettent/ x pour dérivée, si l'on en connaît une

F X : soit en elïet <1> x l'une quelconque des fonctions cherchées ;

dans l'intervalle V/„. a . la dérivée de la fonction <I> x — F x'

sera constamment nulle; cette fonclion sera donc wnc constante C,

et l'on aura

<i>{x) = Y{x) -t- C.

Réciproquement, si G désigne une constante quelconque, il est

clair que la dérivée de la fonction F x 4- G sera la même que la

dérivée de la fonclion F x). On a donc le théorème suivant :

Taxsebv II. — Inlroiluclioii à la Tluîoiie «les fondions 1
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Si, dans l'inlervallc ^a„, a , lu roiiclion ¥ ^.c^ admet pourdc rivcc

la fonction /^x, toute lonclion qui, dans ce même intervalle, aura

fiX pour dérivée s'obtiendra en ajoutant à F x) une constante;

toutes les fonctions ain!>i formées auront d'ailleurs f^x^ pour

dérivée.

On peut évidemment déterminer la constante de manière à obte-

nir une fonction qui prenne une valeur \\, arbitrairement donnée,

pour une valeur .Cu a[)parlcnant à lintcrvalle ûq, a ; cette fonction

est F 0.- 4- Fo — F'>J.

Toutes les fonctions primitives de la fonction

Aox»' + A,x'"-' -h ... --r A,„_,x- + A,,,,

où les A désignent des constantes, s'obtiennent en ajoutant une

constante arbitraire à la fonction

AoX'''+' Aïo;'" . X- .

m -h T /» 2

Les fonctions e"", a'', sin x, cos x admettent pour fonctions pri-

mitives les fonctions e'", i— , — cos x, sin x; dans tout inler-

valle dont les limites sont des nombres positifs, la fonction x'",

où m est une constante autre que — i, admet pour fonction

primitive '
; la fonction x— ' = admet pour fonction pri-

milive la fonction log \x\, dans tout intervalle auquel o n'appartient

pas.

Les exemples qui précèdent ne nous apprennent rien sur la

réponse à la question posée au début : étant donnée une fonction

/{xj définie dans un intervalle 'ao, a , existe-t-il une fonction

F (a;) dont la dérivée soit, dans cet intervalle, égale à / x} ? La

solution de cette question, pour une classe étendue de fonctions,

dépend de l'étude de certaines sommes dans lesquelles le nombre

des éléments augmente indéfiniment tandis que ces éléments

décroissent indéfiniment et qui, sous des conditions qu'on précisera,

tendent vers des limites. La considération de pareilles sommes

s'introduit tout naturellement, en géométrie, lorsqu'on cherche à

évaluer l'aire d'une courbe ; je les définirai, dans le numéro sui-

vant, en restant au point de vue de la pure analyse.
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239. — Soient a», a no < a) deux nombres fi.ves quelconques
;

soil / .{ une fonctidu Jélenninée, dont je suppose seulement

qu'elle est hornéi' dans l'intervalle an, a: '
. Je désignerai par m

et M ses bornes inférieure et supérieure dans cet intervalle.

Partageons l'inlcrvallc '%, a en ii intervalles partiels

(«0. «i). {fii, Ci), •-, K_i. a)

en désignant par «1, a>, ..., a,i_i des nombres assujettis au.v con-

ditions

«0 < «1 <«i < ••• < «».-i < «;

Soient /??! el Mi, /h^ et Mo, ..., /??„ et Mn les bornes inférieure

et supérieure de /[x) dans les intervalles partiels a^, a,;, ...,

i(i^-i, a . Soient /i, f^, ..., /„ des nombres assujettis aux condi-

tions

(i) m,^/i<M,. m,^f,^M,, ..., m,^f„^U,

et considérons les trois sommes

S = fai — fïy) ;ni H- {a-, — ai) m., -h ... -+- (a — a,i_i) m„

(2) S = (rti — a,)/, H-(ao — a,)/, -f- ... + (a -- or„„i) /„

S = (a, — oo) Ml + {a., — a,) M, + ... + («_ a„_,) M„

dont je dirai qu'elles sont relatives à la décomposition ao, a^, ... a

de l'intervalle ao, a). Ces sommes s'introduisent naturellement en

étudiant géométriquement le problème posé à la lin du n'' précé-

dent.

Puisque les facteurs <2i — ao, (ii — ni, ..., a — (tn-i sont tous

positifs il est clair que l'on a ,

S<S^S,

el il est d'ailleurs bien aisé de voir que lorsque /, , /.,, •..,/„ picn-

nent toutes les valeurs compatibles avec les conditions (i), S prend

toutes les valeurs appartenant à l'intervalle S, S}. Je désignerai

les deux soumies S, S, dont les valeurs sont déterminées quand on

(') 13aiis ce nuiniJro cl dans les suivants jiisciu'aii 11" 248, loulcs les fois

fju'ii sera qucslioii d'un intervalle (et, [î) on supposera toujours a < ^.
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^e donne la dcconiposUion (i„,<h, •••« de l'inleiN aile, sous les noms

de sommes inférieure et supérieure relatives à cette décomposition.

La borne inférieure /;} de la fonction f x , dans l'intervalle

a„. a est la plus petite des bornes inférieures mi, im, ..., mn rela-

tives aux intervalles partiels a(^, ai , Uh, a2\ ..., Mn-i a); de

même la borne supérieure M est le plus grand des nombres M,,

Mj M„. Si, dans les seconds membres des égalités qui défmis-

senl S et S , on remi)lace /»i, m.,, ..., in„ par m, etMi, Mo, ...,

M„ par M, on voit tout de suite, puisque les coefficients (ai — a^),

(a^ — Qi], ... sont positifs, que l'on a

S> (a — Oo) »i, ^ ^ (« — «o) M.

En résumé, si les trois sommes S, S, S se rapportent à la

même décomposition, on peut écrire

(3) (a — ao) '« ^ S ^ S < S < (a — a^) M.

J'aurai besoin de quelques remarques concernant les sommes

supérieures et inférieures, que je place immédiatement.

Considérons la décomposition (oo, ai, •••, a„_i, a, et la somme

supérieure S qui lui correspond. Introduisons un nombre interca-

laire de plus, par exemple a'.^ entre a^ et a^. Soient M'^ et M'2 les

bornes supérieures de f x) dans les intervalles <a.2, Oj), (a'^, a^) ;

la borne supérieure M 3 dans l'intervalle a,, a^ est le plus grand

des deux nombres M^, M". A la nouvelle décomposition, où les

deux intervalles partiels (a.^, a^}, a', a^ remplacent l'intervalle

(Oj, «3 de la première, correspond une nouvelle somme supérieure,

qui ne diffère de la première S que parce que la somme

K-«.)^^4-(«3-«;)^i;-

remplace le terme unique

(/h
- «.) M, = {< - a,) M3 + («3 - «;) M3 ;

la dillérence, positive ou nulle, entre S et la nouvelle somme supé-

rieure est donc, suivant les cas, égale à l'un ou l'autre des nombres

(«3 ~ (Ma - m;'). K - «,) (M3 - M0 ;

elle ne peut jamais dépasser r, '^M— m , en désignant par y; le plus

grand des écarts des intervalles

(«0. «1). («1. Oi) {a — o„_i).
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Si, au lieu d'indûiliiirc un seul nouveau nombre intercalaire,

on en inlrocluisail /> — i, il est clair, puisqu'on peut introduire

un à un ces nombres intercalaires^ que l'on [leut écrire

o^S — ï<(/i— i)t. (M — ,u),

en désignant par ^ la somme supérieure relative à la nou\elle dé-

composition. On aura de même pour les sommes inférieures

G ^ S — S ^ (/5 — i) T, (M — m).

11 est bien évident (jue ces inégalités subsistent lors même que

quelques-uns des nouveaux nombres intercalaires se confondent

avec les anciens.

Considérons maintenant trois décompositions

(a„, fl,, ..., a„_,, a), («u, a;, .... a),_,, a), (oo, «i, •••, «)

et les sommes supérieures correspondantes S, S', ^i!. Les deux

premières décompositions sont quelconques
; quant à la troisième,

je suppose que les nombres Oo, v.i, ..., a ne soient autre chose que

les nombres ao, «i, ..., a„_i, «i, ..., «,',_i, a rangés par ordre de

granileurs croissantes, en sorte que cette troisième décomposition

est obtenue soit en introduisant dans la première p — i nouveaux

nomJjrcs intercalaires a[, ai, ..., a),_i, soit en introduisant dans

la seconde n — i nouveaux nombres intercalaires cii, a>, ..., «„_i.

On aura évidemment, en vertu des inégalités précédentes

o<S'— ï<(/t— i)r,(M-/»), o<S— S'<(n— i)T,(M-m).

240. — Ces préliminaires établis, j'arrive aux définitions. La

fonction / x] est dite intcgrablc dans l'intervalle /7û, a s'il existât

un nombre J jouissant de la propriété suivante :

Toute somme relative à une décomposition quelconque de l'in-

tervalle a„, a dilTère aussi [)eu qu'on le veut du nombre J, pourvu

que les intervalles partiels soient sullisamment petits. D'une façon

plus précise, à chaque nombre positif s correspond un nombre po-

sitif y; tel que la dilïérence entre J et n'importe quelle somme rela-

tive à n'importe quelle décomposition de l'intervalle ao, a soit

moindre que -, pourvu que, dans celte décomposition, l'écart de

chaque intervalle partiel soit moindre que r,.
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C'est ce que l'on exprime souvent en disant que le nombre

fi\e J à supposer qu'il existe est la limite dune somme variable^

relative à une décomposition variable de l'intervalle Qq, a , lors-

que le nombre dos intervalles partiels croissant indéfininienl, les

écarts de ces iiilorvalles décroissent indéllnimcnt. Le mot liiiiilc

n'est pas pris ici dans le sens précis où on l'a employé jusqu'ici ;

mais l'idée est la même : une somme relative à une décomposition

dépend de cette décomposition, des valeurs choisies poury*i,yi., ... ;

elle varie quand la décomposition ou les valeurs choisies pour

fi' fi' •• varient: pourvu que les écarts des intervalles partiels

tendent vers o, la somme s'approche de la limite J.

En supposant toujours l'existence de J, il est commode de dire

d'une somme

(«1 — «o)A + («-2 — «i)/> + ••• {a — ««-i)/«

qu'elle est une valeur approchée de J, et une valeur aussi appro-

chée qu'on veut, pourvu que les intervalles partiels soient suiïi-

samment petits.

Quoiqu'il en soit, si le nombre .1 existe, il est ce qu'on appelle la

valeur de Vintégralc définie de la fonction f{x) prise dans l'inter-

valle ûo, a. ou encore cnire la limile inférieure a^ et la liniile supé-

rieure a ; on le représente par le svmbolc

r f{x) dx.

qui s'énonce somme de a^ à a de f x dx. Le signe fcsi un S dé-

formé, initiale du mot somme ; le symbole dx, placé à côté de

J.Xj, est la trace de ces différences (Il— ««, a>— «i, .... a— a„_,

qui fignraient dans la somme relative à la décomposition

Go, ai, ..., a . La lettre d est l'initiale du mot différence.

Les fonctions intégrables au sens précédent sens de Riemann)

constituent une classe particulière parmi les fonctions bornées dans

l'intervalle a^, a . Ce que je vais dire maintenant ne suppose pas

que la fonction f[x) appartienne à cette classe, mais seulement

qu'elle soit bornée.

241. — Désignons par E l'ensemble des sommes supé-

rieures S : un nombre A appartient à E s'il est ime somme su-
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périeurc, c'est-à-dire s'il \ a tine décomposiliun Icllc que la domine

snpéricme correspondanle soit égale à A ; un nombre A n'ap[)ar-

tient pas à (E) s'il n'y a point de décomposition telle que la

somme supérieure corrcspond;mlc soit égale à A. Soit, de même,

(V? l'enscnible des sommes inférieures S. Les ensembles E et 'E

sont bornés en haut et en bas puisque tous leurs éléments appar-

tiennent à l'intorv.illo

[(flo — «I ni, (oo — a) MJ,

en vertu des inégalités 3 du n° 239. La borne inférieure '^J) de

l'ensemble E ; et la borne supérieure J) de l'ensemble (E; sont

ce qu'on appelle, l'une, l'intégrale par excès, l'autre, l'intégrale

par défaut de la fonction f x] dans l'intervalle «o, a et on les

représente respectivement par les symboles

f f{x)dx, r j{x)dx.

qui rappellent la notation de l'intégrale définie, quand celle-ci

existe. -

Ce rapprochement est naturel, en vertu de la proposition sui-

vante :

A chaque nombre positif î correspond un nombre positif r, Ici

que l'on ail à la fols, pour une même décomposition,

o<S — J<£, o<J — S<£,

sous la seule condition que les écarts des intervalles partiels de la

décomposition à laquelle se rajipoitcnt les sommes supérieure et

inférieure S et S soient tous inférieurs à r,.

Ici encore, en employant un langage sur lequel je me suis ex-

pliqué plus haut, on dit que S et S sont respectivement des valeurs

approchées de J ol de J, aussi approchées qu'on veut, pourvu que

les intervalles partiels soient suflisamment petits ; on dit aussi que

les sommes S et S ont respectivement pour limites les nombres

J et J, fjuand les intervalles partiels tendent vers o.

Je raisomierai sur les sommes supérieures.
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Reprenons les notations de la lin du numéro piécédenl relatives

aux trois décompositions

("o. "i ««-I. o), {(\,. a\ <7^',_,, a), {%, «i, ..., a),

dont on spéciliera tout à l'iicurc les deux premières, et dont la

troisième est déterminée de-; (pie les deux premières le sont ;
je dé-

signerai toutefois par /^i au lieu de /; le plus grand des écarts des

intervalles partiels de la première décomposition, ou un nombre

plus grand. S, S', 2i sont toujours les sommes supérieures rcla^

lives aux trois décompositions. On aura

o^i — J < S' — J,

o ^ S — S < (y) — i) r,, (M — m),

et. par conséquent,

o ^ S — J ^ (/) - i) T,, (M — m) -H S' — J.

Donnons-nous un nombre positifs et choisissons ensuite un nom-

bre positif s' <; £. D'après la définition même de la borne inférieure

d'un ensemble, il v a dans l'ensend^le E un élément dont la dif-

férence avec .1 est moindre que c' ; soit S' cet élément et choisis-

sons pour ^y, a\, ..., «|,_j, a une décomposition pour laquelle

S' soit la somme supérieure; /) est alors déterminé; choisissons

le nombre positif r,\ de façon que l'on ail

(p-i)(M

quelle que soit la décomposition 'cio, cii, ..., a„-i% pourvu que

tous les écarts des intervalles partiels ne dépassent pas y^i, on aura

O^S— ï<ï — £', o<S— J<s.

On déterminera de même un nombre positif yj^ tel que pour

toute décomposition où les écarts des intervalles partiels sont moin-
dres que v^o, la différence, positive ou nulle, J — S soit moindre

que c et l'on prendra pourvu le plus petit des nombres y^i, ry>. La

proposition énoncée est entièrement démontrée.

242. — La condition pour que la fonction /"
a? , bornée dans

l'intervalle Oo, a), soit intégrable dans cet intervalle est maintenant

bien claire; il faut et il suffit que les nombre .1 et J soient égaux.
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La condition est nécessaire, puisqu'il } a des sommes rclalivcs à

une décomposition pour l(\^(pielle- Ic^ écarts des intervalles [)arliols

sont aussi petits rpi'iiii \eiil, cl (jui dill'ciciil aussi peu qu'on le veu.t

soit de J , soit de J . l'allé est suliisante, car si l'on suppose .1 -— J

et si l'on désigne par .1 la valeur commune de ces deux nond^rcs,

à cliaf{ue nombre positifs, correspond un nombre positif y; tel que

l'on ait, pour toute décomposition où les écarts des intervalles

partiels sont moindres que r^

S^J<S, S — J<c, J— S<£;

des lors, puisque toute somme S relative à la même décomposition

ap[)artient à l'intervalle S, S\ on ama certainement
I
S — .1

|

< c ;

et celte inégalité sera assurée pourvu que les écarts des intervalles

partiels de la décomposition à laquelle S se rapporte soient moindres

que y^.

Pour que l'on ait J ^= J[, il faut et il suffit qu'à chaque noml)re

positif i corresponde une déconqiosition (oo, fli, ..., a' telle que la

différence

S — S = («, — a^) (M, — m,) + {a. — a,) (M. — m.) -h ...

-\- {a — rt„_,) (M„ — m„)

entre les deux sommes supérieure et inférieure relatives à cette

décom[)Osition soit moindre que i.

La condition est nécessaire puisque si l'on a J = J = J, il v a

des décompositions pour lesquelles les sommes supérieure et infé-

rieure dilVcrent de J aussi peu qu'on le veut.

Elle est suffisante ; on a, en effet, quelle que soit la décomposi-

tion,

0< J — J <S —S;

il faut (pic le nombre fixe J — J soit nul, pour que le dernier

nombre puisse être rendu plus petit que tel nombre positif qu'on

voudra.

Quand la fonction f x est intégrable dans l'intervalle a», n , la

valeur de l'intégrale / f x dx appartient toujours à l'intervalle

(S, S) quelle que soit la décomposition à laquelle se rapportent
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les deux sommes S. S o\ l'écart S — S de cet intervalle est une

limite supérieure de l'errcïir que Ion commet en prenant pour

l'intégrale une somme quelconque relative à cette décomposition.

En particulier la valeur de l'intégrale ap|)ailiont toujours à l'inler-

valle
I

a — a,, m. n — (i„ M|.

La condiliiui (ri'iti'i.'ralHlil(' peut encore élrc transformée comme

il suit.

Pour que la (onction f x soit intégrablc dans l'intervalle

V/o, '/ il faut et il suffit qu'à chaque couple de nombres positifs k
et a corresponde une décomposition ^ao, ai, ..., a telle que la

somme des écarts des intervalles partiels où l'écart de la fonction

f x) est supérieur ou égal à K soit moindre que a.

Si, en elTet, pour une décomposition quelconque a,,, Oi, ..., a\

on désigne par t la somme des écarts des intervalles partiels où

l'écart de la Fonction est égal ou supérieur à k et si, d'ailleurs, on

garde les mêmes notations on aura évidemment

aK < S - S < (a - fl„) R + 7 (M - ;»)•

La condition est nécessaire, car lorsqu'on se donne K et a, la

supposition S — S -< ak, entraine 7 <. (/ Elle est suffisante ;

supposons en elTet qu'elle soit vérifiée; si l'on se donne le nombre

positif £ et si l'on choisit k et a tels que l'on ait

(a — «(,) K -f- a (M — m) <C t.

on voit qu'il y aura une décomposition pour laquelle S — S sera

moindre que i.

Cette dernière forme de la condition d'intégrabilité est due à

Riemann ; elle montre en .particulier que si la fonction f oc) est

intégrable dans l'intervalle «o» ^ » elle est encore intégrable dans

tout intervalle contenu dans celui-là.

C'est des fonctions intégrables que je m'occuperai surtout. Je

n'ai guère parlé des intégrales par excès et par défaut, dont l'intro-

duction est due à ^L Darboux '
, que pour mieux éclaircir la notion

de l'intégrale définie proprement dite. Toutefois avant de m'oc-

cuper exclusivement des fonctions intégrables, je dois introduire

(') Annales de VEcole normale, 9.^ série, t. IV.
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qnelfjnos notions où inlorvienncnt soit les inlégralos par cxcrs ou

par tléfauf, soit des considérations très analogues à celles que j»

viens de développer.

243. — (AMisidéroiis un ensenibl(> borné E , dont Ions les

points appartiennent à l'intervalle a, b . Je vais définir une fonc-

tion y*(x} dans cet intervalle : si x est un point de fE , on prendra

/(x) = I ; si X n'appartient pas à (E^, on prendra/ x) = o. Cette

fonction étant bornée, les intégrales par excès et par défaut i/j

1
'

f{x)dx, f f{T)dx

ont une signification précise. La valeur de la première est lélendne

extérieure de l'ensemble : E\ la seconde est l étendue intérieure de

cet ensemble. Ces nombres ont été introduits dans la théorie des

ensembles par M. G. Cantor et par M. Jordan. Lorsqu'ils sont

égaux, lorsque la fonction y x est intégrable, au sens que l'on a

donné à ce mot au n" 242, l'un ou l'autre est ce que l'on appelle

la mesure de l'ensemble ( E) au sens de M. Jordan.

Si l'on se rep:'rlc à la définition des intégrales par excès ou par

défaut, on voit que la somme supérieure relative à une décomposi-

tion est la somme des écarts des intervalles partiels auxquels ap-

partient quelque point de l'ensemble Œ
,
qtie la somme inférieure

est la somme des écarts des intervalles partiels dont Ions les points

appartiennent à E:. Ces deux sommes sont des valeurs appro-

chées des étendues extérieure ou intérieure de E ,
aussi approchées

qu'on veut, pourvu que les écarts des intervalles partiels de la dé-

composition soient assez petits.

L'ensemble Ei , complémentaire de Tensemble E par rapport

() finterralle a, h , est, par définition, l'ensemble des points de

cet inler\alle qui n'appartiennent pas à E . Si l'on considère une

décomposition quelconque de l'intervalle V/, h), mi intervalle par-

tiel qui contient quelque point de E , contiendra un point qui

n'appartient pas à Eii, il ne figurera donc pas dans la valeur ap-

(') J'utilise ici, comme je l'iii fait d'ailleurs déjà au n" 239, 1 exposition de

M. de la ^ ailéc-I'oiissin, dans son Cours d'Analyse iiifinUcsinutl<\
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prochée de 1 eleiuluc inléricurc de l'ensemble E, ; ne figureront

dans celte valeur approchée que les intervalles qui ne contiennent

aucun point de E, c'est-à dire ccu\ qui ne figurent pas dans la

valeur approchée de retendue extérieure de E ; d'où celte con-

clusion :

Si E et El sont deux ensembles contenus dans l'intervalle

(a, h) et complémentaires par rapport à cet intervalle, la somme

de l'étendue extérieure de l'un et de l'étendue intérieure de l'autre

est égale à 6 — a.

L'étendue extérieure d'un ensemble contenu dans l'intervalle

a, h et dense dans cet intervalle est égale à u — a ; son étendue

intérieure est nulle.

L'étude de la mesure des ensembles a fait l'objet de recherches

très intéressantes ').

244. — Observons d'abord que si l'on considère un ensemble

dénombrable dont les éléments soient des intervalles, il est permis

de parler de la somme des écarts de ces intervalles ou, plus briè-

vement, de la somme de ces intervalles : c'est, en la supposant

convergente, la somme de la série dont les termes, tous positifs,

sont ces écarts ; si la série divergeait, on pourrait dire que la

somme des intervalles est infinie ; c'est d'ailleurs au cas oi^i elle

converge que se rapporte ce que l'on va dire.

Un ensemble de nombres ou de points (E) est dit de mesure

nulle lorsqu'à chaque nombre positif i correspond un ensemble

fini ou dénombrable d'intervalles dont la somme est moindre que z

et tels que chaque point de E appartienne au moins à l'un de ces

intervalles.

Il suit de là que tout ensemble dénombrable est de mesure

nulle ; en effet, si on se donne le nombre positif e, on peut former

une série à termes positifs

"l H- «2 H- ••• -+- tin -^ ••

dont la somme soit moindre que c ; il suffit pour cela de partir

(') Voir, en particulier, les Leçons sur la théorie des Jonctions de ^I. Borel et

les Leçons sur l'intégration et la recherche (tes fonctions primitives de M. Lebesgue.

Je ne dois pas citer ce dernier ouvrage sans signaler l'extension de la notion

d'intégrale qu'on y trouve. Malgré l'importance considcrabtcde celte extension,

elle m'a paru en dehors du cadre de la prégentc Introduction.
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d'une série convergente à Icrnics positifs quelconque, avant pour

somme A, cl de multiplier chacun de ses termes par . , en dési-

gnant par a un nombre positif quelconque plus petit que i. Ceci

posé, [)uisque E est dénombrablc, on [)cut en faire correspontlie

les éléments aux nombres de la suite naturelle i, 2, 3, ... : on re-

gardera l'élément fjui correspond au nombre n comme le centre

d'un intervalle dont l'écart soit égal à u„ ; la somme des intervalles

sera la somme de la série «i -4- «2 H- ••• + ii,i H- ... ; la proposi-

tion énoncée est évidente.

Par exemple l'ensemble des nombres rationnels qui appartien-

nent à l'intervalle G, I est dénombrable ; il est donc de mesure

nulle, au sens qu'on vient de dire. Il est clair que le mot mesure

est pris ici dans un sens diiVérent de celui de M, Jordan ; l'ensem-

ble considéré, qui est dense dans tout yinlervalle o, 1 , a une

étendue extérieure égale à i, une étendue intérieure égale à o ; il

n'a pas de mesure au sens de M. Jordan.

La pensée d'un ensemble de mesure nulle, au sens qu'on a ex-

pliqué plus haut, et dense dans un intervalle choque quelque pou

notre intuition spatiale, et le précédent exemple montrera [)cut-

être au lecteur qu'il ne faut pas se fier outre mesure à cette intui-

tion, si féconde qu'elle soit : il justifiera peut-être aussi à ses veux

la minutie de certaines démonstrations. Quoiqu'il en soit, je péné-

trerai un peu plus avant, en indiquant, d'après M. Borel '

,

quelques résultats intéressants.

245. — Considérons, d'une part, l'intervalle a, b , et, d'autre

part, un ensemble I , formé d'intervalles, qui peut, d'ailleurs, être

fini ou infini, dénombrable ou non ; je dirai que cet ensemble Ij

recouvre l'intervalle a, b , ou que les intervalles de I recouvrent

\a, b pour dire que chaque point de a, b est intérieur à quelque

intervalle de l'ensemble '1
. Ceci posé, on a le théorème suivant,

dont j'emprunterai la démonstration à M. Lebesgue ^, :

Si l'ensemble d'intervalles 1 recouvre l'intervalle 'a, 6 , il

existe un nombre fini d'intervalles, appartenant tous à I-, dont

l'ensemble lo recouvre a, b .

(') Levons sur la théorie des fondions, p. '42.

(^) Leçons sur l'inU'<jration, elc, p. io5.
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Supposons en effet que l'ensemble l recouvre (a, b\ Soit i[E)

l'ensemble des points x de a, 6} tels que l'intervalliî (a, x) soit

iccouveit par un nombre fini d'inleivalles appartenant à (I) ; tout

revient à démontrer que b ap[)arlient à E . Observons d'abord que

l'ensemble [E] contient certainement des points : tels sont les points

de [a, b) intérieurs à l'intervalle de F auquel a est lui-mùme in-

térieur. Soit Xo la borne supérieure de l'ensemble E , ensemble

dont tous les points appartiennent à [a, b) ; le point Xo appartient

lui même à [a, b), soit qu'il appartienne à '[E), ou qu'il en soit un

point d'accumulation. Il y a donc un intervalle (a.o, [îo], apparte-

nant à I , auquel le point Xq est intérieur ; il y a un point

Xi(xi -^Xo) appartenant à (£) et suftlsammeut rapprocbé de Xq

pour être intérieur à la fois à ^a, b] et à (ao, |5o). Puisque le [)oint

Xi appartient à E , c'est que l'intervalle 'a, Xi) est recouvert par

un nombre fini d'intervalles appartenant à I) : adjoignons à ces

intervalles, qui recouvre-it a, Xi , l'intervalle ao, ^o], s'il n'en fait

pas déjà partie : on obtiendra ainsi un ensemble fini d'intervalles

qui recouvrira manifestement l'intervalle (a, x], pourvu que x soit

un point intérieur à [7.0, [jo] ', en d'autres termes, x est certaine-

ment un point de E pourvu que x appartienne à (a, bj et soit in-

térieur à ao, jjo). En particulier o^o appartient à (£J) ; enfin Xo est

égala b ; car si l'on avait x^, < b. il y aurait, au-delà de Xo. des

points de a, b] qui seraient intérieurs à (ao> ^0] ', oco ne serait pas

la borne supérieure de (E)

.

Il suit de là que, si l'ensemble (I) recouvre l'intervalle a, b et

s'il est dénombrable, en sorte qu'on puisse parler de la somme des

intervalles qui le composent, on peut être assuré que cette somme
dépasse b — a : en effet, la somme des intervalles de ,1 est au

moins égale à la somme des intervalles de (lo) ; ces derniers inter-

valles étant en nombre fini et recouvrant (a, b), leur somme est

certainement supérieure à b — a; c'est là un point sur lequel il

me semble inutile d'insister.

Inversement, si l'on part d'un ensemble dénombrable d'inter-

valles I , et si l'on sait que la somme 7 des intervalles de cet en-

semble est inférieure h b — a, on peut être certain qu'il y a des

points de l'intervalle a, b] qui n'appartiennent à aucun des inter-

valles de (L

.

Supposons en effet, pour arriver à une contradiction, que chaque
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point de a, b) aj)pailioiine à quelqu'un des intervalles de (l). Il

ne lui sera pas nécessai renient intérieur; mais il est aisé de con-

struire un ensemble d'intervalles l dont la somme sera encore

inférieure h b — a, cl tel que chaque [)oint de a, b soit intérieur

à un intervalle de V ; il suffit pour cela, ou conservant son centre

à cliacun des intervalles de 1 , d'agrandir un j)eu cet inler\allc

en le multipliant par ( i -h a ; la somme des intervalles de I'

sera 7 \
i -+- u., et il suflira ilc prenilre le nombre positif 7. assez

petit pour que cette somme soit moindre que b — a : tout point

qui a|)partenait à un intervalle de I sera Intérieur à l'inlervallc

correspondant de 1'
; ainsi, dans l'hypothèse où nous nous pla-

<;ons, l'ensemble l'y recouvre entièrement l'intervalle a, 6 ; il v

a alors un ensemble fini Je , contenu dans F , dont les intervalles

ont donc une somme au plus éf:alo à 71 + a; <; b— a, dont

enfin les intervalles, en nombre fini, recouvrent a, 6/ : l'absurdité

est manifeste.

Soit donc, en supposant toujours que la somme 7 des intervalles

de I soit moindre que b — a, E^ l'ensemble des points de a, b

qui n'appartiennent à aucun des intervalles de I
; je dis que (E;

n'est pas dénombrable ; si, en effet E était dénombrable, sa

mesure serait nulle; il y aurait un ensemble J d'intervalles, avant

une somme c' inférieure à ^ — a — 7, et tels que chaque point

de (E) fût intérieur à quelque intervalle de (D) ; l'ensemble (I) + \l

des intervalles qui appartiennent soit à (I) soit à (J) recouvrirait

(a, bj\ la somme des intervalles de cet ensemble (I) -4- '^y serait au

au plus égale à 7 -l- c et par conséquent moindre que b — a ; on

a vu que cela était impossible.

Ce dernier résultat, rim|)ossibilité qu'il y a à ce que rcnscmble

(E) soit dénombrable, n'a rien de surprenant lorsque cet ensemble

contient tous les points d'un intervalle contenu dans a, b\, mais

il n'en est pas toujours ainsi.

Prenons, par exemple, pour l'ensemble dénombrable I un

ensemble d'intervalles dont les centres sont les points à abscisse

rationnelle de l'intervalle o, i et pour lequel la somme des inter-

valles soit moindre que i. L'ensemble E est l'ensemble des [)oints

de l'intervalle (o, i) dont aucun n'appartient à un intervalle de 1 1
;

si m, ni' désignent deux points de cet ensemble, il y a certaine-

ment entre m et m' un point r à abscisse rationnelle ; il est le
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ccnlie (l'un -des inlorvalles de 1 qui sépare ainsi les deux points

m, m' \ cnlre deux poinls quelconques tle l'ensemble non dénoni-

brable E , il y a des poinls qui n'appartiennent pas à E j : il est

impossible que tous les points d'un intervalle, si petit qu'il soit,

appartiennent à E .

246. — Soit f X une fonction de x définie dans l'inlervalle

«0, a ; je désignerai sous le nom de somme 2l relative à la décom-

position Oo, fli, ..., a„_i, a ao <_ ai <. a> <C . . . <C a , \a somme

^ = l/(«.)-/(«o)i + i;(«.)-/(«oi + •••-+- i/(«)-/K-i)

La fonction f x est dite à variation bornée dans l'intervalle

(''«0, o^ s'il existe un nombre positif A qui dépasse toutes les

sommes 2l, relatives aux diverses décompositions possibles de

l'intervalle a^, a .

Si la fonction/ ce est à variation bornée dans l'intervalle ^ao, a ,

elle est aussi à variation bornée dans tout intervalle (a, ^) contenu

dans (ao, a), puisqu'on peut faire figurer les nombres a, jj parmi

les nombres intercalaires. Toute somme relative à une décomposi-

tion de l'inlerNalle a, ^v est moindre que A. On a d'ailleurs.

l/(«) -/K) I

< l/(«0 -/K) i
+ !/(«.>) -/(«O 1

+...

-H!/(«)-/K-l)l<A

et par suite,
|
fa |

< A h-
|
/ ^o

|
; si x est un point quel-

conque de l'intervalle Oo, a , la fonction est à variation bornée

dans l'intervalle Oo, x) et l'on a aussi

!/(-^)l<A-h|/(ao)!;

toute fonction à variation bornée dans un intervalle est bornée

dans cet intervalle.

Une fonction qui est non-décroissante, dans l'intervalle (ao. aj,

ou non-croissante n" 163 , est à variation bornée ; en effet toutes

les sommes 1 sont égales à/ a~ — f'ao] dans le premier cas, à

— [f a^ — /(«o^] dans le second.

Si la fonction /'ic} est à variation bornée dans l'intervalle (a,,, a,,

l'ensemble des sommes 1 relatives aux diverses décompositions de
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cet intervalle est borné on haut. Sa borne supérienrc V Uo, a, est

la variation (o laïc de la fonctiony x dans l'intervalle ''a,,, a' ; elle

est au plus égale à A. Il est clair que, si l'on supprime quelqu'un

des nombres intercalaires Oi, a>, .... rt„-i, la somme ^ reste la

même ou diminue ; que, si on introduit de nouveaux nombres inter-

calaires, tout en conservant les anciens, la somme ^ reste la même
ou augmente : qu'il y a parmi les sommes ^ des nombres aussi

voisins qu'on le veut de \ ao, a . 11 y a en particulier des sommes

i aussi voisines qu'on le veut de V ao, a et pour lesquelles les

intervalles partiels sont aussi petits qu'on le veut : il suffit en effet

de partir d'une quelconque lo des sommes ^ telle que l'on ait

o<V— Zo<Cî>ctde subdiviser ensuite les intervalles en intervalles

partiels, plus petits que la limite qu'on s'est fixée. Mais on ne

peut affirmer ici, en général, comme pour les intégrales par excès

et par défaut, qu'une somme 2! diffère aussi peu qu'on le veut de

Y Ou, a pourvu que les intervalles soient suffisamment petits,

parce que l'introduction ou la suppression d'un nombre interca-

laire a pour lequel la fonction serait discontinue peut modifier la

somme 2l d'une quantité finie, quelque petits que soient les inter-

valles. Il est aisé de voir que, si la fonction/ x est continue dans

l'intervalle ao, a et si elle est à variation bornée dans ce même
intervalle, les choses se passent comme pour les intégrales par

excès et par défaut : une somme 2l est aussi approchée de la varia-

tion totale que l'on veut, pourvu que les intervalles partiels soient

suffisamment petits.

En effet, si l'on désigne par o^ le plus grand des écarts de la

foncliony X relatifs aux intervalles ao, ni , ai, a^ ... fl/i-i, a ,

on reconnaît sans peine que l'introduction d'un nombre intercalaire

dans la suite Oo, ai, ..., ùn-i, a ne peut augmenter la somme -que

de 2 0^ au plus; l'introduction de /• nombres intercalaires ne peut

de même augmenter 2l que de 3 rc? ; d'autre part on sait que ^

peut être supposé aussi petit qu'on le veut, pourvu que les inter-

valles partiels soient suffisamment petits n" 164 ; dès lors la

démonslralion du n" 241, avec quelques petits changements que le

lecteur fera de lui-même, conduit à la [)ioposltion énoncée.

Su[)posons toujours que la fonction y j: soit à variation bornée.

Une somme 2Î relative à la décomposition a^, a^, ..., a„_,, a^

de l'intervalle a^, a est la somme des valeurs absolues des

Ta:<.<<ebt II. — lolroJuction à la Tbèoiie tles fonctions 2
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différences

/(«0-/K). /(«.)-/(«.)' -./(«) -/K-0-

Parmi ces différence?, si l'on ne lienl pas compte de celles qui

sont nulles, les unes sont positives, les autres sont négatives ; soit

p la somme de celles qui sont positives, — n la somme de celles

qui sont négatives ; à charpie décomposition correspond un nombre

p et un nombre /( ; on va montrer que l'ensemble des nombres p et

l'ensemble des nombres n qui correspondent aux diverses décom-

positions possibles sont des ensembles bornés en haut et que leurs

bornes supérieures cpe je désignerai par P (ao, ci), N (a^, a) satis-

font aux relations

( P {a,, a) H- N («0. Cl) = V («„, a)

(0 iPi«o,«)-N(ao.«)=/(«)-/'>o,)-

On a en effet, pour la décomposition considérée

(2) p -4- ,i. = V p _ ,i =/(a) — /(ao).

La première de ces égalités (2) montre que les nombres positifs

p, n ne peuvent dépasser 2!! et, par conséquent, Y a^, a ; l'ensemble

des nombres p et l'ensemble des nombres n sont donc bornés en

haut. Ceci posé, si l'on se donne un nombre positif e, il \ a cer-

tainement une décomposition pour laquelle les nombres 1, p, n

diffèrent respectivement de leurs bornes supérieures V (ag, a),

P 'oo, a), N(ao, a) de quantités moindres que • : en effet, il y a

certainement trois décompositions telles que les trois nombres po-

sitifs ou nuls Y («0» «) — ^' P {<^o> ^j — /'' ^ (f'o, Cl — n soient

moindres que î, étant entendu que 1 se rapporte à la première

décomposition, /) à la seconde, n à la troisième; rangeons par

ordre de grandeur tous les nombres intercalaires qui entrent dans

ces décompositions : il en résultera une quatrième décomposition

où les nombres 1, p, n seront remplacés par des nombres 1'. p',

n , au moins égaux ; donc les nombres toujours positifs ou nuls

Y 'a„, a] — 1'
, P «o» «) — P > ^ /'«' '^0 — '^' seront, a fortiori,

plus petits que z. Dès lors, les deux égalités (i) sont des consé-

quences évidentes des égalités (2}.

Dans le cas où la fonction f{x) est non-décroissante dans l'in-

tervalle (ao, à;, il est clair que l'on a Y («0. «) =/(«o) — /(«}

*l
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= P (T,y, a , iN «0» « = o ; si la fonction f J') est non-croissante,

on a au contraire \
'oo, a = f'n^) — fa = — ^

'«fo» ^)^

P(rto. a == o.

Si. en supposant r/ •</'<< c, la foncf ion /(aï) est à variation

bornée dans les intervalles 'a, b\ (b, c) elle est évidemment à va-

riation l)ornée dans l'inlorvalle a, c) ; je dis de plus que l'on a

. Y ia, c) = Y (a, b) + Y (6, c).

(3) P (a. c) = P (a, 6) H- P (6, c).

' N {a,c) =N (a, b) -+-N(6, c).

Occupons-nous de la première de ces égalités.

Employons pour distinguer ce qui se rapporte aux divers in-

tervalles, les notations l[a, b), 5(6, c), 2 (a, c) : elles désigneront

des sommes formées comme celles que l'on a désignées précédem-

ment par 1, et relatives à des décompositions des intervalles (a, b),

(6, c , (a, c .

Si la décomposition de l'intervalle (a, c) à laquelle se rapporte

la somme 5(a, c) est obtenue par la juxtaposition des deux décom-

positions des iatervalles (a, b}, (b, c, auxquelles se rapportent les

sommes la, 6 , l[b, c], il est clair que l'on a

(4) Z{a, c) = I.(a, b) + Z{b, c).

Donnons-nous un nombre positifs : il existe r.ne décomposilion

de l'intervalle ^a, c , une décomposition de l'intervalle a, b , une

décomposilion de l'intervalle (6, c telles que les difl'érences res-

pectives entre les quantités Y {a, e\V(a, b^,Y(b, c^et les sommes

l'a, c), Ka, b\ l'b, c qui se rapportent à ces décompositions

soient moindres que c ; mais, pour ces sommes, l'égalité 4 n'est

pas véiiliée, en général. Rangeons par ordre de grandeur croissante

tous les nombres qui figurent dans ces trois décompositions, y
compris les nombres a, b, c ; il en résultera trois nouvelles décom-

positions des interalliés (a, c , (a, b , (6, c telles que la première

résulte manifestement de la juxtaposition des deux dernières; pour

ces nouvelles décompositions l'égalité sera vérifiée; mais les nou-

velles sommes l'a, c], la, />), 1 b, c sont supérieures ou égales

aux anciennes, puisque les décompositions auxquelles elles se rap-
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portent se déduisent des anciennes en inlroduisanl de nouveaux

nombres intercalaires ; les nouvelles dillV-icnces

yia,c) — Z{a, c), \{a, b) — l{a, b), \{b,c) — S (6, c),

qui sont toujours positives ou nulles sont certainement plus petites

que £ ; il faut donc que l'égalité

Y (a, c) = \{a, b) -\-\[b,c)

soit vérifiée, puisqu'il y a des nombres aussi voisins qu'on le veut

de \ {a, c , V '«, b , V b, c qui vérifient cette égalité.

Les formules

P (a. b) = V(«.fe)+/W-/H

N (a. 6) = V(«.fe)-[/W -/(")]

qui sont des conséquences immédiates des égalités ( i\ et les for-

mules analogues relatives aux intervalles b, c , a, c , permettent

de déduire de la première égalité 3 la seconde et la troisième de

ces égalités.

Il me sera commode d'avoir remarqué que, si une décomposition

de l'intervalle a, c résulte de la juxtaposition de deux décom-

positions des deux intervalles a, b , b, c , on a

[Y {a, c) - Z{a, c)] = [V(a, b) — S (a, bf] + \y {h, c) — S (6, c)]

et que les trois différences entre crocliets sont positives ou nulles ;

si, par conséquent, on sait que la première est plus petite que le

nombre positif £, on est certain qu'il enest de même des deux autres.

247. — Supposons que la fonction/ x soit à variation bornée

dans l'intervalle a, b] : si les nombres a, ^ appartiennent à cet

intervalle, les symboles Y a, fj\ P a, ^ , N a,
fj

ont, par ce qui

précède, une signification bien claire, pourvu que a soit moindre

que 1*8; il est tout naturel de leur attribuer la valeur o quand jj

est égal à a ;
j'exclus le cas où ^j serait inférieur à a. P a, [jjj

N (a, p) sont positifs ou nuls.

i
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On a, cil supposanl (]uc ./; appailiciinc à rinlcrvalle (a, b.,

y(ar) —/(a) = P(a, x) — N (a. x) ;

puis, en supposant que h soil positif cl que x -\- h appartienne

aussi à l'intervalle a, h,

P (a, X -^ h) = P (a, a-) + P {x, x -h h),

N {a, X -f- /i) = N (a, a;) + N {x, x -+- h] ;

les deux dernières égalités montrent que les fonctions Va,x),'S[a,x)

[et par conséquent, la fonction Y [a, x ] sont non-décroissantes

dans rinlcrvalle a, b . En vertu de la première égalité, on voit

que la fonction fx peut être, dans l'intervalle (a, 6\ regardée

comme la dilïérence entre deux fonctions non-décroissantes.

Si la fonction f ,x est non-décroissante dans l'intervalle («q a),

la fonction N i«, xj est constamment nulle; c'est au contraire la

fonction P <^a, x) qui est toujours nulle quand la fonction f 'x: est

non-croissante.

Si la fonction/ a?) est continue et à variation bornée dans l'in-

tervalle (a, b), les fonctions V(a, x], Va, x), N(a, x) sont con-

tinues dans le môme intervalle.

A cause des relations, valables dans tout l'intervalle a, b),

2P(a, x) = \{a, x) -\-J{x) —f{a),

2N(a. x) = V(a, x) —f{x) -f-/(a),

il suffit évidemment de démontrer la continuité de la fonction

Va, X .

Soit z un nombre positif donné; il lui correspond un nombre po-

sitif y; tel que l'on ait
|
f[x') —f x}

| <C c sous la condition que x

et x' appartiennent à l'intervalle a,b et que l'on ait
|
x'— x

\ <<>>>

tel aussi que la dilTéroncc positive ou nulle Y «, b — ^ a, b)

soit moindre que £ pourvu que tous les intervalles partiels de la

décomposition à laquelle se rapporte la somme i a, b soient

moindres que y;. Soient maintenant a,
fj

deux nombres c{uel-

conques appartenant à l'intervalle a, b et dont la dillerence soit

moindre, en valeur absolue, que y;. Considérons une décompo-

sition de l'intervalle [a, b où y., ^j soient deux nombres consécu-
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lifs cl telle que tous les intervalles partiels soient moindres que v),

les sommes l'a, rj\ ^'a, /5) qui interviendront plus loin, se rap-

porteront à colle décomposition arrêtée au nombre a ou au

nombre .3: d'après une remarque antérieure, les dilTcrences po-

sitives ou nulles \'a, 7^ — 2 a, «;, Vi^a, /5; — l'a, jS) seront

moindres que s ; on a d'ailleurs

Z{a,a^=Z{a,^)±\J{.)-J{'^)\

en prenant le signe -h ou le signe — suivant que
fj

esl plus petit

ou plus grand que a. On aura donc

V(a, p) - V(o, a) = [V(a, P) - L{a, §)] - [V(a, a) - S (a, a)]

et par conséquent

I

V:(ffl,!3)-V(a, a)i<.^,

sous la seule condition ^j — c/. <ir,. La proposition est démontrée.

II. FONCTIONS INTÉGRABLES. INTÉGRALES DÉFINIES

248. — Revenons maintenant aux fonctions intégrables.

On a démontré au n" 242 que, pour que la fonction bornée /(x)

soit inlégrable dans l'intervalle [a^, a), il faut et il suffit qu'on

puisse, à cliaque nombre positif c, faire correspondre une décom-

position ao,a,, ..., a„_i, a) de l'intervalle [a^, a), telle que l'on ait

{a^—ao) (M,— mj+ («^— aJ (M^— m.^)-\-.. . -+- (a— a^-i) (M„— m„)<£,

en désignant par Mj, n?,, par Mj, m^, ..., par M„, m,, les bornes

supérieures et inférieures de la fonction f^Xj dans les intervalles

partiels Qq, a,}, a^,a.2), ..., (a„_,, a.

Celte condition montre tout d'abord que, si la fonction f,x, est

intégrable dans l'intervalle ,^«0. û> elle est inlégrable dans tout

intervalle contenu dans l'intervalle (oo, a). De même, si une

fonction f x^ esl inlégrable dans les deux intervalles contigus

(a, b), b, c) elle esl intégrable dans l'intervalle a, c).
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Toute fonction /V, continue dans l'inlcrvallc (rto, a) est inlr-

grahlc dans cet intervalle.

Si, en elTet, la fonction fx est continue, à chaque nombre

positif c correspond un nombre positif /; tel que, dans tout inter-

valle contenu dans ao, aj et dont l'écart est moindre que y^, l'écart

de la fonction soit moindre que ô; si donc les écarts des intervalles

partiels de la déconq)osition a„, a,, ..., a) sont moindres que v;,

la somme

(«i— «u) (M, — "«," + ("..— «i) (^ï^— '"2'' +•••+ (fl— ««-i)(^ï"— '"«)

sera moindre que a — ao £. La proposition est démontrée.

Si la fonction / x est délinie dans l'intervalle (Iq, a et si, dans

cet intervalle, elle est soit non-décroissante, soit non-croissante

n" 163 , elle est inlégrable dans cet intervalle.

Plaçons-nous dans le premier cas ; on a alors

M, =/(«,), M, =/(«,), ...,M„ =/(«),

d'où

(a, — ao) (M,— m,) + (a^— «,) (^2— '"2) -h ... -h {a— a„_i) (M„ — m„)

-=(«i—«o)[/(«i)—y(«o)]+ («2
— «.)[/(«-')—/(«.)K •••

-h(a—a„_0[/(a)—/(fl„_,)].

Soit r, le plus grand des écarts des intervalles partiels; le second

membre est au plus égal à

•a/(«.) -/(«o) +/l«.) -/(«.) -H ••• +/(«) -/(«-.-.)]

= ^.[/(«) —/M;

si l'on se donne le nombre positif £, il suffira de prendre

249. — Si une fonction /(x), bornée dans l'intervalle 'a^, a),

est intégrable dans cet intervalle, il en sera de même d'une fonction

bornée F(x-y égale à la fonction /^x^ pour toutes les valeurs de x
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appartenant à l'intervalle Gq, a , sauf quelques valeurs en nombre

limité, et l'on a

- "0 tyuo

si, en effet, pour le? deux fonctionsy x', F x; on considère par

exemple deux sommes supérieures relatives à une même décom-

position, on voit que les éléments de ces deux sommes ne peuvent

différer que pour les intervalles partiels auxquels appartiennent

des valeurs de X qui rendent différentes les deux fonctions/ a? , F ''x;\

la différence entre les deux sommes peut donc être supposée aussi

petite qu'on le veut, puisque ces intervalles sont en nombre limité;

le même raisonnement s'applique à deux sommes inférieures re-

latives au même mode de décomposition, etc.

Il est bien aisé de voir que la proposition subsisterait si l'en-

semble des valeurs de oi pour lesquelles les deux fonctions

y(x;, Y Xj diffèrent était infini, mais d'étendue extérieure nulle.

Si l'on a a,, <; 6 < a et si la fonction/ x est intégrable dans

l'intervalle a^, a , on a

rj{x)dx = I f{x)dx -H rf(x)dx.

Si, étant donnée une fonction/ x dans un intervalle Qy, <v , on

peut décomposer cet intervalle en intervalles partiels tels que dans

chacun d'eux la fonction soit, ou continue, ou constante, ou non-

croissante, ou non-décroissante, la fonction sera susceptible d'in-

tégration dans l'intervalle V/,,. a et l'intégrale définie relative à cet

intervalle sera la somme des intégrales relatives aux intervalles

partiel?.

On a supposé jusqu'ici a^, <; a. Lorsqu'on a a^ > a et que la

fonction/ x est intégrable dans l'intervalle a, a^ , on pose

mdx = - f{x)dx,
a a J't

et cette égalité peut être regardée comme une définition du premier

membre; du reste, on reconnaît immédiatement que la définition

de l'intégrale, donnée au n° 240, s'applique dans ce cas, avec des
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modificalioius Insigiiilianlcs clans le langage. Si l'on a a^ =- a,

l'inlégrale, par déliiiitiuii, csl nulle.

On n'anra aucnnc [)eine à démontrer que, si la fonction f Xj

est inlégrable tlans le plus grand des intervalles bornés par deux

des trois nombres a, b, c, on a

r/(.r)./.r + / ''f{x)dx + f f{x)dx = o.

Cette égalité subsiste si deux des nombres a, h, c sont égaux.

Si / a; ) et (p[x) sont des fonctions intégrablcs dans l'intervalle

(floî o » on voit tout de suite que, en désignant par V et B des

constantes quelconques, la fonction

\f{x) + V..{:r)

est aussi inlégrable dans le même intervalle et que l'on a

Jr'a
nu pa

I rA/(j-) + Bcp(a-)](7a; = A
1

/(x)r/x + B ^[x)dx.

Si les deux fonctions bornées y x), <f{x] sont intégrables dans

l'intervalle cio, a , il en est de même de la fonction f x x ''^ x .

Sup[)osons en elTet que, dans un même intervalle, les bornes

inférieures des deux fonctions f x ,(p x soient respectivement ///. u.

et leurs écarts '/, r); on aura, en désignant par x et x' deux va-

leurs quelconques appartenant à cet intervalle,

f[x) = m -+ hd, f{x') := m + li'd,

o{x) =: fX H- T;0, q{x') =: |Jl + t/o,

h, h'r,, Y,' étant des nombres qui appartiennent à l'intervalle (O, i);

on en déduit

J{x) X oix) —J{x') X -o(rr')= (h - h') \xd + (-^i
— r/) m5 + (/ir,— /i'r/)(/o ;

si donc on désigne par P un nombre positif supérieur aux valeurs

absolues de m et a, on voit que, dans l'intervalle considéré, l'écart

de la fonction/ .Ty X 'v X; sera moindre que

P(r/-+-0) +(/o;
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ceci posé, considérons une décom position a^, a,, ..., a„-i, « de

l'intervalle (a^, a) : soient (l^, d.^, ,.., d„ cl r}^, o'.,, .... â',, les

écarls des fonctions /,.c) et (^(a;) dans les intorvalles partiels

a», o, ,^a,, a^,, ..., ^^a„_,, a); si A est un nombre auquel les va-

leurs absolues des fonctions f{xj, (^{x) restent iaCérieures dans

l'inlervallc [a^, a), la somme S des écarts de la fonction /^a?;^ (a;)

dans les intervalles ûo, 'h > '^u 0.2), ..., a„_i, a , respectivement

multipliés par les écarts de ces intervalles, sera moindre que

(«. — «0) [A(^i H- 5.) + f?/^,] -t- {a, — a,) [X{d, + 0,) + d.r,^^

+ ... -f- (a — a„_,) [A(f/„ -4- o„_,) -f- f/„5„i
;

dès lors, si s désigne un nombre positif arbitraire, on peut,

puisque les fonctions f(x), (^(x) sont intégrables dans l'intervalle

ùo, a), supposer la décomposition telle que l'on ait

(a, — ao)d, -+- {a^ — a^)d.^ -+- ... -h (a — a„_i)(/„ < s,

(«1 — «o)S, 4- (a^ — aj.)o^ + ... 4- (a — a„_,)o„ <£;

si donc on désigne par B un nombre positif égal ou supérieur à

l'écart de la fonction ç rc dans l'intervalle total a^, a], au moins

«gai par conséquent à chacun des nombres r}^,
à'i, ..., (?», on aura

S< (2 A + B e;

puisque s est arbitraire, et que les nombres A et B sont fixes, on

voit que la décomposition peut être supposée telle que la diffé-

rence S entre deux sommes supérieure et inférieure soit moindre

que tel nombre que l'on voudra ; la fonction / x X o^Xj est donc

intégrable dans l'intervalle a^, a .

On démontrera d'une façon analogue que, si o 'x) est une fonction

bornée intégrable dans l'intervalle aa, «;. et dont la valeur absolue

reste supérieure à un nombre positif A, la fonction -7[-\ sera inté-

grable dans le même intervalle.

250. — La définition de l'intégrale définie permet, lorsqu'on se

donne la fonction à intégrer et les limites de l'intégrale, d'obtenir

des valeurs approchées de l'intégrale définie, mais ce n'est que dans

des cas très particuliers qu'elle fournit la valeur exacte de cette

intégrale
; je me contenterai de citer l'exemple suivant :
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Soit, en désigiianl i)ar a un nombre quelconque dilTcienl de i

en valeur absolue,

J =z I log ( r — Vil cos X + a-) t/.i

La fonction log i — :> a cos x -¥ a- étant continue dans l'inter-

valle considéré, elle est inlégrablc, et l'on a |)ar définition

J =: liin " ^ \o'^ ( I — 2 2 cos
n

= lim " loor II ( I — 2 2t cos

1=0

mais, en verlii d'une identité bien connue, on a

i=n— I

ni I 2 '-< cos -f- 2- rr= -î^
'—^ '-

;

Il / a H- I

on aura donc

J = lim "
[log •—^"^ -+- log (i — a^")l'

ou

J = lim
~

[log
"^ "7 '

H- log v'/^n _ 1) 1,

suivant que a sera, ou non, compris entre — i et -h i ; dans le

premier cas, J est manifestement nul; dans le second cas, l'identité

log (a2'. _ i) = n log a2 4- log (l —
J,.j

montre que J a pour valeur r. log 7}.

On aperçoit bien que c'est grâce à une circonstance très parti-

culière que l'on a pu j)arvcnir au résultat final.

251. — L'évaluation des intégrales définies, la rcclierclic des

fonctions primitives sont deux problèmes connexes, ainsi <{u il

résulte de la proposition suivante.
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Si, dans l'inlcrvalle (oo, a\ la fonclloii F x admel pour dé-

rivée la l'onction />; [ce qui implique la conlinuitédeF(.x ], et si,

dans ce môme intervalle, la fonction/ x est bornée et intégrablc,

on a

Soit, en effet, a^, «,, ..., «n -i, o' une décomposition quel-

conque de l'intervalle 'a^, a ; on aura, en vertu de la formule des

accroissements finis n° 216^,

F(a)-F(aJ = F(rO-F(a„)-+-F(a,)-FK)+ ...H-F(a)-F(a„_,)

= («, — «o)/(^,) + (a.— a,)J{:c.^ + ... _|_ („_ a„_,)/(a-„),

en désignant para?;, x.y, ... rendes nombres intérieurs respective-

ment aux intervalles (a^, a,\ (a,, ûi, ... [a„_i, a\ La différence

F (a) — F(ao) peut donc être regardée comme une des sommes

relatives à une décomposition quelconque a^, a^. ..., a , sommes

dont la considération est le point de départ de la définition de

l'intégrale I fix) dx. Si la fonction J x- est intégrable dans
tVao

l'intervalle a^, a , c'est qu'il y a un nombre J dont s'appro-

chent autant qu'on le veut les sommes relatives à une décom-

position quelconque pourvu que les intervalles partiels soient

suffisamment petits. Ce nombre J est donc égal à F a} — F(ao).

Tel est le cas si la fonction f'x: est continue, ou à variation

bornée, dans l'intervalle (ao, a . Mais le seul fait, pour une fonc-

tion/ x, d'être la dérivée d'une fonction F'x , n'implique pas

l'intégrabilité de cette fonction.

Les conclusions auxquelles on vient d'arriver peuvent se déduire

en partie de l'étude de la fonction de x (').

f{x)dx

(') Il convient de remarquer que, dans la notation usuelle

flx)dx

"0

la lettre x n'a pas le même sens dans f{x)d.c et comme limite supérieure de
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OÙ l'on snp[)ose que x appartienne à l'intervalle 'n^, cij et que la

fonction/ ./ soit bornée et intégrable dans cet intervalle.

On a

(x — «())»« ^ <f
(a?) ^ (a — x) M,

en désignant toujours par m et M les bornes inférieure et supé-

rieure de la fonction / 'x) dans l'intervalle a^, a) ; la fonction

i"!) 'x est donc bornée dans cet intervalle; soient 'x^^, x^ -+- /* \\n

intervalle contenu dans a^, a et m^, M^ les bornes inférieure et

supérieure de/V dans cet intervalle; la quantité

appartiendra à l'intervalle /»q, Mq ; elle sera au plus égale, en

valeur absolue, au plus grand u. des nombres \m\ et |M| ; l'iné-

galité

\^{x,^h)-'.{:c,)\^\h\^,.

montre clairement que la fonction c; x est continue pour tout

nombre x^, appartenant à l'intervalle a^, a .

Si la fonction/ a;^ est continue pour x = x^, l'écart de l'inter-

valle iUq, Mq^, auquel appartient aussi la valeur de/x^] peut être

supposé moindre que le nombre positif £, pourvu que l'on ait

\h\ <:^ /y, en désignant par v; un nombre positif, correspondant kl.

Sous les mêmes conditions, on aura donc

JiK+AIzzJlK) _y(.^.^)| < e.

La fonction O'x] admet f x] pour dérivée, en tout point de

l'intervalle (a^, a), où la fonction /(a?) est continue. Si cette fonc-

tion est continue dans tout l'intervaUe, o j:' admettra, dans tout

l'intervalle,/ x pour dérivée.

l'intégrale : la nolalion précédente veut dire la valeur pour r = x de la l'onc-

tion de z

? (^/ =
(

/(^; djc.
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Il convient, en passant, de faire la remarque suivante : si l'on a

'^0 <C fil <C a et si foX, /i -^j sont des fondions continues dans les

intervalles a^, a/ , a,, a\ mais telle que Ton n'ait pas

/o(ai) =/J«i),

une fonction f x définie dans l'intervalle 'a^, a par cette condi-

tion qu'elle soit dans l'intervalle [uq, a,) constamment égale à

/q'x^ et. dans l'intervalle '^a,, a constamment égale hfi'x^,, sauf

pour la valeur x = a^, qui lui fait acquérir la valeur / aj =/o(«i)>
sera (n" 248) intégrable dans l'intervalle Og, a ; dans ce même
intervalle, la fonction

j"f{x)dx

est continue; elle admet pour dérivée /^(a;) dans l'intervalle

(a(,, a,) el fi X à l'intérieur de l'intervalle (a^, «) (n° 206^; pour

x = Oi, elle admet /o(£c) pour dérivée à droite et /, (x) pour déri-

vée à gauche. On voit, sur cet exemple simple, que la continuité

de la fonction c; x n'entrainc pas l'existence de la dérivée.

Je rappelle maintenant la question posée au début de ce chapitre :

Une fonction /"(oî étant donnée, dans l'intervalle fa^. a) existe-t-il

une fonction donty(j?) soit la dérivée dans cet intervalle ?

Je laisse de côté le cas où la fonctiony x) est discontinue.

Dans le cas où f{x) est continue dans l'intervalle ia^., a;, la

fonction

=/
admet y V; pour dérivée dans l'intervalle (oq, a). Toutes les fonc-

tions qui jouissent de la même propriété s'obtiennent en ajoutant

à celle-là une constante arbitraire.

Inversement, si l'on connaît une fonction F [x) définie dans l'in-

tervalle V/y, a] et admettant y(a;) pour dérivée, on peut être certain

qu'il existe une constante C telle que l'on ait, pour toutes les va-

leurs de X appartenant à rintervalle 'cg, a-,

F(cc) -+-G=
I

J{x)dx;
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cette égalité devant subsister pour x* ^^ a^, il i;uit que l'un ait

on aura donc

?(^)=r/w'^^=F(^)-F(«o)-

Par exemple on aura

X
dx

, f^dx , X= logx,
( -^ =\os^^

en supposant x positif dans la première égalité, a et x de mêmes
signes dans la seconde :

i dx
,

r dx
I .i^arc\sx, I , =arc t2;a;— arc t^a.

quels que soie' t a et a; ;

dx

X = arc sin .r — arc sin n.

a V l — X-

en supposant a et x compris entre — i et -+- i

.

Je rappelle que les valeurs des fonctions arc tgx, arc sin x ap-

partiennent toujours à l'intervalle (^ '

. 7).

On désigne souvent par le symbole

f{x)dx

la fonction primitive de la fonction y./: ; la valeur de ce symbole

n'est déterminée qu'à une constante près. On lui donne le nom

d'intégrale iiuléfinic. On peut le regarder comme une intégrale

définie dont la limite su[K'rieure serait x et la limite inférieure

arbitraire.

On écrit par exemple

/ = arc igx, I cos a" dx = sin.r, etc.
1 -h X
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C'est l'objet de l'un des chapitres du calcul intégral que de faire

connaître des classes très étendues de fonctions f{x] dont on peut

obtenir les fonctions primitives exprimées au moyen des fonctions

algébriques, des fonctions e*", logx, tga*, arc tg.r, ... et des com-

binaisons de ces fonctions ; un autre problème, qui jieut donner

lieu à des développements indélinis, est le sui\ant : des propriétés

de la fonction donnée f{x) déduire les propriétés de la fonction

J'in

f{x)dx;

on peut, par exemple, chercher à retrouver les propriétés de la

fonction logarithmique en partant de la définilion

log af = 1 ~ ,

et l'on comprend comment la fonction logarithmique, si elle n'avait

pas été connue avant l'invention du calcul intégral, se serait introduite

d'une façon nécessaire pour répondre à cette question : quelle est la

fonction dont la dérivée est ~ ? la fonction logarithmique aurait

ensuite conduit à la fonction e'^dont elle est la fonction inverse ; on

pourrait en dire autant des fonctions arc tg x et tg x, etc. On con-

çoit ainsi comment le problème posé au début de ce chapitre con-

duit inévitablement à la défuiition de nouvelles fonctions transcen-

dantes. L'étude des propriétés de ces fonctions, des relations qu'elles

ont entre elles ou avec les fonctions précédemment connues, a,

dans le siècle précédent, conduit à des résultats considérables,

dont il est impossible de prévoir le terme.

252.— On a déjà eu plusieurs fois l'occasion de s'appuyer sur ce

fait que, si l'on suppose la fonction y ;r! finie et susceptible d'inté-

gration dans l'intervalle (ùq, a), la valeur de l'intégrale

j=rf{x)dx

appartient à l'intervalle [m a — «o^ -^If^ — '^'o]'
^"^ désignant par

M et m les bornes supérieure et inférieure de la fonction/ x); il
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est naturel de se demander si la valeur de J peut atteindre une dos

bornes de l'intervalle auquel elle apfiartienl, la seconde, par

exemple.

Si l'on considère une décomposition 'a^, a '^„_i, «* de l'in-

tervalle [d^, (i , J aj^iuirllent à l'intervalle borné par les deux nom-
bres

(a, — ao)m, + (a, — a^)in.^ -h ... -h (a — a„_,)/»„.

(a, — rto)M, + (a, — fl,)M,+ ...-+-(« — fl„_,)\I„.

en désignant par //?,, m.,, ..., //?„, M,, M,, .... M„ les bornes infé-

rieures et supérieures de la l'onction dans les intervalles partiels
;

puis donc que les nombres M,, iM,, ..., M„ sont au plus égaux à

M, J ne peut être égal à

[a — a„)M = (oj — ajM -h (a, — a^)M -h ... + (« — a„_i)M

que si l'on a

M, =}il, = ... =M„ = M.

Par conséquent le nombre J ne peut être égal à ^a — Aq^I que

dans le cas oii, quels que soient les nombres dilTérents p, n appar-

tenant à l'intervalle a^, <i), la fonrlion/ x a M pour borne supé-

rieure dans l'intervalle p, g ; s'il en était ainsi et si l'on savait

d'ailleurs que la fonction/'ic) est continue dans l'intervalle V/q, a\
ou que cet intervalle peut être décomposé en un nombre Uni d'in-

tervalles partiels tels que dans cbacun d'eux la fonction fût, ou

continue, ou croissante, ou décroissante, ou constante, on pourrait

aflirmer que, dans l'intervalle a„,a , la fonction/V est constam-

ment égale à M.

De même, pour que le nombre J fût égal à 'a — «£,;/??, il fau-

drait que, dans tout intervalle p, (f
dont les limites p, q, suppo-

sées distinctes, appartiennent à l'intervalle ^a^, rt\ la borne infé-

rieure de la fonctiony .r fut égale à m.

Par conséquent, sauf dans les cas exceptionnels qui viennent

d'être précisés, on pei:t affirmer que le nombre J est égal au pro-

duit de fi — '/y ()ar un nombre a compris entre ni et M, ces

limites étant exclues. En particulier, si, dans tout l'intervalle «,,, a\

on a f 'X) ^ G, on peut affirmer que l'intégrale, en supposant

a >> «0, est positive ;
elle ne [)ourrait être nulle que si, tlans tout

Tannkht h. — Iiitroluelioii A la Théorie lies fonclioDs 3
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intervalle contenu dans (aj, a), la borne inférieure de la fonclion

était nulle.

Si la fonction / .r est continue, il y a n" 186^ un nombre |

appartenant à l'intervalle [a^, a) tel que l'on ait

On peut donc écrire

on peut même supposer dans ce cas le nombre £ différent de a^ et

de a ; soient en ell'ct x' et x" les tleux nombres de l'intervalle 'a^, a^

pour lesquels on a

/(x') = M, jKx") = m;

la fonclion continue/ x} — [J. étant positive pourx = x' , négative

pour X = X , s'annule pour un nombre ç compris entre x' et x",

par conséquent compris entre a,, et a et distinct de ces limites.

Si F 'x) est une fonction qui, dans l'intervalle a^, a , admette

fix) pour dérivée, on aura

/(.T)c/x = F(a)-F(a„)
'«0

et l'égalité (i) deviendra

¥{a)-Y[a,) = {a-a,)J{X);

cette égalité exprime le tliéorème démontré d'une autre façon dans

le n" 216 ; mais, à la vérité, la nouvelle démonstration suppose la

continuité de la dérivée /{ic de la fonction F £c , continuité qui

n'était pas supposée dans la première démonstration.

On peut aussi établir de la même façon une formule analogue à

celle du n"230; je vais le faire en suivant une méthode duc à

M. Darboux \, et qui, d'ailleurs a été utilisée déjà au n° 231.

{^
) Sur les développements en série des fonctions d'une seule variable (Journal de

Liouville, 3" série, t. II, p. 290),
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Soit ^ \l^ un |)ol}Tiome entier en / du de^ré ;/, et/ x] une ibnc-

lionde ./-adinollant des dérivées première, seconde, ..., n-Hi/*^".

/'(•r). /'(^) /'"-^"(^j;

je suppose que la dernière de ces dérivées soit continue.

Considérons la fonction de /

V(f) = oC" {l)f[^x -H ///) — ft9<"-'» (f)/ (x -+- ht)

-h /iV""*' (0/' ',3î -t- ^^) -^ •• + (— 0"~* ^"~'
r'

(0/"'""*' (^ + ^

oii h est une constante et où ç.' ^/y, ci' /;, ...., &'"' / sont les déri-

vées successives du polynôme çj ; / ; ; en prenant les dérivées des

deux membres par rapport à /, on trouvera (n°' 210. 231

r (/) = (— i)" A"-» o (/)/<"+'> (x -h /i/).

On en déduira, en intégrant entre les limites o et i,

ou, on désignant le second membre par R„ et en remarquant que

ç'"* (i^ est égal à ç'"' ^'o , puisque g*"* V ne dépend pas de /,

r<"';o)[/(x + /t)-/(a:)]

= /' [?*""" (0/' (^ -f- /'^ — ?^''~" (o)/' (x)]

— /l2 [G(n-2) (l)/ (x + /,) — o(«-2) (o)/ (x)]

- (- 0" /*" [r (i)/"" {x + /O - ? (o)/"-) (x)] + R„.

Si, dans cette formule, on remplace c^ / par i — / " et que

l'on divise les deux membres par — i " i.:i ...//. on aura

j[x + h)-j{x) = \j'{x) - /;^/"(^^ -^ -

A" „ , , -

, . . : ;
' " .- .

hi) di.
1.2 ... n ' ' ' - " - ' ' ' '

253. — Soient 'j x e[J x deux fonctions Unies et intégrables

dans l'intervalle an, a ; il en sera de niénie de lenr produit ; sup-
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posons que, dans cet intervalle, la première fonction ç; x^ ne soit

jamais négative, ou jamais positive, on aura

=.r.Z'{x)f[x)dx = u I ^(a)(/x.

en désignant par y. un nombre compris entre la borne inférieure m
et la borne supérieure M de la fonction f x dans l'intervalle

Oo, a '
; sauf dan» des cas exceptionnfls, que la démonstration

précisera suffisamment, on peut affirmer que le nombre 'j. est dis-

tinct des nombres m et M. Je supposerai, pour la démonstration,

que la fonction '^ x ne soit jamais né^^ative. Les fonctions

r{x)[}i-f{x)], 'f(x)[/,x)-m].

ne sont, en vertu des hypothèses que l'on a faites, jamais néga-

tives dans rinlervallc Oo, a. ; leurs bornes inférieures sont donc,

ou nulles, ou positives; on a donc, d'après le théorème démontré

dans le numéro précédent,

fi) ^\

I f '^{x)[f{x)-m]dx'^o;

on ne pourrait avoir le signe = dans la première inégalité que si

la fonction

'.(x)\^\-f(x^

avait pour borne inférieure o dans tout intervalle contenu dans

l'intervalle Oo, a ; de même pour la seconde inégalité.

D'ailleurs, les inégalités qui précèdent équivalent aux suivantes:

O {x) dx ^ i r ij^)f{x) (ia: < M I
'f-
{x) dx,

qui démontrent la proposition énoncée.

(*) On donne souvent à ce ibéorcme le nom de premier théorème de la

moyenne.



<;il\l'ITHr. VII. IMKfiKVI.RS DKKIMES .>7

Si la l'onclion/ j; ost conlinue dans l'inlcivallc (i„, a , il y aura

une valeur | appartenant à cet inleiva!l(> pom- la(piclle on aura

/(^) = i^ ;

cl l'on pourra ccriie

i
o(.r)/(a-)</x=/($) o{x)dx.

<o

S'il y a un intervalle contenu dans l'intervalle («0. «) J«"=^ lequel

la fonction c x) ait une borne inférieure autre que zéro cl dans le-

quel la fonction conlinue /x ne soit pas constante, on peut aflir-

mcr que le nombre ç est dillorenl de no et de a. Dans ce cas, en

elTcl, il y aura un intervalle contenu dans rintervalle considéré et

dans lequel les fonctions M — f x), f{x) — m no s'annuleront

pas et resteront supérieures à un certain nombre positif; il en sera

de même du produit de ces fonctions par © (x) ; en sorte que le

signe = devra être exclu des inégalités i ou 2) ;
au reste, si

l'on désigne par x' , x" les valeurs appartenant à l'intervalle (ao, a)

pour lesquelles on a

J{x') = M, J{x") = m,

les inégalités *> équivalent à dire que la fonction conlinue de x

• j{x)r o{x)dx-.r .[x)j{x)dx

'où les intégrales doivent être regardées comme des constantes',

est positive pour x = x' , négative pour ce = x" ; cette fonction

s'annule donc pour un nombre ç compris entre x' et x", distinct

de CCS nombres et par conséquent de a» et de a.

En se reportant, par exemple, à l'expression considérée à la fin

du dernier paragraphe,

on voit que celle expression, si la fonction de /,
y("i '' (x h- ht),

est continue dans l'intervalle (o, i), peut s'écrire

jn+i
(a; 4- o/t)

I

(i -^ l)" dl =
,j \ /<"^'" (•'• -^ 6/0'
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5 étant un nombre compris entre zéro et un : en multipliant cette

II».

quantité par , on retrouve l'expression du reste de la série

de Taylor, donnée par Lagrange.

Considérons encore l'expression

dx

\i —x^){i — k^x^)

oij la constante k^ est supposée plus petite que un et où la limite

supérieure x de l'intégrale est un nombre positif plus petit que

un ; on aura, en désignant par ç un nombre compris entre zéro

et X,

J y/i — k'^l^ - - arc sin x,

et par conséquent

sin J /i — k^, <C ^ <C sin J.

254. — Au théorème qui fait l'objet du numéro précédent se

rattache une autre proposition, un peu plus cachée, à laquelle on

donne habituellement le nom de second théorème de la moyenne ') ;

elle est due à 0. Bonnet et repose sur le lemme d' Vbel établi au

n' 138.

Je ferai d'abord la remarque suivante : Soit / x} une fonction

bornée et intégrable de la variable x dans l'intervalle Mo, a ; soit

Oo, au ...., a,t_t, a une décomposition de l'intervalle «o, « en

intervalles partiels : désignons par yù, fi, ..., /„_i, /« les valeurs

de la fonction /' x pour les valeurs ao, ai, ..., a„_,, a attribuées

à la variable x ; la somme

(«1 — ao)/o + («2 — «i)/i +... + (« — a„_i)/„_i

sera une valeur approchée de l'intégrale

f{x) dx,

(') Mémoire sur la Ou'orie générale des séries, dans les Mémoires couronnés et

Mémoires des savants étrangers, publîés par l'Académie royale de Belgique

(t. XXIII, p. 8).
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et l'erreur commise en substituant la somme à l'intégrale sera au

plus égale à la somme r) des écarts de la fonction f{x) dans les in-

tervalles partiels (00,^1), «i, a, , ..., a„_|, a respectivement

multipliés par les écarts ai — ao, cti — cei- •••, « — a„_i de ces

intervalles ; de même les quantités

Si = (ai — ao)/e .

s-i = (ai — ao)/o H- {a, — a,)/i

,

Si = (a, — au)/o -4- (a. _ a,)/i + ... -h (a,- — a,_,)/,_,

pourront être prises pour des valeurs approchées des intégrales

J\x)dx, j J[x)dx, ..., I /(aîjJa;

et, pour chacune d'elles, Terreur sera moindre que â'
; si donc on

désigne par Aq et A les bornes inférieure et supérieure, dans l'in-

tervalle Qq, a), de la fonction

r j{x)dx

on peut affurmer que les quantités Si, s>, ..., s„ appartiennent

toutes à l'intervalle (A^ — &, A -t- r}")
; enfin, je rappelle que, si £

est un nombre positif arbitrairement donné, on peut supposer la

décomposition [do, ai, ..., a^ ^, a telle que l'on ait (J^ <^ c.

Ceci posé, soit (p(x) une fonction de la variable x qui, dans l'in-

tervalle Ofl, a), ne soit jamais négative, qui. en outre, soit non-

croissante ; la fonction f''x)o(x) sera intégrable dans l'intervalle

Mo, a .

Si, tout en conservant les notations précédemment adoptées, on

désigne par Ço, 91, •••, 9,!_i les valeurs de la fonction (p (x) pour

les valeurs ao, Ui, ..., a„_i attribuées à la variable x, la somme

S = («1 — ao)/o'-?o -^- («2 — ai)/iri + -.. + (« — ot,,__i)/„_i o„_,,

sera une valeur approchée de l'intégrale

J =
)

f(x)-^(x)dx.
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et la (Jcooiuposiliou d^, ai, ..., a„_i, a peut être sii[)posce telle

que les conditions précédemment imposées, relatives à la fonction

f X , soient vérifiées et que l'erreur commise dans l'évaluation de

la dernière intégrale soit moindre que c. Dès lors les quantités

Oo. ^1, .-, '-;„_, étant toutes positives ;^ou nulles et formant une

suite non croissante, et les quantités .So, •'»"i, •'*',,-i
appartenant

toutes à l'intervalle Ao — s, A + c\ la quantité S appartiendrai

l'intervaile [ Ao — £ Oo, A + c) Oo], ainsi qu'il résulte de l'identité

S = çoSi -H 9, («2 — Si) 4- ... + ?„_i(s„ — s„_i)

= Si(9o — ?l) -h S2(?l — r-l) -+- +S„_i (C5„_2 «P„_i) +S„'fn-1,

dans le dernier membre de laquelle toutes les quantités

sont positives ou nulles ; mais les inégalités

(Ao-B)cpo<S<(A + E)9o.

s — £<J<<Sh-e,

entraînent les suivantes :

Ao?o — £(cpo + l) < J < Acpo + î(to + l) '

et, comme s. peut être pris aussi petit que l'on veut, il faut que l'on

ait

Ao'-ifl ^ J ^ A'fo ;

c'est la proposition que j'avais en vue. En résumé, si, dans l'inter-

valle (oo, a , la fonction fix) est bornée et intégrable, si, dans le

même intervalle, la fonction (p(x) n'est jamais négative et, en ou-

tre, non-croissante, on aura

(i) ?(ao)Ao^ r f{^)?{^)dx^'r{^o)^-

en désignant par Ao et A les bornes inférieure et supérieure de la

fonction de x,

r f{x)dx,

continue dans l'intervalle ^ao, a).
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Les inégalités i tloniienl lieu à la rcin.irquo siiivanle : si la

l'oncllon c; X n'est pas continue pour la valeur x = Uq qui. dans

renoncé du théorème comme dans la démonstfation, est supposée

plus pclilo que a, celte fonction, lorsque le nombre x tend vers a^

par tics valeurs décroissantes, tend vers une limite, puisque, dans

ces conditions, elle ne décroît jamais et icsle toujours inférieure ou

égale à 'j «o ; désignons, en adoptant une notation em})loyée par

Lejeune Dirichlet, celle limite par ç> ao H- o ; si la fonction (p 'Xj

élail continue pour x = ch, le symbole
çp ao + o ne représente-

rait pas autre chose que o V/o . Dans tous les cas, la valeur de l'in-

léirrale

i f\x) o{T)dx

ne serait pas modifiée, si l'on remplaçait la fonction '> x par une

ionction <ï> x égale à Ç/ ^rtu -+- o pour x = ao, et à ç. x pour tou-

tes les autres valeurs de x appartenant à Tintervalle ««, d ; d'ail-

leurs la fonction <1> x jouirait des propriétés requises pour l'appli-

cation du théorème ; on peut donc substituer aux inégalités i les

suivantes, où les nombres Ao et A conservent les mêmes significa-

tions :

(2) Ao? (oo+ o) < J{x) o (a-) dx < A'f («o + o).

Enfin, la fonction de x,

devant prendre n'importe quelle valeur B appartenant à l'inter-

valle ''Ao, A; pour une valeur ç de x. apparlenant à l'intervalle

rto, a), les inégalités précédentes peuvent être remplacées par

l'égalité

(3)
I

/(•*) ? {x) c/x = cp («0 + o) r f{^-)dx.

Ë étant un nombre dont on sait seulement (|u'il appartient à l'in-

tervalle ^a„. a .
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Weierstrass a transformé co flcrnier énonce de manière à obtenir

une proposition applicable à une fonction z, x qui. dans l'inter-

valle Oo. a', est ou non-crois«ante, ou non-décroissante.

Supposons qu'on soit dans le premier cas, la fonction

r(-^)
— 'r(a — o).

où s a — o désigne la limite vers laquelle tend l'expression ç) ^x\

lorsque x tend vers a par des valeurs croissantes, sera non-crois-

sante dans l'intervalle [oq, Cj et ne sera négative pour aucune va-

leur de X appartenant à cet intervalle ; on pourra donc lui appli-

quer le théorème qu'exprime l'égalité 3 cl l'on aura ainsi

I
f{x) 'o (j-) _ ç(a — o); dx = ;f (oo + o) — o (a — o); I

'
J[x)dx,

OU

I
f{x) o (x) dx = 9 (do -h o) p f{x) dx -h9{a— o, ( f{x) dx ;(M

1 désigne toujours un nombre appartenant à l'intervalle 'ao, a).

C'est l'égalité que j'avais en vue ; elle subsisterait, si dans l'inter-

valle (oo, aj la fonction ç [x] était non-décroissante ; on le verra

en remplaçant dans l'égalité (3) «p (x^ par Ç5 (a — o — ® (a?)-

255. — On a supposé jusqu'ici, lorsque l'on a considéré une

intégrale définie

r
j

o{x)dx,

que, dans l'intervalle a,„ a , la fonction ç^ [x était bornée ; on

peut étendre la notion d'intégrabilité à des fonctions qui ne satis-

font pas à cette condition.

Soit Oo, a; un intervalle et supposons que, quelque petit que

soit le nombre positif s < « — a^, la fonction ç> V soit bornée et

intégrable dans l'intervalle [ao, a — ô ; si la quantité

J an
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définie tant que l'on a o <; = <[ a — a», tend vers une limite .T

lorsque tend vers zéro par valeurs positives , il sera naturel de

regarder le nombre J comme étant, par définition, la valeur du

symbole

«f
[x) dx.

Cette circonstance se présentera néccssairemeni si la fonction

(p (x) est bornée et intégrable dans l'intervalle (ao, a), puisque alors

^(c) est une fonction continue de c et la nouvelle définition du

symbole

i:
«5 (a-) dx

coïncidera avec celle qui avait été primitivement adoptée ; mais la

quantité désignée par */ £ peut avoir une limite, lors même que la

fonction (p [xj ne serait pas bornée dans l'intervalle a — î, « ,

lors même qu'elle ne serait pas définie, ou n'aurait pas de sens pour

X = a; on sait, par exemple, que l'on a, quel que soit le nombre

X compris entre zéro et un,

£ V^.

dxz=^ = arc sui X ;

lorsque x tend vers i par valeurs croissantes, le second mem-

bre tend vers la limite ; il en est nécessairement de même du pre-

mier, quoique la fonction ",—--
^
grandisse indéfiniment quand

X tend vers i par valeurs croissantes et qu'elle n'ait point de sens

pour X = ï. On dira crue la fonction 7~ ^=^ est întégrable dans
* ' VI — ^"

l'intervalle o, i et l'on écrira

Jo \/i — x*

Ce qui vient d'être dit pour la limite supérieure a de l'intervalle

s'applique à la limite inférieure Oq ; on pourra écrire, par exemple.

/.'
dx ir

,v/i — a;^^3*
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Supposons maintenant que. h étant un nombre compris entre

rto et a, la fonction ça', quelque petits que soient les nombres

positifs £, /;, soit bornée et inlégrable dans les intervalles

(«0, h— i , h -h 'C, a ot que la quantité

rl>—z

définie tant que l'on a

O < £ < 6 — «0, O < T, < fl — t,

tende vers une limite .1 lorsque les nombres i, r, tendent vers zéro.

On dira que la fonction '^ x est intégrable dans l'intervalle ao, a)

et l'on écrira

r
J =

I
o (r) c/a*

;

t. "o

c'est ce qui arrivera certainement si la fonction ç jc est bornée et

intégrable dans l'intervalle h — i, b -+- r, , et par conséquent dans

l'intervalle a,,, a ; mais cela pourrait arriver sans que la fonction

o x. fût bornée dans l'intervalle 6— s, 6 4- v; , lors même qu'elle

n'aurait point de sens, ou ne serait pas définie, pour a; = 6. Par

exemple, dans tout intervalle qui ne contient pas zéro, la fonction

^a;a pour dérivée s ., ^ on d conclut, ô et r, étant positifs,

"" dx i
^ dx o s 3/^

«yr, y

lorsque £ et y^ tendent vers zéro par des valeurs positives, le second

membre a pour limite le nombre 6 ; telle est donc aussi la limite

du premier membre ; la fonction .,
:^

qui grandit indéfiniment
^ X-

quand x tend vers zéro, qui n'a pas de sens pour x = o, est inlé-

grable dans l'intervalle — i, + i et l'on a

X
'^* dx ^

En disant en général que y/c, r,] tend vers la limite J lorsque
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i, r, tendent vers zéro par des valeurs positives, on entend qu'à

chaque nombre positif a corres[)ond un nombre positif a' tel que

o < £ < a'. o < Y) < a',

entraînent l'inégalité

I /. (^ -0 - J l< «•

C'est ce qui arrivera évidemment si les deux intégrales dont

'/(c, Yt) est la somme tendent respectivement vers des limites quand

c, r, tendent vers o et c'est ce qui n'arrivera que dans ce cas, comme
le lecteur n'aura pas de peine à s'en convaincre.

Ln exemple simple montrera comment l'expression '/ i, r,j,

lorsque les deux intégrales dont elle est la somme n'ont pas de

limites, peut s'approcher de valeurs très diflerentes quand on fait

tendre i, r, vers o.

Soil, en conservant les notations antérieures,

on aura

^b— z
dx , a — h , £

7 = log , H- loiï -
;

l^j^^^x — b ° ^ — «0 " r,

il suflil de faire tendre 3 et r, vers o de façon que leur rapport ait

pour limite un nombre positif arbitraire k pour que le second

membre tende vers la limite

log^^^ + log/v.

En restant à ce puinl de vue, on n'attribuera donc pas de si-

gnification au symbole

^ [x) dx

si les deux intégrales dont la somme est y c, r/j ne tendent pas

vers des limites lorsque s, /; tendent vers o.

Le cas où cette somme tend vers une limite lorsqu'on sup[)Ose
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7j = c et que £ tend vers o esl, toulefois, cligne d'intéiêt : la limite

vers laquelle tend alors

I <£) (j- i dx -h
I

° {^) dx

est ce que Caucliv a appelé la valeur principale de l'intégrale

I
(ç (a ) f/a*.

En me bornant toujours aux valeurs qui appartiennent à un in-

tervalle Oo, a et b étant une de ces valeurs, je dirai d'une fonction

y [X qui peut n'être pas définie ou n'avoir pas de sens ])our x = b,

mais qui est dclinie pour les valeurs voisines appartenant à l'inter-

tervalle Oq a , qu'elle devient infinie aux environs de 6, si quelque

grand que soit le nombre positif P, on a

l'fWI>P

pour des valeurs de x qui ai)particnncnl à Tintervalle a^, a , qui

sont dilTérentes de b, mais aussi voisines de b qu'on le veut. Il

résulte du n" 160 qu'une fonction définie dans l'intervalle a^, a,

et qui ne devient pas infinie aux environs de quelque valeur appar-

tenant à cet intervalle, est nécessairement bornée.

Si une fonction o x est définie pour toutes les valeurs de x ap-

partenant à l'intervalle a^ a sauf, peut-être, pour un nombre li-

mité de ces valeurs, si elle ne devient infinie qu'aux environs d'un

nombre limité de valeurs appartenant à l'intervalle, si enfin elle est

intégrable dans tout intervalle contenu dans a„ a auquel n'appar-

tient aucune des valeurs de x aux environs desquelles la fonction

devient infinie, il est clair qu'on pourra étendre à cette fonction les

considérations développées au début de ce numéro et chercher si

elle est, ou non, intégrable dans l'intervalle a,, a). Comme dans le

cas oii la fonction ne devient infinie qu'aux environs d'une seule

valeur de x, on ramènera, en décomposant l'inlervalle a^, a) en un

nombre suffisant d'intervalles partiels, le problème au cas où la

fonction ne devient infinie qu'aux environs, soit de la limite supé-

rieure, soit de la limite inférieure de l'intégrale. Les raisonnements

étant les mêmes pour les deux limites, je ne considérerai que la

limite supérieure.
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256. — Soit donc '> x une fondion (|iil, quelque voisin du

nombre d que soit le nonil)rc z, compris entre a^ <C a et a, soit

bornée et inlégrable diuîs l'intervalle a^^çj; il s'agit, en supposant

que la fonction f (x) devienne infinie aux environs de ic =^ a, de

reconnaître si l'intégrale

tend vers une limite lorsque ç tend vers a par des valeurs crois-

santes.

C'est un problème de mèiiic nature que celui qui consiste à re-

connaître si une série donnée est convergente ou non.

On remartjuera d'abord que rien n'empêche, quand on cherche à

répondre seulement à la question posée, de substituer au nombre

«0 un nombre fixe quelconque compris entre «o et a, mais distinct

de a.

Le théorème du n" 158 iburnil immédiatement la règle suivante :

Pour que l'intégrale proposée ait une limite, il faut et il suffit

qu'à chaque nombre positif a corresponde un nombre a! <; a, tel

que les inégalités

entraînent l'inégalité

!..

''

1

:> [x)dx\ <C ^ ;

mais l'application de cette règle générale est souvent malaisée et il

ne sera pas inutile de donner des règles particulières qui, dans des

cas assez étendus, permettent de trancher la question.

Supposons que la fonction ç x puisse se mettre sous la forme

f'x 'b [X:, f X, étant une fonction bornée et intégrable dans

l'intervalle (a^ a) et <|i (x) étant ime fonction qui devienne infinie

aux environs de a, mais qui, quel que soit le nombre ç intérieur à

l'intervalle ^a^^, a, soit toujours dans l'intervalle «„. c . bornée et

inlégrable, et de {)lus ne soit jamais négative dans ce même inter-

valle, ou jamais positive : je supposerai dans ce qui suit fpi'elle ne

soit jamais négative ; on ramènerait l'autre cas à celui là, en rem-

plaçant ç- 'X, par — c; \x).
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L'intéfrrale j 'i> x <Lv considérée comme une fonclion de r est

J. '

alors une fonction non-décroissante dans tout intervalle contenu

dans a„. a ; elle peut, lorsque 5 tend vers a, tendre vers une limite

ou vers -+- X .

En supposant d'abord qu'elle tende vers une limite, je vais mon-

trer qu'il en est de nu-me de l'intégrale

dx.

Supposons en elTet O) << ç < £' < a, la fonction f x 'b 'x^,

prrjduit de deux fonctions bornées et intégrables dans l'intervalle

Zs ç), est elle-même bornée et intégrable dans ce même intervalle

et le premier théorème de la moyenne fournit l'inégalité

i'
f{x)'h{x)dx < A 'l .x) dx.

en désignant par A un nombre positif que l'on peut prendre égal

à ia borne supérieure de
|
/ x

|
dans a^, a , ou plus grand.

Mais, par hypothèse, l'intégrale qui figure dans le second mem-

bre peut être supposée aussi petite qu'on le veut, pourvu que |, ç'

soient suffisamment voisins de a ; il en est de même du premier

membre et la proposition est démontrée.

Le lecteur reconnaîtra sans peine que l'on a encore dans ce cas

•V
(x) dx ^ I / {x) 'b [x) rfa- < M I •!/ {x) dx,

en désignant par m et M les bornes inférieure et supérieure de la

fonction f x dans l'intervalle a^,, a . Il esta peine utile de dire

que cette dernière conclusion s'étend au cas où la fonction <b (x)

supposée toujours non négative, bornée et intégrable dans tout in-

tervalle dont les bornes ao', a' vérifient les conditions afj<<ao'<^«<'^'»

deviendrait infinie aux environs de Oo au lieu de le devenir aux en-

virons de a, ou encore deviendrait infinie aux environs de a,, et de a,

pourvu que l'intégrale 1 çj [x] dx ait un sens.

k
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Supposons maiiileiiaiil cpic. la lonclion 'Ij x) satisfaisant tou-

jours auv nitnies conditions, l'intégrale

grandisse indéfiniment quand ï leiui vers a par valeurs crois-

santes ; s'il arrive que, a'o désignant un nombre fixe quelconque

compris entre «„ et a et distinct de ce dernier nombre, la fonc-

tion f xj dans l'intervalle a'o, « conserve le même signe et reste

supérieure, en valeur absolue, à un nombre positif B, le [)rcmier

lliéorème de la movenne fournira encore l'inégalité

j
f{x) •l{x) dx > JH ''H^) ^^^•

|t/a'o ^'"'o

qui montre clairement que le premier membre, comme le second,

grandit indéfiniment quand | tend vers a par valeurs croissantes
;

il en est de même de la valeur absolue de l'intégrale proposée

£ çp [x) dx .

On voit sans peine que. dans ce cas, le rapport

/Ja, o [x) dx

/J a.

'i^ [x) dx

finit par rester, lorsque £ tend vers n par valeurs croissantes, com-

pris entre deux bornes fixes, dont aucune n'est nulle ; c'est ce que

l'on exprime en disant que le numérateur devient infini comme
le dénominateur ; cette locution prendra un sens plus précis si

/ X tend vers une limite, /Vï — o , différente de zéro, quand x

tend vers a par des valeurs croissantes ; le précédent rapport a

aussi pour limite /a — o . On voit en elVct tout d'aJjonl que,

dans ce cas, le numérateur augmente indéfiniment par des valeurs

positives ou négatives, suivant que la quantité/ a — o est posi-

tive ou négative. Soit maintenant a un nombre positif aussi petit

Tax:<ervU. — iDlroiluclion a la Tliéorie îles fonctions
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qu'on le voudra, on pourra lui l'aire correspondre un nombre

a <; a tel que, sous les conditions

on ait

a' < .r < «,

l/(^)-/(-^-o) |<a.

En désignant par i un nombre positif égal ou inférieur à a — a'

et par £ un nombre compris entre a — c et a, on aura, toujours

en vertu du premier tbéorème de la moyenne,

f'a — o) - a<
r /wM^)

ù
dx

:/(« — o) + a;

[x) dx

d'ailleurs, une fois s fixé comme on vient de le dire, on pourra

prendre ç assez voisin de a pour que les deux rapports

> (ac) dx dx

(x) dx dx

soient, en valeur absolue, moindres que a, puisque leurs dénomi-

nateurs peuvent être supposés aussi grands qu'on le veut ; dès

lors l'identité

Jç {x) dx
I ? (^) ^'^

I
'^

Oj Ja—i Ja—î

dx

X) dx

(1/ {x) dx I 'l {x) dx
I

<l [x) dx

t!/ (x) dx
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montre que le piomior iiicinhre est compris entre les deux quan-

tités

\j{a - o) -h a]
; ;;^ ^ ,

et

I — I
[/a - o) - a]

Or, le nombre a pouvant être supposé assez petit pour cpie l'une

et l'autre de ces deux quantités soient aussi voisines que l'on

voudra de / a — o , la proposition énoncée est démontrée. Le

lecteur ne manquera pas de rapprocher cette proposition de l'une

des rètrlcs de lllospital n" 235 .

Les remarques précédentes permettront, dans bien des cas, de

ramener le problème proposé à un problème plus simple.

Supposons, par exemple, qu'on puisse mettre la fonction sous

le si|/ne / sous la forme

?(^)=/.H + (« - ^)"'72(^).

f^ , X et
f.,

'x) étant des fonctions bornées et intégrables dans l'in-

tervalle «0, a et /' un nombre positif; on aura

J'o (a;) dx = I /, {x) dx -^ I (a — ^)~''
f> {^) d^ ',

on n'a pas à s'occuper de la première intégrale du second mem-
bre ;

quant à la seconde, si l'on applique la méthode précédente

en prenant pour 'b ce la fonction positive / -__ x- ,on "^"oit tout

de suite, en partant de l'identité

D, (a — x)--"^ ' = (r — i) (a — x)-'',

valable tant que r est diflcrent de i, que 1 on a

(a - x)- dx^ ^^_^ [{a - ^)«-'- - [a ~ a,y-'-]
;

si l'on a /• <C i , le second membre tend certainement vers une
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llinite (|uaiul z lenJ vers a par valeurs croissantes ; dans ce cas,

l'intégrale

r Ci (.r) àx
'0

a un sens; si l'on a /• > i et si, lorsque x s'approche de a, la

fonction /^ x finit par garder un signe constant et par rester

supérieure, en valeur absolue, à un nombre positif fixe, l'intégrale

r ç (.r) dx

grandit indéfiniment en valeur absolue quand 5 tend vers a par

valeurs croissantes; elle devient infinie comme

I

si l'on avait r = i , on aurait

l
[a — x)-' dx = log ^ _ f"

;

si la fonction /^ 'x: finit encore par garder un signe constant et

par rester supérieure en valeur absolue à un nombre positif fixe,

l'intégrale proposée deviendra infinie comme log a — x\

Par exemple, l'intégrale

dx

j:h v/(i — ^')(i —k'-x')

où /i- est un nombre plus petit que i, a un sens, puisque l'on a

y/(l _ a;2) (l — k-'x') ^(i H- a;) (i _ /f2^2)

et que le facteur i — x, - qui devient infini aux environs de x=ï

est affecté de l'exposant — - dont la valeur absolue est moindre

que i; au contraire si l'on avait Ir = i, l'intégrale proposée

n'aurait pas de sens et l'intégrale

r^ dx

jo \J{l—x'y

i
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ilovieiulrail, quand ./; tciul \crs i |)ar valeurs croissanlcs, infinie

comme log i — x .

L'inléfjralc cii/cricnnc de prcinicre espèce

),q)= I xi'Ji[p, q) = j X''-' (i — a-)''-' dx,

où p, (j sont des nombres positifs, a toujours un sens, bien que

la quantité sous le signe / devienne infinie aux limites inférieure

et supérieure de l'intégrale, quand les nond)res />, q sont plus petits

que I.

L'intégrale

dx

r COS X

-devient infinie comme log( '" — xj quand x tend vers [' par va-

leurs croissantes ; on a en eflct

X
a

COS X TZ • / ^— X sni X
2 \'i

et le second facteur a poiu- limite l'unité quand x tend vers
'"

par

valeurs croissantes; on a d'ailleurs, pour x compris entre o et ",

£
On a considéré au n° 250 l'intégrale

r
I

log (l — 2 a COS X -+- a-) dx,

en supposant a^ § i
;
[)Our a = i, la fonction sous le signe I peut

s écrire

log(i — COS x)''^ = log 4 4- l\\og sin '

;
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elle devient infinie pour x = o; mais ridcnlilé

loiï sin = a;""'" ( a;'' log sin -
j,

OÙ 1 on suppose que /• est un nombre positif quelconque plus petit

que I et où le facteur qui, dans le second membre, multiplie œ""'"

a o pour limite quand x tend vers o par valeurs positives, montre

que l'intégrale proposée a un sens ; en appliquant une méthode

analogue à celle du n^ 250, on trouve

£ log(i — ces x)- (/.r = — 2- log 2(').

Les remarques précédentes montrent que l'on peut donner un

sens au symbole

* (x) dx

lors même que, dans l'intervalle ao, a\ la fonction o[x), devient

infinie aux environs d'un nombre limité de valeurs; cette intégrale

est alors la limite d'une somme d'intégrales relatives à des inter-

valles partiels auxquels il faudrait, pour obtenir l'intervalle

total ,ao, a), adjoindre un nombre fini d'intervalles infiniment

petits. Si cette limite existe, on dira encore que la fonction /(ce),

quoiqu'elle ne soit pas bornée dans l'intervalle fao, a), quoiqu'elle

puisse ne pas être définie pour un certaia nombre de valeurs, est

intégrable dans l'intervalle Oo, a .

Bien que cette extension de la notion d'intégrale puisse être

poussée beaucoup plus loin '
, c'est à ce cas simple, inévitable dès

les éléments, que je me bornerai.

(*) La comparaison à (o; — «)"' dune fonction o (x) qui devient infinie aux

environs de x = a ne suffit pas toujours à décider de la nature de l'inlc-

'•f
(x) dx. On peut alors avoir recours aux critériums logaritiimiques

"0

dont l'usage sera expose au n" 257; le lecteur fera sans peine les légers clian-

gemcnls qui permettent d'appliquer ces critériums au problème actuel, lequel,

comme on le verra ne diffère pas au fond du problème traité au n" 255-
(^) ^oi^les premières pages des Leçons sur l'iiitcgialion et la rechcrclte des

fondions primitives de M. Henri Lebesgue.
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Plusieurs des llicoicincs dénionUcs pour les Ibnctions bornées et

intégrahlos dans nn iiiler\allc donne s'étendent d'cux-mcines aux

fonctions intégrables, mais non bornées ; tels sont ccuv qu'expriment

les égalités

[A/(x) -4- V>2 (x)] c/x r= A I /(x) (/x 4- n
I

(j
(.r) dx,

Ja t,'a c/''

OÙ, pour la première, A et li désignent des constantes.

Je m'arrêterai un instant sur le second théorème de la moyenne.

Supposons que la fonction f(x) définie dans l'intervalle a^, aj,

sauf peut-être pour ^- = ao, ne devienne infinie qu'aux environs de

ce point et que lintégrale

f{x) dx

ait un sens; désignons, en reprenant les notations du n" 254,

par ç> {x) une fonction non-croissante dans l'intervalle ao, a) et qui

ne soit jamais négative dans cet intervalle. On voit d'abord que

l'intégrale

J{x) O {x) dx

a elle-même un sens ; car si l'on désigne par a^, al >> «[, deux

nombres quelconques appartenant à l'intervalle (aQ, a; et plus

grands que «o, mais aussi voisins de ao qu'on voudra, on aura, en

vertu de ce second théorème de la moyenne

f{x) (f
(x) dx = ixo («0 -+- o)

en désignant par y, un nombre appartenant à llntervalle formé par

la plus grande et la [)kis petite des valeurs de l'expression

r/(-^-;
dx
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quand x varie de o'^ à a"^; mais, puisque l'on suppose que l'intc-

grale

r f{x)dx

a un sens, la valeur absolue de [j. peut être supposée aussi petite

qu'on le veut, pourvu que a'^ et a,', soient suffisamment voisins

de Ofl ; il suit de là que l'intégrale

f{x) o{x) dx
^0

a un sens.

Si, maintenant, on désigne toujours par Ao et A les bornes

inférieure et supérieure de la fonction de x

r J{x) dx

dans l'intervalle ao, a ,
puis p^r Aj, et A' les bornes inférieure et

supérieure de la fonction de x

fj{x)da^ ^
,dx

dans l'intervalle (a^, a on aura

Ao — £^A;^Ao -+- £. A — £<A'<A + £.

en posant

J{x)dx\;r
le nombre £ peut être supposé aussi petit qu'on le veut, pourvu

que a'^ soit suffisamment voisin de a^ ; d'ailleurs le second tbéorème

de la moyenne appliqué à l'intervalle a^, a donne

a;? (a; 4- o) ^ r f{x) o (x) dx^ A'?« -+- o)

d'où

(i) (Ao-E)-f(a;-ho)-s^ ry(^)'f(^)rf^^(A+ s)9K+o) + E.
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Mais, lorsque a'„ lond vers do par valeurs décroissanles, o VtJ, h- o)

tend \ors la limite o ^o + o; ; en effet on peut l'aire correspondre

au nombre positif a un nombre positif .3 tel que l'on ait

(i (rjy -t- o) — 'J {u'q + /j) < a

sous les conditions

o < /i «0 4- /t — Oo < P-

Si l'on fait tendre h vers o par valeurs décroissantes, on voit qu'on

aura sous les mêmes conditions,

<f («0 + o) — 9 («g' H- o) ^ a
;

quand o^ tend vers eu, par valeurs décroissantes, o cIq + o a donc

pour limite o Oo + o . Cette remarque jointe à ce que, dans ces

conditions, i tend vers o montre, que dans les inégalités i), le

premier et le troisième membres sont aussi voisins qu'on le veut

de Ao^ rto -+- o , A;p flo + o\ en sorte qu'on peut écrire

Ao? («0 + o) ^ f{x) o {x) dx< A'y (flo 4-0.

La forme donnée par W eierstrass à ce second théorème de la

moyenne subsiste évidemment dans les mêmes conditions.

Pour ce qui est des propositions qui ne sont pas susceptibles

d'extension, je me contenterai de faire remarquer que si les deux

fonctions tp 'a;
, ^'x) sont intégrables dans l'intervalle Vïo, a sans

y être bornées, on ne peut plus affirmer que leur produit soit inté-

grable, comme on le voit en prenant par exemple

«0 = 0, 0=1, o [x) = '\i (x) = -
\/i — X

257. — A oici maintenant un autre problème analogue à celui

que l'on vient de traiter.

Soit (p (x) une fonction de x définie pour toutes les valeurs de x
supérieures à aet intégrable dans tout intervalle ^(i, z], où | désigne
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un nombre quelconque plus grand que a : lorsque ç augmente

indéfiniment par valeurs positives, l'expression

£ ç [x) dx

tend-elle vers une limite?

S'il en est ainsi, on représente cette limite par le symbole

I 9 (x) dx.

Remarquons d'abord que, lorsqu'on cherche à répondre à cette

question, on peut remplacer la limite inférieure de l'intégrale par

tel nombre que l'on voudra, plus grand que a ; puis, que la propo-

sition générale du n" 158 fournit immédiatement la règle générale,

que voici :

Pour que l'expression

X «p
(x) dx

tende vers une limite lorsque ç augmente indéfiniment par valeurs

positives, il faut et il suffit qu'à chaque nombre positif a corres-

ponde un autre nombre positif A, tel que les inégalités

? > A, t' > A

entraînent l'inégalité

ir
ç (x) dx <a.

Supposons d'abord que, à partir d'une certaine valeur de x, la

fonction cp [x] conserve le même signe. On pourra alors, sans nuire

à la généralité, supposer que cette fonction soit positive pour les

valeurs de x plus grandes que a ; s'il en est ainsi, l'intégrale

i:
cp [x) dx,

OÙ Ë est plus grand que a, augmentera avec | : ou elle tendra vers
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une limite, ou elle tendra vers -i- x ; pour reconnaître ce qui eu

est, on comparera l'intégrale proposée à une autre de même nature,

!*<l [x) d.v,

où .1/ Xj est aussi une fonction qui resle positive lorsque la valeur

de X est supérieure à a ; si l'un a. pour les valeurs de x supérieures

à un certain nombre fixe,

et que la seconde intégrale tende vers une limite, il en sera de

même de la proposée; si, au contraire, on a

ç {x) > !/ (a-)

et que la seconde intégrale augmente indéfiniment avec £, il en

sera de même de la première.

Il sera souvent commode, pour faire la comparaison, d'étudier le

rapport

si ce rapport reste compris, pour toutes les valeurs de x supérieures

à un certain nombre fixe, entre deux nombres fixes positifs non

nuls a,
fj,

les deux intégrales auront le même caractère : toutes

deux augmenteront indéfiniment avec leur limite supérieure c, ou

tendront vers une limite ; on sera certainement dans ce cas si,

pour X =: -h '-C , le précédent rapport a une limite différente de

zéro. Le lecteur reconnaîtra sans peine que, s'il en est ainsi, et si

les deux intégrales augmentent indéfiniment avec |, leur rapport

aura, pour 2 = H- x , une limite égale à celle du rapport w^y

pour a; = -H X . Si le même rapport, pour les valeurs de x supé-

rieures à un certain nombre fixe, reste plus petit qu'un nombre .5,

ce qui arrivera certainement s'il a pour limite zéro, la première

intégrale tendra vers une limite si la seconde tend vers une limite.

o (x)
Si, enfin, le rapport

J
; ; finit [»ar rester plus grand qu'un nombre

positif et non nul y., et si la seconde intégrale augmente indéfini-

ment, il en sera de même de la première.
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On voit lûul d'abord que rinlL'grale

i cp [x) dx

augmcnlcia Indcfinimeiit si, pour les valeurs de x supérieures à un

nondire fixe, la fonction o'x reste plus grande qu'un nombre

fixe jj >> o : en effet, l'inlégralo

f
augmente indéfiniment avec ç; mais lors même que l'on aurait

lim. tf (.t) = G,

on ne pourrait affirmer l'existence d'une limite pour l'intégrale

proposée; par exemple, l'intégrale

X
^ dx , ^

croît indéfiniment avec ç.

L'intégrale la plus simple qui puisse être prise pour terme de

comparaison est la suivante :

X
' dx

x^'

où /• est un nombre positif; elle est égale à

^l-r_q l-r

I — r

si r est différent de i, à log si /• est éj^al à i ; elle tend vers

une limite, ou augmente indéfinimejit suivant que l'on a

r > 1

,

ou r < I ;

on pourra donc appliquer les règles précédentes en comparant la

fonction f (a;) à la fonction / .
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Considérons par cxcnipK' l'iiilégralc

X
où f'x et F X sont deux: polynômes entiers en x et n'admettant

point de diviseur commun ; je supposerai, afin que la fonction

finisse par rester positive, que les coefTicients des plus hautes puis-

sances de X dans les deux polynômes soient de même signe; pour

que celle fonction soit intéyrablc dans un intervalle, il faut que le

polynôme F x n'admette pas de racine dans cet intervalle; pour

que lintégrale proposée ait un sens quelque grand que soit le

nombre positif?, il faut donc que le [)oIynonie F 'x] n'ait pas de

racine positive. Si le degré de f x était égal ou supérieur à celui

. f x) . .

de F x , la fonction 'wj7\ finirait par rester supérieure à un nombre

positif fixe et l'intégrale proposée augmenterait indéfiniment avec

ç ; si le degré de /x n'était intérieur que d'tuie unité à celui de
f f \

¥{x , le ra[)port de j/C ^ à aurait, pour x infini, une liiuile dif-

férente de zéro et l'intégrale proposée deviendrait infinie comme
log q ; si enfin le degré dey* x est inférieur à celui de I' x de deux

unîtes au moms, on voit en comparant la lonclion p\ %, a .i, que

l'intégrale proposée a une limite poui rinlini. En résumé, l'expres-

sion

f F(:r)
dx

aura un sens si le polynôme F .Ky n'a pas de racine positive ou

nulle et si le degré àef(xj est inférieur de deux unités au moins à

celui de F 'x,.

Soit encore l'expression

i
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OÙ a est un nombre [losilif (|uclconque ; si l'on compare l'expres-

sion x''~^ t'~' à J
,

/• étant un nombre plus grand que i, on re-

connaît sans peine que l'intégrale précédente a une limite pour £

infini; il est aisé de reconnaître qu'il en est de même lorsque a

tend vers o; on en conclut que l'intégrale

,f
xi'~' e~^ dx

(inlr;/r(ilc calcriennc de seconde espèce) a un sens pour p > o. On
en représente la valeur par F p .

Lorsque la comparaison do la fonction o'x^. à -7. ne réussit pas,

ce qui arrive quand le produit x''C/'x] augmente indéfiniment avec

a; pour ''> i et tend vers zéro pour r-< i, on peut employer

d'autres termes de comparaison [^j, dont je vais dire quelques

mots.

n 1 on pose

log- X = log log X,

log^ X = log log log X.

log'" X =: log log ... log X,

on aura, à cause de l'identité

log'" X = log log"'~' X,

et de la règle de dérivation relative aux fonctions de fonction,

T^ /1 N D^ (loe'»-* x)

log»'-i X X log X log- a; ... log'""* x '

d'où, en désignant par a un nombre suffisamment grand,

dx

i X log X log- X ... log'"-' X
log'" ? — log'" a

;

lors donc que ç augmente indéfiniment, le premier membre aug-

mentera aussi indéfiniment. Il en sera de même de rintéo:rale

i o {x) dx

(') AIjcI, (jKurrcs, :>.' éd., l. ii, p. 200.
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si, pour les valeurs de x supérieures à un nombre positif fixe, le

rapport

p{x)

X log X log- X ... log"'"' X

reste supérieur à un nombre positif lixe.

Au contraire i'identilé

-'dJ ^ ^=- _'
^ Lllog'" ^"J^J ^ log ^ ^og' ^ ••• log'"-* ic(Iog''' a-)'+*'

où l'on suppose que a est un nombre positif, montre que l'on a

r^ rfx
^

iF I î n

Ja .r]ogJ-Iog-a;...log"'-'a-flog"'.T)'+'' »L(log'"a)* (log"'ï)''J*

et cette égalité prouve que le second membre tend vers la limite

a (log"' a)""

lorsque z augmente indéfiniment ; l'expression

r«p
{x) dx

aura donc un sens si, pour les valeurs de a: supérieures à un certain

nombre fixe, le rapport

?(^)

X log X log- X ... log"*~* a- (log'" x)'"*"*

reste inférieur à un certain nombre positif lixe.

L'analiigie entre ces règles et celles qui regardent la détermina-

tion de la convergence ou de la divergence d'une série à termes

po>itifs n'a [)u manquer de fra[)per le lecteur. Le lien qui unit les

deux questions est mis en [)leine lumière par la remarque suivante,

qui est due ;i Gaucliv.

Soit Ç"a;; une fonction de x qui, pour toutes les valeurs de or

supérieures à un certain nombre fixe a, soit positive et non-crois-
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sanlc, en sorte que, pour toutes les valeurs de x, x qui satisfont

aux conditions

x' '> X > a.

on ail

(p(ar)^cp(a;')>o;

la série

cp(i) -I- 'j(2) -^ ... H- (?(«) + ...

dont les ternies finissent par être positifs sera, ou non. convergente

suivant que l'intégrale

f:
dx

tend, ou non, vers une limite, quand ^ augmente indélinimcnt par

valeurs positives.

Soient en effet p, q des nombres naturels plus grands que a et

supposons q> p', si l'on divise l'intervalle ^p, q en q — p inter-

valles égaux à lunité,

(p. P + !)• (P + I' P + 2), ... {q — I, q),

les bornes supérieures de la fonction (p{x) dans ces intervalles

seront respectivement

r{p), r(p+i), .... v(7-0>

tandis que les bornes inférieures seront

rlP+O. ?(/J H- 2), .... ?(r/).

En désignant en général par s,, la somme des /i premiers termes

de la série proposée, en sorte que l'on ait

s^ — s,, = 'i{p'+- i) H- ?(p-+- 2) + ... -h'fiq),

on voit que l'on aura

(i) s^ — Sj,^j tf(af)rfx<s,_, — S^,_j.
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Supposons que la série proposée soil convergente, et soit S sa

somme; si,/j restant fixe, q augmente indéfiniment, l'intégrale

X
7

'f
{x) dx

reste toujours inférieure à .ç,^_, — 5^_i et par suite à S — .v^,_i :

donc, puisqu'elle augmente avec q, elle tend vers une limite ; il en

est de même de l'intégrale

j
^':({x)dx

quand | augmente indéfiniment par valeurs positives.

Réciproquement, si cette dernière intégrale a une limite L,

l'intégrale

n
I

'f
{x) dx

Jp

restera, lorsque q augmentera indéfiniment, inférieure au nombre

fpL — I ^{x) dx
;

il en sera de même, à cause de l'inégalité i^ de la quantité s,j — s^,

ce qui suffit à prouver la convergence de la série proposée.

On a dans tous les cas

(2) G <
I

'V {x) dx — (s,— S,) <
'f [p)

— 9 {q) ;

Jp

cette inégalité donne lieu aux remarques suivantes :

Si la série est convergente, en sorte que l'on ait certainement

lim. o{q) ^ o,

on voit, en désignant par I\;, le reste de la série limitée au p'«"«

terme ':> />) et en faisant croître q indéfiniment, que l'on a

o(x)(/x — ll^<«>(y>);

p

Tax!«ery. — Introduclion à la Théorie îles fondions 5
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ainsi, en prenant pour le reste 11,, de la série la valeur

I

'f
{x) dx,

p

on commcllra une erreur au plus égale au dernier terme conservé

9 P >

Je vais mainlenant établir, dans le cas où la série est divergente,

des conclusions qui sont évidentes lorsqu'elle converge. On déduit

des inégalités 2 les suivantes :

(3) * ip) ^ * iq) < 9 (p) - r (7) + * (p).

en représentant d'une façon générale par ^ n) la quantité

r
, / a

dx — s„,

où n est un nombre naturel plus grand que a. Ces inégalités mon-

trent que la fonction 4>:/i augmente avec n et qu'elle n'augmente

pas indéfiniment ; elle tend donc vers une limite, lorsque n aug-

mente indéfiniment par valeurs naturelles.

Par exemple, l'égalité

C' <^
1

I
— == I02; X,

jointe aux remarques précédentes, montre que la quantité

l (n) = I -\ h o -h ••• H log n

tend vers une limite lorsque n augmente indéfininnent ; les inéga-

lités (i) montrent que log n est compris entre

I 1 I+ o + ... H- -20 II

e\

I
- + ... --h

Enfin les propositions que l'on vient de démontrer montrent que
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la série dont ou ublicul les ternies en taisant x = a, a -<r i, ...

[a suffisanimcnl grand dans l'expression

X log a- log- a; . . . log"~' a-(log"x) '"l"*

est convergente si a est positif, divergente si a est nul ou négatif.

Si, dans l'intégrale

I o[x)(ix,

Ja

la fonction 05 x^ ne garde point un signe constant pour les valeurs

de X supérieures à un nombre fixe, les méthodes précédentes ne

peuvent s'appliquer ; c'est ce qui arrivera par exemple si l'on

suppose

tf. [x) = sin x^ ou cp(aî) = cos x-
;

on montrera toutefois, dans le numéro suivant, tpie les intégrales

sinx'^(/x,
I

cosx^dx
J ^ ^

ont un sens; ces intégrales jouent un rôle important en physique

mathématique et dans la théorie des nombres.

Au lieu de supposer que, dans une intégrale, la limite supérieure

augmente indéfiniment par valeurs positives, on peut su{)poser

que la limite inférieure augmente indéfiniment |)ar valeurs néga-

tives; si la valeur de l'intégrale

ça
I o {x) dx

tend vers une limite lorsque v^ augmente indéfiniment par valeurs

positives, on représentera cette limite par le symbole

r o{x)dx.

Enfin si, lorsque y; et : augmentent indéfiniment par valeurs
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positives, indépendamment l'un de l'autre, l'expression

I
(f
[x) dx

tend vers une limite, on représente celte limite par le symbole

o{x)dx.
J— oc

Pour que ce symbole ait un sens, il faut et il suiïit que les deux

symboles

I <i{x)dx,
I

':({x)dx,

J— oc J a

OÙ a est un nombre quelconque, aient aussi une signification ; la

somme de leurs valeurs est alors égale à

r-\-<»

I ci{x)dx.

%J— 00

En appliquant les métbodes précédentes, on trouvera par

exemple que l'expression

I e-^'-dx

a un sens. On démontrera plus tard qu'elle est égale à sJk.

Il ne faudrait pas conclure de ce que l'expression

I 9 [x) dx

tend vers une limite lorsque c augmente indéfiniment par valeurs

positives que le symbole

I
9 (.r) dx

a un sens. On a par exemple, en désignant par r, V/ des nombres

positifs,

r+^ xdx _, /ijtLl'
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Celte quanlilénc tend vers aucune liiiiile lorsque z. et y; augmentent

indéfiniment cl indépendamment par des valeuis positives; elle

est au contiaire toujours nulle si l'on suppose y; = ç.

258. — Bien que je n'aie pas l'intention d'exposer les divers

procédés qui servent à la détermination des intégrales définies ou

indéfinies, j'établirai une proposition fondamentale sur laquelle

reposent presque tous ces procédés.

Considérons l'intégrale

J "0

je suppose que dans l'intervalle (Aq» Ay la fonction o{xj soit con-

tinue et que les nombres a^, a appartiennent à cet intervalle. Soit

maintenant/ jy une fonction de la variable j; sur cette fonction,

je suppose : qu'elle admette dans l'intervalle (60, b) (*) une dérivée

continue/ v}; que l'on ait

enfin que, pour toutes les valeurs de y appartenant à l'intervalle

(b^, bj, on ail

Ao^/OO^A;

dans ces conditions, en désignant par 6'/; la fonction de r que

l'on obtient en remplaçant x par f[y) dans 9 (ce), on a

j=rVo')/o')«0'-

Soit en effet, en désignant par y une valeur quelconque appar-

tenant à l'intervalle ^^o» ^^ »

Cj On ne suppose pas 6,) < b. La supposition 6,1 = 6 entraînerait Og = a;

l'intégrale proposée et la transformée seraient nulles; la proposition resterait

\raic, mais la démonstration ne s'appliquerait plus.



JO l>T«OnrCTION a I.A TIll-tMllK DES 1-ONCTIONS

la fonction ^F y admettra clans lintcrvallc 60, b une dérivée

W y égale à '\' y J" y , puisque cette dernière fonclion est con-

tinue. Soit de même, en supposant que x appartienne à l'inlcr-

valle Go, a
,

.I.(.t)

la fonction <I\.'.") admettra, dans l'intervalle a„, a\ une dérivée

par rapport à ./; égale à es 'x , à cause de la continuité de cette

dernière fonction. Si maintenant dans <I> x on remplace x par

/ y\, on obtiendra une l'onction M'i J^ de la variable y, définie dans

l'intervalle b^, b et y admettant une dérivée égale à '}(}')/'(}'; ;

dans l'inten'alle 60, b , les deux fonctions M' y et ^!\ (y) ont des

dérivées égales, elles ne peuvent donc différer que par une constante,

et cette constante est nulle puisque l'on a, pour y = 6^,

W{b,) = o, W^{b,) = 'P{a,)=o.

Les deux fonctions T y et ^f
, j sont donc égales pour toutes

les valeurs de y appartenant à l'inlervalle b^, b., en particulier

pour y = 6 ; on a donc

W{b) = W^^b) = ^{a),

c'est ce qu'il fallait démontrer.

Il convient de remarquer que, lorsque y varie de b^ à b, la

fonction /'j, qui peut d'ailleurs être tantôt croissante, tantôt dé-

croissante, doit prendre, à cause de la continuité, toutes les valeurs

qui appartiennent à l'intervalle ao, a ; il est aisé de voir comment,

si elle en prend d'autres, sa variation en dehors de cet intervalle

n'influe pas sur la valeur finale de l'intégrale

'Aj)fiy)dy

dont on pourrait alors resserrer les limites; je laisse ce soin au

lecteur.

La proposition resterait vraie si, pour un certain nombre limité

de valeurs de y appartenant à l'intervalle b^, b
, la dérivée/"}'

cessait d'exister en devenant infinie : il sulfira de supposer que cette
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circonstance se présente pour la liiiiile su[)éricure h, et seulement

pour cette valeur ; on aura alors, en désignant par h un nombre

quelcoïKjnc compris entre />y et l> et par a' le nombre / b' ,

h'

r^.{x)dx= f Hy)f'{y)dy:

si on fait tendre h' vers b par valeurs croissantes, a' tendra vers a,

à cause de la continuité de la l'onction f'y et, par conséquent, le

premier membre de l'égalité précédente aura pour limite

I
^{x)dx;

le second membre tendra vers la môme limite qui doit, en vertu

des conventions adoptées plus haut, être représentée par

r ^{y)f'{y)dy,

quand même/' y; n'aurait pas de sens pour y :=: b.

Au lieu de prendre pour point de départ le théorème relatif aux

dérivées des fonctions de fonction, on peut, afin de justilier la règle

qui fait l'objet de ce numéro, partir de la définition même de l'in-

tégrale définie ; on arrive ainsi à des conditions différentes, encore

suffisantes pour l'application de cette règle et moins restrictives

sous certains rapports. Je me contenterai de faire, dans ce sens,

les remarques qui suivent.

Si la fonction 'j/ x est bornée et inté":rable dans 1 intervalle

i «0, a ; si la fonction f y) est continue et non-décroissante ou

non-croissante dans l'intervalle b^, b ; si, danscemême intervalle,

elle admet une dérivée bornée /'j ; si l'on a

«0-=/.^). "^m-
si enfin, la fonction '\>'y)f'(y), où 'i)(y\ désigne toujours ce que

devient 'v x quand on y remplace x par f y , est intégrable dans

l'intervalle b^, b , on a

f\[x)dx=f ^y)f{y)dy.
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Siipposonns en clTet que la ronclion/ij soit non-décroissante :

à chaque nombre i)Osilit'£ correspond un nombre [>ositir r, tel que,

sous les conditions

^0 ^ j ^ j' ^ ^. y' — y < •^..

on ait

o^/(/)-/(v)<e.

Ceci posé, soit ^6o, h^, ..., /^„_i, h une décomposition de l'in-

valle (6(1, 6 en intervalles partiels ayant tous une étendue moindre

que r, ; si l'on pose

«i=/(^)'---. «„-i =/(6„_,),

on aura

flo ^ «1 ^ ... ^ «„_i < a,

et, de plus, les intervalles partiels qui constituent le mode de dé-

composition r/g, «,, ..., a„_i, a de l'intervalle Qo, «; auront tous

des écarts moindres que i.

Soient encore j^o, i^,,
..., |'S„_i des nombres respectivement

compris entre h^ et ^,, tj et 6^, ..., 6„_i et h tels que l'on ait

(n"216
,

«1 — «0 = (t, — W(3o).
a, -a, = (/_>,- fe,)/'(3,),

a — a„_, = (6 — 6„_,)/'(3«-i);

soient enfin

les nombres a,,, a,, ..., a„_i appartiendront respectivement aux

intervalles ao, «i , aj, a^], ..., (a„_i, a) et les deux sommes

égales

(«1 — «o)'f («o) -h ••• + (fl — a„_i)9(a„_i),

(^ - &o)MW(Po) + - + (^ - 6„-i)HP«-i)/(3._,),

seront des valeurs approchées des intégrales

f\(x)dx, f 'Hy)f'{y]^y>
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il faut donc (|uc ces inlcgralos soient égales, car on pcul supposer z

et yj assez [)elils pour cpie les dilTcrences respeclives entre les inté-

grales définies et les sommes précédentes soient inférieures à tel

nombre qu'on voudra.

11 faut remarquer que la conlinuilé des fonctions 'S/'x ./ y

n'est pas supposée.

Le même mode de raisonnement montre que, si /> et (j sont dos

nombres lixes, la substitution x = py -\- ry est toujours légitime,

en sorte (pion peut assurément écrire

P^O+ q Jl>^

pourxu qu'on sache que l'un des membres de celte égalité a un

sens.

259. — Voici maintenant quelques exemples. Soit l'intégrale

cUt

j^ (x-aj^ + b^'

on posera

X = a -h hy ;

aux valeurs /) et ç de la variable x correspondront les valeurs

p — a ; — a

de la variable y, et l'on aura

ç—

"

T' (Le ' r '' ''^' M —
" /'~"i-

b
'

le symbole arc tg désigne toujours, suivant nos conventions, un

nombre compris entre — et 4- -
: si l'on suppose que | augmente

indéfiniment par valeurs positives et /) par valeurs négatives, la

quantité entre crochets tendra vers tt si h est positif, vers — - si 6
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est négatif, en soilc que \'o\\ aura

f_^ (^-a).-Tl,^=6
'Snb{')-

Soit encore l'intégrale

£
dx

a ûa^x -\- h cosrns
'

où rt, 6 sont des nombres positifs; on est amené naturellement,

afin de rendre rationnelle la quantité à intégrer, à faire la substi-

tution X = arctg j; la fonction arctg }', toujours comprise entre

— -" et ", est continue et admet, dans tout intervalle une dérivée
2

par rapport a y, a savou- _, ,-i
• Si c est compris entre — et

,
;

la fonction arc tg y prendra les valeurs o et 2 pour }' r= o et

j = tg £, en sorte qu'on aura

S:

dx ^ /"tg ï t/y

H- h cos''a; I ay- + 6
'

le second membre, comme on le voit en posant y == «i / ,est

égal à

On en conclura, pourvu que les nombres ç^, | appartiennent

à l'intervalle ( — '". '

)»

\ 2 2/

mais la méthode précédente cesse d'être applicable si | n'appartient

pas à l'intervalle ( — '", '

j, puisqu'il ne peut y avoir alors de

nombre r, tel que l'on ait | = arc tg r,.

(^) D'une façon générale, le symbole sgn x représente + i ou — i, sui-

vant que X est positif ou négatif. On lui attribue habituellement la valeur o
pour X — o : sgn x est une fonction discontinue de x.
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A la vérité, en fraclionnanl convenablement l'intervalle d'inl('

gration, on peut s'arranger pour que chaque intervalle partiel soit

contenu dans un intervalle tel que in- — '"

, n- -f- ] et chacune

des intégrales se ramène alors par un changement de variables de

la l'orme x = n~ -+- x' h une intégrale du type précédent ; mais il

est préférable de s'adresser à une fonction continue ayant pour

dérivée

n sin''x -+- b cos-a;

On a défini une telle fonction à la fin du n° 214 ; c'est, avec les

notations de ce numéro

-^Arctg(y'«tga.j;
v/a6

on a donc, quel que soit le nombre |,

i
—^~^—;—

L

2- =^ -^ Arc tg ( V / T tî? ç
Q a sin-a; -h b cos^x y/^/j ° \V 6 °

Le lecteur n'aura aucune peine à reconnaître que la relation

(i — î CCS v) (i H- s cos J") = r — i-,

où i désigne un nombre positif << i, permet de définir soit y

comme une fonction continue de x, soit x comme une fonction de

y, de manière que les deux fonctions s'annulent en même temps

et varient dans le même sens: leurs dérivées sont données par la

formule

'0' __ V^i — ^ ^ 1 — £ cos y
dx I H- £ cos X ./j ^3 '

ces deux fonctions peuvent d'ailleurs s écrire sous la forme

y = 2 Arc tg (\/^ ^' tg
fj,

X = 2 Arc Ig [sj
\ ^ Jtg ^).
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Le cliangcnicnt de variable défiiii par ces relalions conduit aux

formules suivantes

J^"^

dr I n
7

^ ^ = -7
I (i — £ CCS y)"- ' dy,

dans la première n et x sont quelconques ; dans la seconde, si n est

un nombre négatif dont la valeur absolue est une fraction irréduc-

tible à dénominateur impair, x peut être quelconque; autrement il

doit être intérieur à l'intervalle — a, a en posant

y est alors intérieur à l'intervalle [— -'
, "j.

Il convient d'observer qu'un cbangement de variable très simple

permet de ramener l'un à l'autre les problèmes traités aux n°^ 255
et 256.

La fonction de y

varie toujours dans le même sens; si l'on suppose que — ^, n'ap-

partienne pas à l'intervalle b^, h , on pourra cboisir /, u. de ma-

nière que les nombres 6^, b correspondent aux nombres Oo. a et

par conséquent transformer une intégrale oij les limites sont a^, a

en une autre 011 les limites soient b^, b. Si l'une seulement) des

limites est infinie, on peut par ce procédé, la remplacer par une

autre intégrale où les deux limites soient finies ; inversement, on

peut s'arranger pour qu'une des limites soit infinie. On prévoit,

sans que j'insiste davantage, que les questions relatives à la signi-

fication d'une intégrale dans laquelle la fonction sous le signe /

devient infinie pour l'une des limites d'intégration, ou pour la-

quelle l'une des limites est infinie, se ramènent l'une à l'autre; on

n'a parlé des critères logaritbmiques que dans le second cas; il est

bien aisé de reconnaître qu'ils s'appliquent aussi directement au

premier.
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Les méthodes cxposôees aux n" 255, 256 [)u\\v Irailcr ce fjcnro

de questions ne s'appliquent pas toujours; elles ne s'appliquent

pas, on l'a déjà dit, aux intégrales

Jsinx^dx, i cosx-ila

J o

C'est par une mélliode spéciale qu'on })rouYera que ces inté-

grales ont un sens; il suffira de raisonner sur la [)rcmi('re.

Soit

r\
.

J =
I

sina-(/x,

il s'agit de montrer que, lorsque le nombre positif z augmente

indéfiniment, la quantité J tend vers une limite. La fonction

sin x'- reste positive quand x varie de s/inr. à v/(2/i + i)-, négative

quand x varie de /(an -\- i)-n à v'(2n -h 2)7: ; on peut donc poser

J = «0 — "1 + "2 — ••• =t «;^ =F "'iM

en faisant

u.^n= \ ûnx-dx,
J\'2n-

Uin-i-i = — I ûnx-dx ;

l'indice p est égal à la partie entière de ^ ; le dernier terme ip u^,

est égal à

I sina:^(/a;.

En faisant dans les deux termes u.„, «o,,^.! les substitutions res-

pectives

x^= \'2- n -+- J, x = v/(2n -+- i)- -(- J,

on trouve sans peine

I r^ sin jc/y 1 T^ sinydy
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«n posant

P = \ (2/1 4- 1) TT
\ 2/17^.

P' = v/(2^i +"a)Tr — \/(27i H- T)ir
;

ces formules entraînent les inégalités

[5' < 3 < ^.

Les deux quantités n>„, ho„_^i sont positives et la seconde est plus

petite que la preuiière : on a en effet

r^ sinjc/j ^ p _sin jclj_
_^ p^ sinjjy_

.

Jo V^riTt -\- y Jo y/afiitH-J Jp' V'a rit -h 7
'

le second terme du second membre est positif; d'ailleurs l'inégalité

J''

sinjrfv
/^'"

sîny dy

o \^2n- -+- Y Jo \/(27}. -h l)-\/(2n 4- i)- + j

résulte de ce que l'on a, pour les valeurs de y comprises entre o et tt,

sin y ^ sin y

[/arnz 4- j •V'(3" + 1)^^ + 7

on établit de même l'inégalité

Les termes ii.,„, u,„_i tendent vers o quand n augmente indé-

finiment; dans l'intervalle (o, /5), en eifet, on a

sin y ^ I

[/2 71TÎ -\~ y \/2mi

et par suite

2 \ 2/1- 2 V 2 n

enfin on voit de même que le dernier terme u[, est plus petit que

u,, et par conséquent décroit indéfiniment quand z, et par suite
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jD, auj^^mentcnl iiulcliniincnl. Dans ces coadilions J a potu' limite

la somme de la série convergente

«„ — », H- ». — ... + ».„—... .

On démontre d'ailleurs que l'on a

I

sin.x'-(/.r=
|

cosx-dx^ V ^ •

260. — Soit /".'•, V une fonction des deux variables x, y définie

et bornée dans l'cnscndjlc XY des systèmes de valeurs qui satis-

font aux conditions

(i) cto^x^ a, 60 < r < b,

a^, a, 60, b étant des nombres donnés. Si, lorsque l'on attribue à y

une valeur fixe appartenant à l'intervalle 6,,, b , la fonction f, x, y ,

regardée comme une fonction de x, est intégrable dans l'intervalle

(a^, <i . et cela, quelle que soit la valeur cboisie pour y, l'intégrale

f{x,y)dx

définira, dans l'intervalle (b^, b), une fonction de y : désignons

cette fonction par (o'jj ; on peut se demander si elle est continue

et si elle admet une dérivée dans l'intervalle 1^60, b).

Soient y', y" deux valeurs appartenant à cet intervalle, on aura

(3) (/) - ?(/) = rUi^, y") -/(^. y)]d^-

Regardons pour un moment y comme donné; si à chaque

nombre positif £ correspond un nombre positif /^ tel que, pour

toutes les valeurs de x, y" qui vérilienl les inégalités

( l/-j'l<-n
on ait
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la fonction o y sera continue pour y = y'
; on aura en eflet, pour

toutes les valeurs de }'" qui vérifient les inégalités 3 ,

Ir(/)-?(v')l^^(«-«o)-

Si à chaque nombre positif î correspond un nombre positif y; tel

que l'inégalité '\ soit vérifiée pour toutes les valeurs de x, y', y"

qui vérifient les inégalités

"o = •''^ = ^' ^0 ^ y' ^ ^, ^0 = y" = ^'

\y"-y\<-n,

la fonction ç y sera continue dans l'intervalle 6o, b . 11 en sera

ainsi certainement si la fonction des deux variables x, y est con-

tinue n" 165 dans l'ensemble X'\ défini par les inégalités i .

Si, en particulier, la fonction /(.r, y admet une dérivée /y(£C,j)

par rapport à }', pour chaque syslcme de valeurs x, y appartenant

ù l'ensemble XY , et si celle dérivée reste toujours inférieure en

valeur absolue à un certain nombre positif M, on aura, quelles que

soient les valeurs x, y' ,
y" appartenant à l'ensemble X\),

I/"(^.j")-/(^'/)l<Mlv"-y'|;

dans ce cas la continuité de la fonction z, y est manifeste.

Cette continuité étant supposée, ainsi que l'existence de la déri-

vée /^ X, y , ou a, en supposant toujours que y', y" appartiennent

à l'intervalle ^feo» ^ ,

^^^ ~Y^y' ^
~Ja, y"^y'

Regardons dans celte égalité / comme fixe et faisons tendre

y" vers j ; la quantité

f{x,f)- f{x,y')
y" -y'

où la seule variable est y", tendra vers la limite /^ x, y'
,
en dé-

signant par ce symbole ce que devient f'y'x, j quand on y rem-

place y par y'
; on ne peut en conclure que le second membre ait

pour limite

f',j{x,y')dx
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ni même que ce symbole ait un sens ; mais cette conclusion de-

viendra léfïilime, si la fonction de x, f',/x, y' , est intcgrable dans

rinltivalle ('/o, >i cl si, en outre, à chaque nombre positif i corres-

pond un nombre /; tel que l'on ait, pour toutes les valeurs de x

appartenant à l'intervalle (Uu " .

(6)

sous les seules conditions

A^ y") — /"C^. y') _ f /„ y/\

y" — y'
'

Jy\^>y )
<t

Dans ce cas, en elTet, la valeur absolue de la quantité

ou

sera, pour toutes les valeurs de y" qui vérifient les inégalités (j'j,

plus petite que a— at, i.

On sera certainement dans ce cas si la fonction
f'y

x, y) est

continue dans l'ensemble (XY) ; on a, en effet n" 216

1

Ife /) — /(^/) _ f,
, ,,n

y" y' J 'J\^> J )y

en désignant jKir y ' un nombre compris entre y' et y"
; l'inégalité

'^6^ équivaut donc à la suivante :

si à chaque nombre positif î correspond un nombre positif r/ tel

que cette inégalité soit vérifiée sous les seules conditions

oo < X < a, 6o < y" < f^

TaNxebt II. — IiilroJuction à la Théorie îles fonctions 6
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et c'est ce c|ul aura ceiiainoment yiew quand la fonclian fJx, y)

des deux variables x, y est continue dans Tensemble X^ , il est

clair que l'on pourra satisfaire aux inégalités 6 sous les conditions

(7; et que l'emploi de la formule

sera légitime pour toutes les valeurs de y qui appartiennent à

l'intervalle 60, /' .

III. — IMEGRVLES EULERIENNES

261. — Les règles qu'on vient de donner, soit pour reconnaître

la continuité d'vme intégrale définie qui contient un paramètre

variable et que l'on regarde comme une fonction de ce paramètre,

soit pour prendre la dérivée de cette fonction par rapport au para-

mètre, sont soumises à des conditions trop étroites ; beaucoup de

travaux ont eu pour objet d'obtenir des conditions plus larges ;

malgré l'intérêt et l'importance pratique de ces travaux, je n'en

développerai pas les résultats et je me contenterai de traiter un

exemple.

Ainsi qu'on l'a vu au n" 257, l'intégrale

xv-'^e-^dx = Y [y)

est une fonction définie de j, pour toutes les valeurs "positives de y.

Je signale, en passant, la propriété qu'exprime l'égalité

(2) r(v+i)=jrCy)

où, bien entendu, on suppose y positif; cette égalité s'obtient en

partant de la relation

[a-;'e-^]' = vrcv-'e-^ — x'Je-^,

où le premier membre désigne la dérivée par rapport à oî de la

quantité entre crocbets ; il suffit d'intégrer les deux membres

entre les limites o et x , ce qui donne o pour le premier membre.
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De la relation y. résullcnl iinmédiatement les formules sui-

vantes, où V désigne un nombre nalnrel plus grand que i

(3) rcv) = ..2.3... Ck-i);

on reconnaît d'ailleurs directement que l'on a

r(i) = i.

La fonction V y est continue dans tout intervalle a, 6} borné

par des nombres positifs. Ceci, toutefois, n'apparaît pas sur la

définition i
,

[)arce que, si y est plus petit que i, la fonction

sous le signe / n'est pas continue pour x = o et parce que la limite

supérieure est infinie. Cette continuité peut s'établir comme il

suit ; on a. quels que soient les nombres positifs a et A.

i/o J 3. J h.

Or. si on se donne un nombre positif i, on peut prendre a assez

petit et A assez grand pour que la première et la troisième inté-

grale du second membre soient plus petites que c, (juelle que soit

la valeur de y appartenant à l'intervalle a, h . On a en elfet, en

supposant a <C h, puis a <C i, A >> i,

j.

x''~^e'''dx <^ I x^^^c'^dx.
A Jk

Dire f[u'on peut prendre a assez petit, A assez grand pour que

les seconds membres de ces inégalités soient moindres que £, c'est

dire que les intégrales qui figurent dans ces- seconds membres ont

un sens.

D'un autre côté, en vertu des règles du numéro précédent, l'in-

tégrale

^A^A
^ (j )

== I x'i~^e~''dx
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est continue. La démonslralion peut maintenant s'achever à peu

près comme an n° 180 :

Apres avoir choisi a assez petit, A assez grand pour que l'on ait,

en supposant que y appartienne à l'intervalle a, b
,

x''~'e '^dx <C. Ei

on peut fiiire correspondre au nombre i un nombre positif y^, tel

que l'on ait

sous la condition que les deux nombres y, y -+- h appartiennent à

l'intervalle a, b et que l'on ait
\
h\<.r,. On a d'ailleurs

r(v -h h) — r(v) ^ I x'J^''-^e-'dx — 1 x'J-^e-''dx

i/o i/o

xy+''-^e~'''dx —
I

xy-^e-'dx
A Jk

-+- ?(j + ^0 — ?C)')>

et, par conséquent, sous les conditions précédentes,

|r(r + /0-i^(j)!<53;

la continuité est évidente.

Si, sans se préoccuper de la légitimité de l'application, on calcule

par la règle du numéro précédent, la dérivée de l'intégrale défi-

nie r(j} par rapport à y, on trouve

fe-^rr^"' log.T(/.ï.

Mon but est de prouver que cette expression est elTeclivement égale

à F' i^ . Le premier point serait d'établir qu'elle a un sens ; il est

aisé de montrer, plus généralement, que l'expression

,f
e ^x'J^^ log" xdx.
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où II est un nombre naluicl qnclconcjiic, a un sens pour j ^ o et

niàne (ju'olle représenlc une fonction continue de y : je ne m'arrê-

terai pas à ce point, qui est lacile, et je dési^Mierai, dans ce qui

suit, par ,y la fonction de y dont il s'agit d'établir qu'elle est

égale à T' îy).

La légitimité de la formule

^'0')

i:
g-,rgj.y-l logxdx,

où a cl A sont des nombres positifs, résulte du numéro })récédent.

Puis(pic l'inlégrale qui figure dans le second membre conserve

un sous quand on la prend entre les limites o et x , c'est que, y étant

donné, on peut, à cliaque nombre positifs, faire correspondre des

nombres positifs «o et Af, tels qu'on ait

£ g—r^>j-i lorrxdx < '"a-''-' logxcîx <; s;

sous les conditions o < a <; ao, A >> Ao; sous les mêmes condi-

tions, on peut donc écrire

w o(j')-?'0')l<2^-

Or. on a

h
~

h
'"x?'- log X dx

r x''-— 1

/ e-'-xy-^'—,— lo

/a h
SX dx.

Quand h est très petit en valeur absolue. '

, est voisin de

log X] on peut prévoir que la première, par exemple, des inté-

grales qui figurent au second membre est voisine de

X e~^x''~^ loa'^xdx

intégrale dont on sait qu'elle a un sens, lorsque y cl a sont posi-

tifs, et qui peut par conséquent être supposée aussi petite qu'on le
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veut, |>our\u que a soil assez pelil. 11 doit eu être de même pour

la première intégrale du second membre.

Afin de justiûer cette dernière assertion, rappelons d'abord

{n° 216 que l'on peut écrire, en désignant par ) un nombre

positif" moindre que i

,

h
r ^ = .T^Mosrr,

en sorte que le coefficient de dx, dans notre première intégrale,

peut s'écrire

Dans ce coefficient, x doit prendre des valeurs appartenant à

l'intervalle o, a), donc plus petites que i, si, comme il est évi-

demment permis, on suppose a-< i. D'ailleurs dans le même
coefficient, tous les facteurs sont positifs, on aura donc

e~-^xy-^:P''' log2 X <; e-'^x-'
— ' —'^'O log^ x,

en désignant par y^o un nombre supérieur k
\
h\. Je le supposerai

en outre moindre que y. Sous ces conditions, l'inégalité

i
a-'' — 1 f _ _g-T^^y-i — \og xdx <^ i e^^'x^ '"'"

' log-a;(/x

Jo

est évidente. D'ailleurs, quand on se donne le nombre positif y
et que l'on a cboisi le nombre positif /jo, l'intégrale qui figure dans

le second membre a un sens ; c'est donc qu'on peut, à cliaque

nombre positifs, faire correspondre un nombre positif aj, tel qu'on

ait

i x^ "^io I
Iog2 xdx <^ z.

sous la condion a < a^ et, par conséquent,

g-r^y-i ___^ logxdx <; er
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SOUS les conditions y. < a,',, !
/»

' < r,o. On pionvcinil de mèn\e

qu'il cxisle un nombre \|, Ici que l'on ait

/:
gkx^y-

1^

-' ^ogxdx

sous les conditions A > A^, \h\ <C "/Jo-

Sous les mêmes conditions, on pourra donc écrire

r (y_-4- h) — r(y) _ ?Cy4-/0-9(.y)
h h

<2e.

Ayant pris arbitrairement /^o < }', ayant ensuite pris a inférieur

au plus petit des nombres v.^. ôc^, et A supérieur au plu§ ahpand des

nombres A^, \'^, on peut faire correspondre au nombre positif i

un nombre positif y; < •/;o tel que, que sous la condition
\

h\ <. r,,

on ait

?0- + /Q — o(v) _ ?'0')<^

ou en raison de l'inégalité (4)

't_(/^y;)-'f(7)._o(y)
I /i

^•' '
<3s

et, finalement,

L(ii+ ')-'-:/) _9w|< 5.

toujours sous la condition ]/«]< 'r,.\\ est donc bien prouvé que

S j est la dérivée de T jy.

Ln raisonnement analogue montrerait que l'on a, en général

g-x
3J../-1 log" xdx.

262. — La fonction F y; peut être mise sous une autre forme

que l'intégrale

j:
<i~'^ x''~^ (Ix
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par laquelle on Ta cléfinic. Si // désigne un nombre naturel très

grand, f est à peu près égal à ( i
— j) ; on est auisi porte a

penser que l'intégrale qui définit F y est voisine de

K I — ) x''~^ dx.
ni

On montrera tout à l'heure que l'on a effectivement

(i) lim. I e
' x'i-^ dx — \

(
i — - i'\t!/-' c/x 1= o

Je me propose d'abord d'évaluer l'intégrale j (i — \ x'J~^ dx.

En \ faisant le changement de variable x =^ ni, elle devient

I

(
I — ^)

x'J-' dx = ny
j

(i — 0" ''"' '^'•

Si l'on intègre, entre les limites o et i, les deux membres de

l'identité

dt

on trouve

^ [(i _ ty i'j] = y(i — 0" t'J -' — n{i — <;"-• i'J,

(l _ t)n /V-1 (ly = '\
\

(l — <)""' '' «J

71 (n — 1 ) ... I 1~
y{y -^^) ••• 0' + «

—
~0 r + "

et par suite

./o \ «/ J (J + (r + 2) ... (j H- n)

En admettant la proposition énoncée plus haut, on aurait donc

«r(7V.)-yi%)-„'--h(-i)(--î)-(--r)]-
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La [)ropriélé qu'exprime celte égalité sera établie ."«i l'on a établi

la proposition cpi'expriinc l'égalité [ij.

J'établirai d'abord cOllc dernière en regardant y comme un

noudjro lixc compris entre o et i.

On a évidemment

X
g-x ^;/-l

(I

dx.

Que la seconde intégrale qui iigure dans le second membre tende

vers la limite o quand /; tend vers + x , c'est ce qui résulte évi-

demment de ce que l'intégrale I g-'' x''~' (/:/ a un sens; tout re-

Jo
vient donc à démontrer que l'on a

lim. I
I e~'' — ( I —

I
Ix'-i

n==o Jo L \ 'V J
x'J ' dx = o.

L'étude qu'on va faire de la quantité entre crocliets, que je dési-

gnerai par M ix'y, montrera que cette fonction, nulle pour jc = o,

est positive pour les autres valeurs de x qui appartiennent à l'inter-

valle G, n , qu'elle passe i)ar un minimum cl que la valeur de ce

minimum est moindre que

11 résultera de là que l'on a

r W(x)x"-'dx<C f 7^^-hlx
•

n'J

ou . —^ ;y{n— i)e

celte dernière quantité tend évidemment vers o quand y est un

nombre fixe compris entre o et i et (pie // augmente indélinimenl.

La proposition qu'exprime l'égalité 5 sera donc établie pour ces

valeurs de y, dès qu'on aura établi les propriétés de M' x qu'on a

annoncées plus liant.
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L'égalité

montre que ^ x s'annule en même temps que la foncllon

<,{x)^x~h{n— i)log(i — *^j,

Jont la dérivée est —
, On reconnaît sans peine que la fonction

<p(a; s'annule une seule fois dans l'intervalle (o, n) et cela, pour

une valeur Xo qui est plus grande que i. Celte valeur x^ corres-

pond à un maximum de ^ x , lequel est égal à

la dernière égalité résulte de ce que \" {x^ est nul; la fonction

^ ix) croît de o à M dans l'intervalle 'o, x^], décroît de M à e~"

dans l'intervalle Xo, n ; ^ \X , s'annule pour a; = o et est positif

pour les autres valeurs de l'intervalle (o, ni. Enfin, si l'on regar-

dait M comme une fonction de Xo, on verrait immédiatement que,

dans l'intervalle o, // , le maximum de M a lieu pour ce = i ; il

est

n\ ni n — i\ n

On a d'ailleurs

car cette inégalité équivaut à la suivante

,ilog(i-^)<-i.

qui devient évidente en développant le logarithme en série.

On a donc

M<
(n-,)e'

c'est ce que l'on avait annoncé.
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263. — L'ôi^alilc

<' -r,T^r,'i-iH'-^)('-r)-(--^)]

esl donc établie pour les valeurs de y comprises entre o et i, et la

démonstration même prouve que, pour ces valeurs, la quantité entre

crochets tend vers une limite, lorsque n augmente indéfiniment.

Il est aisé d'établir directement cel'.e dernière affirmation pour

ioiilcs les valeurs de y.

Remplaçons en effet, dans la quantité entre crochets, n'~'J par

une puissance de e dont l'e\[)Osant soit

vlog/i= — v( 1 -+-
^
-^

., -I- ... ^- „ — <^- —

en désignant par C la constante d'Euler n" 194 et par 7.,t une

quantité qui tend vers o quand n augmente indéliniment ; on aura

->+ -^•••-n

,c.H...)-|J(,^n-(...
,,_^"'H • + :

) « ';;(+
i- ) "^-i ••;(+ {) = - ( -*- -)

en posant

e "' = I -t- £,i.

en sorte que £„ tend vers o quand /; augmente indéfiniment.

On va montrer, que si l'on pose en général

(i -h^j e~'-= 1 H- «,.,

le produit infini

n (^ + "'•)

est absolument et uniformément convergent i)our les valeurs de y
appartenant à n'importe quel intervalle, en sorte qu'il représente

une fonction/ y continue dans tout intervalle.
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Si l'on admet qu 11 en soit ainsi, 11 est clair que l'on aura, quel

que soit y,

ji,„.[,:-,(,H-.;-)(,+.^)...(. + .;;)]=e'=.'/(,).

Quant à la convergence uniforme du produit infini, elle résulte

de ce que l'on a, en vertu de la définition de a,,

ar-" \i.2 1,2. 3//"* \i.2.3 i.2.3.4/r*

et de ce que, si A désigne un nombre positif quelconque, la série, à

termes positifs,

A^
a
+ (

J_ _ _1_\a3 4-... 4- [- -/— ^ - -^1 A. +...
\l.2 1.2.3/ Ll-2...(p l) I.2.../)J

est manifestement convergente, en sorte que si l'on désigne sa

somme par B, on a, pour toutes les valeurs de y qui appartiennent

à l'intervalle — A, A,

la série dont le /•'^'°'' terme est ,0 étant convergente, le produit infini

dont le r'^""^ facteur est i + ii,- est absolument et uniformément

convergent dans l'intervalle — A, A .

Il convient de remarquer en passant la façon étroite dont la fonc-

tion/ X , que l'on vient de définir, est liée à la fonction sin r.x.

En partant de la relation

2>X
-X II ( I — ^11

établie au n° 200, on est tenté d'écrire

r=^oo r=x r^z-x

n(.-?:;)=n(.--)xn
r::=l
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mais les deux produits inlinis qui li^Mircnt dans le second niond)rc

n'avanl pas de sens, ce second mcudjre est, conimc eux, dénué de

signification; au contraire, l'égalité

u{^-::)-u\{'^:)-'\u\{'-f)

oii les deux produits inlinis du second membre sont convergents,

d'après ce qui précède, est évidemment légitime; on en conclut

(2) sin -X = ^xj{x)f{— x) = rxYl
) ( ' ^

))
^~ '

('

en entendant que, dans le produit II»'' doit prendre toutes les

valeurs entières positives ou négatives , àlexclasion delà valeur o.

L'égalité i) ou, ce qui revient au même, l'égalité

r / \ r r 1 . 2... n. ;i?/-' l

ou encoi'e, en désignant par £« une quantité qui tend vers o quand

n augmente indéfiniment,

„ / \ I . 3 ... 71 . n'-'~'^ , V

'W=,.(,+ ,)...-(y-^)
('-")

n'est établie que sous la condition o <<y < i- H est maintenant

aisé de voir que cette égalité, évidente pour J = i , subsiste quelle

que soit la valeur /)o.s///rt' de y, c'est-à-dire pour toutes les valeurs

<le y pour lesquelles la fonction

' dx

a été définie.

Remarquons en ciTet que si l'on pose

(/(v)=lim.r 1-3 ... n X n'J-^ 1 1.2 ... n X rHJ-^
, ,

^ '- a=-. LWy + I) ... (j + n)\-y (y h- i) ... (j -h n)/'^'"^'

la fonction (j j,, défin'.e pour toutes les valeurs de y qui ne sont

pas des nombres entiers nuls ou négatifs, jouit de la propriété

f/ (r + ==Ji/ 0')
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élahlie plus liant pour la fonction F r , on parlant de l'inlégrale

définie : on a en efTet

Le second membre, quaml n grandit indéliniment, tend vers y ;

d'oii résulte la proposition à démontrer.

Soit alors en supposant y >• i, K la partie entière de y et

On aura

r (j) = (v - I) Cr - 2) . . (v - K + I) r (y„),

9 (y) = {y — i) (v — 2) ••• (r — K + i) 5 (vo),

et, puisque g y^] est égal à F y^ , il faut bien que g y soit égal

a 1 y .

On peut donc regarder la définition de g j, comme une nou-

velle définition de la fonction F .j) définie d'abord, mais incom-

plètement, au moyen d'une intégrale : la nouvelle définition s'éten-

dant à toutes les valeurs de y autres que o, — i, — 2, ... ; il

revient exactement au même de définir la fonction F y par les

égalités

d'où il suit que F j' est l'inverse d'une fonction continue dans

tout intervalle, fonction qui s'annule pour y = o, — i, — 2, ...,

et seulement pour ces valeurs. De ces égalités et de l'égalité (3)

résulte immédiatement la relation

V (x) r (i —x) = -^-^^—,
^ ' ^ ' sm t: X

qui pour a? r= - donne

t=r(rl= V </x

d'oi'i l'on déduit, en remplaçant x par x^,

L
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SUR QUELQUES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE

264. — Reprenons la formule, clablie au n" 231.

(i)

I .2 ... (n — i)*' ^ ' I , 3 ... (fi — i) p"^ -

'

9 est un nombre com[)ris entre o el i, n et p sont clés nombres na-

turels. Celte formule sera légitime si la fonction f ,r admet une

dérivée /i''=™*' dans un intervalle auquel appartiennent les nombres

X, X -\- h, ce qui implique la continuité de la fonctioa/'a;), l'exis-

tence et la continuité des dérivées jusqu'à l'ordre n — i, dans cet

intervalle.

Su[)[)osons que ces conditions soient vérifiées quelque grand que

soit n, et que, en outre, pour les valeurs considérées de x et h, le

terme complémentaire

(t fl^n— /< h"[i ttj ^y(n)
(a; + O/l)

l . 2 ... [n ^) P

ait pour limite o f|uand n augmcnic indéfiniment ; alors la série

indéfinie

/(•-) + 77'(^)+ ~-,f"i^) ^ - + n .^yj- i)/'""" (^) + -

sera convergente et aura pour somme/ .k -\- h
,
puisque la somme

de ses n premiers termes diffère def(x -f- h) d'une quantité qui a
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pour limite o quand /? angmenle indéfini nient ; on pourra donc

écrire alors

<a) f{x 4- /.) -/ ,r) + ';/' {x) + -^ /"(x) + ... ;

cette formule permettra dedévelopper la fonction/ (x H- /i) suivant

les puissances entières et positives de /i, si les conditions pour qu'elle

soit applicable sont réalisées ; à la vérité, il est souvent difficile de

reconnaître qu'il en est ainsi, lorsqu'on part d'une fonction donnée

f X ; l'expression générale de la dérivée n''^'"" de cette fonction

peut être fort compliquée, et il devient alors fort malaisé de recon-

naître si le terme complémentaire tend vers o quand n augmente

indéfiniment.

On reconnaît immédiatement que ce terme complémentaire tend

verso, pour les fonctions/ x telles que leurs dérivées /" x res-

tent toutes inférieures, en valeur absolue, à un nombre positif fixe

pour les valeurs de x appartenant à un certain intervalle. C'est ce

qui arrive pour les fonctions sin x, cos x, <?'', auxquelles la formule

(i) s'applique sans difficulté.

Quand on a affaire à une fonction/ x dont on sait quef x -\- h)

est développable en une série qui procède suivant les puissances

entières et positives de h et pour laquelle on sait etVecluer le déve-

loppement, la formule : 2 ' permet, en s'appuyant sur ce que ce dé-

veloppement ne peut s'effectuer que d'une seule façon ^n° 173 , de

trouver la forme de la n'^"'" dérivée/*"* (x) def'xj.

Si, par exemple, on prend / x ^= e—^^, on trouve sans peine,

pour la dérivée /i'*""" de cette fonction, l'expression

(_ ,).. e-^- r (2x)« — "i'i^^ (2.t)''-2 4- ...

la quantité entre crochets est un polynôme de degré n dont le der-

nier terme s'obtiendra en faisant i =—-— ou / = - suivant que

n sera impair ou pair.
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l,;i lornmle de Maclaurin n° 232),

^/•(^)=/(o) + ^/'(o) + ;7^/"(o) + ...

/-H -- ^-. /('.-') (o)+ ^•—;L -^ /""(0:r).
^ I . 2 . . . (« — I )

-^ ^ ^ I . 2 ... (a — '
) /'

suppose cpic la //'^'""" th'iivc'c /**"* x de la foiii-lioii f(x) existe

dans l'inlervalle o, x . KWe donne lieu aux mêmes observations

que la fonnide dite do Taylor, d'où elle a clé déduite. Si elle est

applicable quelque grand que soit n et si le terme complémentaire

I . 2 ... (n — i) p

tend vers o quand n augmente indéfiniment, la série indéfinie

n-i
/(o) 4- /' lO) + •-- /"(o) + ... H % ./("-•) (o) -h ...
•' ^ ^ j

J
I . 2 •' ^

"^

I . 2 . . . (n — I )

-^ ^ ^

sera convergente et aura pour somme f \X ; si l'on arrive à recon-

naître que ces conditions sont réalisées, on pourra donc développer

la fonction f x suivant les puissances entières et positives de x
par la formule

X-W /(^) =/(o) + ,/' (o) -+- ~f" (o) +....

Cette formule s'applique immédiatement, en vertu d'une re-

marque faite sur la formule de Tavlor, aux fonctions e'", sin x,

cos X et d'une laçon un peu plus dillicile, aux fonctions i -+-x)'",

log ^î H- Xj, arclga;, lorsque œest intérieur à l'intervalle — i, i).

On montre alors que le terme complémentaire tend vers o rpiand n

augmente intléfiniment. Je ne m'y arrêterai pas.

265. — \ la formule de Taxlor se raltacbe une fornmle impor-

tante dite babituclleinent for/iiii/c so/iuiKiloire de Maclaurin, bien

qu'elle soit due à Iiuler, qui en a d'ailleurs tiré grand parti '
.

(') IiislUuliones calculi dijferenlidlia. Cliap. \ . l/aUriliution de ceUc formule

k Euler est due à M. Erieslirmi ; voir dans le tome \ des Aeta Malhcmatica

[). 2 la réimpression du méuioirc de Malmsleii. Sur la formule

hii\ = A"x — A". + ' A«; — ...
:>. I . a

C'est, pour co qui coiuerne le reste de la série, l'analNsc de Malmsten qu'on
lrou\era [)lus loin.

Tannktiï II. — IntiOliulUion à la Théorie îles fondions 7
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Soit y X une foiiclion dont je .siip[)Oseiai qu'elle admellc, dans

un intervalle auquel a|i[mrticnnent les valeurs x. x H- /( de la va-

riable, des dérivées conlinues f x , f'x, ... d'un ordre an

moins égal à l'ordre de celles qui ligureronl dans les formules qui

vont suivre : posons pour abréger

on pourra écrire

en posant, suivant qu'on adopte une forme ou l'autre du terme

complénienlaire de la formule de Taylor,

ou

dans ces formules i doit prendre les valeurs o, i , 2...,/> — i ; dans

la première Si désigne un nombre dont on sait seulement qu'il est

com[)ris entre x el x -h h. Il est clair que. entre les équations i
,

on peut éliminer les quantités

h^f" {:>), h^f"'{x),..., h^'f^x);

il suffit pour cela de les ajouter membre à membre après les avoir

multipliées par des nombres Ao, A,, .... \p-i qui vérifient les

équations

Ao
,

A, = o,
1.2 I

A. A, A, ^= o,
1.2.3 1.2 I

—:^« h
-"^ + ... + '"""--^ = o.

l . 2 ... p I . 2 ... (p — l) I
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Si l'on atloplc ces \nlniirs j)ciir A^, A,, ..., A;,_i. on aura

(2) A„A/(.v) + A,A/'(^)4- ... +A,_.A/("-"H= AoV'(a::)4-A"-i'S,„

on posant, |>ium- ahiégcr,

S^ = Aopn H- A,p, -+- ... 4- A,,_,p,,_,.

Des équations qni clélermlncnt A„, Ai, ..., A;,_i on tiic succes-

sivement

Ao= I, Ai = — J, A^^:-^-, A3 = o. ...

On rpin;U(|Uora (rnboid (|ne, si Ion augmente/), les premirres

rqualions restent tftujours les mêmes, en soile (pic les valeurs

écrites ci-dessns, par exemple, conviennent (pielfpic grand que

soit/). Les valeurs des coelïicienls \o, Ai, iV>, ... sont manii'este-

menl rationnelles.

Eidin ces équations ne dépendent en aucune façon de là fonc-

tion J X et cette remarque, en prenant pour f x des fonctions

particulières, va nous fournir des renseignements sur les valeurs

des nombres Au, Ai, ..., A/;_i.

Vm [)renant d'abord /^Xy = e'", les quantités A/ x , A/" x , ...

sont toutes égales à

gT+k pT _. g,T (^ph _ j
)

en sorte que la formule 2 donne, après avoir divisé par e''c''—i ,

et en tenant compte de ce que Ao est égal à i,

,/ ,
= ^ + A,/. + \,h^ + ... + A,_,/,.-' _

y^'l
hr

;

cette dernière forninle subsiste pour // -^o, si l'on cotni(Mil daltri-

buer alors la \aloiii- 1 à la fonction . (ini. dans ces conditions,

est une fonction continue, rpiel que soit h. Dans le dernier terme

du second membre, le coefficient de //'' est une fonction bornée de

//. [)onr // voisin de o ; il résulte de là que ce second membre
n'est autre cbose que le développement par la formide de Maclau-

rin de la fonction de h

II

ail I
'



lOO INTRODUCTION A LA THKORIE PES FONCTIONS

(léveloppemenl qui conlicnt /> termes réguliers et le terme complé-

uienlaii'C

é' — 1

Puisqu'il ne peut s'ciTectuer que d'une seule façon (n" 194 , A„

est la valeur, pour r = o, de la dérivée n'*'"* de la ionclion

divisée par 1.2.3 ... n.

Bien que la conclusion ne suppose pas qu'on ait établi la possi-

bilité de développer cette dernière fonction en une série indéfinie)

entière en r. je prierai le lecteur d'admettre cette possibilité ; il me

sera commode, dans un instant, de pouvoir l'invoquer. Dans un

autre chapitre, on établira que ce développement est légitime, sous

la condition \z\ <C it,\ on a l'habitude de l'écrire sous la forme

I B,
2

B,
,

\")
e- — I 2 1.2 1. 2. o. 4

B"
^ ' 1.2. ..an

j;axif
^ r, il n'v ligure aucun terme de degré impair; cela ré-

sulte de ce que la fonction

ch'
z z z e- -\- i z 2

I 2 2 e- — I 2 ,

sh

étant paire, son développement ne doit pas changer quand on

change z en — z. Puisque le développement de ^rzT" ^*^ P^^* ^^

faire que d'une seule façon, il est clair que l'on doit avoir

A,„_, = o. A,„ = (- 1)"+' ^^^^„ ,
{n = I, 2, ...).

Les nombres rationnels B,, B^, ..., B„, ..., définis comme on

vient de le faire, sont ce que l'on appelle les nombres de BernouUi ;
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ils s'introduisent clans de nombreuses questions d'Analyse et jouis-

sent de curieuses propriétés aritliniéliques ; voici la valeur des dix

[)reniiers

R — ^ H — ' lî — ^ R — * 1\ — '^

R — ''^1

ij - 6o ^ l\-2 * ôo " hU 2700

n_7 |i_3(M7 n _^3867 . ^•7^<''i

En adoptant ces notations, et en prenant p = 211, la formule ^2)

peut s'écrire

1 hf'{x)=if{x)-'l ^f'U) -H ^''^ Af{x) -
^
^'^^^ ^f^{x) + ...

\
^ ' 1.2... (an— 2) •' ^ ' ^

en posant

1) _ ^*'"^ '

r ' ^'1 ( \ ^"-» 1

Si l'on prend pour ^o, p,, ..., ^^«-2 l^s expressions qui compor-

tent une intégrale définie, que l'on a rappelées un peu plus liant,

on peut écrire

/, 2,1+1 n\

en posant

(5) +... -(_,) ""("'- ') -J^" -=''•+
) |i,(, _,),.-=- + ...

1

^ '^

1.2 ... 21 ^ ^

' —
(
— 0"~ B"-i (• — •^ ' 1.2

i \ /

Dans celle formule, en avant des nombres de Bernoulli, figurent

les coefficients binomiaux, pris de deux en deux, el relatifs à la
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puissance •J/J'^"'^ Avant tlo Iranslormcr l'cxpiession de R2,Hi,je

ferai de la formule /i une a|)plic.alion qui nous conduira à des

résultats importants en eux-mêmes et indispensables pour celte

transformation.

Si l'on suppose que, dans la formule (4), f^x. soit un poly-

nôme de degré inférieur c\ in ^ i, le reste disparaîtra de lui-

même ; on obtiendra ainsi des identités qui, en égalant dans les

deux membres les coefficients des diverses puissances de x, four-

niront des équations qui perrnettraient de calculer successive-

ment B,, Bj, ... ; sans nous arrêter à ce point, prenons en parti-

culier

J[x) = [x — i)"^S /t = I,

on aura

(h -h l) (.T — I ,"= x"+^— (ce— 1
;

(G)
' +B, ("+!)" [X"-'

^ '^
j 1.2

^

(n -f- \)n [n — i) {n — 2)

n-h I I

[x"— (.T— l)"]

— B,
1.3.3.4

[x" {x — !)"-•'] +

Le dernier terme contient [x — x —• i
)

quand n est j^air et

\x- — X — I -] quand n est impair. Si l'on désigne par /> un

nombre entier positif, que Ion remplace dans l'équation (6) x suc-

cessivement par I, 2, ..., p et que l'on ajoute, on aura, après

avoir divisé par n n- 1,

I" H- 2" + ... + (n — i)" = i)"T» — p"
^' ' n H- I L I a

'

{n -^ i)n
, ^ (/!-+- i)/i(n

/ + Bi^" VV^/^""'-'^- 1.2.3.4 P"-'-^ ]

Le second membre de cette formule, quand on y replace l'indé-

terminée ac au lieu de l'entier p, est ce que l'on appelle un polynôme

(le BernoiilU, je le désignerai dans ce qui suit par (ûn'x ; si l'on

tient compte de la remarque précédemment faite à propos du

dernier terme de la formule G , on voit qu'il convient d'écrire
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/ . \ / \ 0.. 4
an -h II .,„ , Ti (2'* "*" ' '2" 'n-i

(2n+i)'f2„(x)=a"^"-î*— ^ ^x^^+ B/ ^^ oc-»'

_ 13
(^«+1)2 ;i (2 n — I

)
(2/1— 2) ^,„_3 _^ _

^

^ 1.2.3.4

_ c_ , yj3
(an+ 1)2/1 ...(2 /1-- 31+ g) ^.î,.-.,^ 1 _^^

(«]

1.2 ... 21

(.-)-B„"+'..

2/to.>„_i(.rj= a-'-" — x-""' -+- 13" 12
2n(2n —jj 2,^_,

1.2

,
2nf2ft — i) (2n — 2) (2n^-^j 2„-4 ,

1.2.0.4

_f_,VB. 3»(2»— 0---(^»— at+ i) ^2„_2; ^
^ '' ' 1.2 ... 21

,
, ,, 2n(2n — I

1.2

Les formules (6; et (8 mettent en évidence les relations sui-

vantes

(9)

9'i(^) — ?n(^ — l) = (-^ — 0".

ç,„(.'r) + cp,„ (— x) = — T-",

o,»-! (3-) — «?>n-i(— 3r) = — a;-"-'.

En changeant dans la première de ces équations // en '.m, x en

I — ic et ajoutant, membre à membre, à la seconde équation, on

trouve

(10) ?2n(a^) H- ?2n(i — jr) = o;

on obtient de même

(10'''') ^-in-iix) — 'f2«-l(l — X)=0.

Ces relations montrent que (p^n^x] est une fonction impaire de

X — , et [)ar conséquent s'annule pour x = ; au contraire

7'2n— I .-^yX est une fonction paire de x

Les formules (8j montrent que tous les polynômes o„ x^ sont

nuls pour x = o; la première des formules (j montre ensuite

qu'ils sont tous nuls pour x = i.
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Enfin, si dans les équations 8 on prend les dérivées des deux

membres, on trouve ininicdiatcment

/jjx ( ?'-2,.(a-)= 2«'f.,.-i(a^) — (— ij"B„,

( 9'->n^i{x) =={--in -h i)o,„{x),

qui vont permettre d'établir la proposition suivante :

Le polvnonie o^n x nul jiour x =^ o, x =
_ , x = i, garde le

même signe pour les valeurs de x comprises entre o et
,

, cliange

de signe pour x =
, , et garde un signe constant pour les valeurs

de X comprises entre et i . Le polynôme
'-^o» f i ^- >

^^^ pour x^o
et ic = I, garde un signe constant pour les valeurs de x comprises

entre ces deux nombres.

Ce théorème se vérifie sans peine pour les petites valeurs de ii ;

admettons qu'il soit vrai pour les polynômes ç;o„_i x , O-m'X], et

démontrons qu'il subsiste pour les polynômes 'v.2„j_i ip), Çan+ota?;.

Si le polynôme œ^jj^,, x s'annulait pour une valeur a de x, autre

que G et 1 . appartenant à l'un des intervalles (o, |, | ,
t j, au

premier par exemple, sa dérivée G'2;,-fi x s'annulerait pour un

nombre compris entre o et a, distinct de ces limites; il en serait

de même, en vertu de la deuxième égalité ii), du polynôme

Çi,, X , ce qui est contraire à l'hypothèse; il résulte de la même
égalité que la fonction

'^^jî+i X varie toujours dans le même sens

quand x croit de o à . et dans un sens contraire cfuand x croît

de à I : la fonction
2

(an H- 2)o2„+i(aî) + (— i)"B„+i

peut donc s'annuler seulement une fois dans l'intervalle (o, ) et

seulement une fois dans l'intervalle ( . i ); il en est de même de la

fonction
Ç5'2„^.2(^J

qui lui est égale, en vertu de la })remière éga-

lité 'il . Or si la fonction 92»+ 2 •^y s'annulait pour une valeur 9j

de X autre que o, , i, comprise par exemple entre o et , la dé-
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rivée 'f'on-j tlcvrait s'aniuil?r |)i)ui- un nombre compiis enlrc o

et fj, et pour un nombre compris enlrc '^ et
_

, ce qu'on vient de

démontrer être impossible. Il résulte de ce qui [)iécède que, dans

l'intervalle o, i , la fonction ç.2„^j x passe, pour x = ^. par un

maximum ou un minimum et que, dans l'intervalle o, i , il n'y a

pas d'autre valeur de la variable qui lui fasse acquérir soit un

maximum, soit un minimum.

La valeur de ce maximum ou de ce minimum se trouve facile-

ment en partant de ce fait que l'on obtient le polynôme 'yn[x en

multipliant par 1.3. .'5. ... n le coefficient de r" dans le dévelop-

pement en série, suivant les puissances entières et positives de z,

de la fonction yj

e'- — e'

e- — I

Cette proposition se vérifie immédiatement. La formule B

fournit les développements en série des fonctions

I «= I
. - = 1 4-

e- — I e- — I e- — i

en multipliant la première série par

et retranchant du résultat la seconde série, on obtient le dévelop-

pement cherché - .

i^) La plupart des propriétés des polvnomes de Bernoulli peuvent se dctiuire

de là. Voir sur ce sujet le Traité de calcul différentiel de .M. lierlrand (p. 353);
j'ai emprunté au même ouvrage la démonstration de l'csistence du maximum

ou du minimum pour x =
{-) Notons en passant que, en supposant ./• entier positif, la fonction consi-

dérée peut être remplacée par

I -!-<;- + e'-' + ... + e('-i)=

et que le coelficient de :" dans le développement de cette expression est ma-
nifestement

../... al'"+ =•" + ••• + (-- )"].
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11 suit de là que o.,,,. J ) s'obtiendra en multipliant par

1.2 ... (2/1 — i)

le coeflicient de r-"~' dans le développement de

«^— e- 2 I

e= — I e- — I ^
e- — I

le second membre se développe de suite en série au moyen de la

formule [bj et Ion trouve

Enfin la première égalité (ii) conduit à la suivante :

?2« ( I )
—

'ii„ (o) = 2n i
'f o„_i [x) dx — (— I )" B„,

d'où

(.3) jy,,n-.{œ)dx = t-^^^"B,,.

Nous sommes maintenant en mesure de transformer l'expression

du terme complémentaire.

En comparant les équations (5; et [8], on voit que l'on a

*(/)= 2n-^,„_i{i — i);

le second membre, en vertu de l'égalité 10 ^'^\
, est égal à 2n'_5o„_i ''t. ;

finalement on a

/.2K+1 r^
^'^) ^"^' =

1.2. ..(^n-f
)

r ^^"- > OP'-n-r -^ l^t)àt.

La fonction ©2»i-i 'J)
ne changeant pas de signe dans l'intervalle

o, i) on peut appliquer à l'intégrale définie le premier théorème

de la moyenne et, si l'on tient compte de l'équation ! i3), écrire

(i5) IW, = ^^'^;^J"
/,^«-./2n+.

(.r -^ GA),

en désignant par S un nombre compris entre o et i.
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Si dans l'intervalle (o, i) la l'onction de U p""^^ (x ^ ht, ne

changeait pas de signe, on pourrait appliquer d'une autre façon le

nxMiic lliéorème de la moyenne et, en s'appuyant sur ce que

'i-in-i ( )
est un maximum ou un uiiuin)um de la fonction Ç/o„_i (tj

dans l'inlervalle o, i , écrire

/ i\n+ l R lin ,

(iG) R,„^i = ^
'> ^^ ^ .,„_, h'- A/-" (x),

V / -" i

1.2 ... 3a 3-" ' •'

en désignant par un nombre appartenant à l'intervalle (o, i . Les

formules i5 et lO sont dues à Malmslen. Lorsque R^nri ^^'^•^"

nue indéliniment qutind ii augmente indéfiniment, l'cquation Ji

[)eut être remplacée par une autre équation, dans le second mem-
bre de laquelle figure une série indéfinie. La convergence de cette

série n'a lieu que dans des ca» très particuliers '
; mais la formule

(4) n'en a pas moins une grande importance ; on a vu plus haut

comment elle fournissait immédiatement la somme des j)uissances

,ji.iiies jg^ p premiers nombres entiers ; elle conduit de la même
façon à une expression de la somme

/'(0+/'(2)-^...-+-/'(/^)

qui pourra servir à l'évaluation approchée de cette somme, si pour

des valeurs convenables de n le reste complémentaire se trouve être

suffisamment petit, .le me contenterai de citer dans cet ordre d'idées

l'application de la formule d'Euler aux hypothèses suivantes :

/, = i. /' (:r) = log r (.r),

A/(^) =/(-ï - "-/(^) =
l
iog (2^) -+- X log X — X.

en renvoyant le lecteur, pour le détail des calculs, au mémoire

déjà cité de Malmsten. On parvient ainsi à la finniulc de StirUiuj

savoir :

log r (a- H- i) = log [^-i-) -i- |x -h - 1 log X — X

B, I B, I B, I

1.2 X 3.4 x^ 5.6 X'

"lin — 3) {"in — 2) .t''"~' {"in — i' 2n .r-"-' '

(H Voir le mémoire de M. Darijoux : Sur iiueljues dcveloppemmls en série.

(-) L'expression, du reste, est «lue à Cauchy.
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OÙ ô est compris entre o et i. Cette formule, qui est légitime,

pourvu que x soit positif, fournit dos valeurs très approchées de

r i^a; -h i;, ou si .r est entier, du produit 1.2 ... x, lorsque x est

très grand.

T^a fornuile d'Eulor, légèrement modifiée, permet aussi de cal-

culer approximativement une intégrale délinie.

Soit en effet F ;.r) une fonction continue et admettant des déri-

vées dans rinlcrvalle a, 6 , et soit, en désignant par /j un nombre

. -r 1
b — f*

entier positif et en posant h = ,

S,, = h [F (a) + F (a + /i) + ... + F (a + (p — i) h)] ;

si, dans la formule 4 , on remplace /' V; par ¥ x, Af(x) par

I F X (Ix et que l'on ajoute membre à membre toutes les

équations qu'on déduit de l'équation ainsi obtenue en y remplaçant

successivement x par a, a -h h, a -+ ih, .... a + p — i) /«, on

trouve

<>,^jj{x)dx-\[Y{b)-Y{a)]

+M [F' (6) - F' («)]

+ ... + (- I)" ^~~^^^ [F<^"-^' [h] - F(^«-^) (a)]

Quant au terme complémentaire, si l'on se reporte à la formule

i''i5 , on voit qu'on pourra, en désignant par M2,, un nombre po-

sitif égal ou supérieur aux \aleurs absolues de F*'-"' [x) dans l'in-

tervalle a, h), et par 5' un nombre appartenant à l'intervalle

— 1,-1-1), l'écrire sous la forme

ï.,„ = 6'
('_- 0IB.A':! M,„.

1.2 ... 2/1

Si la formule 16^ est applicable, on pourra écrire

Ces formules résolvent entièrement le problème posé.
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266. — Soit

une série dont les termes sont des fonctions bornées et intégrables

de la variable x dans l'inlervalle [a^, a) ; si celte série est unifor-

niémcnl ('onvoigenle dans cet intervalle, au sens étroit n" 182
il en est de iiiénie de la série

(2) L Hrfa- + f,{x)dx + ...-+- I f„{x)dx -t-

soient 'j x et ^ x les sommes respectives des séries i et ^2, ;

la fonction çj ^£C^ est bornée et intégrable dans rinler\allc a^, a ,

el l'on a, pour toutes les valeurs de ./; qui appartiennent à cet inter-

valle,

* (ce) =
I

o [x)dx.

Désignons en effet par S„ (oc} la somme des n premiers' termes de

la série f^i et par R„ ^x) le reste correspondant, en sorlo (pie l'on

ait

^^{x)=S,,{x)-\-l\„{x).

Je dis d'abord que la fonction o 'x\ est bornée el inlégrable dans

l'intervalle a,,, a .

Soit en effet - un nombre positif arbitraire
; puisque la série (i)

est uniformément convergente, an nombre £ correspond un nom-
bre naturel p tel que l'on ait, ])our toutes les valeurs de l'indice //

supérieures à p et pour toutes les valeurs de x appartenant à l'in-

tervalle [qq, ci

,

I
K {x)

I
< E.

De celle inégalité et de ce que la fonction Sn'x) est bornée, il

résulte d'abord que la fonction © (x) est bornée dans l'intervalle

(ÏQ, a). Dans ce même intervalle, l'écart de l\„fx) est inférieur à

2£. Ceci posé, soit x une valeur quelconcpie a|)partenanl à l'inter-

valle («q, '/ : la Innclion S„ x) étant, i)ar li\potlièse, inlégrable

dans rinlcrvallc m^, x, au nombre positif; correspond certaine-
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ment une décomposition tic rintervalle (a^, x), teîlc que la dîfFé-

rencc entre les sommes si.pciioure et inférieure, relatives à cette

décomposition et évaluées pour la fonction S„ ,r . soit moindre

que c ; la même dilTérence, évaluée pour la fonction R„ x], sera

moindre que 2 a — a^ £, puisque l'écart de cette fonction est

moindre que 2 £ et que l'écart de l'intervalle («o, x) est au plus égal

à a — «0 ; Ï3 même diflerence enfin, évaluée pour la fonction

S„ ' .ic} H- R„ (x), ou ©(a;\ sera moindre que

£[i -+- 3(a — a^)];

comme est arbitraire et que le facteur qui le multiplie est cons-

tant, ce produit peut être supposé plus petit que tel nombre positif

arbitraire que l'on vondra ; il est donc démontré que la fonction

O 'x) est intégrable dans l'intervalle 'Gq, a) ; il en est de même de

la fonction

R„ (x) — o{x) — S„ (a-)

et l'on a, pourvu que x appartienne à l'intervalle 'Gq, a ,

(3) f '^{X)dx= f S„(.T)da-+
I

K{x)dx.

La seconde intégrale du second membre est, en valeur absolue,

moindre que 3 a— a^ ; on voit donc que, sous les seules conditions

'> 'x] fix et

J/^x
fx f*x nx

I ^n{x)dx =
(

fi{x)dx -h
j /^ (a;) f/x H- . . . -t- / fn{x)dx,

est moindre que a — an ; cette dernière quantité pouvant repré-

senter tel nombre positif que l'on voudra, il est prouvé que la sé-

rie [2j est uniformément convergente dans l'intervalle (a„, a) et que

sa somme <I> x^ est égale à
j

o [x) dx.

Supposons, en conservant d'ailleui's les notations et les autres

bypothèses, que la convergence de la série i ne soit assurée, dans



r.llAl'ITllE Vlll. SI K (JLEI-gLKS ItKVKLDin'KMI-.MS K.N SlOItli: I I I

l'inlervalle a^, a , qu'au sens large. On peul. à chaque noinhro

[)Osilif i, laire C(jrrcspondre un nombie natniol n tel qiu; l'on ait

|R,, x'I <C î pour tontes les valeurs de ,'; ap[)artenant à l'inlorvallo

Hq, a . Le raisonnement dont on s'est servi [)ronve que la (onction

rx
<2'x) est intégrable dans l'intervalle a^, a) et que 1 S„ 'x dx est

une valeur approclx'e de
| o^xdx avec une erreur moindre qne

i a — a„ . erreur qui peut être supposée aussi petite qu'on le vent;

mais un ne peut conclure de là ni la convergence de la série : a , ni

l'égalité de la somme de celle série à I '> x dx; on pourrait en

effet s'éloigner de cette dernière quantité en prenant dans la série

; 2^ plus de n termes.

Si l'on suppose par exemple /^ la série i^ telle que S„ 'x^ soit

égal à iixe~'"* ou à o suivant que n est impair ou pair, cette série

sera uniformément convergente, au sens large, dans l'intervalle

o, I et çi (x sera égal à o. On a d'ailleurs suivant les cas

I S„ (x) dx ^= il — j, ou I 8„ {x)dx = o.

La série 2 n'est pas convergente.

C'est sur le cas d'une série dont les termes sont des fonctions

d'une variable X qu'on a appelé l'aLtentioa ; mais le lecteur, s'il veut

bien se reporter au n' 181, n'aura aucune peine à énoncer et à

démontrer une proposition plus générale que le théorème relatif à

l'intégration, terme par terme, d'une série. Ce dernier théorème

entraîne la réciproque que voici :

Soit

une série convergente dans l'intervalle a^, a , soit '^ ./.-, la somme
de cette série ; supposons que, dans l'intervalle 'aQ,a , les fonctions

,'; (ici c\uiiij)lc est Un II M. Usgood [BuUelin (if Ihc uiiicrican mallicinatictl

Society, 2' série, T. IX, p. 553).
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J\ [x], f^^Xj, ••', fn -'
, •• admcUcnt des dérivées continues /[x',.

f^[x . ...,f^(x, ... ; si, dans le même intervalle, la série

est uniformément convergente au sens étroit , la fonction O'x)

admettra une dérivée dans l'intervalle considéré et cette dérivée

sera la somme ©' X; de la série précédente.

Si en efl'et on applique à cette série le théorème direct, on voit

que, en désignant par x un nombre appartenant à l'intervalle

i^Oo, a , on aura

r (p' (.r) dx = i f[ [x) dx -+-
I f.,

{x) dx
t. «0 ^"0

mais on a, en généralc^

f!,{x)dx=Mx)-Ma,},

puisque la fonction /„ x est continue dans l'intervalle [a^, a). On

aura donc

ç' {x) dx = /, {x) — /, (aj + f, {x) — f, {a,)

= o(x)-9K)-

La fonction 'S^' x étant continue, puisque la série 4, est unifor-

mément convergente, cette égalité montre que (p' 'x) est bien la

dérivée de o (x) n" 251 .

Une série peut être uniformément convergente, avoir pour termes

des jonctions continues, sans que la série des dérivées soit conver-

gente. La fonction sans dérivée étudiée au n" 237 peut servir

d'exemple ; il en est de même de la série dont le n'*'"*' terme est

sin ( 1.2. 3 ... 71. a;)

1.2.3 ... n '

qui, comme M. Darboux l'a montré, n'a pas non plus de dérivée.

Voici maintenant quelques applications.

Considérons la série, entière en x,

tt(a;) = Ho H- «1^ + ••• + "«^" -+-...,
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où ;fo, «I,..., Il,,,--- sont des constanlcs; si]p[)Osons que celle série

soil absolument convergente pour x- = A ; elle sera uniformément

convergente dans l'intcrvallo — A, A et si x appailient à cet

intervalle, on aura

r G(.r) dx = u^x -+- », '^ -h ... -+- ii„
j^-z^^

On a vu, en particulier, (jue l'on avait, en supposant \x\ <i i,

¥ = 1 — X +-...-+-
{
— i)"x" -\- ...,

— x^ -{- ... -+- (— i)"x'-" -+ ....

I -H X

I

1 H- x^

I I
,

1.3... (an — i) .,

, = I + - a:- + ... -+- / X-"
2 2 2.4... 2 II

et que les trois séries qui figurent dans les seconds membres sont

absolument convergentes dans l'intervalle (— A, A) en supposant

G <; A <C I ; si donc X appartient à cet intervalle, si, en d'autres

termes, sa valeur absolue est inférieure à i , on aura

rp T*" /-p)X~\~i

10g(l -^ x) = -h ... -H (— l)" ; h ...
,

arc tg .r = ' —
'., -h ... -h (— 1)" - --, 1-...,

X I .r^ 1.3... (2/1 — i) a''2'»+'
arc sui a; = + r,- -[-... -{ , ' \- ....

I 20 2
. 4 . . • 2 /i 2 /! + I

En supposant toujours
[
x

| <C i, on démonlrera de même que l'on

a (n" 196

,1 ,
/i 4- X X

alhx= los V/ = ~
° V I — X I

ash X= log (x + v/i + X-) = 'o
X I X

x5''+'

2/1+1
3

, , 1.3... 2a — I x-"+*
-+- (— 0" ,— + ... ;

^ '
2. Ci... 211 2/1+1

on reconnaîtra plus tard que ces formules subsistent pour x = 1

ou x = — I lorsque les séries correspondantes sont convergentes :

on reconnaît d'ailleurs immcdialemcnl que celles des valeurs i ou

Tasnkrv II. — liitroiluclion à la Tliéorie des fonctions 8



lljj 1>TR0III(.TI0> A I.A THEOUIE DES F (t.NC.TlONS

— 1 qui rendent divergente une de ces séries rendent infinie la

fonction correspondante. On a déjà signalé n° 193 l'utilité de

certaines de ces séries pour le calcul des logarithmes. L'expression

de arc tg x appliquée à l'identité, bien aisée à démontrer,

= !^ arc tg - — arc tg
I I

39

fournit le moven facile de calculer z avec une très graixle approxi-

mation.

Considérons encore la série

235

7,2^2
'

elle est uniformément convergente pour les valeurs de ./; qui appar-

tiennent à l'inlervallc — a, a , en désignant par a un noïiabre

positif plus petit que -. La somme de cette série est d'ailleurs

, , , COS X I ' T . ' 1 • . ^

n''201 égale a • —;
; cette égalité subsiste même pour a?= 0,

COS .T I

si l'on convient de reearder la fonclion .
" comme prenant,

'- sin XX r '

pour X =^ G, sa vraie valeur, à savoir o ; on aura donc

('?^-')dx= V
( -^-'^^^,dx,

Vsin X X. .i-J ;„ X' — n---

pourvu que x appartienne à l'intervalle (— a, c/.. : cette égalité

équivaut à la suivante :

,
sin X V 1 / ^ \

° 37 jLà ^\ IV-.-

Sin */;

pour 3? = o, on doit remplacer par 1. Le second membre est

une série uniformément convergente dans l'intervalle (— a, a).

On déduit immédiatement de cette égalité

1 =00 / 5 .
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celte égaiité, déinonlrée ixnir les "\ a leurs de j- comprises enirc — r.

et -h T., subsiste évidemment poar les vaktjrs — r«t -+- ::, qui

annulent sin x, et pour toutes les valonrs de r à cause de la péno-
dicilé des deux niendjies. On voit ainsi comment se relient les

résultats pour lesquels on avait été obligé de donner deuv démons-
trations distinctes {n"' 200, 201 .

267. — Les acrica IriijoiunnctriqHcn sont des séries de la forme

«0 -f- (rt, cos X H- 6, sin x) -)- {a., cos 2x -+- h., sin a.r) h- ...

-H (a„ cos nx -t- 6„ sin ^/r) -h ...
;

X est une variable que l'on supposera, dans ce qui suit, appartenir

à l'intervalle — 7:, -|- ::; ; au, «i, 6i,-.., a„, 6,,,... sont des coeffi-

cients constants; an cos nx -r- b,, sin nx est le /i -+- i 'L"ie terme

de la série; on a alTecté le premier terme du coefficient pour la
2 '

commodité des calculs ultérieurs.

L'importance de ces séries, qui se sont introduites naturellement

dans l'Analyse pour la solution de certains problèmes de mécanique

et de physique mathématique a été révélée par cette remarque, due

à Touricr, qu'elle paraissent aptes à représenter une fonction quel-

conque définie dans un intervalle d'écart égal à 2-.

Soit en effet/ x une fonction bornée dans l'intervalle (— ~, t:)

et supposons que l'on ait, pour toutes les valeurs de x qui appar-

tiennent à cet intervalle,

/ \ \f{^) = 2
"" "^ ^"' ^°^ ^ ~^ '^' *'" ^^ "*" ^"'- ^"°* '-ix -\- h., sin 2x)

/ -f- ... -h (a„ cos nx -+- b„ sin nx) -h

Multiplions les deux membres par cos px, p étant l'un quelconque

des nombres o, i, 2, 3, ...; supposons que l'égalité subsiste

quand on intègre le [)remier membre enIrc les limites — - et -, et

le second, terme par terme, entre les mêmes limites, en sorte que

l'on ait

(2)

f {x) cos pxdx==. a„ I cospxdx

- ^ f«» I
cosn.rcos/)a-(/j:+ ^,^

i sinnxcospxdxj
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C'est ce qui arriverait ccrlaiiiciiient si la série (jui ligure dans le

second membre de l'égalité (i' était uniformément convergente

dans l'inlervalle (— ir, t: . Si mainlcnanl on lient compte des éga-

lités

/ cos n:c cos pxdx = I [ces [n — px) H- cos(/i + p)x] dx

sin (;i — p)x sin [n H- p) x
{p S n).

1
sin hx cos px dx = | [sin [n -\- p) x -+- sin (/i — p) x] dx

cos [n -t- p) X cos (/i — p) x
2 (« -+->) 2"(n^:^p)^ (/) § «).

/ C0S2 pxdx='^
f

(' "^ '^''' ^/'') ''-^ = 2 "^
^^^'

(p § O).

Jsin px cos nj- t/x = | sin a px dx = .

2j ^ Ixp
cos 27)0",

qui entraînent les suivantes

(3)

cos nx cos pxdx = o [p § «)

,

I Sin /u" cos px dx =^ o (p S '0'

cos- px dx
— 7:

+ -

(p > o).

£ sin px cos pxdx ^= o,

on voit de suite que l'égalité 2 revient à celle-ci

(^) ;£ /"(.r) cos pxdx = Qj (p = O. I, 2,

en multipliant de même les deux membres de l'égalité 'i par

sin px, et intégrant de la même façon, on trouvera sans peine

(5) ;/:."x) s'ia pxdx = bf, {p = i, -i, $, ...).

J
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Sans doiilc, si l'on un sail licn sur la iialiuc cK- la convergence

(le la série fjui ligure dans le second membre de l'égalité , 1 , les

calculs (jui précèdent ne sont en aucune façon légitimes; mais les

lormules \, et 5 ont un sens [lourvu que la fonction y x soit

bornée et intégrablc dans l'intervrdle — r., r, ; il n'est même pas

nécessaire cjiie la fonction f'Xj soit bornée dans cet intervalle,

pourvu que les fonctions /^aî s'in px, fx cos px, qui peuvent

elles-mêmes être infinies aux environs d'un nondire fini ou infini

de valeurs appartenant à cet intervalle, soient inlégrablcs, quel que

soit l'entier />. entre les limites — - et -h -. Dans ces conditions,

il est bien naturel de se demander ce qu'est la série Irigonomé-

trique dont les coefficients a,,, b,, sont définis par les formules (4j

et 5 , si cette série est convergente dans l'intervalle
[

— t., tt , si,

dans cet intervalle, sa somme est égab à fx . La recherche de

conditions très larges, sous lesquelles on peut affirmer qu'il en est

ainsi, a été l'objet d'un grand nombre de travaux importants. Je

considérerai seulement le cas qui a été étudié par Lejeune Diri-

chlet, celui où l'intervalle — ;:, :: peut être décomposé en un

nombre fini d'intervalles partiels tels que dans chacun d'eux la

fonction fXj soit continue et varie dans le môme sens si elle varie;.

Si dans le ^p -+- i
»èrae terme a,, cos px H- h,, sin px de la série

(S) «0 H- (ai cos X -\- bi sin rr) -h ... -h (a„ cos /la? -+- 6„sin nx) -h ••,

on remplace les coefficients a,,, b,, par leurs valeurs déduites des

formules 4y et 5 , qu'il convient d'écrire sous la forme

, f+^ I r+"
«;- = _( /O')cos/)r<v,

^i'
= ^j /O') s'n/'J'O'

afin de ne pas confondre la variable x qui figure dans les termes de

la série S avec la \ariable d'intégration, on trouvera

I r+^
h^ sin p.r ^ _ I /(,)') cos p ()' — .r) dx ;

f ' j

«^ cos px

on aura donc pour la somme S« des n -h i premiers termes de la

série S ,
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en posant jx^ur abréger

r„ ^ -+- ros (v — x) -t- cos 2 (_)'
— s) -H ... -h cos ai (v — x),

;

mais en voiin de l'identité bien connue

• / \
«

Sm (3 AT -h I) -

^ -21= -h Gos a -h cas 2a h- ... -f- cos na,
. a 2

asiQ -

on a

d'oà

J — X
sin (an + i\

. r — ar
2 sin '

sin (2/1 H- i) •^~~
ar

/.+ Tr sm (^2/1 H- ij--~

—

2 sin
2

en entendant que, fHjur r ^ x. le rapport

sin (2a -+- i}-

. y — X
a sin "^

a'

doit être remplacé par sa vraie valeur n -\—
. Relativement à l'in-

tégration, la quantité xqui figure sous le signe / doit être regardée

comme im paramètre constant. La question posée revient ainsi à

cbercher si, lorsque n augmente indéfiniment par valeurs entières

et positives, l'intégrale qui figure dans le second membre tend

vers une limite et, s'il y a lieu, à évaluer cette limite.

En faisant dans cette intégrale la substitution

y = X -\- iz,

on aura

7:S„ = f
' /(a: + 2c)^(^iL+ilid,.
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L intégrale qui lifiiirc clans le second membre a sa limile infér

rieurc négative et sa limite supérieure positive, puisque x est

supposé compris entre — tt et -l- t ; elle peut être remplacée par la

somme de deu\ antres intégrales, portant sur la même quantité et

ayant pour limites, la [)remière

—

et o, la seconde o et ;

en faisant dans la première la substitution c ^= — ^ et remettant

ensuite la lettre : ù la place de l, on trouve finalement

1 ',> sm z

(7)

r
c, s

sin (in -H i)z
J ' ein ?

dz.
sm 2

Les limites supérieures > des deux intégrales qui fi-

gurent dans le second membre sont comprises entre o et - et

peuvent atteindre l'une ou l'autre de ces limites.

Cette formule montre que le problème posé revient au suivant :

Reconnaître si l'intégrale

r
, . sm \nz

,

' v) d:.

oîi a est un nombre positif fixe au plus égal à ~, q\\ cj z est une

fonction bornée dans l'intervalle o, a , tend vers une limite lors-

que ni augmente indéfiniment par valeurs positives impaires ;

c'est le problème que je vais traiter, sous certaines conditions im-

posées à la fonction '^ ''z\

268. — Je ferai d'abord deux remarques préliminaires concer-

nant l'intégrale

j;

' sm mz ,

-.— dz,
sin z

où a, ^j sont des nombres appartenant à l'intervalle (o. "
j et ohm

désigne, comme je le supposerai dans ce numéro et le suivant, un

nondjrc naturel impair.
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Je montrerai irabord que la valeur absolue de cette intégrale,

quels que soient les nombres a, li, m, assujettis toutefois aux con-

dition? précédemment énoncées, est toujours inférieure à im nom-

bre lixe. que l'on peut prendre égal à -. Supposons a <<
fj.

Lors-

que r varie de a a (i, la fonction sin z reste positive et croissante.

Quant à la fonction sin mz, elle est, en général, tantôt positive,

tantôt négative : décomposons l'intervalle a, jS en intervalles par-

tiels tels que, dans chacun d'eux, sin mz garde le même signe ; si

,. , , . . .
1

. ., ,
. , «m S/»

1 on désigne par / et / les parties entières des quantités _ >

ces intervalles partiels seront bornés par les nombres

=^' (' + 0!:, (t + 2);i...., o'-i),;;. j m

l'intégrale proposée peut être remplacée parla somme dej— i-h i

intégrales ' dans lesquelles le signe / porte toujours sur la même

expression

sin m: ,

. dz,
sm z

et qui se rapportent aux intervalles partiels définis par la suite pré-

cédente ; dans le premier intervalle, sin mz a le signe de — i)',

puis les signes vont en alternant ; l'une quelconque des intégrales

intermédiaires peut être représentée par

J^(r-|-i.~
.

^
' )m Sin m: , ,

. . . ,

. dz, (r = t + 1, i -t- 2, .... / — i).

m

Si, dans ceite intégrale, on fait la substitution

z^ r -hm m

elle devient

sm

•^ m sin (
; -]

m m

dZ\

(') Ce mode de décomposition joue le rôle essentiel dans la démonstralion de

Diriclilet.
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celle foiine monlre loiit d'abord que la valeur absolue de celle in-

tégrale diminuerail si l'on remplaçail /• par Vun quelconque des

nombres r -h i, r -\- 2, ••.../ — 1 ; en ellel les limites de l'inlé-

gralc resteraient les mèm3s et la quantité (
/• ^- ^

)
sera rempla-

cée par une quantité au plus égale à ,v et par suite à ; ainsi à

partir de la deuxième intégrale, les signes vont en alternant, et les

valeurs absolues vont en diminuant ; cette conclusion s'étend

mènii-, puisque m |3
— jû est inférieur à ::, à la dernière inté-

grale dont la valeur est

, \ / sm , ,^^-^y .-7..-- rV'-
\'' m mj

ainsi n" 137) la somme des intégrales qui suivent la première est

du signe de — 1}'+' et est, en valeur absolue, inférieure à

£
sin ^d^ /"^ sin Ct/C

sin (i + i) ^ -h
"^ ^° m sin

L m mJ

quant à la première intégrale, elle est du signe de (— 1/ et sa

valeur absolue est égale à

j
sin Ço?C

/ T. t
m(a-(7:)

,„ gin i
' + ^^

\ m m

quantité qui, puisque la limite inférieure m a — i~} est positive et

inférieure à t., est elle-même au plus égale au second membre de

l'inégalité précédente.

La \aleur de ce second membre est donc supérieure à la valeur

de l'intégrale proposée ; mais on a, pour les valeurs de ^comprises

entre zéro et r,

y

m sin ~- > sin C,m —

l'égalité n'avanl lieu que pour m =^ i ; en ell'et, pour ces valeurs

de 'C la dérivée cos ^ — cos C de la fonction m sin ~ — sin 'C est
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positive ; cette dernière Ibnction est donc cioissante. et par consé-

quent positive, ilans l'intervalle o, ;t . On a doue

«^" m «I n t' "m sin m

le second membre de cette inégalité est égal à r : la proposition

annoncée est démontrée.

L'intégrale

sin mz ,

. dz,
sm z

est égale à ^, ainsi qu'il résulte de l'identité, déjà utilisée dans le

précédent numéro,

sin mz , .

=^- ï -h 2 COS z ~\- 2 COS 2 r -H ... H- 2 CCS [111 — l) Z.
sin c ^ ^

269. — Ces remarques préliminaires faites, je suivrai, pour

l'étude de l'intégrale"O*

£ . - sm inzdz
sm z

la méthode que l'on doit à Ossian Bonnet.

Le premier point consiste à établir que l'on a

Hm. r 9(2) . ,

I . - sm mzdz = o

en supposant que b, c sont des nombres fixes, Intérieurs à l'inter-

valle 'o, 7:\ que la fonction ç, [z. est bornée dans l'intervalle b, c.,

enfin que cet intervalle peut être subdivisé en intervalles partiels

tels que, dans l'un quelconque d'entre eux, la fonction (p c soit

ou bien non-croissante, ou bien non-décroissante.

On supposera b <_ c, pour la démonstration. Il suffit évidem-

ment de démontrer la proposition en supposant que la fonction

<^[z) soit non-croissante ou non-décroissante dans l'intervalle ib,c).

On peut même supposer, comme je le ferai, que les nombres 6, c
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appartiennent tous Jeux soit à l'itiforvallc (o, j, soit \ I inttr-

valle (
'", T.). Si, en effet, ces condîlions n'étaient pas vérifiées [)Oui-

l'intervalle b. c , on subdiviserait cet inlcivalle en intervalles [)ar-

tiels pour lesquels les coudilioas seraient véritiées : la proposition

établie pour cliacun des intervalles partiels s'étend évidemment à

l'intervalle total.

Supposons d'abord que l'on ait o < 6 < c < " et que la fonc-

tion [_:], dans l'intervalle ^b, c\, soit non-croissante et ne soit ja-

mais négative. 11 en sera de même de fa fonction ; on pourra~ sm ; *

donc appliquer le second Ihéorème de la moyenne et écrire, en dé-

signant par ç un nombre appartenant à l'intervalle b, c ,

r '-^ (-) • j o (6 + o) /"'
. .

i '.^ ' sm mraj = ^ . , I sm m:n:
'(, sin : sin h /^

ç (6 H- o) -
,

m sm

et, par suite,

w
1, sm ;

mzdz
m sin h

dans ce cas, la proposition énoncée est établie. L'inégafifé préc^

dente s'applique en particulier dans le cas oij l'on a O'zj = i, et

l'on en conclut

i sm mz
I

/;. sm z

-^ 2

^^= m sin b

Conservons les autres suppositions, mais n'astrei|j:nons plus la

fonction o z à ne jamais être négative. Dans l'inlervalle 6, c la

fonction c; z] — c c sera, comme ç> z , non-croissanle, et, de

plus, ne sera jamais négative, on [)Ourra donc lui appliquer 1 iné-

galité I / et écrire

p 9(r)_3(e) .

[ I

r z{z) .

j
, . r sm mz

S ^ '
.
—^^^smmc(/j^ I . smm--(/^— o(c) I - . - <lz

Jb »I»Z
I

\Jb ''"- u« *»"-

^^ 3 ? (^ -f- o) — » ? (c)
.= m sin b
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on dédiiil de là, en tenant compte de l'inégalité i l'i

,f
r(:

sin nizd: < 2 j_?_(c')
I _^ a o (b + o) — 2 9^c)

— m sin 6 »i sin h

et, a forliori, en désignant par L la borne supérieure de la lonc-

tion
I

ç;,r | dans l'intervalle b. c , ou un nombre plus grand,

(•^) r^ sin m:d: = m sin 6

Observons que si l'inégalité i est vérifiée, il en est certaine-

ment de même de l'inégalité 3 , dont on peut donc allirmer

(pi'elle est vraie pourvu que l'on ait o <C ^ <C ^ ^ ~ 6^ que la

l'onction ç z, soit non-croissante dans l'intervalle b, c . Si, au

lieu d'être non-croissante, o z était non-décroissante, la l'onction

— o z serait non-croissante ; il n'y aurait qu'à lui appliquer l'iné-

galité 3 , pour reconnaître que, dans ce cas encore, cette inégalité

subsiste.

Enfin si l'on avait ' < 6 <C c < - et, si dans l'intervalle b, c

la fonction c; .:: était soit non-croissante, soit non-décroissante,

on appliquerait l'inégalité 3 à la fonction Z' t. — z en rempla-

çant 6 et c par tt — c et - — 6 ; on aurait alors

Jr>T:
—b

^

K C

d'où l'on conclr.t, en changeant z en -

(4) r (')
izd:

:d:
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<lécomposé en p in(cr\aIlos pniticls où c. r satisfasse à la conili-

tion précédente. Si l'nn de ces inlervallcs partiels contient à son

intérieur le nombre , on le décomposera en deux intervalles pai -

tiels ayant pour borne commune: on aura ainsi phi inter-

valles partiels, auxquels s'appliqueront, soit l'inégalité o soil

l'inégalité 'j , en y rem[)laçant b et c [)ar les bornes de l'intervalle

partiel. Dans tous les cas la valeur absolue de l'intégrale partielle

correspondante sera au plus égale à

6L
m sin ).'

en désignant [)ar L la borne supérieure de
|
O'z]

|
dans l'inter-

valle total h, c . On aura donc, sous les conditions imposées

(5)
II. 51 n z

inz dz
m sin X

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que l'intégrale

>6

f
, , sm mz ,

o (z) —. dz
' ' ' sin 2

a une limite pour m infini et d'évaluer cette limite en supposant

toujours que l'on ait

O < 6 < 77,

que, dans l'intervalle (o, h la fonction ^ {£) reste inférieure ou

égale, en valeur absolue, à un nombre positif fixe L, et enfin que

l'on puisse partager l'intervalle o, /> en un nombre fini /) d inter-

valles partiels tels que dans cliacun d'eux la fonction c; c soit, ou

bien non-croissante ou bien non-décroissante.

Soit en elTet i un nombre [)ositif arbitraire. D'après les condi-

tions imposées à la fonction çi 2, il est clair que :elte fonction

tend vers une limite lorsque r tend vers o par valeurs positives
;

désignons cette limite par o -+- o ; au nombre i correspondra

un nombre positif y;, tel que, sous les conditions
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on ait

T
cp (x) — O (+ O)

1
< £.

Ceci posé, désignons par j'j un nombre positif moindre que r,,

h, û. — h et tel que dans l'inlervalle ^o, ^S^ la fonction o [z] soit

ou bien non- croissante ou bien non-décroissajite.

On aura

J,
, sin me ,

[^ , . sin mz , [ , . sin mz ,

'i (-) .-— (/- = «5 (:) - . - dz -h i o (r) --. dz.

La seconde intégrale du second membre peut se représenter par

2 m sin p

en désignant par Q' un nombre compris entre — i et -h i. Quant

à la première intégrale du second membre, on peut lui appliquer

le second théorème delà moyenne, et la remplacer par l'expression

, , / 'sin mz , ,r. \ / '^sin mz ,

c (+ o) . - f/z H- o (3 — o) . dz
Sin

, , T'^sm mz j r
,„

/ , m C ^m mz
,

où c désigne un nombre compris entre o et ^"j ; en remplaçant dans

le second membre de cette dernière égalité la première intégrale

par

•K 26
a ' m sin {i

et en se rappelant que la seconde est, en valeur absolue, au plus

égale à ~, on voit qu'on peut écrire finalement

mz j ^
/ , T>

(9)
-''' ""

i „ 2 6 , , 6 (p -H 1) L 6'

1 7n sin fi
^ ^ 2 m sin p

Ô' étant, comme et 6', compris entre— i et + i ; on peut choisir

d'aboid le nombre i, puis le nombre m, pour que R,„ soit, en va-
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leur absolue, plus petit que tel nombre que l'on voudni : l'intégrale

•6

r
, , sm nn ,

cp (:) - . — dz
' ^ ' sin ;

a donc pour limite o (-\- o quand m augmente indéfiniment '
.

Supposons que la fonction o (z) dépende d'un pniamètre x et

écrivons-la ç x, z) ; supposons même que le nombre positif b dé-

pende aussi de ce paramètre; si, pour chaque valeur de x appar-

tenant à un intervalle (g, h}, la fonction de z, o ^x, z , satisfait

aux conditions précédemment spécifiées, et qu'en outre h cl ~ — }>

ne soient jamais nuls, il est clair qu'on pourra écrire

j
. . sm mz t " / N T) / \

R„, aï; étant une quantité qui, pour chaque valeur de x apparte

nant à l'intervalle ' tj, h tend vers o quand m augmente indéfini-

ment. De l'expression de Km résulte en outre la conséquence sui-

vante : si les valeurs de L et p qui correspondent aux diverses

valeurs de x restent, tant que x apppartienl à l'intervalle '(/, h .

inférieures à des nombres fixes ; si les valeurs de b et de ~ — b

restent supérieures à un nombre positif fixe ; si, en outre, la fonc-

tion 'y X, c tend uniformément vers sa limite ç; x, -+ o quand z

(') On a sujiposé clans ce c|iii [)rc'ct'(le m impair ; ce cas est le seul dont on
aura besoin dans ce qui suit ; mais il convient de remarquer que la conclusion

à laquelle on vient d'arriver ne suppose en aucune laçon cette restriction" elle

n'est intervenue dans ce qui précède que j)ar répaiitc

rJo sin z

on ('lablira sans peine que lorsque m aTipmentc iiidcTiniment jiar \aleurs paires

et positives, lo premier membre de régulité précédente a pour limite '

, rc qui

suffit pour les déductions ultérieures.

La méthode quon a suivie dans ce paragraphe permet, en imposant les

mêmes conditions à la fonction ti (r), d'établir l'égalité

/ (5 (:) sin mz ;= S) (-1- o).

Kronccker a donné à Tintégrale qui ligure dans le premier membre le nom
d'intégrale de Diricblet.
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toiul vers o par dos \alciirs posilives, on sorte qu'à cluicjiie nombre

positif I corrospondo un nond)ro positif y; toi cpio l'on ait

I ? (^» =) — ? (^. + O)
I < £,

sous les conditions

^ < X < /i, o < 2 < T,
;

la quantité Rm'£c convergera uniformément vers o pour les va-

leurs de X qui appartiennent à l'intervalle g, h , c'est-à-dire qu'à

chaque nombre positifs' correspondra un nombre entier positif nï

tel que l'on ait

X tt (x, z) — . d: o (a-, + o) < s'

sous les conditions

9^ h, m > m'

,

Revenons maintenant à la question posée au n" 267 et notam-

ment à la formule

(6)

^S„= f

"R -\- X

f{x - 2Z)
sin (2n

dz

fix -h iz) ^-i dz.
^ sm z

Supposons que la fonction / a; soit bornée et intégrablo dans

l'intervalle — ~, -h ~
,
que cet intervalle puisse être partagé en

un nombre fini d'intervalles partiels tels que, dans chacun d'eux,

elle soit, ou bien non-croissante ou non-décroissante ; il en sera évi-

demment de même, relativement aux intervalles! o, " — |, ( o, ——
|

des fonctions de z, fix — iz, et/ x + iz], en supposant que le

nombre x appartienne à l'intervalle '— tt, h- ti) ; supposons d'abord

que ce nombre ne soit égal ni à t: ni à — t.; les propositions pré-

cédemment démontrées relativement à l'intégrale

X
, \ sm mz

,

o [x, z) —. dz
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sont applicables, et l'on aura

it + ^

lim. I f{x — 2z) ''V';' clz = lf(x - o).

,. r ^ /•/ \ sin mz , - .,
,

celte dernière limite ne sera autre chose que / j; , si la l'onction

/ X est continue pour la valeur considérée de x; il résulte aussi

de l'analyse précédente que si la fonction f Xj est continue dans

l'intervalle (A, B), en supposant

— -<A<B<7r,

et satisfait en outre aux conditions précédemment imposées, la

quantité S„ tendra uniformément vers sa limite fixj pour toutes

les valeurs de x qui appartiennent à un intervalle quelconque ^A', B'j

intérieur à l'intervalle (A, Bj.

Supposons maintenant que l'on ait a; = — ;:, la formule \^{i)

donnera

f, , sin mz
j/(— t: -h 2z) —. clz;

le second membre peut être remplacé par la somme de deux inté-

grales dont l'une ait pour limites o et , l'autre
,

et -; en faisant

dans celte dernière la substitution z = t. — C, on trouve finale-

ment

o C^ f/ \ sin mz
, C^ n \

sin mz ,

'

/„ •' '^ sm 2 ' '' sm z

et [)ar conséquent, en appliquant toujours le nièine théorème,

lim. S,, =_ /(-^ + o)+/(^~o)
3

«1 = co

si l'on supposait a: = ~, on trouverait la même limite.

Ta:«:«eby 11. — Introduclion à la Théorie des fondions 9



l3o l.>rU0DUCT10> A LA THKOUIK DKS FONCTIONS

En résume :

^'ifx csl une fonction bornée clans l'inlcrvalle (— n, -+- 7r\ si

cet intervalle peut ètie découiposé en un nombre fini d'intervalles

partiels tels que dans cliacun d'eux la fonction y ^a;} soit, ou bien

non-croissante ou bien non-décroissanle, la série

- «0 + (^1 cos X -+- bi sin .r) -h ... + («„ cos nx -+- 6„ sin nx) + ...

OÙ l'on suppose

«« = ^ /
/'•'.t) cos ixdx (j = o, I, 2, ...),

bj =
l. j

/(.r) s'mjxdx :j= i, 2, 3, ...),

sera convergente pour toutes les valeurs de x qui appartiennent à

l'intervalle (— tz, -+- tz] ;
pour une telle valeur, sa somme sera

égale à

f{x-ho) +/(x —
o)^

2

si a: n'est égal ni à — ::, ni à + "
; dans ces deux derniers cas, la

somme de la série est égale à

/(-^ + o)+/(^-o)

Si la fonction y ù:
,
que l'on suppose toujours satisfaire aux

conditions précédentes, est continue dans l'intervalle 'A, B), en

supposant

— - < A < B < t:

et si A', B' désignent deux membres tels que l'on ait

A < A' < B' < B,

la série sera uniformément convergente dans l'intervalle (A', B'y et

y représentera /' x) ; enfin si la fonction /(as) est continue dans

tout l'intervalle (— r:, --h z et si l'on a

/(- -) =m^
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la série scia unilni iiirincnl convergente dans ce même iiilorxallc

et \ représoiilcra /' ./•
.

Il est à [icine iililc de faire remarquer que la somme d'une série

trigononiélii(]uc supposée convergente est une fonction périodique

de o:, en sorte que les valeurs de celte somme se déduisent, quel

que soit x, des valeurs relatives à l'intervalle — ~, -ht:.

Les formules qui donnent les coefiicients a,, hj montrent que

si/ .r est une fonction impaire, tous les coefficients a sont nuls;

au contraire &ifx est une fonction paire, tous les coenicients b

sont nuls.

Le théorème [)récédent permet de construire des séries dont les

sommes sont des luiiclions continues ou disconslinues dans l'inter-

valle — -, -r- ~
, fonctions qui peuvent être définies dans des

portions de cet intervalle par des lois algébriques dillércntes ; je

me contenterai d'indicpier les résultats suivants.

La série

sin X sin 3x sin 5 3*



CHAPITRE IX

LANGAGE GEOMETRIQUE

I. DÉFINITIONS FONDAMENTALES

270. — Dans les chapitres qui précèdent, on s'est occupé presque

exclusivement de fonctions d'une variable. L'étude des fonctions

de deux variables est grandement facilitée par l'emploi du lan-

gage géométrique et des figures de géométrie plane. Ce langage a

déjà été employé, puisqu'on a presque constamment confondu les

nombres et les points d'un axe dont ces nombres sont les abs-

cisses ; mais la signification numérique de ce langage était alors

manifeste.

Lorsqu'il s'agit de fonctions de deux variables, et que l'on veut

ne pas perdre le bénéfice du langage géométrique, il est nécessaire

d'expliquer ce langage et de lui donner encore une signification

purement numérique. C'est ce que je vais essayer de faire dans le

présent chapitre. Le lecteur n'y trouvera aucune discussion con-

cernant la nature des êtres géométriques ou des axiomes géomé-

triques. Le procédé qui sera suivi consiste simplement à prendre

comme définition certains des résultats de la géométrie analytique

plane. Une fois qu'il a été saisi, et que les définitions sont acquises,

le développement est facile, sauf pour quelques points sur lesquels

j'insisterai davantage. On reconnaîtra sans peine que les théo-

rèmes de géométrie plane euclidienne s'interprètent aisément, et

que, tout en prétendant rester dans le pur nombre, il est permis

de les invoquer et de s'aider des figures qui leur correspondent.

271. — J'appellerai pom/ un système de deux nombres x,y :,

ces deux nombres sont les coordonnées du point : le premier en est

ïabscisse, le second en est ['ordonnée. On désignera un point soit
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[)ar le syslùme do ses cooiLloiinécs, iniso-^ eiilic itarciilhèscs '

,

soil par une seule IcUre. h'orKjinc est le puiiil o, O;. Deux

points ,x, J;,;^'. j', sont confondus si l'on a ./; = x' , y=^y',

distincts dans lecas contraire. La dislance de ces deux points est

\'{x — x'f -t- (j — y')- ;

leur distance rcdailc est le plus grand des deux nombres \x — x'\,

\y — y'\. La distance, réduite ou non, de deux points n'est nulle

que si ces deux points sont confondus.

Le plan est l'ensemble de tous les points.

\lnc jifjure est \\n ensemble tle points. La figure l'\, est c(jalc à

la figure F) si l'on peut établir entre les points de l'une et les

points de l'autre une correspondance parfaite, telle que les coor-

données -x, v^ et 'x' , y') de deux points correspondants de la

figure F et de la figure F') soient liées par des relations de la

forme

(i) :f = p -i- x' cos (A) — y' sin m, y = q -{- x' sin w H- y' cos w,

où p, ij, 0) restent les mêmes quels que soient les points correspon-

dants. La distance de deux points de (F) est alors égale à la dis-

tance des deux points correspondants de (F') (^ .

Il est très aisé de reconnaître que, dans cette définition, les trois

conditions imposées à toute définition de l'égalité sont vérifiées :

Une figure F, est égale à elle-même. Si la figure F') est égale

à la figure T , T est égale à (^F j. Si iVj est égale à (F') et F'

à fF"), rF)'est égale à (F").

272. — Une droite est l'ensemble de tous les points x, y dont les

coordonnées vérifient une même équation du premier degré

A a; 4- Bj -h C = o ; celle-ci est Vêqualion de la droite; il est

sous-entendu que A, B ne sont pas nuls simultanément. Lorsque

B n'est pas nul, la penlc de la droite est — '.,
; lorsque B est nul,

(•j La confusion enlrc le /joi/i< (.r,v) cl l'i/iic/'i-a/Ze (.rjj) n'est guère à craindre.

(-) li en serait de même si la correspondance était exprimée par les formule.*

.r z=z p -\- x' COS 0) -f- _v' sin o), v = «y -|- x' sin o) — v' cos w.

On pourrait dire alors que l'une des figures est égale h la figure symctrique

de l'autre.
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on (lil que l;i pente de la droite est infinie. Toutes les droites du

plan sont des ligures égales.

In point est ou n'est pas sur une droite, celle-ci passe on ne

passe pas par ce point suivant que les coordonnées du point véri-

fient ou non l'équation de la droite. On reconnaît iniuiédiatenient,

sur les équations de deux droites, si celles-ci ont un point commun

fsi elles se coupent , si elles n'ont aucun point commun si elles

sont parallèles , si elles sont confondues. Deux droites parallèles

à ime troisième sont parallèles ou confondues.

Par deux points distincts on peut fiire passer une droite et une

seule.

Il est souvent commode de regarder imc droite comme l'en-

semble des points 'x, y que l'on obtient en donnant à / toutes les

valeurs possibles dans les formules

:c = a ^ 'A, V = 6 H- ^Z,

011 a, h, a, |3 sont des coefficients dont les deux derniers ne sont

pas nuls à la fois ; on désigne alors souvent un point de la droite

par la valeur correspondante de /; on dit <( le point / » au lieu de

dire « le point x, y ».

Si l'on considère deux points distincts /^, f^ de cotte droite, le

ftcrjment de droite, borné à ces deux points (,,, /,, est l'ensemble des

points que Ion obtient en donnant à /, dans les formules précé-

dentes, toutes les \'aleurs qui appartiennent à l'intervalle /(,, /, ;

tout point de ce segment, autre que les deux points t^, ty, est dit

entre ces deux points.

Le segment prend le nom de vecleiir si l'on distingue l'ordre des

deux points /q, /, et si l'on regarde l'un de ces deux points comme

le premier ou l'origine , l'autre comme le second ou l'extrémité :

pour exprimer que le point f^,, par exemple, est l'origine et le

point /, l'extrémité, on dit que le vecteur va du point t^ au point

/,. Dans les mêmes conditions, on dit que le vecteur est déci II par

le point t quand la variable / croit de t^ h /,, si l'on a /,j <C /,, dé-

croît de tf^ h /i, si l'on a ^^ > t^. Cette façon de parler, dont l'ori-

gine est dans l'idée de mouvement, n'implique rien déplus n" 172

qu'un certain ordre de succession atlribué aux nombres de l'inler-

valle 'Iq, l, ou aux points du vecteur.
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Sur la droite irnk'linic. il v a une inlinilé de verlcurs : les <lcu\

vecteurs qui vont l'un du point t^ au point /,. l'antre du poinl

/j au point f^, sonl dits de même sens, ou de sens contraires, sui-

vant que t^ — /,, et /_,
— /, sont, ou non, de mêmes signes,

l ne légère difficulté relative aux définitions précédentes consiste

en ce que les coordonnées des points d'une même droite pouvant,

d'une infinité de fac.ons. être mises sous la forme

(1) X = a + a/, Y = h -\- ^t,

on peut se demander •«i les délinilions que l'on a adoptées ne dé-

pendent pas de la façon que l'on a choisie pour représenter la

droite. Cette difficulté est aisée à lever. On reconnaît en effet sans

peine que, pour que les équations

(2) x = a' ^ a'/', y = h' -+- ?'l'

déterminent, quand t varie, le même ensemble de points que les

équations i^, il faut et il suffit qu'il existe deux nombres )., a,

dont le premier n'est pas nul. et tels que l'on ait

a' = Xa, a' = « -j- a;JL,

^' = A3. li =b -^- Su;

s'il existe de pareils nombres, les équations (ij et 2) définiront le

même point quand les valeurs de t et de t' se correspondent de

façon que l'on ait

t = II' -f- iji.

Lorsque À est positif, / et /' croissent ensemble ; lorsque À est

négatif / décroît lorsque /' croît ; dans tous les cas, si /, — /q et

t. — t, sonl, ou non, de mêmes signes, il en sera de même pour

//— /,' et t' — t.;, etc.

Quand on parle du sens, ou de la direction, d'ime droite, c'est

qu'on a fixé sur clic un vecteur, par exemple le vecteiu- qui va du

point /,^ ail point /,. En disant alors d'un vecteur porté par la

tlroite qu'il a, ou non, le sens choisi sur la droite, on entend sim-

plement que le sens de ce vecteur est le même que le sens du vec-

teur fpii va (lu |ioint /„ au point /, : (ni dit aussi, suivant que /,, est
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plus petit ou plus grand que /i, que le sens choisi sur la dioilc est

celui dans lequel elle est parcourue quand / varie de — ce à

-f- 3c , ou de -{- oc à — oc ; on peut aussi parler du sens qui cor-

respond aux valeurs croissantes de /, ou aux valeurs décroissantes.

On désigne sous le nom de demi droite avant pour origine le

point a, b et pour coejjîcicnis dircclcurs les nombres a, jj l'en-

semble des points que l'on obtient en donnant à /, dans les for-

mules X T= a -\- c/.t , y =: h -\- j^/, la valeur o et toutes les valeurs

positives. Le point x, y décrit celte demi-droite quand / croît de

o à H- oc ; le sens de la demi-droite est le sens qui, sur la droite

indéfinie, correspond aux valeurs croissantes de /. Les relations

a + a/ = a +(—«)(— 0, fc + p/ = 6 -^ (— ^) (— /)

montrent que l'ensemble des points obtenus en donnant à / des

valeurs négatives ou nulles et, par conséquent, à — / des valeurs

positives ou nulles, constitue une demi-droite ayant pour origine

le point a, b et pour coefficients directeurs les nombres — a,

—
fj.

La direction est opposée à celle de la première demi-droite.

L'ensemble des deux demi-droites est la droite indéfinie. L axe des

X est la droite dont l'équation est y = o. La partie positive de cet

axe est la demi-droite formée par les points dont l'abscisse est

nulle ou positive. La direction positive de l'axe des x correspond

aux X croissants. Des dénominations analogues s'emploient pour

l'axe des y.

Les deux demi-droites D), (D) définies par les équations

(D) rr = a -^ a/, j = 6 ^- |3t

(D') œ = a' ^ Oit, y = h' -^ <^l

et dont, ainsi, les coefficients directeurs sont les mêmes, sont pa-

rallèles ou confondues
;
par définition, elles sont de même sens.

Par un point donné on peut mener une infinité de droites ; on

peut en mener une, et une seule, parallèle à une direction donnée.

Les deux vecteurs qui vont respectivement du point (x^, y^) au

point (a;,, y^) et du point (x^, yj) au point 'x[, y[) sont pa-

rallèles si l'on a

X, — a-„ y, — Vf,'
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ils sont lie nièiuc sens, ou de sens cuiilraiies, suivant que ces ra[)-.

ports sont positifs ou négatifs; ils sont ê(jaii)oUenls si les rapports

sont égaux à i ; clans ce dernier cas, on voit tout de suite que

les vecteurs qui vont l'un du point x^, y,, au point x^, y\ ,

l'autre du point Xj, j, au point x^, yl sont aussi équipoUenls;

les deux premiers vecteurs et les deux seconds forment le contour

d'un i>tiraUcl()ijraminc, sauf dans le cas où les quatre points sont

en ligne druilc.

La demi-droite D , définie [)ar les équations

X = a -h a/, V = 6 -+- ^^

où t ne doit prendre que des valeurs positives ou nulles, a la même
direction que lo vecteur qui va de l'origine au point a, ^j , ou au

point Àa, ÀjS quand ). est positif. Si le point a, b varie et si a,
fi

restent les mêmes ou sont remplacés par des nombres proportionnels,

le coefficient de proportionnalité étant positif, la direction de la

demi-droite D reste la même. On peut ainsi, sans changer la di-

rection d'une demi-droite, mulli[)lier ses coefficients directeurs par

un même facteur positif. Les quantités

s'appellent les cosinus directeurs de la demi-droite D , ou de la

direction définie par cette demi-droite; lorsqu'on se donne a et ^5,

le nombre ç; est déterminé par les équations précédentes, à un mul-

tiple près de 2~
: si l'on pose r = / v^a^ -|- ^-, les équations qui

définissent D peuvent être remplacées par les suivantes

X ^=z a 4- ;• cos'v, y = h -\- r siu'f,

;• est de même signe que l ; si /• est positif, le [)oint x, y] est sur

la demi droite D ; il est sur la demi-dioile opposée si ;• est né-

gatif; dans tous les cas, ia \aleur absolue de /• est la distance du

point x, y au [)oint a, \> . Les quantités

— ces
'f
= cos('j; -f- ~), — siii o = sin (-^ -t- t.)

sont les cosinus directeurs de la direction opp()séeà D .

Deux demi-droites parallèles à une troisième et de même dircc -

tion que cette troisième, ou de direction opposée à cette troisième,

ont la même direction.
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273. — La distance des deux points /', /' de la droite définie par

les deux équations

X ^= a -\- ot.t, y = 6 -i-p/

est égale à v^x"^ + p-
j

/' — t"
\

; on voit tout de suite que, si trois

points / , /', /'" sont sur la droite et si le point f est entre les deux

points t' et /'", la distance des deux points /', /'" est égale à la somme
des distances des points /', /' et /", /'". Il en est de même pour les

distances réduites, car la distance réduite des deux points /', l" est

I

a
I

I

/' — /'
I

ou
1

1'5
I I

/' — f
I

suivant que le nombre
I
a

j
est

plus grand ou plus petit que
i ^3 |.

L'inégalité

\\a -^ a'y- + (6 + l'y- < \/a^ ^-6^4- Va' + b"^,

qui ne se transforme en égalité que si ab' — a'6 est nul, permet de

montrer que, ti les trois points .r,, y, , x,, j^ ' (-^s- J^^
^^ sont

pas en ligne droite, la distance de deux quelconques d'entre eux

est plus petite que la somme de leurs distances au troisième, et que

la distance de deux de ces points ne peut être égale à la somme ou

à la dilîérence de leurs distances au troisième que si les trois points

sont en ligne droite : elle est alors égale à la somme des distances

au troisième si celui-ci est entre les deux premiers points ; autre-

ment, elle est égale a leur différence.

Pour ce qui concerne les distances réduites, la proposition ana-

logue peut s'énoncer ainsi :

La distance réduite de deux points est égale ou inférieure à la

somme des distances réduites de ces points à un troisième point.

274. — Deux droites, dont les coefficients directeurs sont

respectivement a, |S et a', ^S' sont perpendiculaires lorsqu'on a

y.y! -^ ^^'= 0. Les deux axes sont perpendiculaires. Par un point,

on peut mener une perpendiculaire à une droite et une seide.

Le carré de la distance d'un point fixe à un point variable d'une

droite fixe est ime fonction du second degré de !a variable qui dé-

termine la position du point variable sur la droite; l'étude de la

variation de cette fonction est très aisée ; la fonction est minimum

quand le point variable coïncide avec le pied de la perpendiculaire

«
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monéc du point (i\c à la droite ; la \alcur de ce niininmin est la-

distance du point fixe à la droite. La même étude fournit les théo-

rèmes classiques sur les longueurs des [)erpcndiculaires et des

obliques.

275. — Considérons une droite D , et soit nx -I- 6y + c= o son

équation. Deux points (x^, y,\ 'x.,, y^) qui n'appaitiennent pas à

celte droite sont dits du même cûlé par rapport à cette droite, si

les deux nombres r/x, -t- />y, -I- c, ax,, -+- by„ -+- c sont de mêmes

signes ; dans le cas contraire, les points sont de calés différents par

rapporta D . Si les deu\ points sont d'un même côté, il en est

lie Miéine de tous les points qui a[)parliennent au segment qui relie

les deux points, segment qui ne rencontre pas D). S'ils sont de

côtés différents, il y a un point x', y \ de D sur le segment qui

les relie; tous les points du segment qui relie (x' , y') à (x,, y, ',

sauf le point (x' , y'), sont d'un côté de la droite ; tous les points du

segment qui relie {x' , y') à [x.^, y^), sauf le point a;', j' s sont de

l'autre côté. On dit alors de la droile D qu'elle est entre les deux

points .r^, y^\, 'x.^, y., .

On peut définir le cijlé r//'o// et le côté r/aac/tc d'une droile D
quand on a choisi une direction sur celle droite. Supposons que

celle droite soit définie par les équations

X r= a -H o!<, j = 6 + p/

et qu'on ait choisi sur cette droite le sens qui correspond à / crois-

sant : soient x,, j,) et \X^, j^} deux points de cette droile corres-

pondant aux valeurs /,. t., du paramètre ; soit a^o, Jo un point en

dehors de la droile, le délcrminant

^0 Jo
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la droilc D , corrcspoml, aux / croissants : on dira que le point

^0' ïo) 6St à gauche ou à droite de D) suivant que le déterminant

est positif ou négatif; on dit, avec la même signiQcation que le

point \^Xo, Vo est à gauche où adroite du vecteur qui va du point

(x'i, j,) au point ^r^, y/, ou de la demi-droite qui, sur D , a la

direction de ce vecteur. Tout point pris sur la partie positive de

l'axe des v est à gauche de la direction positive sur l'axe des x ;

tout point pris sur la partie positive de l'axe des x est à droite de

la direction positive sur l'axe des y. Etant donnés trois points

Ao, A,, Ag non en ligne droite, si A^ est à gauche du vecteur A,A^,

le point A, est à gauche du vecteur A^Aq et le point A^ est à gau-

che du vecteur AqA,, etc.

Si l'on ccnsidère deux droites [)arallèles sur lesquelles on a

choisi la mémo direction, ces deux droites partagent l'ensemhle

des points qui ne sont pas situés sur elles en trois ensemhles, les

points situés à gauche des deux droites, les points situés à droite

des deux droites, les points situés à droite de l'une, à gauche de

l'autre; ces derniers sont dits eiilre les deux droites : tout segment

qui joint deux points situés dans l'un de ces ensembles lui appar-

tient tout entier. Les points situés entre les deux droites appar-

tiennent à des segments dont les extrémités sont respectivement

situées sur ces deux droites.

276.— Les points situés sur ime droite "^D , à laquelle on a attri-

bué un sens, ne sont situés ni à droite ni à gauche de D . Il est

commode, dans un très grand nombre de cas, de pouvoir dire d'un

point quelconque qu'il est à droite ou à gauche de D) ;
pour cela,

on considère cette droite comme double, comme formée de deux

droites parallèles, confondues en réalité, mais que l'on distingue

par la pensée : on dit alors que cette droite constitue une coupure,

dont les deux bords sont respectivement ces deux parallèles, l'une

constituant le bord droit, l'autre le 6o/v/ ^a«c/«(' : le bord droit est

regardé comme faisant partie de l'ensemble des points qui sont à

droite de la coupure D , le bord gauche est regardé comme fai-

sant partie de l'ensemble des points qui sont à gauche de D .

Alors un point quelconque est, soit à droite, soit à gauche de D ;

mais si ce point est sur (D , il ne suffit pas, pour le spécifier, de

donner ses coordonnées ; il faut encore dire s'il appartient au bord
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gauche ou au boni droit de D . Lorsqu'on a à figurer une droili»

à laquelle on donne celle si^^nification de coupure, il est conimodr

d'eni|)lov(n- un schéma où les deux bonis sont distincts.

277. — Considérons les deux demi-droites D , D' définies

[»ar les équations

(D) X = a -h Oit, y == 6 + pi

(D') x = a -h oLl'. y z= h -i- jâ'/'

où /, /' doivent prendre des valeurs nulles ou positives ; elles ont

même oriirine; supposons que a^^' — yJ^b ne soit pas nul, c'est-à-

dire (|ue les deux dioites ne soient pas confondues.

La figure formée par ces deux demi-droites est ce qu'on appelle

im atv/le. Le sommet de cet angle est le point a, h ; les deux

demi-droites D , D y sont les cotés de cet angle.

La demi-droite D' est à gauche de la demi-droite D si

y.^j — a'jS est positif; elle est à droite si a.3' — a S est négatif.

Lorsqu'on attribue un ordre aux deux côtés, on dit que l'angle est

orienté et qu'il a la disposition directe si le second côté est à gauche

du premier, la disposition indirecte si le second côté est à droite

du premier. L'angle dont le premier côté est la partie j)Ositive de

l'axe des x, dont le second côté est la partie positive de l'axe des y

a la disposition directe.

Puisque v.^' — y.'^î n'est pas nul, les équations

x = a ^ oLt -^ %'l', V = 6 -4- i>t H- '^'l'

peuvent être résolues par rapport à /,
/'

; ces formules établissent

une correspondance parfaite entre les systèmes (x, y) et les svs-

tèmes t, /'). L'ensemble des points 'x, y; que l'on obtient en

donnant à /, /' des valeurs positives non nulles'^ constitue ce qu'on

appelle Yintêrieur de l'angle ; Vexlérieur est l'ensemble des autres

points, en exceptant toutefois ceux qui appartiennent aux côtés de

l'angle. Si l'on regarde D comme le i)remier côté de l'angle, D'

comme le second, et si la disposition est directe, tous les points

situés à l'intérieur de l'angle sont à gauche de D , à droite de

(ïy
j ; réciproquement, tout point qui est à gauche de ' D , à droite

de D' , est alors à l'intérieur de l'angle. Ce serait l'inverse si la
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(.lisposillon de l'ant^le clail indirecle. Si deux points sont à liiilé-

lieur Jun anj^lc, il en est de même de tous les points du segment

cpii les relie. Tous les points dune dcmi-droilc avant son origine

sur l'un des cotés d'un angle, parallèle à l'aulrc c«*)lé et de même
sens, sont intérieurs à l'angle, sauf l'origine de cetle demi-droite.

Tous les points situés entre les deux extrémités d'un segment qui

relie deux points des deux cotés d'un angle sont intérieurs à cet

angle et lous les points intérieur? à l'angle pHivcnl être oblenus de

celte façon.

Les droites indéfinies A\ A' sur lescpielles sont situées les

demi -droites D , D' forment quatre angles; en désignant par

D, , D,' les demi-droites opposées à /D , D'}, ces angles ont

pour côtés ;D et D';, (D') et D,), (D,) et (D;», D;} et (D).

Chacun de ces angles est adjacent au suivant et au précédent; le

troisième est opposé par le sommet an premier ; de même le second

est opposé par le sommet an quatrième. Tout point qui n'appar-

tient pas aux droites A , A ' est intérieur à l'un dos quatre angles

et à un seid. On voit sans peine, pour chacun de ces angles, de quel

côté, par rapport aux directions D ,
' D , sont les points intérieurs.

Deux angles opposés par le sommet ont la même disposition en

supposant qu'on regarde comme premier côté de l'un des angles

la direction opposée au premier côté de l'autre.

On a vu plus haut comment la considération d'un angle défini

par les deux demi-droites 'D\ D'^ permettait de décomposer le

plan en deux régions, l'une inlérieure à l*angle, l'autre extérieure.

En supposant que D soit le premier côté et ' D' ;
le second côté de

l'angle, il est parfois commode de pouvoir désigner Tune de ces

région comme étant à gauche, l'autre comme étant à droite de

l'angle, cet angle étant regardé comme la figure formée par les

deux demi-droites. En supposant que l'angle ait la disposition di-

recte, les points intérieurs sont dits à droite de l'angle et les points

extérieurs à gauche; c'est le contraire si la disposition est inverse.

Pour accorder celte définition avec l'intuition, on doit regarder le

premier côté comme ayant, non la direction (D définie par les

deux coefficients directeurs a, 5, mais la direction opposée ; en

employant le langage cinématique qui, comme on l'a déjà dit,

n'implique pas autre chose qu'un ordre de succession attribué aux

points de la figure formée par la réunion des deux demi-droites



cuvi'iTiiK i\. — l.\.\<;vi;e (.komktiik.u k i43

(Dj, (D'}. on regardera le premier cùlé cominc paicoiini par un

mobile dont les coordouiices successives s'obtiennent en faisant

dècroili'i' I de -r- co à o; au contraire, pour le second côlé, le^

coordonnées s'obtiendront en laisant croître / île o à -h x .

Dans ces conditions, ï«i la disposition de l'angle est directe, les

points intérieurs à l'angle sont efleclivenienl à droite des deux

côtés. Quant au\ points extérieurs, ceux qui sont dans les angles

adjacents à l'angle donné sont à gauclic des deux côtés ; bien que

les points situés dans l'anizle opposé par le sommet soient à droite

des doux rôles, on les regarde comme étant à gaurlie de Vanrjle.

278. — Considérons deux angles orientés ^Xj, A' dont le pre-

mier et le second côté sont respectivement définis par les formules

X ^ a -I- r cos 'i, v ^= fc -j- r sin '^i,

X =^ a -h r cos 'l, y ^= b -\- r sin -l,

pour le premier angle, par les formules

:r' = a' -h r' cos ^'
,

y' = 6' -|- /•' sin ^',

:/= a' 4- r' cos 'i/', v'= b' -+- ;•' sin 'l'

,

(r'^o).

pour le second ; on a vu plus haut comment les équations qui dé-

terminent les côtés peuvent toujours être ramenées à cette forme.

Les deux figures A" et 'A' ; seront égales si l'on peut établir entre

les points des côtés une correspondance du type précisé au n'^ 271

et telle que les premiers côtés des deux angles se correspondent,

ainsi que les seconds côtés; les sommets se correspondent nécessai-

rement; écrivons que les deux premiers côtés se correspondent

point par point ; puisque la distance de deux points doit être égale

à la distance de deux points correspondants, il faut évidemment

que l'on ait, pour de tels points, / = /" . Les égalités

a -f- r cos o ^ p -I- (a' + r cos -s,') cos w — [b' -h r sin 'i') sin 'o,

a -h r sin ç = ry -h (a' -t- r cos o') sin oj -\-
(Jj -f- r sin ':^') cos w^

qui doivent èlrc des identités en /'. exigent que les nombres ç- et

o' H- co dilTèrent seulement d un multiple de 2 ~: il doit en être tle

même des nombres 'J> et <l' + o), comme on le voit en considé-

rant les seconds côtés; ceci exige qu'il en soit de même des



l44 IMnODUCTlON A l.A TlIKORT, DES lO.Nt.TIO.NS

nombres 'i/— ç; el 'V — o' ; si cette dernière condition est vérifiée,

on pourra prendre pour w le nombre o — (p' ou 'h — 'j»', et il est

aisé de constater qu'on peut alors déterminer les constantes p, q de

manière à réaliser la correspondance qui assure l'égalité des deux

figures (A , A' . La condition

•y — o' ^ d/ — o (inod. ar)

qui s'énonce 'V — o' congru l\ ^ — -p suivant le module 2 ~ et

qui signifie que les deux membres séparés par le signe ^ ne

dilTèrent que d'un multiple de 2 ~, est donc la condition nécessaire

et suffisante pour que les deux figures A , A so'xQwi cc)nies, au

sens qu'on vient de préciser. Le nombre '|i — ç;, dont l'importance

est manifeste, ou ce nombre augmenté d'un multiple de 2 n, est

la mesure de l'angle ^A) ; lorsqu'il n'y a pas de confusion à crain-

dre, on dii souvent que l'angle (A) est égal h à — (p.

Ces définitions s'appliquent lors même que l'angle A' n'existe

pas à proprement parler, c'est-à-dire lorsque la quantité

cos cp sln •!/ — sln o cos 'l = siti {<\i — o)

est nulle, ou que '} — 'J est un multiple de r ; lorsque 'i> — o est

un multiple de 2 7r, les deux côtés de l'angle sont confondus, on

dit souvent que l'angle est nul ; tous les points, sauf ceux qui sont

sur les côtés, sont extérieurs à l'angle ; lorsque 'b — o est un

multiple impair de z, les deux côtés de l'angle sont dans le pro-

longement l'un de l'autre : il importe de remarquer que les

mots intérieur ou extérieur de l'angle n'ont plus de sens dans ce

dernier cas. Celle des valeurs de 'b — ç; H- 2 /m (ji entier qui est

la plus petite en valeur absolue, est la valeur principale (de la me-

sure de l'angle ; ceci n'a de sens que si d» — © n'est pas un mul-

tiple impair de r ; la valeur principale d'un angle est positive ou

négative suivant que l'angle a, ou non, la diposition directe.

L'angle de deux directions quelconques 'D), (D'j est, par défi-

nition l'angle de deux demi-droites ayant pour origine un point

quelconque et respectivement paralèlles aux deux directions don-

nées ; je représenterai souvent cet angle, ou sa mesure, par le svm-

bole D, D' en supposant que D soit la première direction, et

(D'; la seconde. Si(D), (D';, (D"y sont trois directions quelconques^
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on a

^D, D) H- (D, D)=o (inocl.27:).

(D, D') -h (D', D") -H (D", D = o) (mod. 2 7r),

(D, D") = (D, D') -+- (D', D") (mod. ar).

En conscr\ant les notations antérieures, les directions D;, D'j

seront parallèles ou confondues si 'h — ':> est un multiple de "
; de

même sens, si 'b — o est un multiple pair de -, opposées si

'b — z est un niulli[)lc impair de -. Les deux directions sont per-

pendiculaires si la niesiue de leur angle est un mulli|>le iii)|)air

de"
2

On a

(X. D), •_o = (D, Y) (mod. 2

en désignant par X et \ les directions positives sur l'axe des x et

sur l'axe des y.

Les formules

X = a -\- r cos
'f , y = h -r- r sin 'f, r > o

quand on attribne une valeur déterminée à o, définissent une

demi-droite dont l'origine est a, b .

Cette demi-droite varie avec o ; si '^ croît ou décroît, de a à ,3,

on dit que la demi-droite tourne autour du point a, 6 de la posi-

tion initiale, correspondant à la valeur o = a, à la position finale,

correspondant à la valeur ç) = j'S ; dans le sens direct si l'on a

a <! (3, dans le sens indirect si l'on a a > ^j ; dans les deux cas,

on dit qu'elle a tourné de l'angle jS — a ; le lecteur ne doit pas

oublier, d'ime part, que cette façon de parler n'implique rien autre

chose n" 172 qu'un ordre attribué aux valeurs de ':> et aux posi-

tions correspondantes de la deini-droite et, d'autre part, qu'elle

appelle l'attention non seulenienl sur les positions extrêmes ini-

tiale et finale do la dcnii-droitc, mais aussi sur les positions inter-

médiaires. Lorsque ^' — 7. est, en valeur absolue, moindre que ~,

l'angle dont a tourné la demi-droite n'est autre chose que la valeur

[)rincipale de l'angle dont les deux cotés sont la position initiale et

la [)Osilion finale de la demi-droite. Dans ce cas, toutes les j)osi-

lions inteinirdiaires sont intérieures à cet angle et toute position

Taskebï II. — Inlro.iuction & la Théorie des fondions 10
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de la demi-droite intérieure à l'angle correspond à une valeur de

o comprise entre a et j>. Lorsque ^ — a est égal à ~ ou à — -, on

dit que la demi-droite a décrit im demi- plan : les deux positions

extrêmes sont opposées. Lorsque ^ — a est égal à 2 t: ou — 2 -,

on dit que la demi-droite a décrit tout le plan : sa position finale

coïncide alors avec sa position initiale.

Considérons un angle orienté dont les deux côtés D), D') sont

des demi-droites ayant leur origine au point a, b\ et dont je dé-

signerai la valeur principale par o). Si l'on imagine que la demi-

droite mobile coïncide d'abord avec D , elle peut tourner autour

de a, h de manière à décrire l'intérieur de l'angle ; elle tournera

de droite à gauche ou de gauche à droite, suivant que o) sera posi-

tif ou négatif; quand clic a tourné de l'angle o), elle a décrit l'inté-

rieur de l'angle ; elle coïncide avec D' . Si elle continue de tour-

ner dans le même sens, elle décrira l'extérieur de l'angle ;
pour le

décrire tout entier, elle doit, à partir de la position (D' , tourner

d'un angle égal 32- — w si ^^ est positif, à — 2 7: — w, si'w est

négatif; elle a alors tourné, à partir de D), d'un angle égal à 2 -,

ou à — 2 -, suivant les cas ; elle est revenue à la position initiale.

,

Le lecteur continuera sans peine : il reprendra les choses, s'il veut,

en supposant que la demi-droite tourne d'abord, à partir de D),

de manière à décrire l'extérieur de l'angle D, D' ; il constatera

que, dans tous les cas, toutes les fois que la demi-droile mobile

coïncide avec D' , elle a tourné, à partir de D d'un angle égal à

'2 TiT. -\- 0), n étant un entier.

Considérons une suite de nombre-

'^1 ^|, ''i ^«— i. |3

rangés par ordre de grantleur croissante si ^j est plus grand que

a, décroissante si (ïi est plus petit que a, tels, en outre que la dif-

férence entre deux nombres consécutifs soit moindre que - en

valeur absolue.

A cette suite de nombres correspond une suite de positions D ,

D,), (D2 . ... de la demi-droite mobile, une suite d'angles D, D^ ,

D,, D^ , ... ; la somme des valeurs principales de ces angles est

l'angle dont la demi-droite doit tourner pour passer de la position

initiale à la position finale, ainsi qu'il résulte de l'identité

P — a = (ïj — a) -H (a, — a,) + ... + (3 — a„_,).



CHAI'ITIlt 1\. LA.M;A(;K (ilioMlilUKjLK ikj

Considérons une doini-droitc fixe A ayant son ori^dnc au point

a, h el deux dcnii-droiles quelconques D , D' ayant leur ori-

gine au même point a, b et dont aucune ne coïncide av«c 'X.. La

demi-droite A peut servir à tiélinir, sans ambiguïté, et d'une

façon qui est souvent commode, l'une des mesures de l'angle

/D, D' . On imagine une demi-droite mobile coïncidant d'abord

a\TîC D), toumaat autour de a, b de manière à coïncider avec (D')

saiis passer par la position A ^ ; elle aura décrit l'intérieur de l'an-

gle D, D si A est extérieur à cet angle, l'extérieur de l'angle

D, D';, si (A est intérieur à cet angle. Dans tous les cas, on

choisit pour la mesure de l'angle D, D'
t l'angle dont la demi,

droite a tourné.

En particulier, quand on prend pour la demi-droite A , la di-

rection négative sur rax:e des a;, l'angde, défini comme on vient de

le faire, de la direction positive sur le même axe et d'une direction

quelconque n'est autre chose que la valeur principale de l'angle de

ces deux directions.

279. — Un cercle dont le centre est le point «;„, Yq; et dont le

rayon est le nombre positif /• est l'ensemble le lieu des points

dont la distance au centre x^, Jq) est /'
; c'est donc l'ensemble des

points dont les coordonnées x, y vérifient l'équation

ces points sont sur le cercle, qui passe par chacun d'eux. L'ensem-

ble des points dont la distance au centre est moindre que r cons-

titue Vinlérieur du cercle ; je dirai de tous ces points et des points

situés sur le cercle qu'ils appartiennent au cercle : l'ensemble des

points dont la distance au centre est plus grande que r constitue

l'extérieur du cercle. Sur le segment qui joint un point intérieur au

cercle à un j)oinl extérieur, entre les deux extrémités, il y a un

point du cercle et un seul. Le segment qui joint deux points inté-

rieurs au cercle est tout entier intérieur au cercle. Sur chaque

demi-droite qui a son origine à l'intérieur du cercle il y a un point

du cercle et un seul. Les théorèmes classiques sur l'intersection

d'une droite indéfinie et d'un cercle, sur l'intersection mutuelle de

deux cercles, et sur les j)ositions relatives de deux cercles s'établis-

sent sans aucune difliculté.
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Doux cercles dont les ravoiis sont égaux sont des figures égales.

Tous les points situés sur le cercle de raN on /• et de centre x^, j^;

s'obtiennent en attribuant à la variable 'a, dans les rorniules

(i) .T = .T^ + r cos w, V = Vo + rsin w,

toutes les valeurs qui appartiennent à \\n intervalle dont l'écart est

2-
: les valeurs extrêmes donnent le même point ; les autres points

ne sont obtenus qu'une fois. Si l'on fait varier w dans un intervalle

d'écart moindre, on obtient un arc de cercle.

Si, dans les mêmes formules, on regarde o) comme une variable

qui doit appartenir à un intervalle d'écart égal à 2 t: et /* comme

une variable qui doit a[)partenir à l'intervalle 0, R , rensemble

des points distincts ainsi obtenus sera l'eosemble des points qui

appartiennent au cercle de centre Xq, Jo et de rayon II. Cet en-

semble comprend les points intérieurs au cercle et les points situés

sur le cercle.

280.— L'ensemble des points dont la distance réduite à un point

fixe Xo, Vo est égale à un nombre positif donné /• constitue un

carré ''ou, si l'on veut, le contour d'un carré dont les côtés sont

des segments parallèles aux axes et ont pour longueur 2 /
; l'en-

semble des points dont la distance réduite au centre x^^, r„ du

carré est moindre que /' constitue V intérieur du carré
; je dirai des

points intérieurs au carré et situés sur le carré qu'ils appartiennent

au carré ; l'ensemble des points dont la distance réduite au centre

(^0' Jo) ^" carré est plus grande que r constitue Yextérieur du

carré. Le lecteur énoncera sans peine des propositions pareilles à

celles qu'on vient de rappeler pour le cercle.

Plus irénéralement, on dit des points dont les abscisses appar-

tiennent à l'intervalle a, n et les oidonnées à l'intervalle 6, h' ,

qu'ils appartiennent à un rectangle dont les cotés sont parallèles

aux axes ('), et dont les sommets sont les points a, b , 'a', b;,

(a\ b'), (a, b' . Les points qui sont sur le rectangle sur le contour)

sont ceux des points précédemment définis dont l'abscisse est égale

(') Dans ce numéro et ceux qui le suivent inimédistement, il ne sera ques-

tion que de tels rectangles ; aussi je supprimerai le plus souvent les mois

« dont les côtés sont parallèles aux axes ».
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soil à n, soit à rti', on doiil roitlonnro est égale soit à 6, soit à h' :

Iciii' ensemble i-onsliliie les quaUc ci*itcs du rectangle. Les points

qui appailicnnenl au rectangle sans èlre sur le rectangle sont à

Vinlcricur du rectangle. Le segment de droite qui joint deux points

intérieurs au rectangle est tout entier intérieur à ce rectangle. Les

points (pii n'appartiennent pas au rectangle lui sont extérieurs. Les

dimensions du rectangle sont les nombres \a — a' \, \h — h' \.

h'airc d'un rectangle est le produit ilc ses dimensions. La distance

réduite do deu\ points intérieurs est moindre (jue la [)lns grande

des dimensions.

J'ap[)ellerai premier sommet du rectangle le sommet qui a la

plus [lelile abscisse et la plus petite ordonnée, troisième sommet

celui qui a la plus grande abscisse et la plus grande ordonnée ; le

second sommet a même ordonnée que le premier, le quatrième

sommet a même abscisse que le premier. Un rectangle est déter-

miné quand on donne son premier et son troisième sommet.

Si Ton a a < a' , b << h' , le premier, le second, le troisième, le

quatrième sommet sont les points! a, h\, a!, b , a!, b' , [a, b' ;.

La distance de deux points appartenant à un rectangle est au

plus égale à la distance du premier et du troisième sommet, ou à

v'/i^ -h AS en désignant par h et A; les dimensions du rectangle.

j . /a-h a' b -+- b'\ .
,

,

Le pomt
I

-
, I est le centre du rectangle.

281. — Si deux rectangles (R), (R') sont tels que tous les points

qui aj)partiennent au second appartiennent au premier, je dirai que

le premier conlienl le second. En désignant par a,, ai , 6,, 6,') les

intervalles auxquels doivent appartenir respectivement les abscisses

et les ortlonnécs des points qui apparliciment au second rectangle

R, , et en sup[)osant d <^a , 6 <; b' , a^ <^ a[, 6, <; 6,', dire que

Ry contient H, revient à dire que l'on a a-<^ a^ <i a[ <^ a!

,

Considérons deux systèmes de nombres

«1, «2 a«+i,

''l,
b, bj,_yi

tels que l'on ait

"i < «2 < •• < «"-f 1. ''i < b, < ... < /^n :
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le rectangle IV tlonl le premier et le Iroisièine sommet sont les

|>oinls a,,/), , nn~\,bp~\ ronlionl chacun des np rectangles Rj,^)

\i = I. 'i., ... n ; j =^^ I. -i, ... /> dont le premier et le Iroisiènae

sommet sont les points a,, bj , lu^t, bji . Réciproquement cha-

que point du rectangle R appartient à un au moins des rectangles

^R,,^ ; s il est intérieur à l'un de ces rectangles, il n'appartient

qu'à lui. On peut décomposer de cette façon en np rectangles tout

rectangle R dont les côtés sont parallèles aux axes. L'aire du

rectangle R) est la somme des aires des rectangles Ri^).

Considérons deux suites de nombres, indéfinies dans les deux

sens,

... a_„_,, a_„, ..., a_i, «a, fl,, .... «„, «,,4,, ....

... ^_„_i, h_„, ..., b^i, fcf,, h^, ..., b„, b„ui, ...,

telles que, pour l'une et l'autre suite, les termes aillent en crois-

sant avec l'indice et que l'on ait

lim. a„ = -}- co , lim. a_„ = — oo ,

n = 00 n = a:

lim. 6„ = H- oc , lim. 6_„ = — 00 ;

n =z KO n = co

les parallèles aux axes dont les équations sont de la forme x = a,,

dune part, y = bj, de l'autre, en désignant par /, j des entiers

quelconques, partagent le plan en bandes indéfinies ; une de ces

bandes est, par exemple, l'ensemble des points dont les abscisses

appartiennent à l'intervalle m, a,- ly ; une autre est l'ensemble des

points dont les ordonnées appartiennent à l'intervalle bj, b,j^i •..

L'ensemble des droites x = a., y = bj détermine ce que j'appel-

lerai un fjuadrillafje du plan ; le plan se trouve décomposé en rec-

tangles tels que le rectangle dont le premier et le troisième sommet

sont les points respectifs (a,, 6,}, fai+i, è;+i). Un point quelconque

du plan appartient à l'un de ces rectangles au moins ; il peut appar-

tenir à un seul, à deux ou à quatre.
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II. — SriTES; ENSEMBLES; MENS; FONCTIONS

282. — Nous aurons à considérer des suites cl des ensembles d?

poinls '
I. Un très yrand nondjie de délini lions et de [)roposilions

relatives aux suites et aux ensembles de nombres ou de points sur

un axe s'étendent immédiatement aux suites et aux ensembles de

couples des deux nombres ou de points dans le plan : je résume

ci-dessous les principales : lorsqu'il n'y aura pas d'explications,

c'est qu'elles sont inutiles ou que celles qu'on a données au cha-

pitre III suiliscnl. On a toutefois à remplacer les dilTérences entre

les nombres par des distances entre les points ; on considérera, sui-

vant que cela est plus commode, des distances réduites ou des

distances vraies ; remarquons d'ailleurs, une fois pour toutes, que

lorsqu'on dit que la distance de deux points tend verso ou croît in-

définiment, il n'importe pas que la distance soit réduite ou non,

puisque le rapport de l'une à l'autre appartient à lintervalic

(.;:^)-,

Considérons une suite de points x,,, r„ ii ^= i , •>. x
on dit que le point x„, r„ , admet, pour n infini, le point a, h

comme limite, lorsque la distance des deux points x„, y„ a, h

a pour limite o quand n augmente indéfiniment. Il fanl et il

sulFit pour cela que Ion ait

lim. Xn = a , lim. j„ = h.

(') Le mot poinl est jiris ici dans le sens du n" 271 . c est un svstème de

deux noililjrcs ; le langapre adopté dans le premier \olume peut prêter à

quelques confusions, qu'il suffit de si^ïnalcr au lecteur pour (pi'il n y tombe

|)as : jusqu'au prt'sent chapitre, le mot point a été en cfTct sjslcmaliquement

confondu avec le mot nombre ; c'est ainsi qu'on a dit un poinl d'accumulation

d'un ensemble de nombres; alors un [)oint était un seul nombre : ccsl. main-

tenant. »m système de deux nombres : au point de vue géométrique on peut

dire qu'il s'agissait alors de points sur un axe et qu'il s'agit maintenant de

points dans le plan. (Juand il s'agira d'ensembles tels que ceux qu'on a princi-

palement considérés jusqu'ici, dont chaque clément est un nombre, et lorsque

quelque confusion sera à craindre, je dirai élément iFaccunmlalion au lieu de

point d'accumulation; ce dernier terme sera, au contraire, employé pour les

ensembles de points, tels que je les considère actuellement.
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On dit qu'un ensemble E de points est borné -luanil les abscisses

et les ordonnée? de ses points sont moindres en valeur absolue

qu'un nombre positif P; il est clair que les points de l'ensemble

sont intérieurs au carré dont les sommets sont les points ±P, =bP ;

au reste l'ensemble des abscisses des points de E admet dans ce

cas une borne inférieure a, et une borne supérieure a ; de même

l'ensemble des ordonnées des points de E admet une borne infé-

rieure /> et une borne supérieure b' ; tous les points de l'ensemble (E

appartiennent au rectangle donc le premier et le troisième sommet

sont les points a. b a', //) : ce rectangle se réduirait à un seg-

ment de droite si l'on avait a^=a', ou b= />' , à savoir, dans le pre-

mier cas, au segment dont les extrémités seraient les points a, b ,

a, b' ; cette circonstance, comme il est aisé de le voir, ne peut

se présenter que dans le cas oii tous les points de E appartien-

draient à ce segment. Les notions de bornes supérieure et infé-

rieure ne s'étendent pas aux ensembles de points tels que nous les

considérons actuellement.

L'('Vr;/7 d'un ensemble borné de points est la borne supérieure de

l'ensemble des distances de deux [)oinls de cet ensemble.

On appelle point d'accumulation d'un ensemble infini E^ de

points un point A tel que, quelque petit que soit le nombre posi-

tif £, il y ait une infinité de points appartenant à E dont la dis-

tance réduite ou non au point A soit moindre que h. Le point A

peut d'ailleurs appartenir on non à E . Si A n'est pas un point

d'accumulation de E , on peut regarder ce point comme le centre

d'un cercle, ou d'un carré, auquel n'appartiennent aucun point

de E sauf A lui-même, si A appartient à E : dans ce dernier

cas, A est un point isole de l'ensemble.

Si un ensemble E de points est borné et s'il comprend une

infinité de points, il admet au moins un point d'accumulation.

Soient en elTet A l'ensemble des abscisses et B l'ensemble des

ordonnées des points de 'E . Ces deux ensembles sont bornés. A
chaque élément a de A correspondent les points de E , en nom-

bre fini ou infini, dont l'abscisse est a; je dirai que les ordonnées de

ces points sont les éléments de B qui correspondent à a et j'en

désignerai l'ensemble, fini ou infini, par B„ .

S'il y a dans A un élément a auquel correspondent une infi-

nité de points de 'E , et, par conséquent, un ensemble infini Ba),
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ce dernier ensemble adnjcltni un clément d'accumulalion !>, cL le

poinl (i. h S(Ma un point d'accumulation de (E . Cette circons-

tance se produira cerlainement si A est fini : car s'il n'y avait,

dans \
,
que p nombres distincts, et si à cbacun de ces nombres

ne correspondaient, dans B qu'un nombre fini d'éléments, au

plus égal à q, il y aurait, au plus, pq points dans E .

Si, maintenant, l'ensemble A est infini, soit a un de ses élé-

ments d'aciumulation ; cpiclque petit que soit le nombre positif i,

il y aura une infinité de points de E^ dont les abscisses, distinctes

de a. appartiendront à l'intervalle a— £, a -i- s ; soient E £^ l'en-

semble de ces points, B c l'ensemble de leurs ordonnées; si l'on

a c" > £ , il est clair que E Y. contiendra E i' , c'est-à-dire que tout

point de E s'i sera un point de Es", que B s"; contiendra B c'^ ;

donc n" 156 , il y aura au moins un nombre ^ qui appartiendra

à tous les ensembles U s . ou qui sera pour chacun d'eux un élé-

ment daccumulalion. Dans les deux cas. le point a, ^'5 sera un

[)oint d'accumulation de E : dans le premier cas, parce qu'il y

aura dans E
,
quelque petit que soit le nombre £, au moins un

[)oint d'ordonnée ^S dont l'abscisse, autre que a, appartiendra à

l'intervalle a — £, a 4- £ ; dans le second cas, parce que, quelque

petits que soient les nombres positifs £. v^ il y aura dans E au

moins un point, dont l'abscisse, autre que a, a[)[)artiendra à l'in

tervalle a — £, a + £ et l'ordonnée à l'intervalle f-^— y^, |v -h y; .

11 y a lieu de remarquer que, par la démonstration précédente,

se trouve établie la proposition que voici :

Soient E un ensemble de points, infini et borné, et 1) une

droite parallèle à l'axe des y : si l'on sait que, quelque petit que

soit le nombre positif £, il y a une infinité de points dans E qui

sont à ime distance de ^D;, inférieure à £, on peut alTirmer qu'il y

a, sur la droite (D^, un point d'accumulation de E . Le lecteur

n'aura aucune peine à reconnaître que la proposition subsiste lors

même cpie la droite L) n'est pas parallèle à l'un des axes de coor-

données.

L'ensemble des points d'accumulation d'un ensemble E est

l'ensemble flériré ' E'j de 'E .

Un ensemble infini borné est dit clos, ferme, ou complcl s'il

contient tous ses points d'accumulation.
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L'ensemble dérivé diiii ensemble borné est clos, ou ne conlienl

qu'un nombre fini de points.

Un ensemble clos esl parfait s'il coïncide avec son dérivé.

Si l'ensemble ^E; contient l'ensemble Ei , l'ensemble dérivé E)

de (E, contiendra l'ensemble dérivé (E,'j de i Ei .

L'ensemble des points qui appartiennent à un rectangle ou à un

cercle est clos. L'ensemble des points intérieurs à un rectangle

ou à un cercle ncst pas clos, puisque les points du contour (ou

tle la circonférence) sont des points d'accumulalion et n'appar-

tiennent pas à l'ensemble.

233. — La proposition du n" 156 se généralise aussi immé-

diatement.

Désignons par P un ensemble de nombres positifs dont o soit

\\n élément d'accumulation, qui n'appartient d'ailleurs pas à (P^.

Regardons les nombres qui consliluent P comme des \aleurs

attribuées à la variable c.

Soit E'^z^ un ensemble de points, déterminé pour chaque valeur

de £ appartenant à P;. Je suppose essentiellement, sur l'ensemble

£ V, qu'il existe, c'est-à-dire qu'il contient des points, en nombre

fini ou infini, pour chaque valeur £ de(P;. Je suppose en outic

qu'il satisfasse aux deux conditions suivantes.

1° Si c' et c" appartiennent à (P; et si l'on a s' >> s", l'ensemble

E(î') contient l'ensemble E,f).
2° L'ensemble EU) est borné, quelque soit le nombre £ ap[)ar-

tenant à (P,.

Sous ces conditions, je dis qu'il existe au moins un point /. qui

appartient à tous les ensembles E[z) ou qui, pour chacun de ces

ensembles, est un point d'accumulation.

Soient, en effet, â(c et B (s l'ensemble des abscisses et l'en-

semble des ordonnées des points de E[z,. A chaque élément a de

A (s) correspondent un ou plusieurs points de E(z ,
qui ont pour

abscisse a; à chaque élément a de A e^ correspondent par consé-

séquent un ou plusieurs éléments de B(£,, à savoir les ordonnées

de ces points de E{z) qui ont a pour abscisse.

On voit tout de suite, par le théorème du n" 156, qu'il existe

au moins un nombre v. qui appartient à tous les ensembles A (e) ou

qui est, pour chacun d'eux, un élément d'accumulation.
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Plaçons-niius dans le [)rciiii('i- cas : /. aj)parlieiil à lous les iii-

scmbles A £ . Soit B
s
£ l'ensenible des ordonnées des points de E'.^)

dont l'abscisse est */
; B' (£ est borné ; il existe, quelque soit le

nombre £ a[)parlcnant à P; B' c' contient B' £" i si l'on a £ ;>• î".

Il y a donc (n" 156 un nombre /j (pii appartient à tous les en-

sembles B' £ ou qui est, i)our cbacun de ces ensembles, un élé-

ment d'accumulation ; dans la première li) potbèse, le point z, /;

appartient à tous les ensembles E i \ dans la seconde liypotbèse,

il est, pour cbacun d'eux, un élément d'accumulation.

Plaçons-nous maintenant dans le second cas : /. est pour cbacun

des ensembles A £ , un élément d'accumulation. Désignons par D
le parallèle à Taxe des y dont l'équation est x = /. Dans cbaque

cnseudjle Es il y a une infinité de points dont la distance à D
est moindre que tel nombre positif qu'on voudra, il y a donc

sur D un ou plusieurs points d'accumulation àeE •;. Soit mainte-

nant B' £ l'ensem-ble des ordonnées de ces points d'accumulation :

on voit comme tout à l'beure qu'il y a au moins un nombre Tj qui

appartient à tout les ensembles IV £ ou qui, pour cbacun d'eux,

est un élément d'accumulation. Dans les deux bypothèses le

point x, r, est un point d'accumulation pour tous les ensem-

bles E £ , puisqu'il y a, dans cbacun de ces ensembles un point

dont l'abscisse est aussi voisine qu'on veut de /. et dont l'ordonnée

est, ou •/;, ou un nombre aussi voisin de r, qu'on le veut.

L'ensemble E o des points A:, dont on vient de démontrer l'exis-

tence, et qui appartiennent à tous les ensembles E £ ou sont des

points d'accumulation pour tous ces ensembles, est clos, ou ne

contient qu'un nombre (ini de points.

Si k est un point quelconque qui n'appartienne pas à l'ensem-

ble E , on peut fixer des nombres positifs £o, r,Q tels que dans le

carré, ou le cercle, dont le centre est A: et dont le demi-côté, ou le

rayon,. cstr,(, il n'v ait aucun point de l'ensemble E si l'on a

Si tous les ensembles A' £, sont clos, l'ensemble £" o est con-

tenu dans cbacun de ces ensembles.

Si l'on considère une suite infinie de rectangles

(R.). (H.) (H«). -

tels que cbacun d'eux contienne le précédent et que les dimensions
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de (R,,' aient pour limilc ii quand n croît indéfiniiucnl, le point

[Xn, Jn \ assujetti seulement à appartenir au rectangle U„, a pour

limite, quand // croit indéfiniment, un [)i)lnl a, h appaitcnant à

tous les rectangles.

Les [)ropositions et définitions contenues dans les numéros 80,

81,..., 86 s'étendent sans difficulté ainsi que les démonstrations.

284. — Soit 1 E) un ensemble de points ; supposons que, à chaque

point de cet ensemble, corresponde un nombre que l'on regarde

comme une valeur attribuée à une lettre/: on dit que/ est une

fonction déterminée des deux variables x, y dans l'ensomblc Ej;

on entend par là qu'à chaque système de valevu's de ces variables

qui est un point de E correspond une valeur de/, que l'on désigne

par / X, y . Si l'on définit ou si l'on donne le mode de corres-

pondance, en sorte que, pour chaque point x, y de l'ensemble

on puisse calculer la valeur de/, la fonction est dcfiiiic ou donnée

dans l'ensemble.

L ne fonction de deux variables n'est donc autre chose qu'un

mode de correspondance entre les élémenis d'un ensemble E for-

mé de couples de nombres, de points si Ton veut, et les éléments

d'un ensemble f. formé de nombres, à savoir les valeurs distinctes

que prend la fonction pour les différents points de E .

Au lieu d'employer deux lettres x, y pour désigner un point,

rien n'empêche d'employer une seule lettre, z par exemple, et de

donner au symbole/ 2 exactement le même sens qu'au symbole

f X, y ; on dira, si l'on veut, que/ est une fonction du point z;

ceci permet de rapprocher les définitions, énoncés et démonstra-

tions qui concernent les fonctions de deux variables des définitions,

énoncés et démonstrations qui concernent les fonctions d'une seule

variable, et que l'on a développés au Chapitre IV. Le langage em-

ployé dans ce chapitre se transporte à peu près textuellement dans

la théorie qui nous occupe, à la condition, lorsque z et z' désignent

deux points, de regarder le symbole \z — z'
\
comme représentant

la distance des deux points, réduite ou non suivant que l'on verra

quelque commodité à adopter l'une ou l'autre ^\.

(') Lorsqu'il sera question des variables imaginaires, ce symbole représentera

exclusivement la distance vraie, et non la distance réduite, des deux points c, z'

.
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Parmi les propositions et diTinitions ((iic j'ai en vue, je nie con-

tenlcrai de rappeler les siiivanlcs, (jui sunl patliculièrement impor-

tantes.

La fonction /,c , déterminée dans l'cnsendjle d(i points E , est

dite bornée en haut, ou en bas, si l'ensemble des valeurs dis-

tinctes qu'elle prend pour les différents points de Œ est borné en

haut ou en bas. Elle sera dite bornée sans épitbète si elle est bor-

née en haut et en bas ; son érart dans l'ensemble E est alors la

différence M — m entre sa borne supérieure M et sa borne infé-

rieure m.

Lorsque a est un [)oint d'accumulation de l'ensemble E , de

coordonnées a,
fj,

on dit que la fonction f z) ou/ ar, y) admet

j)our z = a la limite \ et l'on écrit

liin. f{z) = A, ou lim. J (x, y) = A,

pour dire qu^, quelque petit que soit le nombre positif £^ il lui cor-

respond un nombre positif/; tel que l'on ait

l/(z)-Al<Bou|/(x.j)-A|<s

pour tous les points z, ou jî, j, qui appartiennent à l'ensemble

'E et dont la distance au point a, ou a, jj^, est moindre que y;.

Si le point tl'accumulation a appartient à l'ensemble 'E , et si

les conditions précédentes sont vérifiées, on dira que la fonction

f Zj est continue en ce point.

Supposons que l'ensemble Œ) soit clos et que la fonction f'z)

soit continue en chacun des points d'accumulation de E : cette

fonction jouira des propriétés que je vais énoncer en dési"nant par

F l'ensemble des valeurs distinctes qu'elle prend dans E
I

" La fonction/ r est bornée dans l'ensemble E ; en d'autres

termes, l'ensemble F est borné.

2" La fonction / r atteint sa borne supérieure M et sa borne
inférieure m ; en d'autres termes, il y a un point de l'ensemble

(E^ pour lequel on a f{z) = M, et un point pour lequel on a

f [:, = nu Plus généralement, l'ensemble F^ est ou clos, ou com-
posé d'un nombre iini d'éléments.

La fonction/ r est uniformément continue dans l'ensemble Œ'
c'est-à-dire qu'à chaque nombre positifs, si petit qu'il soit, on peut
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faire corrcsponilrc un nombre r, tel que l'on ait '/ r —/(-') 1 <C =

sous 1.1 conditictn que les points r, r' appartiennent à l'ensemble

(E) el que leur distance soit moindre que r,.

Lorsqu'on dit qu'une fonction f x, j est continue en un point

Xq, Vo, sans parler de l'ensemble des points pour lesquels cette

fonction est définie, on sous-entend que la fonction est définie non

seulement en ce point, mais aux environs, c'est-à-dire, par exemple,

pour l'ensemble des points appartenant à un rectangle de centre

Xq, Jq et dont les dimensions h, k sont d'ailleurs aussi petites qu'on

le veut ; dès lors le point x^,, j^ étant un j)ûint d'accumulation pour

cet ensemble, la définition de la continuité s'applique.

285. — La distance d'un point fixe A aux diflerents points d'un

ensemble clos E est une fonction continue dans cet ensemble ; la

borne inférieure r de cette fonction est atteinte pour un certain

point au moins' de l'ensemble (E < ; elle est par définition la

dislance du point A à l'ensemble : elle n'est nulle que si A appar-

tient à ^E},

Le cercle décrit du point A comme centre avec le rayon /' ne

contient à son intérieur aucun point de (E) ; c'est le plus grand

cercle possible, de centre A, qui jouisse de cette propriété. Il con-

tient sur sa circonférence un ou plusieurs points de E , dont la

distance à A est égale à r.

La distance du point A à E peut être regardée comme une

fonction r \ de ce point, définie pour tout point A; considérée

de cette façon, r A est une fonction continue en cbaque point :

cela résulte de ce que la différence r: A — ^{-^'j est au plus égale

en v.ileur absolue à la distance AA' des deux points A, A' : car s'il

en était autrement, l'un des deux cercles décrits respectivement des

points A, A' comme centres, avec les rayons /' A , ri'^A' serait

intérieur à l'autre ; supposons que ce soit le premier ; on pourrait

alors décrire du point A comme centre, avec un rayon plu* grand

que r(A,, un cercle à l'intérieur duquel il n'y aurait'aucun point

de (E).

'

Considérons deux ensembles clos E ,' E, . La distance d'un

point de E à l'ensemble Ei^ est une fonction définie et contimae

dans 'E^ ; elle atteint "sa borne inférieure, qui est un nombre positif

ou nul :' si cet^e borne' r) n'est pas nulle, il n'-y a pas de point de
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Œ,"; à rinlcrieur de n'importe quel cercle décrit d'un point de E
comme centre avec nn rayon ég^al à r)

; les deux ensendales n'ont

alors aucun point commun.

La borne 0^ est nulle ou positive suivani rpie les deux ensembles

ont ou n'ont pas de point commrm : la borne inférieure de la dis-

tance d"un point de (E) à (E,) est aussi la borne inférieure de la dis-

tance d'un point de E,) à (E) : elle est. par définition, la tlislance

des dcu\ ensendjles E
,
(E,' ; c'est évidemment la borne inférieure

de l'ensemble des distances d'un point de E et d'un point de Œ,^ :

il suit de ce qu'on vient de dire qu'il \ a un couple de points

aj)partonant l'un à E , l'autre à E, tlont la distance est infé-rieure

ou éirale à la distance de deux points quelconques pris l'un dans

(E^, l'autre dans E, . De même, il y a un couple de points appar-

tenant res[)ectivement à E» et à E, dont la distance est supérieure

ou égale à la distance de deux points quelconques, pris l'un dans

(E), l'autre dans (E,\ Si l'on considère un seul ensemble clos 'E\

il y a dans cet ensemble deux points dont la distance est égale à

l'écart de E n" 282 .

Les notions, propositions et démonstrations qui précrdent sub-

sistent évidemment quand on considère des distances réduites au

lieu dos distances vraies.

On n'a défini la distance d'un point A à un ensemble que pour

un ensemble clos et, par conséquent, borné. Mais la définition

s'étend à un ensemble E , même non borné, qui contient ses points

d'accumulation. Dans cet ensemble il existe toujours un point ^I

tel que la distance du pouit A au point M soit inf('rieurc ou égale

'à la distance du point \ à n'inq)orlo quel point de l'ensemble et la

distance du point A au point M est, par définition la distance du
point A à l'ensemble E . L'existence du point M s'aperçoit immé-
diatement en imaginant un cercle de centre A qui contienne quel-

que point de E : on reconnait sans peine que l'ensfuiblc des

points de E (pii app.irticnnent au cercle est fini ou clos, etc.

La distance d'un ens"mble clos E à un ensemble non borné E, ,

qui contient ses points d'accumulation se définit d'une façon ana-

logue ; mais si les deuS. ensembles E , E, , tout en contenant leurs

points d'accumulation, ne sont bornés ni l'un, ni l'autre, on ne

peut pas affirmer l'existenrce de deux po'mts'appartenant, l'un à E ,

l'autre It E, , tels" que leur distance soit inférieure ou égale à la dis-
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tance (le deux |)i_iinl> qiulcon'jiies, pris lun dans E , l'antie dans

(E.\

286. — Dans le [)réscnl numéro, je représenterai liabiluclle-

mcnl un [)oint par une seule lettre et la distance de deux points

P. Q par le symbole |P — Q\ ou |Q — Pj.

Les fonctions de point, ou de deux variables ./;, y, donl j'ai parlé

jusqu'ici élaient des fonctions numériques. Lne généralisation

toute naturelle consiste à considérer un point B comme fonction

d'un point A ; cela revient à considérer à la fois deux fonctions

des coordonnées x, y du point A, fonctions qui seraient les co-

ordonnées du point B. On peut encore présenter les choses comme

il suit :

Soit '-V un ensemble de points ; je réserverai la lettre majus-

cule A, aiTectée ou non d'indices ou d'accents, poiu- désigner les

points de cet ensemble. Supposons qu'à chaque point A de Jb

corresponde un point B, que j'appellerai Viinage du point A.

J'emploierai la lettre B, affectée des mêmes marques que A pour

désigner le point correspondant ainsi à A. Les points B, images

des points de .l> , forment un ensemble ^ . En disant que le point

B est une fonction c; A du point A, déterminée dans l'ensemble

Jb , on emploie un langage pareil à celui qu'on a expliqué au

n" 148.

La fonction o A est dite bornée si l'ensemble 9î' est contenu

dans un cercle ayant son centre à l'origine.

Soit a un point d'accumulation de (Jb
,
qui peut d'ailleurs ap-

partenir ou non à W> . Si la fonction ÇJ A est bornée, on a une

proposition analogue à celle du n° 157 et qui se démontre de

même : il existe un ensemble clos ou fini de points aux environs

desquels s'accumulent les images de points A voisins de a.

Soient en effet; un nombre positif quelconque, A) i l'ensemble

des points A qui sont à une distance du point a inférieure à c,

et ^ s l'ensemble des points B images des points de d» c . L'en-

semble 9) '- est borné ; il existe contient des points, quelque petit

que soit £ ; il contient l'ensemble ^ c'^ si l'on a £> c' ; il y a donc

au moins un point b qui appartient à tous les ensembles ^'êj ou

qui est pour chacun d'eux un point d'accumulation : Je désigne-

rai par ^a l'ensemble des points b qui appartiennent à tous les



CllAi'ITni: IX. l.AXiAC.E GKOMKTRigi'K iGl

ensembles 33 c^ ou cjui sont pour chacun d'eux polnl d'accumula-

tion. C'est l'ensemble dont il vient d'être question : chacun de ses

points 6, jouit de la propriété suivante : fjuels que soient les

nombres positifs a, jv, il exista un point V tel que l'on ail

|A-al <a, |B -b\ =lo(A)-6, <^;

aucun point pris en dehors de l'ensemble l6„ ne jouit de cette pro-

priété. La proposition précédente n'exige évidemment pas que la

fonction o A soit bornée dans tout l'ensemble ,l> , mais seule-

ment aux environs du point d'accumulation a, c'est-à-dire dans

l'ensemble ;.i des points de -laj qui sont à une dislance de a

moindre que tel nombre positif donné que l'on voudra.

Si le point d'accumulation a est un point A^ de â> , on dit que

la fonction Ç/ A est continue en ce point Ao pour dire qu'à chaque

nombre positif ^j on peut faire correspondre un nombre positif a

tel que l'inégalité |A— A„| < a entraîne l'inégalité |B— B,,! <i^,
en désignant par B,-,, B les images des points Aq, A. Pour qu'il en

soit ainsi, il faut et il sulfit que la fonction 's^ h. soit bornée aux

environs du point A,, et que l'ensemble (hii ou clos 05*^, dont on a

donné la définition plus haut, se réduise au point B^. La démons-

tration est analogue à la démonstration d'une [)roposition du même
genre que l'on a donnée au n" 157.

Si l'ensemble .i} est clos, la fonction B = (p(A) est dite conti-

nue dans cet ensemble, lorsqu'elle est continue en chacun de ses

points d'accumulation. Elle est alors bornée dans tout l'ensemble

{\>;', déplus elle est iiniforniémenl conlinue ; c'est-à-dire qu'à

chaque nombre positif j'5 correspond un nombre positif a tel que

l'inégalité ^A— A'| <[ a entraîne toujours l'inégalité |B— B'j <<jS,

(juels que soient les points A, A' de l'ensemble A> , dont B et

B' sont les images. La démonstralinn du n° 162 se transpose en

cfl'et ici sans difficulté.

Je Nais maintenant faire sur l'ensemble >.l>^ et sur la fonction

ii = ? Ay les suppositions suivantes :

1° L'ensemble '-.h. est clos.

2" Les images de deux points distincts sont des points distincts ;

en d'autres termes la correspondance entre les deux ensembles (-i)

et '£By est parfaite. Cette supposition entraîne les conclusions sui-

'l"ANNi;nï II. — liitroiiuclion à la Tliéorio des fonctions 11
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vantes : le [)oint A peut cire regardé comme une fonction ^ B)

du point B, déterminée dans l'ensemble ^ , de même que le point

B est une fonction de A, déterminée dans l'ensemble «i . Les

fonctions B = «p A , A = (!> B sont inverses l'une de l'autre

(n" 168 .

3" La l'onction «['A est continue dans l'ensemble „Hf)\

L'ensemble ^\ d'après ce qui précède, est borné; je vais mon-

trer qu'il est clos et que la fonction «PB est continue dans cet

ensemble.

Observons d'abord qu'il résulte évidemment des liypolbèses

précédentes que l'image de tout point d'accumulation de (J{d , point

qui appartient à 'X] puisque cet ensemble est clos, est un point

de (^ et. de plus, un point d'accumulation de cet ensemble.

Pour prouver que l'ensemble '3Î est clos, il faut prouver que

tout point d'accumulation b de cet ensemble lui appartient. Or b

étant un point d'accumulation de îB , il existe, comme on vient

de le montrer, au moins un point o, tel que, quels que soient les

nombres positifs a, |j, il y ait un point B pour lequel on a

|B — 6|<?, ;A — a| = |*(B) — a[ < a;

l'ensemble .i;,' des points a qui jouissent de cette propriété est

clos ou fini. Puisqu'il y a des points A de .i) aussi voisins de a

qu'on le veut, a est ou un point de .1^ , ou un point d'accumula-

tion de .!> ; c'est toujours un point de .1» ,
puisque cet ensemble

est clos. Pour me conformer aux notations expliquées plus haut,

je désignerai ce point a par Aq et je vais montrer que le point 6

n'est autre que l'image Bo du point Ao ; en effet, d'une part, il y a

des points correspondants A, B qui sont respectivement aussi voi-

sins qu'on le veut de a Tou Ao) et de 6; d'autre part, en vertu de

la continuité de la fonction ^i^A , l'image de A est aussi voisine

qu'on le veut de B^, pourvu que A soit suffisamment voisin de Aq :

ces deux affirmations ne peuvent coexister que si le point b coïn-

cide avec Bo. D'une part, il est prouvé que le point b appartient à

l'ensemble ['J!>, : cet ensemble est clos. D'autre part, il est prouvé

que l'ensemble (Jho) se réduit au point Aq ; donc la fonction 4>(B)

est continue au point d'accumulation b (ou B„^ ; comme le raison-

nement s'applique à tous les points d'accumulation de l'ensemble

(^), la fonction A = «l» B; est continue dans cet ensemble.
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Pour exprimer alors les propriétés de la correspondance entre les

deux ensembles (A>) et ^^
,
je dirai que cette correspondance est

parfaite et continue.

La proposition qu'on vient d'établir s'applique évidemment

lorsque l'ensemble (A.) est un ensemble de points situés sur l'axe

des x; en d'autres termes, elle s'applique aux fonctions d'une va-

riable : à ce titre elle complète ce qui a été dit aux n'- 168 et 169,

dont il convient de la rapprocber.

Dans le cas où l'ensemble (J^) est un ensemble parfait, les autres

conditions étant toujours vérifiées, il en est évidemment de même
de l'ensemble :B . On peut supposer, par exemple, que l'ensemble

(^l.) soit un rectangle, dont chaque point A ou 'x, y est défini par

les inégalités

et que chaque point correspondant B ou X, Y soit défini par les

formules

(!) \=f{x,y), Y = 5f(a-,y)

ou. f X, y , g X, y sont des fonctions continues dans le rectangle

(à);, telles que l'on n'ait jamais à la fois, pour deux points distincts

[x, y et x', y' de ce rectangle

alors le rectangle .{3; aura pour image un ensemble parfait ^B et

les équations i définiront, sans ambiguïté, deux fonctions

(2) x = F(\,\), v = G(\,Y)

continues dans l'ensemble j)arfait JJ , fonctions dont les valeurs

X, y seront toujours les coordonnées d'un point du rectangle \h)

et vérifieront les équations (i^ : à deux systèmes distincts de va-

leurs pour \. ^ correspondront des systèmes distincts de valeurs

pour :/, Y.

287. — Un ensemble de points E; étant défini, l'ensemble E„

^es poin!'^ rpii n'npparlicnnont pas à E est défini jiai là même ;
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on peut désigner ces deux ensembles (E\ (Eq' sous le nom d'en-

sembles complemcnlaircs ' ).

Un poînl fronlicrc d'un d'ensemble E; est un point [qui peut

d'ailleurs appartenir ou ne pas appartenir à (E ] tel que, à l'inté-

rieur de tout rorcle décrit de ce point comme centre, il y ait au

moins un point ajjpartenant à E et un point n'appartenant pas à

(E\ appartenant par conséquent à l'ensemble complémentaire

(E„) ; l'ensemble des points frontières de E^ est h frontière (F) de

(E^ ; celte frontière est évidemment commune aux deux ensembles

complémentaires E et (Eq) ; un point isolé fait partie de la fron-

tière de (E\ Un point d'accumulation de (E) fait aussi partie de la

frontière de E , sauf dans le cas où il fait partie de l'E) et où l'on

peut, de ce point d'accumulation comme centre, décrire un cercle

tel que tous les points intérieurs à ce cercle appartiennent aussi

à E .

Tout ensemble de points, autre que l'ensemble des points du

plan, admet une frontière : il n'y a lieu à démonstration, d'après

ce qu'on vient de dire, que pour un ensemble E qui n'admet pas

de point isolé, et qui contient cliacun de ses points d'accumulation

ainsi que les points intérieurs à un cercle suffisamment petit, décrit

de ce point d'accumulation comme centre. Soit, s'il est possible, A
un point qui n'appartienne pas à un tel ensemble ;Ej. Puisque

l'ensemble E contient ses points d'accumulation, il y a un jioint

B appartenant à E et dont la distance au point A est égale ou

inférieure à la distance du point A à n'importe quel point de E :

on voit tout de suite que les points du segment de droite limité

aux points A et B ne peuvent appartenir à (E), sauf le point ( B) :

cela est d'ailleurs impossible, puisque par hypothèse on peut dé-

crire du point B comme centre un cercle tel que tous les points

intérieurs à ce cercle a[)partiennent à [E). Un ensemble de points

qui n'a pas de frontière est donc l'ensemble des points du plan.

Tout point d'accumulation de la frontière F^ d'un ensemble

E , appartient néccssaireuicnt à cette frontière. En efl'et, si, de ce

(i) Cette déBnilion peut s étendre : si ( E; est contenu dans l'ensemble (C),

l'ensenrihle des points de (C) qui n'appartiennent pas à (E) peut être regardé

comme l'ensemble complémentaire de (E) par rapport à (C) : cet ensemble

complémentaire nexiste que si les deux ensembles (E) et (C) ne sont pas iden-

tiques.
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point d'accumulation comme centre, on décrit un cercle qucl-

conciuc. il y aura, à l'intérieur de ce cercle un point de F). De ce

dernier [)oint comme centre décrivons un second cercle assez petit

pour qu'il soit contenu tout entier à l'intérieur du premier : le

second cercle, décrit d'un point frontière comme centre, contien-

dra au moins un point de E et un point n'appartenant pas à E
;

il en sera de même du premier cercle, dont le centre est donc un

poinf frontière. Si F est un ensemble borné, ce sera donc un

ensemble clos ou fini. Il en sera ainsi, en particulier, quand l'en-

semble E est lui-même borné. Un ensemble clos contient sa

frontière.

La distance à un ensemble clos (E) d'un point A qui ne fait pas

partie de cet ensemble est égale à la distance de ce point à la fron-

tière (F ; de cet ensemble : soit, en elTet, By le point de ;^E^ [ou l'un

des points de E /] dont la distance à A est la plus petite possible ;

les points du segment de droite dont les extrémités sont A et B ne

peuvent, sauf B, appartenir à E ; il en résulte que B appartient à

F ; d'ailleurs, puisque tous les points de F appartiennent à E\
il ne peut y avoir, dans F , un point plus rapproché de A que le

point B.

288. — Considérons deux points x^, y^, fx^, ji\ puis deux

fonctions ? 7 , 'b i continues dans l'intervalle /q' ^i)
et telles que

l'on ait

L'ensemble T des points ['^[l , '}(^ ]. obtenus en donnant à l

toutes les valeurs qui appartiennent à l'intervalle 7„, tj est un

ensemble parfait.

Tout d'abord, en effet, cet ensemble est borné. On voit ensuite,

à cause de la continuité des fonctions ?f/ , 'b t', que chacun de

ses j)oints est un point d'accumulation. Enfin, l'ensemble (T) n'a

pas de point d'accumulation qui ne lui appartienne pas : en effet

si a, jS est un point quelconque, la fonction

étant continue dans l'intervalle Vj,. ti atteint son minimum pour

une valeur /' de / appartenant à l'intervalle /u,/, : si ce minimum
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â' n'est pas nul, il n'y a aucun point de [T) à l'intérieur du cercle

décrit de (a, j5) comme centre avec un rayon égal à r); le point

(a, jS) ne peut être un point d'accumulation de (T) que si ce mi-

nimum est nul ; le point 'a, jS est alors le point de T qui cor-

respond à la valeur /' du paramètre.

Je dirai que cet ensemble (T) relie d'une façon continue le

point [xo, Jo) au point [Xi, }'i) et je le désignerai comme un lien

entre ces deux points. Si je ne le désigne pas sous le nom de

courbe, c'est que ce dernier mot éveille dans notre esprit une

image, relativement simple, qui est souvent très différente de cet

ensemble que l'on vient de définir, lequel peut être d'une nature

très compliquée (').

Supposons, pour fixer le langage, /o <C ^i- Si l'on imagine que

i croisse de /o à /j, on range par là-même les points de T) dans

un certain ordre, les points qui correspondent à une valeur de t

étant regardés comme précédant ceux qui correspondent à une

valeur plus grande. En faisant décroître t de ti a Iq, on rangerait

les points dans l'ordre inverse. On dira dans le premier cas que le

lien est parcouru dans le sens qui correspond aux valeurs crois-

santes de / ; dans le second cas, qu'il est parcouru dans le sens qui

correspond aux valeurs décroissantes de t. Ln point du lien sera

entre deux autres si la valeur de t auquel il correspond est inter-

médiaire aux valeurs de / auxquelles correspondent les deux

autres.

Toutefois, quand on emploie ce langage, il ne faut pas oublier

qu'un point du lien n'est spécifié que par la valeur de / auquel il

correspond ; il n'est pas nécessairement spécifié par ses deux coor-

données X, y ; rien n'empêche, en effet, dans la définition du lien,

qu'un même point x, y puisse être obtenu pour deux valeurs dis-

tinctes de la variable, les équations

(i) <p(o = T(r), ^{0 = ^(0

pouvant être vérifiées par des nombres distincts /', /' qui appar-

tiennent à l'intervalle [U, ti). Dans ces conditions, un même point

de T un môme couple de nombres peut se trouver avant ou

(*) M. Peano a donne l'exemple d'un ensemble de celle nature, forme de

tous les points qui appartiennent à un carré.
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après un point du lien (jui coïncitle avec lui, avant et après un

autre point du lien.

Le lien T est dit simple, lorsque deu.x points qui correspon-

dent à deux valeurs distinctes de /, appartenant à l'intervalle

(/«, ti sont toujours distincts, lorsque, en d'autres ternies, les

équations i n'admettent pas de solution oij /, /' soient des nom-

bres distincts qui appartiennent à l'intervalle tu, /i .

En d'autres termes encore, si le lien T; est simple, il y a une

correspondance parfaite entre les points de ï; et les nombres de

l'intervalle U,. l\ , nombres que l'on peut, si l'on veut, regarder

comme les points d'un segment porté par un axe. Les proposi-

tions du n" 286 s'appliquent : im point A de 'T) est une fonction

continue de /, définie dans l'intervalle Aj, tx ; inversement / est

une fonction continue de A définie dans l'ensemble T ; on peut

écrire / = ^x, y) en désignant par x, y les coordonnées de A.

Supposons que les deux équations

X =/(«},. y = i/ («)• ("0 ^ " ^ "i).

où/ Il et 7 u sont des fonctions continues de a dans rintervalle

[lU), II, définissent le même lien simple T que les formules

x = 'r{l),y = 'Ht), {to^t^U),

en sorte qu il \ ait une correspondance parfaite entre l'ensemble

(T^ et l'intervalle «0, «1% comme entre l'ensemble (T) et l'inter-

valle 7o, /i ; il en résulte une correspondance parfaite entre les

deux intervalles h^,, «1 , 7o, ti , étant entendu que / et a se cor-

respondent s'ils correspondent à un même point de ï ; t sera une

fonction continue de u, définie dans l'intervalle u,,, Ui , à savoir,

en conservant les notations précédentes

< = */(«),;/(«). = M«).

de même a sera une fonction continue de /, définie dans l'inter-

valle /o, /i . La fonction / = h u
,
par exemple, qui exprime t

au moyen de u, est nécessairement ou croissante dans tout l'in-

tervalle (uo, u, , ou décroissante dans tout cet intervalle n 169 .

Dans le premier cas, ta correspond à Uo ; il correspond à Ui, dans

le second. Réciproquement, si dans les fonctions 9 l}, ^{t) on
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remplace / par une loiiclion h u définie dans l'inlcrvalle Uo, Ui),

continue et croissante ou décroissante , dans ce même intervalle,

et prenant, suivant les cas, les valeurs qui vont de /o îi ^i O" ^^

/, à /„ quand u croît de ii^ à U\, il est clair que l'on aura des

expressions de ,r, r en u qui représenteront le même lien simple

que celui d'où l'on est parti.

Lorsque II croît de Uo à iii, le lien est parcouru, suivant les cas,

dans lo sens qui correspond aux valeurs croissantes de /, ou aux

valeiirs décroissantes.

Lorsqu'on donne un lien simple T dont tous les points cor-

respondent d'une façon parfaite à l'intervalle i'^^, ti), on définit

sans ambiguïté le sens dans lequel ce lien est parcouru en se don-

nant deux points A, B de ce lien et en disant lequel de ces deux

points doit être rei^ardé comme le premier. Les explications qui

précèdent montrent claireq:ient qu'on peut toujours, en changeant

au besoin la variable, s'arranger pour que le sens du parcours

choisi corresponde aux valeurs croissantes de la variable.

J'aurai souvent l'occasion, dans ce qui suit, de parler d'un lien

défini par des formules telles que

il devra toujours être sous-entendu que les fonctions <p /', <]>(/)

sont continues dans l'intervalle 7o, /i .

289. — Si l'on se donne une suite de points Ao, Ai, ..., A,,

dont chacun est relié au suivant par un lien, on se donne, par là-

même, un lien qui relie le premier au dernier ; l'ensemble des

points qui lui appartiennent n'est autre chose que l'ensemble des

points qui appartiennent aux liens partiels.

Il suffira, pour la démonstration, de considérer trois points

{xo, jo), (aîi, jij, {x2, j/.

Supposons que les liens qui relient le point 'xo, jo au point

[xi, yij et ce dernier point au point ^Xi, y-i) soient définis par les

formules

^ = 'r(0.
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en sorte que l'on ait

'i^o = ?(/(.). J'o = 'J'('o)

Soient maintenant a, •>, y trois nombres fixes quelconques, tels

que l'on ait a <C j3 <C y.

Définissons a comme une fonction de / clans rinlervallc t„, l\},

comme une fonction de l dans l'infcrvalle t\, l'C, par les for-

mules

a - 3 P<o — a'i
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point .r,, V, au point x>, y.,. Il est à peine utile de dire que la con-

tinuité des fonctions <p((i, (]>(/), ©'(/'), ^' ij') entraîne la conti-

nuité des fonctions/ u\ g u dans l'intervalle a, y).

290. — Un lien T défini par les formules

est dit Jcrmc, lorsque son origine coïncide avec son extrémité
; on

a alors

Dans ce cas, le lien relie à lui-même le point [9 (^o)> 4'(^o)]; on

suppose d'ailleurs que le lien ne se réduit pas à ce point.

Le lien fermé T; sera dit simple, si les équations

n'oni pas, dans l'intervalle /(,, /i , d'autre solution oii t' soit diffé-

rent de /' que la solution /' = 1^, t" = t^ ou i' = ti, t" = U. Un
lien fermé simple, n'est pas un lien simple, au sens du n" 288

;

par conséquent l'épithète « fermé » ne doit jamais être sous-

entendue ; au reste, si l'on veut appuyer sur la distinction, on

pourra qualifier d'oiwerls les liens simples définis au n° 288.

Dans le cas d'un lien fermé, il est souvent commode, au lieu

de regarder les fonctions oft), d» f comme définies seulement

dans l'intervalle 7o, /i , de les regarder comme des fonctions pé-

riodiques de /, la période étant w =: ti — /o. S'il s'agit d'un lien

fermé simple, ces fonctions ne reprennent à la fois la même valeur

que si la différence des valeurs de / est un multiple de oj. De
cette façon, le point spécial qui est à la fois Torigine et l'extré-

mité du lien n'est pas spécifié.

On a déjà fait remarquer qu'on pou>ait établir une correspon-

dance parfaite et continue entre les points d'un lien simple ouvert

et les points d'un segment de droite. On peut, de même, établir

une correspondance parfaite et continue entre les points d'un lien

fermé simple et les points d'un cercle.

Considérons, sur le lien fermé simple (T), défini comme on a

dit plus haut, deux points distincts A et B qui correspondent à

deux valeurs a, p a < p; de /. Ces deux points décomposent le
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llcii fermé en doux liens simples ouverls. qui relient A à 1>. L'un

de ces liens correspond aux valeurs de t qui salisfonl aux condi-

tions OL ^ l ^ ^ et l'autre aux valeurs de / qui satisfont soit aux

conditions /o ^ /< a, soit aux conditions j'B < / ^ /i.

Lorsqu'il s'agit d'un lien simple ouvert, on a vu qu'il suffisait,

pour délinir le sens dans lequel ce lien est parcouru, de spécifier

lequel de ses deux points extrêmes devait être regardé comme l'ori-

gine, lequel comme l'extrémité.

Lorsqu'il s'agit d'un lien fermé simple, pour définir de même
le sens du parcours, on peut se donner deux points distincts A, B

du lien, choisir l'un des liens partiels dans lequel le lien est décom-

posé par ces points et dire que ce lien partiel ouvert est parcouru,

par exemple de A vers B ; il est alors sous-entendu que l'autre

lien partiel doit être parcouru de B vers A. On peut aussi se

donner, sur le lien fermé, trois points A, B, C et spécifier, par

exemple, qu'ils doivent se suivre dans l'ordre A, B, C ; les deux

points A, B partagent encore le lien fermé en deux liens partiels

ouverts, dont l'un contient le point C; celui des deux liens partiels

qui ne contient pas le point C doit être parcouru de A vers B et

l'autre de B vers C, puis de C vers A.

Ici encore, on peut toujours, en changeant au besoin la variable,

s'arranger pour que le sens de parcours choisi corresponde aux

valeurs croissantes de la variable.

Si le lien (T est fermé, à chaque nombre positif a correspond

un nombre positif ^3 tel que la distance de deux points du lien soit

sûrement moindre que a lorsque la dilTérence entre les valeurs

correspondantes de / est moindre que j'B, ou lorsque les différence»

respectives entre l'imc de ces valeurs et l„, entre l'autre de ces

valeurs et li, sont moindres que ^ en valeur absolue. Si le lien est

fermé et simple, à chaque nombre positif a correspond un nombre

positif j3 tel que, lorsqu'on sait que la distance entre deux points

du lien est moindre que ^3, on peut aflirmer que la dilTérence entre

les valeurs correspondantes de / est moindre que a en valeur abso-

lue, ou bien que les différences respectives entre l'une de ces

valeurs et /„, entre l'autre de ces valeurs et /i sont moindres que a

en valeur absolue. Ces énoncés peuvent être un peu simplifiés

lorsqu'on regarde, comme on l'a expliqué plus haut, les fonctions

ç- i j '\> l comuic périodiques.
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291. — Soil E un cnsenihle do points et F sa frontière; soient

Ao et Ai deux points dont le premier appartient à E , dont le

second ne lui appartient pas : sur tout lien qui relie le point Ao au

point A|, il \ a un point de la iVontière Ej.

Supposons en cITel que le lien T , qui relie A^, à Ai soil (léfini

par les rorniules

et que Ao, Ai correspondent respectivement aux valeurs to, /j de /.

Soit /' une valeur de t appartenant à l'intervalle (o, // et plus grande

que to. Si l'on ne peut choisir /' de manière que tous les points

de ^T) qui correspondent à des valeurs de / appartenant à l'inter-

valle :^/o, i'^ soient contenus dans E', c'est qu'il y a des points

de Tj aussi voisins de Ao qu'on veut, qui n'appartiennent pas

à (E ; Ao, qui appartient à E . est alors un point frontière.

Ecartons ce cas.

Si l'on peut choisir /' de manière que tous les points de ^ï^ qui

correspondent à l'intervalle i/o, /') appartiennent à (E), soit Q la

borne supérieure de l'ensemble des nombres t' qui jouissent de celte

propriété. Le nombre est au plus égal à /i. Le point P du lien,

dont les coordonnées sont (p(ô), ^(0 r est un point frontière

de (E). En effet, supposons d'abord inférieur à /i. Si 0' est un

nombre quelconque compris entre 9 et /i, il y a dans l'intervalle

0, quelque valeur de / à laquelle correspond un point du lien

qui n'appartient pas à E) ; autrement ne serait pas la borne

supérieure des nombres t' , borne qui serait au moins égale à 5'

;

puisque 0' peut être pris aussi voisin qu'on veut de 0, il y a des

points, aussi voisins de P qu'on veut, qui n'appartiennent pas à (E) ;

il y a aussi des points de (E; qui sont aussi voisins de (P) qu'on

le veut, à savoir les points du lien qui correspondent à des valeurs

de / plus petites que et suffisamment voisines de 5. P est donc,

pour E;, un point frontière.

Enfin, si est égal à /i, le point P coïncide avec A, qui

n'appartient pas à E ; les points du lien qui correspondent à des

valeurs de /, plus petites que et aussi voisines de qu'on le veut

appartiennent à (E ; P ou Ai), est un point frontière de 'E).

Dans tous les cas, il y a, sur le lien (Ty un point de la frontière

de 'E;, point qui peut d'ailleurs être Ao ou Ai.
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292. — Coiisiiléioiis le lien T , tlénni [)ai' les roiiiiulcs

Soit 5 nue valeur du paramètre l appartenant à l'intervalle /(,, t^J

et soient ç, // les coordonnées du point correspondant rpie je dési-

gnerai par P; je désignerai par M le point variable dont les coor-

données X, y correspondent à la valeur / du [)araniclre et |)ar A un

point fixe, de coordonnées a, b, qui n'appartienne point au lien :

soit r) la distance du point lixe A au lien.

\jA mesure de l'angle \P, AM a été délinie au n" 277 : c'est un

nombre <,) déterminé à un niulli[)le près de -.ir. par les formules

concordantes

/ i^z
— a) {x — a) -^ (t, — h) (y — h)

OÙ 0, r désis:ncnt les dislances

P = v/(?
— ay + (^ — f>y , r = v/(x — a) -h {y — b)''

du point V aux [)oinls P, M, et on les seconds membres sont évi-

demment des fonctions continues de / dans l'intervalle to, ti .

On va montrer que cet angle peut être défini dans le même
intervalle comme une fonction continue de /, s'annulant pour

f = 5; ces conditions, d'ailleurs, définissent enlièrcnient la fonc-

tion.

Soit 0' une valeur de / appartenant à linlervalle /,), d et assez

voisine de pour que la distance du point M au point P soit moin-

dre que rj\ 2 lorsque / appartient à '0, 0'); on aura, pour ces va-

leurs de /,

(X ^)- -h ( V — 'O)^ = P" + '" — 2 p/' COS W < 2 0-
;

et ; sont au moins égaux à o*; o- _l_ p- est au moins égal à :ir}-
;

l'inégalité précédente entraîne donc cos w >> o ; il v a donc un

angle w, compris entre —
,

et
_^ , à savoir

lu = arc sui /( (0 = arc l" — ;(

.

il iO
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qui vérifie les égalités i ; il s'anmile pour t =: 6 : cet angle, ainsi

défini dans l'intervalle 6, 0'
, est la seule fonction continue de / qui

satifasse aux équations i et qui s'annule pour I ^= ; car si une

autre fonction Ù satisfaisait aux mêmes conditions, la dilïércnce

ii — oj serait aussi une fonction continue de / dans l'intervalle

(0, S") ; elle doit d'ailleurs être un multiple de 2-; ce serait donc

une constante et cette constante serait nulle puisqu'elle est nulle

pour 1 = 0.

Désignons par [6, /]^ la fonction de / définie dans l'intervalle Q, 6')

par les conditions suivantes : elle vérifie les équations i ; elle est

continue; elle s'annule pour f = O.ha fonction [0, i]^ n'est définie

que pour les valeurs de / qui sont suffisamment voisines de 5 ; afin

d'atteindre des valeurs qui s'en éloignent, je supposerai qu'on

intercale dans l'intervalle tu, l\ une suite de nombres croissants

6i, Oî,..., Br assez rapprochés pour que, si l'on considère l'un quel-

conque des intervalles partiels [U, Oi) (Oi, 6.2),... 0,-, ti , l'inter-

valle S„, 0„j_i ,
par exemple, la distance des points / et 0„ du lien

soit sûrement moindre que o^v^2 pourvu que la valeur de / appar-

tienne à l'intervalle [5„, 0„j^i] ; je suppose enfin que soit l'un des

nombres de la suite to, 9\, Oi,..., /i, le nombre 0„ par exemple. Si t

appartient à l'intervalle 6/,, 5;,+i\ on définira l'angle oj par l'une

ou l'autre des deux formules

^ = [û„, o„^,]^ -H [e„+„ 0,+,]^ + ... + [0,, t]^,

w = [o,„ e„_,j^ -+- ro„_i. e„_,]^ -+-... + [o,,.,,, ti

suivant que p est plus grand ou plus petit que n.

La fonction de / ainsi définie satisfait aux équations i ainsi

qu'il résulte du n" 278 ; elle est continue pour chaque valeur de /

appartenant à l'intervalle ^fo, ti) et par conséquence dans tout cet

intervalle; le même raisonnement qu'on a utilisé tout à l'heure

montre qu'elle est la seule à satisfaire à ces conditions, je la dési-

gnerai en général par la même notation [5, t]^ qui a servi tout

d'abord dans le cas où t était suffisamment voisin de S : je la dési-

gnerai encore comme étant l'angle AP, A.M défini au moyen du

lien T . La seule partie du lien qui serve dans cette d('finition est

celle qui va du point au point /.

Si le lecteur veut se repoiter à ce que l'on a dit à la lin du
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du n'' 278 sur la définition sans ambiguïté de lu mesure d'un

angle ayant pour sommet un point A, au moyen d'une demi-

droite A qui part de ce point A, il reconnaîtra sans peine, en se

fondant toujours sur la continuité, que !^i riulervalle 0. t est tel

qu'on puisse mener par le point A une demi-droite A qui n'ait

aucun point commun avec la portion du lien qui correspond à cet

intervalle, la valeur de [0, l\^ n'est autre chose que l'angle dont il

faut faire tourner une demi-droite partant du point A pour l'ame-

ner, sans rencontrer A , de la position où elle passe par le point P
(ou 5 du lien, à la position où elle passe par le point M ou / .

Cette propriété aurait pu servir de point de départ pour la défini-

tion de [5, t\^.

Remarquons encore que, si l'on considère une direction fixe AD,

partant du point A et d ailleurs quelconque, les remarques précé-

cédentes permettent de définir sans ambiguïté, l'angle AD^ AM)
comme une fonction continue de /. On pourra par exemple, choi-

sir arbitrairement l'une des déterminations de l'angle AD, VP)

et poser ensuite

(AD, AM) = (AD. AP) h- [6, l]^.

Il est clair que l'angle [!y, l\^. que l'on a regardé jusqu'ici sur-

tout comme une fonction de /, est une fonction des deux variables

5, t assujetties l'une et l'autre à appartenir à l'intervalle /o, ly).

Cette fonction jouit des propriétés qu'expriment les égalités

[0. 1-]. = - [t, <>L'

['. a-+-L''. a + ['". 'L = o.

qui, lorsque les angles qui y figvu'ent sont moindres que - en va-

leur absolue, résultent de la définition de l'angle donnée au ii" 277.

Quand il n'en est [)as ainsi, il suffira, pour les établir, de frac-

tionner les intervalles.

La relation [/, l']^ = [9, t']^ — [5, i]^ montre que la fonction

[t, t'\^ des deux variables /, /', définies dans l'ensemble de ces va-

riables qui satisfont aux conditions
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est, dans cet ensemble, une l'onclion continue de ces deux va-

riables.

La fonction [S, /]^ dépend des coordonnées a, b du point A. que

l'on a jusqu'ici regardée? comme fixes, et on peut la considérer

comme une fonction de ces coordonnées; mais il importe de re-

marquer, à ce point de vue, que cette fonction de a, /; n'est définie

que si le point A n'appartient pas au lien, s'il n'y a pas de valeur

de t appartenant à l'intervalle to, d pour laqucl!.- <,ii ait à la fois

En reprenant les notations du début on voit tout de suite que

g(t , h t sont des fonctions continues de a, h en un point qui

n'appartient pas au lien T , et il est bien aisé d'en conclure qu'il

en est de même de l'expression [5, /|^ regardée comme une fonc-

tion de a, 6 ; on observera encore que si l'un des nombres a, b

au moins est suffisamment grand en valeur absolue, la fonction

[5, i\^ est certainement très petite en valeur absolue; cela résulte,

si l'on veut, de légalité

='
!

' + (^)' - "
(p)

"°' to, '].
î
= (^ - ^)' + (J - r,f

où le second membre, quels que soient les nombres 5, / apparte-

nant à l'intervalle 'U, /i , reste inférieur à un nombre positif fixe,

tandis que o" est très grand ; l'égalité exige que le facteur qui mul-

tiplie r? soit très petit ; il faut pour cela que et cos [5, t\^ soient

très voisins de i, et par suite que \0, l\^ soit très voisin de o, au

moins lorsque / est suffisamment voisin de 5 pour qu'on sache que

[$, /]^ est en valeur absolue moindre que "

; s'il en est autrement,

l'intercalation de nombres convenables entre S et / permet d'ache-

ver la démonstration.

293. — Lorsque l'on a

- (0 = -o + ^^y" {l - Q, 'l {t) = Jo + ^}~^' {l - /o),

en sorte que le lien (Tj se réduise au vecteur qui va du point P„

ou (xo, Jo, au point P, ou [xi, j,;, l'angle [/o, 1,]^ défini plus haut
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n'est autie chose que la détermination principale n'^ 278^ de l'an-

gle 'M\. AI*,' sous lequel on voit le vecteur Pc P| du point X ; il

est positif ou négatif suivant que le point A. est à gauche ou à

dioitc du vecteur P^ P, ; il n'est pas défini quand le point A appar-

tient au vecteur P„ P, ; il est nul quand le point A est sur la droite

indéfinie qui passe par les deux points P^, P, mais non sur le vec-

teur PoP|. Il est très voisin de tt ou de — z lorsque A est très

voisin du vecteur, mais non des points P,^ et P,. Si l'on remplace le

vecteur par une coupure n" 276 formée de deux vecteurs con-

fondus en réalité, mais {|u'on regarde comme distincts et comme
constituant le hord gauche et le bord droit de la coupure, on peut

attribuer à l'angle [/q, /j j^ ou APq, AP, la valeur - quand le point

A est situé sur le bord gauche et la valeur — t: quand il est sur le

bord droit. L'angle i AP„, AP|) est alors défini pour tous les points

A du plan, sauf pour les poinls P„, Pj, pourvu que l'on dise,

lorsque A est sur le vecteur Py P,, entre Pq et P,, s'il est situé sur

le bord gauche ou sur le bord droit de la coupure. C'est manifes-

tement une fonction continue du point A, pourvu que ce point ne

soit pas sur la coupure.

294. — Reprenons les notations du numéro 292 et les notations

[0, 1]^ , [0, /]„ qui désignent des fonctions parfaitement déterminées

des variables 0, t quand on se

donne le lien (T et les deux points

fixes A, B extérieurs au lien (T ;

M et P désigneront toujours les

points de 'T) qui correspondent

aux valeurs / et du paramètre.

Mon but est d'établir, en sup-

posant que le lien '^T n'ait aucun

point commun avec le voclem- AB,

la relation

=^ (MA. MB) — (PA. PB), ^'- 9-

où (MA, MB , l^A, PB désignent respectivement les valeurs prin-

cipales des angles dont les côtés sont MA et MB, PA et PB.

Ta5;«ebt II. — Irilro ludion à la Tliéorii dus fom'lions 13
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Il est tout d'ahord aise de reconnaître que les deux membres de

l'égalité précédente ne peuvent diflérer (\uc d'un midtiple de 2 7t;

en clVet les quantités \0, f]^^. [9. t]^ ne sont autres que de^ détermi-

nations sjiéciales des angles BP. BM et AP. AM , ou PB, MB),

et (PA, MA , puisque l'angle de deux directions est égal à l'angle

des directions opposées : or on a

(PA, MB) = (PA, PB) + (PB, MB)

= (PA. MA -+- (MA, Mlî^ (mod. 2 -),

d'où résulte immédiatement

(PB, MB) — (PA, MA) = fMA. MB) — (PA, PB) (mod. 3 -).

Ceci posé, regardons 5 comme fixe et / comme variable ; l'ex-

pression

[^. '1b
- [^' ':..

— (MA, MB) -i- (PA, PB).

où il est entendu que M V, MB , P\, PB sont les déterminations

principales des angles de même nom, est ime fonction continue de

/, puisque le lien ï n'a pas de point commun avec le vecteur

AB ; d'un autre côté cette expression doit être un multiple de 2t.,

c'est donc une constante ; elle est nulle quand / est égal à 0, et que,

par conséquent, le point M coïncide avec le point P : elle est donc

toujours nulle : c'est ce qu'il fallait établir.

295. — Le cas oii le lien T est fermé, c'est-à-dire où l'on a

mérite une attention particulière; la fonction [l^, l,]^, définie dans

le n° 292, pour laquelle on suppose toujours que A est en dehors

de ,ï , est un multiple de a r:, puisque les deux points du lien son

origine el sfin extrémité , qui correspondent aux valeurs /o> ^1 du

paramètre, coïncident. Ainsi, 1;^ lien '\ étant donné, à chaque

point A non situé sur ce lien, correspond un nombre entier, po-

sitif, nul ou négatif.

2 Tî
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Je désignerai ci' nombre s«»us le nom d'onirc ' du poinl A rela-

til an lien T .

Puisque [/„, /,]^ est une fonction continue de a, h aux environs

d'un point qui n'appartient pas au lien l , il en est de même de n

qui. aux environs de ce point, ne peut donc que demeurer cons-

tant. Quand, en particulier, le point a, b est très éloigné, le nom-

bre n doit être très voisin de o, comme on l'a vu à la fin du n° 292
;

il est donc nul. \u reste, cette dernière conclusion résulte aussi de

ce que, en vertu d'une remarque antérieure, le nombre [/<,, ^^\^ est

nul toutes les l'ois qu'on peut regarder le point \ comme l'origine

d'une demi-droite qui n'a aucun point commun avec le lien fermé

(T . L'ordre n du point A restera évidemment nul si ce point se

déplace sur un lien qni n'ait aucun point commun avec (T). On
prévoit que la considération de ce nombre entier permettra de dé-

composer le plan en régions distinctes, où il restera le même et

dans chacune desquelles ne se trouvera aucun point de iT) ; c'est ce

qu'on élucidera un peu plus tard ; j'aurai alors besoin des défini-

tions et remarques qui suivent.

296. — Considérons un lien T , ouvert ou fermé, défini par les

fornmles

Je continuerai d'appeler M le [loint tle ce lien ilonl les coordon-

nées sont '^(/ , '\>(t}.

Je dirai qjue le lien (T) traverse une ilroile A en un point C, si

les deux conditions suivantes sont vérifiées.

I" Pour une valeur a de la variable /, intérieure à l'intervalle

(/q, /,), le point M est en C (sur A).

2" Tl existe deux nombres a', a" a' <C a <[ c^."} appartenant à

l'intervalle ^/,j, /,\ tels que M soit d'un côté de ^A) pour a'<;^-<a

et de l'autre colé pour a <; / << a".

('j Celte expression a été introduite par M. L. D. .\.mes dans sa tlièse « An
arUhiiielir treatment nf snmn problcins in Analysis silus n lialtimorc, igoS.

M. Amkh a montré l'importance de cette notion
;
j'aurai d'ailleurs l'occasion

d'utiliser un peu plus loin son Mémoire, pour la démonstration d'un théorème

fondamental ( a°' 3oG,..., 3o9). Voir aussi Osgood, Lehrbuch dcr Fnnktioneiillieo

rie, t. 1, cil. V.



i8o iMr.onic.Tio> a ia tiikcmîh: i>i;s i-onc.tio.ns

Dans ce qui suit, je supposerai que le lien ï esl fermé '
.

Je désigne par 1\, la partie du lien T qui correspond aux va-

leurs de / appartenant à rinlorvalle a', a" , par T/; la partie res-

tante, qui correspond aux valeurs de / appartenant aux intervalles

/p, a') cl a', I, . D'après les suppositions précédentes le lien par-

tiel 1\, n'a pas d'autre point lommun avec A que le point C.

Fis. 10.

Je suppose en outre que le lien partiel T,^ ne passe pas par le

point C, en d'autres termes ce point n'est pas un point double du

lien iï ; on sera sûrement dans ce cas si le lien est simple. La dis

tance du point C au lien partiel T, ne sera pas nulle; on pourra

donc prendre deux points A, B sur la droite A situés, de part et

d'autre de C, à une distance de C moindre que la distance de C à

T, et l'on sera dès lors certain que le lien T, , n'a aucun point

sur le vecteur .\B. Je vais montrer que, s'il en est ainsi, on a

en prenant le signe -h lorsque le lien traverse le vecteur ,VB de gau-

che à droite, c'est-à-dire lorsque les points de ce lien qui corres-

' La di'fînilion préccdcnle semljle exclure le cas, que je ne considérerai pas

ici, où le lien fermé traverserait la droite (A; au pointcjui esl à la fois l'origine

et 1 extrémité du lien. Le lecteur apercevra sans peine les modifications qu'il

conviendrait dapporler au langage pour ne pas exclure ce cas, que l'on peut
d'ailleurs ramener au cas considéré par un changement de la variable. — On
peut aussi regarder les fonctions

'f (<), '^{t) comme périodiques. Il me parait

inutile d'insister sur ces détails.

I
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pondciil au\ \aletirs de / coiiipii^es cnli-e a' cl a sunl à gauche du

vecteur et que les pouils du lieu qui coirespondcMil .iu\ vnlcuis de /

comprises eulre a et a' sout à droite ; on j)ieudra au contraire le

sijrnc — lorsque le lien traverse le vecteur de droite à gauche.

Soit l* la posilion du point M qui correspond aux valeurs /(,, /,

du [)araiuèlre : soienl M', M' les points du lien (pii correspondent

à des \aleurs / , / telles que Ion ail

a' < /' < a, a < l" < a"
;

on aura, en ein[)ln\anl les niènies iiDhilions (|u";ai n" 292

+ ;/', r]„ - y, t\

Le premier membre esl un nuilliple de >::; dans le second

membre, les termes qui figurent sur la seconde ligue sont aussi

l)etils qu'on veut pourvu que /' et /' soient suffisamment voisins de

a : on a d'ailleurs, puisqu'il n'y a pas sur le vecteur AB de points

du lien pour les valeurs de / qui appartiennent aux inlcrvallcs

(/o. /';» (/> ^>

Jo. ''J„
-

L<o.
l'\ = (M'A. M'B) - (PA. PB),

/. 'i B
— '".

'i A = (PA, PB) — (MA, MB);

la somme des seconds mend^res est la dilîércnce

^M'A, M li) — (M'A, M'B)

des angles compris entre — ;r et -f-
- sous lesquels on voit le vecteur

AP) des points M, M'; or le premier de ces angles, dans l'hypo-

thèse où IV)n s'est [)lacé esl très voisin de t., le second est très voi-

sin de — ~
; on a donc dans tous les cas,

l'o. 'k.,
—

''o. 'l^A = ±2-,

le signe -h correspondant au cas oîi le point M' est à gauche, le

poini M " à droite du vecteur AH ; le signe — correspond à l'autre

cas.
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11 suil de là que si jku un point C d'un lien terme T , [)oint

dont on suppose qu'il n'est chtenu (jue pour luie seule valeur du

paramètre, on peut mener une droite que le lien traverse, on peut

trouver sur celle droite, aussi près qu'on veul du point C, des

points non situés sur le lien et dont les ordres diffèrent d'une unité :

il est par conséquent impossible de relier ces points, par un lien

qui n'ait aucun point commun avec 1 , . Dans le cas où le lien

fermé T est simple et où l'on peut mener par chacun de ses

points, sauf peut-être pour un nombre fini de points, des droites

qu'il traverse, on voit qu'aux environs de chacun des points du

lien se trouvent des points, non situés sur lui, dont les ordres rela-

tifs au lien diiTèrent d'une unité.

Lorsqu'il s'agit d'un lien fermé simple T , l'ordre d'un point

non situé sur le lien : Ty par rapport à ce lien ne dépend pas de

l'origine confondue avec l'extrémité du lien, mais seulement du

sens de parcours. Si l'on définit ce sens de parcours, comme on

l'a expliqué au n" 290. en choisissant sur T deux points distincts

A, B et l'un des liens partiels A15 ainsi déterminés, lien partiel qui

devra être parcouru de A vers B, tandis que l'autre BA est ]iar-

couru de B vers A, on reconnaît tout de suite, en supposant par

exemple que le sens de parcours ainsi choisi corresponde aux va-

leurs croissantes du paramètre, que l'ordre, multiplié par 27ï, d'un

point M non situé sur T; est égal à la somme des d^ux angles

(MA, MB , MB, MA définis, le premier par le lien partiel AB,

le second par l'autre lien partiel BA. Il est clair, par là même, que

le nombre trouvé ne dépend pas des deux poiats A, B, pourvu que

le sens de parcours reste le même, et que ce nombre change de

signe, sans changer de valeur absolue, si l'on change le sens du

parcours.

297. — Considérons deux points distincts A, B et trois liens

simples P), (Q), (R^ dont chacun relie le point A au point B et

tels que deux d'entre eux n'aient pas de point commun, en

deliors des points A et B; deux de ces liens constituent un lien

fermé simple ; on forme ainsi trois liens fermés simples, que je

désignerai respectivement par Q, R , B, P , P, Q .

Soit 1 un point quelconque, n'appartenant à aucun des liens

(P), Qj, (R}. Si l'on choisit sur les liens fermés Q, R^ R, P),
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(P, Q un sens de parcours convenable, les ordres resixrclifs du

point l par rajiport à ces liens l'ermés, seront, au lacteur 2Z près,

les sommes lA, IB „ -h IB, I\„, (lA, IB « -f- IB, I\ p,

(I.\, IB p 4- IB, lÂ ,,, où lA. IB ,,, par exemple, désigne l'angle

(lA, IB défini au moyen du lien Q n° 292 . La somme des

trois ordres est maniCcsIemenl nulle, puisque l'on a

(lA, IB)p^ (115, I\ p = o.

Il est clair qu'en changeant les sens de parcours, on aurait pu

s'arranger pour que l'un des ordres fut égal à la somme des deux

autres.

m. — CONTINLLMS. PROPOSITIO^S D ANALYSIS SITLS

298. — il importe d'avoir pour les systèmes de deux variables

./:, y une notion qui tienne le même r«Me que la notion d'intervalle

pour une seule variable.

Lne telle notion, trop particulière à la vérité, mais dont on a

déjà vu l'utilité est celle de l'ensemble parfait formé par les points

qui appartiennent à un rectangle H); les propositions du n 284

s'appliquent immédiatement et l'on conçoit ce qu'est une fonc-

tion déterminée dans ce rectangle en tous les points qui appar-

tiennent à ce rectangle , une fonction continue dans ce rectangle,

comment une telle fonction atteint sa borne supérieure et sa borne

inférieure pour des points appartenant à ce rectangle situés à

l'intérieur ou sur le contour), comment on peut subdiviser ce rec-

tangle B en rectangles j)arliels assez, petits pour que, dans chacun

d'eux, l'écart de la fonction soit moindre que tel nombre qu'on

voudra, etc.. Au lieu d'un rectangle on peut considérer un cercle

ou plutôt l'ensemble des j)oints qui appartiennent à un cercle :

c'est encore un ensemble parlait. Au lieu du cercle on pourra

prendre une ellipse, ou [)lus généralement, une de ces courbes

que l'on sait définir analytiquement, ainsi que leur intérieur et

leur extérieur.

y.n opposition avec ces notions particulières, il convient de si-
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irnalcr iiuc notion hvs jiféncrale. f(iii csl due à W eierslrass, celle de

citnliinuim.

Ln conlinuum esl un ensemble (C de points qui satisfait aux

conditions suivantes :

i" A chaque point A de 1 ensemble C) correspond un nombre

positif a tel que tous les points de G) qui sont à une dislance de

A égale ou inférieure à a appartiennent à (G . En d'autres termes

chaque point de C est le centre d'un cercle ou d'un carré), tel

que tous les points qui appartiennent au cercle ou au carré'

appartiennent à C . Aucun point de l'ensemble (C n'est isolé.

2" Deux points quelconques \ et B de l'ensemble peuvent être

reliés par un lien T donc tous les points appartiennent à l'en-

semble. On dit d'un tel lien qu'il est intérieur à C .

Si l'ensemble Cj satisfait à ces deux conditions s'il est un con-

linuum i, on >erra plus tard que le lien T peut toujours être cons-

titué par une ligne brisée.

A cause de la condition i", un point frontière du conlinuum

(G ne peut appartenir à ce conlinuum : un conlinuum n'est pas

un ensemble clos. Ln conlinuum ne contenant pas de point isolé,

sa frontière est formée de points d'accumulation du conlinuum,

qui n'appartiennent pas à ce conlinuum. Ln point P est un poinl

frontière de (C lorsque tout cercle décrit de P comme centre con-

tient des points de (G) et des points qui n'appartiennent pas à (G),

ne fût-ce que le seul point P ou d'autres points frontières. Si la

frontière est bornée, si en ])arliculier le conlinuum esl borné, celte

frontière est un ensemble clos n° 287 , ou fini.

\oici quelques exemples de conlinuums.

Le plan est un conlinuum sans frontière. On verra tout à l'heure

que c'est le seul conlinuum sans frontière.

Le plan, à l'exclusion de certains ])oints A, B, C, ... en nombre

fini, est un conlinuum dont la frontière est formée par ces points.

Le plan, à l'exclusion des points d'un segment AB, est un conli-

nuum dont AB constitue la frontière.

L'ensemble de points intérieurs à un rectangle, ou à un triangle,

ou à un trapèze, ou à un cercle, constitue un conlinuum dont la

frontière est formée par le contour du rectangle, ou du triangle, ou

du trapèze, ou par la circonférence du cercle. L'ensemble clos des

points qui appartiennent à un rectangle ou à un cercle n'est pas
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un conlinutiiM. L'eii^oiiilile des |toinls e\lériciirs à un cercle est un

coiiliiuiuiii.

Si le cercle \ est iiilri ieiir au ceiclc IJ . l'ensenihle des points

exiérieuis au cercle A et intérieurs au cercle H est un conti-

nuum [C . dont la iVonlirre est lorniée par les clrconft'rences des

cercles A et B . ï/eiisendjle tles i)oiuts qui u'a[)parlicnncnt ni

à C ni à sa Irunliric n esl |)as un continuuui ; il se compose de

deux conlinuunis, dont l'un est l'ensemble des [)oints extérieurs à

(A , dont l'aulre est l'ensemble des points intérieurs à IJ .

299. — llcvcnons au cas général. Soit C un conlinuum et

soient Aj,. A, l'origine et l'exlréniilé ilu lien T délini par les l'or-

niules

Su[)posons que \^ a{)parlienne au conlinuum C et que A, ne

lui appartienne pas. Il sul'lit de se reporter au n° 291 pour voir

qu'il y a un nombre plus grand ([ue /« et au plus égal à /,, tel

que les points de T qui correspondent aux valeurs de / apparte-

nant à l'intervalle /g, 6 : soient tous des points du continuum C ,

à l'exception du point qui correspond à la valeur 0, lecjuel est un

()oint frontière et, ainsi, n'appartient pas au continuum.

En particulier, tout vecteur A„ A, partant "d'un point A^ du con-

linuvmi el aboutissant à un point Vi qui n'appartient pas à ce con-

tinuum contient un point de la frontière, nécessairement situé

entre A,, et A,, sauf dans le cas où A, est un point frontière.

Les points qui appartiennent à un continuum C} sont dits

inlci-icnrs à ce continuum ; un i)oint est extérieur à C s'il n'ap-

[>arlienl ni à C ni à sa frontière. Un lien T est intérieur ou

extérieur au continuum G , si tous ses points sont intérieurs ^ou

extérieurs! à ce continuum.

L'ensemble des points extérieurs à un continuum G , en suppo-

sant qu'il y ait de tels points, satisfait à la condition i".

Soit en elTet A un [)oint extérieur au continuum ; la distance du

point A à la frontière \\ de (G; est un nombre positif c?; le cercle

décrit du point A comme centre avec un rayon / < o' ne contient

aucun point de la frontière ni à son intérieur ni sur sa circon-

férence ; il ne contient non plus aucun point B du continuum, car



l8G IMUnill C.TIO.N A I.A THKOUIE DES l-O.NCTIO.NS

alors le vecteur Vl> conliemhait un point iVonlière. Mais, pour

que renscmblc tics points cxlcrieurs à un conlinuum soit lui-même

un conlinuum, il faut que la condition 2" soit vérifiée.

Soit (C un conlinuum et F sa frontière; soit C l'ensemble

des |wints extérieurs à C et F' \ la frontière de cet ensemble.

L'ensemble Fj conlient l'ensemble F"' ; en elTcl un point de ¥'j

ne peut appartenir à C , puisque les points suffisamment voisins

d'un point de (C) appartienneni tous à C' ; un point de F 1 ne

peul non plus appartenir à C ; il appartient donc à F). Mais tout

point de F; n'appartient pas nécessairement à F ; un point P

de F n'appartient pas à 1*" lorsqu un cercle de centre P et de

rayon sullisammcnt petit ne contient aucun point extérieur à C) ;

un tel cercle ne peul alors contenir que des points appartenant à

(C ou à (F .

Lorsqu'il existe de tels points P, on peul dire qu'ils appar-

tiennent à l'ensemble b' — F' ; en les adjoignant au conlinuum

(C^\ on forme un ensemble Ci qui est encore un conlinuum ; en

clTet, on voit d'abord qu'il salisfait à la condition 1'^ tant pour les

points de C que pour les points P de l'ensemble F — F'),

puisque tous les pohits appartenant à un cercle de centre P et de

rayon suffisamment petit sont des points de C, . D'ailleurs un

tel cercle, puisque P est un point frontière de C , contient néces-

sairement un point de C , auqviel P peut être relié par un vecteur

dont tous les points appartiennent à ^C, ; enfin deux points de (C)

peuvent être reliés par un lien intérieur à 1 C et, par conséquent, à

(Cj : la condition 2° est aussi vérifiée. Les points extérieurs à (Cj)

sont les mêmes que les points extérieurs à C} ; le conlinuum (CJ
cl l'ensemble (C) admoltent F' comme frontière commune.

300. — On a signalé plus liaut des exemples de conlinuumstrès

simples ; je vais montrer comment on peul constituer d'autres

continuums en partant de conlinuums donnés.

Soient C et C deux continuums, F et F' leurs frontières

respectives. Si les doux conlinuums ont un point commun A, il

est clair que tous les points qui appartiennent à un cercle décrit de

A comme centre avec un rayon moindre que les distances de A à

(F) et à Œ'i sont aussi communs aux deux conlinuums 'C , C'}
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l'eusemLle des poiuts conimiios aux deuv ooulinuuiiis qui peuvent

cire reliés à A par un lien intérieur à la fuis à C el à C forme

un conlinuuni ; soit G ce conlinuum. Il i)cut tl'aillcnrs arriver

que rcnscinl)le des puinls communs à C et à \C' forme plusieurs

conlinuum s séparés.

Supposons qu'tm point B de \C n'appartienne pas à G ; ce

})oint, puisqu'il .qipaitlent à G) comme A. peut être relié à A par

vm lien intérieur à G); ce lien ne peut être aussi intérieur à G'

puisque B n"ap[)artient j>as à G : il contient des points qui n'ap-

partiennent pas à G , et le point A qui appartient à G
^ ; il con-

tient donc un point de (F') ; il y a au moins un point de (F') qui

appartient à (C .

Si donc \o conlinuum G ne contient aucun point de la Iron-

tière du conlinuum G . il est contenu tout entier dans ce conli-

nuum G ou lui est loul entier extérieur. On sera sûrement dans

le premier cas, si les deux continuums ont un point commun.

Remarquons en passant que si les continuums G , G sont

tels que chacun ^l'eux. ne contienne aucun point de la frontière de

l'autre, ils sont certainement extérieurs l'un à l'autre, à luoiiis

qu'ils ne soient confondus.

En supposant toujours que le point A ajiparlienne à la lois aux

deux continuums G\ G' , considérons maintenant l'ensemble (G)

des points qui appartiennent soit à G , soit à G'^ ; cet ensemble

'G" constitue un conlinuum: en effet, la condition i" est évi-

demment vérifiée pour tous les points de G : il en est de même

de la condition 2", puisque deux points de G peuvent être reliés

à A par des Hcns intérieurs soit à G , soit à G ;; ces deux points

peuvent donc être reliés entre eux par un lien dont tous les points

appartiennent a G"!.

301. — Si le> deux conliuuunis C , G n'ont pas de point

cofliimuM. mais * ils ont une jtartie de frontière commune, on

peut encore. so4is tx-rtaines cûudiUons, en déduire un conlinuum

foiTOîé de tous \'^ points appartenant soit à ^C . soit à C' , soit à

la fronticirc commuiie. à l'exception de deux de ces derniers points.

Lesoondilions que je Siup|K>serai vérifiées par la partie ct>mmunc

de la irontière. ^uul les suivante* ;
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1° Celle parlic commune peut être regardée comme un lien (ï)

défini par les formules

Je désignerai par V l'ensemble des poiiils tlu lien ï autres que

son origine A el son exlrémilé 1>. lesquelles correspondent aux

valeurs a, ^3 de /.

2° Chaque point P de T' peut ctro regardé connue centre d'un

cercle P tel qne tous les points qui lui appartiennent appar-

tiennent soit à C , soit à (C , soit à ï'). Puisque P est à la fois

sur la frontière de C el de C , tout cercle ayant pour centre le

point P contient des points de C . des points tlo C . des points

de ï'
: l'hypolhèse est qu'il n'en contient pas d'autres à son in-

térieur, ou sur sa circonférence, pourvu que son rayon soit suffi

samment petit; en particulier il ne doit pas, en dehors des points

de l'ensemble (T',, contenir de points frontières de C , oudeiC),

pas môme les points A. B qui, par suite, ne doivent correspondre

à aucune valeur de /, intérieure à rintervallc a.
fj

.

D'ailleurs, en dehors de T , les frontières de C et de (C)

peuvent avoir des points communs, ou des parties communes,

dont je ne m'occupe point.

Je vais montrer que, dans ces conditions, l'ensemble (Ej des

points qui appartiennent soit à C , soit à C , soit à T constitue

un conlinuum; je dirai que ce cunlinuum est (tblenu on suppri-

mant la frontière commune.

Tous les points qui appartiennent au cercle P appartiennent à

l'ensemble E qu'on vient de déilnir. Que tous les poinls de l'en-

semble E vérifient la condition i" du n" 298, c'est ce qui est

évident. D'un autre côté, le cercle P contient des poinls de C;

el de C
,
qui peuvent être reliés lun à n'importe quel point

de C , l'autre à n'importe quel point de C par des liens inté-

rieurs à ^C ou à C , qui, enfin, peuvent être reliés à P par des

vecteurs intérieurs à P, ; deux poinls de C ou de (- , un de ces

points et un point de T' peuvent donc être reliés par un lien dont

tous les points appartiennent à E : E est un continuum.

Un point k de la frontière de (C , ou de C
,
qui n'appartient

pas à (T'j est un point frontière de E ; car tout cercle décrit deK
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comme centre contient le point K, qui n'appartient pas à E . et

contient des points de F . ( ii pi)inl rpielconque de T' appar-

tient à E ; un point extérieur à C cl à iC est le centre d'un

cercle tel qu'aucun des points qui lui appartienne n'appartienne

ni à C . ni à (".'
; il ne peut appartenir à la frontière de E qui,

ainsi, est formée de l'ensend^lc des points qui appartiennent à la

frontière de C , ou à la frontière de C . sans appartenir ;i Y .

Les points A et B appartiennent à cette frontière de E .

Plaçons-nous maintenant dans le cas où les deux continuums

C- et C satisfaisant toujours aux c<Midilions qui précèdent, sont

liornés, et où leurs frontières V , V sont constituées chacune

par un lien fermé : ces liens seront définis par des fornudes telles

que

X=f{ll), v=r/(u), M,) < U < M,,

Je suppose enfin que le lien T qui. par hypothèse, fait partie

de F et de F' ne contienne pas les points dont les coordonnées

s'obtiennent en remplaçant ii par «„ ou par «, dans/ a et dans

g II et / par t^ ou par /, dans ç- / et 'i> / . C'est là d'ailleurs une

supposition qui n'a rien d'essentiel et qu'on peut toujours réaliser

par un chanj^ement de variable. Ce lien pourra alors être défini

par des formules telles que

OU

•^ =/'»). y = î/(«). ï ^ « ^ s (h, < Y < < H,),

en supposant que chacun de ces systèmes de formules fournisse le

même ensemble de points, et que 1 on ail, en particulier

D'après ce que l'on a dit plus haut, la frontière de l'ensemble

E , obtenu [)ar la suppression du lien T , est le lien fermé

constitué par les parties de ^F qui correspondent aux valeurs de /



qui appartiennent aux intervalles l'/g. a . 'l», I, et les portions

cte F qui correspondent aux valeurs de u qui appartiennent aux

intervalles ii. y . ô^. m, . En vertu des formules précédentes, ces

quatre liens partiels se raccordent pour former un lien fermé,

lequel sera évidemment simple si les frontières ¥ \ F ) sont elles-

mêmes des liens simples et si elles n'ont pas de points communs

en dehors de l'ensemble T .

Les propositions qu'on vient d'établir permettent de constituer

des continuums assez compliqués en juxtaposant des continuums

simples, des triangles, des rectangles, des trapèzes... ; la frontière

dun continuum ainsi formé, peut d'ailleurs se composer de

plusieurs liens séparés. Le cas particulier qu'on vient d'examiner

montre comment, en procédant ainsi, on peut s'arranger pour

que les continuums successifs que l'on forme aient toujours pour

frontière un lien fermé, et même un lien fermé simple. Les conti-

nuums de cette nature ont un rôle important dans la théorie de

certaines fonctions.

302. — Soit G un continuum et F sa frontière; on peut

concevoir qu'une fonction -s soit déterminée ou définie pour chaque

point appartenant à ce continuum; on peut dire alors que la

jonction est déterminée ou définie dans le continuiam. Une fonction

définie dans le continuum G) est définie aux environs de cbasque

point de ce continuimi. r'est-à-dire dans un cercle de raiyon suffi-

samment petit décrit autour de ce ]ioint comme centre : il est donc

permis de parler d'une fonction définie et continue en chaque

point d'un continuum 'G ; on dira, si l'on veut, qu'elFe est définie

et continue dans le continuum (G); mais on ne peut affirmer d'une

telle fonction qu'elle est uniformément continue dans le continuum,

parce que ce continuum n'est pas un ensemble clos. Il est d'ailleurs

bien aisé de voir que la différence entre deux valeurs d'une fonction

continue pour deux points d'un continuum peut rester supérieure,

en valeur absolue, à un nondDre fixe, lors même que les deux

points auxquels correspondent ces deux valeurs sont très voisins,

si ces deux points sont très voisins de la frontière. Voici un exemple

simple.

Gonsidérons, comme à la fin du n'^ 278, un point fixe O et une

demi-droite fixe ^A'- partant de ce point: soit G le continuum



tHAI'ITHi; l\. I.AXiV*.!". liKOMITHIol K IQI

obtenu on supprimant du |tlaii les poinls (pii appaillennenl à la

denni-droitt' A . laquelle est éviclennncnt la frontière de ; C . Soit

maintenant I) une autre demi-droite fixe partant encore du

point O, mais distincte de (\ ; soit enlin a le plus petit angle po-

sitif dont il faut faire tourner uno demi-droite autour du point O
Mans le sens direct pour Tanjencr de D sur A.

Si l'on considère un point quelconrpie M du continuum, on a

défini l'angle dont il faut faire tourner une demi-droite, autour

de O, pour l'amener de \D) sur OM. sans passer par A : cet angle

est compris entre a et — 2- H- a; on voit tout de suite que c'est

une Ibnclion continue de M, en chaque point du continuum. Si

M,. M,, sont deu\ points situés très près de Ai, l'un à droite,

l'autre à gauche, l'angle considéré, en M,, sera très voisin de a: il

sera très voisin de — 2r -h a en IVL ; la dilVérence entre las deux

angles est très voisine de 27:. Si, au contraire, les deux points

M,, Mi étaient très voisins de A , mais du même enté de 'A , les

deux angles seraient très voisins lun de l'autre.

On retrouve ici la notion de. coupure, introduite au n" 276;

considérons la demi-droite A comme double ; l'une des deux demi-

droites, dont je dirai qu'elle est à gauche, étant regardée comme

voisine des points situés à gauche de ^A et à une petite distance,

l'autre dont je dirai cprelle à droite, étant regardée comme voisine

des [)oints situés à droite de fA) et à une petite distance. Dans

cet ordre d'idée, deux points situés près de A ne doivent être

regardés comme voisins que s'ils sont d'un même côté de «^A).

Avec cette convention, la fonction du point M dont il a été

question plus haut, l'angle de T), et de OM, peut être défini dans

tout le plan, sa(d" au point O ; mais, si le point M est sur A) on

devra dire s'il se trou\e sur le horil r/aiirhe ou sur le bord droit de

la frontière : en deux points, confondus en réalité, mais qu'on re-

garde comme étant l'un sur le bord gauche, l'autre sur le bord

droit, les valeurs de la fonction diffèrent de ar.

Lne fonction d'un point variable lou de ses coordonnées con-

tinue pour tous les points d'un continuum, est uniformément

continue dans tout ensemble clos contenu tlans ce continuum

(n' 284 .

Soit G un continuum borné et (F .sa frontière. L'ensemble

(C H- F) des points qui appartiennent soit au continuum, soit à
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sa frontière est un ensemble parfait, l ne fonction continue pour

tous les points de cet ensemble sera uniformémenl continue dans

cet ensemble.

Reprenons les notations employées dans le numéro précédent

pour deux confinuums bornés (C), (C) qui n'ont pas de point

commun, dont les frontières respectives (¥), F') sont des liens

fermés et admettent une partie commune, constituée par un

lien (T) dont l'origine et l'extrémité sont les points A et B, et qui

satisfait aux conditions que l'on a précisées. (T' désif^nc toujours

l'ensemble des points de ^ïj autres que A. B; E) est le continuum

qui résulte de la juxtaposition des deux conlinuums (C), (C) et de

la suppression de la frontière commune (T). Désignons enfin

par (F, ; la frontière de E), frontière qui se compose des points

de (F} et de T') qui n'appartiennent pas à (T), et par (E,j l'en-

semble parfait E + F,).

Soient ©, o' des fonctions continues, l'une dans l'ensemble

(C) + iF), l'autre dans l'ensemble 'C' -h F' , et supposons que

l'on ait o = '^ po^r n'importe quel point de (T). Il est clair que

la fonction 'b définie comme étant égale à ç dans C), à o' dans (C),

à o ou à c;' pour les différents points de fï' sera continue en tout

point de (E).

Si les frontières (F), I F') n'ont pas de points communs en dehors

de (T), il est clair que le même procédé permet de construire une

fonction continue dans E, , égale à o pour tous les points de

(C) -1- (F), à o' pour tous les poin's de C) + (F'j ; mais il n'en

sera plus de même si les frontières F , F' ont des points communs

en dehors de T , car on n'a pas supposé qu'en un tel {>oint les

deux fonctions ^ et s fussent égales.

On est alors amené à dédoubler en quelque sorte des points

de (F, :
qui proviendraient d'un j^oint commun à (F) et à : F'; et

n'appartenant pas à (T) ; on convient de garder le souvenir de la

provenance de pareils points, que l'on regarde comme séparés si

l'un provenait de (Fj, et l'autre de (F'j. La frontière
i
F, , de (E^

est ainsi remplacée par un autre ensemble Fg dans lequel un

même point, un même lien partiel, peuvent figurer deux fois;

je le répète, ce point, ce lien partiel ne sont pas regardés comme
les mêmes suivant qu'ils proviennent de Fj ou de (F,). Dans

le cas où (F; et (F) sont des liens fermés simples, on peut, en
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vertu do la niènie liclion, regarder encore fFjj) comme un lien

fermé simple, dans IimjmcI des valeurs dilTérentes ilu paramètre

fournissent des points qui, à la vérité coïncident, mais qui sont

essenticlloiuent distincts, d'après leur provenance. Si P et P' sont

ainsi deux points coïncidants provenant l'un de F^, l'autre de (F'~

,

le premier est regardé comme voisin des points de (C) qui sont à

une petite distance de lui, mais non des points de (C) que l'on ne

pourrait atteindre, sans s'éloigner de P, en suivant un lien continu

intérieur à E . De même, P' est regardé comme voisin des points

de (G'i qui sont à une petite dislance de lui. mais non des points

de C). De même qu'on a remplacé la frontière ^F, par la fron-

tière (Fa), on remplace l'ensemble E,^ ^=i^/ + (Fi . par l'en-

semble (E^) = {E) H- (Fa), lequel contient alors sur sa frontière

des points qui coïncident et que l'on regarde comme distincts, qui

ne sont spécifiés que, lorsque, après avoir donné leurs coordonnées,

on dit s'ils proviennent de i F; ou de [F' .

Sans que j'insiste davantage, le lecteur voit s'étendre la notion

de coupure et se rend compte du sens dans lequel il est permis de

dire qu'une fonction est uniformément continue dans 'E^). Les

parties communes à (F) et à F' i, en dehors de (T), constituent des

coupures, dont un bord provient de (F , un autre bord de (F');

près d'une coupure, les points voisins d'un même bord pro-

viennent, soit du conlinuum C), soit du continuum C et ce n'est

que pour les [joints voisins d'un même bord que les valeurs de la

fonction dilTèrenl très peu.

Prenons encore jjour exemple l'angle qu'une demi-droite fixe(D
,

partant d'un point fixe 0, fait avec la demi-droite qui va de ce

point à un point variable M. .le suppose essentiellement que le

point O est extérieur aux continuums C) et C .

Supposons qu'on puisse mener, à partir de 0, une demi-droite

(A) extérieure au conliiiunni (C et distincte de D ; on peut alors

défitiir, pour tout point M a|)partonant à l'ensemble (C) -f- iT ,

l'angle de D et de ( ).M, par le procédé qu'on a expliqué à la fin du

n" 278; cet angle est une fonction continue du point M dans l'en-

semble parfait C -4- (F ; il en sera de même si on lui ajoute un

multiple quelconque de 27î; si donc M„ est un point fixe quel-

conque de C -H F et si l'on choisit arbitrairement lune des

valeurs Oy de l'angle dont les deux cotés sont et OMo, on

TA!<:«EnT II. — liilrO'Iui'lion à la Tliéorio «les fonclions 13
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pourra dclinir une fonclion 'j de M. continue dans l'ensemble

parfait C + F\ qui preiulra la valeur ç^ quand M sera en M,,,

et qui sera toujours é^^de à la mesui-c de l'un des angles dont les

côlés sont iD et OM. Il n'y a il'ailleurs qu'une l'onction qui jouisse

de cette propriété.

Supposons maintenant qu'on puisse mener une demi-droite (JS' ,

distincte de D , et extérieure à /C) ; on pouiTa encore délinir,

pour tout point M de C) + (F'), l'angle de D et de OM, comme

une fonction continue de M. Lorsque M appartient à T , les deux

angles définis, l'un dans iC) -4- (F), l'autre dans C) -h (F' ne

peuvent diiVérer que d'un multiple de '2~, lequel, à cause de la

continuité, reste évidemment le même tout le long de T ; en mo-

difiant le second angle de ce multiple de 2-, les deux angles seront

égaux tout le long de i T), en sorte que l'angle de D et de OM
pourra être défini comme une fonction continue de M dans tout

l'ensemble Ej- ^^ E) -t- Fo), à la condition de regarder au besoin

la frontière Fo comme comportant des bords séparés. Celte fonction

est définie sans ambiguïté par la condition qu'on lui a imposée,

d'être égale à 'j;,j quand le point M coïncide avec M„. Il est clair qu'on

pourrait continuer ainsi en considérant un IroisicMue conlinuum

(C") qui aurait une partie de frontière commune avec E., , etc..

On peut former ainsi, par adjonctions successives, un conti-

nuum très compliqué, auquel le point O doit toujours être exté-

rieur, avant toujours pour frontière un lien fermé simple, ou même
un de ces liens fermés à bords distincts que l'on ne peut rpialifier

de simples que par fiction. L'angle de D et de OM se définira

comme une l'onction continue dans l'ensemble parfait obtenu en

adjoignante frontière aucontinuum, fonction qui, en un point M^,

se réduira à 1 une des valeurs arbitrairement choisie de l'angle

dont les côtés sont D) et OMo. En particulier, si l'on fait coïncider

(D) et OMo, ) on pourra définir l'angle Mo, My de OMq et de OM
comme une fonction continue de M dans l'ensemble parfait,

fonction qui s'annule quand M coïncide avec M^.

On verra, à la fin du présent chapitre qu une telle définition est

toujours applicable à l'ensemble parfait G -t- F pourvu que le

point n'appartienne pas à cet ensemble, que le continuum (G)

soit borné et que sa frontière T soit un lien l'ermé simple,

soumis à certaines conditions.
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Si l OU suppose les Jeux. poiuU My, \I reliés par uu lieu dont

tous les points soient intérieurs au conlinuuni, saul peut-être les

extrémités Mo, M qui peuvent appartenir à la frontière, l'angle

My, M loi qu'on vieul de le déiînir, n'est autre chose que l'angle

de OMy ol de OM déliui au moyen du lien n' 292 : cet angle ne

dépend pas du lion, tant ((ue ce lien reste assujetti aux conditions

qu'on vient do précisci'. i/ordre du point par rapport à un lien

fermé quelconcjue intérieur au conlinuuni est nul. Si Mo, M,, M^

sont trois points ap|)artenant au continuum, on aura

,M„MJ=.(Mo. M.) + (M.,Mj.

En olVct les doux membres qui sont, dans tout le conlinumri, des

fondions continues des points Mu, M,, Mo, ne peuvent dilTorer que

d'un mulliple de :>::, qui est nul quand Mo coïncide avec M^.

303. — Soil T un lien et soit r) un nombre positif; je dési-

gnerai sous le nom de voisiiiafje \ o^ du lien T l'ensemble des

points tels que chacun soil intérieur à cfuelque cercle de rayon &

dont le centre est un point de ï.

Cet ensemble est un continuum. Considérons, en elVct, un

point A satisfaisant à la condition précédente, c'est-à-dire intérieur

à un cercle '/ do rayon c? et dont le centre a est situé sur (T) : Tout

point a|tparlonant à un cercle de centre \ et intérieur au cercle (a)

est intérieur à ce dernier cercle; la condition i" du n" 298 est vé-

rifiée. Remarquons, en passant, que le point A est à une distance

de T inférieure à 1^^. Soit maintenant B un autre point de ^ à'.,

et soit h le centre, situé sur T , du cercle de rayon â auquel B

est intérieur; on peut aller de A à B, par le lien formé en allant

de A à a en ligne droite, de a à h sur 1 , de h à B en ligne droite;

tous les points du lion ainsi formé appartiennent à \ r)
; la con-

dition 2" est vériliée.

Soit P un [toint quelconque, cî*' sa dislance à T et/> un point

de T qui soit à une distance de P égale à r)'
. Si P est intérieur

à Y r)
, on a, d'après une observation antérieure, r}' •< r). Héci-

proquemcnt si l'on a r)' <; c?, le point P est intérieur à \ r) puis-

qu'il esl inl('riour à un cercle décrit do /> comme centre avec un

rayon ciim[)ris entre r)' et o*. Si donc P n'appartient pas à ^ c?),
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on a o^'ri; c? : si l'on a c!^ = c?, loul pt-tinl, aulic que P,, du vccleur

qui va de P à /> appaiiient à V r}); il y a des points de \ o" aussi

voisins que l'on veut du point P, lequel n'appartient pas à V c? : P
est alors un point frontière de \ & ; si l'on a 0^' >> â, il ne peut y

avoir, dans un cercle décrit de P comme centre et de rayon

moindre que r)' — r), de point dont la distance à (T) soit inférieure

à r? : P est extérieur à ^ o^ .

Suivant que 9* est inférieur, égal, ou supérieur à c? le point P
est intérieur à V f)

, sur la frontière de V((?], extérieur à V((j^).

Il est clair que si l'on a r)' ^ o^, l'ensemble V ((?') contient l'en-

semble V(ô^) et sa frontière. Les frontières des continuums

Vi(?;, yfâ") n'ont aucun point commun.

Il est à peine inutile de dire qu'on aurait pu définir un conti-

nuum jouissant de propriétés analogues à celle du voisinage Y (&)

en considérant des distances réduites au lieu des distances vraies.

304. — Considérons un continuum C et sa frontière (F). Soit

M ou j:, V un point qui ne soit pas situé sur la frontière; si on

décrit du point M comme centre un cercle dont le rayon soit égal

à la distance du point M à la frontière, ce cercle ne convient à son

intérieur que des points intérieurs, ou des points extérieurs, au

continuum, suivant que M est intérieur, ou extérieur, au conti-

nuum; sa circonférence contient au moins un point de la frontière;

ces propriétés caractérisent évidemment les cercles dont le rayon

est égal à la distance du centre à la frontière du continuum.

Soient Mq et M,, ou Xo, Toi et x^, y^ , deux points intérieurs au

continuum : supposons-les reliés par un lien T , intérieur à i^C),

défini par les formules

soit >) un niiinbr<' [)osilif [)lus petit f(ue la dislanco du lien T à la

frontière i*' du continuum; considérons le voisinage V (? du

lien T , il csl clair rpic ce continuum sera contenu dans C .

On peut relier le [)oint Mo au point Mi [)ar une ligne brisée,

donc tous les points ajipartiennent à V â et, par conséquent

à 'C-. Il sullit d'intercaler entre /,,, /, dos nombres croissants 1
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/', t', t'", ... tels ffiie les distances de deu\ points consécutifs du

lien T qui correspondent aux nombres /„. ^> ^ . •••» ^ soient

moindres que r). Si l'on décrit de ces points comme centres des

cercles de ravon r), chacun de ces cercles contiendra le centre du

cercle suivant; tous les points qui a[)parliennenl à la li;L;ne hrisc'e

dont les éléments joignent les centres conscculils appartiennent

évidemment à V â).

On peut, d'ailleurs, s'arranger pour (|ue la lii^no brisée qui va

du [)oinl j;„, j,,) au point x,, j, ne se croise pas elle-même : en

elTel, supposons d'abord que la ligne brisée soit construite comme

on l'a expliqué et que l'on donne les numéros i, 2, ..., p, ..., fj. ..., r

aux vecteurs successifs qui la coin[)Oscnl : soit /) le numéro du

premier vecteur qui croise un vecteur ultérieur, le ry"^'"!-^ par exemple

jj ^ p -h 1 : on limitera le y^'ème vecteur au point de croisement,

et l'on continuera par un vecteur situé sur le fp*'"^'^, en prenant le

point de croisement pour origine : on aura supprimé, de la ligne

brisée, la portion fermée qui ramenait au point de croisement. I']n

continuant de la môme façon, on parviejidra cvidenmient, au bout

d'im nombre fini de suppressions, à une ligne brisée joignant les

deux points x^, y^j et (xi, y, qui ne se croise pas elle-même.

305.— Le lecteur reconnaîtra sans peine comment est constitué le

\oisinage d'un segment de droite, d'un cercle, d'un arc de cercle,

et quelle en est la frontière. Je me bornerai à quelques indica-

tions qu'il complétera aisément sur le voisinage \ r) d'une ligne

brisée simple, ouverte ou fcimée, que je désignerai par L , en

sup[)osant que 2c? soit moindre que la distance de deux cotés non

consécutifs de L . Je supposerai la ligne L parcourue dans un

sens déterminé, de façon a pouvoir parler de la droite et de la

gauche des vecteurs qui la composent et même de ses angles

n" 277 , le premier côté de chaque angle étant décrit en se rappro-

chant du sommet, le second en s'en éloignant.

La frontière de ^ r) est composée de vecteurs parallèles aux

cotés correspondants de L et d'arcs de cercles avant pour centres

respectifs les sommets de L^ ; elle constitue un ou deux liens

simples et fermés, suivant que la ligne L est ouverte ou fermée.

Dans le premier cas. si on sup[)rimc de la frontière les deux

demi-cercles qui correspondent à l'origine et à l'extrémité de L),
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il resto deux liens simples ouverts donl on peut diic que l'un est à

droite et Taiilre à gauche de L , parce que les éh'ineiits (jui cons-

tituent le premier lien, par exemple, sont à droite des angles

correspondants de L .

Dans le second cas, on peut dire aussi, avec la même signilica-

tion, que les deux liens fermés qui composent la frontière de V r}')

sont l'un à droite, laulre à gauche de la ligne polygonale (L '

: je

les désignerai comme étant la frontière de droite et la frontière de

gauche. La ligne X . qui fait partie de \ 'â'
, décompose ce con-

tinuum en deux continuums, dont le premier, qui peut être

qualifié de voisinage de droite, a pour frontière la frontière de

droite et L , dont le second, qui peut être qualifié de voisinage de

gauche a pour frontière la frontière de gauche et (L). Chacun

d'eux est constitué, conformément aux explications données au

n" 301 en juxtaposant une suite de trapèzes et de secteurs circu-

laires dont on supprime les côtés communs. Chaque trapèze a

pour côtés parallèles un côté de (L) et le côté correspondant de la

frontière de droite ou de gauche. Les secteurs circulaires corres-

pondent aux arcs de cercle des frontières. Deux de ces éléments,

trapèzes ou secteurs, n'empiètent jamais l'un sur l'autre.

On reconnaît sans peine cjue, d'un point quelconque non situé

sur (X^, on peut mener un Aecleurqui n'ait aucun point commun
avec (L^ et qui aboutisse à un point de la frontière de V & .

La ligne rL\ suivant qu'elle est ouverte ou fermée, se comporte

d'une façon très différente par rapport à l'ensemble des points du

plan.

Dans le premier cas, on peut relier deux points quelconqu s du

plan, non situés sur L . par un lien qui ne contienne aucun point

de iL. : il suffira en elTet d'aller de chacun de ces points à la fron-

tière de V (o^j sans toucher L ; la frontière elle-même relie les deux

points auxquels on aboutit sur elle.

En d'autres termes, l'ensemble des points du plan qui n'appar-

tiennent pas à une ligne brisée simple et ouverte constitue un con-

tinuum dont celte ligne brisée est la frontière.

Dans le second cas, où la ligne brisée (L) est fermée, un point

quelconque non situé sur L; peut être relié par un vecteur qui ne

contient aucun point de L}, soit à la frontière de droite V 'c? ,

soit à la frontière de gauche. Il est clair que tous les points qui
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peuvent cire relit'-s ainr-i à une même liontiorc consliliiciil dans

leur ensenil>le iid ((iiiliniimii. I,c>- points du [)liui (|ui n appar-

ticmicnl pa^ à L consliluenl donc au [Aus deux conlinuums;

qu'il y en ail deux distincls, c'est ce qui résulte clairenienl du

n 295. L lin de ces continuums contient les points du plan situés

à une distance très grande de la ligne iennée : il lui est extérieur.

Kn traversant la ligne brisée on entre dans le conlinuum intérieur.

Quand on se place au point de vue géométrique, on est tenté de

regarder comme inluilivcs les deux propositions dont on vient

d'esquisser une démonstration, qu'il serait très aisé de présenter

en cnqjlovanl un langage purement numérique. La facilité de cette

démonstration lient à la facilité avec laquelle on reconnaît la nature

du \oisinage V r) d'une ligne brisée simple, et de sa frontière,

pour 0^ suffisamment petit. Le lecteur ne peut manquer d'aperce-

voir l'exterision des pro[)riétés précédentes à des liens formés d'arcs

de courbe suffisamment simples.

306. — M. Jurdan a démontré, d'un façon générale, que tout

lien fermé simple 'Ti, partageait de même le plan en deux conti-

nuums distincts, l'un extérieur à (T), l'autre intérieur. Je me
contenterai de montrer, en adoptant la voie suivie par M. Ames '

,

que celte proposition est vraie quand le lien fermé simple peut

être décomposé en un nombre fini de liens partiels dont cliacun est

défini par des formules telles que

y=J[x), 3Co<a-<.ri

ou

.r = cp(j'), Jo^v<y,,

f -1' ct'^fj désignant des fonctions continues dans les intervalles

considérés.

Considérons un point M appartenant à lun des liens partiels

et qui n'en soit ni l'origine ni l'extrémité; on pourra mener par ce

point un vecteur parallèle à l'un ou l'autre des axes qui traverse

ce lien partiel : il n'aura pas, avec celui-ci, d'autre point commun

que le point M : s'il est assez petit, plus petit par exemple que la

(') Noir la note du n" 295.
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distance du point M an\ anlics liens partiels, il n'aura aucun point

commun avec ces liens partiels: il n'aura jias d'autre point

commun avec le lien fermé T que le jioint M. Ce lien T jouit

donc n" 296 de la propriété suivante : aux environs de chaque

point du lien fermé, il v a des points dont les ordres, relatifs à ce

lien, dinèrent d'une unité. Gomme tous les points qu'on peut

relier à un point fixe sans rencontrer le lien fermé constituent un

continuum, on voit que ce lien sépare le plan en deux continnmns,

au moins.

Soit G nm continuum. Considérons le lien \ , défini parles

formules

je désignerai par Ko et Ivi l'origine et l'extrémité de ce lien; les

abscisses des points ko et Kj sont respectivement Xq et Xi. Je

suppose que ce lien appartienne tout entier au continuum G),

sauf peut-être les points Ko. Ki qui peuvent appartenir à la fron-

tière de G . On va montrer que l'ensemble G' des points cjui

appartiennent à G sans appartenir à X constitue au plus deux

continuums et que G constitue un seul continuum lorsque Ko et

Kl ne sont pas tous les deux sur la frontière de G .

L'ensemble G' satisfait évidemment à la première des condi-

tions du n" 298, imposées à tout continuum :

Je dirai d'un point A de G' qu'il est au-dessus ou au-dessous

de (X s'il satisfait aux doux conditions suivantes :

1° Son abscisse a appartient à l'intervalle Xo, X\ ; elle est toute-

fois dilTérente de Xo si Ko appartient à la frontière de G, de x', si K,

appartient à cette frontière.

2° Tous les points du vecteur dont l'origine est le point [a, /"a)]

et dont l'extrémité est A appartiennent à G .

Dans ces conditions, A est au-dessus on au-dessous de TX' sui-

vant que son ordonnée est plus grande ou plus petite que/ a .

Lorsque tous les points de fX) appartiennent à G), il y a des

points au-dessus et au-dessous de ^X\ dont l'abscisse est n'importe

quel nombre ap[)artenant à l'intervalle Xo, oci ,.

Deux points \, A' de G situés tous deux au-dessus de (X), ou

tous deux au-dessous, peuvent être reliés par un lien intérieur à ^C)

et ne rencontrant pas X ,.
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Soient en ellet '/ et <i (i >. a; les abscisses des points \, \' que

je supposerai au-dessus de : V . Soient \,, \', les points de X
dont les abscisses sont n cl a' . (îhoissons le nombre posilil a plus

petit que la distance à la frontière de C^ du lien d(Mmi j);ir les

formules

.>'=/'^). a ,

lien qui, par hypothèse, a[ipartient tout entier à C , et doni loii-

gine et l'extrémité sont les points \,, \\. On est certain qu'au-

cun point du lien L défini par les formules

V =f{^ 2.

n'appartient à la fronlière de C ; d'ailleurs le lien '^L n'a évi-

demment aucun j)oint commun avec X ; soient A.> et A^ son

origine et son extrémité. D'après

la façon dont on a choisi a. il ne

peut y avoir aucun point de la

frontière sur le vecteur AiAj, non

plus ([ue sur le vecteur A,' A^ ; ces

vecteurs sont intérieurs à G ; il en

est de même par hypothèse, des

vecteurs Ai\, A,'A' et, par consé-

quent, des vecteurs A^A, AI A' : on

peut aller, sans atteindre la fron-

tière, de A à Ao par le vecteur AAo,

de Ao à A.' par le lien (L,, de k', à

A' par le vecteur A^' A' ; on est parti

d'un point de C . on est resté dans C . D'ailleurs le chemin
décrit n'a manifestement aucun point commun à X .

Examinons le cas où l'extrémité Ki de X n'est pas sur la fron-

lière de (C . Si de ce j)oint K, comme cenire. avec un ravon infé-

rieur à la distance de ki à cette fronlière, on décrit un cercle,

tous les points qui appartiennent à ce cercle appartiendroni évi-

demment à G ; la parallèle à l'axe des y menée par son centre

partage le cercle en deux demi-cercles et le rencontre en deux

points K,', }\'[ situés, l'un au-dessous de X , l'autre au-dessus;

le premier K,' peut être relié, par un lien inicrieur à G et n'attei-

gnant pas X , à n'importe quel point de G situé au-dessous

Fi-. M.
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de X : lie même kj. à tout j»oint silur au-dessus. Le demi-

cercle silué à droite du diamèlre K, KJ' relie d'ailleurs k,' à kl'.

Donc, dans ce cas. deux points de C . situés lun au-dessus de fX),

l'autre au-dessous, peuvent être reliés par un lien intérieur à C)

et n'atteiirnanl pas \ . 11 est clair aussi cpic tout jioiiit ''autre

que ki silué à l'inlérieur du demi-cercle de droite, sur ce demi-

cercle, ou son diamètre, peut être relié de même auv points de C)

situés au-dessus ou au-dessous de X . Des conclusions toutes

pareilles concerneraient le cas oi^i k,, n'appartiendrait pas à la fron-

tière de C .

Reprenons le cas général. X est intérieur à ('C , sauf peut-être

les points extrêmes ko, ki qui peuvent être sur la frontière.

Soient A, B deux points fixes, arbitrairement choisis dans (C),

l'un au-dessus de (X , l'autre au-dessous. Soit P un point quel-

conque de C , non situé sur X' ; je dis qu'il peut être relié à l'un

des points A, B par un lien intérieur à C;, qui n'atteigne

pas (X .

Puisque P et A appartiennent au continuum C , il y a im

lien (T , intérieur à C , défini par des formules telles que

qui relie P à A ; je suppose que le point P est l'origine du lien et

correspond ainsi à la valeur /o du paramètre.

Si T n'a pas de point commun avec X), la proposition est

vérifiée. Supposons que T atteigne \j ; il peut l'atteindre une

infinité de fois, mais \m raisonnement qui a été souvent employé,

prouve l'existence d'un nombre //( appartenant à l'intervalle 7o, /,),

qui est la [)lus petite valeur de t pour laquelle on obtienne un

point M de ï qui soit sur X . Le lien partiel T' défini par les

lormules

.r = o (/), y = ^ (/), /o
< / < m

est intérieur à G et n'a pas d'autre point sur i X que son extré-

mité M. L'abscisse y. de M appartient à l'intervalle 'xo, œ, ;

d'ailleurs, puisque M appartient à C . u. ne peut être égal à Xo que

si ifco n'est pas sur la frontière de C , a, ne peut être égal à Xi que

si Kl n'est pas sur la même frontière.
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Siipiinsniis d'.ihorcl a\,< a<a;,. Décrivons nn cercle ^lu point M

cûMiine cenlre. avec un ra\on inférieur à .r, — u., à v. — a-o et à la

dislance de M à la frontière de C : tous les points intérieurs à ce

cercle et non situés sur \ sont au-dessus, ou au-dessous, de X ;

il en est ainsi pour n'importe cpiel point M de 'T'
,
autre rpie M.

et situé .\ l'intérieur du cercle ; on peut aller de P à M' puis de M' à

A ou à B. suivant que M' est au-dessus ou au-dessous de \ ,
par

un lien intérieur à C et n'atleij.'nant pas \).

Fig. ,2.

Supposons que l'on ait ij. = Xi ; le raisonnement serait le même

si l'on avait a = jC(,. Le point M coïncide avec K, ; je rappelle qu'il

n'est pas sur la frontière; on prendra alors le point M' du lien T';

arbitrairement dans le cercle décrit de K, comme cenlre avec un

ravon moindre que .'i — x^ el que la distance de K, à la frontière

de C) ; ce cercle est divisé en deux par la droite x = X\. Si M' est

dans le donii-cercle de gauche, il sera forcément au-dessus de X
ou au-dessous et le raisonnement |)récédent s'appliquera. Si M'est

sur le demi cercle de droite ou sur le diamètre x ^^ Xi, on pourra

le rejoindre tant au point A qu'au point li, sans sortir de C et

sans rencontrer X .

En résumé, l'ensemble des points P intérieurs à C et non situés

sur X constitue au plus deux continuumsdont l'un est l'ensemble

du point A et de tous les points de C qui peuvent être reliés à A

sans sortir de C et sans atteindre X , dont l'autre e^t l'ensemble

du point B el de tous les points de G qui peuvent être reliés à B

sans sortir de C et sans atteindre \ . Ces deux ensend)les peu-

vent ne pas être distincts et ne former qu'un continuum ; il en sera

ainsi quand l'vm des points Ko, Ki n'est pas sur la frontière de C .
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11 en est encore ainsi loutes les fois que les deux ensembles ont un

point commun. I.orsquon dira qu'en supprimant de C les points

de ^\ qui ai)i)arliennent à C il reste deux conlinuunis. il faudra

entendre que ces deux conlinuunis sont tlistincts. qu'ils n'ont pas

de point commun: en d'aulres termes qu'ils sont extérieurs l'un à

l'autre.

La frontière du continuum C' , ou les frontières des deux con-

linuunis dans lesquels se décompose C , sont évidemment for-

mées par les points de X) et les points de la frontière de C . Dans

le second cas, \ est une frontière commune, puisque les points

situés au-dessus de X appartiennent à l'un des continuums et que

les points situés au-dessous appartiennent à l'autre.

Il est manifeste que les conclusions seraient les mêmes si le

lien \ , au lieu d'être défini par les formules

y=f{x), .ro<a?<a:i

était défini i)ar des formules telles que

^ =f [y) ' Jo ^ y ^ V 1

.

J'aurai souvent à ])arler de liens définis par des formules telles que

les précédentes, d'une sorte ou de l'autre: je les désignerai sous

le nom de liens élémentaires du type Jb et je désignerai sous le nom

de lien du type .i un lien simple, ouvert ou fermé, qui puisse se

décomposer en une suite limitée de liens élémentaires du type ,1».

L'extrémité de chacun de ces liens élémentaires coïncide avec l'ori-

gine du lien élémentaire suivant; si le lien est fermé, l'extrémilé

du dernier lien élémentaire coïncide avec l'origine du premier lien

élémentaire ; deux des liens élémentaires n'ont pas de points com-

muns, en dehors de ceux qu'on vient de spécifier ; cela résulte

de ce que, par hypothèse, le lien total, ouvert ou fermé, est

simple.

Un point ordinaire d'un lien du type À) est un point qui n'est ni

l'origine ni l'extrémité d'un des liens élémentaires qui le compo-

sent, en sorte qu'on puisse sûrement mener par ce point un vecteur,

parallèle à l'un des axes, que le lien traverse n" 296 . Pour qu'un

lien défini par les formules

.r = (j{l),y = h{t), a^/<p,

i
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suit composé d'un nombre Uni de liens élcnienlaircs du lype.l, il

Tant et il sullit qne l'intervalle a, ^j puisse être décomposé en un

nombre lini d'inlct\ ailes pailiels tels que dans chacun l'une au

moins des Ibnctions g ^t , h f soit ou croissante ou décroissante.

La condition est suffisante; si, en elTet, dans l'intervalle (a', ^'

la fonction g{t\ par exemple, est croissante, l'équation x= g'I

définira / comme imc fonction continue et croissante de x dans

l'intervalle [7 a'
, 7 [J \ et la formule y= 1i[l) achèvera de définir

V conune une l'onction continue de x dans le même intervalle.

En se rept»rtant aux u"' 168 et 169 le lecteur reconnaîtra sans

peine que la condition est nécessaire.

307. — Considérons un lien du type Jb et soient (Xj), (oX),...,

;^X„ la suite des liens élémentaires du type .V qui le composent. Je

supposerai d'abord (jue le lien soit ouvert.

Le plan constitue un contimium sans frontière. Quand on en

supprime les points de \i), il reste un continuum (Ci), dont la

frontière -€st (Xi\ Si, de ce nouveau continuum, on supprime les

points de fXo) dont l'origine, mais non l'extrémité, appartient à la

frontière de ;Ci\ on aura un nouveau continuum Cj , dont la

frontière sera l'eiisendjle des points qui appartiennent à (X|~, et à

(X2 ; en supprimant ensuite, successivement, les [)oinls de ^Xs),...,

de {X„\ on parviendra à un contiiuuuii C„ , dont la frontière sera

le lien considéré. Tout point du plan qui n'est pas sur ce lien

appartient an continuum.

Supposons maintenant que le lien soit fermé : c'est alors, puis-

qu'il est simple, que l'exlrémilé de X„ comcide avec l'origine

de Xi. En supprimant du continuum C„ ,, dont la frontière est

formée des points de X, , \o X„_i , les points de X„ , dont

l'origine et re\tivniil<^ appartiennent à la frontière de (C„_i\ ou

[)cut former au plus deux continuums. On en forme effectivement

deux : considérons en elfet un vecteur AB qui soit traversé par le

lien en un point M et qui soit assez petit pour n'avoir aucun autre

point commun avec le lien fermé que le point M ; supposons que

ce lien soit parcouru dans \\\\ certain sens; les points A et B,

dont les ordres |)ar rapport au lien lernié dilTèrenl d'une unité, ne

peuvent a|)parlenii' au même conlinuuni. I/un des continuums

s'étend à riiilini : l'ordic Ac^ |toinls à rinliiii étant nul, il en est de
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même de l'orclrc d'un point quelconque du continiuini ; ce conli-

nuum est dit extérieur au lien fermé; raulre conlinnuni sera dit

intérieur.

En disant d'un poinl, d'un eusend)l(' de points, ([u'ils sont inté-

rieurs au lien lermé, on entend que ce point, que tous les points

de cet ensemble, appartiennent au oonliiuuim intérieur au lien : de

même, si tous les points d'un ensemble appartiennent au conti-

nuum extérieur au lien, on dira que cet ensemble est extérieur au

lien.

Supposons que le point Â soit intérieur et que le point B soit

extérieur au lien : l'ordre du point B sera nul; l'ordre de A est

-(- I ou — 1 suivant que le vecteur \B est traversé de droite à

gauche ou de gauche à droite. Tous les points intérieurs ont le

même ordre; par conséquent, tous les vecteurs analogues à AB,

qui vont d'un point intérieur à un point extérieur et qui sont tra-

versés par le lien sans avoir plus d'un point commun avec lui sont

traversés de la même façon, de droite à gauche, par exemple, si

l'ordre des points intérieurs est -+- i ; on dit dans ce cas que le

lien est parcouru dans le sens direct; il serait parcouru dans le

sens indirect si l'ordre des points intérieurs était — i, si tous les

vecteurs analogues à AB étaient traversés de gauche à droite.

Rappelons enfin qu'on ne peut passer par un lien continu d'un

point du continuum intérieur à un point du continuum extérieur

sans rencontrer leur frontière commime n" 291 .

308. — lleprenons la démonstration du théorème fondamental

en partant, non plus du plan, mais d'un continuum C\ dont je

désignerai la frontière par F .

Dans le présent numéro F'; désignera fin lien simple, ouvert

ou fermé, du l\pe^li, dont aucun point ne sera extérieur à l'Cj,

qui pourra être tout entier intérieur à C
,
qui pourra avoir un

point et un seul situé sur F , ou même comprendre un lien par-

tiel dont tous les points appartiennent à F . tous les autres points

étant intérieurs à C . On exclut la supposition oii F'^ aurait deux

points distincts A, B situés sur F^ et tels qu'on ne puisse pas

aller de l'un à l'autre par un lien qui fasse partie à la fois de (F')

et de F . On exclut aussi la supposition où tous les points de F')

appartiendraient à F^ : ainsi, il doit y avoir quelque lien élémen-
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laite ilii type A< qui l'ail pailic de I'" «-l qui csl iiilérieiir à C :

011 peiil donc inenei' un |)elil \( rieur iiitéiieur à (1 (jiii suit Ua-

versé par F .

Ceci posé, la nièuic dénionslration (pie dans le cas du [Aan.

montre que l'enseudjle des points de C qui restent après la sup-

pression des points de F qui appartiennent à C et non à sa

l'ronlière constitue un ou deux continuums.

Quand le lien h est ouvert, il resle un seul conliniuini dont

la frontière se compose évideniinent des points de F et de V'j.

Si, par exemple C est le voisina^^e \ f} du lien ouvert F' , il ne

reste qu'un oonlinuum quand on suppriiue de \ r) les points de

F) : on peut donc relier par une ligne brisée qui n'atteint pas

(F'y et dont tous les points sont à une distance de F', moindre

que r) deux points quelconques non situés sur F'y et à une dis-

lance de F' moindre que 6'.

Supposons maintenant, en revenant au cas d'un conliuuuni

quelconque C,, que ^F'^ soit fermé. 11 suilit de considérer un pe-

tit vecteur AB, intérieur à (G), traversé en M par F et n'ayant

pas d'autre point commun avec (¥') que M, pour reconnaître que

les deux points A, B dont le premier est extérieur et le second in-

térieur à F , ne peuvent appartenir à un mèmeconllnuum, quand

on a supprimé de G les points de I'' qui a[)parliennent a G .

Après celte supression, il resle deux continuums dont l'un Gj

est l'ensemble des points [tous extérieurs à F'
j

que l'on peut re-

lier à A par un lien intérieur à G qui n'atteint pas , F' , dont

l'autre G,' est l'ensemble des points [tous intérieurs à F',] que

l'on peut relier à B de la même facjon. ;G,y est l'ensemble des

points de G qui sont extérieurs à F';, (C,'"' est l'ensemble des

[)oinls de G qui sont intérieurs à F'\ Tout point de F'^ inté-

rieur à G est un point de la IVonlière de G, et de la frontière de

iC,") ; cela est clair s'il s'a^iit dun point ordinaire de I*' et, puis-

qu'une frontière est un ensemble clos, cela reste vrai pour les

points, en nombre Uni, où se raccordent deux liens élémentaires,

puisque ces points peuvent être regardés comme des points d'ac-

cunmlation de l'ensemble des points ordinaires. Les points de J^\

sont des points frontières, soil pour G, , soit pour G[ . Inverse-

ment, loul point frontière de G, , ou de G, , appartient soit à

(¥j, soil à (F'}.
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Si. par exemple, C est le vuisiiiaiic V r) Ju Hen fermé F'),

et si l'on supprime de ce voisinage les points de (F'j, il restera

deux coutinuums, dont l'un sera inlérieur à I' el l'autre exté-

rieur.

Revenons au cas général. Le lien fermé i^F'), qui sépare (C) en

deux continuums (C,) et (Ci'), sépare aussi le plan en deux conti-

nuums dont l'un (G) est l'ensemble des points du plan qui sont

intérieurs à ^F' i ; le continuum G contient donc G,'; ; pour qu'il

lui soit identique, il faut et il sullit qu'aucun point de (F) ne soit

intérieur à (F') ; cette condition, évidemment nécessaire, est suffi-

sante. Si, en elTet, on la suppose vérifiée, G' est contenu dans

(C) ou est extérieur à (G) fn" 300) ; or la seconde supposition est

inadmissible puisqu'il y a des |Doints de G intérieurs à (G ) ; un

point de (G'y appartenant à (G} et étant intérieur à (F') appartient

nécessairement à (G,) : les deux continuums (G'j et (G') sont iden-

tiques. Dans ce cas, la frontière de (G,') est évidemment (F), la

frontière de G,) se compose de F' et de (F'), lorsque (F) et (F')

n'ont pas de point commun ou ont un point commun et un seul.

Au lieu du lien T'y assujetti aux conditions énumérées plus

haut, considérons un lien fermé \^ , du type .fb, dont un point

soit intérieur à C^ et qui ne contienne à son intérieur aucun

point de (F). On reconnaîtra sans peine, comme tout à l'heure,

que l'ensemble des points de (G; qui sont intérieurs à (0) est

identique au continuum intérieur à (I>i, c'est à-dire à l'ensemble

des points du plan qui sont intérieurs à A^ . Les points de (<I>) sont

ou des points de G}, ou des points de F .

Reprenons le continuum (G, : considérons maintenant n liens

fermés F'), T". ..., [F*"'|, du type A,, tous intérieurs à (G^ et,

par conséquent, sans point commun à la frontière (F) de (C) ;

supposons en outre que les n liens fF'), (F"), ..., [F^"'] soient ex-

térieurs deux à deux les uns aux autres. Dans ces conditions, l'en-

semble des points inférieurs à G; et extérieurs à T'
,
(F"), ...,

[F*"'] constitue un continuum G„ , comme on le voit en procé-

dant de proche en proche : l'ensemble des points intérieurs à G;

et extérieurs à F'; constitue un continuum G, : l'ensemble des

points intérieurs à 'G,) et extérieurs à (F") constitue un continuum

(Gj que l'on peut tout aussi bien définir comme l'ensemble des

points intérieurs à G et extérieurs à la fois à F'^ et à F") ; etc
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Si aucun [)oinl de F n'est intérieur à 1"
' , I'' , .... jl""],

on peut dire que ces n derniers liens décomposent C en /i -1- i

continuuuis : à savoir, les /i continuums C , G' , ..., [C''"J res-

pecliveincnl intt'ricurs à ( F'\ F" , ..., |F""j et le continuum C„) ;

la frontière de ce dernier continuum se compose de la frontière

V de C et des liens (F'), (F";, ..., [F'"»]. Tout point de C qui

n'ai)parficnt à aucun des liens fF'), 'W), ..., jF'"'| appartient à

l'un des n -i- ! continuums et à un seul. Deux points de C„;

peuvent être reliés par un lien (une ligne brisée, si l'on veut qui

soit tout entier intérieur à C„} ; cela rc\icnt à dire que deux

points quelconques du continuum C . extérieurs aux liens fermés

F' , F' , ..., [F*"'| peuvent être reliés par un lien intérieur à ^C

et n'ayantaucun point commun avec les liens fF'), CF"). ..., [F*"*].

Il nous sera commode, un peu plus tard, d'avoir l'ait cette remar-

que évidente.

309. — Soient T} et (F'^ deux liens fermés du type .1 qui

n'ont aucun point commun, ou qui n'ont qu'im point commun,

ou encore qui ont un lien partiel commun, mais sans aucun point

commun en dehors de ce lien partiel ; soient G et T^ les conti-

nuums intérieur et extérieur à F^ ; soient G' et F' les conti-

nuums intérieur et extérieur à F' .

Remarquons d'ahord que, en vertu &e^ suppositions, chacun

des liens 'F), (F'), en faisant abstraction des points communs, s'il

y en a, est tout entier dans le continuum intérieur ou tout entier

dans le continuum extérieur à l'autre. Plaçons-nous, en elTet,

dans le cas où (F), i F'y ont un lien partiel commim. La partie du

lien F' ,
par exemple, autre que ce lien partiel commun, ne peut

pas contenir à la fois un point intérieur à F et un point extérieur

à F sans contenir un point de F~, contrairement à l'hypothèse.

Les points de I' . non situés sur F . sont donc tous intérieurs

à F . ou U)U<- extérieurs à V '
. Dès lors, les propositions éta-

blies au n" 308 s'a[)pliquent immédiatement.

L Plaçons-nous d'abord dans le cas où les points de I" non

situés sur F sont tous intérieurs à F . Il est aise de voir que les

>\ Si tous les points de (F') appartenaient à (F^, les deux liens ;^F'), (Fj

coïncideraient, ainsi que les continuums C et (C), (F) et (F'].

Ta^.xeby 11. — Introduction à la Théorie des fonctions 14
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continimnis T et ^C sont exlérieurs l'un à l'autre et sont rcspcc-

tivenienl inléiieurs à [V) et à Ci.

En elTct, puisque iT) ne contient aucun point de T . frontière

de C romnie de P , F est extérieur à (C) ou contenu dans

{C' ; il est extérieur à [V ou contenu dans T'). Or, [V) ne peut

être contenu dans C; dont tous les points sont à distance finie ;

il ne peut être extérieur à F
,
puisque (F) et ^F') ont des points

communs, à savoir les points très éloignés : (F est donc extérieur

à ;^C') et intérieur à F' ; au surplus, ces deux allirmations sont

équivalentes. G étant extérieur à F, est forcément contenu

dans (C .

Par des considérations analogues, et sans aucune peine, le lec-

teur établira les conclusions relatives au second cas, que je me
contente d'énoncer.

II. Lorsque les points de F'j non situés sur ; F^ sont tous ex-

lérieurs à 1^'
, deux sous-cas sont possibles.

i" F') et , C sont extérieurs l'un à l'autre et sont respective-

ment intérieurs à F et à C . Ce cas n'est pas réellement distinct

du cas I : seulement le rôle des lettres accentuées et des lettres

non accentuées est interverti.

2" iT] contient [C'., F' contient 'C)
; ^C) et (C) sont exté-

rieurs l'un à l'autre.

Que les deux cas puissent se présenter elïectiveiuent, il suilil

pour s'en assurer de penser au cas où F) et (F') sont deux cercles.

Remarquons encore que si l'on supprime du plan les points de

F et de F' , il reste trois conlinuums.

Dans le cas I, ces trois conlinuums sont : le conlinuum 'C j, de

frontière ^F ) ; le continuura F , de frontière (F); un continuum

intérieur à C est extérieur à (C), qui n'est autre que le conti-

nuum C)^ ensemble des points de ^C; qui sont extérieurs à (¥') ;

sa frontière, lorsque (F'^ est tout entier intérieur à (C, se compose

des liens (F;, (F'j. Les circonstances sont analogues quand on se

place dans le sous-cas i° du cas IL Enfin dans le sous-cas -2" du

même cas II, les trois continuums sont le contiiumm (1 , le conli-

nuum ^C et le continuum ensemble des points extérieurs à la fois

à F et à T' , dont ces deux liens constituent la frontière.



(.iiM'iTi'.r. i\. — iwcAcr: CKOMKTninrF: ;)ii

310. — Je v.iis luainlenant éluclier la ligure formée pai le lien

Icrmr h' . du tvpe A, et par un lien simple f'T) du type A,, qui

joint ' deux points Ko, Ki de F et n'a aucun point comninn

avec F en dcliois des points Ko et Ki. Je désignerai par T' l'en-

serablc des points du lien T autres que Ko el Ki ; T' est tout

entier intérieur soit au continumn C intérieur à F , soit au

continuum T extérieur à F .

Les deux points Ko, Ki partagent ^F en deux liens partiels que

je désignerai par $') el [^''). (^') et (T^ d'une part, <!>" et ï
d'autre part, forment des liens fermés du type â> que je désignerai

par F' el (F' . Soient enfin G ) et G" les continuums intérieurs

à ces liens, T'^' et T*" les continuums extérieurs. Plaçons-nous

d'abord dans le ras où T est tout entier intérieur à TC ;
. D'après ce

que l'on a dit au n" 309. les continuums G' et (G" sont intérieurs

à ; F ; aucun de ces continuums

ne contient de point appartenant

à la frontière de l'autre ; il faut

donc qu'ils soient extérieurs l'un à

l'autre ou qu'ils soient identiques

(n" 300 : cette dernière alterna-

tive doit être rejetée puisque les

deux continuums n'ont pas la

même frontière. D'autre part, quand on supprime de (G les

points de (F') qui appartiennent à G , c'est-à-dire les points de

(T'^, il reste deux continuums dont l'un est G' ; en regar-

dant T comme appartenant à F' , on voit qu'en supprimant T')

Cj Si l'on considère un point K. de la frontière d'un conlimiura, il n'est

pas évident qu'on puisse le relier à un point quelconque du continuum par un

l>en intérieur au conlinnuni, sauf son origine K. ". cela, toutefois, résulte

immédialcment de la déCnilion d'un continuunx, si Je point K peut être

regardé comme l'origine d'un petit vecteur appartenant au continuum, sauf le

point K lui-même. Si, en particulier, la frontière comporte un lien élémen-

taire du type J[i, tel que les vecteurs suffisamment petits et parallèles ù l'axe

des V, |)ar exemple, cpii sont traversés par ce lien sont ainsi divisés en deux

parties dont l'une est intérieure au continuum, tous les points du lien élémcn-

laire, sauf peut-être son origine el son extrémité jouiront de la propriété consi-

dérée. Tout les points ordinaires d'uTi lien fermé F du type A' jouissent de

œttc propriélé. Deux de ces points peuvent être reliés par une ligne brisée qui

soit, sauf son origine et son extrémité, tout entière intérieure à F ou tout

entière extérieure.
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de (C), il doit rester deux continuuiiis dont l'un a^l C") : Puisque

les douv conliinunns G' et X ' sont distincts, il faut bien que les

deux continuums qui subsistent lorsqu'on supprime "1" du conti-

nuum ^^C soient précisément C et ^C"..

Un point du plan qui n'appartient ni à ^Fy ni à T peut n'appar-

tenir à aucun des trois continuums (G), (G'}, (G") ; il a})partient

alors au continuum F' extérieur à (F) ; s'il appartient à l'un des

trois continuums, il appartient à deux et à deux seulement.

En pensant à un petit vecteur traversé soit par f$' , soit par (<!';,

soit par (T'}, on reconnaît immédiatement la vérité de la proposi-

silion suivante :

Un mobile qui décrit successivement les liens fermés (F'), (F")

dans le sens direct, se trouve avoir décrit le lien F^ dans le sens

direct et, en plus, le lien ouvert (T) deux fois, mie fois dans un

sens, une fois dans le sens opposé.

Fig. iG.

Supposons maintenant que (T') soit extérieur à [C) : puisque

G^ ne contient aucun point de ^F'\ C^ est intérieur à (G) ou

extérieur à G' . Les deux cas peuvent d'ailleurs se présenter.

Les frontières des deux continuums [C] et (G'^ ont en commun
le lien ,^^>'y : si le premier continuum est intérieur au second, le

reste <ï>" de sa frontière est aussi intérieur à G'^ , sauf les points

Ko et Kl, en sorte qu'on est ramené au cas que l'on vient d'exami-

ner, si ce n'est que (F') remplace (F) et que {$") remplace (T) :

le lien (4>"y partage (G') en deux continuums (G) et (C").

Si ^G) est extérieur à (G'}, on est dans le cas, examiné au

n" 301. de deux continuums, extérieurs l'un à l'autre, qui ont une

portion de frontière commune et dont la réunion par la suppression

de la frontière commune^, constitue le continuum (G'); sauf la
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(lill«'rcncc des noialion?, c'est encore la lijifiiie examinée en premier

lieu.

\u surplus, cc^ di\ers rcsullats se lirent sans peine de la propo-

sition du n" 297 : les trois liens fermés F , F' , 'F" sont consti-

tués en prenant deux des liens <I>' , (<!>";, (T) qui joignent K,, cl

Kl : on peut toujours s'arranger, en choisissant convenablement

les sens de parcours, pour que la somme des ordres d'un point

quelconque par rapport à 1'
. F'\ F") soit nulle : on en conclut

fju'un point doit être extérieur aux trois liens ou à un seul de ces

trois liens, etc.

311. — On a souvent à considérer des liens composés de liens

élémentaires du type .1) et formés d'un lien simple ouvert AB et

d'un lien fermé simple passant par le point B et auquel le lien AB
est extérieur, sauf le point B. Je désignerai un tel lien sous le nom

de laccl, le lien simple \B étant la iitje et la courbe fermée la

boucle du lacet. Saul" dans le cas où la

lige n'existe pas, parce que les points A

et li sont confondus, un lacet n'est pas

un lien du type X puisque ce n'est pas

un lien simple. Décrire le lacet, c'est °' ''

décrire d'abord la lige AB, en allant de l'origine \ vers l'extré-

mité B, puis la boucle, puis la tige de B vers \. Suivant qu'on a

décrit la boucle dans le sens direct ou dans le sens indirect, on

dira qu'on a décrit le lacet dans le sens direct ou dans le sens

indirect.

Un point qui n'appartient pas au lacet lui est intérieur ou exté-

rieur suivant qu'il est intérieur ou extérieur à la boucle.

Si on considère un conlinuum C cl un lacet dont tous les

points appartiennent au continuum, sauf peut-être l'origine qui

peut appartenir à la frontière, et qu'on supprime de ''C tous les

points du lacet sauf l'origine lorsqu'elle ap[)artient à la frontière .

il restera deux continuums. En elVet, quand on supprime la tige

(sauf peut-être l'origine,, il reste un continuum C ; on est alors

ramené au cas où l'on supprime d'un continuum les points d'un

lien fermé simple la boucle qui a \\n point commun l'extrémité

de la tige avec la frontière. L'un des deux continuums est intérieur

à la boucle, et l'autre extérieui-. Le premier se confond avec l'en-
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semble des points du plan intérieurs à la boucle si celle-ci ne

contient à son intérieur aucun point de la frontière de (C).

312. — Considérons un lien fermé F . du type Jh, le conti-

nuum C intérieur à ce lien fermé et, comme à la fin du n" 308,

Il liens fermes 'F'), (F" ,..., [F'"'], du type .i, tous intérieurs à F)

et dont cbacun est extérieur aux autres; Le continuum {G„), en-

semble des points de (C) qui sont extérieurs à (F'), (F*),... [F*"'], a

pour frontière les liens (F;, '¥'), (F"),..., [F*"'] ; pour abréger, je

désignerai cette frontière par (H). Un mobile qui parcourt F)

dans le sens direct et (F'}, (F"),..., [F'"*], dans le sens indirect

traverse de droite à gauche les vecteurs qui vont de l'intérieur

de C,,' à Textérieur et cela sur quelque partie de la frontière que

se trouve le mobile; pour cette raison, il convient de dire que le

mobile considéré parcourt la frontière (H) dans le sens direct.

Je désignerai sous le nom d'ordre d'un point non situé sur H),

par rapport à H , la somme des ordres de ce point par rapport

aux liens fF), (F'),... [F<"'] parcourus dans le sens qu'on vient de

dire. Il est clair que l'ordre, par rapport à (H), d'un point exté-

rieur à ^C et, par conséquent aux /i + i liens (F), (F'),..., [F*"']

est nul, puisque Tordre de ce point par rapport à chacun de ces

liens est nul ; l'ordre par rapport à H d'un point intérieur à (F')

est encore nul, car il est la somme de Tordre par rapport à (F)

qui est égal à + i , de Tordre par rapport à (F'^ qui est égal à — i

,

des ordres par rapport à (F^, (F*^,..., [F^"^] qui sont tous nuls;

on voit de même que Tordre par rapport à (H) d'un point inté-

rieur ù ;'C„ est égal à i. On voit donc qu'en prenant les ordres

par rapport à II), les choses se passent comme pour un lien

fermé du type Jl : les points extérieurs à Ch) ont un ordre nul,

qu'ils soient d'ailleurs extérieurs à 'F] ou intérieurs à l'un des

liens 'F'\ F";,..., [F'"'] ; les points intérieurs à (C„} ont un ordre

égal à I .

Je veux maintenant montrer qu'on peut décomposer le conti-

nuum ^Cn en deux continuums, dont chacun est le continuum

intérieur à un lien fermé du type Jb, et cela au moyen de n -f- r

liens du type A>, dont chacun, isolé des autres, est tout entier

intérieur à C,,', sauf son origine et son extrémité (*), le premier

('j La figure est faite en supposant h = a.
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y.a ira il un point a do F à un point a' de F , le second jS'a"

d'un point ^'3 de F^ à uu point a de ^F'j,..., le dernier fj^"^[l, d'un

point .j"" de F^<"* ù un j)oint ^'3 de 'F). Les points a, a', |^',..., ^
peuvent être pris arbitrairement sur les liens auxquels ils doivent

appartenir, pourvu que ce soient des points ordinaires et que les

deux points qui aj)partiennent à un même lien soient distincts.

Cbacun des liens l'ormcs V , F ;, F .... est ainsi décomposé

en deux liens partiels par le couple de points situés sur lui. Aûn

de distinguer ces doux liens partiels, imaginons que chaque lien

fermé soit parcouru comme on l'a expliqué plus haut, en sorte

que 11^ soit parcouru dans le sens direct; soient <I>^ et <P, les

deux parties de F que le mobile parcourt .la première de a à ^3,

la seconde de ^3 a a ; soient de même '^') et i^[ les deux parties

de F' que le mobile parcourt, la [)remière de y.' à ^>', la seconde

de jS à a' ; etc.

J'arrive à la démonstration qui montrera comment on satisfait

aux diverses conditions imposées, une fois qu'on a choisi les

points a, a',..., ^j comme on l'a expliqué.

Pailons du continuum C . 11 résulte d'abord des conditions

imposées aux points a, y.'. ['J , ..., [j et de la remarque faite à la

fin du n ' 309 que l'on peut mener un lien de a à a qui soit tout

entier, sauf son origine a, intérieur à C^, qui n'ait pas de point

commun avec F' , sauf a', qui, enfin, n'ait aucun point commun
avec F"), •¥'"), ..., [F""] ; le lien aa' peut être i-egardé comme la

tige d'un lacet L') dont la boucle serait F' ; l'ensemble des

|MjlnLs de G qui sont extérieurs à L constitue un continuum
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G') dont la iVonlic'tc ol formée de Fi et de L' : les liens F"),

''F'"\ ..., [F<"*] sont intérieurs à G' ; on peut nienci- un lien de

:> à a qui soit tout entier, sauf son origine
f-j'

, intérieur à G'
,

qui n'ait pas de point commun avec (F" sauf a", qui, enfin, n'ait

aucun point commun avec F'";, ..., |F<"']. Le lien jj'a" peut être

regardé comme la tige d'un lacet ^^L" dont la boucle serait le lien

F : l'ensemble des points de G' qui sont extérieurs à F") con-

stitue lui continuurn (V dont la frontière est formée de F) et

des lacets ^L' , X";. On peut continuer ainsi; on parvient à un

continuurn G„ , dont la frontière est formée de I'') et des lacets

[L' , L^, ..., [L'"'J ; c'est l'ensemble des points de C qui sont

extérieurs à ^F'\ (F";, ..., [F<"*| et qui ne sont pas sur les liens

aa', jS'-a", fi"ryJ", ..., j5<"-'* a"" ; ou, si l'on préfère, l'ensemble des

points de C„ qui ne sont pas sur ces derniers liens.

Jusqu'à présent, tout en modifiant à cbaque fois la frontière du

continuum, on n'obtenait jamais qu'un conlinuum ; seulement,

à cbaque fois, on diminuait le nombre de morceaux dont se com-

posait la frontière, en sorte que maintenant cette frontière esl,

comme on dit, d'un seul tenant ; pour la décrire, on peut, en par-

tant par exemple du point a, décrire successivement 0) (^^^1)5

aa', <!)'
, ,3'a". ..., [(J)'"»], [a><">], a(">j3*"-'>, ..., :(py , a'a; le lien

formé ainsi n'est pas simple : cbacun des liens partiels a7.', p'a", ...

que l'on a introduits est décrit deux fois, une fois dans un sens,

une fois dans l'autre; le reste se compose de la frontière II du

continuum G , décrite dans le sens direct. Si, maintenant, on

mène un lien intérieur à G„ , sauf son origine et son extrémité,

qui joigne JS» à ^'5, on a aclievé la décomposition : on va voir en

effet que les points de (G„ qui n'appartiennent pas au lien
^„l^,

forment deux continuums G^}, GJ', : le premier est le continuum

intérieur au lien fermé du type A>, dont la frontière (IV] se com-

pose des liens partiels

(4>), pp'"), [.}.;«'], a'"lp<"-»), ... {'P[), a'a;

le second est le continuum intérieur au lien fermé du t\pe .li, dont

la frontière II' se compose des liens partiels

aa', (1>'), pV [<i^i"i\, ^'"ip.
(4.,).

On voit d'aboid, comme au n" 310, que ces deux continuums
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^'n,^ v^H ^'J"'' l*^'"^ cleii\ iiiléricurs à G„, et cxlciicnrs l'un à

l'aulre. Il rcslc à montrer (jnc loni point clo G„) qui n'appartient

[)as au lien
fj""^ ou, ce qui revient au niènic, tout point de (G,,)

qui n'ap[)arlient à aucun des liens aa , fj'y.\
..., j';""|3 appartient

soit à (G^ soit à G", . Gela résulte immédiatement de ce que l'or-

dre d'un point quelconque par rapport à II est la somme des

ordres du niruic point [)ar rapport ;iu\ liens Termes (H'), (H"), le

mouvement sur ces liens l'ermés correspondant à la succession des

liens partiels qui les composent, tels qu'ils sont énumcrés plus

haut : dans celte dernière somme, en elVet, se retrouvent toutes

les parties qui constituent l'ordre [)ar rapport à II , et en outre

des [)arties relatives aux liens partiels qui se détruisent manifeste-

ment. Gcci posé, si 1 on considère un point de C, , la somme de

ces ordres par rapport à II , H") doit être égale à r ; ce qui sup-

pose que l'un des deux ordres est i et l'autre o, c'est-à-dire que

le point considéré est intérieur à l'un des liens, et extérieur à

l'antre.

313. — On a vu au n" 310 cominonl, en parlant du conlinuum

(C inléiieur a un lien fermé (F du tvpe A), on [)ouvait. au moyen

d'un lien intérieur à ce conlinuum et joignant deux points de sa

frontière, le décomposer en deux continuums intérieurs eux-

mêmes à deux liens fermés du type X: comment, en décrivant ces

deux derniers liens dans le sens direct, on se trouvait avoir décrit

la frontière du premier conlinuum dans le sens direct et le lien

intérieur deux fois, dans des sens opposés. On peut décomposer

delà même façon l'un ou l'autre des deux continuums partiels, ou

tous les deux, el continuer de la même façon. En procédant ainsi,

par dichotomie, on suhdivisera C en m continuums partiels

c, , (\, , ..., c,„ ayant rcsj)cclivemcnt pour frontières des liens

fermés y, , f.^, ..., •

f,„
du In pe .1' . Les conlinnums (Cj), (c^),

..., ('„,), tous intérieurs à G , sont extérieurs les uns aux autres.

Tout point de G appartient soit à l'un des continuums c,\ c.^),

..., (fni , soit i'i la frontière d'un de ces continuums. Les liens

fermés simples J\ , f, , ..., /„, ont des parties intérieures à G)

qui a[>[)artiennent à la fois à deux frontières : rpielques-uns au

moins ont des [)arlies sur (F .

Tout point de I'' apparlienl d'ailleurs à l'un des liens ''/,), (/j),
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..,, {/m 9 eu sorte que si. nu lieu des conlinuums C , fci^ , c.,,,

...^ €„i, on considère les conliauunis complétés par leur frontière

(C) +- (F), (c,) H- /,), Ci! -+- /j), ..., :^Cm) -+- [fm, on peut dire

que tout point appartenant an premier appartient à l'un au moins

des m suivants, et que tout point qui appartient à l'un de ces m
derniers appartient à C> Si l'on parcourt chacun des liens

fi - fi f '••> fm, dans le sens direct, on se trouve avoir fmale-

ment parcouru F une fois dans le sens direct et chacune des par-

ties de (fij, f, •••, [fn qui appartiennent à C deux fois dans

des sens opposés, en sorte que, si l'on considère un point qui n'ap-

partienne à aucun des liens ^/, , f^ , ...,
f,,,-^,

et si l'on regarde

tous ces liens et le lien F comme étant parcourus dans le sens

direct, on peut affirmer que l'ordre de ce point par rapport à F)

est la somme des ordres de ce point par rapport à /, ), /^; , . . ., (/»»)•

Tout cela apparaît clairement en procédant de proche en pro-

che. On ne fait jamais qu'appliquer les propositions du n" SIO.

J'ai supposé qu'on parlait d'un continuum X intérieur à un

lien fermé du type .l> ; on aurait pu aussi bien partir d'un conti-

nuum tel que le çpntinuum C„ du numéro précédent et de sa

frontière H , composée de n -h i liens fermés du type Ja. On
commencerait par décomposer ce continuum, au moyen de /i -h i

liens du type .h, comme on l'a e\])liqué dans le numéro précé-

dent ; le reste est évident.

Peut-on toujours, en poussant la décomposition assez loin,

s'arranger pour que l'écart de chaque conlinuum c, , V, ' •••' S">j

soit moindre qu'un nombre positif arbitrairement donné à l'avance?

Que la réponse doive être affirmative, c'est ce qui ne parait guère

douteux. La proposition n'est pas sans importance, à cause des

conséquences qu'on en tire. On peut évidemment se borner au cas

où il s'agit du continuum intérieur à un lien fermé du type Jk>.

Pour rendre la démonstration aisée, je me bornerai à un cas un

peu plus partÎCTilier.

314. — Je désignerai sous le nom de liens du type Jb' des liens

simples ouvert.-^ ou fermés, composés d'un nombre fini de liens

élémentaires, qui peuvent d'ailleurs appartenir à deux espèces dif-

férentes :

Les liens élémentaires de la première espèce, que j'appellerai
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côléîj \ soiil siMipleinenl des segiucnls de ilroile pa^allèle^ à l axe

des y. Les liens éléinenlaiies de la sccmide espèce, que j'ajuiellerai

côlés (\) doivent [)ouvûir être délinis par des formules telles que

où/[x) est une fonction continue de x dans l'intervalle a,
fj,.

Soit (F) un lien fermé du type Jo' et G^ le continuuni intérieur

à ce lien.

Quand ou parlera des cotés d'un tel lien, on devra toujours

entendre que ces C(jlés sont aussi étendus que possible : chaque

côté (\) devra être borné au point le plus bas et au point le plus

haut possible ; en d'autres termes, aucun côté (Y) ne peut être

contigu à un autre côté (Y) ; de même deux liens partiels définis

respectivement })ar les formules

y=g{x), ?^x^-f, m=g{^)>

doivent être regardés comme appartenant à un même côté (Xy. La
sommet de (F) est un point où se réunissent un côté (Y; et un côté

(X), ou deux côtés '\). D'après ce qu'on vient de dire, une paral-

lèle à l'axe des y menée par un sommet où se réunissent deux, côtés

fX) laisse ces deux côtés soit à sa droite, soit à sa gauche. Un côté

est borné par deux sommets.

Les liens fermés simples ainsi constitués peusent ne contenir

aucun côté ^Y), mais il est clair qu'ils contiennent au moins un

côté X) ; on prévoit qu'ils en contiennent au moins deux ; c'est

d'ailleurs ce qui va être éclairci.

Un côté (\) traverse la parallèle à l'axe des y menée par ses

points ordinaires ; on convient de regarder la direction de ces pa-

rallèles comme étant la direction positive de l'axe des v. Soient M
le point où une telle parallèle est traversée, P et Q Aeux points de

la parallèle situés de part et d'autre de M, assez près pour qu'il n'y

ait, en dehors de M, aucun point de (F) sur le segment PQ ; les

ordres des points P, Q par rapport au lien ¥), parcouru dans le

sens direct, diffèrent d'une unité ; l'un de ces points, P par exem-

ple, appartiendra au coulinuuni G,, l'autre lui sera extérieur :

tous les points du segment MP, autres que M, appartiendront alors

à (G), et même tous les points de ce segment, prolongé au-delà de
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P. tant (ju on n'aura pas altcinl 'F . Comme les points à l'infini

sur le prolongement de ce segment sont extérieurs à (G , il faut

que ce prolongement rencontre (F) en un second point. Ainsi toute

parallèle à l'axe des y qui rencontre un côte (X) rencontre néces-

sairement un second côté (\). Le lien (F contient au moins deux

cotés W
S'il n'en contient que deux, toute parallèle à l'axe des y qui rcn-

contro l'un de ces cotés rencontre forcément l'autre. Le lien ^V )-

ne peut alors se composer que des deux cotés Aj définis respecti-

vement par des formules telles que

SV = /(.r), a^x^P.

et des deux cotés (Y) qui joignent les points [7., f'y.]], [a, fj '7.
]

d'une part, les points \[^,ffij\, [jS, .7^1 d autre part; le premier

de ces côtés ^ disparaît d'ailleurs si l'on ^ f c/. ^= (j c/.j, et le

second, si l'on a/ ^S = (j '^]. Il est à peine utile de dire que la

iliiïérence f x — ^ v^} i^e peut, puisque le lien est simple, s'an-

nuler dans l'inlervalle 7., ^j) pour aucune valeur de ./; autre que

a ou |3. En abusant un peu du mot, je désignerai, dans le présent

nuniéro, sous le nom de Irapczc, l'ensemble des points appartenant

soit au lien fermé simple du type considéré et n'ayant que deux

cùtés \\), soit au conlinuum intérieur à ce lien fermé simple. Si

les deux côtés sont définis par les formules ^i et si l'on suppose

f X <C g X pour a << a; <; ^j, ce continuum intérieur sera l'en-

semble des points x, y dont les coordonnées satisfont aux condi-

tions

r^a dénomination de Irapcze continuera d'être employée, lors même
qu'il n'y aurait point de côté ^ .

11 est clair qu'une parallèle à l'axe des y dont l'équation est

.' = a y. <i a <C ^'j décompose le précédent trapèze en deux tra-

pèzes, et que, par suite, un trapèze peut être subdivisé, au sens du

précédent numéro, en trapèzes tels que la distance entre les deux

G<'»tés '\
^
qui limitent chacun d'eux soit aussi petite qu'on le vou-

dra ; il est clair aussi que ces nouveaux trapèzes peuvent être sub-

divisés par des parallèles à l'axe des x en rectangles et en trapèzes;

i
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que, enliii, le lia[)czc piiiullllpcul ùUc siilnli\isc, [)ar (liclioluiuif,

en rectangles et en trapèzes tels que l'écart île rliaciin d'eux soit

aussi petit qu'on le voudra.

Donc, pour démontrer que la ligure formée par un lien ferme

(F du lyi)e considéré el par le conllnuum C intérieur à F peut

être subdivisée en conlinuums com[)létés par leurs frontières dont

les écarts soient aussi potils qu'on le veut, il suffit de prouver que

cette figure peut être subdivisée en trapèzes. On y parviendra sans

peine, par induction, en montrant qu'une figure de l'espèce con-

sidérée, qui n'est pas un trapèze, peut être décomposée en deux

autres de la même espèce, dont cbacune a moins de cotés X que

la [)ro[)Osée. C'est cette démonstration qui \a mainlcnanl nous

occuper ; on raisonnera sur le lien F) et lecontinuum intérieur (C).

Considérons un segment de droite AV parallèle à l'axe des j,

joignant deux points A. A situés sur F; et dont tous les points,

autres que A et A', soient intérieurs à (C). Les points A, A' dé-

composent (Fj en deux parties et le segment AA' décompose (C)

en deux continuums partiels dont les frontières respectives sont

formées de l'une des parties de F et du segment AA', commun
aux deux frontières. En d'autres termes, la frontière de cbaquc

continuum partiel se déduit de F en conservant l'une des parties

de F^ et en remplaçant l'autre par le segment AA' ; si donc la

partie de (F) que l'on a supprimée contient un côté (X) de (F) tout

entier, la partie conservée contiendra sûrement un côté (^X) de

moins que F et il en est de même de la frontière obtenue en lui

adjoignant le côté A A', qui est du type (Y\ Donc, toutes les fois

qu'on j)ourra mener un segment AV parallèle à l'axe des y. dont

les extrémités A et V sont sur (F , dont tous les points, autres que

ces extrémités, appartiennent à C), tel enfin que les deux parties

de {F que déterminent les points A, A' contiennent cbacune un côlé

entier de ^F) du type (X , la réduction annoncée sera elfecluée.

Si les autres conditions imposées au segment AA' sont vérifiées,

la dernière l'est aussi lorsque l'un des points A, A', le point \ par

exemple, se trouve être un sommet. Ce sommet, en effet, peut être

commun soit à deux côtés X;, soit ù un côté \ cl à un côté (Y .

Dans le [)remier cas, les deux côtés (X) qui se réunissent en A,

n'ont i)as d'autre point commun avec AA' que le point \ : ils ap-

partiennent donc tout entiers, le premier à l'une des parties de F ,
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le second à l'aulie pailic. Dans le second cas. soit P le sommetdu

côté (Y\ autre que A. Le segmentW dont les points, saufA et

A', sont intérieurs à (C) ne peut être que sur le prolongement, au-

delà de \. du coté AP : il ne peut avoir dautre point que le point

A commun avec le côté X qui passe par \, il n'a aucun point

commun avec le cc>té X^ qui passe par le point P ; le premier de

ces côtés \ appartient tout entier à l'une des parties de F ; le

second côté \ , ainsi que le côté AP, appartient tout entier à

l'autre partie. Dans les deux cas, le segment AA' permet d'efl'ec-

tuer la décoTuposition annoncée.

Considérons un côté \ de F , défini par les formules

V =m. ?;

je désignerai par A et B les deux sommets, d'abscisses res[)ectives

a et jS, que joint ce côté; pour fixer les idées, je supposerai que,

sur ce côté, l'abscisse d'un mobile qui décrit (F) dans le sens di-

Fig. 19. Fig. 20.

rect va en croissant ; alors ce côté traverse les parallèles à l'axe des

y de gauche à droite ; les points voisins appartiennent à (C) ou

non, suivant qu'ils sont au-dessus ou au-dessous de ce côté.

Considérons maintenant le second côté BC qui part du point B
et supposons d'abord que ce soit un côté X ; la jiarallèle à l'axe

des y menée par le point B laisse alors à sa gauche les deux côtés

BA, BC ; les points voisins de BC sont intérieurs ou extérieurs au

continuum 'C suivant qu'ils sont au-dessous ou au-dessus de BC.

Deux cas sont d'ailleurs possibles, suivant que le côté BC est, dans

le voisinage du point B, au-dessous ou au-dessus du côté BA.

Dans le premier cas, c'est, au voisinage de B, les points situés

au-dessus de BA, au-dessous de BC, sur la parallèle à l'axe des y
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menée par le |»oinl Jî ou à droilc de celle parallèle qui a[>pai-

lienncnt au conlinuum C et non les points situés en'lre les deu\

cotés BA et BC ; c'est l'inverse dans le second ca*;.

Soil, dans le premier cas, B le ]uemici- point oîi la parallèle à

l'axe des r menée par le point H et proloniréc, soit vers le liant, soit

vers le bas. rencontre F ; le sej^rmenl de droilc lili cpii appartient

tout entier au continuum sauf les points B et IV permet évidem-

ment d'eiîectuer la décomposition demandée.

Snjiposons maintenant que le côté BC soit im cùlé \ , il peut

descendre ou monter à |)arlir du point B ; le lecteur reconnaîtra

sans aucune peine la iaçtm dont sont placés les points voisins des

côtés AB, BC qui appartiennent au conlinuum C et s'assurera

que dans le premier cas, le prolongement du côté CB vers le haut,

au-delà du point B. pénètre dans le conlinuum et que si on dé-

signe par B' le premier point où ce prolongement rencontre ^F^,

tB' tC

le segment de droite BB' [)ermel encore d'cllectuer la décomposi-

tion cherchée. Si le côté BG monte à parlir du point B, le côté

suivant, qui part de C, [)eut cire à droite ou à gauche de BC ; «'il

est à droite, on reconnaît encore que le [)rolongemcnl de BC vers

le haut, au-delà du point C pénètre dans le continuum (C), en

sorte que si l'on désigne par C le premier point oîi le prolonge-

ment rencontre F . le segment CC répond encore à la question.

Des observations toutes pareilles se rapporteraient au sommet \

et aux côtés voisins. En réunissant toutes ces observations on re-

connaît que les seuls cas qui échappent à la démonstration sont

les suivants :

1' Les côtés AQ, BC, autres que AB. qui passent par les points

\. B sont des côtés Y. qui, à parlir des points A. B montent vers
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le liaul ; le cùlé Ql\ aulic que Al^) qui passe par le point Q est un

côté \' situé à droilc de AQ ; le coté CD, autre que B(,. qui

passe par le point C est un coté X; situé à gauche de BC.

2° Les autres cas rentrent dans celui-là, en supposant que le

point Q se confonde avec le point A, ou que le point C se confonde

p
avec le point li ; les droites AQ et BG
doivent alors être remplacées par les

parallèles à l'axe des v, menées par les

points \ ou B. Si, par exemple, C est

confondu avec 1>, il faut entendre que

le coté, autre que AB, qui part de B
est un coté X} situé à gauche de la

parallèle à l'axe des y menée par B.
''~' ~

'

Je ne m'occuperai que du cas i".

Définissons, dans l'intervalle (a, ^ la fonction h 'x] j^ar les

conditions suivantes : pour a: = a et pour x = ^, ses valeurs res-

pectives sont les valeurs des ordonnées des points Q, C ;
pour x

compris entre y. et ^j, sa valeur est celle de l'ordonnée du premier

point de F que l'on rencontre en s'élevant sur la parallèle à l'axe

des y à partir du point [x, f[x)\, en sorte que tous les points du

segment qui va du point [x, f'x)] au point [x, h V] sont, sauf ces

deux points, intérieurs à C . On reconnaît très aisément que la

fonction h x , définie sans amhiguïté dans tout lintervalle a, ^^

est continue à droite pour ^c = a et ^à gauche^ pour 5c = p,

qu'elle est continue pour toute valeur x^ comprise entre a. et |v

telle que le point [x^, Ii'Xq] ne soit pas un sommet, parce que,

alors, quand X est suffisanmient voisin de Xq, le point [x, h'x]\

reste sur le côté qui contient le point [x^^, h{x^]. Lorsque ce der-

nier point est un sommet, ce sommet peut être le sommet qui li-

mite un côté (X) à droite ou à gauche ; la fonction h 'x] est alors

continue, pour x = x^, à gauche ou à droite. Comme cas particu-

lier x„ peut être l'ahscisse commune à tous les points d'un côté

(Y) qui joint le sommet de droite d'un côté ''X; au sommet de

gauclie d'un autre côté X). Dans tous les cas, si a;^ est un nomhre

intérieur à l'intervalle (a, [i' pour lequel la fonction h[x) est dis-

continue, le segment qui va du point [xq, f{x^,)^ au point

[Xq, h(x^,], qui est un sommet, permet d'ohtcnir la décomposition

demandée du continuum X\
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Le seul cas qui rcliapporail inainl(Mianl à la di-iiioiisliation serait

celui où la fonclion liUi\ scrail conliniic dans tout rinloivalle

a, ^ ; mais alors le lien constilm' [)ar les deux côtés AQ, BC, du

Ivpo ^ cl les deux cotés \ que dénnissenl les loinudes

y=f{x), a^a:<p.
y = h{x), '^<a-^p,

serait fermé ; V se réduirait à ce lien, on aurait allaire à un tra-

pèze.

La démonstration est terminée.

On vient d'établir que l'ensemble parlait C) -h F^ formé des

points qui appartiennent soit au lien fermé simple (V), du type .1/,

soit au conlinuum ! C intérieiu' à ce lien, pouvait être décomposé

en deux ensembles parfaits (C) + (F'), (G") H- (F"), constitués

comme l'ensemble proposé, mais avec des frontières T'), (F"; qui

ont cliacune un ou plusieurs côtés \i de moins que (F) : ces

frontières ont une partie comnume, à savoir le segment de droite,

parallèle à l'aNC des y, qui a servi à elTectuer la décomposition ; en

dehors de ce segment de droite, elles n'ont pas de point commun ;

les deux conlinuums 'C'}, (G") sont extérieurs l'un à l'autre; en

supprimant la frontière commune, ils se réunissent, ainsi qu'on

l'a expliqué au n'' 301, [)Our reproduire le conlinuum G .

Geci ra|)pelé, considérons, comme à la (in du n" 302, un

point fixe O extérieur à l'ensemble (G; -i- (F), une direction

fixe D partant de ce point et un point variable M ; si l'angle

dont les côtés sont D et OM peut être défini comme une fonction

continue du point M dans chacun des^ ensembles parfaits

G' -I- (F'), (G") -h (F"), il pourra être défini comme une fonction

ronlinue dans l'ensemble G) + F\ ainsi qu'on l'a expliqué au

n" 302. Dès lors il suffit de remarquer que l'angle considéré peut

être défini comme une fonction continue de M dans un trapèze et

d'applicpier le procédé d'induction, comme on l'a fait dans le pré-

sent numéro, pour démontrer que cet angle peut être défini comme
une fonction continue du point M dans l'ensemble (G + ,Fi;

c'est ce qui avait été annoncé au n" 302.

315. — Keprenons les notations du n" 313 relatives à un lien

fermé F , du type ,1, frontière du continuum intérieur (G et à la

TAN.tEBT II. — Iniro ludion à la Théorie ilc? fondions 15
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décomposition dicholomique de l'ensemble C -H F^ en ensembles

(c,) -t- /, , (\, + /ï , .... Cm -+- (/m) dont les fronlières

(/,), ,/j), ..., /,„ sont aussi îles liens fermés du type -l. \ la

fin (lu présent numéro, nous aurons besoin de supposer que les

écarts des ensembles c, -+-
Y,}, tCi) -h f.y, ..., c», 4- fm sont

plus petits que tel nombre positif que l'on veut. A partir de ce mo-

ment, on supposera que F appartient au type .l>'
; on pourra

alors supposer que les décompositions qui aboutissent aux ensem-

bles (c) H- ifi ont été effertuées comme on l'a expliqué dans le

précédent numéro, de manière à obtenir d'abord des trapèzes,

puis d'autres trapèzes, qui peuvent être aussi petits qu'on veut,

en poussant les décompositions assez loin.

Ceci posé, soi&ni g \x , y) , h x, y deux fonctions continues du

point (x, y) dans l'ensemble parfait C ;
-+- /F \ Je désignerai le

point dont les coordonnées sont

comme l'image du point x, y. Il est clair que, si un mobile décrit

im lien fermé dont tous les points appartiennent à l'ensemble

(G) -h F , son image décrira aussi un lien fermé. En particulier,

si le mobile décrit les liens fermés (F , ^f,, [f^\, ..., /„, dans le

sens direct, son image décrira dans un sens correspondant les liens

fermés ($), (ç>,), ((p^), ...» (©m) images des précédents. Un mobile

qui parcourt les liens fermés (/,^, /o , ..., f,n dans le sens direct

se trouve avoir parcouru le lien fermé F dans le sens direct et,

en outre, deux fois, dans des sens opposés, les parties de ^1),

/a', ..., (/„, qui n'appartiennent pas à F ; l'image de ce mobile

aura donc parcouru <1>^ dans le sens qui correspond au sens direct

sur (F) et, en outre, deux fois dans des sens opposés, les images

des parties de (/,), {f^, ..., {fm) qui n'apparliennent pas à F^.

Si donc on considère un point I qui ne soit situé sur aucun des

liens fermés (©,), (^2), ..., f'fm). on peut affirmer que la somme

des ordres de ce point par rapport à ces divers liens sera égale à

son ordre par rapport au lien ^^ , cbacun des liens O), (oj , ...,

(©,„; étant parcouru dans le sens qui correspond au sens direct sur

les liens 'F), (/,), (/,) (/„,).

Mon objet est maintenant de démontrer la proposition suivante :
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I. Si les équations

(1) g{x,y) = u, li{x,y) = ^

n'ont pas de solution dans renscmblc Ci h- F , l'ordre du point

a, j'ji) par rapport à <D est nul.

Par consécpicnt :

II. Si cet ordre n'est pas nul, les équations i) admettent une

solution dans l'ensemble (G) -f- (F .

Du moment que l'on parle de l'ordre du point a,jv on suppose

implicitement que cet ordre existe, c'est-à-dire que le point a, jj)

n'appartient pas à (0), ou encore que les deux équations i)

n'admettent pas de solution a'o, Vu teille que le point x^, y^) appar-

tienne à F .

Pour établie la [)ro[)osition énoncée, je vais supposer que les

équations 1) n'aient pas de solution, dans l'ensemble (C) -h (F)

et je démontrerai que dans ces conditions_, l'ordre du point a, fî)

par rapport à <I> est nul.

La distance

du point a,
fjj

au point (ç, y; j est une fonction continue de x,y dans

l'ensemble parfait G} -f- 'F'); clic atteint donc sa borne inférieure

et cette distance n'est pas nulle, puisque, par bypotlièse, les équa-

tions ; 1 1 n'ont pas de solution dans l'ensemble G + (F) ; il y a

donc un nombre positif o tel que les images de tous les points de

l'ensemble (G) -\- (F; soient extérieures au cercle de centre a, ^)
cl de rayon 0.

Geci posé, soit h un nombre positif tel que la distance des

images de deux points de ^Gj +- F; soit sûrement moindre que

lorsque la distance de ces points est moindre que £. Sup[)osons

maintenant que la décomposition de l'ensemble G -h [¥] en

ensembles ic, -f- '/,}, [c^) -+-
. f, , ..., (c,„i -+- /„, soit telle que les

écarts de ces dillércnts ensembles soient tous moindres que z : d une

part, si P, est l'image d'un point de Tenscmble c, -!-
J] , les

images de tous les points de cet ensemble seront intérieures au

cercle décrit de P; comme centre avec un rayon égal à ; toutes

ces images sont d'ailleurs à une dislance du point a, /i) supérieure
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à rj ; en d'auUcs termes le point (a, |S; est extérieur à ce cercle dé-

crit de P, comme centre qui contient à son intérieur les images de

tous les poinls de (c, + (/ ; Tordre du point a. ['j i)ar ra[)port

à l'image c:, tlu lien fermé J, est donc nul, [)uis(ju'on peut

regarder le point ^a, ^3; comme l'origine d'une demi-droilc qui ne

rencontre pas c, . li en résulte que l'ordre du point a, '^j par rap-

port à 4> esl nul, puisque cet ordre est la somme des ordres du

point a, j3 par rapport aux liens fermés (îj,), (©g , ..., (©,„'•

Toul ceci s'élend immédiatement à la figure que Ion a consi-

dérée au n" 312 et qui est formée du lien fermé F), des liens

fermés (F'}, (F"), ..., [F*"*] intérieurs à (F et extérieurs les uns

aux autres deux à deux^ enfin du continuum C„ ensemble des

points intérieurs à F et extérieurs à F'], F", ,.., [F*"*J.

On continuera de représenter par 'H la frontière de (C„), for-

mée des liens (Fy, (F'), ..., [F'"*]; mais on supposera maintenant

que tous ces liens appartiennent au type XI . Les fonctions (j x, j ,

h X, y seront supposées continues dans l'ensemble parfait

(C„; -H (n . Décrire (Hj dans le sens direct, c'est décrire (F) dans

le sens direct et les liens (F'^, (F'') |F<"'] dans le sens indi-

rect ; les liens fermés <1>}, <&'
, ..., [4>"''], images des liens (F),

(F'}, ..., [F*"*], sont alors décrits chacun dans un sens déterminé

et à chacun d'eux correspond ainsi un ordre déterminé pour

chaque point I du plan qui n'est point situé sur eux ; la somme de

tous ces ordres sera ce que j'appellerai l'ordre du point I par

apport à l'image de (H).

Si les équations

g{x,y) = 'x, Ii{x,y) = :^

n'ont jtas de solution Xq, y^ telle que le point Xq, y^ appartienne

à l'ensemble C„) -f- (Hj, l'ordre de ce point par rapport à l'image

de (H^ sera nul.

Il suffit, pour s'en convaincre, de décomposer l'ensemble

,G„ 4- H en deux continuums complétés par leurs frontières,

lesquelles sont des liens fermés simples, ainsi qu'on l'a expliqué

au n" 312 ; seulement les /i -h i liens que l'on emploie pour la

décomposition doivent être du type .1/. On n'aura alors qu'à appli-

quer le théorème I aux deux frontières des deux continuums par-

tiels et à ajouter les deux égalités ainsi obtenues ; le théorème
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('nonce en dcniii'i' lien en rcsulle évidcinnicnl, pnisqnc, lorsqn on

ilécrit ces deux iVonlières dans le sens dirccl, cliacnii des /< -h i

liens introduits se trouve décrit denv fois dans des sens opposés et

f[n'il en est de mémo dans les imapes, etc.

IV. — COURBES

316. — Mon ])ut est maintenant de particulariser la notion de

lien pour arriver à la notion de courbe.

Considérons im lien T) défini par les formules

Je vais montrer que, pour qu'on puisse étendre à ce lien la no-

tion d'arc de courbe, il faut et il suffit que les fonctions o tj, <lt(t

soient des fonctions à variation bornée.

Si l'on a a < /, < /o <C ... <C tn^i <C [j je dirai comme au

n" 239 que les nombres croissants a, l^, /., .... /;,_i, fli définissent

une décomposition de l'intervalle a, j'5;. A une telle décomposition

correspond une ligne biiséc, dont je dirai qu'elle est inscrite dans

le lien ; ses sommets successifs sont les points du lien qui corres-

pondent aux valeurs a. /,, l.,- , tn^i,
fj.

Les longueurs de pa-

reilles lignes brisées auront, dans ce qui suit, le même rôle que

les sommes inférieures dans la définition de l'intégrale définie.

La longueur d'une ligne brisée inscrite est égale ou supérieure

à la distance entre l'origine et l'extrémité du lien ; l'égalité ne peut

avoir lieu que si la ligne brisée se réduit au vecteur qui va de l'ori-

gine du lien à son extrémité.

Si, [)artant d'une décomposition fa, /,, /o» •••' ^" i' [''', *^^ l'in-

tervalle a, ^jj, on décompose ensuite les intervalles partiels (a, /,),

/,, /^i, ..., 'tn-\, [j), on définira par là même une nouvelle dé-

composition de l'intervalle (a, (5) ; la ligne brisée correspondante,

obtenue en juxtaposant les lignes brisées inscrites dans les portions

du lien qui correspondent aux intervalles partiels de la |)remière

décomposition, a une longueur supérieure ou égale à la longueur

(le la première. A cliaque décom[)osition a, /,, /,,, ..., ^'j) de Tinter-
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vallc a, j^ corrcspomliMU, d'uur pari la longuem- L de la ligne

brisée inscrite cl daiilrc part les nombres

*= |--:(/,)_ç(a)| + |ç(/,) _'.(<,)
I
H-.. . + |^(p)-cp(/„_,)|.

il esl nianifesle que le nombre L esl supérieur ou égal à chacun

des nombres $, M' et qu'il esl au plus égal à leur somme. Je dési-

gnerai par (L), ((^ , (^ les ensembles respectifs des nombres dis-

tincts L, des nombres distincts <I>, des nombres dislincts M , rela-

tifs aux diverses décompositions possibles de rinlervalle a,
fj^

.

Pour que l'ensemble '^L soit borné en haut, il faut et il suffit

évidemment que les ensembles '^\ i'W) soient eux-mêmes bornés

en haut, c'esl-à-dirc que les fonctions (^{i^, ^it; soient à variation

bornée dans l'intervalle (a, /5\

Supposons qu'il en soit ainsi et soit S la borne supérieure de

l'ensemble L . Je dis alors que S peut être regardé comme la

limile de la longueur d'une ligne brisée inscrite variable pour la-

quelle les écarts des intervalles partiels de la décomposition ten-

dent vers G ; en d'autres termes, à chaque nombre positif i corres-

pond un nombre positif r, tel que la différence positive ou nulle

S — L soit moindre que c, pourvu que les intervalles partiels de la

décomposition à laquelle se rapporte la longueur L de la ligne

brisée aient tous un écart moindre que r,. L peut être regardé

comme une valctu- approchée de S, aussi approchée qu'on le veut,

pourvu que /; soil suffisamment petit.

La démonstralion, que je crois inutile de détailler, est loul à

fait analogue à celle qu'on trouve dans le n° 241 ; elle repose

essentiellement sur ce que, quel que soit le nombre positifs', il

existe sûrement une décomposition déterminée pour laquelle on a

S — L <C =', en désignant par L la longueur de la ligne brisée

inscrite qui correspond à la décomposition, et sur la comparaison

entre les longueurs L, L' de celte ligne brisée et dune autre ligne

brisée inscrite pour laquelle les écarts des intervalles jiarlicls soient

suffisamment ]>clits, plus petits en particulier que le plus petit

écart des intervalles partiels de la première décomposition, à la-

quelle se rapporte L. En superposant les deux décompositions, on

est conduit à une troisième décomposition, à une troisième ligne

1
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brisée dont la lonj^^ucur L dill'ère très peu de L ; la démonstration

s'achève en remanjuaiit ({ue l'on a S > L" ^ L. Le nombre S

ainsi déterminé est éjzal ou supérieur à la distance entre l'origine

et l'extrémité du lien. Pour qu'il soit égal à cette distance, il faut

d'abord que, quels que soient les nombres /,, l^, ..., satisfaisant à

la condition

les points correspondants du lien se trouvent sur le vecteur qui va

de l'origine du lien à son extrémité ; cela exige que tous les points

du lien soient sur le vecteur. Il faut en outre que, si l'on a

'i < ^ < 'j' 1<^ point du vecteur qui correspond à t.^ soit compris

entre les points qui correspondent à /,, t^ ou confondu avec l'un

d eux; mais si les points qui correspondent à /o, t^ sont confondus,

il faut encore, et pour la même raison, que tous les points qui

correspondent aux valeurs intermédiaires soient aussi confondus,

en sorte que les fonctions '> t), <h(i) soient toutes les deux con-

stantes dans l'intervalle (.,, /., . Si donc on écarte le cas où l'inter-

valle a, [-j contiendrait un intervalle partiel dans lequel les deux

fonctions ^'f,<}j'l seraient constantes, la correspondance entre

l'intervalle a, ^j et les points du vecteur sera parfaite et le point

\z> t , 6 / j, quand t croîtra do a, ^j, décrira le vecteur de son ori-

gine à son extrémité, toujours dans le même sens. Ces remarques

donnent un sens précis à la proposition : la ligne droite est le pbi-^

court chemin d'un point à un autre.

11 résulte de là qu'un lien quelconque, qui ne se réduit pas à un

point, et qui a une longueur, a une longueur positive.

Si les fonctions :; f , à(C) sont à variation bornée dans l'inter-

valle a, jj), elles sont évidemment à variation bornée dans tout

intervalle contenu dans a, ^j ; en sorte que si /,, /^ appartiennent

à l'intervalle a, fi , le lien partiel défini par les formules

x = ç(/).v = •!/('. /, <i<^,

aune longueur: désignons-la par S /,, /., : on voit immédiate-

ment que si l'on suppose /, <C /^ < ^3, on aura

(1) s(/., g = s(f,.g + s(/,. g
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cl que, si l'on convicnl de poser en géiiéial

S(/,. /,)=-S(/,./,).

l'é^alilé I snl)sistera, quels que soient les noml)ies /,, 1.^, I3 appar-

tenant à l'intervalle a, |5\

L'éj^alité i) montra que la fonclion Sa, / , à laquelle on attri-

buera la valeur o pour / = a est croissante dans l'intervalle a, ^) ;

elle croît de o à S == S a, ^'3 . Il est aisé de voir qu'elle est continue ;

si en effet, en supposant /, < t.,, on désigne par V,^ ti, ti\ V,, /i, /2),

les variations totales des fonctions ç /\ <iii'îi on aura

S (/„/,)<V^i:/,,/,) + V^ (/.,/,);

or les fonctions c; '/\ 'b't étant continues, les fonctions do /,

V,, a, / , Y, a, / sont continues dans l'intervalle a, fj ; iiar

conséquent, pourvu que la différence t, — /i soit suffisamment

petite, les nombres ^j^ /i, k , ^j, ^i, lu seront aussi petits que l'on

veut; il en sera de même de S(/i, t>} ; cela suffit à montrer que la

fonction S a, / est continue dans l'intervalle a, |3^.

Puisque la fonction S ;^a, / est continue et croissante dans l'in-

lervalle 7.,
fj

, l'équation s = S 'a, / définit / comme une fonction

continue et croissante de s dans l'intervalle (0, S) ; en remplaçant t

par celte fonclion dans 'j^ / ,
'1/

't on voit que les formules qui

définissent le lien peuvent être prises sous la forme

s désignant la longueur du lien à partir de son origine.

317. Conservons ton juins la même notation

.r = o(/i, j = 6(/), a^/<p,

pour définir le lien (T;. Afin d'abréger un peu, au lieu d'appeler

\'^ 'l\ '\>[l)] le point du lien T^ qui correspond à la valeur / du

paramètre, je me contenterai souvent de dire : le point t.

Supposons que les fonctions ©(/), (J;(/; admettent, dans l'inter-

valle /o, /i , des dérivées o' U), '^' {t. ', considérons les deux points

/, t -h h, qui corespondent à deux valeurs voisines de la variable,
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valeurs que Ton suppose aiiinuicnir à riiil(M\allc a, ^'j : lâjua-

lion tle la droite qui joint ces deux points peut s'i'ciirc

o (/ H- A ) — ç (7) -X (< + /t) — ^ [l)
'

lorsque h tend vers o, les deux dénominateurs ont évidem-

ment pour limite '^ ^ et 'V /, et l'on dit, en supposant que ces

deux quantités ne soient ])as nulles simultanément, (pic la droite

donc l 'équation est

^ — ?(0_J — 'VIO

e st laïKfcnle à T au point /; on dit que, sur cette tangente, la

direction définie par les coefficients directeurs d I , 'V / est la

direction qui correspond aux valeurs croissantes de /, et cette farou

de parler est jusiiliée par ce fait que la direction dont les coelli-

cients directeurs sont

o[l-\-h) — o [t) 4/ (/ + h) —^ [l)

h ' ' h

est, hrsfjiie h est positif, la direction du vecteur qui va du point /

au point l -h h.

On désigne le nombre positif

sous le nom de vitesse, emprunté à la cinématique. Le même nom

s'applique aussi à un vecteur dont l'orgine est le point o, o et

l'extrémité le [)oint |ç/' T, <b' t ], ou au vecteur é(|uipollent, ayant

son origine au point /; la direction de ce vecteur est précisément

ce qu'on vient d'appeler la direction sur la tangente rpii correspond

aux valeurs croissantes de /.

Le nombre positif ^ 7 est la limite, pour h ^=1 o, de la vitesse

moyenne relative à l'intervalle U, t -+ li), c'est-à-dire du rapport à

la valeur absolue de h de la dislance des deux points t cl t -\- h: en

d'autres termes, on a :

V(0 = lim. \/[? {t^h)- y(07+ [^{l + h)-^ {t)f
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comme on le voit sans peine en remplaçant dans le second membre

ç(/ H- /,) — cp(/). 'l{t -+- h) — ^{l) par /([o'(0 -}- s], li['l'{l) + r.].

ou i, /; désignent des nombres aussi petits qu'on le veut, en valeur

absolue, pourvu qu'on suppose assez petite la valeur absolue de h.

En posant

A = o'- (/) + «!/"- {t),K = 2 £«,'
(() + 2 r.'l' (/) -h £2 ^_ .^^2,

on pourra s'appuyer sur l'inégalité

I
v/ÂT-rK — v^A

I

< \/\K]

qui a certainement lieu si l'on a
|
K

j
^ A. La démonstration

n'exige pas la continuité des dérivées, mais elle permet de recon-

naître que, si ces dérivées sont continues et si elles ne s'annulent

pas simultanément dans l'intervalle f^a, ^îj, la vitesse moyenne

v/[? (/ H- A) — o (Q]^ + [l^ {t+h) — 'h {t)Y

\h\

tend uniformément vers sa limite \ 7
,
quand h tend vers o ; en

d'autres termes à chaque nombre positif = correspond un nombre

positif"/;, tel que l'on ait,

v/[<f (/ + /O
- o (0]^ H- [6 {t -hh)-^ {t)Y -V(0 <^

pour tous les nombres i el t -\- h qui satisfont aux conditions

318. Considérons la vitesse movenne
P

relative à l'inter-

valle [7., ^ : A représente les distances des deux points a, ^. Je

vais montrer, en supposant que les fonctions o{t., 'ii[j') admettent

des dérivées dans l'intervalle (a,
|
j , qu'il existe un nombre q,

appartenant à l'intervalle (a, ^j et tel que l'on ait '

)

(') M. Darboux dans son Mémoire Sur les développements en. série des fonctions

d^unc variable (Journal de Liouville, a" série t. II) a montré l'importance de

cette proposition qui joue dans plusieurs questions un rôle analogue à celui du
théorème du n° 215.
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Supposons en cllel a <;/,<; /^ ... «< /„_, <C ^'j cl considérons la

li^'nc brisée inscrite clonl les sommets successifs sont ks points

a, /i, 11,..., /„_,, [l> du lien ; soient c?i, o\,..., c;\, les cùlés de celle

ligne brisée, il est clair que l'on aura

or le second jnembre est compris entre le plus petit et le plus

grand des nombres

je désignerai par q _^ le plus grand de ces nombres : >y.^, ^y

sont deux consécutifs des nombres a, /,, t,,...,
fi

et A, est la dis-

tance des points correspondants du lien, on aura alors

A ^ Al .

On peut raisonner sur l'intervalle a^ fii
comme on a fait sur

l'intervalle a,
fi]

et poursuivre indéfiniment ; on formera ainsi une

suite infinie d'intervalles a,
fi

, ai, fii ,... 'y.,,,
fii,
, dont cha-

cun est contenu dans le précédent; les écarts de ces intervalles

vont en diminuant; rien n'empêche de s'arranger pour qu'il

décroissent indéfiniment ; si l'on suppose donc que l'on a

lim.
ifii,
— 7.,, = o, il est clair que les deux suites infinies ai, 7.>,...

et
fi\, fii,... auront imc limite commune ç et qu'on pourra écrire

Si, maintenant, on désigne par r)\„ et <^], les distances des points

y.,,,
fi,,

au point |; on aura

A

le second membre est d'ailleurs compris entre le [tlus grand et le

plus petit des deux rapports
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pourvu que /) soit assez giaïul, chacun de ces tlcu\ rapports est

aussi voisin qu'on le veut de V |, ; la suite d'inégalités

A
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nombres r,, £.,,..., £„ ;i[)[)afleiiaiit rcspoclivcnicnl à ces inlor\ ailes,

tels qu'on ail

et, i)ar suite,

o,+o,-H...+ô,.<(/i-..)V(^.)+(<2-^m?.)+...+(?-<„-.)\w-

Supposons que la fiiiiclioii V t soit bornée cl iutégrable dans 1 in-

tervalle a,
fj

;
[)(jm\ii f[iie les iiilrrvallcs pailiels soient sufli-

saninicnl petits, le second mendjie est une valeur aussi approcbée

qu'on le veut de l'intégrale

r V (/)(//;

donc, pourvu que les intervalles partiels soient suffisamment petits,

la longueur de la ligne brisée inscrite reste au-dessous d'un nombre

fixe ; elle reste donc toujours au-dessous de ce nombre fixe, puis-

qu'elle ne peut qu'augmenter quand on subdivise les intervalles

partiels ; l'ensemble L) du n" 316 est borne en haut et l'on a, en

rc[)renant les notations de ce même numéro,

puisfpie la dilïérence entre S a, ^. et rj^ -{- r)., -^ ... ^- r),, est aussi

petite qu'on le veut, pourvu que les intervalles partiels soient

sulfisaniment petits. On peut mainlenant appliquer la secontle pro-

position ; elle conduira à une inégalité de la forme

S.or, ?) = Sia, /,)-+- S(/., /,)4- ... +S(<„_,, P)

^ Ci - -) v(5;) + [L - /.) v(r,) + ... + (? - /„_.) v($:,).

en désignant par :[, i'>,---, ç'„ des nombres qui appartiennent res-

pectivement aux intervalles 7., //, 7i, ly ..., /„._i, fj
. Le dernier

membre, pourvu que les intervalles soient assez petits, est une

valeur aussi approchée qu'on veut de

f Y(/ dt-
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on a donc

Par conscquenl, lorsque les fonctions ç; f , 6 / ont des dérivées

dans l'intervalle ^a. /5 et que la fonction Y 7 est bornée et inté-

grable, on a, en vertu des inéjialités (i) et 2},

i V 7 dt.

Lorsqu'on suppose que la (onction V / est conlinue et ne s'annule

pas, la (lémonslration peut s^e faire d'une façon beaucoup plus facile

en se fondant sur ce que le rapport

^/[ç> {t + h)-o {t)Y + ['i {t + h) -
'f {t)r

tend uniformément vers V 7 , quand li tend vers o.

320. — Considérons le lien défini par les formules

:r = o
(/), V = 'l[t) a ^ f < p.

Je supposerai, dans tout ce numéro, que les fonctions o [t),

'l){l) admettent, dans l'intervalle a, ^' , des dérivées continues

c.'/ , 'It't qui ne i^annulent pas pour vmc même valeur de /. En

chaque point du lien, il y a alors une tangente.

Si 3/7 ne s'annule pas à l'intérieur de l'intervalle y., |^;. la

fonction '^7 est ou constamment croissante, ou constamment dé-

croissante dans l'intervalle a,
^
3 . On a alors alfaire à un lien élé-

mentaire du type .V. Il est clair, d'après cela, que le lien appar-

tient au type X lorsqu'il est simple et que l'une des dérivées o'd),

''-f

t^, supposées continues dans l'intervalle a, ^j), ne s'annule

qu'un nombre fini de fois dans cet intervalle.

Reprenons la supposition antérieure ; à l'intérieur de l'intervalle

a, ^j , la fonction ç.' l ne s'annule pas; ajoutons à cette suppo-

sition la suivante : la pente '^ts de la tangente, qui est alors

évidemment conlinue pour toutes les valeurs <le / intérieures
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à riiiLcivalle, esl loujours croissante, ou loujours ciccroissante,

\x)uv chacune de ces valeurs. Je n'exclus pas d'ailleurs le cas où

l'une des quantités ^'(^a), (p'i^j
sérail mille. Quoiqu'il en soit, la

l'onction -^/j\ ne peut atteindre qu'une lois une valeur donnée

quand / croît de a à ^b.

Je dis que, sous les conditions prescrites, le lien ne peut avoir

plus de deux points communs avec une droite.

Cela revient à dire que l'équation

«ï(<) -+- h-!j{l) -f- c = G

ne peut avoir plus de deux racines appartenant à rinterxalle

a.i'B; ; si, en eil'et, le premier membre de cette équation s'annulait

{)our trois valeurs /^, /,, I, l^ •< ^ < ^2)» i^a dérivée

a-f'(0-+-H'(0 = 'f'(0[«4-'^
t'(o]

s'annulerait poiu' une valeur de / comprise entre t^ et /, et pour

une autre valeur comprise entre <, et i.,, ce qui est contraire aux

hypothèses. On remarquera que si cette dérivée s'annule |)our

t = a, ou pour / = ^, elle ne peut s'annuler pour aucune autre

valeur appartenant à rinter\alle a, ^) ; que si elle s'annule pour

une valeur / = /„ intérieure à cet intervalle, elle change de signe

pour cette valeur. Si la dérivée a(p'{l) H- b'Y't) ne s'annule pas à

l'intérieur de l'intervalle ,a, , j , la fonction n'Oit) -h b'iifl) H- c

varie toujours dans le même sens, quand / croît de a à ^'5, et ne

peut donc s'annuler qu'une fois. Cette même fonction peut s'annu-

ler une ou deux fois, si a'^i'U) -+- b'ii'^t^ admet une racine Z^, com-
prise entre -/, et ^'5 : dans ce cas, la fonction a'j?(/i ^- h'ii[t) -f- c

varie toujours dans le même sens dans l'intervalle ^a, t^") et dans

le sens contraire dans l'intervalle [Iq, |S). Elle peut s'annuler, ou

non, à l'intérieur de chacun de ces intervalles ; lorsqu'elle s'an-

nule ainsi, pour une valeur autre que /g, elle change de signe en

s'annulant, le lien traverse alors la droite. Enfin si la fonction

^?(0 "*" ^y^^l + ^ s'annulait pour la valeur / ::= /^ qui annule la

dérivée, elle ne pourrait s'annuler pour aucune autre valeur de l

appartenant à l'intervalle a, /5), et ne changerait pas de signe

pour < = /q ; la droite, qui serait alors la tangente au point t^,
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n'aurait r|u'uii point commun avec le lien et celui-ci resterait,

abstraction faite du point de contact, tout entier du même c»*)té de

la droite. Celte dernière conclusion s'appliquerait au cas où la

droite considérée serait tangente à l'origine ou à l'extrémité du

lien.

En résumé, sous les conditions imposées, la droite peut ne pas

avoir de point commun avec le lien, le traverser une ou deux fois,

lui être tangente en le laissant alors tout entier d'un même côté.

Lorsque les fonctions 9' /), '/(/) admettent elles-mêmes des dé-

rivées c^-V/, 'b'iD, que je supposerai aussi continues dans l'inler-

valle (a, •'>), l'hypothèse relative à la fonction \) . revient à dire

que la fonction

garde le même signe dans l'intervalle V., ^j". Il est alors aisé de

reconnaître que, si l'on regarde la direction de la tangente au point

/(, comme étant celle qui correspond aux valeurs croissantes de / et

que déterminent les quantités '^'{t^, 'Y'Joj considérées comme des

paramètres directeurs, le lien reste constamment à gauche ou à

droite de sa tangente suivant que la quantité ç'[t)'i)"{_t) — 'b' [l) ro"[t]

est positive ou négative.

La direction sur la normale au lien, qui, en partant du point

t„, est à gauche de la tangente, a pour paramètres directeurs les

quantités —
'}' v^o}» ^'Jo.-

Le lecteur reconnaîtra sans peine que, sous le bénéfice des sup-

positions qui ont été faites au début de ce numéro, la distance

d'un point variable / du lien à un point fixe <o du même lien, va

en augmentant quand la valeur absolue de la différence t— /q aug-

mente, pourvu que celte valeur absolue reste suffisamment petite.

Il en conclura qu'un cercle de rayon suffisamment petit, de centre

Iq 7. <C '0 < ^ ^6 rencontre le lien qu'en deux points, corres-

pondant à des valeuis /', / entre lesquelles /^ est compris. Le lien

décompose l'intérieur du cercle en deux continuums ; il est, pour

ces deux continuums une partie de la frontière.

Je désignerai sous le nom d'arc élémentaire un lien qui peut être

défini par les formules



«iiAr'rrni: i\. — i.AN(iA(;i: i.KnMKTuii.in: 241

uii les limclions ç; I . 'l l , conlliuio dans rinlcr\allc a, ^3 sa-

tisfont aux condiliiins (jiii vont rtie t'niiniéives.

Les fonctions 9 / , 'i/ / aduicllenl dans l'intcrNalle a, j>, des

dérivées continnes g'(/i, 'l' l . Aucune de ces dérivées ne s'annule

à l'intéiieur de l'intervalle a,
fj

, à moins d'être con^lanuuer.t

nulle dans ccl inler\alie, au(|uel cas l'autre dérivée ne s'annule

pas; ainsi on n'exclut [)as le cas oîi le lien se réduirait à un seg-

ment de droite parallèle à l'un tles axes. La lonction '.),( est ou
. ,

.'^ ^ ' ,.

croissante ou décroissante pour toute valeur tie / intérieure à l'in-

tervalle y.,
fj);

il résulte de cette hypothcse que, si o' / s'annule

[)Our l'une des hornes, le précédent rapport tend soit vers -+- x ,

soit vers — x , soit vers une limite, cpiand / s'approche de cette

borne.

Je réserverai le nom de coiirhc aux liens qui peuvent être dé-

composés en un nombre fini d'arcs élémentaires. Une courbe est

simple dans les mêmes conditions qu'un lien.

Lorsque, dans la figure formée par un lien siu)[)i(' du tspe A> et

le continuum intérieur, lc4ien est une courbe, je désignerai celte

figure sous le nom de (lomainc siinplcinenl connexe ou de domaine

simple. La courbe frontière est alors souvent désignée sous le

nom de conloiir du domaine ; l'intérieur du domaine est le conti-

nuum intérieur à la frontière. La figure formée par une courbe

lermée simple, m courbes fermées simples intérieures à la pre-

mière et extérieures les unes aux autres et par le continuum en-

semble des points intérieurs à la première courbe et extérieurs

aux m autres est un domaine m -{- i fois connexe ; l'intérieur de

ce domaine est le continuum qu'on vienl de définir; sa frontière

est formée de m h- 1 contours. Ln domaine m -+- i fois connexe

peut être décomposé en deux domaines simplement cotmexes au

moyeu de m -\- i courbes simples n" 312 .

TAr«NRRY II. — Introduction à la Tliéorie des fondions



CHVPITRE X

NOMBRES IMAGINAIRES

321. — Les nombres imaginaires ^ou complexes s'introduisent

dans la résolulion de l'équiilion du second degré

X- -+- px + ry ^ o,

où [), q sont des nombres réels. Les expressions que l'on trouve

pour les racines,

•>
— >/. ^

'

n'ont de sens que si Ton a , — *] ^o, et l'on sait d'ailleurs que

l'équation ne peut cire résolue que dans ce cas.

Si dans le polynôme x^ -\- px -h fj, on remplace x par

— +\ / — 7' et (pie l'on développe les calculs, ce qui

d'ailleurs n'a de sens que si ,
— (j est positif ou nul, on constate

que le radical disparait de lui-même, et que, si l'on remplace

son carré par ,
— rj, le résultat est identiquement nul. La supj>o-

P' . ,. 1 '• •
1

sition que , — fj est positil ou nul n intervient que pour donner

un sens au calcul

.

p^ , .

Lorsque . — rj est négatif, quel sens' peut-on attribuer à ce

résultat du calcul, que l'on traduit en disant que l'équation du

second degré a une racine imaginaire de la forme a -H /— a , où

a est le nombre positif y — ', ')
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Plus ^éiiéralemenl, (juelli' sifjinilii- iLi-ui pcul-'in allrlbucr à

l'assertion suivanle :

Un |)olvnomc donné /(j;; îi coelTicicnls numériques réels admet

1,1 racine iiiia^inairo a -+- /— a, oîi a. d y. -«ml dos nombres réels

donnés, le second élanl positif?

(lotie la(;oii do parler exprimera le mèjiio lail cpio loiilà I heure :

on rom[)larant dans /' .c . x par a -f- v y-, développant les puis-

sances de a -h [^— a par la iormule du binôme comme si — a

était positif, rem|)la<:ant partout y— y. \
— a par -^ a. les termes

qui l'onlionnont ^'— 7. en lacteur se détruisent et il en est de

moine des autres. Lo> (Uilculs quo Ton ;i faits, à la vérité, n'ont pas

de sens, mais il n"\ aura plus aucune dillicullé en procédant

comme il suit :

On commence par remplacer .r [hm u h- yv, u et r étant des

indt'terminécs, on dé\eloppe les puissances de u -i- \/v suivant la

formule du binôme, ei: remplaçant partout \^r -""'"' par i,'"\/o. (y/o)"-"

j)ar /"' et Ion met le résultat sous la l'orme

o(u, v) -i- \ V •l'{u, v),

z II, r ,
•[/ u, r étant dos polynômes entiers en u, v: dans ces

polynômes on remplace a par a et v par — a : dire que le poly-

nôme /" ./ admet la racine imaginaire a -—
\ — a, c'est dire que

l'on a

o\a, — a) =r o -l/^a, — x) = o.

Or. si t-lans le polynôme /* x on avait remplacé x par u -+- i y r,

au lieu dc^ \c remplacer par u -n v^'% et si l'on avait fait les mêmes

calculs, c'est-à-dire si l'on avait, apr«.'S le développement des puis-

sances, remplacé '//r^"+' par i'^'^'^iy'y'r= i'-v "i\/i\ et iy'v)-" par

/-(" ", il est clair quo Ion aurait lri)U\é

'f
(u, i-v) +- i\ V •!/^i(, i-v).

Les deux équations 'v a, — a =^ o, 'y a, — a =r-- o peuvent

s'interpréter en disant que les dcu\ polynômes en /-,

'f
(rt, i*a), 'Un, i-v.)

s'unuuloul (piand on \ remplace/- par — 1, cq cpii r<'\ionl à dire
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qu'ils sont divisihlos |)ar / -t- i . Il en csl de inriue ('Nidcnimcnt du

polynôme en /

o(fl, f-a) -h j\ a '^{a, ru)

qui peut être regardé comme le résultai de la substitution de

a -f- i\'y. à la place de x. lléciproquement, ce polynôme en / ne

peut être divisible par r 4- i que si les deux nombres <p'a, — a et

'b a, — a sont nuls : ces deux nombres sont en elTel les restes de

la division par /- H- i des deux polynômes en r o a, ra .

1> (I, i'-c/.), d'où l'on conclut immédiatement (jue

ç(o, — a) ^ /y/a 'l{a, — a)

est le reste de la disision [)ar r -r i de

ç («, J-a) -t- fYa 'i/ffi, l'-a),

reste qui ne peut être nul que si ç "f — '5< ("t '\> «> — y-) sont nuls,

puisque l'on suppose a > o.

Voici donc le sens précis que nous sommes amenés à donner à

cette assertion : le polvnome f x admet la racine imaginaire

a -+- \J
— a. Elle veut dire : quand on remplace dans ce polynôme

X par a H- i\ ^J., le polynôme en /' que l'on obtient ainsi est divi-

sible par i^ H- I.

Le théorème fondamental de l'Algèbre peut s'énoncer ainsi :

Étant donné un polynôme/ oc, / à deux variables .r et /, à coeffi-

cients numériques réels, il existe deux nombres réels a, h tels que

le polynôme en / fa -t- h\, i , obtenu en remplaçant x par a 4- />/»

soit divisible par r -\- i. Si l'on ordonne le polynôme y :<;, / par

rapport à x, les coefficients des diverses puissances de x devienncnÈ

des polynômes en/; rien n'empêche évidemment de substituer à

ces polv nomes les restes que l'on obtient en les divisant par

/^ + I, puisque la partie que Ion supprime ainsi est toujours divi-

sible par i'^-h I : on ne restreindra donc pas la généralité de l'énonce

en supposant, comme on le fait d'habitude, que le polynôme

f{x, r est du premier degré en i. C'est à Gauss que l'on doit le&

premières démonstrations de ce théorème, et l'une de celles qu'il

a données reste, à un certain point de vue, supérieure à toutes

les autres, malgré ce qu'elle a de compliqué et de détourné, parce
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qn'ello spiiiMi^ r<'(liiiie .m niiniinuin la pnilic do la (iéiiionslralioii

(jui n'est pas algt''l)iir|uc. Le seul posltilat (iiii, dans la déinons-

tralion de Gauss, n'a|>[iai liml \):\< à l.i pnrc Al;j:èl)ic est en clTet le

suivant : tmilc équation de degré impair, à coeflicienls réels,

admet nnc racine réelle. Cette proposition est contenue, comme

cas particulier, dans l'une de celles que l'on a établies au n" 166.

Ce théorème laisse prévoir l'importance de l'introduction en

Algèbre des nond)res dits imaginaires, (^es nombres ne jouent pas

un rôle moins important en Analvse. ainsi (jne (cla avait été re-

connu longtemps a\anl <pie leur signilicalion m; lût précisée. Il

reste à définir ces nondjres et à expliquer les règles de calcul cpii

les concernent : ce qui précède justifiera et leur introduction, et

les règles de leur calcul. Le lecteur, auquel le sujet est sans doute

familier, me ])ermeltra de le traiter brièvement.

322. — LU nombre imaginaire est, par définition, une expres-

sion a -f 'bi, du premier degré en /, où a, ^'5 sont des nombres

réels qui [)euvcnt d'ailleurs être quelconques, cxpress'on soumise

à des règles de calcul qu'on va expliquer; pour le moment, on

doit porter son attention sur ce qu'un tel nombre est défini quand

on se donne les deux coefficients réelsy au moyen desquels est

formé le binôme du premier degré par lequel il s'exprime : ces

deux coefficients a,
fj

ne jouent pas le même rôle, le premier a

csl]a partir n'c lie du nondjre imaginaire, le second est le coeffi-

cient (le i.

On fait rentrer les nond)res réels dans les nombres imaginaires

en convenant de regarder a -h fii, lorsque j3 est nul, comme étant

la même chose que le nondjre réel a. En particulier lorsque y. et j>

sont nuls, le symbole a -h ^'À est la même chose que le nombre

réel G. Lorsque la partie réelle a est nulle, on dit que le nombre

a 4- ^ji, ou ^'ji, Q%{ purement intar/iimire.

On dit que les nombres imaginaires a f- f-:>i, a' 4- [j'i, où a, (3,

a
,
j3' sont réels, sont égaux lorsque ces nombres sont les mêmes,

c'est-à-dire lorsque l'on a a = a', j'i = ^j. Cette définition, d'une

part, s'ap|)lique lorsque les coefficients de / son! nuls, c'est-à-dire

dans le cas où les nombres imaginaires se réduisent à des nombres

réels; d'autre part elle satisfait évidemment aux conditions de

toute définition de légalité .V = A, A rr-r B entraîne 13 =^ A :
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A = C et H — C entraillent A^-^ B . Knlin les définitions des opé-

rations seront telles qn on pourra dans ces opérations remplacer,

sans clianger le résultat, tel nombre imaginaire que l'on \oudr;).

par im nombre imaginaire égal.

On défmit d'un seul coup Vaildllion, la sousd-dclioii, la Diiilllp/i-

cation efTectuée. sur des nombres imaginaires, en disant que ces

opérations se l'ont connue si les expressions a + ^S/ étaient des bi-

nômes ordinaires du premier degré, si ce n'est qu'on remplace le

résultat, ordonné par rapport à /, par son reste relativement à

/- -t- i : ce reste, étant lui-même un binôme du premier degré eu

/, est un nombre imaginaire.

Rien n'empècbe de désigner par une seule lettre im binôme du

premier degré en / ou, si l'on veut, un nombre imaginaire. Si

A, A', A", .., désignent les binômes v.-hf-ji, 7.' ^ l^'i, a' -+- fb'i, ...,

où a, ^j, y. . jv ,
y"

. ^j' , ..., sont des nombres réels, le résultat d'opé-

rations d'addition, de soustraction, de multij)lication... elïectuées

sur les nombres imaginaires A, A', A", ..., s'ol)tiendra. d'après ce

que l'on vient de dire, de la l'aron suivante :

Considérons un certain polynôme en A, A', A ,, ..., tel. par

exemple, que

(A — A') A + A'A" — AA'A" ^ ... .

On y remplacera A , A'. A , . . . par y -^ fji\ y -f- (i'i, y -i- ,'5 ', .•,

on développera et on orctonnera par rapport à /, puis on divisera

le polynôme en / ainsi ol)lenu par /- -+- i, le reste sera le résultai

chercbé.

On a en particulier

A ^- A ==a -^ a' -H (^ + ?•') t.

\ — V = :< — a' + (8- — P') i,

\\ = aa — |i^' -t- (a^' + a'^-; i.

Revenons au cas général ; il est clair que le reste de la division

par P -h I n'est pas modifié quand, dans le polynôme en \, A', ....

on remplace soit un terme de ce polynôme, soit un produit de

facteurs dans un terme, par le reste de la division par /- + 1 de ce

terme ou de ce produit de facteurs. Cette simple remarque permet

très facilement lextension aux nombres imaginaires des propriétés
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lûndauien laies de l'addilion cl do la luullipUcalioii

A + A'= A-t-A, AV=VA,
A + (A' H- A")= (A + A') -H A ", A (A'A")-= (AA') A",

A H-or= A, A X I ^= A,

A (A' + A'') = AA' +AA".

Le seul nomlMe qui. ajoute à A reproduise A est o. Le seul'

nombre qui ajoute à A donne pour somme A' est A'— A ; en par-

ticulier le senl nombre qui ajouté à A donae pour sonmae o est le

nombre — A = — a — >/, SYmétrirjue de A.

Si n est un nombre naturel, i" est égal à i, /, — i. — / suivant

queJe reste de la division de n par \ est o, i, i ou o.

Le fait que, en vertu des règles admises, r est égal à — i

explique que lOn emploie souvent le symbole \ — i, qui par lui-

même est dénué de sens, avec la même signification que la

lettre /.

Un produit de facteurs imaginaires ne peut être nul que si l'un :

de ses facteurs est nul ; cela est clair, si l'on se reporte à ce théo-

rème d'algèbre : le produit de plusieurs polynômes premiers a

r -h I est premier à r -i- i : cela s'établit directement sans ancime

peine. La proposition s'étend immédiatement à trois, cpiatre, ...

facteurs. On en retrouvera d'ailleurs la démonstration, un peu pins

lofn, sous une autre forme.

Il reste, pour en finir avec les opérations raptionnefles, à (féfînir

le quotient de deux nombres imaginaires A= 'z-\- ^i, \'= 7! -F 5'/.

Cette définition résulte de la proposition suiA"ante.

Si A' n'est pas nul, il existe un nombre imaginaire x + v/, et

un seul, tel que son produit par A' soit égal à A. Ce nombre

unique est, par définition, le quotient de la division du nombre

imaginaire A par le nombre imaginaire A' : dire que l'on a

a-- ?.' = (x' + ^[){x^yi),

c est, en vertu des conventions précédentes, dire que Ton a

a'.r — pV = ',

le déterminant a -+- '''j- de ces deux équations en o:, y n'étant pas
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coordonnées sont .'', y. En ce sens, le point o est l'ori^nne des

coordonnées. Quand y est nul, c'esl-à-dirc quand le nombre ima

ginaire x -v- vi se n'duit à un nombre ré(^l, ce nombio est re[)ré-

senlé par un point de l'axe des abscisses, rpie. pour celte raison,

on appelle aussi axe des quanlités réelles, ou plus brièvement axe

réel : J'emploierai les termes un peu incorrects axe positif, axe

né(/niif i^our désigner les demi-droites sur lesrpiolles sont situés les

points rpii leprésentont respectivement les nombres |)ositil's et les

noud)res négatifs.

Un nombre intremenl imaj/inair': yi est représenté [)ar un [)olnt

situé sur l'ave des ordonnées, ou axe fies fjiianlilés iinremcnl ima-

fjinaires, ou encore axe imar/inaire, par un point situé au-dessus

de l'axe des abscisses, ou au-dessous suivant que y est positif ou

négatif. Je dirai, suivant les cas, que ce point est situé sur l'axe

des ordonnées positives ou sur l'axe des ordonnées négatives.

Il va de soi que celte représentation géométiique peut être re-

gardée soit connue un simple mode de langage, soit comme une

re[)résenlation géométrique véritable, si l'on attribue une réalité

au plan, aux points, ... Elle fournit pour l'emploi des nombres

imaginaires des figures qui sont extrêmement utiles pour s'orienter.

Au lieu de représenter le nombre imaginaire x -\- yi par un

point \, on peut le représenter par le vecteur OA dont l'origine

est l'origine des coordonnées ou le point o , et l'extrémité le point

A ou .'• -h /y. Il est souvent commode de dire d'un vecteur quel-

conque qu'il représente un nombre imaginaire : on entendra que

ce nombre est représenté par le vecteur 0\. équipolleur au vec-

teur considéré, dont l'origine est le point o.

La longueur du vecteur OA, ou la distance du point .c -h yi à

l'origine des coordonnées, est ce qu'on appelle la râleur absolue ou

le module (" du nombre imaginaire x 4- yi. Ainsi la valeur absolue

d'un nombre imaginaire est la racine carrée aritbmétique de la

somme des carrés de la [)arlie réelle et du cocllicient de / dans ce

nondjre. La valeur absolue est un nombre essentiellement positif,

sauf dans le cas où le nombre imaginaire considéré est nul, auquel

(M It me paraît di'sirajjle de rejelcr celle clornièrc expression, dans ce sens.

I.c mot nindiilr a déjà, en matln'nialifpies. trop do sifrnificalions diverses, en

dehors de celle-là.
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cas sa valeur absolue esl nulle : iorscjue le nuuibre imaginaire se

réduil à un nombre réel, la valeur ab^oluc a la même signification

que dans la théorie des noiïibce& réels. La valeur absolue d'un

nombre purement imaginaire est la \aletir ab^^olue du coetficient

de / dans ce nombre.

La valeur absolue d'un nc>nil)r'^ réel ou imaginaire r se repré-

sente par \z\.

h(ïr;iiimcnl d'un nombre imaginaire .»: -^ y/, représenté par le

point A, esl l'une quelconqiic des va^

leurs de l'angle dont le premier côté

est la direction positive de l'axe des

abscisses et le second coté la demi-

droile qui a la même origine et le

même sens que le vecteur OA : cetP

ariiumenl est déterminé à un multiple
Fi'^. 2'j.

' '

entier de 2t |)rès.

Lorsque le nombre x h- yi se réduit à un nombre réel, c'eafc-à^

dire lorsque y est nul, son argument peut être pris égal à o si a*

est positif, à — ~ ou à r si x est négalil"; largument d'un nombre

purement imaginaire y/ peut être pris égal à + .
on à — '^

sui-

vant que y est positif ou négatif.

L'argument de o est radicalement indéterminé.

La valeur principale de l'argument ou l'argument principal^ du

nombre x H- yi est celui des arguments qui est compris entre — r.

et 4- t: ; elle est entièrement déterminée lorsque x -+- y/ n'est pas-

un nombre négatif ou nul.

La valeur absolue et largiuncnt peuvent être encore définis

comme il suit :

Etant donné le nombre imaginaire x + iy, ou les nombres réels

X, y, il existe un nombre positif o et une infinité de nombres 5 for-

mant une progression arithmétique dont la raison est 2-, qui véri-

fient les deux équations

p cos 6 = X, z sîn = V ;

p = \'x- -t- y^ est la valeiu' absolue du nombre injaginaire x -+- yi ;

cette valeur absolue étant déterminée, et étant supposée différente

de o, l'angle esl déterminé, à 2" près, par les formules con-
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cos = , sin = ''^

cjtii entraînent

Il suit lie là qu'un nombre imaginaire x -+- yl dont la valeur ab-

solue et l'argiinicnt sont respectivement -; et ^ peut s'écrire

p (cos H- (' sin 0) ;

c'est la forme lri(j()iioiuc(ri(/ac d'un nombre imaginaire. Inverse-

ment, pourvu que o soit positif, celte iorme représente un nombre

imaginaire dont la valeur absolue est o et l'arajument 0, ou S aug-

menté de Ici niullipic entier de 2 ~ rpie 1 on \()U<ira.

Pour que deux nombres imaginaires soient égaux, il faut et il

suffit que leurs valeurs absolues soient égales et que leurs argu-

ments différent d'un multiple entier de 27:.

A chaque nombre imaginaire x h- yi correspond le nombre ima-

ginaire X — yl qui est dit conjiKjur du premier; celui-ci est le

conjugué du second, Deuv nombres imaginaires conjugués sont

distincts, sauf dans le cas où ils se réduisent à im numbre réel. Ils

sont représentés par deux points svmétriques par rapport à l'axe

des abscisses ; ils ont même valeur absolue ; leurs arguments sont

svmétriques.

Deux nombres imaginaires symétriques sont représentés par

deux [)()ints s\ métriques par rap|)iirt à l'origine.

324. — Si les points A, //y. 20) A' rc[)ré^entent respectivement

les nombres imaginaires a + jv/, a' -t- fji, la somme de ces deux

nombres sera repn'sentée par l'extrémité du vecteur 0\ somme

géométrique des vecteurs (JA, OA . La dill'érence a-f-^^/— a -t-|>t

sera représentée par le vecleivr qui va du point A . clont l'affixe

est le nombre à retrancher a' -+-
f>

i, au point A d'affixe a -1- />/,

on encore par l'extrémité A"' d'un vecteur partant du point O et

éqiiipollent au vecteur A'A.

En particulier les longueurs des vecteurs ()\ , A'A sont les va-
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leurs absolues de la somme et de l;i dill'( renoe des nond)res

a -t- l^i,
7.' -+-

ft,'i.

La valeur absolue de la somme ou de la diiTérence de deux

nombres est au plus égale à la somme des valeurs absolues, et au

moins égale à la dillercnce des valeurs absolues de ces deux

nond^res.

Si l'on considère les deux nombres iuia-iinaires

p (cos e -h i sin 6), o' (cos 0' h ' sin 0')

dont les valeurs absolues et les arguments sont respectivement

6, 0, o'. S', leur produit est

zp' (cos -h i sin 0) (cos 0' -f- / sin 0')

=r= pp' COS COS H' — sin 6 sin 0' -+- i (cos sin 0' -+- cos 0' sin 0)'

= pp' "cos (0 -4- 0') + / sin {d -h^') .

Ainsi la valeur absolue du produit de deux nombres imaginaires

est le produit des valeurs absolues de ces deux nombres ; l'argu-

Fii Fig. -G.

ment du produit de deux nombres imaginaires est la somme des

arguments de ces deux nombres ; les propositions s'étendent im-

médiatement au produit de trois, quatre, .... facteurs.

La proposition relative à la valeur absolue d'un produit fournit

-évidemment une nouvelle démonstration <le ce qii'un produit de

nombres imaginaires ne peut être nul que si l'un des facteurs est

nul.
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Le |nuiliiil de iltiix iKiiiibiis conjugués est le caiic tle la valeur

absolue de l'un ou 1 autre de ces nombres.

Le produit de deux nombres imaginaires ne peut être réel que si

la somme de leurs arguments est un multi[)le de r..

La uuilllplicatlon du noud)re imaginaire que représente le point

A
,
par le nombre imaginaire que représente le point A (Ji'j. 26)

peut s'interpréter comme il suit. On fait tourner autour du pointO

le vecteur OA' d'un angle égal à l'argument du \ odeur UA ; sur la

direction ainsi obtenue on prend un point \ tel (pie la longueur OA"

soit égale au produit des longueurs OA, OA'. On peut dire encore

que le point A' s'obtient en construisant sur OA' un triangle OA'A"

directement semblable au triangle OLA, dont le sommet L est le

point d'affixe i

.

En particulier la multiplication d'un nombre par /, ou ])ar — /,

revient à faire tourner autour de le vecteur qui représente le

nombre de l'angle H- ", ou — "

•

O 2 2

Du théorème sur le produit de deux nombres résulte le théorème

que voici sur le rapport.

Le rapport de deux nombres imaginaires a pour valeur absolue

le rapport des valeurs absolues tie ces deux nombres et pour argu-

ment la dilTérence entre les arguments de ces deux nombres. L'ar-

gument du rapport des deux nombres représentés par les points

A', A est l'angle dont il faut faire tourner le vecteur OA pour

l'amener sur le vecteur OA .

Le théorème sur la multiplication appliqué à m facteurs égaux à

cos -\- i sin 5 donne \afornuilc de Moivrc

(cos + / sin 6)'" =^ cos inO -h i sin mO,

qui peut, si l'on veut, être regardée comme un cas particulier de la

formule

(cos 0, -i- / sin 0,) (cos 0^ -+- i sin 0^) ... (cos 0,„ + i sin 0,„)

= cos (e, + 0, -4- ... -f- 0,„) 4- / sin (0, + 0, + ... -+-
0,,,).

En développant cos -+- /sin 1'" par la formule du biiiomo, et

tenant compte des valeurs de r, /', /', ..., puis égalant dans les

deux membres les parties réelles et les i)arlies imaginaires, on
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trouve des démonslralions immôdialcs des formules

cos mO = ces'" — '" ^"^-~— '' ces'"-- 6 sin'-
1.2

m (ni — i) (m — 2) (m — 3i ,,,-s (^ -in,
_1_ —

^

'—^— L^''' i ces'" * 9 sin*0-i-...
i.a.3.4

„ r m (m—i ) . .,A «» (w—^i )
('«—2) in—5) , , ,, ]

L 1.2 ° I.2.0..'j
°

J

sin m6 = ces»'-' suï 6 — ^ ^

^
^ ces"'—'0 sin'O + ...

I 1.2.0

= cos'"e 1^-
tgo— ^

^^^.^
't^'o^ ...j.

déjà utilisées au u 197. De même la formule générale fournit les

relations

cos (6, +û^+ ... -!-0,„)=: cosOj cosO, ... cos 0,„ (i — S.^H-S_. — Sj;+ ...)

sln(0, + 0^-1- ...-i-0,„)=: cosû, cosO, ...cosO„, (S, — S3 + S.. — ...)

où S,, S., S3, ... drsignent la somme de tg S,, (g S,, ..., Ig 0,,,. la

somme des produits deux à deux, trois à trois, ... formés avec les

mêmes quantités.

En réunissant l».>s théorèmes relatifs aux valeurs absolues d'une

somme et d'un produit, on obtient la ])roposilion suivante :

La valeur absolue d'une somme de produits de nombres imagi-

naires est inférieure ou égale à la somme des produits des valeurs

absolues de ces nombres.

Ou encore :

Si l'on considère un polynôme dont les coefficients soient tous

positifs, et si l'on remplace dans ce polynôme les variables par des

nombres imaginaires, la valeur absolue du résultat est au plus

égale au nombre positif obtenu en remplaçant les variables par les

valeurs absolues des nonilires imaginaires qu'on leur avait d'abord

substitués.

On n'a considéré jusqu'ici que des opérations rationnelles edec-

tuées sur des nonfïbres imaginaires.

325. — La recherche de la racine /î"'""^ d'un nond)re imaginaire

a -h j3t, c'est-à-^dire d'une solution, par un nombre imaginaire, de

i'équation
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•peut être regiircléo coiniiic un eus [)arliculier de lu lecherchc des

racines d'une équation dont le prcuiicr naembre est un polynôme,

racines dont l'existence est aflirnice par le théorème fondamental

de l'algèbro, mais la considcralion de l'argument permet d*ol)tcnir

immédiatement le résultat.

Soient en eiïet /• et Q la valeur absolue et l'argument du nombre

donné a -+-^3/, /5 et oj la \alcur absolue et l'argument du nombre

cherché : on doit avoir

p" (cos nu) -+- i sin tno = r (cos -t- i sin 0),

d'où

p" =r r, n«) = 0-1-2 /rr,

/.• étant un nombre entier arbitraire ; on en conclut o = [ r en don-

-^ 2 L-

II

et

nant au radical sa siguilicalinu arithmétique, puis o) =

-T- a /,-
. . + 2 k-l

.

„ r -T- a /,-
. . + 2 k-l

.

O" r^ . ;• ces -j- ( SIH i

^ l n n j

X est susceptible de n valeurs que l'on obtient en donnant à /,

n valeurs incongrues suivant le module n, c'est-à-dire telles que

la diiVérencc entre deux quelconques d'entre elles ne soit pas divi-

sible par n, par exemple les valeurs o, i, 2, ..., n — i ; les /i va-

leurs de X sont figurées par n points situés sur le cercle de centre o

et de rayon égal à ^ r, formant les sommets d'un polygone régulier

de II côtés. La valeur absolue de la différence entre deux d'entre

elles est au moins égale à 2 '^r sin _^'"
. On peut les obtenir en mul-

tipliant l'une d'elles, par exem[)lc

.,- /
. /•

( cos H



On ol)scr\era que les racines //'""'« de a + fji peuvent s'écrire

'^r |cos -h i sin
j eu tlési|.'-nant par l'un quelconque des argu-

ments de a -+
fji. Si l'ou choisit cet argument, la racine, en un

certain sens, est déterminée par cela même ; c'est, comme on le

\eria. une convention qu'il est souvent commode de faire.

326. — La considération des ensembles de nombres imaginaires

se confond en quelque sorte avec la considération des ensembles de

points qui représentent ces nombres : les mots ensemble borné,

point d'accumulation, ensemlile clos, ensemble parfait s'entendront

comme il a été expliqué au n" 282.

On peut considérer de même une suite infinie de nombres ima-

ginaires ou de points; r,, r^, ..., :„, ... ; dire que cette suite a

pour limite le nombre imaginaire Z, ou que r„ admet, pour n

infini. Z pour limite, écrire

lim. r„ = Z,

cela signifie que, (juelque petit que soit le nombre positif -., il

lui correspond un nombre naturel p tel cjue l'on ait, sous la con-

dition // > /),

\Z„-Z\< H.

ou encore que le point *„ a pour limite le point Z, ou encore que

la dislance entre le point Z et le point Zn a pour limite o, quand n

augmente indéfiniment. Si l'on sup[)0se que l'on ait

',, = ^n + yJ, Z = X -+- Y/,

en désignant par Xn, y,,, X, ^ des nombres réels, cela revient à

dire que l'on a

lim. Xn = \, lim. v„ = ^ .

Pour que la suite 0,, z.^, ... c„, ... ail une limite, il faut et il

suffit que, à chaque nombre positif i, corresponde un nombre

naturel n tel que l'on ait

pourvu que les nombres naturels p, y soient plus grands que n.



I IIAITniK \. —- \<»MltKi;S l.MAMN VIIU.S '}..}-

Si l'on a

liiu. :„ Z,

il est clair, à cause de la conlinuilé de la lonclion \'x- -h v^, que

l'on a

lim.
I

:,. ;

=
I

Z
;

.

On reconnaît de même que, dans le cas où Z n'est pas nul, l'un

<les arguments de r„ a pour limite un argument de Z.

On dit que Zn tend vers x , ou vers le point x , et lV)n écrit

lini. Z„ = a; ,

:i = X

pour dire que la valeur absolue de :,^ tend vers -i- x quand m
augmente indéfiniment n° 60 . L'expression <( le point x » [)ro-

vient d'une interprétation de la représentation géométrique d'un

nombie imaginaire dont je dirai un mot, en employant d'ailleurs

le langage géométrique avec sa signification vulgaire.

327. — Considérons une sphère, dont le rayon, si l'on veut,

sera très grand, tangente à l'origine des coordonnées au [)lan qui

sert à représenter les nombres imaginaires : le lecteur pourra se

représenter cette sphère comme étant au-dessous du [)lan. Soit 0'

l'extrémité du diamètre de la sphère qui passe par le [)oinl ( ), ori-

gine des coordonnées.

A chaque point A du plan on peut faire correspondre le point A,

de la sphère où celle-ci est rencontrée par la droite qui joint le

point 0' au point A; inversement on peut l'aire corres[)ondre au

jioint Al de la splière le point A du |)lan : ce mode de correspon-

dance est bien connu du lecteur sous le nom de projection stéréo-

gra[)liiqup : remarquons que le point O' de la sphère n"a pas de

correspondant dans le plan.

Ceci posé, au lieu de prendre le point A comme représentant

d'un nombre imaginaire x -t- yi on peut tout aussi bien prendre le

point A,, sa perspective sur la sphère. Dès lors, quand la valeur

absolue du nombre x + yi est très grande, en d'autres fermes,

quand le point (a;, y) du plan est très éloigné de l'origine, il est

clair que sa perspective sur la sphère est très voisine du [)oint 0'
;

Ta-jseht 11. — Introduction à la Tiiéori'î lies fondions H
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tous les nombres (ionl la \aleiir absolue est très jurande soûl ainsi

représentés par des points de la sphère très voisins du point 0',

qui peut être regardé lui-même comme la limite de la représenta-

tion sur la sphère d'un nombre imaginaire donc la valeur absolue

grandit indélinimcnt. x\u lieu du point 0', on dit le |)oint x . On

comprend dès lors l'origine de ces façons de parler (( la variable,

ou le point ./• -t- yi tend vers le point x ou s'approche du

point X ».

Sans me servir, tlans ce qui suit, de la représentation sphérique

des nombres imaginaiies, je conserverai ces façons de parler, qui

sont commodes, pour dire simplement que \ V^ h- y- augmente

indéfmiment. Cette façon de parler d'ailleurs se justifie d'une autre

façon :

iSous aurons souvent l'occasion de faire correspondre au point

Z ^= :r -f- l'y du plan le point

I X X y
z X -h iy x- -^ y- a;' -t- y^ '

Le point ; se déduit du point r par la construction suivante : on

prend d'abord le symétrique c' du point z par rapport à l'axe des

abscisses, puis le point inverse du point ;' par rapport au cercle

de centre o et de rayon égal à i : ce point n'est autre que le

point , • Sans m'arrêter à ce mode de correspondance sur lequel

j'aurai l'occasion de revenir, on voit qu'à chaque point z du plan.

sauf au point o, correspond un point , du même plan, que lorsque z

est très voisin de l'origine, le point . en est très éloigné, et récipro-

quement. On supprime les exceptions du langage en disant que

(1 le point X du plan » et le point o se correspondent par le mode

de correspondance défini plus haut. En ce sens, dire que le point

Zn=^ Xn -^ iyn tend vers le point x quand n augmente indéfini-

ment, c'est dire que le point - a pour limite le point o.
- n

Observons que cette façon de parler « z,, tend vers co », ou

celte façon décTire

lim. r„ = ce ,
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donne bien nn renseignement sur la valenr absolue de :„, mais

qu'elle n'en donne aucun sur l'argument de :„. Dans quelque di-

rection que le point r„ s'éloigne indéfiniment, que ce soil sur l'axe

des abscisses, des ordonnées, sur une autre direction, à droite, à

gauche, en bas et en haut, on le regarde comme tendant vers le

même point y. . Dans ce motlo de langage, tous les éléments à

l'infini du. plan sont regardé^ comme condensés en un point '•
;

toutes les droites du plan, en particulier sont regardées comme
passant par ce point.

.l'abandonne cette digression, uniquement destinée à expliquer

des fa(;ons de parler, mais je veux encore remarquer que conformé-

ment à une convention déjà faite an n" 60. tout en écrivant

liin. :„ ^= X ,

l'entendrai toujours, eu parlant de la limite d une variable, que

cette Hmitc est finie.

328. —- On peut considérer des séries

(L) Hi -f- lU — ... -+- U„ -r- ...

dans le.<quelles les termes sont des nombres imaginaires: je suppo-

serai que l'on ait en général Un =r Xn — à',,. Xn et yn désignant des

nombres réels ; une telle série sera convergente si la somme S„ de

ses n premiers termes a une limite pour n infini : cette limite

>era la somme de la série, ."^i la somme Sn n a pas de limite p^iur n

inlini, ou si elle tend vers x , la série est divei'f/enle. Dire que la série

[)récédcnte est convergente, c'est dire que les deux séries à termes

réels

(X) X, -+- x. -h ... — x„ -+- ...,

(V) 7, -h j2 -+- • -hyn -^ •••

sont convergentes; si l'on désigne par X, Y Les soQimes respectives

de ces séries, la somme de la série proposée est X -i- \i.

Pour que la série L soit converirente. il fiiut et il suffit qu'on

(') Vu lieu d'être regardés comme situés sur une droite, ainsi que dans la

géonétrie projective.
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puisse laii»^ correspoiulrc à clia(|ue numbre posilif £ un iioiiihre

naturel // tel que l'on ail

sous les londilions 7 > y> > /J n" 56 .

On dit que la série (U est absohinienl convergente si la série à

termes positifs ou nuls

H, -T- jÇ -h ... + n'„ + ...

formée avec les valevirs absolues ii\, u',,..., ii[^ des termes de la

la série Î\J] est convergente. S'il en est ainsi, il est clair que les

deux séries à termes réels (X), (Y) sont absolument convergentes,

puisque les valeurs absolues de leurs termes sont au plus égales

aux termes correspondants de la série L ,, et il s'ensuit que la

série L , supposée absolument convergente au sens qu'on vient de

dire, est convevqenlc en ce sens que !a somme de ses n premiers

termes tend vers ime limite quand n augmente indéfiniment. Au

reste cette conséquence résulterait aussi bien de la règle générale

qu'on vient de donner.

Si la série (U) est absolument convergente, les sommes des

séries (\\ 'Y à termes réels, qui sont elles-mêmes absolument

convergentes, ne dépendent pas de l'ordre de leurs termes : il en

est donc de même de la somme de la série U}.

La valeur absolue de la somme des n premiers termes de la série

absolument convergente ^U est au plus égale à la somme des n

premiers termes de la série I '

; il en résulte que la valeur abso-

lue de la somme de la série U) est au plus égale à la somme de la

série U'.

Le reste d'une série convergente à termes imaginaires se définit,

comme dans le cas d'une série à termes réels. Si l'on a afTaire à

une série absolument convergente, il suit de la proposition précé-

dente que la valeur absolue de son reste est au plus égale au reste

correspondant de la série (U').

En restant toujours dans les séries absolument convergentes, il

est clair que les propositions qui concernent les séries à entrée mul-

tiple (n°* 105, 106, 107;, la règle pour la mulplication des séries

fn" 114 , fondées uniquement sur des identités formelles qui sub-

sistent que les termes soient réels ou imaginaires, et sur ce fait que
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la \alcur absolue dune somme est au plus égale à la somme des

\alcurs absolues de ses termes, s'appliquent évidemment dans le

cas où les séries ont leurs termes imaginaires.

327. — Les propositions du n*^ 139 s'étendent, en les modifiant

run\cnablemcnt, aux séries à termes imaginaires.

Considérons une suite de nombres £,, •>,... £,,,••• tels que la

série à termes positifs

(e)
j
e, _ e.

I

h- [
£, — £3 ; h- ... +

I

f„_, — £„
I
H- ...

soit convergente et remarquons d'abord que cette liypotlicse eji-

traine l'e.xistence d'une limite pour 3« quand // augmente indélini-

ment. En cllet dire que la série précédente est convergente c'est

dire que la série dont le n'ème terme est (on — £«+i) converge abso-

lument : or, la somme des n — i premiers termes de cette série

est £, în.

Ceci posé, considérons, avec la série L , la série

-i"i + '2"2 -H ... -+- £„u„ -+- .-. ;

On peut en désignant par S„ la somme des n premiers termes de la

série (L), écrire

£,u, -+- uw, -h . . -h c„u„= EiSi -f- s..(S2— Si) + ... -I-=„(S„ — S„_,)

= (^1 — ^.) s, -h [t., — £3) s., -f- ... -H (î„_, — '-„) S„_, -H E„S„.

I.e premier membre aura certainement une limite pour n infini, si

les deux quantités '£, — 3/ S, -h ... H- (£„_, — £„) S„_, et £„S„ont

cbacune une limite.

Supposons que l'ensemble des nombres Si, S^,..., S,,,... soit

borné, ce qui arrivera en [)artlcuiier si la série l est convergente;

la série

(m — 'i) S, -h {t., - --) S, H- ... + (£„_i — £„) S„._, H- ...

sera conveigenle et même absolument convergente, comme il

résulte iuHnédialciuent de l'Iivpotlièsc relative à la série '5 et de la

règle n" 130: il suil de là que l'expression

(£, _ £,) Si -^ (£., — £,) s, -h ... + (£„_i — £„) S„_i
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a une limit-c pour n inlini ; il en cs^l de même de £„S„. si S„ a une

Hmilc pour n infini ou bien si l'ensemble des nombres S„ étant

borné, i:>n a lim. i„ t-= o.

Donc, en supposani conver^enlo la scric

on peul alfirmcr la t i»nverf;ence de la st'rie

r quand la série

est cimvergenle ;
"}." quand la somme des n premiers termes de

cette série reste, quel que soit /i, moindre en valeur absolue qu'un

nombre positif fixe et que l'on a lim. c„ = o (').

330. — Le produit infini

a = I

011 a„ désigne un nombre réel ou imaginaire est dit fihsolunicnl.

converrjenl si la série 7 a,, est absolument convergente, c'esl-à-

dire si la série à termes positifs ou nuls

a', -+- «2 + •••+"" + •••

oij l'on a posé à„ ==
\
a„

|
est convergente.

f; Ces deux propositions sont dues à M. Dedekind, qui les a données dans

ses Vorlesangen Dirichleis aher Zaldenthoerie . Voir dans le tome XXXM des

Sitzungsberichle de l'Acadéraie des Sciences de Bavière tin Mémoire de M. Lan-

dau Lber die Grundlagen dcr Théorie der FakuUàtenreihen, d'où je les aï

extraites.
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S'il en est ainsi, on montrera que le produit des n premiers

facteurs, à savoir

a = a

a := 1

tend vers une limite quand n angincntc indéfiniment: cette limite

est la r'ilcur du produit infini. Colle valeur est indépendante de

l'ordre des facteurs. Elle ne peut être nulle que si un facteur est

nul. Tout cela résulte inmiédiatcmciit du n° 119, dont les rai-

sonnements s'a[)pli(|uent immédiatement au cas où les nondjres «„

sont imaginaires. I^cs propositions roncornant les produits infinis

absolument convergents' à entrée multiple, les règles pour la

transformation d'un produit infini absolument convergent en

série,... subsistent ainsi que leurs démonstrations.



CHAPITliE VI

FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES

I. _ ruNCTIONS UVTIONNELLES : EXEMl'I.ES DE lONCIloNS

ALGÉBRKJLES

331. — Il M V a aucune difficulté à transporter aux fonctions de

variables imaginaires les définitions générales qui ont été données

dans le Chapitre IV.

Considérons un ensemble E) de nombres imaginaires : on re-

gardera ces nombres comme des valeurs qui peuvent être attri-

buées à une lettre z. Supposons qu'à chaque élément de l'ensemble

: E / corresponde un nombre imaginaire qui sera regardé comme

une valeur attribuée à la lettre z' ; z' sera une fonction f[z) de la

variable z, déterminée dans l'ensemble (E). Les valeurs distinctes

de z' forment elles-mêmes un ensemble (E) de nombres imagi-

naires dont chacun correspond à un ou plusieurs éléments de E ;

si chaque élément de i E' ne correspond qu'à un élément de (Ej,

c'est-à-dire si les valeurs de ." qui correspondent à deux valeurs

distinctes de z sont toujours distinctes, la correspondance entre les

deux ensembles E
,
(E'^ est parfaite et l'on peut regarder z comme

une fonction ¥ ''z' de z' déterminée dans l'ensemble E ; les deux

fonctionsy r , h" c' sont inverses Tune de l'autre.

Puisqu'un nombre imaginaire n'est qu'un système do deux

nombres réels, on peut regarder les ensembles E , E comme

des ensembles dont les éléments sont des systèmes de deux nom-

bres réels, ou encore des points ; les \aleurs de z, z' sont les

affixes de ces points. Une fonction de variable imaginaire, telle

qu'on vient de la définii-. n'est rien antre chose qu'une corrcspon-



CIIAPITItl': \l. l-d.NC.TIO.NS lir. \ AltlAItl.KS IMWIINMUF.S ?Xk}

tlance entre deux ensembles de points, et l'on se trouve avoii

répété, avec de lé^-^ères dilTércnci^s dans le langage et les notations,

ce qu'on a dit an début du n" 286. (le qu'il faut entendre quanil

«m dit que la fonction y, ;^ est continue on un [)oint d'accumula-

tion de E f|ui appartient à cet ensemble, qu'elle est continue dans

tout l'ensemble ^E supposé clos, le fait que la fonction est alors

uniformément continue dans l'ensemble E , tout cela a été expli-

qué au 11' 286 : ou y a vu encore que s\ la fonction f c' est con-

tinue dans l'ensemble clos E\ et si la correspondance entre les

ensendjles E . ^E' est [)arfaite, l'ensemble E' / est clos et la fonc-

lion F(^'), inverse de la fonction f : , est continue dans rensem-

ble , E').

Si l'on pose r = x 4- iy, z' = x -h iy', en désignant par x, y,

x'. y' des variables réelles, deux éléments correspondants des en-

sembles (E), (E') peuvent se représenter par [x, y), ix' , y) et la

délinilion de z' comme fonction de z revient à la définition, dans-

le même ensemble, de deux fonctions réelles

x' = -^{x,y), y' = ,h{j-,Y)

des variables réelles x, y. Si /(::) est une fonction continue en UU'

point d'accumulation Cq ou (xq, y^ de l'ensemble ;^Ej des points

X, y), les fonctions ':j{x, y), à{x, y) seront continues au point

Xq, Jo . Ces mêmes fonctions seront uniformément' continues

dans tout l'ensemble ( 1*^
, supposé cbjs, si la fonction/ c^ est con-

tinue dans cet ensemble ; il en sera de même de la valeur absolue

de f z ou de la fonction i/.r''^ + j'"^* qw' atteiiil par conséquent

son maximum et son minimum pour des points aj)partenant à CE..

Les façons d'écrire que voici

lin../(r)=:x,

fini. /(r) ^. .\,

Wm. f{z) = zo

uni à peine besoin d'c\[)lication. La première suppose que la lonc-

lion /* -^ est définie dans un ensemble
, E; dont n est un point

d'accunudation ; elle signifie ([ue l'on peut faire correspondre à

cliaque nombre positif l', si grand qu'il soit, un nombre positif;
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tel que l'on ait
|

/' ,:
|
> l*, |X)nrvu que r appaiiiemie à l'ensem-

l)lc et que l'on ait !
." — a

|
-< £ : la seconde et la troisit-nie sup-

posent que la lonciion f : est déiinie dans un ensemble contenant

des nombres r dont la valeur absolue est aussi grande qu'on veut,

el signifient : la seconde, qu'à chaque nombre positifs, aussi petit

qu'on le ^eul. on peut faire correspondre un nombre positif P tel

que l'on ait

!/U)-A|<s

sous la condition que , appartienne à rensend)le et tpie Ion ait

j
r

j
> P : la troisième, qu'à chaque nombre [)ositif P. aussi grand

qu'on le veut, on [)eut faire correspondre un nond^re positif Q tel

que l'on ait

sous la condition que c appartienne à l'ensemble et que l'on ait

)

'-

1
> Q-

En convenant de parler comme si le point x ajipartenait à l'en-

semble (E) et d'attribuer en ce point la valeur \ à la fonction

f z) on peut, au lieu d'écrire lim. fz^ = A, dire que la fonction

f'z est continue au point x .

Quand on dit d'une fonction y 2 qu'elle est continue au point

r^ sans parler de l'ensemble des valeurs de z dans lequel la fonction

est déterminée, on entend d'une part que la fonction f z est dé-

terminée dans les environs du point Zf,, c'est-à-dire pour tous les

points r qui appartiennent à un cercle de centre :„ et de rayon

suffisamment petit, et, d'autre part, que, si on la regarde comme

•étant définie dans cet ensemble de points, dont le point Zq est ma-

nifestement un point d'accumulation, elle est continue en ce point.

Rien n'empècbe de prendre pour l'ensemble E un lien T

défini par les formules

x = g{i), Y = Il i), a<<<_3:

<;'est un ensemble parfait. Définir, dans cet ensemble, la fonction

z' =fz. comme une fonction continue, c'est définir x' ,
y' comme

-des fonctions réelles continues de la variable réelle t dans Tinter-
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valle a,
fj

; l'ensemble des points :' ou x', y', constitue un lion

(ï'.. En [lailanl du point / du lien T ou du lien (T') on entend

le point de l'un ou di' rauln' de ces liens qui c.ori('s|)()nd à la ^a-

Icur / du paramètre.

Si :' ne s'annule poiu- aucune valeur de / ajiparlenant à l'inter-

valle (a, ^S , si, en d'autres termes, le lieu T' ne passe pas par

l'origine O des coordonnées, on pourra, d'une inlinitc de laçons,

délinir l'ariiumenl de z' (.Duime une l'onction continue de t ; cette

fonction sera déterminée si ion se donne la valeur (|u'ellc doit

prendre en un point /„ du lien ^ï';, laquelle doit, bien entendu,

être une des valeurs de l'argument de z' en ce point. Les autres

Ibnctions répondant à la question s'obtiennent en ajoutant à celle-

là un multiple de 2 7:. La dillérence entre les valeurs de lune

quelconque de ces fonctions pour / = to et / = /i, ou, comme

l'on dit, la variation de l'argument de :' quand on passe du point

<P
au point /, est l'angle, d(Tmi au moyen du lien T , dont le

premier côté est la direction qui va de l'origine au point /„ du

lien (T) et le second côté la direction qui va de l'origine au point

/, du même lien n" 292 .

Quand le lien T^ est fermé, il en est évidemment de même du

lien ï'
, et la variation de l'argument, lorsqu'on passe de l'ori-

gine a de ce lien à l'extrémité jj, confondue avec l'origine, n'est

autre cliose que l'crdrc, multiplié par -j-, du point par rappori

au lien T .

Considérons uiainlenaiil une courbe fermée simple F , le con-

tinuum C intérieur à cette courbe et l'ensemble parfait C^ -t- ¥)

dont les points appartiennent soit à i C) soit à [¥ j ; [)renons cet

ensemble parlait pour l'ensemble E ; ; dire que la fonction

:' = t' -f- ly' =/{:) = 9'-ï", v) H- i'I (.r. v)

est définie ei continue ilans cet ensemble, c'est dire que les ibnc-

tions réelles o(x, y), 'l'x, y) sont elles-mêmes définies et conti-

nues dans cet ensemble. Soit F') l'ensemble des points z' ou

(oc', y'} qui correspondent aux points de ^F ; F') est un lien

fermé; si ce lien ne ])asse pas par le point O, ce point admet un

«^erlain ordre par rapport à F , qui n'est autre cbose, au facteur

2- près, que la variation qu'éprouve l'argument de z' quand le

|)oint z décrit une fois la courbe fermée F]. Si cette variation
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n'est pas nulle, dii peut allirmei' n" 315 que les deux l'tjiialions

r {•'-'> y) ^ o, V [.r, y) = o

admeUenI une solution .r„, Vo) qui appartient au continuum iC ;

on peut tout aussi bien dire que l'équation f!^z) = o admet une

racine on rui ]ioint de ce même conlinuuni.

TjCs dcfiiiilions et |)roposilions concernant la convergence uni-

l'orme des séries ou des produits infinis dont les termes sont des-

fondions d'une varinhie 179-186 se transportent sans difficulté

au cas d'une variable imaginaire ; je ciois inutile lV\ revenir ; le

lecteur ne peut avoir aucune peine à l'aire les petits changements

indisjiensables, soit dans le langage, soit dans l'interprétation. l\

devra toutefois laisser de côté le n" 184. lelatif aux séries entières;

c'est là un sujet très important sur lecpiei j'insisterai bientôt.

332. — Au point de vue où je me suis placé dans le précédent

numéro, les fonctions de variables imaginaires ne présentent rien

de nouveau; on a répété, en changeant un peu le langage, ce que

l'on avait dit au n° 286 : on a pai lé dune fonction d'une variable

imaginaire au lieu de parler de tieux fonctions (réelles de deux

variables réelles. On ne conçoit guère qu'il puisse y avoir grand

intérêt à rester à ce point de vue général. Les fondions particu-

lières que je vais considérer seront définies, soit dans tout le plan,

soit dans certains continuums complétés, ou non, par leurs fron-

tières, de façon à conserver autant que possible les propriétés des

fonctions d'une seule variable. Elles rentrent dans la classe des

/ourlions analyti(/iies (pii seront définies ultérieurement dans leur

généralité.

Par exem[)le, si l'on voulait rester dans l'ordre d'idées du nu-

méro précédent, il serait naturel, en désignant jiar x, y des va-

riables réelles, d'appeler fonction rationnelle entière de c= a; -f- /j,.

ou polynôme en z, une expression de la forme <p(x,y) -+- if^(x,y:,

en désignant par ç- ./;, }' , '!j x, y] des polynômes quelconques à

coefficients réels en x, y, d'appeler fonction rationnelle de z une

expression de la même forme, où ox, j , •!> x, y seraient des

Ibnctions rationnelles à coefficients réels, des deux variables x, y;
mais, encore une fois, en procédant ainsi, on n'aurait rien de plus

qu'en considérant deux polynômes, ou deux fondions ration-

nelles en .'•, y.
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( )n ;i[)[)i'lli' t'oiicliitn lationiicllc cnlière en r = .»• -H yi, mi jm-

l\iu)iii(! en :, une expression de la forme

g{:)= \„:'.^-A,:" ' -h... -4- A„.

où A„, A,, ..., A„ sont des nombres réels ou imaginaires; c'est là

aussi une généralisation très naturelle des polvnomes à coefficients

réels, ne dépendant que dune variable, l n |)ol\nome du degré

II, tel qu'on vient de le définir, [)eul bien se me.ttre, en posant

r = X" H- iy, sous la ronuc 'y '"' }' "+" ^'^ ^% }')' '^^^ ? "^"' J/ ' ^ v^' }'/

désignent des polynômes entiers en x, y à coefficients réels; mais

ces polynômes sont très particuliers, comme on le voit immédia-

tement en faisant le compte des 2 /j -h 2 coefficients réels qui y

figurent, à savoir les n -h i parties réelles et les n -+- i coefficients

de /dans Ao, A,, ..., A„, tandis que, dans deux polynômes généraux

à deux variables, du degré n, il y a (a H- i n 4- 2 coefficients.

Une l'onction rationnelle en z sera le quotient de deux polynômes

en -
; elle est bien de la forme ':> x, y -+- i'b x, y' où o et 'i> sont

des jonctions rationnelles de x, y, mais ici encore (j et 'b sont des

fonctions rationnelles très particulières de x, y, comme on le voit

toujours en faisant le compte des constantes.

Plusieurs i)ropriétés des polvnomes réels s'étendent innuédiate-

temcnt aux [)olynomes à roeiïicients et à variables imaginaires.

Tout d'abord un polynôme en :. dont on donne les coellicicnls,

est évidemment une fonction de r délinie pour toute valeur de -,

ou, comme on dit, dans tout le plan qui sert à représenter cette

variable.

Les remarques du n" 173 sur la continuité au point o, sur la

façon d'ordonner un polynôme quand on veut l'étudier aux envi-

rons de ce point, sur l'impossibilité qu'un pnjvnome soit nul pour

toutes les valeurs de la variable sans être identiquement nul, sur

la condition relative à l'identité de deuv polynômes, la proposition

d'après laquelle la valeur absolue d'un polvnome dé[)asse tel

nombre positif que l'on veut, potiivu (pie la \alcur absolue de la

variable dépasse im nombre positif, convenablement cboisi, la no-

tion de la dérivée, de racine simple ou multiple, la continuité en

un point quelconque s'établissent exactement comme dans le cas

d'une variable réelle. Seules, les propositions concernant le signe
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du |>olvnonie, ou son mode de croissance, n'ont pas Ici leurs

équivalentes.

D'un autre coté, la règle de la division algébrique et ses consé-

quences s'appliquent sans modification. 11 en est de même des

propositions contenues dans le n" 174 et des formes qui permettent

d'étudier une fraction rationnelle dans le voisinage de o, d'un

point quelconque, pour les valeurs de la variable très grandes en

valeur absolue, ou, comme Ton dit, dans le voisinage du point oc ,

du calcid des vraies valeurs dune fraction rationnelle

333. — Les propositions relatives aux polynômes doivent être

complétées par la déiiionsl ration du théorème fondamental de

l'Algèbre, énoncé au ii" 321 sous une forme purement algébrique,

qu'on peut remplacer par la suivante :

Tout polvnome en z, à cocflicients réels ou imaginaires, admet

une racine réelle ou imaginaire.

Cette proposition résulte immédiatement des observations qui-

ont été faites au n" 315.

Considérons en effet, en posant toujours c = x •-+- iy, le poly-

nôme en -

z' =/{:) = A„c" ^ A,r"-' + ... + A„ = o{x, y) + il [x, y).

Désignons en général par <ii,, y.k k = o, i, -2, ... n la valeur

absolue et l'argument du coefficient Aa-, par /• et par la \aleur

absolue el l'argument de r, par / et 0' la valeur absolue et largu—

ment de r . on aura

./' =:= ;' cos 0' ^=^ fi„r" cos (vy -+- fiO) -H air"~^ cos ^, -+- [n — i)^] -}- ...

-f- o„ cos a„,

y' = r' sm 0' = a^^r" sin (a^-^ -f- n^) -+- a,?'""' sin "•, -h (n — l'ift -4- ...

-4- a„ sin 3„.

On suppose essentiellement que a„ n'est pas nul. On voit tout

de suite que le rapport

r' . / t aa, , ^^

rn= «0 V * "^
r a

^°^ ^""o — «^ -+- «) -H



riiAl'iilii: M. — KoNcrio.xs iti. \ Ai;iAiti.i> imai.i.n ui;i> H'

i

est Irrs voisiu tic o^^ quand /• ol un iiniiiliic posilir Ircs yraiid;

et que 1 on peut par cûns»'(|iienl éciiic

cos 0' -^ cos ('„ -h n^) -h ^ siii 0' =- sin (a,, -;- nf)) -+- r,

,

en ilcsifrnant par -. r, des noml)res réels <[u\ sont aussi pelits qu'on

le veut, en valeur absolue, pourvu que /• soil sullisammenl grand;

l'une des valeurs de 6 qui vérifient les éqnation'i pré-ccdenles est

alors très voisine de a^ -f- iij.

Considérons un nombre [)Osilil \\ très grand et le cercle (F; de

ravon R dont le centre est lorigine ( ) des coordonnées. Soit C)

le conlinuuni inli'rieur au cercle F ; ^i II est sutlisauiment grand,

la valeur absolue tlu polynôme z' est clle-niécie très grande sur

F et pour les |)oints extérieurs à !•"
; eu particulier :' ne s'an-

nule p<.inr aucun point do F . Si Ion (ait croître de n à :> ~, le

[)oint

z ^^ H (cos -t- / sin '0

décrira le cercle F dans le sens direct, et le point correspondant

:' décrira un lien lermé correspondant F ; d'après ce qu'on vierit

de dire, on peut prendre pour l'argument 7 de r une valeur voi-

sine de y.o + nO ; cet argument 7, ain.-i défini, sera une fonction

continue de 5: quand le point r dt'crit i' chvis le sens direct, la

variation de l'argument de z' est alors voisine de 2ii~: elle est

exactement égale h 2n~ puisqu'elle doit être un multi[)le de 2~;

l'ordre du point o par rapport au lien ferme F est n. Fa

fonction f z s'annule donc pour un point intérieur au conli-

nuurn C .

Ainsi qu'on le sait, il résulte de là très aisémcnl que le jiolv-

nome f'z: admet ii racines, en comptant cbaquc racine autant de

fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité: si l'on dé-

signe par r,, Zi, ..., Zp les racines distinctes de f'z et par a,,

a^, ..., a^ leurs ordres respectifs de multiplicité, on a, identique-

ment en z.

Inversement, une pareille identité exige i\\\e Ci. z^, ..., Zp soient

les racines de /' : et a,, y.j, .... y.,, lenr- ordres de multiplicité; les
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iionihros :,. -.., ... :,,, a,, aj. ... a,, sont (lélcniiinés quanti on se

donne les coelTicienls Ag, A,, ..., A„. Si ces coelïicients sont réels,

à chaque racine imaginaire non réelle:, correspond une racine

imaginaire conjuguée avec le même ordre de mulli[)Iirilé.

Il est maintenant aisé délahlir la jtroposilidn suivante.

334. — Soit (^K une courbe fermée simple qui ne passe par aucun

lies points z^, r^, ..., :,,\ la variation de l'argument de/(r, quand

le point z décrit une lois la courbe
, Fy dans le sens direct est égale

au produit par •>.
~ du nombre de racines de l'équation f z = o

situées à l'intérieur tic V , chacune des racines étant comptée

autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité.

En elTet, considérons d'abord le cas simple oii F est un cercle

décrit de l'une des racines comme centre, de r, par exemple, et qui

ne contient ni à son intérieur ni sur sa circonférence aucune autre

racine.

Partons de la formule qui tlonne la décomposition de /r en

facteurs ; l'argument de f z doit être déhni comme une fonction

continue sur le cercle; on peut, pour cola, le regarder comme la

somme des arguments des facteurs, pourvu que ces arguments soient

•eux-mêmes des fonctions continues sur le cercle. La variation de

l'argument defz,, quand le

point r décrit le cercle une

fois est la somme des varia-

tions des arguments des fac-

teurs ; parmi ces facteurs, on

n'a pas à tenir compte de la

constante A. La variation de

l'argument de r — z., est l'an-

gle décrit par la direction qui

va de Zikz quand j décrit le cer-

cle ; cet angle est manifestement

-2; . z Z3 %...

est nulle; au contraire l'angle que décrit le rayon qui va de r, à r

est égala 2~ quand le point r décrit le cercle dans le sens direct;

la variation du facteur [z — Ci)*' est 2 ~ai ; dans ce cas particu-

.lier, la proposition est établie.

Considérons maintenant ime courbe fermée simple F conte-

Fiï.

nul : la variation des arguments des facteurs 'z
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iianl à son inléricur plusieurs racines dislincUîs z,, z^,..., z,, :

aucune autre racine ne doit se trouver d'ailleurs ni sur K , ni à l'in-

lérieur de F ; regardons les points ri, z>,..., z,, comme les centres

de cercles Vi , i^l'^i, V,, assez pelils pour être tous intérieur^

à I' et extérieurs les uns au\ autres: regardons le point

fyz) =r zi X, y) -h i'J^{x, y comme l'image du point z = x -\- iy;

les propositions établies au n" 315 s'ai)plif(uent immédiatement :

les écpialions/ -', = <>, ou les équalions '> ./;, y ^= o, •!> (x, y^ -=

ne sont vérifiées pour aucun point du continuum obtenu en suppri-

mant il<- rintérieur (le I" les points qui appartiennent aux cercles

Kl . I\' — , l'V . ni [lour aucun point de la frontière de ce con-

tinuum : l'ordre total du point o par rapport à l'image de la

courl>e 1' et (ie> ccnics l'j , l'j ,..., 'Vp) est nul; on peut dire

aussi que l'ordre du point o par rapport à l'image de F est égal

à la sonmie des ordres du même point par rapport aux images des

cercles, toutes les images étant décrites dans le sens qui corres-

pond au sens direct, ou encore que la variation de l'argument de

f z quand le point r décrit la courbe F dans le sens direct est

égale à la somme des variations de l'argument de f z quand le

point z décrit daii^ le -cn> direct les cercles F\ , F^ , ... F^/

,

c'est-à-dire à 'i~ ai -r- 7.^ -H . . . h- t.,. .

335. — l ne loncliuii ratiuiuielle de :

sii)

est le quotient de doux pol\ nomes en z, '> - et 'l z . Il est clair

qu'une telle l'onction est continue pour chaque point z, saul" pour

ceux qui annulent 'l>-z , lesquels d'après le théorème fonda-

mental de l'algèbre, sont en nfMubrc fini. Soit a un tel point.

( >n a vu au n" 174 comment on pouvait étudiei- la fonction I-n

aux environs du |)oint a, conmient en particulier celte fonction

a\ait une vraie vnlcur lors(pie '/ était une racine commune à

o z et à •> : , d'ordic de iiniltlplirité dans ':, 'z au moins égal à

l'ordre de n)ulti()licilé dans -l : ; il est as.sez naturel d'attribuer

alors à la fraction rationnelle cette c viaie valeur » pour r =a;
lorsque a n'est pas racine de o z , ou e^l [»our c : une racine

d ordre de undliplirili- moindre (jiie pour > : , l.i fraction lalion-

lAît.-JKBT il — Inlio.lartioH ;i la Tliiiorie de» fonction» IS
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nclle se met sous la forme

(; — a)« {z — a)»— '" 2 — a «I^i {z)

où A, Al,... A3(_i sonl des constantes réelles ou imaginaires et où

9i (2^). '-î'i(^) sont deux polynômes en z dont le second ne s'annule

plus pour z = a; cetic formule montre de suite que la valeur abso-

lue de la fraction augmente indélinimenl quand ce point z s'appro-

che du point a; en d'autres termes, on peut écrire

Lorsqu'une fonction rationnelle peut être mise sous une telle

forme, on dit que le point a est un pôle dordre de multi[>licité a

de cette fonction, un pôle simple si a est égal à i. Le coelTicient

^x—i q^' jo^i6 un rôle très particulier, comme on le verra plus

tard, s'appelle le résidu de la fonction relatif au pôle a.

Si l'on convient toujours d'attribuer à une fonction rationnelle

fj^ sa vraie valeur, lorsqu'elle en a une, rien n'empêche de

supprimer d'abord les facteurs communs au numérateur et au

dénominateur, en d'autres termes de regarder Ciz) et ^{z) comme
des polynômes jDremiers entre eux ; les seuls pôles de la fraction

sont alors les racines du dénominateur, et l'ordre de multiplicité

d'un pôle a est l'ordre de multiplicité a de a regardé comme ra-

cine de ti'(z) ; dans ce même cas, <}^i [z) est égal au quotient de la

division de ^(z) par (2 — a)^.

336. — La définition de toute fonction y = f[x) de la variable

imaginaire [x] (') équivaut à une correspondance entre le point x

et le point y, le premier étant naturellement assujetti à rester dans

l'ensemble (E) où la fonction fi'x) est définie. Il sera bon de se

rendre compte de la nature de cette correspondance, pour quel-

P; Jusqu'ici lorsqu'il s'agissait d'une variable imaginaire les lettres x, y

étaient employées pour désigner la partie réelle et le coefficient de i de celle

\ariablc, ou, si l'on veut, les coordonnées^du point dont la variable était l'affixc.

J'abandonne celle babilude, et j'emploierai aussi bien les IcllrC' .7-, y pour dé-

signer des variables imaginaires qurlLonrjiK.'s.
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qucs-uncs des fonctions de variable imaginaire déjà définies. Il

peut être commode de se ligurer les variables x. y comme représen-

tées dans des [)lans distincts, le jt/an des x et le plan des y; parfois

aussi, il est commode de se figurer ces deux plans connne coïn-

cidants.

Si la fonction y .e est un polynôme, elle est définie dans tout

le plan; ù cliaque point du |)lan des x correspond un point du

plan des y. Si la fonction y = j
/ { est une fonction rationnelle

ou le quotient de deux |)olynomes, que l'on peut supposer pre-

miers entre eux, elle est définie pour tous les points du plan des x,

sauf pour ses pôles, où l'on peut dire qu'elle est infinie. Ces pôles

sont en nombre fini.

Si l'on considère la fonction y = x -{- a. oh a est une constante,

et si l'on figure le point a, on voit que

cette fonction fait correspondre à cha-

que point ./• un point y, extrémité d'un

vecteur ayant le point x pour origine

et équipollent au vecteur qui a pour

origine le point o et pour extrémité le

point a. En d'autres termes le point y
^'&- '^^•

correspondant à x se déduit de ce dernier par une lianslaiion égale

à ce vecteur.

Soit maintenant y = ax, et supposons d'abord a réel. La corres-

pondance entre le point x et le point y est une homolhétie dont le

XV

Fig. 29. Fig. 3o.

centre sera le point o et le rapport le nombre a ; l'homothétie est

directe ou inverse suivant que a est positif ou négatif.

Si a == /• cos 5 -r- / sin 0) est imaginaire, ou pourra remplacer

la relation v = ax par les deux relations

y = .r'(cos -+- I sin 0).X = rx
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La picmièie fera corres|)ondrc au point ./• le point x par homollié-

tie diioclc. La seconde fera correspondre au point ./
' le point qui

s'en déduit en faisant lourner de laufrle 0. autour du point o, le

vecteur cpii part de ce même point et aboutit au point .<•'. Il est clair

que la correspondance entre v et x est une correspondance par

similitude. Le point o est le centre de similitude.

Soit r = ax -t- 6 : on substituera à cette relation, les deux sui-

vantes

x' ^= ax , y = x' -f- Il

qui définissent deuv correspondances déjà étudiées; il e>l clair,

d'après cela, que la correspondance définie par l'égalité r T=ax -^- h

est une correspondance par similitude, (l'est la correspondance

par similitude directe la plus générale possible, si l'on ne fixe pas les

constantes a, h. Le centre de similitude est le point •

On a dit déjà quelques mots n" 327 de la correspondance

définie par la relation y = .. : considérons d'une façon plus géné-

rale la relation v = et sup[)Osùns d'abord que '/ soit positif.

On déduira le point y du point x de la façon sui\ante : on décrit

du point o comme centre un cercle de rayon égal à \'a, et on prend

le point X symétrique ' du point x par ra])port à ce cercle, puis le

point y symétrique du point x par rapport à l'axe des abscisses ;

ces deux opérations peuvent d'ailleurs être interverties.

Si a = / cos oj H- / sin o) est imaginaire, on remplace la rela-

tion y = par les deux relations

X (cos (0 -h ( sin u>)

dont la jiremière revient à une rotation autour de l'origine, la

seconde à une symétrie par rapport à Taxe des abscisses suivie

(*; C'est-à-dire un point situé sur la dcnii-droilc qui j)art du centre et

qui contient le point x. de manière que le produit des distances des points x, x'

au centre soit égal au carré du rayon du cercle. Le point x' peut être aussi

regardé comme le second point commun à tous les cercles passant par le point .r

et orthogonaux au cercle donné. Cette déHnition s'appliquerait encore si le

dernier cercle était remplacé par une droite et conduirait alors à la svmc'trie

ordinaire.
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(l'une symôtric |)ar ia|)|)oil à un cercle de rayon \ r ayant son

cenlic à roriyin(\ La rotation autour de l'origine et la syinclrie

par rapport à l'axe des x reviennent à une symétrie par rapport à

une droite convenable passant par l'origine. On déduit do là aisé-

ment, en remarquant que la translormation y =^ - laisse inaltérés

les deux points \'a et — \ûi, que cette transformation revient à une

symétrie par rapport à la droite qui joint ces deux points, suivie

d'une symétrie par rapport au cercle décrit sur cette droite comme
diamètre.

Une telle Iranslornialion change en cercles les cercles et les

droites qui ne passent pas par l'origine, elle change en droites les

cercles et les droites qui passent par l'origine.

Soit la fonction
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La propriôlé de la transformation considérée de changer les

cercles en cercles résulte aussi de la relation

V — ,v,
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plan drs ./• qui passent ])ar le point — , ont pour Iranslormes

des droites du plan des y, les droites du plan des x qui passent

par le point , du plan des x ont pour tiansfornices des droites

du i»lan des y qui passent par le point -7. Soient C, un cercle du

plan des x et C,^ le cercle correspondant du plan des y. Le centre

du cercle C,j est le point correspondant, dans le plan des y, du

point du plan des x qui est symétrique du point — ^, par rapport

à C,. Si le cercle C^ contient à son intérieur le point — ^t, i in-

térieur du cercle C, a pour transforme l'extérieur du cercle Cy, etc.

337. — Dans les correspondances précédemment étudiées, à

dcu\ points distincts du plan des x correspondent deux points

distincts du plan des y. La correspondance entre les deux plans

est parfaite, si toutefois on convient de parler du point x d'un

plan comme d'un point proprement dit. Il n'en est plus de même

pour une correspondance telle que celle qui est définie par l'égalité

y = xK II est clair qu'aux points x et — aï ne correspond qu'un

point du plan des y.

L'ensemble des points x- recouvre deux fois le plan des y. Inver-

sement il faut et il sufiit que deux points x, x' soient symétriques

par rapport au point o pour qu'ils aient même correspondant y.

J'insisterai un peu sur la correspondance entre x et y, et sur la

définition de v'y : c'est que les considérations sur lesquelles est

fondée cette définition, se retrouvent dans une foule de cas, avec

cpielques différences que le lecteur reconnaîtra de lui-même.

ÏNe considérons {fig. 3i) que le demi-plan des x qui est à droite

de l'axe des ordonncesou, si l'on veut, les points x pour lesquels la

partie réelle de l'affixe est positive : il est clair que deux points

distincts de cedernier plan auront pour correspondants dans le plan

des y des points distincts ; il n'y a exception que pour les points

mêmes de l'axe des ordonnées qui ont leurs correspondants sur l'axe

négatif dans le plan des y. Si l'on imagine un pointa: décrivant l'axe

des ordonnées, de bas en haut, le point correspondant y décrira

deux fois l'axe des quantités négatives de — x^ à o puis de o à

— <z) ; un même point de l'axe négatif dans le plan des y corres-
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l^ond mauifeslcmenl à deux points de l'axe des ordonnées du plan

lies X. symélriqucs par rajiporl au point o. On reconnaît d'ailleurs

qu'un point du demi-plan des x situé très près de l'axe des ordon-

nées a pour correspondant un point y situt' au-dessus de l'axe

négatif ou au dessous de cet axe suivant cjuc le point x est lui-

même au-dessus ou au-dessous de l'axe des abscisses dans son

plan. Sauf les points situés dans le plan des y sur l'axe négatif,

chaque point y est le correspondant d'un seul point du demi-plan

des X : ce point a pour affixe \'r (ces h- t sin -
j en désignant par

r la valeur absolue et par l'argument principal de y. Les points

de Taxe négatif (du plan des y sont les correspondants de deux

Ay

(.'/J

DO

Fig. 3..

points du plan des X: dont les alTixes sont purement imaginaires

et symétriques.

Imaginons qu'on pratique dans le plan des y, le long de l'axe

négatif une coHp«?/-e allant du point o au point — co
; quand le

point X se meut dans le plan des x, d'une manière continue, sans

jamais pénétrer dans la région située à gauche de l'axe des ordon-

nées, le point y se déplace d'une façon continue dans son plan sans

jamais traverser la coupure ; quand le point x vient affleurer la

moitié supérieure de l'axe des ordonnées, le point y vient affleurer

le bord supérieur de la coupure, qu'il est ainsi naturel de rattacher

à la partie du plan des y qui est située au-dessus de l'axe des

quantités négatives ; de même, quand le point x vient allleurer la

moitié inférieure de l'axe des ordonnées, le point y vient affleurer

le bord inférieur de la coupure du plan des y que l'on rattachera

ainsi à la partie inférieure du plan des y. Les deux bords de la

coupure ont étc- figurés par deuv droites parallèles rapprochées ;
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ces (lcn\ hords sont cii léalilé confondus avec l'axe négatif; ils ne

sont distincts que dans la pensée ; le bord supérieur est regardé

comme correspondant à la moitié supérieure de l'axe des ordon-

nées, du plan des x, le bord inférieur comme correspondant à

la moitié inférieure du même axe. Le plan des y, ainsi découpé,

peut être regardé comme correspondant parfaitement à la moitié

de droite du plan des x.

Si le point.r décrit, dans le plan des x{fuj. .'^2), une dcmi-droile

partant du point o, le point j = x^ décrira, dansleplan des y, une

demi-droite partant du point ode ce plan ; son argument sera double

de l'argument de la première demi-droite ; si celle-ci tourne autour

du point o du plan des x de manière que son argument croisse de

— - à -, la demi-droite du plan des y tournera autour du point o

de façon que son argument croisse de — ~ à ~
; la première aura

décrit la moitié du plan des x qui s'étend à droite de l'axe des or-

données, la seconde tout le plan des y ; à deux positions distinctes

de la première correspondent deux positions distinctes de la se-

conde, sauf pour les doux directions d'argument — '

.
-+- '

. oppo-

sées sur l'axe dos ordonnées ; à ces deux directions ne correspond

dans le plan des y qu'une seule demi-droilc. qu'il est très naturel

de dédoubler comme on l'a expliqué, en faisant correspondre le

bord supérieur de la coiqiure à la demi-droite de l'axe des x dont

l'a rffument est H— et le bord inféiicnr à la deini-dioite dont i'ar-

gument est — " •
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Considérons encore, dans le plan des ;r, le demi-cercle décrit du

point o avec le rayon /•, situé à tlroite de l'axe imaginaire et ren-

contrant cet axe aux points a, b. Supposons que le point x décrive

ce demi-cercle du point le j)lus bas b au point le plus haut a ; l'ar-

gument de X variera de — à -h -
; le point correspondant y dé-

crira le cercle de centre o, dans le plan des y. et de rayon ;*- du

point b' situé sur le bord inférieur de la coupure au point coïnci-

dant a du bord supérieur de la coupure.

Puisque la correspondance entre le demi-plan des x situé à droite

de l'axe imaginaire et le plan des y découpé comme on l'a expliqué,

est parfaite, on peut au moyen de cette correspondance, définir

X = s/y comme une fonction univoque de y.

Cette définition équivaut aux suivantes : \^y est, pour chaque va-

leur de }', la racine carrée de y dont la partie réelle est positive.

Si l'on choisit pour l'argument de y la valeur principale de cet

argument, l'argument de \/y sera la moitié de l'argument de y, la

valeur absolue de s'y sera la racine cariée arithmétique de la va-

leur absolue de y.

Ces deux définitions tombent naturellement en défaut quand y

est un nombre réel négatif, (juand le point y est sur la coupure :

pour les compléter, il faut dire si y appartient au bord supérieur

ou au bord inférieur de la coupure ; suivant les cas, suivant que le

point j sera en a ou en b' , le point x --= \,/y sera en a ou en 6,

\^y sera un nombre purement imaginaire dans lequel le coefficient

de i est positif ou négatif.

On peut dire encore, en désignant par v/—̂ ' la racine carrée

arithmétique du nombre positif— y, que \'y est égal à / \/— y ou

à — / \'— y suivant que y est sur le bord supérieur ou sur le bord

inférieur de la coupure.

La fonction \/j ainsi définie est continue dans tout le plan des }'.

quand on a pratiqué la coupure, si l'on convient, comme il a été

expliqué plus haut, de regarder comme distincts les bords de la

coupure, de ne pas regarder comme voisins deux points qui coïn-

cident en réalité, mais qui appartiennent l'un au bord supérieur,

l'autre au bord inférieur, ou deux points très rapprochés de la

coupure et situés de part et d'autre. La continuité de v^y en un

point jo de la coupure, situé ])ar exemple sur le bord supérieur.
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consiste en ce qu'à chaque nombre positif s correspond un nombre

positif yj tel que l'on ait
|

v'.^ \'yo |
< £ si l'on a

|
y — Yo \ ^'C

et si le coefficient de / dans y est positif.

338. — On vient d'employer un procédé particulier pour défi-

nir \ V, on v'.r. carie nom de la variable n'importe évidemment

pas ; on peut en adopter d'autres, pourvu que le carré de la valeur

adoptée pour ^x soit toujours égal à x : cette condition est, en

l)arliculier, aussi bien vérifiée pour — \'x que pour \'x. C'est par

des raisons de continuité qu'on se laisse habituellement guider

dans le choix qu'on adopte.

Dans tous les cas, la valeur absolue de \/x devra être la racine

carrée arithmétique de la valeur absolue de x. On peut convenir

d'adopter pour argument de ^/'x la moitié de l'argument de x ; dès

lors, toutes les fois qu'on a adopté une règle pour déterminer l'ar-

gument de X, la fonction \^x se trouve définie par là-même.

Par exemple, la définition adoptée dans le numéro précédent

revient, de ce point de vue, à adopter pour l'argument de x sa va-

leur principale, comprise entre — - et + -.

Considérons un lien (T'' défini })ar les formules

^ =/(') + '5' (0. t,^t^i„

où f{t), g[l) sont des fonctions réelles et continues dans linter-

valle (/q, ti) de la variable réelle / : ces formules définissent bien

un lien, au sens du n" 288, puisqu'elles définissent l'abscisse f l

et l'ordonnée fj[l) d'un point quelconque de ce lien. Je suppose

essentiellement, sur ce lien, qu'il ne passe pas par le point o ; en

d'autres termes les fonctions f i^, (j t) ne doivent pas s'annuler

pour une même valeur de / appartenant à l'intervalle 'l^, /, i. Soit

5 une valeur de / appartenant à l'intervalle t^, t^), | le point

correspondant du lien et a une valeur déterminée de l'argument

de |. L'argument de x peut être défini, sans ambiguité, pour cha-

que valeur de /, comme une fonction continue de t qui, pour / ::= 6,

se réduit à a : ce sera la somme de a et de l'angle, défini au moyen

du lien T , dont le sommet est au point o, dont le premier coté

passe par le point ç et dont le second coté passe par le point du

lien qui correspond à la valeur considérée du paramètre. Alors \^x
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sera (Ic-finio sons ainhiguilé [)our cliaquo \alciir tic /: ce sera ma-

nireslonicnl une l'onction continue de /. On reconnaît immédiate-

ment que pour définir ainsi ^'a-, il n'est pas nécessaire de se donner

a, il suffit de se donner la valeur de \'J ; car on pourra prendre

ensuite a égal au double de l'un quelconque des arguments de v/ ?•

On peut caractériser celte façon de faire en disant que y'x est défi-

nie au moyen du lien et de sa valeur en un point du lien.

Si le lien T est simple et ouvert, on peut dire aussi que la

fonction \ .r est définie sans ambiguïté pour cliaque point x du

lien ; mais, s'il en est autrement, la valeur de x ne suffit pas, il

faut savoir à quelle valeur de t elle correspond. Si le même point

X correspond aux deux valeurs /', t', les valeurs de /rc peuvent être

égales, comme elles peuvent être symétriques, lorsqu'on regarde x

comme correspondant à /' ou à /'. Cette circonstance peut se pré-

senter quand le lien est simple et fermé ; les valeurs de \^x pour

/ = /(, et pour / = Il peuvent être égales ; elles peuvent être symé-

triques.

Pour pouvoir comparer la nouvelle définition avec celle du nu-

méro précédent et éviter les confusions d'écritures, convenons,

pour un moment, d'employer les notations \/x, {\/x), la première

avec la signification du numéro précédent, la seconde avec la si-

gnification qu'on vient d'expliquer ; x désigne toujours un point

du lien. Afin de simplifier un [)eu, je supposerai, relativement à la

définition de <Jx,, que la valeur de / pour laquelle on a fixé l'ar-

gument do .r coïncide avec /q, en sorle que le point S correspon-

dant est l'origine du lien
;
je supposerai on outre fjue le point ^

n'est pas situé sur l'axe négatif et qu'on ait pris pour a la valeur

principale de l'argument ; alors, à l'origine du lien (T), \/'x et ^xj

coïncident. En un point quelconque du lien, correspondant à la va-

leur / du paramètre, (\/x) est une fonction continue de / : il en est

de même de s/x, pourvu que x ne soit pas sur l'axe négatif. La dif-

férence \/x — v^ic) est continue tant que ses deux termes sont des

fonctions continues; elle est d'ailleurs égale soit à o, soit azh'2\/x;

dans ce dernier cas, elle reste toujours supérieure, on valeur abso-

lue, à un nombre positif fixe, puisque la valeur absolue de x est

au moins égale à la distance du point o au lien, qui n'est pas

nulle. Il suit de là que la difTérence \fx — <\/x) nulle pour / = l^

reste nulle, lorsque / croit à partir de t^, tant que l'on n'atteint pas
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l'axe né^NilH. Sii[)[)Osons qu'on allcigiie ccl axe une première lois,

au point x\ pour t ^r:^ t \ si, pour / un peu plus [)elit el un peu

plus grand que /', le coellicienl de / garde le même signe, si, en

d'autres termes, le point x ne Irai'crsc jxis la coupure, aloi> la

conclusion subsiste : la dilléreme reste nulle [)Our / = / el |)0ur /

un peu plus grand que /', j)Ourvu (|ue l'on regarde :i:' comme
appartenant à celui d(»s bords de la coupure qu'il faut ( onsidcrer

comme voisin îles points du lien qui correspondent au\ valeurs de

/ un peu plus petites ou un peu j^lus grandes que / ; la même
conclusion subsisterait, avec une condition analogue si, dans l'in-

tervalle I , l" le point .' restait sur l'axe négalil" et si le coefficient

de / dans c restait, pour les valeurs de t un peu plus grandes que

t", du même signe que pour les valeurs un peu plus petites que /'.

Mais les choses se passent dilVéremment si pour ^=^, le lien

T traverse l'ave négatif; pour des valeurs de t suffisamment voi-

sines de /', le point x est d'un cote ou de l'autre de l'axe négatif

suivant que t est plus petit ou [»lus grand que /'
; les valeurs prin-

cipales de l'argument ])0ur deux points ainsi placés de côté et

d'autre de l'axe négatif dillèrent à peu près de -.ir.: les deux va-

leurs de \'x sont à peu près symétriques, en sorte f|ue la valeur de

— SX pour / un peu plus grand que / est voisine de la xaleur de

^ 'a- pour / un peu plus petit que /'
; pour / plus petit que /', /,/

coïncide avec {\/x] ; pour / un peu plus grand que / , c'est au con-

traire — /x qui coïncide avec 'tjx^ ; lorsque t continue de croître

à partir de t' , on a toujours — ^'x = [\'x , tant cpie l'on n'atteint

pas l'axe négatif, etc..

J'abandonne maintenant la ^igniiication spécial»- attribuée aux

notations s'x, \yjx).

Considérons un domaine sim|)lc A n" 320 . Je suppo^e essen-

tiellement que le point o soit extérieur à ce domaine. On a démon-

tré an n" 314 que l'argument de x, l'angle dont le premier c»*tlé

est l'axe positif, dont le seiH)nd côté va du point o au point .r,peut

être délini couime nue fonction continue de ./• (|ui. ])Our le point

donn(' ,/•„ du domaine, se réduit à une valeur a„ arbilrairemonl

clioi>ie [)armi les arguments de ./•„. Par l'à-mèmc
x

./• se lrou\e dé-

finie dans tout le domaine ; il n'est même pas nécessaire de se

donner v.,, ; il suffit de se donner la détermination vAr,, de \lx en .r,, ;

\x est alors d(-linie cmune une fonction do x, conlinue ilan- le
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domaine cl se réduisant à \x^ })oui' x = Xq. On pourra si l'on veut

prendre a„ égal au double de l'un des arguments de ^^x^.

Soit T) un lien dont tous les j)()inls appartiennent au domaine

et qui contienne le point x^ ; délinissons maintenant la fonction

i\/'x) le long de ce lien, au movcn de la valeur y^o qu'elle doit

prendre en ce point, en sorte que la fonction [^/x) coïncide en x^

avec la fonction \/x, définie dans tout le domaine. Les deux fonc-

tions 1 va;) et \'x coïncideront tout le long de (ï), comme on le voit

en raisonnant ainsi qu'on a fait un peu plus haut.

Considérons plusieurs liens partant du point :/:„, aboutissant au

point .*;, et contenus tout entiers dans le domaine ; si l'on définit

la fonction \^'x , sur chacini des liens, en partant de la même va-

leur initiale ya-g, on aboutira au point x^ h la même valeur de y/a-j

quel que soit le lien que l'on considère.

Si, en particulier, on considère un lien fermé, contenu dans le

domaine, et si on définit \x le long de ce lien en partant d'une

valeur déterminée ^'x^, au point de départ x^, on reviendra en ce

jDoint, après avoir parcouru le lien, avec la même valeur v.To-

339. — Ces diverses définitions de ^
./• sont fondées sur la no-

tion d'angle ; elles peuvent être utilisées pour certaines fonctions

qui se trouvent être définies sans ambigiiité quand on se donne

l'argument de x ; en particulier, elles s'appliquent,, avec quelques

modifications qui ne peuvent échapper au lecteur, à la définition

précise de la fonction x'", où m est un nombre réel, soit dans le

plan coupé comme au n° 337, soit le long d'un lien, soit dans un

domaine simple comme à la fin du précédent numéro. Le point o

ne doit appartenir ni au lien, ni au domaine.

Si le lecteur veut bien réfléchir un peu sur les définitions de

l'angle considéré comme on l'a fait au précédent chapitre, il recon-

naîtra immédiatement que le succès de ces définitions tient, d'une

part, à ce que les diverses valeurs qu'on peut attribuer à un angle

différent d'une quantité finie (un multiple de 27:), et que, d'autre

part, on peut faire varier l'angle d'une façon continue. Rien n'em-

pêche de fonder la définition de \
:/ sur des propriétés analogues,

sans passer par l'argument, en employant d'ailleurs des raisonne-

ments analogues à ceux des n"" 292. 302. Je m'arrête un instant

sur cette méthode, en raison de sa généralité.
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Considérons d'abord l ensemble parfait G,' -+- ^F: coustitur par

un conlinuum G ; et sa fronlière (F) ; je suppose que le point o

n'appartienne pas à cet ensemble dont tous les points seront j)ar

suite à une dislance du point o supérieure ou égale à un nombre

fixe, que je désigne par (/. Soit £ l'écart de l'ensemble; je suppo-

serai £ <C 0^. Dans ces conditions, il est aisé de définir une fonction

V de a\ continue dans l'ensemble G -4- F i, vérifiant identique-

ment l'équation v' = x, et prenant pour un point x^,, qui appar-

tient à l'ensemble, une valeur Vq arbitrairement cboisie parmi les

deux racines de l'équation v' = oc^ ; ces conditions d'ailleurs dé-

terminent entitremenl la fonction y ou \'x.

Soit en effet x un point quelconque de l'ensemble ; on va choisir

pour la valeur correspondante de ), x celle des deux racines de

l'équation en v y- = x qui est la plus voisine de y^ ; on va voir

d'ailleurs que ces deux racines ne peuvent être également éloignées

de Yo ; on a en effet

(Vo — y) O'O + v) =Xo — X,

en désignant par y l'une des deux racines: on en déduit

b'o — 7I \yo-^y\ ^'-''

l'un au moins des deux nombres jvo — y[, lyo-i-yî. est donc

inférieur ou égal à v î ; on peut supposer qu'il en est ain^i du pre-

mier, car, autrement, on changerait y en — y. Dès lors, on a cer-

tainement Ijo -+- y\ > V^> car les deux inégalités ly^ — jI ^ ^>

Ivç -h yj <c entraîneraient

Mrol^b'a + vl -+- b'o-vI^2v'e;

or ceci est contraire aux suppositions que l'on a faites qui en-

traînent îy„I ^ \o > V '•

On a donc certainement yo — ji'< i/o + y\ '> celte condition

ou, si l'on préfère, l'inégalité jjo — vj ^ v^e déterminent y ou ^/x

sans ambiguïté dans l'ensemble G -h F i. La fonction ainsi dé-

finie est continue dans cet ensemble; soient en effet x',, x. deux

points du domaine et y,, y, les valeurs de \'x définies comme on

l'a expliqué : on peut poser yi = jo "+"
,^1

\'-' y^ ^^ /i ~^ p2 ^ '- ^"
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dcs^ignant par o,, o^, des nombres imaginaires dont les valeurs

absolues sont moindres que i ; on a d'ailleurs

" '
•

' Vj H- j, ajo -h (?i H- 0,) v'ï

'

puis

|2J., + (Pt + PJ/M ^ 2|jJ — h, 4- p,|v's ^ :*v'^ — 2\'-

On a. par conséquent

et cette inégalité rend manifeste la contlnuilé de la fonction dans

tout l'ensomblc C ; h- (F .

Tl n'y a d'ailleurs dans l'ensemble qu'une seule fonction con-

tinue qui vérifie identiquement l'équation y- = x et qui pour

X = .'„ prenne la valeur prescrite }'(, : considérons en ell'et une

seconde fonction satisfaisant à ces deux conditions et prenant en

un point x' de l'ensemble une valeur différente de \'.r' ; il suffirait

de relier le point x^ au point x' par un lien contenu dans l'en-

semble ^C) -+- (F\ et de se rappeler un raisonnement déjà employé

plus d'une fois pour voir que la différence entre les deux fonctions

ne peut être, le long du lien, une fonction continue du paramètre

dont la valeur détermine chaque point du lien, sans être nulle.

Il suit de là que si, au lieu de partir du point Xf, avec la valeur

initiale v^ pour \'x^, on était parti du point xi, avec la valeur y'^,

on aurait en procédant de la même façon, défini la même fonction,

si y^ se trouve être la \aleur de \'':cq qui résulterait de la première

définition.

Ceci posé, si Ton considère un lien T , défini par la formule

et qui ne passe pas par le point o, on pourra définir \^:r comme
une fonction continue de t qui prenne [)Our /„ par excnq)le une

valeur prescrite \'.r„, dont le carré toutefois soit égal à x^; on

intercalera entre /„ et /,, des nombres croissants /'. t\ en

s'arrangeant de façon que les intervalles /,,. / . /', /"

'/"•". /,' soient assez petits pour que les liens partiels qui corres-
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j)OiKlont à ces iiilcivallcs puisscnL iMre rcj^.iich's comme conlonus

dans clos enscmbk's parfaits qui salislassenl aux mêmes conditions

que l'on a imposées tout à l'heure à l'ensemble G) -h (F). Dès

lors \/x peut être définie dans le premier ensemble et par suite dans

l'intervalle <j,
/' en partant de la valeur \',7„ ; jniis, dans le second

ensemble et par suite dans l'intervalle /', / , en partant de la

valeur \
.;•' qui correspond à l z= l\ etc.

Soit maintenant A un domaine simple auquel le point o soit

extérieur; soit x^, un point de ce domaine. On va montrer, en res-

tant dans 1g même ordre d'idées, qu'il existe une fonction \'x, con-

tinue dans le domaine, qui, pour x =^ x^ se réduit à la valeur [)res-

crite \'xf,. Cette fonction est unique.

Je vais d'abord établir cette proposition quand le domaine

simpli' o^t une de ces figuics que j'ai désignées au n° 314 sous le

nom do lrii[)t':cs ; le contour de ce trapê/.e comprend : i" deux arcs

de courbes AqA,, A|,Aj dont les origines A^, A|, ont même abscisse

Oq, dont les extrémités A,, A', ont même abscisse a, ; à chaque

abscisse ap[)arteDant à l'intervalle 'a^, a, correspond un point sur

la première courbe et un point sur la seconde, d'ordonnée plus

grande ; toutefois les points Aj, et Aq, A, et A'^, peuvent être con-

fondus; 2" deux côtés A^Aj,, A|A| parallèles à l'axe des ordonnées;

l'un ou l'autre de ces côtés peut être de longueur nulle. Tous les

points du trapèze sont supposés à une distance du point o supé-

rieure à un nondire positif fixe r).

On peut décomposer ce trapèze par des parallèles à l'axe des

ordonnées, dont les distances mutuelles soient moindres que le

nombre positif
, , en une première série de tra|)è/es, se succédant

\ 2

de gauche à droite.

Considérons celui qui contient le point x,,. On le décomposera,

par des parallèles à l'axe des abscisses dont les distances mu-

tuelles soient moindres que , en une seconde série de j)ctits Ira-

pèzes 'comprenant des rectangles . Chacun de ces pelils trapèzes

peut être .regardé comme cet ensemble parfait du début, où tous

les points sont à une distance du point o supérieure à r), où deux

points quelconques sont à une distance uuiliieile inférieure à £<<<:?.

Lo UKxle de définition pour \ x s'ap[)lique. On l'appliquera tout

Taxxriw II. — Inlroilucl on à la Théorie dns foncCons 19
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d'abortl au trapèze qui oonlicnt le i)oint Xo, pour lequel vAto est

donnée ; dans tout le petit trapèze la fonction \'.x est définie et con-

tinue; il en est ainsi sur les côtés parallèles à l'axe des abscisses;

considérons un de ces côtés, il est commun avec un second tra-

pèze, contigu au premier ; on prendra un ])oint Xi sur ce côté ; en

ce jioint. la valeur de \'./i est délinie, et l'on peut par conséquent

par le même procédé, définir \^:c dans tout le second trapèze;

en raison de la continuité sur le côté commun aux d(Mi\ trapèzes,

les valeurs de \'.r qui résultent de la première ou de la seconde dé-

finition sont les mêmes, puisqu'elles sont les mêmes en Xi ; on

continuera ainsi successivement de trapèze en trapèze, par exemple

Fig. 33.

en descendant à partir du trapèze qui contient x^^,, puis, quand on

a achevé de descendre, en remontant à partir du môme trapèze; on

aura ainsi défini \ x dans tout un trapèze de la première série, celui

qui continuait ôc^ ; on procédera pour les trapèzes de la première

série comme on a fait pour les trapèzes de la seconde ; la fonction

y/cc est ainsi définie pour tout le trapèze primitif.

La proposition, une fois établie pour un trapèze, il suffit d'appli-

quer au domaine total ce procédé de décomposition que l'on a

décrit au n" 314 et qui aboutit à des trapèzes, puis d'employer le

même mode de raisonnement, pour démontrer par induction qu'on

peut définir y'x dans tout le domaine comme une fonction con-

tinue.

I
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340. — !><->' l y '-' y w'î polMiome en x, y du degré n en y :

soil A un domaine simple ne contenant aucun point x pour le-

(piel l'équation en v f x, y = o ait des racines infinies ou mul-

tiples; il n'est pas dillicile d'établir les propositions suivantes :

Les racines yi, y.^, ..., y„ de l'équation ,r, y sont bornées dans

lo domaine A . La dilTérence entre doux quelconques de ces ra-

cines est supérieure, en valeur absolue, à un nombre positif fixe r),

pour tous les points du domaine. Quelque petit que soit le nombre
positif î, on peut lui faire correspondre un nombre positif r, tel que,

si l'on suppose \x' — x'\ < y; et si l'on désigne respectivement

par j', ,
y'.-,, ..., y^, et par y\, y'j, ..., y^'^ les racines de l'équation en

y pour les deux points x' et x" de A , on [)ourra accoupler chaque

racine de la première suite, à une racine de la seconde suite de

façon que l'on ait

|vi - j;i < ^
I

y; - r;i < t, ..., \yn-y:^ < -

Ces propositions une fois établies, on pourra définir sans ambi-

guïté, dans le domaine simple A , n fonctions continues y,,

j^, ..., y„ de la variable x, satisfaisant toutes identiquement à

l'équation f x, y = o et prenant respectivement au point x' les

valeurs y',, y'.,, ...,j,'. Les raisonnements sont analogues à ceux

du numéro précédent. Cette définition est le point de départ de la

théorie des fonctions algébriques ; mais, comme je n'ai pas l'inten-

tion d'entrer dans celte théorie, je me bornerai aux indications qui

précèdent.

341. — Considérons encore la fonction \/i — x^, dont nous

aurons besoin plus tard. C'est, si l'on veut, une fonction de fonc-

tion. Posons a — I — x^ ; la valeur de u est définie pour chaque

valeur de x; en adoptant l'une ou l'autre des définitions de \u que

l'on a exposées plus haut, la fonction v'i — .r- sera évitiemment

définie. Comme au n" 337, je regarderai \'u et \/i — x'^ comme
définies par la condition que leurs parties réelles soient positives

;

il n'y a d'ambiguïté que si u ou i — x* sont négatifs ; .r, qui doit

alors être égal à ± v^i — ". est réel et [)lus grand que i en valeur

absolue. Figurons dans le plan qui sert à représenter la variable

X, deux coupures, pratiquées le long de l'axe réel, l'une du point i

jusqu'à H- ce , l'autre du point — i jusqu'à — x . En tout ])oint
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.c, non situé sur l'une ou laulre des ilcux coupures, la fonclion

\'i —^T- définie comme on a fi\it est continue. Les deux coupures

correspondent à la coupure que l'on tracerait dans le plan des 11,

Fig. 3i.

le long de l'axe négatif, pour définir v^« comme il a été expliqué

au n" 337. Il reste à définir \^i — x^ sur les bords des deux cou-

pures.

Supposons le point n un peu au-dessus de l'axe négatif, en sorte

que son argument principal soit un peu plus petit que tt. 11 suffit

de se reporter à la construction du point i — n pour reconnaître

que l'argument principal de i — n est négatif et petit en valeur

absolue; des deux points ± \'i — u, symétriques par rapport au

point G, l'un, dont l'argument est la moitié de l'argument de

i — u, est situé un peu au-dessous de la coupure qui va de i

à -+- oc , l'autre un peu au-dessus de la coupure qui va de — i

à — oc . Inversement, pour les points x ainsi placés, le coefficient

de /, dans v'i — a?^ ou v'jj, est positif; au contraire, pour les points

X placés un peu au-dessus de la coupure qui va de i à -f- c/d , ou

un peu au-dessous de la coupure qui va de — i à — oc , le

coefficient de / dans \^i — x^ est négatif.

Quand x est sur le bord inférieur de la coupure + i h 00

ou sur le bord supérieur de la coupure — i x , v^i — ^'^
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est égal à i \^x- — i, en donnant à v'.'- — • ^a signification aiilh-

méliqnc ; quand x est snr le bord siipéiienr de la coupure

-+- 1 -4- X , ou sur le bord inférieur de la coupure

— I — x . \ I — x'^ est égal h — i^fx'^^-~i.

Je laisse au lecteur le soin de montrer que y'i — x'' n'est réel

que si x est réel et compris entre — i et — i , ou si a? est pure-

-/va---
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l'angle que déciil le vecteur qui va du point — i au point x

quand :r décrit le demi-cercle afii ; il est nul /\ La variation

de l'argument de i — a: ou de x — i est l'angle que décrit, dans

les mêmes conditions, le vecteur qui va du point i au pointée;

il est évidemment égal à — t.; la variation de l'argument de

I — .'- quand on passe du point a au point '^ eu suivant le demi-

cercle est égale, à — -; l'argument de i — x- reste égal ù — tt

tout le long du bord supérieur de la coupure ; celui de v^i — x'^

est égal à — ; il est égal à - sur le bord inférieur de la coupure.

En procédant comme pour \^x, on pourrait aussi définir ^ i

—

x'^

comme une ibnction continue de / le long d'un lien T qui ne

passe par aucun des points + i, — i pour lesquels les deux va-

leurs possibles de ^i — x- viennent se confondre : cette fonction

sera déterminée si on a choisi la détermination que 1 on veut faire

correspondre à une valeur /q de /. Quand le lien traverse l'une ou

l'autre des coupures, les choses se passent comme pour \'x. De

même, on pourra défmir v^i
— x- comme une fonction continue de

X dans tout domaine simple auquel les points + i et — i sont

extérieurs.

il. — SI^IUES ENTIÈRES EX .v ; SÉRIES ET PRODUITS INFIMS DONT
LES TERMES SONT DES SÉRIES ENTIÈRES EN a- ; PROLONGEMENT
D'UNE FONCTION.

342. — La considération de séries dont les termes sont des fonc-

tions d'une variable imaginaire fournit un moyen précieux pour

élendrc à une telle variable la notion de certaines fondions d'une

variable réelle, pour créer de nouvelles fonctions, comme aussi

pour en établir les propriétés. Les séries qui procèdent suivant les

puissances entières et positives de la variable tiendront un rôle

prépondérant.

La notion fondamentale de convergence uniforme, développée

dans le premier paragraphe du Chapitre Y s'étend si facilement

(') Il suffirait d'observer que celte variation est évidemment négligeable si le

rayon du cercle de centre i est suffisamment petit.
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uu\ suites, aux séries, aux produits infinis dont les termes sont

des fonctions d'une variable imaginaire, que je crois inutile d'y

revenir : on n'oubliera [)as toutefois que les mots « valeur absolue »

doivent maintenant être entendus avec le sens qu'ils ont dans la

théorie iU;^ nombres imaginaires. La proposition I du n" 183, en

particulier, est d'une application fréquente ; rappelons la consé-

quence qu'on en a tirée au n" 184, pour lui donner la signification

générale qu'elle est susceptible de prendre maintenant.

Considérons une série enlicre en x

(i) «0 -h Oi-T -f- a^X' -h ... -h a„x" -r- ... ;

les coefiicients numériques a,), fli, •••, n,i, • sont des nombres

réels ou imaginaires dont je désignerai les valeurs absolues par

Q^. a', ..., a„, ... . Supposons que l'on connaisse un nombre po-

sitif .\ tel que la série à termes positifs

(2) a'o -+- a[\ -j- a!,\- -^ ... -+- a,', A" -h ...

soit convergente. On est alors certain que la série i est uniformé-

ment et absolument convergente, pour l'ensemble des points x

pour lesquels on a
|
x

|

< A ; sa somme est une fonction continue

de X dans ce même ensemble, c'est-à-dire pour fous les points qui

appartiennent au cercle de centre o et de rayon A : ce cercle rem-

place maintenant l'intervalle — A, \ que l'on considérait au

n" 184 ; les autres conséquences de ce numéro s'étendent d'elles-

mêmes
;
je n'y reviens pas. Observons que la supposition faite sur

le nombre A revient à dire que la série i est absolument conver-

gente pour un nombre x dont la valeur absolue est A.

Si, pour X = X(i, l'ensemble des termes de la série '^i) est borne

en haut ; si, en d'autres termes, il existe un nombre positif P tel

que l'on ait, quel que soil le nombre naturel n.

la série i est absolument convergente pour tout nombre .r, dont

la valeur absolue est inférieure à celle dea'o- Pour un tel nombre

X,, la série à termes positifs

a-, X

x^ X
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est. en ell'et. conveiirt^nle : elle reste convergente si on en multiplie

respectivement les ternies par les termes correspondants de la suite

I
Oo

I , I
Oo-'To

I
. «o-^',i I

,
•

I «o4' I
' >

qui sont au [ilus ciraux à P ; or on obtient ainsi la série

i «o' I
+

I
«0^1 ! +

I
«0^1

I

H- ••• +
! «o^'î I

. ••• ;

dire que cette série est convergente, c'est dire que la série i) est

absolument convergente pour a; = .r, : on pourra prendre pom-

le nombre A n'importe quel nombre positif moindre que ./'o.

La proposition qu'on vient d'établir est due à Abel.

Si, en particulier, la série i i est convergente pour x = Xq, l'en-

semble des nombres
\
a^x^,"

,
, /ï = o, i, 2, ... est certainement

borné en baut : la série ' i] est alors absolument convergente pour

\x\<.
i

Xo\.

Soit a un nombre positif; si l'on sait que la série ( i] est abso-

lument convergente lorsqu'on a
[
£C

]

< a, on peut alïirmer qu'elle

est absolument convergente sous la même condition. Si, en ellct,

on a
1 5Ci î <C y-, il suffit de considérer un nombre x.^ dont la valeur

absolue soit comprise entre a et \xi ', la série sera convergente

pour X.2, elle sera donc absolument convergente pour a;,.

Si la série i) est divergente pour x = x , elle sera certainement

divergente pour tout nombre x" dont la valeur absolue dépasse

celle de j:'; si, en effet, la série était convergente poura:", elle serait

aussi convergente pour x'

.

Ceci posé, considérons l'ensemble E des nombres positifs ou

nuls tels que la série

«0 -t- a'i? -+- «2p" H- •.. -h ««?" -h •••

soit convergente ; si un nombre fait partie de cet ensemble, il en

est évidemment de même de tous les nombres positifs plus petits

que lui ; cela résulterait d'ailleurs du tbéorème d'Abel.

Si l'ensemble (E) n'est pas borné en haut, c'est que la série (1)

est absolument convergente quel que soit x ; inversement, si cette

série est convergente quel que soit x, l'ensemble E n'est pas

borné en haut; en effet, si on se donne le nombre positifs, la

série 1 doit être convergente pour un nombre doni la valeur
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absolue ilépassc o, donc elle est absolument convei;_^cnle poui-

Ir! — ù

Dans ce cas, la somme de la série est une l'onction continue

[)oui- toute valeur de x\ elle est unirorménient continue dans tuul

enseiidjle clos : c'est une fonction transcendante entière.

Les séries

X X- a:"
1 H h -^ . . . H h . . .

,

I 1.2 1 . 2 . . . n

X x^ x'

I 1.2.3 1.2.3.4 5 "

'

X- X

1.2 1.2.3.4

lournissent des exemples.

11 peut arriver que la série 'i' ne soit convergente que pour

X = o, l'ensemble (E se réduit alors au nombie o ; c'est le cas

pour la série

I -+- .T -f- I . 2 .T- + ... -I- 1.2... /!J-" -T- . .

.

Supposons enfin que l'ensemble ;Ey ait une borne su[)érieure

non nulle 11 ; que, en d'autres termes, la série (i) soit convergente

pour quelque valeur de ./; autre que o et ne soit pas toujours con-

vergente.

Le cercle décrit du point o comme centre avec le rayon R est

alors le cercle de convergence de la série, \\ est le rayon de conver-

gence. La série converge absolument en tout point intérieur au

cercle ; sa somme est une fonction continue en tout point intérieur

au cercle, uniformément continue dans tout ensemble clos intérieui-

au cercle. Lorsque la borne supérieure R de l'ensemble E appar-

tient à cet ensemble, c'est-à-dire quand la série 3 est convergente

pour ^= R, ou, ce qui revient au même, quand la série i est

absolument convergente en un point de la circonférence de son

cercle de convergence, la série i est absolmnent et uniformément

convergente dans l'ensemble des points qui appartiennent n"279'!

au cercle de convergence, qu'ils soient intérieurs ou sur la circon-

férence ; dans ce même ensend)le, qui est [)arfait. sa somme est

uniformément convergente. C'est ce qui arrive pour la série

X x^ X"

1- 2- /r
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Si R n'appartient pas à (E , la série peut être convergente ou di-

vergcnle en certains points de la circonférence du cercle de con-

vergence. Ainsi la série

rr- X"
-T- ... + -

2 n

pour laquelle R = i est divergente pour .r = i, convergente pour

les autres points du cercle n" 139 . Dans ce cas, si la série con-

verge en un point de la circonférence du cercle de convergence,

elle n'y converge pas absolument. Elle peut diverger pour tous les

points de la circonférence du cercle de convergence, c'est ce qui

arrive pour la série

a* H- a*^ H- ... H- a*" -i- ...

dont le rayon de convers^ence est encore ég^al à i

.

Les règles que l'on a données au n" 128 s'appliquent évidem-

ment à la détermination du rayon de convergence.

On dit souvent que le rayon de convergence est infini, quand

l'ensemble (E; n'est pas borné en haut, qu'il est nul quand l'en-

semble E^ se réduit au nombre o.

343. — La série

dont les coefficients al,, a[, dx, • sont les valeurs absolues des

coefficients a^, Ui, a.^, ... de la série i a même cercle de conver-

gence que cette dernière ; sa somme est positive pour toute valeur

positive de x, elle croît quand x croît de o à R ; elle peut d'ailleurs

être finie ou infinie pour x = R. Désignons par x' la valeur abso-

lue de X, par/ Jî; la soumie de la série ;i . par F (x la somme de

la série (4^ ; il est clair que l'on a

(5) Vix')>\f{x)\

pour toutes les valeurs de x qui rendent la série ^i absolument

convergente. L'égalité ne peut avoir lieu que si, pour toutes les

valeurs de n, on a a„x" =a'„x".

Une inégalité telle que ;'5
, considérée indépendamment de la

définition particulière des fonctions yi ce , F x , caractérise la fonc-
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tion F ./ comme élanl ce qu'(»n appelle une functiuii inajoraiilc

(le la fonclion/ X . On doit entendre que celle dernièie fonction

est délinie dans im certain ensemL^le ici l'ensemble des points x

inlérieuis au cercle de convergence , et que la lonclion V x est

réelle quand on y remplace la variable par la valeur absolue ./;' d'un

quelconque des nombres x qui appartiennent à l'ensemble oi!i fx)
est délinie.

Dans le cas particulier où je me suis placé, je dési^^nerai la fonc-

tion V {x , somme de la série 'i', comme étant la inajoranlc nniu-

relle de la fonction f x , somme de la série i . Lorsque les coef-

ficients de cette dernière série sont réels et positifs, la fonction

f X est à elle-même sa majorante naturelle.

Tel est le cas, par exemple, en supposant
|
œ

|
< i, pour la

fonction

rr= I -f- rr -h x- -T- ... :

Soit a un nombre quelconque, différent de o et soit a' sa valeur

X
absolue ; légalité précédente montre, en y remplaçant x par

^^

'

que, sous la condition x' << a' , on a

I I X X-

X — a a a- « '

la majorante naturelle du second membre, pour les valeurs consi-

dérées de X est

l X X- I

a a - a ' a — x

telle est donc, pour les mêmes valeurs de x. la majorante naturelle

de ^-__- : au reste, |)Our ces valeurs, l'inégalité
1

X— a

résulte âe l'inégalité évidente
]
x — a

\
^ a' — x' ; cette même

inégalité, en désignant par ii un nombre positif, entraîne

(x — a)"

la foiKtiun .
,
—r^ est donc, pour les valeurs considérées de x

nne majorante de la fonction /VI_"aN" ' ''F'^ ^^ ^°'* ^^ majorante
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nalniellc, c'est ce que le lecteur reconnaîtra immédiatement, dès

qu'il aura vu l'extension delà formule du binôme aux valeurs ima-

g^inaires de la variable.

On déduira encore sans peine de l'égalité i que les fonctions

A

sont, en supposant toujours
|
x

\
< «, les majorantes naturelles

des fondions

Il lia;
V '

\ f- -.,
X — a a X — a a a-

344. — Quoique je n'aie pas l'intenlion de traiter des fonctions

de plusieurs variables, je dois cependant indiquer une généralisa-

tion immédiate de la notion de série entière en x.

Considérons la série à entrée p"P^^

(0 ^K a, . <' ^"r -' ^•'''
^i" *!' 'il •••> ~*;j 1 i i>

3(
1
, 3! 2 , . ,

.
, 3t,,

OÙ les Aa,, a.,, .. , a^, sont des coefficients numériques et où

Xi,X2, ..., Xj, désignent p variables ; «,, a^, ..., ot^, sont des nombres

entiers positifs ou nuls : la sommation est étendue à tous les sys-

tèmes distincts (a,, a^, ..., «,, ; on a vu au Cbapitre II commentées

systèmes formaient un ensemble dénombrable.

En désignant par «j, a.^, ..., a,, des nombres positifs, je suppose

que la série à termes positifs ou nuls que l'on déduit de la série i)

en y remplaçant les coefficients Aaj, a^, .... a^ P^r leurs valeurs ab-

solues et Xi, X2, ..., Xp respectivement par aj, a^, ..., a,,, soil con-

vergente. ]1 est clair que la série (i^ sera absolument convergente

pour les valeurs dex, , x.2 x^, qui satisfont aux conditions

(2) l^il^«n I

'2
I
^«2' •••' \^'v\^^v>

la somme de la série, pour l'ensemble de ces valeurs est une fonc-

tion des /) variables ûc,, x^, ..., x^,. En supposant toujours que ces

variables satisfassent aux conditions '2
, on peut ordonner la série

comme l'on veut; on peut par exemple, écrire le terme indépen

dant Ao, o, ..,0, puis les p termes du premier degré, puis les
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'- ' ' Ici mes du second degré, etc.. ; on pcul aussi ordonner
1.2 D ' 1

pnr rapport à l'une des variables, x, par exeni[)lc ; on oblicnl alors

une série cnlière en j;, dont les coefficients sont des séries analo-

gues à la série 2!, mais ne contenant plus que /> — i \ariables

La fonction/ X,, x,, ..., x„ est continue, c'esl-à-diie cpie :

Quel que soit le nombre positif £, on peut lui faire correspondre

/> nombres positifs î,, co, .., £,,. tels que l'on ait

I
f{x\, a-;, .... a-;,) — /(r,, x.^, ..., X,,)

1

< z

sous la condition que les nombres x[, x'.„ ..., x[, satisfassent au\

conditions (2' comme les nombres x^, x.^, ..., Xp_el que l'on ait

^2 — ^2 ' < h, '\^'.

La démonstration est pareille à celle que l'on a donnée pour le

cas d'une variable.

Enfin on a une proposition semblable au théorème d'Abel:

Soient />,. ..., b^, n nombres quelconques, différents toutefois

de G : si l'ensemble des nond^res positifs ou nuls

.... h'"\A.
,

b' //

est borné en haut, on pourra prendre pour a^, a.^, ..., a^, des nom-

bres positifs quelconques, respectivement plus petits que

'6,|, )6^|, ..., i6,,| ; la série i , à entrée />'t/<^ sera absolument con-

vergente pour X, = a,, X2 = «2» ..., Xp^^ ap.

En elVet. les séries à termes positifs

I -H

fl^
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et de la série que l'on déJuil de celle-là en mulli|)liaut respective-

ment CCS termes par des nombres positifs qui restent tous infé-

rieurs à un nombre positif fixe, par exemple en multipliant par

A^ x„ a„
^'' bf'--- K"\ le terme

af» a?2 a,."

bf^ 6.^ .... 6^'

la série à termes positifs ou nuls

'V^
I t 2, a., 7L„ I

j,^à I
aj, 3to, ., 2^,

I
:> ,. I

2i, a...... a,,

est donc convergente, c'est ce que l'on avait annoncé.

11 est tout naturel d'étendre à ce cas l'expression de fonction

majorante, et de dire que la fonction F 'xi, x.2, ..., x,,j somme de

la série

(3)

2], a.)'

dont les coefficients sont les valeurs absolues des coefficients de la

série i est une fonction majorante de la fonction/ 5Ci,a:2, ...,x,, ;

on a, pour toutes les valeurs de a;,, x^, .,., x^ qui satisfont aux

conditions 'i),

FdiTil, kj, ..., |a;p|)^ |/(a;,, 0-2, .... j-^,)'.

Revenons aux séries à une variable.

345. — Lorsque la série

dont je désignerai la somme par y 'x), est absolument convergente

pour X = Xq, elle est, d'après ce qu'on vient de dire, uniformé-

ment convergente pour l'ensemble des points qui appartiennent au

cercle dont le centre est au point o et qui passe par le point x^.

Abel a montré que si la série est convergente pour X(, sans suppo-

ser quelle le soit absolument , elle est uniformément convergente

pour l'ensemble des points appartenant au rayon qui va du point o

au point x^,. Si l'on avait jîq =^ ^» cela reviendrait à dire que la
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série est uniforméiiienl convergente pour les valeurs réelles de x

qui appartiennent à linlervalle o, i : il suflit. dans le cas géné-

rai, de laire la transformation x = .r(,£, pour être ramené à ce cas,

que je considérerai seul.

En supposant donc que la série

(2) flo ^- «1 -t- •• -H- fin H- •••

soit convergente, il s'agit de prouver que la série

(1) f'o -h «r'' -H ... -H a„.r" -h ...

est uniformément convergente dans l'intervalle o, 1 .

Gela va rc^sulter d'une forme du reste, qui comme l'a montré

M. 0. Stulz. met en évidence non seulement le théorème d'Abel,

mais une proposition plus générale. Cette forme du reste résulte

elle-même de l'égalité

(3) /W = (i — ^) (so ^ si-ï^ -^ ••• + s„x>' + ...),

où .s*„ désigne en général la somme des /i -t- i premiers termes de

la série 2 ; cette égalité est vraie pourvu que la valeur absolue

de ./. que je désignerai par x\ soit moindre que i. (^)u'il en soit

ainsi, c'est ce que l'on voit, soit i)ar une simple vérification, en

clTcctuant la multiplication indiquée dans les econd membre et en

constatant qu'on retrouve ainsi, après avoir ordonné, la série i ,

soit en observant que la série

(4) So H- Sjo; -h ... H- s„j-" -h ...

résulte de la multiplication, par la règle ordinaire, de la série (i)

par la série

(5j I 4- X H- ... -\- X'» + ...

I

dont la somme est . Les deux opérations sont légitimes :

1 .T l C

d'une part, en elïet, de ce que la limite de .v„, pour n infini, est la

somme y i de la série 2;, il résulte que la valeur absolue des

nombres .s„ ne peut dépasser un certain nombre positif li\e P, la

borne supérieure de l'ensemble des nondires
[

.s-„ [, que, par consé-

quent, la série '\ , dont le terme général est au plus égal, en

valeur absolue, à V„x" est absolument convergente pour x' < i,
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en sovW que la iiiiilliplicalion do celle série par i — .7; ne com-

porte niicuno diriiculté; craulrc pail. la série f") est absolument

r(invergcnle. comme la série i
,
pour x' <; i ; la règle de la mul-

liplicalion s'applique donc bien à ces deux séries.

Ceci posé, quand x' est moindre que i, la somme de la série (4)

est au plus égale en valeur absolue à

P
P(i + x' -+- ... -h x'" -+- ...) =

.T

Sous la condition x' <^ 1, on aura donc, à cause de l'iden-

tité (3),

m X

Ceci posé, soil À un nombre réel plus grand que i ; pour l'ensemble

des nombres x qui vérifient les deux conditions

rr' < I ,

I — X —

on aura

(6) 1/(^)1 ^>-P.

et cette inégalité subsiste pour x r= i ; en effet les relations

1 s„l< P, lim. s„=/(i),
n = y.

impliquent '/ ij
j
= P-

Le reste de la série (i , limitée au terme a„x", peut s'écrire

R„(a-) = a;"^ 'cp(rr)

en posant

o {x) = a„4_i + (i„-^ix + ... ;

l'inégalité (i s'applique aussi bien à la série ç» Jc ; seulement on

doit remplacer P par la borne supérieure de l'ensemble des nom-

bres

(7) j «n+l 1
. ! «/ifl + ^" + 2 ! 1 ! «n+l + «;i42 + «n-fS |

>••• '>

or, en raison de la convergence de la série (i , on peut faire corres-

pondre à chaque nombre positif i un nombre naturel p tel que

A
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tous les nombres - soient nidindrcs que £ sous la condition n >-/* ;

sous cette condition, on aura donc

pouiNu que X satisfasse aux conditions suivantes : ou bien x est

égal à I, ou bien on a à la fois

(8) x'<i. ','^'^>>-

En d'autres termes la série •?. est uniformément convergente au

sens étroit, pour tout ensemble de valeurs de x qui satisfont à ces

conditions, par exemple pour l'intervalle o, i , oi'i l'on a j; = x'.

Quand à l'ensemble des points cqui vérifient les conditions (8 ,

on reconnaît bien facilement qu'il constitue, en y comprenant le

point 1, un domaine simple dont le contour est la petite boucle

d'un limaçon de Pascal ayant son point double au point i ; si l'on

prend ce point pour pôle et la direction qui va vers le point o pour

axe polaire, on pourra construire cette boucle au moyen de l'équa-

tion, en coordonnées polaires /• et 0,

/• = .., (A cos — r ,

A- — I
^

en faisant croître de — arc cos - à -H arc cos ^ . On voit tout de
A A

suite que celle courbe est aussi voisine qu'on veut du cercle de

convergence pourvu que À soit assez grand, et que l'angle des tan-

gentes au point double qui contiennent la courbe est. dans ces

conditions, aussi \oisin de deux droits cpie l'on veut. Dans ce

domaine, la série est iiniformément convergente; sa somme est

donc une fonction continue de x. puisque ses termes sont des fonc-

lions continues.

Eu particulier, quand le points; s'approcbe du })oii\t i en suivant

une corde, ou le diamètre, qui aboutit en ce point, f x a pour

limite/ i).

Voici des applications où je supposerai ./; réel, d'autant que les

fondions log i -t- x), arc tg ./; n'ont [)as encore été définies pour

d'autres valeurs de x.

TA?t:«iïRY 11. — Inlroiliiclion à la Tliéorie des fonctions 20
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On a démonliv, en supposant ' x
|
< i» les égalités

arc tg .r = - — '„- h- _ ... ;^
I o o

elles subsistent pour a- = i. puisque, pour cette valeur log'i + x

et ai"C tff .T sont des l'onclions continues : on a donc

log 2
1 I

2
"^

3

On a démontre que. si les deux séries

«0 -h «1

6o H- ^1 t..

étaient absolument convergentes, la série

-i- a>,K)

était absolument convergente, et que sa somme était égale au pro-

duit des sommes des deux premières; il sulFit, pour pouvoir affir-

mer cette dernière propriété, que les trois séries soient convergentes ;

en effet les trois séries

Oq -+- «i.r H- ... -h OnX" -+-

\ + fc|.T -h ... H- />,r'ï"" -f-

(«0^;. (l,J>Oi
^"

sont absolument convergentes pour
]
rr

|
< i ; pour de telles valeurs,

on a

P{x) = X{x) X B(a-)

en désignant par A x , B x , P (x les sommes de ces trois séries.

11 suffît maintenant de faire tendre x vers i par valeurs réelles et

plus petites que i pour arriver à la conclusion énoncée.

346 Soit

(i; /(•^ Co



i.ll VI'ITUK M. lO.NXriO.NS IH: V.UllAItl.KS I.MA(.1> AlUKS .')()y

une série que je suppose convergente tant que Ton |a; ' <; K, en

désignant par 11 un nombre |»ositir.

Vouv .! = o, f[X se réduit à c/„ ; c'est d'ailleurs une fonctiou

continue; si do n'est pas nul, / ./• ne sera pas nul tant que la

valeur absolue de x sera sullisamnient petite; en d'autres termes

on pourra décrire de o comme centre un cercle de rayon sulli-

sammenl petit pour que f[.v) soit dilTércnt de o pour tous les

points .r qui appartiennent au cercle.

Supposons maintenant

«0 = 0, a, = 0,..., fl„_, = o, fl„ ;zf o;

on aura

Dans un cercle sunisamment petit décrit autour du point o

comme centre, la série qui figure entre parenthèses dans le second

membre ne s'annule pas; dans le même cercle, la fonction/ x ne

peut s'annuler qu'au centre, pour x = o.

Si donc tous les coeflicients de la série (i ne sont pas nuls, la

fonction /'a^ ne peut s'annuler pour tous les points d'un ensemble

dont o serait un point d'accumulation. En particulier, elle ne peut

être nulle pour toutes les valeurs de x.

Deux séries entières en x ne peuvent, sans è're identiques terme

à terme, prendre des valeurs égales pour tous les points d'un

ensemble dont o serait un point d'accumulation.

347. — Si l'on a des séries entières en x, convergentes tant que

l'on a X
\
< U, on peut les ajouter, les retrancher, les niidtiplier

par des règles semblables à celles que l'on applique aux poly-

nômes ordonnés suivant les puissances croissantes de x : le résul-

tat est toujours une série entière en x, convergente tant que Ion

a Ix! <H.
Pour ce qui est de la division, on donnera plus tard n" 398)

une règle plus précise que celle qui suit ; il nous sera toutefois

commode de savoir immédiatement que l'opération peut se faire et

(ju'clle est valable pourvu que la valeur absolue de la variable soit

sullisammcnl petite.



3o8 i.MKODLCTUt.N A LA TlllidUIK I»i:S I O.NCTIO.NS

Consick'ion? d'abonl une série do la forme

o (.r) = I -+- a, a- + ao.T- -+- ... -+- a„a;" H- ...,

dans laquelle on suppose
|
a»

|
^ i , en sorte que cette série est

absolument convergente pour
|
£c

|
<C t. Je me propose de cher-

cher s'il y a une série

'l(x) = I •+- pi-T -h poa;2 + ...,

tel que le produity x) <7fx) soit égal à i pour toutes les valeurs

de X qui rendent les deux séries convergentes; d'après le numéro

précédent, il faut que, si l'on forme le produit c (rc) û/[x'> par la

règle ordinaire, le premier coefficient soit égal à i et que les autres

coefficients soient nuls ; on obtient ainsi les équations

'
^, -H a, = o

(l)

J

h +='.?! -f-a, = o

qui déterminent successivement et sans ambiguïté les nombres

1^1, l^i, ^j-.i,... ; Ces nombres satisfont évidemment aux inégalités

i 3J < 2
I
a.

I + I
aJ + I

X,
I
< 2^

et
]
p„

I
^

La série i H- oc + 20;^ + ... H- 2"~'a;" -+-... est absolument

convergente pour \x\<C. -
\ il en sera de même de la série '^{x),

en supposant les coefficients j^i, ^Ji,... ^j,,,.-. déterminés par

les équations ! i , et il est clair que l'on aura o[x) 'b[x' = \,

pourvu que la valeur absolue de x soit inférieure à . — On re-

marquera que, si l'on veut calculer seulement pi, ^j-i,..., ^n, il

suffit de connaître ai, (/.>,..., c/.n et que, au lieu d'employer la

méthode des coefficients indéterminés, on pourra faire la division

de 1 par le polynôme i + (/.\X -+...-+- y.nX", en s'arrèlant, au

quotient, au terme en x".
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Observons encore que, par le raisonnement dont on s'est servi,

on est assuré que l'équation 'p';c} = o n'a [)as de racine dont

la valeur absolue soit inférieure à .

a

Si Ion veut di\iser par ':> x , une série entière 'P^'", . i)Our

laquelle le rayon de convergence est R, il suffit de former la série

"h'x . [)uis crelVeduer le |)roduil <l> x) '^{x)\ le résultat est une

série entière absolument conver<jente [)Ourvu (jue la valeur absolue

de X soit Inférieure à la fois à K el à

On ramènera au ras précédent la division par une série entière

j[x) = a^ -h «i.r -h a-ix- -i- ...,

dans laquelle on su[)[)ose ipie a^^ ne soit pas nul, en faisant d'abord

le cbangement de variable x= kz, ce qui donne

/(A-;)=ao(i+ ' ; + ...+ ;- ^" + ...

\ "0 "0 /

et en déterminant le nombre positif k de manière que l'on ail, quel

que soit le nombre naturel n,

l.a di\ision par/7.-| sera légitime si l'on a
j ç ]

<< et, par consé-

quent, la division par f x) sera elle-même légitime si l'on a

\x\<^
I

;
Quant à la condition imposée à /.•, on peut certaine-

ment y satisfaire ; soit en elTet X un nombre positif pour lequel la

série proposée soit convergente; on aura lim.
j
a,,)."

J

= o ; Il

M =: oc

existe donc un nombre naturel // à [)arlir duquel on a
[
nj."

\
<C |

Oo I,

ou

>.<\/r^:

i>u prendra /.• [)lus petit que ). et que

\/MVN v/f^-V
I
a,! V ja^

I
V |a„_,

i
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Dans la pratique, pour eflccluer la division par /a:) d'une série

entière en x. ou plutôt pour calculer les termes du quotient

jusqu'au terme en x'", on sul)sliluera au dividende et au diviseur

les deux polynômes que l'on obtient en supprimant les termes de

degré supérieur à m, on elTectucra la division d'après la règle rela-

tive aux polynômes ordonnés suivant les puissances croissantes

de X, et en s'arrêtant au terme en x".

On reconnaît immédiatement que le quotient contient un terme

indépendant de x s'il y en a un au dividende ; plus généralement,

si le dividende commence par un terme en x'', il en sera de même
du quotient.

348. — On a supposé que le premier coefficient a„ du diviseur

n'était pas nul ; si ce coefficient est nul, si le diviseur par exemple

peut se mettre sous la forme

on voit tout de suite comment les choses se passent en se reportant

à la division des polynômes ; on peut continuer, pour trouver les

premiers termes du quotient, d'appliquer la même règle; on

peut aussi elTectuer la division par la même série

puis diviser chaque terme du quotient par x" ; ce quotient, si l'on

ne peut pas mettre en facteur au dividende une puissance de x

égale ou supérieure à n, se présentera sous la forme

A,. A,_, A,
a-r
^

a.,-1
+ ••• -+- ^ -H «0 -^ «i-'f -H «23-' -H ...,

OÙ r désigne un nombre naturel. Cette forme est valable pourvu

que X ne soit pas nul et que sa valeur absolue soit suffisamment

petite. On dit alors que, pour le quotient, le point o est un pôle

d'ordre /•.

Cette notion de pôle, qui s'est déjà introduite dans les fractions

rationnelles, est très importante, il convient de la présenter d'une

façon générale.

On dit que a est un pôle d'ordre r de la fonction /[ccj de la
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variable imaginaire ./; si celle loiiclion peul. pour les valeurs de x

autres que a et sui'lisanuncnt voisines de a, scmellrcsous la l'orme

13 j ./
[^r) —

(^ _ ^)r -+-
(-,. _ o).-i

-»- •• -^
.^ _ a ^ '

où P .'-• — '/ désigne une série entière en .r — a, convergenle

quanti x — <i est sulïisamment petit en valeur absolue et où

A,, A,._,,..., Al sont des conslanlcs dont la première n'est pas

nulle : Dans ce développement, le coefficient Ai de
^. „ j^"*^ ""

rùle particulièrement important : on l'appelle résida du pcMe a. Ce

pôle est dil simple quand r est égal à i ; dans ce cas le résidu est

manifcstemenl la limite, pour x = a, du produit/ x x — a .

D'une liiron générale, le second membre de l'égalité (2; sera

dit le développement de la fonction f x relatif au pôle a et

l'expression

A. _^ _A^.._ ^ . . _^
A.

{x — a)'' [x — a)''"* .'• — n

sera désignée conmic la [xirlie principale de ce dévcloppcmenl, ou

de la fonction, relative au pôle a. C'est un polynôme en ^ ^

sans terme constant.

349. — Soit

(i) «o(a^) -H "1 (•'•) + ... -^ n,^{x) + ...

tme série dont les termes sont eux-mêmes des séries entières en x;

je poserai en général

n„ x) = Uy^„ -H «^„.T -h ... -I- «,,,„.W' H- ... ; (n = o, i, 2,..).

Je suppose toutes les séries «« x absolument convergentes pour

X = a, a étant un nombre positif. Je désignerai en général par

L„ X; la majorante naturelle de «„ x et par \„ la valeur que

prend l „ \v pour x ;= a ; en d'autres termes A„ est le nombre

posilif ou nul

I
«0.„

I
-h

I
«LhO

i

-h •. -h
I

«;,,„«"
i

+ ...
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.le suppose culîn (|iio la si'ric. à leiiues posilifs ou nuls

Ao + A, H- ... -H A,, -4- ...

soit convei-iienle; on a alors les deux propositions qui suivent

I. La série

»o(.t) -f- h, (.r) -h ... -F ii„{x)

est absolument et unil'oiménient convergente dans le domaine des

points X défini par l'inégalité
]
x

|
< a ; dans ce domaine, la

somme de la série est une fonction continue de x et peut se repré-

senter par une série entière en x, absolument convergente.

II. Dans le même domaine, le produit infini

(2) [l + n„(.r)]
I

I -h ih{x)] ... \ï + u„{x)] ...

est absolument et uniformcmenl convergent ; sa valeur est une

fonction continue de x, et peut se représenter par une série entière

en X, absolument convergente.

Ces deux propositions seront généralisées plus loin (n" 402) :

sous la forme restreinte où on vient de les énoncer, elles rendent

déjà de grands services et leur démonstration est immédiate. 11 n'y

a évidemment lieu à démontrer que les dernières parties des énon-

cées ; que la série i et le produit infini 2 soient absolument cl

uniformément convergents dans le domaine considéré, que leurs

valeurs respectives soient des fonctions continues, c'est ce qui

résulte évidemment du n° 183, interprété comme il convient

quand on considère des nombres imaginaires.

1. D'après les hypothèses que l'on a faites, la série à double

entrée

V y) =: o, I, 2,...,

est absolument convergente ; il en est de même, sous la condition

I

a;
I

^ a, de la série à double entrée

n,p

on peut, dans cette série, grouper les termes comme l'on veut ;

en réunissant d'abord les termes où n est le même, puis en faisant
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vaiicr /i île o à x , on rcpioiluit la série '^i , ; en réunissant au

contraire les termes où p est le mémo et en faisant ensuite varier [>

de o à X on obtient la série entière en x

V,.T>'

en [)osant

V,. = /f,,,o -h «,.,1 -f-

c"cst le résultat qu'on avait t' nonce.

II. La seconde proposition résulte de celle qu'on vient de dé-

montrer, en transformant comme on l'a expliqué au n" 124, le

produit infini en une série

I H- S, 4- S^ -}-... -h S,. -+- ...

où

a,, a.j, ..., a,.

la sommation, étant étendue à l'ensemble des systèmes dilïérenls

de nombres entiers, positifs ou nuls^ (a,, a.,, ..., 7.,. tels que l'on

ait a, •< ^o ••• <C 'y,- La série à entrée /"/''* S,, est absolument con-

vergente pour X ^a ; elle reste telle quand on y remplace n,, u.2, ...

par A,, A2, ... ; le terme

"2 "a, ••• "a,

peut d'ailleurs être mis sous forme d'une série entière en x, en ap-

pliquant les règles de la multiplication des séries : le résultat est

toujours absolument convergent dans le domaine défini par la con-

dition
\
X

\

^a. Enfin la valeur absolue de ce terme est au plus

égal à A3, Aa., -. Aa,. La série

S, = V A., Aa, A
a,

a,, a^, ... a^

est convergente ; il en est de même de la série

I + S, -+- 2, 4- ... + ^,.

On voit donc que toutes les conditions imposées dans le tliéo-

rème I sont vérifiées pour la série i H- S, -H S^ + ... ; cette série,
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on le proiluil iiifnii. peut donc être mis sous forme d'une série en-

tière en X.

Il convient de remarquer que le coeflicient du terme on x dans

cette série est le même que dans le déveloj)pement du produit in-

fini

(I -H »e,o -+- lli.ox) (l H- u^^i -H iii^iX) ... II -+- «„,„ -+- H,,„.r) ...

Dans le cas oi!i le produit infini

n'est pas nul, c'est-à-dire dans le cas où le produit infini 2 ne

s'annule j)as pour x = o, ce coefficient peut s'écrire

Li — «0,0 '
-+- «0,1 1 + «u.„

si Pq était nul, l'un des facteurs, par exemple 1 -f- iio,,,, serait nul,

et le coefficient cherché s'ohtiendrail en multipliant par ti,^^, le j)ro-

duit infini dont les difTérents facteurs s'obtiendraient en donnant à

r, dans i -1- «„^,. toutes les valeurs o, i, 2, ..., sauf la valeur/).

La remarque suivante nous sera encore utile : les majorantes na-

turelles Vf, X , U, X , ... des séries u„ x , u, x , ... satisfont

évidemment aux conditions imposées à ces fonctions pour l'appli-

cation des théorèmes (I et (II ; sous ces conditions, par consé-

quent, et dans le domaine
|
x

|

< a, la série

U„(x)+U,(x)-f-... + U„(a-)-|-...

et le produit infini

^1 + Uo(^)J 'ï + ^'i(^)" ••• 'i + ^"W" •••

sont absolument convergents, sont des fonctions continues, sont

développables en série entière en x ; ces fonctions sont respecti-

vement des majorantes de la série

«o(^) -+- "i '» -+- ••• + "/.(^) + •••

et du produit infini

'i -i- uJx)' 'i -+- u,(xy ... 'i -H uJxY ... .
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III. Supposons que la sôric, ciilièiccn v,

u(j) = ^ -^ f^ij + ••• +V + •••

soit absolument convergente sous la condition
] j |

^ 6, en dési-

gnant [lar h un nombre positif. Soit niainlcnanl

/(^) = «u + «1-^ + ••• -+- «"•'^" + •••'

une série entière en x, absolument convergente sous la condition

I

.r
I

< rt, en désignant toujours par a un nombre posilil. Je

suppose en outre que la somme d;î la série

I

fl,)
I
+ 1 ^'i" I

"+" ••• ^~
i

"'«^"
I
H- •••

soit au plus égale à b.

Dans CCS conditions, si, dans la série g j , on regarde }' comme
étant égal à / a; , il est clair qu'on aura défini une l'onction conti-

nue de X dans le domaine
[
x

\

^a. Cette l'onction peut encore

être représentée par une série entière en x.

C'est une conséquence aisée de la proposition I ; en elTet

y, y-, ..,y", ... sontdcs séries entières en x, absolument conver-

gentes pour a; < a ; les sommes de ces séries, quand on y rem-

place les cocl'ficients par leurs valeurs absolues et x par a, restent

au plus égales à b, b'-, ..., b", ... ; on en conclut que les condi-

tions imposées dans le tliéorèmc I sont vérifiées pour la série

b^ + b^y-h b.,y- H- ..., quand on y regarde les termes comme les

séries entières en x que l'on \lent de définir.

Dans le cas où la série y }' est convergente quel que soit y, le

rayon de convergc/ice de la série en a; que l'on nblient en procé-

dant comme on l'a expliqué est au moins égal au rayon de conver-

gence de la série f(x .

IV . La proposition lll est susce[)tible dune généralisation qu'il

sulliia d'énoncer.

Soit, en reprenant les notations du n ' 344.

une fiéiie p"i'^^ h p variables, absolument convergente sous les con-

ditions

(a) la-, l^fl,.
I

.r,
I

<a,, ...,
I a-J < a^

,
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OÙ (If, a.,, .... a,, sont des nombres positifs; si l'on regarde

.r, r --= I, 2, ..., /* comme la somme d'une série entière en x,

absolument convergente sous la condition
|

>'k
|
< « a positif), et

dont la majorante naturelle prenne pour x = a une valeur au plus

égale à a,, la somme tle la série i sera une fonction de .r, délinie

sous la condition
|

£c
|
^ a, qui peut se mettre sous forme d'une

série entière en x absolument convergente pour x= a.

Dans les propositions I, 11, 111, IV. ««(x), /(a? ,£C,. ont désigné

des séries entières en x ; naturellement les propositions subsistent

quand quelques unes de ces séries se réduisent à des polynômes ;

c'est ce qui arrive dans l'importante proposition qui suit.

350. — Soit

(i) /(.r) = a„ H- a^x -h ... -h a„x" -+- ...

uue série entière en x. Pour ne pas multiplier les notations, je me
permettrai d'employer le même symbole /iJ?) pour désigner la sé-

rie et sa somme. Je désignerai par x' la valeur absolue de x et par

a'„ celle de a«(n = o, i, 2, .... .le suppose que la série (ly con-

verge .absolument sous la condition a?' < A, A étant un nombre

positif, que l'on pourra prendre arbitrairement si la série (i i con-

verge quel que soit x, que l'on prendra, dans le cas contraire, égal

ou inférieur au rayon de convergence R de la série ^i). Il est à

peine besoin de dire que l'on exclut le cas insignifiant oîi ce rayon

serait nul.

.Te regarderai provisoirement x et x' comme fixes ; on suppose

j;' < A ; soit H un nombre positif fixe moindre que A — x' ; soit

h une variable assujettie à la condition
|

/?
|
^ H. La fonction

de A

"

y (a- -t- //) = «0 -h o, (a; H- h) -h ... + a„{x -+- h)" -+- ...

est définie pour toutes les valeurs de h qui satisfont à cette condi-

tion ; la série

«; + a\ (.r' -+- H) + ... 4- a:,{x' + H)" + ...

est d'ailleurs convergente puisque ce' 4- H est moindre que A.

Il suit de là que la série

{h) Oo -\- a^{x -r- h) -h ... -h a„{x -+- h)" 4- ....
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OÙ h est la variable, .salisfait aux condilions sous lescjucllcs le tlu'o-

rème I du numéro précédent est applicable : a„(x -f- h}" remplace

iin'x) ; a'^ia:' -+- U " remplace A„. On peut donc développer et or-

donner suivant les puissances de // : le coefficient de h" est le pro-

duit par

I

1.2 ... Il

de la série

n{n— i) ... I a„+ (/H- i)/i ... 2a„j.,a[--|-(/i-|-2) (n-h i) ...'ia„j..,x'- -h ...

-+-(« + p) {n -h p — i) ... [p -H i)a„,,,x'' -h ...,

qui, en vertu du théorème même que l'on applique, est une série

convergente pour
|
x

| <C A.

En résumé, on est parvenu au théorème que voici :

Soit

{l) fi'jc) = Oq + 0,3" + ... -h a„x" -H ..

une série entière en x, convergente pour
[
x

j
<; A ; sous la même

condition, les séries

I f [x)= a, -i- 2rt^:c -H 3 03.7-2 H-- ... H- («+1 ia„_,_ia;" -4- ...,

l y"(a:)=: \ .2 a.^-^ 2 .?> a^x-^'i .Ixa^^x--^ . . .-\- [n-\-\){n-ir'i)anj_.,x"-^- . . .

,

l-î) '

\Jip){x)= 1.2 ... pa,,-+-2.3 ... (y) + 1)0^,+ ,ic+ ...

f
-h(/i -f- i) {n -+- 2) ... {n -\- p)a„L,,x" -h ..,,

sont absolument convergentes et l'on a

(3'/(^+/0=/(^j + yw+/y'W +
-.--<-Y:,''^/<'">{--)+---,

sous les conditions

(4) I
^ |< A,

j

0-
I

+
I

A |< A.

La première de ces conditions, nécessaire pour que la seconde

puisse être vérifiée par quelque valeur de h, est nécessaire aussi

pourque l'on soit assuré de la convergence des séries/' x,f"x , ...
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Ou rcniari|ucra que la série y" ^x, se déduit de la série /'(îc)

comme la série/ ^x se déduit de la série/ j: ; de même, la série

/"" .V de la série /* x, etc.. Si l'on se donnait la série/ j; , les

coefficients de la série/(a;i seraient tous déterminés, saufr/^j ; f(x)

serait déterminée à une constante additive près.

Les séries f yx\ f' [x) , ... convergent pourvu que l'on ait

I

a'
I

<! A ; leur rayon de convergence est au moins égal à A.

Si la série f x) est convergente quel que soit x, il en est de

même des séries/ (a:)
,
/" (x), ...

Si le rayon de convergence de la série i) est R, il en est de

même pour les séries/ (x, /" a; , ... D'abord le rayon de conver-

gence de ces dernières séries est au moins égal à U, puisqu'on

peut prendre A = R. Si, maintenant, la série/' x\ par exemple,

converge pour la valeur x^ son /?''""'' terme na„x'^~^ tend vers o

quand n augmente indéfiniment: il en est de même, a fortiori;

de anX"~^ et, par suite de ««j;"; on a donc
|

a;
|

< R (n" 342 et

par conséquent le rayon de convergence de la série /'(.r ne peut

dépasser 11 : il est égal à R.

Toutefois, sur la circonférence même du cercle de convergence,

le caractère de la série f{x) et de la série/' 'x) n'est pas le même,

en général. Si la dernière série est absolument convergente au

point X, il en est de même de la première, dont les coefficients

sont plus petits en valeur absolue ; mais la réciproque n'est pas

vraie, comme on le voit en prenant, par exemple,

d'où l'on tire

La première série converge pour x = i, et non la seconde.

Si la série i est convergente quel que soit x, on peut prendre

A aussi grand qu'on le veut, la série l'h] est convergente quel que

soit Ji; l'égalité 3 a lieu quels que soient x et //.

Si le ravon de convergence de la série i est R, on peut prendre

A = R; X est une constante assujettie à la r^ndition
|

.r
|
<C R;

la série h est absolument convergente, et la formule 3 est va-
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labié, poui'NU que Ion ait
|
A

|

< li —
|

j- ,; If ravon de convei-

gence de la série It , entière en h, est au moins égal à R —
|

J' !•

Il est aisé de montrer sur un exemple que le rayon de convor-

frence peut dépasser H —
|
^

I-
Cousiilérons par exemple la série

dont le ravon de converL^ence est i et dont la sonnne est ; si
'^

I — a;'

Ion N remplace .'• par x -+- h, et qu'on ordonne [lar rapport à //,

les opérations seront légitimes sous les conditions

l-M< '. IM<ï -Ul:

la série en // à laquelle on parviendra aura pour somme

I

I — X

h"

( i — xy

elle sera donc identique à la série qui figure dans le dernier membre

de l'égalité précédente; c'est ce qu'on reconnaîtrait d'ailleurs aisé-

ment en taisant le calcul; l'égalité précédente est valable, et la série

qui figure dans le second membre est convergente, sous la seule

condition
|

A
|
< |

i — x
\

: or, on a
|

i — x
|

>. i —
|
x |,

si X n est pas réel.

Il est tout naturel de se demander si les choses se passeront en

général comme dans re\eui[)lc précédent, c'est-à-dire si l'égalité 3
,

qui n'est démontrée que sous la condition
|

/i
|
< l\ —

\
x \,

subsiste tant que la série qui figure dans le second membre est

convergente; on établira un peu [)lu3 tard qu'il en est bien ainsi,

en supjiosant

1
a;

I

<R,
!

r -^ /, ' < H.

On établira aussi que le rayon de ion\erg(^ncc de la série li est

au plus égal à R -f-
|
x '

.

La proposition qui fait l'objet principal du présont numéro

s'étend sans peine aux séries entières à plusieurs variables, .le me
borne à quelques indications sur ce sujet.
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351. — Ucprcnons les notations du n" 344 relatives à la série

/(.T,, x,, ... X,,) = V A,^
.,,_._ ..^

0-^' a-^- ... rr^'" ;

a,, a.,,..., a,.

regardons ./'i, x.,, ..., x,, comme des constantes satisfaisant aux

conditions

I

a-,
I
<«,,

i

X,
I

<a,. ....
I

X,
I
<«„,

où cette fois l'égalité est exclue; soient Hi, IL. ..., H,, des nombres

positifs respectivement inférieurs à

^1 — ' '"''l I' ^h — I

-'"2 I. •••' «/' —
I
^1> I.

et /il, /*.,, ..., //,, des variables assujetties aux conditions

IM^ïi, \h,\^n,,..., |/t, |<ii,
;

sous ces conditions, la fonction f Xi + hi, x.^ -+- h.,, .... x,, +- h^^

peut se mettre sous la forme d'une série entière en h^, /«.,. ..., /*,.,

absolument convergente; les coefllcienls sont eux-mêmes des séries

entières en ,'c,, x, ... x,,, absolument convergentes sous les condi-

tions énoncées. Je n'insiste pas sur la loi de ces coefficients, je me
contenterai de remarquer que le coefficient de /t, est

a,, a,,..., 2^

011 il est entendu qu'il ne figure pas de puissance des variables à

exposant négatif; le terme écrit disparait quand «, est nul.

352. — Supposons que la fonctiony x soit définie au point x

et aux environs. Si, en désignant par £ un nombre positif, qui peut

d'ailleurs être aussi petit qu'on le veut, la fonction/ .c -+- h) de la

variable h peut sous la condition
|

/«
|
<< £,se mettre sous la forme

f{x -h h) = Ao + A, - + A,
1.2

la fonction f X) est dite rci/nlicrt' au point x. Le nombre x\o est

forcément égal k f'x), puisque l'égalité précédente doit subsister

pour h = G. La fonction ne peut pas être régulière au point x sans

y être continue.

i
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Les nombres A,, A_,, .... A„, ... sonl, [)ar ilélinilion, les dérirées

ItrcmiiTC, seconde, .,., //"""', ... de la foncliuii y j; au point x.

Supposons que la fonction/ x soit régulière en chaque point x
d'un conlinuuui C; alors, à chaque point correspondra une suite

de nonibies Ai, A^, .., A„. ..., qui pourront donc èlre rcfrardés

connue les valeurs au ])(»inl x d'une suite de fotictions f'(x',

f" (x , ..., f"\^X), ... délinies tlans le continuuin, fonctions aux-

qnellcs on donne aussi le nom de fonctions dérivées successives de

la fonctiony .r . Ainsi, à chaque point x du conlinuum correspond

un nombre £ tel que l'on ait, sous la condition
|

//
| <C î,

/(x + h) =f{x) + ^7'(x) + ... + ~~P'K^) + ...
;

on dira alors que la fonction est régulière dans tout le continuum

G .

Supposons, par evemple, en désignant par a:^ un nombre lixe,

que/ x) soit la somme de la série entière en a; — x^,

flo -h a, fa: — X(,) -+- a.,{.r — arj- + ... H- «„(.t — Xo)" -h ...
,

dont je suppose le rayon de con\ergencc égal à Rq ; cette fonction,

d'après cfi qu'on a vu au numéro précédent, sera régulière dans le

continuum défini par i'iiit'i-'^aiité \x — x^,\ <C Ro; ses dérivées suc-

cessives sciont

f'{x) = a, -+- 2a.^{x — .r,j) -h ... -+- na,^{x — .To)"-* + ....

f"[x) = i.2fl^ -I- 2.3^3(3- — .To) -h ... -h {n — 1) iia„{x— Xo)"~- + ... ,

V la vérité, c'est dans le cas où .r„ est nul que ces propositions

ont été établies, mais le passage d'un cas à l'autre se fait évidem-

ment en prenant x — Xt, pour variable. I^appelons encore, en

passant, que la série, entière en \ — x,

n-r) +/'.^) ^^j-^'+nr)^^ + .-

est convergente et a pour somme J '\ si l'on a

'\-.r|<H.._|.r_.r„f.

La loi par laquelle la série/ ./) se déduit delà série/'./; est

TasneiiyII. — Inlioiluclion à la Tiiéorie des fonctions 21
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manileslc : c'est la même loi qui donne la déiivce d'un polynôme.

C'est aussi par la même loi que f x se déduit de f x , que f"\xj

se déduit de /" x , etc. Ainsi la dérivée seconde est la dérivée de

la dérivée première, la dérivée troisième est la dérivée de la dé-

rivée seconde, etc.

Celte dernière proposition s'étend évidemment à une l'onction

régulière quelconque F x , puisqu'une fonction régulière au point

Xô peut être représentée, aux environs de ce point, par une série

entière en x — -r^.

353. — Cette façon d'introduire la notion de dérivée, qui ne

s applique d'ailleurs qu'aux fonctions qu'on a définies comme
étant régulières, est tout à l'ait diiïérente de la façon que l'on a

adoptée au Chapitre A l dans le cas des variables réelles. Je veux,

dès à présent, dire un mot sur l'extension au cas des variables

imaginaires de cette dernière définition de la dérivée.

Soit en général f x une fonction de la variable imaginaire x,

définie dans un continuum C . Soit :/; un point de ce continuum

et /( une variable, suffisamment petite en valeur absolue pour que

X -i- h ap[)artienne aussi à C : en d'autres termes, |/z, doit rester

inférieure à la distance de x à la frontière de G . Considérons la

fonction de h

f{x + h)-f{x)
h

définie pour les valeurs de h, autres que o, qui satisfont à la con-

dition précédente. Si cette fonction de // admet une limite pour

A = o, on dit que la fonction/V admet une dérivée au point x,

dérivée qui n'est autre que la limite dont on suppose l'existence.

Si la fonction/ X admet une dérivée en chaque point du conti-

nuum, la fonction dérivée f x est définie en chaque point de ce

continuum
;
pour qu'il en soit ainsi il esl évidemment nécessaire

que la fonction/ X soit continue en chaque point de ce conti-

nuum ; mais cette condition est loin d'être suffisante.

Cette nouvelle définition de la dérivée est la généralisation im-

médiate de la définition de la dérivée dans un intervalle donné au

Chapitre A I ; toutefois dans ce chapitre, on a considéré la dérivée

pour les bornes de l'intervalle; pour poursuivre l'analogie, il

conviendrait de parler de la dérivée pour les points frontières du
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conliniiuin. C'est un point sur lo([iiel je leviondrai ;iu\ n '^ 378

et 379.

Je laisse de cùté, pour le moment, les consécpiences de cette se-

conde définition de la déii\ée ; jç nie hoine /i lemarrpier (|ue si l.i

fonction y .;• est réfrnlière, au point x, si l'on [)eut poser, pourvu

que // soiL suflisammcnt petit en valeur absolue,

J\x -+- h) =/(.r) -i- ''^f{x) +
/f^

f"{:r) + ... ;

f X sera bien la dérivée de la l'onction f .r . au point .c, avec le

sens de limite qu'on vient de donner au mot déri\ée; l'égalité pré-

cédente montre en clTet que l'on a

flX -h II) — f(x) r,, , h e,,, h} .,,,, ,

/,—-^-^^=/W -+-
v.a/^^' ^ ,.2.3/

(•') -^ "•'

le second membre est une fonction continue de /< qui, pour /( = o,

se réduit à/(x .

J'abandonne maintenant le point de vue où je me suis placé

dans ce numéro, pour m'attacber à la définition de la dérivée tirée

de la notion de fonction régulière.

354. — Les règles élémentaires pour le calcul des dérivées se

déduisent très aisément de cette délinition ; ainsi le lecteur recon-

naîtra sans aucune peine que, si les fonctions f\X), ©(a; sont ré-

gulières au point a-, il en est de même de leur somme, de leur

produit, de leur quotient en supposant que le diviseur ne soit pas

nul au point x , et retrouvera immédiatement les règles usuelle**

pcjur prendre la dérivée d'une somme, d'un produit, d'un quotient.

Voici quelques cas un peu plus compliqués.

Reprenons les notations des propositions T, Il du n' 349. Les

séries u„'x « = 0, i, 2, ...), entières en x', sont absolument

convergentes pour x=^ a a >» 0} ; U„ ic) est la majorante natu-

relle de n„ X . Les fonctions n,/x), Vn'x ont des dérivées

<(^), e^)
\]'„{x),V:{x),...:

les i'onctions (jui ligureul sur la seconde ligne sont manifestement

les majorantes naturelles des fonctions qui figurent sur la première
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ligne : (»n suppose, en posant .\„ = L„ a), que la série Af, -h Ai + ...

est convergente.

11 est bien aisé de Noir que la l'onction

(0 f{x) = u,{x) + «.(j-) ... -H (/„(.t) + ...

est régulière en tout point x du conlinuum défini par la condition

'a-; < a.

Dans la dénionslrallon, je regarderai x comme fixe; h sera la

variable ; pour la conmiodilé de l'écriture je poserai

[.r| =.r', [/i| = /,', II = a — x'.

H est un nombre positif fixe, la variable h est assujettie à la

condition // < H. On a

(2) J{x + //) = n^{x + /() 4- Ui{x -\- h) -A- ... H- u„{x -+- h) H- ...

Si. dans la série obtenue en développant u„x -+- h suivant les

puissances de /;, on remplace les coefficients par leurs valeurs

absolues et /* par //', la somme de la série à termes positifs à

laquelle on parvient ainsi, sera au plus égale à

U„(x' + h') ^ V„{x' + II) ou A„.

Dès lors, on voit que la proposition I du n" 349 s'applique à la

série qui forme le second membre de l'égalité (2), série dont les

termes peuvent être regardés comme des séries entières en h, sous

la condition \h\ < H ; on pourra donc ordonner suivant les puis-

sances de h et l'on aura

(3) /(.r + A)=/(aO + |7X^) +rl/''(^)-^-" + r/7T7/"^^)^-'-'

en posant

''' Yr
f'{x) = u[,{x) + u[{x) -h ... -h u'Jx)

{x) =^ ui{x) 4- ii'\{x) -h ... -h «;;(.t)

Les seconds membres de ces dernières égalités, où u'Jx),

u"„ .V , ... n^zo, 1, 2, ... désignent les dérivées première, se-

conde, ...'de la fonction 11,/x , sont des séries absolument conver-

gentes sous la condition \x[ <C a. Les sommes de ces séries sont



ciruMiur. \i. — rD.NCTio.Ns m: wiii um.ks imaci.naiiiks .)20

les dérivées première, secomlc, ... de la Ion» lion /' x di-linic par

l'égalité I .

On oblicnt donc la dérivée de celle l'onction, en [)renant les

dérivées, terme à terme, du second membre, comme s'il s'agissait

d'une somme fmie. La règle relative à la formation de la dérivée

d'une série entière en x peut être regardée comme un cas particu-

lier de celle qu'on vient d'élabiir.

Si, en conservant la même signilication aux l'onclions iii,{x , en

leur imposant les mêmes conditions, et en regardant toujours x
comme un [toinl satisfaisant à la condition \x\ <; a, on considère

la fonction o x délinie par l'égalité

o{x) = [i -f- ih{x)\ [i -h (ii(x)] ... [i + «„(.r)] ...

on reconnaîtra fjuc la fonction de h

o [X 4- /() = [i + H^ [x -+- h)] [i + H, [x H- h)] ... [i 4- H„ (x -h h)] ...

peut être ordonnée suivant les puissances de A, que oix) est régu-

lière au point x et que si, en ce point, aucun des facteurs du pro-

duit infini n'est nul, la dérivée '^' (x) de o^'x) peut se mettre sous

la forme

("' fw L. + .4)
^

. -;kW -^ - +
. + «.;M + -

1

•

si le facteur i -+- iin'x) était nul, la dérivée de o{x'i s'obtiendrait

en remplaçant dans le produit infini o'x\ le facteur i -f- Un x par

sa dérivée »,, x ;.

Les propositions III et l\ du n" 349 fournissent de même des

propositions ([ue je me contenterai d'énoncer, le mode de démons-

tration étant suffisamment éclairci par ce qui précède : le lecteur

ne manquera pas de rapprocher ces propositions de celles qui ont

été établies, pour les variables réelles. au\ n°' 212 et 220.

Conservons aux séries

f{x) = a„ -h a^x -\- ... -h a„x" -f- ...

la signilication du n" 349 IIl], ainsi que les conditions imposées

à CCS séries; la fonction de x obtenue en regardant, dans^(j),

y conmie égal à f x est régulière pour tous les points x qui satis-
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font à la condilion
j
a:

|
<. " et la dérivée de celte fonction [lar

iai>port à X est éiral au produit 7 y / x .

Conservons à la série />"/'''

a,, a^ a^,

la siornification du n" 349. W et imposons-lui les mêmes condi-

tions ; désignons-en la somme par /' xi, x-— , x,, ; la fonction

de p variables/ Xi, Xo,..., x,, est délinie pour les valeurs de ces

variables qui satisfont aux conditions

elle admet des dérivées partielles pour tout système de valeurs

de .Cl, Xi,..., X,, qui sntisfonl aux conditions,

adoptons pour ces dérivées partielles le même symbolisme que

pour les fonctions de variables réelles '
. Regardons maintenant

X,. r = I, 2,... p comme la somme d'une série entière en x, sou-

mise aux conditions qui ont été énumérées au n" 349. IV; alors,

f Xi, Xi,..., X,, devient une fonction composée de x, régulière sous

la condition x <! a ; sa dérivée est

:c'. f -h x:,f' + . . . H- x' f ,

en désignant par x[, x'.,,.... x[, les dérivées de .r-i, 0:2,,..., x,, par

rapport à x.

355. — Soit C un continuum borné et 'i^^x' une fonction

régulière en chaque point de ce continuum.

Par hypothèse, à chaque point X(, du continuum correspond un

nombre positif; dont on peut affirmer la propriété suivante : sous

la condition ' x — Xi,\<^ i, le point x appartient à C , et la série

(0 ?(^o) + -~~'
'f'(:ro) + ^^^^- o"(:r„) + ...

(
'1 Notons que la proposition f^ ^ ^^f'j- x résulterait ici de la règle pour

prendre la dérivée d'une série entière et de ce que cette proposition est vraie

(juand ia fonetion / se réduit à un monôme.
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converirc ahsoliinieiil, sa soiiimp est égale à '^ .' . Il \ a cxitlrin-

ment une infinité de nombres positifs • qui jouissent de celte pro-

priété, car si £ la possède, il on est de même des nombres positifs

plus i)elifs; mais Tonsenible des nombres positifs - qui jouissent

de cette prû|)ri('lé esl bcirné en haut, puisque le nombre î ne peut

dépasser [li la (listancc du puint ./„ à la lionlière du conlimunn.

ni le ravon de convergence de la série. Soit o Xo la borne supé-

rieure de l'ensemble des nombres i; dire qu'à chaque point Xo de

C correspond un nombre o 'xn , c'est dire que la fonction o x

esl déterminée dans le continnum C : o(x) est un nombre positif

qui n'est jamais nul, qui devient d'ailleurs aussi petit que l'on

veut, quand x s'ap[)roche suffisamment de la frontière de Ci.

Soit maintenant D un ensemble clos, contenu dans C : Je

vais di'iuonfrcr que la borne inférieiuc de rcnsemble dos valeurs

que prend la fonction o 'x pour les points x qui appartiennent à

l'ensemble clos D n'est pas nulle.

Supposons en elTel. pour arrivera une contradiction, que cet le

borne inférieure soit nulle. Alors, à chaque nombre positif a, si

petit qu'il soit, doivent correspondre un ou plusieurs points x.

appartenant à D . tels que l'on ait o x) <C5t; soit E (a l'ensem-

ble do ces poiuls. Si Xon a a' < a, l'ensemble E a' est évidem-

ment contenu dans E a . Il y a donc un ensemble E o n'"' 283.

156 de points k dont chacun jouit de la propriété suivante : ou le

pttint /. appartient à tous les ensembles E a), ou il est un point

d'accuuudalion pour chacun de ces ensembles. Dans le premier

cas, le point k appartient à D puisque tous les points de E a

appartiennent à I) ; il en est de mon)e ilans le second cas, car

tout point d'accumulaliou do E a est un [loint d'accumulation de

D et, par conséquent, apj^artient à cet ensemble D ,
qui est

clos. L'ensemble E o est donc contenu dans D .

Prenons pour x» un point de cet ensemble E o . Quehjue petit

que soit le nombre positif a, il devrait y avoir, aussi près qu'on

voudra ilu point .r,„ îles points x^ ap[)artonanl à D tels que l'on

eût X\ <C'J.. Mais cela est impossible : si l'on a en effet

\x\ — jCo ! <1 jr,> , le point ./'i appartient à C et le rayon de

convergence de la série

il) '.{x,) + o'(x,)
"" 7 ''' + ^-i-r.)

^"^ 7^''^' + ...
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est au moins t'gal à c .i\, —
j
^i — x,, ; lout point x intérieur au

cercle de centre X\ et de rayon o xo —
j
xi — «Ai ', cercle qui est

tangent intérieurement au cercle de centre .»;„ et de ra\on o Xq)

appartient évidemment à ^^G) ; d'ailleurs en un tel point x la

somme de la série 2 est égale îi o x) ; on a donc

f (-^i) ^ P(-^o) — \^i

il suffit de su[)poscr

— ^0 |< , P (a"o)

pour que l'on ait o^/;,^ >> o .r,, ; il y a une borne au-dessous de

laquelle o Xi^ ne peut pas descendre.

356. — Convenons de dire de deux fonctions ç; x , 'i> x régu-

lières au point ./.'n, qu'elles coïncident complètement en ce point

quand on a

'f (o-o) = ^(^o), ?<"*(^o) = '^<"'(''^o), (n = I, 2,...).

Le Icmme du précédent numéro a été établi afin de démontrer

l'importante proposition que voici :

Si les deux fonctions 9(£cs 'i^ x , régulières en tout point du

continuum C coïncident complètement en un point de C), elles

coïncident complètement en tout point de ce continuum.

Soit, en effet, X un point du continuum autre que x^. On

prendra pour l'ensemble parfait D un lieji intérieur à C; et joi-

gnant le point Xii au point X\. ; supposons que ce lien soit défmi

par les formules

oiift), g l désignent des fonctions réelles de la variable réelle /.

Conservons à la fonction o x la même signification que dans le

précédent numéro ; cette fonction dépend de la fonction o '^j î à la

fonction 'b [x] correspond une fonction analogue Oi 'x, ; les bornes

inférieures des deux fonctions ^(x}, Oi 'x] pour les points x qui

appartiennent au lien 'D^ ne sont pas nulles ; soit c un nombre

positif plus petit que ces deux bornes ; intercalons entre ao et a

des nombres croissants /i, l>,... in, assez voisins [)0ur que, si l'on
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cercle de convergence de la série est contenu dans C , on appli-

quera le même théorème au conlinuum C : à l'intérieur du cercle

de convergence la somme ilo la série r('[néscnlo toujours la fonction

o jc\ On démontrera d'ailleurs ullérieuremenl, par des considé-

rations d'une toute autre nature, que le ra^on de convergence de la

série ne peut pas être inférieur à la distance du point Xq à la fron-

tière de C .

357. — Considérons maintenant deux fonctions ç x , ^ x)

respectivement régulières dans les continviums <I>\ (^' supposons

que ces deux fonctions coïncident complètement en un point r

commun aux deux continuums <I> , W .

Le point | étant commun aux deux continuums, les points voi-

sins du point I seront aussi communs à ces deux continuums :

l'ensemble des points reliés au point r par un lien appartenant à la

fois à <1' et à M constitue un conlinuum C auquel s'applique le

théorème du numéro précédent : en tout point de ce continuum

les deux fonctions '> x , 'b x). coïncident complètement ainsi que

leurs dérivées.

Les deux continuums ^I>), (W) peuvent avoir des continuums

communs autres que le continuum (C ; naturellement, on ne peut

alTîrmer que les deux fonctions 'j'o: ", 'lii[x) coïncident dans ces

autres continuums, à moins qu'on ne sache d'ailleurs qu'elles y
coïncident complètement en quelque point.

Dans le cas oii les contimmms <!> , 4 n'ont pas de points

communs en dehors de C , l'ensemble des points qui appartiennent

soit à [^ , soit à 4' constitue manifestement un continuum C')et

l'on peut, sans contradiction, définir une fonction '/x , régulière

dans tout le continuum C'y, comme étant égale à o a; pour tout

point de O), à 'b'x pour tout point de V. On remarquera en

passant que si £ est un point de la frontière de 4 qui soit inté-

rieur à '<&
, on aura certainement

lim. 'l{y) = cp(t);

en supposant que x s'approche de | sans sortir du continuum f'^),

supposition nécessaire pour que le [)remier membre de Tégalité ait

un sens.
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La proposition ptécédentc .s'ap[)lique en i)articulier dans le cas

où '> a* et 'b X sont des séries entières, l'une en x — a'u, l'autre

on .'• —
.'-"i,

il savoir >

Ci (x) = (1^ -f- a^ X — :rj -h a, (.r — xj' -h ...,

'l[x) ^h,^b, {x — .r,) + h,{r - r.Y + ...,

iorsqu il y a un point | inléiieur à la fois aux cercles de conver-

irence des deux séries, pour lequel les fonctions o(x' et 'b 'x) coïn-

cident complètement.

Soient alors C„ , C, les cercles de converj.'-encc des séries ç; x ,

'b V . cercles dont les centres sont en x„, o-j et dont je désiii^nerai les

rayons [)ar R„, U, : on peut prendre pour ^<^}, (¥ les continunms

intérieurs aux deux cercles ; l'hypothèse est alors qu'il y a un

point I intérieur à la fois aux deux cercles, pour lequel les deux

fonctions çj x\ 'b^x) coïncident complètement.

Les notations précédentes supposent (pie les deux rayons de

convergence sont finis; si l'un des rayons de convergence est in-

fini, si, en d'autres termes, l'une des séries, 0\x) par exemple, est

convergente dans tout le plan, ou pourra prendre pour <1> le con-

tinuum intérieur à un cercle de centre x^ et de rayon arbitrairement

grand : il résulte alors de ce qui a été dit im peu plus haut que, en

supposant toujours l'existence d'im point r où les deux fonctions

coïncident complètement, la série 'b x est convergente dans tout le

plan, comme la série '> x ; les deux fonctions coïncident tlans

tout le plan.

Si le centre j;, du cercle Ci est intérieur au cercle Cq ,. les

deux fonctions o x , 'b x . qui coïncident complètement en tout

point intérieur aux deux cercles, coïncident complètement, eu par-

ticulier, au [)oint Xi ; on a donc

o'"' (x )

et, d'après ce qui a été élahii au n" 350

Ri>Ro-
I

.'•, -r„\.

Sup|i<)<;ons, en restant dans ce même cas, U, >> B^ —
[
x^ — .r„ [;

on savait, par le n" 350 que les deux fonctions 'b[x\ rp'x^ coin-
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cidcnl complètcinenl à lintéiieur du cercle décrit de x^ comme

centre et tangent intérieurement au cercle Cq , on sait maintenant

que la coïncidence subsiste dans tout le conlinuum intérieur aux

deux cercles. On a d'ailleurs

•^1 ^ 1^0 +
I
^1 — ''•o I;

car si II, dépassait le second membre, le point x^ serait intérieur

au cercle C, et, d'après ce qu'on a dit ffuand on supposait au

contraire Xi intérieur à (Cq), on doit avoir

Ainsi quand il \ a un point £ intérieur à la l'ois aux deux cercles

de convergence C^;, G/ pour lequel les deux fonctions ç«(x ,

à(x] coïncident complètement, les deux cercles Co), (Ci) peuvent

se couper, l'un deux peut être tangent intérieurement à l'autre;

mais il ne peut pas arriver qu'un des cercles soit intérieur à l'autre,

(sans lui être tangent . Les rayons de convergence Ro, Ri et la

distance des centres
\
x, — x^

\
satisfont aux inégalités.

1
R. - Ro

1 ^ I

--r, - -^0 i. Ri + Ro >
I
^. - '-^0 1-

Supposons la fonction fix) régulière en tout point du conti-

nuum C ; faisons correspondre à chaque point x^ du continuum

le rayon de convergence R x^) de la série

la première des inégalités qu'on vient d'écrire permet de reconnaître

immédiatement que la fonction R x définie dans tout le conti-

nuum, est continue en chaque point de ce continuum.

Si l'on considère un ensemble clos D contenu dans (Ci, la

fonction R (x) est uniformément continue dans cet ensemble; elle

y atteint son minimum; la borne inférieure de R (x) pour les points

X qui appartiennent à D ne peut donc être nulle.

358. — Voici maintenant quelques propriétés des fonctions ré-

gulières en chaque point d'un continuum, qui résultent immédia-

tement des propositions qu'on vient d'établir. Dans le présent nu-

méro, 'S> [x. désignera toujours une fonction régulière en chaque

point du continuum C , et x^ un point de ce continuum.
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Si les dérivées de la fonction '> 'x) à partir de la n -h i^tmo g^^^^

toutes nulles au point .ro. cette fonction se réduit au polvnome

? (^«) + "-^^-' ?' (^o) + ^^^^- ?" (^o) + • • + ^-y 7 "^^^^ •^*">
(.To).

Ce polynôme, en o(Tet, [tout être regardé comme une série

entière en x — .Co, convergente dans tout le |)lan et il coïncide

complètement avec la fonction '> x , au point .To-

Si toutes les dérivées à [)nrtir de la première, étaient nulles, la

fonction '^ x serait une constante; elle serait identiquement nulle

si l'on avait en outre o x\,= o.

Ecartons le cas où la fonction Ç5 x serait idcnlif|iiement nulle et

supposons qu'elle s'annule au point x^; il peut se faire que les

dérivées o' ^x\ '^' [Xji soient nulles pour x = x^; mais il v a

certainement une première dérivée
'f

'"*
^jî qui n'est pas nulle en ce

point; on peut mettre alors '^(x) sous la forme

(5 (a-) = [x — Xq)" * [x),

en posant

C5(n)C.X„') o^"+^Ux ]

* x) = --^^"^f- -4- (x — X,) ^ ^«' + ...
;

^ ' 1.2 ... /!
^ "^ 1.2 ... /i

'

'{> X est une fonction régulière en x^^, qui ne s'annule pas pour

.r = X(,; dans ces conditions, on dit que Xq est une racine de '-^[x)

d'ordre n de multij)licité. En tout point du continuum, autre que

Xfl, la fonction <]> :/; pourrait être définie comme étant le quotient

de G X par i^x — .a'o
"

; en un pareil point elle est régulière

puisqu'elle est le quotient de deux fonctions régulières dont la

seconde ne s'annule pas; la fonction

à laquelle on altiibue, pour x ^=z .r^, sa vraie valeur

1.2 ... n'

est donc régulière en chaque point de (C .

Il ne peut pas y avoir un ensemble (E conicnu dans C), ad-

mettant./;,, comme [)i>int d'accumulation, tel que '> .') soit nul en
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tous les points de cet ensemble : >i, en effet, il existait un tel

ensemble, la série entii-re en h

'r ,•'0) -^
,

T i-^o) -^
-j-.i

^ ^^"^ ^ *••

aurait une somme nulle jiour une inllnité de valotirs de /; aussi

voisines de zéro qu'on le Aoudrait ; tous ses coefficients do\ raient

être nuls.

Mais rien, dans la démonstration précédente, ne s'oppose à

l'existence d'un ensemble E , contenu dans C , pour différents

points duquel la fonction ç x s'annulerait, si tous les points

d'accumulation de cet ensemble apparlieiment non à C , mais à

sa frontière.

Si ^D est un ensemble clos contenu dans C), l'équation

"S/fx =0 ne peut avoir qu'un nombre fini de racines appartenant

à l'ensemble D .

En effet, si l'ensemble des points racines qui appartiennent à

D était infini, il admettrait un point d'accumulation, qui serait

un point d'accumulation de D , qui appartiendrait donc à D .

puisque D est clos, et par conséquent aussi à C : la fonction

o[x] serait identiquement nulle.

Soit 'ly'x une fonction régulière en t^jut point de C , comme
0(0- .

Si l'on a 'V''^ [x^^ = c-'^'* Xq , pour toutes les valeurs dep qui

dépassent n, la différence entre les deux fonctions 'ij(x^, o Xi est

un polynôme en x, de degré inférieur ou égal à n.

Si l'on avait -> x = o x pour une infinité de points x appar-

tenant à un ensemble clos, contenu dans C , on pourrait affirmer

l'identité des deux fonctions .1/ x .'>(.' , dans tout le continuum C .

359. — Soit toujours G ./; une fonction régulière en tout point

du continuum G ; je suppose essentiellement que cette fonction

ne soil pas identiquement nulle. Soit D, im domaine simple

contenu dans (C . On a vu que les points de D) pour lesquels

o(x s'annule sont en nond^re fini et que la fonction o x , si elle

s'annule pour un point a du continuum pouvait se mettre sous la

forme

'j[x} = [x — a)* '^i(^),
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en (lt'>ij-'nant [Kir :;, x une l'onclion, régulière en tovit point du

continuuin. qui ne s'annule pas p<Mir x = a.

Soit maintenant /' une antre racine do z x appartenant à D ;

ce sera aussi une racine do '^^ x ; on [xnura ôcrirc

.?.(a-) = (a;-/.)??,(x),

en désignant par s. x une Ibnction. régulière en tout point du

continuuni, (jui ne s'annule- pas pour x = h, non plus que pour

jc ^== fl ; on a alors

ç (x) = {x — a)^ {x — by o.^{x),

cl l'on reconnaît sur cette ég'alilé que ^S est Tordre de multiplicité

de la racine h, pour o x,. En continuant ainsi, on arrive à la con-

clusion suivante :

Soient a, h, ..., / les racines do o'x, qui a[)[)articnnont au do-

maine D ol a, :j, ... À les ordres do multiplicité de ces racines
;

on peut mettre o x sous la forme

'f
(.r) == (x — «)=" {x — bf ... {x — l/'^ix;,

en désignant par <1> ,/;^ une l'onction régulière en tout [)oinl de G)

et qui ne s'annule pour aucun point de D .

En raisonnant maintenant comme on a fait au n" 334 on recon-

naît que si le point x décrit la frontière V du domaine D , dans

le sens direct, l'argument de ç- x) s'accroîtra de la quantité

2:: (a 4- p -+- ... -h /) ; inversement, si l'on a un moyen d'évaluer

l'accroissement de l'argument de ç. x^ quand le point x décrit une

courbe formée simple contenue dans G , on a, par cela même, le

nombre de racines de la fonction c x contenues à l'intérieur de

cette courbe. On peut dire encore que le nombre a h- ^ -h ... -h À

est l'ordre du point n par rap[)ort au lien fermé décrit [)ar le point

'ji X quand le j>oint x décrit la courbe simple F , dans le sens

direct.

Il est à peine utile de remarquer que si A est vmc constante, la

fonction zix — A est régulière conune la fonction 9(>c). Par

conséquent, il n'y aura qu'un nombre fini de points de D) pour

lesquels la fonction z, x i)eut prendre la valeur A. La variation

de l'argument de z x — A quand le point x décrit, dans le sens
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diiccl, la courbe fermée simple F est le prodiiil par -.ir. du

nombre de racines do l'équation ©(a?) = A appartenant au tlo-

maine D , cliacunc élant comptée avec son ordre de mulli|)licité.

360. — .l'empliiicrai le svmbole P(a7 ; (i) pour désigner une

série entitre en x — a ; la lettre P ])eut d'ailleurs être affectée d'un

indice, afin de distinguer des séries qui procèdent suivant les

puissances du mémo binôme. Lue série V x\ a semble tout

d'abord ne définir une lonclion qu'à l'intérieur de son cercle de

convergence; mais les propositions établies dans les numéros pré-

cédents permettent souvent de continuer la fonction au-delà du

cercle de convergence; une telle série est ce que ^A eierstrass appelle

un élément de fond ion analylifjue ; ou verra tout à l'heure

comment il permet d'engendrer les autres.

Je désignerai sous le nom de chaîne de cercles et de chaîne cor-

respondante d'c'/tv/u'/i/.s de fonction, une suite de cercles

(C), (co. ... (c„)

dont chacun, sauf le dernier, contient à son intérieur le centre du

cercle suivant, et une suite d'éléments de fonction

P(a;; a], P(.t; a,) P(.r ; «,.).

|)Our lesquels les points <"/,«,, ..., a„ sont les centres respectifs des

cercles C:, Ci , ..., C„ , chaque série qui représente un élément

de fonction étant convergente à l'intérieur du cercle correspondant

et coïncidant complètement au centre de ce cercle avec l'élément

de fonction qui précède.

Les cercles peuvent être les cercles de convergence des éléments

de fonction qui leur correspondent.

Considérons un lien L ayant son origine au point a et son

extrémité au point b ; je suppose, comme d'habitude, que les

points de ce lien soient déterminés au moyen d'un paramètre réel t ;

je désii2rnerai en général par la lettre c, affectée ou non d'indices,

le point du lien qui correspond à la valeur / du paramètre, affectée

ou non des mêmes indices.

Imaginons qu'on intercale entre a et ^^ les nombres croissants

/,, /, ... /„_i, auxquels correspondent les points ç,, r^, ... £„_i.

Il nous sera commode d"em[)loyer les lettres /„, /„, Ço, ç„ avec la
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même .signification, rcs[)ccliveinoiil, (jiic les lellrcs a, [j, a, h. !)(>i

inons par /i , A , /„ les liens partiels que l'on obtieiil en

faisant varier / de /„ ou a à /,, de /, à /., .,., de /„_, à /„ ou [j. Sup-

posons qu'on puisse constituer deux chaînes correspondantes ilr

cercles et d'éléments de fonction qui jduisscnt îles propriétés sui-

vantes : Les cercles

C(fl), C(.^), ...,C(L..), C(/.)

ont pour centres respectifs les points |,j ou d, |,, ..., r„_|. q„ ou

h; les n premiers contiennent respectivement à leur intérieur les

liens partiels /, , 7^), .,., i /„ ;
quant aux éléments de fonction

correspondants

P(a:;a),P(.r;,^), ..., V {x; i,_,), V{x; b)

le premier est doimé et l'élément P x ; ç,,) est déterminé par la

condition de coïncider complètement avec l'élément précédent

P x; 4,,_i, au point £,,.

Soit maintenant t une valeur du paramètre, appartenant [)ar

exem[)le à l'intervalle '7,,_,, /, et ç. le point correspondant, qui

fait alors partie du lien 7,, , A ce point £, ou plutôt au nombre /.

faisons correspondre, d'une part, un nombre que je désignerai par

':., z et, d'autre part, une série entière en x — |, que je dési-

gnerai par P( x; |,, le nombre
'f(^

est la valeur que prend en |

la série P x ; c,,_i) ; la série V/x ; £) est la série entière en ./• — z

qui coïncide complètement en £ avec la fonction P x; ç^,_, ; on a

d'ailleurs 'v/ ç) = Pi ç ; c). Si t était égal à /,,, la série P<^ix; Çp)

ne serait autre chose que la série qu'on désignait plus haut par

P X ; z,,) et qui coïncide complètement en |,, avec la fonction

Le lecteur reconnaîtra tout de suite la vérité des propositions

suivantes :

Si les nombres / ,
/' appailienncnt à l'intervalle a, fi et sont

sullisamment voisins, les deu\ séries

coïncident complètement en tous les points du lion partiel que l'on

obtient en faisant varier / de /'à/'; pour tous les [)oinls de ce

lien partiel, leur valeur est égale à celle de la fonction c, z .

Tamsebï II. — iDlioiiuclion à la Théorie îles fonctions -J-i
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Celle dernière fonction, considérée comme une fonction de /,

est continue dans rintcrvalle y., ^'j
.

Le rayon do convergence 11, £ de la série P, x ; £ est aussi

une fonction continue de / dans le même intervalle et reste supé-

rieur à un nombre positif li\e; cette dernière* proposition s'établit

en raisonnant comme à la lin du n" 357.

Il convient de remarquer que les séries P, x ; £ , à supjioser

qu'elles existent, sont déterminées par la fonction Çr^ç^, puisque

deux séries entières en .7' — |, qui prennent les mêmes valeurs

pour les points d'un ensemble infini admettant le point £ pour

j)oint d'accumulation sont identiques terme à terme : les points

du lien L voisins de £ constituent un tel ensemble.

En partant du même élément initial V x ; a et du même lien

L , on aurait ])u intercaler entre a et ^1>, au lieu des nombres

/,, t,, ... /„_,, d'autres nombres /,. t\,, ... /;._, auxquels auraient

correspondu sur le lien les points £,. ç.,. ..., £,._, [)uis des séries

V x\ £', . ...: en procédant de proclie en proche, le lecteur se

con\aincra sans peine qu'on serait parvenu au même résidtat final.

aux mêmes fonctions Pi .r; £ , '^((£; que tout à l'heure. Dès lors

il se rend compte de ce qu'on doit entendre quand on dit que,

en partant du point n avec l'élément de fonction P .r, a et eu sui-

vant le chemin L . on parvient au point £, qui correspond à la

valeur / du paramètre, avec l'élément de fonction P, x; £ et

avec la valeur Ot'q = P( £ ; £).

Si le lien L) était simple et ouvert, on pourrait simplifier un

peu les notations ; un point £ du lien ne peut alors être fourni que

par une seule valeur du jinramètre / : on pourrait alors supprimer

l'indice / dans les symboles Oi £ , P; x \ £ , ... ; mais (juand un

même point £ correspond à jilusieurs valeurs de /, il est nécessaire

de garder, par exemple au moyen de l'indice, la trace de la valeur

de / d'où l'on suppose que le point £ provient, car rien n'implique

dans les hvpothèses précédentes, qu'aux diverses valeurs de / qui

fournissent le même point £ correspondent le même nombre ç; £ ,

la même série P x; £ . Si. en particulier, le lien est fermé, si le

point }> est le même que le point a, rien n'oblige à supposer que

les séries sont identiques, que Ion a désignées plus haut par

Pfa: ; « , P x ; b et que l'on pourrait désigner plus explicitement

par Pa X ; a , P_3 x : b , dans le cas surtout oîi l'on a 6 = a.
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361. — Ki'|)rcnons, on conservant les menées nolalions, la suite

lie séries

P{x;a), P(:r;^,:, P (.r ;
i,), ..., V{.r,h);

il est clair que les conditions qu'on a ini[)Osées à ces séries, seront

vérifiées d\'lles-nièmes pour les séries dérivées

r'(.r ; a), P' .r : ^^), P' (r ; ï,), .... P'(.r, b),

qui ont mêmes cercles de convergence que les séries primitives : si

l'on partait du point d avec la série P' x ; a et si on appliquait à

cette série le même procédé qu'on a appliqué à la série P x; a ,

en suivant le chemin L;, on parviendrait au point c avec la série

P; X, z . La même observation s'a[)pliquerait aux dérivées seconde,

troisième, ...

Désignons maintenant par

:S{.r;a), ;f(x;ï,), 2'(x ;
i,), .... T{x,l)

les séries qui ont pour dérivées premières les séries

V{x;a\ P(x;ï.), P(a':y. .... Y>{x,b)

et qui s'annulent respectiv<'ment pour a;rrra,;r=||, 37=^2, .... ,x^6;

ici encore les séries correspondantes ont même cercle de conver-

gence. Il est aisé de voir que les séries avec lesquelles on parvient,

en suivant le chemin L, aux points |,, ç,, ..., h, en parlant du

point a, avec l'élément de fonction 5" x ; a' sont respectivement

:f (^, ; fl) -^ ... + ^(6 ; f„_,) -4- î(t : b).

L;i remarque suivante ne sera peut-être pas inutile : supposons

que le lien L soit un lien terme simple, en sorte que le point h

coïncide avec le point a, et (jue la série P a-, h) soit identique à la

série P x, n ; la série JT x, h sera bien identique à la série i" x. a ;

mais la valeur avec laquelle on [)arvicnl au point />, c'est-à-dire
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n'esl pas, pour cela, identique à la valeur fa, d = o avec la-

quelle ou était parti du point a.

362. — Si le lien L est intérieur au cercle de convergence

C a de la série 1^ x: >i . rien n"cni[)rche de procéder comme on

l'a expliqué au n" 360 ; mais le résultat n'est guère intéressant,

l'élément tle fonction P, x ; z qui correspond à chaque point £du

lien n'esl autre que la série entière en x — ç qui au point ç coïn-

cide complètement avec la fonction P x ; a ; en tout point | du

lien la fonction St ç est égale à P r ; « . Dans ces conditions,

on a donné une forme nouvelle à la fonction P x, a , on ne peut

pas dire qu'on l'a prolongée. Il en est tout autrement quand le

lien (L sort du cercle C a. On n'oubliera pas dans ce cas que la

valeur avec laquelle on arrive en h dépend en général du chemin

suivi ; si, en particulier, le point h est intérieur au cercle C a , on

ne revient pas nécessairement en b avec la valeur de la fonction

P X ; a) en ce point.

Lorsqu'il existe une fonction •!> x], régulière dansun continuum

C ,
que a est un point de ce continuum. que la série P x ; a -est

la série entière en jc — n qui coïncide complètement en a avec la

fonction 'J> jc; et que le lien L est intérieur au conlinnum C , la

série P x ; £ qui correspond à n'importe quel point | du lien

coïncide toujours complètement en | avec la fonction 'i/ 'X] ; en

particulier, quel que soit le chemin suivi, pourvu que ce chemin

soit intérieur au continuum G , on arrive au point b avec la même
valeur et le même élément de fonction P x ; b .

Si on se donne le point a, l'élément de fonction P x ; a), le

point b et le lien L , il n'est pas toujours possible de procéder

comme on l'a expliqué, de trouver des nombres intercalaires qui

satisfassent aux conditions imposées ; si l'on ne se donne pas le

lien L), et si on se donne a, è et P a? ; a , il n'existe pas toujours

de lien ;^L allant de <i à b, pour lequel les opérations décrites

soient possibles.

Il y a en effet des séries V x ; a telles que, quel que soit le

point £ intérieur au cercle de convergence C(a , le ravon de con-

vergence R Zj de la série P oc ; £ qui coïncide com[)lètement avec

la fonction P x ; a^ au point | soit toujours égal à R a — \'z
— <i\;

en d'autres termes le cercle de convergence C "ç) est toujours le
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cercle, de centre £, tangenl intérieurement a"u cercle C fi ; do

quelque laçon qu'on choisisse le point |, on reste enfermé dans le

cercle C ^/ ; telle est par e\eni[)le la série

f{x) = I + a? -h J-'

signalée par M. Lercli, pour laquelle le rayon de convergence est i;

on reconnaît sans peine que, pour tout point du cercle de conver-

gence dont l'argument est commensurable à z, tous les termes de

la série Unissent par être égaux à i ; en un pareil point x' , la série

est divergente en ce sens que la somme des n premiers termes de-

vient aussi grande qu'on le veut [)ourvu que n soit assez grand : si

l'on s'approche de x', en suivant le rayon, /(x croîtra indéfini-

ment en valeur absolue, comme il est bien aise de s'en assurer; or

cela est incompatible n" 342 avec la supposition qu'on puisse en-

fermer le point x' à l'intérieur du cercle de convergence d'une sé-

rie P a? ; I , entière en x — £, qui coïnciderait complètement au

point ç avec la fonction J (x . Il est impossible de prolonger la

fonction / x au-delà du cercle de centre o et de rayon i

.

\\ eierstrass donnait le nom de fonction analytique à l'ensemble

de toutes les séries P x ; ç entières en x — z que l'on peut dé-

duire d'un élément de fonction particulier P (x ; a
, par le procédé

expliqué plus haut, en suivant un chemin allant de <( à r. Le mot
fonction est pris alors dans un sens tout autre que celui qu'on lui a

attribué dans le présent livre et c'est dans un sens un peu dillérent

que sera emi)loyée l'expression de fonction analyli/jnc. Il convient

toutefois de remarquer que l'ensemble considéré est entièrement

déterminé par l'une des séries, ou si l'on veut, par la suite des

coefficients de cette série : Deux fonctions analytiques, au sens de

W'eierstrass, coïncident quand elles ont en comnum un élément de

fonction.

III. — FONCTIONS KLÉMENTAIRES

363. — ( )n a défini, au début du présent chapitre, les fonctions

rationnelles d'une variable imaginaire, puis quelques fonctions

agébriques simples comme \fj-, [/i — x^ etc.. Les propositions

générales que l'on a démontrées ensuite sur les séries entières, sur
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les séries et produits infinis qui peuvent se tiansformer en séries

entières, enfin sur le prolongement cfuno lonclion, fournissent un

moyen naturel détendre aux variables imaginaires la définition et

les propriétés d'un grand nombre de fonctions dune variable réelle.

Si l'on sait, [)ar exemple, (pi'une fonction / x de la variable

réelle x est, dans un certain intervalle, développable en une série

entière en x, ou f(u"elle peut être mise sous forme de l'une de ces

séries ou de l'un de ces produits infinis que l'on a considérés au

n" 349, on pourra prendre cette série, ce produit infini comme
définition de la fonction de la variable imaginaire x; cette défini-

tion sera valable dans un conlinuum C contenant la portion de

de l'ave réel qui représente l'intervalle considéré^ ou une partie de

cet intervalle. Si maintenant on connaît une propriété de la fonc-

tion de la variable réelle qui s exprime par quelque égalité dont les

deu\ membres soient des fonctions régulières en tout point du

continuum G^, cette égalité subsistera dans tout le continuum,

et la propriété qu'elle exprime sera ainsi étendue. Le présent

paragraplie contiendra un grand nombre d'applications de cette

méthode.

364. — Considérons, comme premier exemple, la formule

/ \ / \ mm (m — i) ,

(i\ (i -h xy" = i -h - X -^ -^ ' X- ~h ....
^ '^ ^ ^

1 1.2

qui est établie n" 188 pour les valeurs réelles de m et pour les

valeurs réelles de x intérieures à l'intervalle — i, i .

Dans le présent numéro, je désignerai par f Xj la série qui

figure dans le second membre de cette égalité, ou la somme de

cette série supposée convergente.

Le rayon de convergence de la sériey* a; , regardée comme une

série entière en x, est i : la fonction f'x] a un sens, quelque

soit m, si l'on a
{
ac

| <C i ; cette fonction peut être regardée comme

une fonction des deux variables x et m: à ce jx)int de vue les

remarques faites au début du n" 188 subsistent : si a est un nombre

positif pins petit que i et M un nombre positif quelconque, la

fonction/ x est continue dans l'ensemble des valeurs de x et de m
qui vérifient les conditions

1
X

I

< a.
I
m 1
< M.
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l'our ce (|ni est de la sl^Mulicalioti tlii premier iheinbre i + ./,/"

(le l'égalilé (I , il y a lieu d'exaiuiner successivement le cas où ///

est entier, IVactionnaiie. iirationncl, imaginaire.

Supposons d'abord m entier; i -i- x/" a un sens bien net, c'est

une fonction rationnelle de x, un polynôme de degré /// quand /// est

entier et [)Ositif; l'égalité ;^i résulte alors des règles qui concernent

la multiplication, elle est vraie ([uel que soit x. Il est aisé de voir

qu'elle subsiste quand m est un entier négatif, sous la condi-

tion
!
X ! < I.

Si en cil'et, ou mulliplie le seconti mend)re/ x par le polynôme

de degré — m

,
, /// m (m -h i) ., »i(.'/i H- i) (m 4- a) .,

,

^ '
I 1.2 1.3.0

et qu'on ordonne par rapport à x, on trouvera i conime résultat

n" 346 puisque, lorsque ./• est réel, le produit de i H- a?)'" par

1 -1- a;
~"' est égal à i. La règle pour multiplier deux séries

entières en x, ou une série entière en x par un -polynôme en x, ne

dépend pas de la réalité de x : pourvu qu'on ait
|
ic

j
<; i, le second

membre de l'égalité i multiplié [)ar le polynôme (i -l- x)~'^

donne i comme produit.

Légalité I est donc établie lorsque m est un nombre entier

négatif, .sous la condition \x\<^ i

.

Examinons maintenant le cas oi'j m est un nombre rationnel non

entier; je suppose que m soit égal à la fraction irréductible , à

dénominateur positif; il est bien aisé de voir que l'on a alors, pour

toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition
j
x

] <C i,

(2) ^/(.x)]v = (i ^x)K

L'expression
|
/ z")]' s'obtient en elVet en faisant le produit de y

séries égales l\J x , d'après la règle de multiplication des séries,

valable sous la condition ' ^
|
< i ; sous celte condition et si x est

réel, la somme de la série entière en x ainsi obtenue doit être

égale à I -h .r '' et, par conséquent, à la série nu au [xilynome

n n (n — i ) .,

I H- ' x + ' ^' ' X- -t- ...
1 \ .x
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qui doit donc n" 346 tire "ulenliqiie Icriiie. à terme, à la série pro

(luit : l'égalité 2 est établie sous la condition '

.r
]
•< '

.

Sous cette condition, la fonctiony x
,
qui a un sens bien piécis,

l'on mit donc une solution de l'équation en r

(3) vï = (l -H x)i';

mais cette dernière équation, (juand on se donne x, ne détermine

pas complrlement y, qui est susceptible de ry valevns. toujours

distinctes tant que x n'est pas égal à — i et qui se déduisent de

l'une quelconque d'entre elles, en la multipliant par les fj racines

de l'unité n" 325 . Il importe de savoir distinguer laquelle de ces

racines est égale à la sériefx .

Soit a un nombre positif fixe [)lus petit que i. Dans le domaine

défini par riiiégalité x\^a, la valeur absolue de la dilTérence

entre deux racines de l'équation 3 reste supérieure à un nombre

])Ositif fixe ; elle est, en elTet, au moins égale à 1 1 1 — a s'in

n" 325 . D'ailleurs, dans ce domaine, la

Ibnction / x est continue ; il y a donc,

dans ce domaine, (j fonctions continues

qui \érificnt Téquation 3 , et qui restent

distinctes entre elles, puisque la diflérence

entre deux d'entre d'elles reste supérieure

à un nombre fixe. Celle des solutions de
'"" '~'

l'équation 3 que l'on a désignée par

/ X jouit de cette propriété de se réduire à la valeur arithmétique

de v/(i -h x)i' quand x est réel et appartient à l'intervalle — a, aj.

D'un autre côté, un procédé pour définir sans ambiguïté i H-x}?

consiste à regarder sa valeur absolue comme étant égale à la valeur

arithmétique de {/ i -\- x \'' et son argument comme étant égal au

produit par' de l'argument de i -h x n" 327 ; dès que l'on a

p

choisi ce dernier argument, la signification de i + x/^ est fixée.

Or il suffit de regarder la figure 38 pour constater que, lorsque x est

un point intérieur au cercle de centre o ot de rayon i, l'argument

de 1 -H 3î, ou l'angle dont le premier côté est la direction positive

sur l'axe réel et dont le second côté est la direction qui va du
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point — I au jiDint ./;. |icut èlrc supposé compris ontrc— cl —
_ ;

il est alors nul quand ./; est sur l'axe réel; le point x est supposé

ne pas atteindre le point — i où l'argument de i -h x serait

complètement indéterminé. Dans le domaine
i

a;
J

< a, l'argument

ainsi défini est une ibnction continue de x, il en est de même df

son produit par , de la valeui- arithmétique de \' \ -\- x ''' et enlin

/

de la fonction i + x '' définie comme ayant son argument égal

I) . . .

''

au produit par de l'aigument de i h- x. Cette lonction i -\- x ''

,

ainsi délinie. a d'ailleurs son argument nul. quand x est réel et

appartient à l'intervalle — a, a) ; elle est alors réelle et positive,

elle coïncide donc avec f x dans tout le domaine
)
a;

j
< «. Il en

est d'ailleurs ainsi dans tout le continuum défini par l'inégalité

X <^i, puisque le nombre a peut être sujiposé aussi voisin de i

qu'on voudra.

Dans le cas où l'on aurait = ^"-
, la fonction f x , dont

<l
2 ' y '

l'argument doit être compris entre — y et
^ , peut être caractérisée

C(»mme étant celle des valeurs \/i -+- x ou de ^

,

— =^ dont la partie
V^l H- X

réelle est positive ; notons en particulier l'égalité

J I , 1.3 , 1.3... (an — i) ,

VI — X- 2 2.4 2.4-- 2/1

valable sous la condition ' x
\ <i i, et dans laquelle il est entendu

que le premier membre a sa partie réelle positive.

Si /// est un nombre irrationnel, la fonctiony' x , en sup[)Osant tou-

jours 'x' < I , peut être regardée comme ayant
j

i -h xj'" pour valeur

absolue et un argument égal au produit par m de l'argument de

I + X supposé compris entre — et . C'est ce qui résulte aisé-

ment de la continuité de la fonction/ ./: regardée conmie fonction

de m. L'égalité i subsiste donc en adoptant pour i -^ x '" la défi-

nition qu'on vient de donner au moyen de la valeur absc»lue et de

l'argument.

Dans le cas où m est imaginaire, l'égalité i pourrait servir à
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définir i -+- x]'" lorsque Ion a
|
x

]
<; i ; c'est une autre délinllion

qui sera adoptée ultérieurement ; le lecteur n'aura pas de peine à

faire le raccord. Je me borne à observer que, si l'on suppose

I

vC
I

< i, f x\ regardée comme une fonction de ru. peut être

développée en une série entière en m. convergente quel que soit m
;

c'est une conséquence aisée du tliéorèmc I du n" 349.

365. — La série

X x~ .r"
I H h h ... H h ... ;

I 1.2 1.2. ..Il

5st convergente dans tout le plan, sa somme est ce qu'on a appelé

une ibnclion ^transcendante entière; lorsque x est réel, cette

somme n'est autre chose que e'^; il est naturel de définir, quelle que

soit la variable x, la fonction e^ par l'égalité

/ N , X X- .X"

1 1.2 i.2...n

d'ailleurs le raisonnement du n° 189 permet de reconnaître que la

série qui figure au second membre est, quel que soit le nombre x,

la limite vers laquelle tend l'expression

quand ii croît indéfiniment par valeurs naturelles.

La règle de la multiplication des séries s'appliquant aux séries

absolument convergentes, il est clair que la fonction e'' jouit de la

propriété

(2) e'- X e'J =: e''+y,

d'où l'on conclut, en particulier
;

e' X e"'' ^ e" = i

.

En remplaçant, dans la définition de c'', x par xi, on trouve

/o \ «.- OTl OC" ce l OC

(3j e" = I H H + ...
;

I I .2 1.2.0 I .2.0.4
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(Je la convergence absolue du second membre résulte la convcr-

.iience absolue. [)onr troutes les valeurs de x, des séries

i.a 1.2.3.4 1.3.3. î-5.n

X X' X-'

I 1.2.3 I.3.3.A'Ï

qui s'ajjerçoit d'ailleurs directement : les fonctions entières que ces

séries définissent dans tout le plan, sont précisément, lorsque x est

réel, les ("onctions cos x et sin x définies au n" 197 ; ici encore, les

seconds membres des égalités

^ 1.2 1.2.0.4 I. 2.0.4.0.0

(4)
,

I
. X X' X'

I sm X = o H o -7-- •••

1 1.2.0 1.2.0.4.0

définissent les premiers membres, quel que soit x ; des fonctions

cos x, sin X, la première est paire et la seconde impaire. On a

d'ailleurs, en vertu de l'égalité (3i, et en changeante; en — x dans

cette égalité

(5) e""' = cos 0- H- i sin x, e~^'' = cos x — i sin x,

et, par conséquent,

,„, e'^' -h e-^' . e" — e""'
(o) cos X =^

, sm X ^ -. •

^ ' 2 21

Si, dans ces formules, on remplace x- par x-k-y, puise'""^^'', c -f'^+i')'

par

gT( y g,,i __ ^cos X -i- i sin x) (cos v -h / sin y),

e~^' X e~'J' = (cos x — i sin x) (cos y — i sin y).

il vient

(7)

\ cos (x H- v) = cos X cos V — sin X sin j

^ sin (x H- y) = sin x cos j + cos x sin y.

C'est à Kuler que sont dues les formules qui relient la fonction

exponentielle aux fonctions trigonométriques.
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La fonction [g .r sera déllnie, pour tontes les \alenrs de x qui

n'annulent pas ces ,r par la loiinnle

sin .r

I2; r =° cos .r

et les formules 7 conduiront sans peine à la relation

O V '
''

I tg .r tg y

On a introduit au n" 195 les notations

, e'' H- e~^ , e' — e'~'' ,, e^ — e~^
cil X = , sli .7; = . llia;= ..

et l'on a établi quelques relations qui mettent en évidence les ana-

logies des fonctions ch x, sh x, th x avec les fonctions cos x,

sin X, tg X ; il ne s'agissait alors que de variables réelles, mais rien

n empêcbe, maintenant que la fonction e'" est définie pour toutes

les valeurs de x, d'adopter les précédentes formules pour définir

les fonctions cb x, sb x, tb x quel que soit x ; les relations éta-

blies au n" 195 subsistent ainsi que les démonstrations ; on a d'ail-

leurs à cause des formules 6

cil X = cos ix, sh X = . sin ix, tli x = ^ i" ix ;

et ces relations montrent que l'emploi des notations cb x, sb x,

ib x est inutile ; il est toutefois consacré par l'usage et il est com-

mode pour séparer les parties réelles et les parties imaginaires.

Remarquons, à ce sujet, que l'on a, en désignant par a et 6 des

nombres réels quelconques,

e"^'" = e^-e'" = e"(cos '/ + / sin h),

cos (a -+- hi) = cos a cli b — i sin a sh b,

sin (a -+- bi) = sin a ch b -+- i cos a sh b.

Les règles pour les dérivées des fonctions e'', cos x, sin x, tg x,

cb X, sb X, ib X résultent immédiatement des n'" 350, 354. Les

formules sont les mêmes que lorsque x est réel.

La démonstration qui a été donnée au n" 198 des formules

cos a? = sm ( — x ], sin rc := cos ( — x
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siihsisle, ([iicl (nn- soil .<•
; mais il (-(inNiciil di* reniai (jun- (juc la

Ytnilc de ces l'oiimilcs (juaiul ./; est rr<l entraîne leur généralité:

on cllct, cosx" et sin ( — ./;), [)ar exemple, sont des l'unclions de

X [lartout régulières ; la relation cos x = sin ( — .r\, vraie [lour

toutes les valeurs réelles de .'.', montre que ces deux Jonctions coïn-

cident complètement en un point cpielconque jj,, situe sur l'axe

réel ; si on les prolonge ù partir de ce point n" 357 , le long d'un

chemin quelconque, elles ne cesseront pas de coïncider complète-

ment ; la relation cos jj^^sin (
'• — x ) a donc lieu quel que soit x.

C'est le mode de raisonnement sur lequel on a appelé l'allenlion

au début du présent paragraphe.

La fonction e^ ne s'annule jamais ; si en cfTel on a x = a 4- iv,

Il et (' étant réels, on aura

g,r _- gu^cos V H- i sin v)

et aucun des facteurs du second membre ne peut être nul.

Il est aisé de construire une infinité de fonctions entières qui

jouissent de celte [iropriété. Si, en effet, g x est une fonction en-

tière, il en sera de même n° 349 i de la somme de la série

I 4_ 5L(^) + il(?)2 _,_ ',9{^)f_ ^_ ...

1 1.2 1.2.3
'

dont la valeur est c-'''' et cette valeur n'est jamais nulle, lîécipro-

quement il résultera de considérations ultérieures que toute fonc-

tion entière cjui ne s'annule pour aucune valeur de x peut être mise

sous la forme t'"*'' en désignant par 7 x une fonction entière.

On étudiera bientôt la résolution dune équation telle que e'^^<i,

où a est un nondirc donné ; de là et des relations entre la fonction

exponentielle et les fonctions circulaires résulte inuuédiatement la

résolution d'équations telles que

cos ./ = a, sin x = a, Ig ,/ = a, cli x =«, etc..

.le vcu\ me borner à remanpier ici (|ue les équations cos.c = o,

sinx' = o n'admettent [)as d'autres solutions (pie les solnlions

réelles ; le lecteur n'aura aucune peine à lirer ces résultats des
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luiinulos d'addilion : il les rccoiinaîlra ans.-;! sur les produits in-

finis qui représentent COS.r et sin .r, produits infinis qui, comme
on le verra bientôt, con\iennent aussi bien, que ,/• soit réel ou qu'il

soit imaginaire.

366. — Les fonctions cos x, sin x admettent la période a t: ; la

fonction e"", à cause des formules (5 du numéro précédent, admet

cette même période ; la fonction e'' admet donc la période 2 -/, ce

qui résulte d'ailleurs des égalités

gj-i-a-' __ e'-.e-"' = e"" (cos 2 - -h ; sin 2 r) = e'".

•2 r.i est d'ailleurs une période primiticc ; c'est-à-dire qu'elle n'est

pas \n\ multiple entier dune autre période ; en d'autres termes, si

n est un nombre naturel, ^^ n'est pas une période pour la fonc-

tion (?'
; l'égalité

2-1
x-\

!~i

entraînerait en effet l'égalité en z= i
,
qui n'est pas vraie. Les fonc-

tions cil X, sh X admettent évidenmient la même période ^zi que

(''
: -/ est une période primitive pour tli x.

Supposons que le plan des x soit décomposé en bandes égales

par des parallèles à l'axe réel, telles que la distance entre deux pa-

rallèles soit égale à 2-, et considérons l'une (B; de ces bandes.

On connaîtra la fonction e"^ dans tout le plan si on la connaît pour

tous les points qui appartiennent à cette bande (Bj ; en effet à tout

point X du plan correspondra un point x' appartenant à (B , avant

même abscisse que x et tel que la différence des ordonnées soit un

multiple de 2z ; le point x' sera unique si le point x n'est pas sur

une des parallèles ; s'il est sur une de ces parallèles, on peut le

prendre sur l'une ou l'autre des deux droites qui forment la fron-

tière de 'B^ : dans tous les cas, la fonction e^ aura la même valeur

aux points x el x'

.

Prenons en particulier pour la bande (B ) la bande limitée par

les deux parallèles P , P, à l'axe réeL situées de part et d'autre

de cet axe, à une distance égale à r.. Il y a intérêt à connaître la

façon dont se correspondent le point ./; de cette bande et le j>oint

V = c' ; je regarderai ce dernier point comme l'image du |)oint x.
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Posons donc x = u -h ir, ii et r ('tani deux nombres réels dunl

le second a[)parlienl à rinlei\alle — ::, ~
, on anra

V = e"T" = e" cos V H- / sin v)
;

la valenr absolne de v est e" ; son argument peut être [)ris égal à v.

Il est commode de regarder les points x, y comme appartenant à

des plans distincts que l'on désignera sous le nom de plan des x
ot de plan des y.

(P)
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La demi-droite ,^ est confondue avec Taxe positif pour r^^o.

avec l'axe négatif pour v = 7: ou pour t' = — -
; Timaire de l'axe

réel du plan des x est l'axe positif du plan des y. Les deux paral-

lèles V . [\ ont toutes deux pour image l'axe négatif du plan

des V. Quand r croît de — ~ à -. la demi-droite \'
, d'abord con-

fondue avec l'axe négatif du plan des v tourne dans le sens direct

et vient pour v = r: se confondre à nouveau avec l'axe négatit.

Lorsque u reste fixe et que r croît de — - à -4- -, quand le point j;

décrit un segment U ,
parallMe à l'axe des ordonnées, allant d'un

point delà droite
, P, à un point de la droite Pj, son image dé-

crit un cercle U' dont le centre est le point o, dont le rayon est

e" ; elle part du point du cercle situé sur l'axe négatif pour y reve-

nir. Les images des deux extrémités de U) sont confondues.

On voit que l'image de la bande du plan des .r recouvre tout le

plan des y (sauf le point o . Le deini-i)lan des v situé au-dessus de

Taxe réel est l'image de la demi-bande du plan des x située au-

dessus de l'axe réel ; les coefficients de / des nombres correspon -

dants X, y sont de même signe ; deux points x symétriques par

rapport à l'axe réel deux points dont les affixes sont imaginaires

conjuguées), ont pour images deux points v symétriques par ra[)-

port à l'axe réel. Deux points distincts de la bande ont des images

distinctes sauf si ces deux points appartiennent respectivement aux

droites P , P, et sont situés sur une même perpendiculaire à ces

deux droites.

On supprimera cette exception en regardant l'axe négatif du plan

des y comme double, comme une coupure à deux bords dont le

bord supérieur est l'image de la droite (P'j et dont le bord inférieur

est l'image de la droite P, . De cette façon, deux points distincts

de la bande du [)lan des x auront toujours deux images distinctes;

les points de la bande voisins de P auront des images voisines de

l'axe négatif et au-dessus ; ces images seront regardées comme

voisines du bord supérieur de la coupure ; les images des points de

la bande voisins de P, seront de même regardées comme voisines

du bord inférieur de la coupure.

Dans ces conditions, tout point y du plan des j, autre que le

point o sera l'image d'un point x = « -h iv de la bande et d'un

seul. Supposons d'abord que le point y ne soit pas sur la cou[)ure

que }' ne soit p;is un nombre négatif ; ce point y sera l'inlcrsec-
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lioM unique d'un cercle U') et d'une tlenii dmitc \"
; le cercle U')

sera l'image d'un segment L ; la demi droite (V) sera l'image

d'une droite ^ ; le segment l et la droite V se couperont eu

un point unique x dont y sera l'image; en se reportant à la cons-

truction de (U'j et de V) au moyen de (U) et (V), on voit que

l'ahscisse du point x dont y est l'image est le logarithme naturel

de la valeur absolue de y et que son ordonnée est la valeur princi-

pale de l'argument de y. Si le nombre y est négatif, l'abscisse de x
sera le logarithme naturel de — y, son ordonnée sera - ou — tt,

suivant que y appartiendra au bord supérieur ou inférieur de la

coupure. Le nombre .c ainsi délini est ce que l'on ap[)ellc la valeur

principale ihi logarithme de y ; je la représenterai habituellement

par la notation Igy. La fonction Igj est définie dans tout le plan

des y. sauf au point o ; elle se confond avec le logarithme naturel

de y quand y est positif. Elle est continue en tout point qui n'ap-

partient pas à la coupure. Si l'on considère un point y,, de la cou-

pure, du bord supérieur, par exemple, on peut dire encore que la

fonction Ig y est continue en ce point, si on l'entend dan? le sens

suivant : à chaque nombre positif î correspond un ninubrc positif

y; tel que l'on ait
|
Ig j — Igjo

|
< c, si l'on a

|
j — jo |

< v; et

si le point y est au-dessus de l'axe réel négatif, ou sur cet axe,

mais sur le bord supérieur de la coupure. En deux points con-

fondus en réalité, mais situés l'un sur le bord supérieur, l'autre

sur le bord inférieur de la coupure, la dillérence des deux valeurs

de la fonction Ig j est 2T.i.

367. — Il ne sera pas inutile d'indiquer, sur ce même exemple

sim[»le, un autre mode de raisonnement qui est souvent commode

[)our la définition des fonctions inverses.

Reprenons l'étude de la correspondance entre les deux plans des

./• et des y définie par réf[ualion y =: c'' et considérons dans le plan

des X le rectangle AB\ B ; les deux cotés AB, A B' sont des paral-

lèles à l'axe réel, à une distance - de cet axe ; ils sont des segments

des droites qui étaient désignées dans la figure précédente par

P, , P . Quant aux cotés AA', BB' parallèles à l'axe imaginaire

je les suppose très éloignés, à des distances a, b que je me réserve

de faire grandir indéfiniment.

Les points A, A' (]u plan des x ont des images confondues en

T.iXXERY U. — Iiilroiliulion à la Tliéoiie des fondions '23
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A,, A,' dans le plan des y sur l'axe négalil', tics près du point o ;

la droite AA a pour image un petit cercle de centre o, passant {)ar

les points confondus A,, A|. Les points B. H du plan des ./ ont

des images conl'oudues en un point très éloigné li, ou IV, du plan

des y, siu' l'axe négatif de ce plan ; la droite Bli a pour image le

cercle de centre o et de très grand rayon qui passe par le point B,

ou Bj ; les côtés AB, AB ont leurs images confondues en A,B,,

A',B'. La fonction e"" est régulière en tout point qui appartient au

reeteuirle.

ho.

Si le point x décrit le rectangle dans le sens direct ABB'A'A,

le point y = c' du plan des y décrit le lien fermé F que l'on

obtient en partant du point A,, décrivant la droite A,B,, puis le

grand ce.cle dans le sens direct, puis la droite B^ A,, puis le petit

cercle dans le sens indirect de manière à revenir au point A,. Ce

lien fermé est la frontière du continuum C) que l'on obtient en

supprimant tous les points situés sur le segment A,B,.dc renseml>le

des points intérieurs au grand cercle et eitérieurs au petit.

Lorsque le point x décrit le contour ABB AA, que le point e^

du plan des y décrit le lien fermé, comme on vient de l'expliquer,

le vecteur qui va du point y, au point c'^ tourne d'un angle égal à
i
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ir. ; en d'autres termes, l'argument de c' — Vy s'accroit ilc :>-. Il

résulte de là n" 359 (|ue l'équation c'— yo= o admet une racine

et une seule ;i l'inlérieur du rectauj-de. On en conclut en suppo-

sant que les cotés A.V, BIV s'éloignent iuLléfininient, que si v,^ est

un nombre quelconque non néii.ilif ou nul, I é(|iiation <''=
y,,

admet une racine et une seule représentée, dans le plan des .r par

un point intérieur à la bande formée par les deux parallèles P .

1\ ; sans doute, on connaissait déjà ce résultat, qui est la chose

essentielle pour la définition de Igjo; mais il y a intérêt à montrer

comment il résulte immédiatement de la seule considération de

l'image du rectangle ABU A .

368. — On vient de définir la fonction Ig ./;, le logarithme |)rin-

ci[)al de X. Définissons maintenant toutes les valeurs du logarithme

de X et la fonction log x dans sa généralité.

Le nombre z sera, par définition, une valeur du logarithme du

nombre x si l'on sl e'^ ^^ x.

Soient ;• et S la valeur absolue el l'argument de x, en sorte que

l'on ail X := r (cos 5 H- / sin !/ ; cherchons à déterminer deux

nombres réels £, r, tels que l'on ait

e^"^'""'' ^= X =rr /• (cos -\- ï siu 0) ;

le premier membre est égal à e' cos y; -+- i s'm r^ ; sa valeur absolue

est égale à e% son argument à y; ; pour qu'il y ait égalité avec

r (cos 5 -4- i sin 5), il faut et il suffit que l'on ait

a étant un entier quelconque. Pour :/; = o, le problème n'a pas de

solution ; pour x ;zf o, il y a une infinité de logarithmes de x^

donnés par la forumle Ig r -H 'j -^ 2/iZy /; la partie réelle du lo-

garithme de X est le logarithme naturel de la valeur absolue de x\

le coeKicient de / est l'un quelconque dos arguuients de x\ la valeur

[)rinci[iale du lop^arillime, définie plus haut, répond à l'argument

principal de ./;; elle est définie si x n'est pas négatif.

11 ne sera pas inutile de faire remarquer en passant que,

puisqu'on peut prendre l'entier n aussi grand qu'on veut en valeur

absolue, il y a des nombres c' égaux au nombre donné non nul .r

et pour lesquels
|

;
|
dépasse tel nond)re [)Ositii que l'on voudra.
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( )ii \oil coiiibion. Cil quelque suite, c- esl indélorminé quand z

augmenle indcfiniincnl; cm se rapj)elleia toutefois que c' tend vers

o quand la paille réelle de r tend vers — x .

Les fonctions e% lojr x étant définies, on peut, lorsque a n'est

pas nul, regarder a'' comme égal à la valeur de la fonction e^ pour

X ^= /; log a : cette valeur est déterminée quand on a llxé la déter-

mination du logarithme. Ainsi, la fonction i -i- x/" du n" 36/i

peut cire définie, quel que soit ni, par légalilé

I -j- a*
'" ^^ e'" '°s('-r'')_

Pour la définition générale de la fonction log x, on pourra pro-

céder comme aux n" 337, 338 : d'abord on pourra convenir de

prendre le coefficient de / toujours égal à l'argument de x; là où

l'argument de x est défini, la fonction log x, dont la partie réelle

est log
I

x |,
sera alors définie sans ambiguité. Par exemple sur

un lien qui ne passe pas le point o, dans un domaine simple qui

ne contient pas ce point, l'argument est défini par continuité, du

moment que l'on a choisi sa valeur en un point du lien ou du do-

maine ; il en sera de même de la fonction log a;, qui sera une

fonction continue de x, ])Our le lien ou pour le domaine; toute

autre fonction continue dans les mêmes ensembles, dont la valeur

est toujours l'un des logarithmes du nombre x, s'obtiendra en

ajoutant à celle-là un multiple de 2T.i.

369. — Lorsque x est réel et moindre que i en valeur absolue,

on a

, , . X x^ x'^
log ( I + 0-) = ho . • •

;^ ^ '126 '

le second membre, que je désignerai par / a; , a un sens tant que

l'on a
I

X
I

< I. Si, en outre, x est réel, on a

ef^^^ = I
^J-y^ + L./_L_AL _^ ^_, _ j _^ ^.

I 1.2

En se reportant au théorème III du n° 349, on voit tout de suite que
les conditions requises pour l'application de ce théorème sont véri-

fiées, et que l'idenlité précédente en a; est vraie tant que l'on a Ixl <Ci;
il en résulte que, sous cette condition, la valeur àef{x) est toujours

l'un des logarithmes de i -^ x; d'ailleurs la fonction y' y est con-
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tinuc dans le domaine défini par l'inégalilé
|

j;
|
^ a, où a est un

nombre positif plus petit que i ; dans ce domaine, r -f- x ne s'annule

pas ; son argument principal, compris entre — !
et , s'annule

quand x est réel; la dilVérence Ig i -t- x —/ x est continue dans

le domaine x < rt ; elle est un multiple entier de ir.i; c'est donc

une constante et cette constante est nulle comme on le voit en

supposante compris entre o et i. La série/ x n'est donc autre

chose que la fonction Ig i -i- x , sous la condition
|

j;
|

< a et,

par conséquent, sous la condition
|

.r
|
< i, puisque a peut être

supposé aussi voisin île i qu'on voudra.

Siqiposons que la fonction log x soit délinie, ainsi qu'on l'a

expliqué plus haut, comme une fonction continue de x dans un

domaine simple D , qui ne contienne pas le point o. Soit Xo un

point intérieur au domaine; soit o un nombre positif inférieur à la

distance du point ./;„ à la frontière tle D et, par conséquent, h

I

JCg |. Supposons que le point x = x^ ~ h reste dans le cercle (1

défini par l'inégalité
\
h

\
^ o; la fonction log x — log x^, sera

continue dans ce cercle et s'annule pour x ==^ x^^; d'ailleurs sa

valeur ne peut dilTérer de la valeur de

que d'un multiple de ir.'r, mais le second membre est une fonction

continue de /< tant que l'on a
1

/i
1
^ <>; il s'annule pour h = o;

on a donc, sous la condition
|
x — X(,

\
^ o,

log X = log X, -h
^-~ ""o — ^"^-^-pl +. -^^p^o^ - ... :

la fonction log x est régulière en tout point ./; intérieur au domaine

'D et sa dérivée est .

X

Supposons maintenant que l'on définisse la fonction log x comme

une fonction continue le long d'un lien T , qui ne passe pas par le

point o, et dont chaque point soit déterminé par un paramètre

réel/, appartenant à l'intervalle 7,„ /,\ ï-e lien peut traverser la

coupure, mais je suppose que son origine et son extrémité ne soient

|)as sur la coupure. Pour l'origine Xq, qui correspond à la valeur /^

du paramètre, on aura

'og ^0 = 'g -"^o + 2 n-i



358 i\Ti\oiii ( Tui.N A i.A iiiKuiui: nr.s lo.x.no.xs

n élant un certain nombre cnlicr. Si le lien T' n*a aucun pi)inl

commun avec la coupure, <>n aura lout le long du lien,

log .T =^ ]g .r H- 2 /)-/.

le nombre n restant toujours le même.

Si, en particulier le lien T est fermé et s'il n'a aucun point

commun avec la coupure, on revient au point de départ avec la

même détermination. Cette dernière conclusion subsiste si le lien

iT) est la frontière dun domaine simple auquel n'appartient pas le

point G.

Supposons maintenant que le point x soit sur la coupure, pour

/ =r mais non lorsque l'on a /„</< ^ ;
pour les valeurs de /

Fig. ',..

qui appartiennent à l'intervalle 7„, S , on aura toujours log x =^

\g X -h 2117:1, n étant le même que pour / = /q. Si maintenant le

lien traverse la coupure pour l = 0, on aura, pour les valeurs de /

un peu plus grandes que 5,

log X = \g X -h 2 {n -jz i) T.i

en prenant, dans le second membre, le signe 4- ou le signe —
suivant que l'on traverse la coupure de bas en haut ou de haut en

bas; t continuant à croître, le coefficient de 2-/ restera le même

dans le second membre tant qu'on n'aura pas atteint la coupure à

nouveau.

En supposant toujours que le point r, qui correspond à lz='ji soit

sur l'axe réel négatif, si pour les valeurs de / \m peu plus grandes

que 6 le point x restait du même côté de cet axe que pour les

valeurs plus petites que 0, on aurait log x = Ig x h- 2 ii7:i pour les

valeurs un peu plus grandes que 5, comme pour les valeurs plus

petites et le point q devrait être regardé comme appartenant au bord
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(le 1.1 coupure dont sont voisins les points .; qui correspondent aux

valeurs de / un peu ])lus grandes ou un peu plus petites que ^. On
peut aussi supposer que le lien se confonde avec ce bord de la cou-

pure dans un intervalle 5, 5' et qu'il quitte ce bord pour / = b\

soit qu'il traverse la coupure, ou non. Tout cela ne peut offrir

aucune difficulté jiour le lecteur.

370. — Considérons la fonction

X — 6\

X — a]

posons

X — h

X — a

h — au

Fi". 42.

Ces formules établissent une correspondance entre les deux

variables x, ii que l'on peut supposer représentées dans des plans

différents. Lorsque a croît de — x à o,

lorsque le point ii décrit l'axe réel négatif,

dans le [)lan des u, le point correspondant

X décrit le vecteur qui va du point a vers

le point h. Employons les notations A, B, X
pour désigner, dans le plan des x^ les

points dont les affixcs sont a, h, x. C'est

le vecteur VB qui, dans ce plan, jouera le rùlc de coupure et que

l'on regardera comme ayant deux bords, un bord gauche rattaché

aux points du plan voisins de AB et à gauche, un bord droit

rattaché aux points du plan voisins de AB et à droite. La fonction

Ig
I "u:~ ) n'est définie, quand le point x est sur la cou[>ure. que

si l'on dit sur quel bord il se trouve. Le lecteur reconnaîtra sans

[)eine la vérité des affirmations qui suivent :

Si le point x ou X n'est pas sur la coupure, on a

. X — h
1» = Ji
° X —n

\B
XA / (XA, XB),

en désignant par XA, XB) l'angle compris entre — ~ et 4- rr dont

le premier côté est XA et le second XB : cet angle est positif ou

négatif suivant que X est à gauche ou à droite de la direction AB.
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Si le point X osl sur le Yecleur \13, entre A et lî, on a

, X — h , X 13 .

^ X — a ° XA '

en prenant le signe + ou le signe — suivant que x est sur le bord

gauche ou sur le bord droit. Quand le point x s'approche du point

a ou du point b, la partie réelle augmente indéfiniment. On dit que

la fonction est infinie pour ces points. Elle est réelle quand le point

X est sur la droite Ali, mais non entre A et B.

En procédant de la même faron pour définir la fonction Ig ^rzz^

on est amené à introduire deuv coupures indéfinies BB', AA' sur la

droite qui passe par les points AB et que, pour pouvoir parler de la

droite et de la gauche, nous regarderons comme ayant la direction

qui va de A vers B. La partie réelle de la fonction précédente est

louiours Ig
; quant au coefficient de /, c'est l'angle XA,XC ,

Fi«.

compris entre — ~ e[ z. dont le [)remier coté est X.\ et le second

côté le prolongement \G de XB; on pourrait prendre d'ailleurs

tout aussi bien l'angle opposé par le sommet : cet angle est négatif

quand, le point X est à gauche de la droite, positif quand il est à

droite; sur les bords gauches des coupures la [)artie imaginaire

est — ûi, elle est -i- ~/ sur les bords droits; la fonction est réelle

quant le point x est sur la droite, entre A et B. On a

, X — b , b — X
\S lor

° X — a ° X — a

suivant que le point X est à gauche ou à droite de la direction AB.
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371. — On trouve une (Vmcliwn de celle iialme en clieiclianl les

nombres y tels que l'on ail

_ e'n — e—'i

on lire en clVet de celle égalité

2,-,, _ i -HJ^ f — ^

.

I — ix i -h X '

on Ydit que le problème admet une inlinilé de solutions pourvu

que ./; ne soit égal ni à /nia — /: 2 /y doit être l'un des lopa-

FiK. .','1.

rilbmes de • , ; toutes les valeurs de y forment ime progression

arithmétique dont la raison est -. Considérons, en particulier, la

solution

I , i — X
y = • Ig • ;

Désignons, sur la figure, par \ lo point dont l'aMlxe est ./•. [)ar

I, et I les points — i ci i, [)ar \k la direction opposée à la direc-

tion \I. Les coupures vont sur l'axe imaginaire du point I au

point à l'infini \ers le haut, du point Ii à l'infini vers le bas; on a

en général

'••s -T'^ ' angle XI..XK^-h ' l.^^l^

OÙ l'angle \I,, \K est compris entre - et — r, jiositifou négatif

suivant que \ est à droite ou à gaucho de l'ave imaginaire ; en
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d'aulies ternies, suivant qnc la ])arlio réelle de x est positive ou

négative.

Le coefficient de / est posilif ou négatif suivant que le point \
est au-dessus ou au-dessous de Taxe réel; en d'autres termes,

suivant que le coefficient de / dans :c est positif ou négatif. Quand

X est réel, le coefficient de / est nul, la moitié de l'angle XI, XK)
est égal à l'angle 10, IX dont la tangente est x ; on peut donc

poser alors

I i
— ^

arc la: a; = . i"; . -^,°
9.1 ^ l -j- x'

en convenant, comme on a fait au n" 199 de regarder arc tg x

comme compris entre — "
et

'"

. On peut adopter l'égalité précé-

Fig. 45.

dente comme définissant arc tg x pour toutes les valeurs de x
autres que / et — /. La partie réelle de la fonction arc tg x est

alors toujours comprise entre — '"

et
'

; elle atteint respectivement

ces valeurs quand le point x est sur le bord gauche, ou sur le bord

droit, d'une coupure. Quand x est purement imaginaire sans être

X
sur une coupnre, c'est-à-dire quand le nombre réel • est compris

entre — i et i, arc tg x est purement imaginaire. La fonction

arc tg X est impaire.

Il n'y a aucune difficulté à définir par conlinuité, sur un lien

qui ne passe par aucun des points / et — /, ou dans un domaine

simple qui ne contient aucun de ces deux points, une fonction
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conliniic Arc lir.vqui satisfasse toujours à l'éciualioa L^' \vclgx^=x.

Lo lecteur n'a qu'à se reporter à ce qu'on a dit sur les logarithmes.

Su [«posons le lien dcMlni pour les valeurs de la variable réelle / qui

,ip[)artiennrnt à l'inlervallc Z^, /, , le point x„ correspondant à la

\aleur initiale /„; le lien peut traverser les

coupures mais ne doit passer ni par le

point /, ni par le point — / ; supposons

qu'on prenne, pour / = /o

Arc Ig .r„ = arc tg x^ ;

r»'galité entre les deux fonctions Arc Igx,

arc tg X subsistera tant qu'on n'a pas une

valeur de / à laquelle correspond un point

d'une coupure '
; si pour t <C v, on n'a

pas atteint une coupure, et si on en tra-

verse une pour / = 5, on aura pour les

valeurs de t un pou plus grandes que S

Vrc tg .r == arc tg x àz ~,

en prenant le signe + ou le signe — sui-

vant qu'on traverse la coupure en allant

du bord droit au bord gaucho, ou du bord

gauche au bord droit. L'égalité subsiste ensuite tant qu'on n'a pas

atteint les coupures, etc.

Fig. /,6.

372. — Résolvons de même, pour définir la fonction arc sin x,

'équation

sin V = — .— = X,
2 t

om

e'-"J — 2 ix e"-! — I = o
;

si on se donne le nombre x, le nombre iy devra être le logarithme

de l'une des racines de l'équation en u

u- — 2 (./• a — I = o.

(') De UKiiic si l'on voulait «lérmir la fonction Arc t{

simple ([iii ne contiendrait aucun jioinl des coupures.

dans un domaine
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Considérons en [>artlcnlicr la fonction

j = = Ig ix H- v/i — x'^),

en adoptant pour [/ 1 —^x' la même détermination qu'au n 341 ;

celle pour laquelle la partie réelle est positive. Je rappelle qu'on a

dû introduire deux coupures sur l'axe réel ; l'une allant de i à

-+T X ; l'autre de — i à — x . Lorsque x est sur une des cou-

pures,

V^i — X- = ± i\\/x^ — i]

est imairinaire : les signes placés près des coupures indiquent quel

signe on doit prendre suivant qu'on est sur un bord ou sur un

autre; lorsque x est sur l'une des coupures, ix -+- {'i — x'^ est

purement imaginaire, ainsi que l'autre racine ix — v^i — x' <^lc

l'équation en ii : inversement, l'une ou l'autre de ces deux racines

ne peut être purement imaginaire que si x est situé sur l'une ou

l'autre de ces deux coupures; en elïet, de l'équation en ii on tire

X = . [ u —
2 { \ U

et l'on voit immédiatement que x est réel et plus grand que i en

valeur absolue si on suppose a purement imaginaire.

Par conséquent, dans le continuum oblenu en supprimant du

plan les points qui appartiennent aux deux coupures, les parties

réelles de ix -+- \/i — x^, ix — v^i — ^' "e s'annulent pas; elles

gardent le même signe; la première est toujours positive, comme
on le voit on prenant x = o ; la seconde est toujours négative.

En siq)posant que x, n'appartienne à aucune coupure, on peut

prendre l'argument de ix H- v'i — x- entre — et -^ ", l'argu-

ment de — ix -h /r — x- entre et ".
* 2 2

Si donc X n'appartient pas à l'une des coupures

. Ig [ix -t- v^i — x^)

aura sa partie réelle comprise entre — et
"

; cette dernière con-

dition et l'équation sin y = x suffisent à définir le nombre y,
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puisque la parlie récllr lIo
^.

log ix — \ i — .r- n'est jamais com-

prise entre — '^" et ^"
. quelle que soit soit la détermination adoptée

pour le logarithme. D"aileurs, lorsque x est réel, compris entre

— I et I, la fonction • Ig i /> + \^fZ^r^ est la fonction arc sinx

4-
^

-
— -10 1 +

Fig. /17.

du n" i99 : en ellet, si on pose x =^ sin çj, -p étant compris entre

—
3 *^'^

2 '
^^^ '^ ^^^ positif et par conséquent égal au nombre po-

sitif /i — x- ; on a alors

ix -k- s,' i — X- = cos '-p -+- / sin cp ;

par conséquent la valeur absolue du premier membre est i et son

argument principal est 'j : on a bien

. Ig (ix H- v^i — X-) = 0.

D'après cela, je prendrai la fonction • Ig {ix + \/i — x'-) comme

la définition de arc sin x:.

D'ailleurs en se reportant aux diverses valeurs du logarithme et

en se rappelant (pie le produit des deux racines de l'équation en

a est — I, on voit que toutes les valeurs de y sont données par

les formules

2 n~ H- arc sin x, (an -f- i)~ — arc sin x

où /; est un entier quelconque.

Le schéma ci-dessous donne la valeur de la fonction arc sin x

sur les différents bord des coupures

— — £ Ig ,— X — \fx- — I

2 , ^ 2
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ainsi définie est z ; la somme cinaloguo, pour l'aulic coupure, est

Ici encore, il sera facile de définir par conlinuilc, le long d\\n

lien ne passant par aucun dos points i et — i, une lonclion

Arc sin a* vérifiant pour toutes les valeurs de a; l'égalité

sin (Arc sin x) = x.

Si l'on suppose le lien défini pour les valeurs de la variable

réelle / qui appartiennent à l'intervalle
'Jq,

tj et si l'on a à l'origine

Xq du lien

Arc sin x^ = arc sin rr,,,

l'égalité entre les fonctions Arc sin x et arc sin x subsistera tant

qu'on n'aura pas atteint une coupure ; si Ion atteint et si l'on tra-

verse une première fois, pour / = 0, l'une des coupures, on aura

pour les valeurs de t un peu plus grandes que

Arc sin x = zh - — arc sin x,

suivant que l'on traverse la coupure de droite ou la coupure de

gaucbe; l'égalité subsistera tant qu'on n'aura })as atteint une cou-

pure, etc.

Supposons, par exemple, que le point x se meuve, dans le sens

direct, à partir du point x^, sur un cercle décrit du point o

comme centre avec un rayon plus grand que i et traversant les

coupures de droite et de gaucbe aux points a,
fj

; su[)posons que

le point X(, soit au-dessus de l'axe réel et que les deuv fonctions

Arc sin x, arc sin x soient égales on ce point ; elles resteront égales

sur l'arc qui va de x^; à
fj ;

quand on aura dépassé ,v, on aura

Arc sin x = — - — arc sin x.
1
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et cela jusqu à ce (jn'on soit en a; quand on aura dépassé y., on

aura Arc «in x = 2 7: -h arc sin x; c'est avec celle valeur, en par-

ticulier, qu'on reviendra au point .c^ ; l'é^'-alilé subsistera tanl

qu'on restera au-dessus de l'arc réel, elc...

Le lecleur n'aurait pas de peine à démontrer, sur les déiinllions

précédentes, que les fonctions arc tg x, arc sin x sont régulières

en tout point qui n'appartient pas aux coupures ; mais cela appa-

raîtra [)lus lard, d'une autre l'açon (n°'' 388, 089, 899;.

373. — En posant

on a établi (n" 263\ pour les Aaleurs réelles de x, les formules

(3) sin.x= r,rf{x)f{-:r)=.x]X [(i +
^^)

e~'']

("

(4) v(x-hi)=xvix), r(x)v(i—x)= ."
.

' SHi -.r

Je rappelle que C désigne la constante d'iùilcr et (|ue racccnt

dont est affecté le symbole
J[ J^

veut dire que a doit jnendre toutes

n'

les valeurs entières, positives ou négatives, à l'exclusion de la

valeur o.

On a montre aussi que, si l'on pose'^

V a-

ï +
jjj

e '. = I -H u„{x),

si l'on désigne par l]„{xj la majorante naturelle de la fonction

I x- / 1 i \ x'^
""^''^~

1.2 n' " V1.2 1.2.3; «3

et par A un nombre positif (juelc(.n(iuo, la série à termes positifs

iii \ 4- ((.(A) -h ... H- H„(A) -h ...

est convern'enle.
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11 s-uil tlo là que les seconds membres des formules (i), (2), (^)

sont des fondions
i
transcendantes} entières en x, et qu'on peut

leur (ipiiliquiT la rèyle du n" 354 jiuur |)rendrc la déri\ce d'un

proiluil iniini.

La Itirmule 2 , établie par les valeurs réelles de x', peut être

prise coiuuie la définition de la fonction T [x) pour toutes les

valeurs de u.% autres que o, — i, — 2, ... . La formule 3) est

certainement vraie pour toutes les valeurs dex; car les trois

membres peuvent être mis sous forme de séries entières en x,

convergentes quel que soit x, et ces séries sont identiques puisque

leurs valeurs respectives sont égales lorsque x est réel. Les for-

mules !\ résultent sans peine des formules (2) et (3) ; elles sub-

sistent donc pour les valeurs imaginaires.

En prenant les dérivées d'après les règles du n" 354 et en posant

on obtient

n= i

(,) . col .X => .M -,(-.)= i + 2:' (x^, - ;,)

Dans la dernière formule l'accent dont est alTeclé le symbole ^
W

\eut dire que 11 doit prendre toutes les valeurs entières positives ou

négatives, mais non la valeur o ; elle ne diffère que par la forme

de la relation

- cot -X =
X

comme on le voit en réunissant les termes qui correspondent à

des valeurs symétriques de 11.

La convergence des séries qui figurent au\ derniers membres

des égalités 5;, (7} résulte de la façon même dont elles ont été

obtenues, mais il ne sera [)as inutile de reconnaître, sur les séries
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C'llo> iiièiiics, cl la coiner^^cnce de ces séries et le caiaclèic des

functiuns qu'elles définisseiil.

Je raisonnerai, [)ar exemple, sur le second membre de léga-

lilé 7

On a vu w" 343 que. des deu\ l'une lions

I I X
X Il n n — X)

où II' =
\

Il
\

, la seconde était la majorante naturelle de la pre-

mière, en supposant
|
x

|
•< n'. Fixons un nundjrc posilil' quel-

conque A, et un nombre naturel /• > V ; ne considérons que les

valeurs de x qui satisfont à la condition
|

ic
|

< A et, dans le

second membre de l'ég-alitc 7 , négliireons la fonction rationnelle

Sr X somme des termes pour lesquels on a
|
n

|
< ;% pour ne

nous altaciicr qu'à la somme 1,- .v des autres termes, llemplarons

dans 2i, X chaque lerme par sa majorante naturelle et x par A ;

on obtiendra la série à termes positifs

- ^ „ {n — A)
'

qui est manifestement convergente comme la série ^ ',
. Le

coefficient 2 provient de ce qu'on a réuni les termes provenant

de 1,- X qui correspondent à des valeurs symétriques de n. On
voit donc que, pour les valeurs considérées de x, la série 1 x

satisfait aux conditions du n' 349; elle est absolument et unifor-

mément convergente; elle est développable en une série entière en

X ; ce développement est valable pourvu que l'on ait
|

rc
|
<[ r,

puiscjue le iiombre posilif A peut être supposé aussi voisin de r

qu'on voudra. Ainsi, en particulier, la fonction

- col -:r —
X

l>eut être dévclop|)ée en une série entière en x convergente sous la

condition
|
x

| <C i- La fonction Ir'x est régulière pour toutes

les valeurs de x qui satisfont à la condition
|
x

\ <i r; ses déri\ées

s'ribliennenf en prenant les dérivées des termes de ^,- x , etc..

La fonction rationnelle Sn'xj, qu'il faut ajouter à !, x pour avoir

Ta?«5i:rï II. — Introduction à la Théorie îles fonctions '21
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le second membre de 7 . admet pour pôles, les points

o,± i.±2, ...±{r- I);

chacun de ces pôles est simple cl le résidu correspondant est 1 ;

en se rappelant que le nombre A peut être pris aussi grand qu'on

le veut, on aperçoit immédiatement les propriétés suivantes de la

fonction

î _^ V / I I

.r ' --^ \x -t- n )i

II

elle est partout régulière, sauf aux points dont lallixe est un nom-

bre entier ;' ; chaque nombre entier est un pôle simple et le résidu

correspondant est i : les dérivées de la fonction sont

_ V i__ V '

^^ (x -h nV
' ^ — (.r + nV '" '

[nj ^
' n ^

'

dans ces séries, n doit ])rendre toutes les valeurs entières, sans

exclure o.

De ce qui précède on déduit en particulier les égalités

..s. l rr'(^)i_"y'' i

^^> dx\v{x)\-~ Zà{x -h nY

(9)
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^n" 202 . Kemarquons, à ce [)ropos, la façon dont se C(ini|)orle

l'expression

V '

n = — q

quand p el q sont des nombres positifs très grands.

On peut écrire

V • = 1 + V (_J-_ -i- i)
-I- V U^- _ 1

^^ X -^ n X ^^ \x — n /(/ A^ \x ->r n n
I = — 'y n := I n = I

11 I / 1 r I
- + --H ... + — - -+- -f-...4--12 /) \ I 2 fj

Si l'on se donne la valeur de x (non entière , la somme des

termes qui forment la première ligne du second membre est très

voisine de col ~x, pourvu que /) el y soient suffisamment grands;

quant aux termes qui figurent dans la seconde ligne la somme

n" 194 diiïère très peu de

(C -^ log p) — (C -h log ry) = log
^;

on peut donc écrire, en désignant par i une quantité qui tend

vers o quand p et ^ aup-mentent indéfiniment.

n — p

\ ^ t: COt r.x -+- lo'' ' -h e
;

ji^4 X -h n '^ fj

n=—q

on peut évidemment faire grandir/) et q de manière que le second

membre s'approche d'une limite dont la diflerence avec - cot tzx

soit tel nombre réel que l'on voudra. Lorsque p el y grandissent

indéfiniment, le coefficient de / dans l<^ premier membre tend vers

une limite, mais non la partie rédlr.
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Kn chaiifTcant ilans les formules 3} et 7) x en ix on trouve

clx -X= -X

n a-'-

.T.X l l [l
^^.

n = I

ch Tca- I
,

-y^ '

/ I
,

I
'"

(«0

sh~x X À,^ \x — la ni

(")

n = 73

X .^ X- -h n-

La dernière formule, en v chan":eant x en „ , devient, après des

transformations faciles,

gx
I X 2 ^ \X 2 07:1 2117:1

'")

(12) ( n=:oO
I I V^ 4 a;

rc 2 ^^ x^ -\- n
n = I

2-2

Puisque le second membre de l'égalité 7; est développable en série

entière en x, convergente sous la condition \x\ << i, les sommes

qui figurent dans les expressions de ^ ^ sont développables en

. . \ X
\

une série entière en x, convcrg^enle sous la condition ' << i.

C'est un résultat qu'on a annoncé et utilisé au n" 265, oi'i l'on

avait écrit

e^— I 2 4-2 \.i.6.k 1.2...

2

En appliquant au second membre de la formule (12- la règle

donnée plus haut pour le développement en série entière en x du

second membre de la formule (7), on trouve sans peine

Tî _ 1-2.3... 2/;
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en posant

je ra[)[)cllc que les nombres B,, nombres do Hcinonlli sont

ralionnels cl (ju'on a (lonné an n' 265 les valeurs des premiers

de ces nombres.

Signalons le développement suivant, bien aisé à déduire de ce

qui précède

2./- 1.3 1.2.3.4

1.2.3... (2p + 2) '

374. — Les l'ormulcs étudiées dans le précédent numéro

mettent en évidence certaines propriétés des fonctions qui y figu-

rent; on a vu par e\emi)le avec qnelle facilité on reconnaît que

la fonction

\n '

il
d La: H- n nj

est régulière en tout point autre que les points Oi±, id=2,...,

quelle admet tous ces points pour pôles simples, et que les résidus

correspondants sont tous égaux à i. Il est dès lors bien naturel

de se poser la question suivante : construire une fonction Fx")

qui soit régulière en tout point du plan, sauf en certains pôles,

pour chacun desquels on se donne la partie principale : ainsi, si n

est un des [)ôles de la l'onction cherchée F 'x , on se donne une

expression de la forme

K ^ -^a— I ^ ^ A,

(.-r — a'f (.r — fl)='—

'

a

oîi a est un nombre naturel et A^, A^ _,,..., Ai des constantes

qui ne sont pas toutes nulles, telle que la différence (') entre F (x)

ot rox[)ression considérée puisse être développée en une série entière

( 'j II est à {icinc ulilc de dire que la valeur attribuée à celte dillérciicc jiour

j- = rt doit être regardi'c ( onune une \aleur limite.
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en X — a, convcrgcnle pouvu que la valeur absolue de x — a soit

suffisamment petite.

On désigne sous le nom de fonclion mcromorphc de x une

fonction qui est régulière partout sauf en certains pùles. Un point

quelconque du plan est un point oîi la fonction est régulière ou

un pOilc ').

Les fonctions méromorplies sont la généralisation des fonctions

rationnelles comme les fonctions entières sont la généralisation des

pol}nomes. Le quotient de deux fonctions entières est une fonc-

tion méromoplie ; on démontre inversement que toute fonction

miromorphe est le cjuotient de deux fonctions entières.

Le problème posé, dont je me bornerai d'ailleurs à traiter

quelques cas particuliers, consiste donc à construire une fonction

miromorphe connaissant ses pôles cl les parties principales corres-

pondantes.

Supposons d'abord que les pôles soient en nombre fini ; et dési-

gnons les par «i, <ii,..., «,, ; soit fi [x] la partie principale de la

fonction relative au pôle a,; je rappelle que/ 'xj est un polynôme

donné en ^^^ZT^. î ^^ somme /i 'x) -+- /, 'oc) -i- ... + /, .r) répond

évidemment à la question posée; elle est régulière en tout point

qui n'est pas un pôle comme somme de fonctions régulières; et,

pour la même raison, sa différence avec la fonction /i [x), par

exemple, c'est-à-dire /> (a;) -^fj{x) -h ... +/«(-t), est régulière au

pointai. On reconnaît immédiatement que toute fonction V (x]

qui jouit de ces propriétés est de la forme

/> (^) ^f-ii^) -h ..--hfnix) -i-rj{x),

en désignant par g [xj une fonction régulière en tout point du

plan. Toute fonction entière, transcendante ou non, est régulière

en tout point du plan ; on verra plus tard que les fonctions entières

sont seules à jouir de celte propriété.

(') J'adopte la signification que M. Borel donne au mot méroinorphe. (Voir,

par exemple ses Leçons soi' les fonctions méromorphes). Quelques auteurs disent

d'une fonclion qu'elle est méromorplie dans un domaine simple, par exemple,

pour dire qu'un point de ce domaine est un point où la fonction est régulière,

ou un pôle.
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Cun.iidérons mainlunanl le cas où l'ons^cmljle des pôles est

inliiii. Je dis d abord (jue cet ensemble ne peut admettre de point

d'accumulation ; supposons en elïet que b soit un tel point d'accu-

mulation et dé^gnons toujours par F x) une fonction qui réponde

à la question posée : aussi près de 6 qu'on voudra, il y a des

piMes et par conséquent des points où F x dépasse telle borne

que l'on voudra ; V x ne peut donc être régulière en h. Le point 6

ne peut [)as non plus être un pôle: s'il était un pôle on elTet, à ce

pôle correspondrait une partie principale o x : or la dillérence

F .1- — 'i X qui admet évidemment pour pôles tous les pôles

de F (x), sauf 6, qui admet donc des pôles aussi voisins de h qu'on

le veut, ne peut être régulière en b. Ces conclusions sont incom-

patibles avec la supposition faite sur la fonction F x , laquelle doit

être régulière en tout point qui n'est pas un pôle, l'enseml^le des

pôles n'admet pas de points d'accumulation, le nombre des pôles

moindres en valeur absolue qu'un nombre positif donné P est fini;

ces pôles peuvent être rangés dans un ordre tel que les valeurs

absolues aillent en croissant on pluli'»l ne décroissent jamais. En

faisant croître P indéfiniment, on voit que l'ensemble des pôles est

dénombrable et que ces piMes peuvent être rangés dans un ordi'e

«1, '12, .... a„, ... tels, que l'on ait

I ««+1 I ^ !
«"

I .
'"f"- "" "= ^ •

C'est ce que je supposerai dans tout le pré.^cnt numéro.

Continuons à désigner par/,, x la partie principale de la fonc-

tion chercbée F x qui correspond aiî pôle a„-

Il est natiuel de considérei- la série

supposons non seulement qu'elle soit convergente, mais qu'elle

satisfasse à la condition suivante : Quel que soit le nombre positif

A, si n est un nombre naturel tel que a,, et, par conséquent,

^'n-i> «n-;!. ••• soicut su[)érieurs à A, la série

(2) /niJ^) -H/„^, (x) 4- ...,

dont tous les termes sont manifestement développables en séries

entières en x. convergentes pour
|
x

]
^ A, satisfait aux condi-

tions du n" 349.
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S'il en est ainsi, la somme 1' x de la série (i se décompose en

deux parties : d'une part, la somme des n— i premiers termes, qui

est une fonction rationnelle, d'aulro part la somme de la série (2)

qui. dans le domaine
|

.r
|
< A, est absolument et uniformément

convergente et peut être mise sous forme d'une série entière en x

uniformément convergente dans ce même domaine. En tout point

de ce domaine autre que les points o,, a.^. ..., a„
,
la somme de la

série (i) est régulière comme somme de fonctions régulières ; aux

environs du pôle a,!' <C n), la dilïérence F x) — /iX) sera mani-

festement régulière. Comme le nombre A peutèlre pris aussi grand

qu'on vent, il est clair que la fonction F (a; satisfait aux condi-

tions imposées ; il en sera de même de toute fonction obtenue en

ajoutant à F x une fonction entière transcendante ou non ; réci-

proquement la dilïérence entre une forction qui satisfait aux con-

ditions imposées et F x- devant être régulière en tout point est, en

vertu d'une proposition énoncée plus liant, une fonction entière,

transcendante ou non.

Il est à peine utile de dire que la série i est absolument et uni-

formément convergente dans tout domaine simple qui ne contient

aucun des points «|. a,, ..., a», ...

Supposons par exemple qu'on veuille construire une fonction

régulière partout sauf aux pôles o, i, 2, ..., n, ... el telle que sa

partie principale pour le pôle /i soit 7—ir^sa. H est aisé de voir

que la somme F <'xj de la série

I 1 I

—o
-+

x~ (.T H- 1)^ "" (x -h /))-

répond à la question.

Lorsque la série dont les termes sont les [)arlies principales don-

nées relatives aux pôles a,, a.^, ..., ne jouit pas des propriétés que

suppose la démonstration, on substitue à celte série une autre

(•^) 'f,(^) -H 'rM ^ •• -^ r4^) + •••

dont cbaque terme '^n x; se déduit de la partie principale //o;)

qui correspond au pôle a„ en en retrancbant un certain polynôme

•iin'x , choisi de façon que la série ç:, satisfasse aux conditions

qu'on supposait tout à l'iieure vérifiées par la série (i); c'est à-
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dire qu'à chaque nombre posilil \ correspond un nombre naturel

n Ici que l'on ait
|

'/„
|
> A et que la série

rn{^) -+- 'iu+i{--r) + ...

satisfasse pour x < A aux conditions du n" 349.

Qu'il soit toujours possible de déterminer les polynômes '\>n(x)

de l'açon qu'il en soit ainsi, c'est une proposition M comprise dans

une suite de théorèmes généraux que l'on doit à M. Mitlag-Lelller ;

je l'établirai tout à l'heure dans un cas très particulier, mais je

veux faire remarquer qu'il est clair, si l'on aduiet celte proposi-

tion, que la série '^ est absolument et uniformcmcnt convergente

dans tout domaine simple qui ne contient pas de [xMe, que sa

somme <P(x satisfait bien aux conditions imposées pour ce qui est

de la régularité, des pôles et des parties principales correspon-

dantes, enfin que la dérivée de cette fonction, aux points où elle est

régulière, est la somme de la série dcjnt les termes sont les déri-

vées ç}', (jî^, 'f'>(>^;»
••• t^es termes de la série '> . Ce dernier point

résulte de ce que <T> est, en conservant les notations précédentes, la

somme d'une fonction rationnelle et de la série

o„(x) H- (?„-!- 1(0-) -h ...

qui, pour x < A satisfait aux conditions du n" 349.

.l'arrivé maintenant à la démonstration du cas particulier que

j'ai en vue.

Je su[)pose d'abord que o ne soit pas un pùlc : cela ne diminue

en rien la généralité. Si o, en clTet, est un pôle de la fonction

cherchée, il suffira, après avoir supprimé ce pôle et après avoir

construit la fonction qui admet les autres pôles et les parties prin-

cipah's correspondantes, d'ajouter à cette fonction la partie princi-

pale qui corres[)ond au pôle o.

Soient donc a,, a.^, ..., a„, ... les pôles donnés, dont aucun

n'est nul ; je suppose que ces pôles soient tous simples ; soit, en

général, 1J„ le résidu relatif au pôle tin ; soient a„, B,', les valeurs

1') lia il('iiioiislralion de celle [)roposilion el inrmc d'une proposition un peu

plus générale est reproduite p. i2iS du Tome I des l-JIrmcnli dr ht thcuric des

fondions fUiplirjiies de MM. Tanncry et .Molk.
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absolues il(^ a,,. I)„ : je suppose cnliu que la série à termes positifs

où /• désigne un nombre entier positif ou nul, soit convergente.

Lorsque l'on se donne les nombres a„, B,,, il n'est pas tOTijours

possible de trouAer un nombre /• tel que la convergence ait lieu ;

mais le cas oi!i cela est possible est particulirremenl intéressant en

raison de la simplicité des résultats.

Quoiqu'il en soit, sous le bénéfice de ces suppositions, on pren-

dra pour le polynôme '}„ x qu'on doit retrancher de la partie

H "^

principale -—"— relative au pùle an les r premiers termes du dé-

veloppement de celte partie principale suivant les puissances as-

cendantes de X, c'est à savoir

B B r B r'-^

La série cherchée sera

?! (^) + ?2(-'^) + ••• -H rn{x) H- ...,

en posant

?'.(^) =

et il est bien aisé de voir que cette série jouit des propriétés aimon-

cées. Soit en eiîet A un nombre positif quelconque ; soit n un nom-

bre naturel tel que tt',^ et, par suite. a'„^i, a'n.-^^, ... soient plus

grands que A
;
pour

|
x

\
< A, la série

'^„;x) -h 'r„_L.i(jî) -h ...

satisfait aux conditions du n" 349 ; en effet, les fonctions ron'x ,

9„-ui X , ... sont développables en séries entières en x, dont les

majorantes naturelles sont

B;.;r'- K+^ ,

a'n [n'n — x)
'

a;;"u., (aU, — x)
'

et la série à termes positifs

b;a-^
.

B„+,A--

<K — A) "^
ffn-ui (0^4-1 — A)

"^ ••'
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dont les Icrmes s'obtiennent en rcmplaraiil x par \ dans ces ma-

jorantes naturelles est convergente comme la série

B«
_4_ Ç"-t-_i _i_

qT+I -1- ^'r+i -t- ••••

Supposons, par exemple, qu'on veuille construire une fonction

holomorplie, dont les pôles, tous simples, soient les nombres en-

tiers néi^alils, nuls ou positifs, le résidu de cbaque pôle étant i ;

la partie principale relative au pôle n sera ^ ^-. On commencera

par exclure le pôle o, sauf à ajouter ^ à la fonction trouvée.

Les pôles rangés de façon que leurs valeurs absolues aillent en

croissant sont alors i, — i, 2, — 2, ,.., /(, — n, ... ;
d'ailleurs

la série

I I 1 I I

-, -h o -h -, H- -
.. -i- •• -h r,

1- I- 2- 2 n-

est convergente ; on peut donc prendre / = 1 : la fonction cher-

cLee, après qu on aura ajoute le terme ,, , sera

—h ^, h == z cot -X.
X •^ Lx — n n\

La fonction ainsi construite et toutes celles qu'on obtient en lui

ajoutant ime fonction entière en x repondent à la question.

Je me contente de signaler une autre a[)plication du même pro-

cédé.

Soient o), ro' deux nombres dont on suppose seulement que le

rapport ne soit pas réel. Considérons l'ensemble des points dont

l'afiixe est de la forme .ç= 2/J'V) -h 2p'oj' en désignant par />,/)' des

nombres entiers positifs, nuls ou négatifs; il est aisé de voir qu'à

deux systèmes '/),/> , Pn Pt l>om* lesquels on n'a pas />,==/>,

p\ =/)' correspondent deux points \, .v, distincts et que tons les

points s forment les no'uds d'un réseau de parallélogrammes

égaux qui recouvrent tout le plan. Un propose de construire une

fonction partout régulière sauf aux points s. qui doivent être des

pôles simples, avec un résidu égal à i

.
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Oïl élahlit d'abord (juc la série à termes positifs

v •

où .V doit prendre toutes les valeurs de la forme 2/)0) -h a/)'»»' sauf

la valeur o, qui correspond à /> = o, />' = o^ est convergente, en

sorte qu'on peut prendre r ^ 2 ; finalement on reconnaît que la

foncliou

^ ' X ^^ \_x — s s s-

\

répond à la question posée.

Dans le cas général, c'est d'ailleurs d'une façon analogue que

l'on procède; si fnX est la [)artie principale prescrite pour le pôle

CI,,, le polvnome •bn'x) qu'on en retranche s'obtient encore en pre-

nant les premiers termes du développement de /„
'.-c on une série

entière en :/:, développement valable pour
|

o;
|
<<

|
a» \.

375. — De même qu'on peut construire une fonction holo-

morphe dont on donne les pôles et les parties principales corres-

pondantes, on peut construire une fonction entière pour laquelle

on donne les racines et les degrés de multiplicité de ces racines.

Lorsque ces racines sont en nondjre fini, on a tout de suite une

solution en formant un polynôme qui admette chacune de ces

racines avec le degré voulu de multiplicité et qui n'admette point

d'autre racine; on peut ensuite multiplier ce polynôme par une

fonction entière qui ne s'annule pas.

L'ensemble des racines distinctes, s'il est infini, ne peut avoir de

point d'accumulation : autrement, en effet, la fonction entière serait

identiquement nulle; cet ensemble est donc dénombrable et peut

être représenté par une suite Oi, a.,, ..., a„, ... pour laquelle on a

I «"+1
I ^ !

««
l<

l"i^- «„ = =c .

D'un autre cùté l'ordre de multiplicité de chaque racine est un

nombre entier déterminé; rien n'empêche de supposer, tout en

conservant les deux conditions précédentes, que, dans la suite a,,

r/^, ..., a„, ... chaque racine figure autant de fois qu'il y a d'unités

dans son ordre de multiplicité. Laissons de côté, s'il y en a, les
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racines nulles : on i^cnt, lonjonrs en lonir comi[)Ic, quand on a

consliuit une fondlon enlièrc qui admet les autres racines, en mul-

tipliant celle fonclion [)ai' une [luissancc de ji.

A\ eicrstrass a montré qu'où pouvait faire correspontire à chaque

racine «„ de la suite précédente un nombre naturel /•„ et un [)olv-

nome

tels que le produit infini

-^. -h ... + -^':.

2 a; ;•„«-

li[

fût converf^ent. Ce produit satisfait même, pour toutes les valeurs

de ./", au\ conditions du n" 349 '
. Si on admet cju'il eu soit ainsi,

il est clair que ce produit répond à la question posée : c'est une

fonction entière admettant pour racines les racines données, chacune

avec son degré de multiplicité et n'en admettant pas d'autre. Ce

théorème de A\ eierstrass a été le point de départ d'un grand

nombre de recherches, eu particulier de celles de M. Mitlag-

Lelller auvcpielles on a fait allusion un peu j)lus haut : au reste, la

construction (.l'une fonction entière dont on se donne les racines

avec leur ordre de multiplicité et la construction d'une fonction

méromorphe pour laquelle on se donne les pôles et les résidus

correspondants sont deux problèmes connexes; en effet si n est un

zéro de la fonction entière cherchée,^ avec l'ordre de multiplicité a,

on tirera de l'égalité

la suivante

J[x) x — a ^{xY

qui montre que la dérivée logarithmique de la fonction f x admet

le point a comme pôle simple, et que le résidu correspondant esta.

On conclut de là immédiatement que la dérivée logarithmique de

i
1

1
Voir, par cxem(iie, les I-JU'inents de l,i Tlu'orir des fonrllon.t (•//<'/)//(/(;(•.< fie

MM. Tannery et Mollv, t. I, p. 1
1

'i
i

.
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la Ibnction entière clieicliée est une fonction méiomorplie dont les

pôles sont les racines de la l'onction cherchée, chacun de ces pôles

étant simple et le résidu correspondant étant le degré de multipli-

cité de la racine. Si l'on construit une telle Ibnction méromorphe

de la façon qu'on a expliquée antérieurement, les règles d'intégra-

tion, qu'on étudiera bientôt, conduisent au produit infmi qu'on a

décrit un peu plus haut (^ .

Pour ce qui est de la démonstration directe du théorème de

^^ eierstrass, je me bornerai à quelques indications sur le cas où

toutes les racines données a,, a.>, ..., a„, ... sont simples et où il

existe un nombre entier positif on nul r tel que la série à termes

positifs

ir^l ' qU+ I ' • • ' ^,r+l

dans laquelle on suppose a^, =
\
a,, \, est convergente. Tout d'abord

si /" est nul, il est clair que le produit infini

n(--£

répond à la question. Supposons maintenant /* positif, on prendra

pour le polynôme P„ correspondant à la racine a,,,

P„ =—h -ô + ... H ,.;

«„ 2 a- r (In

afin d'établir la convergence du produit infini dont le n'''"'' facteur

est

il est commode de remarquer que la fonction entière

- + ?:+...+-•
y = ( t — .t) e ' ^

'

peut se mettre sous la forme

I e (.r)

(') Oa peut voir à ce sujet les Levons sur les funciions méromorphes, de

M. I3orel, p. li.

%
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où j x est une série enlit'ic en ./; duiil les ctjellicieuls sont |)(Kshi^^

et plus jïelits que i . C'est coque l'on reconnaît sans peine en re-

marquant que la roiiction v vérifie l'équalion tlilVéïcnllcIIe

v' <^i — x) -h yx' = o

qui, si l'un pose

V = I — ' .r x^ -h ... X" — ...,
•

I 2 /(

Iburnit, ]iour ladétcrminalion, des coefficients a,, a^,... les relations

o — -^, = 2o = ... = a,., a,.^, = I

•='«+, = ^" — „''r",.' («>'');

de ces relations on conclut [)ar induclion (|iie les coefficients, à

partir de 7.,^^, restent égaux ou vont en diminuant, sont positifs et

inférieurs ou égaux à i. D'après cela, si la valeur absolue .c' de x est

inférieure ù i, ou peut prendre la fonction _^ pour majorante de

la série 5 x . Si donc on désigne par A un nombre positif quelcon-

que, si l'on ne considère que les valeurs de x pour lesquelles on a

x' ^ A, si II est un nombre naturel tel que a'„, et par conséquent

a',„ en supposant ni > n, soit plus grand que A, on pourra écrire

P ' ^ rr''-^' ^ A'-î*

Laissons de côté les n— i premiers lacleurs du produit infini

qui forment ésidcmment une fonction entière; pour les valeurs de

X considérées, le produit infini formé par les facteurs suivants sa-

tisfait aux conditions du n" 349. à cause de la convergence de la

série à termes j^ositifs

A'-+' _ _ \^^
a^{a^ - A)

"^
air+]{a'„+, - A)

"^ •-

La réintroduction des /( — i [)remier>- i'acteurs ne cbangc rien

au caractère du produit infini cousidéic qui, [lour les valeurs de x
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satisfaiï^anl à la condition
|

./;
|
^ A, csl absolument cl uniformé-

ment convergent et peut être mis sous forme d'une série entière en

x; puisque A peut être pris aussi grand qu'on le veut, ce produit

infmi est bien, comme on l'avait annoncé, une fonction transcen-

dante entière en x. La déri\ée logaritbmique est la fonction méro-

morphe

qui admet pour pôles simples les points a,, a.^,..., avec le résidu i.

Les produits infinis qui représentent les fonctions T x , sin t.x,

ont été construits par la règle qu'on vient d'expliquer, en partant

de ce que la série

I I I
-, -h , -h ... -h , H- ...

est convergente.

Signalons encore, en reprenant les notations expliquées anté-

rieurement le produit iniini

7(a-) = .TYj'pi-f)e^ + -^]

où s doit prendre toutes les valeurs de la forme 2 po) H- 2 qoa' , sauf

la valeur o, et dont la dérivée logarithmique est la fonction Ç'x).

La fonction transcendante entière 7 x , introduite par AVeierstrass,

tient un rôle capital dans la théorie des fonctions doublement pé-

riodiques.



CHA1»ITHE \II

DERIVEES ET INTEGRALES DES FONCTIONS
D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE

î. — DKHIVEES

376. — La notion de dérivée d'une lonclion d'une variable ima-

ginaire a été présentée de deux points de vue diflcrents ; on a dit

fn° 352 d'une fonction ¥ \[z régulière au point rg, c'est-à-dire

telle que la l'onction V r, + h puisse être développée on une série

entière en h, convergente pour les valeurs sul'iisamment petites de

|//|, qu'elle admettait des dérivées de tous les ordres et l'on a dé-

liai ces dérivées par les coeflicients de la série. Au n" 353, on a

donné une définition de la dérivée qui a exactement la même forme

que la délinition de la dérivée pour les fonctions d'une variable

réelle. En ce sens, on tlit qu'une l'om tion !•' r , définie aux envi-

rons du point r,j, admet en ce point le nombre F' r,, pour dérivée

si à cbaque nombre positif a correspond un nombre positif ,S tel

(pie l'on ait

^'«-T<^»-'-F'(^.)l<«
-0

sous la condition o << |: — rj <C j'B. 11 ne peut évidemment en

être ainsi que si la (onction F 'z est continue au point c,,.

C'est surtout à ce dernier point de vue que je me [)lacerai dé-

sormais; mais le lecteur n'oubliera pas que, lorstpi'oii sait (piune

fonction est régulière en un point, on sait qu'elle a en ce point une

dérivée et même des déiivées do tous les ordres ; nous connaissons

ainsi déjà un grand nombre de fonctions qui admettent des déri-

Ta^nebï II. — Introiluclioti à la Tliéoiie îles fonctionj 25
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vées, et les dôrivées de ces fonctions, par exemple les polynômes

en :, les fonctions c% sin r, tg r, etc.

On montrera comme au chapitre N 1 (]ue, si deux fonctions

admettent des dérivées, il en est de même de leur somme, de leur

produit, de leur quotient et l'on généralisera sans a;icunc peine les

règles dudit chapitre pour le calcul de ces dérivées. La règle des

fonctions de fonctions se généralise aussi immédiatement que sa

démonstration. Je ne m'arrêterai pas sur la règle des fonctions

composées, pour laquelle je me hornerai à ce qui a été dit, à un

autre point de vue, an n° 354. Mais je veux dire quelques mots

des fonctions inverses

377. — Soient (^''z , 'J^'z; deux lonctions inverses; soient c^,

Zq deux points correspondants, c'est-à-dire deux points pour les-

quels on ait à la fois

je suppose, sur les deux fonctions '^ - > 'j' ^^' qu'elles sont défi-

nies aux environs des points Cy, Z^
;
quelles sont continues en ces

points ; que l'on a, pour les valeurs de Z suflisamment voisines

de Zo,

je suppose enfin que la fonction o'z] admet, pour z = z^, une dé-

rivée Ci' C(, , dilTérente de zéro. Sous ces conditions, on peut affir-

mer que la fonction 'li Z admet, pour Z = Zq une dérivée égale

Considérons en effet le rapport

z — z, '

et posons z = 'IZ ;
pourvu que Z soit suffisamment voisin de Z^,

'I
Z ou z, puisque la fonction 'V Z est continue pour Z = Z^,

sera aussi voisin qu'on voudra de 'l» Zq) ^ -o ' Z=^ zl^"^''] ^^''^

égal à o r ; le précédent rapport pourra donc s'écrire
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fjui est aussi voisin qu'on veut clc ..• .
^
pouivu (jue r soit siilTisam-

niont voisin de r„ ot, par conséquent, pourvu que Z soil sulfisani-

mcnt voisin de Z^,. La proposition énoncée est établie.

On a NU, par exemple, que la fonction log Z peut être définie.

et cela d'une inimité de fa(;ons, dans tout domaine simple qui ne

contient pas le point o; cette lonclion satisfait d'ailleurs à la con-

dition e'%'''- = Z ; elle est l'inverse de la fonction e- : un point

quelconque Z intérieur au domaine considéré et le point z = lug Z

peuvent jouer le l'Me des points Z,j et z^ de la théorie précédente
;

la dérivée de log Z est donc

I I

e= Z

Connaissant la dérivée de la fonction log z, le tliéorènie des

fonctions de fonction permet d'oblenir les dérivées de

,m lof: , lit — ~
', arc tg r = . log .

qtii sont respecti\ement

I

I -t-

Les deux dernières pourraient d'ailleurs se déduire des dérivées

de tg z, ou de sin r et de la règle des fonctions inverses.

La signification que l'on doit donner à la dérivée, lorsqu'il v a

quelque ambiguïté, est d'ailleurs liée à la signification de la fonc-

tion. La fonction z"', par exemple, lorsque m n'est pas entier, peut

se définir ainsi que log c au moyen de l'argument de z et, parcon-

sé/juent, dans un domaine simple ne contenant pas le point o ; on

devra entendre que la dérivée m:"'~'^ est égale à *
, où :"' a la

signification adoptée pour la fonction.

Pour ce qui est de arc sin :, je rappelle d'abord que toute

fonction Arc sin z, inverse de sin :, peut être définie comme l'une

des déterminations de
^
log /'- 4-^1 — :^

; la fonction ^ i — :'

<loit avoir la même signification rpie daM> i,i tli'iivée , . Les
\'i — ;-
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loiicllons V I — ."- cl nrc sin : ont été di-finics sans ambiguïté clans

un pian où l'on avait pratiqué deux coupures allant, le long de

l'axe réel, de i à -i- x et de — i à — x . Dans ce plan, la par-

lie réelle de \ i — :- doit être positive, qu'il s'agisse de l'expres-

sion au moven de la(|nelle est délinie la l'ondion arc sin : ou de sa

dérivée.

378. — Il convient de faire ici, à propos des coupures relatives

à la ionction arc sin r, quelques observations qu'il y aurait d'ail-

leurs lieu de répéter i'réquemnient dans des circonstances analo-

o-ues ; elles sont assez simples pour que j aie cru devoir me dispenser

de détails de démonstration, que le lecteur suppléera aisément.

Soit Z(, un point situé sur une coupure, par exemple sur le bord

supérieur de la coupure de droite. On est convenu de prendre

alors

\'r^^:l = — i S^:l
— I- arc sin :„ = ^

— / Ig :^ — v^zg — i; ;

en adoptant pour \^zf,
— i la signification arithmétique; au point

z , si Ion traverse la coupure, la fonction arc sin r est discon-

tinue ; on n'a donc pas, sembic-t-il, à parler de sa dérivée. On

peut en parler toutefois et continuer de dire que celte dérivée est

égale au nombre

i i

Premièrement, on peut dire que ce nombre est la dérivée, pour

- __ ; , d'une fonction Arc sin z, définie comme il suit aux envi-

rons de z,,, par exemple dans le domaine simple dont la frontière

est un cercle décrit de r„ comme centre avec un rayon moindre

qyg ir-ç — i' ; là, elle coïncide avec la fonction arc sin r pour les

points z qui sont soit sur le bord SM|)érienr de la coupure, soit

au-dessus, elle est continue et l'on a sin Arc sin z^ = z.

D'après ce qu'on a dit au n" 372, cette fonction est égale à

- arc sin z pour les points situés soit sur le bord inférieur de

la coupure, soit au-dessous. La dérivée de la fonction Arc sin r

ainsi délinie est

I t — I
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suivant que le [)oiiit c est au-dessus tle la cou[)uic, sur la C()u[)urc

quel que soil le bord , ou au-dessous de la coupure : elle est

eonlinue dans le domaine considéré ; il est à peine utile de rappe-

ler que \ ï — :- a sa [)artie réelle positive.

Se.'oiidoaKMil, ou peiil dire que le iioinln'e

est la tlérivée pour ; — :,, de arcsin r, ou ce sens qu'il csl la limite

pour ; = ^u du rapport

oi'i ; ne prend que des valeurs figurées par des points situés soit

sur le bord supérieur tle la coupure, soit au-dessus.

On est ainsi amené à étendre la notion de dérivée à une l'onction

F r qui ne serait pas entièrement définie aux environs du ])oint

r^. J'indique dès à présent celle extension qui facilite quelquefois

le langage.

379. — Soit E) un ensemble de points, soit
:^o
un point d'accu-

mulation de cet ensemble qui lui appartienne. Supposons que la

lonclion I' ') soit définie dans l'ensemble ( E ; je ne considérerai

que des points c qui appartiennent à E ; je dirai que la fonction

V z admet une dérivée au point :^^ dans l'ensemble Iv. s'il

existe un nombre V :,^ tel que l'on ait, quelque petit que soil le

nombre positif y.

liWzz.^:.)_P(,.)|<,

pour tous les points r de E qui satislont à la condition

o<\z — :,[<^,

où
l'y

désigne un nombre positif, convenablement clioisi, d'après a.

La fonction F r ne [)eut évidemment avoir de déri\ée dans

l'ensemble E au [)oinl d'accumulation :„, que si elle est continue

en ce point.

Si, par excm[)lc, renseud)lo E est constitué par un continuum
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et sa frontière, on saura ce qu'il laut entendre quand on ]>arle

d'une fonction Iz déterminée dans K et admettant luie dérivée,

dans l'ensemble E , en tout point de cet ensemble. Si r,, est un

point du conlirunim, la fonction ¥ : sera déterminée aux envi-

rons de ce point et l'on adoptera, pour la dérivée, la délinition

ordinaire ; si r„ est un point île la frontière, on adoptera la défini-

tion étendue, qu'on \ieiit d"e\[)liqucr. Plus liénéralemcnl, si tous

les points de 1'^ sont des points d'accunudalion, il est permis de

parler d'une fonction V\: , déterminée dans K , avant une déri-

vée dans E , en chaque [)oinl de cet ensemble. Celle extension de

la notion de dérivée est encore commode quand la l'onction que

l'on considère est définie, comme la fonction arc sic. r, dans un

plan où l'on a pratiqué des cou])ures ; pour reprendre cet exemple,

et le point r„ situé sur le bord supérieur de la coupure, on consti-

tuera l'ensemble E ])ar les points suffisamment voisins de r„ et

situés soit sur le bord siqiérieur de la coupure, comme r^. soit

au-dessus de la coupure; la déHnilion de la dérivée, dans l'en-

semble E, de la fonction arc sin z au point r^ est alors exactement

celle qu'on a donnée à la fin dn numéro précédent.

380. — Supposons toujours que la fonction F r , déterminée

dans l'ensemble E , ait, dans cet ensemble, ime dérivée

F' r ,
=^

y^, H- //<y pour le point d'accumulation r^ = x^, -l- /jo ;

supposons en outre qu'il y ait un lien, défini par les formules

qui soit contenu dans E et qui contienne le point z^ ; en particu-

lier, il y a un nombre /^ appartenant à l'intervalle a, b) pour

lequel on a

supposons enfin que les fonctions réelles o l , 'J/ 7 , déterminées

dans l'intervalle a, b , admettent pour / = /(, des dérivées d'I^),

'V /q ; si le nombre /„ se trouvait être égal à l'une des bornes a. h

de l'intervalle, le mot rlérivée devrait être entendu dans le sens de

flérivée à droile ou de dérivée à gauche n" 205 .

Si l'on regarde z comme étant égal à ç '7 , -h ?''}7), ¥'z), en

séparant les parties réelle et imaginaire, se mettra sous la forme
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(p /' _)_ i^t" / , <|) / cl *K / étant des fonctions déterminées dans

l'intervalle a, h . Je vais démontrer que ces fonctions atlmcttent,

|),)ur / r= /„, des dérivées <lJ /„ ,
4"

/q , et que ces dérivées s'expri-

ment par les rormules

*'('o)=â'or'('o)-VV(U.

que l'on peut condenser dans la formule unique

*' Co) ^ i'^" Co) = (:/o + '/'o) L?' Co) + '^' Co)]-

Ici encore, si /^ est l'une des bornes a, h de l'intervalle, les

dérivées $'
t.^ ,

4""'
^o seront des dérivées à droite ou à gauche.

Posons en effet

= i/o
-^ '^'o + ^ + -'«"'

"i"^^«;~ — r i'o) + ^.' ~^f _ t, — '
^'«^ • ''

En vertu des hypothèses, à chaque nombre positif a, correspond

un nombre positif fî,, tel que les nombres réels 2, i' r,, r, soient

moindres en valeur absolue que 7., dès que l'on a
|

/ — /^, | <C j3.

On tire de ces é<?alités

'^ ffl-'*'(^) + My(o-^(<o)]

l — i

=
! r'(U + •^. + i''V{l.) + r/l (i/o + il, -h i -h ï t .

puis, en séparant les parties réelle et imaginaire,

'H^j-pto) _ r^,(g ^ ^,
(^^ _^ ,)

_ '^.(g ^ ^, (/,^ ^ ,,),
i — 1(1

W{J)-W{1^ _ -ç/(,^) ^ r: 7,0 + a') + -.y(/o) + r/" (^0 + 0-

On voit immédiatement, en regardant les seconds membres, qu'à

chaque nombre positif a' correspond un nombre positif j>' tel que
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les dilTéicnccs icspcclivos entre ces secoiuls membres et les expres-

sions

'«''('o)=ifo?'('o)-/vV(/o),

r(g = /'„<?'(/„) + 5oV('o)

soient moindres en valeur absolue que a lorsque l'on a ]/— t^}^<^^^J \

cela revient à dire que tl>
/,, , 4 ; /q sont les dérivées pour / = /„

des lonclions <l> / , H / .

Supposons cpie l'ensemble E , dans lequel on supposera tou-

jours que la fonction F 2 ; soit déterminée, jouisse de la propriété

suivante : Deux points quelconques de (E
,
peuvent être reliés par

un lion contenu tout entier dans E ; c'est la condition 2° de la

délinilion d'un continuum. Si cette condition est vérifiée, tout

point de l'ensemble sera évidemment un point d'accumulation.

Supposons aussi que F ;, ait une dérivée F' 'z), dans E^, et

conservons pour les lettres et les s\mboles a, 6, /, 'S>\C', ^(f),

^(t), ^(0 1^ même signification que plus haut; les fonctions

réelles ^>[lj, ^ i/ , déterminées dans l'intervalle (a, b), admettront

des dérivées ^' [t], T' 7 pour les valeurs de t telles que les fonc-

tions '^[l), '^j'i) aient elles-mêmes des dérivées (^ {(], '^ ^i), et l'on

aura

en désignant par y, h la partie réelle et le coefficient de / dans

F' z), pour 2 = ç> 7y + /'i/ / ; ces deux égalités peuvent être

réunies dans la formule

<!>'(/) + m-'{i) = F'(:) 'o'{t) + il' {ty.

381. — Supposons enfin que E soit un continuum et que la

fonction F 'z) ail une dérivée F'(z) en chaque point de ce conti-

nuum ; le mot dérivée doit ici être pris dans son sens ordinaire,

puisque la fonction F r , par cela même qu'elle est déterminée

dans E , est déterminée aux environs de chaque point z=^x -i- iy

de l'ensemble Œ ; il est maintenant inutile de parler de la dérivée

dans E). Posons, en séparant les parties réelles et les parties ima-
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V{z) = \{x,y)-f-i\{x,y),

1%-)-^ i7(-'-.v)-+-.7.(a-,j);

les Ibnclions ixellcs \, ^, </, li »lts variables ix'cllis x, y seront

définies, et les dtMix [treniières seront conliniies '

. en tnnt prtint

du ronlinunni ; il résnllo inmiédialcment de ce 'ini procède (]uc

les Ibnclions \ .;•, v . Y x, y admettent des dérivées jjartielle.s

par rapport à y en chaque point de E , et que l'on a. en désignant

par

les valeurs de ces dérivées au point x = Xq,

î^ )
=9 (^«' jo),

(J^ )
= /' (•'"o- yo)'

{^)= - '^ (^V Jo). (^ )= g (^0. Vo) :

Considérons en elTet, sur la [)arallèle à l'axe réel qui passe [)ar le

point Xq, Jo un segment comprenant ce point et assez petit [)our

être contenu dans ( E) ; ce segment pourra être regardé comme le

lien du numéro précédent, en supposant que les l'onctions 'S> / , 'J> /

soient égales, la première à /, la secontlc à la constante y, et en

prenant pour a, h des nombres qui com[)rennent .c^ et qui en sont

sulfisamment voisins ; on aura alors o' V = i ,
'1/' t =o et

'\^{l)=\{l.y,), yr[l) = \{t,y,);

les dérivées par rapport à /, [)Our / = ./.'û, des lonctions 'I' / ou

X I

<, y,j , ^ t OU \ /, y„ ne sont autre chose, par définition, que

ïes dérivées partielles

dont l'existence est ainsi manifesle ; les formules du numéro pré-

cédent montrent d'ailleurs que ces dérivées sont respecliveniciil

(') On montrera ultérieurement qu'il en est «lo même des fondions
f/

(.'"..>'),

h{x, y) en vertu des coiiclilions énoncées.
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égales à 7 .r„, v„ , li x^, Vu . La dcmonslralion s'achève en consi-

dérant, au lieu do la jiarallMe à Taxe réel, la parallèle à l'axe ima-

ginaire qui passe par \o point .i;„, >%, .

Puisque .Cq, v„ désigne un point quelconque du continunm (E)

on peut dire généralement que si la lonclion

admet une dérivée

F'(r) = g(x, y) ^- ili[x, y)

dans le continunm. on a en tout point de ce continuum,

ô\ ùY , , ôV ôX , , ,
- - = — = a [x, y), = — — = /i (x, y)

,„- , ^X . i>Y I /i'>X . dY\
^ ' Cx (^x i \tiy C'y /

Si la fonction F' c) est continue au point du continunm

• 1 / • ôX f>Y i^X dY . ,.

z = X -r- lY, les lonctions - . - , ,
— seront conlinucs en ce

i»a; i^x i>j i\)'

point, au sens du n" 165.

382. — Inversement, je vais établir le théorème suivant :

Soient X x, y , \ x, y des fonctions réelles des variables

réelles x, y, définies dans tout le continuum Ey et admettant en

chaque point de ce continuum des dérivées partielles du premier

ordre, continues en chaque point du continuum et satisfaisant aux

conditions

, ôX ùV .-^X ^Y .

^ ' f*rr ftr
'

i^y ^x

la fonction X x, y -\- i\ x, y , regardée comme une fonction de

z r= .c + /}', admet en chaque point du continuum, une dérivée

égale à g x, y -H ih [x, y en posant

, . , , ^X i^Y , , . ôY ôX
(2) q (x, r ) = — = —

, h [x, V) =—=:—--•

Je raisonnerai sur le point ./•„, Vq ou Zq, que je suppose appar-

tenir au continuum E ; soit r) un nombre positif tel que tous les

points qui sont à une distance réduite de x„, y^ moindre que o^
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apparliennoni à !•] ; si 7.,^-j sonl des nombres réels mointlres que cJ*

011 \;ilcm- absolue, et si 0,, 5. sont des nombres positifs moindres

(pic 1 . les points

(j-o -^ a. j„ -h p), (.r, + 0,a, v, + O.fJ), .r„ -f- 0,a. j„ + O/^l)

appartiendront tous à K . Afin d'abréger un peu l'écriture, je dé-

signerai par 7, et //,, d'une part, par g.^ et //,, d'autre [)arl, les

valeurs des fonctions 7 x, y , h x, y aux deu\ derniers des ])oinls

dont on vient de dire (pi'ils ap[)artenaient au cnnlinuuni : eiilin je

poserai 7,, := (j ./;„, r„ , //,, = 1i x^, r„ .

l^our établir la proposition que Ion a en vue, il faut montrer

que le rapport

,,- X (a-Q H- a. jo+ P) H- 1Y (jgQ H- g, Xo -t- p) — X {xo,yo) — tY (xp. jp)

dilTère aussi peu f(u'on veut, en valeur absolue, du nombre 7o + '/'„»

pourvu qucy.,^j soient suffisamment petits en valeur absolue.

Or, avec les notations que l'on a expliquées un peu j)lus liant,

on peut écrire, en vertu de la proposition établie au n' 221, cl en

tenant compte des égalités 2 ,

^^ (•'"u -r- '^, Vo 4 • ? ,
— X (acp. Vp)= a^i— p/ii ,

Y (xp+ a, Vp -^ ?)— Y (xp, jp)= di,+ '^g.

Le rapport '3 serait égal h fji -Y- ihi si l'on avait ^)
=

'J2; il est

égal, dan» tous les cas, à

j)uisque, en raiscm de la conlinuilc des fonctions
[)

x, y , h x, y ,

71 et h\, '/ et /tj diiVèrent aussi [)eu que l'on veut de 70 et lij,

pourvu que a, j3 soient suffisamment petits en valeur absolue, il

suffit de montrer que. dans les mêmes conditions, la valeur abso-

lue de l'expression
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est iui>>i pelilc qu'on le veul ; or, c'est ce qui devient évidiMil en

posant a = /' cos o), ^j = /• sin w, car on a alors

,

-^ [h, "
^*;^)
+

,f.(î/^

- S^') =1 (A, _ /,.) cos 0, + (</,
- cj,) sin co

I

^ V^li/V- ifif H- (/i2 - "/h?.

En résumé si l'on pose

F('-) = X (.r, V) -f. JY (.r. V). j\^ = {X, y) + ih (x. j),

à chaque nombre positif £ l'aire coiresponLlra un nombe positif Yj

tel que l'on ait

y{z)-V{z,)
^0

-/(^-o) <

sous la condition r,. C'est ce qu'on voulait établir.

INTEGRALES

383. — Désignons par E un ensemble qui seia soit un conti-

uuum proprement dit, soit un continuum complété par sa fron-

tière. Soit y r une fonction de z déterminée et continue en

chaque point de E ; soient a ei b deux points de (E ; joignons

les par un arc de courbe G; contenu dans E et défini par la

formule z = c- / -t- i'^{ij où la variable réelle t doit croître de a

à
I

j ; 'y t , '} ' sont des fonctions continues de / dans l'intervalle

(_a, fj^ telles que les valeurs de z qui correspondent à / = a et à

t =^ ^j soient a et //. Désignons par 7 it) et h l la partie réelle et le

coefTicient de i de f[z pour r= s 1/1 -+- /'i>(/). Je suppose que l'in-

tervalle a, jv) [)uisse être décomposé en un nombre fini d'intervalles

partiels tels que, dans l'un quelconque de ces intervalles partiels,

les fonctions ç>(<), ^(t) aient des dérivées continues et qui ne chan-

gent pas de signe. Le point [''p{t), '\>{t)] parcourt la courbe de (C,

de a à 6 ou de 6 à a suivant que t croît de a à
fj,

ou décroît de a

à jj. On sait ce qu'on entend quand on dit qu'un point de (C; est

entre deu.v autres points de cette courbe. Convenons, en nous pla-

rant dans le cas de où / croît de a à ,>, de dire de deux points de
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(C que l'un itrrccdc l'aulic s'il correspond à iino valeur do / plus

|)elilc.

Parlaj^eons l'arc de courhc (1 , rpii va de a à b. en // arcs |)ar-

tiels. limilt'-s rcspectiveiuenl ;ui\ points k, r,, :„, ..., I> doiil cha-
cun précède l'autre; il re\ieiit au même de dire rprentre a et f-j

on a intercalé n — i nombres croissants /,, t,, ..., /„_, auxquels

correspondent les nombres r,, Tj,..., r„ ,. Considérons la sonmic

S = (-. - «)/(:.' + (-2 - -O/Ci' -+- •.. + (6 - --„ -,)/f^r.)

où Ci, Ci,..., Ç,. sont des points de la courbe C respectivement

intermédiaires aux points n et -|, Ci et z-,,..., r„_, cl />, pouvant

d'ailleurs coïncider avec l'un ou l'autre des points entre lesquels

ils doivent se trouver : on peut dire aussi que les valeurs -,, z>,..., -„

de la variable /, auxquels correspondent les points C,, t,,..., Ç„

appartiennent respectivement aux intervalles y., /, , 7,, /.,...,

/„_], ,'3 . Je vais établir la proposition suivante.

H existe un nombre I tel que la dilTérence I — S soit, en

valeur absolue, moindre que tel nombre positif £ qu'on voudra,

pourvu que la distance de deux points consécutifs dans la suite

a, :^, :..,..., h soit moindre qu'un nombre positif convenablement

choisi, d'a[)rès E ou, ce qui revient au même, pourvu que les inter-

<y., /i , '7i, /.. ,..., (/„_,, jv' soient suffisamment petits. C'est ce

qu'on exprime brièvement en disant que S a pour limite I quand,

les [)oints intermédiaires devenant infiniment nombreux, les dis-

tances respectives entre les [)oints consécutifs Icndcnl vers o.

La somme S peut en elTet s'('crire

) ?(/,) - -^(a)-H/[.HM -'M')] ! [o{--^) -t- 'M^i)] -f- ...

l.a partie réelle est égale à

[?('.) - ?K'] ^'(m) - ['H'.) -^'yy. Mm) + ... :

on prévrùt (pTelle est, ioisqiie les iiilervallos 7., I\ , l^, 1^ ,

./„_,, [j sont suffisamment [lelils, très voisine de la qiiaiilid'

J % J 7.

je vais montrer qu'elle s'en approche autant fpi'on le \eul, pourvu
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que les inlervallcs parliels devieiincnl assez pelils. Je raisonnerai

pour cela sur la somme

Supposons que ç (/) soit conlinue el ne change pas de signe dans

l'intervalle a, fi}, en sorte que la l'onction o t soit, par cvemi)le,

constamment croissante dans cet intervalle : l'équation o{t -=u,

définira alors / comme une fonction continue */(<^, croissante dans

l'intervalle ['^ a , ç: j3 ]. Désignons par »,,, Ui, lU,..., n„ et par

Vt, •j2,..-.v„ les valeurs de ii qui correspondent aux valeurs

a, /[, /:;— , [j et Ti, 7>,..., -, de la variable /; posons enfin

(j\y u ]
= y II); on pourra écrire

- -= ï('-'i) («i — "o) + ".'(•-'O (":! — "i) -+- ••• + T ('") («" — "/.-i);

sous celte lormc. il est clair que ^ est aussi voisin que l'on veut de

f"".{u)du=
f'

g{l)o'{l)dl,

pour\u que les intervalles n„, ni, ('«,, u,),..., u„_i, u,, ou, ce (jui

revient au uiême en raison de la continuité, les intervalles

a,/) , fi,l2 ,..-, /„_!.,3 soient suffisamment i)elits ; il est à peine

utile de dire que l'égalité entre les deux intégrales résulte de la

règle relative au changement de variable sous le signe / . Si les

conditions relatives à la fonction ç' 7 ne sont pas vérifiées pour

l'intervalle a, |5), on décomposera cet intervalle en intervalles

partiels tels qu'ils soient vérifiés par chacun d'eux. Dès lors,

comme le même raisonnement s'appplique évidemment aux autres

parties de S, la proposition est démontrée et l'on voit en outre que

l'on a

J y-

On onq)loie, pour représenter la quantité T, les symboles
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le second est «lesliné à rappeler le rôle que joue la courbe C . l.a

première notation est toute pareille à celle des inlcgrales délinies

dans la théorie des fonctions d'une variable réelle ; mais il ne faut

pas oublier qu'elle n'a de sens (jue si l'on a délini la courbe C)

qui relie le point '/ au point b : on dit que l'intégrale est prise le

long de celle courbe de a à // ; on la (jualilie souvent d'i/iler/rale

curcilijnc : la courbe C . qui va de '/ à b est le clwiiiiii d'intci/ra-

tion. Lorsf|ue ce cbemin se réduit au vecteur qui va de <i à b, l'in-

tégrale est dite rccliUrjiw. Les intégrales délinies de la théorie des

variables réelles peuvent être regardées comme des intégrales

rectilignes prises le long d'un vecteur situé sur l'axe réel. A ce

même type peuvent être rattachées les e\[)ressions telles que

F (0 dt

où a,
fj

sont des nombres réels et où

F(/) = 'ï«(/) -+- iyi'{i)

en une l'onction imaginaire de la variable réelle / et où l'intégrale

définie a. par définition, la même signification (|ue

'!>(/) di + t

I

'

«r /)(//,

les intégrales définies ayant le sens de la théorie des fonctions

réelles de variables réelles. C'est à ce type qu'appartient l'expres-

sion même de I.

Si l'on considère l'intégrale

prise le long de la même courbe C , mais parcourue de b à a,

c'est-à-dire la limite, sous des conditions que l'on a précisées plus

haut, de la somme

(c„_, - h)j{x.,) H- (-,.-.---„_,)/(:„_,) -f- ... -^ («_:,)/(:,),

qui est égale à — .^. en ro|trcnant les nr'tations antérieuics, il est

clair que l'on aura

'6

{'

i"f{z)d:=-f f{:)d:.
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IMus généialenieiil, on peut ôcriie

-*/, ^.- -^(1

Ja Jl> Je

en entendant que a, 6, c sont trois pointi^ sur une môme courbe,

corrcspoiulanl au\ valeurs a, ^j, y du paramètre / qui définit

chaque point de la courbe, et que les trois intégrales correspondent

aux valeurs de / rpii vont de y. à ^'5, de ^'B à y, de y à a.

384. — La })roposition qui suit est une extension évidente du

premier théorème de la moyenne :

Soit, en conservant les notations du précédent numéro, M la

plus grande valeur de
|
/ r

|
quand z est un point de la courbe

C qui va de a à h. On a évidemment

S ^ M
î 1

-1 — «
I

+
1

-2 - -I I ^ ••• +
I

^ — r„_,
1 ^ Mt

on désignant par t la longueur de la courbe C . On en conclut

Cette inégalité subsiste a Jorliori si M est la borne supérieure de

f'z dans l'ensemble ^E , ou un nombre plus grand.

385. — On a souvent à considérer des inlégraics j (/ r d: pri-

ses le long d'une courbe fermée sim[)le ; dans le présent numéro,

lorsqu'il sera question d'une [)areille intégrale, il devra être entendu

que la courbe est parcourue dans le sens direct, et c'est à ce sens

de parcours que se rapporte l'intégrale.

Le lecteur est prié de se reporter aux n" 310 et 313 ; seulement

les liens du tvpe .1 que l'on considérait alors devront maintenant

être des courbes siuq)les, au sens que l'on a donné à ce mot.

Soit F) unecourbc fermée simple et C le continuum intérieur;

je sup[)Ose la fonction g : continue dans le domaine (C -i- ^F).

Décomposons ce domaine en deux autres C, +- F, , C^) + iFj)

par une courbe simple qui joint deux points k^,, k, de F et qui,

sauf ces deux points, est intérieure à C : (C,) et fC, sont les con-
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linuiims intérieurs aux courbes (F,), (Fj) ; on aura

j
g{:)dz:=f çj{z)dz-i-Ç g{z)d:,

J^P) Ji^^i) ^(F.)

puisque, lorsqu'on parcourt (F,) et (F^) dans le sens direct on se

trouve parcourir (F) dans le sens direct et, en outre, la courbe qui

joint les lieux points k„ et K, deux fois, une fois dans un sens,

une fois dans le sens opposé, en soilc que les parties des dcu\ in-

tégrales du second membre qui correspondent à cette courbe se

détruisent manifestement.

Plus généralement, en procédant par dichotomie, on peut dé-

composer le domaine (C) -H (¥) en m domaines (c,) -+- (/',),

c„) -h (fi), .... (c,,,) H- (/„), OÙ (c,), (C2), ..., (cm) sont les conti-

nuums intérieurs aux courbes simples ('/,), (y,), ..., (/„,); on a

alors

I 0{'^)^^-=i
0{^)dz^ g{z)dz-^-...-i- f g{z)dz.

Le lecteur ne peut manquer de reconnaître que ce qu'on a dit au

n" 313 de l'ordre d'un point, par rapport à (F), (/",), ..., (/„,')

s*api)lique maintenant aux intégrales.

La nolitjn d'intégrale prise entre des limites imaginaires et les

théorrmes fondamentaux qui s'y rapportent sont dus à Cauchy.

Jusqu'ici, on n'a su[)posé que la continuité sur la fonction qui li-

gure sous le signe / ; c'est en particularisant la nature de cette

fonction, en supposant qu'elle a une dérivée, qu'on parviendra aux

résultats les plus intéressants.

386. — Reprenons les notations du n'^ 383. La valeur de Tin-

légralc

r^w"-

prise le long de la courbe (C) qui joint les deux points a, h, et qui

est contenue dans l'ensemble (E^, où la fonction f :) est continue,

dépend en général tie la courbe (C) ; on montrera bientôt que,

lorsque la fonction / " a une dérivée dans l'ensemble (E) et sous

I.itiOilLClion à la TliéoriiS ilus fondions 26
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dautrcs conditions qui seront précisées, cette inlégialc ne dépend

([ue des points limites a et b. Pour le moment, je veux me borner

à démontrer que, dans le cas où la fonction /(c) est, pour tous les

points de lE \ la dérivée de la fonction F (r\ continue en tout point

de i^E comme /^^-, on a

f /(z) = F(6)-F(«).

Si l'on pose en effet, comme au n" 380,

on voit, en raison de la formule du n" 383

Ja JoL Jx

et des formules, établies au n" 380,

'^'{i) = g{i)'^'{i)-h{i)^'{i),

W'{l)^h{t)'^'{t)+g{t)'y{l),

que l'on a

f{z)dz= ^'{i)dt+i yv'{t)di=^^)-<i>{^)+i[w{^)— w{^)
a Jx Jx

= F(6)-F(«).

Dans ces conditions, l'intégrale ne dépend évidemment que despoinls

a, b ; elle est nulle en particulier si. les points a, b coïncidant, la

courbe C^ est fermée.

Réciproquement, si la fonction / ~) est continue en tout point

d'un continuum (E) et si, quels que soient les points a, z de ce

continuum, l'intégrale curvilio^ne

i /(O '/--

ne déj)end pas de la courbe X) qui relie le point « au point //

[sans sortir de (EJ, cette intégrale définira dans l'ensemble une

ionction de c dont la dérivée, en chaque point c du continuum,

sera égale à f z..
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Considérons en ellel un point Zq du conlinuuin ; en vertu de la

continuité, on peut faire correspondre au nonilirc positif c, si petit

qu'il soit, un nombre positif y; tel, d'une part, que tous les points r

qui satisfont à la condition
\

z — ^o \ <C'C appartiennent au cr»n-

tinuum et, d'autre part, que l'on ait. sous cette dernière condition.

l/(^)-M)l<^-

Soit maintenant r, un point qui satisfait à la condition

I

r, — ~o
I

<C "/; ; il f'iul montrer que l'on a

lii
J a J a

^m^

les intégrales curvilignes sont définies au moyen de courbes quel-

conques situées dans le continuum et reliant le point a aux points

Tq et Ji ; puisque, par bvpothèse, ces intégrales ne dépendent pas

de ces courbes, rien n'empècbe de supposer que la courbe qui relie

a à r, est formée, d'une part, de la courbe qui relie a à Cq et,

d'autre part, du vecteur qui va de ^o à -,, lequel est entièrement

contenu dans le continuum ; le numérateur de la fraction dont il

faut obtenir la limite est alors égal à l'intégrale

prise le long du vecteur considéré ; celle-ci peut s'écrire

la première intégrale est égale à z, — ^o)f\~o) î
quant à la seconde

elle est moindre en valeur absolue que
|
r, — r^

[
c ; on a donc

r-/(.-
)dz

-/(-'o) < £

sous la condition

montrée.

-0
I

< "/y î 's [)roj)0sitiûn énoncée est dé-
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Le thcorèmo dont on vient (rétablir la réciproque, permet d'ob-

tenir sans difilcullé la valeur de l'intL-grale curviligne

Cm d:

quand on connaît une fonction primitive F ^r de/[z) ; mais il ne

faut pas oublier que la courbe d'intégration doit appartenir à l'en-

semble E).

387. — Il n'y a aucune difiicullé si la fonction f[^z) est une

fonction entière, transcendante ou non ; il en sera de même de la

fonction F (2: . Il n'y aura pas non plus de difficulté si la fonction

¥ : [et par conséquent la fonction/ ;] est une fonction méro-

morphe ; la courbe qui va de a à b est seulement assujettie à ne

passer par aucun des pôles de la fonction /(c;, qui sont aussi les

pôles de la fonction F (2:) ; ainsi on pourra écrire

j:

X

''•

dz
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rapporl ; le coclficlenl de / csl l'angle dont le premier cùlc va

tlu point (» au point a, dont le second côté va du point o au point

h, angle défini au moyen d'un lien qui va de d h b sans soitir du

domaine.

On peut aussi se servir de la définition du logarithme principa

de r au moyen de la coupure cpii va sur l'axe négatif, de o à— ce .

On su[)pose essentiellement que la courbe d'intégration ne passe

pas par le point o; si, en outre, elle ne traverse pas la coupure,

on aura

£'! = Jg^ — Ig^-

Supposons maintenant que la courbe d'intégration traverse la

coupure une seule fois, par exemple de bas en haut, comme dans

la figure : désignons par m, m' les deux points, confondus en

réalité, situés l'un sur le bord inférieur, l'autre sur le bord supé-

rieur où la courbe traverse la coupure ; on pourra écrire

= Ism— la; rt -H le 6— Is ni'

= \gh Iga— 2Td

.

ainsi qu'il résulte des explications données au n" 366 ; si la cou-

pure était traversée une seule fois, de liaut en bas, on aurait au

contraire

- = Ig 6 — Ig a -h 271» ;r
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d'une façon générale, si le chemin d'intégration traverse la coupure

Il fois do bas en liant et /) fois de haut en bas, on aura

'; =\gh — ïga-^2{p~ n)T.i;

on voit que toutes les valeurs que peut acquérir le premier membre

dilTèrent entre elles de multiples de 2 r.i.

En particulier, on aura

r
dz

,= ls.r

m étant un nombre entier dont la valeur dépend du nombre de fois

que le chemin d'intégration traverse la coupure : m est nul quand

le chemin ne traverse pas la coupure.

Considérons encore l'intégrale

r dz

JiC] -

prise le long d'une courbe fermée simple C . Cette intégrale sera

nulle si le point o est extérieur à la courbe C ; elle sera au con-

traire égale à 2-/ ou à — 2 -/' suivant que la courbe C , regardée

comme le contour de la région du plan qui lui est intérieur, est

parcourue dans le sens direct ou dans le sens indirect. Ces résul-

tats que le lecteur reconnaîtra sans peine, dans toute leur généra-

lité, en se reportant à ce qu'on a dit sur la définition du logari-

thme au moyen d'un angle, apparaissent immédiatement, sur la

ligure, lorsque la courbe C ne traverse pas la coupure, ou la

traverse une fois, le point o lui étant intérieur.

Le cas d'une intéo-rale de la forme

M
se ramène au précédent par un changement de variable insigni-

fiant ; on n'aura pas de peine à calculer la valeur de cette inté-

grale le long d'un chemin donné quelconque ne passant pas par

le pôle a.
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La mélhodc de décomposition en fractions simples permettra

ensuite de calculer la valeur d'une intégrale du tyjie

X R {z)dz

où U [:• est une fonction rationnnelle et où le chemin d'intégration

ne passe par aucun des [)ùles de cette fonction.

388. — Celte méthode s'appliquera en particulier à l'intégrale

mais on peut aussi se servir de la fonction arc tg r telle qu'on l'a

définie n" 371 ) au moyen de deux coupures allant sur l'axe ima-

ginaire, l'une du point / à l'infini vers le

haut, l'autre du point — i à l'infini vers

le bas. Je rappelle que la partie réelle de

cette fonction est toujours comprise entre

— et +
3 2

Si le chemin d'intégration qui, bien

entendu, ne doit jamais passer ni par le

point / ni par le point — /, ne traverse

aucune des coupures, on aura

f
d:

i -+ :'
= arc Is. I> — arc tsr a.

Fig. 46.

Supposons que le chemin d'intégration,

par exemple, traverse de droite à gauche,

de m vers m', la coupure du bas, puis de

gauche à droite, de //' vers n. la coupure

du haut ; les points ni, m' d'autre part,

n' et n de l'autre ne sont distincts que parce qu'ils appartiennent à

des bords opposés; on aura

-^
I ,

-+-

a J m J n

= arc Ig III — arc Ig a -i- arc tg 11' — arc tg m' -\- arc tg b arc tg n
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et. d'ailleurs,

arc Ig m — arc tg m' = -, arc tg n' — arc tg n ^^ —

on a donc finalement

r are tg 6 — arc tg a.

D'une façon générale, on aura

J^
,^:p^-arctga- + ...

n étant un entier qui représente la dilTércnce entre le nombre de

lois 011 les coupures sont traversées de droite à gauche et le

nombre de fois où elles sont traversées de gauche à droite. Bien

entendu le chemin d'intégration ne doit passer ni par le point /,

ni par le point — i.

389. — Considérons maintenant l'intégrale

X
dz

a \/l —Z-'

011 le chemin d'intégration ne doit passer ni par le point i ni par

le point — I. Cet exemple diffère des précédents en ce que la va-

leur de la quantité v' i — c- qui figure sous le signe / a besoin

d'être définie pour que l'intégrale ait un sens : on la définit au

moyen du chemin d'intégration ; on le fait en attribuant à la fonc-

tion v'i — :^ une valeur déterminée en un des points du chemin

d'intégration, à l'origine a de ce chemin, par exemple, et en lui

imposant la condition d'être continue le long du chemin. Pour

éviter toute confusion je représenterai par y/i — :^) la détermina-

tion du radical ainsi précisée et l'intégrale définie par

i:la iiT^J)

Considérons comme aux n" 341 et 372 les deux coupures qui

\ont, le long de l'axe réel de i à h- ce et de — i à — oo et adop-
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Ions pour V I — <(' Ii< ^alellr de la laciiic carrée [)uiir laquelle la

parlie réelle est positive, si le point a n'est pas sur une cou[)urc

et, si (i est sur le bord de l'une des coupures, la valeur précisée

d'après les règles du n" 341. Les fonctions v''i — z^, arc sin z ont

été définies aux n"" 341, 372 dans tout le plan et sur les bords des

coupures, à l'exception, pour la seconde, des points -h i et — i ;

elles sont continues ilans le [)lan coupé, au sens qui a été expliqué;

la jiremière est continue et, au [)oint (/ prend la valeur prescrite

pour \ I — n- : la dérivée de la seconde est , où y^i — c- a

la signification que l'on a dite. Si, par conséquent, le cbemin

d'intégration ne traverse pas de coupure, on a tout le long du

chemin d'intégration (v'i — z-] = \'i — z~ et, par suite,

fa
dz

, ,

— = arc s Ml — arc sin a.

6 (v/l — z')

Supposons maintenant que le chemin d'intégration traverse, par

exemple, la coupure de gauche de bas en haut, de m vers ni' ; les

deux points m et m' ne sont distincts que parce qu'ils appartiennent

à des bords distincts ; le long du chemin d'intégration on a, de a

à m,

mais de m à b on aura 341

on aura donc

r^ dz ^ r dz r^ dz

^ r_dz r^ dz

Ja v/l —Z- Jm- v/l — Z-

= arc sin m — arc sin a — arc sin b -h arc sin m
;

mais on a

arc sin m -+- arc sin ni' = — -

on aura donc finalement

»6

f dz = — - — arc sin a — arc sin /'.
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D'une l'acon plus génciale. si le chemin d'intégration traverse

une coupure et une seule, de haut en bas ou de bas en haut, on

aura

r'' d:
,

. . ,
I
— - = zn - — arc sui a — arc sin h,

Ja (V/I - Z')

en prenant le signe -h ou le signe — suivant que la coupure tra-

versée est la coupure de droite ou la coupure de gauche.

Supposons maintenant qu'il y ait deux traversées et deux seule-

ment : si l'on traverse deux fois la même coupure on aura

=r arc sin b — arc sin a ;

si l'on traverse deux coupures différentes on aura

»6 ,

i« (Vi — z')

= arc sin b 2 -,

en prenant le signe -h ou le signe — suivant que la première cou-

pure traversée est la coupure de droite ou celle de gauche.

Le lecteur n'aura aucune peine à reconnaître quels chemins

d'intégration il convient d'adopter pour l'intégrale

r dz_

Jo (v/l^

où l'on suppose que Vi — :^) est égal à i pour r = o, afin d'obte-

nir les diverses valeurs comprises dans les formules

(an H- i)- — arc sin x, 2 n- -h arc sin x,

valeurs qui sont les diverses solutions de l'équation en y

sin }' = X.

390. — Considérons un ensemble parfait E) ; supposons que les

fonctions fn{~)t {n=^ i, 2, 3, ... soient continues dans cet en-

semble, que la série
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V soit unifoimi'nient convergente et que la courbe C définie par

les Ibnnules

y soit contenue; je désignerai [tar V : la somme de la série, par

S,i r la somme de ses n premiers termes et par K„ r le reste

correspondant.

Les fonctions f„z , F r , R/i(2} deviennent des fonctions de la

variable réelle /, continues dans l'intervalle a, 3) quand on y rem-

place r par 'v / H- i'ii t .

En désignant par a et 6 les points de la courbe (C qui corres-

pondent aux valeurs a,
fj
du paramètre, et en supposant toutes les

intégrales prises le long de la courbe G , on a

F{z)dz =-- f,{:)d: + /,{:) + ... -f- /,.(:) ^ ....

a Ja J (X Ja

Soit en effet £ un nombre positif quelconque; à ce nombre cor-

respond un entier /> tel que l'on ait |Rn!?;| <C -> pour tous les

points de E et, par conséquent pour tous les points de C\ sous

la condition « > p- On a d'ailleurs

\\z)dz= S,.(:)(/:^ R„(::c/r.

a Ja Ja

et par conséquent, sous la condition n ^ p,

Jr^b
"'b nb r'b

F{z)dz - f,{z)dz - f,{z dz - ... - M^)dz
a Ja Ja Ja

i C^= ^n{z)dl
Ja

en dé'signant par 7 la longueur de la courbe C . La proposition

est démontrée, puisque i peut être pris ausssi petit qu'on le veut.

Un cas qui se présente assez fréquenmient est celui où il y a une

série convergente à termes positifs ou nuls

(») aj + a^ -+- ... H-2„ + ...
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\As que l'on ait. pouf toutes les valeurs naturelles de n et pour

tous les points de E,

la série [/) est alors absolument et uniformément convergente et

son reste est en valeur absolue, moindre que le reste correspondant

de la série a n 183 .

Supposons par exemple que la série entière en •

F (2) =ao -\- a,: -+- ... -f- a„z" -+- ...

soit absolument convergente pour r = A, A étant un nombre posi-

tif qui sera inférieur ou égal au rayon de convergence de la série ;

il en sera de même de la série

1^(2) _°0 «1 , «/i-Ii ,
On

2»+' 2«+» '^
z" Z^ Z

H- a„a-i H- an+iZ + ...

Prenons pour l'ensemble (E) et pour la courbe (C) le cercle de

centre o et de rayon A; on supposera ce cercle décrit dans le sens

direct. Le théorème relatif à l'intégration s'applique évidemment,

en vertu delà remarque qu'on vient de faire; les intégrales des

différents termes du second membre, prises le long du cercle (C )

sont toutes nulles, sauf l'intégrale

J(C
^dz

qui est égal à 2 zia,,, comme on la vu au n" 385. On a donc

Soit M la borne supérieure de la valeur absolue de F !'z) pour les

points z situés sur le cercle C, ou un nombre plus grand ; la

valeur absolue de ~^l sera inférieure ou égale à ç^^^ . la longueur

de cercle est 2 -A ; on a donc

1
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Il ronvienl de ia[)[)ro(lier celte iinpoilanlc inégalité de la proposai-

lion, due à Abcl, en \('rtu de laquelle la série F c^ est convergente

pour
j
r

I

<C A' si l'on a, quelque soit n,

! 1
.- ^1'

I «" I ^ ^>n .

en désignant par A' et M' des nombres positifs fixes 'n" 342).

L'inégalité •> met en évidence la proposition suivante :

Lue (onction entière i transcendante ou non ne peut être bor-

née dans tout le plan sans se réduire à une constante :

Supposons en elTet que la série F z soit convergente, quel que

soit c ; on pourra alors prendre A aussi grand qu'on le veut: si la

somme F (c) de cette série devait rester, quel que fût -, inférieure

en valeur absolue à un nombre positif fixe, on pourrait prendre ce

nombre pour M et l'inégalité a montrerait que |an', lorsque n

est plus grand que o, peut être supposé aussi petit qu'on veut.

Tous les coefficients de la série fj sont donc nuls, sauf ay.

391. — Il est bien clair, d'après la définition du n° 383, qu'une

b

intégrale

f /(^') <i^

dépend en général du chemin d'intégration ; toutefois on a vu, dès

le numéro suivant, que si la fonclion f'zj est la dérivée d'une

fonction ¥(z , dans un continuum E complété ou non par sa

frontière auquel appartient le chemin d'intégration, on a

[
'

f{z)dz=V{h)-F{a),

en sorte que le premier mendjre est indépendant du chemin d'inté-

gration, pourvu que ce chemin reste dans E . Dans les exemples

traités ensuite et qui concernent les intégrales

on remarque (juc l'ensemble (E peut être conslilué i)ar un do-
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niaine simple ne contenant pas, suivant les cas, le point o, l'un

ou l'autre des points ± /, l'un ou l'autre des points ± i.

On peut se demander si, une fonction/ ^ étant donnée, on peut

lui attacher ainsi un ensemble E tel que l'intégrale

/ /(^) d^

ne dépende pas du cliomin dintégration qui relie a à b.

Considérons deux chemins allant de d à h tels que les valeurs

correspondantes de l'intégrale soient égales ; il est clair que la

valeur de lintégrale prise le long du premier chemin de a k b,

augmentée de la valeur de l'intégrale prise le long du second

chemin, parcouru de 6 à a, donnera un résultat nul; réciproque-

ment, s'il en est ainsi, les deux intégrales prises de a à 6 sont

égales ; le problème posé revient donc à la détermination d'un en-

semble Ej telle que l'intégrale I f[z dz prise le long d'une courbe

fermée appartenant à E soit toujours nulle. Un théorème capital,

dû à Cauchy, répond à celte question. Il fera l'objet des n" 392,

393. 394.

392. — Soient D un domaine simple et C la courbe fermée

simple qui en est la frontière. Soit/ c) une fonction de z admet-

tant une dérivée/' c pour chaque point r de D . L'intégrale

JiC)

qui est prise le long de la courbe 'C], est nulle.

Sauf avis contraire, dans le présent numéro et les suivants, je

supposerai, sur les intégrales de cette sorte, que les courbes

fermées simples auxquelles elles se rapportent sont décrites dans

le sens direct.

Soit a un point quelconque de D ; la fonction

fi-)-m
z — a '

définie, tant que z est un point de D, différant de a, a pour limite

/'(a; quand r s'apro:hc de a en restant dans D ;



(.iiAi'iTKi: XII. — iii:itivi;i:.s F/r intkiîuales [\i.>

Considi'rons la fonclion

si nous lui attribuons la valeur o pour r rr= a, elle sera définie

pour toutes les valeurs de z et de a qui appartiennent à (D ; consi-

dérée comme une fonction de :, elle est continue dans ce do-

maine.

On a d'ailleurs

f{^) =/(«) + (-' - «)/' H + ^ (~-, «) {'^ - o)

et, par suite,

J(C, Je

0(c, «)(--«) r/c;

iC)

la première intégrale du second meuibre est évidemment nulle,

puisque c'est la dilTc ronce des valeurs que prend le polynôme en z

pour deux valeurs égales de z; tout revient donc à l'étude de l'in-

0(z, a) {z — a)d:;

tégrale

J(Ci

on pourra profiter, pour cela, de l'indétermination du point a qui

est seulement assujetti à faire partie du domaine iD). Observons

en passant que la valeur absolue du produit .'z, a) [z — a) qui

figure sous la signe / peut être petite en raison de la petitesse en

valeur absolue soit du premier facteur, soit du second et que, si

tous les [)oints z de ^C) sont très voisins de <i, en sorte que :; — a

soit très [)etit, en valeur al)soluc, pour tous ces points, il en sera

de môme de O'z, a), puisque la l'onction z, <i est continue pour

z = a cl que l'on a a, a) = o.
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393. — Pour élablir fine rinlôgialc

fji^)^^

est nulle, le procédé consiste à décomposer ce domaine f D , dont

la courbe (G) est la IVontirre, en deux ou plusieurs autres domaines

simples; Tinlégrale pro[)osée est la somme d'intégrales analogues

relatives aux frontières du domaine partiel '^n° 384 . Cela permet

d'abord de simplifier un peu le problème : Si l'on parvient à une

décomposition dans laquelle les intégrales relatives aux contours

du domaine partiel soient nulles, on aura évidemment démontré

que l'intégrale proposée est nulle.

On a vu au n" 314 comment en introduisant des segments de

droites parallèles à l'axe des ordonnées, on pouvait eiFectuer une

série de décompositions qui finissait par aboutir à ces figures que

l'on a appelées alors des trapèzes ; je conser-

verai cette dénomination ; Il est bien clair

d'après cela que la proposition à démontrer

sera elTeclIvement démontrée si on l'établit

quand le domaine D est un trapèze. Ce tra-

pèze peut être décomposé lui-même en tra[)èzes

soit par des parallèles à l'axe des ordonnées,

soit par des parallèles à l'axe des abscisses.

Le lecteur ne peut manquer de reconnaître

qu'il suffit de démontrer la proposition dans

le cas d'un trapèze tel que la figure AA'B'B

où les deux côtés AA', BB' sont parallèles à l'axe des ordonnées,

oii le côté AB est parallèle à l'axe des abscisses, où enfin le côté

A'B' est un arc élémentaire in" 320) dans le({uel l ordonnée reste

constante, ou bien varie toujours dans le même sens quand l'abs-

cisse augmente ; je m'occuperai d'abord du premier cas, dans

lequel le domaine (D est un rectangle i R dont les côtés sont

parallèles aux axes.

Le mode de démonstration va consister à décomposer le rec-

tangle ' R; en rectangles plus petits par des parallèles aux axes et

de démontrer que la somme des intégrales I f z dz effectuée pour

le contour de cbacun des petits rectangles, somme qui est égale

à l'intégrale prise le long du contour de R , peut être rendue

h<i.
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aiissi pclile (ni\>ii le \eiiL D'ailleurs aiiv intégrales / f - d:,

pour ciiaque rcclangio parliel, ou siihsliliicra n" 392 une inlé-

^'rale du type

/ e (:, n) {: - ai d:,

OÙ a est un point appartenant au rectangle partiel, choisi afin de

rendre très petite l'iiitégraie considérée.

On va montrer en elVet que, si l'on se donne un nombre positif £

arbitrairement pelit, on peut décomposer R en rectangles partiels

de sorte qui! y ait, pour cliaiun d'eux, un point a bii apparte-

nant et tel qu on ait pour cha((ue point ; du contour,

I0(z.a)j<s.

Pour abréger le langage, je dirai d'un rectangle /• dont tous

les points appartiennent à R qu'il est du type S s s'il y a un

point a appartenant à ce rectangle r et tel que l'inégalité précé-

dente soit vérifiée pour tous les points de son contour ; s'il n'existe

pas de tel point a, je dirai au contraire du rectangle /' qu'il est

du type T ;) : dans ce dernier cas, quel que soit le point a appar-

tenant au rectangle r , il y a, sur le contour de ce rectangle, au

moins un point : [)our lequel on a
J

5 r, a^
\

>> £.

Si (R n'est pas lui-même du type Sic\ décomposons-le eu

quatre rectangles par des parallèles à ses côtés menés par le centre.

— Dans la suite, quand on parlera de la décomposition d'un rec-

tangle en quatre, on supposera la décomposition eficctuéc de celte

mèmefa<7on. — dette premièie décomposition etTectuée, si, parmi

les rectangles partiels, il y en a qui soient du l\pc S -
, on les

laissera de côté, pour n y plus toucher: les autres rectangles |)ar-

liels sont du type T i ; désignons par K, l'ensemble des points

qui leur appartiennent et sup[)Osons qu'on décompose chacun

d'eux en fpiatre. Si, parmi les nouveaux rectangles partiels, il \

en a qui soient du type S £ , on les laissera de côté, pour n'v plus

toucher; les autres nouveaux rectangles partiels sont du type T £ ;

désignons i)ar l\,, l'ensemble des points qui leur a[)|»arlienuenl et

supposons qu'on décompose chacun d'eux en quatre. Si, parmi

les nouveaux rectangles partiels, il y en a qui soient du type S £
,

Ta5.hkhï II. — Inlroduclion à la Théorie des fondions -27
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on les laissera de cùlé. pour ii \ plus IoiuIkm ; les aulies nouveaux

rectangles partiels sont ilu Ivpe T s ; désignons par U., Tensem-

bledos points qui leur appartiennent, etc..

L'ensend)le parlait H, est IVirnié par la réunion do rectangles

égaux, dont les cotés sont les moitiés des côtés du rectangle Kj.

... L'ensemble parfiiit R„ est lormé pnv la réunion de rectangles

dont les côtés s'obtiennent en divisant par u" les côtés du rectan-

gle (R\ Cbaque point de R») appartient à l'un de ces petits rec-

tangles.

Mon but est d'établir que les opérations se terminent, qu'au

bout d'un nombre fini de décompositions, il ne restera plus que

des rectangles du type S £ , à savoir ces rectangles, en général

inégaux, qu'on a laissés de côté à cbaque opéiation ; il faut prou-

ver que leur ensemble finit par recouvrir U tout entier.

Supposons, en etîet, pour j)arvenir à une contradiction, que les

opérations ne se terminent pas, qu'il y ait toujours des rectangles

du type T(c'), quelque loin que l'on pousse les décompositions.

Alors la suite d'ensembles parfaits

(R), (U,1,(R,), ..., (R„). ...

sera infinie : cbacun de ces ensembles est contenu dans ceux qui le

précèdent : il v a donc n"' 156, 283 au moins un point k qui

appartient à tous ces ensembles. Ce point A', d'après ce qu'on vient

de dire, appartient à un rectangle ;

/
, du type T £;, dont les di-

mensions peuvent être supposées aussi petites qu'on le veut, en

sorte que l'on a pour f|Uolque priint r du contour tie ce rectangle

1
'c. A)

i
> ^ :

mais, en vertu de la continuité de la tbnction 0{z, k) au point k,

i>n peut au nombre £ faire correspondre un nombre positif-/; tel

que l'on ait

|0(:, A)| = |0(:, A-)-0(/.-, A- K,
pourvu que r appartienne à R et que la distance des deux points

c et A soit moindre que y; : or il y a évidemment contradiction

entre les deux inégalités précédentes si les dimensions du rectan-

gle r sont assez petites pour que la distance de deux points quel-

conques de ce rectangle soit moindre que y;.
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La proposiliun est donc dénionln'-o ' .

Supposons donc eUectuée la décomposition de U en m rec-

tangles du type S c . comme on l'a ex|)liqué; tous ces rectangles

sont semblables et l'on peut, en désignant par /> et fj les côtés du

rectangle iR}, représenter par //*, /y les cotés de l'un quelconque

^r des rectangles partiels ; on aura, en choisissant, parmi les |)oints

qui appartiennent à /' le point a de manière que l'on ait

|0(.-, «) |<£

pour tous le» points r du contour de /•
, et en supposant que l'in-

tégrale soit prise le long de ce contour

j
e(c, a) {z — a) d: < 2'/.h \'p'- 4- 7- (p + 7),

puisque 2). p -r- tj est la longueur du chemin d'inti'gration et que

la plus grande distance de deux points du rectangle est évidem-

ment V p- -+- q^ ; le second membre de l'inégalité précédente, en po-

sant pour abréger,

^ ^ 2(/> + 7) v^ -^-7^

est manifestement égal au produit par mi de l'aire du rectangle r :

la somme des intégrales

/ (i{:,a){:-a)dz

relatives aux difTérenls rectangles partiels qui figurent dans la dé-

composition sera donc moindre, en valeur absolue, que le i)roduit

par mi de l'aire p<i
du rectangle K : on auia donc (inalement

I

'*
I

(i) u n'est peut-être pas inutile il'oliscrvcr qu'on aurait pu commencer par

décomposer le rectangle 'R en rectangles de dimensions aussi petites qu'on

voudrait, puis traiter ceux des rectangles partiels qui sontJutype T(î comme
on a fait le rectangle (R). l'ar conséquent on peut décomposer le rectangle (Rj

on un nomljre fini de rectangles du Ivpe S î , et de dimensions aussi petites

qu'on le xeut.
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l'intégrale ôlani prise niainlcnaiU le long dn conlonr du roclangle

(R : comme le second membre peul être suppose aussi petit qu'on

le veut, on a linalement

/ /(O
'/•-

11 reste à démontrer la proposition quand le domaine D est un

trapèze tel que ABB'A' dans lequel le côté AB est parallèle à l'axe

des abscisses et les côtés AA', BB' parallèles à Taxe des ordonnées,

dans lequel enfin V'B' est un arc élémentaire de courbe ; je suppo-

serai que, pour cet arc, l'ordonnée croisse en même temps tpic l'abs-

cisse. En menant par le [)oint le plus bas A une parallèle à l'axe

des ordonnées jusqu'à la rencontre en j'î avec

le côté BB', on décompose le Irapè/e en un

rectangle AA'j'^B et une sorte de triangle

A B 1^ ; l'intégrale prise le long du trapèze est

égale à la somme de l'intégrale prise le long

du rectangle, qui est nulle, et de l'intégrale

prise le long du triangle ; tout revient donc à

démontrer que cette dernière intégrale est

nulle. Pour cela je lèrai subir au triangle une

opération que je désignerai sous le nom de

réduction à deux triangles ; elle consiste à

mener d'abord par le milieu C du côté A'B

une parallèle CC' à l'axe des ordonnées, jus-
Fîg. 5o. ,/ ., , ,

"^

qu'à la courbe, de manière à décomposer le

triangle en un triangle plus petit A'CC et en un trapèze C.vB'C ,

que l'on décompose, comme on a fait pour le trapèze primitif en

un rectangle Ci^yC et un triangle C'yB' ; l'intégrale prise le loTig

du triangle A'^^B est égale à la somme des intégrales prises le long-

dès triangles A'CC. C'yB' : c'est la substitution de ces deux trian-

gles au triangle A j'iB' que je désigne sous le nom de réduction de

ce dernier triangle. On [)rocèdera ensuite comme on a fait pour le

rectangle. On dira d'un triangle qu'il est du type S 's ou du ty[)e

T c suivant qu'il existera, ou non, un [)oint a intérieur au trian-

gle ou situé sur l'un de ses côtés tel que l'on ait pour tous les

points z du contour du triangle

I

0(c, a)
I
< s,
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et l'on inonlrcra (ju'on paiNieiit, au inoven d'un nombre lini de

réductions, à une suite de triangles qui sont tous ilu lv[)e Se ;

pour cliaciin de c(^s triangles la dislancc des points z et a resie in-

férieure à la dislancc maximum /de deux pointsdu tiiangle A'fbW
;

la souuue des [)érimètres des triangles auxquels on aboutit est égale

au périmètre L du triangle X'^iW ; on en conclut que la somme des

intégrales

/' — a) d:

elTecluées le long des divers triangles ou, ce qui revient au même,

l'intégrale

/
ell'ectuée le long du trapèze primitif, est inférieure ou égale en va-

leur absolue à ILi. Il en résulte qu'elle est nulle. Le théorème de

Caucliy est entièrement démontré.

La démonstration précédente, qui est due à M. Goursat, est très

intéressante en ce qu'elle ne fait intervenir aucune autre hypothèse

relative à la fonction f :
. que l'existence de sa dérivée en tout

point du domaine sim[)le D. Celte hypothèse interviendra donc

seule dans les conséquences immédiates du théorème de Cauchy :

parmi ces conséquences voni figurer l'existence et la conliniiité de

toutes les dérivées, puis la régularité d^ la fonction, en tout point

iiilérieiir au domaine D : ces alïirmalions suffisent à faire prévoir

le caractère fondamental du théorème, qui joue vraiment le lole

d'un principe. Avant d'établir ces conséquences, il convient d'ex-

poser une généralisation du théorème, qui est immédiate.

394. — Au lieu d'un domaine simple, considérons un domaine

n -+- I fois connexe que nous continuerons de désigner par D) :

je suppose n" 312 qu'il soit l'ensendde des [)oints qui appartien-

nent à une courbe fermée simple (F , de ceux qui appartiennent à

n courbes fermées simples T' ,
(F" , ..., [F*"'| intérieures à (F),

et extérieures deux à deux les unes aux autres, enfin des points

extérieurs à ces dernières courbes et intérieurs à V \ désignons

par H) l'ensendjlc des n -+- i courbes qui constituent la Iron-
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lière du doiuaiue ; je rappelle (jue la lionlière 11 est parcourue

dans le sens direct quand la courbe (F est parcourue dans le sens

direct et les courbes (F'), F , ..., [F*"'J dans le sens indirect.

Soit maintenant/ z une fonction de la \ariable r qui admette

une dérivée en tout point du domaine D , 1 intégrale

f.
f{z) dz

(H

prise le lonj4 du contour \\ décrit dans le sens direct, c'est-à-

dire la différence entre l'intégrale l f z) dz prise le long de la

courbe F^ décrite dans le sens direct et les sommes des intégrales

ff{~ '^- prises le long des courbes (F'}, ;'F" , ..., [F*"'] décrites

dans le sens direct, est nulle.

Il sul'lit, pour le voir, de décomposer^ comme au n" 312, le do-

maine D en deux domaines simples au moyen de n h- i cour-

bes simples, d'appliquer le théorème précédemment démontré aux

contours de ces deux domaines simples et d'ajouter les résultats

obtenus ; dans la somme nulle d'intégrales que l'on obtient ainsi,

les parties relatives aux n -\- i courbes simples que l'on a intro-

duites se détruisent et il reste l'intégrale

X(H)

qui, par conséquent, est nulle.

395 — Considérons, en conservant les mêmes notations, une

fonction /(r qui admette une dérivée dans le domaine D\ sim-

plement ou plusieurs fois connexe, dont la frontière est H ; soitic

un point intérieur à ce domaine, on aura

{>) m= ^^•^^^^^

oii il est entendu que la frontière H doit être décrite dans le sens

direct.

Décrivons en effet un cercle y du point x comme centre avec

un rayon /• assez petit pour que le cercle soit tout entier intériem- à
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L

D ; tlcsigiions iKir D' le domaine oblenu lmi i^uppiimanl de L)

les points intérieurs à y : la l'rontière H' de iD' se cum[iuse do

la IVontiric II de D et du ceicle y ; il est claii- ([iie la foiiclion

^ admet une dcrivée
z — X

f{z) {z-x ) -f{z)

eu tout point de L) ; l'intéyrale

H' 2 — ^

c>t donc nulle ; cela revient à dire cpie l'on a

l'intégrale du |)remiei- membre étant relative au cercle {'/) décrit

dans le sens direct ; on a d'ailleurs

La première intégrale qui ligure dans le second membre est

égale à -.i ~i fix n" 387 ; quant à la deuxième, sa valeur absolue

peut être supposée aussi petite qu'on le voudra, à condition de

prendre le rayon /• assez petit; ayant, en elïet, d'abord cboisi un

nombre positif a, on lui fera correspondre un nombre positif

a' moindre que la distance du point x à la frontière 1 11 et tel que

l'on ait

sous la condition '

r — x
\ <C y- , et l'on sup|)Oscra /' inférieur à

a ; on aura alors

2 X

et, par snile n 334

/ J^-\—-[ •')
dz < 3 -/•[-/ -H '-(''.L-'] :

-'Y
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i>r. le second inoiiibre peut être suppose aussi petit qu'on le veut ;

la seconde intégrale du second mennbre de l'égalité (3) est donc

nulle et l'on a (inalen^.ent

d'où résulte immédiatement l'égalité ; i .

Cette égalité constitue un très puissant instrument de démons-

tration ; on va l'utiliser pour établir d'importants développements

en série.

396. — Considérons deux cercles concentriques c et (C) dont

le centre comnum est le point «, dont les rayons sont /• et R
,^R >> r). Désignons [)ar (D le domaine, ensemble des points qui

appartiennent à l'un ou l'autre dss cercles ou qui sont intérieurs

au plus grand, extérieurs au plus petit. Soit /' r une l'onction

admettant une dérivée en chaque point de ce domaine; soit enfin

X un point intérieur à ce domaine. On aura, par le théorème du

numéro précédent,

f{z)dz

les deux cercles étant décrits dans le sens direct.

Dans ce qui suit, le point x sera regardé comme fixe. Puisque

ce point est intérieur au cercle X , extérieur au cercle c , la dis-

tance \z — a\ du point r au centre a est supérieure ou inférieure

à la distance \x — aj suivant que le point r est situé sur le grand

cercle ou sur le petit.

On pourra écrire, suivant qu'on est dans un cas ou l'autre,

I I I X— a (j-— a)"

z^Tr^ {: — a)— {x —li)~ T^^a ^ (7-^ '^••" ~^(-^^j"^'^ •"•'

— I 1 r - — a (z— aY
z— X X— a— (2— a) X— a (a-— a)- '" (x— o)"^'' ""

les séries qui figurent dans les seconds mendjrcs, et dont les

termes sont des fonctions de r, sont absolument et uniformément

convergentes, la première sur le cercle (C), la seconde sur le
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cercle c ; il en est de même des séries ohlemies en muUii)liaiit

chaque terme [)ar/(ri ; on [)eul donc appliquer la règle du n" 390

relative à l'intégration, et écrire, en vcrlu do la formule (i)

w

{

Ainsi, sous les conditions énoncées, la fonction f[x) est la

somme de deuv séries procédant l'une suivant les puissances

entières et positives de ./; — a, l'autre suivant les puissances en-

tières et positives de — .

397. — Supposons, en conservant les mémos notations, que la

fonction / c admette une dérivée en tout point intérieur au cercle

C ou situé sur ce cercle ; la même démonstration, où il n'y a

plus lieu de tenir compte du cercle (c), montre que 1 on a

[m = ' f ^^'^
• '/-- + "- ^" f /-^. -H ...

U t:

c'est-à-dire que la fonction /*.'• est dévelo[)pal)le en série entière

en j: — a, en d'autres termes qu'elle est régulière au jjoint a ; la

série est convergente sous la condition \x— a, < H.

Au surplus, le développement en série auquel on vient de par-

venir peut aussi bien se déduire de la lornmle -2 du précédent

numéro en remarquant que, dans le cas actuel, toutes les intégrales

£/(.) dz, £ {z - a) f{z) d:, £ {z - ay-f{: dz, ...

sont nulles.

Ln fonction y X étant régulière au point a admet en ce point

des dérivées de tous les ordres, et l'on a

f{x)=f[a) -+- (./• — r, •'
^^ H- {,r _ ny-J^^J + ... ;
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puis, parce (luiino lonclion no peut avoli qu'uu dévi^loppcmeul

sxiivant les puissances de x — a,

398. — Considérons maintenant une fonction f : dont on sait

qu'elle admet une dérivée en tout point du conlinuum r). Si a

est un point quelconque du conlinuum, on pourra prendre pour le

cercle i G"^ n'importe quel cercle de centre a qui soit intérieur au

conlinuum. c'esl-à-dire dont le rayon soit moindre que la distance

du point II à la frontière : la fonction f x est donc réiiuliére en a

et le rayon de convergence de la série entière en x — a qui repré-

sente cette fonction est au moins égal à la dislance du point a à la

frontière. La série est convergente dans tout le plan, lorsque le

continuum F comprend tout le plan. La fonction /(") est alors

entière
i transcendante ou non).

Si l'on regarde le second membre de l'égalité i du numéro

précédent comme un élément de fonction, n°360 ; si l'on prolonge

cette fonction le long d'im chemin qui soit intérieur à r
, on

n'obtiendra jamais autre chose que la fonction / c elle-même.

La fonction y X étant régulière en a, ce nombre a, s'il est une

racine def x , ne peut être qu'une racine d'un ordre déterminé.

Les dérivées de la fonction ne peuvent être toutes nulles en ce

point, à moins que la fonction ne se réduise à une constante.

L'ensemble des racines de la fonction f x qui appartiennent à

(r peut être fini ou infini ; mais s'il est infini, ses points d'accu-

mulation appartiennent à la frontière de r , non à r
; dans un

ensemble clos contenu dans r
, il ne peut y avoir qu'un nombre

fini de racines def x , un nombre fini de pôles delà fonction
j^x)'

En un point a de r où f x ne s'annule pas, la fonction r/

est régulière ; le rayon du cercle de convergence de la série on

X — a qui représente cette fonction est au moins égal au plus

petit des nombres qui mesurent les distances du point (i à la fron-

tière de r et aux racines def x ; il est au plus égal à la distance

du point a à la racine de fx qui est la plus voisine de a,

car, pour celte racine, la fonction . , li'est pas régulière.

1
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Si la IVmclion 7 .'• est aii^si iv-iilirre en loul |ioinl tic r , les

mêmes conclusions s'a[)pliqiient évidenimonl à la Inndirjn
y^^, ,

lorsqu'il n'y a pas de racines communes à 7 .'; et à / .>; ; dans le

cas où il y a des racines communes, les moditicalions à apporter

sont é\identes.

399. — Soil A un domaine simple el 1" le conliiuiuni inlé-

rieur a ce doniaine ; soit/r une fonction admettant une déii-

vée en tout point de (A , et, par conséquent, régulière en tout

point de l" ; l'intégrale

Ja

OÙ a et X sont des [)oints de A , dont le premier est fixe, et dans

laquelle le chemin d'intégration ap[)articnt tout entier à A est

une fonction déterminée de x, régulière on tout point de I' .

Il faut dabord montrer que la valeur de l'intégrale ne dépend

pas du chemin d'intégration, pourvu que ce chemin, comme on le

supposera toujours dans ce qui suit, appartienne à A .

Si l'on considère deux chemins allant de a à x. qui soient des

courbes simples et qui n'aient pas de points communs autres que

a et X, l'ensemble de ces deux chemins parcourus, l'un de a à x,

l'autre de x à a constitue une courbe fermée simple ; l'intégrale

jf z (h, prise le long de cette courbe est nulle; il en résulte

immédiatement que les deux intégrales prises respectivement le

long des deux chemins, de a à x, sont égales.

Si les chemins d'intégration n'ont qu'un nombre fini de points

communs, si même ils ont des parties communes, mais en nombre

fini, le lecteur ne peut manquer de reconnaître, en décomposant

les chemins d'intégration on parties qui vont d'un j)oiiit comnmn
à un autre, que les intégiales sont encore égales.

\Un de supprimer les difficultés qui subsistent, je supposerai

pour définir d'une façon préci^^e la fonction

F{x)=
f^ f{z)d:.
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que le chemin d'inlégralion esl une ITgne brisée simple située tout

entière dans ^T , sauf peut-être les points a et x, s'ils apparte-

naient à la frontière^'). Deux pareilles lignes brisées ne peuvent

a\oir qu'un nombre fini de points conmiims ou de parties com-

munes, en sorte que les intégrales prises le long de ces deux lignes

brisées sont certainement égales et que la fonction F (as) est bien

déterminée dans le domaine A par le caractère particulier que

l'on a imposé au chemin d'intégration. Que cette fonction admette

une dérivée en tout point de (A , c'est ce que Ton voit aisément en

raisonnant comme au n" 386 cl la [)roposition établie en ce même

numéro montre bien que l'intégrale / f : dz est bien égale

à F (jc , quel que soit le chemin d'intégration.

Si la fonction o r admet une dérivée ç;' r en tout point du

domaine A et ne s'annule en aucun point de ce domaine, on peut

évidemment appliquer le théorème qu'on \icnt d'établir à la fonc-

tion

la fonction

f
sera déterminée en tout point do A et régulière en tout point

de y . Elle est identique l\ la fonction log /){ , supposée nulle au

point a et définie ensuite par continuité ou prolongement le long

d'une courbe allant de a à z et ne sortant pas de A . Cette fonc-

tion log'^i-^ sera régulière en tout pi)int du plan si f z, est une

fonction partout régulière et qui ne s'annule jamais ; elle sera alors

une fonction entière (j z ; la fonction / r sera elle-même de la

forme

'
' Un supposera, dans ce cas, que ces points peuvent cire relii's à n'iin[)orte

(|ucl point (le (F) par une lignr- brisée, l'our los points de la frontière, en

noinjjre limité, qui ne rempliraient pas cette condition, le théorème, une fois

démontré en général, résulte sans peine de la conlinuitï.
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telle est donc, en désigiianl par C une conslanle cl \n\v (j z ihkî

fonction entière, transcondanle ou non, la fornic do toute l'onction

enlière/(r qui ne s'annule pour aucune valeur de r.

400. — Revenons à la proposition générale du n" 396 et consi-

dérons maintenant um^ fonction f : dont on sache qu elle à une

dérivée en tout point a[)parlenant au ((M'cIo C , sauf peul-ctrc au

centre a de ce cercle; l'égalité 2 du n" 396 subsistera en prenant

pour le cercle [c - un cercle de rayon aussi i)elit qu'on voudra,

intérieur au cercle G ; les intégrales

f{z){z-a)dz,.

sont d'ailleurs indépendantes du rayon /• du cercle c . Considé-

rons en eiïet les doux cercles c , c., de rayons r, r' et suppo-

sons /•>/''; les fonctions f z), f[z) îz — a,... admeUent dos

dérivées en tous points du domaine doublement connexe dont la

frontière est formée des doux cercles ic}, c' ; les intégrales

//(=)<'.-.//(-) a) dz,..

prises le long de la fronlièro [larcourue dans le sens direct sont

donc nulles n" 394 ; cola revient à dire qu'une quelconque do

ces intégrales garde la niome valeur, qu'on la prenne le long du

cercle (c , ou du cercle c';, les deux cercles étant parcourus dans

le sens direct.

D'après cela la fond ion y(.r; est la somme de deux séries; l'une,

que l'on peut représenter par P j? ; (i , est entière en x — a et con-

vergente sous la condition \ x — a
j
<C K, l'autre do la forme

A, A.,

(x — ay

est convergente quelque petil cpie soit .c — a, on valeur absolue,

pouiMi qu'il no soit i)as mil ; on d'autres termes la fonction

G(r)=A,: + A,;^-h...
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c?t une fonction entière on :, transcendante on non : on a ainsi

/(.r) = P(.r:a)+G(^);

Ces deux séries P x ; a , G ( ) sont uniformément conver<îentes

dans tout ensemble parfait contenu dans le conlinuum défini par

les conditions

o <
I

a- — a
J
< R.

Dans le cas où la fonction G r est identiquement nulle, la fonc-

tion y"(x/, si on lui allribue la valeur P a; a) au point a, est régu-

lière en tout point intérieur au cercle C , même au point a.

Lorsque la fonction G (rj se réduit à un polynôme en c

A,r -h A,r- -T- ...-hA„r",

le point a est un pôle de mulliplicité n de la fonctiony* x . Enfin,

quand la fonction G r est une fonction transcendante, le point a

prend le nom de [xiint sinqulier essentiel.

Ainsi un polo ou un point singulier essentiel a d'une fonction

f :r est caractérisé par l'existence d'un polynôme ou d'une fonc-

tion transcendante entière G r , s'annulant pour c = o, et telle

que la fond ion

/(-) - G (^rL a)

tende vers une limite quand x s'approche de a indéfiniment et

soit un fonction régulière au point a quand on lui attribue en ce

point sa valeur limite.

Le nombre A, coelïîcient de dans G (
) iouc un rùle

particulièrement important : on lui a donné le nom de résidu

relatif au pôle ou au point essentiel a. Son importance apparait tout

de suite en observant que la fonction primitive defx , dans le con-

tinuum défini par les inégalités fj <; j

/' — a
[ <C R, est la somme

d'une constante arbitraire, de la série entière en x — a, obtenue en

intégrant terme à terme P x. a . et de la série

\> A
Ai \os,ix — a)

—-
... — ; ^,-- r—-,- — ...

;
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rinlégialioii introtliiit tluiic un terme transcen(J;inl et un seul,

Vi log .!• — a , (.loiil le coeflicienl est précisément Ai ; ce terme a

iralllcurs besoin d'être défini d'une fonction précise pour que la

Ibnclion primitive le soit elle-mêmo : les diverses déterminations de

cette fonction dilTèrent d'un nmltiple entier de 2Ai~/. Si le

résidu Ai est nul, la fonction primitive est déterminée dans tout

le conlinuum, dès qu'on se donne sa valeur en un point,

L'inté,i?rale

prise le long iluno courbe fermée simple, située dans le conti-

nuum. contenant le point a à son intérieur, et [xircourue dans le

sens direct est égal à 2 \iz/.

401. — Cf)nsidérons une fonction f x définie dans un conti-

nuum r , sauf en \\n certain nombre fini de points c/i, a> , a,j

et régulière en tout [toint de F , sauf peut-être en ces points.

Si de l'un quelconque de ces points, de ai, par exemple on

décrit un cercle assez petit [)Our être intérieur à T) et pour laisser

en dehors de lui les points '(,,.... a,,, le précédent théorème

s'appliquera à ce cercle, d'uù l'on conclut que le [)oinl ^/,est ou un

point réguliei', 'auipicl cas il faut attribuer a f ./; , pour ce point,

sa valeur limite ou un pôle, ou un point singulier essentiel ; on

peut évidemment écarter la première hypothèse. Les jîoints

a,, a. , 'II, étant des pôles ou des points singuliers essentiels, il

leur correspond respectivement des fonctions entières polynômes

ou fonctions transcendantes, r/, r
,
y,': ,..., telles que les diilc-

rences

/(-^ -;/.(,!„,)./W-».(H-J--

soient respectivement régulières aux: points (i,, d:— ; d'ailleurs la

fonction yi ( -__ ], par exem|)le, est régulière partout sauf au

point '/| ; on conclut de là bien aisément que la foncti<ui

/W - i" (^ 1 a) - 'J^ (^^) - - - ^" L - a)
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est régulière en tout point do V : on daulres lormes la fonclion

f x est do la forme

'P .T -h
'^ \.r — a, / "^ \.r — a^

'.li-

en désignant par c x uno fonction régulière on tout point de T .

Réciproquement toute fonclion de cette forme est régulière en tout

point de F , sauf aux points «,, a>,..., a,, (M.

Si (T) est le continuum intériem- à une courhe fermée simple F)

et si l'on suppose, bien entendu, que la fonction f :c ait une

dérivée en tout point du domaine F H- F , sauf aux points

fli, 'ïo,..., a,,, l'intégrale
j f x (/./•. prise le long de V , dans le

sens direct, est égale au produit par 2::/ de la sonnvic des résidus

relatifs aux points a^, ai,..., a,, : cela résulte évidemment de la

forme donnée à / x , de ce que Fintégrale
j
o x dx est nulle

et de ce que l'intégrale

par exemple, est égale au produit de 2 ~i par le coefficient de la

première puissance de z dans yi c .

402. — On a montré au n" 349 comment, sous certaines con-

ditions, une série de la forme

Ui [x] -r- u->[x) -^ ... -h u„{x) H- ...

dont les termes sont eux-mêmes des séries entières on x, pouvait

se mettre sous forme d'une série entière en x, et l'on a annoncé

que cette proposition, ainsi que la proposition analogue relative à

un produit infini étaient susceptibles d'être généralisées.

La proposition que j'ai en vue est la suivante.

Soit A un domaine simple et F le continuum intérieur: si

les fonctions u^ x , u.,f.x ,..., 11,, x),... admettent des dérivées en

tout point du domaine A et si, dans ce domaine, la série

(«j «, (.r) + Ui{x) -r ... — «„(.'') -+-...

(^) Le lecteur rapprochera celle proposition de celles qui font l'objel du

n" 374.
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est nniforméinenl convcrycnle, la somme f x de celle série esl

une fonction régalien' en loul [)oinl(le F ; ses dérivées successives

sonl les sommes iesi)eclivcs des séries obtenues en prenanl les

dérivées première, seconde,... des termes de la série di .

En désig-nanl par x» le poinl du conlinuum T; pour lequel on

veut prouver la proposition el en jjosant x = iCo + ', on rempla-

cera le domaine A el le conlinuum T
}
par le domaine i A'i et le

continuuni F ; ce conlinuum contiendra le point 2 = o, pour

lequel on aura à faire la démonslralion.

On peut, tout de suite, supposer que le continuuni T) contient

le point r ^ o et que c'est pour ce point qu'on fait la démonstra-

tion ; les fonctions «, ':"', iiolz], doivent alors cire régulières en ce

point; je supposerai qu'on a en général.

toutes ces séries, d'après le n" 397, sonl absolument convergentes

à l'intérieur et sur la circonférence d'un cercle décrit du point o

comme centre, situé loul entier à l'intérieur de T , et d'ailleurs

quelconfjue; dans le même domaine intérieur el circonférence

du cercle , la série

n,{:) -h ii,{z) -h ... 4- u„{:) -h ...,

dont la somme esl f z , est uniformément convergente; si l'on

désigne maintenant par x un point fixe intérieur au cercle, la série

Mil ^ Iiiî)^ + + Mï)
,

z X z X
"

z X "* '

dont la somme est/_\^, est uniformément convergente sur la

circonférence du cercle; on a donc 'n" 390), en supposant les inté-

grales prises le long de celle circonférence,

çmj^^^ r".G*)^-'^ ç^W)j^^ .
Çnn[z)ji

.

J z — x J z — x J z — x •••

J z — x

la série qui constitue le second membre de celte égalité est égale,

terme à terme ''n" 395 , à la série

2i7:u,(.r) 4- ^.ÏT.Uiix) -t- ... H- 3 {-«,, (.r) -+-...

Tà-«:<irt m. — liilrO'liiction à la Tlièoiie îles fondions 28
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dont la somme est 2 ÏTi/^x ; on a Jonc finalement

On a, au n" 395, établi \mc égalité de même forme en sn[)posant

que la l'onction y j; admettait des dérivées en tout point du do-

maine simple que bornait la courbe le long de laquelle on prenait

l'intégrale: l'égalité i\ établie en partant de la défmition de la

fonction fix), va nous permettre maintenant, en renversant la

démonstration du n" 395, de prouver que la fonction f{x) est

régulière au point o ; on a en efîet, pour tout point de la circonfé-

rence de cercle

Z X z z^ z"+^

et le second membre de cette nouvelle égalité est encore une série

uniformément convergente sur la circonférence du cercle, où l'on

a ' z I >> a: ; on a donc n" 390

(3)

\^^- J z— X 2
1-
J Z 2m J Z^

en supposant toujours que les intégrales soient prises le long de la

circonférence du cercle; mais le premier membre, d'après l'éga-

lité i , est égal difx^ : on voit ainsi que la fonction f^x est

régulière au point o et, de plus, quelle est développable en une

série entière en x, convergente à l'intérieur de tout cercle décrit du

point o comme centre et intérieur au conlinuum T\ La fonction

f'Xj est donc bien régulière en tout point de ce continuum. La

valeur de sa dérivée nième au point o est égale à

aJTt J 2»+i dz

en vertu de l'égalité (2) ou du n" 397, l'intégrale étant prise le long

de la circonférence d'un cercle quelconque, intérieur à (T et décrit
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du point o comme centre; or sur cette circoiil'écence, la série

f(z)
dont la somme est ,„_(., , est unilormérDciit convergente; on a donc

^n" 390

les intégrales étant prises le long de la circonférence ; on a

d'ailleurs n" 397;

/î
et par suite

y. Cf(^
2 m yn^i ^^ ~ ""•' + "".-^ + ... -h »„,,,

il est prouvé par là que la série qui figure au second meud)re est

convergente et que sa somme est le coelficieut de x" dans le déve-

loppement ôef'Xj. Tout ce que l'on avait annoncé est établi.

Le théorème qui précède est du à Weierstrass ; on voit qu'il est

beaucoup plus général que la proposition à peu près obvie du

du n" 349 '\

Je ferai maintenant sur le mode de convergence de la série (a),

une hypothèse un peu plus restrictive, qui implique d'ailleurs

n" 183 la convergence absolue et uniforme de cette série dans le

domaine ^A .

En désignant par

une série convergente dont tous les termes sont des nombres posi-

tifs, je supposerai qu'on ait 1 h„ x ! -< «„. pour toutes les \aleurs

t'j La dcinonslration tle \N cicrslrass, <[iii csU fort iiitcrcssanle, est i(.|>roiluilc

dans l'introduction des Eléments de la Théorie des fonctions elliptiques de

MM. Tanner) et Moik, l. I, p. r)5. Celle (jui précède est due à M. l'ainlevé.
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de n, et pour chaque point x du domaine (A) ('). Je suppose tou-

jours que les fonctions ii„ x admettent des dérivées en chacun de

ces points.

Le produit infini

[i -h »,(a-)] [i -T- ii>{.r)] ... [i + (;„(.t)]...

est alors une fonction de x régulière en tout point de V .

Il suffira, comme tout à l'heure de supposer que le point o soit

intérieur à F ; et de faire la démonstration jiour ce point. Consi-

dérons encore un cercle, décrit du point o comme centre et inté-

rieur à (T ; et désignons par D l'ensemble des points qui appar-

tiennent à ce cercle.

A [)artir d'une valeur suffisamment grande de n. on peut, en

désignant par a un nombre positif plus petit que i, supposer

I
Un x]

I

•< a et cela pour n'importe quel point x du domaine (Di :

comme on peut évidemment négliger, dans la démonstration, les

premiers facteurs du produit infini, rien n'empêche de supposer

que l'égalité précédente ait lieu pour toutes les valeurs de n ; le

logarithme principal de chaque facteur est alors déterminé sans

ambiguïté pour tout point ./• de i D . De la convergence normale

de la série i« dans le domaine D , résidte immédiatement la

convergence uniforme, dans le même domaine, de la série

(3) lg[l + Ui{x)] -h lg[i -+- «^(.t)] -+- ... + lg[i 4- u„{r)] -f- ...

qui est donc une fonction régulière de x au [)oint o ; si on désigne

par Ci a; cette fonction, la fonction e? -^ sera aussi régulière au

même point : or elle est manifestement égale au produit infini. On

obtient la dérivée de '> x en prenant les dérivées des fermes de la

série 3 ; on retrouve ainsi la règle du n° 349 pour obtenir la dé-

rivée logarithmique d'un produit infini.

' M. Baire, dans ses excellentes Lerons sur les théories cjénérales de l'Analyse

Paris, Gaulhier-Villars . dit alors que la série (ui converge normalement dans le

domaine A . Ce mode de convergence, sur lequel Weierstrass a appelé l'atten-

tion, mérite assurément un nom, tant il est simple, naturel et fréquent. C'eSi

à l'exemple de M. Baire que je me borne à ce cas, pour ce qui est des produits

infinis.



NOTE

SUU QUELQUES APPLIC.VTIONS DE L'INDICE

DE RRU-NEClvER

Par M. Jacques HADAMARD

La démonstration, d'après M. Ames, du ihëoième de M. Jordan

sur les courbes fermées sans point double (n"" 306, 307 repose

sur la considération de l'ordre d'un point ou, si l'on veut, sur la

considération d'une variation d'argument.

La généralisation, dans le cas où le nombre des dimensions

dépasse deux, est fournie par ['indice de Kronecker. C'est là une

notion qui est maintenant classique ').

Elle a reçu, dans plusieurs travaux contemporains, des applica-

tions nouvelles. Je me propose d'exposer ici quelques-unes d'entre

elles.

Tous les raisonnements qui vont suivre se mettent aisément sous

une forme purement arithmétique, alors même que, pour abréger,

ils ne sont pas rédigés immédiatement sous cette forme : ilsdoiven'.

d'ailleurs satisfaire à cette condition pour être valables dans les

hypothèses générales oîi nous nous plaçons, qui ne font intervenir

que la continuité des fonctions emplovées.

I. — LE TUKORliME DE M. JORDVN t:) \\S LE PLVN

1. — Je conmiencerai par revenir un instant sur la démonstra-

tion du théorème de M. Jordan dans le cas du plan et je m'effor-

(') Surtout depuis le TraiW d'Analyse .le M Picard (T. I, j. i aS ; T. II,

p. igS).
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cerai. pour l'une des parliez de ce théorème, d'aller vui peu plus

loin qu'on n'a fait dans l'introduction de la notion d'ordre.

Une ligne plane (' C étant délinie par les deux équations

{i) .T = o-i/'i. r = y{i)

où les seconds membres sont des fonctions continues de / dans

l'intervalle Jo, fi ', cette courbe étant fermée, c'est-à-dire telle

que l'on ail

(a) X [la) = X (<,). j I/o) = y Cl) ;

et aana point double, c'est-à-dire que les équations en /', t"

x{t') = xit"), y{{')=y(t")

n'aient pas d'autre solution, oîi t' soit dilTérent de t", que t' = /„,

/" = /, ou /' = ti, t" = /o;

le théorème de M. Jordan consiste en ce que :

I" la courbe C détermine dans le plan an moirn^ deux régions

distinctes
;

2" la courbe C ne détermine que deux régions distinctes.

Je m'occuperai seulement de la première de ces deux affirma-

tions -
.

2. — Je rappelle que l'ordre d'un point P, non situé sur la

courbe C
,
par rapport à celte courbe se définit au moyen de la

variation continue de l'argument du vecteur PM, quand le point M
décrit la courbe G .

Cet ordre est nul quand on peut mener par le point P une

demi-droite qui n'a aucun point commun avec C .

Il est égal à =t I quand on peut mener par le point P une demi-

droite qui a un point commun avec C et un seul, et telle que si

on désigne par / la valeur de / qui correspond à ce point, les points

de (C qui correspondent à des valeurs de / un peu plus petites

que / et les points de (G qui correspondent à des valeurs de / un

C) C'est ce qu'on a appelé dans le texte un lien fermé simple (n° 290;.
(^) Elle a été établie dans le texte sous la condition qii'il existe un vecteur AB

que traverse la courbe (C) (n" 296;.
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peu plu;; grandes que l soient tic cotés diirérenls par lapport à la

demi-droite.

3. — Cela posé, nous allons constater l'existence d'un point dont

l'oidie est o et celle d'un point dont l'ordre est ± i

.

Soit d'abord y = y, une parallèle à l'axe des x avant des points

communs avec la courbe. Soit, parmi eux. Axi, y,y celui qui a la

plus petite abscisse '. Si l'on désigne par x[ une quantité infé-

rieure à j,',, le point V yx[, y,) est d'ordre o, puisque la demi-droite

qui part de ce point dans la direction opposée à A'A n'a aucun

point commun avec (G).

4. — Soit maintenant c une valeur de x comprise, au sens strict

c'est-à-dire égalité exclue entre j:, et la valeur maxima de x sur

(G), de sorte que la courbe ^G) coupe la droite j:= c en deux points

au moins ; soient M, N les deux points d'intersection extrêmes,

c'est-à-dire qui ont respectivement la plus petite et la plus grande

ordonnée '^
, ou encore, les plus rapprocbés de A ;

j'entends par là

les points pour lesquels les valeurs de t sont les plus voisines infé-

rieuremcnt et supérieurement de celle qui correspond à A '^i. Les

points M, N divisent .G; en deux arcs. J'appellerai le premier d'entre

eux, celui qui contient le point V. Dans l'une comme dans l'autre

des définitions que je viens d'indiquer pour M et N, ce premier arc

ne contient aucun point situé sur le prolongement du segment de

droite jMN. soit que la courbe entière n'en contienne aucun [""Méli-

nition), soit que le premier arc MN n'hait aucun point commun
avec la droite x=^z en debors de M, N (2™* définition;.

Menons par A une droite Aa qui coupe la droite x = ^ en un

point a situé entre M et N. Gette droite Aa peut rencontrer le pre-

mier arc MN en un seul point le point A) ou en plusieurs ; soit B
celui de ces points qui a la jilus grande abscisse (^\

(') L'ensemble des valeurs de t (si elles sont en nombre infini) ciui vérifient

l'équation yit) = ji est clos; il en est donc de même des valeurs corrcsjion-

danles de s ; ce dernier ensemble conlienl donc son élément niaximum cl son

élément minimum.
(') ^ oir la note précédente.

(^) Ceci comporte une modification évideiilc si le point cpii correspond à i = <,

ou < := (, est entre A et M ou entre A cl N.

(') Voir Id note ('1.
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Soil B' un i)oinl de la droite \a ayant une abscisse plus grande

que B, tel cependant quentre B et B' il n'y ait pas de point du

second arc MN i ce qui est possible '
, sans quoi B serait lui-même

un point du second arc, contrairement à l'iiypothèse).

Le point B est d'ordre db i

.

Pour le voir, joignons M à N par un chemin composé de deux

segments rectilignes MP, NQ emi)rmités respectivement aux deux

prolongements de MN et tels que aP soit égal à aQ, P et Q étant

réunis |.)ar un demi-cercle de centre a, situé à droite de MN, c'est-

à-dire du côté où n'est pas A, et de rayon assez grand pour n'avoir

aucun ])oint commun avec le premier arc •,. Ce nouveau cliemin

forme avec le premier arc MN une ligne fermée Ci et avec le

second arc MN une ligne fermée [C-i', convenons de choisir

comme sens de parcours sur G) le sens qui correspond aux /

croissants, sur (Ciy et sur [d) un sens tel que les parties

communes avec (G) soient parcourues dans le même sens qu'elles

le sont sur (G). Dans ces conditions, le chemin auxiliaire MPQN
est parcouru en sens contraires sur i^Gi) et sur (G2).

On aura alors, en appelant Ù c (B'), 0(Ci)(B'), û^c^) (B'} les ordres

de B' par rap[)ort aux courbes fermées (G), (Gj), (C2)

^(C)(B') = «,c.)(B') + ^(C,)(B').

puisque les variations d'argument sur MPQX se détruisent. Or

Û(G,^ (Ay étant nul [pour la même raison que ÛiC; v^'J. d en est de

même de il c., (B'j n" 295 ,
puisque l'on peut joindre A à B' par

un chemin qui n'ait aucun point commun avec C2 , à savoir la

portion AB du premier arc, suivie du segment de droite BB'.

D'autre part O c,) (B') est égal à ± 1, puisque la demi-droite qui

part du point B' et qui va dans la direction des x croissants ren-

contre (G2^ en un seul point situé sur le demi-cercle, et cela dans

les conditions qui ont été précisées plus haut.

Notre conclusion est donc démontrée.

C) Voir encore la noie l'i de la jiage jiréccdcnle.

(') Dans le second mode de définition des points M, N, le clieniin Ml*QN

peut être remplacé par le segment de droite M.N, le point B' étant entre B et a.
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II. — (lÉM'.UVLITÈS SLU LES V.VIUÉTÉS ET LES SURF.VCES

5. — Sans examiner si on peut, par une méthode analoj^nie, dc-

monlrer le ihcorème de M. Jordan dans le cas de plus de deux

dimensions, nous allons, maintenant, supposer ce théorème dé-

montré et cela en précisant même l'énoncé d'une manière qui sera

indiquée plus loin.

Mais nous avons à définir ce que nous entendrons [)ar surfaces

dans l'espace à /t dimensions.

Pour cela, nous définirons dabord le télracdroï'le à m dimen-

sions.

Nous appellerons ainsi le lien c'est-à-dire, conformément à la

définition classique de la géométrie élémentaire, l'ensemble des

points Xi,... x,„ de cet espace qui vérifient les inénfalilés

(3,>

^ X^ ^ O, X-i ^ O,... X,n ^ O

( a-j -h a-^ + . .
. + J,„ < I

;

— ou, par extension, tout ensemble se déduisant du premier par

une substitution linéaire, non nécessairement homogène c'est-à-

dire avec l'intervention possible de termes constants', à détermi-

nant non nul.

6. — En remplaçant une, et une seule, des m -t- i inégalités 3)

ou s'il y a lieu, de celles qui leur correspondent après substitution)

par une égalité, à la(juelle on continue à adjoindre les m inégalités

restantes sans les modifier, on a une des m + i faces du té-

traédroïde. En rem[)la(;anl de même deux et deux seulemeni des

inégalités en question par des égalités, on a une arcte primaire

laquelle est, par sa définition, commune à deux faces . On aura

de même, en écrivant trois égalités et m — 2 inégalités, une arête

secondaire ; etc.

Enfin un point commun à m faces est un soniuiet. Si on désigne

par

{kj ;!'», ....;iA' i= x,2, . .m i- I)
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les m -+- I sommets, on aura, pour le téliacdroïdc 3),

(5)
S

^!'i = I. Çyi = o II = 1, .... m ;y ;zf
('

\ '1 »;> ••• •5„1 ^•

7.— Un point quelconque d'un tétraédroïde peut être repié>enlé

par les formules

où /,, t.^, ..., /,„_j sont m -+- I nombres positifs. C'est ce qu'on

voit immédiatement pour le tétraédroïde 3 1 et qu'on étend aux

autres télraédroïdes en remarquant que la substitution linéaire ne

cliange pas les relations 6 .

8. — m -i- 1 points quelconques, dont les coordonnées seront

données par les formules ^t , peuvent d'ailleurs, comme on s'en

convainc aisément, être considérés comme les sommetsd'un tétraé-

droïde, pourvu que le déterminant A l'ormé en bordant le tableau

'Ji^ avec une colonne d'unités soit différent de zéro : ce tétraédroïde

pourra être considéré comme représenté par les formules '6^, les-

quelles s'écrivent encore

(6'-

/,, t_^, ..., /,„_ ,
seront dits les coonlonnées barycenlriffiies absolues

dans le cas des équations 6'), homogènes dans le cas 6 du point

(a;,, ..., X,,,' par rapport au lélraédruïde.

m des coordonnées barvcentriques absolues peuvent être consi-

dérées comme définissant un point. Si on considère, à leur tour,

ces m quantités /,, ..., /,„ comme des coordonnées cartésiennes, le

point qui a ces coordonnées décrit le tétraédroïde 3 quand le

point x,, ..., X,») décrit h t('lraédroïde donné.

Si le déterminant désig^né tout à l'beure par A est nul, nous di-

rons que les formules 6 ou '6'j définissent un tétraédroïde dégé-

néré.
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9. — Plus p'cncraleinent, les formules

(7;

i^\'>-h... -ht., +1».
Ï(m-r1)

t, -+ ... -h i,„^,

on, ce qui revient an même,

I i\ 1 J' — l'i '^ •• ^^ '"1+1'». '

OÙ l'indice / variera, non plus depuis i jusqu'à m, mais depuis i

jusqu'à n > m, délinironl /,, ..., /„,j_, étant des variables posi-

tivesj un lélracdruidc à m (lintcnsions dans l'espace à n dimensions,

pourvu que les déterminants déduits du tableau loctangulaire

li^l'».
...,?<". I

il
i= I. ..., m 4- i;

ne soient i)as tous nuls '
. Dans le cas contraire, on aura encore

all'aireàun tétraédroïde défjénéré.

Le tétraédruïde non dégénéré) (7) pourra encore être regardé

comme défini par n — ni équations du premier degré ^obtenues en

éliminant les t entre les équations ,7^ ou 7' ^ et m -+- 1 inégalités.

Lne face du tétraédroïde à m dimensions est, en ce sens, un té-

traédroïde à m — I dimensions : la face opposée au /^'™« sommet

du tétraédroïde /i, est représentée, en elTet, par les formules ^6,

(ou ù'
, où l'on fait /,= o.

Une arête primaire d'un tétraédroïde à /?* dimensions est, de

même, un tétraédroïde à m — 2 dimensions ; etc.

10. — Le tétraédroïde 3^ peut être décom[)Osé parles plans

k
,

P

en parties convexes et celles-ci [)euvciit être, à leur tour, décom-

posées en tétraédroïdes [^ inférieurs dans toutes leurs dimensions

('j Oïl peul aussi dire (ju'uii Ici lûlrac'iroùle se déduira «lu létracdroïdc à ni

dimensions (3) en prenant pour les n variables v des fonctions linéaires des m
variables x (m au moins de ces fonctions étant indépendantes;

('-) Un polyèdre com-cxe de t'espace à m dimensions est l'ensemble des points

de cet espace tpii xérifieiit un nombre (|neIconquc d'inégrilités <lu premier

degré

«i'"j-, + «^'•'a?., + ... + ul,';'x„. + i'^» > o (/. = I, a, ...)

CCS inégalités étant susceptibles d'être vérifiées simultanément au sens strict

(c'est à-dire égalité exclue^ cl telles cjue
| Xi I , |

jr^
|

, ..., |
x.,.

|
soieni, grâce
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, 1 , ...
a . — par conséquent, aussi petits qu on veut en tous sens : celle

dernière propriété s'étend donc par suhslitulion linéaire à nn lé-

Iraédroïde quelconque.

11. — Cela posé, soient «,, ..., u,„ t)i paramètres tels que le

point qu'ils définissent et que nous appellerons point paramétrique

^

décrive un tétraédroïde à m dimensions. Soient a;,> x.^, ..., x,» des

fonctions continues, en nombre n > m de Uj, ..., u,„. Nous dirons

que le point x,, ..., x,,^ qui sera le point proprement dit] décrit

un élément n} fois étendu dans l'espace E„ à n dimensions.

Soit £, un tel élément, correspondant à un tétraédroïde T, décrit

par le point paramétrique Ul^, ..., «,„). Soit z.> un élément ana-

logue, correspondant à un second tétraédroïde T.^. Supposons que,

par l'intermédiaire d'une face y, de ï, et d'une face /^ de ï^, ces

deux éléments soient liés de la manière suivante :

Les sommets de fi ou ceux def^. ayant été permutés au besoin

d'une manière convenable, tout point paramétrique de/, donne la

même position du point x,, ..., x„ que le point de /^ '1'"

^^moycnnant la permutation dont on vient de pailer) a les mêmes

coordonnées barycentriques (').

à elles, forcément limités. Une face du polyèdre sera encore obtenue en rem-

plaçant l'une de ces inégalités par l'égalité correspondante, pourvu que les iné-

galités restantes puissent encore, dans ces conditions, être vérifiées siniullanc-

ment au sens strict.

La démonstration du théorètne : tout itolycdre convexe de l'espace à m dimen-

sions est décomposable en létiaédroïdes est aisément arillimélisable. On proiulra

un point intérieur ()(-j\, ..., a„j qu'on joindra à chaque point [xi, ..., x„) de

la fronliùre S du polyèdre par un segment île droite ( x,= -'^£—-'
1, o-<i"< + =c .

Lorsque (x,, .... x„,) décrira une face, le point x\ décrira une « pyramide à

m dimensions » ; et toutes ces pyramides, extérieures les unes aux autres, for-

meront par leur ensemble le polyèdre donné (grâce à ce fait que S est coupé

en un [>oint et un seul par une demi-droite quelconque issue de Oj.

Le théorème étant supposé démontré pour toute valeur de m inférieure à

celle qu'on considère, on pourra décomposer chaque face en tétraédro'ides à

m — I dimensions : la pyramide correspondante sera, du même cou[), décom-

posée en parties qui seront des tétraédroïdes (les coordonnées x\ pouvant s'ex-

pri.T.er alors aisément sous la forme (()))

f) IMus généralement, on pourrait admettre entre les points de f\ et de j.^

une correspondance parfaite et continue (juelconrjue, les points paramétriques

qui fournisse;it le même point x étant ceux qui se correspondent dans ces nou-

velles conditions. On démontre que ce cas un peu ['lus général peut se rame-

ner à celui qui est traité dans le texte.
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Convenons, s'il on est ainsi, do regarder ces deux points para-

nu'triqucs pris l'un sur/', l'aulre sur /,,, et que nous appellerons

points accouplés, comme identiques l'un à l'iuilre (pioique leurs

coordonnées u soient, en général, dilTérentcs . Les faces fi,fi se-

ront, par conséquent, elles-mêmes regardées comme n'en consti-

tuant qu'une. Les éléments î^, î., seront alors dits conl'ujas suivant

la fiice commune unique (jui correspond '^dans l'espace E„ à /, et

Vn troisième élément £, pourra être contigu à -.^ suivant une

face correspondant à une face/, de T.2 : nous supposerons celle-ci

différente de /Ij le cas contraire étant écarté dans tout ce qui va

suivre . L'arête primaire commune hf.^, fi donnera une arête com-

mune à £,, Z.J, £3, dont les points seront les mêmes lorsqu'on les

déduira de l'un ou de l'autre des éléments considérés.

Plusieurs éléments peuvent de même avoir en commun une

arête d'ordre supérieur ou un sommet unique . Mais il faut re-

marquer fpi'un nombre quelconque d'éléments peuvent encore

avoir en conmiun une même arête primaire.

12. — Considérons niainleuant un nombre fini quelconque

d'éléments m fois étendus de l'espace à n dimensions ayant entre

eux des relations de contiguïté telles que nous venons de les défi-

nir, mais de manière cependant qu'une face quelconque de l'un

d'entre eux ne lui soit counnune qu'avec au plus^ un seul autre.

Nous aurons ainsi une variclé finie ni fois étendue dans l'espace à

n dimensions ' .

Deux points paramétriques accouplés de la face conmiune à

deux éléments contigus ou, plus généralement, deux ou plusieurs

points paramétriques accouplés d'une arête d'ordre quelconque^

commune à deux ou plusieurs éléments ^ou, encore, un sommet

commun à deux ou plusieurs éléments) seront, conformément à ce

qui précède, considérés comme ne donnant qu'un point unique

j?, , ..., x„) de notre variété. En toute autre circonstance où un

même point x,, ..., x„) de l'espace à n dimensions se trouvera

Cj Les varicli'-s ainsi (Jéfinies sonl celles que nous considérerons dans ce qui

va suivre. La question de savoir si on peut donner à ce même mot des défini-

tions plus générales est, hion entendu, cnliùrement réservée. Elle ne sera pas

abordée ici.
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plus tl'unc lois dans notre variété soit qu il corresponde à deux,

points parauiolriques dilTérents d'un même élément, ou à deux

points paramétriques non accouplés d'éléments différents ('; ce

point sera dit double ou multiple, siiivnnt qu'il figurera deux fois

ou m >» 2 fois .-j.

13. — Une même variété peut d'ailleurs d'une infinité do ma-

nières se représenter sous la forme qui vient dètre indiquée. Nous

ne considérerons pas, en effet, deux variétés V et V de l'espèce

précédente comme distinctes s'il existe entre les points paramé-

triques qui engendrent \ et ceux qui engendrent ^ ' une correspon-

dance parfaite et continue telle que tout point paramétrique de Y
donne le même point x^, .... x„) que son correspondant de V.

La continuité et la perfection dont nous venons de parler ne sont

supposées avoir lieu que moyennant la convention faite précédem-

ment de considérer comme identiques les points accouplés f*), la

décomposition de V en éléments n'étant d'ailleurs nullement sup-

posée correspondre à celle de Y et le nombre même de ces élé-

ments pouvant être différent.

(') Nous excluons en nous exprimant ainsi le cas où un élément serait con-

ti^i à lui-inème (deux de ses faces étant accouplées l'une à l'autre). Si ce cas

se présentait (ce qui a'cst nullement impossible), on modifierait aisément notre

rédaction de manière à en tenir compte. Mais on peut aussi l'écarter par une

subdivision convenable (voir ci-dessous] de l'élément considéré, ainsi qu'on

s'en assure sans difficulté.

(2) On jiourrait avoir m ^= y. .

(*) Autrement dit, la continuité signifie ici que :

1° .V un point paramétrique d'un élément t et d'un seul de ^ correspond à

un point appartenant à un élément s (et à un seul) de V, les valeurs des n re-

latives à l'un de ces points sont fonctions continties de celles qui sont relatives

à l'autre
;

2" Si un point paramétrique I* appartenant à un seul élément i de V corres-

pontl à un point P' commun à plusieurs éléments Ej', ï.', ..., z'i, de V, et si on

considère un second point Q de = tel que son correspondant Q' appartienne à

-', par exemple (tout en pouvant être commun à z[ et à un ou plusieurs des

autres éléments e.^, ..., e'^), les valeurs des «qui correspondent à Q' t/ons z[ sont^

fonctions continues de celles qui correspondent à Q ;

3" On a des énoncés analogues pour le cas où un point commun à plusieurs

éléments de V correspondrait à un point pris dans un seul élément de V, et

pour le cas tout à fait général où un point commim à plusieurs éléments

:,, ..., :;, de V correspondrait à un point commun à plusieurs éléments

=;..... e;,. de V.
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Si les deux varii'U''s sont sans points multiple;;, il sullira [tour

cela que chaque point de V soit aussi un point de V et inverse-

ment.

En particulier, nous ne changeons pas une variété en subdivi-

sant un oti plusieurs des tétraédroïdes qui correspondent à ses di-

vers éléments en tétraédroïdes partiels, ainsi qu'il a été e^pliqué

plus haut n" 10 .

14. — Ajoutons qu'on peut avoir à considérer deux variétés

V et V m fois étendues entre les points paramétriques desquelles

existe une correspondance de l'espèce mentionnée dans ce numéro,

mais sans que les valeurs des a; soient les mêmes aux points corres-

pondants, ni même que l'entier n soit le même pour \ et pom- V.

Deux variétés de cette espèce sont dites homéomorphes et l'étude

des propriétés qui leur sont communes constitue V Ana/ysis siliis.

15. — Aux changements de représentation paramétrique dont

nous venons d'indiquer la possibilité se rattache une hypothèse

supplémentaire que l'on fait en général — et que nous ferons dans

ce qui va suivre — sur les variétés ^ envisagées.

Quel que soit P pris sur \ , on admet que, parmi les iliverses

décompositions de ^ en éléments que l'on peut eflectuer conformé-

ment à la conception précédente, il en existe au moins une dans

laquelle P n'appartient qu'à un seul élément.

Cette hypothèse est distincte des précédentes : certaines variétés

admissibles sans elles sont exclues par son intervention (
',•

(') C'est, par exemple, ce cjui arrive pour le volume du cône avant pour base

une couroime circulaire. Un tel volume est dccomposable en parties avant

chacune une correspondance parfaite et continue avec un tétraèdre j mais le

sommet du cùne doit être commun à deux au moins de ces parties.

Soit encore le tore représente par les équations

X = cos
'!f

r -\- a cos '.p) , y = sin ô [r -\- a cos '.p) ,
- = a sin a,

où » et 'il sont considérés (mod. 3 ~). Déduisons-en la variété trois f(jis étendue

de l'espace à quatre dimensions

2] ::= l COS 'V r + a cos ç), 1.2 = / sin -L [r -\- a cos O' , x^ = la sin » , x; = i cos 'i,

f variant de zéro à i. Cette variété est également décomposable en éléments,

mais le point .ri = Xi = t^, = x, = o appartient forcément h plu.sieurs d'entre

eux.
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16. — La variole \ sera iVuii seul tenant, si on [)eut passer

d'un ôlt'iucnl quelconque à un autre également quelconque par

une chaîne d'élénicnls dont chacun est contigu au précédent sui-

vant une face.

Elle est fermée si toute face est commune à deux éléments. Dans

le cas contraire, l'ensemhle des laces n'appartenant chacune qu'à

un seul élément constitue \îi front ibrc S de Y.

Celle frontière, qui est une variété m — i fois étendue peut

n'être pas d'un seul tenant ; mais elle est nécessairement Jermée,

comme on s'en assure aisément ').

17. — Dans tout ce qui précède, l'ordre dans lequel étaient ran-

gées les coordonnées du point paramétrique dans chaque élément,

— ou, ce qui revient au même. l'ordre dans lequel étaient rangés

les sommets du tétraédroïde correspondant — restait indilTérent.

Convenons maintenant de faire intervenir cet ordre, mais seule-

ment dans la mesure suivante :

Nous partagerons les m -t- i I [)ermutalions auxquelles on arrive

en rangeant de toutes les manières possibles les [m -t- i sommets

du tétraédroïde en deux classes suivant la méthode employée dans la

théorie des déterminants, autrement dit, en mettant dans la même

classe toutes celles qui sont telles que le passage des unes aux

autres soit une permutation alternée.

>Jous ne choisirons pas entre les permutations d'une même
classe; mais nous choisirons entre les deux classes et ce choix sera

ce que nous appellerons orienter le tétraédroïde.

Nous ne diminuerons d'ailleuis pas la généralité en supposant

que la classe choisie est la première (c'est-à-dire comprend l'ordre

naturel) et c'est ce que nous admettrons dorénavant.

A une orientation déterminée du tétraédroïde T, correspond

évidemment une orientation déterminée pour chaque face, qui

sera dite en résulter : on l'obtient en rangeant les //; sommets de

(*) Les éléments / tte S étant des faces de V, les faces a de S sont des arêtes

primaires de V. Si l'une de celles-ci n'appartient qu'à un seul élément de V,

l«s deux faces qui comprennent a font partie de S et sont conliguos. Si elle est

commune à une série d'éléments conligus les uns aux autres (et dont le dernier

n'est pas contigu au premier, du moment que a est frontière^ les deux faces

extérieures des ('lémenls extrêmes font partie de S et sont contiguës suivant a.
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celle face dans un ordre tel que. en les faisant précéder du som-

mel opposé, on ail, entre les (m h- i sommets de T, une permu-

tation de la première classe. Mous dirons que cette orientation est

celle qui irsullc, pour la face considérée, de celle du tétraèdre.

Deux éléments d'une variété V étant contigus suivant nnc face,

nous dirons que les orientations de ces deu.x éléments ronconJcnt

si 'au sens qui vient d'être expliqué elles n'entraînent pa< la

même orientation pour la face commune.

18. — Après avoir orienté d'une manière arbitraire un des élé-

ments de ^ . choisissons les orientations des éléments conligus à

celui-là de manière à ce qu'elles concordent avec la première, puis

opérons de même pour les éléments conligus à ceux dont l'orienta-

tion vient d'être déterminée; et ainsi de suite. Si Y est d'un seul

tenant, nous arriverons à orienter ainsi chaque élément de V.

Comme il existe, en général, plusieurs moyens de [tasser d'un

élément à un autre par l'intermédiaire d'éléments contiçrus, il se

pourra que des orientations obtenues dilTèrent suivant le mode de

passage adopté. Dans ce cas. V est dite unilalère. Si. au contraire,

on ne rencontre jamais une telle contradiction, la variété est dite

hilalère.

Nous su[)i)osons dorénavant notre variété V bilalère et orientée

de manière à ce que les orientations tic tous les éléments concor-

dent. Ceci n'est possible que de deux manières diiïéientes si V est

d'un seul tenant .

19. — Nous appellerons enfin vokiinc dans l'espace à n dimen-

sions une variété n fois étendue de cet espace, siqtposée sans point

double.

Nous ap[)ellerons surfice dans l'espace ii /; diinensions, une

variété ii — i fois étendue de cet espace.

20. — La notion de l'intégrale multiple, ainsi que sa réduction à

des intégrales sim[)les et les changements de variables que l'on peut

elTecluer sur elle, peuvent également s'exposer sous forme entière-

ment arithmétique. Je sup[)Oserai ces propriétés établies '

.

'; Leur (iLinonslralioii pourrait i>rcscnlcr quelque difficulté |iour les do-
maines les plus généraux. .Mais, dans ce qui va suivre, le domaine d'intégra-

tion sera toujours soit un télraédroïdc, soit le volume compris entre deux

Ta!«ni;b\ II. — Inlioiluctioii i la Théorie des fonction» 09
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On peut, dès lors, on déduire la formule de Green. Je me
conlenlerai également, pour plus de rajiidité, d'énoncer cette iw-

mulc qu'il est aisé de démontrer en suivant la voie classique.

Soient, dans l'espace à H) dimensions lieu du point x"i,... Xm),

im volume V limité par une surlace l'rontière S et, dans ce

volume, m foTJctions '|i,... '|i,„ de Xi, X\,... x,„, lonclions conti-

tinues et admettant des dérivées du premier ordre inté^n-ahles. Sur

un élément de S, la position d'un point sera définie par m — i

coordonnées iVi, v>,... r,„-i, par exemple m — i des coordonnées

barxcentriques du point paramétrique par rapport au tétraédroide

qu'il décrit. .Nous supposerons ces coordonnées rangées dans un

ordre tel que îe déterminant ,

(8)

tx.

i>X.i

M»!

itX.,

ix^

il',,,—! i>V„i—l

soit positif toutes les fois que la direction '7.v,... a,„) est dirigée

au point considéré) vers linlérieur de ^ . Alors on aura

(9)
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l)iv est élonclue à lous les clcmenls de S, les v élant, dans chucuji

d'eux, des coordonaées rangées d'après la règle qui vient d'èUe

expliquée.

21. — Dans le cas où V est un [élraédruïde de sonuiiels

X-',*' . . . a-J/;' (Ti- = 1 . 2 m + I
)

la règle en question peut se formuler de la manière suivante :

Convenons de dire (|ue l'orientation du létraédroïde ^ est Cali-

fornie à celle du système de coordonnées Xi,... Xm si le détermi-

nant A considéré plus haut, savoir

(10) A =
r.(2)

est positif.

Supposons cette condition vérifiée.

Alors, sur chaque face de Y, les coordonnées v supposées fonc-

tions linéaires de x 'par exemple, ni — i des coordonnées bary-

centriques absolues) devront être, pour obéir à la règle dont il

s'agit, rangées dans un ordre tel que leur orientation soit conforme

à celle qui, pour la face en question, résulte (n° 17 de celle

de \ lui-même. ¥m 'exemple, sur la face opposée au sommet
d'indice i, on devra avoir

lO'

(2)
111—1

(•')

»i—

1

•^1 " m— 1 '

>0.

i)^\\..., i'i^!., étant les valeurs des r au sommet d'indice /.-,

22. — Ln cas [)arliculier de ce que nous \cnons de dire est le

suivant : Si une [)arallèle à l'axe des X\. (c'est-à-dire une droite

dont les équations sont Xi = G'"..., a?,,, = C^") rencontre une face F
d'un létraédroïde T de manière à ce que x^ soit croissant lorsqu'on

passe de l'extériem- à l'intérieur de V en traversant celte Jace,

roricntaliuu de celle-ci, telle qu'elle résulte de celle de T, est con-
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forme OU non à celle du système de coordonnées x^,... x,,, suivant

que rorienlatlon de T lui-même est conforme ou non à celle du

système de coordonnées .ri, ;r2,... .r,„.

L'inverse a lieu si x^ est croissant lorsfju'on passe de l'intérieur

à l'extérieur.

C'est ce que l'on obtient, la face F étant opposée au sommet d'in-

dice I (comme on peut le sup[)oser moyennant une permutation de

première classe entre les sommets), en faisant l'i = Xi, Vi = Xj,...

Vm-\ =Xn, dans le déterminant ('o'j ; ai = ± i, a2= ... =(Zm^o
dans le déterminant 8).

III. ORDRE D'UN POINT PAR RAPPORT A UNE SURFACE

23. — Ces préliminaires posés, nous pouvons définir l'ordre

d un point par nip[)ort à une surface fermée S de l'espace E„ à n

dimensions.

Soit une telle surface définie comme il a été indiqué dans ce qui

précède [)résentant d'ailleurs ou non des points doubles . Suppo-

sons provisoirement que, dans chaque élément, les coordonnées

Xi,.., x„ de l'espace E„ admettent, par rapport aux paramètres

Ui,... iin-\, des dérivées partielles du premier ordre continues. Dans

le passage d'un élément à un autre contigu, les x ne seront, au

contraire, assujettis qu'à être continus : ceci, d'ailleurs, entraîne

visiblement l'existence et la continuité des dérivées (premières

• la facedes X par rapport aux paramètres v n"

commune à ces deux éléments.

Considérons alors l'intégrale

1 =

20)

a-, .



.>(»TK .S( « ôLELOLE?^ AI'IM.ICATln.NS DK l'i.NDK.K ItK Kr.nNF.CKRIt /j.J.'i

pendant qiio »,,... //„_, sonl, clans chaque clément, les coordonnées

du point paramétrique, rangées n" 21 conformément à l'orien-

tation de l'élément !

' :.

Cette intégrale a un sens du moment que l'origine des coor-

données dans En n'appartient [)as à S. On constate immédiatement

qu'elle ne change pas de valeur :

n] lorsqu'on multiplie Xi,... x„ par une môme quantité posi-

tive A confiante ou variable avec les a pourvu quelle soit continue

et dérivahle dans les mêmes conditions cjue les x eux-mêmes ;

h lorsqu'on effectue sur les x n'importe qu'elle substitution

orthogonale à coefficients constants et à déterminant égal à -i- i.

Soient, de plus, S et S' deux surfaces fermées, ayant un certain

nombre d'éléments communs. Supposons-les bilatères et orientées

de manière que l'orientation de chacun des éléments communs en

question soit, dans S, inverse de ce qu'elle est dans S'. Alors, si on

forme une nouvelle surface évidemment fermée et bilatère comme

les premières) en supprimant ces éléments communs et réunissant

les éléments restants — surface que nous nommerons la résultante

de S et de S — l'intégrale (ii) prise sur cette résultante sera la

somme des intégrales relatives aux surfaces composantes S et S'.

Ceci est une conséquence évidente de la forme de cette inté-

grale.

24. — La propriété fondamentale de l'intégrale ii), lorsqu'on

l'étend à une surface fermée, est la smvante :

On a

(12 i I ^ oj . K„

où K„ est une constante numérique, dépendant de // seul i^, et 'ji

un entier positif, nul ou négalifj.

Pour l'établir, nous supposerons la démonstration faite pour

toute valeur de n inférieure à celle que l'on considère.

Nous [)OM;'rons ensuite

r„ = -h \/x\^... -^xl

('> C'esl-à-iJIre à celle du létraédroïdc qui lui donne naissance.

C*) K, n'est aulrc que la surface de la sptière dans l'espace à n dimensions.
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cl nous désignerons par l'angle défini par les deux équations»'

concordantes

cos = '^'
, sin e = ''o

,

r r

cet angle étant supposé compris entre o et z (ce qui est possible,

puisque son sinus est positif . La dinérenticlle de est liée à celles

des X par la relation

— sin 6 (/0 = ^gf^J^i — x^{x.,dxî-+- ... -h x^dx,,)

ce qui permet de mettre la quantité sous le signe I •••
|
dans!

sous la iorme

, o\ sm"-2
(i3) -jj^

OÙ, par exemple,

[iS')

o
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C'esl ce qui résulle tie ridciillU'. l'acilt' à vérifier ' [)Oiir //
-

toiictiuMs (lérivables, (|uelctjiiqucs \_,, \^. ... X„ de x,,, ... .r„.

du,
(A,,, \, + .V3,l \:, -+-... + V,.., X

<>

«")«.,

A,., \o + A,., X,

(Ao.„_.X,-t-...)

dX., dX,

.>a"., «>3-:< dx„ ) D'u^, ..., u„_,)
'

en V faisant X, ^ ,11— i

>^)
d

àX.,

et observant que l'on a

m-- i>x„

La forme 'i.Vj donnée à l'élément d'intégration permet de lui

ai)i)liquer la formule de Green, tant que les fonctions 'b seront con-

tinues :^nous aurons sous cette réserve, et en transformant le ré-

sultat par le théorème coanu sur la multiplication des déter-

luinauts,

(t6) --•/•/•^^

^2
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25. — Mais loul ceci est siirbonlonnc à la légilimilé de la for-

iniili' i(> . Celle ci n'esl établie, (|uanl à picseiil, que si r^ ne

tlexicnt jamais nul, c'est-à-dire si la droite

(17) .r.^ = ... = x„ = o

ne coupe pas S.

Dans ce cas, en faisant li = o dans tous les élénienls, on voit

que I est nul.

Plus généralement, l'intégrale (ii) est mille ,si l'on peut mener

par l'oriijine une droite fjuelconrjiie L) '/ni n'ait anenn point commun

avec S.

Car, moyennant une tiansformalion orthogonale qui ne change

pas I, nous pourrons ramener D à être l'axe des ic,, c'est-à-dire à

être représentée par les équations ^17}.

25 bis. — Abandonnant ce premier cas, nous allons néanmoins

commencer par faire certaines hypothèses particulières.

Nous supposerons d'abord qu'aucune droite issue de l'origine

ne coupe un même élément de S en des points situés de part et

d'autre de l'origine. Cette première hypothèse ne diminue pas la

généralité : il suffit, pour la vérifier, de rendre, par subdivision, s'il

y a lieu, les éléments assez petits pour que la distance de deux

points d'un même élément soit toujours inférieure au double de la

distance minima de l'origine à S, ce qui est possible en vertu de

la continuité des x.

Nous supposerons ensuite l'existence d'une droite D dont

l'intersection avec la surface satisfait aux conditions suivantes :

D ne rencontre aucune face.

Tout élément rencontré par D est tel que les x y soient des

fonctions linéaires (en général non homogènes des u. Il n'est

d'ailleurs rencontré par D qu'en un point unique (' .

Un tel élément est évidemment lui-même (et non plus seule-

ment dans sa représentation paramétrique) un tétraédroïde, le-

quel pourra toutefois être dégénéré.

Les conditions que nous venons d'énumércr sont, en particu-

0) Ces suppositions n'ont rien d'essentiel. Elles ont seulement pour but

d'éviter certaines complications du cas général.



Mili; M li n( l.l.(.il i;s VI'l'l.M'.ATlONS I)F. l.'l.MHCi; IM-, K IHiM.r.K i:it \7)-

Wvv. \t riliables si, cl;ins loul ck'iucnl de S, les x soiil liiiéaiies [)ar

rappuil aux u, auquel cas S «si dilo une surface polyédralc

lenm'e ' .

On peul même assujettir D à èlrc aussi voisine qu'on le veut

d'uiK' tliiMlo arbilraircnient donnée D^ passant par l'oriyine.

26. — Nous admcllrons, comme tout à l'heure, que D n'est

autre que l'axe des j;,, lieu des points oii }\ est nul. Sur cette

droite, 5 sera égal à zéro ou à ;:, suivant le signe de x,.

D'après cela, les éléments S pourront être divisés en trois caté-

gories :

1° Ceux sur lesquels 5 ne devient égal ni à o ni à ~. La valeur

correspondante de h sera prise égale à zéro;

2" Ceux où l'on aura une lois et une seule 5 = o (de sorte

qu'on ne pourra pas avoir 5 =: -). Nous prendrons alors /i=— F(o) ;

3" Ceux où l'on aura une fois et une seule) 5 = -. Nous pren-

drons alors /i = — F 't: .

Moxennant ce choix de h, la formule (i6) est valable même si

S contient des éléments de deuxième ou troisième catégorie, bien

qu'alors les fonctions 'b cessent d'être continues.

Poiu" le démontrer, supposons, par exemple, que tous les élé-

ments soient de [ircmière catégorie, sauf un seul £, qui sera de

deuxième; c, contiendra donc un point P, tel que

r^ = ... = .r„ = o, 3-, > o.

Soit (a'^, ..., «,^_, le point paramétrique auquel correspond P,,

lequel est intérieur au tétraédroïde T, qui donne naissance à £,. La

formule de Green sera assurément applicable si, de Tj, on re-

tranche l'inléricur d'un tétraédroïde r, contenant également (à

C) Si les X sont linéaires par rapport aux u, le fait que D rencontre une
face ou celui qu'elle a plus d'un point commun (cl, par conséejucnl, une
infinité de points communs) avec un élément, s'exprime par une équation

linéaire non identique (ou quelquefois plusieurs équations) de la forme

.\,;, + ... + A„Ç„= O,

ïj. ..-. ;,. étant les coordonnées d'un point quelconfpie de la droite et les A
des constantes non toutes nulles.

On peut toujours choisir les ; (mrmc au voisinage de quantités données; de
manière à ne \érifier aucune des relations ainsi écrites.
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son inicricur le \)o'n]l parainôlriquc u", .... Ou pourra donc

écrire la rormnlc il) si l'on atlmel :

I" que rinlé^nale 1 n'esl pas élcndiie à loule la surface S, mais

seulement à la surface ouverte S' qu'on déduit de S en en suppri-

mant la partie de ;, qui correspond à t, :

2° que, dans l'intégrale n — 2"P'« du second membre, on doit

rajouter des termes correspondant à la frontière de r, (chacun de

ces termes ne ligurant qu'une fois, conirairement à ceu\ qui cor-

respondent aux faces de S .

Soit / l'ensemble des termes en question, je vais démontrer que

/ tend vers zéro lorsque le lélraédroïdc t, tend vers zéro dans toutes

ses dimensions sans cesser de renfermer le point Pj.

Remarquons, en effet, qu'une demi-droite quelconque issue du

point paramétrique (a", ...) coupe en un point unique la frontière

de cliac'-in des tétraédroïdes Ti et r,. Dans l'espace E„, ces points

donneront des points de £, en ligne droite avec Pi et qui. puisque

les n — I dernières coordonnées de P, sont nulles, se déduiront

l'ime de l'autre en multipliant chacune des coordonnées en ques-

tion par un même facteur positif. Il en résulte, d'après ce qui a

été vu plus haut, que, si l'on fait abstraction du facteur [F(S) + h],

les éléments d'intégrales correspondants sur la frontière de T, et

sur celles de Tj seront identiques ; car le facteur [F 'S] -+- h] tou-

jours mis à part l'intégrale du second membre est de mom€
forme que I avec le simple changement de n en n — i.

Or, l'intégrale relative à la frontière de T, a un sens même
lorsque l'on remplace chacun de ses éléments par sa valeur abso-

lue. Soit Ig la valeur obtenue dans ces conditions. On aiira

I

i
1 < l>^

a désignant le maximum de
j
F 5 -h /i|, c'est-à-dire de

I

F '5) — F(o)
I,

sur la frontière de t,. Or, ce maximum tend vers

zéro avec les dimensions de r, puisque d e«t égal à o en P,

.

Donc, moyennant le choix indiqué de h, la formule ^i6^ reste

valable dans ces conditions; et ce résultat s'établirait de même dans

le cas d'un nonjbre quelconque d'éléments de 2* ou de 3" caté-

gorie. Il suffirait de Hiire dans diacun d'eux la construction que

oGus venons de faire dans £,

.
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27. — Nous avons vu, d'autiv pari, que les lermcs en h snlj-

sisleiil seuls, tous les autres se délruisant sur la surface fermée S.

Donc, il vient :

(18) l = J.I"\o) + JJ-»,

J'i et .1^ désignant respectivement les intégrales

I
"1 rir'

X.,
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Ceci donne bien pour I une valeur de la forme (12 : il suflil de

délinir k„ par la relation

k„= K„_,
j

sin"-^ m.

Une fois les nombres K„ définis par cette relation de récurrence

avec K, = 2 , notre conclusion est démontrée par ce qui précède,

rar, pour n = 2, l'expression (11; se réduit à

-
/

' ,~^. Ix,
^'•^' - :r. '''A da = fd (arc Ig ""A

c'est-à-dire à la vurialiDn il'argument précédemment considérée;

elle vérifie, par conséquent, notre proposition.

28. — L'entier oj (|ui figure dans la formule .12^ s'appellera

Vorilre de l'oriyine [)ar rapport à S.

L'ordre dun point quelconque a,, ..., a„ (non situe sur S)

s'obtiendra en remplaçant dans la formule (11) x^, ..., Xn par

Cet ordre est nul, en vertu des considérations précédentes si,

pai' le [)oint envisagé, on peut mener au moins une demi-droite

et non plus même une droite entière) qui ne rencontre pas S.

Si S est la frontière d'un tétraédroïde auquel l'origine est inté-

rieure, la demi-droite définie par l'équation 6 ^ t: coupe S en un

point et en un seul. L'ordre de l'origine est alors ^- i ou — i,

suivant que le déterminant (10) est positif ou négatif.

C'est ce que l'on vérifie sans difliculté dans le cas de /t = 2 i^oîi

S est la l'rontière d'un triangle . il est aisé de passer de là, par ré-

currence en appliquant ce qui a été dit au n" 22 . aux autres va-

leurs de /!, puisque, comme nous l'avons vu, J, est toujours formé

d'ordres relatifs à des tétraédroïdes ici, à un seul tétraédroïde) à

n — I dimensions.

De plus, on déduit évidemment île là une expression de l'ordre

relatif à une surface polyédrale fermée quelconque : on a

(19) o. = N, — N,

IN, -+- iS^j étant le nombre total des points où une demi-droite D'

issue du point a,, ..., a„ coupe S et l'un quelconque de ces
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[)uinls ôlant com[»lc dans N, un dans .\^ suivant que les n somniels

de réiémcnl qui contient ce point, une fois rangés dans l'oidie qui

résulte de l'orientalion de cel élément et précédés d'un sommet

situé à l'origine, donnent ou non un téliaédroïde d'orientation

conforme à celle du système de coortionnées.

2£. — Si les X sont simplement dérivables par rapport aux u

dans chaque élément, sans Nérifier les hypothèses [)articulièresque

nous venons de faire, la valeur de l'inlégiale I est encore de la

forme (12 ,

Ce l'ail n'étant pas, connue on va le voir, entièrement indispen-

sable à ce qui va suivre, nous on résumerons simplement la dé-

monstration en disant que toute ptiriion T de S voisine ', de D
peut être remplacée [)ar une autre T peu dilîérente de la première

et telle que, dans tout élément de T' rencontré par D, les x soient

des fonctions linéaires "•' des a. L'int('i.'iale I prise sur la surface

ainsi modifiée S' a la même valeur que sur S : l'ensemble de T et

de T' forme, en elTet, une surface fermée 7 telle que S puisse être

considérée comme la résultante de S et de la surface ou des sur-

faces 7 ; et l'intégrale relative à 7 est nulle parce que 7 est sans

point commun avec n'im[)orle quelle droite D ayant pour une de

ses équations x, = o.

S' satisfait aux conditions moyennant lesquelles la relation i 2j

(1 l'our préciser, on fera entrer dans T loirt clr'inent -. a^alll un [)oiiil com-

mun avec D et loul c'Iûrnent =' conligii à un éliment t.

(-) liemplaçons cliaque élément i ou =' par le lélraédrcïde e ou e' qui a les

mêmes sommets : autrement dit, remplaçons les coordonnées x d'un tel élé-

ment par les quantités x' définies [lar les formules (20J (voir plus loin, n°30):
nous obtenons une nouvelle surface ouverte T(. D'autre part, joignons chaque

point de la frontière Je T (laquelle est constituée par des faces 1" empruntées

aux éléments i au point correspondant de la frontière de T', : les segments de

droite ainsi tracés forment une nouvelle portion de surface 1^. T sera l'en-

semble de i ', et de l'i.

Si la sLibdivisioii des éléments a été poussée assez loin, xi ne s'annulera ni

sur T ni sur T'. De plus, soit
f,

le minimum de r,y sur la frontière de T. Si

(après a>oir formé T, mais avant d'en déduire T) on a subdivisé les éléments

t de manière que, dans ctiaque face V de cette frontière, la distance de deux

points quciconrjues soit inférieure à c, la partie T.^ sera sans point commun
avec D.

Ouanl à la condition rpie D ne runconlre pas les faces, elle se réalise, comme
nous ra\ons \u, en don:iant au besoin un déplacement très petit à D.
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avait été déiîiontiée tout à riicure. Celle relalion est donc aussi

vraie pour S.

30. — ^ais il ji'esl pas nécessaire d'insister sur celle évaluation

de Tordre dans le cas des coordonnées dérivables. >>ous pouvons,

en elïel. [lasser direclcment du cas qui a l'ail l'objet du n" 25 6/\

au cas tout à fait général oîi les x sont des l'onctions continues

quelconqueî^ des [)aranièlres.

11 nous sullira, [)our cela, de remplacer encore ces fonctions

Xi, ..., x,, par d'autres x[, ..., x'n qui en soient voisines et qui,

dans chacun des éléments ^^aprcs une subdivision con\enable de

ceux-ci, soient des fonctions linéaires d<'s n.

Pour former ces x' , nous supposerons les éléments rendus, par

subdivision, assez petits pour que, dans chacun d'eux, l'écart de

chacune des fonctions continues x soit plus petit qu'un certain

nombre r,.

Ceci fait, nous remplacerons chaque élément par le tétraédroïde

dégénéré ou non qui a les mêmes sommets : autrement dit, dé-

signant par

4ii)
., x^'^ k =z \, -2, ..., n)

les coordonnées des n sommels d'un élément, nous prendrons,

pour un point quelconque de cet élément,

'20) x\ = t^x^^^ -\- t^x[^^ -\- ... H- <„af|"' (t =1,2, ..., n),

en appelant /,, t^, , l,, les coordonnées barvcentriques absolues)

du point paramétrique correspondant par rapport au tétraédroïde

qu'il décrit.

Il est clair en vertu de la relation /, 4- ... -1- /„:= i j que x'^ est

compris entre la plus petite et la plus grande des quantités

Il en résulte évidemment que la dillérence Xj — x[ est, dans

tout l'élément considéré, inférieure en valeur absolue à 2/;.

Nous substituerons, pour le calcul de l'ordre, les x\ aux Xj, ce

qui nous ramènera au cas j)récédemment traité : autrement dit,

nous substituerons à S un polyèdre (Vapproximation, et nous déh-
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nirojis Tordre par ru[)[)Oii à S cuiiiuic l'iaiil l'ordre [)ar raj)[>ort à

ce polyèdre (').

Pour JégitiniCi' celle défiiiili(jn, nous allons faire voir que lu va-

leur (le 0) esl 1(1 même de (/nehjae mniiière (jae soient ehoisies les

fonelionx j- (tiiisi sahstiluées au.r x, [xturvii que Y, soit assez nelit.

D'une manière précise, il sullira que r, soit inlérieur à la plus

petite dislance réduite \()ii- le n" 271 du fcxlc du point

'U,, ..., Un à S.

Considérons eu elVet un ^ec()^d polyèdre d'approiinialion, au-

trement dit un second système de lonclions x'[, xl, ..., x-J, voisines

des X, formées d'une manière analogue aux x . Supposons que les

différences A"'— x-, soient également toules inférieures en valeurs

absolues h 2t,.

Ce second polyèdre d'approxinmtion sera déduit d'une décom-

position des éléments de S différente de colle qui a fourni le pre-

mier. Soient par exemple t,, les tétraédroïdes en lesquels a

été décomposé T, dans le premier cas ;
-'[, ceux en lesquels il

a été décomposé dans le second cas. On pourra trouver une troi-

sième décomposition en tétraédroïdes r"' qui soit une subdivision

de Taxe commun de l'autre des deux premières (^).

Dans chaque létraédroïde t'", les x- comme les x"-, sont des fonc-

tions linéaires des a; et il en sera par conséquent de même de

chacune des quantités

, x'i
-+- \i.x'[

" ~"
I -h i-^

oij y. est un -paramètre positif quelconque.

Le lieu du point q,, |^, ..., |„; est une nouvelle surface |>rtlyé-

drale fermée 2i, laquelle dépend du paramètre u..

Moyennant l'hypothèse faite sur r,, il n'arrivera pour aucune

des valeui^s positives de y. que ^ passe par le point «,, ..., a„ .

(') I)aii-5 l'csjtace unliiuilre, par exemple, on remplacera S par nu jiolvèdre

inscrit à faces suffisamment petites.

(-1 Si les deux lélraédroïdcs tj, t',', par exemple, ont une région cumniunc
(c'est-à-dire s'ils ont en commun des points non frontières^, celle région est

un poJv<Jdre coiivene (cf. page \'\'.^, note a) c|uc l'ou [K>urra d('composer en té-

traédroïdes ; et on oj)ùrera de mèiuc pour chaque lélrai'droïde -J combiné avec

clia([iie létraédroïde t".
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En elTcl, z, est pour y. >• o conii)ris entre .r', et x", par consé-

quent entre .r, — 2/; et .r, -4- -ir,. Or par liypothèse, en chaque

point de S. l'une au moins dos quantités
|
x, — a,

|
est su[)érieure

à 2/;.

Dès lors, Tordre de notre point par rapport à 2i est déllni pour

toute valeur positive de ij., et ainsi que cela se voit sur l'expres-

sion f I 0^ varie continûment avec y..

Comme cet ordre est par essence un nombre entier, il reste

nécessairement constant : il a donc la même valeur pour u. = o et

pour u. =^ y: , c'est-à-dire pour les deux surlaces polyédrales envi-

sagées.

Il résulte également de là que le résultat obtenu aurait été le

même pour une autre surface fermée dont les points correspondent

à ceux de la première de manière que la distance réduite de deux

points correspondants soit constamment inférieure à r/ r/ dési-

gnant n'importe quelle quantité comprise entre o et v;, limites

exclues .

On voit donc que l'ordre o) est conlina d'ordre zéro par rapport

aux expressions des ./; en fonction des u : c'est-à-dire qu'il est très

peu altéré et même ne l'est pas du tout si on altère les c de

quantités partout très petites.

L'expression 1 1 ne mettait en évidence que la continuité d'or-

dre un : autrement dit, il paraissait nécessaire, pour alfirmer que

oj était très peu altéré de s'assurer que non seulement les fonctions

X, mais leurs dérivées par rapport aux u, n'avaient subi que des

variations très petites.

C'est grâce à cette continuité d'ordre o que nous avons pu défi-

nir w par le moyen dune surface polyédralc d'approximation ;^).

31. — oj ne serait pas non plus changé si nous employions

pour S un autre mode de représentation paramétrique, puis-

que sa délinition })ar la formule ^19 appliquée à une surface

polyédrale voisine de S ne dépend pas de cette représentation.

En un mot, o) est bien une quantité complètement déterminée

(') L'aire il une surl'ace courbe dans l'espace ordinaire est conlinuc d'ordre i

seulemenl par rapport à la forme de la surface. Aussi ne peut-on pas la définir

par un polvèdre d'a[)proximalion sans précautions spéciales.
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quand on donne la sinlacc S et le poiiil (ap... n„) non situé sur

cette surlace.

Il reste constant laiil (|iic le p(jiiil en (jueslion varie eonlinriment

sans traverser la surface.

D'une manière générale, on s'assurera aisément qu'il [)ossède,

même lorsque les x sont simplement continus, les propriétés que

nous avons constatées dans le cas où ils sont dérivahles, et que

nous aurons à invoquer dans la suite.

31 bis. — Ajoutons que la combinaison de la formule (19) avec

les résultats du n" 30 permet d'évaluer l'ordre dans les cas les

plus simples.

Cet ordre est évidemment égal à ± i lorsque S est un polyèdre

convexe et (a., ... a„) un point intérieur (puisqu'alors l'un des

nombres N,, N^ de la formule (19) est égal à i et l'autre à zéro).

Il est de mémo égal à ± i pour la ftphi-re à n dimensions de

centre a^, a.^,... <i„), comme on le voit en lemplarant une portion

de celle-ci par une portion de plan.

IV. L'I^DICE DE KRONKCKEH

32. — De la définition de l'ordre d'un point par rapport à une

surface fermée, on passe à celle de l'indice d'un système de fonc-

tions sur cette surface.

Soit encore la surface S lieu du [)oinl (xi,... x"„) dans l'espace

à n dimensions. Soient d'autre part/,, /.,..• /, un système de n

fonctions continues de Xi,... x„ lesquelles quant à [)réscnt n'ont

besoin d'être définies que sur S.

]^'iiulirc' du système de l'onclions/,... yj, sur S est par déliniliun

l'ordre de l'origine des coordonnées par rapport à la surface qu'en-

gendre le point dont les coordonnées sont/,... /,.

Cette définition suppose, d après ce qui précède, que/,.../, ne

s'annulent simultanément en aucun point de S.

/i/.--» /*„ peuvent être regardés comme les composantes d'un

vecteur el, en indiquant leurs valeurs en chaque [)oint de S, on défi-

nit une (lislrihulion vccloricUc continue attachée à celle surface.

TAiciEnv II. — Introduction à la Tliéorie îles fonctions 30
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Une telle dislrihution a un indice déterminé sur la surface

fermée du moment que le vecteur n'est nul en aucun point de

celte surface.

33. — La propriété fondamentale de riiulice ainsi délini est

relative au cas où S est la frontière d'un volunie V dans l'espace

à II dimensions.

Supposons cette fois les fonctions y'i,... y„ délinies et continues

dans tout ce volume et non plus seulement sur S.

Supposons enfin que les équations

(21) /i r== o. .../„ =
n'aient aucune solution commune à l'intérieur de V.

S'il en est ainsi, V indice du sYsIcmi' de fondions considéré sur S

csl nul.

Pour le voir, commençons par remartpicr que si, en un point

quelconque de V, nous appelons F la plus grande des n valeurs

absolues |/i [, If-»],--- \fn\, cette quantité F est elle-même une

fonction continue, laquelle ne s'annule jamais et admet par suite

un minimum positif ^.

Subdivisons alors les éléments de Y de telle manière que dans

cbacun d'eux l'oscillation de cliacune des fonctions /soit inférieure

à g' [g' •< g). Soient alors s. l'un de ces éléments, s sa frontière. A
cliaque point de cette dernière on peut faire correspondre un

nouveau point ayant pour coordonnées /,,... fn ' soit c la surface

fermée décrite par ce second point. On peut toujours faire partir

de l'origine des coordonnées une demi-droite qui ne rencontre

pas 7. Car si, en un point déterminé de c,/i par exem[)le est la plus

grande en valeur absolue des // fonctions, et qu'elle soit positive, ce

qui entraîne/i > g, la fonction /i sera (puisque g' < g) également

positive en tout point de £ ou de s : de sorte que la demi-droite

fi= ... =^fii =^ o,/i <C possède la propriété annoncée.

Il résulte de là que l'indice du système /i,... /„ est nul sur s

comme cela a lieu sur la frontière de cbaque élément de \ et

que S peut être considérée comme la résultante (n° 23) de toutes

ces frontières, le tbéorème est démontré.

34. — Au contraire, l'indice n'est plus nécessairement nul si

les équations (21; ont des solutions communes à l'intérieur de V.
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Par contre, en les supposant pour (ixci les idées en nombre

fini et en clésij^mant par I\, ... P^, les points correspondants de \,

l'indice rdatil à S est la somme algébrique d'indices [)artiels,

dont cliacun est caractéristique de l'un des points solutions.

Si, en eiTet, on décompose Y en éléments, de manière que 1*, par

exemple soit à l'intérieur (et non sur la frontière) d'un élément £1

qui ne contient aucun des autres points P, et que, de même, ceux-ci

soient strictement intérieurs hp— 1 autres éléments distincts z>,... zj,,

l'indice relatif à S sera la somme des indices relatifs aux frontières

A',, S-,,... s,, de Cl,... 1,1 (tous les autres éléments donnant d'après ce

qui précède des indices nuls). Il est d'ailleurs évident d'après

cela que l'indice relatif à i,, par exemple, est indé[)endant de la

forme et des dimensions de l'élément ô, sous la seule condition que

celui-ci contienne à son intérieur le point solution P, et aucun des

autres len particulier si petit que soit 1,). Cet indice dépend donc

uniquement du point Pi et de la manière dont les fonctions / se

comportent au voisinage de ce point.

Si les y ont des dérivées en P|, et que leur déterminant fonc-

tionnel y soit différent de o, on peut montrer (') que l'indice partiel

est égal à -t- t ou à — i, suivant le signe de ce déterminant

fonctionnel.

Mais iKtiis retiendrons surtout la conclusion suivante : r-j dési-

(jnant l'Indice du syslcnw J\,... fn sur S, l'incyalilc o) § o entraîne

l'existence d'une solution commune aux équations (21} dans V.

35. — Le calcul de l'indice d'un système de fonctions sur une

surface est souvent facilité d'une manière remarquable par le théo-

rème suivant :

Théorème de Poincaré-Bohl. — Soient, sur une même surface

fermée S, deux systèmes de /? fondions/,,/^,...,/,,: ^1, ^2' •••'.7"'

tels que les éléments d'un même système ne s'annulent simultané-

ment en aucun point de S.

Si ces deux systèmes n'ont [las le même indice, il existe sur S

au moins un point tel i/ue l'on ail

(22) /' =^^= ...= '^" <o;

1') Voir Pioard, Traite d'analyse, lonic il.



^t)8 INTUOnrcTHt> A I A TMKOlilK DKS l'O.NC.TIONS

('/, SI leurs milices ne sont pas entre eux dans le rapport (
— iV',

// e.nste sur 8 an moins un point tel que l'on ait

{2-i) •^' = /^ ^ ...::../" >0.

Ce lliéorcinc a tlé clabll en 188G par M. l'oiiicaié ' et obtenu

à nouveau d'une nianicic indépendante par .M. Bolil ('- en kjo^i.

Pour le démontrer, il sufiit de considérer les deux systèmes

auxiliaires

(33)

et

(23')
i+fji' i -{- [X r-t-|Ji

oii a est un paramètre positif.

Si le système de relations (22 n'est \érilié en aucun point de S,

le système de fonctions (28) a un indice pour toute valeur positive

de u. et, d'après un raisonnement déjà présenté antérieurement, cet

indice est constant quel que soit a. En faisant successivement

a ^ o, + QO
, on voit que ,/, j'.,, ...,/„) a même indice que

ig^, <j,, ..., (Jn].

Si, d'autre part, les relations (22') ne sont vérifiées simultané-

ment en aucun point de S, c'est l'indice du système (28'; qui res-

tera constant pour toute valeur de 'x, de sorte que J\, f.,, .,fn,
donneront le même indice que — </,, — (/.,, ..., — (j„. Il en ré-

sulte (comme on le voit à l'inspection de la formule (1 1 )}, que les

indices de /i,/^, > fn et de (/,, g.^, ..., g,,, sont entre eux dans

le rapport (— i ;".

Le théorème est donc démontré.

(') l'oixc.viiL. — Journ. de Molh., « Sur les courbes définies par les équations

différentielles », 4® série, t II, [). 177 (i88()).

(-; BoHL. — Journ. fiir Mallt., t. lU-, i(jo!\. — Les énoncés donnés par les

deux auteurs cités diffèrent entre eux et de celui du texte en ce tju ils j)articu-

larisent (chacun d'une manière différente) le choix des Ibnctioiis r/. Mais leurs

raisonnenienls (qui sont d'ailleurs également différents) s'étendent d'eux-mêmes

au cas où ces fonctions sont prises arbitrairement. La démonstration que nous

donnons ici est celle de M. I^oincarc.

I
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Si les (Jcii\ iutlices considérés iic sont pas égaux eu valeur abso-

lue, il léstillc des relations '^'^'i ,

'
'l'i'

.
que la (juanlilé

/iî/i
-^

J'ai 2-+- -^^.kin

ne peut pas être de signe constant sur S.

V. Al'l'LIGATIONS

36. Throrcmc de Scli(>eii/l(cs. — La démonstration donnée pié-

cédeninient du ihéorènic de M. Jordan ^^voir u"" 306 et 307 du

texte et coinmencenient de la présente note', nous ai)i)rend, non

seulement qu'une courbe fermée sans point double divine le [)lan

en une région extérieure et une région iiitéiieuie, mais aussi (pu;

l'ordre d'un point par rapport à la courbe est égal à o dans la

première de ces régions, et à ± i dans la seconde.

Ceci suffit, comme on va le voir, pour démontrer nu important

théorème de M. Schoenflies, qui s'énonce ainsi :

Soient

(24) X =/{x, j). Y = g(x, y)

deux, fonctions de x et de y, bien définies et conlimies à l'intérieur

et sur la circonférence du cercle

(2 5) X- -+- y- < I.

Supposons que les égalités

/'>. y) =fi^'y /). y (^> y) =^ o {•'-'' y')

ne puissent être vérifiées simultanément dans le cercle en question

sans que l'on ait a; = x', j = y'.

Soit G la courbe décrite par le point iX, \ lorsque fx", y^ dé-

crit la circonférence du cercle.

Alors les cijwilions \i'\ où \, \ seront considérés conuiie don-

nes, anroni une sofiilion évidemment unique d'après llnpotlièse

tontes tes fois ijas le point (X, \) sent jiris à l'intérieur de ("..

Ce théorème r('sulte immédiatemciil des [iKqi: i('tés de loiilie et

de l'indice établies dans ce qui précède.
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Kn clTel un point ^\, ^ inlérieur îi G est caractérisé par ce fait

(]ue son ordre par rapport à C est égal à ± i

.

Ceci revient à dire que l'indice du système {f(x, y) — X,

gix, y) — Y) a celte même valeur et est par conséquent dillércnt

de o.

Donc les équations (a/j: ont à l'intérieur du cercle (20), une so-

lution commune. C. Q. F. D.

37. — Je vais maintenant me servir, comme je l'avais annoncé,

du théorème de Jordan dans l'espace à plus de deux dimensions.

Je vais même supposer ce théorème démontré avec un complément

qu'il est naturel de lui donner d'après les considérations qui précè-

dent. J'admettrai non seulement qu'une surface fermée sans point

double divise toujours l'espace à /( dimensions en une région exté-

rieure et une région intérieure, mais encore que l'ordre de tout

point intérieur est égal à ± 1

.

Dans ces conditions, le lliéorl'ine de SchocnfVics est démontré

pour un nombre quelconque de varuddes.

Autrement dit, soit

[ ji (-^i' •••' •^n) — -'^u

/g (a?,, .... .T„) = X2,

' J»\'^i> ••> "^1/ ~~
>>

un système de relations définissant les quantités X comme fonc-

tions continues des x dans un certain volume v de l'espace à n di-

mensions : volume que je supposerai, pour simplifier (quoique

celte hypothèse ne soit pas essentielle , limité par une surface d'un

seul tenant.

Supposons que, dans le volume en question, on ne puisse pas

avoir simultanément

(36) fi(x^, .... x„) =fi(x[, ..., x'„) (i= I, 2, ..., n)

si l'on n'a pas x, = x^, x.^^x[, ..., Xn=^ x'„.

Soit alors S la surface (nécessairement lèrmée et sans point

double; que décrit le point X lorsque le point x décrit la frontière

.<> de V. Les équations 'x'^ \ auront une solution toutes les fois que le

point \ sera à l'intérieur de ^.
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La jL'iiKiiislralioii clomu'c pour \r cas tic deux xariahics Mil)siste

en ciVct sans inodilîcutlon nnc l'ois admises les pio|)osilions ci-

dessus indiquées.

On [)ont nièinc reinarqncr f|n"cllc suppose seulement, pour dé-

monlier l'exislence d'une solution au moins, rim|)ossibililé des re-

lations 2G entre deux points distincts de \a fronlicre S.

On voit par ce que nous venons de dire que le théorème de

M. Schoendies n'est pas distinct au fond de celui de M. Jordan.

38. — La portée de ce théorème est d'ailleurs très grande : elle

a[)paraîtra si on le compare aux résultais classiques de la théorie

des équations du premier degié.

Considérons un système d'équations linéaires dans lequel le

nondjre des inconnues est égal à celui des équations.

Quoiqu'un tel système admette en général une solution et une

seule, il peut arriver qu'il soit impossible ou bien indéterminé.

Mais la condition [lour que le système admette une solution,

quelles que soient les valeurs altiibuées aux seconds mcnd)res,

n'est pas distincte de celle qui exprime qu'il ne peut en avoir plus

d'une.

Le théorème de M. Schoenllies nous apprend que cette dernière

condition entraîne encore la première, du moins dans une })ortion

convenablement choisie de l'espace, lorsqu'au lieu d'équations li-

néaires on envisage des équations tout à lait générales de la

l'orme -J V •

39. — La remarfjue suivante découle immédiatement du théo-

rème de Schoenllies.

Supposons qu'entre deux volumes V, V de l'espace à n dimen-

sions (limités chacun par une surface d'un seul tenant^ existe une

correspondance parfaite et continue. .le dis que s'il en est ainsi,

aux paiiils inlrricurs à V corrcspoiidronl des points inlérlciirs à

V' (•/ mu: points frontières de \ , des points frontières de V.

Siq)p()sons en ellel (pie le. puinl I*. intérieur à \, corrcs|)onde à

un [>()iiit I*'. sihié sur la frontière S' de V. De son côté, ^'il en

est ainsi, la IrontièieS de \ correspondra à une surface S' fermée

et sans ()oint double à hupielle 1* n'a[)[)arliendia pas. D'après le

théorème de iM. .Jordan, S dt'hmilc un \olnme \
, tout entier inté-
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rieur à V. et auquel \^av conséquent P' est extérieur (•), de sorte

que les points P, intérieurs à S, ne correspondraient à aucun

point P' intérieur à S'.

11 y a donc contradiction avec le théorème de Schoenllics, et

notre conclusion est démontrée.

40. — Les considérations précédentes permettent également

de démontrer, pour le volume de la sphère, à un nombre quel-

conque de dimensions, le Ihéorème de Brouwer.

Le volume de la sphère à n dimensions ayant puur centre l'ori-

gine et [)our rayon l'unité, est l'eiisemble ^ des points (jui vérifient

l'inégalité

(27) xj -h xl -h ... -^ xf, < A.

Le théorème que nous allons démontrer est le suivant :

Toute Iransforinalion parfaite et continue du volume V en lui-

même laissa au moins un point invariant, soit à l'intérieur, soit

sur la frontière.

Soient en elTet, ce,, x., ..., x,,; x\, x[,, ..., x'„ les coordonnées

de deux points correspondants. Considérons les n fonctions.

^20j X^ .^ly .^2 ~~ ^2^ •••» ^n ^~ "^n

en supposant d'abord que le point ^Xi, ..., x,,) décrit la frontière

de la sphère.

Si ces n fonctions s'annulent simultanément, le théorème est

démontré. Sinon, le système de fonctions que nous \enons d'écrire

a même indice que le système x,, ..., x,, car on a constam-

ment ";

X^ {x^ — Xj) H- .T^ \x^ — x-'J + ... -^ x„ (a-„ — x'„) > o.

(1) Le fait ([uiin poiiil I'' «le S' est nt'ccs.sa irement extérieur à toute surface

S intérieure à \ ' résulte de ce qu'on peut joindre P' à l'infini par un cliemin

continu n'ayant avec V ou S' daulrc point commun que 1*' (ce qui, à son

tour, doit être considéré comiiie faisant jtartie du tliéorème de Jordan).

(-) Celte inégalité est, en vertu de lidentitc bien connue de Lagrangc, une

conséquence des équations

X- + t| + ... + xf, — x\ -v ... -I- x'I = I.
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Comme ce dernier indice c'est-à-dire Tordre du centre par

rap[)ort à la surface de notre sphère) est dill'érent de o, il existe

forcément un point inlcricur oi'i les l'onclions (28) sont simnllané-

nienl nulles.

C. Q. F. 1).

41. — Notons encore que la considération de l'indice permet

de généraliser à une transformation hinnivorpie et continue quel-

conque une notion classique relative au sens des aires.

Lorsque tians les équations 24'; les f ont des dérivées, on sait

que la transformation conserve le sens des aires si son déterminant

fonctionnel est positif et le change si ce déterminant est négatif.

En nous bornant aux équations (2/4, soit dans le plan du point

(x, y) une courbe fermée sans point double c limitant une aire s,

les points intérieurs à s auront par rapport à c un ordre égal à

-h i ou à — I .

A c correspond 'si comme nous le supposons la correspondance

définie par les équations i 2/i) est parfaite et continue une courbe

fermée sans point double C limitant une aire S. Les points inté-

rieurs à celle-ci auront, par rapport à C, l'ordre di i.

On peut dire (prune courbe telle que c ou C est décrite dans le

sens direct si l'ordre des points intérieurs par rapport à cette

courbe est -\- 1 , et dans le sens rc/rot/radc si cel ordre est égal à— i

.

Or, la tranformalion 24 peut conserver ou changer, suivant les

cas, le sens ainsi défini. Mais cela ne dépend que de la transfor-

mation elle-même du moment qu'elle est supposée parfaite) et

non du choix de la courbe fermée parût ulière r.

Il suffit pour le voir de déformer cette dernière d'une nianièie

continue.

Du cas du plan, on passe aisément à celui dune surface bilatère

orientée comme il a été expliqué [)lns haut.

42. — Je signalerai sommairement une autre série d'applica-

tions des mêmes princi|)es
i

'
.

C) Noir, à ce sujet, les Mémoires de M. l'oincuié sur les courbes défiiiios par

les équations diiïérenlielles, Jauni. </<• Mutlt , 3" série, t. ^ll, VIII; \' s. t. F;

ccu\ de M. Djck dans les UcrUlile der Gcsellscli. ilcr W iss. :ii I.rl[):iii, t. j-

(i8^.")), [j. 3i/t ; t. 38 (i88(5), p. 53 et plusieurs récents tra\aii\, do M. Brouwer,

insères dans les l-'roccs-verbaux de l'.Ycadéiuie rojalc des Sciences d'Amsterdam.
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Considérons une vaiiélé V, reinice el m fois étendue de l'espace

à n dimensions '^n > m) ; cette variété sera supposée adincllie

en chacun de ses points un plan tniv/fnl déloiminé, variant

continûment avec la position du [Joint.

Le cas le plus simple, et que nous aurons surtout en vue pour

fixer les idées, est celui de la surHice d'une sphère dans l'espace

ordinaire.

Imaginons, sur \ , une distrihiilion vectorielle lnn<jenlc : c'est-à-

dire faisons correspondre à chaque point de V un vecteur langent

à \ en ce point. Les composantes de ce vecteur seront supposées

varier continûment, mais n'admettront pas nécessairement de

dérivées partielles par rapport aux coordonnées de son origine.

Il interviendra d'ailleurs, surtout par sa direction : il est essen-

tiel de remarquer que celle-ci sera indéterminée quand le vecteur

sera nul et alors seulement.

Les paramètres directeurs pourront être considérés comme pro-

portionnels à un système de différentielles dxi,... dx„ des x,

lesquelles correspondront (dans chaque élément) à des ditTéren-

tielles déterminées da\ ... du,,, des paramètres ii (en supposant,

comme cela est légitime d'après l'hypothèse faite sur Y, que les x

soient dérivahlcs par rapport aux ii.

Ces différentielles dui, du,,,, ou encore d'autres quantités finies)

).i,... /.,n qui leur soient proportionnelles avec un l'acteur de pro-

portionnalité positif, pourront être regardées, à leur tour, comme
définissant une direction de vecteur dans l'espace lieu du point

paramétrique. Celte direction du vecteur ne sera indéterminée que

si la première l'est. Nous admettrons que cela n'a lieu qu'en un

nombre fini de points, et nous supposerons la décomposition de Y
en éléments faite de manière que ces points ne soient sur aucune

face.

Dans ces conditions, sur la frontière de chaque élément, le

système y.i,... ).„,) correspondant admettra un indice déterminé.

Considérons la somme a de tous ces indices.

(Jn démontre 'y qu'elle ne<lé[)enil ni de la roprésenlation para-

uiélrique adoptée pour Y, ni du choix de la dislrihulion tangente.

Lorsque le nombre //( <jsl iuqwir, la somme en question est

(') \oir les travaux cités ci-dessus.
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nulle; car, cra[)rî's ce (jiie nous venons do voir, elle ne devrait pas

changer par le cliangciiient de signes siniullanés de tous les À,

lequel la mulliplie, comme nous l'aNons vu. [>ar
'— i)'".

11 en est autrement pour les valeurs paires de m. L'entier 7 est

alors nue des quantités qui caractérisent V au point de vue de

de Vanalysis siUis : il a la même valeur poiu- deux variétés homeo-

morplies quelconques, même situées dans des espaces dont les nom-

bres de dimensions dillV-ront.

Pour avoir une valeur de 7 dilTérente de o, il suffit de pren-

dre pour \ la surface dune sphère dans l'espace à trois Tou

plus généralement à 2p -h i) dimensions. Pour la sphère dans

l'espace ordinaire, on peut, par exemple, prendre pour direction

tangente celle de la tangente au méridien supposé parcouru vers

un pôle déleruiiné. Une telle distribution est indéterminée aux

deux j)ôles : dans le lélraédroïde ici dans le triangle entourant

l'un d'eux, on peut prendre pour paramètres les coordonnées rec-

tilignes du point projeté sur l'équateur et on trouve ainsi [)oiu- la

somme des indices

(29) 7 = 2,

43. — Du lait que l'entier 7 est dilVérent de zéro résulte immé-

diatement une conséquence bien remarquable.

// esl impossible de faire correspondre à chaque point de V une

direction tangente à V en ce point^ sans rjac cette direction soit

indéterminée en un point au moins de V.

Car alors l'indice relatif à chaque élément serait nul comme

nous l'avons démontré au n ' 33.

Une telle impossibilité aura lieu par conséquent sur la suiiace

de la sphère dans l'espace ordinaire.

44. — On peut déduire de là le tliéorcme de Brouwer sur cette

surface. (jC théorème est d'ailleurs, dans ce cas, liniili'" aux tran^-

lormations qui consMvent le sons d'orientation n" 41 . Il -'('i r

donc ainsi :

Toute tnuïsfornidtion parfaite et cottfiniic de la surface d'une

sjdière, si elle conserre les sens d'orientation, laisse invariant un

point au moins.
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Pour le démi)nli\>r
,

'

I, soionl M un point quclcon(|uc de la sur-

face; M', son homologue; A, un point fixe. Nous picnJions pour

direction tangente en M la tangente au cercle MM'A
; jilus cxacle-

nicnl, à celui des deux arcs, délcruiinés sur ce cercle par les

points A et M, qui contient le point M'. Une telle direction ne

devient indéterminée que dans les trois cas suivants :

Si M coïncide avec A ;

Si M' coïncide avec A ;

Si M coïncide avec M'.

Chacune des deux premières circonstances est réalisée une fois

et une seule. Considérons d'abord un élément de sphère entourant

le point A. Si l'homologue A' du point A coïncide avec A, le

théorème est démontré. Sinon le cercle AMM' sera (pour M voi-

sin de A) très voisin du cercle AMA'. D'où résulte qu'il ne sera à

aucun moment très petit. Comme AM est au contraire un petit

arc, il fera en M un angle très petit avec le grand cercle AM. Les

tangentes à ces deux arcs auront, dans ces conditions, même rota-

lion totale lorsque M tournera autour de A. Il résulte de là que

l'indice de la direction variable dont il s'agit le long de l'élément

qui contient A est égal à 4- i.

Si au contraire c'est le point M' qui coïncide avec A, le point M
vient en un point B, distinct de A : sans quoi le théorème serait

démontré .

Lorsque M tourne autour de H, M' tourne autour de A, et cela

dans le même sens, en vertu de l'hypothèse faite sur notre transfor-

mation. Le cercle AM'M est d'ailleurs très voisin du cercle AM'13.

Or la tangente en B ou en M à ce dernier a un sens de rotation in-

verse de celui de la tangente en A ces deux droites étant symétriques

l'une de l'autre par rapport au plan perpendiculaire au milieu

de AB), c'est-à-dire inverse de celui de la rotation de M' autour

de B.

Donc l'indice, le long d'un petit élément entourant le point B,

est égal à — i, et donne avec le premier une somme nulle.

Conmie, au contraire, la somme totale est (liH'i'ienle de o, la

(•) Métliode de démonstration comnmiiiquce par .M. I5rùu«cr.
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Iroisioinc livi)t)tliôsc doit c[vc, clic aussi, vérilu'e en im [)oiiit au

moins lie la surlace.

C. (). V. I).

Quant aux transformations {|ul changent l'oiicntation, elles

peuvent ne point admcilrc do point invariant : tel est le cas de

celle qui substitue à r,lia(pii' |)niiii de la surface le point diamc-

Iralcmenl oj)posé.
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ce problème est ramené au cas d'un extremom libre et la solution en est appliquée à
diverses questions classiques.

D'ailleurs, la question est un cas particulier du problème, dit de La;/range, dans le-

quel il sagit dannuler la variation première d'une intégrale, qui dépend de fonctions
inconnues assujetties, ainsi que leurs premières dérivées, à vérifier .les équations
données, avec conditions aux limites quelconques. Ce problème conduit lui-mt-me h.

un autre, dit problème de Mayer, que l'auteur traite en détail et qui donne lieu aux
m^mes extensions successives que le problème fondamental : forme paramétrique,
formule aux limites, limites variables, variations unilatérales, solutions discontinues;
le cbapitre se termine (lar une application au mouvement d'un mobile pesant avec ré-

sistance passive, et par d'autres applications analytiques aux équations aux dérivées
partielles. Le problème de Mayer amène enfin au problème général du Calcul fonc-
tionnel, dont l'auteur résume les principes, d'après les travaux récnts ; il les appli-

que au calcul de la variation infinitésimale des fonctions de Oreen et de Neumann,
que l'on rencontre en Piiysique mathoiualique.

Le livre IIl traite des conditiotm de Vextremum libre. Après avoir trouvé une
extrèmale annulant la variation première de l'intégrale, il s'agit de rechercher si elle

fournit effectivement un extremum
; l'invariance du signe de la variation seconde est.

à cet égard, une condition nécessaire : l'auteur étudie ce signe suivant les méthodes
de Jacobi-Legendre, généralisées par Clebsch pour le cas de plusieurs inconnues

;
puis

il expose les méthodes de Weierstrass et de M.M. Darboux et Kneser, qui donnent des
conditions suffisantes de l'extremum, par l'expression exacte de l'accroissement de
l'intégrale quand on passe d'une extrèmale à une extrèmale voisine. Le chapitre sui-

vant examine si les conditions que l'on vient de reconnaître suffisantes sont néces-

saires ; il se termine par des exemples géométriques et mécaniques
;
puis on passe au

cas des limites variables, et, ensuite, à l'examen des variations unilatérales et des

solutions discontinues, et, enfin, à l'étude des intégrales renfermant des dérivées

d'ordre supérieur au premier. On revient alors aux méthodes anciennes pour les com-
pléter de manière à obtenir des conditions suffisantes de minimum. Enfin, le dernier

chapitre est consacré à un important théorèrne de M. Osgood ; il renferme l'exemple

intéressant du mouvement dans l'air du solide de moindre résistance. Le volume se

termine par une note complémentaire sur les fonctions implicites.

Le magistral ouvrage, dont nous venons d'analyser succintement le premier volume,
renouvelle complètement un sujet intéressant et difficile ; il est aussi remarquable

par la précision, la rigueur et l'élégance de la méthode que par l'originalité des aper-

çus et la richesse de l'information
; on y retrouve toutes les qualités de l'éminent

professeur et du savant géomètre qui en est l'auteur.

M. Lelibdvrs,

Professeur an Lvcée et à l'Ecole des Sciences de Rouen,

Extrait de la Tievue générale des Sciencex, du 30 avril 1910.
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