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PREFACE.

1l y a plus d'un siécle que I'algébre d’Alkhayy4mi fixa pour la premiére
fois I'attention d’un savant mathématicien.

En 1742, Gérard Meerman publia & Leyde son « Specimen calculi
fluzionalis, » précédé d’une préface dans laquelle le célebre auteur es-
quisse rapidement, mais avec érudition et élégance, le développement
successif du calcul analytique. En parlant des progrés que les Arabes
avaient fait faire 3 cette branche des mathématiques, il cite (*) un manu-
scrit arabe du traité d’Alkhayyami, légué par Warner a la bibliothéque
de Leyde. 11 conjecture que ce manuscrit pourrait bien contenir la ré-
solution algébrique des équations cubiques. Cela n’est pas; car on
verra dans la suite que les découvertes d’Alkhayyadmi, quelque ingé-
nieuses qu’elles soient, n’ont rien de commun avec celles des algébristes
italiens du seiziéme siécle. 11 est vrai que le titre du manuscrit arabe, tel
que le donne le catalogue de la bibliothéque de Leyde, pouvait faire
croire le contraire.

En effet, on retrouve la pensée de Meerman chez Montucla ;**), le savant
historien des mathématiques; puis chez M. Gartz, auteur d'une disser-
tation latine sur les traducteurs et commentateurs arabes d’Euclide, pu-
bliée en 1823.

Personne cependant n’avait encore pensé  examiner cetraité, signalé ainsi
alattention des géometres et des orientalistes , lorsque M. L.-Am. Sédillot .
annonca dans le Nouveau Journal asiatigue (***) qu’il avait découvert, dans
un manuscrit arabe de la Bibliothéque royale, un fragment trés-intéressant
d’un traité d’algebre. Le contenu de ce morceau présentait une analogie
remarquable avec ce qui, selon toute probabilité, devait former le sujet
du manuscrit de Leyde. Quelque temps aprés, M. Sédillot fit connaitre ce

*) Voir la dixieme page de sa préface.
**) Hist. des Math., nouv. éd., t. I, p. 383.
***) Mai 1834.
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Chah, et qu'il était un des principaux auteurs de la réforme du calen-
drier introduite en 1079 par ordre de ce prince (*).

Alkhayy&mi lui-méme nous apprend (p. 13 de la traduction) qu'’il avait
composé aussi un traité sur I'extraction des racines des ordres supérieurs;

et le peu qu'il en dit suffit pour nous révéler ce méme esprit générali-

sateur qui, comme nous allons bientdt le voir, I'avait conduit & une théo-
rie systématique des équations cubiques (**'.

Alkhayyami était poéte (***). Maisses vers, écrits en persan, lui ont valu
une réputation d’athée et de libertin. Rappelons-nous cependant que les
mémes accusations furent portées contre Descartes par un turbulent
théologien, le recteur Voét, de I'université d'Utrecht. Ne nous empressons
donc pas de souscrire & un jugement qui a peut-étre sa source uniquement
dans les haines religieuses que les poésies satiriques et spirituelles d’Al-
khayyAmi devaient susciter contre lui.

Voici maintenant la traduction de la piéce inédite que j’ai donnée a la fin
du texte du traité d’algebre. Ce morceau est extrait du manuscrit n° 481,

supplément arabe, de la Bibliothéque nationale, qui contient un abrégé du-

Térikh-Alhogam4, terminé en 647 de I'hégire, et dont I'auteur s’appelait
Alzotizeni (****).

« OMAR ALKHAYYAM, imdm du Khori¢an, le grand savant du temps, était versé dans
les sciences des Grecs. 11 exhortait & chercher le Dieu unique, gouverneur da monde ,
par la purification des mouvements corporels, de maniére a rendre ’'dme humaine
exempte de toute impureté. 11 recommandait aussi une étude persévérante de la poli-
tique (*****), fondée sur les bases de cette science étlablies par les philosoplies grecs. Les.

*) Voir Abulfeda Annales muslemici, éd. de Reyske et Adler, t Il1, pag. 236, lig. 18 sqq.
(On lit en cet endroit « lbrahim, » au lieu de «fils d’Ibrahim ;» c’est une erreur; comparer
la note de M. Reinaud, dans les Prolégomenes 4 la Géogr. d’Aboulf., loc. cit.) — Jok. Gravii
Epocha celebri-res. Londini, 1650. Pag. 37 £qq. — Muhammedis fil. Ketiri, qni vaolgo

Alfraganus dicitur, Elementa astronomica, opera Jac. Golii. Amstelodami, 1669. Nota:,

pag.-32 sqq. — Ismaelis Bullialdi Astronomia philolaica. Paris, 1645, in-fol. Tabulee philo-
laicze, pag. 210-232, et particulicrement pag. 214 et 223; comparer Delambre, Hist. de
Pastr. an moyen 4ge, pag. 191-196. — Monlucla, Hist. des math., éd. nouv., t. 1, pag. 387:
— Delambre, Hist. de Vastr. moderne, pag. 75-84.

**) La bibliothéque de Leyde (voir n® 1067 du catalogue de 1716) posséde aussi un ouvrage:

d’Alkhayyamt sur Pexplication des difficultés présentées par les définitions placées en téle des
livres des Eléments d’Euclide.

***) Yoir J. v. Hammer Geschichte der scheenen Redekuenste Persiens. Wien, 1818,
pag. 80-82.

****+) Voir Wenrich, de auctornm Graecorum versionibus et commentariis Syriacis, Arabi-

cis, Armeniacis, Persicis commentatio. Lipsi®, 1842, pag. 1v-xui, et particuliérement pag. x.

ult. — Dans les citations que dans le cours de cet opuscule jaurai & faire de cet abrégé, je
le désignerai comme « le Ms. du TAifkh Alhogamd de la Bibliothéque nationale. »
*#**+) Le terme arabe rappelle la dérivation du nom de cette science du mat n6kig. Comparer

les Prolégomenes A la géographie d’Aboulféda, pdr M. Reinaud, p. Lxix; on y verra en .

méme temps de quelle maniére chez les Arabes la politique se rattachait anx sciences exactes.
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bléme de couper une sphére par un plan, de maniére que le rapport de
I'un des deux segments & I'autre soit égal & un rapport donné (7). Il dé-
montre que ce probléme dépend de la construction suivante : Etant donnés
une ligne DZ et sur cette ligne deux points B, T, -de telle sorte que B soit
situé entre D et T, déterminer un point X de la ligne DZ, tel qu’'on ait
XZ : ZT = BD* : DX*. Ramenons ce probléme & son expression algébrique
en désignant BD, ZT, ZD, DX, par a, b, ¢, z, respectivement ; il s’agira de
déterminer # au moyen de la proportion (¢ — ) : b =a* : x*, c’est-a-
dire de construire I'’équation cubique z° 4 a*. b = c2>.

Il parait que ce lemme fixa d'une maniére toute particulitre 'attention
des géometres arabes. Comme Archimeéde n’en avait pas donné la solution,
c’est peut-étre qu’ils mettaient un certain point d’honneur & prouver qu'ils
savaient surmonter aisément un obstacle qui semblait avoir arrété Archi-
méde (**). J’ai réuni, dansles additions A et B, différentes solutions de ce
lemme, données par des géométres arabes (**").

Quant a la mani¢re dont Alkhayyami construit les équations cubiques,
je vais donner une indication rapide des traits généraux de sa méthode,
sans entrer dans les détails dont on se rendra facilement compte en
parcourant les notes qui accompagnent ma traduction. Dans ces notes
j'ai fidelement reproduit les procédés du géométre arabe, tout en m’ef-

*) Edition d’Oxford, p. 157 sqq.
**) 1l est vrai que, d’aprés Eutocius, Archiméde lui-méme aurait donné une solution
de ce probleme qui revienl a construire le lemme par la combinaison de la parabole

=y E" avec hyperbole équilatére y(c—x) =b.c. 1l ne faul pas croire, cependant,

que le commentaire d’Eutocius sur le Traité de la sphére et du cylindre n’ait pas été connn
de bonne heure aux Arabes. On peut comparer & ce sujet un passage que j’ai extrait d’un
manuscrit de la Bibliothéque nationale, pag. 103 ult. On trouve méme davs un autre ma-
wuscrit de la Bibliothéque nationale (n° 952, 2, Supplément arabe), écrit a Chirdz F'an 358
de I’hégire (comp. page 117, premiére note), un fragment intitulé de la maniére suivante :
« Traité d’Eutocius ( ,L J‘ ), rendant compte des solutions, données par les anciens, du
probleme de la détermination de deux lignes entre deux autres lignes, de telle sorte que
ces quatre lignes soient en proportion continue. Traduit par Abotl Hagan Thabit Ben Korrah,
Cet ouvrage contient dix-huit figures et {les solutions de) onze géométres, & savoir : Héron

(u}»‘), Philon le Byzantin (JLJJJ‘ UL...S) Apollonius (UJ__»:L»‘,, Diocles
(u«lsyb), Pappus (U"J’ )» Sporus (U'J’b}“ sicj, Ménechme (u..,JJLo
Eratosthéne (u..: L......L)‘) Platon ( ‘J.LSLS‘ Architas { uu-LJA ) 1), Nicomede

)J.:; > 90 s:c). » C’est une traduction du commentaire de la 3° proposition du Traité de
lasphere et du cylindre.

***) | es géometres arabes désignent généralement ce probléme comme celui posé dans la
quatriéme proposition du Traité de la sphére et du cylindre. C’est quele terme arabe, traduit
par « proposition, » signifie a la lettre « figure, » et que, & compter d’aprés les figures, celle
de la 5° proposition n’est en effet que la 4* du second llvre, puisque la 1" proposition de ce
livre est sans figure.






Le systéme IT est employé paur les équations 16 & 18, lersqu’on fait

6. m=Va x=—1 A= =1
’—

17. m=Va x=+4+1 rA=—1

18. m=c x = =1 A= 1.

Enfin le systéme I correspond aux équations 19 a 25, lorsqu’aux quan-
tités x, ), , v, §, ¢ on donne les valeurs suivantes : '

19. 20. 21. 22. 23. 24. 25.
x + 1 -1 + —1 -1 + 1 -1
A -1 +1 + 1 -1 -1 -1 +t
® -1 -1 -1 —1 + 1 +1 + 1
v -1 + 1 -1 +1 -1 +1 -1
3 +1 —1 -1 -1 -1 -1 —
? -1 +1 -1 —1 -1 +1 +t

En divisant I'équation du quatriéme degré qui résulte du systéme III par
(z =+ %) , on la raméne & I'équation cubique proposée
. z3 + pcx? + obx + ta =0,
puisque ,z’-l—pcz’-!-obx-i—ra} . {z+5.f}=

I

=%

=z 4 (pc z3+ {ab +— i z’+'21az+—.

=zt 4 ;ﬂ%+w}33+c,b + p‘r-;}x’+2w@‘+07
ou les valeurs & donner aux quantités p, o, = sont les suivantes :

19. 20. 21. 22. 23. 2. 25.
0 +1 41 =1 -1 1 -1 =1
P +1 =1 1 =1 =1 41 =1 )
z -1 41+t =1 =1 =1

Alkhayy4mi n’a pas remarqué que, dans I'équation générale du troi-
si¢me degré, on peut toujours faire disparaitre le second terme, ¢e qui lui
aurait épa.rgné I’emploi des systémes IT et III (*).

Apres avoir esquissé cet exposé général des constructions d’Alkhayyanmi,
examinons encore quelques détails de sa méthode.

Observons d’abord qu’Alkhayyami, pas plus que Mohammed Ben Moiiga,
ne tient aucun compte des racines négatives, ni, a plus forte raison, des
racines imaginaires ; dés qu’un probléeme n’admet pas des racines réelles
et positives, il le déclare « impossible. » Aussi ne trouve-t-on pas dans le
tableau des équations d’Alkhayy&mi , complet & cela pres, ces formes , ol
la somme de tous les termes , formant le premier membre, est égalée a

*) Dans une notice sur l'algébre d’Alkhayydmt, insérée au tome XL dua Journal de
M. Crelle, y’ai montré (au § 3 de cette notice) comment on est trés-naturellement conduit
a ces trois systémes du géometre arabe, en partant des principes analytiques de la construction
des équations da troisiéme degré.
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tives. Pour ces derniéres équations, lorsqu'elles n'admettent pas des
racines positives, il les déclare « impossibles, » et il établit parfaitement le
critérium géomeétrique de la réalité des deux racines conjuguées, & savoir la
rencontre en deux points, ou le contact des deux coniques qui construi-
sent I'équation. Au cas du contact, il n’admet naturellement qu'une .
seule racine, et ne distingue pas deux racines égales.

Pour compléter sa théorie, Alkhayyami aurait dii établir encore des rela-
tions entre les coefficients de I'équation proposée, correspondant & ocette
limite qui est géométriquement représentée par le contact des deux
coniques.

C’est ce qu'il ne fait réellement pas. Mais, approchant de ce but, il dis-
tingue quelquefois certains cas, et énonce en méme temps que dans I'un ou
dans l'autre de ces cas le probléme est, ou n’est pas, ou possible, ou im-~
possible. En ramenant les relations, établies de cette maniére, & leur ex»
pression algébrique on trouve par exemple qu’il montre pour I'équation

17 : que tant que l/a < 5 il existe nécessairement deux racines posi-

c
tives ; que lorsque c>VE >3 elles peuvent exister ou non; et que

lorsque I)E z ¢, elles ne peuvent pas exister du tout. Pour I'équation 21 :

2

que lorsque a + b* 1”6 <<V/a . be, deux racines positives existent né-
3

cessairement, tandis que lorsque a + 1" ¢ > 14 be, elles peuvent

exister ou non. Pour I'équation 24 : que lorsque —:-; ¢, elles n’existent
pas (*). Pour I'équation 25: que lorsque 2> ¢, elles peuvent exister on

non; mais que lorsque < ¢, elles existent nécessairement (**).

D’autres géometres arabes réussirent mieux dans la détermination de
cette limite, qui fut tentée seulement par AlkhayyAmi. C'est sous ce rap-
port qu’on ne remarqueta peut-étre pas sans intérét les morceaux dont j’ai
rendu compte dans les additions B et C. J'y ai montré comment un théo-
réme démontré par Eutocius contenait le germe de ces découvertes ,
et comment, en partant de la simple considération que I'expression

*) Parce qu’alors la construction donne seulement la troisiéme racine positive ; mais
malheurensement aussi dans le cu% < ¢, Pauteur (comme je Pai fait observer ci-dessus)

ne découvre que cette troisiéme racine.
**) En conséquence de P’autre erreur mentionnée ci-dessus, I'auteur ne Llrouve ici, et
vérité, qu'une seule de ces deux racines positives.

b
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donc qu’on accordera peut-étre aussi quelque intérét aux solutions qu'ils
ont données du second.

Je V'espére d’autant; plas., que.ce petit traité réunit, d’'une manitre
singuliére, plusieurs noms des plus célebres qui ont illustré I’astronomie
et les mathématiques orientales, tels que ceux d’Alqotihi, d’Albirotini,
de Thébit Ben Korrah. Pour ne pas trop dépasser les limites prescrites  la
publication présente , et pour rendre compte, en moins de dix pages, de
ce qui en occupe trente-six dans le manuscrit arabe, jai été obligé de
supprimer, dans cet extrait, tout ce qui n’était pas essentiel, tout ce A
quoi le lecteur peut facilement suppléer lui-méme.

Onverra encore, dans les deux derniéres sections de l’addmonE, que les
Arabes ont ramené la construction de I'ennéagone inscrit au cercle 2 une
équation cubique ; et qu'ils ont construit le coté de I'heptagone inscrit au
cercle au moyen de I'intersection de deux conigues.

En comparant entre eux les traités de Mohammed Ben Mouc.i et de
Beh4 Eddin, Colebrooke était arrivé & la conclusion (Algebra of the Hin-
dus. Dissertation, p- Lxx1x), que l'algébre était restée & peu prés station-
naire entre les mains des musulmans. Ne serait-on pas également fondé a
mettre en doute les découvertes d’Apollonius,, d’Archiméde, de Diophante,
parce que ni les Eléments d’Euclide, ni les «Noces de laphilologie et de Mer-
cure » deMarcianus Capella, ne nous font connaitre les plus beaux monu-
ments qu’ait laissés la géométrie grecque?

Non, les mathématiques ne sont pas restées stationnaires en Orient de-
puis Mohammed Ben Motich jusqu'a Beh4 Eddin; elles ont pris, a une
époque intermédiaire, un essor et un développement dignes d’une véri-
table admiration. Les morceaux qui font I'objet de la publication présente
sont choisis parmi les travaux de cette époque, et je m’estimerais heureux
si on trouvait que leur contenu justifie réellement le jugement que je viens
d’émettre.

Paris, le 10 juillet 1851.
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MEMOIRE

DU SAGE EXCELLENT

GHIYATH EDDIN ABOUL FATH OMAR BEN IBRAHIM
ALKHAYYAMI DE NicHABOUR

(que Dieu sanctifie son Ame précieuse!)

SUR LES DEMONSTRATIONS

DES PROBLEMES DE L'ALGEBRE.

Au nom de Dieu clément et miséricordieux !

Louange au Dieu, seigneur des mondes, une fin heureuse
a ceux qui le craignent, et point d’inimitié,si ce n’est contre
les injustes. Que la bénédiction divine repose sur les prophétes,
et particuliérement sur Mohammed et toute sa sainte famille.

Une des théories mathématiques dont on a besoin dans la
partie des sciences philosophiques connue sous le nom des
sciences mathématiques (*), c’est Iart de Palgebre, lequel a
pour but la détermination des inconnues, soit numériques,
soit géométriques. Il se rencontre dans cette science des pro-
blemes, dépendant de certaines espéces trés-difficiles de théo-

*) Voici un passage tiré d’an manuscrit inédit de la Bibliothéque nationale, intitulé « Mé-
moires des Ikhwan AlgafA », recueil encyclopédique, composé d’une suite de traités dont les
premiers ont pour objet les sciences mathématiques : « Les sciences philosophiques se divi-

-sent en quatre espéces : 1° les sciences mathématiques, 2° les sciences logiques, 3° les scien-

ces physiques, 4° les sciences métaphysiques. Les sciences mathématiques & leur tour se di-
visent en qualre parties : 1° Parithmétique, 2° la géométrie, 3° 'astronomie, 4° la musique.»
— Voyez aussi Hadji Khalfa , éd. de Fluegel, vol. I, introd., cap. 1, sect. 4, « de divisioni-
bus doctrinarum », et particuliérement p. 29-30 et p. 34, puis vol. 111, p. 522.
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vparﬁt (*) Aboti Djafar Alkhazin (**), qui résolut I'équation a
Paide des sections coniques. Apreés lui tous les géométres
avaient besoin d’un certain nombre des espéces des susdits
théorémes (***), et 'un en résolut une, et 'autre une autre. Mais
aucun d’eux n’a rien émis sur I'énumération de ces espéces,
ni sur exposition des cas de chaque espéce, ni sur leurs dé-
monstrations , si ce n’est relativement a deux espéces, que je
ne manquerai pas de faire remarquer (****). Moi, au contraire,
je n’ai jamais cessé de désirer vivement de faire connaitre avec
exactitude toutes ces espéces, ainsi que de distinguer parmi
les cas de chaque espéce les possibles d’avec les impossibles, en
me fondant sur des démonstrations; car je savais combien est
urgent le besoin de ces théorémes dans les difficultés des
problémes. Toutefois je ne pouvais pas m’appliquer d’une
maniére suivie 4 la composition d’un semblable exposé,
ni lui vouer une méditation persévérante, empéché que
j'en étais par les désastres survenus. Nous avons été témoin
du dépérissement des hommes de la science, réduits mainte-
vant 3 une mince troupe, dont le nombre est aussi petit que
ses afflictions sont grandes, et i laquelle les rigueurs de la

*) La legon C) est confirmée en effet par la citation que Hadji Khalfa fait de ce pas-
sage (éd. de Fluegel, tom. 11, p. 584); mais la legon CJ que je dois A I’avis bienveillant de

M. Reinaud m’a paru tellement préférable, que je n’ai pas hésité & la recevoir dans le texte.

**) « Aboat Djafar Alkhazin, dont ce surnom est plus connu que son véritable nom, Per-
san d’origine , versé dans le calcul , la géométrie et 1a théorie des mouvements planétaires ,
habile a la fois dans la construction des instruments astronomiques et dans leur emploi, re-
nommé pour catle partie des sciences dans son temps. Nous citons de ses écrits : la table des
Safthas, Pouvrage le plus célebre et le plus complet qui existe sur cette matidre; — le traité
des problémes arithmétiques. » Ici encore Casiri s’est trompé en traduisant : Liber Tabula-
rum Latitudinum. Les Safthas forment une partie de ’astrolabe des astronomes arabes ; on
trouve & ce sujet d’amples détails dans I'excellent mémoire de M. Sédillot sur les instrum.
astron. des Arabes, p. 154-162 et 185-191. — Outre les ouvrages mentionnés ci-dessus, la bi-
bliothéque de Leyde posséde un commentaire du dixiéme livre des Eléments d’Euclide, par
Abot Djafar Alkbazin.

*+) A savoir, des équations cubiques.

*+) Yoir p. 11 et 12, et les discussions des équations ne 17 et ne° 21.

1
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fortune ont imposé I'obligation commune de s’adonner, tant
qu'elles durent, au perfectionnement et & I'exploration d’une
seule science. Mais la plupart de ceux qui par le temps actuel
ont l’air de savants, déguisent la vérité par le mensonge, ne
dépassent pas les limites de I'imposture et de l'ostentation
savante , et ne font servir la quantité de savoir qu'’ils possédent
qu’a des buts matériels et vils. Et s’ils rencontrent un homme
distingué (*) par la recherche de la vérité et 'amour de la
véracité, s'efforcant de rejeter la vanité et le mensonge, et d’a-
bandonner l'ostentation et la tromperie, ils en font I'objet de
leurs mépris et de leurs railleries. C’est Dieu que nous implo-
rons en tout état, c’est lui qui est notre refuge.

Dieu m’a gratifié de I'intimité de son excellence notre glo-
rieux et incomparable seigneur, le grand juge, I'imam, le sei-
gneur Aboti Tahir, que Dieu prolonge son élévation et confonde
ceux qui nourrissent contre lui de 'envie ou de l'inimitié! —
lorsque j’avais désespéré déja de jamais rencontrer un homme
possédant aussi complétement toutes les perfections pratiques
et théoriques, toutes, depuis la pénétration profonde dans les
sciencesjusqu’a la fermeté inébranlable dans ses actions et dans
ses efforts de faire du bien a chacun de ses fréres mortels. Sa
présence dilate ma poitrine, sa société rehausse ma gloire; ma
cause granditen empruntant de la lumiére 4 sa splendeur, et
ma force est augmentée par sa munificence et par ses bien-
faits. Je me sentis donc obligé derenouer le fil de ces recherches
que m’avaient fait perdre les vicissitudes de la fortune, et de
choisir parmi ce que j’ai approfondi en fait de la moelle des
théories philosophiques avec quoi je puisse approcher de son
siége sublime. Clest ainsi que j'ai commencé a énumérer ces

*) La ponctuation donnée dans le texte est celle du Ms. B. Dans les deux autres manus-
crits le mot n’est pas ponctué du tout. Peut-8tre vaudrait-il mieux lire moannayan « qui
se fatigue & rechercher, etc. ; » ce qui s’accorderait surtout avec le moudjtahidan suivant.
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espéces de théorémes algébriques, vu que les sciences mathé-
matiques sont les plus dignes de la préférence. Et je saisis la
corde du concours divin, espérant que Dieu m’assiste & pour-
suivre ce but, en indiquant avec exactitude jusqu’ou s’étendent
mes recherches et jusqu’ou celles de mes prédécesseurs, dans
ces parties des sciences nobles entre toutes les autres. Jappuie
ma main sur I'anse solide de la protection du Trés-Haut. Cest
lui qui est le seigneur de I'exaucement, et c’est sur lui que
repose notre confiance en tout état.

Avec Passistance de Dieu et avec son concours précieux, je
dis : L’algébre est un art scientifique. Son objet, ce sont le
nombre absolu et les grandeurs mesurables, étant inconnus,
maisrapportés i quelque chose de connu de maniére 4 pouvoir
étre déterminés ; cette chose connue est une quantité ou unrap-
port individuellement déterminé, ainsi qu’on le reconnait en les
examinant attentivement (*); ce qu'on cherche dans cet art, ce
sont les relations qui joignent les données des problémes
(Pinconnue ), qui de la maniére susdite forme 'objet de I'al-
gébre (**). La perfection de cet art consiste dans la connais-

*) Ou bien : « Et on arrive a cette chose connue en analysant I’énoncé du probléme. » En
effet, les données du prohléme, c’est-a-dire les coefficients de I’équation algébrigune & laquelle
on le raméne, ne sont presque toujours indiquées dans les énoncés qu’indirectement.

**) On peut comprendre ce passage de différentes maniéres, tant & cause des pronoms suf-
fixes féminins qu’on peut rapporter soit & cindah, soit & awdridou, qu'a cause du mot
maoudodon employé deux fois de suite dans deux sens différents ; enfin & cause du mot
awdridou , qui proprement signifie « les accidents », par opposition a maoudodon , « la
substance » ; de sorte qu’il faudrait traduire : « Ce sont les attributs qui joignent leur sujet &.
ce qui de la maniére susdite forme I'objet de I'algébre », ou « & ce qui ... constitue les don-
nées du probléme » ; car on trouve aussi le mot maoudoion employé dans ce dernier sens,
exprimé ordinairement par le mot mafroddon. Le sens du passage reste cependant tonjours
essentiellement le méme, c’est-d-dire que Pauteur veut parler des relations algébriques qui
existent entre lesdonnées et I'inconnue, et que I'algébriste a b établir.— La définition donnée
par l'auteur, et qui, grace surtout aux pronoms suffixes, ne se distingue pas par la clarté, a
cela de remarquable, qu’elle n’a plus dn tout égard aux deux opérations préliminaires dont se
compose le nom arabe de 'algébre, et qui en effet ne constituent que la résolution des équa-
tions du premier degré. C’est un indice d'un état avancé de la science, d’un point de vue
plus élevé, parfaitement en harmonie avec la maniére supérieure dont ’auteur dans la suite
traite son sujet.~ Voir; pour d’autres définitions arabes de I'algébre, Hadji Khalfa, éd. de
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proportion continue, c’est-a-dire I'unité est a la racine comme
la racine au carré et comme le carré au cube (*); conséquem-
ment le nombre est aux racines comme les racines aux carrés,
comme les carrés aux cubes et comme les cubes aux carré-
carrés, et ainsi de suite (**).

11 faut qu’on sache que ce mémoire ne saurait étre compris
que par ceux qui possédent une connaissance parfaite des
ouvrages d’Euclide sur les Eléments et sur les Données, ainsi
que des deux (premiers) livres des Coniques d’Apollonius.
Pour quiconque serait en défaut relativement & la connaissance
d’un de ces trois ouvrages, il n’y a pas moyen de saisir bien
exactement les théories que je vais exposer. Déja je n’ai pas
réussi sans peine 4 me borner, dans les citations 4 faire dans
ce traité, aux trois livres que je viens de nommer.

Les résolutions algébriques ne seffectuent qu'a l'aide de
léquation, c’est-a-dire en égalant ces degrés les uns aux autres,
comme cela est bien connu. Si l'algébriste emploie le carré-
carré dans des problemes de mesure, cela doit s’entendre
métaphoriquement (***) et non pas proprement, puisqu’il est
absurde que le carré-carré soit au nombre des grandeurs
mesurables. Ce qui rentre dans la catégorie des grandeurs
mesurables, c’est d'abord une dimension, i savoir la racine,
ou, par rapport a son carré, le coté; puis deux dimensions :
cest la surface; et le carré (algébrique) fait partie des gran-
deurs mesurables , étant la surface carrée. Enfin trois dimen-
sions : c’est le solide; et le cube se trouve parmi les grandeurs
mesurables, étant le solide terminé par six carrés. Or comme
iln’y a pas d’autre dimension, il ne peut rentrer dans la catégo-
rie des grandeurs mesurables ni le carré-carré, ni a plus forte

N11z=zx:2=2: 2. .

**)a : ax = ax : ax® = ax? : ax’® = ax® : az' = elc.

***) Voir au sujet du terme de rhétorique madjdz le commentaire des Makdmes de Harftl.
Nouv. éd. ; Paris, 1847, p. A, ’
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raison les degrés supérieurs (*). Et si 'on dit que le carré-
carré fait partie des grandeurs mesurables, cela se dit par rap-
port a sa valeur réciproque employée dans les problémes de
mesure (**), et non pas parce que les quantités carré-carrées
elles-mémes soient mesurables, ce qui constitue une différence.
Le carré-carré ne fait donc partie des grandeurs mesurables ni
essentiellement ni accidentellement; et on ne peut le comparer
au pair et a 'impair qui en font partie accidentellement, par
rapport au nombre au moyen duquel la continuité des gran-
deurs mesurables est représentée comme discontinue.

Ce qu'on trouve dans les ouvrages des algébristes, relative-
ment & ces quatre quantités géométriques, entre lesquelles se
forment les équations, 4 savoir : nombres absolus, cotés, carrés
et cubes, ce sont trois équations renfermant le nombre, des
cotés et des carrés (***). Nous allons, au contraire, proposer
des méthodes au moyen desquelles on pourra déterminer I'in-
connue dans I'équation renfermant les quatre degrés dont
nous venons de dire que ce sont eux exclusivement qui peu-
vent faire partie des grandeurs mesurables, a savoir : le nom-
bre, la chose, le carré et le cube.

Les especes d’équations dont la démonstration (***) dépend
des propriétés du cercle, c’est-a-dire des deux ouvrages d’Eu-
clide sur les Eléments et sur les Données, se démontrent bien
facilement. Pour celles qu’on ne peut démontrer qu’a l'aide

*) Il suffit de rappeler que c’est Descarfes qui a répondu victorieusement a celte argu-
mentation, universellement adoptée avant lui.

**) 1 est facile d’imaginer un semblable probléme. Supposons, par exemple, qu’il soit ques-
tion d’une sphére dont le volume soit  'unité de volume comme une ligne donnée a & son

. a 47
rayon; en désignant ce rayon par r, on aura =3

W) 23 - bxr =a, x* 4 a=bx, x* = a 4 bx. L'auteur,voulant parler ici du
progrés qu’il a fait faire & P'algébre, fait abstraction en cet endroit des trois formes a = =z,
a = z?, bx = x?, qui se trouyaient aussi dans les ouvrages de ses prédécesseurs, comme
de problémes tout & fait inférieurs.

**+) Cest-d-dire la démonstration des procédés qui constituent leur résolution.
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des propriétés des sections coniques, il faut s'en rapporter a
ce qui est contenu dans les deux (premiers) livres des Co-
niques. Lorsque 'objet du probléme est un nombre absolu (*),
ni moi, ni aucun des savants qui se sont occupés d’algébre,
n’avons réussi 4 trouver la démonstration de ces équa-
tions (et peut-étre un autre qui nous succédera comblera-t-il
cette lacune), que lorsqu’elles renferment seulement les trois
premiers degrés,” & savoir: le nombre, la chose et le carré.
Pour ces especes, dont la démonstration s’effectue au moyen
de I'ouvrage d’Euclide, j'en indiquerai la démonstration nu-
mérique (**). Et sachez que la démonstration géométrique de
ces procédés ne rend pas superflue leur démonstration numé-
rique, lorsque l'objet du probléme est un nombre, et non pas
une grandeur mesurable. Aussi voyez-vous bien qu’Euclide,
aprés avoir démontré certains théorémes relatifs a la propor-
tionnalité des quantités géométriques, dans le cinquieme livre
de son ouvrage, donne derechef la démonstration exacte-
ment des mémes théorémes de proportionnalité, lorsque leur
objet est un nombre, dans le septiéme livre (***).

Les équations ayant lieu entre ces quatre degrés sont, ou
simples, ou composées. Des équations simples, il y a six es—
Péces (¥¥¥¥) .-

1° Un nombre est égal a une racine;

2° Un nombre est égal & un carré;

3° Un nombre est égal & un cube;

*) C'est-a-dire lorsqu’il 3’agit de satisfaire & I’équation proposée par un nombre entier.
Voyez la préface.

**) 11 faut toujours entendre : la démonstration de la résolution lorsqu’il s°agit de satis-
faire & équation par un nombre entier. Je ne répéterai plus cette remarque dans la suite.

***) Yoir Eucl., Elém. VII, prop. 4-22. ,

W) 10 g =2; 2° a=2% 3° a=2x;

4 bx = x% 5° bxr = x°; 6° cx® = x°.

Jéchange ici les numéros 5 et 6 'un contre Pautre; c’est Pordre suivi plus tard par 'autenr .
lorsqu’il discute ces équations une & une.
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Les trois espéces suivantes sont (*) :
® Un cube et des carrés sont égaux 4 des racines;

2° Un cube et des racines sont égaux & des carrés;

3° Des racines et des carrés sont égaux i un cube.

Les algébristes disent que ces trois secondes espéces sont
proportionnelles aux trois premiéres, chacune 4 sa correspon-
dante, c’est-i-dire que 1’équation : « un cube et des racines
sont égaux A des carrés » est équivalente A celle-ci: « un carré
et un nombre sont égaux 4 des racines (**), » et de méme rela-
tivement aux deux autres. Mais ils ne 'avaient pas démontré,
lorsque les objets des problémes sont des quantités mesura-
bles. Pour le cas ou I'objet des problémes est un nombre, cest
une conséquence immédiate du traité des Eléments (**). Or,
j’en démontrerai aussi le cas géométrique.

Les six espéces qui restent des douze, ce sont (****):

1° Un cube et des racines sont égaux 4 un nombre;

2° Un cube et un nombre sont égaux 4 des racines;

3° Un nombre et des racines sont égaux a un cube;

4° Un cube et des carrés sont égaux 4 un nombre;

5° Un cube et un nombre sont égaux i des carrés;

6° Un nombre et des carrés sont égaux 4 un cube.

De ces six espéces rien n’a paru dans les traités d’algébre,
excepté la discussion isolée d’'une d’entre elles (*****). Moi, je les
discuterai et les démontrerai géométriquement, pas numéri-
quement. La démonstration de ces six espéces n’est possible
qu'au moyen des propriétés des sections coniques.

*) 10° 2% - cx® = ba: 11° 2% + bz = cx?; 12° cx? + b2 = 2°;
**) 23 - bx = cx?, divisé par x, donne 2* 4 b = c=.
***) Vu la proportionnalité qui a lien entre ces équations et les trois précédentes. Voir
page 6, nit.
) 130 22 - bx = @a; 14° 22 - a=bx; 15° bz 4 a = z°.
16° 2% - cx? = a; 17° z° 4 a = cx*; 18° c2® + a = z°.
*HY) Voir la digcussion de I’équation n° 17,
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Quant aux équations composées quadrinomes, il y en a
deux classes : premiérement, celles dans lesquelles trois degrés
sont égalés a un degré. Ce sont quatre espéces (*):

1° Un cube, des carrés et des racines sont égaux a un
nombre; ‘

2° Un cube, des carrés et un nombre sont égaux a des
racines;

3° Un cube, des racines et un nombre sont égaux a des
carrés;

4° Un cube est égal a des racines, des carrés et un nombre.

La seconde classe comprend celles dans lesquelles deux de-
grés sont égalés & deux degrés. 1l y en a trois espéces(**):

1° Un cube et des carrés sont égaux a des racines et un
nombre;

2° Un cube et des racines sont égaux a des carrés et un
nombre;

3° Un cube et un nombre sont égaux & des racines et des
carrés.

Ce sont ] les sept espéces quadrinomes : aucune desquelles
nous n’avons réussi 4 résoudre que géométriquement. Un de
nos prédécesseurs avait besoin d’'un cas particulier d’'une de
ces espéces, que je ne manquerai pas de faire remarquer (***).
La démonstration de ces espéces ne peut étre effectuée qu'a
laide des propriétés des sections coniques.

Maintenant je vais discuter et démontrer, une i une, toutes
ces vingt-cinq espeéces; et j'implore l'assistance de Dieu : qui-
conque se confie sincérement 4 lui, Dieu le dirige et lui suffit.

Premiére espéce des équations simples. « UNE RACINE FST

*) 19 2 f-cx? bz = a; 20° z*4-cx?*+a=bzx;

21 2’ 4-bx +a = cx?; 22° cx*4-bx +a=23;
**) 23 ' fex=bx+ta; 24 2 +brxr=cx’+a; 25° x*+a=cx’- br.
***) Voir la discussion de P’équation u°® 21.
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EGALE A UN NoMBRE (*). » Donc, la racine est nécessairement
connue; ce qui va également pour le nombre et pour les quan-
tités géométriques. '

Seconde espéce. « UN NOMBRE EST EGAL A UN CARRE (**). »
Le carré numérique sera donc connu, étant égal au nombre
connu; sa racine ne peut étre trouvée numeériquement que
par la connaissance préalable de la suite des nombres carrés:
car ce n’est que de cette maniére qu'on sait, par exemple, que
la racine de vingt-cinq est cing, et non pas par un procédé
algébrique. Nous n’aurons, a ce sujet, aucun égard a ce qu’en
disent ceux, parmi les algébristes, qui sont d’un avis différent.
Les Indiens possédent des méthodes pour trouver les cotés
des carrés et des cubes (***), fondées sur une telle connais-
sance d’une suite de nombres peu étendue, c’est-a-dire sur la
connaissance des carrés des neuf chiffres, a savoir, du carré de
un, de deux, de trois, etc., ainsi que des produits formés en
les multipliant Pun par l'autre, 4 savoir, du produit de deux
en trois, etc. J’ai composé un ouvrage sur la démonstration
de I'exactitude de ces méthodes, et jai prouvé qu’elles con-
duisent en effet & I'objet cherché. Jen ai, en outre, aug-
menté les especes, c’est-a-dire que j’ai enseigné a trouver les
cOtés du carré-carré, du quadrato-cube, du cubo-cube, etc.,
aune étendue quelconque, ce qu’on n’avait pas fait précédem-
ment. Les démonstrations que j’ai données a4 cette occasion
ne sont que des démonstrations arithmétiques (****), fondées
sur les parties arithmétiques des Eléments d’Euclide (*****).

)1, a=u2x.

", e =2 x = Va.

*+*) C'est-a-dire : pour I'extraction des racines carrées et cubiques. — Ce que I'auteur dit
des méthodes indiennes s’accorde avec ce que nous en savons par 'ouvrage de Colebrooke.

*h+) Quant a la restriction exprimée par 'autenr, il faunt ’entendre ainsi : « Je n’en ai pas
donné en méme temps des démonstrations géométriques. »

wor) Ge que 'auteur dit ici de son ouvrage sur les démonstrations mathématiques de I'ex-
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la connaissance préalable de la suite des nombres cubes, ce
qui va également pour toutes les puissances numériques, telles
que carré-carré, quadrato-cube, cubo-cube, ainsi que nous
Pavons dit dés I’abord.

Quant 2 la démonstration génmétrique. (*), nous supposons
que le carré AD (fig. 2) soit le carré de I'unité, c'est-a-dire
que AB soit égal 4 BD, et que chacun de ces deux cotés soit
supposé égal a I'unité. Puis, nous élevons sur le plan AD, au
point B, une perpendiculaire BC, en la faisant égale au nombre
donné, ainsi qu'il a été exposé par Euclide dans le onziéme
livre de son ouvrage (**). Complétons le solide ABCDEZH. 1I
est connu que la mesure de ce solide doit étre égale au nombre
donné. Puis nous construisons un cube égal i ce solide.
Mais la construction de ce cube ne s’effectue qu'au moyen
des propriétés des sections coniques. Nous la différons donc
jusqu’a ce que nous ayons donné des théorémes préliminaires.
qui se rapportent a ces propriétés.

Toutes les fois que nous dirons : « un nombre est égal 4 un
solide» , nous entendrons ici par le nombre un solide & cdtés
paralléles et A angles droits, ayant pour base le carré de
lunité, et dont la hauteur est égale au nombre donné.

Quatriéme espéce. « UN CARRE EST EGAL A CINQ DE SES
RACINES (**¥).» Alors le nombre des racines est la racine duw
carré. La démonstration arithmétique consiste en ce que la
racine multipliée par elle-méme produit le carré, et que la
méme racine multipliée: par cing produit également le carré :
elle est donc égale & cinq. La démonstration géométrique

) #*=a=a .1.1=BC. AB. BD.
") Eléments, XI, 12.
v, bx=2a* 5x=2x%; x=>b.
Démonstr. x.x=zx*, b.x =2x?; donc x.x="5b.x on g=0>.

[y
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est analogue & cela; on suppose un carré égal a cinq de ses
cotés.

Cinquiéme espéce. « DES.CHOSES SONT EGALES A UN CUBE("). »
Si le probléwme est numérique, il est évident que cette espéce
est équivalente a celle-ci : «un nombre est égal a un carré. »
Par exemple : « quatre racines sont égales i un cube», est la
méme chose que si 'on disait: « quatre en nombre est égal a
un carré,» vu lexistence de la proportionnalité mentionnée
ci-dessus (**).

Quant ala démonstration géométrique(***), nous supposons
un cube ABCDE (fig. 3) dont la mesure soit égale a quatre de
ses cOtés, et dont le coté soit AB. Alors son coté AB, multiplié
par quatre, produira le cube ABCDE, et en méme temps son
coté, multiplié par son carré, c’est-a-dire par le carré AC, pro-

duit le cube; donc le carré AC est égal a quatre.

*BRX
). »

Sixiéme espéce. «DES CARRES SONT EGAUX A UN CUBE (
Cela équivaut a: «un nombre est égal a une racine. »

La démonstration arithinétique consiste en ce que le nombre
est a la racine comme des carrés sont au cube, ainsi que cela

se trouve expliqué dans le huitiéme livre des Eléments ****).

*) V, bx=2x* équivantd b=uax2.

**) Voir page 10. — J'ai d0 conserver, ici et dans la suile, I'expression «en nombre »,
pour mieux rendre le sens du texte original. Voir la préface.

*#%) 4. AB= AB = cube ABCDE

(carré AC) . AB= (carré AC) . BD = cube ABCDE,
donc 4.AB = (carré AC). AB  ou 4= carré AC = AB.

*ev) VI, cx?=2° équivaut & c=z.

Démonstr. ¢ : x=cx? : z3, donc cz? =2z dés que c ==z.

***+%) Je ne saurais assigner aucune proposition du huitiéme livre que 'auteur edt ici pu
avoir en vue. Cela m’'a fait penser que peut-élre le texte portait originairement L d,
J,NQ" B dans le onziéme livre des Elémenls », conjecture qui serait corroborée en

&
quelque sorte par la lecon . L5 du manuscrit C. En effet, la proposition XI, 34, impligue
comme cas spécial le théoréme qui serait I'expression géométrique de la démonstration dont

il s"agit ici. Toutefois je considére cette supposition comme trés-improbable, vu que 'auteur
distingue tonjours rigoureusement les démonstrations géométriques des démonstrations
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Quant a la démonstration géométrique (*), nous suppo-
sons le cube ABCDE (fig. 3) égal au nombre de ses carrés, par
exemple, égal a deux carrés. Le carré de son c6té est AC. Donc
la surface AC, multipliée par deux, produira le cabe ABCDE;
et en méme temps, multipliée par BD, qui est (égale au) coté de
ce (carré), elle produit également le cube ABCDE. Donc BD,
qui est le coté de ce cube, sera égale a deux; et c'est ce qu'’il
s'agissait d’obtenir.

Toutes les fois que nous dirons, dans ce traité, « carrés du
cube,» nous entendrons par cette expression des carrés de
son coOté.

Aprés avoir terminé la discussion des équations simples,
passons maintenant i celle des trois premiéres des douze équa-
tions trinémes.

Premiére espéce. « UN CARRE ET DIX RACINES SONT EGAUX A
TRENTE-NEUF EN NOMBRE (**).» Multipliez la moitié (du nombre)
des racines par elle-méme. Ajoutez le produit au nombre, et
. retranchez de la racine de la somme la moitié (du nombre)
des racines. Le reste est la racine du carré.

Si le probléme est arithmétique, deux conditions doivent
étre remplies; la premiére : que le nombre des racines soit
pair, de sorte qu’il ait une moitié (entiere); la seconde : que le
carré de la moitié (du nombre) des racines et le nombre, ajou-

arithmétiques. Mais, au lien du huitiéme livre, on pourrait citer la huitiéme proposition du
veuviéme livre; en effet, celle-ci comporte que
1:z=2*:2° dodilsuit ¢ : z = cx? : 2°.
%  a.(carré AC) = 2BD = BD = cube ABCDE
BD. (carré AC) = cube ABCDE,
donc  2.(carré AC) = BD . (carré AC) ou 2 = BD.

: 7 b7
) vil, 2?4 bxr =a (x*-+4 10x = 39); \/a+(%) —%:z.

Je fais observer que Mohammed Ben Moi¢d énonce cette équation sous la méme forme
spéciale, qu’Alkhayyamt a gardée peut-étre comme cousacrée par I'usage.

2



— 18 —
tés ensemble, produisent un nombre carré. Sinon, le probléme,
considéré comme arithmétique, est impossible (*). Géométri-
quement, cette espece ne‘comprend pas de problémes impos-
sibles du tout.

La démonstration arithmétique est facile, et conforme i la
démonstration géométrique. Voici cette derniére (**). Nous
supposons le carré AC (fig. 4) ensemble avec dix de ses racines
égal 2 trente-neuf en nombre. Supposons encore que dix de
ses racines soient représentées par le rectangle CE. La ligne
DE sera donc égale 4 dix. Divisons-la, au point Z, en deux
parties égales. Alors, parce que la ligne DE a été divisée en
deux parties égales au point Z, et qu'on lui a ajouté en ligne
droite la partie AD, le produit de EA en AD, qui est égal au
rectangle EB, ajouté au carré de DZ, sera égal au carré de ZA.
Mais le carré de DZ, qui est la moitié (du nombre ) des ra-
cines, est connu, et le rectangle BE, qui est le nombre donné,
est également connu. Par conséquent, le carré de ZA et la
ligne ZA seront connus; et lorsque nous retranchons ZD de
ZA, le reste AD sera connu.

*) Ici I'anteur se trompe; aucune des denx conditions n’est nécessaire pour que z soit
entier. Désignons par ¢ un nombre positif et irrationnel, par « un nombre positif et entier ;
supposons ¢ > a et @ = ¢ .a, b = ¢ — a. Certainement ¢ — o« ne sera pas alors un

2 2
nombre pair, vl ¢.a (?) = (.,_.;_.,) un nombre carré, vu que sa racine

cta
2

¢ —a\? c—a
-_— = @ sera un

est irrationnelle; toutefois z = ¢.af ( N 3
nombre entier.
: DE
**) AD = AB = Z, DE = 10, BE=139, DZ = ZE = 2
EA . AD 4 Dz = ﬁ’(l:nclide,ﬂémenu, 11, 6) ou Bl-'.+iTZ’= Ty :
BE et DZ étant connus, il en sera de méme pour ZA et pour (ZA — ZD) = AD = z.
Voici le principe de cette démonstration : la proposition d’Euclide exprime que (b4-x) z-}-

+ (%)’ - (—:— + z ) ; mais on avait (b+x) x = z* - bx= a, donc a (.:.)’ =

~ () o/t
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Autre démonstration (*). Supposons que ABCD (fig. 5) soit
un carré; prolongeons BA jusqu’a E, et faisons EA égale a
un quart (du nombre) des racines, Cest-i-dire & deux et
demi. Prolongeons DA jusqu’a Z, en faisant ZA égale a un
quart (du nombre) des racines. Menons d’'une maniére sem-
blable des lignes de tous les sommets du carré, et complétons
la figure HT. Elle sera un carré, parce que ZE, AC et CT
sont des carrés, vu ce qui se trouve exposé dans le sixieme
livre des Eléments (**). Les quatre carrés situés dans les coins
du grand carré sont égaux chacun au carré de deux et demi;
conséquemment leur somme sera égale a vingt-cinq, Clest-

10 1 25
*) AB=BC =z, EA = ZA = Y =2—2, EZ = Y 4 EZ = 25;

ZB = ZA.AB = z%u, 4 7B = 10 AB; AB'+ 10 AB = 39, AB -4 2B =39;

HT = AB + 4 ZB + 4 EZ = 39 + 25 = 64;

% = AB = EM — (EA - BM) = coté de HT — 2 FA = \/;_1—:-=3.
Le principe de cette démonstration consiste A compléter le carré; en effet, nous avons

mr=a +4(32) +4(3 ) = (+ ) et en méme tomps, parce quea*+ba=s, =

it QY ot (2 et (o2 /) e

Cette démonstration est essentiellement la méme que celle donnée par Mohammed Ben
Mo0c ; voyez I’édition de Rosen, pages 13 et A. Mohammed Ben Mo0¢A en ajoute une seconde,
dont voici I'exposé (voir fig. 5, a) :
Equation proposée : x* +4 10 2 = 39.
10
F}

10
AB + (G D) = 2* 4 2 (-—2-:0:)=39 .—...a
10\? b\?
SH — {AB 4 (G -} D){=SH — 39 = (';) .- (;)
2 2
su=39+(%) = o4 ... a+(§)

cotédesn=\/;-_-3;m\/r(g)=
=3.—...\/,T(g);_;

2.

Démonstr.: AB = x?; G=D = x; :

x=coté de AB = 8 —

©l3

*) Euclide, Eléments, VI, 24.



13

— 20 —
a-dire au carré de'la moiti¢ (du nombre) des racines. Le rec-
tangle ZB est égal A deux et demie des racines du carré AC,
parce que ZA est égale 4 deux et demi. Les quatre rectangles
seront donc ensemble égaux A dix racines du carré AC. Mais
on avait supposé le carré AC ensemble avec dix de ses ra-
cines égal a trente-neuf en nombre. Conséquemment le carré
HT est égal & soixante-quatre. Prenons-en la racine, et retran-
chons d’elle cinq. Il reste AB.

Supposons encore (*) qu’une ligne AB (fig. 6) soit donnée égale
adix, et que I'on demande le carré qui, ajouté au produitde son
coté en AB, soit égal au nombre donné. Représentons le noinbre
donné par la figure E, laquelle soit un parallélogramme 4 angles
droits, ainsi que nous 'avons dit précédemment(**). Appliquons
a la ligne AB un parallélogramme égal au rectangle E et excé-
dant d’un carré, ainsi qu’Euclide I'a expliqué dans le sixiéme
livre des Eléments. Que ce soit le rectangle BD, et que le carré
excédant soit AD; le c6té AC de ce carré sera connu, confor-
mément a ce qui se trouve établi dans les Données (***).

Seconde espéce. « UN CARRE ET UN NOMBRE SONT EGAUX A
DEs RACINES (****). » Il est nécessaire, dans cette espéce, que
le nombre ne soit pas plus grand que le carré de la moitié
(du nombre) des racines. Sinon, le probléme est impossible.
Lorsque le nombre est égal au carré de la moitié (du nombre)

des racines, la moitié (du nombre) des racines est elle-méme
la racine du carré. Lorsque le nombre est plus petit, on le re-

*) AB = 10, E = 39. La construction d’Euclide, Eléments VI, 29, implique la déter-

mination d’une ligne AC telle que BD = AE'-l- AC . AB = E; donc z = AC.
**) Pag. 14, lig. 12.
***) Prop. 59, éd. d’oxford, 1703, fol., p. 497.
vy v, 2 4 a = bz (b=10).

— ?
Condition : a : (g) (sans cela en effet x est imaginaire)

1)a=<g)’...z=g 2)a<(g)’...z=g:\/(g>’—a.
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tranche du carré de la moitié (du nombre) des racines,on prend
la racine du reste et on I'ajoute a la moitié (du nombre) des
racines, ou la retranche de cette derniére. Le résultat, tant de
I’addition que de la soustraction, est la racine du carré.

La démonstration arithmétique est conforme a la démons-
tration géométrique (*) (qui suit). Supposons un carré ABCD
(fig. 7), et supposons (le rectangle) ED, égal au nombre, joint
a ce carré du coté de AD. Le rectangle (produit) EC sera donc
égal adix (") cotés du carré AC, et conséquemment EB sera égale
a dix. Que dansla premiére figure (7, 1) AB soit égale 4 la moitié
deEB, dans laseconde (7,2) plusgrande, et dans la troisieme (7, 3)
plus petite que la moitié de EB. Alors, dans lapremieére figure, AB
sera égale  cinq. Dans la seconde et dans la troisiéme figure,
divisons EBau point Z, en sorte que la ligne EB soit divisée en
deux parties égales au point Z, et en deux parties inégales
au point A. Dong, le rectangle EA en AB, ajouté au carré de
ZA, sera égal au carré de ZB, ainsi qu’il est expliqué au second
livre des Eléments. Le rectangle EA en AB, étant égal au nom-
bre, est connu; conséquemment, lorsqu’on le retranche du

*) AB= AD = z, ED = a, EC = 10. AB = bz, EB = 10 = b;

EB
1) x=AB= 5 = 5;

:; AB z %, EZ = ZB, EA.AB +rz’=§i’(l=.uclide, Eléments, 1I, 5);
EA.AB = ED=a et BZ = L b étant connus, on connaitra donc

2 2

[— 2
AZ et AZ, ainsi que 3” ZB X AZ=AB=1x . —
~ Voici le principe de cette démonstration: la proposition d’Euclide implique pour les

cas 2) et 3) que z (b — x) - [:':( —g)]z = (g)’ , mais b — z*=a, donc

+ (2- g) =.\/(-§)2_—¢z-ouz=gi \/(;’)—_t_a- Au cas 1. le

2
radical disparalt, parce que a = (g) , done z = ;

**J La valeur spéciale adoptée ici, rappelle encore P’énoncé donné de cette équation par
Moh. Ben Mouga.
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carré de ZB, qui est la moitié (du nombre) des racines, le carré
de ZA, qui reste, sera connu. En retranchant dans la troisiéme
figure ZA de ZB, et dans la seconde figure en ajoutant ZA a
ZB, on obtient pour reste ou pour somme la ligne AB, Et
cest ce qu’il s'agissait de trouver.

On peut, si 'on veut, démontrer cela encore d’autres ma-
niéres (*); mais nous nous bornons a ceci, de peur d’étre pro-
lixe. Supposons (**) qu’une ligne AB (fig. 8) soit donnée égale
a dix, et qu'on demande a retrancher d’elle une ligne telle
que, lorsqu’on la multiplie par AB, ce produit soit égal au
carré de cette méme ligne, plus un autre rectangle, lequel ne
soit pas plus grand que le carré de la moitié de AB, c’est-a-dire
plus le nombre donné qui soit représenté par le rectangle E.
Nous nous proposons donc de retrancher de AB une ligne dont
le carré plus le rectangle E soit égal au produit de ABen

*) Voici I'exposé de la démonstration que Mohammed Ben Moaca (édition de Rosen,
page 16 et |}) donne de cette espéce (voyez fig. 7, a) :
[Equation proposée : z* + 11 = 10 z. . .
Démonstration : AD=2z?; HB=21; HD=HN.HC=2x.10;
CG=HG = 2=73 =5; GK=CG—GT=5—2x;
TK=GK+4GT=CG=5; NT=HG=CG=5;

10°\? b\?
MT=25=(~? .—.v.(;)

KL=KG; ML =KM — KL=KT —KG=TG;
LR=KG=CG—GT=CG—CA=GA;

ML . LR=TG.GA, MR=TA;

HT +MR=HT-}TA=HB=21; ...a

lux=u'r—(u'r+lum=ax:.—z::a;...G’)2 —a
- T
RG=\/4=2;..-\/(§) -a :
\ b b\?
Z=AC=CG—GA=CG—RG=5—2=3.—... — <§) —a;

puis Mobhammed Ben MoQgA ajoute senlement que 5 |- 2 satisfera aussi a I’équation proposée,
sans le démontrer.
**) AB = 10 = b, E = a. La construction d’Euclide, Eléments VI, 28, implique la

détermination d’une ligne BC telle que E = AZ = AB . BC — BC on iE’+ a=5).BC
donc BC = x.
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cette ligne. Or, appliquons  la ligne connue AB un rectangle
égal au rectangle connu E et défaillant d’'un carré, ce qui est
possible (*), parce que le rectangle E n’est pas plus grand que
le carré de la moitié de AB. Que ce soit le rectangle AZ, et que
le carré défaillant soit CD, conformément a ce qui est exposé
par Euclide dans le sixiéme livre des Eléments. Le coté CB
sera alors connu, ainsi qu’il est expliqué dans les Données (**).
Mais c’est ce qu’il s'agissait de montrer.

11 est évident que cette espéce comprend différents cas (**),
et qu’elle donne lieu A des problémes impossibles (***). Quant
aux conditions de sa solubilité en nombres entiers, elles peu-
vent étre déduites de ce que nous en avons dit a 'occasion de
la premiére espece (*****). ‘

Troisiéme espéce. « UN NOMBRE ET DES RACINES SONT EGAUX A

**+¥+). » On ajoutele carré de la moitié (du nombre)

UN CARRE (
des racines au nombre, puis on prend la racine de la somme,
et Pajoute 4 la moitié (du nombre) des racines. Ce qui résulte

est la racine du carré.

*) Voir Euclide, Eléments, VI, 27, 28.
**) Prop. 58.

***) A savoir les cas z;g
<

. 2
***%) A savoir lorsque @ > (g) .

ki) En ce cas-ci, une des deux valeurs pourra &tre entiére sans qu’aucune des deux con-
ditions dont veut parler 'auteur soit remplie ; on n’a qu’a supposer a =o6.%, b =¢ -}, une
4des deux solutions sera a. Mais méme afin de les rendre entidres toutes les deux, la pre-

2
miére condition, que b soit pair, n’est pas nécessaire ; et quant  laseconde, que (g) —a
doit &tre un nombre carré, il est nécessaire seulement que cette expression soit de la
2
forme (%’) , p désignant un nombre entier pair ou impair, Pour s’en convaincre, il

suffit de supposer @ = «.B, b = o -~ B en désignant par « un nombre positif, entier
el pair, par B un nombre positif, entier et impair.

we) 1X, bx - @ = x7; g + \/a + (g)’= x.
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Démonstration (*). Que le carré ABCH (fig. g) soit égal a
cinq de ses racines plus six en nombre. Retranchons-en le
nombre qui soit représenté par le rectangle AD. Il reste le rec-
tangle EC, égal au nombre de racines, lequel est cinq. Laligne
EB sera donc égale & cinq. Nous la divisons en deux parties
égales au paint Z. La ligne EB sera donc divisée en deux par-
ties égales au point Z, et en méme temps on lui a ajouté la
partie EA, d’ou il suit (**) que le rectangle BA en AE, c’est-a-
dire le rectangle connu AD, plus le carré connu de EZ, est
égal au carré de ZA. Le carré de ZA et ZA seront donc connus.
Mais ZB est connue; conséquemment AB est connue.
Il existe encore d’autres démonstrations de ce théoreme (***),
la recherche desquelles peut servir d’exercice au lecteur.

*) - AB=5AB+ 6; AB=AH =2z, AD =6, EC=5AB, EB =5, EZ=1B = ETB;
—3 =3 —3 e——3
BA . EAEZ=2ZA ou AD -+ EZ=1ZA;
mais AD et EZ étant connus, 'zT,' ZA et ZA -ZB = AB = z seront également connus,
La proposition citée d’Euclide implique en ce cas-ci que

z (@ — b)+ (g>’= (z_-g)';mais ona z(x—b =2 —br=a,

donc a+(g)’=<z—g>zoug-’-‘/a_'_(g)z:z_

**) Euclide, Eléments, II, 6.
***) Voici exposé de celle donnée par Mohammed Ben Motga (édition de Rosen, p. 19
et |[¥ — voir fig. 9, a).
Equation proposée : 3z + 4 = z°.
Démonstration : AD=22; HC=38, HD=32; HB=AD —HD =2’ —3r =4.—... G
pe—y 2 2
CG=GH=H‘TC = g; HT=BG==(;) =2 ‘2 e g
TL = AH; GT=GH; GT 4 TL=GH-}-HA, GL = GA; MA=GL = GA;
donc 1) AB— MA = AC— GA, BM =CG=GH=LN
2) GL — GT =GA — GH, TL=AH=MN;
BM.MN=TL.LN, BN=TN;
4=HB= AN-}-BN=AN+-TN;

GM =HT + (AN +TN) =2 % +4; (g)z +a

AG = \/2%_-{-—4-=2-;;...\/ (g>z+a

Z=AG+CG=2 % +g=6.—...‘/(g)’+a+ g
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Supposons encore (*) que la ligne BE (fig. 10) soit égale au
nombre des racines, et qu'on demande un carré et son coté,
en sorte que ce carré soit égal au nombre (donné) de ses cotés
plus le nombre donné. Que le nombre donné soit repré-
senté par le rectangle T, et que H soit un carré égal i ce
rectangle. Construisons un carré égal a la somme du carré H
et du carré de EK, ligne qui est égale & la moitié du nombre
des racines. Que le carré construit soit Z. Faisons KC égale au
c6té de Z, et complétons le carré ABCD. Celui-ci sera le carré
qu’il s’agissait de trouver.

11 est évident que ni cette troisiéme espéce ni la premiere ne
donnent lieu 4 rien d’impossible, tandis que c’est le cas pour
la seconde espéce, laquelle en méme temps comprend diffé-
rents cas, ce qui n’arrive pas dans les deux autres.

Démontrons maintenant que les espéces de la seconde triade
de ces équations sont proportionnelles i celles de la premiére.

Premiére espéce. « UN CUBE ET DES CARRES SONT EGAUX A
DES RACINES (**). » Supposons un cube ABCDE (fig. 11), pro-
longeons AB en ligne droite jusqu'a Z, faisons AZ égale au
nombre des carrés, et complétons le solide AZHTCD. en guise
de prolongement du cube AE, comme cela se fait habituelle-
ment. Le solide AT sera égal au nombre de carrés, et le solide

*) EB =10, T=H=a,m=?=g;

z=H+EK=a+ (g)z; KC= coté de Z= ‘/a-l-(g)’;

N7
BC=BK +KC= g + \/a+ (g) =ua.
Je remarque qu’ici Pantedr ne construit pas I'équation carrée proposée , ainsi que c’était le
cas dans ce qui précéde, mais la racine de cette équation qu’il prend toute résolue.
*) X, 24 cx?= bz. -
s  Démonsir.: cube ABCDE = z°, AZ=c¢, AZETC=c2*, BT = 2° +cx*= bx;
K=0b, AD=ux, K.AD=0b.x; HB. AD =BT =bx; donc
K.AD=HB.AD et K=HB=BC-}- HA ou b=2x?-}-cxz.

15
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le solide AZCTD;; il sera égal au nombre de racines. Mais lors~
quon multiplie la ligne ZB par le carré de AC, il résulte le
solide BT, et le solide AT est égal au nombre de cotés; con-
séquemment, le solide BT sera égal au cube plus une quantité
égale au nombre de ses cotés. Le solide BT sera donc égal
au nombre de carrés. Il en suit, d’'une maniére analogue a ce qui
a été expliqué dans le théoréme précédent (*), que la ligne ZB
est égale A trois. En méme temps le rectangle BL est égal 4
un carré et deux. Conséquemment, un carré et deux sera égal
a trois racines, parce que le rectangle BL est formé par le
produit de AB en trois. Mais c'est ce qu’il s'agissait de démon-
trer.

Troisiéme espéce. « UN CUBE EST EGAL A UN CARRE ET TROIS
RACINES (**). » Cela équivaut i : un carré est égal a une racine
et trois en nombre.

Supposons un cube ABCDE (fig. 13) égal a son carré, plus
trois de ses c6tés. Retranchons de la ligne AB, qui est le coté
du cube, la ligne AZ égale au nombre des carrés, lequel est
un, et complétons le solide AZTHC. Alors ce solide AZTHG
sera égal au nombre donné de carrés. Il reste donc le solide
ZE égal au nombre donné de cotés; et l'un des deux solides
sera 4 'autre comme la base ZC 4 la base ZL, ainsi que Cest
démontré dans le onziéme livre des Eléments (***), puisque
leurs hauteurs sont égales. Mais le rectangle ZC est égal a

*) Cest-a-dire, les deux solides ZB.AC et 3z élant égaux, leurs bases doivent étre réci-

proquement proportionnelles 3 leurs hauteurs; or, leurs bases étant égales (Ac’= x?), leurs
havteurs seront égales, ZB = 3. Dans le théoréme précédent les hauteurs étaient égales, et
on en déduisait I’égalité des bases.
) X, e’ br=2a (2 =1.22 3z).
Démonstr.: cube ABCDE=z° =1 .2+ 32; AZL=c=1, TC=1.%*;
TL=AE—TC=2%— 1.2’ =3x; ZC=AZ.AC=1.%;
TL : TC=1ZL : ZCou 3z : 2> =1L : z, donc ZL=3;
CB=12C+7ZL ou x*=1.x -4 3.
***) Euclide, Eléments, XI, 32.
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de maniére que ces quatre lignes sotent en proportion continue (*).
Que les deux droites (données) soient AB, BC (fig. 14), et
placons-les de maniére qu’elles renferment Fangle droit B.
Construisons une paraboledont le sommet soit situéau point B,
dont I'axe soit BC, et dont le paramétre soit BC. Que ce soit
la conique BDE. Elle sera connue de position, parce que son
sommet et son axe sont connus de position, et que son para-
meétre est connu de grandeur. Elle touchera la ligne BA,
parce que I'angle B est un angle droit, et conséquemment égal
4 I'angle de Pordination, ainsi que cela est démaontré dans la
trente-troisiéme proposition du premier livre des Coniques (**).
D’une maniére semblable nous construisons une autre para-
bole ayant pour sommet le point B, pour axe AB, et pour
parameétre AB, laquelle sera la conique BDZ, ainsi que cela est
démontré par Apollonius dans la cinquante-sixiéme proposi-
)-La conique BDZ touchera la ligne
BC. Les deux paraboles s’entrecoupent donc nécessairement.

tion du premier livre (***

Que D soit leur point d’intersection. Alors le point D sera
connu de position, parce que les deux coniques sont connues
de position. Abaissons du point D deux perpendiculaires DH,
DT, sur AB, BC. Elles seront connues de grandeur, ainsi que
cela est démontré dans les Données (****), Et je dis qualors les

WAB:z=zx:y=y :BC.
Construction : B sommet, BC axe, BC paramétre de la parabole BDE;
B sommel, BA axe, AB paramétre de la parabole BDZ;

Parab. BDE ... HD = BH . BC, HD =BT, donc BC : BT = BT : HB

Parab. BDZ ... DT = BA . BT, DT = HB, donc BT : HB=HB : BA
conséquemment AB : BH=BH : BT =BT : BC
x =BH, y = BT
Cest la seconde des deux constructions de ce prohléme attribuées 8 Ménechme. Voir Ar-
chimede, éd. d’Oxford, pg. 142.
**) Voir Pédition d’Oxford, 1710, fol., p. 57. La proposition & laquelle I'auteur fait allu-
sion y est la trente-deuxiéme.
w) Edit. ’Oxford, livre 1, prop. 52. .
*h) Voir propp. 30, 25, 26.

18



19

— 30 —
quatre lignes AB, BH, BT, BC, sont en proportion con-
tinue.

Démonstration. Le carré de HD est égal au produit de BH
en BG, parce que la ligne DH est ordonnée de la parabole BDE;
conséquemment BC est 4 HD, laquelle est égale 3 BT, comme
BT a HB. La ligne DT est ordonnée de la parabole BDZ. Le
carré de DT, laquelle est égale 4 BH, sera donc égal au produit
de BA en BT. Conséquemment BT sera 3 BH comme BH 4 BA.
Les quatre lignes sont donc en proportion continue; et la
ligne DH est connue de grandeur, vu qu’elle est menée d’'un
point connu de position i une ligne connue de position, sous
un angle connu de grandeur; et semblablement DT sera
connue de grandeur. Il suit donc que les deux lignes BH,
BT, sont connues de grandeur, et qu’elles sont en méme temps
moyennes proportionnelles entre les deux lignes AB, BC,
c’est-a-dire que AB est & BH comme BH a BT, et comme BT
a BC. Mais c’est ce qu'il s’agissait de démontrer.

Etant donnés le carré ABCD (fig. 15,1), base du parallélipi-
péde rectangle ABCDE , et le carré MH , construire sur MH
comme base un parallélipipéde rectangle égal au solide donné
ABCDE (*).

Faisons AB 4 MZ comme MZ a K, et puis AB 4 K comme ZT
a ED. Plagons ZT de maniére qu’elle soit perpendiculaire au
plan MH au point Z,et complétons le solide MZTH. Je dis que
ce solide est égal au solide donné.

Démonstration. Le carré AC est au carré MH comme AB
a K. Le carré AC sera donc au carré MH comme ZT, la hau-

*) On détermine K et ZT au moyen des deux proporlions
1) AB : MZ = MZ:K
2) AB : K = ZT : ED
il suit _A—B’: MZ' = IT: ED, donc AB . ED = MZ . T
ou solide BE = solide MTH.
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teur du solide MTH, a4 ED la hauteur du solide BE. Il suit que
les deux solides sont égaux, puisque leurs bases sont réci-
proquement proportionnelles a leurs hauteurs, ainsi que c’est
démontré dans le onziéme livre des Eléments (*).

Toutes les fois que nous nous servirons de P'expression
« solide, » nous désignerons par cela un parallélipipéde rec-
tangle ; et de méme, toutes les fois que nous nous servirons
de I'expression « figure plane», nous voudrons parler d’'un
rectangle.

Etant donné un solide ABCD (fig. 15, 2) dont la base AC
est carrée, construire un solide dont la base soit un carré, la
hauteur égale a laligne donnée ET, et lequel soit égal au solide
donné ACD (**).

Faisons ET a BD comme AB 2 K, et prenons entre AB et K
une moyenne proportionnelle EZ. Faisons EZ perpendiculaire
a ET, et complétons TZ. Puis faisons EH perpendiculaire au
plan TZ et égale 4 EZ, et complétons le solide HETZ. Je dis
que le solide T, ayant pour base le carré HZ et pour hau-
teur la ligne donnée ET, est égal au solide donné D.

Démonstration. Le carré AC est au carré HZ comme AB
4K; conséquemment le carré AC sera au carré HZ comme ET
4 BD. Les bases des deux solides étant ainsi réciproquement
proportionnelles 4 leurs hauteurs, les solides seront égaux. Et
Cest ce qu’il s'agissait de démontrer. .

Ces préliminaires établis, nous pouvons donner la
résolution de la troisiéme espéce des équations simples,

*) Prop. 34.
*#) On détermine K et EZ au moyen des deux proportions
1) ET:BD = AB:K
2) AB:EZ = EZ:K
il suit B :EZ = ET: BD, donc AB. BD=EZ . ET
ou solide D = solide T.
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laquelle était : « UN CUBE EST EGAL A UN NOMBRE (*). »

Représentons le nombre par le solide ABCD (fig. 16), dont
la base AC soit le carré de I'unité, comme nous I’avons expli-
qué précédemment (**), tandis que sa hauteur soit égale au
nombre donné. Nous désirons construire un cube égal & ce
solide. Prenons, entre les deux lignes AB, BD, deux moyennes
proportionnelles: celles-ci seront connues de grandeur, comme
nous venons de le démontrer (***). Que ce soient leslignes E, Z.
Faisons HT égale 4 la ligne E, et décrivous sur HT le cube
THKL. Ce cube et son c6té seront connus de grandeur, et je
dis que ce cube est égal au solide D.

Démonstration. Le carré AC est au carré TK en raison
double de AB 4 HK, et la raison double de AB 4 HK est égale
a la raison de AB 4 Z, de la premiére a la troisieme des quatre
lignes, et conséquemment égale i la raison de la seconde HK
a la quatriéme BD. Les bases (TK, AC) du cube L et du so-
lide D sont donc réciproquement proportionnelles a leurs
hauteurs (HL.—HK et BD). Il suit de la que ces deux solides
sont égaux, et c’est ce qu'il s’agissait de démontrer.

Aprés cela, occupons-nous des six équations trindmes qui
restent 4 étre discutées.

Premiére espece. « UN CUBE ET DES COTFS SONT EGAUX A
uN ~NoMBRE (™%).» Faisons la ligne AB (fig. 17) égale au coté

‘), @ =z
Faisons AB=BC=1,BD =a;
déterminons deux lignes E, Z en sorte que AB:E=E:Z=1Z:BD;

ilsuit AB:E==AB:Z=E :BD,
donc E= AB.BD=1.a=a
ou, en faisant HT = E, a=lﬁ"...z= HT.

**) Pg. 15.
) pg. 28 ult. sqq.
) x, 28 4 bz =a. AB =b, AB.BC =a.

B sommet, BZ axe, AB paramétre de la parabole HBD.
BC diameétre du cercle CDB.
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d’un carré égal au nombre des racines, lequel coté sera
donné. Construisons ensuite un solide dont la base soit
égale au carré de AB, dont la hauteur soit égale 4 BC, et
lequel soit égal au nombre donné, construction que nous
avons enseignée dans ce qui précéde (*), et faisons BC per-
pendiculaire 2 AB. On sait d’ailleurs (**) ce qu’il faut en-
tendre dans notre traité par le nombre solide : c’est un so-
lide dont la base est le caré de I'unité, et dont la hauteur est
égale au nombre donné, c’est-a-dire 4 une ligne dont le rap-
port au coté de la base du solide est égal au rapport du
nombre donné a I'unité. Prolongeons AB jusqu’a Z, et cons-
truisons une parabole dont le sommet soit B, l'axe BZ, et le
paramétre AB; ce sera la conique HBD. Elle sera connue de
position, comme nous I'avons expliqué dés la premiére de ces
constructions (™) , et touchera la ligne BC. Décrivons sur BC
un demi-cercle: il coupera nécessairement la conique. Que le
point d’intersection soit D. Abaissons de D, qui, comme on
sait, sera connu de position, deux perpendiculaires DZ, DE,
sur BZ, BC. Elles seront connues de position et de grandeur.
La ligne DZ étant ordonnée de la conique, son carré sera égal
au produit de BZ en AB; conséquemment AB sera a DZ, qui
est égale 4 BE, comme BE 4 ED, qui est égalea ZB. Mais BE
est a ED comme ED a EC. Les quatre lignes suivantes sont
donc en proportion continue AB, BE, ED,: EC; et conséquem-
ment le carré de la premiére AB est au carré de la seconde BE

Parab.: DZ = AB.BZ,DZ=BE, BZ = DE...AB: BE —BE: DE
Cercle : 4 BE : DE=DE : EC

~AB : BE = BE : EC, BE = AB . EC
BE + AB. EB=AB . EC +AB . EB =AB . B ou BE + b. BE=a, z = BE.
* Voir pag. 30. ’
**) Yoir pag. 15.
***) Voir pag. 29.
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connue de position. Puis construisons une seconde conique,
a savoir une hyperbole, dont le sommet soit situé au point C,
et l'axe dans la direction de BC, et dont le paramétre et le
grand axe soient tous les deux égaux a BC; que ce soit la
courbe ECZ. Cette hyperbole sera connue de position, ainsi
qu’il est démontré par Apollonius dans la cinquante-huitieme
proposition du premier livre (*). Les deux coniques se ren-
contrent ou ne se rencontrent pas. Si elles ne se rencontrent
pas, le probléme est impossible. Mais si elles se rencontrent,
soit par contact en un point, soit par intersection en deux
points, le point de rencontre sera connu de position. Que les
deux coniques aient une intersection au point E : abaissons
de E deux perpendiculaires ET, EH, sur les deux lignes BT,
BH. Les deux perpendiculaires sont infailliblement connues
de position et de grandeur. La ligne ET est ordonnée (de
'hyperbole); conséquemment le carré de ET sera au produit
de BT en TC comme le paramétre au grand axe, comme cela
est démontré par Apollonius dans la vingtiéme proposition du
premier livre (**). Mais le parametre et le grand axe sont égaux;
le carré de ET sera donc égal au produit de BT en TC. Il
suit de la que BT est a TE comme TE 4 TC. D'un autre
coté, le carré de EH, qui est égal a BT, est égal au pro-
duit de BH en BA, comme cela se trouve démontré dans la
douziéme proposition du premier livre du Traité des Coni-
ques (***); conséquemment AB est 4 BT comme BT a BH, et
comme BH, qui est égale a ET, a TC. Les quatre lignes sont

*) Ed. d’'Oxf. p. 89, Prop. 53. — Les deux Mss. portent bien tous les deux v, tandis que

53 aurait été écrit ~ ; semblablement la 52° prop. était citée par I'auteur comme la 56°.
(Voir pag. 29.) 11 semble donc que Pauteur avaitsons les yeux une rédaction des Coniques
un pea différente de la ndtre.
*) gd. d'0xf. p. 46, Prop. 21.
) gd. @Oxf. p. 31, Prop. 11,
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donc en proportion continue, et le carré de la premiére AB
sera au carré de la seconde BT comme la seconde BT a la qua-
trieme TC. Il suit de 2 que le cube de BT est égal ausolidedont
la base est le carré de AB, et la hauteur CT. Ajoutons i tous
les deux le solide dont la base est le carré de AB et la hauteur
BC, lequel nous avons fait égal au nombre donné. Alors le
cube de BT, plus le nombre donné, sera égal au solide dont la
base est le carré de AB et la hauteur BT, lequel représente le
nombre de cotés du cube.

Il est évident que cette espéce comprend différents cas,
et que certains, parmi les probléemes qui dépendent de cette
espéce, sont impossibles (*). Elle a été résolue au moyen des
propriétés de deux coniques,d’une paraboleet d’'une hyperbole.

Troisiéme espéce. « UN CUBE EST EGAL A DES COTES, PLUS UN
NomprE (**). » Faisons la ligne AB (fig. 19) égale au cété d’un
carré égal au nombre des cotés, et construisons un solide
ayant pour base le carré de AB, et égal au nombre donné. Que
la hauteur de ce solide soit BC, et qu’elle soit perpendiculaire
a AB. Puis prolongeons AB et BC, et décrivons une para-
bole dont le sommet soit situé au point B, I'axe sur le prolon-
gement de AB, et dont le paramétre soit AB. Que cette pa-

*) L’équation x°— bz - a =0 a toujours une racine réelle et négative, dont 'algébriste
arabe ne tient pas conipte; les deux autres racines sont, ou imaginaires (et en ce cas le pro-

bldme est « impossible » ), ou positives et égales ( =\/§) , ou posilives et inégales
—ce qui constitue la variété de cas mentionnée par I'auteur.

*») XV, bzt a=2z". B’=b, AB.BC=a.
B sommet, BT axe, AB paramétre de la parabole DBE.
B sommet, BH axe, BC paramétre de I’hyperbole équilatére ZBE.

Hyperb. : EH =CH.BH, EE=BT... BH:BT=BT:CH
Parab. : ET = AB.BT,ET=BH... AB : BH = BH: BT
AB : BH = BH:CH

BR =AB.CH=AB .BH-+AB .BC ou BH = b.BH+ a, z=BH.
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rabole soit DBE; elle sera connue de position , et touchera la
ligne BH, conformément & ce qui est démontré par Apollo-
nius dansla trente-troisiéme proposition du premier livre (*).
Puis décrivons une seconde conique, une hyperbole dont le
sommet soit situé au point B, I'axe sur le prolongement de BC,
et dont le paramétre et le grand axe soient tous les deux
égaux 4 BC. Que ce soit 'hyperbole ZBE. Elle sera connue de
position, et touchera la ligne AB. Les deux coniques s’en-
~ trecouperont nécessairement. Que leur intersection ait lieu an
point E. Ce point sera alors connu de position. Abaissons du
point E deux perpendiculaires ET, EH. Elles seront connues de
position et de grandeur. La ligne EH sera ordonnée (de I’hy-
perbole ), et, conformément & ce que nous avons expliqué ci-
dessus (*), son carré sera égal au produit de CH en BH. Con-
séquemment CH sera 3 EH comme EH 4 HB. Mais EH, qui est
égale A BT, est 2 HB— qui est égale & ET, qui de son coté est or-
donnée de autre conique—comme ET 4 AB qui est le paramétre
de la parabole. Les quatre lignes sont donc en proportion conti-
nue: AB est A HBcomme HB 4 BT, et comme BT 4CH;; etle carré
de la premiére AB sera au carré de la seconde HB comme la se-
conde HB i la quatriéme CH. Conséquemment , le cube de HB
sera égal au solide dont la base est le carré de AB et la hauteur
CH, parce que leurs hauteurs sont réciproquement proportion-
nelles  leurs bases. Mais ce dernier solide est égal au solide dont
la base est le carré de AB et la hauteur BC, lequel nous avons
fait égal au nombre donné; plus le solide contenu sous une
base égale au carré de AB et sous la hauteur BH, lequel solide
est égal au nombre donné de cétés du cube de BH. Le cube

*) Voir pag. 29.
**) Voir pag. 35.
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soit E. Alors E sera connu de position. Abaissons de ce point
les deux perpendiculaires EZ, EL, sur les deux lignes AT, BC.
Elles seront connues de position et de grandeur. Maintenant ,
je dis qu’il est impossible que la conique AEK coupe la coni-
que EDN dans un point tel, que la perpendiculaire abaissée
de ce point sur la ligne AT tombe sur T ou au dela de T (*).
Car supposons qu’elle tombe sur T, s’il est possibles alors son
carré sera égal au produit de AT en TB, qui est égal i BC;
mais cette perpendiculaire est égale A la perpendiculaire DT;
donc le carré de TD sera égal au produit de AT en TB; mais,
d’un autre coté, le carré de TD serait égal au produit de BT en
lui-méme, ce qui est absurde; en sorte que la perpendiculaire
ne peut pas tomber sur T. Et de méme elle ne peut pas tom-
ber au dela de T, puisqu’alors cette perpendiculaire serait plus
petite que TD, et que I'absurde aurait lieu a plus forte raison.
La perpendiculaire tombe donc nécessairement sur un point
situé entre A et T, ainsi que le fait EZ. .

Le carré de EZ est égal au produit de AZ en BC, donc AZ a
EZ comme EZ 4 BC; etlerectangle EB est égal au rectangle DB,
comme il est démontré dansla huitiéme proposition du second
livre des Coniques (**); donc EZ 4 BC comme BC 4 BZ. 11 suit
queles quatre lignes AZ, EZ, BC, BZ, sont en proportion conti-
nue. Conséquemment, le carré de la quatriéme BZ est au carré

*) Le point d’intersection des deux conigues ne peut étre ni D, ni un point de la partie DN
de Phyperbole. 1° 8i c’était D, on aurait dans la parabole DT =AT. BC; mais BC=DT=BT};
doncii" = AT . BT ou BT = AT = AB -} BT, ce qui est abgurde. 2° Si c¢’était un point de la
partie DN de ’hyperbele tel que P, en abaissant la perpendiculaire PQ, on aurait PQ < DT,
donc PQ’ < DT ; et puis PQ =AQ.BC, donc DT > AQ.BC, ou BT > AQ.BT, ou
BT>AQ, c'est-a-dire BT >AB--BT-}-TQ, ce qui est absurde. — La méme chose peut étre dé-
montrée immédiatement comme suit : Puisque @, ¢, & sont considérés par I'algébriste arabe

3 3
comme des quantités positives, de I'équation 23-+-cx?=a il suit 2=V s —cz’ <V a;

3 —
donc, puisque z est représenté par BZ, et V'a par BT, BZ < BT; c. q. f. d.
**) £d. d’Oxf. , p. 114, Prop. 12.
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de la troisiéme BC comme la troisiéme BC a la premiére AZ. Le
cube de BC, que nous avons fait égal au nombre donné, sera
donc égal au solide, dont la base estle carré de BZ et la hauteur
AZ.Mais ce solide, qui a pour base le carré de BZ et pour hau-
teur AZ, est égal au cube de BZ, plus le solide dont la base est
le carré de BZ et la hauteur AB. Cependant, ce solide, ayant
pour base le carré de BZ et pour hauteur AB, est égal au nom-
bre donné de carrés. En sorte que le cube de BZ, plus le nom-
bre donné de carrés du méme, est égal au nombre donné;
et c'est ce que nous nous proposions de montrer.

Cette espéce ne comprend ni variété de cas ni problémes
impossibles (*). FElle a été résolue au moyen des propriétés
de la parabole combinées avec celles de ’hyperbole.

Cinquiéme espéce des six espéces d’équations trindmes qui
restaient i étre discutées. « UN CUBE ET UN NOMBRE SONT EGAUX
A DEs CARREs (**).»

Représentons par la ligne AC (fig. 21) le nombre des carrés,
et décrivons un cube égal au nombre donné. Que le coté de ce

*) L'équation x°+-cx? —a==0 a toujours une racine réelle et positive, tandis que ses
deux autres racines sont négatives ou imaginaires, et conséquemment négligées par V’algé-
briste arabe.

**) XV, 234 a=cz*. Ac=c,'n_3=a.

a, ¢, x sont considérés comme des quantités positives.

H>AC. I, H=AC... z<H
< > _,
1)z=H... AC.2?=H euncx’=a, donc cz* < @} z*
-3
2)z<H... AC.z’< H oucz®<a,donccz? <a-+z*

8)z> H... °> AC.z%ouz®> cz?, donc z* -a > cx?.
I, H> AC... impossible par des raisons tout a fait analogues.

= = — s
1, H <AC,BC=H...BC>AB ou | /g > - ; carré BCDE=H =a>.
< <?

CA, CE asymptotes de I'hyperbole équilatére DZ (fig. 21, 1), DT
(fig. 21, 3, 3), qui passe par le point D. ’

A sommet, AC axe, BC paramétre de la parabole AT (fig. 21, 1),
AL (fig. 21, 2), AK (fig. 21,3).
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cube soit H. La ligne H ne pourra qu’étre ou égale 4 la ligne
AC, ou plus grande que AC, ou plus petite. SiHest égale 2AC, le
probléme estimpossible, parce qu’alors le c6té du cube cherché
sera nécessairement ou égal a H, ou plus petit, ou plus grand
que H. Or, si le c6té du cube cherché est égal A H, le produit du
carré de ce c6té en AC sera égal au cube de H, en sorte que le
nombre sera égal au nombre de carrés, sans qu’on ait besoin
d’ajouter & celui-1a le cube (cherché). Si le coté du (cube)cher-
ché est plus petit que H, le produit du carré de ce coté en AC sera
plus petit que le nombre donné, en sorte que le nombre de car-

1) BC=AB (fig. 21,1)... BD= AB.BC; donc D un point situé sur la circonférence
- de la parabole; J’autre point dont parle I'auteur aura pour abscisse (en

prenant C pour origine) =‘z c { V5 +1 } et pour ordonnée y =
1 -
= - e B
3¢ lVﬁ ’
2) BC > AB (fig. 21,3)... BD > AB.BC; d’oil il suit que la parabole passe en dech
du point D. — L’auteur dit encore que lorsque Va> %c, z doit étre

3
compris enlre ¢ et \/"a ; de Péquation proposée z* -} @ ==cz? il suit im-

3
médiatement cz? > 2% ou x <c; il reste donc a prouver que x > V/ a.
Observons d’abord qu’il ne pourra étre question d’une rencontre des deux

3 3
sections coniques que tant que \ a < gc , parce que de szgc il suit

27 af 8¢ > 4c®, ce qui rendrait I'intersection imaginaire. Or on a

d(cx? —x°)
dx

2 ’ 3 -
2z comprises entre 0 et 5c, cz? — x? décroitra avec z. Pour z=1"a »

=3z ‘z ; cC—2x : , @’oltil suit que, pour toutes les valeurs de

3 __
puisque en méme temps ¢ < 21/@, on trouve cz? — z* < a; donc pour

3
toutes les valeurs de z plus petites que L a, cx? — 2° < a, ce qu'il 8'a-
gissait de prouver. — Le cas du contact donne deux racines égales et posi-

tives z=§c.
3

J—
3) BC < AB (fig. 21, 5). .. BD < AB.BC; la parabole passe au dela du point D, et ren-
contre nécessairement I’hyperbole en deux points; ce qui suit anssi de ce

3 1
que de V@ < 3¢ on tire4c’>32a > 27 a.
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impossible. Ce contact, ou cette intersection, ont échappé a
Fexcellent géométre Aboiil Djoiid (*), en sorte qu'il déclara que
si BC est plus grande que AB, le probléme est impossible; en
quoi il s’est trompé. Cette espéce est aussi celle parmi les six
espéces dont avait besoin Almahéni; de sorte qu’elle est
connue. Dans la troisiéme figure, le point D est situé dans
lintérieur de la parabole, en sorte que les deux coniques se
coupent en deux points.

Dans tous les cas (**), abaissans du point de rencontre une
perpendiculaire sur AB. Que ce soit dans la seconde figure TZ.
De méme, abaissons de ce pointune seconde perpendiculaire
sur CE; ce sera TK. Le rectangle TC sera égal au recfangle
DC, et conséquemment ZC sera & BC comme BC a TZ. Or,
TZ est ordonnée de la conique ATL, d’ou il suit que son
carré est égal au produit de AZ en BC; donc BC 4 TZ comme
TZ a ZA. 1l en résulte que les quatre lignes sont en proportion
continue, a savoir : ZC a CB comme CB a TZ, et comme TZ
a ZA. Le carré de la premiére ZC sera donc au carré de la se-
conde BC comme la seconde BC a la quatriéme ZA; et eonsé-
quemment le cube de BC, qui est égal au nombre douné, sera
égal au solide dont la base est le carré de ZC et la hauteur
ZA. Ajoutons a tous les deux le cube de ZC. Alors le cube de
ZC, plus le nombre donné, sera égal au solide dont la base
est le carré de ZC et la hauteur AC, lequel solide est égal au
nombre donné de carrés; et c’est ce qu'il s’agissait d’obtenir.
On discutera d’'une maniere analogue les deux autres cas., en

*) Ce géométre était contemporain d’Albirodni. Voir 'addition D, premier probleme.
**) Hyperbole : ZC:BC = BC:TZ
Parabole : BC!TZ=TZ:ZA
2C': BC=BC: ZA, BC =1C . ZA
z—c’+ﬁ’= EJ+'Z-C'. ZA =ZC . AC ou ZC +a =c.ﬂ:’, z=1C.
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observant que le troisiéme donnera nécessairement deux
cubes comme solution du probléme, parce que chacune des
(deux) perpendiculaires (abaissées des deux points de ren-
contre que les deux coniques ont en ce cas) coupera de CA
un coté d’'un cube (qui satisfait a Péquation proposée), ainsi
qu'on vient de le démontrer.

Il résulte de ce qui précéde que cette espéce comprend
une variété de cas, et qu’elle renferme des problémes impos-
sibles (*). Elle a été résolue au moyen des propriétés de deux
sections coniques combinées d’une parabole et d’une hyper-
bole. .

Siziéme espéce des six espéces d’équations trindmes qui
restaient a étre discutées : « UN CUBE EST EGAL A DES CARRES,
PLUS DES NOMBRES {"*). »

Représentons le nombre des carrés parlaligne AB (fig. 22), et
construisons un solide ayant pour hauteur AB et pour base un
carré, et qui soit égal au nombre donné. Que le cdté de sa base
soit BC et perpendiculaire a AB. Complétons le rectangle DB, et
faisons passer par le point C, qui est connu de position, une hy-
perbole ayant pour asymptotes les droites AB, AD, a savoir la
conique CEZ. Puis décrivons une seconde conique, une para-
bole ayant son sommet au point B, et son axe sur le prolonge-

*) L'équation 23 — cz? 4-a=0 a toujours une racine réelle et négative, dont I’auteur ne
tient donc aucun compte. Les deux autres racines sont positives ou imaginaires, Dés qu’elles
ne sont pas positives , le probléme est « impossible ». Quant aux différents cas mentionnés
par Pauteur, ils ont été distingués dans la note précédente.

*)XVI, ¢z’ +a=2%. AB=c, AB.BC =a.
AB, AD asymptotes de Ihyperbole équilatére CEZ qui passe par le point C.
B sommet, BK axe, AB paramétre de la parabole BEH.

Hyperbole : BC:AK=EK:AB,BC : AK =EK ¢ AB.
Parabole :  AB:EK = EK:BK, EK : AB = BK : AB

BC: AK = BK : AB, AK .BK =AB.BC
AK . AB+4AK.BK = AK . AB+AB . BC ou AK =¢ . AK+-a, £ = AK
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mentde AB, etdontle paramétre soit AB. Ce sera la courbe BEH.
Or ces deux coniques s'entrecoupent nécessairement. Que
leur point d’intersection soit E. Alors E sera connu de position.
Abaissons de ce point deux perpendiculaires ET, EK, sur
AB, AD. Le rectangle EA sera égal au rectangle CA, et AK
sera & BC comme AB 4 EK. Les carrés de ces cotés seront
donc également proportionnels. Mais le carré de EK est
égal au produit de KB en AB, parce que EK est ordonnée de
la conique BEH; et conséquemment le carré de AB sera au
carré de EK comme AB i BK. Le carré de BC sera donc au
carré de AK comme BK 4 AB; d’ou il suit que le solide dont
la base est le carré de BC et la hauteur AB, est égal au solide
dont la base est le carré de AK et la hauteur KB, a cause
de la proportionnalité réciproque des hauteurs et des bases
des deux solides. En ajoutant i tous les deux le solide dont
la base est le carré de AK et la hauteur AB, le .cube de AK
sera égal au solide dont la base est le carré de BC et la hau-
teur AB, que nous avons fait égal au nombre donné; plus
le solide dont la base est le carré de AK et la hauteur AB,
lequel est égal au nombre donné de carrés. Le cube de AK
sera donc égal au nombre donné de carrés du méme, plus
le nombre donné.

Cette espéce ne renferme ni variété de cas, ni problémes
impossibles (*). Elle a été résolue au moyen des propriétés de
deux sections coniques combinées, d’'une parabole et d’une
hyperbole.

Aprés avoir ainsi terminé la discussion des équations tri-
némes , occupons-nous de celle des quatre équations quadri-
némes, dont chacune consiste dans une égalité entre trois

*) L'équation z2° — cz?* — a = 0 admet toujours une racine réelle et positive ; les deux
autres racines sont toujours imaginaires.
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comme DL a LC, d’ou il suit que le solide dont la base est le
carré de EB et la hauteur LC, est égal au solide dont la base
est le carré de BL et la hauteur DL. Mais ce dernier solide est
égal au cube de BL, plus le solide dont la base est le carré de
BL et lahauteur BD, lequel est égal au nombre donné de carrés.
Ajoutons de part et d’autre le solide dont la base est le carré de

EB et la hauteur BL, lequel est égal au nombre (donné) de

racines. Le solide ayant pour base le carré de EB et pour hau-
teur BC, lequel nous avons fait égal au nombre donné, se
trouvera étre égal au cube de BL, plus le nombre donné de
ses cOtés et plus le nombre donné de ses carrés. Mais c'est
ce que nous nous proposions de montrer.

Cette espéce ne renferme ni variété de cas ni problemes
impossibles (*). Elle a été résolue an moyen des propriétés
d’'une hyperbole combinées avec celles d'un cercle.

Seconde espéce des quatre espéces quadrinomes. « UN cUBE,
DES CARRES ET DES NOMBRES SONT EGAUX A DES cOTEs (**). »

Faisons AB (fig. 24) égale au c6té d’un carré égal au nombre
des cotés, BC égale au nombre donné des carrés, et faisons
BC perpendiculaire & AB. Construisons un solide ayant pour
base le carré de AB et égal au nombre donné, et plagons sa
hauteur BD sur le prolongement de BC. Aprés avoir complété

*) L’équation x°-}-cz?-}-bx —a=0 admet toujours une racine réelle et positive,
tandis que ses deux autres racines sont ou négatives ou imaginaires, et conséquemment né-
gligées par Vauteur. .

) XX, 2°4 cz? 4 a=bx. AB=b, BC=c, AB . BD=a.

AB, AE asymptlotes de I’hyperbole équilatére ZDH qui passe par le point D.
D sommet, DL axe , DC paramétre de I’hyperbole équilatére TDH.
Hyperb. ZDH... AH=AD, donc AH — EM -}- DH= AD — EM} DH ou EL=LM,

donc’ KL ouAB :BL = HL : LD
Hyperb. TDH... BL = LD.CL, HL : LD = CL : LD
AB:BL =CL:LD,BL.LC=AB . LD
BL +BL . sc+u BD=AB . LD+ AB . BD=AB . BL
ouBL +c BL +a—b BL, z =BL.

3#
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le rectangle BE, faisons passer par le point D une hyperbole
ayant pour asymptotes les droites AB, AE, a savoir hyper-
bole ZDH. Décrivons ensuite une seconde hyperbole ayant
son sommet au point D et son axe sur le prolongement de
BD, et dont le paramétre et le grand axe soient égaux tous
les deux a DC. Ce sera la courbe TDH. Cette conique coupera
nécessairement la premiére au point D. Alors s’il est possible
que les deux coniques se rencontrent encore dans un autre
point, le probléme est possible; sinon, il est impossible. Cette
rencontre par contact (dans un point) ou par intersection,
en deux points, dépend de ce qui est exposé dans le qua-
triéme livre du traité des Coniques. Or, nous avions promis
de ne nous en rapporter qu'aux deux (premiers) livres de cet
ouvrage. Toutefois ceci ne touche en rien a notre promesse,
puisque, pourvu que les deux coniques se rencontrent, il est
indifférent que ce soit par contact ou par intersection. Remar-
quez cela. La rencoutre peut donc étre un contact ou une in-
tersection ; mais si 'une des deux coniques coupe 'autre dans
un autre point que D), elle la coupera nécessairement en deux
points (outre en D).

Dans tous les cas, abaissons du point de I'intersection ou de
la rencontre quelle qu’elle soit, disons du point H, deux per-
pendiculaires HM, KHL. Elles seront connues de position et
de grandeur, puisque le point H est connu de position. Alors
le rectangle AH est égal au rectangle AD. Retranchons EM, qui
est commun 4 tous les deux; il reste MD égal 4 EH; puis ajou-
tons a 'un et a 'autre de ceux-ci DH; il résulte ML égal 4 EL;
d’out il suit que les cotés, et de néme les carrés des cotés, de
ces rectangles seront réciproquement proportionnels. Le carré
de AB sera donc au carré de BL. comme le carré de HL au
carré de LD ; mais le carré de HL est au carré de LD comme



CL a LD, ainsi que nous 'avons démontré plusieurs fois (*).
Conséquemment le carré de AB sera au carré de BL comme CL
a LD; d’ou il suit que le solide dont la hauteur est LD, et la
base le carré de AB, est égal au solide dont la base -est le
carré de BL et la hauteur I.C. Mais ce second solide est égal
au cube de BL, plus le solide dont la base est le carré de BL
et la hauteur BC, lequel est égal au nombre donné de carrés.
Ajoutons de part et d’autre le solide dont la base est le carré
de AB et la hauteur BD, lequel nous avons fait égal au nom-
bre donné. Le cube de B, plus le nombre donné de carrés du
méme et plus le nombre donné, sera égal au solide dont la
base est le carré de AB et la hauteur BL, lequel est égal au
nombre donné de cotés du cube de BL. Mais c’est ce qu'il s’a-
gissait d’obtenir.

11 est évident.que cette espéce admet différents cas: quel-
quefois on trouvera dans les problémes qui en dépendent
deux cotés correspondant a2 deux cubes, et quelquefois cette
espéce, .C’est-a-dire les problémes qui en dépendent, n’auront
pas de solution (**). Elle a été résolue par les propriétés de
deux hyperboles. C’est ce que nous nous proposions de
démontrer.

Troisiéme espéce des qaatre équations quadrindmes. « Un -

CUBE, DES COTES ET DES NOMBRES SONT EGAUX A DES CARRES (***).»
Représentons le nombre donné des carrés par la ligne BE

*) Voir pages 35 et 37.
**) L’équation x® }- cx* — bz - a = 0 admet tonjours une racine réelle et négative, né-
gllgée par l'auteur. Ses deux autres racines sont ou unagmaues (alors le probléme est « im-

possible » ), ou positives et égales (.1:_— —c + |/30+c’ . contact des deux hy-

perboles ), ou positives et inégales (intersection dns hyperboles en deux points , outre D), —
ce qui constitue la variété de cas mentionnée par Pautenr.
) XXI, 2%+ bx+4-a=cx?. BE=c, 'B_C"=b, BC . AB=a.
Rectangle HC = rectangle CA. — AE diamétre du cercle AZLNE.
CZ, CM asymptotes de ’hyperbole équilatére LHN qui passe par le point H.
4
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(tig. a3), et thisons BU égale au coté d’un carré égal au nombre
des coteés. Que BC soit perpendiculaire a BE; construisons un
volide ayaut pour base le carré de BC et égal au nombre
donug. Que la hauteur AB de ce solide soit placée sur le pro-
longowent de BE. Décrivons sur AE le demi-cercle AZE.

L¢ puint U sera situé, ou dans intérieur du cercle, ou sur
sa virconférence, ou en dehors du cercle.

Qu'il svit J'abord situé dans Pintérieur du cercle. Prolon-
geons BC jusqud ce qu’elle coupe le cercle au point Z; com-
plétona le rectangle AC, et construisons sur ZC un rectangle
cgal aw reclangle AC, lequel sera CH. Le point H sera connu
de position, parce que le rectangle CH est connu de grandeur,
(que ses angles sout aussi connus de grandeur, et que la ligne
70 est connue de position et de grandeur.

Ce point H sera A son tour situé, ou dans l'intérieur du cer-
le, on sur sa civconférence, ou en dehors du cercle.

Qu'il spit d’'abord situé dans lintérieur du cercle. Faisons
passer par l¢ point H une hyperbole ayant pour asymptotes
les depites 4¢, CML. Daus cette position elle coupera nécessai-
rament le eerele en deux points. Que les deux points d’inter-
sechion soieut Lo¢t Nj ils seront connus de position. Abais-
¢ suns de ces deux points deux perpendiculaires LK, NF sur
AL, ¢t du poiny L wae perpendiculaire LT sur BZ. Le rec-
tangle LG sora ¢gal au rectangle CH, et CH est égal a CA.
\joutons de part o8 d'autre CK. On obtiendra DK égal a TK.
Consequeminent los ¢dtés, et de méme les carrés des cotés,

Wyperbole: LE=(HA=CA, donc LC 4-CK=CA -}-CK ou TK =DK, donc
WK:KA=AD:KB=8C:KB
Conde . l:i‘: K_A‘= EK : KA
W : KR =EK :KA,BC.KA=KB . kK
LB UG . AB W0 AR=KB4-KB. EK=KB . BE
wu KU} b NA-ho=¢c.KB, z=K8B
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de ces deux rectangles seront réciproquement proportionnels.
Mais le carré de LK est au carré de KA comme EK a KA, i
cause du cercle. Il suit donc nécessairement que le carré de
BC est au carré de BK comme EK 4 KA; en sorte que le
solide dont la base estle carré de BC et la hauteur KA est égal
au solide dont la base est le carré de BK et la hauteur KE.
Mais le premier de ces deux solides est égal au nombre donné
de cotés du cube de BK, plus le nombre donné. Ajoutons de
partet d’autre le cube de BK. Alors le solide dont la base est le
carré de BK et la hauteur BE, lequel est égal au nombre
" donné de carrés du cube de BK , sera égal au cube de BK, plus
le hombre donné de ses cotés et plus le nombre donné. Et de
méme le cube de BF satisfera a la méme équation, en vertu
de la méme démonstration, lorsque les deux points C, H tom-
bent dans I'intérieur du cercle (*).

Lorsque H tombe en dehors du cercle, et que nous décri-
vons la conique, souvent elle rencontre le cercle par contact
ou par intersection (c’est ce cas de cette espéce qui a été men-
tionné par Aboiil-Djotid dans la solution du probléme dont
nous parlerons tout 4 l'heure); et dés lors la discussion re-
vient a ce que nous venons d’exposer. Mais si la conique ne
rencontre pas le cercle, décrivons toujours le rectangle sur une
ligne plus petite, ou, dans l'autre cas, plus grande que ZC (**).

*) Voici quels sont les cas distingnés par I'auteur :

1) C est situé dans Pintériear du cercle........ b? < ac.
1) H est situé dans lintérieur du cercle........... ad 4 8. Vo< Va.be.
2) H est situé sur la circonférence du cercle. ....... a4 5. Vo=V a.be.
3) H est situé en dehors du cercle................ a4 5. VT > Va.be.
11) C est situé sur la circonférence du cercle...... b* = ac.
111) C est sitaé en dehors du cercle............. b* > ac.

**) C'est parfaitement inutile. — « Dans I'autre cas », c’est-a-dire pour raccourcir le rec-
tangle CH dans I'un ou 'autre sens.— Il semble qu’ici 'auteur, de méme qu’auparavant, dans
la construction de HC sur une base terminée exactement par la circonférence du cercle, puis

4.
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Alors, si la conique ne rencontre pas le cercle, le probléme
ost impossible. La démonstration de son impossibilité consis-
tera dans l'inversion de ce que nous venons d’exposer. Lorsque
C tombe sur la circonférence ou en dehors du cercle, nous
prolongeons CZ, et nous décrivons un rectangle ayant un de
ses sommets au point C, et tel que, si I'on faisait passer par le
sommet opposé au sommet C une hyperbole de la maniere
indiquée ci-dessus, elle rencontrerait le cercle par contact ou
par intersection. On reconnait cela au moyen de quelques es-
Anis successifs, en employant un cas de cette régle facile, que
je ne reproduis pas ici, afin de laisser un exercice aux lecteurs
de ce Mémoire. Car celui qui ne serait pas assez fort pour
trouver cela lui-méme ne comprendrait rien a ce traité, fondé
sur les trois ouvrages mentionnés ci-dessus.

Nous démontrons l'impossibilité des cas impossibles de
cette espéce, par l'inversion de la démonstration que nous
avons donnée pour les cas possibles. Pour cet effet, ‘nous
constatons d’abord que le co6té du cube doit nécessairement
dtre plus petit que EB, qui représente le nombre donné des
carrés (*), parce que, si le coté du cube était égal au nombre
donné des carrés, ce cube serait égal au nombre donné de
carrés du méme, sans qu’on ajoute encore au premier quelque
autre chose en fait de nombre ou de cotés du cube; et si le
citéd du cube était plus grand que le nombre donné des carrés,
le cube Ini-méme serait déja plus grand que le nombre donné
de carrés du méme, sans qu'on ajoute encore quelque chose

danu 1a régle qu'il va donngr aussitot, a snivi les traces d’une discussion donnée par ce ma-
thvimatieien, qui, de I'aveu de I'auteur, s’6tait occupé antérieurement de cette équation. Mais
& |a fin, Alkhayyami, comme on verra, rejette toutes ces particularités inutiles, et leur sub-
wlitue une régle qui ne contient en effet que ce qui suffit et ce qui est nécessaire.

*) 8i l'on avait z ;—' ¢, il g'ensuivrait x° f cx? et 23+ bx + a > cx?; de sorte que,

oy que I'dquation 2 4+ bz - a = cx? puisse subsister, il faut qw’on ait z < c.



— 53 —
e. 1l est donc démontré que le coté du cube doit étre
ctit que BE. Conséquemment coupons de BE une partie

. égale au coté du cube, et menons de F une perpendiculaire
(a BE) jusqu’a la circonférence du cercle. Puis, intervertissons
la démonstration proposée ci-dessus: il résultera que le som-
met de la perpendiculaire sera situé sur la circonférence de
hyperbole (*), dont on avait dit qu’elle ne peut rencontrer
le cercle. Mais cela est absurde.

Cependant, puisque je suis d’opinion que ces essais pour-
raient sembler incommodes a quelques-uns des lecteurs de ce
Mémoire, je vais rejeter tout ce procédé, et proposer une regle
indépendante de ces essais. Elle consiste & construire sur une
ligne (de longueur) arbitraire, prise sur le prolongement de

BC, quelle que soit d’ailleurs la position du point C, en-

dehors ou en dedans du cercle, un rectangle ayant un de ses
sommets au point C et égal au rectangle AC, les cotés duquel
rectangle seront infailliblement connus de grandeur et de po-
sition. Ensuite, & faire passer par le sommet opposé au som-
met C une hyperbole ayant pour asymptotes ZC, CM, la der-
niére de ces deux lignes étant la perpendiculaire (3 ZC) au
point C. Alors, si la conique rencontre le cercle par contact

*) En effet, puisqn’on avait supposé que BF représente le coté du cube demandé, on a
BF - BC - BF 4 BC . AB =BE . BF = BF - BF . FE; donc BC . BF -} BC . AB = BF . FE
ouBC . AF=BF . FE, et conséquemment BC : BF = FE : AF. Mais on a dans le cercle
NF:FA = FE : AF, donc NF : FA = BC : BF = AD : BF et NF . FB = FA . AD ou
SF = DF, par conséquent SF — CF = DF — CF on NC = CA = CH; d’oi il suit que N est
situé sur la circonférence d’une hyperbole qui passe par H, et qui a ZC, CM pour asymptotes.

A Toccasion des autres espéces qui présentent des cas « impossibles », Pauteur s’est
toujours borné a remarquer que I'impossibilité a lieu lorsque les deux coniques qui construi-
sent le probléme ne se rencontrent pas, sans le prouver. La démonstration qu’il indique ici
irait, avec quelques changements, aux autres cas semblables ; de sorte qu’on la peut suppo-
ser donnée une fois pour toutes.

Jai signalé (addition D, premier probléme) une semblable démonstration donnée par un
autre géometre arabe.
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que Dieu soit miséricordieux envers eux! —si ce n’est quel'au-
teur de cette solution, que Dieu lui soit favorable! tout illustre

pléterai ce qu'on tronve dans Casiri au sujet des ouvrages d’Alqonhl. En voici d’abord le ca-
talogue, extrait du Qitdd Alfihrist :

1) Traité des centres des instruments (UY\.” le texte de Casiri et le Ms. du -Tartkh
2l Hoq. de la Bibl. nat. portent ﬁ‘ « des spheres »), qu’il laissa inachevé.
2) Traité des 6léments & Ia maniére de louvrage,d'Euclide ((_ a3t LS ,__sl.;

fe texte de Casiri porte o3} K= Lo, et le Ms. du Tarlkh al Hoq. _Je
J.)...b‘ g‘f )s-‘ tous les deux ajoutent encore a cet ouvrage qu'il resta inachevé).

8) Traité du compas parfait ; deux livres.

4) Traité de I'art de construire des asirolabes, avec démonstrations; deux livres.

5) Traité de la détermination des points sur des lignes.

6) Traité au sujet des logiciens relativement & la combinaison continue des deux mouve-
ments, a la défense de Thabit Ben Korrah.

7) Traité des centres des cercles situés sur des lignes, suivant la méthode de I'analyse,
sans synthése.

" 8) Traité de la construction des deux lignes en proportion.

9) Traité des cercles qui se touchent, suivant la méthode de I'analyse.

10) Traité des additions au second livre d’Archiméde.

11) Traité de la détermination du cdlé de I’heptagone inscrit au cercle.

Quant aux ouvrages 7 et 9, j’ai rencontré, dans un Ms. de la Bibl. nationale , un mémoire
d’Algotih, intitulé : ‘« Des centres de cercles qui se touchent, situés sur des lignes ». Alqgoaht
y résout successivement les problémes suivants : Constraire un cercle passant par denx points
donnés — ou touchant deux droites données — ou passant par un point donné et touchant
une droite donnée — et dont le centre soit situé sur une droite donnée; constr. un cercle
passant par un peint donné et touchant une droite donnée — ou touchant une droite donnée
et un cercle donné — et dont le centre soit situé sur une courbe quelconque donuée ; constr.
un cercle passant par un point donné et touchant un cercle donné, et dont le centre soit situé
sur une droite — puis sur une courbe qnelconque donnée ; enfin, constr. un cercle dout le
centre soit situé sur une courbe quelconque donnée, et touchant deux cercles donnés. A la tin
de ce mémoire, I'anteur ajoute : « Avant de prendre connaissance du traité d’Apollonius sur
les sections coniques, nous avions résolu un des cas spéciaux de ce probléme, lequel ne con-
duit pas & des sections coniques. C’est celui ot la ligne connue de position est une partie de
la circonférence d’un cercle , tandis que les centres des trois cercles sont situés sur la méme
droite. Nous en avons fait mention, ainsi que de quelques-unes de ces propositions, dans no-
tre traité analytique, lequel nous avons intitulé de méme: «Des centres de cercles qui se tou-
chent, situés sur des lignes». Mais nons n’en avouns pas parlé ici, parce que cela rentre dans les
principes des subdivisions, et que si nous avions voulu nous occuper des subdivisious et des
spéeifications, et de la synthése et de ’énumération des différents cas des positions des points
suivant la' méthode employée par Apollonius dans un de ses onvrages , notre traité se serait
trop étendu. Mais nous espérons pouvoir encore traiter & fond cet objet , si telle est la vo-
lonté de Dieu. »

Quant & 'ouvrage 5, c’est probablement le mémoire d’Alqoiht,, dont une copie se trouve
dans le méme Ms. de laBibl. nat., ou il est inlitulé « Traité du probléme de mener d’un point
donné deux lignes renfermant un angle donné». 1l y est question de mener ces deux lignes
de sorte qu’elles aboutissent & une droite donuée de position, et que le rapport — ou le pro-
duit des deux segments interceptés entre le point donné et la droite donnée — ou que l'aire
du triangle produit — ou que la base de ce triangle — ou que la somme des carrés des deux
segments — ou que la somme de ces seginents — ou leur différence — soil de grandeur don-
née. Puis Alqoulil résout les quatre premiers cas en supposant que la ligne donnée de posi -
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et tout habile mathématicien qu'il était, ne concut pas lidée
de ces différents cas, bien que parmi les problémes de cette

tion n’est plus droite , mais une circonférence de cercle. Si le sujet de ce mémoire corres-
pond assez au titre de I'ouvrage 6, son titre ressemble encore plus parfaitement & celui de
Youvrage 8, qui cependant indique peut-étre un mémoire sur la consiruction des deux
moyennes proportionnelles.

Quant A Pouvrage 10, que Casiri a pris pour une addition faite au traité d’Archiméde sur
les conoides et les sphéroides - en quoi il s’est trompé »~ je n’ai qu’a renvoyer anx addi-
tions jointes a la fin de cette traduction. J’ai rendu compte dans I’addition C de ce que con-
tenait ce mémoire d’Algoaht.

Quant a Pouvrage 4, il en existe une copie dans un Ms, de la bibliothéque de Leyde; elle y
occupe vingt-huit pages, et est suivie d’un commentaire.

Quant Pouvrage 3, la bibl. de Leyde en posséde également une copie, cotée n® 1126 du ca-
taloguede 1716, mais gue je n’ai pas eue sous les yeux : cependant j’ai examiné un petit mé-
moire d’'un Ms. de la Bibl. nat. qui traite du méme sujet, et dans lequel on cite Alqoaht et
Albfrodnt. Ce petit traité fut composé pour le célébre sultan Almaliq Alnécir Seldh Eddin
Abotl Mozhaffir.Iodgoufben Ayoab, par Mohammed ben Alhogain ben Mohammed ben Alhogain.
— Voici quel est le principe de cet instrument imaginé par les géometres arabes pour décrire
les sections coniques par un mouvement continu. Supposons un cone coupé par un plan, dé-
signons par « I'angle générateur du cone, par B I'angle que fait 'axe du cone avec le plan
coupant, par K la partie de ’axe comprise entre le sommet du cone et le plan coupant.
En désignant par)P etjA le paramelre et le grand axe de la section produite, on aura
]’;(= tg«.sin B, ]L: = S 5 sin 8. Réciproquement , A, P, K étant donués,
on pourra déterminer a et 8. En effet, posant pour abréger

1 P\?
—=p, (—) +1=g,
2 K

on aura cos‘a-4(p.o—1)cos’a—p=0, sinﬂ=;.colga:

‘on voit dés lors que a et B peuvent étre déterminés par de simples constructions géumétriques.

Je donne ci-contre un dessin de I'instrument arabe. Aprés avoir déterminé a et § au moyen
en des éléments (A, P) de la conique qu’il s’agit
de décrire, en prenant K égal & la longueur
ca, faisons 'angle gab = 8 , 'angle bed =a.
Puis plagons gk sur la direction du grand axe
de la conique que nous nous proposons de dé-
crire, et la pointe f du crayon sur le sommet
de cette conigne. On reconnait sur-le-<champ
que, si le crayon ef peut glisser librement
dans le tuyau d, et s’allonger pour ainsi dire
sans cesse de maniére & rester constamment
appliqué au plan du papier surlequel on a placé
Pinstrument, tandis que le coté cb tourne au-
tour de lui-méme dans la capsule fixe ab ; on
reconnalt , dis-je, qu’alors ¢f n’est en effet
autre chose que P'aréte d’un cone dont ca est
’axe, et qui est coupé par le plan du papier
sur lequel la pointe / tracera la conique de-
mandée. Je ne puis ici rendre un compte dé-
J 4 {aillé de la manitre dont le géomitre arabe
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espéce il y en ait d'impossibles. Ce géométre excellent était
Aboill Djotd ou Alchanni (*). Dieu seul connait la vérité.

Quatriéme espéce des quatre équations quadrindmes. « Des
NOMBRES , DES COTES ET DES CARRES SONT EGAUX A UN CUBE (**). »

Faisons BE (fig. 26) égale au c6té d’'un carré égal au nombre
des cotés, et construisons un solide ayant pour base le carré
de BE, et égal au nombre donné. Que la hauteur de ce solide
soit AB, et perpendiculaire & BE. Placons BC égale au nowmbre
des carrés sur le prolongement de AB, et complétons le rec-
tangle AE. Donnons a BE le prolongement EM d’une longueur
quelconque, et décrivons sur cette droite EM qui est donnée,
un rectangle égal 2 AE. Que ce soit le rectangle EH. Le point H

détermine « et B. Mais voici du moins sa construction au cas de la parabole. Il prend
T AC = 1P, CB=}K, et détermine E de sorte
qu’en coupant un demi-cercle décrit sur AE
~ comme disinétre par une perpendiculaire CD,
D on ait DB = CE (ce qui revient  construire
Péquation du 2* degré z* — 3 Pz — 3 K=0).

Ensuite il décrit sur EC un demi-cercle qu’il

coupe au point Z par un arc décrit du cen-

tre C et da rayon CB. En prolongeant CZ jus-

LN [ qu’a T, de sorte que ZT=2C, et joignant TE,

E B K NP 4 onaura angle CTE = a, angle TCE = @, qui

dans lecas de la parabole est aussi égal A a, et

CT=K. En effet, on a ZC + ZE = CE = BD = BC + CD = ZC - CD; doncZE =CD =
AC ZC ZE iP

AC . CE, et conséqu t — . —=— ou—
» et conséquemment o . o5 =8 "1k

. cotga=sina ou%: sina.fga;

c.q f d
*) Voir le Loubb Alloubdb de Soyoad, éd. de Veth, vol. I, pag. {OV.
) XX, c2’+bzta=ad. BE=0b, BE.AB=a, BC=c.

_Rectangle HE = rectangle EA.

EM, ES, asymptotes de hyperbole équilatére HTK qui passe par le point H.
C sommet, CN axe, AC parametre de 'hyperbole équilatére LCT.

Hyperbole HTK... TE=HE=EA, TE-EN=EA--EN ou TB=AS

: AN:TN=NB:SN=NB:BE
Hyperbole LCT ... . TN = NC. AN ou AN : TN = AN : NC
NB: BE = AN : NC, BE.AN=NB.NC

BE. AB+4BE. NB-NB . BC = NB. NC-+ NB, BC =NB_

ou a-40b.NB+4c.NB=NB, Z=NB.
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Cette espéce ne présente ni variété de cas ni problémes
impossibles (*).

Aprés avoir terminé I'examen des quatre équations quadri-
nomes, discutons les trois espéces dont chacune est composée
de deux termes qui sont posés égaux a deux autres termes.

Premiére espéce des trois équations quadrindmes qui res-
tent. « UN CUBE ET DES CARRES SONT EGAUX A DES COTES ET UN
woMBRE (**), » )

Faisons BD (fig. a7) égale au c6té d’un carré égal au nombre
donné des cotés, et CB égale au nombre donné des carrés.
Que CB soit perpendiculaire 2 BD. Construisons un solide
ayant pour base le carré de BD, et égal an nombre donné.
Que la hauteur de ce solide soit S. La ligne S sera ou plus
grande ou plus petite que BC, ou égale 2 BC.

Qued’abord S soit plus petite que BC(fig. 27, 1 ). Prenons sur
BC un segment AB égal a S, complétons AD, et prenons sur
le prolongement de BD une longueur quelconque DZ. Décri-
vons sur DZ un rectangle égal & AD, lequel soit ED. Le pointE
sera connu de position, et les cotés du rectangle ED seront
tous connus de position et de grandeur. Faisons passer par le
point E une hyperbole ayant pour asymptotes ZD, DO. Ce

*) L’équation 2* — cx? — bz — a = 0 a toujours une racine réelle et positive ; les deux
autres racines sont on imaginaires ou négatives, et conséquemment n’existent pas pour
Valgébriste arabe.

*) XX1, z’+cx*=>bz+a. BD=b, BC=c, BD.S=a. § % BC.

1) 8 < BC (fig. 27,1), AB = 8. — Rectangle ED = rectangle AD.
DZ, DO, asymptotes de I'hyperbole équilatére EH qui passe par le point E.
A sommet, AB axe, AC parameétre de I'hyperbole équilatére AHT.
Hyperbole EH,.. ED=ED=AD, HD-}- DK = AD - DK ou HB = AM

BK:KA=MK:KB=BD:KB
Hyperbole AHT.. . HK : KA = CK : AK
BD:KB=CK:AK, KB.CK=BD. AK
KB4 KB. BC=BD . KB~ BD. AB ou KB---c.KB=.KB+a, £=KR
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sera la conique EH, et cette courbe sera connue de position.
Décrivons ensuite une seconde hyperbole ayant son sommet
au point A, son axe sur AB, et son paramétre et son grand axe
égaux tous les deux 4 AC. Ce sera la conique AHT, et elle
coupera nécessairement l'autre conique. Que cette intersec-
tion ait lieu au point H. Alors H sera connu de position.
Abaissons de H deux perpendiculaires HK, HL. Toutes les
deux seront connues de position et de grandeur, et le rec-
tangle HD sera égal 4 ED, lequel & son tour est égal a AD.
Ajoutons le rectangle commun DK. Le rectangle HB sera égal
a AM. Il s’ensuit que leurs cotés et les carrés de leurs cotés
seront réciproquement proportionnels. Mais le carré de HK
est au carré de KA comme CK a AK, en vertu de hyperbole
AHT, ainsi que nous I'avons démontré plusieurs fois. Consé-
quemment le carré de BD sera au carré de KB comme CK a
AK, et le solide dont la base estle carré de BD et la hauteur AK
sera égal au solide dont la base est le carré de BK et la hauteur
CK.. Mais ce second solide est égal au cube de BK, plus le solide
ayant pour base le carré de BK et pour hauteur BC, lequel est
égal au nombre donné de carrés. D’un autre coté, le premier
des deux solides est égal au solide ayant pour base le carré de
BD et pour hauteur AB, lequel nous avons fait égal au nombre
donné, plus le solide ayant pour base le carré de BD et pour
hauteur BK, lequel est égal au nombre donné de cdtés du cube
de BK. Conséquemment le cube de BK, plus le nombre
donné de ses carrés, est égal au nombre donné plus le nombre
donné de ses cotés. Et c'est ce qu'il s'agissait d’obtenir.

Lorsque S est égale 4 BC (*), BD sera le c6té du cube cher-

— —_ —_—
*) 2) $=BC...z=BD. Démonsir. BD . BD =BD ou b.BD= BD
BD. BC=BD.Sonc.BD=a
conséquemment BD 4 c. BD = b. BD + a.
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ché. Démonstration. Le solide ayant pour base le carré de BD
et pour hauteur aussi BD, et qui représente le nombre de cé-
tés du cube de BD, est égal au cube de BD. Et le solide ayant
pour base le carré de BD et pour hauteur BC, et qui repré-
sente le nombre donné de carrés du cube de BD, est égal au
solide ayant pour base le carré de BD et pour hauteur S, qui
représente le nombre donné. Conséquemment le cube de BD,
plus le nombre donné de ses carrés, est égal au nombre donné
plus le nombre donné de cotés. Et c’est ce qu'il s’agissait d’ob-
tenir. Mais on reconnaitra aisément que dans ce cas il y aura
aussi égalité entre le cube de BD plusle nombre donné, et le
nombre donné de carrés plus le nombre donné de cotés de ce
cube; en sorte que cette espéce rentre dans la catégorie de la
troisiéme espéce, laquelle est : « Un cube et des nombres
sont égaux A des carrés et des cotés. »

Lorsque S est plus grande que BC (fig. 27, 2), nous faisons
AB égale 4 S, et faisons passer la seconde hyperbole par le
point C, en prenant son parameétre et son grand axe, tous
les deux égaux a4 AC. Elle coupera nécessairement lautre
conique, le coté du cube sera encore BK, et le reste de la
construction et de la démonstration est analogue 4 ce qui
précéde, si ce n’est que le carré de HK sera au carré KA
comme AK a KC (%).

11 a été démontré que cette espéce présente des formes et des

Mais en méme temps B_DJ-I- a= c.§3:|- b.BD, ce qui rentre dans lacatégorie de 1'éq. 25)
x4 a=cx*+ bx.

*) C’est-a-dire que les points A et C, tels qu’ils étaient dans la premiére figure, ont, si
Von veut, échangé leurs rdles. Mais en réalité la démonstration donnée ci-dessus s’applique
rigoureusement aussi 4 la seconde figure, et ’on aura par rapport & celle-ci, comme aupara-

vant,ﬁ’: KA = CK : AK. — Le fait est que réellement rien n’est changé dans les deux
coniques qui construisent I'équation; seulement lintersection considérée ici se fait sur
I’autre branche de la seconde hyperbole. On peut passer du premier cas au secoud en
faisant mouvoir A sur BC vers C et jusqu’an dela de C; lorsque A et C coincident (S =BC),
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38 cas différents, et qu'une de ses formes rentre dans la troi-

sieme espece; mais I'espéce actuelle ne donne pas lien & des
problémes impossibles (*). Sa solution a été effectuée au
moyen des propriétés de deux hyperboles.

Seconde espéce des trois équations quadrindmes qui res-
taient. « UN CUBE ET DES COTES SONT EGAUX A DES CARRES ET DES
NoMBRES (**). »

Faisons BC (fig. 28) égale au nombre donné des carrés, et
BD égale au coté d’'un carré égal au nombre des earrés—et
perpendiculaire 2 BC. Construisons un solide égal au nombre
donné, et ayant pour base le carré de BD. Que la hauteur de
ce solide soit S. La ligne S sera ou plus petite que BC, ou égale
a BC, ou plus grande que BC.

Que d’abord S soit plus petite que BC (fig. 28, 1). Prenons sur
BC un segment BA égal a S, complétons AD, décrivons sur AC
comme diameétre un cercle AKC qui sera connu de position,
et faisons passer par le point A une hyperbole ayant BD, DZ

la seconde hyperbole s’identifie avec ses asymptotes, et la premiére hyperbole se trouve
combinée avec une droite passant par A, et renfermant avec AB un angle de 45 degrés.

*) L'équation 2* -}~ cx* — bz — a == 0 a toujours une racine réelle et positive ; ses denx
autres racines sont ou négatives ou imaginaires, et conséquemment négligées par Iautear.

Les « différents cas » présentés par cette espéce sont s% BC, c.-a-d. % =><- c.
*) XXIV, 2'+4-bre=cz’+a. BC=c, BD=), BD.8=a. S

1) 8 <BC(fig. 28,1), AB=S.
AC, diamétre du cercle AKC.
DB, DZ, asymptotes de ’hyperbole équilatére HAT qni passe parle point A.
Hyperbole : AD =KD, AD— MZ--AK =KD — MZ+ AK on BK=AL
KE:EA=LE:BE=BD: BE’
Cercle: KE:EA'=EC: EA

BC

VIA

BD: BE=EC : EA, BD.EA=BE . EC
ﬁ’+l_b.. EA =ﬁ’+ﬁ’. EC=TBE. BC
BE--BD. BE=BC . BE 4 BD . AB ou BE +f- b.BE=c.BE4-a, x=BE.
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pour asymptotes. Ce sera la conique HAT, et elle sera eonnue
de position. HAT coupe AZ, la tangente au cercle, et consé-
quemment coupe le cercle, parce que, si elle tombait entre
le cercle et AZ, nous pourrions mener du point A une

tangente a la conique, ainsi qu'il est exposé par Apollonius

dans la soixantiéme proposition du second livre (*). Alors
cette tangente pourrait, ou bien tomber entre AZ et le cer-
cle, ce qui est absurde — ou bien au dela de AZ, en sorte
que AZ serait une ligne droite tombant entre la conique et sa
tangente, ce qui est également absurde. La conique TAH ne
tombe donc pas entre le cercle et AZ, et par conséquent coupe
alors ce dernier. Et nécessairement elle coupera ce dernier
encore dans un autre point. Que cette intersection ait lien aun
pointK. Alors K sera connu de position. Abaissons de ce point
deux perpendiculaires KM, KE sur BC, BD. Toutes les deux
seront connues de position et de grandeur, comme on le sait.
Complétons le rectangle KD. Le rectangle AD sera égal au rec-
tangle KD. Retranchons le rectangle commun MZ, et ajou-
tons le rectangle commun AK. Alors BK sera égal 4 AL, et les
cotés de ces deux rectangles ainsi que les carrés de leurs cotés
seront réciproquement proportio'fmels. Mais le carré de KE
est au carré de EA comme EC 4 EA. Conséquemment le carré
de BD est au carré de BE comme EC i EA; et le solide dont la
base est le carré de BD, etla hauteur EA, est égal au solide dont
la base est le carré de BE et la hauteur EC. Ajoutons 4 tous les
deux le cube de BE. Le solide dont la base est le carré de
BE et la hauteur BC sera égal au cube de BE, plus le solide
dont la base est le carré de BD et la hauteur EA. Mais le pre-
mier solide est égal au nombre donné de carrés du cube de

*) £d. d’Oxford, livre II, prop. 49, pag. 140.

39
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BE. Ajoutons de part et d’autre le solide dont la base est le carré
de BD et la hauteur BA, lequel nous avons fait égal au nom-
bre donné. Alors le cube de BE, plus le solide dont la base est
le carré de BD et la hauteur BE, lequel est égal au nombre
donné de cotés du cube de BE, sera égal au nombre donné de
carrés du méme, plus le nombre donné. Et c’est ce qu'il s'a-
gissait d’obtenir. '

Lorsque S est égale 4 BC (*), BC sera le c6té du cube cher-
ché. Démonstration. Le cube de BC est égal au nombre donné
de ses carrés, et le solide dont la hauteur est BC, et la base le
carré de BD, est égal au nombre donné, et égal aussi au nom-
bre donné de cotés du cube de BC. Conséquemment le cube
de BC, plus le nombre donné de ses cotés, est égal au nombre
donné de ses carrés plus le nombre donné. Mais ce cas rentre
aussi dans la catégorie de la troisiéme espéce, parce que le
nombre donné de cotés du cube de BC est égal au nombre
donné, en sorte que le cube de BC, plus le nombre donné,
est égal au nowbre donné de carrés plus le nombre donné de
cotés de ce cube. .

Lorsque S est plus grande que BC (fig. 28, 2) (**), faisons BA
égale A S, et décrivons le cercle sur AC comme diameétre. Alors

*) 2) § = BC. ..z =BC. Démonstr.BC=BC.BC ou  BC=c.BC
BD.BC=BD. S ou b.BC=a
conséquemment BC -} b.BC= c.BC -} a.
—3 —
Mais en méme temps BC -4 =c.Bc'+b.Bc, ce qui rentre dans la catégorie de I'éq. 25)
2’ ta=c.2’+b.2.
**) 3) § > BC (fig. 28,3), AB=S.
Hyperbole : AD = KD, AD — ED = KD — ED ou EZ = BK

— — —3  —3 —  —
KE: EA'=ZA : BE=BD : BE
Cercle : KE:EA=EC:EA

BD : BE= EC : EA, BE.EC=BD, EA
—3 —1 -3 -3, =2 -2 fped ]
BE=BD . EA-}-BE. BC, BE+BD. EB=BD . AB+4-BC. BE
onBE+4b.BE=a + c.BE, z= BE.
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Phyperbole qui passe par le point A coupera le cercle au
point K, comme nous I'avons démontré. Abaissons du point
K deux perpendiculaires KE, KM, ainsi que nous I'avons fait

dans la figure précédente. EB sera le coté du cube cherché, et

la démonstration est comme auparavant. Nous retranchons le
rectangle commun ED; les c6tés des deux rectangles EM, EZ,
ainsi que les carrés de ces cotés, seront réciproquement pro-
portionnels, et la démonstration sera absolument analogue 4 la
précédente, sans rien y changer.

On vient de démontrer que cette espéce présente desformes
et des cas différents, et qu'une de ses formes rentre dans la
catégorie dela troisiéme espéce. L'espéce actuelle ne donne pas
lieu & des problémes impossibles (*), et a été résolue au moyen
des propriétés du cercle et d'une hyperbole.

Troisiéme espéce des trois équations quadrindmes qui res-
taient. « UN CUBE ET DES NOMBRES SONT EGAUX A DES co'nés ET
DES CARRES (**). »

Faisons BC (fig. 29) égale au nombre des carrés, et BD per-
pendiculaire 4 BC, et égale au c6té d’un carré égal au nombre

*) L'équation z° — ca:’ + bz — a = 0 a toujours une racine réelle et positive. Dans les

cas 2) et 8), lorsque ¢, les deux autres racines sont imaginaires ; mais dans le pre-

b >
mier cas, h < ¢, elles peuvent &tre positives, en sorte que I'équation alors aura Zrois racines
positives. 11 est bien a regretter qu’une circonstance aussi importante ait pn échapper &
Pauteur.
— — <
*) XXV, 2'-}a=cz*+br. BC=c, BD=2DH, BD.S=a. 8§ < B¢
1) S < BC (fig. 29, 1), AB=S.

BD, DZ, asymptotes de ’hyperbole équilatére HAT qui passe par le point A.

C sommet, CE axe, AC paramétre de I’hyperbole équilatére KML.

Hyperbole HAT... m—nm, DA—ZN-+AM=DM—ZN-}-AM ou NE=ZE

— —_—2 2 —_—1a —3

uE EA—OE BE = DB : BE
Hyperbole KML... ME : EA = CE : EA

BD : BE'= CE : EA, BE.CE = BD. EA
—_—2 —a —3 —2 —3
BE.BC+ BE.CE ou BE = BE.BC--BD . EA
BE-+BD . AB=BE . BC 4 BD . BE ou BE - a = ¢.BE -} b.BE,  =BE.

5
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des racines. Construisons un solide ayant pour base le carré
de BD, et égal au nombre donné. Que la hauteur de ce solide
soit S. La ligne S sera, ou plus petite que BC, ou égalea BC,
ou plus grande que BC.

Que d’abord S soit plus petite que BC (fig. 29, 1). Prenons
sur BC un segment BA égal 4 S, complétons BZ, faisons pas-
ser par le point A une hyperbole ayant pour asymptotes BD,
DZ, laquelle soit la conique HAT, et décrivons une seconde
hyperbole ayant son sommet au point C, son axe sur le prolon-
gement de BC, et son paramétre et son grand axe égaux tous
les deux 4 AC. Cette hyperbole, qui sera KCL, coupera infailli-
blement I'autre conique. Que l'intersection des deux coniques
KCL et HAT ait lieu au point M. Le point M sera connu de po-
sition, parce que les deux coniques sont connues de position.
Abaissons de ce point deux perpendiculaires MN, EMO. Elles
seront connues de position et de grandeur, le rectangle DA
sera ¢gal au rectangle DM; et, par les raisonnements que précé-
demment nous avons employés plusieurs fois, on trouvera NE
égal 4 ZE, et conséquemment les cotés de ces deux rectangles
et les carrés de leurs cotés seront réciproquement propor-
tionnels. Mais le carré de ME est au carré de EA comme CE
4 EA, en vertu de 'hyperbole KCL. Conséquemment le carré

- de BD sera au carré de BE comme CE i EA, et le solide dont

41

la base est le carré de BD et la hauteur EA sera égal au solide
dont la base est le carré de BE et la hauteur CE. Ajoutons 4
tous les deux le solide dont la base est le carré de BE et la hau-
teur BC, lequel représente le nombre de carrés du cube de
BE. Alors le cube de BE sera égal au nombre donné de ses
carrés, plus le solide dont la base est le carré de BD et la hau-
teur EA. Ajoutons de part et d'autre le solide dont la hauteur
est BA et la base le carré de BD, lequel nous avons fait égal au

.
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nombre donné. 1l résultera que le solide dont la base est le
carré de. BD et la hauteur BE, lequel est égal au nombre donné
de cotés du cube de BE, plus le nombre donné de carrés du
cube de BE, est égal au cube de BE, plus le nombre donné.
Lorsque S est égale 4 BC (*), BC sera le c6té du cube. Dé-
monstration. Le cube de BC est égal au nombre donné de ses
carrés, et le nombre donné est égal au nombre donné de coiés
du cube de BC. Conséquemment le cube de BC, plus le nom-
bre donné, est égal au nombre donné de carrés, plus le nom-
bre donné de cotés de ce cube; et C'est ce qu'il s’agit d’obtenir.
D’un autre coté, le cube de BC, plus le nombre donné de ses c6-
tés, sera égal au nombre donné de ses carrés, plus le nom-
bre donné; en sorte que ce cas rentre dans la seconde espéce.
Lorsque S est plus grande que BC (fig. a9, 3) (**), faisons BA
égale a S, complétons le rectangle (BZ), et faisons passer la pre-
miére hyperbole par A et la seconde également par A. Elles se
couperont. Or, si les deux coniques ont une seconde rencon-
tre, soit par contact en un seul point ou par intersection en
deux points, ainsi que cela est connu d’aprés le quatriéme
livre du traité des Coniques, le probléme sera possible; sinon, il

*)2) $=BC... x=BC. Démonstr. BC = BC. BC ou BC = ¢.BC
BD.S=BD.BCou a = b.BC
conséquemment BC + @ = ¢.BC -} b.BC.
Mais en méme temps aussi BC b.BC=c . BC+ @, ce qui rentre dans la catégorie de
Péquation 24) z° +- bz = cx? +-a.
Ce qui échappe a I'auteur, c’'est que dans ce cas aussi » ==BD sera une solulion, et que
I'on a BD = BD. BD ou BD=b.BD
BD.S=3D .BCou a = ¢.BD
donc il—)3+ a= c.ﬁ’-l- b.BD.
Et en méme temps on aura BD-c.BD = b.BD -+ a, ce qui rentre dans la catégorie de
P’équation 23) 2° +}- cz? = bz +- a.
**) 3) S > BC {fig. 29, 3), AB=S5. — Hyperbole HAT comme auparavant, — A sommet,

AE axe, AC paramétre de Fhyberbole équilatére KML. — Ensuite la démonstration donnée
pour le cas 1) ’applique trait pour trait & cette seconde figure.

5.
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la régle pour distinguer les cas possibles d’avec les impossibles 42
dans les espéces qui admettent des problémes impossibles, et
apreés avoir démontré que la plupart d’entre elles n’en admet-
tent pas (*), occupons-nous des parties correspondantes (**).
La partie de la chose est le nombre qui est 4 Punité comme
Punité est  cette chose (***). Donc, si la chose est trois, sa
partie est un tiers; et si la chose est un tiers, sa partie est
trois. De méme si elle est quatre, sa partie est un quart; et si
elle est un quart, sa partie est quatre. Et en général la partie
d’'un nombre quelconque est la partie dénommée d’aprés ce
nombre (****), comme le tiers d’aprés trois, lorsque le nombre
est entier, et trois d’aprés un tiers, lorsque le nombre est frac-
tionnaire. Pareillement la partie du carré est la partie dé-
nommée . d’aprés le nombre égal a ce carré, que ce nombre
soit entier ou fractionnaire; et il en est de méme relativement
ala partie du cube. Et, pour en rendre ’évidence plus i)alpa-
. ble, disposons ces parties en tableau :

Partie du cube.  Partie du carré.  Partie de la racine.

1 1 1
3 % 2
Unité. Racine. Carré. Cube.
1 2 4 8

La partie du cube est 4 la partie du carré comme la partie

*) En effet, parmi les 25 espéces, 7 seulement, & savoir les équations 8, 11, 14, 17, 20,
21,25, donnent lieu a des cas dans lesquels ’équation n’admet pas des racines réelles et
pasitives.

*) Pour Oter A la terminologie employée par I'auteur dans ce qui suit ce qu’elle peut,
au premier abord, avoir de choquant, il suffira de remarquer qu’il entend par « partie de A »
la valeur réciproque de A, et par « N parlies de A » la fraction ll—: On peut d’ailleurs com-
pater & ce sujet les définitions du septieéme livre d’Euclide.

1
-1 =1:2.
) 2! x

) C'est-a-dire la fraction ayant pour dénominateur ce nombre, et pour numérateur
I"nnité.
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partie de carré et deux parties de racine sont égales a un et
un quart, » c'est comme si 'on avait dit : « Un carré et deux
racines sont égaux a un et un quart. » Alors, au moyen de la
méthode exposée précédemment, on trouve la racine égale
a un demi et le carré égal 4 un quart, si ce n’est que I'’énoncé
du probléme portait « une partie de carré et deux parties de
racine. » Donc le quart, qui était d’abord le carré, sera la par-
tie du carré cherché, et le carré cherché sera quatre.

On suivra le méme procédé dans les équations a quatre
termes. Lorsqu'on dit (*) : « Une partie de cube plus trois
parties de carré plus cing parties’de racine sont égales i trois et

trois huitiémes , » alors c’est comme siI’'on avait dit: « Un cube

plus trois carrés plus cinq racines sont égaux i troiset trois hui-
tiémes. » Au moyen de la méthode exposée ci-dessus et fondée
sur les sections coniques, on déterminera le coté du cube, le-
quel sera la partie de racine cherchée. Nous poserons donc ce
cOté & l'unité donnée, comme 'unité donnée a une autre ligne
(inconnue). Cette derniére ligne sera le coté du cube cherché.

Il est évident qu'il existera entre ces quatre degrés vingt-
cing autres espéces de telles équations, proportionnelles aux
vingt-cinq espéces précédentes.

Quant 4 la multiplication de I'un de ces degrés par l'autre,

c’est une matiére suffisamment connue par les ouvrages des
algébristes, facile 4 comprendre, et sur laquelle, conséquem-

ment, nous ne nous étendrons pas (**). Or, quant aux équa-
tions entre ces quatre degrés et les quatre degrés précé-

3
*) Equation proposée: a% + 3% +5 %:33; on résout z°4-33*+4-52=3 8 ayant
déterminé la racine ¢ de celte derniére équation, on fait { : 1 =1 : , et 'on aura z =1.
**) L’auteur appelle ici préalablement Pattention du lecteur sur la multiplication des dif-
férentes puissances de I'inconnue I'une par I'autre, parce que c'est le moyen qu'il emploie
pour résoudre les équations qu’il va proposer.

44
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vicieuses des méthodes d’observations astronomiques; 26° Mémoire démontrant que la
sphére est la plus grande des figures solides isopérimetres, et le cercle la plus grande des
figures planes isopérimétres; 27° Mémoire sur I'optique, suivant la méthode de Plolémée;
28° Traité sur le perfectionnement des opérations astronomiques, deux livres; 29° Mémoire
sur la détermination de quatre lignes (moyennes proportionnelles) entre deux lignes données
(c’est Pouvrage cité par Alkhayydms); 30° Mémoire sur la quadrature du cercle; 31° Mé-
moire sur la détermination de la méridienne avec la derniére exactitude; 32° Mémoire sur
Paddition des fractions; 33° Mémoire sur les propriétés de la parabole; 34° Mémoire sor
les propriétés de Phyperbole ; 35° Mémoire sur la relation qui existe entre la (longueur) des
heures temporaires et la hautear correspondante (du pdle — voici cette relation : Désignant
la longueur de Pheure temporaire par £, on aura cos |6 ¢} =—1tgo . tg3); 36° Mémolre
sur la natare des ombres (gnomoniques— ou bien des tangentes et cotangentes trigonomé-
triques) ; 37° Mémoire prouvant que la partie visible du ciel est plus grande que la moitié
du ciel ; 38° Mémoire sur la solution d’'un doute sur un endroit du premier livre de ’Alma-
geste, qui avait présenté des difficultés & plusieurs savants; 39° Mémoire sur la solution
d’an doute sur la partie stéréométrique de 'ouvrage d’Euclide ; 40° Mémoire sur la division
des deux quantités de grandeur différente mentionnées dans la premidre proposition du
dixi¢me livre de Pouvrage d’Enclide (le théortme d’exbaustion); 41° Problémes sur les
changements optiques; 42° Mémoire sur la détermination du coté de I'heptagone; 43° Mé-
moire sur la section de la ligne employée par Archimede, dans son Traité de la sphére et du
cylindre (voir I'addition A du présent opuscule) ; 44° Mémoire sur la détermination de la
méridienne au moyen d’une seule ombre (Pombre observée donne la hauteur du soleil, laquelle

étant connue, le probléme se raméne 4 la formule cos A = w} 3 45° Mémoire
cos h cos @

sur le probléme d'inscrire un pentagone  un carré; 46° Mémoire sur la voie lactée; 47° Mé-
moire sur la détermination du c6té du cube (probablement une construction d’équations
cubiques) ; 48° Mémoire sur la lumiére des étoiles; 49° Mémoire sur les traces qu’on re-
marque dans la lune ; 50° Mémoire sur un probléme arithmétique; 51° Mémoire sur les
nombres harmoniques ; 52° Mémoire sur le mouvement qui a lieu dans le plan ; 53° Mémoire
sur I'analyse et la synthése; 54° Mémoire sur les connues (c’est 'ouvrage qu’a fait connaitre
M. Sédillot); 55° Mémoire sur la solation d’un doute sur le douziéme livre de I'ouvrage
d’Euclide; 56° Mémoire sur la solution des difficultés présentées par le premier livre de
Pouvrage d’Euclide; 57° Mémoire sur le calcul des deux fausses positions ; 58° Réponse &
un probldme de mesure ; 59° Abrégé sur ’azimut de la Kiblah ; 60> Mémoire sur la lomiére ;
61° Mémoire sur le mouvement complexe (?); 62° Mémoire pour réfuter ceux qui étaient
d’une opinion contraire au sujet de la voie lactée (comparer le catalogue de la bibliothéque
de Leyde, n° 1159); 63° Mémoire sur la solution des doutes sur le mouvement complexe ;
64° Mémoire sur les doutes sur Ptolémée ; 65° Mémoire sur ’atome; 66° Mémoire sur les
lignes horaires; 67° Mémoire sur le I5) ;L-» )9 (?) (il faut peut-étre lire Ux"L )3 , voir
le Recueil de termes techniques donné par M. Sédillot & la fin de son Mémoire sur les
instruments astronomiques des Arahes); 68° Mémoire sur I'espace; 69° Mémoire sur la dé-
termination des hauteurs perpendiculaires des montagnes; 70° Mémoire sur les démonstra~
tions (c’est dans ce sens quon trouve employé le mot ik par Moh. Ben Mouga) du calcul
indien ; 71° Mémoire sur les hauteurs des triangles (traité de trigonométrie plane?);
72° Mémoire sur les propriétés des cercles ; 73° Mémoire sur la proposition des Bént Mot¢a ,
74° Mémoire sur la construction de I'heptagone inscrit au cercle; 75° Mémoire sur la
détermination de la hauleur du pdle avec la plus grande exactitude (la bibliothéque de
Leyde posséde ce mémoire, dont voici les premiéres lignes : « Traité d’Alhacan Ben Alhogain
Ben Alhaitham sur la délermination de la hauteur du pole avec la plus grande exactitude.
11 0’y a pas une seule des théories astronomiques qui se rapportent a I'observation qui n’ait
hesoin, dans fes observations qu’elle comporte, de la détermination de I’élévation du pole sur
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méme lorsqu’on dit (*) : « Quel cube est égal 4 un certain nom-
bre de parties du carré de son c6té, » on a besoin de la susdite
proposition auxiliaire, et il est impossible de résoudre le pro-
bléme au moyen de nos méthodes. — En général, lorsque le
premier de ces sept degrés est multiplié par le sixiéme (**), on
aura besoin de la détermination de quatre moyennes propor-
tionnelles entre deux lignes données, ainsi que I'a démon-
tré Abot Ali Ibn Alhaitham : que Dieu le Trés-Haut soit mi-
séricordieux envers lui!

Et si Pon dit (™) : « Quel cube est égal i seize parties de son
coté? » le premier degré sera multiplié par le (dénominateur
du) cinquiéme, etla racine de la raciné du produit sera le coté
du cube cherché. Et la méme regle s’appliquera toujours
lorsqu’un de ces sept degrés est égalé a celui qui, & partir de
lui, est le cinquiéme de la proportion continue (****).

par un géometre arabe, 4 moins que ce ne soit une simple reproduction du procédé imaginé
par Eratosthéne. (Voir Archimede, éd. d’Oxf., p. 144-146.)

) x2*=a. a—:,-
) x3. x'lg; c’est & quoi conduit, en effet, la méthode employée par Pauteur dans les
exemples précédents, lorsqu’elle est appliquée a I'équation 2° =a . z—1’5 car, suivant cette

méthode, on multipliera les deux membres par 23, ce qui donne z¢ =g . z° ‘% =a.z

ou z°=a. Cependant il semble que I'auteur, en se servant de I'expression « le premier
degré est multiplié par le sixiéme, » veut désigner un degré qui est multiplié par le déno-
minateur de celui qui, & partir du premier, est le sixitme dans I'ordre de la proportion

continue des sept degrés; a savoir x* par z* le dénominateur de ;l; » et 22 par 2° le déno-

45

minateur de%; de sorte que Popération & effectuer sur I'équation proposée sera : -

1 1 1 1
1 =6, .2'=a.5.2 wzi=a; 2 FP=ar, z’.x’:a.;.z’

on z* =a. Clest du moins ainsi qu’il faut indubitablement entendre les expressions de
I'exemple suivant proposé dans le texte. .

1 —
) z°=16.-::-:, 2. x=16.-x =16, z=‘/l/16.

8

1
k) x°=a5, ¥=a.5, r=a.
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n’y a pas de méthode qui réussisse a résoudre le probleme.
Par exemple, lorsqu'on dit (*): « Un carré et deux racines
sont égaux a deux en nombre et deux parties de carré , » alors
c’est impossible 4 résoudre, parce que le carré est le second
de ces degrés, et que la partie du carré est le sixiéme; de
sorte que la série s'étend A un intervalle de cinq degrés. Cela
servira de régle pour les autres cas.

La totalité des équations simples, ayant lieu entre ces sept
degrés, monte a vingt et une, deux desquelles ne peuvent étre
résolues au moyen de notre méthode, mais exigent la proposi-
tion auxiliaire d'Tbn Alhaitham ; de sorte qu’il en reste dix-neuf
especes résolubles par notre méthode, les unes au moyen des
propriétés du cercle, et les autres au moyen des propriétés des
sections coniques. La totalité des équations composées a trois
termes renfermant trois degrés successifs monte a quinze ; elles
sont résolubles au moyen des propriétés du cercle. La totalité
des équations composées a trois termes, qui constituent un
intervalle de quatre degrés successifs quelconques, monte a
vingt-quatre; elles sont résolubles au moyen des propriétés
des coniques. La totalité des équations composées a quatre
termes renfermant quatre degrés successifs quelconques monte
a vingt-huit, résolubles au moyen des sections coniques (**).

v FP4w=24 2. ;:; C’est, en effet, une équation du quatriéme degré ; mais les

équations de ce degré du moins pouvaient encore étre construites au moyen de deux co-
niques, ce que d’ailleurs d’autres géométres arabes ont réellement reconnu (Voir 'addition D,
second probléme).
**) Voici le tableau complet de toutes ces équations :
1. Equations simples.

46

Equations 4 termes entiers, n° 1 3 6. a=uz, a=2a2, a=2?, bx =212, ba=x3, cx'=23.

. . 1 1 1
Equations a termes fractionnaires. B=05 & a—; , % =a,
1 1 1 1
D=0 F=6 =05
1 1 1
A=08 = ar, ;;p-=a.z’,
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La totalité des équationsayant lieu entre ces sept degrés, et
résolubles au moyen des méthodes exposées par nous, monte

1

1 2 —_— 3
.'?'. = ax, i = ax’, z ax®,
1 1 ' - .
(57 = ax’, 5 = az’...équationsd’lbn Alhaubam)
1
* = = az’.

Equations composées.

11. Equations du second degré (« résolubles au moyen des propriétés du cercle »).
Equations a termes entiers, n® 74 12, z* - bx = a, 2* + a = bz, bz -} a = 2?,
2+ cx?*= bz, 234 bx= cx?, cx*+ bx =2°.

Equations A termes fractionnaires. '; + a = ba, ;1; +bx=a, —=a- bz

1 .,a 1 a
;,+§=b’ ;!+b=;v z:=;+bv
1 a b 1 . b a 1 a b
#tz=z zt:=m z=ztz
111, Equations du troisitme degré & trois termes («rés. au moy. des propr. des coniq.»)
Equations & termes entiers,n® 133 18. z° +bx = a, 2* 4 a = bz, bz 4 a = 23,
24 cx?=a, 2°+ a=cx?, cx*4a = 2.

1_a
»=zth

Equations a termes fraclionnaires. ;:,-+g =b, 5‘; +b= g,
1 1 1
E;-I-a:b.t, ;,-+bx=a, ?=a+bz,
1 |
5-|7w=bz’, 5+bz’ = ax,

1 a 1 a
Ftm=b stbd=g, Z=z+b
1

1 a 1 a a
mtz=b2 Htbe=3, m=7+0br,
;?+a=bw’, ;’,+bz’=a. t=atba

V. Equations du troisiéme degré & quatre lermes («rés. au moy. des propr. des coniq.»)
Equations & termes entiers, n® 19425, 2° +4-cx? +bx=a, 2* - cx? +a=0bz,
24 bzt a=cx?, cx*4bxta=2°
2} +cx*=bz+{a, ’+bx=cx’+a, ’-4a=czx’{bx.

b i
Fquations b termes fractionnaires. % + =+ 2 =¢, -+ 5 +c=2,

1 b a 1 a b
stzte=z m=ztz+o

1 a b t ., b a 1 a b
tr=zte mtz=mtomte=gnip

z
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donc a quatre-vingt-six, dont il a été mentionné dans les trai-
tés de mes prédécesseurs uniquement six espéces (*). Pour
quiconque a bien approfondi les théorémes proposés dans ce
traité, et en méme temps posséde une certaine force natu-
relle de l'intelligence, ainsi que 'habitude de s’occuper de pro-
blémes mathématiques, il n’y aura plus, certes, rien d’obscur

.

dans les problémes qui offraient de si grandes difficultés aux
géométres des temps précédents.

Nous voila donc arrivés au terme convenable pour finir ce
mémoire en offrant nos louanges au Dieu Tres-Haut, et en
implorant sa bénédiction sur tous les prophétes.

. .
C’est ce que jé m’étais proposé de développer. 47
Or, cinqg ans environ apres la composition de ce mémoire,

une personne possédant une légére teinture de connaissances

mathématiques me raconta que le géométre Aboll Djoid

$+g+b=cx, ;';-l—g-l-cz:b,
mtbta=% SH=24tbtes,
;l',+%=b+cx, 5‘7+b=§+cz. $+cz=g+b,
‘I;-I-a-i-bx:cx’, i+a+cx’=bz,
;—+bz+cx‘=a, -l_i=a-’|-bx+cx’,

é-{- a=bx + cx?, :lc+bz=a+cz’, _1;+cx’—‘_-a+bz.

1l est remarquable que Pautenr n’ait pas été frappé par la pensée qu'on peut produire un
nombre infini d’équations « résolubles par ses méthodes» en multipliant chacune de ses
vingt-cing (ou plutét en rejetant les équations n** 4 & 6, et 10 & 12, dix-neuf) équations

*n
primitives par z , n étant un nombre entier quelconque. Ce sont probablement ses

théories philosophiques sur la nature des puissances (voir pages 7 et 8) qui ’empéchaient
de concevoir cette idée.

*) A savoir, les espéces n* 1, 2, 4, 7, 8,9. — Voir les traités de Moh. Ben Molca et de
Behd Eddin, et comparer le passage d’Ibn Khaldotn cité par Hadji-Kbalfa (éd. de Fluegel,
t. 11, page 584).

6
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Mohammed Ben Allaith, que Dieu soit miséricordieux envers
lui! était auteur d’un traité sur P'énumération de ces espeéces,
et sur la maniére de ramener au moyen de l'analyse la plupart
d’entre elles 4 des sections coniques , sans cependant discater
complétement leurs cas et sans distinguer les problémes pos-
sibles d’avec les impossibles, mais en donnant seulement les
développements auxquels il était conduit par la considération
de problémes particuliers dépendant de ces especes. Je ne serais
pas porté a croire cela trés-loin de la vérité, parce que les
deux espéces que j’ai dit appartenir 4 un de mes prédécesseurs
lui sont attribuées. Et la personne dont jai parlé les avait vues
dans un exemplaire complet des ouvrages d’Abotil Djoid, écrit
de la main d’Alh4zemi (*) le Khirezmien.

L’une de ces deux espéces est trindme, 4 savoir: « Un cube
« et un nombre sont égaux a des carrés (**). » Cette équa-
tion a des cas, et les cas sont sujets a des conditions, ainsi
qu’il a été expliqué dans ce mémoire. Mais d’abord il n’a pas
énoncé complétement les conditions, et ensuite il s'est trompé
de nouveau a Poccasion de cette espéce en affirmant que, si
le cété du cube égal au nombre donné est plus grand que la
moitié du nombre des carrés, le probléme est impossible. Car il
n’en est pas ainsi, comme nous I'avons démontré. Il fut induit
dans cette erreur, faute d’avoir reconnu la possibilité du con-
tact ou de l'intersection des deux coniques dans cet autre cas.

L’autre espéce est quadrindme, a savoir: «Un cube plus un
«nombre plus des cotés est égal a des carrés (***); » et certes rien
de plus beau que sa solution de ce probléme aprés que tous
les géometres s’étaient épuisés en vains efforts pour I'obtenir.

*) Voir le Loub Alloubdb du Soyodtl, éd. de Veth, vol. 1, p. Vi®.
**) C'est I’équation n° 17 d’Alkhayyami. Voir page 40 sqq.
***) C’est I'équation n® 21 d’Alkhayyaml, Voir page 49 8qq.
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Cependant le probléme qu’il résolut était particulier, et I'es-
pece a différents cas et est sujette a des conditions; enfin elle
renferme des problémes impossibles. De tout cela il ne donna
pas une discussion exacte et compléte.

Tai parlé de cela uniquement afin que les personnes qui
rencontreraient les deux traités — pourvu que ce qui m’a été
raconté relativement 4 cet excellent géométresoit exact— puis-
sent comparer mon mémoire présent avec celui attribué a cet
excellent géométre.

Or, je crois n’avoir négligé aucun soin pour rendre ma dis-
cussion compléte, m’efforcant en méme temps de satisfaire
pleinement A ma promesse, et g’éviter pourtant une prolixité
ennuyeuse. Si j’avais voulu, jaurais facilement pu donner des
exemples de chacune de ces espéces et de leurs cas. Mais, crai-
gnant d’étre prolixe, je me suis borné a proposer ces théorémes

généraux, confiant en l'intelligence de I'étudiant, parceque ce-

lui dont Pesprit a bien pénétré I'idée de cet ouvrage ne sera
certainement pas arrété par tel probléme spécial qu’il voudra
se proposer, ou par la difficulté de le ramener 4 I'espéce dont il
est le cas particulier. C'est le concours de Dieu qui conduit
au succes, et c’est en son assistance que nous nous confions en
tout état.

Yajoute encore ce qui suit. Un de nos éléves nous a pressé
de ses instances d’exposer I'erreur (*) commise par Abotil Djoud
Mohammed Ben Allaithdans ladiscussion dela cinquiéme dessix
espéces trin0mes résolubles au moyen des coniques. Cest I'é-
quation « Un cube et un nombre sont égaux a des carrés (**). »

Aboil Djoud dit : Faisons le nombre des carrés égal a la

*) Cette erreur consiste a avoir dit (fig. 30) :

1° Que 8i BC = CA, les deux coniques se touchent au point D;

2* Que si BC > CA, les deux coniques n’ont pas de rencontre du tout. (Voir pages 43
et 82.)

**) N°17. 23 +a=cx’.

6.

48
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ligne AB (fig. 30), et prenons sur AB un segment BC égal au
c6té d'un cube qui est égal au nombre. La ligne BC sera, ou
égale a CA, ou plus grande, ou plus petite que CA.

11 dit : Lorsque CA est égale a BC (fig. 30,1 ), complétonsle
rectangle CE, et faisons passer par D une hyperbole ayant AB,
BE pour asymptotes. Construisons aussi une parabole ayant
son sommet au point A, son axe sur AB, et son paramétre égal
4 BC. Cette parabole passera infailliblement par fe point D,
comme nous I'avons démontré. Puis il dit que les deux co-
niques se touchent au point D. Mais c’est une erreur, parce
qu’elles ont nécessairement une intersection. Démonstration.
Faisons BZ égale 4 BA, et joignons AZ. Alors AZ passe infailli-
blement par D, et sera située (relativement a sa partie AD) dans
Pintérieur de la parabole. L'angle ADB sera un angle droit, et
Pangle ABD sera égal a I'angle ZBD. Or il est connu que l'axe
de Phyperbole divise en deux parties égales I'angle (des asym-
ptotes)quil'enveloppe. Conséquemment la ligne BDT est I'axe
de 'hyperbole qui passe par D. Mais la ligne AD est paralléle
aux ordonnées (de hyperbole}; elle sera donc tangente i
'hyperbole. Tl s'ensuit nécessairement que la parabole coupe
I'hyperbole, ne pouvant étre située entre I'hyperbole et la
tangente a ’hyperbole ; parce que si la parabole touchait cette
tangente 4 I'hyperbole, les droites menées du point D a un
point quelconque pris sur la circonférence parabolique AD
tomberaient entre la parabole et sa tangente, ce qui est absurde.

—
AB=c¢, BC=a, BC < AB.
= 3_ =
BC > AC, ou V@ > S.—BCDE carré.
< < ?

AB, BE, asymptotes d’une hyperbole équilatére qui passe par le point D.
A sommet, AB axe, BC paramétre d'une parabole.
1) BC=AC(fig. 30,1). La parabole passe par D (voir la note page 41), et les
deux sections coniques se rencontrent en D, non par contact, mais par inler-
section. ’
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Il en résulte avec nécessité que la parabole coupe I'hyperbole
encore dams un autreé point situé entre A et D. Et c’est ce que
nous nous proposions de démontrer. C'est ainsi qué ce géo-
metre excellent s’est trompé en avangant queles deux coniques
nécessairement ont un contact au point D.

Maintenant quant aces mots : « Lorsque BC est plus grande
queCA, le probléme estimpossible, parce queles deux coniques
neserencontrent pas, » c’estune assertion erronée. Au contraire,
les deux coniques peuvent trés-bien se rencontrer, soit par
intersection, soit par contact, en un seul point ou en deux
points, situés entre A et D, ainsi que nous I'avons démontré
ci-dessus. Et I'on peut en donner une démonstration plus
générale que celle que nous avons proposée.

Que AB (fig. 30, 2) soit égale au nombre des carrés, et BC
égale au coté du cube (qui est égal au nombre donné) et
plus grande que la moitié de AB. Complétons CE, et décrivons
les deux coniques de la maniére qu'on sait. Supposons (*)
AB égale 4 dix, et ZB égale i six. Le produit du carré de ZB en
ZA sera cent quarante-quatre. Ce sera le nombre donné; le

") '2) BC>AC ou BC > -Az—B(ﬁg. 30, 2). —Supposons AB = c=10, ZB=2x = 6;
po— 3 _ 3 ___
de z* 4 a=cz? il suita=m’(c—x)=zn’. ZA=144; BC =V a=V"14 > 5, ou

AB
BC>'2—~

DeBC=2ZB. ZAilsuit: 1) ZB : BC= BC : ZA.
Coupant ’hyperbole au point H par une perpendiculaire élevée au point Z, on aura rectangle
BB égal au carré EC, donc 2) ZB :BC=BC : ZH

et 3) ZB:BC—2ZB:ZH

De 1) et 3) il suit 4) ZB:BC=1ZH:ZA
de 2) et 4) 5) BC:ZH=—ZH:ZA on ZH=—BC.ZA;
enfin de 4) et 5) ZB: BC=BC:ZH=ZH : ZA.

Or,de ZH = BC.ZA il résulte que H est situé aussi sur la circonférence de la parabole, bien
que nous ayons supposé BC > ;—B on BC > AC. Conséquemment Passertion d’Aboul Djotd

qu’en ce cas les deux coniques ne se renconirent pas, est erronée. — L'autre racine posi-
tive est, dans I'exemple présent, z =2 +4-128.
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c6té (du cube qui lui est égal) sera BC, et BCsera infailliblement
plus grand que ¢ing, parce que le cube de cinq est cent vingt-
cing. Or le solide ayant pour base le carré de ZB, et pour hau-
tenrZA, est égal au cube de BC.Conséquemrment leurs basessont
réciproquement proportionnelles i leurs hauteuts, c’est-a-direle
carré deZBestau carré de BCcomme BCa ZA. Menons deZ une
perpendiculaire qui coupera ’hyperbole au point H, et complé-
tons le rectangle HB. Le rectangle HB sera égal 2 CE. Consé-
quemment leurs cotés seront réciproquement proportionnels,
¢’est-a-dire ZB sera 4 BC comme BC 4 ZH. Donc le carré de ZB
sera au carré de BC comme ZB 4 ZH. Mais on avait trouvé le
carré de ZB au carré de BC comme BC 4 ZA ; par conséquent
ZB a ZH comme BC a ZA, et alternando (*) (ZB 4 BC comme
ZH 4 ZA). 1] en résulte que les quatre lignes ZB, BC, ZH, ZA
sont en proportion continue, et que le carré de ZH est égal au
produit de BC en ZA. Mais BC est le paramétre de la parabole
dont AB est I'axe et A le sommet; conséquemment ZH est or-
dounée de cette parabole, et le point H sera alors infaillible-
ment situé sur sa circonférence. Mais H était déja situé sur
la circonférence de I'hyperbole. Les deux coniques se ren-
contrent donc; et Terreur d’Abotl Djoud, lorsqu’il dit qu’elles
ne se rencontrent pas, est évidente. Or, c’est ce qu'’il s’agissait
de démontrer.

Afin d’éclaircir encore plus cette question, supposons (**) AB

*) Voir Buclide, Eléments, liv. V, déf. 13.

**) (Fig. 80, 3) AB=c= 80, BC=l’/E=6l, AC=AB—BC=139, BC> AC.
CD=BC, donc CD > BC.AC; conséquemment D est situé en dehors de la parabole.
LC'=BC.AC=1509, LC=1"1599 = 40—¢, oiu<$.
TCe=BC=241, AT =12; HB=BT... HT tangente a 'hyperbole ;

AK = -Af:-: - %9 =9 2; MK perpendiculaire A AK.

—3 =3 LC L, 1
IC:MK=AC: AK =4, MK=T=20—c', on ¢ < o5



(fig. 30, 3) égale a quatre-vingts, et BC qui représente le coté
du. cube qui est égal au nombre donné, égale A quarante et
un, de sorte quelle sera plus grande que AC. Le point D
tombera en dehors de la parabole. Que celle-ci passe donc
par le point L. Alors la ligne L.C sera égale 4 la racine de mille
cinq cent quatre-vingt-dix-neuf, ce qui fait quarante moins
une petite quantité. Faisons TC égale a CB, BH égale a BT, et
joignons TH. Alors TH sera tangente a 'hyperbole, comme
nous 'avons démontré. Prenons un segment AK égal a un
quart de AC, et menons de K une perpendiculaire qui cou-
pera la parabole au point M. Le carré de LC sera au carré de
KM comme AC & AK, parce que les deux premiéres lignes
sont ordonnées de la parabole; c’est ce qui a été démontré
par Apollonius dans la 19° proposition du premier livre (*).
KM sera donc la moitié de LC, c’est-a-dire égale 4 vingt, moins
une petite quantité. Or, CT est quarante et un, AK neuf et
trois quarts, et AT deux (**); conséquemment KZ sera onze et
trois quarts, parce que KZ est 4 KT comme HB a BT ; mais
les deux derniéres lignes sont égales. Il en résulte que la ligne
ZM sera plus grande que huit, ce qui est compté a partir de

. 3
KZ:KT=HB: BT, donc KZ=KT=KA -+ AT =11 e

—e > 8.

ZM=MK—KZ=8£

L’abscisse KN de I’hyperbole qui correspond a KM sera égale & ll:—: = XB%C'A_K =23,93;
donc KN > KM, de sorte qu’ici les deux coniques sont situées en dehors I’une de I’autre.
Mais, en effet, on ne voit pas bien pour quel motif 'auteur a supposé AK = %; car 8'il
avait donné a K une valeur comprise entre 17,8 et 36,6, il aurait nécessairement trouvé que
I'hyperbole passe dans P'intérieur de la parabole, et vice versa, ainsi que le montre la figure
dans le tracé de laquelle les données numériques du texte ont été rigoureusement observées.

*) Ed. d’0xf., p. 46, liv. I, prop. 20.

**) Fai laissé subsister dans le texte la lecon itkndni, comme se trouvant également dans
les deux mss. ; mais il vaudrait mieux lire i¢knaini.
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la tangente a 'hyperbole; et ce sera dans cette position infail-
liblement en deca de hyperbole; de sorte qu'on serait forcé
d’avouer que les deux coniques ne se rencontrent pas lorsque
BC est plus grande que CA. Mais il n’en est pas ainsi néces-
sairement dans tous les cas, et Aboil Djotid s’est trompé dans
cette assertion. Remarquez cela. Si on veut, on peut facilement
en trouver des exemples numériques.

Ce probléme revient en vérité a celui d’appliquer a une li-
gne donnée(c) un solide ({c—z| 2?) défaillant d’'un cube (23),
et égal 4 un autre solide donné (a) (*). Alors, si le coté (1Va)

du cube, qui est égal au solide donné, est égal a la moitié (%)

de la ligne, ou plus petit, la construction est nécessairement
possible; mais lorsque ledit coté est plus grand que la moitié
de cette ligne, le probléeme peut conduire a des cas impossi-
bles, conformément a ce que nous avons exposé.

Cest Dieu qui facilite la solution de ces difficultés par ses
bienfaits et par sa générosité.

Terminé (**), 4 midi, le premier jour de la semaine, le vingt-
troisieme du mois Rabia premier de I'an six cent.....

*) Comparer ’'addition B. — C’est peut-étre cette analogie qui existe entre la construction
de P’équation 22 -}-a=—cx? et la 28 proposition du VI=° livre des Eléments d’Euclide (ou,
si Pon veut, I'équation carrée 22 4 a = bx) qui a causé I’erreur d’Abotl Djoad relativement
& la limite de la solubilité. Car dans cétte dernitre proposition cette limite, en effet, a lien
lorsque la racine (carrée) de la surface donnée est égale a la moitié de la ligne donnée, en
supposant que le parallélogramme appliqué doive étre défaillant d’un carré.

**) A savoir la copie. — Quant au millésime qui est indiqué dans le manuscrit par un parafe
difficile A déchiffrer, j’en ai inséré dans le texte un fac-similé gravé, pour-ne pas hasarder une
explication conjecturale.
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« Mémoire &Ibn Alhaitham, c’est-a-dire du chaikh Aboul
Hacan Ben Alhacan Ben Alhaitham sur la section d'une ligne
employée par Archiméde dans le second livre. »

« 11 dit : Archiméde employa, dans la quatriéme proposition
du second livre du Traité de la sphére et da cylindre, une
ligne qu'il suppose divisée suivant une raison particuliére,
sans démontrer comment on divise cette ligne suivant cette
raison. Et puisque la section de cette ligne ne peut étre effec-
tuée qu’au moyen des sections coniques, et qu’il n’employa
dans son ouvrage rien des sections coniques, il ne s’avisa pas
de méler au traité ce qui était étranger A son sujet. Nous
avions donc admis cette section d’'une ligne, en présupposant
qu'elle peut étre effectuée. Mais tant que nous ne divisons
pas effectivement la ligne suivant la raison donnée par Archi-
méde, la démonstration de la proposition dans laquelle cette
section fut employée par lui reste incompléte. Puisque donc
il en est ainsi, nous nous sommes proposé d’effectuer cette
section et d’en montrer la possibilité, afin de rendre évidente
la justesse du procédé d’Archiméde. »

« La section employée par Archiméde consiste en ce qu’il
donne une ligne, et sur cette ligne deux points D, Z (fig. 3r).
1l suppose que les deux distances DB, BZ, sont connues, ainsi
que le rapport de BZ i BT. Puis il dit: Faisons maintenant le
rapport de HZ a ZT égal au rapport du carré de BD au carré
de DH. »
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« Déterminons donc la ligne au moyen de ces données, et
occupons-nous de sa section. »

Yai traduit textuellement cette petite introduction, puis-
que les paroles du célébre géométre arabe ne sont pas sans -
une certaine valeur historique. Pour la solution méme qui
suit, je ne vais en donner qu’un exposé succinct, afin dene pas
fatiguer le lecteur par la prolixité des démonstrations ancien-
nes adoptée par les Arabes.

Faisons AD, ET, CZ, égales a BD et perpendiculaires a DZ,
et joignons les points A, E, C, qui sont en ligne droite.

Faisons passer par E une hyperbole ayant CZ, ZD pour
asymptotes. Elle coupera AD en un point K situé entre
AetD.

Puis construisons une parabole dont I'axe soit DA, le som-
met D, et le paramétre DB. Elle coupera AC en un point S, en
sorte qu'on aura AS = AD . BD = BD, donc AS=BD. Et puis-
que AE =DT >DB (*), on aura AE>AS.

E sera donc situé en dehors de la parabole, tandis que K,
comme point de son axe, sera situé dans l'intérieur de la pa-
rabole. 1l s’ensuit que I'hyperbole et la parabole ont une in-
tersection,

Abaissons du point d'intersection M une perpendiculaire
sur NZ; le pied H de cette perpendiculaire sera le point
¢herché,

Car, en menant par le point M une droite NML parallele a
DZ, on aura, en vertu de la parabole, MN = BD. DN, ou
Nif = BD . MH, donc 1) BD : DH = BD: MH.

Puis, en vertu de I'hyperbole, on a ML: EC = ET : MH,
ou a) HZ : 72T =BD: MH.

°) Pulsque BZ > LT, voir Archimeéde, éd. d’Oxf., p. 158, lig. 26 du lexle grec.
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Mais de la combinaison de 1) et 2) il suit :
HZ : ZT = BD : DH; . q f. d
On peut voir la méme chose d'un seul coup d’eeil. Désignant
DB, TZ, DZ, DH par a, b, c, .« respectivement, et prenant D
pouf origine des coordonnées, I’équation de I’hyperbole sera

7. (c—x)=a.b, celle de la parabole 2* — y.a, et la combinaison
de ces deux équations donne z* (c —z)=a*. b, ce qui esten

effet I'équation qu'’il s'agissait de construire. (Voir la préface.)

A la suite du mémoire d'Ibn Alhaitham il se trouve une
autre solution du méme probléme, précédée de ces mots :
« D'une autre maniére par un autre, au moyen du mouve-
ment de la ligne. » Elle m’a paru mériter une attention par-
ticuliére, comme solution mécanique d’un probléme de géo-
métrie; et encore parce quelle prouve, comme on verra,
combien les Arabes ont su pénétrer dansl'esprit des méthodes
grecques, et s'en faire des instruments qu'’ils maniaient habi-
lement. Voici le procédé du géomeétre arabe :

Menant des points D et Z (fig. 32)deux perpendiculaires ala
ligne DZ, il prend sur la premiére un segment DA égal 4 BD, et
sur le prolongement de DZ un segment ZC égal & ZT. Puis il
imagine deux droites pivotant autour des points A et C en res-
tant constamment paralléles entreelles : la premiére de ces droi-
tes mobiles coupera constamment ladroite DZ ; la seconde cou-
pera la perpendiculaire menée du point Z; la droite qui joint
les deux points d’intersection changera de position avec les
droites mobiles, et renfermera avec elles des angles variables.
Qu’on fixe entre toutes les positions que prend successivement
le systéme de ces trois droites mobiles, celle dans laquelle
la troisiéme droite qui joint les points d’intersection est per-
pendiculaire aux deux paralléles mobiles. Le point d'intersec-
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tion H de la premiere droite mobile avec la droite fixe DZ, qui
répond a cette position, sera celui qu’il s’agissait de trouver.
Car on aura AD:DH—HZ:ZE; donc AD : DH —=HZ :ZE
=HZ : ZC; mais AD=BD et ZC =ZT; donc BD : DH =
=8HZ:ZT; c. (i. f. d.

Examinons cette solution. Désignons comme ci-dessus BD,
TZ, DZ,DH par a, b, ¢, x respectivement ; il s’agit de construire
Péquation

1) 2 —ex* + a*.b=0.

La construction du géomeétre arabe revient virtuellement
a ceci : de construire la courbe lieu géométrique des pieds
de toutes les perpendiculaires abaissées du point C sur toutes
les tangentes d’une parabole dont A est le foyer, et DCla tan-
gente au sommet; puis de couper cette courbe par une droite
perpendiculaire 2 DC au point Z. En d’autres termes, pre-
nant le point C pour origine des coordonnées, on combine la
courbe

I) 4+ 2% — (b+c)xdy+ az® = o

avec la droite 2 = b, ce qui, lorsqu’au moyen de la relation
a: z=y:a =y :b, on introduit encore x en place de y,
produit effectivement I'équation proposée.

Voici maintenant comment cette construction se rattache
a celle donnée par Platon pour le probléme des deux moyen-
nes proportionnelles (*). La solution de Platon consiste en ce
quon prend, sur les deux c6tés d’'un angle droit a partir du
sommet B (fig. 33), deux segments BA, BI' respectivement
égaux aux deux lignes données, et que I'on trouve, 4 I'aide
d’un instrument-qu’il imagine pour cet effet, denx points E, A

*) Archim., éd. d’Oxf., p. 135.



— 95 —
situés sur les prolongements de AB et de I'B; de sorte que
TEA et EAA soient des angles droits. :
Désignant BT par 4, BE par y, BA par z, BA par a, on aura
en effet b : =y : =2 : a; donc on aura construit’équation

2) = a.bn

Mais évidemment cette construction revient i ceci : de cons-
truire la courbe lieu géométrique des pieds de toutes les per-
pendiculaires abaissées du point I' sur toutes les tangentes
e la parabole dont A est le foyer et BT la tangente au som-
met; puis de couper cette courbe par le prolongement de la
droite AB.

Cette courbe est donc la méme que celle dont nous venons
de parler. Prenant le point T' pour origine des coordonnées,
ce sera la courbe

I) »y 42y —bay —az* = o,

qui, combinée avec la droite z = &, produit y* = ab*. En
échangeant les directions positive et négative des y, les équa~
tions I) et II) deviennent identiques lorsque les paramétres
(b + ) et b sont les mémes. :

Le géométre arabe s’est donc ingénieusement servi pour la
construction ‘de I’équation 1) des moyens imaginés par Platon
pour celle de I'équation 2).

On a dit que la construction d’une équation cubiquea I'aide
d’une courbe du troisiéme degré renfermait une pétition de
principe, en ce que la succession des points de ces courbes ne
saurait étre trouvée que par la résolution d’une équation cu-
bique. Cette objection s’évanouit cependant a I'égard des
courbes qu'on peut décrire 2 l'aide d’un instrument par un
mouvement continu, et 'on peut dire en quelque sorte que
c’est ce que virtuellement Platon du moins a fait. Rien n'est
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paralléles et défaillant d’'un cube. Or j’ai eu besoin, pour effec-
tuer ceci (*), de résoudre antérieurement un autre probléme
a la solution duquel on parvient sans difficulté, et que voici: »

« Etant données deux lignes AB et C (fig. 34), diviser AB
au point D, en sorte que AD soit & G comme le carré de C
au carré de BD. Et c’est ce dont on a besoin pour résoudre
le probléme dans la solution duquel échoua Alméhini. »

« Mais cela n’est possible que lorsque la ligne C n’est pas
plus grande que la ligne qui peut le solide ayant pour aréte un
tiers de AB et défaillant d’un (cube qui a pour base le) carré
dont le coté est égal Adeux tiers de AB (**), Cest-a-dire :laligne
qui peut quatre neuviémes d’un tiers du cube de AB (***). »

« Toutefois supposons que C puisse étre plus grande, ce
qui sera plus général, et considérons AB dans deux cas, en

*) Savoir, pour appliquer & une ligne donnée un paraliélipiptde de volume donné et
défaillant d’un cube.

) x.ems.pomr..q-it_,_;: TR AR .2,_1:‘.:1,5 oS o
o et bl ol DIl ke Ly o (8L P st sl
N RESV VIRON | &Lu:-“ dx3,! On se serait attendu & trouver _Je i)t sl
IR ' W VY DU o NP TR DY o1 pour expliquer tes

termes employés dans le texte, rappelons d’abord que cette construction d’un parallélipipéde
appliqué & une ligne et défaillant d’un cnbe est calquée sur celle d'un rectangle appliqué a
une ligne et défaillant d’un carré. (Eucl., VI, 28.) En effet, en désignant par [ la ligne don~
née, par v ou s le volume ou la surface donnés, la premiére construction s’exprimera par la
formule v=(l—x) z?, la seconde par la formule s—(l—z) z. Donc, au lieu de parler du solide

8 appliqué A la ligne ay et défaillant du cube y3, dont le
s coté est By, le géometre arabe, en faisant abstraction
S | de la bauteur commune ye, égale au coté du cube re-
§ tranché, n’a en vue que la base a8, qui dans cetle con-
stmotion est la partie essentielle de la figure , et appelle le solide «défaillant d’un carré dont
le coté est By ». Ensuite remarquons que landis que le solide a3 est, en effet, dans toute sa
longueur appliqué a la ligne ay, la ligne ay n’est pas tout enliére appliquée au solide a3 ; or
la partie, de cetle ligne appliquée au solide &:” QL@“ , c’est af, l'aréte du solide

1
appliqué, et dans noire cas 3 AB.

***) Condition : € _ \/(AB — -AB)(:’ AB) on C i AB.
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nous proposant dans 'un de retrancher BD de AB, et dans
I'autre d’ajouter BD 4 AB, en sorte que AD soit 2 C comme le
carré de C au carré de BD. »

Voici maintenant la solution que le géomeétre arabe donne
du probléme ainsi posé, et que je ne reproduis pas textuelle-
ment, afin d’abréger.

1l fait BE==C, et construit sur BE comme base le carré BEZH.
1l décrit une parabole dont le sommet est A, 'axe AB, et le pa-
ramétre C; ensuite il fait passer par Z une Ayperbole ayant EB,
BH pour asymptotes. Les deux coniques se rencontrent néces-
sairernent. Du point d’intersection T, on abaisse deux perpen-
diculaires TK, TD sur BH, BE. On aura en vertu de la parabole
1)AD : TD=TD : C, en vertu de ’hyperbole BK : BE =
EZ:KT ou 2) TD : C=C : BD. Dela combinaison de 1) et 2) il
suit AD: TD=TD:C =C:BD ou AD:C=C:BD; c.q.f. d.

Puis il en revient ainsi au probléme principal :

« Apres avoir résolu préalablement ce lemme, prenons AB
dans les deux cas, et proposons-nous d’appliquer 4 AB un so-
lide a cotés paralleles, égal a un solide donné, excédant ou
défaillant d’un cube (*). Que la ligne C soit le coté d’'un cube
égal au solide donné. Dans I'un des deux cas retranchons de
AB, et dans l'autre ajoutons 2 AB une ligne BD, telle que AD
soit & C comme le carré de C au carré de BD. »

« (La possibilité de) cette construction n’est pas limitée
au second cas, mais elle I’est nécessairement au premier. La
limite, c’est que la ligne C ne soit pas plus grande que la ligne
qui peut un cube égal & quatre neuviémes d’un tiers du cube
de AB, Cest-a-dire le solide ayant pour aréte un tiers de AB

-
-

*) Que le volume donvé soit égal au cube E Au moyendn lemme on trouve AD, en sorte

que AD. BD —c mais AD=(AB=+BD); donc AB . BD % E3T) égal au volume donné ; ce
qu'il s’agissait d’obtemr
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et défaillant d’'un (cube qui a pour base le) carré dont le
coté est égal a deux tiers de AB (*). »

« Le produit du carré de BD en AD est égal au solide & cotés
paralléles, terminé par deux carrés de BD et par quatre rec-
tangles AD, BD; le produit du carré de C en C, c’est le cube
égal au solide donné. Le solide appliqué & AB sera dans un
cas défail_lant, et dans 'autré excédant, d’un cube dont le ¢6té
est égal 4 BD. C’est ce que nous nous proposions de démon-
trer. »

Enstiite le géométre arabe se proposé ce probléme plus gé-
néral:

Etant donné un volume V, un parallélipipéde P, et une
droite «, appliquer A cette droite un parallélipipéde égal & V,
et défaillant ou excédant d'un parallélipipeéde semblable a P.

Yabrégerai considérablement la démonstration par laquelle
il raméne ce probléme au lemme résolu préalablement, en in-
troduisant quelques notions modernes.

Désignons par p, g, r, trois arétes d’'un parallélipipéde abou-
tissant 4 un méme sommet, ét par a, 6, v les angles compris
entre ces trois arétes prises deux 4 deux; le volume de ce
parallélipipéde sera représenté par I'expression

p.q.r.l/l -+ 2cosa cos cosy — cosa® — cos B' —_ cosY‘.

Désqu'il$’agit, comme ici, de parallélipipédes semblables, «,
&, 1 seront constants, ¢ et r poutront étre remplacés par 1. p et
g P, ) étp. désignant des rapports constants, et p seul restant

9 Byl g2y o Jo o i1 L J;L';E BI R IR\
wlo Lup solll OF b B Ssball gy OF e 0l gL
\._,' Lal3 evidemment Ju‘)” est une erreur dé copiste powr U»LJS comparer le pas-

sage du texte cité ci-dessus.
7.
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variable, le volume d’'un quelconque de ces parallélipipédes
s'exprimera par p*. k, k désignant une constante.

Maintenant déterminons p® en posant p’. A=V ; puis résol-
vons I'équation (a—x) ’=p" (résolution donnée par l'auteur
dans son lemme); ayant déterminé x, prenons sur AB (fig. 35)
un segment DB =z, et faisons le parallélipipéde BK sem-
blable a P. On aura, volume de BK=2". k. Mais on voit que
BK : AK =BD: AD; donc volume de AK —=(a —z).x".k=
p' .k = V; ce quil sagissait d’obtenir. —

Je ne m’arréterai pas a faire remarquer comment les deux
constructions données par I'auteur de ce morceau, des équa-
tions (ABzkx).x’=C’ (en désignant BD par z), sont exactement
les mémes que celles des équations n® 16 et 17 par Alkhayy4mi.
I suffira pour cela de jeter un coup d’ceil sur les figures 20,
a1 et 34.

Mais ce sur quoi j'appelle 'attention, cest la limite énoncée
dans ce morceau relativement 4 la solubilit¢ de Péquation
(AB—2)2’=C’, c’est-a-dire de 'équation 2’ +a—cz’. Car il n’y
a pas d’ambiguité a ceci: auteur déclare, avec une précision
parfaite, que le lemme d’Archiméde fut ramené par Almahant
a une équation de la forme z’+a=ca’, et que la résolution
de cette équation que se proposa Alméhani dépend 4 son tour
du lemme résolu par l'auteur, c’est-a-dire de la construction de
’équation (AB—=z):C=C":z". La relation qui exprime la li-
mite de la solubilité d’un de ces problémes enchainés I'un a
P'autre, est donc nécessairement censée étre donnée en méme
temps pour les autres.

Or 'auteur énonce cette limite absolument comme les mo-
dernes, c.-a-d. qu’il Pexprime par la relation

C = \/% AB ou 27a = 4c’.
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Apres avoir signalé ce fait, qui me parait digne d’une atten-
tion particuliére, je vais montrer comment les géomeétres ara-
bes pouvaient arriver a cette découverte.

Le lemme d’Archiméde avait été résolu par Eutocius (%)
sous la forme suivante : Déterminer sur une droite donnée AB
un segment BE, tel que AE soit & une ligne donnée comme
une surface donnée au carré de BE. Puis Eutocius avait re-
marqué et démontré que le produit de la surface donnée en
la ligne donnée ne doit pas étre plus grand que le produit

AE.EB’ lorsqu’on prend BE —2.EA.

C'est par 'heureuse idée de substituer au produit des deux
données linéaire et superficielle, le cube d’'une seule ligne
donnée, que le géométre arabe est parvenu a lexpression
moderne de cette limite.

Enfin je fais observer que ce qui dans la bouche d’Euto-
cius n’était qu'une propriété isolée d’un certain cas de géo-
métrie, se changea entre les mains des Arabes en un théo-
réme de la théorie des équations cubiques. Mais on verra dans
la note suivante que ce n’est pas méme A ceci que se borne
le parti que les mathématiciens arabes ont tiré de ce probleme
d’Eutocius, dont ils ont su comprendre toute la portée. —

Ce morceau n’est précédé d’aucune indication de son auteur,
et le texte méme n’en contient pas non plus. La démonstra-
tion se termine exactement a la fin de la derniére ligne d’'une
page, et au-dessous du milieu de cette derniére ligne se trou-
vent les mots #3ay ) o), (Soli Deo gloria), d’une écriture
plus mince que le reste. La page suivante commence: ainsi :

R e I S| AT
K\ N N <! t...U L@.@N u&s‘b‘,uaﬁks«o)

*) Archiméde, éd. d’Oxf:, p. 164 8qq.
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morceau ne peut pas avoir pour auteur Aboul Djoinl Moham-
med Ben Allaith. Car on voit que les erreurs commises par ce
géometre dans la discussior: de I'équation z* + a—=ca*, et
relevées par Alkhayyimi (voir p. 43, 8a et 83 sqq.), portent
exactement sur la limite de la solubilité, tandis que le prin-
cipal mérite du morceau en question consiste & avoir énoncé
cette limite avec justesse et élégance. Etsi les deux lignes du
manuscrit discutées ci-dessus se rapportent & ce morceau, de
sorte qu’une copie en ait été communiquée (*) 4 Abodll Djodd,
certainement cela doit avoir eu lieu aprés qu'il eut composé
le mémoire examiné par Alkhayyimi.

C

« Au nom de Dieu clément et miséricordieux! »

« Je dis(**). Et Abot1 Sahl Vidjan Ben Vastem Alqotihi est
auteur d’un mémoire qu’il composa dans le but de combler la

*) On peut aussi entendre les mots b . L‘;zs“ b"/.,_.’nc‘ ainsi : « on m’en a

commaoniqué un exemplaire portaut Abotl Djoid comme nom d’auteur. » Alors c'est une
contradictfon d’un seul exemplaire avec ’assertion positive de la ligne précédente; et mes.
arguments n’en subsistent pas moins.

**) On voit que ce n’est qu'une reproduction ou un extrait du traité original d’Alqoaht. En.
effet, ce morceav, qui dans le ms. de la bibliothéque de Leyde est isolé, fait partie, dans le
ms. dela Bibliothéque nationale, d’une traduction ou plutét d’une édition arabe du traité de la-
sphére et du cylindre d’Archiméde, Dans une courte préface , I’auteur, qoi d’ailleurs ne se-
nomme pas, dit qu’il a fait cette édition 1° d’aprés un exemplaire de I'édition vulgaire Jde ce
traité, mal traduit d’abord, revu et corrigé ensuite par Thabit Ben Korrah, duquel il s’est
efforeé d’éliminer les fautes qui 8’y dtaient glissées par I'ignoranee du copiste ; 2° d’aprés une
traduction du commentaire d’Eutocius, faite avec 3oin et intelligence par Ishak Ben Honain,,
aoquel commentaire se trouvait entremeélé le texte du traité d’Archiméde. De plus, it y était
joint séparément le texte du premier livre jusqu’a la quaterziéme proposition, traduit de
méme par Ishak. L’éditeur dit encore aveir donné des explications qui lui sont propres, et
avair mis & contribution les ouvrages d’autres géomeétres pour éclaircir les endroits dif-
ficiles; enfin 1 nons avertit que le nombre des propositions du premier livre, dans 'exem-
plaire de Thabit, était quarante-huit; dans celui d’Ishak, quarante-trois; et qu'ilajugé conve-
nable de joindre & la fin du traité Ie livre de la mesure du cercle par Archiméde. — L'ouvrage-
original d’Alqotht est mentionné dans le passage du Qitdb Alfihrist cité ci-dessas (p. 55, 1. 19)..
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lacune qui se trouve dans le second livre de 'ouvrage d’Ar-
chimede. Il a dit dans ce mémoire qu’ily a la trois construe-
tions qui rentrent dans la méme catégorie, dont la premiére
est celle d'un segment de sphére qui, de deux autres segments
de sphére, est égal a I'un et semblable a 'autre. La seconde,
celle d’'un segment de sphére dont la surface est égale a celle
d’un autre segment de sphére, et qui est semblable & un se-
cond segment de sphére. La troisiéme, celle d’'un segment de
sphére égal a un autre segment de sphére, et dont la surface
est égale a celle d’'un second segment de sphére. Archimede
résolut les deux premiers problémes sans s’occuper du troi-
siéme, qui ne fut pas ajouté non plus aux deux autres par les
géometres qui lui succédérent. Ensuite il (Alqotihi) en donna
la construction et la démonstration de la maniére suivante. »
Enongons avec un peu plus de précision et puis examinons
préalablement les trois probléemes en question.

I.  Construire un segment de sphére égal en volume a un
segment de sphére donné, et semblable 4 un second seg-
ment de sphére donné. (Archim., Sph. et Cyl,, II, 6.)

1I. Construire un segment de spheére égal en surface (*) 4 un
segment de sphére donné, et semblable 4 un second seg-
ment de sphere donné. (Archim., Sph. et Cyl., 11, 7.)

III. Construire un segment de sphére égal en volume a un
segment de sphére donné, et égal en surface a un second
segment de sphére donné. (Alqotihi.) .

Désignons le rayon de la spheére 4 laquelle appartient le seg-
ment qu'il s’agit de construire par r, la distance du plan cou-
pant au péle du segment par A, on aura:

L A ’ 3a ‘ _Sac_
I 38'(3r—b)=a, ;=c... ’=‘/F'(3——c‘)’ A=V 569

*) Dans la surface du segment la base circulaire n'est pas comprise.
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A be
II. amAr =256, Z=C ... r= \/ch, =\/2—ﬂ
1L 1) TA (Br—A)=a, 2)aowAr=2=.

b g
Posons Z=a’, -=0; il suit
™
N U /g

s 3 ’ 1pt : b b
3) A—50A+3ab=0, 4) r* :i"-{-m_o

Comme il faut exclure les valeurs négatives de r et de A, et

parmi les valeurs positives celles qui rendraient A> ar(*), on

trouve:

1° Que le probléme n’a de solution que tant que 6’ 184'";

2° Que lorsque & — 184’", le segment cherché est I'hémi-
sphere (**);

3° Que pendant que 36a’''>>4'>184"", on obtient deux seg-
ments, dont I'un est plus et l'autre moins grand que la
moitié de la sphere;

4° Que lorsque &' =36a"", il existe deux solutions dont 'une
donne une sphére entiére, I'autre un segment dont la hau-
teur rapportée a I'unité du rayon est égale 20,268 environ;

5° Enfin, que lorsque 4'>364", il n’y a qu’une seule solution
et un seul segment plus petit que la moiti¢ de la sphére.

Cet exposé rapide fait voir que le probleme que se propose

Algouihi est d'une difficulté supérieure aux deux premiers

résolus par Archiméde. Ce n’est méme que grace a la forme

particuliere des équations 1) et 2), quele probléme ne conduit

*) On discute facilement les deux équations proposées sous ce dernier rapport, en y sub-
stituant 1 & r, ce qui change la condition b' > 18 a? daus 4 > A(3—A)?, et en examinant
ensuite, A I'aide du théoréme de M. Sturm, le nombre des racines réelles de I’équation
A® —6A% - 9A —e=10 (ol 4 > ¢ > 0) comprises dans les denx intervallesde 0 3 4- 1 et
de -{-1 & -~ 2, en distinguant pour le second intervalle les cas 4>¢>2, 2>e>0ete=2;
dans ce dernier cas on aura A% —6A% 94 — 2 =(A—2) . (A—2— l/a) (A—24V3).

**) Les deux équations se décomposent, en ce cas, de la manitre suivante :

(A_\/gy(A-H/W):o el (r— \/g)’ (r+£l/§5' =0.
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Algoiihi distingue ces cas suivant les différentes valeurs que

peut prendre le rapport %, a savoir:

c<Vs Vs ¢
c=t1’ 1 <CF<
ce qui équivaut a

-

C=2
c>1’

>3

¥ Si8am, 184" < ¥ <364% ¥ 364"

Il démontre d’abord d’une manjére rigoureuse, par la con-
sidération de la tangente commune, qu'au cas du contact des

. -

deux coniques on a g:VT’ ; ensuite qu'on a généralement
N (@)

c) = Er—ay" et que le dénominateur de cette derniére

expression devenant un maximum au cas du contact, puisque

l/a

alors A=r, la valeur = correspondant au cas du contact

U
sera la valeur minimum du rapport g—, et la limite qu'il ne

peut pas surpasser en petitesse.
1l démontre ensuite, d’'une maniére non moins rigoureuse

et non moins purement géométrique, que tant que A > r, on
’

C O N .y o
aura & < 3'-‘"; d’ou il suit que lorsque le segment qu'il s’agit

de construire doit étre plus gralld que 'hémisphére, le rap-
) U
port donné % a pour limite supérieure % .

?

L’auteur constate encore que lorsque le segment est plus

/
petit que ’hémisphére, le rapport%n’a pas de limite supé-

rieure , et que de ce qui précede il suit quaux valeurs de ((:
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. 2 2
comprises entre — et - peuvent correspondre des segments
I 1

dans les deux moitiés de la sphére.

Mais le passage qui se rapporte a cette discussion me sem-
ble trop important pour que je puisse, malgré sa longueur,
me dispencer d’en donner la traduction textuelle.

Apreés avoir terminé I’'analyse (*) du probléme, I'auteur s'ex-,
prime ainsi : ‘

« Et nous disons : Le rapport du cone de la surface au cone
du segment (**) ne peut pas étre un rapport quelconque , mais
il existe nécessairement pour lui une limite de petitesse qu'il
ne surpassera pas, et qui correspond au contact des deux sec-
tions coniques en M (fig. 36). Menons (en ce cas) la droite
OML touchant les deux sections coniques et passant par leur
point de contact. A cause de ’hyperbole on aura OM égale 4
ML, comme c'est démontré dans la troisiéme proposition du
deuxiéme livre du traité des Sections Coniques (***) ; donc, parce
que DM et BO sont paralléles, LD sera égale 4 DB, c’est-a-dire
au diametre de la spheére. Et parce que ML est tangente 4 la
parabole, LK sera égale 4 KD, en vertu de ce qui est démon-
tré dans la trente-troisiéme proposition du premier livre du
méme traité (****); conséquemment DK sera égale au rayon de
la sphére, et le point K coincidera avec le point E(*****). Mais
on vient d’expliquer ci-dessus que le rapport du cone de la
surface au cone du segment est égal au rapport du rectangle

*) Dans 'acception ancienne de ce mot.

**) C'est ainsi que Panteur nomme les deux cones dont nous avous désigné les volumes
par C et C respectivement.

***) Apollon., éd. d’Oxf., page 108.

***+) Apollon., éd. d’Oxf., page 59.

****%) On avait déterminé le point K en prenant sur le prolongement du diamétre BD, &
partir du point D, un segment DE ézal au rayon.
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AB en BK au rectangle BZ en BE (*), c’est-a-dire BZ en BK,
qui est égal au rapport de AB 4 BZ. Le rapport de ces cones
étant égal aussi au rapport de AB A S (**), on aura BZ, c’est-
a-dire DM égale a S; et le rectangle S en DK étant égal au
carré de DM (***), DK sera égale 4 DM, c'est-3-dire 4 BZ; d’ou
il suit que BZ et pareillement AZ seront égales au rayon de
la sphére. Le rapport du céne de la surface au cone du seg-
ment, qui est égal au rapport de AB 4 BZ, sera donc en ce
cas égal au rapport qui multiplié en lui-méme produit le rap-
port de deux 4 un, parce que le rapport de AB 4 BZ multi-
plié en lui-méme est égal au rapport de DB 4 BZ. Ce rapport,
qui multiplié en lui-méme est égal au rapport de deux 4 un,
est le rapport de deux a sa racine, ou le rapport de la racine
de deux 4 I'unité. Le rapport dont il s'agit ("***) ne peut donc
pas étre plus petit que cela; car le rapport du rectangle AB
en BD au rectangle BZ en ZE, qui est égal au rapport du
cone de la surface au cone du segment (*****), est composé du
rapport de AB 4 BZ, c’est-é-dir’e du rapport de DB a BA, et
du rapport de BD 4 ZE; de sorte qu’il est égal au rapport du
carré de BD au rectangle AB en ZE. Prenant BD comme hau-
teur commune, le rapport du cone de la surface au coéne du

*) -g- == %; on vérifie cela aisément au moyen des relations proposées ci-dessus,

page 106.

**) Voyez page 108, ligne 14, et la premiére note de la méme page.

***) A cause de la parabole; voir page 106 , lig. 16.

ﬁﬁﬁ) g. B '

*¥%) Dans ce qui précéde, 'auteur avait obtenu cette relation de la manidre suivante. En
prenant un segment TZ tel que TZ : BZ=(DE-}-DZ):DZ , il avait (voir Archim., Sph. et Cyl.

11, 3, éd. d’Oxf., page 150) C =1; TZ.AZ; d’un autre coté, il avait ¢ = g-AB .AB. Mais

—3 =3 ema —a C __ AB.DB ne v

AB: AZ=DB: DA =DB: DZ, donc -af- TZ i’ et puisqu’il avait fait TZ.DZ =
p o .. C AB.DB

=BZ.ZE, il suit: c=ma ¢9 f.d.
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que celui de deux a un. Car le rectangle AB en BD est plus
petit que le carré de BD; conséquemment le rapport du rec-
tangle AB en BD au rectangle BZ en ZE, sera plus petit que
le rapport du carré de BD au rectangle BZ en ZE ; Z étant (en
ce cas) plus voisin du milieu de BE que D, le rectangle BZ en
ZE sera plus grand que le rectangle BD en DE, et le rapport
du carré de BD au rectangle BZ en ZE plus petit que le rap-
port du carré de BD au rectangle BD en DE. Conséquemment
le rapport du rectangle AB en BD au rectangle BZ en ZE, cest-
a-dire le rapport du cone de la surface au céne du segment
plus petit de beaucoup que le rapport du carré de BD au rec-
tangle BD en DE, cest-a-dire que le rapport de BD & DE, qui
est égal au rapport de deux 4 un. Le rapport de deux a un

’

est donc la limite que ce rapport (g-) ne peut pas surpasser ¢n

grandeur; et si nous considérons le cone de la surface comme
invariable, le segment sera un minimum en ce cas. »

« De ce que nous venons de dire, il résulte que le rap-
port de deux a sa racine est le minimum de tous les rapports
qui ont lieu dans la sphére entre le cone de la surface et le
cone du segment; que les rapports compris entre loi et le
rapport de deux 4 un peuvent correspondre & des segments
dans les denx moitiés de la sphére; et que des rapports de
deux A une quantité plus petite que L'unité, aucun ne corres-
pond & la partie qui est plus grande que la moitié, mais qu’ils
appartiennent tous exclusivement i la partie qui est plus pe-
tite que la moitié. » '

Cette discussion est suivie de la synthese du probléme et
de la démounstration de la synthese. Celle-ci terminée, 'auteur
considére une seconde fois les cas particuliers; je reproduis
textuellement le passage qui contient cette seconde discussion,
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sine de B, est égale a AB, et le segment est le plus grand de tous
ceux qui existent sur la sphére. Quant a I'abscisse déterminée
par la perpendiculaire la plus éloignée, le segment cherché
de la sphére qui lui correspond est plus petit que la moitié,
et lafleche du segment est un huitiéme 4 peu prés du diame-
tre de la sphére, ou plutét plus grande (*) que cela d’une pe-
tite quantité, ce qu'on détermine A Iaide de listikra (**) et du
calcul. » ' A

« Enfin lorsqu’il est plus grand que le rapport de deux a
un, la partie de BK coupée par la perpendiculaire la plus voi-
sine n’est plus juste, parce qu’elle doit représenter le diameé-
trede la sphére, et que pourtant AB serait plus grande qu’elle ;
au contraire, la partie coupée par la perpendiculaire Ja plus
éloignée de B est seule juste a cause de cela; le segment (qui
lui correspond) sera plus petit que la moitié (de la sphére), et
sa fleche plus petite que le rayon (*™*).»

«Dans tous les cas, AB sera invariable.»

Voici enfin la démonstration élémentaire du théoréme d’Eu-
tocius, que I'auteur avait annoncée ci-dessus (pag. 110, lig. 12),
et qu’il donne en effet de la maniére suivante.

1l prend sur la droite AC (fig. 37) un point B, de sorte que

AB:%Q , et prolonge AC d’une partie CE=BC. Puis, en pre-
nant un point D situé 1° entre A et B, 2° entre B et C, il dé-
montre qhe dans les deux cas on aura AB.IT(:’,>AD.D_C'.

Premier cas. On a AB:BC =BC:BE, donc AB.BE = BC.
Mais AB.BE > AD.DE (parce que B est plus voisin du milieu
de AE que D). Gonséquemment

*) Les deux manusorits portent « plus petit, » et le manuscrit parisien, au lieu de U"’.
« un huitidme», porte L «un troisieme ».
*¥J Ici ce teriné me paralt indiquer des essais successifs , une sorte d'mterpomion (Voir
" la mote de la page 10.)
***) Les deux manuscrits porunt).‘u-" «le diamétre », au lieu de;.h.“ N
8 -
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ED.DB _ED.DB _  BD _ ED.DB
ED.AD ~ “§¢ DA~ "5
d’ou il suit
AB _ ED.DB+BC_ DC
> " s

(Eucl Elém., II, 6);

donc AB.BC > AD.DC, c.q.f. d.
Second cas. AB.BE =BC < AD.DE,
BD.DE _BD.DE_BD . =~ BC _AD
B¢ ~ AD.DE DA’ BD.DE * DB’
conséquemment
DC _AB BD.DE _ BD

BD.DE “BD °' "pH¢ ~ BA’

d’ou il suit
BC DA
FC- AB ou ABBC)ADDC c.q.f.d.

D

Probléme résolu par Aboill Djoitd Mohammed Ben Allaith,
et proposé a ce géometre par Abodl Rihin Mohammed Ben
Ahmed Albirotni (¥).

Etant donnés une droite BC (fig. 38) et un point A, mener
de A a BC une droite AD telle qu’on ait AD.BC + BD—BC.

Abotl Djoud fait WB perpendiculaire et égale 4 BC, et cons-
truit une parabole dont W est le sommet, WB I'axe et BC le para-
métre. Ensuite il abaisse de A sur BC une perpendiculaire AL,
et-fait passer par A une hyperbole équilatére ayant son sommet
en A, son axe sur le prolongement de LA et son paramétre égal

b Le @ sl Lol o 3t ot Laldl ) ole
\.é))“"” Nal o ).fdl.:r’}“j‘ Jolat CY‘ &, Albiron! ramena 3 cs

probléme la trisection de I'angle ; voir p. 119, 1. 10.
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a 2.AL. Le pied de la perpendiculaire abaissée du point d’in-
tersection Z des deux coniques, sera le point D qu’il s’agit de
déterminer.
Je ne reproduis pas les raisonnements de I'auteur, qui n’of-

frent rien de particuliérement remarquable, et je me borne a
vérifier le résultat énoncé.

Désignons AL, CL, BC par a, b, ¢ respectivement; prenant
C pour origine des coordonnées, I'équation de la parabole
sera (c—x)’=c. (¢ —y), celle de hyperbole y’ —(z —b)'=a’.
Mais celte derniére équation exprime que AD=y, de sorte
qu'en vertu de Iéquation de la parabole on aura BD —
BC(BC—AD), ce qu'il s’agissait d’obtenir. '

Jobserve encore que I'auteur démontre: 1° que si les deux
coniques se rencontrent en deux points, les deux perpendi-
culaires abaissées des deux points d’intersection déterminent
sur BC deux points satisfaisant tous les deux i la condition
proposée; 2° qu'il peut arriver que de toutes les lignes plus
petites que BC(*) et menées de A & BC, aucune ne satisfasse
a la condition voulue, et que c’est le cas lorsque les deux sec-
tions coniques ne se rencontrent pas, parce qualors on aura
AD.BC+ BD'>BC".

Solution anonyme du probléme suivant, dont 'auteur dit
que « depuis un certain temps les algébristes et les géomeétres
se sont proposé mutuellement ce probléme, sans que ni les
uns ni les autres en aient donné une solution satisfaisante. »

Construire un trapéze ABCD (fig. 39) de telle sorte que
chacun des cotés AB, AD, BC soit égal a 10, et que Iaire de la
figure soit égale a go.

L’auteur montre expressément que ce probléme dépend

va

*) L’équation de la parabole montre immédiatement qu’il doit étre ¥ < ¢ ou AD < BC.
8.
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d'une équation du quatriéme degré; il prend pour cet effet
DK=x (AK étant la perpendiculaire abaissée de A sur
le prolongement de CD), d’ou il suit (AB;x).AK=90,
donc (AB—=z)' . K'=90’; mais AB=10 et AK=10" — '
conséquemment (10—z)’.(100—z*)=8100 ou z'+ 2000z=
‘a0z’ + 19oo (*). .

Puis il construit le probléme de la maniére suivante. Il prend
AB=10, et fait EB perpendiculaire 4 AB et égale a l—% AB (*);

ayant complété le rectangle BZ, il fait passer par E une Ayper
bole ayantBA, AZ paur asymptotes. Un cercle décrit du centre
B et du rayon BA coupera I’hyperbole, parce que AB>BE. Me-
nons la droite BC=AB, et construisons un angle BAD=—=ABC
en faisant AD=BC. Alors ABCD sera le trapéze demandé (***).
. Eu effet, en abaissant la perpendiculaire CL sur AB on aura
triangle CBL égal et semblable a triangle ADK, donc ABCD=

ALCK ; mais en vertu de 'hyperbole on a ALCK —ABEZ, donc
ABCD=—=ABEZ —=AB.EB =qo.

Lt pte Jos asdt LN JL JUI Lo L, e 131,

**) C'est-d-dire on prendra BE égale au rapport de I'aire donnée & la droite donnée.

**+) Désignant la longueur de AB par a, l'aire donnée par b3, I'équation qu'il s'agit dé
construire sera z! — 2az* + 26°Z — a* - b* =0 ou (@ —z)? (a*~—2*) = b'. Prenant B
pour origine des coordonnées, 'équation de I'hyperbole sera (a— z)y = b2, celle dn cercle
2?4 y?=a?; ces deux courhes construisent donc, en effet, le probléme.
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TRAITE DE LA TRISECTION DE L'ANGLE RECTILIGNE,
PAR

Abod Satd Ahmed Ben Mohammed Ben Abd Aldjaltl Alsidjzt(*).

L'auteur commence par une dédicace de quelques lignes;
ensuite il dit:

« Malgré le désir ardent qui animait les anciens & résoudre
ce probléme, et malgré le grand nombre de ceux qui I'abor-
dérent d’une maniére persévérante, aucun d’eux n'’y a réussi,
jusqu’a ce que dans les jours d’Almamotin, le’commandeur
des.croyants, il fut résolu par Thibit Ben Korrah Alharrini
et ensuite par Abod Sahl Alqothi(**). Et rien de ce qui se rap-
portat i ce probléme ne fut résolu par aucun ni des an-

*) Voir le Loubb Alloubdb, éd. de Veth., vol. 1, page |[“|*. — La Bibliothéque nationale
posséde un manuscrit écrit presque entidrement de la main de ce géométre & Chiraz, pendant
le cours de I'année 358 de I’hégire , ainsi que I'attestent les post-scriptum ajoutés & la fin de
plusieurs des morceaux qui composent ce manuscrit.

" **) On sait qu'il se trouve dans les collections mathématiques de Pappus (voir liv. lv,
prop. 31 & 34, et particulierement la remarque introductoire, fol. 81, r. de I'éd. de Venise-
de 1589) deux solutions de la trisection de P’angle. L’angle BAD (fig. 40) étant celni qu’il
s'agit de diviser, la premidre solulion consiste & compléter le rectangle DF, & faire passer
par D une hyperbole ayant AF, FB pour asymptotes, & couper cette hyperbole par un cercle-
décrit du centre D et d’on rayon égal au double de AB, et & mener AC paralléle & la droite

qui joint D au point d’intersection da cercle et de ’hyperbole. On aura angle DAC = ; DAB.

L'autre solution consiste & combiner ’hyperbole dans laquelle le rapport du paramétre au
grand axe est égal & 3, avec un cercle ayant pour corde la distance de I'un des foyers au
sommet de la branche opposée, et dans lequel cette distance sous-tend un angle 4 la circon-
férence égal  celui qu'il s’agit de diviser. L'arc de cercle compris entre ledit foyer et le point
d’intersection des deux courbes sous-tend un angle & la circonférence qui est le tiers de
Pangle donné.

La premidre de ces deux solutions ressemble parfaitement & ce que P'autear rapporte de
celle qu’il attribue a Thabit Ben Korrah, auquel, ainsi qu’a son maltre Mohammed Ben
Motga Ben Chigir, les ouvrages des mathématiciens grecs n’étaient rien moins qu’inconnus.
C’est donc A ceux-ci que Thabit pourrait avoir emprunté sa solution.

Quoi qu’il en soit, on n’est du moins nullement en droit de soupgonner la bonne foi de
Pauteur du traité actuel en ce qu’il dit dans cet avant-propos ; d’autant moins que, plus bas,
il attribue expressément une des solutions qu’il énumére aux « anciens», c’est-a-dire aux.
Grecs, et que les solutions qu’il donne comme siennes sont, en effet, originales, et entidre--
ment indépendantes de celles proposées par Pappns.
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ciens ni des modernes, a I'exception de ces deux géometres.»

« Or moi, je l'ai résolu d’une maniére plus élégante, jen ai
donné une démonstration plus évidente et une construction
plus facile et plus immédiate ; de sorte qu’on est en état de ré-
soudre une suite de propositions, chacune desquelles peut étre
ramenée a la trisection d’un angle, et dont aucun des anciens
n’avait réussi a donner des solutions fondées sur des démons-
trations géométriques.Tout cela, je I'airéuni dans ce morceau...»

« Commencons donc par les propositions que les anciens et
les modernes ont ramenées, au moyen de la méthode de I’ana-
lyse, a la trisection d’'un angle rectiligne. Puis faisons suivre
la démonstration de ce que moi seul j’ai réussi & découvrir.
Enfin démontrons chacune de ces propositions. »

Proposition de Thdbit Ben Korrah Alharrdni.

Que P’angle donné soit DAB (fig. 40). Menons d'un point
quelconque B d'un de ses cotés, BD perpendiculaire 2 AD et
BC paralléle 2 AD, puis menons de A une transversale AEC en

sorte que CE=—=2.AB, on aura angle DAC= %DAB.

Proposition & Aboi Sahl Algoiihi.

Que 'angle donné soit CBE (fig. 41). Prenons sur le pro-
longement du coté EB deux points A, D, et sur lautre coté un
point C, en sorte que

1) AD=DC, 2) AB:BC=BC:BD.

Menant BP paralléle ADC, on aura angle CBP:% CBE.

Proposition d’ Abodl Hagan Alchamst Alharawt (*).

Que I’angle donné soit ABC (fig. 42); construisons le triangle

*) Voir Casiri, vol. 1, page 426.
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isocéle ABC et abaissons sur sa base la perpendiculaire AZ;
menons de C la transversale CED en sorte que ED = DB, on

aura angle EBC=5 ABC.

Propositions proposées par Aboil Rthdn (Albtrodnt).

Premiére. Mener dans le triangle isocéle ABC (fig. 43) une
droite AD, de sorte qu’en faisant AE—=AD et menant ED on ait

AB:BD=AD:DE, ce qui revient a faire angle BAD = % BAC(*).

Seconde (**). Etant donnés un cercle et une corde AB(fig. 44),
mener un rayon EDC, de sorte qu’on ait AC=AD.

Troisiéme. Etant donné un angle ABC (fig. 45) et sur ses
deux cotés deux segments égaux BA, BC, mener de Cune droite
CD telle qu'on ait CD.AB+BD=AB. Cela revient  la tri-
section de I'angle complémentaire HBC, car en prolongeant HB
et CD jusqua leur point d'intersection T on aura angle-

HTC= zHBC (**).

Proposition d’ Aboii Hdmid Alsagdnt (****).

Prenons un segment de cercle ABC (fig. 46) contenant le-
supplément de I'angle qu’il s’agit de diviser, et déterminons
sur la circonférence de ce segment un point B et sur le pro-
longement de CA un point D en sorte qu'on ait BC =BD,

AB=AD. On aura angle ACB =§ CBE.

*) On le démontre en faisant passer par E une droite parali¢le  BC, et par E, D et le point
d’interseclion de cette paralldle avec AC, une circonférence de cercle décrite du centre A.

**) L(.‘.;a) PURY JFAVY 3::"*"’ Jb « c’est une suite immédiate de la premiére ».
*) On a (Euclide, Eléments, 11, 5) AB= DB - AD.DZ = DB + CD.DE; mais on avaif:,

fait AB'— DB + CD.AB, donc DE= AB=BE, et conséquemment TE = BE.
*x4¥) Yoir Casiri, vol. I, page 410.
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" Voici maintenant le procédé employé par 'auteur pour ob-
terfir la relation 1). Ul dit: S

« Construisons une hyperbole (fig. 50) ayant son sommetau
point C, équilatére, dont le grand axe seit égal a CA et I'angle
des ordonnées égal a I'angle C, éonformément 4 la..... proposi-
tion du premier livre des Coniques d’Apollonius (*). Ce sera la
cotirbe BC. Faisons BC=CD {( "”) et DE parallele a BC.Je dis
qu’on aira DE.EC + EC=CD . '

« Démonstration. Menons l’ordonnéeBZ, onauraAZ.ZC—=1ZB.
Mais AZ.ZC = AC.CZ + CZ = BC.CZ+ CZ; donc BC.CZ+
+ CZ = BZ. Or les triangles BCZ et DEC étant semblables,
leurs cotés seront proportionnels, de sorte que DE.EC + IY].
est 4 DC comme BC.CZ + CZ ' BZ. Mais alors DE.EC + EC
sera égal 2 CD, ce qu'il s'agissait de démontrer. » ‘

Voici maintenant comment l'auteur rameéne effectivement
a cette proposition toutes les précédentes :

. Troisiéme proposition d’ 4boil Rihdn.

Apres avoir fait EM—=EC (fig. 51), menons de M au prolon-
gement du diamétre une droite MZ égale au rayon, et menons
ZD, TC. On aura triangle DCM égal ét semblable a triangle
CMZ; donc MC paralléle & ZD, et angle MZD== angle CDZ
=anglé CTD, conséquemment aussi MZ paralléle 2'CT, donc
ZT — MC= CT, de sorte que dans le triangle trectangle ZCL
on aura ZT=TC="TL; mais Cest & cela que se ramenait
cette proposition d’Albirotini (voiria note b cette proposntnén)

a. Proposition de Thdbit. : :

Apres avoir fait EM—EC (fig. 51), ‘menons de D une droite

e

-*) La proposition dont il s’agit, et dont le nombre est laissé en blanc dans le manuscrit,

est la cinquante-troisiéme, édition d’Oxf., page 91.
**) Cela revient & combiner avec l’lnyperbole un cercle décnl du centre C et’du rayon CD.

b ‘z,:'z’-"k
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DLTZ paralléle 2 MC; de ce qui précede il suit qu'on aura
LZ —=2.DC; mais Cest & quoi se ramenait, dans la proposition
de Thabit, la trisection de I'angle CDN.

3. Seconde proposition & Aboiil Rthdn.

Apres avoir fait EM—=EC (fig. 51), qu’'on méne le diameétre
- MCF et les cordes DQK, FK. On aura angle FKD = angle
DMF — angle ECM — angle KCF; angle QFK = angle KFC;
donc triangle FKQ semblable a triangle FCK. Mais c’est a cela
que se ramenait cette proposition.

4. Premiére proposition d’ Aboil Rihdn.

Clest-a-dire mener dans le triangle isocéle DCK (fig. 5r1)
une droite CQ telle, qu'en faisant CX = CQ on ait CK : KQ
= CQ : QX. De la similitude des triangles FKQ, FCK il suit
KQ=KTF, de sorte qu’en menant QX paralléle 4 KF, on aura
CQ:QX=CF:FK =CK : KQ.

5. Proposition d’ Alchanst.

Pour mener dans le triangle isocéle CFK (fig. 52) la trans-
versale FQZN, de sorte que ZQ=ZK, décrivons un cercle du
centre C et du rayon CF, prolongeons les rayons KC, FC jus-
qua A et D, et faisons EM —=EC; de M menons le diametre
MN, on aura obtenu le point N qu'il s'agissait de déterminer.
En effet, en comparant les différents angles 4 la circonférence
etau centre, on trouve aisément qu'on a ZKQ—DFN —a.NFK ;
mais aussi ZQK =—2.NFK, donc ZQ =ZK, ce qu’ilAs’agissait
d’obtenir.

6. Proposition & Algoiht.

Faisons KCD (fig. 53) égal a I'angle donné; puis faisons
EM —EC, et menons CS paralléle A MD et SO paraliéle 4 DC.

On avait CD=DE.EC + EC, conséquemment OS=SC.CO
+ CO' = A0.CO; donc AO : 0S =08 : CO, ce qu'il s’agissait
d’obtenir.
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7. Proposition d’ Alsagdnt.

Exécutons d’abord la construction de la figure 49, en pre-
nant KCD égal 4 Fangle donné; ensuite faisons dans le segment
donné (fig. 46) P'angle ACB égal 4 I’angle EDC de la figure
49, et prenons BD —= BC. On aura alors AB—AD, parce que
les triangles BCD, DAB de la figure 46 seront semblables aux
triangles CDM, MEC de la figure 49.

Démonstration de la premiére des propositions &’ 4boil Rthdn
d’une autre maniere singuliére de notre invention.

“« L’angle aigu ABC (fig. 54) étant donné, dont le coté BC
est prolongé indéfiniment, mener une droite telle que AC, de
sorte que, si 'on méne CD de maniére a faire AD=AC, on
ait AB: BC—=AC:CD.»

« Construisons une hyperbole ayant son sommet au point
B, son grand axe égal a BA, équilatére, et ayant l'angle des
erdonnées égal a I’angle B. Ce sera la conique BE'. Puis dé-
crivons du centre A et du rayon AB un arc de cercle BE'". Il
coupera nécessairement ’hyperbole; que ce soit au point E'(¥).
La droite qui joint A et E' coupera l'autre coté de I'angle au
point C qu’il s'agissait de trouver. »

« Démonstration. En faisant AD—AC et menant DE parallele
a BC, on aura AB: BC—=BC: BD (**), et angle B—angle B;

*) A partir d'ici, je me suis permis quelques petits changements pour abréger, parce que
Pauteur, pour étre plus explicite, aprés avoir construit la combinaison de I’'hyperbole et du
cercle, avait considéré, dans une seconde figure a part, les relations qui ont lieu dans le
triangle ABC. : o

**) En effet, on a ED = AD'. '8 (Apollon., I, 53) et CB paralldle 2 E'D’, CD paralidle a
E'B, donc BC = AB.BD. — Le cercle et Thyperbole de cette résolution, que I’auteur qualifie
de singulitre (&), sont absolument les mémes que ceux de sa solution précédente.
Sealement P’auteur considére ici Iintersection du cercle avec autre branche de I’hyperbole.

. Qu’on pe se hite pas de lui en faire un reproche; on serait aussitot forcé d’en faire un non
moins grave A Pappus, qui, & 'occasion du méme probléme, dans la seconde partie de la
trente-quatriéme proposition du quatritme livre, donne comme un &w; une construction
qui en réalité est absolument la méme que celle qui la précede.
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servi pour la solution de toutes les propositions qui faisaient
Pobjet de la partie principale de son traité. En effet, en pre-
nant (fig. 49) CK égale a la base donnée et angle KCD égal a
Pangle donné, qu'on fasse EM = EC. Dans le triangle CDE
décrit sur la base donnée CD, on aura angle CED —2a.angle
CDE et la somme CED-+CDE égale a 'angle donné, ce qu’il

Y’abandonne aux amateurs le plalsu' de trouver .eux-mémes
la solution des cinq problémes d’Albirotini, ce qui sera d’au-
tant plus facile, que je viens d’en indiquer le moyen.

A ce traité de la trisection de I'angle je vais joindre encore
un cas particulier de ce probléme, dans lequel il sera intéres-
sant de constater que les Arabes ont reconnu qu'il dépend
d’une équation du troisi¢éme degré.

En effet, la troisiéme d’une suite de questions proposees par
Albirotini 4 Aboiil Djouid, et dont j’ai fait connaitre la premiére
dans P'addition D, est congue de la maniére suivante : « Pour-
quoi nous avons dit, dans la septi¢me proposition du septiéme
chapitre du quatriéme livre de notre traité de géométrie, qu’au
moyen de cette proposition (*) on peut construire algébri-
quement I'ennéagone. »

Dans sa réponse Aboul Djotid considére la corde AB (fig.60)
qui sous-tend la neuviéme partie de la circonférence d’un
cercle circonscrit au triangle isocéle ABC. Il prend AD—=AB,
ED =AD, EZ—ED. En considérant les angles aux bases des
différents triangles isocéles ainsi formés, ontrouve CZ—=AB(**)

*) L'auteur dit, & la fin de sa réponse, que cette proposition contenait la construction de
Péquation : « des racines sont ¢gales & un cobe plus un pombre».

0
) G&énlemont, si 'on prend angle ACB = 360 —, n étant un nombre entier de la forme

Am < 2, on arrivera toujours au sommet de I'ansle en plagant ainsi la corde soug-tendante
saccessivement m fois entre les deux cotés de I'angle.
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diamétre AH du cercle circonscrit ~
au triangle ACD (*), est égal au
rapport (1 —1/%) : 2; quel’on a

e~ CB.BT = AB, CB - BT =CT;
et que, conséquemment, CB, BT et

le rapport AB : BC sont connus.
Pour a = 3 il divise le rayon dn cercle circon-

serit au triangle ACD en moyenne
et extréme raison. Alorsilalapartie
majeure = AD = 1, la partie mi-
neure = Vi3 —}, MT = i+ V1 =AM, AB=1}; donc
MB'= 1} +V/73; et, MB étant connu, BC, AB : BC, AC = AB
+ E: AB ® AC, seront également connus.

Pour a = Ly il démontre, en faisant AB =: BD

et DE=AD, que : B A

AE : AD = AD : AC,

AD:(:I‘::A(::(AC+CF.).c 3
Pour a = 9-92 il démontre que

AE : AD = AD : AC = D

= AC : (2AC +CE).
La démonstration du, cas ¢=¥ est absolument idelitique’ avec celle que je viens de

donner ci-dessus d’aprés Abotl Djoad; et pour la démonstration du cas a = #’: Pauteur se

sert également d’un procédé parfaitement analogue & celui employé par Abotl Djodd pour la
construction du coté de 'ennéagone.

Or, en faisant, comme ci-dessus, AC=1, AD==2z, les deux relations données ponr
a= ;ﬂ se transforment dans AE = 2%, (1—2?) = z (2 —22); donc * — 2°—22-}1=0;
on voit donc que la construction de I’heptagone inscrit au cercle dépend d’une équation du
troisiéme degré, ou de I'intersection de deux coniques.

Et en effet, dans I'introduction de ce mémoire, 'auteur s’exprime ainsi :

« Lorsque,, par exemple, on aura déterminé les deux cotés renfermant I'angle droit dans
un triangle dont un des deux autres angles est égal a la septiéme partie d’un angle droit, on
peut facilement construire la corde de la septiéme partie de la circonférence, dont la déter-
mination n’avait pu étre obtenue jusqu’a nos jours, jusqu’a ce qu’Abod Sahl Alqoaht (**) et
moi nous Payons construite au moyen des sections coniques. » Puis, aprés avoir terminé

la discussion du cas & = ?7—0-’, l'auteur ajoute : « Et c’est au moyen de cette proposition que
j’ai construit I’heptagone inscrit au cercle. »

*) La corde DE, qui est perpendiculaire au diamétre AH, est prise pour unité dans ce cas.
**) Comparer pag. 55, lign. 20.



ERRATA ET CORRIGENDA.

TEXTE ARABE, En plusieurs endroits des lettres se sont cassées, et des points et des filets
superposés sont tombés pendant le tirage. Il faut y suppléer comme suit : P. 11, L. 11

.

Jads. — p 14, 111 13N — P, 15, note 19 Lo — 2. 17,11 (s =
P19, L 183t —P. 23, L1 by— P 23,0 15 5.2 P25, 1 19 U’S —P.31,

12 ‘...;4!.—1». 31, note 5 Luo,ill. — .46, 2 JL.—r.ss, 11 U‘M' -

P.52,1.9 -9. — On remarquera quelquefois des b qui ressemblent 3 des L; clest

qu’on ne fond que des 1 donton enleve ensuite les points avec le couteau. Des traces de
ces points imparfaitement enlevés, qui étaient absolument invisibles dans les épreuves,
ont reparu dans le tirage.

™~ TRADUCTION. Dans la 1™ feuille, on a imprimé binome, trinome, etc., au lieu de binome,
! trindme.

P. 41, 1. 3 en rem., au lien de BD il faut lire BD.

P. 56, 1. 6. L'ouvrage 8 traitait probablement du probléme suivant: Etant donnés un
faisceau de trois droites issues d'un point B et un point E, faire passer par E une trans-
versale qui coupe les frois droites respectivement aux points A, D, C, de manidre que
le rapport AE : CD, ou le rapport EC : AD, soit égal & un rapport donné. Je trouve cet
ouvrage mentionné dans un mémoire d’Abotl Djodd, ol ce géometre se propose de
compléter le travail d’Alqoaht par la considération du cas ED : AC = const.

P. 56, 1. 22, au lieu de P et A il faut lire 2 P ot 2 A.

P.75, 1. 13 en rem. La legon b\)]a..)s est bonne. Le Tartkh Alhogama attribue &
Kostd Ben Lotk4 un U"L"‘ )S” \_;Lz.f, ce que Casiri traduit par « De Musica
Liber ». Le mot B ,L.. )_3 est évidemment la transcription arabe du mot persan
u,an)_f ou d‘,.::..j_(, que Richardson traduit par «  large public weighing-
engine ». Peut-8lre aussi faut-il lire 5! ,L- )5, mot persan que Richardson traduit
par « a public standard of weights or measures ».

S  P.76, 1.9, au lien de S ot il faut lire 3 4.




of
L) 2 T
S el Jlea oY el

Lamtyn lisdl o du gLl ey w ylulys (LY LIl e
e s i) S g w loall sall b Lo
235 8 Eilpdl deld e @ B3N LY L Jalay 8 £3LSS
o et JLios as b o s gt oo il Iyalen s,
s i ) Sl bl il o il L Lypale,
el L g bl w3 3 il ol 295 Ly wole SN il
<9 w aalsy ailid u)L;" o Lty a0 &;‘-&;u’,& o
e iy Joom Uy i b il o et ol w25 8 5N
KW | raL’J! S ol ré,)“’ﬁéi—” ‘J.-Ji G amisyb ot o
s w iy Ll Jet Al pp 3ol Wae o a2 0 @0
g w keSS, r,,s”! ‘,.l; 3 2! (2oe o # 50 ol e Y, 5l
Glis pebs b pan dy 8 dead! (55 ) plid e 3 Jl) oy
gres #a3ls oS 1odd G aGmadls Lo
ool I 3L Lhaw? il ppryy i sy 131
ety 5l i1) s SLjl 55 L ol iyl o
seladl e o M2 gl layyr 3 IS a3 )
ol Ly o Lt e e o U

(1) Le Ms. porte (65 4. Dans le premier hémistiche du vers ‘suivant, le
Ms. porte Lajays 3 2JY3Y ce que jai changé dans loyse & 2J%Y! pour
satisfaire au métre.

——



ol

(a) 33amy 25 (1) 2LOY Wdse Wt asd )1 o0yl Iy aagils r&-’\
Lo aalld o oiiss ogyhs b U = (1.):»:.6L.»! (3) o il
ol oaladl a5 pgie BT et Lgles 0554
ol () 2l sliy b e St Load s Y (S0 W6
)85 gy Slayall 53 Y

s.';i'L"' w.’).” ole Je wdus \55{’ KPR\

(1) LN e — (a) 10 yor A.— (3) 4o» €. — (4) wSlow! A. —
(5) d!{manque dans A. — (6) A3 Ly 33 L C.Ici suit dans le Ms.C.
le passage relatif a la publication des ouvrages d’Abodl-Djodd 23, '}J
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3l C.—(6) g W1 C. — (7) Joas A Jasdy . — (8) sb AL C. —(9)
Jes A —(10) o3 €. —(11) sy A —(12) aa ) AL C.—(13) ot
C.— (x4) .»‘}" A.—(15) 24 C.

(*) Voy. Fig. 3o, s.
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lieude 3 ! o) Lzd le Ms. A. porte 31 — (6) Dans le Ms. C. tout ce passage
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note 3). — (7) U;S C.—(8) ~ A. = C.— (9) 33 manque dans C.—(xo)
ey lend €. — (1) J4 manque dans A. — (12) u.ﬂ manque dans
A—(13) LgeliSN C. — (14) (23 A r._:,c

(*) Voyez Fig. 30, ..
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(1) Ces mots 4 partir de Lia. manquent dans C. — (2) b" C. —(3)
Ce passage 2 partir de ).J‘ manque dans C. — (4) U"’L"'” manque dans
C. — (5) yyas C. —(6) pey=t A Loyt € — ,:1 C. —(8) s3a C.
—(9) Ls’JC — (10) J\5 manque dans C. — (11) ‘.~: A.C.—(12) =)
C. —(13) YU, €. —(14) Joads, C. — xs)L,st! C. —(16) ‘..c(.eman-
que dans C.

(*) Voyez Fig. 30. — (**) Voyez Fig. 3o, .
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(1) oA — (3) gypmy C.—(3) Sy C’-“‘J’ C.— (&) [\ A.
w}&c) wialC.—(5) | A. f;ﬂ)!c.- (6) L._S)L: C. —(7) Ce pas-
sage A partir de 1:”,:‘-“ manque dans C. — (8) 3&3)' C. —(9) ,_gJ." C. —
(10) AY A. U”L“‘J & C. —(n);.:u A. ;.U'C — (12) 4935 A. &),
C.—(13) »_g% manque dans C. —(14) Ce passage a partir de Qd9 se trouve
dans le Ms. C. plus haut, ety est con¢u d’'une maniére un peu différente
(voyez pag. °l note 1). De méme toute la suite, jusqu’a la fin de I'ouvrage,
est differemment arrangée dans le Ms. C. Le récit relatif 2 la publication des
découvertes d’Abodl-Djotid qui suit ici (3 partir des mots 334 13> ete. jus-
qu’aux mots Jla Jf O pag. A lign. 6), s’y trouve transposé a la fin de
Fouvrage, tandis que I'exposition des erreurs commises par ce géométre
(’JA’) ul.é e etc. pag. \°A lign. 7, jusqu'i <L sl 03 L» )
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(1) qu)L: C.—(2) Xa?“JS C. —(3) &t manque dans A, — (4) oA
—(5) | A (:.".‘)‘ c.—(6) S a s> manque dans A. — (7) 5}5a
C.— (8)  manquedans C. — (g) (633> 5 C.— (10) Ll C. —(11) 2a1,
C.—(13) @+ A S 2 C—(13) o‘ manque dans C. — (14) Jlss
C. — (15) L‘)l.""'s‘ C. —(16) g,/.&q‘ A, —(17) CLA" C.— (18) 4 manque
dans C. — (19) uz’b, C. —(20) ’iag)‘ C. — (a1) vu‘)» manque dans A.
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(1) JJ.L_{ ¥ L‘J C. —(2) v’fménque ici dans C. et s’y trouve ajouté
aprés ami.— (3) Liz» manque dans C.— (4) logpdal C.— (5) 3= 4 AL S e
C. — (6) abuloJl AL — (7) ) €. — (8) Mgy A. — (9) 1315 C. —(10)
e C. — (11) =g A, 323y C. — (12) Jois &K sans _5€. — (13)
Lils A. — (14) )L A, — (15) > C. — (16) . A. — (17) VA
VL*H C. ——(18)\3{?&‘ by manq:)e’dans A. -—(::)J aalal L‘f.’.‘)“‘ C.—
(20) Y, A.
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— (&) =St sans o €. — (8) 329 A —(6) 3343 C. —(7) 2=l
yisly € —(8) i C. — (9) y>5 A 525 C.— (10) dalyACo—
(n) daly € — (1a) byt €. — (13) j3a iy JUo j3a A — (14) (553
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(1) Ici le Ms. C. ajoute le passage suivant B3» i ) \:"‘ L C)L“ RER)

SN U JRCE B e L poula DL
sko¥l sin \5"" LS o)bf:y:zg:ag. Y note 14‘_(;.)115” A. —é)
da )l fuwS manque dans A. — () comend! C. — (5) S ¥ W1 C
—(6) 5. —(7) gomudl C.—(8) !,,.S' A —(9) gV €. — (10) Le Ms.
A. porte)ﬁs")'a 2 Ju‘ = V"‘Q‘J‘)& .— (11) Le Ms, A. porte\l

évidemment par suite d'une méprise, au lieu du chiffre V. — (12) 3} sans 4 C.
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A partir de A"y‘ manquent dans A. — (3) §3¢ manque dans C. — (4) o= C.
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— (10) skt Je .
(*) Voyez Fig. a9, 2
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C. — (13)
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—(3) J.w C. —(4) Las! o elay /)ls C.— (5) »» manque dans C.— (6)
r.s” sans 4 C. —(7) 5-\&[3 C. — (8) Jis¥t A, — (g) ) _s~a) C. — (10)
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(*) Voyez Fig. 27, ».
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- (1) U":-J ﬁmnque dans C. — (2) J=* Lo manque dans C. — (3) Jz
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