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Vorwort.

Wenn ich die Vorlesungen tiber analytische Geometrie, die ich
in den Jahren 1882—92 an den Universitiiten Leipzig und Dorpat
gehalten habe, zu einem Lehrbuche zusammenfaBte, so bedarf ein
solches Unternehmen in Anbetracht der groBen Anzahl derartiger
Biicher, die in ilterer und neuerer Zeit erschienen sind, einiger
Rechtfertigung. Hierzu wird es nétig sein, die Ziele und Grenzen,
des vorliegenden Lehrbuches zu kennzeichnen. Dasselbe soll die
Studierenden der Mathematik sowohl als diejenigen der Naturwissen-
schaften oder der Technik, die mit den Elementen der Mathematik
vertraut sind, insoweit in die analytische Geometrie der Ebene
und des Raumes einfithren, als einerseits zum Verstindnisse der
mathematischen Behandlung naturwissenschaftlicher oder technischer
Probleme, andererseits zum HKindringen in die umfangreicheren
Werke iiber analytische Geometrie und die Anwendungen der Diffe-
rential- und Integralrechnung auf Geometrie nitig ist. Diese An-
wendungen selbst wurden, von anderen Griinden abgesehen, deshalb
nicht aufgenommen, weil eine sichere Aneignung der Methoden der
analytischen Geometrie am besten auf dem Boden der Elementar- .
mathematik geschieht. Eben deshalb beschrinkten wir uns auch aaf
die Betrachtung der Linien und Flichen 1. und 2. Grades, da die
Behandlung der Gebilde hoherer oder gar transcendenter Art teils
ohne Differential- und Integralrechnung iiberhaupt nicht oder nur
kiinstlich durchgefithrt werden kann, teils fiir den Naturforscher oder
Techniker von geringerem Interesse ist.

Was die analytischen Hilfsmittel betrifft, so haben wir auf die
Determinantentheorie verzichten zu miissen geglaubt und finden
uns hierin vielleicht im Gegensatze zu einigen mathematischen
Kollegen. Eine mehrjihrige Unterrichtserfahrung hat dem Verfasser
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aber gezeigt, daB der Gewinn an Einfachheit und Eleganz der Rech-
nungen, der ja ohne Zweifel durch die Determinantentheorie erzielt
wird, zuniichst vollkommen durch die neue Schwierigkeit aufgehoben
wird, die diese Rechnungsart dem Anfinger bereitet.

DaB es dem bisher vorgetragenen Standpunkte entspricht, wenn
wir uns weder der homogenen Punktkoordinaten, noch der Linien-
oder Ebenenkoordinaten bedienen, bedarf kaum einer niheren Aus-
einandersetzung. Erst auf dem Grunde einer genauen Kenntnis der
sogenannten Cartesischen analytischen Geometrie halten wir im
-pidagogischen Interesse die Einfiihrung dieser Begriffe fiir geboten,
die iiberdies fiir die Anwendungen auf Naturwissenschaft oder Technik
tiberflissig sind. Nichtsdestoweniger lehnt sich unser Lehrgang so-
weit, wie es einer Einfilhrung in die analytische Geometrie ent-

o spricht, an die sogenannte moderne Geometrie an, in der jene Be-
griffe ja hauptsichlich Anwendung finden. »

Figen wir hinzu, daB wir bestrebt waren, die analytische
Geometrie der Ebene und des Raumes innerhalb des beschrie-
benen Rahmens moglichst kurz darzustellen, so miissen wir dem
Urteile des Lesers die Entscheidung dariiber iiberlassen, ob die
bezeichneten Ziele durch dies neue Lehrbuch in hoherem Grade er-
reicht sind als durch die alten. Vielleicht ist es ein wichtiger Punkt,
in dem sich das vorliegende Buch von manchen fritheren unter-
scheiden mag. Wenn wir auch durch eine groBe Anzahl von Figuren
dem Gedanken Ausdruck zu geben versuchten, daB jede geometrische
Forschung immer wieder in der Anschauung Befruchtung und Be-
lebung suchen miisse, wenn wir sogar vielfach in solchen Fillen,
in denen der analytische Beweis nur den Charakter einer rechne-
rischen Verifikation gehabt hiitte, synthetischen Beweisen den Vorzug
gegeben haben, so haben wir doch stets, besonders bei allen grund-
legenden Entwickelungen, Nachdruck darauf gelegt, daB der Beweis
niemals an der Figur hafte, denselben vielmehr so eingerichtet,
daB seine Giiltigkeit bei jeder Lage der betrachteten Punkte, Ge-
raden oder Ebenen ohne weiteres erhellt. Wir kennen wenig Lehr-
biicher der analytischen Geometrie und unter ihnen nicht einmal
die verbreitetsten, die dieser gerade fiir eine analytische Geometrie
fundamentalen Forderung geniigen.
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Was die zur Raumgeometrie gehorigen Figuren betrifft, so
haben wir bei einigen ihre Konstruktion sowohl durch Erliute-
rungen im Texte als durch Hilfslinien angedeutet, damit der Leser
sich iiber die Entstehung dieser Figuren Rechenschaft ablegen
konne, ohne auf die Lehrbiicher der darstellenden Geometrie an-
gewiesen zu sein.

Haben wir so auf der einen Seite auf das geometrische Element
einen starken Nachdruck gelegt, so fehlt es auf der anderen Seite
auch nicht an schwierigeren analytischen Entwickelungen.
Dieselben entsprangen einmal den allgemeineren Fragestellungen, von
denen die analytische Geometrie ihrem Wesen nach ausgehen mub,
dann aber auch der Absicht, den Lernenden schon zeitig daran zu
gewdhnen, daB er sich bei der analytischen Behandlung einer Auf-
gabe nicht von der Durchfiihrung einer lingeren Rechnung ab-
schrecken lasse. KEine solche ist zuweilen unvermeidlich, zuweilen
aber auch nur eine Vorstufe, iiber die man zu einer eleganteren
‘und kiirzeren Liosung der Aufgabe gefiihrt wird. Wenn diese Rech-
nungen dem Anfinger zu groBe Schwierigkeiten bereiten sollten,
wie z. B. auf 8. 54—57 der Kreislehre oder auf S.92—93 und
in den §§ 11 und 12 der Kegelschnittslehre, so konnen diese
Stellen iiberschlagen werden, ohne da8 dadurch das Verstédndnis
des Folgenden beeintriachtigt wird.

Dem eigentlichen Lehrgange geht eine Einleitung voraus,
die, ohne fiir das Verstindnis desselben durchaus notwendig zu sein,
erstens den Koordinatenbegriff und die Kegelschnittslehre vorbereiten
und zweitens die geometrische Bedeutung des Rechnens mit Strecken
zum vollen BewuBtsein des Lesers bringen soll.

Wie man nimlich auch iiber die ZruTHENsche Hypothese, dafl
die alten Griechen bei Entwickelung der Kegelschnittslehre schon
eine Art analytischer Geometrie anwandten, denken mag, so ist doch
so viel sicher, daB sie den Koordinatenbegriff gerade in der
Form und mit denselben Namen hatten, die noch heute gebriuchlich
sind. Es schien mir daher wohl am Platze, auf diese Keime der
analytischen Geometrie einzugehen, zumal wir die Entstehung der
Kegelschnittslehre daran kniipfen konnten. Denn wenn auch jede
analytische Theorie der Kegelschnitte am besten von einer Gleichung
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2. Grades zwischen den Abseissen und Ordinaten ihrer Punkte aus-
gehen wird, so schien mir ein solcher Ausgangspunkt doch zu abstrakt
fiir den Anfiinger, wenn vorher nicht solchen Gleichungen eine gewisse
anschauliche Bedeutung abgewonnen war, und wir glaubten in dieser
Bezichung der historischen Entstehungsweise der Kegelschnitte den
Vorzug geben zu miissen vor anderen Erzeugungsarten, die viel
spater entstanden sind und den Lernenden im Unklaren dariiber
lassen, warum gerade solche Kurven der Untersuchung unterzogen
werden. Auf diese Weise war es zugleich moglich, ohne den
systematischen Lehrgang zu unterbrechen, die Entstehungsweise der
Namen der einzelnen Kegelschnitte zu entwickeln.

Was das Rechnen mit Strecken betrifft, so hielten wir es
gut, wieder einmal darauf hinzuweisen, daB der Aufbau der Geometrie
nach dem Vorgange von Euknip auch chne den Zahlbegriff moglich
sei, was seit der Alleinherrschaft von Lreenpres Elementen der
Geometrie ganz in Vergessenheit geraten zu sein scheint. Wiahrend
sich aber die Evukripische Theorie auf gewisse allgemeine GriBen-
siitze aufbaut, deren unmittelbare Annahme fiir andere Grifen
als Strecken nicht ohne Bedenken scheint, gehen wir von dem so-
genannten Archimedischen Postulate aus (s. S. 7). Nun liBt sich
zwar auch dies Postulat fiir den Aufbau der Elementargeometrie ent-
behren (vergl. einen Artikel des Verfassers ,Uber den Fundamental-
satz der projektiven Geometrie“,? Math. Annalen, Bd. 51), aber
einerseits wiren die betreffenden Entwickelungen, um verstindlich
zu sein, zu umfangreich ausgefallen, andrerseits ist dies Postulat bet
der fiir die Anwendungen unerliBlichen Bezugnahme auf das Zahlen-
gebiet doch nicht zu vermeiden.

Zu den Bemerkungen, die wir in der Einleitung fiber Dgzs-
CARTES, der als der Erfinder der analytischen Geometrie gilt,
gemacht haben, wollen wir hier noch das Folgende hinzufiigen. Die
Art, wie DEscarTes’ Géométrie gewshnlich als das die Litteratur
iiber analytische Geometrie eréffnende Werk citiert wird, hat gewiB
oft die Vorstellung erweckt, als ob es sich dabei um ein systematisches

! Figur 11 auf 8. 11 der Einleitung stellt den Pascarschen Satz fiir
einen aus zwei Geraden bestehenden Kegelschnitt und die unendlich ferne
Gerade als die Pascarsche Gerade dar.
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Lehrbueh unserer Wissenschaft handle. Wenn wir darauf hinweisen,
daB dem nicht so ist, so soll hierdurch das Verdienst DEscarT®s’
um die Erfindung der analytischen Geometrie nicht herabgesetzt
werden, wie schon aus dem in der Einleitung darilber Gesagten
hervorgeht. Da8 aber DmscarTes’ Géométrie kein systematisches
Lehrbuch der analytischen Geometrie ist, folgt ja schon daraus, da8
man in ibr vergeblich die Gleichung der einfachsten aller Linien, der
geraden Linie, suchen wird. Die erste Verdffentlichung vielmehr,
die den Anspruch auf jene Bezeichnung erheben darf, ist: JoHANNES
DE WirT, elementa curvarum linearum, edita opera Frawcisor a
ScrooTEN, liber II, Amsterdam 1659, das man im Anhange der
ScrooTENschen Ausgabe von DEscarTes’' Géométrie auf 8. 248 findet.
Dasselbe leistet allerdings schon FerMAT in seinem Werke ,,Ad locos
planos isagoge“ (Oeuvres, tome I, p. 91), die zwar schon vor dem
Erscheinen von D=rscarTes’ Géométrie verfaBt und sogar mitgeteilt
worden ist, aber erst im Jahre 1679 veriffentlicht wurde.

Von den Abweichungen, die unser Lehrbuch den gebriuchlichen
gegeniiber zeigt, mag besonders auf die Behandlung der Brenn-
punkte der Kegelschnitte hingewiesen werden, deren Entstehung
wir nach Eurers vortrefflicher introductio in analysin gegeben haben.
Sie entspricht in der That der Forderung, auf einem analytischen
Gedanken zu beruhen und zugleich elementar zu sein, wihrend man
sonst, soweit man nicht die sogenannten imaginiren Kreispunkte oder
dergleichen benutzf, meist von anderswoher bekannten geometrischen
Erzeugungen der Kegelschnitte ausgeht. Die Evnersche Idee steht
auch mit der Rolle in engster Beziehung, die die Brennpunkte in
der Theorie der Planetenbewegungen spielen.

Was die Fokaleigenschaften der Flichen 2. Grades be-
trifft, so haben wir sie nicht in den systematischen Lehrgang auf-
genommen, teils um unserem Buche keinen zu grofen Umfang zu
geben, teils weil diese Eigenschaften keine so unmittelbare Bedeutung
mehr besitzen wie diejenigen der Kegelschnitte. Wir haben die
interessantesten in Aufgaben gekleidet.

Unter den Aufgaben (155), die jedem Paragraphen folgen, wird
der Leser iiberhaupt neben einer Reihe solcher, die ausschlieBlich
dem Zwecke der Einiibung der im Texte entwickelten Lehren ge-
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widmet sind, auch solche finden, welche die Entwickelungen des
Textes erginzen sollen. Das alphabetische Sachregister soll
unter anderem auch' die Auffindung von Sitzen erleichtern, deren
Beweis in den Erliuterungen zu den Aufgaben angedeutet ist.

DaB ein Buch, das der Entwickelung bekannter Lehren dienen
soll, fast tiberall Altere Werke benutzt hat, bedarf kaum der Er-
wihnung. Diese simtlich aufzufiihren, wiirde gleichbedeutend sein
mit einer Ubersicht tiber die gesamte Litteratur auf diesem Gebiete.
Wir begnfigen uns daher damit, die hauptsiachlichsten Sammelwerke
zu nennen, aus denen der junge Mathematiker weitere Belehrung
und Anregung zum Studium der Originallitteratur schopfen kann.
Neben den nach einem weiten Plane angelegten Werken von SaLmon-
FrepLer und CresscH-LINDEMANN mdchten wir hier besonders die
analytische Gleometrie von Bartzer erwihnen, die zwar dém Ver-
stindrisse nicht geringe Schwierigkeiten bietet, aber besonders reich
ist an Nachweisen der geometrischen Litteratur aus allen Zeiten:
Natiirlich kommen hier auch die Lebrbiicher der Differential- und
Integralrechnung in Betracht und insbesondere diejenigen, welche
deren Anwendungen auf Geometrie gewidmet sind. Wir begniigen
uns da mit der Anfithrung von ,Biancai, Vorlesungen iiber Differen-
tialgeometrie, aus dem Italienischen von Luxat<. .

Was die Figuren betrifft, so habe ich mich bei dem Entwurfe
eines Teiles derselben ebenso wie beim Lesen der Korrekturen der
Untersttitzung meines Freundes und Kollegen F. ScEmiING erfreuen
konnen, und ich spreche ihm auch hier meinen wirmsten Dank dafiir
aus. Ebenso danke ich der Verlagsbuchhandlung fiir die Sorgfalt,
die sie auf die Herstellung der Figuren sowie auf die Ausfithrung
des Druckes verwendet hat.

Karlsruhe, im Juni 1898:

F. Schur.
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EINLEITUNG.

Wollen wir demjenigen, welcher nur mit der Kenntnis der Ele-
mentargeometrie ausgeriistet ist, schon jetzt einen Begriff von dem
Wesen der analytischen Geometrie verschaffen, so kniipfen wir
am besten an die Keime an, die sich davon in der Geometrie der
Alten finden. Diese Keime treten uns noch nicht entgegen in dem-
jenigen Teile der alten Geometrie, welcher in den hoheren Schulen
vorzugsweise gelehrt wird, in der Geometrie der geraden Linie
und des Kreises; die unmittelbare Anschaulichkeit dieser Gebilde
sowohl wie ihrer grundlegenden Eigenschaften geben nirgends Ver-
anlassung, die unmittelbare Anschauung zu verlassen. Anders ist
es in der Theorie der Kegelschnitte, in deren Erforschung die alten
Griechen viel GroBeres geleistet haben, als man vielfach glaubt;
giebt es doch wenig Eigenschaften der Kegelschnitte, die nicht in
irgend einer, wenn auch unvollkommenen Form den Alten bekannt
waren.  Diese Stufe hitte die Theorie der Kegelschnitte bei den
Griechen nicht erreichen kéonnen, wenn man den Kegelschnitt immer
wieder am geraden oder schiefen Kreiskegel betrachtet hitte, wenn
man sich nicht vielmehr entweder auf eine einheitliche, in der Ebene
selbst vorzunehmende KErzeugung der Kegelschnitte gestiitzt hitte
wie die moderne synthetische Geometrie oder auf eine Definition,
die derjenigen durch ihre Gleichung in der analytischen Geometrie
entspricht. Um zu beweisen, daB das letztere der Fall war, und
damit zugleich zu zeigen, welche Keime der analytischen Geometrie
sich bei den Alten vorfanden, miissen wir mehr auf Einzelheiten
eingehen.

Wir betrachten den geraden Kreiskegel (Fig. 1, 2, 3) mit der Spitze 8
und der kreisférmigen Basis U'P'T", wo SU'Q'T" diejenige Ebene durch
die Axe des Kegels sein mag, welche senkrecht auf der schneidenden
Ebene OP'Q’ steht; hierbei soll O, der sogenannte Scheitelpunkt des
Kegelschnittes (xopvps), auf SU’ liegen. Die Schnittlinie 0@ der
gemeinsamen Symmetrieebene SU’T" des Kegels und der schneidenden

ScHUR, Analytische Geometrie. 1
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Ebene ist namlich zugleich Symmetrieachse oder Durchmesser des
Kegelschnittes. Nun sind drei Falle moghch die der Reihe nach
in den drei Figuren 1,
2, 38 dargestellt sind:
1.0Q’||ST’ 2. 0¢) schnei-
det die Kante 87" in
einem Punkte Z, der
zu demselben Kegel-
mantel gehért wie O
oder 3. 0OQ' schneidet
die Kante §7" in einem
Punkte Z, der zu dem
anderen  Kegelmantel
gehort.

Ist nun P irgend
ein Punkt des Kegel-
schnittes und PUT der
ihn enthaltende Kreis
des Kegels, der ja in
einer Parallelebene zur
Basisebene liegt, und ¢
der Schnittpunkt dieser
Ebene mit der Sym-
metrieaxe 0@, so daf
QP sowohl auf 0@’ als
auf dem Durchmesser
UT des Kreises senk-
recht steht, so ist
QP:=TQ.QU.
) A Da im 1. Falle
y QU:0Q=T1TU:TS8
) r = =7TU:7"S und

1Q=17"'Q ist, so
ist hier:

(1) QP2=0Q-2p,

) wo die constante
Strecke 2p der
Parameter heiBt (bei den Alten mdsvod dpJie latus rectum).
Im 2. und 3. Falle ergiebt sich aus QP2=7¢-Q U’, daB:
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PO , TQ QU _ LQ 0Q
QP QPI=1Q-QU:TQ-QU= 1930 = 19 20

= 1Q-0Q:L¢-0Q,
QP?:1Q-0Q = QP*. LQ-0Q = e,

wo e« ein constantes Verhiltnis ist. Setzen wir OL=2a (Durchmesser
Otaepétno oder mievpoe mwAayie latus transversum) und «-OL = 2p, so
ist im 2. Falle ZQ = 2a—0Q und im 3. Falle L@ = 2a + 0, also:

oder:

@ QP'=2p-0Q — 220ge,
und
8) QP1=2p-0Q + 22 0g@e.

Wir haben uns bei Ableitung dieser Beziehungen der Kiirze
wegen der modernen algebrai- ' :
schen Zeichensprache bedient. i
Die Alten kannten diese ja :
nicht, bedienten sich vielmehr
der Proportionen und sprachen
das Resultat in den folgenden
Figuren (Fig. 4, 5 u. 6) aus, die
zugleich zeigen, wie man in
- der Ebene jedes Kegelschnittes
beliebig viel Punkte desselben
mit Zirkel und Lineal kon-
struieren kann. Errichtet man
in dem Scheitelpunkte O eine
Gerade OM = 2p senkrecht
auf dem Durchmesser OZ und
zieht ML (in Fig. 4 die Par-
allele durch M zum Durch-
messer), so ist das Quadrat
der Ordinate QP (reraypévorg
xatyyuévn ordinatim applicata,
d. h. die in bestimmter Rich-
tung aufgetragene Strecke) . 4
gleich dem Rechtecke aus der Fig. 3.
Abscisse 0Q (dnd t7g Owxpéroov dmoteuvouéyy, d. h. die vom
Durchmesser abgeschnittene Strecke) und dem Stiicke QR der
Ordinate von ihrem FuBpunkte bis zu ihrem Schnittpunkte mit der
Geraden ML. Den drei Fillen entsprechend nannten die Alten den

1‘
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Kegelschnitt Parabel, Ellipse oder Hyperbel, und diese Namen sind
auch heute noch im Gebranch. Sie kniipfen an eine Aufgabe an, die
wir fiiglich als eine quadratische Gleichung bezeichnen konnen,
und deren Behandlung den Alten sehr geliufig gewesen zu sein
scheint. Bei dieser Aufgabe, der sogenannten Flichenanlegung,
handelt es sich darum, an eine Seite OM ein Rechteck (OE) von
gegebener GroBe (gleich dem Quadrate diber @P) entweder einfach
anzulegen (mepefor]) oder so
anzulegen, daB das fehlende
(EAdecyeg) oder das iiber-
schieBende (vmepfois) Recht-
eck (MR) ein gegebenes Ver-
haltnis der Seiten {OM:O0L)
habe. Wir sehen in der That
aus den Figuren, daB eine
Parallele zum Durchmesser im
Abstande @ P, nimlich der Seite
des gegebenen Quadrates, je
nachdem es sich um den 1,
2. oder 3. Fall der Aufgabe
handelt, die Parabel, Ellipse
oder Hyperbel in einem Punkte
P schneidet, dessen Abscisse
die zweite Seite des gesuchten
Rechteckes ist.

Die Figuren 4, 5 u.6 dien-
ten den Alten zu einer einfachen
und iibersichtlichen Definition
der Kegelschnitte in der Ebene
selbst; jedesmal, wenn der Ort
eines Punktes als ein Kegel-
schnitt erkannt werden sollte,
muBte nachgewiesen werden,
daB der Punkt sich auch dieser Figur gemiB oder nach einer anderen
konstruieren lasse, welche daraus abgeleitet war. Wenn wir nun,
statt uns dieser Figuren zu bedienen, entweder durch algebraische
Umformung aus den Gleichungen 1), 2), 3) zwischen den Ordinaten
und den zugehorigen Abscissen jedes Punktes eines Kegelschnittes
weitere Eigenschaften ableiten oder beweisen, daB zwischen den
Ordinaten und Abscissen des Punktes eines anders definierten Ortes
diese oder ‘aus ihnen durch algebraische Umformung abgeleitete

Fig. 5.
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Gleichungen bestehen, so bedienen wir uns schon der Methoden
der analytischen Geometrie. Thatsichlich waren diejenigen Werke,
welche die analytische Geometrie erdffneten, im wesentlichen nur
Ubersetzungen der alten Figurengleichungen in die Gleichungen der
inzwischen erfundene Algebra, wozu dann allerdings noch diejenige
Idee DEscARTES kam, welche ihm so recht eigentlich den Anspruch aunf
die Erfindung der analytischen Geometrie verleiht, die Idee némlich,
daB jede Gleichung zwischen den Ordinaten und Abscissen eines
Punktes aufgefait werden konne als die algebraische Darstellung
einer Linie der Ebene. Wir werden bei der Besprechung des Rechnens
mit Strecken auf diese Idee noch ausfiihrlicher zuriickkommen.
Wir werden hiernach das Wesen der analytischen Geometrie
folgendermaBen beschreiben konnen. Nachdem man jedem Punkte

Fig. 6.

der Ebene nach MaBgabe obiger Figuren und in einer in § 1 noch
ndher zu beschreibenden Art eine ihn mit der Abscisse bestimmende
Ordinate zugewiesen hat, ist jede Linie der Ebene durch eine in
algebraischen Zeichen ausdriickbare Gleichung zwischen Abscisse
und Ordinate eines verdinderlichen Punktes der Linie dargestellt,
und es stellt umgekehrt jede solche Gleichung eine Linie der Ebene
dar. Die Untersuchung der Kigenschaften einer Linie oder ihre
Bezichungen zu anderen ebenfalls durch Gleichungen dargestellten
Linien ist nun ‘zuniichst eine algebraische, deren Resultat dann
natiirlich wieder geometrisch interpretiert werden mu8. Die analytisch-
geometrische Behandlung einer geometrischen Aufgabe wird demnach
in drei Teile zerfallen: 1) in die Umsetzung der gegebenen Voraus-
setzungen in Gleichungen zwischen den Abscissen und Ordinaten der
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gegebenen und der gesuchten Punkte, 2)in die Umformung und Com-
bination dieser Gleichungen und 3) in die Untersuchung der geo-
metrischen Bedeutung des Resultates. Die systematische Entwickelung
von Regeln, nach denen hierbei zu verfahren ist, wird einerseits die
Hauptaufgabe der analytischen Geometrie sein und wird anderer-
seits jeden damit Vertrauten in den Stand setzen, geometrische
Aufgaben systematisch zu lésen, deren Bewiltigung den alten
Geometern nicht ohne besondere Kunstgriffe moglich war oder ge-
wesen wire.

Ehe wir uns dieser Hauptaufgabe zuwenden, wird es gut
sein, einige Bemerkungen iiber das algebraische Rechnen mit
Strecken vorauszuschicken. Wenn wir einerseits die Bedingungen
einer geometrischen Aufgabe in Gleichungen umsetzen, die nach den
Regeln der Algebra behandelt werden sollen, und andererseits das
Resultat dieser Rechnung geometrisch interpretieren, so geschieht
dies gewohnlich auf Grund des folgenden Postulates:

Jeder von einem festen Punkte O auslaufenden Strecke OQ einer
nach beiden Seiten sich ins Unendliche erstreckenden Geraden gehort
eine positive oder negative, rationale oder- irrationale Zahl zu, das
Map dieser Strecke in einer Lingeneinheit, und es gehort wumgekehrt
jeder positiven oder negativen, rationalen oder irrationalen Zahl eine
Strecke 0Q der geraden Linie zu.

Nun wird aber dies Postulat einerseits von Anfingern, die die
moderne Theorie der irrationalen Zahlen nicht kennen, nicht voll-
stindig verstanden werden, und es entspricht andererseits nicht dem
jeden GrenzprozeB ausschlieBenden Charakter der elementaren
analytischen Geometrie. In der That waren die Alten, die ja, wie
wir sahen, in der Theorie der Kegelschnitte auch eine Art analytischer
(Geometrie anwandten, weit davon entfernt, sich auf ein solches Po-
stulat zu stiitzen, sie bedienten sich vielmehr ihrer Theorie der Pro-
portionen, die, soweit es sich nicht um rationale Zahlen handelte,
ausschlieBlich von geometrisch definierten GréBen ausging. Wir
wollen deshalb das Rechnen mit Strecken hier unabhingig von
dem Begriffe der Irrationalzahl und dem obigen Postulate auf die
Theorie der geometrischen Proportionen griinden, deren Hauptsitze
wir zuvor in einer Form ableiten wollen, die fiir unsere Zwecke be-
sonders geeignet erscheint. Indem wir uns dabei ausschlieBlich auf
das erste Buch (1—382) des Eukim stiitzen, werden wir noch des
folgenden Postulats bediirfen, das in jenem enthalten ist. Ks ist
das sogenannte Archimedische Postulat und lautet:
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Jede Strecke kann durch hinreichend oftmals, aber doch stets nur
eine endliche Anzahl von Malen wiederholte Vervielfiltigung grofer ge-
macht werden als jede andere Strecke.

Wir leiten zunichst die folgenden Hiilfssitze ab:

1) Sind auf zwei Geraden je vier Punkte A, B, C, D und 4, B,
C, D (Fig. 7) so gewihit, dap AA'|BB|CC’' und AB gleich und
gleick gerichtet mit CD ist, so folgt aus DD'| A4, daf auch A'B
gleich und gleich gerichtet mit C'D' ist, und umgekehrt.

Schneiden nimlich die Parallelen durch B und D zur zweiten
Geraden die Geraden 44’ und CC' in « und 7, so folgt aus den ge-
meinsamen Voraussetzungen des Satzes und seiner Umkehrung, da8
A'B, aB und yD gleich und gleich gerichtet sind, woraus der Satz
und seine Umkehrung sich leicht ergiebt. Der Beweis bleibt auch
giiltig, wenn 4 mit 4" zusammenfillt oder (und zugleich) BB
mit CC.

Fig. 7. Fig. 8.

2) Sind auf zwei Halbstrahlen durch einen Punkt O je zwei Punkte
4, B und A, B' so angenommen, dafp AA' | BB, so ist erstens, (Fig. 8)
je nachdem OA >, = oder < OB, auch 04 >, = oder < OB und
zweitens, je nachdem 04 >, = oder <04, auch OB >, = oder < OB

Das Erste ergiebt sich daraus, daB sich sonst 44" und BB
schneiden miiten. Um das Zweite zu beweisen, tragen wir O4 und
OB als O« und OB auf dem zweiten Halbstrahle auf, dann sind Ae
und Bf als Senkrechte zur Halbirungslinie des Winkels der beiden
Halbstrahlen einander parallel. Je nachdem also J= O4e >, = oder
< 5= 044, ist auch <= OB8 >, = oder < << OBB, d. h. auch
OB >, = oder < OB.

8) Ist unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes OB = n0OA,
wo n eine positive ganze Zahl ist, so ist auch OB = n0A4'.
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Sind namlich 4,, 4,, . ..., 4,, auf dem ersten Halbstrahle so
gewihlt, daB 04, =204, 04, =304, ...., 04, 3=(n—1)04 oder
04, A4, 4,4,, ...., 4,3B gleich und gleich gerichtet sind, und
schneiden die Parallelen durch diese Punkte zu 44 und BB den
zweiten Halbstrahl in 4',, 4, ...., 4’43 80 sind nach 1. auch 04,
44, 4\ 4,,...., 4, 3B gleich und gleich gerichtet, also OB’ = n 04"
Ebenso folgt aus der Umkehrung von 1 der umgekehrte Satz, nimlich:

4) Sind auf zwei Halbstrahklen durch einen Punkt O je zwei Punkte
4, B und 4', B’ so angenommen, daff OB = nOA und OB = n04’, wo
n eine positive ganze Zahl ist, so ist AA'| BB

Hieraus folgt:

5) Sind auf zwei Halbstrahlen durch einen Punkt O je vier Punkte
4, B, C, D und 4, B, C, D' so gewihlt, dafp A4'| BB, OC = m0A,
0D = n0B, 0OC = m0O4 und OD' = nOB ist, wo m und n positive
ganze Zahlen sind, so ist auch CC|DD'.

Daraus ergiebt sich unmittelbar:

6) Sind auf zwei Halbstrahlen durch einen Punkt O je zwei Punkte
4, B und 4, B’ so angenommen, dafi A4’ | BB, so ist, falls m und n
trgend welche positive ganze Zahlen sind,
je nachdem mOA >, = oder < nOB ist,
auch mOA’ >, = oder < nOB.

Nunmehr kénnen wir die besonders
wichtige Umkehrung dieses Satzes be-
weisen.

1. Sind auf zwei Halbstrahlen durch
einen Punkt O je zwei Strecken 04, OB
und OA', OB so aufgetragen, daf je
nachdem mO4 >, = oder < nOB, auch
mO04 >, = oder < nOB’ ist, was auch
m und n fur positive ganze Zahlen sein
mogen, so ist AA'|| BB

Sind 04 und OB kommensurabel,
also mO4 = n0B, folglich auch mO4’
= nOB, 8o ist der Satz nach 6 evident;
denn schneidet die Parallele durch B zu
AA' den zweiten Halbstrahl in C’, so wire
auch mO4’' = n0C’, sodaB B’ mit C’ zusammenfallen muB. Es kommt
daher nur noch der inkommensurable Fall in Betracht, den wir in-
direkt beweisen. Wiirde dann B’ nicht mit ¢’ (Fig. 9) zusammenfallen,
wire vielmehr OB < OC’, so konnen wir 04’ so in n gleiche Teile
teilen, daB jeder Teil = B'C’ ist. Nach dem Archimedischen Postulate
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muB némlich, wie klein auch B'C’ sei, eine positive ganze Zahl n
existieren, fiir welche nB'C’ = 04’; die wirkliche Bestimmung von

0_:" = ON’ geschieht dann in bekannter Weise nach 3. Dann wird

man nach demselben Postulate eine positive ganze Zahl m so finden

konnen, da mON’ =%‘ 04’ = O = OB, hingegen (m — 1)ON' < OB
ist, wobei der Fall der Gleichheit wieder nicht mehr beriicksichtigt zu
werden braucht. Dann ist offenbar 00" = OC’, das ja = OB + B'C
ist; denn wire 00 > OC’, so miiBte (m — 1)ON’ gegen die Voraus-
sétzung > OB sein. Schneidet daher die Parallele durch ¥ zu 4'4
den ersten Halbstrahl in 2, so ist auch 0D = OB. Da aber nach 6

0D = % 04 sein muB, so wire gegen die Voraussetzung m0O4 = n0B,

hingegen m04’ > nOB’, sodaB sich die Annahme OB’ < OC’ als ab-
surd erweist. Analog ist zu verfahren, um dasselbe von der Annahme
OF > 0C' zu beweisen.

Um klar zu erkennen, daB in diesem Beweise nicht ein Grenz-
prozess versteckt sei, wolle man bedenken, daB das Archimedische
Postulat fiir jede Strecke streng giiltig bleibt, deren Endpunkte
nicht zusammenfallen, daB vielmebr die Einfiihrung von Strecken,
fir die dasselbe nicht gilt, d. h. von unendlich kleinen Strecken eines
neuen Postulates bedarf; zur Einfiilhrung solcher Strecken liegt aber
in ‘der elementaren analytischen Geometrie keine Veranlassung vor.

Auf Grund dieser Hilfssiitze konnen wir die folgende Definition
aufstellen:

Die Strecke OA hat zur Strecke OB dasselbe Verhiiltnis wie OA’
zu OB’ oder in Zeichen OA:0B = 04 : 0B, wenn die zweimal zwei
Strecken auf zwei Halbstrahlen durch O aufgetragen bewirken, daf
A4 | BB ist.

Aus 7 ergeben sich nimlich unmittelbar die folgenden Sitze,
welche diese Definition als berechtigt erkennen lassen:

1) Ist 04 = 04" und OB = OB/, so ist 04:0B = 04': 0B.

II) Ist O4:0B = 04:0B und 0A4:0B = 04":0B", so ist
auch 04':0B = 04":0B".

Sie zeigen, daB die Verhiltnisgleichheit unabhingig ist von dem
‘Winkel der beiden Halbstrahlen, auf denen die zweimal zwei Strecken
aufgetragen sind. Zudem geht aus 6 hervor, daB, falls O4 und OB
sich zu einander wie zwei ganze Zahlen verhalten, dasselbe von
04 und OB gilt.

Zugleich konnen wir nun leicht die beiden fiir die Multiplika-
tion von Strecken fundamentalen Sitze beweisen.
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IIT) Ist O4:0B = 04': OB, so ist auch 04:04 = OB: OB.

Aus 04:0B = 04':0B folgt nimlich nach 7, daB auch
p04:pOB = g04': qOB’, was auch p und ¢ fiir positive ganze
. Zahlen sein mogen. Folglich ist nach dem zweiten Teile von 2,
je nachdem p04 >, = oder < ¢ 04, auch pOB >, = oder < qO08,
also nach 7 04:04 = OB:OBR.

Endlich ergiebt sich aus 1:

IV) Ist 04:0B = 04 : OB, so ist auckh (04 + OB): OB
= (04’ + OF): 0B.

Wenn wir nun zum Rechnen mit Strecken ibergehen, so
sehen wir zunichst von der Richtung oder dem Vorzeichen der
Strecken ab oder wir denken uns vielmehr alle Strecken auf einem
Halbstrahle durch einen Punkt O aufgetragen. Dann ist unter der
Addition von Strecken natiirlich das Aneinanderfiigen derselben
zu verstehen oder genauer:

0C = 04 + OB, wenn AC = OB.

Dann folgt das commutative Gesetz der Addition oder.

04 + OB = OB + 04 aus der Umkehrbarkeit der geraden Linie.
Denn ist M die Mitte der Strecke OC (F'ig. 10), sodaB bei einer
0 P ¢

O— O

Fig. 10.

halben Umdrehung der Geraden um M der Punkt O nach C fillt und
zugleich C nach O, so fillt hierbei wegen OB = 4C = C4 auch 4
nach B und B nach 4; es ist folglich auch BC = 40 = 04 oder
OC= OB + 04, q-e-d. Die Richtigkeit des associativen Ge-
setzes des Addition oder: (04 + OB) + 0C =04 + (0B + 0C)
ist ja evident. Aus diesen beiden Gesetzen folgt die Vertauschbar-
keit der Reihenfolge der Addition von beliebig viel Strecken in be-
kannter Weise.

Die Multiplikation von Strecken liBt sich aus der Addition
nicht ohne weiteres herleiten, diese ergiebt vielmehr nur das Produkt

einer Strecke OB mit einer rationalen Zahl % Fassen wir die

letztere aber als die Strecke 04 = % OF auf, wo OF die Langen-

einheit sein moge, so sehen wir, daB sich das Produkt zum Multi-
plikandus OB verhilt wie der Multiplikator O4 zur Lingeneinheit.
Wir werden daher zu der Definition veranlaBt:

OC = 0A-OB, wenn OC:0B = 0A4:O0E.
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Hiernach ergiebt sich folgende Konstruktion der das Produkt
04-0B darstellenden Strecke OC. Werden auf einem zweiten
Halbstrahle durch O (Fig. 11) die Punkte- 4" und £ so angenommen,
daB A4A4'|| EE’, so schneidet die
Parallele durch 4’ zu E'B den
gesuchten Endpunkt C auf dem
ersten Halbstrahle aus. Da nun
nach IIT auch OC: 04=0B:0F
= OB': OF’, oder das commu-
tative Gesetz fiir die Multi-
plikation gilt (OC = 0B-04),
so ist anch 4E’'||CB. Da aber
OF’ in unserer Figur ganz be-
liebig, also auch selbst gleich
der Lingeneinheit genommen
werden kann, so liegt hierin
der wichtige Satz:

V) Ist 0O4:0B = 04': 0B,
so 1t OA-OB = 0A-OB wund
umgekehrt.

Die Umkebrung kann in-
direkt bewiesen werden.

Nunmehr ergiebt sich auch das associative Gesetz der
Multiplikation: (O4-0B)-0C = 04.(0B-0C). Setzen wir namlich
04-OB =04 und 0B-0C= 0C’, sodaB OB:0E= 04':04= 0C':0C,
so folgt aus V, daB 04'-0C = 04-0C, q. e. d. Hiermit ist bewiesen,
daB auch ein Produkt von beliebig viel Faktoren von der Reihen-
folge derselben unabh#ngig ist.

Aus IV ergiebt sich endlich das Addition und Multiplikation
verbindende distributive Gesetz, nimlich:

(04 + OB)-0C = 04-0C + 0B-0C- _
Setzen wir namlich 04-0C = 04’ und OB-0C = OB, sodaB:
OC:0F = 04':04 = OB : 0B, so ist nach IV:
(04 4+ 0B):(04 + OB)= 0B :0B = 0C:0E, w. z. b. w.

Hiermit ist gezeigt, daB das Rechnen mit absoluten Strecken
denselben Gesetzen folgt, wie das mit absoluten oder positiven Zahlen-
groBen. Obwohl hieraus das Rechnen mit negativen und positiven
Strecken genau wie in der Algebra rein formal abgeleitet werden
kann, so wollen wir doch einige Bemerkungen iiber seine geometrische
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Bedeutung machen. Wir denken uns dann die Strecken von einem
Punkte O einer Geraden nach beiden Seiten auf dieser aufgetragen und
nennen eine Strecke OA positiv oder negativ, je nachdem sie dieselbe
oder entgegengesetzte Richtung wie die Einheitsstrecke OF hat. Dann
gilt fir die Addition dieselbe Definition wie oben, und auch die
Beweise fir die Gesetze bleiben dieselben, wenn wir bedenken,
daB fiir je drei Punkte 4, B, C einer Geraden die Gleichung:

AB = AC + CB

gilt, wie aus der nebenstehenden Zustammenstellung der drei Lagen
(Fig. 12) hervorgeht, die C gegen 4 und B haben kann. Wir finden

¢ 4 J;
A A
A B c

Fig. 12.

uns hier veranlaBt auch die Nullstrecke einzufithren, die zusammen-
fallende Endpunkte hat und zu einer anderen Strecke addiert diese
nicht #ndert.

Auch die obige Definition der Multiplikation und die Konstruk-
tion des Produktes zweier Strecken kénnen wir beibehalten, wenn
wir in der Definition der Gleichheit von Verhiltnissen auf S. 9
die Halbstrahlen durch beide Seiten ihrer (Geraden ersetzen. Ks
ist in der That leicht zu sehen, daB hierbei alle unsere Sitze bestehen
bleiben. Wir finden dann aus der Definition, daB das Produkt
zweier Strecken positiv oder negativ ist, je nachdem die beiden
Strecken gleiche oder entgegengesetzte Richtung haben. Wir sehen
endlich, daB das Produkt einer Strecke mit der Nullstrecke wieder die
Nullstrecke ergiebt, und dap umgekehrt ein Produkt nur dann der Null-
strecke gleich ist, wenn ein Faktor eine Nullstreche ist.

Wenn wir auch das Produkt von beliebig viel Strecken wieder
durch eine Strecke dargestellt haben, so deuten doch die Definition
der Produktstrecke und Satz V darauf hin, daB die ein Produkt
von n Faktoren darstellende Strecke stets durch den Faktor OE»-1?
erginzt gedacht werden muB. In der That haben die Summanden
einer aus einer geometrischen Forderung entstandenen Gleichung
zwischen Strecken stets dieselbe Anzahl von Faktoren oder gleiche
Dimension, und der Anfinger wird gut thun bei jedem Ansatze die
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Probe auf das Erfiilltsein dieser Bedingung zu machen und sie auch
im weiteren Verlaufe der Rechnung unter Berticksichtigung der
Dimensionen der einzelnen Rechnungssymbole nicht zu unterlassen.
Denn nur unter dieser Bedingung wird es moglich sein, das Resultat
der Rechnung wieder geometrisch zu interpretieren. Ist umgekehrt
eine Gleichung zwischen der Abscisse 0Q = = und der Ordinate QP =y
eines Punktes P gegeben, deren Koefficienten eine genaue geome-
trische Bedeutung noch nicht gegeben werden kann oder soll, so
wird man dieselbe nur dann als den algebraischen Ausdruck einer
von dem Punkte P zu beschreibenden Linie ansehen kénnen, wenn
man jedem Summanden eine solche Potenz der Lingeneinheit OF
als Faktor hinzugefiigt denkt, daB alle Summanden gleiche Dimension
haben. Gerade diese Idee des DEscarTES! war es, welche die An-
wendung des Rechnens zur Behandlung geometrischer Probleme von
einer Sammlung jedem besonderen Probleme anzupassender Kunst-
griffe zu einer systematischen Wissenschaft, der analytischen Geometrie,
erhoben hat.

1 DescarTEs, Giéométrie 1687.



Erster Abschnitt.
Greometrie der Ebene.
$ 1L

Parallelkoordinaten und Parallelverschiebung des Koordinaten-
systems.

Wir haben es in der Einleitung als den Zweck der analytischen
Geometrie hingestellt, die geometrischen Eigenschaften der rium-
lichen Figuren durch Gleichungen zwischen den Strecken oder Zahlen
darzustellen, welche die Lage der Punkte der Figuren in einem
Koordinatensystem bestimmen. Die einfachste Art, die Lage der

/"'; +)

(——) (+-)

Fig. 18.

Punkte in einer Ebene zu bestimmen, kniipft an die in der Einlei-
tung charakterisierte Methode der Alten an, die ebenen Schnitte eines
Kreiskegels planimetrisch zu definieren. Man wihlt zwei nach beiden
Seiten beliebig weit zu verlingernde Axen OX und OY (Fig. 18),
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deren Abschnitte positiv oder negativ zu rechnen sind, je nachdem
sie in der Richtung von O nach X resp. ¥ oder umgekehrt laufen;
hierbei wird OX gewohnlich die Abscissen- und OY die Ordi-
natenaxe genannt, der Schnittpunkt O der beiden Axen heifit der
Anfangspunkt. Dies vorausgesetzt, versteht man unter der Abscisse
z = 0Q resp. der Ordinate y = OR eines Punktes P den Abschnitt,
welchen die durch den Punkt P gezogene Parallele zur Ordinaten- resp.
Abscissenaze auf der Abscissen- resp. Ordinatenaze macht. Dieser Defi-
nition zufolge besitzt jeder Punkt P der Ebene in Beziehung auf
zwei Axen OX und OY eine Abscisse z und eine Ordinate y mit je
einem bestimmten Vorzeichen, aber auch jedem Paar von mit be-
stimmten Vorzeichen behafteten Strecken oder Zahlen z = 0Q und
y = OR entspricht ein und nur ein Punkt P der Ebene; man findet
ihn entweder dadurch, daB man die gegebenen Strecken z resp. y
als OQ resp. OR auf OX resp. OY ihrem Vorzeichen gemiB auftrigt
und durch @ resp. B die Parallelen zu OY resp. OX zieht, bis sie
sie sich in P schneiden, oder dadurch, daB man auf der Parallelen
durch @ zu OY die Strecke y als QP ihrem Vorzeichen gem#B auf-
tragt. Dieser letzten Konstruktion entsprechend hat man gewohnlich
die Strecke @P im Auge, wenn man von der Ordinate des Punktes
P spricht. Sind z und y als unbenannte Zahlen gegeben, so be-
deuten sie ja, wie schon in der Einleitung hervorgehoben wurde,
rationale oder irrationale Vielfache der Einheitsstrecke e, kdnnen
also von uns immer als Strecken betrachtet werden; ist dann e fiir
eine Aufgabe der Naturwissenschaften oder der Technik etwa = 1
geogr. Meile oder = 1m, so wird man in den zur Veranschaulichung
dienenden Figuren etwa ¢ = 1 mm oder = 1cm setzen.

Offenbar haben alle Punkte der Abscissenaxe die Ordinate Null
und ebenso die Punkte der Ordinatenaxe die Abscisse Null; weif
man umgekehrt von einem Punkte, daB er eine verschwindende Ab-
scisse resp. Ordinate hat, so liegt er auf der Ordinaten- resp.
Abscissenaxe. Die beiden Axen teilen die ganze Ebene in vier
Winkelriume, welche den vier moglichen Vorzeichenkombinationen
der Abscisse und Ordinate jedes Punktes entsprechen, wie das aus
der Figur zu ersehen ist.

Abscisse und Ordinate werden zusammen auch die Koordi-
naten eines Punktes genannt, die beiden Axen die Koordinaten-
axen und die Art der Bestimmung jedes Punktes in Beziehung
auf dieselben das Koordinatensystem. Je nachdem der Winkel
der beiden Koordinatenaxen ein rechter ist oder nicht, wird das
Koordinatensystem in unserem Falle ein System von rechtwink-
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ligen oder schiefwinkligen Parallelkoordinaten genannt. Wenn
nichts anderes festgesetzt ist, versteht man besonders in den Anwen-
dungen unter Abscisse und Ordinate gewohnlich rechtwinklige Pa-
rallelkoordinaten.

Fiir sehr viele Aufgaben ist es niitzlich, die Verinderung der
Koordinaten kennen zu lernen, wenn die Axen parallel mit sich
selbst nach einem neuen Anfangspunkte verschoben werden. Um
diese Untersuchung so einzurichten, daB das Resultat nicht von der
besonderen gerade gewihlten Figur abhéngig zu sein scheine, schicken
wir die folgenden Bemerkungen voraus. Betrachten wir Strecken

einer und derselben oder
paralleler Geraden als mit
demselben oder mit ent-
gegengesetztemVorzeichen

vad versehen, je nachdem die
/ Richtungen von ihrem An-
."?'A,X' fangspunkte nach ihrem
/ Endpunkte iibereinstim-

/ men oder nicht, so gilt
/ offenbar fiir je drei
/ Punkte 4, B,C einer Ge-
p’ X raden die Beziehung:
Fig. 14. (1) 4B = AC + CB,

wie aus den drei moglichen Lagen des Punktes C gegen die beiden
Punkte 4 und B leicht zu sehen ist (s. Fig. 12 auf S. 12). Wird
ferner eine Strecke auf eine ihr parallele Gerade in irgend einer
Richtung projiciert, so ist die Projektion der Strecke selbst auch
dem Vorzeichen nach gleich.

Besitzt nunmehr der Anfangspunkt O’ eines Koordinatensystems,
dessen Axen O'X’ und O'Y’ mit den Axen OX und OY resp. gleich-
gerichtet sind, in dem alten Systeme die Koordinaten a = 04 und
b = OB (s. Fig. 14), so ist offenbar:

z2=0Q =04+ 4Q =a+ 0Q =a + 7,
y=OR=0B+ BR=b0+O0OR =b+y.

Wir erhalten daher den Satz:

1. Ein Punkt P, dessen Koordinaten in Bezichung auf die Azen
OX und OY z und y sind, besitzt in Beziehung auf die Azen O'X
und O'Y', die mit OX resp.'OY gleich gerichtet sind, und deren An-
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fangspunkt O in dem alten Systeme die Koordinaten a und b hat, die
Koordinaten &’ =z — a und y' =y — b.

Aufgabe. Man konstruiere die Punkte mit den Koordinaten:
z=25cm, y = 8,1 cm;
(2cm, —1,6 cm); (— V2cm,
2,75 cm), (—3 cm, —2 cm).

§ 20
Polarkoordinaten und
Drehung der Koordinaten-
axen.

Fir viele Unter-
suchungen ist ein anderes
Koordinatensystem  von
groBem Nutzen in Be-
ziehung auf einen Punkt O,
welcher der Pol genannt
wird, und einen ihn ent- . . )
haltenden Halbstrahl OX, Benutzung von Koordinaten- od. Millimeterpapier.
welcher die Polaraxe heiit. In diesem Systeme (Fig. 15) ist jeder
Punkt P bestimmt durch seine Entfernung r» = OP vom Pole, den
sogenannten Radiusvektor, und den Winkel ¢ = 3= XOP, die
Amplitude, welche
der Radiusvektor mit
der Polaraxe bildet.
Unter der Amplitude
ist des Niheren der-
jenige Winkel zu ver- -
stehen, 1welchen die
Polaraze OX in
einem als positiv fest-
gesetzten  Drehungs-
sinne heschreiben muf,
damit sie mit dem
Radiusvektor zusam-
menfalle. Dieser P
Drehungssinn ist ge-
wohnlich demjenigen
des Zeigers einer auf der Ebene liegenden Uhr entgegengesetzt. Die
Amplitade kann also alle Werte von 0° bis 360° annehmen, ist sie negativ,

ScHUR, Analytische Geometrie. 2
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8o ist sie entweder in negativem Sinne zu beschreiben oder als 360°+ ¢
in Rechnung zu stellen. Der Radiusvektor r wird immer als positiv
angesehen; sollte er sich indessen aus einer (leichung als negativ
ergeben, so werden wir dies im Einklange mit unseren Festsetzungen
iiber das Vorzeichen von Strecken offenbar so zu deuten haben, daB
der zugehorige Punkt dem entgegengesetzten Halbstrahle angehort
oder eine Amplitude besitzt, die um 180° gréBer ist als diejenige,
zu welcher der durch die Gleichung zu bestimmende Radiusvektor
gehoren -sollte. (Vgl. Satz 2.) Nach diesen Festsetzungen ist klar,
daB einerseits jedem Punkte der Ebene eindeutig ein Radiusvektor
und eine Amplitude zukommt, da wir diejenigen Amplituden, welche
sich nur durch Vielfache von 360° unterscheiden, als nicht von-
einander verschieden ansehen konnen; andererseits wird auch jeder
Radiusvektor mit einer zugehorigen Amplitude einen und nur einen
Punkt der Ebene bestimmen. Radiusvektor und Amplitude zu-
sammen werden Polarkoordinaten genannt.

w!’
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Fig. 16.

Mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen der Amplitude ist
es leicht die Beziehung zu finden zwischen den Polarkoordinaten
r, @ jedes Punktes P und den rechtwinkeligen Parallelkoordinaten
z, y desselben Punktes in Bezug auf die Polaraxe als positive
Abscissenaxe und denjenigen Halbstrahl OY als positive Ordinaten-
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axe, dessen Amplitude = 90° ist. Liegt dann P im ersten Qua-
dranten, wo z und y positiv sind, so folgt aus der urspriinglichen
Definition von Sinus und Cosinus am rechtwinkeligen Dreiecke 0QP
unmittelbar, daB:

(1) z=rcos, y=rsine.

Man hat deshalb folgende allgemeinere Definition der trigono-
metrischen Funktionen aufgestellt (Fig. 16):

Der cos resp. sin eines Winkels @ ist die Abscisse resp. Ordinate
eines Punktes mit dem Radiusvektor 1 und der Amplitude ¢ in Be-
ziehung auf die Polaraxre als Abscissenoxe und den Halbstrahl mit
der Amplitude 90° als Ordinatenaze.

Dieser Definition zufolge gelten die Formeln (1) fiir jeden Punkt
des Kreises mit der Einheitsstrecke als Radius und folglich auch
fir jeden Punkt der Ebene (Def. des Produktes auf S.10). Aus
der Definition ergeben sich aber auch leicht die folgenden Eigen-
schaften von cosg und sing bei jedem Werte von ¢:

(2) cos0=cos360°=1, cos 90°=0, cos 180°= — 1, cos 270°=0;

(8) sin0 = 8in 360° = 0, sin 90° =1, s8in 180° = 0, 8in 270°= —1;

(4) cos(— @) = cos @, sin(— ¢) = — sin @;
(6) cos(360° 4 @) = cos ¢p, cos(180° + @) = — cos ¢p.
(6) sin(360° 4+ @) = sin ¢, sin(180° 4 @) = — sin ¢p.

Weitere Eigenschaften erhalten wir durch Untersuchung des
Zusammenhanges zwischen
den rechtwinkeligen Par-
allelkoordinaten z, y eines
Punktes P und den schief-
oder rechtwinkeligen Par-
allelkoordinaten 2’, ¥ des-
selben Punktes in Be-
ziehung auf die Axen O0X’
und OY' mit den Ampli-
tuden « und 8. Hierzu
beweisen wir zuerst zwei ¢ ¢
Hilfssiitze: Fig. 17.

1. Hilfssatz (Fig. 17): Ist auf einer Geraden g eine Richtung als
positiv festgesetzt, und besitzt der Radiusvektor gleicher Richtung durch
den Pol O die Amplitude y, so ist die rechtwinkelige Projektion QQ,
trgend einer Strecke PP, von g auf die Abscissenaxe auch dem Vor—
zeichen nach durch PP, cosy dargestellt.

Der Satz ergiebt sich unmittelbar aus der ersten der Formeln (1),

2*

N

>X
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wenn wir, je nachdem PP, oder P, P positiv ist, P oder P, zum Pole
eines Polarkoordinatensystems machen, dessen Polaraxe mit OX gleich-
gerichtet ist, weil die rechtwinkeligen Projektionen einer Strecke auf
gleichgerichtete Geraden auch dem Vorzeichen nach gleich sind.

2. Hilfssatz: Werden die Seiten eines geschlossenen Polygons einer
bestimmten Umlaufungsrichtung desselben entsprechend auf irgend eine Azxe
projiziert, so ist die algebraische Summe dieser Projektionen gleich Null.

Sind namlich 4, B, C, ... M, N die Projektionen der Ecken ent-
sprechend ihrer Reihenfolge, so ist nach Formel (1) des vorigen
Paragraphen:

AB+BC+CD 4+ ... +MN+ NAd=AC+CD +...4+ MN + NA
=AD 4+ ...+ MN {4+ Nd=...= AN 4+ N4 = 0.
Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir das Dreieck OPQ

Y ’

Fig. 18.

(Fig. 18), dessen Seiten der Reihe nach r, —y und — 2’ sind.
Es ist daher nach den beiden Hilfssiitzen:

(M rcosp =y cosf + z'cose.
Setzen wir nun g = « + 90°, sodaB auch z', y' rechtwinkelige Ko-

ordinaten sind, und bedenken, daB P in Beziehung auf OX’ als
Polaraxe die Amplitude ¢’ = ¢ — « hat, so folgt:

(8) cos (¢ + &) = sin ¢’ cos (« + 90°) + cos ¢’ cos e.
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Setzt man hlenn o« = 90°, 80 erglebt sich die bekannte Relation:

9 cos (@ + 90% = — sin g,

woraus durch nochmalige Anwendung folgt:

(10) 4 sin (g + 90% = cos ¢.

Hiernach liefert uns Gleichung (8) das bekannte Additionstheorem:
(11) o8 (@ + @) = cos e cos ¢ — sin & sin ¢;

setzt man hierin « 4 90° fir «, so folgt ebenso:

(12) 8in (¢ + @) = sin @ cos ¢ + cos ez sin ¢p.

Fir « = — ¢ ergiebt sich endlich aus (11) die Relation:

(13) cos? + sin®p =1,

sodaB wir wegen der Gleichungen (1) einen neuen Beweis des pytha-
goriischen Lehrsatzes erhalten haben und die Beziehung zwischen
rechtwinkeligen und Polarkoordinaten in folgendem Satze aussprechen
konnen:

2. Hat ein Punkt P in Bezug auf O uals Pol und OX als Polar-
aze die Polarkoordinaten r, ¢ und in Bezug auf die Abscissenaze OX und
die Ordinatenaxe OY mit der Amplztude 90° die Parallelkoordinaten
z, y, 80 ist z=rcosq, y=rsing und r® = z? + y2

Wenden wir nunmehr unsere beiden Hilfssitze wieder auf das
Dreieck OP@’, aber auf OY als Projektionsaxe an, in Bezug auf
welche sich ja die Amplituden um 90° vermindern, so folgt der
Formel (7) entsprechend die Gleichung: .
(14) rsing = y'sin § + 2'sin .

Hiernach erhalten wir den folgenden Satz:

8. Hat ein Punkt P in Bezug auf die Abscissenaxe OX und dic
Ordinatenaxe OY mit der Amplitude 90° fur OX als Polaraxe die Ko-
ordinaten z, y und in Bezug auf die Azen OX' und OY' mit den
Amplituden ¢ und 3 die Koordinaten z', y', so ist:

z=zcose+y cosp, y=2'sine + y sinf.

Setzen wir f = 90° + «, so erhalten wir als Korollar:

3%, Hat ein Punkt P in Bezug auf die Abscissenaze OX und die
Ordinatenaze OY mit der Amplitude 90° fur OX als Polaraze die Ko-
ordinaten z, y und in Bezug auf die um die Amplitude o gedrehfen
Azen die Koordinaten ', y/, so ist:

r=zcose —ysine y=2zsine+ ycose.

Wir werden diese Formeln die Formeln der Drehung
eines rechtwinkeligen Koordinatensystems nennen. Hierbei
ist also in beiden Koordinatensystemen die Abscissenaxe in dem-
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selben Sinne um 90° zu drehen, damit sie mit der Ordinatenaxe
zusammenfalle, sodaB, falls OX' = OX und OY" = 0%, das Dreieck X0Y
mit dem Dreieck X’OY" durch Drehung um O innerhalb der Ebene
zur Deckung gebracht werden kann.

Durch Verbindung der Sitze 1 und 3® erhalten wir endlich
den folgenden:

4. Hat ein Punkt P in Bezug auf die Abscissenare OX und die
Ordinatenaxe OY mit der Amplitude 90° fur OX als Polaraxe die Ko-
ordinaten x, y und in Bezug auf die um die Amplitude o gedrehten
Azen 0'X’, O'Y’, deren Anfangspunkt im ersten Systeme die Koordi-
naten.a, b hat, die Koordinaten ', y', so ist:

z=a+ 2 cose — ¥ sin g, y—6+zsmu+ycosa

Hat nimlich der Punkt P in Beziehung auf zwei den Axen 0&
OY gleichgerichtete Axen O'X und O'Y) die Koordinaten y und y, so
ist nach Satz 1: z=a + ¢ und y=>5+1Y und nach 32:

r=2cosee —y'sine, Y —xsma+ycosa

Zum Schlusse mag hier noch eine Bemerkung Platz grelfen
iber die Berechnung der Amplitude eines Punktes aus seinen
rechtwinkeligen Koordinaten, denn die Konstruktion derselben ergiebt
sich ja aus der Definition. Wir finden aus den Formeln (1):
(15) y:z=singp:cosp =tgp = 1:cotep,

"wo die Funktionen tg ¢ und cot ¢ ihrer Definition gemaB durch
folgende Relationen verbunden sind:

(16) tg(— @) = — tgp, cot(— ¢) = — cot p;

(17 tg (180° + ¢) = tg @, cot (180° 4 @) = cot ¢p;

(18) tg(90°+ ¢) = — cotp, cot(90° + ¢) = — tg @;
. — Batigy

(19) tg(e + (P) = qatg(p

Soll nun ¢ aus der Gleichung (15) gefunden werden, so finden
wir zuerst durch den bekannten Wert y:z von tg¢p aus den Ta-
bellen den positiven spitzen Winkel ¢,, welcher der Gleichung:
Y,:%, = tg ¢, geniigt, wenn y, und z, die absoluten Werte von y
und z sind. Je nachdem nun fir x und y selbst die vier Vor-
zeichenkombinationen (+, +), (—, +), (—. =), (4+, =) gelten,
erhalten wir ¢ = ¢,, 180°— ¢, 180°+ ¢,, 360°— ¢p,. Ist der
Radiusvektor als unbenannte Zahl gegeben, so gilt fiir ihn dasselbe
wie fiir die Parallelkoordinaten auf S. 15.

1. Aufgabe. Man konstruiere und berechne die rechtwinkeligen
Koordinaten der Punkte, deren Polarkoordinaten (3,2109), (2,3159%.
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2. Aufgabe. Man konstruiere und berechne die Polarkoordi-
naten der Punkte, deren rechtwinkelige Koordinaten (0,5), (3, —3),
(=1 — Vg)

3. Aufgabe. Man berechne die rechtwinkeligen Koordinaten
derselben Punkte in einem Systeme, dessen Anfangspunkt O im
alten die Koordinaten (—3, 4) hat, und das um die Amplitude von O’
gegen das alte System gedreht ist.

§ 3.

Die Gleichung der geraden Linie.

| Kann ein Punkt eine ganz beliebige Lage in der Ebene ein-
nehmen, so konnen offenbar sowohl seine Abscisse (Amplitude) als
seine Ordinate (Radiusvektor) ganz willkiirlich gewihlt werden. Ist
hingegen der Punkt gezwungen, auf einer gewissen Linie zu liegen,
8o werden zu jeder Abscisse (Amplitude) entweder gar keine oder i. A.
nur eine bestimmte Anzahl von Ordinaten (Radienvektoren) gehoren,
die mit der Abscisse (Amplitude) Punkte der Linie bestimmen. Die
Formel nun oder die Formeln, die zu jeder Abscisse (Amplitude) die
etwa zugehorigen Ordinaten (Radienvektoren) von Punkten einer Linie
zu finden erlauben, werden die Gleichung oder die Gleichungen der Linie
genannt. Obgleich im allgemeinen eine solche Gleichung zur Be-
schreibung einer Linie ausreichen wird, so kann es doch unter Um-
stinden bequemer sein, mehrere (leichungen hierzu zu benutzen;
diese werden dann auBer den Koordinaten noch unbestimmte GréBen
oder Parameter enthalten, durch deren Elimination die Gleichung
der Linie entsteht. Ks wird hiernach unsere Aufgabe sein, die
Gleichungen der einfachsten Linien aufzustellen, umgekehrt aber
auch die Linien zu konstruieren, die durch Gleichungen besonders
einfacher Art dargestellt sind, damit einerseits jede auf Bestimmung
einer Linie durch andere Linien beziigliche geometrische Aufgabe in
analytische Form gesetzt, andererseits aber auch das Resultat der
analytischen Umformungen nach bestimmten Vorschriften geometrisch
interpretiert werden konne.

Wir fangen an mit der Betrachtung der geraden Linie und
werden dabei zunichst immer ein rechtwinkeliges Koordinatensystem
zu Grunde legen. Fillt die Gerade mit der Abscissenaxe zusammen,
so ist offenbar fiir jeden Punkt derselben die Ordinate:

(1) y=0,
wihrend die Abscisse alle moglichen Werte annehmen kann; wir
werden daher Formel (1) als die Gleichung der Abscissenaxe be-
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trachten konnen, weil umgekehrt jeder Punkt mit verschwindender
Ordinate in der Abscissenaxe liegt. Geht daher eine Gerade (Fig. 19)
durch den Punkt Z mit den Koordinaten I, m, und besitzt die eine
(positive) Seite LX' der Geraden die Amplitude y, so ist ihre Glei-
chung in Bezug auf die Axen LX' und LY, die gegen OX resp.
0Y um die Amplitude y gedreht sind, ¥’ = o, also sind nach Satz

zrl
Y
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Fig. 19.

4 die Koordinaten z, y jedes Punktes P der Geraden in dem ur-
spriinglichen Systeme enthalten in der Form:

(2) z=104+2 cos y, y=m+ 2’ sin y,

wo z' = LP positiv oder negativ zu rechnen ist, je nachdem P auf
der positiven oder negativen Seite der Geraden liegt. Durch Elimi-
nation von z ergiebt sich hieraus:

(8) (z—10)siny =(y —m)cos y

als Gleichung der Geraden. Es ist namlich auch umgekehrt leicht
zu sehen, daB jeder Punkt P, dessen Koordinaten z, y dieser Glei-
chung gentigen, in der oben beschriebenen Geraden liegt. Denn

driicken wir in Gleichung (3) z und y nach Satz 4 durch 2’ und y’
aus, so folgt:

(4) z'cosysiny — y’'sin 2y = 2"siny cos y + ¥ cos 2y



Gleichung der geraden Linie. 25

oder ¥’ = 0. Es ist deshalb auch jeder Punkt P, dessen Koordinaten
z, y durch die Formeln (2) geliefert werden, ein Punkt der Geraden
LX’, da dann z und y der Gleichung (3) gentigen.

Wir konnen hiernach den folgenden Satz aussprechen:

5. Die Koordinaten z, y aller Punkte P einer Geraden durch den
Punkt L (I, m), deren positive Seite die Amplitude y hat, sind ent-
halten in der Form:

@) z=104+ucosy, y=m-+ usiny,

wo u = LP positiv oder negativ zu rechnen ist, je nachdem P auf der
positiven oder negativen Seite der Geraden liegt, und es liefern umge-
kehrt alle Koordinaten z, y dieser Form Punkte der beschriebenen Ge-
raden. Die Gleichung dieser Geraden ist:

®) (z — Dsiny = (y — m) cos,

und es liegen umgekehrt alle Punkte, deren Koordinaten z, y dieser
Gleichung geniigen, auf der beschricbenen Geraden, oder die Gleichung
stellt die Gerade dar.

Fig. 20.

Eine andere bemerkenswerte Form der Gleichung der Geraden
erhalten wir, wenn wir die Verlingerung des Lotes 0L = d (Fig. 20)
vom Anfangspunkte auf die Gerade, das die Amplitude § haben mag,
zur neuen Ordinatenaxe LY und demgem#B diejenige Seite der Gera-
den, welche die Amplitude y = 6 — 90° hat, zur Abscissenaxe LX’
machen (in der Figur ist y 4 90°=360°+ ). Da nunmehr /=d cos J
und m = dsind ist, so erhalten wir als Gleichung der Geraden:
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4) (z — dcos d)sin (§ — 90°) = (y — dsin J) cos(d — 90°)

oder:

(5) zco8d + ysind = 4,

welche die Hessesche Normalform der Gleichung der Geraden
genannt wird. Wir wollen diese Form wegen ihrer Wichtigkeit in
einem besonderen Satze hervorheben:

6. Die Gleichung der Geraden, fiur welche das Lot OL vom
Anfangspunkte auf sie die (positive) Linge d und die Amplitude 0
hat, ist: :

(5) zcosd + ysind = d,

und es stellt umgekehrt jede Gleichung dieser Form die Gerade dar,
welche im Punkte L mit dem Radiusvektor d und der Amplitude 0 auf
OL senkrecht steht.

Die Hessesche Normalform der Gleichung einer Geraden ist
erstens deshalb von Wichtigkeit, weil man jede lineare Gleichung:

durch Multiplikation mit einem Fa.ktor% auf diese Form bringen und
dadurch unmittelbar beweisen kann, daB Gleichung (6) eine gerade

Linie darstellt. Setzen wir nidmlich:

7) %:oosﬁ,%=sin5,—g—=d,

8o wird stets eine und nur eine die ersten beiden Gleichungen be-
friedigende Amplitude & gefunden werden konnen, wenn:

11_:+£'_,=cos’5+sin’6=l

ist; denn dann ist 0 die Amplitude des Punktes mit den Koordinaten
%, % (vergl. Satz 2). Das hiernach noch unbestimmte Vorzeichen
von D = + Y4% 4+ B? wird dann dadurch bestimmt, daB d = %

positiv sein muB; denn wenn C und infolge dessen auch d = 0 ist,
kommt dessen Vorzeichen nicht in Betracht. In der That wiirde
durch die Gleichung:

(8) . zcosd +ysind =0

nach unserem Satze eine Gerade durch den Anfangspunkt darge-
stellt sein, welche auf dem Radiusvektor mit der Amplitude J, also
auch auf dem mit der Amplitude 180° + J senkrecht steht; die Rich-
tung von OL ist also nicht mehr eindeutig bestimmt. Setzt man
wieder 0 = 90° + y, also cos d = — siny, sind = cosy, sodaB y bis
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auf Vielfache von 180° durch tgy = — —%bestimmt ist, so geht Glei-
chung (8) in: ‘
9 —zsiny + ycosy =0

iiber, von der evident ist, daB sie durch die Koordinaten jedes Punktes
mit den Amplituden y und 180° 4 y erfilllt ist. Wir wollen hier
zunichst den Satz anmerken:

1. Durch die Gleichung:

(6) Az + By = C
ist, sobald A und B nicht gleichzeitiy verschwinden, stets eine gerade
Linie dargestellt; dieselbe steht in dem Punkte L mit dem Radiusvektor

d= —% und der durch cos 0 = % und sind = % bestimmten Ampli-

tude 0 auf dem Halbstrahle mit der Amplitude & senkrecht, wo
D = 4 V4® + B3 je nachdem C positiv oder negativ ist. Die beiden
Seiten der Geraden haben die durch tgy = — % bestimmten Ampli-
tuden y und 180° + y.

Ist C von Null verschieden, so hat offenbar der vom Anfangs-
AC BC
A? + BY A + BV’

punkte verschiedene Punkt L die Koordinaten

wonach er leicht

direkt konstruiert Y

werden kann. In

diesem Falle (Fig. .

21) kann man die \

Gerade allerdings

noch  einfacher

konstruieren mit

Hilfe der Ab-

schnitte « und 5,

welche sie auf der

Abscissen- resp. 0
Ordinatenaxe

macht. Fir die

Endpunkte dieser

Abschnitte ist

offenbar y resp.

z=0; da diese

Endpunkte demnach die Koordinaten a, O resp. 0, 4 haben und

auf der Geraden liegen miissen, so folgt aus deren (leichung (6):

<

Fig. 21.



(10) a= 7 ’ = i -
Driicken wir hiernach in Gleichung (6) 4 und B durch a und 5 aus
und dividieren durch C, so nimmt diese die einfache Form an:
z vy _

(11) L S 1,
welche fiir viele Untersuchungen niitzlich ist Wir wollen daher
den Satz hervorheben:

8. Durch die Gleickung:
(6) Az + By=C
ist eine Gerade dargestellt, welche auf den Koordinatemaxen die Ab-

schnitte a=TCnnd b=§—macht, und jede solche Gerade hat dic
Gleichung :
(11) %+%=1.

Unter Benutzung der in den Satzen 7 und 8 erklirten Bezeich-
nungen kann man der Gleichung (6), nachdem man beiderseits
durch B dividiert hat, auch die Form:

(12) y=zgy+b

Fig. 22.

geben, die sich besonders in #lteren Werken findet; hierbei wird
tgy als Richtungskoefficient der Geraden bezeichnet. Diese
Form flieBt offenbar auch aus Gleichung (8), wenn wir =0 und
m = b setzen.



Gleichung der geraden Linse. 29

Die Hessesche Normalform der Gleichung der Geraden ist
zweitens (Fig. 22) auch deshalb von Wichtigkeit, weil sie unmittelbar
den senkrechten Abstand irgend eines Punktes (z, y) von der Geraden
kennen lehrt. Transformieren wir nimlich wieder auf die oben be-
trachteten Axen ZX' und LY, setzen also:
(13) {x= ! +2'cosy —y'siny =dcosd + z'sind + y’ cos 9,

y=m+2'siny + y' cos y = dsind — 2" cos § + y'sin g,
so bedeutet doch 3’ den Abstand des Punktes (z, y) von der Axe
LX' oder unserer Geraden, und zwar wird y' = @ P positiv oder ne-
gativ sein, je nachdem QP mit OL gleichgerichtet ist oder nicht,
je nachdem also P und O auf verschiedenen Seiten der Geraden
liegen oder nicht. Multiplizieren wir nun die erste der beidep Glei-
chungen! (13) mit cosd, die zweite mit sind und addieren sie, so
folgt:
(14) Yy =zcosd + ysind — d.

Wir erhalten daher das Resultat:

9. Ist die Gleichung einer Geraden auf die Hessesche Normalform:
(15) zcosd + ysind —d =20
gebracht, so bedeutet ihre linke Seite fur belicbige Werte von x und y den
positiven oder negativen senkrechten Abstand des Punktes (z, y) von der
Geraden, je nachdem dieser mit dem Anfangspunkte O auf verschie-
denen Seiten der Geraden liegt oder nicht.

Ist d =0, geht also die Gerade durch den Anfangspunkt, so
folgt jedenfalls, daB:
(16) ¥y ==zco8d + ysind
auf verschiedenen Seiten der Geraden verschiedenes Vorzeichen hat,
wonach fiir besondere Werte von z und y leicht die betreffende
Regel gefunden werden kann.

Wir schlieBen hieran noch einige kurze Bemerkungen iiber die
Gleichung der Geraden in schiefwinkeligen Parallelkoordi-
naten und in Polarkoordinaten. Wollen wir die Gleichung:

(12) y==ztgy + b
der Geraden in Beziehung auf die rechtwinkeligen Axen OX und OY
in eine solche in Beziehung auf die Axen OX und OY verwandeln,
wo 0Y die Amplitude g fir OX als Polaraxe hat, so haben wir
nach Satz 3 zu setzen:

1 Obwohl es sich eigentlich um die Multiplikation resp. Addition beider »

Seiten einer Gleichung handelt, werden wir uns doch hiufig der Kiirze wegen
der obigen nicht ganz genauen Ausdrucksweise bedienen.
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(17, z=7t+yecos3, y=ysmg.
wodureh Gleichung (12) pach Multiplikation mit cosy Gbergeht in:

(18) ¥ysn(@—y)=7rsiny + beosy
oder

19) y= g4 b,

wo offenbar:

@20 b=5 dTﬂ‘;[,).

den Abschnitt bedeutet, den die Gerade auf der Axe OF macht.
Es kann umgekehrt jede lineare Gleichung:

1) A7+ By =C

leicht auf diese Form gebracht werden. Durch Koeffizientenver-
gleichung ergiebt sich namlich:

i A C
e2) &y L,
—-7) B B
also: r
_ A'sin3 _ C'sing
(23) B = Temg- B °= " Tomg-F

Hiermit ist gezeigt, daB durch Gleichung (21) stets eine Gerade
dargestellt ist, und wie dieselbe in jedem Falle zu konstruieren ist.
Ist ¢’ von Null verschieden, so geschieht dies matirlich am ein-

’

fachsten mit Hilfe der Abschnitte o'= < wnd & = &, welche die
Gerade auf den Axen OX und OY macht, wo dann die Gleichung

der Geraden auch in schiefwinkeligen Koordinaten die einfache
Form:

z
(24) z+¥=1
annimmt. Wenn fiberhaupt schiefwinkelige Koordinaten angewendet
werden, wird es sich meist um diese Form der Gleichung der Ge-
raden handeln.

Soll die Gleichung der Geraden in Polarkoordinaten gefunden
werden, so gehen wir am besten aus von ihrer Gleichung (5) in der
Hesseschen Normalform; durch die Substitution z=r cos ¢, y=rsing
geht diese Gleichung offenbar iiber in:

d
(25) r= m'

Liegt eine Gleichung in Polarkoordinaten nicht in dieser ein-
fachen Form vor, so wird die Entscheidung dariiber, ob iiberbaupt
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und welche Gerade durch die Gleichung dargestellt ist, am besten
dadurch geschehen, daB man statt der Polarkoordinaten recht-
winkelige Koordinaten einfiihrt.

1. Aufgabe. Man bestimme die Gleichung der Geraden, welche
unter 45° gegen die Abscissenaxe geneigt ist und den Punkt (— 3, 4)
enthilt,

2. Aufgabe. Man bestimme die Gleichung der Geraden, welche
im Punkte (4, — 3) auf dem Radiusvektor dieses Punktes senkrecht
steht. (zdcosd + ydsind = d?, dcosd = 4, dsind = 3.)

3. Aufgabe. Man bestimme die verschiedenen Gleichungs-
formen der geraden Linien: 8z + 4y = 6; 12z — 5y = — 26 und
die Entfernungen derselben vom Punkte (— 7, 1).

4. Aufgabe. Man bestimme den Ort! der Punkte, fiir welche
die Lote auf zwei feste Geraden Abschnitte von konstanter Summe
machen.

Man mache die eine Gerade zur Abscissenaxe, nehme die andere
als einen Halbstrahl mit der Amplitude ¢« an und bestimme den
auf ihr gemachten Abschnitt durch Drehung der Axen um die Ampli-
tude «; ist dann a die konstante Summe, so findet man als Gleichung
%=W£J§; [1+cosa=2cos’%],
geometrische Interpretation dieser Gleichung.

5. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Punkte, fiir welche
die Summe der Lote auf zwei feste Geraden konstant ist.

6. Aufgabe. Man bestimme die Entfernung des Punktes (1, 13)
von der Geraden: 392’ + 16y’ = 39 in einem schiefwinkeligen Systeme,

dessen Axen den durch tgg =%

einander bilden. (Benutzung der Formeln (17) bis (283)).

7. Aufgabe. Von einem Dreiecke, dessen Winkel gegeben
sind, ist die eine Ecke fixiert, wihrend eine andere Ecke sich lings
einer festen Geraden bewegt; man soll den Ort der dritten Ecke
finden.

des Ortes: zcos % + ysin

bestimmten spitzen Winkel mit-

! Soll in der analytischen Geometrie der geometrische Ort eines
Punktes gefunden werden, so denke man sich seine Koordinaten zuniichst als
bekannt; driickt man dann die geometrische Bedingung, welcher der Punkt
geniigen soll, analytisch aus, so ergiebt sich entweder direkt oder nach Elimi-
nation von HilfsgréBen, die je nach der Natur der Bedingung einzufiihren sind,
eine Gleichung zwischen den Koordinaten des Ortspunktes oder die Gleichung
des gesuchten Ortes.
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Man mache die feste Ecke zum Pole des Koordinatensystems
und denke sich die Gleichung der festen Geraden in der Form (25)
gegeben; dann ergiebt sich durch Benutzung des Sinussatzes [Glei-
chung (14) in § 2 auf 8. 21 fiir p = 0] auch die Gleichung des Ortes
in dieser Form.

8 4.
Die Entfernung zweier Punkte, drei Punkte in einer Geraden, der
' Flacheninhalt des Dreiecks.

Haben wir uns bisher einerseits mit der analytischen Be-
stimmung der Lage eines Punktes andererseits mit derjenigen

Y

Fig. 28.

einer geraden Linie beschiftigt, so wenden wir uns jetzt zur Be-
handlung der Fundamentalaufgaben, die sich an zwei Punkte
kniipfen. Haben wir die beiden Punkte P, und P, (Fig. 23) mit
den rechtwinkeligen Koordinaten z,,y, und z,, y,, und hat die positive
Strecke u = 1?1;; die Amplitude y, so ist nach Satz 5, Formel (2)
des vorigen Paragraphen:

1 r, =z +ucosy, y,=y + usiny.

Hieraus ergiebt sich einerseits die Entfernung u» der beiden
Punkte

2 U= V(’"z —5)* + @ — 0

andererseits der Richtungskoefficient tgy der Geraden P P,:

3 t Y% _Y%—"Y
) g7 Ty — X, xl—"’z’
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weil ja y durch diese Formel nur bis auf Vielfache von 180° be-
stimmt ist. Wir erhalten daher zuerst den Satz:

10. Haben die Punkte P, and P, die Koordinaten z,, y, und
Z,, Yy SO ist:

) P =V@E — o) + @ —nh
und die Amplitude y der Richtung EF, ist bestimmt durch:
e84 Z, — 2 = PP, 0087, Y3 — ¥, = P,Psiny.

Ist nun der Punkt P mit den Koordinaten z, y irgend ein
dritter Punkt der Geraden P, P,, so haben wir offenbar die analogen
Formeln:

4) x—2z = PPCOSy, y—y = PPsiny,

) z, —xz = PP, €08y, ¥y, — Yy = PP,siny,

wo die Strecken PP und Pp, als positiv oder negativ anzusehen
sind, je nachdem ihre Richtung mit derjenigen von p P, iiberein-
stimmt oder nicht. Setzen wir daher:

PP _,
so folgt:
(7 r—r =iz, —2), y—y =24y, —¥)

wo es nun bei der Definition von 4 gleichgiltig ist, welche Richtung
der Geraden als positiv festgesetzt ist, da bei Vertauschung dieser
Richtung mit der entgegengesetzten Zihler und Nenner von 4 ihr
Vorzeichen dndern. Aus (7) folgt offenbar:

_ %+ Ay __!/1_"'_&?/1_

®) r=yxr ) Y=

Wir wollen dies Resultat in dem folgenden Satze hervorheben :

11. Teilt ein Punkt P der Geraden durch die Punkte P, (z,, y,)
und P, (z,, y,) die Strecke PP, in dem Verhiiltnisse A = P,P: PP,, s0
hat P die Koordinaten:

T, + Ax. Y Y

(m PR v

Hier kann 4 alle moglichen Zahlenwerte von — oo bis + oo
annehmen. Fingt 4 von — oo an zu wachsen, so durchliuft P
zunéchst von P, aus alle Punkte der Verlingerung von PP, bis
er fir A = — 1 ins Unendliche verschwindet. Wichst dann 2 weiter,
80 kommt P wieder in der iiber P, hinaus liegenden Verlingerung
von P P, zum Vorschein, bis er fir A =0 mit P, zusammenfillt.
Wichst endlich 4 von O bis + oo, so durchlduft P alle Punkte der

ScHUR, Analytische Geometrie, 3
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Strecke P,p, selbst und fillt im besonderen fir 4 =1 mit dem
Mittelpunkt der Strecke P, P, zusammen. Wir erhalten daher als
Corollar des Satzes 11:

112, Der Mittelpunkt der Strecke P,P,, deren Endpunkte die Ko-

ordinaten z,, y, und z,, y, haben, hat die Koordinaten x =%(a:l + z,)

y= %(.’/1 + ,)-

Jedem absoluten Werte des Teilungsverhiltnisses 4 entsprechen
demnach je zwei Punkte, der eine innerhalb, der andere auBerhalb
der Strecke P, P,. Zwei derartig zugeordnete Punkte der Geraden
haben deshalb einen besonderen Namen erhalten gemidB der fol-
genden Definition: Je zwei Punkte P und P’ einer Geraden P P,

P ' P’
o- O- -
A 4
Fig. 24.

(Fig. 24), fir welche die Verhiltnisse & und X, in die sie die Strecke
P,p, teilen, sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, heifien durch
P, und P, harmonisch getrennt. Es gilt also fir die Punkte die Be-
ziehung:

) P\P: PP, = P,P': PP
Da man diese Gleichung auch in der Form:
(10) ‘PP,:P,P = PP,: PP,

schreiben kann, so sind auch umgekehrt P, und P, durch P und P
harmonisch getrennt.

Satz 11 erlaubt nun unmittelbar die Koordinaten von zwei
Paaren harmonisch getrennter Punkte aufzustellen, wovon wir spiter
Gebrauch machen werden.

Eliminiert man A aus den beiden Gleichungen (7), so erhilt
man die Bedingung dafiir, daB der Punkt P (z, y) in der Geraden
durch die Punkte P, (z,, %) und P, (z,, y,) liegt, zundchst in der
folgenden Form:

(11) (x_zl)(yz—.y)_(?/_yl)(xz — ) =0,
welche man auch folgendermaBen schreiben kann:
(12) Yy —¥) — Y@ — 1) =29, — 2,9,

Wir erhalten daher den Satz:
12. Die Gleichung der Geraden durch die Punkte P, (z,,y,) und
P, (z;, y,) ist:



Hiernach ist durch die GroBe: V%}%’_—T%%mf vom
Vorzeichen abgesehen das Lot vom Anfangspunkte auf die Ge-
rade P, P, dargestellt (vergl. Satz 7). KEs stellt daher die rechte
Seite , y, — z, 4, der Gleichung (IV) vom Vorzeichen abgesehen den
doppelten Fliacheninhalt des Dreiecks OP, P, dar. Um das Vorzeichen
von z, y, — %, %, niher festzustellen, fithren wir Polarkoordinaten

ein, setzen also:

(18) 2, =r cosq,, y, =r sing; z, = r,C080p,, Yy, = 7y 8in @,.
Dann wird:

(14) T Yy — Ty Yy = 1 7y 810 (p; — @y).

Hiernach konnen wir den folgenden Satz aussprechen.
13. Haben die Punkte P, und P, (Fig. 25) die Koordinaten z,, y,

1
und z,, y,, so stellt der Ausdruck %('”1 Yy — 2, Y,) den positiven oder

negativen Flichen-

inhalt des Dretecks Y
OP, P, dar, je nach-
dem der das Innere
des Dreiecks iber-
streichende Radius-
vekior eine positive
oder negative Am-
plitude beschreiben
muf, um von OP
nach OP, zu ge-
langen.

Hieraus ergiebt
sich unmittelbar 7 X
der Ausdruck
fir den Flichen-
inhalt irgend eines
Dreiecks P P,P,
= PP, P, durch
die Koordinaten seiner Eckpunkte, wenn der Anfangspunkt O in den
Punkt P (zy, y,) verlegt wird. In Beziehung auf die den urspriing-
lichen Axen gleichgerichteten Axen durch diesen Punkt haben ja

P, und P, nach Satz 1 die Koordinaten:

Fig. 25.

3*
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6 Flicheninhalt des Dreiecks.

S, r=rn—x, ¥y =y Yy =01y =y, —y,
Es wird daher:

16, Ny — Ly =, Yy Yy — T — T Y, — Yy

=nY,— LYt LY — LY, + Yy, — 0y,

Dieser Ausdruck wird nach dem Obigen positiv oder negativ

s#in, je nachdem der Radiusvektor F;P, eine positive oder negative
Amplitude  be-
schreiben muB,um
das Dreieck iber-
streichend nach
PP, zu gelangen.
Nun indert sich
aber der Aus-
druck nicht, wenn
man (Fig. 26) die
Indices 1, 2,3 mit
resp. 2,3, 1 oder

X die Indices 1, 2,
3 cyklisch ver-
tauscht, wir wiir-
den also den-
selben Ausdruck
erhalten, wenn

Fig. 26. wir nach Satz 13
: das Dreieck OP, P,
durch P,P,P, und P,P,P, ersetzen. Wir konnen daher den Satz

aussprechen:
14. Der Ausdruck:

1
2 @ Y= T+ B Ys— T Yat Y — 1Y)

stellt den positiven oder negativen Flicheninhalt des Dreiecks P, P,P,
dar, je nachdem die Umlaufungsrichtung des Dreiecksumfangs von P,
uber P, nach P, positiv oder negativ ist, d. h. je nachdem dabei die
Seiten von den gegeniiberliegenden Ecken aus gesehen im Sinne wachsen-
der oder abnehmender Amplituden durchlaufen werden.

Dem Umstande entsprechend, daB die Amplituden gewdhnlich
in dem Drehungssinne des Uhrzeigers abnehmend angenommen
werden, wird hiernach gewohnlich diejenige Umlaufungsrichtung des
Dreieckumfanges als positiv bezeichnet, bei welcher das Dreieck zur
Linken des Umlaufenden bleibt. Betrachten wir daher den Fliachen-
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inhalt eines Dreiecks P, P,P, je nach seiner der Bezeichnung ent-
sprechenden Umlaufungsrichtung als positiv oder negativ, so driicken
die Sitze 13 und 14 offenbar aus, daB der Flicheninhalt des
Dreiecks P, P,P; gleich der algebraischen Summe der Flichen-
inhalte der Dreiecke OP,P,, OF,F; und OP,P, ist. KEs laBt sich
hiernach vermuten, daB der Flicheninhalt irgend eines Polygons
P PP, ... P,_ P, dargestellt sei durch die Formel:

%(’:1.’/2 TNt T Yy — T Yet TyYy— TyYgt et
+ Tp1Y — znyu—l+ Inyl - -7—'1,%)1

wo die einzelnen Differenzen aus der ersten durch die cyklische
Vertauschung der Indices entstehen. DaB diese algebraische Summe
der Flicheninhalte der Dreiecke OP P,, OF,F,, ...... , OP,_,P,,
OF, P, den positiven oder negativen Flicheninhalt des Polygons dar-
stellt, 148t sich natiirlich nur fiir die sogenannten gewdhnlichen
Polygone beweisen, deren Umfinge niemals sich selbst schneiden,
wihrend man fiir die iibrigen Polygone diesen Ausdruck als Defini-
tion des Flicheninhaltes zu betrachten hat.

Was nun die gewéhnlichen Polygone betrifft, so ist die Richtig-
keit der Formel fiir ihren Flicheninhalt sehr leicht einzusehen fiir
die sogenannten konvexen Polygone, fiir welche séimtliche Winkel
< 180° sind. Dann teilt nimlich jede Diagonale P,_, P, das Polygon
in das (»n — 1)-Eck P PP, ... P,_; und in das Dreieck P, P, P,.
Nehmen wir daher an, daB die Formel fiir jedes konvexe (n—1)-Eck
auch in Beziehung auf das der Umlaufungsrichtung entsprechende
Vorzeichen bewiesen sei, so erhalten wir fiir den doppelten Flichen-
inhalt des n-Ecks, das durch Hinzufiigung des Dreiecks P,_;P, P,
zu dem (n — 1)-Eck P, PP, ... P,_, entsteht, in Riicksicht darauf,
daB diese beiden Polygone denselben Umlaufungssinn haben, den
Ausdruck:

T Yy — Tyt TpYs— TgYpt+ oo n e + Tn-2Yn—1— Tn—1Yn-2
+ -l‘u—1,?/1 - 1_%.-1 + Tp—1Yn — TpYn—1 + xn,% - zlyn + 1'1 Yn—1— xﬂ—lyp
also gerade die obige Formel.

Was aber die gewohnlichen Polygone mit einspringenden
Winkeln oder Winkeln betrifft, die > 180° sind, so la8t sich zeigen,
daB jedes solche Polygon durch Aneinanderfiigung gewshnlicher kon-
vexer Polygone hergestellt werden kann. Ziehen wir namlich von
irgend einer Ecke P, mit einspringendem Winkel P, PP, , eine Ge-
rade, welche diesen Winkel in zwei Winkel teilt, die < 180° sind,
bis sie den Umfang des Polygons zum zweiten Male in dem Punkte
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Q, der Seite PP, trifft, so teilt diese Gerade das urspriingliche
Polygon in die beiden Polygone Q.7 P, , .... PP, .... P_ P,
und PP, .... P_,PQ, die nun in P, sicher keine einspringenden
Ecken haben, wihrend @, hochstens dann fiir eins der beiden
Polygone einen einspringenden Winkel hat, wenn @, schon ein solcher
Eckpunkt fiir das urspriingliche Polygon war. Man kann daher
durch Fortsetzung dieses Verfahrens das gegebene Polygon in lauter
gewohnliche konvexe Polygone einteilen. Da unsere Formel fiir
diese bewiesen ist, so folgt sie hiernach ebenso wie oben auch fiir
die gewohnlichen Polygone mit einspringenden Winkeln.

In Beziehung auf die Definition des Flicheninhalts eines Poly-
gons, dessen Umfang sich selbst schneidet, durch die algebraische
Summe der Flicheninhalte der Dreiecke OP, P, OP,P,, . ..., OP P,
mag schlieBlich noch die Bemerkung Platz greifen, daB der so defi-
nierte Fliacheninhalt jedenfalls von der Lage des Punktes O unab-
héngig ist. Denn bei Verlegung des Anfangspunktes vermoge der
Formeln (Satz 1):

17 z=a4a y=y +5,

geht unser Ausdruck iiber in:

T Yy =T Y Y — 2y, + .+ Y, =Y,
+a(y’2—y'l+y's—y'2+ corr +Y YN FOE | =2+, =T+ ..

+ 2, — 7)),
also in einen Ausdruck derselben Form, da die Koefficienten von
a und & verschwinden.

In Ubereinstimmung mit Satz 12 ergiebt sich offenbar aus der
Bemerkung, da8 drei Punkte in gerader Linie ein Dreieck bestimmen,
dessen Fliacheninhalt verschwindet, der folgende Satz:

15. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, daf drei
Punkte mit den Koordinaten z,, y,; x,, Yy; %3, Y in gerader Linie
liegen, ist:

4)) DYy — T + T Yy — Yy + 33y, — 5 Y5 = 0.

Wir beschlieBen diesen Paragraphen mit der kurzen Angabe der
in ihm entwickelten Formeln fiir ein schiefwinkeliges Koordina-
tensystem. Wir werden dabei wieder die Formeln (17) des vorigen
Paragraphen benutzen konnen, nimlich:

(18) z=12 4y cosf, y=ysinf.
. Dann geht zunichst die Formel (I) fiir die Entfernung zweier
Punkte P, («'), y,) und P, (z,, y,) iiber in:

Iy AP, =V, — )+, =¥+ 2(@y — 7))y, —y))cos 3.
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Da die Formeln (7) erhalten -bleiben, so gilt dasselbe von den
aus ihnen abgeleiteten Formeln (8) oder (III); das 1aBt sich natiir-
lich auch leicht direkt beweisen. Im Besonderen hat also der Mit-
telpunkt der Strecke F,P, auch die schiefwinkeligen Koordinaten

pt ;x'“, Y :y 1, Da auch Gleichung (IV) aus den Formeln (7)
abgeleitet ist, so beh#lt auch die Gleichung der Geraden durch
P, und P, dieselbe Form wie in rechtwinkeligen Koordinaten. Was
endlich den Ausdruck fir den Fliacheninhalt des Dreiecks P, P,P,

betrifft, so geht derselbe offenbar iiber in:

(19) AP PP =3{a"y,— 2,y + 234 s —23¥y + 25y, — 21y} sinp,

wo beziiglich des Vorzeichens natiirlich dieselben Regeln gelten mit
der MaBgabe, daB die positive Umlaufungsrichtung sich nach dem
Sinne richtet, in dem der Radiusvektor von OX’ nach OY’ den posi-
tiven Winkel # zu durchlaufen hat.

Die Entfernung der beiden Punkte P, (r,, ¢,) und P, (r,, ¢,)
in Polarkoordinaten ist offenbar gegeben durch:

I PP, =Vr?+4r,2—2rr,cos(p,—,);
diese Formel liefert einen neuen Beweis eines bekannten trigono-
metrischen Satzes.

1. Aufgabe. Man bestimme die Koordinaten des Schwerpunktes
eines Dreiecks, von dem die Koordinaten der Ecken gegeben sind,
als denjenigen Punkt, welcher die Strecke von jeder Ecke bis zur
Mitte der gegeniiberliegenden Seite im Verhaltnis von 2:1 teilt.

2. Aufgabe. Von einem Dreiecke, dessen Eckpunkte die Ko-
ordinaten (— 56, — 36); (—28, 60); (28, 27) haben, bestimme man
die Langen und Gleichungen der Seiten und Mitteltransversalen, den
Schwerpunkt und den Flicheninhalt.

3. Aufgabe. Den Ort der Punkte zu bestimmen, fiir welche
die Differenz der Quadrate der Entfernungen von zwei festen Punkten
konstant ist.

4. Aufgabe. Es ist zu suchen der Ort der Punkte, die von
einem festen Punkte durch Punktepaare von zwei festen Geraden
harmonisch getrennt sind.

Man lege die beiden festen Geraden durch den Anfangspunkt
und bringe zum Ausdrucke, daB die beiden Verhiltnisse, in welchen
die festen Geraden die Strecke zwischen dem festen und dem Orts-
punkte teilen, sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. (Man



kaun auch schlefwmkellge Koordmaten benut/en in Bezxehung a.uf
die beiden festen Geraden als Axen.)

5. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Mittelpunkte eines
Rechtecks, von dem eine Seite in die eine Seite eines festen Dreiecks
fallt, wihrend die dieser Seite gegeniiberliegenden Ecken in den bei-
den anderen Seiten des Dreiecks liegen.

Man mache die erste Dreiecksseite zur Abscissenaxe und die
Héhe durch die gegeniiberliegende Ecke zur Ordinatenaxe.

6. Aufgabe. Werden auf den Seiten eines Dreiecks P, PP,
resp. deren Verlingerungen drei Punkte S, §,, §, in gerader
Linie a.ngenommen 80 besteht zwischen den Teilungsverhiltnissen
A, =P8 :8P, A =PFS,:8P, iy = PS:8,P, die Relation:
AAAy = — 1 (Satz 15)

7. Aufgabe. Versteht man unter dem Mittelpunkte der in den
Punkten P, P,, P, wirkenden Massen m,, m,, my; den Punkt mit den
T, + MeT, + MyTy _ MY+ may, + MY,

mokmytmg Y my +my oy
beweisen, daB der Anfangspunkt O der Mittelpunkt der in den
Punkten P,, P,, P, wirkenden Dreiecksflichen OF,P;, OPF,P,,
OP, P, ist.

Koordinaten: z =

, soist zu

§ 50
Schnittpunkt und Winkel zweier Geraden; Bedingung ihres Paral-
lelismus oder ihrer Rechtwinkeligkeit. Drei Geraden durch einen
Punkt; Halbierungslinien der Winkel zweier Geraden.

Die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden Geraden,
deren Gleichungen:
1) Az + By=C, und
¥9] Ay + By = C,
sind, ergeben sich offenbar durch Aufljsung dieser beiden Gleichungen
nach z und y. Es ergiebt sich also:

C,B, — B, G4, — C, A
T — 1D 251 = 21" fs
) T =48, — 4,8, Y= a,B, T 4,B

Falls der gemeinsame Nenner dieser beiden Ausdriicke ver-
schwindet, kann man setzen: 4, = 14, und B; = AB,; es konnen
daher z und y nur dann endlich bleiben, wenn auch C; = AC
ist. Dann ist offenbar die zweite Gleichung aus der ersten durch
Multiplikation mit dem konstanten Faktor A entstanden, jedes
Wertsystem (z, y), das die erste Gleichung befriedigt, geniigt also
auch der zweiten, oder die durch die beiden Gleichungen dar-
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gestellten Geraden stimmen Punkt fiir Punkt iiberein. Im anderen
Falle hingegen haben die beiden Geraden einen unendlich weiten
oder keinen Schnittpunkt gemein, d. h. sie sind parallel. Sind um-
gekehrt die beiden Geraden parallel, so muB der gemeinsame Nenner
der Ausdriicke (I) verschwinden. Multipliciert man in diesem Falle
die beiden Seiten der Gleichung (1) mit 4, so unterscheidet sie sich
von (2) nur in dem konstanten Gliede. Wir erhalten daher den Satz:

16. Die notwendige und hinreichende Bedingung fur den Paral-
lelismus der beiden Geraden:

4z + Biy=C und Az + By = C,
ist: .
I 4,B, — 4,8, = 0.
Ist diese Bedingung erfullt, so kann man A, = AA, und B, = AB,
setzen, sodaf sich die erste Qleichung nach Multiplikation mit A von

der zweiten nur in dem konstanten Gliede unterscheidet; ist dann auch
C, = AC,, so sind die beiden Geraden identisch.

Fig. 217.

Haben die als positiv festgesetzten Seiten der beiden Geraden
(1) und (2) die Amplituden y, und y, (Fig. 27), so ist der Winkel
&, den die erste Gerade in positivem Sinne beschreiben muf, um
mit der zweiten gleich gerichtet zu sein, offenbar y, — y,. Wir
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erhalteri d;z.her nach gttz 7 (S. 27) zur Bestimmung des Winkelsi;
der beiden Geraden die Gleichung: .

_ 4 4
tgr: — g1 By B,
3 tg 9 = tg(y, — 7,) = 8N = __ b7 B
( ) g g()’_ 71) L+ tgys-tgn 1+f"_“h
’ B, B,
oder:
_ 4,B, — 4B,
(L1 g = fin = A,

Also gilt der Satz:

17. Der Winkel &, den eine Seite der Geraden A\x + By = C,
tm positiven Sinne beschreiben muf, um einer Seite der Geraden
dyx + By = C, gleich gerichtet zu werden, ist bestimmt durch:

AIBT - A’Bl

() % =34, + 5.8,

Dieser Winkel ¢ ist sowohl seiner Definition gemiB als nach
dieser Formel nur bis auf Vielfache von 180° bestimmt; in der That
ist ja durch die Gleichung der Geraden an sich keine ihrer beiden
Richtungen ausgezeichnet. '

Hieran ankniipfend bemerken wir nun zuvérderst, daB in dem
Ausdruck (IIT) Zghler und Nenner niemals gleichzeitig verschwinden
diirfen. Sollen anders durch die Gleichungen (1) und (2) wirkliche
oder bestimmte Geraden dargestellt sein, so miissen wir namlich
annehmen, daB weder 4, und B, noch 4, und B, gleichzeitig ver-
schwinden konnen. Verschwindet daher der Zihler von (III), so
konnen wir ja setzen 4, = A4, und B, = 1B, folglich kann der
Nenner (4,2 + B, ? nicht gleichzeitig verschwinden. Die Betrachtung
des Zahlers liefert uns daher einen neuen Beweis fiir Satz 16.
Ferner aber hat das Verschwinden des Nenners zur Folge, daB
tg & = oo, also & = 90° oder 270° wird; da auch das Umgekehrte
gilt, so folgt der Satz:

18. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiur die Recht-
winkeligheit der beiden Geraden:

4+ By=C

1

und A,z + By =0C,
ist:
vy 4,4, + BB, =0.

Es schlieBt sich hieran die Aufgabe:

Durch einen Punkt P, (z,, y,) die zu der Geraden:
4) Az + By = C

senkrechte Gerade zu legen (Fig. 28).
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Besitzt die eine Seite der gesuchten Geraden die Amplitude 7,
so ist ihre Gleichung nach Satz 5:

®) (z — 2)siny —(y — y)cosy =0,
wo nach Satz 18 y bestimmt ist durch:
(6) Asiny — Bceosy = 0,

Y

Fig. 28.

die Gleichung der gesuchten Geraden ist folglich:

) (x—2z2)B—(y—y)d=0;
oder:
(M Bz — dy = Bz, — Ay,.

Man erhilt daher fiir die Koordinaten des Schnittpunktes Z der
gegebenen und der gesuchten Geraden oder des FuBpunktes L des
Lotes von P, auf die Gerade (4) die Ausdriicke:

1 1 ,
(8) &= iyp(AC + B2, — ABy), y= ;5 (BC— 4Bz, + 4,).

Die Linge des Lotes ergiebt sich folglich aus der Gleichung:

e B 1
9) PL" =(e — 0 + (y—90)* = og g (C— Az, — By (4* + BY),
oder in Ubereinstimmung mit Satz 9:

(VD P L= (dz; + By, — 0),

Ve i
wo sich iiber das Vorzeichen in dem allgemeinen Falle nur das aus-



44 Gorade durch den Schnittpunkt xweier anderen.

sagen laft, daB a,uf verschledenen Seiten de1 Geraden (4) verschie-
denes Vorzeichen gelten wird.

Soll nunmehr eine Gerade gefunden werden, welche durch den
Schnittpunkt der beiden Geraden (1) und (2) geht, und deren eine
Seite die Amplitude y besitzt, so ist die Gleichung dieser Geraden
nach Satz 5 und Formel (I):

CIBQ - C,Bl 3 C’Al 1 —
0 (== GpTip) iy — (v - Z5Tag) o7 =0

Diese Gleichung 1i8t sich auf die Form:

(11) M4z + By — C) + A (dyz + By — G) =0

bringen, welche unmittelbar zam Ausdrucke bringt, daB das Wert-
system (z, y), das den Gleichungen (1) und (2) geniigt, auch diese
Gleichung befriedigt. Multiplicieren wir namlich die rechte Seite
von (10) mit 4, B, — 4,B, und vergleichen das konstante Glied und

Fig. 29.

die Koefficienten von z und y der beiden Formen je miteinander, so
ergeben sich als Bedingungen der Ubereinstimmung die Gleichungen:

(12) (G B, — C,B))siny + (C,4, — Cyd )cosy = &,C, + 4,C,

(13) (4,B, — A,B))siny = A, 4, + A 4,,
(14) — (4,By — 4,B))cosy = A, B, + 1, B,.

Diese drei Gleichungen werden aber befriedigt, wenn man setzt:
(15) Ay = 4,co8y + B,siny, 4, = — 4, cosy — B, siny.

Nun konnen wir doch setzen (Fig. 29):
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(16) A, =VA4*+ B?siny,, B, = —V4,®>+ B*cosy,;

(17) 4y, = V4, + Blsiny,, B, = — V4,2 + B2cosy,,

wenn wir unter 7, und y, die Amplituden derjenigen Seiten der
Geraden (1) und (2) verstehen, welche dem positiven Vorzeichen der
Wurzeln entsprechen; es sind das offenbar die Amplituden der
Radienvektoren der Punkte (4,, — B,) und (4;, — B,). Nach Ein-
setzung obiger Werte erhalten wir:

(18) 2, = ]/:1?‘”;{——‘1)’? sin(y, —7), A, =7V4,*+ Bl_”sin r — )

Wir erhalten daher den Satz:

19. Die Gleichung der Geraden, welche den Schnittpunkt der beiden
Geraden: Az + By — C,= 0 und Az + By — C, = 0 enthilt, und
deren eine Seile die Amplitude y besitzt, ist: .

(VII) 4z + By — C + A(dyz + B, — G,) =0,

wo A= ;‘;{7;‘;—;‘3— : VBTT(Z’T_I%)_ und y, und y, die Amplituden der-
Jjenigen Seiten der gleich bezeichneten Geraden bedeuten, welche mit den
Radienvektoren der Punkte (4,, — B,) und (4y, — B,) gleichgerichtet
sind.

Hieraus kann man zunichst die Halbierungslinien der Winkel
der beiden Geraden bestimmen. Je nachdem nimlich eine solche
Halbierungslinie den oben definierten Winkel der beiden Geraden
oder dessen Nebenwinkel halbiert, wird y —y, =y, —y oder

. VA?+ B? .
= 180° 4 y, — y sein oder A = + V_F:—TT_?:—’ Wir erhalten daher
den Satz:

19 Die Gleichungen der Halbierungslinien der Winkel der beiden
Geraden: Az + Bly — C =0 und 4,z + By — C = 0 sind:
(VIII) Ao+ By -G, Aot By -G
V 4, + B V 45 + By?
Diese Gleichungen driicken nach Formel (VI) zugleich aus, daB
jede der Halbierungslinien der Ort der Punkte ist, welche von den
beiden Geraden gleich weit entfernt sind. In entsprechender Weise
bringt Gleichung (VII) zum Ausdrucke, daB die durch sie dar-
gestellte Gerade der Ort der Punkte ist, fiir welche das Verhﬁltnis
4,5+ B
ist, wie das auch geometrisch evident ist. Diese Bemerkung ist
wichtig fiir den Fall, daB 4, B; — 4,B, = 0 ist, die beiden Geraden
also parallel sind; denn auch in diesem Falle stellt ja Gleichung (VII)

der Entfernungen von den beiden gegebenen Geraden
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fir alle moglichen Werte von 4 alle den beiden Geraden parallelen
Geraden dar. Unter diesen ist auch die Gerade, die von den beiden
Geraden gleichweit entfernt ist, fir sie ist also ll/i;:: I f:’: =41
Da hierbei Gleichung (V1I) eine der beiden Formen (VIII) annimmt,
so sieht man, dab das obere oder untere Vorzeichen gelten wird,
je nachdem 4, und 4, und folglich auch B, und B, dasselbe
Zeichen haben oder nicht. Hieraus geht hervor, daB 2 fiir die
zwischen den beiden parallelen Geraden liegenden Geraden positiv
oder negativ sein wird, je nachdem 4, und A4, dasselbe Zeichen
haben oder nicht.

Durchschneiden wir alle in der Form (VII) dargestellten Ge-
raden durch irgend eine Gerade:
19) Az + By = C,
so erhalten wir fiir die Koordinaten ihres Schnittpunktes mit irgend
einer der Geraden (VII) die Ausdriicke:
20) 2= CB+IB) =B +10)  _ O(4 +14) = A(C, +10G,)

A(B, + AB,) — B(C, + 1Cy) B(4, + 14,) — A(B, + ABy)
, Setzt man daher:
i . AB, — BA

'\:;"Q;;} 1y 2 E,_—TA_: = p,
P und bezeichnen z,,y, resp.
z,, y, die Koordinaten der
Schnittpunkte der Geraden
(19) mit der Geraden (1)
resp.(2), so gehen diese Aus-
driicke iiber in (Fig. 30):

\\

_ %y + oz, s
T 14
(22) ;
Nt
1 +p
Fig. 80, Es bedeutet demnach die

GroBe A direkt das Tei-
lungsverhiltnis, in welchem die Gerade (V1I) die Strecke P,P,der
Geraden (19) teilt, wenn:

(28) A:B=4, — 4,: B, — B,.

In jedem Falle schneiden zwei in der Form (VII) enthaltene
Geraden, fir welche die zugehorigen Werte von A sich nur durch
das Vorzeichen unterscheiden, die Gerade (19) in zwei Punkten,
welche durch P, und P, harmonisch getrennt sind. Man nennt
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aaherzwei solche Geraden durch (1) und (2) harmonisch getrennt;
sind y und y’ ihre Amplituden, so ist nach Satz 19:

(24) sin(y — 7,):8in(y, — #): = sin(y’ —y,): 8in (¥’ — 7,).

Zwei Paare harmonischer Strallen werden also von jeder Geraden
in zwei Paaren harmonischer Punkte geschnitten.

Wir konnen nunmehr leicht die Bedingung dafiir aufstellen,
daB eine Gerade:
(25) Agz + By = G
durch den Schnittpunkt der beiden Geraden (1) und (2) geht. Wir
brauchen nur die Ausdriicke (I) fiir # und y in diese Gleichung
einzusetzen. Andererseits muB es nach Satz 19 moglich sein, die
GroBen A, und 4, so zu bestimmen, daB: '

(26) dy= W4, + Ay 4y, By=1,B,+1,B,, C= )‘_101+ 1,0,
werden. Wir konnen daher den Satz aussprechen:

20. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, daf die
drei Geraden:

dzx+ By=C, dyz+ By =0, 4,2+ By =C,
durch einen Punkt laufen, ist:
(IX) 4,(C,B,— C,B)) + By(4,C,— 4,C,) + C;(B,dy— B,4,) = 0;
dann lassen sich die Grifen A, und A, so bestimmen, daf:
(X)) dy=Md,+ Aydy, By=2B + 4B, C=4C+ 4G,
und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, gehen die drei Geraden durch
einen Punkt.

In der That zeigt eine leichte Ausrechnung, daB die Be-
dingung (IX) bei Einsetzung der Ausdriicke (X) fiir 4,, B,, C, bei
allen Werten von 4, und 4, erfiillt ist, ebenso wie die Elimination von
A, und 2, aus den drei Gleichungen (X) die Bedingung (IX) liefert.
Aus der Moglichkeit, die Gleichungen (X) durch passende Werte
von 4, und A, zu erfiillen, 1Bt sich in vielen Fillen besonders bequem
erkennen, daB drei Geraden durch einen Punkt laufen.

Was die Umsetzung unserer Entwickelungen in ein schief-
winkeliges Koordinatensystem betrifft, so ist zZunichst leicht
zu sehen, daB die Formeln (I), (II), (VII), (IX), (X), (20), (21) und (22)
in derselben Bedeutung bestehen bleiben, wenn z und y schief-
winkelige Parallelkoordinaten bedeuten. Soll der Winkel & der
beiden Geraden gefunden werden, deren Gleichungen in schief-
winkeligen Parallelkoordinaten:

27) 47+ B\y'=C/, 42+ B)y'= (),
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smd 80 w1rd man dlese Glelchungen w1eder nach den Formeln (17)
in § 3, ndmlich:

(28) F=z—ycotP, y=—2

sinf’
in solche fiir die rechtwinkeligen Koordinaten x, y umsetzen, nim-
lich in:
(29) Al’x-}-(ﬁ—d cotﬂ)y , A z+(A——A cotﬂ)y c,.

Es wird daher nach Formel (III):

_ (4/By/— 4/B/)sin §
(30) Y8 % = (474, ¥ B/By) — (4 By ¥ Ay B)cos B’

Vergleichen wir diese Formel mit der Formel (III) selbst, so
leuchtet ein, daB man sich bei allen Untersuchungen, bei denen die
‘Winkel von nicht den Koordinatenaxen parallelen Geraden in Betracht
kommen, besser -eines rechtwinkeligen Koordinatensystems bedienen
wird.

1. Aufgabe. Man bestimme die Eckpunkte des Dreiecks,

dessen Seiten die Gleichungen haben:

8z+y=5, x—5y=28, Tr—8y=1,
und bestimme den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises als Durch-
schnittspunkt der Lote in den Mitten der Seiten.

2. Aufgabe. Man bestimme den Hohenschnittpunkt des Dreiecks,
dessen Eckpunkte die Koordinaten (—3, —11), (6, 1), (—10, 13) haben.

8. Aufgabe. Wenn die Koordinaten der Eckpunkte eines Drei-
ecks gegeben sind, so bestimme man die Gleichungen der Mittel-
transversalen und beweise, daB sich dieselben in einem Punkte
schneiden.

4, Aufgabe. Wenn die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks
in der Hesse’schen Normalform gegeben sind, so bestimme man die
Gleichungen der Winkelhalbierenden und beweise, daB dieselben zu
je dreien durch vier Punkte gehen.

5. Aufgabe. Die Gleichungen der beiden Geraden zu finden,
welche durch den Punkt (8, — 5) gehen und die Gerade: Tx + 2y =4
unter einem Winkel von 45° schneiden.

6. Aufgabe. Es sind die Koordinaten desjenigen Punktes P
zu bestimmen, dessen Verbindungslinien mit zwei gegebenen Punkten
P, und P, mit der Verbindungslinie dieser zwei gegebene Winkel:
o, = (PP, PP), ¢y =<<(FP,P, P,P) bilden (Satz 5).

7. Aufgabe. Werden auf den Seiten eines Dreiecks P, P, P, resp.
deren Verlingerungen drei Punkte §,, §,, §; in gerader Linie an-
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genommen, so gehen die Verbindungslinien von P, F,, £, mit den
vierten harmonischen Punkten von §,, §;, §, in Bezug auf die End-
punkte ihrer Seiten durch einen Punkt (vergl. Aufg. 6 in § 4).

8. Aufgabe. Kennt man von einem Dreiecke zwei Seiten und
den von ihnen eingeschlossenen Winkel, so berechne man in dem
von diesen beiden Seiten gebildeten schiefwinkeligen Systeme die
Koordinaten der merkwiirdigen Punkte des Dreiecks (Schwerpunkt,
Hohenschnittpunkt, Mittelpunkt des umschriebenen Kreises und des
Kreises durch die Mitten der Seiten, s. 1. Aufg.); man beweise, daB
diese vier Punkte in einer Geraden liegen, und daB die beiden Kreis-
mittelpunkte durch die beiden anderen Punkte harmonisch getrennt
sind.

s 6.
Die Gleichung des Kreises, Schnittpunkte einer Geraden mit einem
Kreise, Gleichung der Tangente eines Kreises und der Polare.
Schnittpunkte zweier Kreise.

Wenn wir nunmehr auch den Kreis einer analytischen Be-
handlung unterziehen wollen, so ist es offenbar nur eine andere Art

V[

Fig. 81.

den Satz 10 in § 4 auszusprechen, wenn wir den Satz aufstellen
(Fig. 31): _
21. Die Gleichung des Kreises mit dem Radius a, dessen Mittel-
punkt M die Koordinaten l, m hat, ist:
SCHUR, Analytische Geometrie. 4
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M (z =2+ (y—m) — a* =0,
d. h. die Koordinaten z, y aller Punkte P des Kreises gemiigen dieser
Gleichung, und es liegen umgekehrt alle Punkte P, deren Koordinaten
dieser Gleichung geniigen, auf dem beschricbenen Kreise.

Lisen wir die Klammern in Gleichung (I) auf, so geht dieselbe
itber in:
1M 22+ y2—2lz —2my + B+ m? — a2 =0,
welcher wir durch Multiplikation mit einer Konstanten 4 die Form
geben konnen:

(2) - A@*+y)+ 2D+ 28y + F=0.

Wir bemerken zuerst, daB diese Gleichung bei Verschiebung
und Drehung der Koordinatenaxen ihre Form nicht indert, wenn
man also setzt (Satz 4):

(3) z=p+ 2 cosy—y'siny, y=¢+ 2'siny + y cosy.
Bei dieser Substitution geht niamlich Gleichung (2) iiber in:

{A(x” + y%) + 22 ((4p + D)cosy + (4g + E)siny)
4)

+ 2y (— (4p + D)siny + (4q + E)cosy) + A(p* + ¢°)
4+ 2Dp +2Bg + F=0.
Fir = 0 geht diese Gleichung zugleich in die quadratische
Gleichung fiir die beiden Abstinde z' des Punktes (p, g) von den

gemeinsamen Punkten der Geraden durch (p, ¢) (fiir die Amplitude y)
mit dem durch (2) dargestellten Orte iiber, namlich in:

() {Aﬂ + 22 ((4p + Dycosy + 4g + E)siny ) + 4(p* + ¢°)
+2Dp+2Eq + F=0.

Soll daher dieser Ort ein Kreis mit dem Mittelpunkte (p, ¢)
sein, so diirfen sich die beiden Wnurzeln dieser Gleichung fiir jeden
Wert von y nur durch das Vorzeichen unterscheiden, oder der
Koeffizient von 22" muB fiir jeden Wert von y verschwinden; hieraus
folgt fiir y = 0 resp. 90
‘ D v
(6) P=—7’9=—7%"
Setzen wir diese.Werte in (3) und (4) ein und zugleich y = 0,
so geht Gleichung (4) nach Division durch 4 in:
D2 E\2 D% + E* —AF
™ (x + 7) + (y n 7) S
iiber, welche nach Auflésung der Klammern und Multiplikation mit
4 offenbar mit (2) identisch wird. Durch Gleichung (2) ist folglich
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nach Satz 21 ein Kreis mit dem MJttelpunkte (-— %, — %) und

dem Radius = ]/1)3 + E? — AF dargestellt, sobald D2 4+ £2 > A[f’ ist.

Ist D? + E%*< AF, so kann offenbar Gleichung (7), also auch Glei-
chung (2) durch kein reelles Wertsystem von z und y befriedigt
werden, weil die Summe von Quadraten reeller GroBen niemals
negativ werden kann. Da eine solche Summe aber auch nur dann
verschwinden kann, wenn die einzelnen Summanden verschwinden,
8o kann Gleichung (7) oder (2) in dem Fa.lle, daB D? 4 E?= AF ist,

nur dann befriedigt sein, wenn z» = — —A Y= — f, der Kreis

zieht sich also dann auf seinen Mittelpunkt zusammen. Wir be-
merken noch, daB Gleichung (2) fiir den Fall 4 = 0, der ja hier
ausgeschlossen ist, aber in den Anwendungen doch eintreten kann,
eine Gerade darstellt. Wir erhalten so das Resultat:

22. Die Gleichung:
(I A2+ y) + 2Dz + 28y + F=0

%, - —f—) und dem Radius

% VD?+ E?— AF dar, der nur dann reell und von einem Punkte ver-
schieden ist, wenn D?® 4 E2? > AF ist.

Gleichung (5) fiihrt uns, wie schon erwihnt wurde, zur Losung
der Aufgabe, die Schnittpunkte des Kreises (I) mit der Ge-
raden (Fig. 32):

(8) zcosd + ysind=d

stellt einen Kreis mit dem Mittelpunkte (—

zu bestimmen. Wir haben dann namlich zu setzen (vgl. auch S 25)
p=dcosd, g=dsind, cosy =sind, siny = — cosd, 4=1, D= —|,
E= —m, F=0P4 m?— a? und erhalten die Koordinaten der ge-
suchten Schmttpunkte in der Form:

C) I z=4dcosd+ usind, y = dsm(?—ucosa

wenn u eine Wurzel der quadratischen Gleichung:

(10) u*— 2u(lsind— mcosd) = a®— I>— m?— d?+ 2d(Icos d + msin ).
Hieraus folgt:

% =1sind —mcosd + J a® — (d — lcos d — msin 0)%
Hiernach erhilt man schlieBlich die folgenden Formeln
fir die Koordinaten der beiden Schnittpunkte der Ge-
raden (8) mit dem Kreise (I):
4*
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z=14(d— {cosd—msind) cosd+}a?—(d—Icosd—msind)*sind
y=m+(d—Icos d—msind)sin 0 F }a* — (d—Ilcos 0 — msind)?cosd,
wo fiir den einen Schnittpunkt die oberen, fiir den anderen die

unteren Vorzeichen gelten. Diese Schnittjunkte werden also reell sein,
sobald a? > (d—1cos d—msin d)? d.h. sobald der Radius des Kreises

¥

() {

Fig. 82.

groBer ist als der Abstand seines Mittelpunktes von der schneidenden

Geraden (Satz 9). - Ist der Radius gleich diesem Abstande, ist also:

(11) a® = (d — lcos  — mgin )%,

so fallen die beiden Schnittpunkte zusammen, d. h. die Gerade (8)

wird Tangente des Kreises sein, und umgekehrt; hierin liegt ein

bekannter planimetrischer Satz. Da dann der Beriihrungspunkt die

Koordinaten: :

(12) =z, =Il4(d—Icosd—msind)cosd, y, =m+(d—Icosd—msind)sind

hat, und die Gleichung der Geraden (8) auch in der Form:

(18) (#—10cosd+(y—m)sind=d—1Icosd —msind

geschrieben werden kann,’so kénnen wir der,Gleichung der Tangente

nach Multiplikation mit (d — /cos & — mcos d) die Form geben:

(14) (=0 (= =)+ (y —m)(y, —m)=d,

welche neben den Konstanten des Kreises nur noch die Koordinaten
des Berithrungspunktes enthalt.
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Wir erhalten dieselbe Form auf kiirzerem Wege und zuglench
die geometrische Bedeutung dieser Gleichung in dem Falle, daB der
Punkt P, (z,, y,) nicht auf dem Kreise liegt, wenn wir die schnei-
dende Gerade als Verbindungslinie von P, mit irgend einem ihrer
Punkte P (z, y) auffassen. Dann hat nach Satz 11 jeder andere

x.+la: Yy + Ay

Punkt der Geraden die Koordinaten: 1—= (Fig. 83); soll

l+l 142

Fig. 33.

ein solcher Punkt dem Kreise angehoren, so erhalten wir fiir 4 die
Gleichung:

N e

oder wenn wir nach Potenzen von 4 ordnen:

[z =D+ —m)—a®} + 22 {(z —)(z; =) + (y ~m)(y, —m)—a’}
+@— 0+ (3, —m)*—a=0.

Llegt daher P, auf dem Kreise, versehwindet also das kon-

stante Glied dieser quadratischen (leichung fiir , so ist eine Wurzel

derselben, wie das geometrisch evident ist, A = 0. Soll auch die
zweite Wurzel verschwinden, so mul auch:

17) (@ =@ =)+ —m)(y,—m)—a?=0
- sein, d.i. aber die schon oben erhaltene Gleichung der Tangente in P,,
da ja z, y die Koordinaten irgend eines Punktes der schneldenden

(16)
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Geraden sein sollen Verschwmdet nun aber nur dieser Koetuclent
von 24, ohne daB auch zugleich das konstante Glied verschwindet,
ohne daB also P, auf dem Kreise liegt, so hat die quadratische
Gleichung fiir A offenbar zwei Wurzeln, die sich nur durch das Vor-
zeichen .unterscheiden, die beiden zugehdrigen Schnittpunkte von P, P
mit dem Kreise sind also durch P, und P harmonisch getrennt (vergl.
S. 34).

Suchen wir also auf jeder durch P, gehenden Sehne des Kreises
den Punkt P, welcher von P, durch die Endpunkte der Sehne har-
monisch getrennt ist, so erfiillen alle diese Punkte die Gerade (17),
welche die Polare des Poles P, fiir den Kreis (I) genannt wird.
Wir erhalten daher den Satz:

28. Die GQleichung der Tangente des Kreises (x — I)”+ (y —m)®=a?
in seinem Punkte P, ist:

v @=@E =0+ —m@y,—m)=a’;

liegt P, nicht auf dem Kreise, so stellt diese Gleichung den Ort der
Punkte dar, welche von P, durch die Endpunkte der. P, enthaltenden
Sehnen des Kreises harmonisch getrennt sind, d. i. die sogenannte Polare
des Poles P, fur den Kreis.

Diese Polare von P, enthilt offenbar die Berithrungspunkte
etwaiger Tangenten, die von P, an den Kreis gelegt werden konnen.
Soll niamlich die Gerade P, P Tangente sein, so muB die quadra-
tische Gleichung (16) fiir 4 eine Doppelwurzel haben, d. h. es muB
sein: .

(18) { ((.‘l,' - l)2+ (y - m)z_ aZ) ((zl - I)2 + (yl - 1")2 - aﬂ)

— (=@ =D+ @F—m@,—m—a®)?=0.

Dies liefert also eine Bedingung, welcher die Koordinaten =z, y
des Punktes P fiir einen gegebenén Punkt P, geniigen miissen, falls
P P eine Tangente des Kreises sein soll. Ist daher £im besonderen
ein Berithrungspunkt, verschwindet also der erste Faktor des Mi-
nuenden in Gleichung (18), so geht diese Bedingung gerade in
Gleichung (IV) iiber. Setzen wir:

(19) : (@ =0+ () —m)P=e?
so ist offenbar, falls die Polare von P, mit der Geraden (8) zu-
sammenfillt: .

r,—1l= 4 ¢c08d, yy —m= £ ¢ s8inJ,

20
( )_ d—lcosa—'msina=i§,

wo die oberen resp. unteren Vorzeichen gleichzeitig gelten. Wir er-
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ha.lten daher nach (Ill) fiir die Beruhrungspunkte der belden von 1’
ausgehenden Tangenten die folgenden Koordinaten:

.r_—l-l- (1' _1)+“V‘f-' -

— r")’

(1)

y=mF= Ve TL(.z'l—l)+ :(./1‘_"')

Die Gleichungen der belden Tangenten lauten demnach: -
@@= =0+ @y —m(—m
| =t X0 (= D —m) — = mm — ) = 0.

Multipliziert man die hnken Seiten dieser beiden Gleichungen, so
folgt:

(22)

a*((z — O)(z, — 1) + (y — m) (y, — m))?
(23) — 2a%3 ((z — )z, — ) + (y — m)(y, — m))
+ a’e A —(e2— a”)((:c —U(y; — m) — (y — m)(z, — l))’ =0,
oder:
e?((z =D -0+ (y—"')(.'/l—m)—a’)’+ a’e,? (e,® — a’)
— (e, —a?) ((z — P (2, — I + (y — mP (3, — m)* + (@ — ) (y, —m)?
+(y—m=— 1) =0,
woraus nach Division durch — e,? gerade Gleichung (18) entsteht.
Wir sehen also, daB diese Gleichung ihrer geometrischen Bedeutung
entsprechend das Produkt der linken Seiten der Gleichungen der
von P, an den Kreis zu legenden Tangenten darstellt; dieselben
sind natiirlich nur dann reell, wenn e, > a, P, also auBerhalb des
Kreises liegt. Soll die Lange der Tangenten von P, an den Kreis
bestimmt werden, so findet man nach (21):

-z = 1_/1!',“_““( - VBIT—_Z‘E("& -1 + a(yl.— m)),

24
( ) ]/pl —a?

| y-n= (+a(x—-l)—]/e —a’(_/—m))

also:

25) (@—x)+ (y —y)=e’—a®=(z,— )+ (y, — m)’—a’.
Hierin liegt ein bekannter geometrischer Satz, und wir finden zu-

gleich, daB die linke Seite der Kreisgleichung (I) das Quadrat der

Linge der von dem Punkte (2, y) an den Kreis zu legenden Tan-

genten bedeutet. Wir konnen diese Interpretation verallgemeinern

auf Grund der Gleichung:

(26) u®— Zu((x —l)cosy+(_y1—m)sm7)+(x —0)2+(y, —m)z—-az 0,
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in welcher » die Entfernung des Punktes 7, von einem der Schnitt-
punkte der unter der Amplitude y durch P, gezogenen Geraden mit
dem Kreise ist. Das Produkt dieser beiden Entfernungen ist dem-
nach fiir jeden Wert von y:(z, — )2 + (y, — m)® — a®. 1 Es bedeutet
daher die linke Seite der Kreisgleichung (I) das fir den Punkt P (z,y)
konstante Produkt seiner Abstinde von den beiden Schnittpunkten des
Kreises mit jeder Geraden durch P, d. h. die sogenannte Potenz des
Punktes P fir den Kreis.

Fig. 34.

Diese Bemerkung ist wichtig, wenn wir die Aufgabe 16sen wollen,
die Schnittpunkte der beiden Kreise (Fig. 34):
@) @=L+ @y —m)P=aqa? (=L} + @y —m)P=a,?
zu finden. Dieselben liegen sicher auch auf jedem der Kreise:
28) @=Ll +@—mP—a’+i(z—L)+({y—m)P—a’)=0,
welchen man definieren kann als Ort der Punkte, fiir die das Ver-

hiltnis der Potenzen in Beziehung auf die beiden Kreise den
konstanten Wert — 2 lat. Denn dieser Ort ist hiernach ein

Kreis mit dem Mittelpunkte (1,1:-_;.1,, m‘lt_im’) und dem Radius:

IIT. Vi ? + 2a®)(1 + 2) — /T((ll—-— L + (my — my)?).

! Sind némlich #' und «” die Wurzeln der Gleichung
' —2au +0b=0, soist: u®— 2au+ 0" (%—o)(u—u’), also: w-u’'=>H.
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Fir 2 = — 1 geht dieser Kreis in die Gerade:
(29) = —L)+ym, —m,) =},2+ m?—a?—L?—m?+ a,?)
iiber, welche Potenzlinie der Kreisschar heiBt, weil jeder Punkt
derselben fiir jeden dieser Kreise dieselbe Potenz hat. Unsere Aufgabe
ist daher auf die schon erledigte zuriickgefiihrt, diese Potenzlinie mit
einem der Kreise (28) zu schneiden, als welchen man der Symmetrie
wegen denjenigen fiir A = 1 wihlen wird. Das Verschwinden der
WurzelgroBe in den Formeln (III) liefert dann die folgende bekannte
Bedingung der Beriihrung der Kreise (27):

(30) (4 — L) + (m; — m,)* = (a, + a,)?,

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem sich die Kreise
von auBen oder von innen berithren.

Die Gleichung des Kreises in Polarkoordinaten erhalten
wir aus Formel (I®) in § 4 auf S. 39 sofort in der Form:

I "2 4 b2 — 2brcos(p — f) = a?,
wenn b und B den Radiusvektor und die Amplitude des Mittel-
punktes bedeuten; sie wird nicht selten mit Vorteil angewendet.

Die Gleichung des Kreises in schiefwinkeligen Koordinaten, die aus
Formel (I*) in § 4 folgt, findet kaum Anwendung.

1. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Punkte, fiir welche das
Verhiltnis der Entfernungen von zwei festen Punkten konstant ist.

2. Aufgabe. Man suche den Ort der Punkte, fiir welche die
Summe der Quadrate der Entferpungen von zwei festen Punkten
konstant ist.

3. Aufgabe. Man suche den Ort der Spitze eines Dreiecks,
von dem gegeben ist die Grundlinie und der Winkel an der Spitze
(Kreis durch drei Punkte).

4. Aufgabe. Man bestimme die Durchschnittspunkte des Kreises:

6422 + 64y? — 272z + 128y — 272 =0
mit der Geraden: 3z — 4y = 1.

5. Aufgabe. Man bestimme die Gleichung der Tangente an

den Kreis:

. 22+ y?—42—-6y+3=0

im Punkte (5, 4).
6.Aufgabe. Man suche die Beriihrungspunkte und die Gleichungen

der Tangenten vom Punkte (6, 3) an denselben Kreis.

7. Aufgabe. Man suche den Ort der Mittelpunkte der durch
einen festen Punkt laufenden Sehnen eines Kreises (Polarkoordinaten
mit dem festen Punkte als Pol).
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8. Aufgabe. Man ordne jedem Punkte P (r, ) denjenigen Punkt
(', @) zu, fiir welchen 7.7 = p?, wo p konstant ist (Transformation
nach dem Prinzipe der reciproken Radien), und beweise, daB hierbei
jede Gerade in einen Kreis und jeder Kreis wieder in einen Kreis
itbergeht, daB ferner die zwei Geraden entsprechenden Kreise sich
unter demselben Winkel schneiden wie diese, wobei der Winkel der
Kreise durch den ihrer Tangenten gemessen wird.

9. Aufgabe. Es ist zu beweisen, daB.die drei Potenzlinien
dreier Kreise durch einen Punkt laufen.

§ 7.

Die Gleichungen der Kegelschnitte bezogen auf ihré Hauptaxen.

Wir haben in der Einleitung die Gleichung der ebenen Schnitte
eines geraden Kegels in folgender Form erhalten. (S. 2 u. 3): '

(1) y'=2pzF L2,

wodurch fiir das obere Vorzeichen eine sogenannte Ellipse, fiir das
untere ein Hyperbel, fiir a = oo endlich eine Parabel dargestellt
ist. Obgleich die stereometrische Bedeutung der Koordinatenaxen
in der Einleitung schon erlautert wurde, so behalten wir uns doch ein
weiteres Eingehen hierauf fiir die Raumgeometrie vor (Satz 69 in § 22).
Hier wird es unsere Aufgabe sein, die verschiedenen Gleichungsformen
der Kegelschnitte und ihren Zusammenhang zu studieren und hieraus
die geometrischen Eigenschaften ‘der Kegelschnitte herzuleiten. Wie
man von den durch die Gleichungen (1) dargestellten Linien beliebig
viel Punkte mit Zirkel und Lineal konstruieren kann, haben wir ja
in der Einleitung gesehen, es werden sich aber noch einfachere der-
artige Konstruktionen ergeben.

Um die allgemeinste Gleichungsform zu erhalten, aus der
die Gleichungen (1) hervorgehen konnen, werden wir diese offenbar
nach Multiplikation mit einer Konstanten irgend einer Koordinaten-
transformation zu unterwerfen haben. Damit sich aber diese Auf-
gabe nicht von vornherein zu kompliziert gestalte, wollen wir uns
hierbei zuerst auf eine Parallelverschiebung beschrinken. Bei Aus-
filhrung einer solchen nehmen die Gleichungen (1) offenbar die fol-
gende allgemeinere Form an:

(D Az + By? + 2Dz + 2Ey + F =0,

und es ist klar, daB die Gleichungen (1) nur besondere Fille dieser
Gleichung sind.
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Ehe wir an dle ]Lntscheldung der l'ra.ge gehen, ob Glelchung (I)
durch Division mit einer Konstanten und durch Parallelverschiebung
des Koordinatensystems stets in eine der Formen (1) iibergefithrt
werden kénne, wollen wir Gleichung (I) direkt einer analogen Unter-
suchung unterziehen, wie im vorigen Paragraphen die Gleichung des
Kreises. Wir wollen also die durch Gleichung (I) etwa dargestellte
Linie zuerst mit einer Geraden zum Durchschnitt bringen. Enthilt
die Gerade den Punkt (/, m) (Fig. 835) und schlieBt mit der Abscissen-

_By+E-0

-

Fig. 85.

axe die Amplitude y ein, so erhalten wir fiir den Abstand « eines
ihrer Schnittpunkte (z = I + w cosy, y =m + usiny) vom Punkte
(&, m) offenbar die quadratische Gleichung:
(2) (dcos?y + Bsin?y)u? + 2{(dl + D)cosy + (Bm + E)sin y}u

+ A + Bm? + 2Dl + 2Em + F = 0.

Da hiernach Jede Gerade i. A. zwei Punkte mit der Lmle
gemeinsam hat, so wollen wir die durch Gleichung (I) dargestellte
Linie vorliufig eine qua¥ratische Linie nennen. Die beiden
Schnittpunkte konnen natiirlich auch imaginir sein, sie konnen aber
auch zusammenfallen; in letzterem Falle heift die Gerade Tan-
gente der quadratlschen Linie, der Punkt, in den die beiden Schnitt-
punkte hineinfallen, ihr Beriithrungspunkt. Soll der Punkt ([, m)
dieser Beriihrungspunkt sein, so muf die quadratische Gleichung (2)
die Doppelwurzel » = 0 haben, d. h. es mu8:
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3 = AP+ Bm* 4+ 2DI4+28m+ F=0
und:
4) (Al + D)cosy + (Bm + E)siny =0

sein. Hier driickt die erste Gleichung natiirlich nur aus, daB der
Punkt (4, m) iiberhaupt der quadratischen Linie angehdrt, wihrend
die zweite Gleichung denjenigen Wert der Amplitude y kennen lehrt,
fir welchen die schneidende Gerade in die Tangente iibergeht.
Setzen wir diesen Wert von cosy:siny in die Gleichung:

)] (x—Osiny — (y — m)cosy =0
der Geraden ein, so erhalten wir als Gleichung der Tangente im
Punkte (I, m):

(6) @— ) 4l+ D)+ (y — m)(Bm + E)=0
oder auf Grund von Gleichung (3):
(I (41 + D)z + (Bm + K)y + Dl + Em + F = 0.

Wir erhalten so den Satz: _
24. Die Gleichung der Tangente an die quadratische Linie:

D Az*+ By: + 2Dz + 28y + F=0
im Punkte (z,, y,) ist:
8) (dzy, + D)z + (By, + E)y + Dz, + By, + F = 0.

Falls der Punkt (/, m) nicht der Gleichung (3) geniigt, wohl aber
noch der Gleichung (4), die quadratische Gleichung (2) fiir den Ab-
stand » der beiden Schnittpunkte also zwei entgegengesetzt gleiche
Wourzeln besitzt, so liegt (/, m) in der Mitte zwischen den beiden
Schnittpunkten, oder er ist der Mittelpunkt der durch ihn unter der
Amplitude y gezogenen Sehne der quadratischen Linie. Deshalb
stellt Gleichung (4) oder, wenn wir darin /, m durch die Koordinaten
z, y eines verinderlichen Punktes ersetzen, die Gleichung:

) Azcosy + Bysiny + Dcosy + Esiny =0

den Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen der quadratischen Linie
dar. Dieser Ort ist also eine gerade Linie und wird ein Durch-
. messer der quadratischen Linie genanpt. Ist der Punkt (z;, ¥,)
der quadratischen Linie ein solcher, daB seine Tangente (II) mit der
Abscissenaxe den Winkel y bildet, ist also — (4dz, + D):By, + £
= tgy, so liegt auch dieser Punkt auf dem Durchmesser (7); dieser
enthilt folglich zugleich auch die Berlihrungspunkte derjenigen
Tangenten der quadratischen Linie, welche unter der Amplitude y
gezogen werden konnen. Wir finden hier eine bekannte Eigenschaft
des Kreises wieder, wonach der Ort der Mittelpunkte paralleler
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Sehnen eines solchen ein auf den Sehnen senkrechter Durchmesser
ist; fir 4 = B stellt in der That Gleichung (I) einen Kreis dar, und
es stehen die beiden Geraden (5) und (7) nach Satz 18 aufeinander
senkrecht.

Geben wir der Amplitude y in der Gleichung (7) oder der mit
ihr gleichbedeutenden Gleichung:

(8) dz + D + (By + E)tgy =0

des Durchmessers alle moglichen Werte, so erhalten wir eine Schar
von Durchmessern, die simtlich den Schnittpunkt der beiden beson-
deren Durchmesser:

) Az+ D=0 und By+E=0

enthalten, welche fir y =0 und y = 90° entstehen. Es stehen
hiernach diese beiden Durchmesser auf den Sehnen, deren Mittel-
punkte sie enthalten, senkrecht, d. h. sie sind Symmetrie- oder
Hauptaxen der quadratischen Linie. Von diesen beiden Axen kann
allerdings die eine fortfallen, wenn entweder 4 oder B = 0 ist (von
dem Falle, da8 4 und B verschwinden, konnen wir offenbar ab-
sehen, weil dann durch Gleichung (I) eine gerade Linie dargestellt
ist), Falls B oder 4 = 0 ist, so sind offenbar die Durchmesser (7)
entweder simtlich der Ordinaten- oder samtlich der Abscissenaxe
parallel. Sind aber 4 und B von Null verschieden, so schneiden
sich die beiden Axen in dem Punkte:

(10) =2 me_ 2
welcher der Mittelpunkt der quadratischen Linie genannt wird;
Gleichung (2) lebrt in der That, daB er der Mittelpunkt jeder ihn
enthaltenden Sehne ist. Wir konnen so den folgenden Satz aus-
sprechen:

25. Der Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen der quadratischen
Linie (I) ist eine gerade Linie, welche Durchmesser der quadratischen
Linie genannt wird und zugleich die Berihrungspunkte der den Sehnen
parallelen Tangenten von (I) enthilt. Alle diese Durchmesser gehen ent-
weder, wenn 4 und B von Null verschieden sind, durch denselben Punkt

(—- g, —_ %), den sogenannten Mittelpunkt der Linie, oder sie sind
einander parallel, wenn 4 oder B = 0 ist. Im ersten Falle liegt die
Linie symmetrisch zu den beiden Hauptaxen Az+ D=0 und By+ F=0,
im zweiten Falle nur zu einer dieser Azen, je nachdem B oder A =0 ist.

Machen wir im ersten Falle die beiden Symmetrieaxen zu
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Mittelpunkte, setzen also:

, D , E
(11) T=T =" Y=Y — 5
so geht Gleichung (I) iiber in:
’ ’ )
(12) 4z + By* = 5,
wo:
(18) 0 = AE? + BD? — ABF,

deren Form die neuen Koordinatenaxen unmittelbar als Symme-
trieaxen erkennen liBt, weil jedem Werte der Abscisse resp. Ordinate
zwei entgegengesetzt gleiche Werte der Ordinate resp. Abscisse
entsprechen.

Wollen wir hiernach die durch Gleichungen von der Form (12)
dargestellten Linien ermitteln, so gewihrt zunichst der Fall § =0
geringes Interesse. Sind dann nimlich zuerst 4 und B von dem-
selben Zeichen, so kann Gleichung (12) nur fir z° = 0, ¥ = 0 oder

Gleichung (T) nur fir 2= — 2, y= — % orfullt sein. Sind zwei-

tens 4 und B von verschiedenem Zeichen, ist also — 4B positiv,
80 kann man Gleichung (12) auch in der Form:

(18) (dz’ + YV — 4By)(4x =} —4By)=0

schreiben, sie ist daher durch die Koordinaten der Punkte zweier
gerader Linien erfiillt. Wir konnen also sagen, daB Gleichung (I)
fiir d =0 zwei gerade Linien darstellt, die auch imaginér sein
konnen. Dasselbe gilt ndmlich auch in dem zweiten Falle, daB
A4 oder B =0 ist. Denn soll z. B. fiir 4 =0 auch d = 0 sein, so
muB auch D verschwinden, so daB Gleichung (I) die Form:

(14) By +2Ey+ F=0

annimmt; hierdurch- sind aber die beiden zur Abscissenaxe paral-
lelen Geraden.

(15) y=%{—EiVETM’}

dargestellt, welche auch imaginir werden konnen. Wir werden daher
des Weiteren voraussetzen konnen, daB & von Null verschieden sei.

Unter dieser Voraussetzung untersuchen wir zuerst den Unterfall :

12, 4 und B von demselben Vorzeichen. Auch hier
konnen wir als von geringerem Interesse wieder den Fall ausscheiden,
daB J von anderem Vorzeichen als 4 und B ist. Denn dann hat
auch die linke Seite der Gleichung (12) fiir alle reellen Werte von
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z" und y' ein anderes Vorzeichen als die von Null verschiedene
rechte Seite derselben (leichung, diese kann demnach fiir kein reelles
Wertsystem von 2’ und 3 erfiillt sein. In diesem Falle ist folglich
auch durch Gleichung (I) keine reelle Linie dargestellt; fiir ihn haben
also auch unsere Sitze 24 und 25 keine reelle Bedeutung. Ist aber
0 von demselben Vorzeichen wie 4 und B, also auch wie
A + B, so konnen wir zeigen, daB durch Gleichung (12), also auch
durch [leichung (I) eine Ellipse dargestellt ist. Dann sind namlich,
wenn wir setzen:

d )

(16) = pp = 4p

a und b zwei reelle GroBen, so daB man der Gleichung (12) die Form:
/2 ‘2

(L) %’i‘ + %T =1

geben kann.

Die hierdurch dargestellte Linie schneidet offenbar die eine
Hauptaxe in den beiden Punkten (' = + a, 3 = 0) und die andere
Hauptaxe in den beiden Punkten (2= 0, y = + &), welche die
vier Scheitelpunkte genannt werden. Verlegt man den Koordi-
natenanfangspunkt nach einem dieser Scheitelpunkte, setzt also z. B.:

(17) i=r—a, y=y,
so nimmt Gleichung (III) die Form an:

b? b
(18) P=2-1r— 5%

also die Form (1) fiir das obere Vorzeichen, wenn man 2:: p setzt.

Ist daher durch Gleichung (I) itberhaupt eine reelle Linie dargestellt,
go ist sie im Unterfalle 1* eine Ellipse.

Wir kommen nunmehr zu-dem Unterfall:

1%. 4 und B von verschiedenem Zéichen. Nehmen wir
hier an, was offenbar nur Sache der Bezeichnung ist, daB J von
demselben Zeichen sei wie B, von anderem Zeichen also als 4, so
-bedeuten in den Formeln: o

é d
w9 @ =g V= —ypm
a und & offenbar wieder reelle GroBen, so daB man der Gleichung (12)
die Form:

% ]
@) : =1
geben kann. Die hierdurch dargestellte Linie schneidet die eine
Symmetrieaxe in den beiden Punkten: (' = + @, y = 0), die
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andere Axe hingeg;l éar nicht, so daB sie nur zwei Scheitelimnkte
besitzt. Verlegt man den Koordinatenanfangspunkt wiederum nach
einem solchen Punkte, setzt also z. B.:

@) d=z+ay =y
so nimmt Gleichung (IV) die Form an:
21 y? = 2§x + f,'—’,x”,

also die Form (1) fiir das obere Vorzeichen, wenn man wiederum
%: = p setzt. Im Unterfalle 1® ist demnach durch Gleichung (I) stets
eine Hyperbel dargestellt.

Wir kommen endlich zu dem zweiten Falle und nehmen
etwa an, daB 4 = 0. Machen wir dann die einzige hier noch vor-
handene Symmetrieaxe By + £ = 0 zur Abscissenaxe, setzen also:

’ , E
(22) =2, y=y —%
so geht Gleichung (I) iiber in:
(23) By'2+2D'_BE+F=o.

Die hierdurch dargestellte Linie schneidet die Symmetrieaxe in
dem Punkte: (x’ = 2—1-;5(12"—1917' )s y’=0), dem einzigen Scheitel-

punkte derselben, wobei wir den Fall D = 0 dadurch ausgeschlossen
haben, daB wir J als von Null verschieden annahmen. Verlegen wir
den Koordinatenanfangspunkt nach diesem Scheitelpunkte, setzen also:

(24) # =g+ .0 (B — BF), y =3,

2BD
so nimmt (leichung (23) die Form:
™ y? = 2pz
an, wenn man p = —g setzt, also die Form (1) fir a = co. Im

zweiten Falle ist demnach durch Gleichung (I) eine Parabel dar-
gestellt.
Wir erhalten daher das Resultat, daB durch Gleichung (I)

" entweder gar keine reelle Linie dargestellt ist oder ein Kegelschnitt,

insofern wir auch die geraden Linien als Kegelschnitte betrachten
konnen (fiir den Fall zweier paralleler Geraden (4 = 0, J = 0) haben
wir den Schnitt des geraden Kegels allerdings durch denjenigen
eines geraden Cylinders zu ersetzen) Im besonderen kénnen wir
unsere Untersuchungen in den folgenden Satz zusammenfassen:
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26. Durch die Gleichung:
@ Az* + By* 4+ 2Dz + 2Ey + F=0
ist, falls die Grofe:
0= AE®* 4 BD?* — ABF

von Null verschieden ist und nicht gleichzeitiy AB positiv, (4 + B)d
hingegen negativ ist, stets einer der drei Kegelschnitte dargestellt. Dieser
Kegelschnitt ist eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem
AB >0, <0 oder =0 ist.

1. Aufgabe. Man untersuche, welche der drei Kegelschnitte
durch die folgenden Gleichungen dargestellt sind:

4224 9y® — 242 + 12y + 144 =0,
322 — 4y? + 662 + 40y + 251 = 0,
— 22+ 4y 4+ 624+ 8y—5=0,
3y? — 6z — 30y + 33 =0,

und bestimme die Mittelpunkte und Scheitelpunkte dieser Kegel-
schnitte.

2. Aufgabe. Es sind gegeben ein Punkt § auf der Abscissen-
axe und zwei symmetrisch zu derselben gelegene Punkte 4 und 4';
schneidet irgend ein Radiusvektor die Geraden 84 und S4’ in B
und B, so soll der Ort der Schnittpunkte der Geraden 4B’ und
A'B bei beweglichem Radiusvektor gefunden werden.

8. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Punkte, fiir welche
das Verhialtnis der Entfernungen von einem festen Punkte und einer
festen Geraden (parallel zur Ordinatenaxe) konstant ist (vergl. § 9).

4. Aufgabe. Man beweise, daB sich die Tangenten in den End-
punkten paralleler Sehnen eines Kegelschnittes stets auf dem der
Sehnenrichtung konjugierten Durchmesser schneiden.

Ist (, m) der Mittelpunkt einer solchen Sehne, so ist der Schnitt-
punkt der beiden Tangenten zugleich der Schnittpunkt des Durch-
messers mit der Geraden:

(dl+ D)z + (Bm+ E)y + Dl + Em + F = 0.

5. Aufgabe. Man bestimme den Ort des Schnittpunktes der
beiden Geraden, welche durch die Endpunkte der Durchmesser eines
Kreises in je einer bestimmten Richtung gezogen werden.

Man mache die Koordinatenaxen den Halbierungslinien des
Winkels der beiden Richtungen parallel.

SoHUR, Analytische Geometrie. 5
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§ 8.
Eigenschaften der Kegelschnitte, welche aus ihren auf die
Hauptaxen bezogenen Gleichungen folgen, und ihre zeichnerische
Darstellung.

Obwohl wir bereits in der Einleitung gelernt haben, beliebig
viel Punkte jedes Kegelschnittes zu konstruieren und damit seine
Gestalt zeichnerisch zu ermitteln, so werden wir doch besonders fiir
Ellipse und Hyperbel einfachere Methoden hierfiir finden, wenn wir
von den auf die Hauptaxen bezogenen (leichungen ausgehen.

Wir fangen an mit der Ellipse. Ihre auf die beiden Haupt-
axen bezogene Gleichung lautet nach dem vorigen Paragraphen:

@ §+%=L

Es ist leicht zu sehen, daB diese Gleichung fiir jeden Wert des
Winkels v befriedigt wird, wenn man setzt:

1 r=acosy, y =bsiny.

Da jedes der beiden Quadrate (%)2 und (%)2 in Gleichung (I)

hochstens = 1 sein darf, so wird umgekehrt zu jedem die Gleichung ()
befriedigenden Wertsysteme (z, y) den Gleichungen (1) zufolge ein-
deutig ein Winkel 1 gehoren, diese werden also alle Punkte der
Ellipse liefern, wenn 1 alle Werte von 0 bis 360° durchlauft.
Nehmen wir an (Fig. 36), daB a > b sei, so kann man hiernach
die Ellipse dadurch aus dem Kreise um den Anfangspunkt O mit dem
Radius a herleiten, daB man jedem Punkte P’ dieses Kreises mit
der Amplitude v den Punkt P mit derselben Abscisse, aber einer
im Verhiltnisse &:a verkleinerten Ordinate zuordnet. Kine solche
Zuordnung wird eine affine Verwandtschaft oder Affinitét genannt
mit der Abscissenaxe, deren Punkte sich selbst zugeordnet sind,
als Affinititsaxe. Der Punkt P wird hiernach auf der Ordinate
@P" von einer Parallelen zur Abscissenaxe durch den Punkt P”
mit derselben Amplitude auf dem dem vorigen koncentrischen Kreise
mit dem Radius & ausgeschnitten. Auch aus diesem Kreise entsteht
die Ellipse durch eine Affinitit, bei welcher jedem Punkte P” mit
der Amplitude v der Punkt P mit derselben Ordinate, aber einer
im Verhiltnisse a:5 vergroflerten Abscisse zugeordnet ist; hierbei
ist die Ordinatenaxe Affinititsaxe. Die erste Entstehung zeigt, daB
die Ellipse ganz innerhalb des groBen, die zweite, daB
sie ganz auBerhalb des kleinen Kreises liegt. Alle Halb-
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messer OP der Ellipse sind demnach zwischen der groBen Halb-
axe 04 = a und der kleinen Halbaxe OB = b enthalten. Man
siecht, wie man mit Hilfe dieser beiden Kreise beliebig viel Punkte
der Ellipse durch bloBes Ziehen von Radien und von zwei Scharen
paralleler Geraden konstruieren kann.

Es fithrt unsere Figur auch leicht auf eine mechanische Er-
zeugungsweise der Ellipse, die man zur Konstruktion eines soge-
nannten: Ellipsenzirkels benutzt hat. Schneidet namlich die Paral-
lele durch P zu OP”P’ die beiden Axen in resp. a und b, so ist
offenbar aP = OP” = b und 6P = OP’ = a. Da also die Punkte baP

Fig. 86.

fir alle Punkte der Ellipse eine unverinderliche Entfernung von-
einander haben, so entsteht die Ellipse als Ort eines auf der Ver-
lingerung einer geraden Strecke ba liegenden und fest mit ihr ver-
bundenen Punktes, deren Endpunkte auf den beiden Hauptaxen
gleiten. Ziehen wir die Gerade aPb jedesmal unter der Amplitude
180°— v, so ist ebenfalls aP = b und PO = a, so daB die Ellipse
auch als Ort eines mit einer Strecke ab fest verbundenen
Punktes P dieser entsteht, deren Endpunkte auf den beiden
Hauptaxen gleiten. Es diirfte klar sein, wie auf Grund dieser Ent-
stehungsweise ein Apparat konstruiert werden kann, dessen Fahrstift
(P) kontinuierlich eine Ellipse umfihrt, d. i. ein Ellipsenzirkel. Da
indessen einerseits solche Apparate, wenn sie genau zeichnen sollen,
5*
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recht teuer sind, andererseits auch ihre Einstellung fiir vorgegebene
Axen nicht obne Umstinde ist, so wird man meist besser eine
hinreichende Anzahl von Punkten der Ellipse mit Hilfe der beiden
Kreise konstruieren und diese durch eine kontinuierliche Linie zu
verbinden suchen.

Da ist es nun zur Beurteilung des Verlaufs der Kurve von
groBer Wichtigkeit, nicht nur einzelne Punkte, sondern auch die
Tangenten derselben an die Kurve zu konstruieren. Nach Satz 24
lautet die Gleichung der Tangente im Punkte (z,, y,) an die Ellipse (I):

@) H+ 8=

sie macht auf der Abscissenaxe den Abschnitt a®:z,, also denselben
Abschnitt, wie die Tangente im entsprechenden Punkte (z,, ya:D)
des groBen Kreises. Ebenso macht die Tangente (2) auf der Ordinaten-
axe denselben Abschnitt 42:y, wie die Tangente im entsprechenden
Punkte (z,6:a, y,) des kleinen Kreises. Beides folgt auch daraus,
daB bei der affinen Verwandlung der beiden Kreise in die Ellipse
jede Kreistangente in die Tangente des entsprechenden Ellipsen-
punktes iibergehen muB, zwei affine Geraden aber den sich selbst
entsprechenden Schnittpunkt mit der Affinititsaxe gemein haben.
Hiernach ist es leicht, je nach Bequemlichkeit mit Hilfe der Tan-
genten des groBen oder des kleinen Kreises in jedem Punkte P der
Ellipse die Tangente an diese zu konstruieren.

Wir wenden uns zweitens zur Untersuchung der Hyperbel
(Fig. 87). Als ihre auf die Symmetrieaxen bezogene Gleichung
lernten wir im vorigen Paragraphen kennen: :

2 3
(1) G-h=1
Diese Gleichung wird offenbar fiir jeden Wert des Winkels v be-
friedigt, wenn man setzt:

3) = _—", y=btany.

: cos Y
Hieraus ergiebt sich folgende Konstruktion dieses Punktes P der
Hyperbel. Ist P’ derjenige Punkt des Kreises um den Anfangspunkt O
und mit dem Radius a, welcher die Amplitude v besitzt, so macht
die Tangente dieses Punktes P’ an den Kreis auf der Abscissenaxe

offenbar den Abschnitt 0Q = c_(;:Tp’ so daB OQ die Abscisse des

Punktes P ist. Schneidet ferner der Radiusvektor OP' die Gerade
z = b im Punkte P”, so hat dieser die Ordinate &tangy, so daB die
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Parallele zur Abscissenaxe durch P” auf der Ordinate durch @
den gesuchten Punkt P ausschneidet. Hiernach kann man leicht be-
liebig viel Punkte der Hyperbel konstruieren, man kann aber im
Anschlusse hieran sofort auch die Tangente jedes Punktes finden.

Fig. 87.

Nach Satz 24 lautet namlich die Gleichung der Tangente in jedem
Punkte (z,, y,) der Hyperbel (II):

( 4) xx, Y9 __

a? b ’
die Tangente im Punkte P macht also auf der Abscissenaxe den
Abschnitt 07 = a’_c;;s_tp = qcosy, geht folglich durch den FuBpunkt

T der Ordinate des Punktes P’. Die Tangenten in den beiden
Scheitelpunkten z, = 4 a, y, = & sind natiirlich der Ordinatenaxe

parallel, und es ist klar, daB sich zwischen diesen beiden Scheitel-
2

tangenten kein Punkt der Hyperbel befinden kann, da (f:—) in
(tleichung (II) mindestens = 1 sein muB. Man wird folglich von dem
FuBpunkte @ der Ordinate jedes Hyperbelpunktes P eine und nur
eine Tangente QP an den Kreis zichen konnen, die auf derselben
Seite der Abscissenaxe liegt wie P, so daB jedem Hyperbelpunkte
den Gleichungen (3) zufolge eindeutig ein Winkel v zugehort, diese



70 Gestalt der Hyperbel.

also alle Punkte der Hyperbel liefern werden, wenn v alle Werte
von 0 bis 360° durchliuft.

Fir 9 =0 ergiebt sich der Scheitelpunkt auf der positiven
Abscissenaxe, alsdann wachsen mit wachsendem vy z und y, be-
stindig positiv bleibend, bis sie fiir 9 = 90° beide co werden. In
welcher Weise dies geschieht, erkennen wir durch Betrachtung des
Verhiltnisses der beiden Koordinaten:

b .
(5) tang =2 = Zsiny.
Mit wachsendem 1wy nihert sich dies Verhiiltnis dem Werte %, den

es aber erst fiir ¢ = 909, also erst dann erreicht, wenn der Punkt
P im Unendlichen verschwunden ist. Es bleibt folglich der Punkt
P stets unterhalb der Geraden:

b
(©) y=1a,

um sie erst im Unendlichen zu erreichen. Wie dies vor sich
geht, sehen wir am besten durch Vergleichung der zu derselben
Abscisse gehorigen Ordinaten der Hyperbel und der Geraden, deren
Punkte wir ja in der Form:

a b
) x=c_osTp’ yscostp .
darstellen konnen. Die Differenz der beiden Ordinaten stellt sich
dann folgendermaBen durch die dieselbe Abscisse liefernde GriBe
vy dar:

1 — sin 1 —coso

®) b cosw'[’:b sin ¢ =btg}o,
wenn ¢ = 90°— ¢ gesetzt wird, diese Differenz wird also mit wachsen-
dem vy oder abnehmendem ¢ immer kleiner, bis sie fiir ¢ = 90°
verschwindet. Der im ersten Quadranten liegende Zweig der Hy-
perbel wird sich also vom Scheitelpunkte anfangend der Geraden (6)
unausgesetzt nihern, ohne sie im Endlichen je zu erreichen. Diese
Gerade kann auch als die Grenze einer Tangente der Hyperbel be-
trachtet werden; Gleichung (4) geht nimlich, wenn wir nach (3)

%= sy und y, = btany, setzen, iiber in:
z sin
(9) ;—-'-’b—""=cos1pl,

stellt also fiir v, = 90° dieselbe Gerade dar wie Gleichung (6). Da
c08(90° 4+ ) = — cos (90° — ) und tan(90°+ ) = — tan (90° — )
(vgl. auch die obige geometrische Konstruktion von P), so wird der
Punkt P, wenn v iiber 90° hinaus wiichst, unterhalb der Abscissenaxe
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und oberhalb der Geraden (6) im dritten Quadranten wieder zum Vor-
schein kommen und dann, sich von der Geraden (6) immer mehr ent-
fernend, fiir ¢ = 180° den Scheitelpunkt auf der negativen Abscissen-
axe erreichen. Wenn nun 1 weiter wichst, so beschreibt P offenbar
das Spiegelbild des eben erhaltenen Zweiges in Beziehung auf die
Abscissenaxe, nahert sich also immer mehr der Geraden:
(10) -t
um fiir 9 = 270° in der Richtung dieser Geraden im Unendlichen
zu verschwinden. Bei weiter wachsendem  beschreibt P das Spiegel-
bild des ersten Zweiges in Beziehung auf die Abscissenaxe, kommt
also oberhalb der Geraden (10) im vierten Quadranten wieder zum
Vorschein und wird, sich von ihr immer weiter entfernend, fiir
v = 360° wieder den ersten Scheitelpunkt erreichen. Die beiden
Geraden (6) und (10) werden die Asymptoten der Hyperbel -
(¢odpminrwrod) genannt, weil diese sich ihnen immer mehr anschmiegt,
ohne je mit ihnen zusammenzufallen.

Die Hyperbel (II) liegt ganz auferhalb des Kreises um den Mit-
telpunkt mit dem Radius a und innerhalb des die Abscisse enthaltenden

Winkels der Geraden y = 4 %x, der beiden Asym];toten, denen sie

sich unausgesetzt nihert, okne sie je zu erreichen; die Asymptoten sind
die Grenzlagen von Tangenten der Hyperbel, wenn der Berihrungs-
punkt tm Unendlichen verschwindet. Man nennt 2a die Hauptare und
2b die Nebenaxe der Hyperbel; sie heift fiir b = a gleichseitig.

Sind die Asymptoten und ein Punkt der Hyperbel gegeben, so
lassen sich mit Zirkel und Lineal leicht beliebig viel Punkte der-
selben konstruieren auf Grund des Satzes:

27. Die Asymptoten einer Hyperbel schneiden auf jeder Sehne
derselben eine Strecke aus, die denselben Mittelpunht besitzt, wie die Sehne.

Betrachten wir namlich neben der Hyperbel (II) die quadra-
tische Linie, welche aus den beiden Asymptoten besteht, deren
Gleichung also: :

11) =z ¥ 0

at b
ist, so ist der Ort der Mittelpunkte der unter der Amplitude y ge-
zogenen Sehnen nach Gleichung (7) des vorigen Paragraphen fiir
beide quadratische Linien der Durchmesser:
(12) z0ey _ _y_%ig_r =0,
womit unser Satz bewiesen ist. Die Konstruktion (Fig. 38) verlauft
hiernach folgendermaBen: Schneidet irgend eine Gerade durch den



72 Tangenten der Hyperbel.

gegebenen Punkt P der Hyperbel die beiden Asymptoten in R und R/,
so ist der zweite Schnittpunkt P der Geraden mit der Hyperbel
bestimmt darch BP = P'R. Auf der Tangente im Punkte P schneiden
die Asymptoten eine Strecke 77" aus, welche nach dem obigen Satze
durch P halbiert wird. Schneiden also die Parallelen durch P zu
den beiden Asymptoten diese in z resp. 7/, 8o ist die Tangente 77" || z7’,
wonach sie leicht konstruiert werden kann. Schneiden dann weiter
die Parallelen durch 7' und 7" zu PP’ die jedesmalige . andere
Asymptote in U’ resp. U, so ist UU’ die Tangente von P. KEs ist
niamlich der Konstruktion zufolge UR = } UT, U'R' =} U'T und

Fig. 88.

RP =1} UT, also auch R'P'= }T'U, folglich liegen U, P’ und U"
in einer Geraden und P’ in der Mitte zwischen U und U, wie zu
beweisen war. Sobald also die Tangente in dem gegebenen Punkte P
konstruiert ist, findet man noch schneller die Tangente in jedem
daraus konstruierten Punkte P. Man sieht aber auch, wie man aus
einer Tangente der Hyperbel und den beiden Asymptoten durch
bloBes Ziehen von Parallellinien beliebig viel andere Tangenten der
Hyperbel konstruieren kann; die Hyperbel erscheint dann als Ein-
hilllende dieser Tangenten. Wir sehen auBerdem aus der Figur,
daB die Dreiecke 077" und OUU’ inhaltsgleich sind, und finden so
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den Satz (wegen der analytischen Beweise dieser Sitze wolle man
die Aufgaben 4 und 5 vergleichen):

28. Die Tangenten einer Hyperbel schliefen mit deren Asymptoten
Dreieceke konstanten Flicheninhalts ein.

Wir wenden uns drittens zur Parabel, deren (}leichung, be-
zogen auf die Hauptaxe als Abscissenaxe und den Scheitelpunkt
als Anfangspunkt, lautete (Konstruktion s. S. 4):

(III) yi= 2pz.

Die Parabel besitzt nur einen zu beiden Seiten der positiven
z-Axe liegenden Zweig, der von jedem Durchmesser ¥ = m in nur
einem Punkte geschnitten wird, wihrend der zweite Schnittpunkt im
Unendlichen liegt, weil der Koefficient von u? in Gleichung (2) in
§ 7 fir diese Durchmesser (und nur fiir diese) verschwindet.

Die Gleichung der Tangente (Fig.39) in dem Punkte (z,, y,)
der Parabel lautet nach dem Satze 24 des vorigen Paragraphen:
(13) ¥ =p+az)
diese Tangente P,7 macht also auf der Abscissenaxe den Ab-
schnitt: — z,, d. h. Tangente und Ordinate jedes Punktes der Parabel

Fig. 89.

schneiden auf der Hauptaxe eine Strecke aus, deren Mittelpunkt der
Scheitelpunkt ist. Hiernach kann man leicht in jedem Punkte der
Parabel die Tangente konstruieren. Bringt man obige Tangente
mit der Tangente:

(14) yy,=p(z + z,) v

im Punkte 7; zum Durchschnitt, so hat der Schnittpunkt P die Ordinate:
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L

. —PE—%) _ Yty

(15) y= Y1— Ys 2

weil P, und P, Punkte der Parabel sind. Es ist demnach:
(16) © TP:PP=y, +¥,:y — Y-

Ebenso findet man, daB P,P die symmetrische Tangente 7P, in
einem Punkte P’ schneidet, fiir welchen;

17 TP: PR =y, = ¥4,: 9, + Y5

es ist daher 7P = P'P, woraus eine sehr einfache Konstruktion
von beliebig viel Tangenten der Parabel folgt; diese erscheint dann
als Hillkurve. Die einfachste Konstruktion der Parabel werden wir
erst im nichsten Paragraphen kennen lernen.

1. Aufgabe. Man bestimme die Hauptaxen (resp. den Para-
meter) der Kegelschnitte in Aufgabe 1 des vorigen Paragraphen.

2. Aufgabe. Man bestimme den Ort eines mit einer Strecke
fest verbundenen Punktes, wenn die Strecke mit ihren Endpunkten
auf den beiden Koordinatenaxen gleitet.

Die Koordinaten des Punktes werden ausgedriickt durch die-
jenigen der Endpunkte der Strecke und das bekannte Teilungs-
verhaltnis derselben, die Bedingung eingefithrt, daB die Strecke eine
gegebene Linge habe und aus diesen drei Gleichungen die beiden
Koordinaten der Endpunkte eliminiert.

3. Aufgabe. Man beweise, daB das Produkt der Entfernung
des Mittelpunktes der Ellipse von einer Tangente derselben in das -
Stiick der zugehdrigen Normale (Senkrechte zur Tangente im Be-
rithrungspunkte) bis zu einer der Axen konstant ist.

Die Koordinaten des Ellipsenpunktes wird man dabei am besten
in der Form (1) annehmen.

4. Aufgabe. Man beweise (analytisch), daB der Berithrungs-
punkt einer Hyperbeltangente in der Mitte zwischen ihren Schnitt-
punkten mit den beiden Asymptoten liegt, und zeige, daB das Produkt
ihrer Abschnitte auf diesen beiden Asymptoten konstant ist.

Die Koordinaten des Hyperbelpunktes wird man dabei gut in der
Form (3) annehmen.

5. Aufgabe. Man beweise Satz 27 dadurch, daB man die
Schnittpunkte einer Sehne der Hyperbel durch die Verhiltnisse be-
stimmt, in welchen sie diese Sehne teilen.

6. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Spitze eines Drei-
ecks, wenn gegeben ist die Basis, und der eine Basiswinkel doppelt
so groB sein soll wie der andere (Trisektion des Winkels mit Hilfe
einer Hyperbel und eines Kreises).
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7. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Durchschnittspunkte
derjenigen Tangenten einer Parabel, welche einen gegebenen Winkel
miteinander bilden.

8. Aufgabe. Konstruktion der Wurzeln der kubischen Gleichung:
y®— 3ay = 28 als Ordinaten der Schnittpunkte einer festen Parabel
mit einem Kreise, der durch den Scheitelpunkt der Parabel geht.

89.

Die Brennpunktseigenschaften der Kegelschnitte.

Der Mittelpunkt eines Kreises ist dadurch charakterisiert, da8
jede ihn enthaltende Sehne durch ihn halbiert wird, und da8 alle
diese Sehnen gleich lang sind. Wir finden daher in den Mittelpunkts-
eigenschaften eines beliebigen Kegelschnittes keineswegs alle die-
jenigen des Kreises wieder, zumal ja die Parabel iiberhaupt keinen
Mittelpunkt besitzt. Nun kénnen wir aber den Mittelpunkt eines
Kreises auch dahin charakterisieren, daB er der einzige Pol eines
Polarkoordinatensystems ist, in Beziehung auf welchen sich aus der
Kreisgleichung der Radiusvektor rational durch die trigonometrischen
Funktionen der Amplitude ausdricken lift, d. h. die bei Auflosung
nach dem Radiusvektor auftretende Quadratwurzel algebraisch, nicht
nur zahlenméipfig ausgezogen werden kann (vergl. Gleichung I* in § 6).
Wir konnen demgemif die Frage stellen, ob es nicht in der Ebene
jedes Kegelschnittes Pole giebt, welche diese Eigenschaft mit dem
Kreismittelpunkte teilen. Wir wollen dabei wie in § 7 ausgehen
von der allgemeinen Gleichung:

1 4z*+ By*+ 2Dz + 2By + F = 0,
und, indem wir den gesuchten Pol mit (I, m) bezeichnen, hierin
setzen: z =l + rcos @, y = m + rsin ¢, wonach wir folgende Polar-
gleichung des Kegelschnitts erhalten (Gleichung (2) in § 7):
(2) 7%4cos?p + Bsin’p)+ 2r{(4l + D)cose + (Bm+ E)sing}+4=0,
wo:
3) A= AP+ Bm®*+ 2Dl 4 2Em + F.
Losen wir diese Gleichung nach r auf, so erhalten wir den folgen-
den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen:
w = (4l + D) — 44) cos?p + ((Bm + E)*— Bi)sin’g

@ { + 2(41 + D)(Bm + E) cos gsin g.

Nun kann hieraus entweder dann fiir jeden Wert von ¢ die
Quadratwurzel gezogen werden, wenn das Produkt der Koefficienten
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von cos’p und ‘sin?p gleich dem Quadrate des Koefficienten von
2cospsin @ ist, oder dann, wenn w {iberhaupt unabhingig von ¢
ist, wenn also der Koefficient von cos?¢q gleich demjenigen von
sin? @ ist, und der Koefficient von 2cosgsin¢ verschwindet; eine
dritte Moglichkeit giebt es offenbar nicht. Im ersten Falle erhalten
wir die Bedingung:

(5) A{dBA— B(4l+ Dy*— A(Bm + Ep}}= —2-8=0,

wo (vergl. Gleichung (18) in § 7):

(6) 0 = AE*+ BD?— ABPF.

Der erste Fall wird also nur dann eintreten, wenn entweder der
Pol ein Punkt des Kegelschnittes ist oder der Kegelschnitt aus
zwei Geraden besteht; daB in diesen beiden Fillen r eine rationale
Funktion von cos¢ und sing wird, ist ja auch geometrisch evident
und von geringem Interesse. Wir werden daher von diesem Falle
absehen und uns zu dem zweiten wenden konnen.

Fiir ihn erhalten wir die beiden Bedingungen:

) (d = B)A — (4l + D)*+ (Bm + E)?=0,
und: . : .
8 (41 + D)(Bm + E)=0.

Bedingung (7) geht durch Ausrechnung iiber in:
(9) — ABP 4 ABm?®—2BDI+24Fm + (4 — B)F - D? 4+ E*=0.

Betrachten wir hierin ! und = als die Koordinaten eines ver-
anderlichen Punktes, so ist durch diese Gleichung (9) nach den
Satzen 25 und 26 eine Hyperbel dargestellt, deren Hauptaxen:
Az + D=0 und By + E=0 mit denen des gegebenen Kegel-
schnittes zusammenfallen; fiir die Parabel (4 = 0) geht diese Hyperbel
in eine (zur Ordinatenaxe parallele) Gerade itber. Da nun der
gesuchte Pol (!, m) nach (8) zugleich auf einer dieser Hauptaxen
liegen mub, so ist er einer der beiden Scheitelpunkte der Hyperbel (9),
resp. fir die Parabel der Schnittpunkt der Hauptaxe mit der Ge-
raden (9). Es giebt demnach fiir die Ellipse und die Hyperbel zwéi
und nur zwei Pole der gesuchten Art und fiir die Parabel einen
und pur einen. Wenn wir die Bezeichnung so wihlen, daf der
Pol auf der Hauptaxe: Bm + E = 0 liegt, geht die GroBe w unter
dem Wurzelzeichen nach (7) iiber in:

(10) w = 52— (41 + Dy
ist 4 = B, der Kegelschnitt also ein Kreis, so folgt ja aus (7) und
(8) unmittelbar, daB der Mittelpunkt der gesuchte Pol ist.
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In dem allgemeinen Falle erhalten wir nunmehr die folgende
Polargleichung des Kegelschnittes:

(11)  »(4cos’p + Bsingp) = A;"' D — (VB —YB— 4cosg),
oder wegen:

dcos®p + Bsinlp = B — (B — A)cos?p
| e
= (VB + VB —4dcosg)(y B— B — Acosg)
schlieBlich:
Al+ D 1
(13) =

VB4 VB +VB-4 Acos«p
Zur Bestimmung von 4! 4 D setzen wir zuerst voraus, daf anch
4 von Null verschieden sei; dann kann Gleichung (7), indem man
den Wert von 4 aus (5) entnimmt, in die Form:

(14) — BYAl + Dy 4 A3(Bm + Ep+ (B— 4)5 =0
gesetzt werden. Ks ist folglich:
I+ D
(15) A+D _ V3,
VyB~A B

Diese Formel bleibt aber, wenn wir das obere Zgichen nehmen,
auch richtig fir 4 = 0, so daB wir die folgende endgilltige Form der
Polargleichung unseres Kegelschnittes bezogen auf einen der ge-
suchten Pole finden:

F} 1
(16) T=VB; VB + VB - Acosq;’
wobei wir uns die Bestimmung der Vorzeichen fiir die besonderen
Fille vorbehalten; es kam hier nur auf die allgemeine Form der
Gleichung an, d1e nun jedenfalls unserer algebraischen Forderung
entspricht.

Wenn wir jetzt an die Untersuchung der besonderen geometri-
schen Eigenschaften gehen, welche man von diesen Polen erwarten
darf, so gehen wir von den besonderen Gleichungsformen des vorigen
Paragraphen aus und fangen mit der Parabel (Fig. 40):

(17) = 2pz
an. Fiir sie ist der ausgezeichnete Pol F derjenige Punkt der Haupt-
axe, dessen Abscisse der Gleichung (9) zufolge = }p ist. In der
That liefert die Substitution: z = %- + rcos, y=rsing die
Gleichung:

(18) r2=r3cos?p + 2prcosgp + p?=(p + r cos P)?

oder, indem wir, damit r positiv resultiere, auf beiden Seiten die
positive Wurzel ziehen:
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@ e

“1-cosg
Da die Strecke p + r cos ¢ offenbar den Abstand RP des Parabel-
punktes P (r, ¢) von einer zur Ordinatenaxe parallelen Geraden
bedeutet, die auf der Polaraxe den Abschnitt 7D = —p oder auf
der urspriinglichen Abscissenaxe den Abschnitt 0D = — % macht,

80 besagt offenbar Gleichung (18), daB die Parabel der Ort der Punkte
ist, welche von dem Pole F und der Geraden DR gleichweit abstehen.
: U

T
7

Fig. 40.
Will man hiernach die zur Abscisse 0 gehorigen Parabelpunkte
P und P’ konstruieren, so braucht man nur um F als Mittelpunkt
den Kreis mit dem Radius DQ = FP= FP’ zu schlagen. Was die
Konstruktion der Tangente PT in P betrifft, so ist sie die Senkrechte
von P auf RF. Da nimlich jeder Punkt dieser Senkrechten von #
und R gleichweit entfernt ist, so ist P der einzige Punkt derselben,
der von 7 und RD gleichen Abstand hat, also der einzige Punkt
der Parabel auf P7, diese Gerade ist demnach, da sie der Axe nicht
parallel ist, eine Tangente der Parabel. In der That ist ZFPR ein
gleichseitiges Parallelogramm, also 7F= RP=_Dg), folglich, weil O in
der Mitte zwischen D und F liegt, ist O auch die Mitte von 7 (vergl.S.73).
Wir sehen also, daB auch 7' auf dem obigen Kreise liegt, so daf der



Brennpunkt der Parabel. - 19

Kreis zugleich zwei Punkte der Parabel und den Schnittpunkt ihrer
beiden Tangenten liefert.
Bezeichnen wir ferner mit § und U Punkte der Verlingerungen

von Rp und FF, 8o ist offenbar <= UPS = 4= TPF, d.h. jeder parallel
zur Axe der Parabel einfallende Lichtstrahl wird durch diese als Spiegel
nach 7 reflektiert; aus diesem Grunde wird ¥ Brennpunkt oder
Focus der Parabel genannt.

Da die eine Diagonale FR des gleichseitigen Parallelogramms
TFPR auf der anderen Diagonale 7P senkrecht steht und sie halbiert,
80 liegt der Schnittpunkt dieser beiden Diagonalen auf der Scheitel-
tangente der Parabel, diese Tangente ist folglich der Ort der FuB-
punkte der vom Brennpunkte auf die Tangenten der Parabel ge-
fallten Lote. Hiernach kann man, wenn der Brennpunkt und die
Scheiteltangente der Parabel gegeben sind, leicht beliebig viel Tan-
genten derselben konstruieren; wobei man die Parabel wieder als
Hillkurve erhalt.

Wir. kénnen nunmehr die Brennpunktseigenschaften der Parabel
in den folgenden Satz zusammenfassen:

29. Auf der Aze jeder Parabel y®= 2pz liegt in der Entfernung

% vom Scheitelpunkte ein Pol, in Beziehung auf welchen die Parabel
die Polargleichung :
@ r=ia

1 —cosg
besitzt, wenn die Are der Parabel zugleich Polaraze ist. Dieser Pol
heifft  Brennpunkt der Parabel, weil jeder parallel zur Aze ein~
fallende Lichtstrahl durch die Parabel als Spiegel in diesen Brenn-
punkt reflektiert wird. Die Parabel ist zugleich der Ort derjenigen
Punkte, welche vom Brennpunkte und der Leitlinie, d. h. einer zur

Aze senkrechten und diese in der Entfernung — % vom Scheitelpunkte

schneidenden Geraden gleich weit entfernt sind. Die Fufpunkte der
Lote vom Brennpunkte auf die Tangenten der Parabel liegen simtlich
auf der Scheiteltangente.

Wenn wir uns zweitens zur Untersuchung der Ellipse (Fig. 41)
wenden, so werden wir auch hier von der Hauptaxengleichung:
(19) z+ ¥ _1=0
ausgehen. Fragen wir hier zuerst nach den etwa auf der grofen
Axe 2a gelegenen Polen, so werden diese, da d = wird, nach
Gleichung (15) die Abscissen:

1
adb?

S |
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V- Taw
(20) R A L T

haben, sie sind also in der That reell. Auf der kleinen Axe giebt es
.demnach keine Pole der gesuchten Art, wie ja auch schon daraus

hervorgeht, daB diese die Ordinaten + }5® — a? haben miiBten.

Fig. 41.

Die beiden Pole 7 und F auf der groBen Axe werden offen-
bar ausgeschnitten durch einen Kreis mit dem Radius ¢ um einen
der Scheitelpunkte der kleinen Axe als Mittelpunkt.

Machen wir nunmehr in Gleichung (19) oder:

21) b%? + a?y® = a%b?

die Substitution: y2 = r? — (z — ¢)?, wo also r der Radiusvektor von
dem Pole # nach irgend einem Punkte P (z, y) der Ellipse ist, so
geht diese Gleichung iiber in:

(22) a?r? = 2% (a? —b%) — 2a%zc + a?? + a’c? = (a® — zc)’
Ziehen wir bhieraus die Wurzel so, daB r fir alle z» zwischen

—a und 4+ e — und nur diese kommen in Betracht — positiv
resultiere, so ergiebt sich wegen ¢ < a:

(23%) r=a— e,
WO § = % die sogenannte numerische Excentricitit der Ellipse

ist, wihrend ¢ die lineare Excentricitit genannt wird, weil ¢
und ¢ fiir diejenigen Pole, welche Eigenschaften des Kreiscentrums
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besitzen, das Ma8 ihrer Abweichung vom Centrum der Ellipse bilden.
Wir werden offenbar in entsprechender Weise fiir den zweiten Pol 7
die Gleichung: .

(23Y) r=a+4 e

erhalten, wo ' den Radiusvektor von 7 nach demselben Punkte P
bedeutet. Aus diesen beiden Gleichungen folgt:

(24) ) r 41 = 2a,

die Ellipse ist folglich der Ort derjenigen Punkte P, fir welche die
Summe der Entfernungen von den beiden Polen 7 und # konstant
ist (Verzeichnung der Ellipse vermittelst eines Stiftes, der einen ge-
schlossenen, um in # und F” befindliche Nadeln geschlungenen Faden
von der Liange 2¢ + 2a spannt). Ist daher P, irgend ein Punkt der
groBen Axe zwischen den beiden Scheitelpunkten 4 und 4', so schneiden
sich die beiden Kreise um # und 7 mit den Radien 4P, und 4'P,
in zwei Punkten P und P’ der Ellipse. Verlingert man ferner die

Strecke 7P um PR = PF, 80 daB F'R = 2a ist, so ist das Lot von
P auf FR die Tangente der Ellipse in P. Fiir jeden von P ver-
schiedenen . Punkt 7' dieses Lotes ist namlich F7T+ FT=FT
+ TR>F R=2a, folglich liegt dieses Lot ganz auBerhalb der Ellipse,
ist also die Tangente in P (vergl. Aufg. 3. Da hiernach F"P und
FP mit den ihnen zugekehrten Seiten dieser Tangente gleiche Winkel
bilden, so wird der von # ausgehende Lichtstrahl 7P durch die
Ellipse als Spiegel nach F reflektiert und umgekehrt. Aus diesem
Grunde werden auch die beiden Pole # und 7’ Brennpunkte
oder Foci der Ellipse genannt.

Gleichung (23*) kénnen wir offenbar in die folgende Form
setzen: '

at .
(25) ~r=e(7—-:r),
diese Gleichung besagt, daB die Entfernungen jedes Punktes der

Ellipse von dem Brennpunkte # und der zugehodrigen Leitlinie, d. i.
einer zur groBen Axe senkrechten Geraden, welche auf dieser den

Abschnitt 0D = %’ macht, das konstante Verhiltnis .& = % haben.
Dasselbe folgt natiirlich aus Gleichung (23%) fiir den zweiten Brenn-

al

punkt #' und die zugehorige Leitlinie z = — —-

c
Aus den Gleichungen (23*) und (23%) ergeben sich nun auch
-unmittelbar die Polargleichungen der Ellipse in Beziehung auf die
beiden Pole 7 und 7’ und die positive Abscissenaxe als Polaraxe,
wenn wir setzen z = ¢ + rcos ¢ resp. — ¢ + ' cos ¢, néimlich:
8CHUR, Analytische Geometrie. 6
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(1% r=—2> _  und (Hb)'r'=

P ?
14 ecosg 1 —~ scos ¢’

wo, wie frither 72 =p gesetzt wurde; es bedeutet hiernach p die

zu den Brennpunkten gehorige Ordinate der Ellipse.
Die Brennpunktseigenschaften der Ellipse kénnen wir hiernach
in den folgenden Sntz zusammenfassen;

80. Auf der grofen Aze Jjeder Ellipse: % + %: =1(a > )
liegen in der Entfernung. + ¢ = £ Ya®— b* vom Mittelpunkte zwei
Pole, in Beziehung auf welche die Ellipse die Polargleichungen:

. ) o ,

(H) : . r= 1+ecosg

besitzt, wenn die positive Abscissenaze zugleich Polaraze und
b3

p=- &= % ist. Diese Pole heiﬁenﬁ Brennpunkte der Ellipse, weil

jeder von dem einen Pole ausgehende Lichtstrahl von der Ellipse
als Spiegel in den anderen Pol reflektiert wird. Die Ellipse ist zu-
gleich der Ort derjenigen Punkts, fur welche die Summe der Ent-
fernungen von den beiden Brennpunkten gleich der grofen Aze 2a
ist, und das Verhiltnis der Entfernungen von einem 'Brennpunkte und
der zugehorigen Leitlinie, d. h. einer zur grofen Aze senkrechten

al
und vom Mittelpunkte um + — entfernten Geraden, = & ist.

Wenn wir . schlieBlich zu der auf ihre Hauptaxen bezogenen
Hyperbel (Fig. 42):
2
(26) . - F =1 | |
iibergehen, so brauchen wir in den entsprechenden Formeln fiir
die Ellipse nur 42 mit — 4% zu vertauschen. Die beiden Pole # und #”
liegen demnach hier auf der schneidenden Hauptaxe und haben

die Abscissen 4 c = + Ja? + 4?; diese Pole liegen daher auf einem
Kreise um den Mittelpunkt der Hyperbel durch die Schnittpunkte
der Asymptoten mit den Scheiteltangenten, Durch die Substitution:
y?=1r?— (zr — c)®> werden wir der Gleichung (22) entsprechend er-
halten: _

2n ar?= (a® — zc)?

Ziehen wir hier dle Quadratwurzel so, daB r fiir alle x zwischen
a und 4 00 — und nur diese kommen fiir den einen Zweig der
Hyperbel in Betracht — positiv resultiere, so folgt:

(28%) . r=em—a
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da ja hier &z = cz:a stets > a ist. In entsprechender Weise erhalten
wir fiir den zweiten Pol #” und fir denselben Zweig der Hyperbel:

(28®) r =¢r + a.
Aus diesen beiden Gleichungen folgt:
(29) v —r=2aq,

die Hyperbel ist folglich der Ort derjenigen Punkte P, fir welche die
Differenz der Entfernungen von den beiden Polen #” und ¥ konstant ist.

Fig. 42.

Ist daher P, irgend ein Punkt der schneidenden Axe auBerhalb
der beiden Scheitelpunkte 4 und 4’, so schneiden sich die beiden
Kreise um F und 7’ mit den Radien 4P, und 4'P; in zwei Punkten
P und P' der Hyperbel. Machen wir das Stiick PR des Strahles
PF’ dem Strahle PF gleich, so ist das Lot von P auf FR die Tan-
gente der Hyperbel in P. Fiir jeden von P verschiedenen Punkt
T dieses Lotes ist niamlich #7 — FT = F'T — RT < F'R = 2a,
folglich liegt dieses Lot ganz auBerhalb der Hyperbel, ist also die
Tangente in P (vergl. Aufg. 3). Da hiernach 7P und FP mit der

6* '
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Tangente in P gleiche Winkel einschlieBen, so wird jeder von ¥ aus-
gehende Lichtstrahl durch die Hyperbel als Spiegel riickwirts ver-
lingert in den andern Pol 7' reflektiert und umgekehrt. Aus diesem
Grunde werden auch die beiden Pole 7 und 7 Brennpunkte oder
Foci der Hyperbel genannt.

Indem wir Gleichung (28%) in die Form:

(30) r=a(x—%)

setzen, schlieBen wir wieder, daB die Entfernungen jedes Punktes der
Hyperbel von dem Brennpunkte ¥ und der zugehorigen Leitlinie,
d. i. einer zur schneidenden Axe senkrechten Geraden, welche auf

dieser den Abschnitt % macht, das konstante Verhiltnis &= %
haben. Dasselbe gilt natiirlich der Gleichung (28") zufolge fiir den

zweiten Brennpunkt und die zugehorige Leitlinie r = — ?cl.

Aus den Gleichungen (28%) und (28%) ergeben sich nun auch
die Polargleichungen der Hyperbel, bezogen auf die beiden Brenn-
punkte als Pole und die positive Abscissenaxe als Polaraxe, in der

Form:

=P P .
() T = {"ecosg’ () = 1—scosg’’
hierbei erhalten wir den den Brennpunkt (c, o) einschlieBenden Zweig
der Hyperbel, wenn ¢ von « bis 360° — « resp. ¢’ von — « bis + «
lauft, wo « die Amplitude einer diesem Zweige zugekehrten Asym-

ptote ist (tg« = b:a). Die Brennpunktseigenschaften der Hyperbel
konnen wir nunmehr in dem folgenden Satze aussprechen:

81. Auf der schneidenden Axe jeder Hyperbel: :—:— g-:-: 1

liegen in der Entfernung + c = 4 Ya®+ b2 vom Mittelpunkte zwei
Pole, in Beziehung auf welche die Hyperbel die beiden Polargleichungen:
- EP

(1) _ T=1 —8cosQ

besitzt, wenn die positive Abscissenaxe zugleich Polaraze wund
p= %, ] =£ ist. Diese Pole heiflen Brennpunhte der Hyper\bel, weil
jeder von einem Pole ausgehende Lichtstrahl von der Hyperbel als
Spiegel ruckwirts verlingert in den andern Brennpunkt reflektiert wird.
Die Hyperbel ist zugleich der Ort derjemigen Punkte, fiur welche die
Differenz der Entfernungen von den beiden Bremnpunkten gleich der
schneidenden Aze 2a ist, und das Verhiltnis der Entfernungen von
einem Brennpunkte und der zugehorigen Leitlinie, d. h. einer zur schnei-
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denden Aze senkrechten wund vom Mittelpunkte um + %' entfernten
Geraden, = 8 ist.

Wenn wir schlieBlich die allen drei Kegelschnitten gemeinsamen
Brennpunktseigenschaften zusammenfassen wollen, so finden wir
zuerst, daB in Beziehung auf einen Brennpunkt als Pol und die ihn
enthaltende Hauptaxe als Polaraxe jeder Kegelschmtt die Polar-
gleichung:

av) ~ r=—>? _

1—scosg

hat, wo fiir dle E]hpse ¢ <1 (¢ = o fir den Kreis), fiir die Para.bel
e =1 und fiir die Hyperbel s > 1 ist. Zweitens sehen wir, daB wir
jeden Kegelschnitt auffassen konnen als den Ort derjenigen Punkte,
fir welche das Verhéltnis der Entfernungen von dem Brennpunkte
und der zugehdrigen Leitlinie den konstanten Wert & hat (vergl.
Aufg. 3 in § 7). Drittens werden die von dem einen Brennpunkte
eines Kegelschnittes ausgehenden Lichtstrahlen durch diesen als Spiegel
entweder direkt oder riickwirts verlingert in den anderen Brennpunkt
reflektiert, wobei man fiir die Parabel annehmen mu8, daB der andere
Brennpunkt parallel zur Axe ins Unendliche verschwunden ist. Dieser
Annahme entsprechend konnen wir endlich auch jeden Kegelschnitt
auffassen als Ort der Punkte, welche von dem einen Brennpunkte
und von einem um den anderen Brennpunkt mit der ihn enthalten-
den Axe als Radius beschriebenen Kreise gleichweit entfernt sind;
denn dieser Kreis -geht fiir die Parabel in die Leitlinie iber, fiir die
Ellipse liegt der eine Brennpunkt innerhalb, fir die ,Hyperbel auBer-
halb des Kreises um den anderen Brennpunkt.

1. Aufgabe. Man bestimme die Brennpunkte nach der im Anfange
des Paragraphen entwickelten Methode, indem man von der Scheitel-
gleichung «a? + y* — 2pz = 0 der Kegelschnitte a.usgeht, wo ¢ fiir
die Ellipse, Parabel, Hyperbel die Werte £, 0, — ; resp. hat.

2. Aufgabe. Man stelle nach Satz 19° in § 5 auf S. 45 die
Gleichungen der Halbierungslinien des Winkels auf, den der Durch-
messer durch irgend einen Punkt der Parabel mit dem Strahle nach
dem Brennpunkte bildet, und beweise, daB die Halbierungslinien
Tangente und Normale der Parabel sind.

Die beiden Gleichungen sind:

C—w)n——m(n— Lt + ’—”))=0
deren Identitdt mit den Gleichungen der Tangente und Normale auf
Grund von y,? = 2pz, nachzuweisen ist. :
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3. Aufgabe. Man mache die analoge Untersuchung fiir die
Halbierungslinien des Winkels, den die Strahlen von einem Punkte
einer Ellipse oder Hyperbel nach den beiden Brennpunkten bilden.

4. Aufgabe. Man bestimme den Ort der FuBpunkte der Lote
von dem Brennpunkte einer Parabel auf deren Tangenten.

5. Aufgabe. Man bestimme den Ort der FuBpunkte der Lote
von den Brennpunkten einer Ellipse oder Hyperbel auf deren Tan-
genten. .

6. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Punkte, fiir welche
die Summe resp. Differenz der Entfernungen von zwei festen Punkten
konstant ist.

Man nehme die beiden festen Punkte auf der Abscissenaxe in
gleichem Abstande vom Anfangspunkte an und bringe die beiden
Waurzelzeichen der Bedingungsgleichung dadurch fort, da man vor
dem Quadrieren auf der einen Seite nur eine Wurzel belaBt.

7. Aufgabe. Zwei feste Tangenten einer Parabel schneiden auf
einer verdnderlichen Tangente derselben ein Stiick aus, welches vom
Brennpunkte aus unter konstantem Winkel gesehen wird.

8. Aufgabe. Die Brennpunkte einer Ellipse oder Hyperbel
liegen auf einem Kreise iiber demjenigen Stiicke irgend einer Tan-
gente als Durchmesser, welches zwischen den Scheiteltangenten der
groBen resp. schneidenden Axe liegt. _ .

9. Aufgabe. Tangente und Normale einer Ellipse schneiden
von der groBen Halbaxe Stiicke ab, deren Produkt gleich dem Qua-
drate der linearen Excentricitit ist.

10. Aufgabe. Die Tangenten eines Kegelschnittes in den End-
punkten einer durch den Brennpunkt gehenden Sehne schneiden
sich in einem Punkte, dessen Verbindungslinie mit dem Brennpunkte
auf der Sehne senkrecht steht.

Man gehe von der Polargleichung fiir den Brennpunkt als Pol
aus und beweise zuniichst, indem man zuerst wieder zu rechtwinkeligen
Koordinaten iibergeht, aus Satz 24 in § 7 auf S. 60, daB die Polar-

4

gleichung jeder Tangente im Punkte (r,, ¢,):r = PR P, S

ist, woraus der Satz sofort folgt.

8 10.

Transformation der allgemeinen Kegelschnittgleichung auf
die Hauptaxen.

Wir waren bisher immer von derjenigen Kegelschnittgleichung
ausgegangen, welche aus der Scheitelgleichung (Gleichung (1) auf S. 58)
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durch Parallelverschiebung entsteht, wir hatten also die Koordinaten-
axen stets parallel zu den Hauptaxen des Kegelschnittes angenommen.
Wenn aber ein Kegelschnitt als irgend ein geometrischer Ort ge-
geben ist, so lassen sich im allgemeinen die Richtungen der Haupt-
axen von vornherein nicht ohne weiteres angeben. Wir werden
deshalb den Kegelschnitt auch auf beliebige Axen beziehen und zu-
sehen miisgen, wie wir aus einer solchen Kegelschnittgleichung, welche
auf irgend ein System rechtwinkeliger Axen bezogen ist, die Haupt-
axen des Kegelschnittes bestimmen kdnnen. Unterwerfen wir das
Koordinatensystem, auf welches die Scheitelgleichung des Kegel-
schnittes’ bezogen ist, der allgemeinsten orthogonalen Transformation
des Satzes 4 in § 2 auf S. 22, so geht diese Scheitelgleichung nach
Multiplikation mit irgend einer Konstanten offenbar iiber in:

@ 4z + By?* 4 2Czy + 2Dz + 2Ey 4 F= 0,

und es ist dies offenbar die allgemeinste Gleichung 2. Grades
und 2. Dimension in # und y. Es wird hier alles darauf an-
kommen, diese Gleichung durch Drehung des Koordinatensystems
auf eine Form zu bringen, in der das Produkt der beiden Koordi-
naten fortfillt; denn dann haben wir ja diejenige Gleichungsform,
von welcher wir in § 7 ausgegangen sind. -

Drehen wir das Koordinatensystem um die Amplitude ¢, setzen
also (Satz 8* in § 2 auf S. 21):

1) r=2a'cose —y'sine, y =2'sine + y cose,

so geht Gleichung (I) tiber in: .

@) 4224 By? 4 207y + 207 + 2By + F=0,
Wo:

(3)' 4 = Acos®e + Bsin?*e + 2Ccos ¢sin «,

4) B = Asin® ¢ + Bcos? e — 2Ccos ¢ sin e,

) ¢’ = (B — 4)cos ¢sin« + C(cos? & — sin? &),

(6) D'=Dcose + Esine,

Q) "= — Dsine + Ecoser.

Soll also €' = 0 sein, so finden wir, weil 2cosesine =sin2«
und cos?e« — sin?« = cos 2¢«, fir 2« die folgende Bedingung:
2C
® tg 2e = A—-B
Hierdurch ist 2« bis auf Vielfache von 180° e« also bis auf Viel-
fache von 90° bestimmt; das Koordinatensystem selbst ist also voll-
kommen bestimmt, und es handelt. sich nur darum, welche von den
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vier Halften zweier rechtwinkeliger Geraden wir als die positive
z'-Axe wiahlen wollen. Wir kommen hierauf noch zuriick und be-
merken nur noch, daB ¢ nur dann unbestimmt wird, wenn gleich-
zeitig C =0 und 4 = B ist; dann stellt in der That Gleichung (I)
einen Kreis dar, es fehlt in ihr also fiir jedes rechtwinkelige Koordi-
natensystem das Produkt der Koordinaten.

Aus den Gleichungen (3) und (4) folgt leicht:

9) 4+B=4+B,
1y . A — B = (4 — B)cos2a + 2Csin 2a

=cos2¢ {(A —-B+2 Ctg2a}=% {(4 — B 4+ 40’}
oder:

(4 - Br +407)?

(an (' — By = (A-Bp(1 + tg*2a) =(4— B+ 40
Hieraus folgt:
(12) 4B = }{4 + BY — (4 — BY} = 4B — C".

Um hiernach Satz 26 in § 7 auf S. 65 anwenden zu konnen,
haben wir noch die GréBe:

0 =AF?*4 BD3—- ABF
durch die Koefficienten der Gleichung (I) auszudriicken.

Wir merken zu diesem Zwecke zuniichst die aus (10) folgende
Relation:

(18) 4 -—-B’)cosZa=A—B
an. Unter Beriicksmhhgung der Identititen 2co8*e =1 + cos 2«
und 2sin?« = 1 — cos 2« finden wir weiter:
(14) 2D0%=D*+ E? + (D? — E*cos 2« + 2 DEsin 2¢«,
(15) 2E?% = D?+ E* — (D? — E¥cos 2« — 2 DEsin2¢.
Hieraus folgt:
20=(D*+ E*(Ad+ B)— (4 — B)cos 2ec(D? — E* + 2 DEtg 2cx)
- (18) {— 2(4B—C?) F=(D*+ E? (A + B)— (4 — B)(D*— E%—4CDE
—2(4B— C*F =2(4E* + BD* — 2CDE — ABF + C*F).
Aus dem Satze 26 konnen wir hiernach den folgenden ableiten:
82. Durch die Gleichung:
@ dz* + By? + 2Czy + 2Dz + 2Ey + F=0
ist, falls die Grife:
0 =0= AR + BD’ — 2CDE — ABF + C*F
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von Null verschieden ist und micht gleichzeitiy AB — C* positiv,
(4 + B)J hingegen negativ ist, -stets einer der drei Kegelschnitte dar-
gestellt. Dieser Kegelschnitt ist eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel,
Jje nachdem AB — C?® >0, < Ooder =0 ist. '

Was die Bestimmung des Drehungswinkels e betrifft, so folgt
aus (8):

A-B 20

(17 820 = —— —_ sin2e¢=—ee——
V(4 - B2+ 4C* V(A4 — B + 4C*
also:
_1—cos2« _VY(A-BrF+40C*—~(4-DB)
(18) e =g = 20 :

Giebt man hierin der -Wurzel ein bestimmtes Vorzeichen, so ist
« bis auf Vielfache von 180° bestimmt, was darauf hinauskommt,
daB man die positive Seite der z'-Axe noch willkiirlich: festsetzen
kann. Diese Formeln vereinfachen sich wesentlich, wenn der Kegel- -
schnitt eine Parabel ist, also 4B = C®:. Dann geht némlich die
GroBe unter dem Wurzelzeichen in (4 + B)? iiber, es wird also, je
nachdem wir der Wurzel dasselbe oder das entgegengesetzte Zeichen

wie 4+ B geben, tg ¢ = T oder = — ‘%; im ersten Falle wird

B, im zweiten 4’ verschwmden, wie aus den Gleichungen (3) und
(4) hervorgeht. Dasselbe folgt .auch aus den Formeln:

(19) {2A'=A+B,+(A —-B)cos2e« + 2Csin 2«
=4+ B+Vd-BF+ 407,

(‘20) {215" A+ B—(4d— B)cos2¢ — 2Csin2¢«
=4+ B- V4 — B? + 4C~.

Geben wir also, um mit den Festsetzungen in § 7 in Uberemstlm-
mung zu bleiben, der Wurzel stets das entgegengesetzte Vor-
zeichen wie 4 -4+ B, so ist B von demselben Vorzeichen wie 4 4 B.
Dann ist fiir den Fall der Parabel:

(21) tge = —'-6.= -5
Da im Falle der Ellipse und Hyperbel die Halbaxenquadrate

a? und 2 durch die Formeln (Gleichungen (16) und (19), S. 63):

4 4
(22) d=pp.  EP=gm

bestimmt sind, so ist unserer Festsetzung gem#B a? stets von dem-
selben Vorzeichen wie (4 + B)d, nach dem letzten Satze fir die

Ellipse also stets positiv. Fiir die Hyperbel wird man aber, falls
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(4 + B)0 negativ ist, der Wurzel dasselbe Zeichen geben miissen wie
A+ B. Ist 44 B=0, folglich auch 4 4+ B =0, die Hyperbel
also eine sogenannte gleichseitige (mit aufeinander senkrechten
Asymptoten), so wird man der Wurzel das entgegengesetzte Vor-
zeichen wie J geben miissen.

Aus den Formeln (22) folgt noch:

¥4 + B A+ By
23) a4 80 = TG = (j(B— 012*

und:
(24) +a%t =" »

A°B° — (AB- 0’

woraus die Halbaxenquadrate direkt bestimmt werden kénnen.

Soll fiir den Fall, daB 4B — C?=0, der Mittelpunkt eines
durch Gleichung (I) dargestellten Kegelschnittes gefunden werden, so
bestimmt man denselben besser direkt als denjenigen Punkt ([, m),
in welchem alle ihn enthaltenden Sehnen halbiert werden. Setzen
wir nimlich wieder:

(25) z=1I1+4ucosp, y=m-+ using,
so erhalten wir fiir den Radiusvektor , der durch (/, m) unter der

Amplitude ¢ nach dem Punkte (z, y) des Kegelschnittes gezogen ist,
die folgende quadratische Gleichung:
AP 4 Bm? + 2Clm 4 2Dl +-2Em + F
(25) + 2u{(4l + Cm + D)cos ¢ + (Cl + Bm + E)sin ¢}
+ u*(4 cos?p + Bsin? @ + 2Ccos g sing) = 0.

Soll nun (I, m) Mittelpunkt des Kegelschnittes sein, so muB diese
(leichung fiir jeden Wert von ¢ zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln
haben. Hierfiir ist die notwendige und hinreichende Bedingung das
Bestehen der (Gleichungen:

Al+Cm4+ D=0
(26) 4+ Cm + D - )

\Cl+Bm+ E=0,

woraus folgt:

CE —-BD CD —-AE
27 l=Zp-_¢* ™= B0
auch diese Gleichungen lehren, daB der Mittelpunkt nur dann ins
Unendliche riicken kann, wenn 4B — C? = 0 ist.

Verschwindet zugleich der Koefficient von »? in Gleichung (25),
80 hat sie unendlich groBe Wurzeln, oder die Endpunkte des Durch-

messers riicken ins Unendliche, die zugehorige durch:
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tggp = = c :!:BVC" — 4B
bestimmte Amplitude ist also im Falle der Hyperbel diejenige einer
ihrer Asymptoten.
Wir kénnen als Resultat unserer Betrachtungen den folgenden
Satz aussprechen:
83. Ist durch Gleichung (I) eine Parabel dargestellt, ist also
4B — C* = 0, so besitzt deren Hauptaze die durch

A c
(@) tga=—%5=—9

bestimmte Amplitude .. Stellt Gleichung (I) eine Ellipse oder Hyperbel
dar, so ist deren Gleichung, bezogen auf den Mittelpunkt:

CE - BD CD — AE
{Iv) I=Zp—0¢'» ™= 1B-c¢

als Anfangspunkt und in Beziehung auf ein um die Amplitude o ge-
drehtes System, wo:

A B+ 40% — (4 —
® tga = YEDTEIT (A=),

die folgende:
z'? 2
By

wo:

a’=mi—o,)i'(A + B—Yd =By + 409,

8 ;
¥ =sap =g+ B+Vd- B} +40,;

hier ist der Wurzel, je nachdem (4 + B)3 negativ oder positiv ist,
dasselbe oder das entgegengesetzte Zeichen zu geben wie A 4 B, falls
A + B = 0 ist, das entgegengesetzte Vorzeichen wie J; die Amplituden
@ der Asymptoten sind im Falle der Hyperbel bestimmt durch:

_-C+VYC* - 4B
= ' )

(V)

tgp

‘Wir haben hier immer den Fall § = 0 ausgeschlossen, weil dann
Gleichung (I) keinen der drei eigentlichen Kegelschnitte darstellen
kann, fir die Anwendungen kann es indessen doch von Wichtigkeit
sein, die beiden linearen Faktoren, in welche (I) dann nach § 7,
S. 62 zerlegt werden kann, direkt anzugeben. Wir gehen dabei aus
von den leicht zu verifizierenden Identititen:

(28) A8 = (CD — AE) — (C* — AB)(D* — AF),
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(29) BS = (CE — BDY — (C* — AB)(E* — BF).
Hieraus folgt, falls d = 0 ist:

(80) CD — AE =) C*— ABYD*—4F,

(81) CE — BD =) C*— ABYE*—BF,

wo die Vorzeichen der Wurzeln YD?®— AF und YE®— BF durch
die iibrigens willkiirliche Wahl des Vorzeichens der na.tﬁrllch reell

vorausgesetzten Wurzel }J/C? — 4B bestimmt sind.
Wir erhalten also zuerst, falls 4 von Null verschieden ist:

A(A2*+ By*4-2Czy+ 2Dz +2Ey + F)
=(4z+ Cy + D)*— (y*(C*— AB)+ D*— AF + 2y(CD — AE))
(82) { =(4z+Cy+ Dy~ (yYO'— 4B +YD*— 4F)’
=(dz+Cy+D+y)C? — 4B + YD*— 4F)(Adz+ Cy+ D
—y)C*— 4B — |/ D? — AF).
Zweitens aber erhalten wir, falls B von Null verschieden ist, nach
entsprechenden Zwischenrechnungen:
B(4z®+ By*+2Czxy 4-2Dx - 2By + F)
(88) { =(Cz+By+ E+z)C?— 4B+ VE*—BF)(Cz+ By+ E
—z)C*~ 4B — VE*— BF).
Verschwindet drittens 4 und B, so daB C von Null verschieden sein
muB und wegen § = 0:CF = 2DE ist, so wird:
(34) C(d4z®+ By*+2Czy+ 2Dz +2Ey + F)= 2(Cy + D)(Cz + E).
Da nun auf Grund der Gleichungen (30) und (81) leicht zu verifi-
zieren ist, daB die Koefficienten des ersten Faktors der rechten Seite
von (82) denen des zweiten Faktors der rechten Seite von (38) pro-
portional sind und reciprok, so kénnen wir den nunmehr in Jedem
Falle anwendbaren Satz aussprechen:

34. Ist 06 =0, so stellt Gleichung (1), falls nicht zuylezch A= B
= C =0 ist, die beiden geraden Linien:

(VID) : Ax+0y+.D+-y]/C’—AB+Vﬁ“—
und:

(VII) Cz+ By+ E+z)C3— 4B+ VE*—- BF =0,

dar, wo sich die Vorzeichen der drei Wurzeln auf Grund der Gleichungen:
(IX) YC'= 4BYD— 4F = CD — 4E,

X) YC?— ABYE*— BF = CE — BD
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aus einem derselben bestimmen; diese Geraden sind, falls AB — C?
von Null verschieden ist, dann und nur dann reell, wenn AB — C?
negativ ist, oder, falls AB — C® = 0 ist, dann und nur dann, wenn
D?® — AF und folglich (nach (IX)) auch E* — BF positiv ist (CD = AE).

In dem letzten Falle stellt Gleichung (I) offenbar zwei parallele
Geraden dar, die fir D2 — 4F oder £? — BF = (0 zusammenfallen.
Wegen der Gleichungen (IX) und (X) liefern dann die Formeln (27)
keinen unendlich fernen, sondern einen unbestimmten oder unend-
lich viele Mittelpunkte; in der That sind jetzt die Koefficienten der
(Gleichungen (26) einander proportional, so daf jeder Punkt der
Geraden Az + Cy + D =0 als Mittelpunkt der beiden durch
Gleichung (I) dargestellten parallelen Geraden betrachtet werden kann.

1. Aufgabe. Man bestimme Lage und Gestalt der folgenden
Kegelschnitte: ,
5222 4 18y? — 122y + 322 + T4y — 47 =0,
52% 4 26xy + 5y* — 16z + 16y — 88 =0,
2523 + 144y? — 1202y — 338z = 0.
2. Aufgabe. Es ist gegeben ein fester Punkt (0, 0) und eine
feste Gerade (r = 2d), und man betrachte als Bild jedes Punktes

P(z,y) denjenigen Punkt P’(z, y'), welcher mit dem festen Punkte
in einer Geraden liegt und durch den festen Punkt und die feste

Gerade harmonisch getrennt ist ( = ddf rii A w_d-?%i) . Es ist
zu untersuchen, welcher Kegelschnitt das Bild jedes Kreises ist.
Man zeige im besonderen, daB der Kegelschnitt eine Hyperbel,
Parabel oder Ellipse ist, je nachdem der Kreis die Mittelgerade
(r=d) zwischen dem festen Punkte und der festen Geraden schneidet,
berithrt oder nicht trifft, und da8 der Mittelpunkt des Kegelschnittes
das Bild des Poles der Mittelgeraden fiir den Kreis ist.

8. Aufgabe. Man bestimme den Mittelpunkt sowie GroBe und
Lage der Hauptaxen derjenigen Ellipse, welche durch schiefe Spiegelung
irgend eines Kreises an der Abscissenaxe entsteht (» =2'—2y'cotf,

=—¥)

4. Aufgabe. Man bestimme und diskutiere den Ort der Punkte,
fiir welche das Produkt der Entfernungen von zwei festen Geraden
konstant ist.

5.Aufgabe. Man bestimme dleJenlge Parabel welche die Koordi-
natenaxen berithrt und irgend einen Punkt ({, m) zum Brenn-
punkte hat.
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Fithrt man zuerst die Bedingungen ein, daB Gleichung (I) eine
Parabel darstelle, die die Koordinatenaxen in je zwei zusammenfallen-
den Punkten trifft, so kann man zunichst 4, B, C durch D, E, F
ausdriicken; hierbei kann C nur eins der beiden méglichen Vorzeichen
haben, da Gleichung (I) in dem einen Falle ein volles Quadrat wird.
Nun kann man (I) entweder auf die Normalform der Parabel trans-
formieren und die Koordinaten des Brennpunkts mit / und m zu-
sammenfallen lassen, oder man fiihrt, wie in § 9, die Bedingungen
dafiir ein, daB » aus Gleichung (25) rational durch cos¢ und sin¢
ausdriickbar werde; hierbei wird man sich mit Vorteil #hnlicher
Umformungen wie in Gleichung (32) bedienen.

6. Aufgabe. Man beweise die Relation:

a , b\2 (4+B)y
i(zi;) -

7. Aufgabe. Man wende Satz 34 zur Ermittelung der beiden
Tangenten an, welche von irgend einem Punkte (z,, #,) an den Kreis
(r — 1) + (y — m)? = e® gelegt werden konnen, unter Beriicksich-
tigung des Umstandes, daB das Produkt der linken Seiten ihrer
Gleichungen nach Formel (18) in § 6, S. 54 ist:

(&= 0+ (y—mP — &) (@&, = D + (3 — m)* — ¢7)
— (& = Dlz, = ) + (y — m)(z, —m) — ?)* = 0.
8. Aufgabe. Man beweise, daB die GriBe J verschwindet, wenn

die linke Seite von Gleichung (I) dem Produkte zweier linearen
Faktoren gleich ist.

§ 11.
Konjugierte Durchmesser der Kegelschnitte.

Zu den Haupt- oder Symmetrieaxen eines in der Form:
4] Az® + By? + 2Czy + 2Dx+ 2By + F=0
gegebenen Kegelschnittes kommen wir auch, wenn wir fragen nach
den Durchmessern dieses Kegelschnittes, als welche wir ja die Orte
der Mittelpunkte paralleler Sehnen in § 7 kennen gelernt haben.
Wir werden hierbei wieder ausgehen von der in u quadratischen
Gleichung (25) des vorigen Paragraphen, némlich:

' Al* + Bm? + 2Clm + 2Dl + 2Em + F
H + 2u{(4l + Cm + D)cos ¢ + (Cl + Bm + E)sin ¢}

+ u3(4 cos?p + Bsin? ¢ + 2Ccos g sin¢g) = 0,
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welche fiir die Abstinde w der Endpunkte der durch (/, m) unter
der Amplitude ¢ gezogenen Sehne von dem Punkte (/, m) je zwei
Werte liefert. Soll also (!, m) Mittelpunkt dieser Sehne sein, so
muB der Koefficient von 2u verschwinden, es muB also der Punkt
(, m) der Geraden: ’

(2) (4 cos @+ Csing)z4 (Ccos ¢+ Bsin p)y+ D cos p+ Esing = (]

angehéren, und es erweist sich umgekehrt diese Bedingung auch als
hinreichend; Gleichung (2) stellt daher den Durchmesser dar, welcher
der Ort der Mittelpunkte - der unter der Amplitude ¢ gezogenen
Sehnen des Kegelschnittes (I) ist. Ist (/, m) ein Endpunkt dieses
Durchmessers, so verschwindet auch das konstante Glied in Gleichung(1),
dieselbe geht in u?*= 0 tiber, die Sehne also in eine Tangente des
Kegelschnittes; die Tangenten in den Endpunkten jedes Durchmessers
geben daher die Richtung der Sehnen an, deren Halbierungspunkte
auf dem Durchmesser liegen. '

Die Amplitude vy des Durchmessers (2) ergiebt sich aus der

_ Gleichung:

A cos ¢ + Csin
®) Y = = Gors ot Bomyp'
Der Durchmesser, welcher der Ort der Mittelpunkte der unter der
Amplitude vy gezogenen Sehnen ist, hat demnach die Gleichung: .
CE- BD CD - AE
AB-C? AB- C?
wobei natiirlich 4B — C? zunichst als von Null verschieden
vorausgesetzt werden muB. Da dann Gleichung (4) eine durch den
Mittelpunkt unter der Amplitude ¢ gezogene Gerade darstellt, so
sind die beiden Durchmesser (2) und (4) einander in dem Sinne
konjugiert, daB der eine der Ort der Mittelpunkte der dem anderen
parallelen Sehnen ist. ,
Gleichung (1) gestattet auch, die Linge u des unter der Ampli-
tude ¢ gezogenen Halbmessers zu berechnen, wenn wir den Punkt
(¢, m) in den Mittelpunkt des Kegelschnittes verlegen. Da dann:

(5) Al4+Cm+D=Cl+Bm+$+E=0

4) zsing — ycosp = sing — cos ¢,

wird, so geht das konstante Glied von Gleichung (1), das wir auch
in der Form:

{(Adl+Cm+ D)+ m(Cl+ Bm + E)+ DI+ Em + F

schreiben kénnen, iber in:
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(D(C’E BD) + E(CD — AE) + F(4B — C?)

(6) AB X s

' ' = T 4aB-ov
Wir erhalten demnach fiir den gesuchten Halbmesser u die Gleichung:
()  4cos’e + Bsint + 2Ccosgsing = 0 L.

Ebenso erhalten wir fiir den unter der Amplitude v gezogenen kon-
jugierten Halbmesser v: o

8) ,Acos’tp+Bsin’1p+2Ccos1psin1p=A—B—'_’_-CT£;,
wobei zwischen ¢ und v nach (8) die Gleichung besteht:

(9) Adcosqcosy + Bsingsiny + C(cos g siny + cos ysing) =
Wenn wir daher beide Seiten der letzten drei Gleichungen der Reihe
nach mit sin’vy, sin®¢p und — 2sinysing multiplizieren und
addieren, so folgt:

{19) Asin*(y — @) = ABB_ ot (sm' Y e ) .

Multiplicieren wir ebenso dieselben drei Glelchungen der Reihe nach

mit cos?y, cos® und — 2cos cosgp und addieren sie, so folgt:
. 3 2 o 2

a Bsiny — 9) = 57w (St + 5%

»2

Multiplicieren wir endlich die drei Gleichungen der Reihe nach mit
— cosysiny, — cospsing und cosgsiny + cosysing und ad-
dieren sie, so folgt:

(12) Csind (@ — @) = — ABi). - 4(063 ﬁssinw + coscpsm(p) )

Durch Addition der beiden Gleichungen (10) und (11) folgt demnach:
: )

(13) (d+ Bysin(y — ¢) = 5z (i + ) -

Multiplizieren wir weiter die entsprechenden Seiten von (10) und (11)
und ziehen davon die Quadrate der entsprechenden Seiten von (12)
ab, so erhalten wir:

(14) (4B — C?sin®(y — ¢) = (AB+’C.’)’ s

oder:

(15) wtotsind (y — ¢) = o
woraus in Verbindung mit (13) folgt:

(16) W gt SAEB

(4B-C¥?’
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Ebe wir aus diesen Formeln weitere Schliisse zichen, leiten
wir noch die Gleichung ab, in welche (I) bei Transformation auf
zwei konjugierte Durchmesser iibergeht, also bei der Transformation
(Satz 1 und 3):

(17) z=Il+42"cosep +ycosy, y=m+ z'singp + y siny.
Dann geht offenbar Gleichung (I) auf Grund der Formeln (5) bis (9)
iiber in:

%] 2 b}
= (F+%-Y) mre=0
d. i. in dieselbe Form, die die auf die Hauptaxen bezogene Gleichung
annimmt. Mit dieser wird sie offenbar identisch, wenn ¢ — ¢ = 90°
ist, wo dann Gleichung (9) in:

(18) (4 — B)sin2¢ =2Ccos 2¢,

also in Gleichung (8) des vorigen Paragraphen iibergeht.

Was nun die beiden konjugierten Halbmesser » und v betrifft,
8o lehrt Gleichung (15), daB bei negativem 4B — C3, also fiir die
Hyperbel stets nur einer reell sein kann. Aus Satz 27, S. 71 geht
in der That hervor, daB je zwei konjugierte Durchmesser der Hy-
perbel in Nebenwinkeln der Asymptoten liegen.

Fir die Ellipse hingegen sind je zwei konjugierte Halbmesser
reell, weil die beiden GroBen u? und »2, die nach (15) dasselbe
Zeichen haben, wegen (16) beide positiv sein miissen (6(4+ B)>0
nach Satz 32, S.88). Hier sagt offenbar Gleichung (15) aus, daB je zwei
konjugierte Halbmesser ein Dreieck von konstantem Flacheninhalt
einschlieBen, wihrend Gleichung (16) zeigt, daB die Summe der
Quadrate je zweier konjugierter Halbmesser einen konstanten Wert
hat. Man kann diesen (leichungen eine entsprechende Deutung
auch fir die Hyperbel geben, wenn man zugleich mit der gegebenen
die sogenannte konjugierte Hyperbel betrachtet, deren Gleichung
aus (II) dadurch entsteht, daB man die Vorzeichen von =* und
»? wechselt; doch haben die entsprechenden Sitze geringeres
Interesse.

Wir konnen zunichst den folgenden Satz aussprechen:

85. Je zwei Durchmesser einer Ellipse oder Hyperbel sind ein-
ander in dem Sinne konjugiert, daf der eine der Ort der Mittelpunkte
der dem anderen parallelen Sehnen ist, und xugleich die Tangenten in
den Endpunkten des einen dem anderen parallel sind. Je zwei konju-
gierte Durchmesser der Hyperbel sind durch die beiden Asymptoten ge-
trennt, so daf8 stets die Endpunkie des einen reell, die des anderen

SCHUR, Analytische Geometrie. 7
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imagindr sind. Je zwei konjugierte Halbmesser der Ellipse sind reell
und bestimmen ein Dreieck von hkonstantem Flicheninhalt ein, und es hat
zugleich die Summe ihrer Quadrate einen [fiur alle Paare konstanten
Wert. Schliefen die konjugierten Durchmesser einen rechten Winkel ein,
s0 sind sie die Symmetrie- oder Hauptazen. ]

Setzen wir Gleichung (I) im Falle der Ellipse als schon auf die
Hauptaxen bezogen oder in der Form:

2 3
(19) :—.+%=1

voraus, 80 daB 0 = 4B — C? = a’ib’
(20) uvsin(y —g)=ab

iiber, wobei durch die Wahl des Vorzeichens von den beiden Halb-
messern entgegengesetzter Richtung, die einem gegebenen konjugiert
sind, der eine ausgezeichnet ist. Aus den Gleichungen (7) und (9),
welche nunmehr die Form:

wird, so geht Gleichung (15) in:

1 t] in3
1) H= co;’q; su;’ q;,
22) 0= cosg; :zostp + sin q; :in 7

annehmen, folgt nimlich, wenn man beide Seiten derselben mit
sin i resp. — sin @ multipliziert und addiert:

(23) :Bguiq_/ _ ¢cosg Sll;’(lp - (p)’
also nach (20):

(24) vsintp_=%ucos<p,
woraus in Verbindung mit (22) folgt:

25 vCOSY = — -2 usin @;
( y=—2using

durch den Endpunkf des einen Halbmessers ist folglich der des
conjugierten eindeutig bestimmt.
Gleichung (16) nimmt die Form an:

(26) u? 4 v2 = a® 4 b3
und liefert in Verbindung mit (20):
(27 (@ 4 82 = u®+ v2 + 2uwvsin (y — @),

woraus man a und b berechnen kann, falls die beiden conjugierten
Halbmesser OP=u und 0Q=v ihrer Gré8e und Lage (3= POQ=y—g¢)
nach gegeben sind; denken wir uns hierbei a, 5,z und v als positive
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Strecken, so werden wir 9 — ¢ als positiv und < 180° annehmen
miissen (vergl. Gleichung (20)). Sind daher (Fig. 48) B und R zwei
Punkte mit dem Radiusvektor » und den Amplituden 3 — 90° und
w+90° oder OR und OR’ aus OQ durch Drehung um —90° und +90°
im Sinne von OP nach 0Q iiber das Dreieck POQ entstanden, so ist
nach Formel (I’) in § 4 auf Seite 39 PR=a — b und PR = a + .
Dann ist offenbar, wenn etwa p die Mitte von PR ist, Op = } R'P
= }(a + 3), und der Kreis um g durch P und R schneidet auf Op

Fig. 43.

zwei Punkte P’ und P” so aus, daB OP'= a und OP" = b ist. In der
That hat der Punkt x nach den Formeln (24) und (25) die Koordi-

naten:
a+b

. %
T =uCoS® + vsiY = ;cosq),

2
y=using —vcosqp=a;'b%sin<p,

(28)

also nach (21) den Radiusvektor Z -2" ®. Es hat daber P’ die Abscisse

ucos @ und P’ die Ordinate usin ¢, so daB PP” und PP’ die Rich-
tungen der Halbaxen a resp. 4 sind. Es ergiebt sich hiernach die
folgende Konstruktion der Grofen und Richtungen der Halbaxen einer
Ellipse aus den ihrer Grofe und Lage nach gegebenen konjugierten
Halbmessern OP und 0Q: Macht man OR = und | 0, so schneidet der
Kreis durch P um die Mitte p von PR die Gerade Op in zwei solchen
Punkten P’ und P”, daff OP' und OP” die Grifen und umgekehrt
PP” und PP’ die Richtungen der beiden Halbaxen angeben (Frézier).

Wollen wir die Gleichungen der beiden Hauptaxen in unserem

7*
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scluefvnnkehgen Koordmatensystem OP OQ bestlmmeil, die ja nach
den Formeln (17) lauten:

(29, Z'sing + y'siny =0, 2’cos g + y'cosy = 0,
oder nach (24) und (25):
(80) avz/'sin ¢ + buy' cosp = 0, bvz'cos ¢ — auy’singp =0,

»0 haben wir tgg auszudriicken. Nun folgt aus den Gleichungen
(24) und (25):

31 veos(y — @) = b -ucos g sin ¢
und aus (21): ‘
(42) coslp = a® (u* — b%)

uw (a® — b))
sodaB wir die folgenden Gleichungen der belden Halbaxen a und 5
erhalten [vergl. (20)]:

3 | abvz’cos (v — ) + u(u®— b9y sin (y — @) =
22 | v(n?— b%)2’sin (v — @) — abuycos (v — @) = O

Wir haben zweitens den Fall der Parabel zu behandeln, in
welchem 4B — C? = 0 ist. Nehmen wir dann an, daB 4 von Null
verschieden sei, so kann die Gleichung (2) des Durchmessers, der
der Ort der Mittelpunkte der unter der Amplitude ¢ gezogenen
Sehnen ist, in die Form:

¢ Deosg + Esing _
(84) dz + Cy + Acosg + Csing 0

gebracht werden, es haben folglich alle Durchmesser die durch:

4
(36) gy=—-73

bestimmte Amplitude vy, sie sind einander parallel. Da sich
die Gleichung der Parabel in der Form:

(36) (dz + Cyp+ 24(Dz + Ey) + 4F =0

schreiben 1iBt, so ist ersichtlich, daB die Parabel von dem Durch-
messer (34) in dessen Schnittpunkte mit der Geraden:

D Esi 2
(87) 2(DJ:+E'3/)+A(A::::IT:.::%’) +F=0

gotroffen wird. Transformieren wir also die Gleichung der Parabel
nuf diesen Punkt O’ (/, m) als Anfangspunkt, auf den Durchmesser (34)
nls Axa O')" und die Tangente in O als Axe O'X’ mit Hilfe der
Kormeln (17), so geht Gleichung (36) tiber in:
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(38) (dcosg + Csing)?z'? 4 24(Dcosy + Esiny)y =
oder da:

(39) d=7VA 4+ CPsiny, C= —) A2+ C?cosy,
schlieBlich in:
(IIT) 2?sin® (y — ¢) = 2py,
WO:
A J .
@) p= g o ME= DO =)/ [ gy

hierin mag die Wurzel so gewshlt werden, daB p positiv resultiert.
Fiir 9 — ¢ = 90° erhalten wir so die bekannte Gleichungsform der
Parabel, deren Hauptaxe folglich die Gleichung:

(42) Az + Cy +“‘ﬁ:_§9 =0
hat und von der Geraden:
(48) 2(Da + Ey) + (‘G EE) + F=0

im Scheitelpunkte getroffen wird.

1. Aufgabe. Man beweise, daB je zwei konjugierte Durchmesser
einer Hyperbel durch die beiden Asymptoten harmonisch getrennt sind.

Sind ¢, und ¢, die Amplituden der beiden Asymptoten, so
ist daher zu beweisen, daB:

sin (g, — ): 8in(p, — ) = — sin(p; — @):8in (@, — )
(vergl. Formel (24) in § 5, S. 47 und Satz 33 in § 10, S. 91))
. 2. Aufgabe. Es ist zu beweisen, daB eine in der Form (I)
dargestellte Hyperbel in die konjugierte iibergeht, wenn man 7 in

F4 Z%O" verwandelt, die iibrigen Koefficienten aber ungeindert

laBt (Gleichung (7) und (8)).

3. Aufgabe. Diejenigen Sehnen einer Ellipse oder Hyperbel,
welche einen Punkt derselben mit den Endpunkten eines Durch-
messers verbinden, sind zwei konjugierten Durchmessern parallel.

4. Aufgabe. Man bestimme die einander gleichen konjugierten
Durchmesser einer Ellipse.

Sie fallen auf die Diagonalen des der Ellipse umschriebenen:
Rechtecks. _ ,

5. Aufgabe. Gleitet eine Strecke mit ihren Endpunkten auf
irgend zwei festen Geraden, so beschreibt irgend ein Punkt der
Strecke oder ihrer Verlingerung eine Ellipse, von der die festen
Geraden Durchmesser sind, und zwar erhilt man die Endpunkte des
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jedem dieser Durchmesser konjugierten Durchmessers, wenn die be-
wegliche Strecke auf ihm senkrecht steht.

Macht man die eine der festen Geraden zur Abscissenaxe, so
driicke man die Koordinaten des beweglichen Punktes durch die
Amplitude der beweglichen Strecke aus.

6. Aufgabe. Irgend zwei Durchmesser einer Ellipse oder Hy-
perbel schlieBen mit den ihnen zugeordneten Sehnen durch irgend
einen Punkt des Kegelschnittes ein Vierseit ein, dessen Flacheninhalt
unabhiingig ist von der Lage des Punktes auf dem Kegelschnitte
(Flachensatz des AroLLoNIUS)

Man nehme die Gleichung des Kegelschnittes in der Form
Az>+ By*+ F=0 an und bestimme die Schnittpunkte der den
Amplituden ¢ und 1 zugehdrigen Durchmesser mit den Sehnen
durch (/, m) und den Amplituden v resp. ¢, so ist der Satz leicht
zu verifizieren. APoLLONIUS benutzte ihn, um von einem Paare kon-
jugierter Durchmesser zu einem anderen iiberzugehen, und dem
entsprechend kann der Beweis auch in schiefwinkeligen Koordinaten
gefiihrt werden.

7. Aufgabe. Werden parallele Sehnen eines Kegelschnittes
um ihre Mittelpunkte um dieselbe Amplitude gedreht, so liegen
ihre Endpunkte nach der Drehung auf einem Kegelschnitte der-
selben Art.

Die Gleichung der Endpunkte nach der Drehung kann nimlich
bezogen auf schiefwinkelige Koordinatenaxen auf eine der Formen (I1)
oder (III) gebracht werden; transformiert man diese auf recht-
winkelige Axen, so folgt unsere Behauptung aus Satz 32, Seite 88.

8 12.
Pol und Polare, Tangente eines Kegelschnittes, Krlimmungskreis.

Satz 23 in § 6 der Kreislehre kann auf demselben Wege wie
dort auch fiir irgend einen Kegelschnitt bewiesen werden. Die Ver-
bindungslinie der beiden Punkte P, (z,, ,) und P(z, y) schneidet den
-Kegelschnitt: ’

1)) Az?+ By + 2Cxy + 2Dz +2Ey + F=0

in zwei Punkten Q(”l' e, yiiiy) und @ (x,l + fe, ut zly) wo

A und X' die Wurzeln der quadratischen Gleichung:
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Az *+ By, *+ 2Czxy, + 2Dz, + 2Ey, + F

(1) +2l(Ax"1+'B.’/.'/1+C(I.’/1 +.’/1'1)+D("’+z1)+ﬂ(3/+3/1)+]’7)
+ A3(42*+ By*+2Cxy+2Dx+42Ey+ F)=0

sind. Sollen also P, und P durch die beiden Punkte @ und @ des

Kegelschnittes harmonisch getrennt sein, so diirfen sich die beiden

Wurzeln 2 und A’ dieser Gleichung nur durch das Vorzeichen unter-

scheiden und umgekehrt (vergl. S. 34).

Setzt man daher den Koefficienten von 24 der Null gleich, so
erhilt man die Gleichung des Ortes derjenigen Punkte P, welche
von dem beliebigen Punkte P, durch die Endpunkte von P, ent-
haltenden Sehnen des Kegelschnittes harmonisch getrennt sind.
Dieser Ort ist also eine gerade Linie; er geht offenbar in die Tan-
gente des Punktes P, an den Kegelschnitt iiber, wenn auch das
konstante Glied der Gleichung (1) verschwindet, weil er dann der
Ort derjenigen Punkte P ist, deren Verbindungslinien mit P, den
Kegelschnitt in zwei mit P, zusammenfallenden Punkten schneiden.
Wir erhalten daher den folgenden Satz:

86. Die Gleichung der Tangente des Kegelschnittes (I) in seinem
Punkte P, (z,,y,) ist:

M) (42, + Cy + D)z + (Czy + By, + BE)y + Dz, + By, + F£=0;

liegt P, nicht auf dem Kegelschnitte, so stellt diese Gleichung den Ort
-der Punkte dar, welche von P, durch die Endpunkte von P, enthalten-
den Sehnen des Kegelschnittes harmonisch getrennt sind, d. i die soge-
nannte Polare des Poles P, fur den Kegelschnitt.

Wollen wir im Punkte P, nicht nur die Fortschreitungsrichtung
des Kegelschnittes, die ja seine Tangente angiebt, sondern auch seine
Krimmung finden, so werden wir das thun konnen mit Hilfe
eines Kreises durch P, der sich dem Kegelschnitte so nahe wie
moglich anschmiegt. Wir werden also unter allen den Kreisen,
deren Mittelpunkte auf der Normalen von P, d. h. derjenigen Ge-
raden, welche in P, auf der Tangente von P, senkrecht steht, liegen,
denjenigen aussuchen miissen, von dem noch einer der beweglichen
Schnittpunkte mit dem Kegelschnitte nach P, fillt. Um diese Unter-
suchung bequemer ausfithren zu kénnen, verlegen wir den Anfa.ngs-
punkt nach P,, setzen also:

(2) . r=Entd y=n+tY,
wobei die Gleichung des Kegelschnittes in:
(8) - A2+ By 4 2C2y + 2D +2FEy' =0

tibergeht; hierhei ist:
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4) D= Az + Cy,+ D, E'= Cz, + By, + E.
Die Gleichung der Tangente in P, wird nunmehr:
(5) D2+ Ey =0,

so daB ¢ 2, o E’ die Koordinaten irgend eines Punktes der Normale
in P, sind; hierbei bedeutet o irgend eine GroBe zwischen — oo
und + oo, deren Dimension von der Dimension von 0’ und £’ ab-
hingt. Der Kreis durch P, um (02, o E") als Mittelpunkt hat die
Gleichung:

(6) 3+ y?—- 20D+ Ey)=0.

Um die mit o verinderlichen Schnittpunkte dieses Kreises und
des Kegelschnittes zu finden, bemerken wir, daB jedes Wertsystem
(z, ¥), das den Gleichungen (3) und (6) geniigt, auch die Gleichung:
7 {Az"+ By*+ 2Csy+ 2D 4 2Fy
M +l(z’2+y"—29(1)':'+1'}'y'))=0
fir irgend einen Wert der GrioBe A befriedigt. Umgekehrt wird
aber auch jedes Wertsystem, das die Gleichungen (3) und (7) bei
einem von Null verschiedenen Werte der GroBe A befriedigt, der
Gleichung (6) geniigen. Nun werden wir doch 1 stets so bestimmen
konnen, daB Gleichung (7) zwei gerade Linien darstellt, von denen
die eine die Tangente in P, ist, da diese ja zwei gemeinsame, aber
zusammenfallende Punkte des Kegelschnittes und des Kreises ent-

halt. Nimmt man in der That an, man kdnne der Gleichung (7)
die Form:

®) (D7 + By) (s + By +7)=0

geben, so folgt durch Vergleichung der Koefficienten von z'2, 3%
2y, 2, y, daB: '

(9)° eD=A4A+ 2 BE' =B+ 4. «l'+ D =2C,

(10) yD'=2D(1—1p), yE =2E(1 — Ag).
Multipliziert man die dritte der Gleichungen (9) mit D'E’, so

‘ergiebt sich durch Einsetzung der Werte von « und g:

(11) AD?+ EY + AL+ BD*— 2CDE =0
oder:

61
(12) b= —primy

welche Gleichung, wie man sich leicht iiberzeugt, auch noch richtig
bleibt, falls 0’ oder E'= 0 ist. Geben wir also der GroBe A den
obigen Wert, so liBt sich die linke Seite der Gleichung (7) wirklich in
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zwel Fa.ktoren zerlegen, deren einer = 0 gesetzt dle Gleichung der
Tangente in P, darstellt, wihrend der andere die gerade Linie:
(13) {((A—B)D’+ 2CF)x + (B—AE +20D)y

+ 2(D?+ E? 4 &) =
liefert. Da uns nur die Kriimmung eines nicht in zwei gerade Linien
zerfallenden Kegelschnittes interessieren wird, so kdnnen wir " und
folglich auch i als von Null verschieden annehmen und folglich
das Resultat aussprechen: Der Kreis (6) hat mit dem Kegelschnitte
(3) neben der Tangente (5) stets moch die Sehne (13) gemein. Man
wird bemerken, daB diese gemeinsamen Sehnen bei verinderlichem
o doch untereinander parallel bleiben, was konstruktiv von groBer
Bedeutung ist.

Soll nun der Kreis (6) die Kriimmung des Kegelschnittes im
Punkte P, angeben oder sein Kriimmungskreis sein, so muB offen- -
bar auch ein Endpunkt der gemeinsamen Sehne (13) nach P, fallen
oder diese muB durch P, gehen, d. h. es muB sein:

(14) D2y B2 09 =0.

Der gesuchte Kriimmungskreis hat demnach die Gleichung:
15) #4y1+ 2D 4 By = 0

oder:

(16) (x L p e E”) +( s E”) _ (" :;NE")”

Um hierin ¢ durch die Koefficienten der urspriinglichen Gleichung (I)
auszudriicken, bemerken wir, daB:
0 =FE(dE — CD)+ D (BD — CE))

= (Cz, + ‘Byl + E) ((AB — Yy, + AE — CD)

(17) + (dz, 4 Cy,+ D) ((4B — C*z,+ BD — CE)
= (4B — C%(dz*+ By,®*+ 2Cxy, + 2Dz + 2E’yl)

+ AE*4 BD*— 2CDE,;
bedenken wir, daB die Koordinaten z,, y, der Gleichung (I) geniigen,
so folgt, daB & = o ist. Wir erhalten daher das folgende Resultat:

87. Der Mittelpunkt des Kriimmungskreises im Punkte P, an den
Kegelschnitt (I) hat die Koordinaten:

N3 N?
7 — 5 4z + Cy,+ D), y, — %—(Czl+ By, + E)
]

und sein Radius ist + %, wo:
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Nt=(4z, + Cy, + D)* + (Cz, + By, + E)?,
0= AE*+ BD®*— 2CDE— F(4B — C3.

Zur Konstruktion des Kriimmungskreises oder seines Mittel-
punktes, des sogenannten Kriimmungsmittelpunktes, konnen die fol-
genden Bemerkungen dienen. Nehmen wir an, daB die Koordinaten-
axen den Hauptaxen parallel seien, also C =0 sei, so geht die
Gleichung der gemeinsamen Sehne des Kriimmungskreises mit dem
Kegelschnitte iiber in:

(18) Dz — By =0,
diese Sehne ist daher das Spiegelbild der Tangente von P, in Be-
ziehung auf die Parallelen zu den Koordinatenaxen durch P, wonach

Y

Fig. 44.

ihre Lage leicht gefunden werden kann. Der durch ihren Mittel-
punkt u gehende Durchmesser des Kegelschnittes (Fig. 44) enthilt
die Berithrungspunkte der zu u P, parallelen Tangenten, die offenbar
die Spiegelbilder von P, fir die Hauptaxen sind, wonach auch u
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mit Hilfe der Hauptaxen leicht konstruiert werden kann. Nunmehr
schneidet das Lot in p zu pP, auf der Normale den gesuchten
Kriimmungsmittelpunkt aus.

Eine andere Methode, den Kriimmungsmittelpunkt zu kon-
struieren, flieBt aus der auf einen Brennpunkt F als Anfangspunkt und
die ihn enthaltende Hauptaxe als Polaraxe bezogenen Gleichung:

(19) p—

1—scosg
[Formel (IV), 8. 85].
Durch die Substitution: z = rcos ¢, y = rsin ¢ geht diese Glei-
chung iiber in:

(20) z3(1 — &%) + y* — 2pex — p?= 0,

woraus sich ergiebt: d =p? D' = (1 -6z, — ps =12z, —er, E'=y,.
Da nunmehr:

(21) @E—2)ph—G -z —ern)=0

die Gleichung der Normale des Punktes P, ist, so schneidet diese
die Abscissenaxe in einem Punkte R, dessen Koordinaten &r,, 0 sind;
es ist daher N =} D?+ E'¥= PN. Betrachten wir andererseits
den Punkt R des Radiusvektors FP,, fiir den RP, = p ist, den Punkt

also mit den Koordinaten (r, — p) cos ¢p,, (r, — p)sin g, oder &r, cos®¢,,
&r, cos p, 8in p;, so ergiebt sich:

(22) RN =V *r,%sin*ep, + &3, 2cosdp, sin® ¢, = &r;sin g,
es ist folglich f der FuBpunkt des Lotes von R auf FP,, also:

(23) p ﬁ‘;’; = cos (FP,N).

Schneidet daher das Lot in R auf PN den Radiusvektor FP, in
R, so trifft das Lot in R, auf R, P, die Normale in dem gesuchten
Kriimmungsmittelpunkte; zugleich sieht man, daB das Lot in R auf
dem Radiusvektor die Abscissenaxe in einem Punkte # der Normale
schneidet. Diese Methode versagt fiir ¢, = 0 oder 180°; in letzterem
Falle findet man leicht D'= —p, also N=p, so daB der Krimmungs-
radius in den Scheitelpunkten der Aze durch die Brenmnpunkte gleich
dem halben Parameter p ist.

Wir konnen dies Resultat verallgemeinern durch eine dntte
Methode zur Bestimmung des Kriimmungsradius, die allerdings nur
fir die Kegelschnitte mit Mittelpunkt gilt. Der der Tangente in P,
parallele Halbmesser » ist nach Formel (7) auf S. 96 bestimmt durch:
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24) B = A+ BD?— 2CD'E =$
oder: '

N2
(25) =B

Ist ferner der Mittelpunkt der Anfangspunkt, also D = F =0, so
ist der Abstand d des Mittelpunktes von der Tangente in P, nach
Satz 7 in § 3 auf S. 27:

F
(26) d=+ 3

Da nunmehr § = — F(4B — C?) ist, so wird i%a = + %f, was wir

folgendermaBen ausdriicken konnen: (Fig. 45).

Fig. 45. -

38. Der Krimmungsradius in dem Punkte P, einer Ellipse oder
Hyperbel ist gleich dem Quadrate des der Tangente in P, parallelen
Halbmessers dividiert durch den Abstand des Mittelpunktes von dieser
Tangente. '

Das Lot durch den Schnittpunkt der Tangenten in den zwei
Scheitelpunkten einer Ellipse auf die Verbindungslinie derselben
schneidet daher auf ihren Axen die zugehérigen Kriimmungsmittel-
punkte aus; ebenso schneidet das Lot durch den Schnittpunkt der
Tangente in einem Scheitelpunkte der Hyperbel mit einer Asymptote
zu dieser auf der Axe den zugehorigen Kriimmungsmittelpunkt aus.
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1. Aufgabe. Man bewerkstellige die Zerlegung der Gleichung(7)
in die beiden Faktoren der linken Seite von (8) mit Hilfe des Satzes 34
in § 10 auf S. 92.

2. Aufgabe. Man berechne die Koordinaten des Punktes, in
dem der Kriimmungskreis den Kegelschnitt aufler in P, noch trifft.

4D'E* 4D*E’
s Y= ""% )

8. Aufgabe. Man bestimme die Kriimmungsradien in den
Endpunkten der auf der Bremnpunktsaxe senkrechten Sehne durch
einen Brennpunkt.

4. Aufgabe. Die FuBpunkte der Normalen, die von irgend
einem Punkte (], m) auBerhalb des Kegelschnittes gegen diesen ge-
zogen werden konnen, liegen auf einer Hyperbel, deren Asymptoten
den Hauptaxen des Kegelschnittes parallel sind.

Die Gleichung der Hyperbel entsteht, wenn man in der Gleichung
der Normale z =/, y = m setzt; die Hyperbel beriihrt den Kegel-
schnitt, wenn (/, m) der Mittelpunkt des Kriimmungskreises eines
FuBpunktes ist, in diesem.

(Ist C=0, so findet man: 2" = —



Zweiter Abschnitt.
Geometrie des Raumes.

§ 13.

Parallelkoordinaten, Parallelverschiebung des Koordinatensystems
und Polarkoordinaten. '

Die Bestimmung eines Punktes P im Raume geschieht in Be-
ziehung auf drei nicht in derselben Ebene gelegene Axen 0X, OY,
0Z (Fig. 46), deren Abschnitte positiv oder negativ zu rechnen sind,
je nachdem sie in der Richtung von O nach resp. X, ¥, Z oder um-
gekehrt laufen. Dies
vorausgesetzt  versteht
man unter den Koordi-
naten z, y, z des Punktes
P die Abschnitte OP,,
OP,, OP,, welche die
durch P parallel zu den
Ebenen 0YZ, O0ZX,
OXY gelegten Ebenen
auf OX, OY, OZ resp.
machen. Dieser Defini-
tion zufolge besitzt jeder
Punkt P des Raumes
in Beziehung auf die
drei Axen OX, OY, 02

Fig. 46. drei Koordinaten z, y, z

mit je einem bestimmten

Vorzeichen, aber auch je dreien mit bestimmten Vorzeichen behafteten
Strecken oder Zahlen z= 0P, y = OP, z= OP, entspricht ein
und nur ein bestimmter Punkt P des Raumes. Man findet ihn ent-
weder dadurch, daB man die gegebenen Strecken z, y, z als OP,,
OP,, OP, auf 0X, 0Y, 0Z ihrem Vorzeichen gemiaB auftrigt und




Riumliche Parallelkoordinaten. 111

durch P,, P, P, resp. die Parallelebenen zu den Ebenen 0YZ
0ZX, OXY legt, bis sie sich in dem gesuchten Punkte P schneiden,
oder dadurch, dass man zuerst in der Ebene OXY den Punkt
mit den Koordinaten z, y konstruiert und auf der Parallelen durch
Q zu OZ die Strecke z als @P ihrem Vorzeichen gemi#B auftrigt,
wobei PP # 0Q ist. '

Die drei Koordinatenebenen OXY, 0YZ, 0OZX teilen offen-
bar den ganzen Raum in 8 Teilriume entsprechend den 8 ver-

schiedenen Kombinationen der Vorzeichen der Koordinaten z, y, z;

fir die Punkte der Koordinatenebenen selbst verschwindet je eine
der drei Koordinaten, wihrend fiir die Punkte der Koordinaten-
axen OX, OY, OZ je zwei der drei Koordinaten verschwinden, und
der Anfangspunkt O die Koordinaten z =y = z = 0 hat.

Was die bildliche Darstellung der rdumlichen Figuren
in einer Ebene betrifft, so werden wir uns immer der Parallel-
projektion bedienen, bei welcher die Punkte der riumlichen Figur
durch Parallelstrahlen auf die Zeichenebene projiziert werden. Hier-
bei werden offenbar je zwei parallele Strecken durch parallele Strecken

" von demselben Verhiiltnisse abgebildet. Kennt man daher die Bilder der

drei Koordinatenaxen OX, 07, OZ und die Verhiltnisse 4, u, », in
welchen die ihnen parallelen Strecken im Bilde vergroBlert oder ver-
kleinert sind, so kann man auch das Bild jedes durch seine Ko-
ordinaten z, y, z gegebenen Punktes P konstruieren, da man die
Bilder von OP, P_Q, QP nur der Reihe nach den Bildern von OX,
0Y, OZ parallel und Az, py, vz resp. gleich zu machen braucht.
Hierbei werden wir gewdhnlich die Annahme machen, da8 die Ebene
0YZ der Bildebene parallel sei oder, was hier auf dasselbe hinaus-
kommt, in sie hineinfalle, so daB p = =1 wird. Dann kénnen
wir offenbar das Bild eines Punktes P, auBerhalb der Axen OF
und OZ beliebig annehmen, insofern seine Verbindungslinie mit dem
Originale von P, die Richtung der Projektionsstrahlen angiebt.
(Kavalierperspektive). Da wir es fast ausschlieBlich mit dem
Falle za thun haben werden, daB die drei Koordinatenaxen senk-
recht aufeinander stehen, so werden wir gewohnlich die positive

—
Seite von OX gegen den Beschauer gerichtet, das Bild ihrer negativen
Seite in die Halbierungslinie des Winkels ¥OZ und 4 = } annehmen;

- denn diese Annahme liefert hier i. a. besonders anschauliche Bilder.

Soll dann das Bild einer Figur in einer der Bildebene nicht
parallelen Ebene entworfen werden, z. B. irgend eines Quadrates in
der Ebene OX7Y, so wird man sich diese Ebene hiufig mit Vorteil
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um ihre Bildspur (OY) in die Bildebene umgeklappt denken, erst
die Figur in der Umklappung in ihrer wahren Gestalt zeichnen und
hieraus ihr Bild auf Grund folgender Beziehungen ableiten konnen:
Bild und Umklappung jeder Geraden schneiden sich auf der Um-
klappungsaxe, und die Verbindungslinien des Bildes und der Um-
klappung jedes Punktes sind einander parallel.

Zl
N

A

Z
/
,f\

P4

Fig. 47.

Besitzt nunmehr der Anfangspunkt O’ eines neuen Koordinaten-
systems (Fig. 47), dessen Axen O'X’, O'Y’, O'Z’ mit den Axen 0X,
07, OZ resp. gleichgerichtet sind, in dem alten Systeme die Koordi-
naten a =04, b = OB, ¢=0C, so daB 4, B, C in den Ebenen
oYz, OZX, OX'Y resp. liegen, so ist offenbar (vergl. S. 16
in § 1):

1 r=0P, =04+ 4P, =a+ OP/ =a+ 7,
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@ y=0P =0B+BP =b+0P/ =b+y,
3) 2=0P, =0C+CP,=c+OP'=c+7.

Wir erhalten daher den Satz:

89. Ein Punkt P, dessen Koordinaten in Beziehung auf die Azen
0X, 0Y, 0Z z, y, z sind, besitzt in Beziehung auf die Azen O'X),
oY, 0%, die mit 0X, OY, OZ resp. gleich gerichtet sind, und deren
Anfangspunkt O’ in dem alten Systeme die Koordinaten a, b, c hat, die
Koordinaten ¥ =z —a, y =y — b, 2 =z —c.

Haben wir bisher iiber die Winkel, welche die Koordinatenaxen
miteinander einschlieBen, keine besonderen Voraussetzungen gemacht,
80 werden wir von nun an mit seltenen Ausnahmen annehmen, daB
die drei Koordinatenaxen senkrecht aufeinander stehen, wir werden
uns im wesentlichen mit sogenannten rechtwinkeligen Koordinaten
beschiftigen. Da ist es wichtig, die Beziehungen kennen zu lernen,
die zwischen den rechtwinkeligen Koordinaten z, y, z eines Punktes
P einerseits und den Winkeln andererseits bestehen, welche der
Radiusvektor » = OP mit den Koordinatenaxen einschlieBt. Hierzu
bedarf es aber einer Auseinandersetzung iiber die Winkelmessung
im Raume. Da wir nimlich auch hier davon ausgehen miissen,
daB zwei mit je einem bestimmten Sinne behaftete Geraden den-
selben Winkel einschlieBen, wie zwei ihnen gleich gerichtete, so wird
es unmoglich, diese Forderung in Einklang zu bringen mit der Fest-
setzung eines positiven Drehungssinnes in jeder Ebene. Denn sobald
diese Ebene bei paralleler Verschiebung anfingt, dem Beschauer
eine andere Seite zuzukehren, wird auch dieser Drehungssinn einer
neuen Festsetzung bediirfen. Wenn aber die Moglichkeit der Fest-
setzung eines bestimmten Drehungssinnes in der Ebene eines Winkels
fehlt, so kann dieser Winkel, da ja seine Schenkel bestimmte Halb-
strahlen sind, noch zwei verschiedene Werte haben, die sich zu 360°
erginzen. Da wollen wir denn kiinftig, so lange in besonderen
Fillen nicht ausdriicklich eine Ausnahme davon gemacht wird, unter
dem Winkel zweier Halbstrahlen stets den nicht oberhalb
180° gelegenen (positiven) verstehen; denn fiir einen gestreckten
Winkel fillt ja die Doppeldeutigkeit von selbst fort. Ubrigens wird
diese Festsetzung meist nicht von Belang sein, da es sich vorwiegend
um die Kosinus der Winkel handeln wird, die sich ja bei Ver-
tauschung des Vorzeichens der Winkel nicht #ndern.

Diese Bemerkung ist wichtig, um einzusehen, daB aus dem ersten
Hilfssatze auf S. 19 in § 2 unmittelbar der folgende sich ergiebt:

Hilfssatz: Die orthogonale Projektion A'B der Strecke AB der
SCHUR, Analytische Geometrie. : 8




114 Richtungskosinus einer Geraden.

Geraden g auf die Gerade g’ ist immer auch dem Vorzeichen nach
AB cos(yg, ¢), wie auch die positiven Richtungen auf g und g fest-

gesetzt sein mogen.

Schneidet némlich (Fig. 48) die mit ¢’ gleich gerichtete Gerade g”

!l_

-

Fig. 48.

durch 4 die aunf ¢ senkrechte
Ebene durch B in B”, so ist
4B =A4AB" und <X(9, 9)
= ¥(9, 9 also, da nach
jenem Hilfssatze 4B =
ABcos(g, ¢g"), auch 4'B =
4Bcos(g, )

SchlieBt nunmehr der Ra-
diusvektor »=0P des Punk-
tes P mit den rechtwinkeligen
Koordinaten z, y, z mit den

Koordinatenaxen OX, OY, OZ die Winkel 2, p, v ein (Fig. 49), so
ergeben sich aus diesem Hilfssatze sofort die folgenden Formeln:

TZ

r =rcosi,

@ y=rcospu,

z = rcosv;
denn P, Py, P, sind
hier die orthogonalen
Projektionen von P
auf die drei Koordi-
natenaxen. Da hier
die drei Koordinaten
z, y, z durch vier
GroBen r, A, u, v

,y ausgedriickt sind, so

Fig. 49.

ist klar, daB die
letzteren nicht unab-
hiingig voneinander
sein konnen. In der
That lehrt eine ein-
fache geometrische
Uberlegung, daB von

den drei Winkeln 4, u, » der eine durch die beiden anderen bestimmt
sein muB. Wir finden diese Beziehung zwischen 4, u, » aus einer Formel,
die uns auch spiter noch von Nutzen sein wird.
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Projizieren wir namlich das geschlossene Polygon OPQPQO
orthogonal auf irgend eine Gerade g, deren positive Seite mit den
Halbstrahlen OP, 0X, 0Y, OZ der Reihe nach die Winkel &, «, 8,
einschlieft, so ist nach dem zweiten Hilfssatze auf 8. 20 in § 2,
der natiirlich auch fir den Raum gilt:

(IL) rcosd = zrcose + ycos B + zcosy.

Lassen wir daher ¢ mit O P zusammenfallen, setzen also J =0, « = 4,
B =p, y =, so folgt nach Multiplikation von (II) mit » in Riick-
sicht auf (I):

(I1T) r?= 2?4 y?4 23 '
und hieraus wiederum:
(08%) cos®A + cos®p + cos®y =1,

worin wir die gesuchte Beziehung gefunden haben. Es kiénnen aber
auch umgekehrt drei reelle Gri8en I, m, u, fir welche 124+ m? +n?=1,
stets als die Kosinus der Winkel A, u, » eines Strahles OP mit
den Axen betrachtet werden. Nach (III) hat hiernach nimlich der
Punkt P mit den Koordinaten rI, rm, rn, wo r irgend eine positive
Strecke ist, den Radiusvektor r, die Kosinus der Winkel, die OP
mit den Koordinatenaxen einschlieBt, sind demnach nach (I) [, m, n.
Wir haben daher den Satz:

40. Die Summe der Quadrate der Kosinus der Winkel, die irgend
eine Richtung mit drei zu einander rechtwinkeligen Azen einschlieft, hat
stets den Wert 1, und drei dieser Bedingung geniigende reelle Grifen
honnen stets als die Kosinus solcher Winkel angesehen werden.

Hiernach muB es moglich sein, diese drei Kosinus oder die
sogenannten Richtungskosinus eines Radiusvektors 0P durch zwei
GroBen auszudriicken.” Dies kann auf folgende besonders fiir physi-
kalische und astronomische Untersuchungen bequeme Art geschehen.
Bezeichnen wir die Amplitude des Punktes @ in Beziehung auf die
rechtwinkeligen Axen OX und OY (Fig. 50, die Bilder der beiden
in der Figur dargestellten Kreise sind offenbar Ellipsen mit den
konjugierten Halbmessern OX, OY resp. OR, 02, vergl. Aufg. 3,
S. 120) wie gewdhnlich mit ¢, so ist ja: ‘

4) z=0Qcosp, y=0@singp.
Bezeichnen wir ferner den zwischen 0 und 90° gelegenen Winkel

Q/O\P mit 1, indem wir ihn positiv oder negativ rechnen, je nach-
dem P auf derselben Seite der Ebene OX7Y liegt wie Z oder nicht,
so ist:

(5) ’ 0Q =rcosy, z=rsiny,
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also durch Zusammenfassung der éleichungen (4) un(i (5):

4] r=rcosycosp, y=rcosysing, z=rsiny.
Den Gleichungeix (I) zufolge ergiebt sich daher:

(6) CO8 A = CO81Y COS ¢, COS @ == CO8 Y sin g, cosv = siny,
woraus ein neuer Beweis des Satzes 40 folgt.

Denken wir uns r, ¢, v, welche die rdumlichen Polar-
koordinaten des Punktes P heiBen, gegeben, so befindet sich P
. zunichst auf der

Z Kugelfliche um O

! als Mittelpunkt mit
dem Radius . Be-
trachten wir auf die-
ser den Punkt der
positiven resp. nega-

7 Y tiven Seite der z-Axe
o \ als den Nord- resp.

Siidpol, den Kreis in
der Ebene OXY als
den Aquator und den
Punkt von OX als
den Nullpunkt des-
selben, so ist offen-
bar ¢ die geogra-
phischeLingeund
Fig. 50. v die geogra-
phische Breite des
Punktes P auf der Kugel. Ist z, y, z gegeben, so ergeben sich
zuerst aus (4) OQ und ¢ als die Polarkoordinaten des Punktes @
(z, y) in der Ebene OXY und alsdann aus (5) r und v als die
Polarkoordinaten des Punktes P mit den Koordinaten OQ und 2
in der Ebene 0QZ. Da 0Q stets positiv ist, so ist 1 in der That
ein Winkel des ersten oder vierten Quadranten, in welch letzterem
Falle er nach dem Obigen negativ zu rechnen ist, wihrend die
geographische Linge ¢ alle Werte von O bis 360° annehmen
kann.

Wir werden kaum Veranlassung haben, von diesen riumlichen
Polarkoordinaten Gebrauch zu machen, werden uns vielmehr besser
der Formeln (I), (III) und (IV) bedienen, welche wir in dem folgen-
den Satze zusammenfassen wollen:
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41. Sind z, y, z die rechtwinkeligen Koordinaten eines Punktes P,
und schliefft der Radiusvektor r = OP mit den drei Koordinatenazen
OX, OY, OZ die Winkel A, pu, v ein, so ist:

M Z=7rC08A, y=rCOSM, Z=TCO8Y¥,
(1) cos?d + cos®u + cos?y =1
und:

%) 3=zt 4 y? + 22,

Aufgabe. Man bestimme die riumlichen Polarkoordinaten des
Punktes mit den rechtwinkeligen Koordinaten 20, 48, 39.

8 14.

Die Entfernung und die Varblndungslinié zweier Punkté,
die Gleichungen der geraden Linie.

Haben zwei Punkte P, und P, (Fig. 51) in Beziehung auf die
zu einander rechtwinkeligen Axen OX, OY, 0Z die Koordinaten
T, Yy 7 und zy, gy, V4
z,, 80 haben dieselben
Punkte in Beziehung
aufdie gleichgerichteten
Axen durch den Punkt ¢
P, nach Satz 39 die
Koordinaten 0,0, 0 und
3= Ty Ya— Yy B %
Bezeichnen wir daher /
mit 4 -die Entfernung ,
P, P, und mit e, 3, y Y7

——

die Winkel, die PP,  4#—--—--
mit den Koordinaten-

axen einschlieBt, so ist Fig. 51.
nach Satz 41:

_‘<' 

@ PP2=(, =)+ (yy — ) + (7, — 2 = d?
und:
) z,—r, =dcose, y,—y, =dcosf, z, —z =dcosy.
Wir haben demnach den Satz:
42. Die Gerade von dem Punkie P, mit den rechtwinkeligen Koordinaten
z, Yy, % nack dem Punkte P, (z,, y,, z;) hat die Richtungskosinus

7
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%;4’1’ yzd%’ ‘“':d“'x, wo d=]/(x, — 1)’+(-'/3—.'/1)’+ (z’—zl)z
die Entfernung der Punkte P, und P, ist.

Ist P (z, y, 2) ein dritter Punkt der Geraden P, P,, so ist nach
Formel (IL), wenn etwa z, von z verschieden ist:

(1) z — 1z, = P, Pcose, z, —z = PP,cos e,
also:
(@) o fma Al
—% PP,
oder:
_otin
®) T=rer

Da diese Formel auch fiir z, = 2, gilt, so folgt der Satz:
48. Teilt der Punkt P mit den Koordinaten z, y, z die Strecke
P, P, im Verhiiltnisse A = P, P:PP,, so ist: ’
+ v +2 + 4
am poBtin ,_wtin ,_mtin
Dieser Satz enthilt als Korollar den folgenden:

'43*. Die Koordinaten des Mittelpunktes der Strecke P, P, sind:
O +T Bty %t
2 ! 2 2
Nach den Formeln (II) hat offenbar jeder Punkt P, der von
einem Punkte 4 (a, , c) einer Geraden g (Fig. 52) mit den Rich-
tungskosinus cos &, cos 8, cosy um das positiv oder negativ zu rech-
nende Stiick » entfernt ist, die Koordinaten:

v T=a+ucose, y=>5b+ucosf, z=—c+ ucosy;
‘diese Formeln sind nsmlich nach (II) sicher richtig, wenn P auf

derjenigen von 4 ausgehenden Seite der Geraden ¢ liegt," welche
mit den Koordinatenaxen die Winkel «, 3, 7 einschlieBt, wenn also

u= A; positiv ist. Liegt aber P auf der anderen Seite von g, so
miissen wir, um die Formeln (II) anwenden zu kdnnen, e, g8, y
durch 180° — ¢, 180° — 2, 180° — y ersetzen, oder, was auf das-
selbe hinauskommt, in (IV) z = 4P negativ rechnen.

Wir wollen dies in den Satz zusammenfassen:

44. Die Gerade durch den Punkt 4 (a, b, c) mit den Richtungs-
kosinus cos e, cos B, cosy hat die Gleichungen:

amw r=a-+ucose, y=>b+ ucosfl, z=c + ucosy,

wo die Entfernung u des Punktes P (z, y, z) vom Punkte A positi
oder negativ zu rechnen ist, je nachdem P auf derjenigen von A
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ausgehenden Seite der Geraden liegt, welche mit den Koordinatenaren
die Winkel @, 3, y einschlieft, oder auf der anderen.
Will man den Spurpunkt @, der Geraden mit der Ebene X0 Y

c

finden, so hat man nur z = 0 zu setzen, woraus sich u = — ey

ergiebt, so daB:

_,_ccosa _ 3 _coof
(4) z=a=tt y =0 -0,

z=0

17

Fig. 52.

a cos
®) 2= 0,y =b= 0 rme =0l

die Koordinaten des Spurpunktes G, in der Ebene ¥0Z.

Da z, y, 0 die Koordinaten der orthogonalen Projektion @ des
Punktes P auf die Ebene XOY oder des sogenannten Grundrisses
von P sind, so sind:

(6) z=a+ucose, y=>+ucosf, z=0
die Gleichungen des Grundrisses der Geraden; die Gleichung
dieses Grundrisses in der GrundriBebene XOY ist also:

z—a_y-—b
@ cosa cosf’
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Ebenso ist:
y-b_z-ec

) cosf ~ cosy
die Gleichung des Aufrisses der Geraden in der AufriBebene
Y0Z. Der erste Spurpunkt hat als AufriB den Schnittpunkt des
Aufrisses der Geraden mit der Axe OY und der zweite Spurpunkt
zum GrundriB den Schnittpunkt des Grundrisses der Geraden mit der-
selben Axe, was auch geometrisch evident ist. Die Gleichungen (7)
und (8) in der Form: '

z—a _y—-b_zx-—c
") cose  cosff  cosy
werden ebenfalls die Gleichungen der Geraden durch den
Punkt (e, b, ¢) mit den Richtungskosinus cose, cosf, cosy
genannt; wir werden dieselben jedoch meist in der Form (IV) be-
nutzen. Wie man die Gleichungen des Grund- und Aufrisses in
beliebiger Form auf die Formen (7) und (8) zu bringen hat, werden
wir in § 16 sehen.

1. Aufgabe. Man bestimme die Entfernung der beiden Punkte
8, =1, 7 und (— 3, — 7, 1) sowie den Winkel ihrer Verbindungs-
linie mit den Koordinatenaxen.

2. Aufgabe. Man bestimme die Ecken eines Rhombus, die auf
vier Kanten eines Tetraeders mit den aufeinanderfolgenden Ecken
(l’ 2’ 1)’ (2) - 3’ 1)7 (_ 27 31 - 2): (" 4: - 57 2) liegen'

Eine leichte geometrische Uberlegung zeigt, daB die Seiten des
Rhombus den beiden itbrigen Kanten des Tetraeders parallel sein
milgsen, deren Richtungskosinus also zuvor zu bestimmen sind. So
erhilt man zun#chst von jedem nach Satz 43 zu bestimmenden
Punkte einer Kante aus ein Parallelogramm, dessen weitere Ecken
nach Satz 44 und 48 zu berechnen sind; hiernach kann die unbe-
stimmte GroBe A der Forderung des Rhombus entsprechend be-
stimmt werden.

8. Aufgabe. Man bestimme die Ellipse, in welche ein Kreis
der Ebene XOY iibergeht, wenn er in der Richtung («, 8, y) auf
die Ebene YOZ projiziert wird, und beweise, daB je zwei recht-
winkelige Durchmesser des Kreises in je zwei konjugierte Durch-
messer der Ellipse iibergehen.

Ist (z, y) ein Punkt des Kreises, so hat man nur z, y und «

aus 0 =z + ucose, y' =y + ucos3, z'= ucosy und der Gleichung
des Kreises zu eliminieren.
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8§ 15.
Die Gleichung der Ebene.
Um die Gleichung einer Ebene aufzustellen, gehen wir aus von
der Formel (IT) in § 13, S. 115:
(1) rcosd = zcose + ycos 3 + zcosy,

in welcher » den Radiusvektor des Punktes P (7, y, z) und &, ¢,
B, v die Winkel bedeuten, welche die positive Seite einer Geraden g
mit OP, OX, OY, OZ einschlieBt. Ist daher P (Fig. 53) irgend

—>»
ein Punkt einer Ebene & und ¢ das Lot ON =d vom Anfangs-

Fig. 53

punkte auf die Ebene, so daB rcos & = d wird, so folgt hieraus, daB
die Koordinaten z, y, z aller Punkte P der Ebene & der Gleichung:

@ zcose + ycosB + zcosy =d

gentigen; dies ist also die gesuchte Gleichung der Ebene. Diese
Gleichung gilt auch noch, wenn d = 0, weil dann OP mit dem Lote
auf & einen rechten Winkel bildet, also cos$ = 0 ist; allerdings
konnen dann die Vorzeichen von cose«, cos@, cosy noch gleichzeitig
vertauscht werden, was aber in diesem Falle auf Gleichung (I)
keinen EinfluB hat. Wir haben daher den Satz:

e
45. Bildet das Lot ON = d vom Anfangspunkte auf eine Ebene ¢
mit den Koordinatenazen die Winkel o, 3, y, so ist:
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D zcose + ycosf + zcosy =d
die Gleichung der Ebene e.

Die Form (I) wird die Hessesche Normalform der Gleichung
der Ebene genannt. Multipliziert man sie mit irgend einer von Null
verschiedenen Konstanten, so wird sie die Form:
2 Az + By+Cz=1D
annehmen, d. h. die allgemeinste Form einer linearen Gleichung
zwischen den Koordinaten z, y, z irgend eines ihrer Punkte. Es ist
umgekehrt leicht zu sehen, daB Gleichung(2) stets eine Ebene darstellt,
wie auch die GroBen 4, B, C, D gewihlt sein mégen, wenn nur 4,
B, C nicht gleichzeitig verschwinden.

Setzen wir nimlich:

(3) Y&+ B+ O = E,
so konnen wir nach Satz 40 + éE" + % + %, als die Richtungs-

kosinus einer Geraden durch den Anfangspunkt betrachten. Divi-
dieren wir also die beiden Seiten von (2) durch 4+ Z, je nachdem D
positiv oder negativ ist, so nimmt (2) die Form (I) an, ist also die
Gleichung einer Ebene, welche im Punkte N mit den Koordinaten

' —

%p: B?D» %7 auf dem Strahle ON senkrecht steht oder fir D =0
im Punkte O auf der Geraden mit den Richtungskosinus + % + % + ‘Ej,
Wir erhalten also den Satz:

46. Die Gleichung:
(2 Az + By 4+ Cz=D
stellt, sobald A4, B, C nicht gleichzeitig verschwinden, stets eine Ebene

—>

dar, fir welche das Loth ON vom Anfangspunkte die Linge + %
und die Richtungskosinus + % + % + % hat, wo B = ]/A’ + B? 4+ C,
und das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem D positiv oder
negativ ist.

Die Ebene (2) schneidet die Koordinatenebenen X0Y und Y¥0Z
in den sogenannten Spuren, deren Gleichungen offenbar:
“ Ar + By =Dund By +Cz =D
sind. (Mit Hilfe der Bilder AB und BE dieser beiden Spuren
wurde in der Figur das Bild des Lotes ON entworfen. Dasselbe

liegt ndmlich in der auf BE senkrechten Ebene ¥ Od, wo 0b | BE
ist. .Klappt man dann das bei O rechtwinkelige Dreieck 0d nach
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A,0b in die Bildebene um, wo ON, = 20U zu machen ist, so
stellt das Lot ON, auf A,d die wahre Linge des gesuchten Lotes
dar, und die Parallele durch &, zu % A schneidet auf Ad den ge-
suchten Fusspunkt N aus.)

Auf den Koordinatenaxen schneidet die Ebene die Punkte %,
B, € mit den Koordinaten a, o, 0; o, b, 0; 0, 0, c aus, wo die Ab-
schnitte a, 4, ¢ die Werte:

D D D
(5) a=z,b=§,c=a
haben, durch deren Einfihrung in die Gleichung der Ebene diese
die Form:
x Yy %
@ . ateto=1

annimmt. Wir haben daher den Satz:

47. Macht eine Ebene auf den Koordinatenaxen die Abschnitte a,
b, ¢, so hat sie die Gleichung: i

@ Yy %
(I —+ 5+ =1

Wir bemerken schlieBlich noch, daB die lineare Form der
Gleichung einer Ebene zufolge des Satzes 43 unmittelbar die be-
kannte Eigenschaft der Ebene wiederspiegelt, jede Gerade, mit der
sie zwei Punkte P, und P, gemein hat, ganz zu enthalten. Denn
ist 4z, + By, + Cz;, = Az, + By, + Cz, = D, so ist auch:

@ + Az, %+ iy, % + Az, : :
4 T + B T +C TT1 fiir jeden Wert von A dem D gleich.

Sind von einer Ebene drei Punkte P, P, und P, (Fig. 54) ge-
geben, und ist P ein vierter Punkt derselben, so lassen sich dessen
Koordinaten in einfacher Weise durch die Verhiltnisse 2 und u aus-
driicken, in welchen P, P und P, P die gegeniiberliegenden Seiten
P P, und P, P; des Dreiecks P, P, P, teilen. Der Punkt nimlich,
der die Strecke von P; nach dem Teilpunkte § auf P, P, im Ver-
hiltnisse 2 + 1:pu teilt, hat die Koordinaten:

1 .
Ty + — (2, + Az,

R P A T Y~
1+l;1 l+l'+1u

Dieselben Koordinaten hat aber auch der Punkt, der die Strecke
von P, nach dem Teilpunkte S, auf P, P, im Verhiltnisse u + 1:1
teilt, namlich:



1
I+ 7@+ pxy) -
U] r=* =T tAn g g,
u+1 14+4+4p
1+ - .

Die erhaltenen Ausdriicke stellen demnach die Koordinaten des
Punktes P dar. Wir erhalten daher den Satz:

48. Die Koordinaten eines Punktes P der Ebene des Dreiecks
P, P, P, dessen Verbindungslinien mit P, resp. P, die gegeniiberliegen-
den Seiten P, P, und P, P, des Dreiecks im Verhiltnisse A resp. p
teilen, sind:

() z= oAz tpry Y A ey, ftintar -

1+di+p 77 144+4+pu ’ 1+d+p’

¢

Fig. 54.

Auch diese Formeln setzen in Evidenz, daB die Koordinaten
jedes Punktes der Ebene eines Dreiecks der linearen Gleichung
Az + By + Cz = D geniigen, wenn dasselbe fir die Koordinaten
der drei Ecken des Dreiecks gilt.

1. Aufgabe. Man bringe die folgenden Gleichungen von Ebenen
auf die Normalform:
22+ y + 2z =12,
32 + 4y + 122 = 338

und bestimme die Abschnitte, welche diese Ebenen auf den Koordi-
natenaxen machen.
2. Aufgabe. Man bestimme den Schwerpunkt des Dreiecks
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mit den Ecken (4,8,2), (1,2, — 38), (8, — 3,3) und die Abschnitte,
welche seine Ebene auf den Koordinatenaxen macht.

Benutzung der Formeln (3), also Berechnung der Werte von
A und u, die den Schnittpunkten mit den Axen entsprechen.

8 16.

Winkel zweier Geraden, Winkel und Schnittlinie zweier Ebenen,
Ebenenbiischel, Winkel und Schnittpunkt einer Geraden und einer
Ebene, Schnittpunkt dreier Ebenen.

Wollen wir den Winkel & = (g, ¢') bestimmen, den die positiven
Seiten der beiden Geraden g und ¢ mit den Axenwinkeln e, §, ¥
und ¢, &, 7’ miteinander bilden, so gehen wir wieder aus von der
Formel (1) des vorigen Paragraphen:

8)) rco8 = zcos e + ycos B + zcos y.

Bedeuten darin namlich z, y, 2z die Koordinaten eines Punktes
P, dessen Radiusvektor » = OP mit der Geraden ¢’ gleich gerichtet
ist, so folgt unmittelbar:

@) cos ¢ = cos cose’ + cos B cos 3 + cosy cosy’.

Wir erhalten daher den Satz:

49. Der Winkel &, den zwei Geraden, deren positive Rich-
tungen mit den Koordinatenaxen die Winkel e, 3,y und o', f¥, y ein-
schliefen, miteinander bilden, ist bestimmt durch:

@ cos ¢ = cos e cos e’ 4 cos 3 cos 3’ + cosy cosy'.

Hieraus ergiebt sich das Korollar:

498, Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, daf die
beiden Geraden mit den Arenwinkeln «, f3, y und &, ', 7' senkrecht
gegeneinander stehen, ist: ’

(IL) cos ¢ cos e’ + cos3cos 3 + cosycosy = 0.

Der Winkel & zweier Ebenen wird bekanntlich durch den
Winkel derjenigen beiden in den Ebenen gelegenen Geraden ge-
messen (Fig. 55), welche in einem Punkte der Schnittlinie der beiden
Ebenen auf dieser senkrecht stehen. LBt man die als positiv fest-
gesetzten Seiten dieser Geraden gleichzeitig eine Vierteldrehung um
die Schnittlinie der beiden Ebenen als Axe ausfithren, so ist hier-
nach der Winkel & zweier Ebenen gemessen durch die positiven Seiten
der Normalen zu den beiden Ebenen. Welche Seite der Normalen
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einer Ebene als positiv zu gelten hat, bedarf natiirlich in jedem
Falle einer besonderen Festsetzung; wir werden darunter, falls die
Ebene nicht durch den An-
fangspunkt geht, gew6hn-
lich die Richtung des
Lotes von diesem auf
die Ebene verstehen. Dies
vorausgesetzt ist der Win-
kel & der beiden Ebenen:

() 4,z+By+Cz= D,,
(8) 432+ B,y+Cz=D,

Fig. 8. nach den Sitzen 46 und
49 bestimmt durch:
) cos = 4 A, A, + B,B, + C,C,

VA + B + GF VA + B + Cg*’
wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem D, D, positiv
oder negativ ist. Wir erhalten daher den Satz:

50. Der Winkel & der beiden Ebenen:

4z+ By+ Cz=D, A,z + By + Cyz = D,
ist bestimmt durch Formel (III), wo das obere oder untere Vorzeichen
gilt, je nachdem D, x D, positiv oder negativ ist.

Hieraus ergiebt sich wiederum das Korollar:

50%. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, daf} die
beiden Ebenen: A4,z + B,y + C,z = D, und 4,z + B,y + Gz = D,
senkrecht aufeinander stehen, ist: '

17) 4,4, + B, B, + C,C, = 0.
Aus Formel (IT1) folgt offenbar:
2 3 2 2 n _ 2
(4) gin? ¢ = 4+ 5 +(§:?S_A;;‘:- +B’Cl;;- (i:’)+ ;‘:;i’z’f)% Bt GG)
_ (BG-GB +(C 4, — 4,C) + (4, B, — B 4y
(4° + B* + C%)(4s" + B + &)

oder:
(V) gin § = V(Bl Os —_ Cx B,)* + (gli_ ‘_4_1—92)2 + (4, B; — B, As)z .
VA + B + C*V4s + By + Oy
Man wolle beachten, daB in der Summe unter dem Wurzel-
zeichen des Zihlers jeder Summand aus dem vorhergebenden durch
cyklische Vertauschung der Buchstaben A’KBJ C entsteht; analoge Ge-

setze werden wir in den meisten Formeln der analytischen Geometrie
wiederfinden.
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Formel (V) lehrt uns die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen des Parallelismus der beiden Ebenen (2) und (3) kennen.
Soll nimlich sin 3 = 0 sein, s0 muB der Zahler des Bruches der
rechten Seite von (V) verschwinden, also, da eine Summe von Qua-
draten reeller GroBen nicht anders verschwinden kann als dadurch,
daB diese GroBen einzeln Null werden:

(5) BCG—-CB,=Cd,—A4C, =4 B, — B 4,=0.

Nehmen wir daher an, daB von den drei GrdBen 4,, B|, C, etwa
C, von Null verschieden sei — von einer gilt dies ja sicher —, so
kdnnen wir C, = o C, setzen; alsdann ergeben die ersten beiden der
drei Gleichungen (5) ebenso: B, = ¢ B, und 4, = ¢ 4,, sodaB auch
C, von Null verschieden sein muB. Da unsere Annahme iiber C,
nur Sache der Bezeichnung ist, so erhalten wir den Satz:

51. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiur den
Parallelismus der beiden Ebenen:

4z+ By+ Cz=D,4,x+ By + Cyz= D,
sind die Proportionen: A, :B,:C = 4,: B,:C,, oder die Moglichkeit,
eine der beiden Gleichungen mit einem solchen Faktor ¢ zu multi-
plizieren, daff sie sich von der anderen nur in dem honstanten Gliede
unterscheidet.

Wire auch D, = ¢D,, so wiren die beiden Ebenen nicht nur
parallel, sondern nach Satz 46 sogar identisch.

Was die Schnittlinie der beiden Ebenen betrifft, so sind
die Axenwinkel A4, p, v derselben dadurch bestimmt, daB die

Schnittlinie mit den Normalen der beiden Ebenen-je einen rechten
‘Winkel bilden muB, also die Gleichungen:

© {
bestehen miissen. Hieraus folgt:
(7) cosA:cosp:cosy =B, C, —C B,:Cd, — A C,: 4, B, — B 4,

Hiernach ist:

(VI) cosl___B,_o,_&_og!’ cos = G }A&’ cos”=A_,%_}-\-yB,A,,

A4,c084 + By cosp + C cosv =0,
"d,co84 4 Bycospu + Cycosv=0

wo nach (V):
® N= 4+ V4> + B* + C;? Y4,® + B;® + C,*-sin &,

wiahrend iiber das Vorzeichen im allgemeinen, d. h. wenn auf der
Schnittlinie keine Seite ausgezeichnet ist, nichts ausgesagt werden
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kaon. Si Sind daher die Gleichungen der Ebenen in ihrer Norma.lform
gegeben, so reduziert sich N auf 4 sin%.

Sollen auch Punkte der Schnittlinie bestimmt werden, so wird
man am besten deren Spurpunkte in den Koordinatenebenen
aufsuchen. Soll z. B. der Spurpunkt in der Ebene OXY gefunden
werden, so wird man in den Gleichungen (2) und (3) z = 0 setzen
und erhillt so als die Koordinaten des gesuchten Spurpunktes nach
Formel (I) in § 5, S. 40:

D,B, — B, D, A D, — D, 4
® ‘=LE-54 YT LB -B.4
Hieraus ergeben sich die Koordinaten der anderen beiden Spurpunkte
darch cyklische Vertauschung der Buchstaben z, y, z und 4, B, C.
Diese drei Spurpunkte werden sich demnach dann und nur dann
simtlich ins Unendliche verlieren, wenn die beiden Ebenen einander
parallel sind.

Sollen fiir gewisse Zwecke die Gleichungen der Schnittlinie der
beiden Ebenen (2) und (3) in der Form (IV) des § 14 oder in der
Form:

(10) z=1I4 ucosd, y=m -+ ucosp, z=n+ ucosy

symmetrisch dargestellt werden, so wahlt man als den Punkt
({, m, n) am besten den FuBpunkt des Lotes vom Anfangs-
punkte auf die Schnittlinie. Es haben dann, falls die Gleichun-
gen (2) und (3) in der Hesseschen Normalform vorliegen, die /, m, n
die Werte:

1y 1= 353 ((d, —dy cos F)cose, + (d; — d, cosF)cose,), u.s. W,

wo die Ausdriicke fir m und » aus dem fiir / durch cyklische Ver-
tauschung der Buchstaben «, 3, y entstehen. In der That geniigen
diese Werte von /, m, n erstens den Gleichungen (2) und (3) und
zweitens der Gleichung der Ebene durch den Anfangspunkt senk-
recht gegen die Schnittlinie, namlich der Gleichung:

z=0.

(12) zcosd + ycosu 4+ zcosv = 0.

Nach Analogie des Satzes 19 auf S. 45 stellt offenbar die Gleichung:
(18) (¢ dy + 4, 4,)x+ (A, B, + 4, By)y + (4, C, + 4, G)z= 1, D, + 4, D,
eine Ebene dar, welche durch die Schnittlinie der beiden Ebenen
(2) und (3) geht oder dem durch diese beiden Ebenen bestimmten
Ebenenbiischel angehort. DaB sich umgekehrt jede Ebene des

Biischels in dieser Form darstellen 14Bt, folgt leicht aus Satz 19,
indem wir die Biischel der Strahlen betrachten, welche aus den Spuren



Ebenenbiischel. Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene. 129

der Ebenen in den drei Koordinatenebenen bestehen. Wir kdnnen
nimlich zuerst von dem Kalle absehen, daf die Ebenen (2) und (8)
parallel seien, weil dann unsere Behauptung nach Satz 51 evident
ist. Wir werden daher armnehmen konnen, daB etwa 4, B, — B, 4,
von Null verschieden sei. Ist nunmehr:

(14) 44z + By + Cyz = D,

die Gleichung einer Ebene durch die Schnittlinie der beiden ge-
gebenen Ebenen, go ist nach den Formeln (VI):

(16) 44(B,C, — C, B,) + By(C, 4, — 4,C;) + C;(4, B, — B, 4,) = 0.
Da hiernach 4, und B, nicht gleichzeitig verschwinden konnen, so

konnen wir die drei Ebenen (2), (3) und (14) mit der Ebene O0XY
durchschneiden und schlieBen aus Satz 19, daB:

(16) 4y =0,4, + 44y, By=2B, +4,B,, Dy =i, D, + Iy D,,
wo A, und A, durch die ersten beiden Gleichungen vollkommen be-
stimmt sind. Setzen wir daher C; — 4, C;, — ,C, = &, so folgt durch
Substitution der Werte von 4,, B,, C; in (15), daB ¢ =0 sein
muB, w.z. b. w.

Unter den Ebenen des Biischels (13) giebt es in dem KFalle,
daB es sich nicht um ein Biischel paralleler Ebenen handelt, auch
drei solche, welche den drei Koordinatenaxen parallel sind, fiir welche
also der Reihe nach 4;, B, oder C; = 0 ist. So lautet z. B. die
Gleichung der der z-Axe parallelen Ebene des Biischels:

an (4,6, — C d))x + (B, C, — C, B)y = D, G, — C, D,,
die offenbar zugleich die Gleichung der orthogonalen Projek-

tion der Schnittlinie der Ebenen (2) und (8) auf die Ebene
OXY ist. :

Soll der Schnittpunkt der Geraden:

(18) z=1+ucosd, y=m+ ucosyu, z=mn+ ucosy
mit der Ebene:
(19) Az + By + Cz=D

bestimmt werden, so hat man nur die Ausdriicke fir die laufenden
Koordinaten eines Punktes der Geraden (18) in Gleichung (19) ein-
zusetzen, um in:

D~ Al— Bm — Cn
(20) u=Acos}.+Bcosp+Ocosv

deén positiven oder negativen Abstand des gesuchten Schnittpunktes '
von dem Anfangspunkte (,, m, n) der Geraden zu erhalten. Da man
ScHUR, Analytische Geometrie. 9
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unter dem (spitzen) Winkel einer Geraden mit einer Ebene (Fig.
56) denjenigen der Geraden mit ihrer orthogonalen Projektion auf die

P Ebene versteht, diese Projektion
i in dem der Geraden entsprechen-
den Sinne genommen, 8o erginzt
sich dieser Winkel 9 mit dem
spitzen Winkel, den die Gerade
mit dem Lote zur Ebene bil-

Fig. 56. det, zu einem Rechten. Es ist
) demnach:
(VI[) cosﬂ=Acosl+Bcosp+Ccosv
+ YA* + B* + C* ’

'wo das obere oder das untere Vorzeichen gilt, je nachdem der Zahler
dieses Ausdrucks positiv oder negativ ist.
Soll endlich der Schnittpunkt der drei Ebenen:

(21) : ‘ d,r+ By+ Cz=D,
(22) ' 4,z 4+ Byy + Gz = Dy,
(23) 4y + Byy + Gz = D,

bestimmt werden, so folgt zunichst aus den beiden letzten Gleichungen:
D (Dy= Aym)Cy —(Dy— 440)Cy | —(Dy~ 4,0)By +(Dy — 4,0 By
25)" ¥ = B,C, — B,G, » 2= B,C,— B, G, ’
worgus durch Substitution in (21) folgt:
(VIII) {x{Al (ByC; — By ) + 4,(B; C, — B, C) + 45(B, G, — B, ()} =
Dl (-Bz Cs - Bs 02) + -Da(Bs 01 - 'Bl Ca) + 1’3(31 Cz - -Bs 01)'
Da sich hiernach der Nenner des Ausdrucks fir + vom Zihler nur
dadurch unterscheidet, daB die Faktoren D,, D,, D, der einzelnen
Summanden durch 4,, 4;, 4, resp. ersetzt sind, so wird man offenbar
aus diesem Ausdrucke dleJemgen fir y und z erhalten, wenn man
die Buchstaben 4, B, C cyklisch vertauscht, die D aber unveréin-
dert 1aB8t; hierbei andern sich nur die Zahler, wihrend der Nenner
unverdndert bleibt. Man kann Glelchung (VIII) offenbar auch in
folgender Form schreiben:
(VIII®) { {As,(Bl C -0 :) +,Bs (G 4,— 4, G)+ G (Al B,— B, 4,)} =
| Dy(B, G, — C, By + By(C, D, —D, C)) + Cy(Dy By = B, Dy),
aus welcher deutlich hervorgeht, daB der Schnittpunkt ins Unendliche
riickt, falls die dritte Ebene der Schnittlinie der beiden ersten pa-
rallel ist oder unbestimmt wird, falls also die drei Ebenen dem-
selben Biischel angehoren. , : .
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1. Aufgabe. Man leite die Gleichung des geraden Kegels als
Ort derjenigen Punkte (z, y, 2) ab, fiir welche die Verbindungslinien
mit einem festen Punkte (I, m, ») und die Axe (cos 4, cos u, cos )
durch diesen Punkt einen gegebenen Winkel ¢ bilden, und beweise,
daB die eine Axe des Schnittes dieses Kegels mit der Ebene OXY
die orthogonale Projektion der Kegelaxe auf diese Ebene ist.

Man transformiere "auf den Projektionspunkt der Spitze des
Kegels als Anfangspunkt und die Projektion der Axe als Abscissen-
axe. Diskussion der drei Arten des Kegelschnittes.

2. Aufgabe. Man bestimme die Hauptelemente derjenigen
Kegelschnitte, in welchen die Koordinatenebenen von dem geraden
Kegel getroffen werden, dessen Spitze der Punkt (8, 4, 12), dessen
Axe der Radiusvektor nach diesem Punkte, und dessen Amplitude

bestimmt ist durch sin 4 = —14?;.

3. Aufgabe. Man bestimme die Richtungskosinus, Spurpunkte
und Projektionen der Schnittlinie und den Winkel der beiden Ebenen:

z24+2y+32=4,83z+2y+2=4

4. Aufgabe. Man beweise, daB zwei parallele Ebenen von
einer dritten ihnen nicht parallelen Ebene in parallelen Geraden ge-
schnitten werden.

5. Aufgabe Man bestimme die Glelchungen der Winkelhalbie-
renden zweier Ebenen.

Man bestimme in Formel (13) 4,:4, den Bedingungen der Auf-
gabe gem#B nach Formel (III) mit unbestimmtem Vorzeichen.

6. Aufgabe. Man beweise, daB die sechs Halbierungsebenen
der Winkel von irgend drei.Ebenen sich zu je dreien viermal in je
einer Geraden schneiden (Hessesche Normalform) :

7. Aufgabe. Wird ein Ebenenbiischel:
zcose, 4+ ycosf, + zcosy, — d, + p(zcose, + ycosf, + zcosy,—d,) =0
durch irgend eine Gerade: .

z-l_ _y—-m_z-mn

cosd  cosp  cosy
geschnitten, so bedeutet ¢ das Verhiltnis der Abschnitte zwischen
der verinderlichen Ebene und den beiden festen Ebenen dividiert
durch. das Verhiltnis der Sinus der Winkel der Geraden mit den
beiden festen Ebenen.

8. Aufgabe. Man bestimme den Winkel, welchen die Gerade:

z—10 y-—-167 =z +15
9 168 16

9*
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mit der Ebene:
972+ 177y + 128 2 = 48

bildet, und den gemeinsamen Punkt.
9. Aufgabe. Man berechne die Koordinaten des Schnittpunktes
der drei Ebenen:

8z —-2y4+2=10, bz +4y+2z2=38, 224+ 3y +2=—1.
10. Aufgabe. Soll die Ebene 4,z + B,y + C,z = D, durch
den Schnittpunkt der drei Ebenen (21), (22), (28) gehen, so kann
man die GroBen 4, 4,, i, so bestimmen, daB:
4, = }‘1‘41 + lez + 7‘3‘43’ B4 = 11B1 + lsz + lsBs’
04 = )‘101 + 4,6 + }'3037 -D4 = 7'1D1 + lzﬂz + }'3])8
und umgekehrt.
Es muf dann nimlich eine Ebene des durch die ersten beiden

Ebenen bestimmten Biischels auch dem durch die dritte und vierte
Ebene bestimmten Biischel angehdren.

§ 17,
Die Abstinde der .Punkte von Geraden und Ebenen und von
Geraden unter einander.
Der Abstand e eines Punktes P, (z,, y,, ) von der Ebene:
1)) Az + By + Cz =D

ergiebt sich unmittelbar aus Satz 46 auf S. 122, wenn wir den An-
fangspunkt der Koordinatenaxen nach .dem Punkte P, verschieben,
also setzen:

(9} r=x+2,y=y+y,z=2+7.
Dann geht Gleichung (1) iiber in:
(1® Az + By + C2' =D — Az, — By, — Cz,

und ¢ hat daher nach jenem Satze den Wert:
o SNPEVUES VY.

+VA+ B+ ¢ .
wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem der Zihler
positiv oder negativ ist. Setzt man auf allen Loten der Ebene (1)
diejenige Richtung als die positive fest, welche mit der Richtung
des Lotes vom Anfangspunkte O auf die Ebene iibereinstimmt, so
hat man in Formel (I) das obere oder untere Vorzeichen zu wihlen,

)
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je nachdem D positiv oder negativ ist (Satz 46). Dann wird also e
auf derjenigen Seite der Ebene, auf welcher O liegt, positiv resul-
tieren, auf der anderen Seite negativ. Die hieraus sich ergebende
Unterscheidung einer positiven und einer, negativen Seite jeder
Ebene ist fiir viele Uuntersuchungen nicht ohne Wichtigkeit. Geht
die Ebene durch den Anfangspunkt, so kann die positive Seite
einer der Koordinaten-

axen zur Unterschei- Z
dung ihrer beiden Seiten [
benutzt werden.

Soll zweitens der
Abstand d des Punk-
tes P, (z,, ¥, z,) von
der Geraden(Fig.57):

zr =14 ucosi,

3) y=m-+ucospy,
z=mn-4ucosv

bestimmt werden, so
haben wir denjenigen
Wert von % zu suchen,

fiir dendie Verbindungs-
linie des Punktes (z, y,

z) mit P, senkrecht auf' X
der Geraden (3) steht. Fig. 57.
Darauns flieBt die Gleichung:

@) (I +ucosd — 2,)cosd + (m + ucospu — y,)cos
+ (n + ucosv— z)cosy =0,

oder:
) u=(z; — l)cos A + (y, — m)cos u + (z, — n)cosw.
Hieraus folgt:
” {d”=<x1—l)2+cy1—m>2+(’zl—n)’ ,
— 2ufx, — l)cos i + (y, — m)cosp + (z, — n) cos v} + u®
oder:

(I d = Viz, -'_l)z + (@ —m)?® + (2, — n)?

— {@, —I)cos A + (y, — m)cos p + (2, — n)cos v}2.
Die geometrische Bedeutung ‘dieser Formel ist leicht ersichtlich.
(Das Bild des Lotes P, F auf die Gerade mit den Spuren @, und
G, wurde konstruiert durch Umklappung der Ebene P, G, G,
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um deren Spur G,H, mit der Bildebene, wo H, die Spur vo_n

P, G, ist).

Soll die kiirzeste Entfernung %4 der beiden Geraden
(Fig. 58):
() r=a, +ucose,, y=>5 +ucosf, z=c, +ucosy,;

()} z=a,+vcose,, y=>5, + vcosfl,, z=c, + vcosy,
gefunden werden, d. h. eine Strecke U7, die erstens auf beiden
Geraden senkrecht steht und zweitens beide Geraden schneidet, so

A

A

Fig. 58.

ergeben sich fiir die Richtungskosinus cos 4, cos u, cos v dieser Strecke
zunichst die beiden Gleichungen:
®) { cosAcose, + cospcosf, + cosvcosy, =0,
€08 2 €08 e, 4 €08 p cos 3, + coswcosy, =0,
woraus folgt (vergl. Formel (VI) des vorigen Paragraphen, S.127):

+1
cos A = g (cos 8, cos y, — cos y, cos f3,),

(1) cosu = 5:—';13 (cos y, cos &, — CO8 &, CO8 ¥,),
cos v = ;i—‘l,, (cos e, cos B; — cos f3, cose,);
hier bedeutet % den Winkel der beiden Geraden, so daB:

(10) { s'i:?‘= + V(cos B3, cos y, — cos y, cos B,)?

+(cos 7, COB @, — €OS &, €08 7,)* + (Cos @, o8 33 — cos f, cose,)?,
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wihrend wir das Vorzeichen in den Formeln (III) alsbald noch niher
bestimmen werden. Seien némlich » und v die Abstinde der Fuf-
punkte U und 7 von den Anfangspunkten ihrer Geraden, so findet
die zweite Bedingung offenbar ihren Ausdruck in den folgenden
Gleichungen:

a, + ucose, + kcosd = a, + vcose,,
(11) b, + ucosf, + kcosp = b, + vcosf,,

¢, +ucosy, + kcosy =c, + vcosy,,
die aussagen, daB der Punkt 7 auf der Geraden durch U mit den
Richtungskosinus cos i, cosu, cosy im Abstande % liegt. Multipli-
zieren wir beide Seiten dieser Gleichungen der Reihe nach mit cos 4,
cosu, cosy und addieren sie, so ergiebt sich auf Grund der
Gleichungen (9):

(12) k= (a, —a))cosd + (b, — b,)cosp + (c; — ¢;)cosv.
Nach den Formeln (III) ergiebt sich daher schlieBlich:

1
k= sii;x 5 (@3 — @) (cos B, cosy, — cosy, cos §,)

Iv) + (b5 — &,)(cos ¥, cos e, — cos e, COB Y,)
+ (¢ — ¢;)(cos er; cos §, — cos 8, cos e, )},

wo nunmehr das obere oder das untere Vorzeichen gilt, je nachdem
der Zahler positiv oder negativ ist.

Multipliziert man beide Seiten der Gleichungen (11) der Reihe
nach mit cose, — cose, cos & u.s. w., so ergiebt sich:

(13) u= ﬁ{(a, — a))(cose;, — cose, cos F) + .. J;

und in entsprechender Weise erhilt man:

(14) V=i
Durch Einsetzen dieser Werte von u resp. v in (7) resp. (8) findet
man also auch die Koordinaten der FuSpunkte U resp. 7 der ge-
suchten kiirzesten Entfernung.

Verschwindet der Zghler der rechten Seite von (IV), ohne da8
der Nenner es thut, ohne daB also die beiden gegebenen Geraden
parallel sind, so schneiden sich offenbar die beiden Geraden (7) und
(8) und zwar in dem Punkte, dessen Koordinaten durch die linken
oder rechten Seiten der Gleichungen (11) dargestellt sind, wenn u
resp. v den Wert (13) resp. (14) hat. Verschwindet hingegen der
Zahler der rechten Seite von (IV) gleichzeitig mit sin &, also da-
durch, daB die zweiten Faktoren der drei Summanden dieses Zihlers

{a, — a,) (cos ez, — cos e, cos F) + .. J.
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einzeln verschwinden, so sind die beiden Geraden (7) und (8) einander
parallel, wir konnen demnach die positiven Richtungen aaf ihnen so
festgesetzt denken, daB cos ¢, = cos e,, cos 8, = cos f3,, cos y, = cos y,.
Alsdann folgt aus den Gleichungen (11):
(18) u—v=(a, —a)cose; + (b, —b,)cos 3, + (c, — ¢;)co8y;
und:
(16) & = (a, — a, + (v — w)cos @)% + (b, — b, + (v — u)cos §,)?
+ (g — ¢, + (v — u)cos y,)?
oder:
AV k= Y(a, —a ) + (b, — 8)" + (c; — ¢,)°
— {(a, — a)cos e, + (b, — b,)cos B, + (¢, —¢,)cos 7,13
wonach auch cos 4, cos s, cos» bestimmt sind. Wir konnen hier den
Satz anmerken:
52. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, daf die
-4 _Y-—b_r-6, .0~ 06_y-bh_xr-q

. x
beiden Geraden: = n
co8 @, cos 3 cos 7, Co8 &y cos B, €08 7,

in einer Ebene liegen, ist:

(V) (ay — a,)(cos B, cosy, — cosy, cos 3;) + (b, — b,)(cos 7, cos e,
— €08 ¢, €08 y,) + (¢ — ¢;)(cos e, cos B, — cos B, cos eg) = O.
(Die Konstruktion des kiirzesten Abstandes der beiden Geraden
¢g und % geschah in der Figur dadurch, daB durch irgend einen
Punkt von ¢ eine Parallele & zu %2 gelegt und von irgend einem
Punkte P der Geraden % ein Lot PQ auf die Ebene [g, £] gefillt
wurde; alsdann ist PQ der gesuchte Abstand, die Parallele durch
@ zu h schneidet ¢ in dem FuBpunkte U und die Parallele durch
U zu PQ die & im FuBpunkte 7))

1. Aufgabe. Man leite den Ausdruck (IV) nach der Vorschrift
der eben angegebenen Konstruktion ab, wobei der erste Punkt nach
(a, 3, ¢,) und P nach (a, b, c,) fallen kann.

2. Aufgabe. Welches ist der Ort der Punkte, fiir welche die
Summe resp. Differenz der Entfernungen von zwei festen Ebenen
konstant ist.

8. Aufgabe. Man bestimme und diskutiere den Durchschnitt
des geraden Kreiscylinders mit der Axe =l _9y-m =% 4nd

cos 4 €os u cos » )
dem Kreisradius o (Ort derjenigen Punkte, welche von der Axe den
Abstand 4 haben) mit-der Ebene OXY; (Ellipse, deren groBe Axe
in die orthogonale Projektion der Cylinderaxe auf die schneidende
Ebene fillt, und deren kleine Axe = 24 ist.)
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4. Aufgabe. Man bestimme die kiirzeste Entfernung der Geraden:
15z + 20y = 82, 752 — 802 == 44 und:
152 4+ 20y = 18, 26z + 15z = — 1.

5. Aufgabe. Man bestimme die Gleichung der Flache, die
durch Rotation einer Geraden um eine zu ihr windschiefe Axe ent-
steht, so daB die bewegliche Gerade von der festen stets denselben
kiirzesten Abstand hat und mit ihr denselben Winkel bildet.

Ist (7) die feste und (8) die bewegliche Gerade, so wird man
unter ay,b,,c, die Koordinaten irgend eines Punktes der Fliche ver-
stehen, die Grofen %, » und & als fest annehmen und hat dann
zur Elimination von cos e, cos f,, cosy, die vier Gleichungen (IV),
(18); cos# = cose, cose, + cosB, cosf, + cosy, cosy, und 1 = cos?e,
+ cos? 3, + cos?y,, woraus die Gleichung der Fliche folgt. Nimmt
man (7) als die z-Axe an und setzt u = 0, so ist leicht zu sehen,
daB jede Ebene durch die z-Axe die Fliche in einer Hyperbel
schneidet (Rotationshyperboloid). Der Fortfall des doppelten Vor-
zeichens von % in der Gleichung der Fliche zeigt zugleich, daB
die Fliche zwei Scharen von Geraden enthilt, die Spiegelbilder von
einander in Beziehung auf die Meridianebenen durch die 2-Axe sind.

$ 18.
Die Gleichung der Ebene durch drei Punkte. Fldcheninhalt des
Dreiecks und Volumen des Tetraeders.
Soll die Ebene: v
1 Az + By +Cz=1D :
den Anfangspunkt O sowie die beiden Punkte P, (2, y, z)-und
P, (z, y, 2,) enthalten, so muB erstens D = 0 sein und zweitens:
@ {Axl + By, + Cz; =0,
Az, + By, + Cz, = 0,
8o daB die Verhiltnisse der GroBen 4, B, C bestimmt sind durch:
) 4:B:C=y 2, — 219,122 — 212, 1 01Yy — Y Ty
Die Gleichung der gesuchten Ebene ist demnach:
(4) z2(y 2, — 21Y) + ¥ (217 — 2,2,) + 2(51Y, — 9, 2) =0,

deren Form unmittelbar zeigt, daB die Ebene die Punkte P, und

P, enthilt. Die Koeffizienten dieser Gleichung sind offenbar die
doppelten Inhalte der orthogonalen Projektionen der Dreiecksfliche
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OP, P, auf die drei Koordinatenebenen. Der doppelte Inhalt 24
dieser Dreiecksfliche selbst ist offenbar d x P, P,, wenn d der Ab-
stand des Anfangspunktes von der Geraden P, P, ist. Den Wert
von d erhalten wir aus Formel (II) des vorigen Paragraphen, wenn

Ty —
P LW

wirdarinz, =y, =z = 0;l=z,m = y,,n = z,,c084 =
setzen. Dann ergiebt sich:
1
(6) d= TP,V(‘”]2 + 12+ 23 (2 — 2 + (4, —9) + (2, — zl)’)
—(wlmy —2) + 3, s — 91) + 7 (5 — 7))?
1
=7Pp, Vonz — 2190 + (@123 — 2,2,) + (5,9, — 4, 7,)"
Es ist demnach:
(6) 24=Yy,2, — 2,3, + (5,5, — 2,2} + (2,9, — 9 7,)%
Nun ist doch, falls «, 8, y die Winkel bedeuten, die eine noch

niher zu bestimmende Seite ON der Normale zur Ebene OP, P, mit
den Koordinatenaxen bildet, vom Vorzeichen abgesehen:

1 1
[cos @ =502 —2) co8f = — (27, — ,7),

O l

1
Co8y = o~ (193 — %175)-

Es frigt sich nun, welche Seite der Normale ON gemeint ist,
wenn wir festsetzen, dass 4
4 in diesen Formeln das positive

Zeichen haben soll?

Um diese fiir die Folge
wichtige Frage zu entschei-
den, gehen wir von der folgen-
den Definition aus (Fig. 59):

Fur eine Aze, deren posi-

tive Seite 57\7 mit den Ko-

ordinatenazen die Winkel e,

B, v einschlieft, soll derjenige

Drehungssinn ~ der  positive

heiflen, in welchem diejenige

Seite OL einer zur Aze senk-

Fig. 59. rechten Geraden, welche mit

den Koordinatenaxen die Winkel

A, 1, v einschlieft, um 90° gedreht werden mup, um mit derjenigen Seite OM
oiner dritten (leraden zusammenzufallen, welche die Richtungskosinus:
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! = cos3cosv — cos i CcOS y,m = COS ¥ COS A — COB ¥ COS ,
n = C0S @ CO8 4 — co8 A cos 3

besitzt.

Zur Rechtfertigung dieser Definition bemerken wir zuvirderst,
daB erstens:

{l’ + m? + n? = (cos?« + cos?f + cos?y)(cos®i + cos?u -+ cosy)
— (cosercos 4 + cos B cosp + cos ycosv)? =1

(8)

ist, weil der letzte Klammerausdruck rechts der Voraussetzung gemi8
verschwindet, dal also I, m, »n wirklich die Richtungskosinus einer
Geraden OM sind. DaB OM zweitens auf OL und ON senkrecht
steht, ist ja evident. Ist ferner ¢ die Amplitude eines Halbstrahles
OP der Ebene OLM in Beziehung auf OL als Polaraxe und ge-
rechnet in dem soeben als positiv festgesetzten Sinne, so sind:

©) {f:coslcomp-}-lsintp,g=cosp,cos<p+msin<p,

"h = cosvcos g + nsin @

die Richtungskosinus von OP; denn erstens ist f* + g% + A% = 1, und
zweitens sind die Kosinus der Winkel, welche die Gerade (f, g, %)
mit 0L, OM und ON einschlieBt, cos g, sing und 0, so daB sie
mit OP zusammenfallen muB. Hieraus folgt, daB unsere Definition
auch von jedem Strahle OP der Ebene O L M aus denselben positiven
Drehungssinn liefert wie von OZ aus, weil sich die Richtungskosinus
des der Amplitude ¢ + 90° entsprechenden Halbstrahles genau so
aus denen von OP ergeben wie die Richtungskosinus von OM aus
denen von OZL. Die Definition des positiven Drehungssinnes dndert
sich endlich der Natur der Sache nach nicht, wenn O auf ON ver-
schoben wird, wenn nur die Axe ihren Sinn nicht #ndert.

Was nun aber die Beziehung unserer Definition zur Anschauung
betrifft, so haftet sie im Einklange mit der entsprechenden Definition
der ebenen Geometrie (vergl. S. 17) an dem gegebenen Koordinaten-
systeme. Sie harmoniert mit der dort gegebenen Festsetzung, inso-
fern nach der obigen Definition der Axe 0Z, O X, OY resp. derjenige
positive Drehungssinn zugehort, in welchem sich die Axe 0OX, 0%,
OZ resp. um 90° drehen muB, um mit der Axe 0Y, 0Z, OX resp.
zusammenzufallen. In unseren Figuren haben wir das Axenkreuz
immer so orientiert, daB sich hiernach der Zeiger einer Uhr, deren

—)-
Axe, vom Deckel nach dem Ziffernblatte gerechnet, auf 0Z fillt, sich -

—>
in dem negativen Drehungssinne der Axe OZ bewegt. Fiir die ana-
lytische Geometrie ist die obige analytische Definition geeigneter,
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zumal eine Abweichung von obiger Orientierung des Axenkreuzes
oft vorteilhaft ist.

Der positive Drehungssinn der Axe 67\’ geht offenbar in den
entgegengesetzten fiber, wenn eine der Koordinatenaxen, z. B. 0.X] in
die entgegengesetzte iibergeht; denn dann wechseln cose, cosi und
folglich auch m und =n ihr Vorzeichen, so daB OM in dem urspriing-
lichen Systeme die Richtungskosinus — /, — m, — n hat. Wir werden
im nichsten Paragraphen sehen, daB das Axenkreuz OZ MN durch
Rotation um eine Axe in OXY7Z iibergefiihrt werden kann (Satz 56).

Nach (9) kénnen wir nunmehr die Koordinaten jedes Punktes 7
der Ebene OLM oder OP, P, darstellen in der Form:

(10) {z =r(cosdcos @ + Ising), y = r(cospucos + msin @),

wo 7= OP ist. Hiernach ergiebt eine leichte Rechnung:

z = r(cos ¥ cos ¢ + msin ),

(11) {"1 hr—NhT =" {(cos A cos ¢, -+ Isin ¢p,)(cos p cos g, + m sin ¢,)

— (cos pcos g, + msin ¢, )(cos & cos g, + Isin ¢, )}

=177, 8in (@, — @,)(m cos A — I cos p) = r, r, sin(gp, — @,) €08 7,

weil cos ¢ cos A + cos 3 cos p = — cos y cos vist. Esfolgt daher nach (7):
(12) 24 = r;rysin(p, — @),

was ja, vom Vorzeichen abgesehen, wohl bekannt ist. Soll aber 24
positiv sein, so muB auch der Winkel ¢, — ¢, positiv und kleiner
als 180° sein. Somit ergiebt sich die folgende Antwort auf unsere
obige Frage:

Ist in den Formeln (1) die Grofe 24 positiv, so sind e, B, y die
Winkel der Koordinatenazen mit derjenigen Seite der Normale zur Ebene
OP, F,, deren positiver Drehungssinn vom Strahle OP, nach dem Strahle
OP, iuber das Dreieck OPF, P, hin fihrt.

Gleichzeitig erhalten wir den folgenden Satz:

53. Sind in zwei Ebenen diejenigen Drehungssinne als positiv fest-
gesetzt, welche den positiven Drehungssinnen der als positiv festgesetzten
Seiten ihrer Normalen entsprechen, so ist die orthogonale Projektion
Jeder Dreiecksfliche der einen- Ebene auf die andere auch dem For-
zeichen nach gleich dem Produkte der Dreiecksfliche in den Kosinus
der positiven Seiten der beiden Normalen.

, Dieser Satz erlaubt uns unmittelbar (auch ohne Koordinatenver-
schiebung), die Kosinus der Winkel &, £, y anzugeben, welche das
Lot von O auf die Ebene irgend eines Dreiecks P, P, P, (Fig. 60)
mit den Koordinatenaxen bildet. Es ist namlich (vergl. Satz 14, S.36):
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1
(18) cose =712 — 21Y3 + Y32 — 2Ys + Y52 — %) WS- Wy

wo die beiden anderen Formeln aus dieser durch cyklische Ver-
tauschung der Buchstaben Y
«, B, 7 einerseits und =z,

¥y, z andererseits entstehen,

und der Flicheninhalt 4

des Dreiecks P, P, P, po-

sitiv. oder negativ zu

nehmen ist, je nachdem 4
der Umlaufungssinn von
P, tiber P, nach P, dem
positiven oder negativen
Drehungssinne der Nor- oV
male entspricht. Der stets
positiv zu rechnende Ab-
stand d des Anfangspunk-

tes O von der KEbene

P, P, P, ist hiernach ge- X
geben durch:

d=uzco8e+y cosf + z cosy
1
(14) =34 {"”1 Oz — 29 9% — 5B + Y7 — 29) + - - }

1
=34 (xl (Y325 — 2395) + 41 (2375 — 2, 25) + 2, (%395 — .’/223))'

Der letzte Klammerausdruck stellt demnach, je nachdem 24 positiv
oder negativ ist, den positiven oder negativen sechsfachen Raum-
inhalt des Tetraeders OP P, P, dar.!

Den Umstand, daB hiernach:

T2 — 21Ys + Y22 — ZYs + Y37 — %) Y (57 — 52,
(D) 1+ 2373 — 7323 + 737, — 232)) + 2 (1Y — ¥, T3 + 7395 — Y3 7

+ 23y — Y3 2) = 7, (Y3 23— 23Y5) + Y1 (2373 — Ty 25) + 2, (T3 Y3 — Y2 25)
die Gleichung der Ebene P, P, P, ist, kénnen wir in den folgenden
Satz kleiden:

! Da es bisher nicht gelungen ist, zwei Tetraeder von gleicher Grundfliche
und Héhe in eine endliche Anzahl entsprechend kongruenter oder symmetrischer
Teile zu zerlegen, so kann man sich den Rauminhalt eines Tetraeders durch
obige Formel definiert denken und beweisen, da8 der Wert dieses Ausdruckes
vom Koordinatensystem unabhingig ist (vergl. auch § 19).
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54. In der Gleichung:
(15) Az + By + Cz=1D
der Ebene P, P, P, bedeuten A, B, C die orthogonalen Projektionen des
Flicheninhaltes des Dreiecks P, P, P, auf die Ebene OYZ, 0ZX, OXY
resp. und:
(ID) D =} (2, (4225 — 229) + ¥, (2375 — 2325) + 7, (%33 —¥3%))
den dreifachen Rauminhalt des Tetraeders OP, P, P,, wo D positiv oder
negativ ist, je nachdem der positive Drehungssinn der Normale von O
auf die Ebene P, P, P, einen Umlaufungssinn von P, uber P, nach Py
oder umgekehrt ergiebt.

Der letzte Teil des Satzes giebt uns offenbar ein allgemeineres
Kriterium fiir den Drehungssinn eines Strahles, der mit den Koordinaten-
axen die Winkel &, 3, y bildet, mit Hilfe der Umlaufungsrichtung
irgend eines Dreiecks in einer auf dem Strahle senkrechten Ebene
(16) zcose + ycosf + zcosy = d,
wo d positiv sein muB; in unserer Definition hatte das Dreieck einen
rechten Winkel, dessen Scheitel auf dem Strahle lag.

Aus den Formeln (13) ergiebt sich noch der Satz:

55. Das Quadrat des Flicheninhaltes eines Dreiecks ist gleich der
Summe der Quadrate der Flicheninhalte der orthogonalen Projektionen
des Dreiecks auf die drei Koordinatenebenen.

. Durch Parallelverschiebung des Koordinatensystems nach irgend
einem Punkte P, ist es natiirlich leicht, aus Formel (II) eine solche
fir den Rauminhalt irgend eines Tetraeders P, P, P, P, herzuleiten,
dieselbe ist jedoch zu lang, als daB ihre wirkliche Entwickelung von
Interesse wire. - '

1. Aufgabe. Man bestimme die Gleichung der Ebene und den
Flacheninhalt des Dreiecks durch die drei Punkte (1, 2, 3), (1, 1, 1)
und (5, 4, 3).

2. Aufgabe. Man suche die Gleichung einer Ebene, die durch
einen Punkt P, geht und zu zwei Geraden mit den Richtungskosinus
L, mg, n, und I, my, n, parallel ist.

Man nehme auf den Geraden durch P, in den gegebenen Rich-
tungen je einen Punkt an.

8. Aufgabe. Schneiden sich die Lote von den Ecken O und
P, des Tetraeders O P, P, P, auf die gegeniiberliegenden Seitenflichen,
so steht die Kante OP, auf der gegeniiberliegenden Kante P, P,
senkrecht und umgekehrt, so daB sich dann auch die beiden ande-
ren Hohen des Tetraeders schneiden.
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Man bringe es unter Benutzung der Glexchungsformen (IV) in
§14 S.118 zum Ausdruck, daB die beiden Lote einen Punkt gemein
haben, und multipliziere beide Seiten der so erhaltenen drei (leichun-
gen mit z,, y,, z, resp. z,, ¥,, z, und addiere sie.

4, Aufgabe Man beweise, daB die algebraische Summe der
orthogonalen Projektionen der Inhalte der Seitenflichen eines Te-
traeders verschwindet.

5. Aufgabe. Man beweise, daf das sechsfache Volumen eines
Tetraeders gleich dem Produkte aus zwei gegenﬁberliegenden Kanten
und der kiirzesten Entfernung derselben in den Sinus des von ihnen
eingeschlossenen Winkels ist.

6. Aufgabe. Man bestimme das Vorzeichen des Drehungssmnes
jedes Radiusvektors mit Hilfe des Vorzeichens des Rauminhaltes des
Tetraeders 0X, Y,Z,, das auf den Koordinatenaxen durch eine Ebene
abgegrenzt wird, die im Endpunkte des Radiusvektors auf diesem
senkrecht steht.

§ 19,

Ubergang von einem rechtwinkeligen Koordinatensystem zu einem
anderen mit demselben Anfangspunkte. Drehung des Koordinaten-
kreuzes um eine Axe, Spiegelung. Drehung der Koordinatenaxen.
Der Kosinus- und Sinussatz der sphirischen Trigonometrie. Die
Hauptformeln fiir schiefwinkelige Parallelkoordinaten.

Gehen wir, wie immer, von drei zu einander rechtwinkeligen
Koordinatenaxen 0OX, OF, 7
0Z aus, 80 betrachten wir jetzt
daneben drei andere Axen
0X,0Y, 0Z mit demselben
Apfangspunkte (Hig. 61),
deren Lage und Sinn gegeben
ist durch die Gleichungen:

. cos (¢, z) =f,,
1 {003(3’7 y) = 91’
cos (¥, z) = h,;
cos (¥, z) =5,
2y cos (¥’ ) = 95, o
sy, ) =hy; EgoeL
® . cos (2, z) =3, €08(z, y) = gy, €08(7, 2) = hy,

wo (7, a:) %:X’OX u. 8. w. Hat nun der Punkt P in.Beziehung
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auf das urspriingliche System die Koordinaten z, y, z und in Be-
ziechung auf das neue System die Koordinaten OP, (| 0X") = 7,
PQ(O)=y, @P(|0Z)=Z, so ist nach Satz 41 auf 8. 117:

[z=H7+ f;y' + 1 7,
D Y=, +9¥ + 9,7,
2=k +hy +h 7.
Die Koefficienten dieser Substitution erfiilllen dann zunfichst den
Definitionsgleichungen (1), (2), (3) zufolge die Relationen:

@) A9+ P =f 40+ =2+ gt + =1
Beschriinken wir uns des weiteren zunichst auf den praktisch haupt-

sichlich in Betracht kommenden Fall, daf auch das neue System
ein rechtwmkehges sei, 8o gelten auBerdem die Gleichungen:

(AID)  fofs + 9595 + hoky =[5y + 959, + hshy =f1 3 + 919, + A hy = 0.
Ferner folgt daraus der auf S. 138 aufgestellten Definition gem#B:

if1=9shs—hzysr + 9, =kfs— ks, £ by =195 — 93155
v +fo=gsh — hygy, £ 9y ="nhsfy — f3hy, £ hy=[9,—9:115
th=gh— Mgy £9=nhf5— Nl £h=F9,—915

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem der positive
oder negative Drehungssinn in O X’ eine Rotation von 90° erfordert,
um OY in OZ' iiberzufihren, und folglich das entsprechende fir
die Axen OY und OZ’ gilt. In der That ist ja:

T ={(95h5 — hyg5) + 9,(lafs — [3s) + R, (f395 — yzfs

)] [ = [3(9s7y — hyg,) + g, (hsfy — f321) + Py(fz 9, — 9511)

=[s(91 ks — 1y gy) + gs(By [y — i hy) + D5(F19: — 91 15)
nach (II) = 4+ 1, so daB auch in der zweiten und dritten Reihe
der Formeln (IV) das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem
es in der ersten Reihe giiltig ist. Bringt man durch Drehung des
neuen Axenkreuzes um O zuerst OX mit OX zur Deckung und
dann durch Rotation um OX auch OY mit OY, so wird hiernach
im ersten Falle auch 0Z' auf 07 fallen, im zweiten Falle hingegen
auf die negative Seite von 0Z. Auf diese Moglichkeit der Uber-
ﬁihrung des einen Kreuzes in das andere durch Bewegung werden

wir sogleich noch niher eingehen.

Zuvor erwihnen wir noch diejenigen Formeln, die sich einer-
seits durch Umkehrung der Beziehungen der beiden Koordinaten-
kreuze gegeneinander ergebem, andererseits aber auch als Folge aus
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den Formeln (I) bis (IV). Multiplizieren wir nimlich die Gleichungen
{I) erstens der Reihe nach mit £}, g,, %,, zweitens mit £}, g,, », und
drittens mit £y, g,, 4, und addieren sie jedesmal, so folgt nach (II)
and (III):

hz+ay+hz=1,
@I fit+ 9y +hz=y,

fiz+ 95y + hyz =2

diese Formeln vermitteln den Ubergang vom neuen System zum
alten. Multiplizieren wir ebenso die Gleichungen (IV) erstens der
Reihe nach mit £, f;, f;, zweitens mit g,, g,, g,, drittens mit
Ay, hy, hy und addieren sie jedesmal, so ergeben sich teils wegen
7= + 1, teils als Identititen die Formeln: -

) A+ =92+ +g0"=~h*+ A +h?=1;

AIY) g,k + g3hy + 95 hs =bi [y +hafy+ b fy=F 191+ 39:+ 395 =0,
die einerseits zum Ausdruck bringen, daB £, f;, /; u.s. w. die Rich-
tungskosinus der alten Axen im neuen System sind, andererseits,
daB auch die alten Axen senkrecht aufeinander stehen.

Um die Bedeutung des doppelten Vorzeichens von 7 deutlich
zu erkennen, fragen wir nach der Uberfithrbarkeit des einen
Kreuzes in das andere durch eine Rotation um die Axe mit
den Richtungskosinus cose, cosB, cosy um den Winkel 4.
Um den analytischen Ausdruck einer solchen Rotation zu finden,
gehen wir aus von den aus den Formeln (10) des vorigen Para-
graphen auf S. 140 sich ergebenden Ausdriicken der Koordinaten
z, y, z eines Punktes P durch den in der Richtung der positiven
Seite der Rotationsaxe gemessenen Abstand v = UP des Punktes P
von der zur Axe senkrechten Ebene:

«) zcose +ycos B3 + zcosy =0,

den Radiusvektor x = O U von U und seine Amplitude o in Beziehung
auf eine Gerade in der Ebene (4) mit den Richtungskosinus cos,
cos u, cosw so zwar, daB diese Amplitude in dem positiven Drehungs-
sinne der Rotationsaxe zu messen ist. Diese Ausdriicke sind:

z =u (cosAcosw + (cos B cos v — €08 p cos 7) 8in ) + v cos e,
5) y = u (C08 pr C08 @ + (CO8 ¥ COS A — CO8 ¥ CO8 &) 8in w) + v cos 3,
z = u(cos v cos @ + (cos & cos u — cos A cos f) sin w) 4 v cos y.
Hier ist:
6) - coseccos i + cos fcos pu + cosycosv = 0,

Q) zcose + ycosf + zcosy = v,
ScHUR, Analytische Geometrie. 10
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(8) zcosd + ycosp + zCcosSy = uCosS w,

©) J z(cos 3 cos ¥y — cosp cosy) -+ y(cos y cos & — cos ¥ cos &)
+ z(cos & cos u — cos 4 cos ) = u sinw,

(10 24yt 4+ 22 = u 4 v,

Soll nun eine Rotation um die obige Axe um die Amplitude J statt-

finden, so sind hiernach, da » und » bei der Rotation unverindert

bleiben, die Koordinaten z', y’, z des Punktes P, in welchen P

iibergeht:

(11 { z' =u (co8 A cos (@ + 9) + (cos 3 cos ¥ — cos p cos y)sin (@ + J))

+ vcose, W. 8. W.
oder nach (6), (7), (8), (9):
(12) 2 =2zco8d + (rcose + ycos B + zcosy)cose(l — cosd)
+sind(— ycosy + zcos ), w. 8. W.
Hiernach erhalten wir die Koordinaten z', y', z des Punktes P,
in welchen der Punkt P (z, y, z) bei der Rotation um die Aze (cosc,

Zz

Fig. 62.

cos 3, cosy) durch den Anfangspunkt O um die Amplitude & (im posi-
tiven Drehungssinne der Aze) ubergeht, in folgender Form (Fig. 62):

2’ =z (cos? (1 — cos d) + cos d) + y (cos ez cos B (1 — cos J)
— cosy8in d) + z (cos e cos y (1 — cos J) + cos Bsind),

¥ = z (cos B cos (1 — cos d)+cos y sin 8) +y (cos? B(1 —cos )
+ c08d) + z (cos B cosy (1 — cos &) — cos ¢ sin d),

z’=x(cosycosu(l—cosé‘)—cosﬂsin&) +y (cosy cosB(1 —cosd)
+ cos @sin §) + z (cos?y (1 — cos d) + cos d),

(VD
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wo dle zweite und dritte Glelchung aus der ersten durch cyklische
Vertauschung der Buchstaben z, y, z und «, §, y entstehen. Da nun
der Punkt P in Bezug auf dasjenige Koordinatenkreuz, das in das
gegebene durch diese Rotation tibergeht, ebenfalls die Koordinaten
#, ¥, 7 hat, so driicken diese Formeln auch den Ubergang von dem
gegebenen Koordinatensystem zu dem beschriebenen aus, und es
friagt sich, in welchen Fillen die Koefficienten der Substitution (VI)
durch geeignete Wahl von «, £, y und J den entsprechenden Koeffi-
cienten der Substitution (I*) gleich gesetzt werden kiénnen.

Ehe wir in diese Untersuchung eintreten, bemerken wir, daf
aus den Formeln (II), (III), (IV), wenn wir den linken Seiten der
letzteren statt des doppelten Vorzeichens den Faktor & hinzufiigen,
der + 1 bedeuten soll, die folgenden Identititen folgen:

(1) (Gy—By +(y — fi + (o — 9 = d— (1= e PP = (B—eF)(1 + ),
(14) (95 — 1) * = (1 + £ F)( 1 —eF+2¢f), w8 W,

(19) (95 — k) (ly — o) =(e+ F)(g, + [3), w8 W,

wo:

(16) F=f +g,+h,

und die noch fehlenden 2 x 2 Gleichungen aus (14) und (15) durch
cyklische Vertauschung der Buchstaben f, ¢, & und der Indices 1,
2, 8 entstehen.

Aus der Gleichsetzung der Koefficienten der Substitutionen (I*)
und (VI) ergiebt sich zuniichst:
(17) gg—hy=2cosesind, b — f;=2cos@s8ind, f,—g,=2cos ysinJ,
also:
(18) { 48in? 0 = (g, — A’ + (B — f3) + (f, —91)? = 4 — (1 — & F)?

= (8 —eF)(1 + &F).

Andererseits aber folgt:

(19) ' fi+ g, +h =1+ 2cos0,
also:
(20) cosd = F—;J

Demnach ist die Gleichsetzung der Koefficienten nur dann moglich,
wenn ¢ = 4 1 ist. Dann ist aber auch leicht zu sehen, daB bei
Erfiilllung der Gleichungen (17) und (20) die entsprechenden Koeffi-
cienten der beiden Substitutionen (I*) und (VI) identisch sind. Dar-
nach ist nimlich wegen der Identititen (14) erstems:
F—-1 + (gs—hy)? 8 -—F
2 B-FQa+F) 2
10*

(21) cos d + cos? (1 — cosd)= = f, W8.W.
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und zweitens wegen der Identititen (15):

(9s — hy) (hy — )8 —F

B-F1+F) 2
+3(fs—9)= ‘!’(fn +g9, £ (fa — .91))7 u. 8. W.

Geben wir in der Formel:

(23) sind =+ 1YyB—F)(1+ F)

der Wurzel ein bestimmtes Vorzeichen, so ist zugleich durch die
Gleichungen (17), (20) und (23) die Axe der durch die Substitution (I)
dargestellten Rotation samt einem positiven Drehungssinne und die
in diesem zu rechnende Amplitude J bestimmt, um welche zu drehen
ist; Gleichung (18) lehrt auBlerdem, daB sinJ stets reell ist. -

Um auch in dem Falle, daB ¢ oder 7= — 1 ist, eine analoge
geometrische Interpretation der Substitution (I*) zu haben, verbinden
wir mit der durch die Formeln (11) dargestellten Rotation eine
Spiegelung an der Ebene (4), d. h. wir verwandeln noch v in
— v, 80 daB:

24 { z' = u (cos 4 cos (@ + J) + (cos 3 cos » — cos p co8 y) sin(w + J))

. —vcose, U S W.
wird, oder nach (7), (8), (9):
(25) { ' =xcosd — (rcose + ycos B + zcosy)cose(l + cosd)
+ sin d(— ycosy + zcosf), u. 8. W.

Statt der Formeln (VI) haben wir demnach die folgenden:
2’ = z(— cos?e(l + c08d)+ cosd) + y(— cosecosB(1 + cosd)

— cosysind) + z(— cosecosy (1 + cosd) + cosBsind),
y = z (— cosfBcose(l+cosd)+ cosysind) +y(— cos?B(1+ cosd)
(VI®) + cosd) + z(— cosBcosy (1 + cosd) — cosasind),
7 =z (— cosycose(l + cosd) — cos3sinJ)

+ y (— cos y cos B(1 + cos 8) + cos e sin J)

+ z(cos?y (1 + cos d) + cos d).
Aus der Gleichsetzung der Koefficienten dieser Substitution und
derjenigen von (I*) ergeben sich wiederum die Gleichungen (17) und

(18) zur Bestimmung der Axe und des Drehungswinkels. Statt der
Gleichung (19) erhalten wir aber die folgende:

©2) cos ¢cos 3(1 — cosd) 4 cosysind =

(19%) i +9s+ k= —1+42cos9,
also: '
(20 cosd=F+1

2
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Demnach ist die Gleichsetzung der Koefficienten gerade dann und
nur dann moglich, wenn ¢ = — 1 ist. DaB dann bei Erfiillung der
Gleichungen (17) und (18) die Koefficienten der beiden Substitutio-
nen (I) und (VI*) entsprechend gleich sind, kann man genau wie
oben beweisen.

Mit Hilfe der Formeln (VI) und (VI*) kann man nun auch die
Koefficienten der Substitution (I*) rational durch drei GréBen
A, p, v ausdriicken, indem man entweder:

(21) l=coswtg%, p=cosﬂtg%, v=cosytg%
oder:

(214 _l=cosactgg, y=cosﬂctg%, 7=°057’°t8%

setzt. Die genannten Koefficienten werden dann rationale Funktionen
mit dem gemeinsamen Nenner 1 4 42 4 u? + 2, wihrend die Zahler
im ersten Falle:
1422 —p?—9% 2(0p — 1), 2(Av + p),
(VII) 2Ap +v), 1 — A2+ p? — 92, 2(uv — 4),
2(Avy —p), 2wy +4), 1 — 22 — pu? 4+ 9?
sind und im zweiten Falle:
—1 =+ pdt0? —2Ap+9), — 21y — p),
(Vi) —2Au — ), — 1 4+22 —p2 4+ 9% —2(uv + 4),
— 2@+ p), — 2@y —A), —1 4+ A2+ p2— o2
Wir kénnen die Resultate unserer Untersuchungen in den folgen-
den Satz zusammenfassen:

56. Hat ein Punkt P in Beziehung auf die zu einander recht-
winkeligen Azen OX, OY, OZ die Koordinaten z, y, z und fur die
ebenfalls zu einander rechtwinkeligen Azen OX', OY', 0Z', deren
Richtungskosinus in Beziehung auf die ersten Azen [, g,, k5 5y 9 Rys
fs 93 ks resp. sind, die Koordinaten =, y, z', so ist:

z=fiz' + [y + f57,
@ ¥y=9,7 + g3y + 957,

z=ha + hy + k7
und:

% Y =7+ 9y + hyz

{ZI =hz+ 9y +'h1z’
Z = fsz + g3y + hyz,
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wo zwischen den Koefficienten dieser Substitutionen die Relationen (II)
(1%, (X), (XI* und (IV) bestehen, und in den letzteren das positive
oder megative Vorzeichen gilt, je nachdem der positive Drehungssinn
jeder neuen Aze in Beziehung auf das alte System mit demjenigen in
Beziehung auf das neue System ubereinstimmt oder nicht. Im ersten
Falle konnen die positiven Seiten der Azen des neuen Systems in die-
jenigen des alten durch eine Rotation ubergefihrt werden, fir die die
Richtungswinkel o, 8, y der Aze und der Rotationswinkel J den
Gleichungen:
(VIII) 2cosesind =g, — hy,2co8fsind =k, —f,,2cosysind =f, — g,
geniigen, wihrend im zweiten Falle zu dieser Uberfihrung neben obiger
Rotation noch eine Spiegelung an der zu der Rotationsaxe senkrechten
Ebene durch O notig ist; ist dann mit dem Vorzeichen von sind auch
die positive Seite der Rotationsaze und thr positiver Drehungssinn fest-
gelegt, so bestimmt sich 0 den beiden Fillen entsprechend vollends durch
die Gleichung:
(IX) 0088 = }(f, + 95 + s F 1).
Sehen wir nunmehr davon ab, daB die neuen Koordinatenaxen
senkrecht aufeinander stehen, und setzen:
<Y 07 =n, <Z0X =1, X0 =uy,

so treten an Stelle der Formeln (III) die folgenden:

fofls + 9295 + hyhy = cosmy,
(1) s + 9591 + hyhy = cosy,

fifs + 9195 + by by = cos 1y,
und 7,, 7,, 7, sind, wie im allgemeinen, Winkel, die < 180° sind.
Bezeichnen wir weiter mit 0X”, 0Y”, 0Z" die positiven Seiten der
Normalen auf den neuen Koordinatenebenen 0Y'Z', 0Z2'X’, OX'Y’

und zwar so, daB die positiven Drehungsrichtungen dieser Normalen
0Y in 07, 0Z' in OX’y, OX’ in OY" resp. iiberfithren, und setzen:

(22) cos (2", z) =, cos(z”, y) = m,, cos(z",z)=n,;
- (28) cos (y”, x) = 1, cos(y”, y) = my, cos(y”, z) = ny;
(24) cos(Z’, ) = &, cos (2", y) = m,, cos(z", z) = n,,

so ist nach den Formeln (9), S. 189, des vorigen Paragraphen:
fs = fyco8my + (myhy — gym)sing,,

(25) 9s = 93 €087 + (mf; — hyL)sin,,
hy = hy cos 1y + (4 g3 —fymy)sin gy,
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da OZ’ innerhalb der Ebene OY ‘Z’ in Beziehung auf 0" a.ls Polar-
axe die Amplitude + #, besitzt. Ferner folgt aus den Bedingungen:
(26) Lfy +mg, +mhy =0 und Lfy + mgy + nhy =0,
wenn A, ein sogleich zu bestimmender Faktor ist, daB:
(27) L, = 2, (93hy — hygs), my = A (Ayfy — [ s} 7 = 4, (f395 — 95fs)
Setzen wir diese Werte in die Gleichungen (25) ein, so folgt:
(28) {f; _/;cosﬂl = )'lsinﬂl (f;@zs +h3’)_f;(gly3 + h,hS))

= A, sinq, (fz — f; cos7,), u.s. w.
Nun konnen die GroBen f; — f;cos7,, g;— gsco87,, hy — hycos 7,
nicht gleichzeitig verschwinden, da die Summe ihrer Quadrate den
Wert sin?#, hat, wir sin#, aber notwendig als von Null verschieden
annehmen miissen. Es ist demnach 4, = Eix%q—’ und wir finden, indem

1

wir die analogen Betrachtungen fiir die Axen OY” und 0Z” durch-
fiihren, statt des Formelsystems (IV) das folgende:

L sinn, =g, hy—hy gy, m, sinn, =hyfs —f, by, 0, 8in7, =f, 9, — 95153

Ive) { Lsing, =gy k, —hyg,, mysing, =hsf, —fs by, ny8inny =fy 9, — gsf;

lysinny =g, ky—h, gy, mgsinng =", fy —f, hy, ngsinns =f, 9, — g, f;.

Setzen wir in analoger Weise <= Y" 02" =¢, Z2'0X" = &,
X"0Y" = g, so werden die Formeln:

!ls = fcoss + (9, n, — myhy)sine,

(29) mg=m, cose, + (k, [ — nyf))sing,

ny = nycos s + (fy my — 1l g,)sing
mit dem oberen oder unteren Vorzeichen gelten, je nachdem der
positive Drehungssinn der Axe OX’ von OY” nach 0Z” fithrt oder
umgekehrt. Um hieriiber zu entscheiden, multiplizieren wir beide
Seiten der Gleichungen (29) mit f;, g4, 4, und addieren sie. Dann folgt,
weil 0Z° auf OY” senkrecht steht:

(30) {m? = tsing {h @k — hygy) + my(hf, — fsh)

+ 1, (f39, — 9s/1)} = + sing; sin g,
oder:
(81) 4 T = sin g, sin 1, 8in 7, = sin &, sin 7, 8in 7, = sin & sin 7, sin 7,;

hier gilt offenbar, da die Sinus alle positiv sind, das obere oder

untere Vorzeichen, je nachdem 7 positiv oder negativ ist.
In den Formeln (31) haben wir zugleich den Sinussatz der

sphiarischen Trigonometrie fiir das Dreieck X'Y'Z".
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Multiplizieren wir beide Seiten der Formeln (25) der Reihe nach
mit £}, g,, », und addieren sie, so folgt:

(32) {cos 7lg = 08 73 co8 7y + 8inn, (4 (9,5, — hygy) + my (hyfy — [ohy)

+ n, (f39, — 95f)) = c08 7, cos 7, — 8in 74 sin 7, Cos &, ;
bedenken wir, daB e, ¢, &, die Nebenwinkel derjenigen Winkel sind,
die man gewohnlich als die Winkel des sphirischen Dreiecks be-
zeichnet, so ist klar, daB wir in der Gleichung (32) den Kosinus-
satz der spharischen Trigonometrie haben. Eine analoge
Formel fiir cose, erhélt man aus den Formeln (29), wenn man sich
der den Formeln (IV®) entsprechenden -Formeln:

Ive + f, sin s, = myng, — n,m,, etc.

bedient. Aus ihnen ergiebt sich auch:

33) ly (myng — nymg) + my (nyly — Lng) + ny (l,mg — myly)
. Tﬁ

( = L sing (fi4 + gym + byny) =

sin 7, sin 7, sin 7,

Was nun den Ubergang von den rechtwinkeligen Koordinaten z, y, z
zu den schiefwinkeligen Koordinaten z/, 3, 2’ betrifft, so gelten
zunichst wieder die Formeln (I). lhre Umkehrung aber erhalten
wir, wenn wir beide Seiten dieser Gleichungen der Reihe nach mit
L, m, kch multiplizieren und sie addieren, dem Formelsystem (IV?) zu-
folge in folgender Form:

Tz = (= + my + n 2)sinq,,
™) Ty’ = (bz + myy + ny2)sinm,,
T2 = (lyz + mgy + ng2)sin 7.

Es ist hiernach nicht schwer, die Hauptformeln der Raum-
geometrie in schiefwinkelige Koordinaten umzusetzen. Wir
thun dies nur insoweit, als die Komplikation und Unbequemlichkeit
der geometrischen Deutung der betreffenden Formeln nicht von selbst
die Anwendung schiefwinkeliger Koordinaten als ungeeignet erscheinen
lasst. Da ergiebt sich denn zuerst aus den Formeln (I%), daB die
Siatze 43, 43 auf S. 118 und 48 auf S. 124 auch fiir schiefwinkelige
Koordinaten gelten. Dasselbe folgt auf Grund der Formeln (I) fir
den Satz 47 auf S. 123; denn die Ebene:

(34) ' ﬁ+l+ﬁ=l

macht ja auf den Axen OX’, 0Y’, 0Z' die Abschnitte «/, b’ ¢, die
sich aus den Gleichungen:

85) T=bhyay




Schiefwinkelige Koordinaten. 153

ergeben. Natii;l_i_ch stellt nun auch die Gi;ichung:
(36) Az + By +C2Z =D
eine Ebene dar, die auf den Axen OX’, OY’, 0Z die Abschnitte

%, 117):’ —g—: macht. Unverindert gilt endlich auch Satz 45 aufS.121, d. h.:

(87) z'cosa’ + y' cosf + z'cosy =d

ist die Gleichung einer Ebene, fiir welche das Lot ON = d vom An-
fangspunkte mit den Axen OX', 0Y’, 0Z' die Winkel &, £, 7’ bildet.
Indessen fiihrt schon der Ubergang von der allgemeinen Form (36)
der Gleichung der Ebene auf die Form (37) zu komplizierten Formeln,
insofern die Gleichung, der cos e/, cos, cosy’ zu geniigen haben,
nicht einfach genug ist; wir verzichten deshalb auf diese Entwicke-
lungen. Auch der Ausdruck fir das Quadrat des Radiusvektors
r = OP durch die schiefwinkeligen Koordinaten z, 3, 2/, némlich:

(88) r?=224 y? 4 2% 4 2y 7 cosn, + 22’7 cos 7, + 22"y cos 7,

ist schon zu kompliziert, als daB es sich empfiehlt, bei Aufgaben,
in denen Entfernungen beliebiger Richtung auftreten, schiefwinkelige
Koordinaten anzuwenden. Indem wir schlieBlich wegen\der For-
meln (I) auf S. 141 auf die letzte Aufgabe verweisen, bemerken wir,
daB, von besonderen Fillen abgesehen, sich die Anwendung schief-
winkeliger Koordinaten iuberall nur da empfehlen wird, wo nur die Ver-
hiltnisse von Strecken auftreten.

1. Aufgabe. Man transformiere die Gleichungen der Geraden
der 4. Aufg. in § 17, S. 137 auf den Mittelpunkt der kiirzesten
Entfernung als Anfangspunkt, auf diese als z-Axe und auf die Par-
allelen zu den Halbierungslinien der Winkel der beiden Geraden als
z'- resp. y'-Axe.

2. Aufgabe. Man beweise, daB der Ausdruck fiir das Quadrat
der Entfernung zweier Punkte beim Ubergange von einem recht-
winkeligen Koordinatensysteme zu einem andern sich nicht &ndert.

3. Aufgabe. Man bewerkstellige die Uberfihrung des recht-
winkeligen Koordinatenkreuzes O XY Z in das ihm kongruente Koordi-
natenkreuz OX’'Y'Z’ dadurch, daB man das erste Kreuz zuerst um
die Axe 0Zum die Amplitude ¢ dreht, wo OOS(P:Vlleh:” sin:p:VI.g_L}l—l_,,
dann dieses um die neue y-Axe um die Amplitude 4, wo cosy = J1—h,3,
giny = — k;, endlich dies um die letzte z-Axe um die Amplitude y,
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WO CO8y = ——i'—, siny = —_h’:
Vi-h Vier

z'=2zcos g cosy + ysin g cosy — zsiny,

y =z(—sing@cosy + cos @ siny sin) + y (cos g cos y + sin¢ siny siny)

+ zcosysiny,
7 =z(sing siny + cosg cosy siny)+y(— cos @ siny + sin ¢ cos y sin 1)
+ zcosycosy,
deren Identitit mit den Formeln (I*) fir 7= + 1 nachzuweisen ist.

Die Amplituden ¢, 9, y wurden hierbei dadurch bestimmt, daB
der Punkt (£}, ¢,, %,) in Beziehung auf das erste Zwischenkreuz die
Koordinaten J1—#,2 0, k, und in Beziehung auf das zweite Zwischen-
kreuz die Koordinaten 1, 0, 0, daB endlich der Punkt (£}, g,, 4,) in
Beziehung auf das letzte Kreuz die Koordinaten 0, 1, 0 haben muB;
man beweist dann leicht, daB der Punkt (f,, 9, ks) die Koordinaten
0, 0, 1 erhilt.

4. Aufgabe. Eine Rotation um die Amplitude J kann ersetzt
werden durch die Aufeinanderfolge von zwei Spiegelungen an zwei
Ebenen durch die Rotationsaxe, von denen die zweite aus der ersten

durch Rotation um die Amplitude % entsteht.

' Die Richtigkeit dieses Satzes, die ja fiir die z-Axe als Rotations-

axe sehr leicht einzusehen ist, soll auch mit Hilfe der Formeln (VI)
und (VI*) fir eine Axe beliebiger Richtung verifiziert werden; die
Formeln der Spiegelung an der Ebene zcosA+ycosp + zcosy =0
sind dann nach (VI®):

2=z — 2(zcosd + ycospu + zcosv)cos i etc.

5. Aufgabe. Die Aufeinanderfolge zweier Rotationen (1, g, %)
und (A, &, ¥) (vergl. die Formeln (VII)) um den Anfangspunkt 0
kann ersetzt werden durch die Rotation (1", u”, v"), wo:

man erhilt dann die Formeln:

l,,=l+l'—‘uv'+vp.’

1= — uu’ — »¥

Beim Beweise ist darauf zu achten, daB von den beiden Werten,

die sich fir 1 4+ 4”2 4 u”2 4 2”2 ergeben, nur derjenige brauchbar
ist, der fir ' =p' =9 =0 in 1 4 A? 4 pu? + »? ibergeht. Setzt
man A =a :a, p=ay:a, v =ay:ay; A =b 5, etc.; A" = ¢, : ¢, etc.
und ¢, = ayb, — a,b, — a,b, — azb;, so sind die obigen drei Ro-
tationen drei Quaternionen: a = a,e, + a,¢, + a;¢, + a,¢;, b und ¢
zugeordnet, von denen die letzte das Produkt der beiden ersten ist.

, ete.
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6. Aufgabe. Man beweise aus den Formeln der vorhergehen-
den Aufgabe, daB: cos %,—' = cos % cos % - sin‘% sin%l
der Winkel der beiden gegebenen Rotationsaxen ist.

Diese Formel folgt auch aus dem Satze, daB die Rotationsaxen
ein sphérisches Dreieck mit den halben Amplituden der Rotationen
als Winkeln bestimmen; dieser Satz wiederum ergiebt sich mit Hilfe
der 4. Aufgabe dadurch, daB man die erste Rotation durch zwei
Spiegelungen ersetzt, deren zweite die Ebene #” durch die beiden
ersten Rotationsaxen zur spiegelnden Ebene hat, und die zweite
Rotation durch zwei Spiegelungen, deren erste die Ebene & zur
spiegelnden Ebene hat.

7. Aufgabe. Jede Rotation kanp ersetzt werden durch die
Aufeinanderfolge einer Rotation um eine parallele Axe und dieselbe
Amplitude und eine Translation in einer zur Rotationsaxe senkrechten
Richtung.

Es ergiebt sich das aus den Formeln:

hiz+gy+hz=a+l+fiz—0)+g @y —m)+h (z—n), etc,

wo: a = (f, — 1){+ g, m + h nu.s.w, (,,mn) einen Punkt der par-

allelen Rotationsaxe bedeutet und a, b, ¢ die Komponenten -der

Translation. Ist (/, m, n) der FuBpunkt des Lotes vom Anfangspunkte O
)

auf die neue Rotationsaxe, so ist umgekehrt: 4lsin’? (Ai—Da+f,b

+fsc u.s.w. Man findet so, daB die Translationsstrecke dem doppelten
Produkte aus dem Abstande der beiden Axen in sin —g- gleich ist

cos 9", wenn 9"

und mit diesem die Amplitude 90° + % einschlieBt. Dies Resultat
ergiebt sich auch leicht mit Hilfe der 4. Aufgabe, wenn man zwischen
die beiden Spiegelungen, welche die Rotation erzeugen, zweimal die-
selbe Spiegelung an einer zur zweiten spiegelnden Ebene parallelen
Ebene einschaltet.

8. Aufgabe. Die durch Aufeinanderfolge einer Rotation und

einer Translation entstehende Bewegung:
¥=a+fiz+ g,y + bz uws w

kann ersetzt werden durch eine Rotation um eine parallele Axe und

eine Translation lings dieser (Schraubenbewegung).

Man braucht nur zu setzen:
a+fiz+gy+hz=at+ad+il+fi(z—0)+g,(y—m)+hk(z—n), wsw.,
wWoa = —a-+(acose+bcos §+ ccosy)cose, u.s.w, und 47sin? —g—
= — (i, = e + ;6 + f;c), u.s. w. Die neue Translationsstrecke
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ist demnach gleich der orthogonalen Projektion der alten auf die
Rotationsaxe, das Lot von (g, J, ¢) auf die alte Axe schlieft mit dem

Lote von O auf die neue Axe die Amplitude %+ 90° ein und ist
gleich dem Produkte aus diesem mit 2sin 2.
9. Aufgabe. Man bestimme die Kosinus der Winkel, welche
der Radiusvektor nach dem Punkte P mit den schiefwinkeligen Ko-
ordinaten z', y/, 2 mit den Axen OX', OY', OZ einschlieBt.

cos e = %(z’ + y' cos 1y + 2’ cos ) ete.

10. Aufgabe. Man zeige, daB die Gleichung (I) auf S. 141 der

Ebene durch drei Punkte auch fir schiefwinkelige Koordinaten gilt.
Da namlich: :

nan—adh=0o's — %) +m@@'s — 2'z)

+n (2y, — yl'a:,')) gin#,, u.8. w.,

so verwandelt sich obige Gleichung bei Anwendung der Substitution

(I) in eine derselben Form, multipliziert mit dem Faktor 7'; mit

diesem ist also auch die rechte Seite von Formel (II) auf S.142 zu

multiplizieren, wenn man durch sie den dreifachen Rauminhalt des
Tetraeders O P, P, P, in schiefwinkeligen Koordinaten darstellen will.

§ 0.
Die Erzeugung von Fldchen 2. Grades durch Kreise.

Die von uns bis dahin betrachteten nicht ebenen Flidchen (Kugel-
fliche, gerader Kegel und Cylinder, einschaliges Rotationshyperboloid)
hatten simtlich die Eigenschaft, eine Schar von Kreisen in par-
allelen Ebenen zu enthalten.

Wir fragen demgemi8, um Flichen allgemeinerer Art zu er-
halten, nach dem Orte derjenigen Kreise, die uber parallelen Sehnen
eines Kegelschnittes als Durchmessern in zur Ebene des Kegelschnittes
senkrechten Ebenen errichtet werden.

Als Ebene des Kegelschnittes nehmen wir die Ebene OXY an
und behandeln die beiden Fille der Kegelschnitte mit und ohne
Mittelpunkt gesondert. Im ersten Falle konnen wir die Gleichung
des Kegelschnittes in der Form:

) Az 4+ By*=C
annehmen. Ziehen wir die parallelen Sehnen unter der Amplitude f
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;ogen die Axe OX und sei e dio Amplit;.;lde des konjugiérten Durch-
messers, so daB:

(2) Acosecosf + Bsinasinf =0

(vergl. GL (9) auf S. 96), so wird bei Transformation auf diese beiden
konjugierten Durchmesser, wenn man also:

3) z=2cose+ ycosf, y=2sine 4 y sinf
setzt (s. Satz 3, S. 21):

4) Az® + By = 4'2? + By'?,

wo:

(5) 4 = Adcos’e + Bsin?w, B’ = 4cos?p + Bsin?g.

Hat nun der Punkt P
unseres Ortes (Fig. 63) die
schiefwinkeligen Koordinaten
OPx' = .’l,", PE'Q =]/, Q.P= z,
und ist P,R =p die halbe
Sehne durch P unter der
Amplitude £, die ja auf die
Verlingerung der Ordinate
P,Q fallt, so ist:

(6) y:+ 22 =o?

und: Fig, 63
(1) 4224+ Bo=C, o
folglich:

(8) 4'z?+ By?+ Bzt =C,

also schlieBlich nach (4):

1)) : Az* + By? + B'2? = (,

wo B = dcos®f + Bsin?p, die Gleichung des gesuchten Ortes.
Wir untersuchen nunmehr genauer die aus den einzelnen Mittel-
punktskegelschnitten entstehenden Flichen:

a) Der Kegelschnitt bestehe aus zwei zur Axe OX parallelen
Geraden, seine Gleichung sei also'

Q) yh =10
dann geht (I) iiber in:
(Ia) ?Lx + x_’ =1
b2 e? -
wo ¢? = si_z:_ﬂ’ unsere Fliche ist demnach der Ort einer zur Axe OX
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parallelen Geraden, deren Spurpunkte in der Ebene O YZ eine Ellipse
mit den Halbaxen 4 und ¢ beschreiben, d. h. ein elliptischer
Cylinder (Fig. 64).
Der Weg, auf dem
wir zu diesem Cy-
linder  gekommen
sind, zeigt aber auch,
daB jeder durch eine
Gleichung von der
Form (I*) dargestellte
elliptische Cylinder
(6 < ¢) zwei Scha-
ren von Kreisen in
Ebenen enthilt, die
zur z-Axe parallel
sind und die z-Axe
unter der Amplitude
+ f schneiden, wo

sin 8 .—_.—% ist; jeder
elliptische Cylinder ist
also zugleich ein schiefer Kreiscylinder.

b) Der Kegelschnitt bestehe aus zwei Geraden durch den An-
fangspunkt, so daB wir seine Gleichung in der Form:

(10) A

a* B

annehmen kénnen. Dann geht (I) iber in:

2 2 2
@) Z-Lx5=0,
WwO:

1 L] in®
(11) +h=onf_af

und das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem tgﬂ§%, je

nachdem also B kleiner oder groBer als die Amplitude y des in den
ersten Quadranten fallenden Halbstrahles unseres Geradenpaares ist.

Wir kénnen uns auf den zweiten Fall tgf > % beschrinken, da der

erste Fall aus diesem durch Vertauschung der z- mit y-Axe hervor-
geht. Dann besteht die durch (I*) dargestellte Fliche aus den Geraden,
welche den Anfangspunkt O mit den Punkten der in der Ebene z = a
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elegenen Ellipse: v + 1 verbinden, ist also ein elliptischer
geleg pse: 33 T 5 P

Kegel oder schiefer Kreiskegel (Fig. 65, der Kegel besitzt natiir-
lich noch einen z
zweiten Mantel,
das  Spiegelbild
des ersten in Be-
ziehung auf die
Ebene YO0Z als

Spiegel); denn ent- 0 ¥
halt die Flache 7

den Punkt (a, k

b cos 1, ¢ sin ), 80 L

enthilt sie auch
alle Punkte (4e,
Ab cos y, Acsin ),
wo A alle Werte ,
von — oo  Dbis \
+ 0o durchlaufen .!

|

|

kann.
Denken wir
uns umgekehrt q,
b und ¢ gegeben,
so folgt aus: Fig. 65.
in? 3
(11‘) Siang_(iaS?ﬂ=:’: 4

. b /a® + e

a_ /et — b?
cos 3 = i?]/ﬂﬁ’

80 daB ¢ > b sein muB. Ist
diese Bedingung erfiillt, so
finden wir die folgende Kon-
struktion der Amplitude B Fig. 66.

(Fig. 66): Ist D der Punkt des Geradenpaares mit der Amplitude y und
dem Radiusvektor Ja? + 2, so schneidet der um D mit dem Radius ¢
geschlagene Kreis die Axe OX in zwei Punkten £ und Z’, fiir welche
B =<<XEDresp.XE'I'; denn es ist sin (XED):siny = Ya® + c?:¢,
ai + c!

a? 4+ b?

und man sieht zugleich, daB die Ordinate von D oder b
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sein muB, rweilAb :c;st. Is;fbi; c, so fallen E @d ﬁE’ zusammen,
und der Kegel wird ein gerader.

Hiernach kdnnen wir den folgenden Satz aussprechen:

57. 8ind drei Strecken a,b < c gegeben, so konstruiert man folgender-
mapfen den durch die Gleichung:

2 ] 3
@ 2 -0
dargestellten elliptischen Kegel. Man konstruiere in der Ebene OXY
das Geradenpaar z—:— %: = 0, suche das Dreiecck ODE resp. ODE’,

von dem eine Seite OD = Ya? + ¢ auf eine der Geraden fillt, die
zweite OF resp. OF' auf die Aze OX und die dritte die Linge ¢
hat; die Kreise uber den dieser dritten Seite parallelen Sehnen des Ge-
radenpaares als Durchmessern in Ebenen parallel zur Aze OZ erfullen
dann den Kegel. Ist b = c, so geht der elliptische Kegel in einen geraden
Kreiskegel uber.

c) Ist der Kegelschnitt die Hyperbel:
(13) > _v_

@ b

und tg g > %, 80 geht Gleichung (I) iiber in:

. 22 y? %2 _
@ i S R
wOo: '

(11%) 1 __sin®f  cos’f

c! b’ a? ,
8o daB wieder ¢ > & ist. Da @ hier groBer ist als die Amplitude
‘der in den ersten Quadranten fallenden Asymptote der Hyperbel,
so gehoren die Endpunkte jeder Sehne unter der Amplitude 8 je
einem Zweige der Hyperbel an, unsere Fliche besteht also ebenso
aus zwei Schalen, wie der aus dem Asymptotenpaar (10) nach der-
selben Regel entstehende Kegel, der sogenannte Asymptotenkegel
(I®) unseres zweischaligen Hyperboloids (Fig. 67),' aus zwei
Minteln. Wihrend diese aber im Mittelpunkte aneinanderstoBen,
sind die beiden Schalen dieses Hyperboloids ebenso von einander ge-
trennt, wie die beiden Zweige der Hyperbel. Ist 3 = 90° oder b = ¢,

! In einigen der folé'enden Figuren kommen griBerer Anschaulichkeit
wegen Abweichungen von den auf S. 111 aufgestellten Regeln fiir die Orien-
tierung des Koordinatensystems oder die Verkiirzung der einen Axe vor.
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stehen also die Ebenen der erzeugenden Kreise auf dem Orte ihrer
Mittelpunkte, ndmlich der Axe O X, senkrecht, so entsteht unsere Fliche
durch Rotation der Hyperbel um deren schneidende Axe und heiBt
zweischaliges Rotationshyperboloid, wihrend zugleich der Asymptoten-
kegel darch Rotation des Asymptotenpaares um dieselbe Axe entsteht.

V4

Fig. 617.

Die Bedeutung des Asymptotenkegels auch in dem allgemeinen Falle
liegt unter anderem darin, dab die Richtungskosinus cos &, cos 8, cos y
jeder Kante desselben der Gleichung:

cos? cos? cos?
(14) aza_ bsﬂ_ 027':0

geniigen, die Kante das Hyperboloid also nur in unendlich fernen
Punkten trifft.

Wir erhalten hiernach den folgenden Satz:

58. Sind drei Strecken a, b < ¢ gegeben, so konstruiert man folgen-
dermafen das durch die Gleichung:

dargestellte zweischalige Hyperboloid. Man hkonstruiere in der Ebene
ScHUR, Analytische Geometrie. 11
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OXY die Hyperbel Z—’; - !;—: =1, suche das Dreieck ODE resp. ODE’,

von dem eine Seite 0D = Ja® 4 ¢® auf eine Asymptote der Hyperbel
falit, die zweite OF resp. OF' auf die Aze OX, und die dritte die
Linge c¢ hat; die Kreise uber den dieser dritten Seite parallelen Sehnen
der Hyperbel als Durchmessern in Ebenen parallel zur Axe OZ erfiullen
dann das Hyperboloid. Ist b = c, so ist die Fliche ein zweischaliges
Rotationshyperboloid.
d) Ist der Kegelschnitt wieder die Hyperbel:
(18) 2 _¥_,

a® bt
aber tgf < %, so geht Gleichung (I) iiber in:

ﬂ?’ 3 b
(Id) a_g - !Z_g + :}' = l)
wo:
a1y R
Da B hier kleiner ist als die Amplitude y der in den ersten
Quadranten fallenden Asymptote der Hyperbel, so trifft jede Sehne

Z

Fig. 68.

unter der Amplitude g beide Zweige der Hyperbel, ¢ ist als der
unter B gezogene Halbmesser der Hyperbel > @, und die durch (I%)
dargestellte Fliache besteht aus einer zusammenhingenden Schale, die
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zi
a?
zusammengeschniirt ist und heiBt einschaliges Hyperboloid
(Fig. 68). Auch dieser Fliche gehort ein Asymptotenkegel:

(14) VL0

at b et

langs der Ellipse y =0, = + :—: = 1, der sogenannten Kehlellipse,

zu, der aus dem Asymptotenpaar der Hyperbel (13) ehenso entsteht,
wie das Hyperboloid aus der Hyperbel; in Beziehung auf Satz 57
sind dann nur z mit y sowie a mit b zu vertauschen. Ist 8 = 90°
oder a = ¢, so entsteht die Fliache durch Rotation der Hyperbel um
deren nicht schneidende Axe und heiBt ein einschaliges Rotations-
hyperboloid.

Wir kénnen hiernach den folgenden Satz .aussprechen:
59. Sind drei Strecken b, ¢ > a gegeben, so findet man folgender-
mafen das durch’die Gleichung:

2 2 2
( a=pta=!
dargestellte einschalige Hyperboloid. Man konstruiere zuerst in der
Ebene OXY die Hyperbel g - sz: =1, suche die Durchmesser derselben

von der Linge 2 ¢ und errichte uber den diesen Durchmessern parallelen
Sehnen als Durchmessern Kreise in Ebenen parallel zur Aze 0Z; ist
a = ¢, so wird die Fliche ein einschaliges Rotationshyperboloid.

e) Ist der Kegelschnitt endlich die Ellipse:

2 2
(15) | St+h=1,
so geht die Gleichung (I) iiber in:
) BtREtE=L
wo:
(16) ‘ 1_ cos?f | sin?f

c? a? TP ?
c also der zur Amplitude 3 gehorige Halbmesser der Ellipse ist, so
daB ¢ zwischen a und 4 liegen muB. Eine solche Fliche heiBit ein
Ellipsoid (Fig. 69) und hat eine eiférmige, ganz im Endlichen
enthaltene Gestalt. Ist a >4 und § =0, also ¢ = a, so entsteht
die Flache durch Rotation der Ellipse um deren kleine Axe und
heiBt ein abgeplattetes Rotationsellipsoid. Ist B = 90° oder
¢ =5, so entsteht die Flache durch Rotation der Ellipse um deren
groBe Axe und heift ein verlangertes Rotationsellipsoid. Fir
- 11*
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a = b = ¢ geht endlich die Fliche in eine Kugel iiber. Hiernach
ergiebt sich:

60. Sind drei Strecken a > ¢ > b gegeben, so findet man folgender-
mapen das durch die Gleichung:

m' 2 2
-(I°) 2t + 'Z—; + % =1
dargestellte Ellipsoid. Man konstruiere zuerst in der Fbene OXY die

Ellipse ;3: + g—: = 1, suche die .Durckme.s;ser derselben von der Linge 2c
und errichte iber den diesen Durchmessern parallelen Sehnen der

zZ

Fig. 69.

Lllipse als Durchmessern Kreise in Ebenen parallel zur Aze 0Z; je
nachdem ¢ = a oder = b, ist die Fliche ein abgeplattetes oder ein ver-
lingertes Rotationsellipsoid, fur a = b = c ist sie eine Kugel.

Es bleibt nur noch der Fall der Parabel:

(17 yi—2pz=0
iibrig. Machen wir hier die durch die Formeln (vergl.(17) auf S.97):
(18) z=a+4+2 +ycosB, y=>b+y'sinf
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ausgedriickte Koordinatentransformation, so wird:

(19) y?— 2pzx = y?sin?f — 2p7,

falls 42 — 2ap =0 und tgfB = -’bf, der Punkt (a, ) also der Schnitt-

punkt O der Parabel mit dem Orte der Mittelpunkte der unter der
Amplitude 8 gezogenen Sehnen ist, und die Axe 0'Y’ die Tangente
in diesem Punkte wird (vergl. Gl (13), S. 73 und Formel (III), S.101),
Hat nun wieder der Punkt P (Fig. 70) unseres Ortes die schief-
winkeligen Koordinaten O'P, =2, P,Q =y, QP=2z und ist P,R=p
die halbe Sehne durch P, unter der Amplitude 3 gegen OX, so ist:

zZ

Fig. 70.
(20) v =g
und:
(21) o?sin?f — 2pa2’ = 0,
folglich:
(22) y3sin?f — 2pa’ 4 2%sin?f = 0,

also schlieflich nach (19):
(28) y? + 2%8in?fB — 2pxr =0
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die Gleiahung des gesuchten Ortes. Setzen wir ¢ =
wir sie schreiben in der Form:

U
() Fti=2=

, 80 konnen

P
sin?g

Diese Fliche heiBt elliptisches Paraboloid, der Punkt O
ihr Scheitelpunkt; sie kann hiernach dem folgenden Satze gemiB
gefunden werden.

61. Sind p < g zwei positive Strecken, so konstruiert man folgender-
mapen das durch die Gleichung:
I Yi¥oo
(1) s T g =%%
dargestellte elliptische Paraboloid. Konstruiert man zuerst in der Ebene

OXY die Parabel y* =2pz und ist sin®p = q’ so erfullen die Kreise

uber den unter den Amplituden + 8 gegen die Aze OX geneigten Sehnen
als Durchmessern in Ebenen parallel zur Aze OZ das Paraboloid. Ist
P =q, so ist die Fliche ein Rotationsparaboloid.

Die dargelegte doppelte Erzeugung der durch die Gleichungen
(I) und (IT) dargestellten Flichen durch Scharen von Kreisen, deren
Durchmesser parallele Sehnen eines Kegelschnittes sind, ist zur Kon-
struktion von Kartonmodellen® dieser Flichen benutzt worden. Man
denke sich in der Ebene des Kegelschnittes (1) oder (17) eine An-
zahl von Sehnen unter den Amplituden 4+ 2 und — £ in gleichen
Abstinden gezogen und schneide aus Karton kreisfsrmige Scheiben
aus, deren Durchmesser diese Sehnen sind. Auf den Sehnen markiere
man die Schnittpunkte mit den Sehnen der anderen Schar und er-
richte in ihnen Lote zu den Sehnen. Macht man lings dieser Lote
geeignete Einschnitte in die Kartonscheiben, so kann man diese so
durcheinander stecken, wie es der Lage der Kreise auf der Fliche
entspricht, und erhilt so ein anschauliches Modell der Fliche. Dies
Modell ist aber nicht starr, kann vielmehr um jene Lote so bewegt
werden, daB die Kreisscheiben einander parallel bleiben und, wie
wir sofort sehen werden, stets eine Fliche derselben Art ergeben
(vergl. Aufg. 7 in § 11 auf S. 102) Beziehen wir néamlich die Kegel-
schnitte (1) oder (17) auf zwei Axen OX’ und OY’ mit den Ampli-
tuden + B und — f3, setzen also:

(24) = (2 +y)cosf, y=( —y)sing,

! Kartonmodelle von Flichen 2. Ordnung konstruiert nach Angabe von
A. Brui, Verlag von L. Beit in Darmstadt, Pr. 16 M.
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so gehen die Gleichungen der Kegelschnitte in:

(25) A@@ + y)cos?B + Bz — y)?sin?f = C
und:
(26) (@ —y)?sin®f — 2p(2’ + y)cos f =0

fiber. ‘Geht nun bei der Drehung des Modells 28 in 2p iiber,
so gelten fiir die neuen Kegelschnitte dieselben Gleichungen in Be-
ziehung auf die gedrehten Axen OX’ und OY’, in Beziehung auf
die Halbierungslinien O X und OY des Winkels 28’ also die Gleichungen:

2 a8

@ wozh s mp it -0
und:

sin? # . cosf
(28)' y3 G F 2px cosf = 0.
Die Gleichung der neuen Fliche ist daher:
' 2 .
@) PEE LI L L Ty
resp.:
(30) y? :il::g + 2?sin2 B — 2pzx .:;"Sg; =0, *

womit unsere Behauptung bewiesen ist, da B denselben Wert hat
wie oben (vergl. Gl (5)).

1. Aufgabe. Man zeige, da man jede der in diesem Para-
graphen erzeugten Flichen dadurch aus einer Rotationsfliche der-
selben Art herleiten kann, daB man jedem Punkte P (z, y, 2z) der
Rotationsfliche den Punkt P’ mit den Koordinaten 2 ==z, ¥y =y,
2’ = Az zuordnet, vorausgesetzt, daB OX oder OY die Rotationsaxe
ist (Affinitat). _

2. Aufgabe. Nach den Erliuterungen zur 5. Aufgabe in § 17
auf S. 187 erhilt man als Gleichung der Rotationsfliche einer Geraden,
die von der Axe OZ den in der Ebene OXY gelegenen kiirzesten
Abstand % hat und mit ihr den Winkel # bildet, um OZ als
?+y At

i etg® o
einer in der vorigen Aufgabe besprochenen Affinitit (z = 2/, y = 1y,
z =2), daB jedes einschalige Hyperboloid zwei Scharen von geraden
Linien enthilt. _ : ’

Bei einer solchen affinen Transformation entspricht n&mlich
jeder Ebene wieder eine Ebene, also auch jeder Geraden wieder
eine Gerade.

Rotationsaxe: =1; man zeige durch Ausfiihrung
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3. Aufgabe. KEs sind gegeben zwei windschiefe gerade Linien
und eine Ebene durch die kiirzeste Entfernung derselben; man suche
den Ort derjenigen Kreise, welche in Ebenen liegen, die parallel zur
gegebenen Ebene sind, und deren Durchmesser jedesmal die Ver-
bindungslinie der Schnittpunkte der betreffenden Ebene mit den
gegebenen Geraden (einschaliges Hyperboloid).

Man mache den kiirzesten Abstand der Geraden zur Axe 0Z,
dessen Mittelpunkt zum Anfangspunkt und die Halbierungslinien des
Winkels der beiden Geraden zu OX und OY; der Kreis wird jedes-
mal dargestellt als Schnitt seiner Ebene mit einer Kugel iiber seinem
Durchmesser.

4. Aufgabe. Es sind gegeben die beiden kongruenten Kreise:
=02+ (y —m)32+22=d?, zsinf — ycosfB =1sin 3 —m cos 3 und:
E+DP+(y+mP+22=d? zsinf —ycosf= —IsinB + mcosf
in parallelen Ebenen; man bestimme den Ort der Kreise durch die

jedesmaligen vier Schnittpunkte dieser beiden Kreise mit den Ebenen
der Parallelschar: zsin 8 + ycosB = u. (Man erhilt die Gleichung:

— m2¥sin B + ly?cos B + z*(Isin § — m cos ) sin B cos B
= (d*sin f cos # — Im)(Isin B — mcos §).)

5. Aufgabe. Auf einer Geraden sind gegeben drei feste Punkte;
welchen Ort beschreibt irgend ein anderer fester Punkt derselben,
wenn die Gerade sich so bewegt, daB die drei festen Punkte sich
in den drei Koordinatenebenen bewegen.

Man denke sich die bewegliche Gerade durch den Ortspunkt
und ihre Richtungskosinus gegeben und driicke aus, daB die drei
Punkte mit den gegebenen Abstinden vom Ortspunkte in den drei
Koordinatenebenen liegen; die Elimination der Richtungskosinus er-
giebt dann die gesuchte Gleichung.

6. Aufgabe. Ordnet man jedem Punkte P des Ellipsoids (I°)

den Punkt P (z = % Va2 —08% y =0, 2 = %Vﬁ—_ﬁ) der Ebene
0XZ zu, so ist stets P, ’P P, P, sind daher P, P,, P; drei Punkte
der Scheltelelhpse + 5= 1, so kann hiernach das Ellipsoid ebenso

erzeugt werden, wie die Ellipse nach Formel (24) in § 9 auf S. 81
(vergl. auch den Text daselbst).

7. Aufgabe. Man untersuche die Schmtte der Flichen (I#)
bis (I°) und (II) mit den Koordinatenebenen und den diesen parallelen
Ebenen.
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§ 21.

Die Gleichungen der Fiéichen 2. Grades hezogen auf Koordinaten-
ebenen, die deren Symmetrieebenen parallel sind.

Die Gleichungen (I) und (II) des vorigen Paragraphen sind offen-
bar enthalten in der allgemeineren Form:

(I) Az*+ By 4+ C22 + 2Dz + 2Ey + 2Fz 4+ G = 0.

Diese Gleichung wollen wir in analoger Weise untersuchen wie
in § 7 die entsprechende Gleichung in der Ebene. Wir werden also
die durch eine solche Gleichung etwa dargestellte Fliche zuerst mit
der Geraden:

(1) z=1+ucose, y=m-+ucosf, z=n-+ ucosy

zum Durchschnitt bringen. Wir erhalten dann fiir « die quadratische
Gleichung:

l u? (A4 cos?e + Bcos?f + Ccos?y)

+ 2u (4l + D)cose + (Bm + E)cos B + (Cn + F)cosy)
l + AP + Bm?+4 Cn? 4-2D01+2Em + 2Fn 4+ G = 0,
deren Wurzeln die Abstinde der gesuchten Schnittpunkte vom Punkte
(?, m, n) der Geraden (1) auch dem Vorzeichen nach liefern; die
Anzahl dieser Schnittpunkte ist also i. A. zwei. Gehort der Punkt
(%, m, n) selbst der Fliche an, verschwindet also das konstante Glied
in Gleichung (II), so hat diese eine verschwindende Wurzel. Es
wird daher auch die zweite Wurzel verschwinden, oder die Gerade
(1) wird eine Tangente der Flache sein, wenn ihre Richtungskosinus
der Gleichung: ‘

(2) (41 + Dycosew + (Bm + E)cosff + (Cn + F)cosy = 0
geniigen, oder die Gerade der Ebene:

A(3) (—=0Adl+D)+@y—m)(Bm+ E)+(z—n)(Cn+ F)=0
angehort, welche Gleichung wegen:

4) (Al+ D)+ Bm+Eym+(Cn+ F)n+ Di+ Em+ Fn+ G=0
iibergeht in: ’
(IO) (4i+ Dyz+(Bm+ E)y+(Cn+ F)z+ Dl+ Em+ Fn+ G =0.

Diese Ebene, die der Ort der Tangenten eines Punktes (I, m, n)
der Fliche ist, heiBt Tangentialebene. Gleichung (III) wird
offenbar dann und nur dann keine Ebene darstellen, wenn die Ko-
ordinaten I, m, n des Punktes der Fliche gleichzeitig die drei

Gleichungen:
(5) Al+ D=Bm+ E=Cn+ F=0

(IL)
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befriedigen® kénnen; dann ist Glelchung (2) fir d1e Rmhtungskosmus
aller Geraden durch diesen Punkt erfiillt, und es konnen die in
der Form (1) da.rgestellten Koordinaten z, y, z eines von (!, m, n)
verschiedenen Punktes nur dann der Gleichung der Flache geniigen,
wenn:

(6) Acos?e + Bcos?B 4+ Ccos?y =0

ist. Dann ist also Gleichung (II) fiir jeden Wert von u befriedigt,
oder die Gerade ist ganz in der Fliche enthalten, d. h. diese ist
eine Kegelflache mit der Spitze im Punkte (, m, n). Ist (/, m, =)
nicht die Spitze einer solchen Kegelfliiche, stellt also Gleichung (III)
die Tangentialebene im Punkte (,, m, n) dar, so folgt ebenso, daB
diese dann und nur dann einen von (/, m, n) verschiedenen Punkt
(zy y, 7) der Fliache enthalten kann, wenn Gleichung (6) befriedigt
ist, wenn also die Gerade (1) in der Fliche enthalten ist. Um dar-
iiber zu entscheiden, ob diese Gleichung durch reelle Werte von
e, B, 7, die zugleich Gleichung (2) befriedigen, erfiillt werden kann,
eliminieren wir cosy aus (2) und (6), indem wir annehmen, was ja
nur Sache der Bezeichnung ist, daB Cn 4 F von Null verschieden
sel. Dann erhalten wir die folgende Gleichung fiir cos @ und cospg:
7 cos? ¢ {4 (Cn+ Fy2 4 C(4l+ D)} +cos? B{B (Cn+ F2+ C(Bm + E)%}
(-){ + 2C(4l+ D)(Bm + E)ycosecosf3 = 0;

diese quadratische Gleichung fiir cos «: cos # hat dann und nur dann
reelle Wurzeln, wenn:

®) {{A(Cn + Fy? + c(4l +D)2}{B(Cn + F)? + C(Bm + E)%

— C*(4dl + Dy (Bm + E)“’<0
Die Ausrechnung der linken Seite erglebt ’
) {(On + FR{ABC(AL + Bm? + Cn® + 2D0+ 2/im + 2Fu)

+ BCD? + CAE? + ABF3} = 0.

Setzen wir also:
av) BCD* + CAFB? + ABF* — 4BCG = 4,
8o erhalten wir die Bedingung, daf 4= 0 sein muf.

Wir erhalten hiernach das Resultat:

62. Fine durch Gleichung (1) dargestellte Fliche besitzt in jedem
Punkte (I, m, n), wenn sie nicht eine Kegelfliche mit der Spitze
(I, m, n) ist, als Ort der Tangenten des Punktes an die Fliche eine
Tangentialebene, deren Gleichung (III) ist; ist 4 > 0, so hat diese
Tangentialebene mit der Fliche nur den Beruhrungspunkt gemein, fiur
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4 = 0 zwei zusammenfallende und fuir 4 < 0 zwei getrennte gerade
Linien.

In dem letzten Falle wird offenbar jede der beiden Geraden
einer Tangentialebene je eine der beiden Geraden jeder anderen
Tangentialebene schneiden miissen, da die Schnittpunkte der Schnitt-
geraden der beiden Ebenen mit den vier Geraden sich auf die
beiden Schnittpunkte der Schnittgeraden mit der Fliche verteilen
miissen. Hieraus folgt leicht,”daB eine solche Fliche zwei Scharen
von Geraden enthélt, von denen jede jede Gerade der anderen Schar
trifft. Den analytischen Beweis hiervon geben wir in den einzelnen
Fallen.

Setzen wir nun nicht mehr voraus, daB (, m, n) ein Punkt der
Flache (I) sei, sehen also von dem Bestehen der Gleichung (4) ab,
so driickt Gleichung (2) aus, daB (I, m, ) der Mittelpunkt der Sehne
mit den Richtungswinkeln «, 8, y ist. Es ist daher:

(V) (4z + D)cose + (By + E)cos 8 + (Cz + F)cosy =0

die Gleichung des Ortes der Mittelpunkte der unter den Richtungs-
winkeln «, 8, y gezogenen Sehnen -der Fliche; dieser Ort ist also
eine Ebene, eine sogenannte Durchmesserebene. Sie wird eine
Symmetrieebene der Fliche, wenn ihre Normale ebenfalls die
Richtungswinkel e, 8, y besitzt, wenn also:

Ade B c
9) cos e = 013”, cos f = 3354‘?, cosy = 3357,
wo:
(10) N= 4 ) 4%cos®« + B?cos® 3 + C%cos?y.

Die Durchmesserebene wird also eine Symmetrieebene, sobald die
Sehnen einer derjenigen Koordinatenaxen parallel sind, fiir welche
das entsprechende quadratische Glied in der Gleichung der Fliche
einen von Null verschiedenen Koeffizienten hat; denn wenn z. B.
4 =0 ist, so gehdrt der Richtung OX keine Durchmesserebene zu.
Sind die Sehnen nicht einer der Koordinatenaxen, wohl aber einer
der Koordinatenebenen, z. B. der Ebene OXY parallel, so kann die
zugehdrige Durchmesserebene nur dann Symmetrieebene werden,
wenn 4 = B=0; dann ist jede zu einer der Ebene O XY parallelen
Sehnenrichtung gehérige Durchmesserebene zugleich Symmetrieebene,
die Flache wird von jeder Ebene z =v in einem reellen oder ima-

ginaren Kreise mit dem Mittelpunkte (—- f_:’ - g, v) geschnitten, ist

also eine Rotationsfliche. Ist die Sehnenrichtung auch keiner der
Koordinatenebenen parallel, so kann die Durchmesserebene nur dann
Symmetrieebene werden, wenn 4 = B = C=0; dann ist die Fliache
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fir 4 > 0 eine Kugel mit dem Mittelpunkte (— lz), - %, - g) und

dem Radius TA,, und es ist jede Durchmesserebene Symmetrie-

ebene. Wir erhalten so den Satz:

63. Der Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen einer durch
Gleichung (I) dargesteliten Fliiche ist eine sogenannte Durchmesserebene.
Eine solche ist Symmetrieebene der Fliche, sobald die Sehnen einer der-
Jjenigen Koordinatenaxen parallel sind, fur welche das entsprechende
quadratische Glied in (I) einen von Null verschiedenen Koeffizienten hat,
auperdem fur alle zur Rotationsaze senkrechten Sehnenrichtungen, falls
durch (I) eine Rotationsfliche dargestellt ist, von den erwihnten Koeffi-
zienten also zwei einander gleich und von Null verschieden sind, endlich
fur alle Sehnenrichtungen, falls diese Koeffizienten simtlich einander
gleich und von Null verschieden sind, die Fliche also eine Kugel ist.

Um Genaueres tiber die Art der durch Gleichung (I) dargestellten
Flichen zu erfahren, werden wir offenbar am besten ihre Symmetrie-
ebenen zu Koordinatenebenen machen. Wir gehen dabei von dem
ungiinstigsten Falle aus, daB nur eine solche Symmetrieebene
existiert, daB also nur eine
von den drei GroBen 4, B, C
von Null verschieden sei,
némlich C. Dann sind die
samtlichen Durchmesser-
ebenen der einen Symmetrie-
ebene unter ihnen, der Ebene
Cz+ F =0, parallel, und wir
werden diese durch die Sab-
stitution Cz+4 F = Cz zur
; neuen Ebene O’ X’ ¥’ machen.

/ Weiter finden wir, daB 4 =0,

. daB also die Fliche von jeder

Tangentialebene lingsje einer

Z Geraden berithrt wird, und

Fig. 11. daB diese Geraden den

Gleichungen (2) und (7) zu-

folge siamtlich der Schnittlinie der Ebenen zD + yE =0 und

z = 0 parallel sind. Wir werden daher die neue Axe O'X’ diesen

Geraden parallel machen und schlieBlich die folgende Substitution
ausfithren:

1]) 2=

E — — D - ! ___D, - — + __L
Vg Y+ Y Tyr et Ty B

CZ'=Cz+F,
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wodurch Gleichung (1) tibergeht in: -
(12) C22? + 2CYD®* + By + CG — F* =0,

d. i, falls D und £ nicht gleichzeitig verschwinden, die Gleichung
eines parabolischen Cylinders (Fig. 71), dessen Kanten die

0 im alten Systeme haben.

Richtungskosinus: VD’%-;E:’ y — VI%TET,
Wir erhalten also hier schon eine Fliche, die nicht zu den im

_vorigen Paragraphen erzeugten gehort. Ist D = E =0, so handelt
es sich um ein Paar paralleler Ebenen, die auch zusammenfallen
oder imaginir sein konnen.

Betrachten wir zweitens den Fall, daB nur zwei Symmetrie-
ebenen existieren, welche auf Koordinatenaxen senkrecht stehen,
daB also etwa 4 = 0, B und C hingegen von Null verschieden sind.
Verlegen wir dann die Axe O'X’ in die Schnittlinie der beiden
Symmetrieebenen: By + =0, Cz + F =0, setzen also: By+ E=By
und Cz + F = CZ, so geht die Gleichung () iiber in:

13 By*+C2 42D+ 6 -2 Ty,
y BT C

Fig. 72.

Hier ist nun zuvorderst der Fall besonders zu behandeln, daB
auch D = 0 ist; dann verschwindet auch 4 = BCD? und die durch
(I) dargestellte Fliche ist, wofern sie iiberhaupt reell ist, ein Cylinder.
Derselbe ist, falls BC > 0, elliptisch (s. GL (I*) auf S. 157), falls
BC < 0, ein Ebenenpaar oder ein hyperbolischer Cylinder
(Fig. 72); auch die letzte Fliche konnten wir im vorigen Para-
graphen nicht erhalten. Hier gehen offenbar alle Durchmesserebenen
durch die Schnittlinien der beiden Symmetrieebenen, welche Axe
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des Cylinders heiBt; jeder Punkt der Aze halbiert jede ihn enthaltende
Sehne des Cylinders und ist folglich ein Mittelpunkt desselben.

Ist nunmehr D von Null verschieden, so verschieben wir den
Anfangspunkt auf der Axe O’ X’ so, daB das konstante Glied in (13)
fortfallt, setzen also:

E* R

(14) 2Dz + G — % — 5 = 2D,
wonach die Gleichung unserer Fliche die Form:
(15) By® 4+ CZ*+2D2 =0

annimmt. Sind hier B und C von demselben Zeichen, oder 4 > 0,

und etwa B:C > 1, so konnen wir %: sin? 8 und §= — p setzen,

die Fliche ist also ein elliptisches Paraboloid, das wir nach
der Vorschrift des Satzes 61 konstruieren koénnen. Das elliptische
Paraboloid wird nach Satz 62, weil 4 > 0 ist, von jeder Tangential-
ebene in einem Punkte berithrt, enthilt also keine geraden Linien.

Fig. 18.

Sind aber B und C von verschiedenem Zeichen oder 4 < 0, so
haben wir eine Fliche, deren Gleichung keine der im vorigen Para-

graphen behandelten Formen besitzt. Setzen wir: — % = tg? ¢ und

- % = p, so nimmt sie die Form:

(V1) y?— 23tgda = 2pa’
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an, nach welcher direkt diejenigen beiden Scharen von Geraden dar-
gestellt werden konnen, welche die Fliche nach Satz 62 enthalten
muB. Die Tangentialebene im Anfangspunkte O’ oder im Scheitel-
punkte der Fliche (Fig. 78), d.h. die Ebene z' = 0, schneidet nam-
lich die Flache in zwei geraden Linien, die zugleich in den Ebenen
Y + 2tge=0 resp. ¥ —2'tge = 0 liegen, und es muB offenbar
jede Ebene durch eine solche Gerade, also z. B. die Ebene:

(16) A +y +Ztge =0

die Fliche in einer zweiten Geraden schneiden, die zugleich in
der Ebene:

2p ’ , _
1 Tty —Ztga=0

liegt; denn durch Elimination von 4 aus diesen beiden Gleichungen
erhilt man gerade Gleichung (VI). Giebt man also dem A alle Werte
von — oo bis 4 oo, 80 erhilt man die eine Schar von Geraden unserer
Flache. Ebenso ergeben sich die Geraden der zweiten Schar als
Schnittlinien der Ebenen:

(16%) pr' +y — 2’ tgee = 0 und:
(17) Lty +7tga=0,

wenn man dem g alle Werte von — oo bis 4 oo giebt. Es ist
nun leicht zu sehen, daB jede Gerade der ersten Schar von jeder
Geraden der zweiten Schar getroffen wird, oder daB die obigen
vier Ebenen stets einen Punkt gemeinsam haben; denn multiplizieren
wir beide Seiten ihrer vier Gleichungen der Reihe nach mit
u, &, — A, — p und addieren sie, so ergiebt sich beiderseits O (vergl.
10. Aufgabe in § 16 S. 132). Zwei Geraden derselben Schar kénnen
aber niemals in derselben Ebene liegen oder einen Punkt gemein
haben; denn ein gemeinsamer Punkt.oder eine gemeinsame Richtung
zweier Geraden derselben Schar wiirde das betreffende A oder u
vollkommen bestimmen.

Durch die Gleichung (17) und (17%) ist offenbar je eine Schar
von parallelen Ebenen dargestellt, so daB die Geraden jeder Schar
in parallelen Ebenen liegen. Gehen wir daher etwa von den beiden
Geraden:

(18) ¥+y+2tge=0, ¥ —2'tge + 2p = 0 und:

(19) —2+y +2tge=0, y —2tge—2p=0

der ersten Schar aus, so konnen wir die Fliche konstruieren als
Ort derjenigen Geraden, welche diese beiden Geraden treffen und
in den parallelen Ebenen der Schar:
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(20) ' ¥ + 2/ tg o = konst.
liegen. Offenbar kann man sich auch von dieser Fliche ein Kartonmodell
durch zwei Reihen paralleler Kartontrapeze, die durcheinander ge-
steckt sind, anfertigen; auch dies Modell wird beweglich sein und
stets eine Fliche derselben Art darstellen. Die Fliche wird von
jeder Ebene z'= u in einer Hyperbel geschnitten, deren Asymptoten
den beiden Scheitelgeraden parallel sind, aber die auf verschiedenen
Seiten der Ebene O'Y’Z’ gelegenen Hyperbeln liegen in Beziehung
auf die beiden Ebenen: y'+ z'tge = 0 und y — 2 tg e = 0 in Neben-
winkeln. Ebenso haben die beiden Parabeln, in welchen die Klache
von den Ebenen 2'= 0 und y'= 0 geschnitten wird, entgegengesetate
Richtung, so daB die Fliche eine sattelfosrmige Gestalt hat; sie heift
hyperbolisches Paraboloid.

Den ersten Teil unserer Untersuchung der durch Gleichung (I)
dargestellten Flichen konnen wir in den folgenden Satz zusammen-
fassen:

64. Wenn in Gleichung (I) die Koeffizienten 4, B, C wnicht simt-
lich von Null verschieden sind, so stellt diese Gleichung fur 4 = 0 eine
Cylinderfliche dar, deren ebene Schnitte Kegelschnitte derselben Art sind.
Fir 4 > 0 stellt Gleichung (I) ein elliptisches und fur 4 < 0.ein hyper-
bolisches Paraboloid dar, dessen Gleichung auf die Form (VI) gebracht
werden kann. Dies hyperbolische Paraboloid enthilt zwei Scharen von
Geraden in parallelen Ebenen und kann z. B. hkonstruiert werden als
Ort derjenigen Geraden, welche die beiden Geraden (18) und (19) treffen
und in den Ebenen der Schar (20) liegen. Jede Gerade der einen Schar
schneidet jede Gerade der anderen Schar, wihrend zwei Geraden der-
selben Schar niemals in einer Ebene liegen.

Nehmen wir nun drittens an, daB die Koeffizienten 4, B, C
samtlich von Null verschieden seien, so besitzt eine durch Gleichung (I)
dargestellte Fliche die drei Symmetrieebenen:

21) Az + D=0, By+ E=0, Cz+ F=0,

durch deren Schnittpunkt(—- —g, — %, — —g , den Mittelpunkt

der Fliche, alle Durchmesserebenen hindurchgehen. Verlegen wir den
Koordinatenanfangspunkt nach diesem Mittelpunkte, setzen also:
F

, D , E ,
(22) r=2— L, y=y—F, 2=7— 5,

so erhilt Gleichung (I) die Form:

'2 / a__4
(28) 4z’ + By'? + Cz =4B0"
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Ist hier 4 = 0 und sind zugleich 4, B, C alle von demselben Zeichen,
so kann die Gleichung nur durch das Wertsystem 2=y = 2'=0
erfiillt werden, es ist dann folglich durch Gleichung (I) keine Fliche
‘dargestellt. Sind aber 4, B, C nicht alle von demselben Zeichen, so
konnen wir eventuell nach Vertauschung der Vorzeichen aller Koeffi-
cienten von Gleichung (I) die Bezeichnung so gewihlt denken, daB

man setzen kann: 4 = B=—-—;;, C=—-—;—,, und daB b <ec

a?’
ist; dann stellt Gleichung (I) einen elliptischen Kegel dar und
kann nach Vorschrift des Satzes 57 konstruiert werden.

Ist ferner 4 > 0 und sind zugleich 4, B, C alle von demselben
Zeichen, so kann man setzen:

4 4 4

@) e ;1o B0V
und die Bezeichnung so gewihlt denken, daB a > ¢ > 4, die durch
Gleichung (I) dargestellte Fliche ist folglich ein Ellipsoid, das
nach Vorschrift von Satz 60 konstruiert werden kann. Sind aber
4, B, C nicht alle von demselben Vorzeichen, so koénnen wir die
Bezeichnung so gewihlt denken, da B, C von demselben, aber
anderen Vorzeichen sind wie 4; dann kann man setzen:

(25) ‘I'%F ’ u‘;’o ==, A;O’
und auBerdem & < ¢ annehmen; die durch Gleichung (I) dargestellte
Fliche ist folglich ein zweischaliges Hyperboloid, das nach Vor-
schrift des Satzes 58 konstruiert werden kann. Die beiden letzten
Flachen werden nach Satz 62 von jeder Tangentialebene in einem
Punkte berithrt und enthalten keine geraden Linien.

Ist 4 < 0 und sind 4, B, C alle von demselben Vorzeichen, so
wird man in den Formeln (24) a2, 3 ¢? durch — a2, — 83, — ¢? zn
ersetzen haben, es giebt folglich kein reelles Wertsystem von z, g, 2,
das der Gleichung (I) Geniige leistet. Sind hingegen 4, B, C nicht
alle von demselben Zeichen, so konnen wir ‘die Bezeichnung so ge-
wiahlt denken, daB 4 und C von demselben, aber anderem Vorzeichen
sind wie B; dann kann man setzen:

4 4 4
(26) "A'BC ABC ABC?
und auBerdem ¢ > e annehmen, die durch Gleichung (I) dargestellte
Flache ist folglich ein einschaliges Hyperboloid und kann nach
Vorschrift des Satzes 59 konstruiert werden. ' Es ist nun wieder
leicht, direkt die Geraden des einschaligen Hyperboloids darzustellen,
die dasselbe nach Satz 62 enthalten muB. Die Tangentialebene im

ScHUR, Analytische Geometrie. 12

= a2, = b2, =c?

= a? = — ¢c?

=a8’ = —bz, =c2



176 Hyperbolisches Paraboloid.

(2O : ¥ + 2’ tg e = konst.
14 « = emn. Offenbar kann man sich auch von dieser Fliic
A waxch zwei Reihen paralleler Kartontrapeze, di-
st e <kt sind, anfertigen; auch dies Modell wird
=t ts eine Fliche derselben Art darstellen. 1)
jeder Ebene 2'= » in einer Hyperbel geschnitte:
<A 3 Dbeiden Scheitelgeraden parallel sind, aber .
S eiten der Ebene 0'Y'Z gelegenen Hyperbeln
= wa € die beiden Ebenen: y'+ 2'tge = 0 und y' —
~~~ i mxIceln. Ebenso haben die beiden Parabeln, i-
~ o> 3xn den Ebenen 2= 0 und 3= 0 geschnitten v
=i <lhtung so daB die Fliche eine sattelfsrmigc
> P erbolisches Paraboloid.

Den ersten Teil unserer Untersuchung .
=Y =a - gzestellten Flichen kénnen wir in den folg:
fa_qs en:

64. Wenn in Gleichung (1) die Koeffizien.
Zzc e YOn Null verschieden sind, so stellt diese (
z7 Zznderflicke dar, deren ebene Schnitte Kegel.
Fizzr A >0 stellt Gleichung (1) ein elliptisches
7 o> Zéisches Paraboloid dar, dessen Gleichung «
2e>e7-den kann.  Dies hyperbolische Parabolo:
& eraden in parallelen Ebenen und hann -
O 7t derjenigen Geraden, welche die beiden '
eered in den Ebenen der Schar (20) liegen.
schneidet jede Gerade der anderen Schar.
selben Schar niemals in einer Ebene liey.
1\'Iehmen Wir nun drittens an, d:
suxatlich von Null verschieden seien ’so
Aargestellte Fliche die drej Sym’mv
21)

4z + D=0, By + E
dAurch deren Schnittpunkt -D

. A V ’
der Fl@che, alle Durchmesserebenen
Koordmatenanfangspunkt nach

(22)

di-

, D
X = — - 2
T—,y=y

so erhalt Gleichung () die For

(28)

Aa'? 4 By
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Punkte (0, 0, ¢) oder die Ebene #'= ¢ schneidet némlich das Hyper-
boloid in zwei Geraden, die zugleich in den Ebenen -:i + % = 0 und

%’ - 1{- = 0 liegen. Jede Ebene durch eine solche Gerade, also z. B.

die Ebene:
z y x4 _
@7) 7"‘7‘”(‘5‘1)—0
schneidet daher das Hyperboloid in einer zweiten Geraden, die zu-
gleich in der Ebene:
; x Y 1 (% _
(28) 2 - 1E+1) =0

c

liegt, wie sich durch Elimination von 4 aus diesen beiden Gleichungen
ergiebt. Erteilt man dem A alle Werte von — oo bis + oo, so er-
hilt man die eine Schar von Geraden. Ebenso erhélt man fiir alle
moglichen Werte von p die zweite Schar von Geraden als die
jedesmaligen Schnittlinien der beiden Ebenen:

@? 2 Lyu(Z-1)=0
una:
(28%) Zr¥-2(Z+1)=0.

Multipliziert man beide Seiten dieser vier Gleichungen der Reihe
nach mit y, 4, — 4, — p und addiert sie, so folgt ebenso wie aunf
S. 175, daB jede Gerade der einen Schar jede Gerade der anderen
schneidet, und es folgt ebenso wie dort, daB zwei Geraden derselben
Schar niemals derselben Ebene angehdren diirfen (Fig. 74).

Wir konnen so fiir die Mittelpunktsflichen den folgenden Satz
aussprechen:

65. Sind die Koefficienten 4, B, C in GQleichung (I) simtlich von
Null verschieden, so besitzt eine durch Gleichung (I) dargestellte Fliche

den Mittelpunkt (—- g, - %, - g) und drei den Koordinatenebenen

parallele Symmetrieebenen. Sind dann A, B, C alle von demselben For-
zeichen, so stellt Gleichung (I) fur A=0 keine reelle Fliche dar, fur
4 > 0 aber ein Ellipsoid. Sind hingegen A, B, C nicht samtlich von
demselben Vorzeichen, so ist die durch (I) dargestellte Fliche fir 4 > 0
ein zweischaliges Hyperboloid, fur A= 0 eine Kegelfliche und 4 < 0
ein einschaliges Hyperboloid. Die letzte Fliche enthilt zwei Scharen
von Geraden von der Beschaffenheit, daf jede Gerade der einen Schar
Jede Gerade der anderen Schar trifft, wihrend zwei Geraden derselben
Schar niemals derselben Ebene angehiren.
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Das einschalige Hyperboloid kann hiernach offenbar als der Ort
derjenigen Geraden betrachtet werden, welche drei windschiefe Geraden
gleichzeitig treffen.

Unsere Diskussion der Gleichung (I) ergab also keine neuen
Flichen mit einem Mittelfunkte, wihrend zu den im vorigen Para-
graphen erzeugten Flichen mit unendlich vielen Mittelpunkten resp.

Fig. 14.

ohne Mittelpunkt der hyperbolische und parabolische Cylinder und
das hyperbolische Paraboloid hinzutraten. DafB diese drei Flichen
wirklich keine Kreise enthalten konnen, werden wir im n#chsten
Paragraphen systematisch erkennen.

1. Aufgabe. Man bestimme die Art, den Mittelpunkt, die
Symmetrieebenen und eventuell die Kreisschnitte und geraden Linien

der durch die Gleichungen:
12*
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25z% + 100y% 4 5222 + 10z + 40y + 104z — 43 =0,
202% — 5y2 + 422 — 20z — 10y + 42— 19 =0
dargestellten Flichen 2. Grades. -

2. Aufgabe. Auf einer Geraden sindgegeben drei feste Punkte;
welchen Ort beschreibt irgend ein anderer fester Punkt derselben,
wenn die Gerade sich so bewegt, daB die drei festen Punkte sich in
drei Kugelflichen bewegen, deren Mittelpunkte in einer Geraden liegen?

Auch der vierte Punkt beschreibt eine Kugelfliiche, deren Mittel-
punkt mit den drei gegebenen in einer Geraden liegt (vergl. 5. Auf-
gabe in § 20 auf S. 168).

8. Aufgabe. Man bestimme den Ort derjenigen Geraden, die
auf einer gegebenen Geraden senkrecht stehen und eine andere zu
ihr windschiefe Gerade schneiden (Normalenfliche eines einschaligen
Rotationshyperboloids lings einer Geraden derselben).

Man wihle die Ebene durch die erste Gerade und durch deren
kiirzesten Abstand von der zweiten zur Ebene OXY und zur Axe OX
eine Halbierungslinie des Winkels des kiirzesten Abstandes und der
ersten Gteraden.

4. Aufgabe. Man suche den Ort der Durchschnittslinien der-
jenigen zwei Ebenen, die sich um zwei feste Axen so bewegen, daB
sie stets senkrecht aufeinander stehen (orthogonales Hyperboloid,
besondere Lage der Kreisschnitte desselben gegen zwei Erzeugende).

Man wihle das Koordinatensystem wie in der 3. Aufgabe des
vorigen Paragraphen auf S. 168 und stelle die beiden Ebenenbiischel
nach Formel (13) in § 16 auf S. 128 dar.

5. Aufgabe. Man ordne jeder Ebene durch den Anfangspunkt
das Lot durch irgend einen Punkt (a, b, ¢) auf derjenigen Ebene
durch den Anfangspunkt zu, welche aus jener Ebene durch eine
Rotation von der Amplitude & um die Axe OZ entsteht, und be-
stimme den Ort der Durchschnittspunkte dieser Ebenen mit den
Loten auf die gedrehten Ebenen (Erzeugnis zweier reciproker gleich-
winkeliger Strahlenbiindel).

Durch Bildung von 4 findet man, daB man, wenn & von O bis
180° liuft; der Reihe nach eine Kugelfliche, ein abgeplattetes
Rotationsellipsoid, einen parabolischen Cylinder, ein einschaliges
Rotationshyperboloid, und, falls a? 4 42 = ¢? ist, auch einen Rotations-
kegel resp. ein zweischaliges Rotationshyperboloid erhalten kann.

6. Aufgabe. Man bestimme den Ort derjenigen Punkte, fiir
welche das Verhiltnis der Entfernungen von einem festen Punkte
und von einer festen Ebene konstant ist.
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Man erhilt das verlingerte Rotationsellipsoid, das elliptische -
Rotationsparaboloid und das zweischalige Rotationshyperboloid.

7. Aufgabe. Man bestimme den Ort der Punkte, fiir welche
das$ Verhiltnis der Entfernungen von einem festen Punkte zu denen
von einer festen Geraden, die letztere gemessen parallel zu einer
festen Ebene, konstant ist (vergl. 6. Aufgabe in § 20 auf S. 168).

Man kann die feste Gerade zur Axe OZ machen, den festen
Punkt in der Ebene OXY und die Gleichung der festen Ebene in

"der Form z = ztg« annehmen; dann ergiebt sich
A=%{1——s’—sin’6sin’w} 1 g

cos?

wenn & das konstante Verhiltnis, d der Radiusvektor und & die
Amplitude des festen Punktes ist. Man zeige, wie man durch
passende Annahme von 8§, J, ¢« und d alle moglichen Flichen
2. Grades auf diesem Wege erhalten kann. Die Ebene z = ztge
ist stets den Kreisschnitten parallel, insofern diese in den Ausnahme-
fallen in ebene Schnitte iibergehen, die aus je einer Geraden be-
stehen.

8. Aufgabe. Nach Analogie der in § 9 angestellten Unter-
suchung bestimme man diejenigen Flichen 2. Grades, fiir die der
Pol eines Polarkoordinatensystems so gewihlt werden kann, daB der
Radiusvektor jedes Fliachenpunktes eine rationale Funktion der
Richtungskosinus desselben ist.

. Man findet die Rotationsflichen der Kegelschnitte um ihre
Brennpunktsaxen und die Cylinderflichen.

9. Aufgabe. Wenn man die Erzeugenden eines einschaligen
Hyperboloids als starre Geraden betrachtet, die iiberall, wo sie sich
treffen, fest verbunden sind, aber so, daB an jedem Schnittpunkte
eine freie Bewegung der einen um die andere moglich bleibt, so ist
das Hyperboloid nicht starr, sondern erlaubt noch eine Deformation
in eine einfach unendliche Anzahl anderer Hyperboloide (Henrrcr).

I 3 y? %? . .
R o e 1 die Gleichung des gegebenen Hyper-

boloids, so gehen die anderen Hyperboloide aus diesem hervor durch
die affine ‘Verwandtschaft:

zVYa?t B=7a, yYP+P=yb, zYEF &=~7c;
dann beweist man leicht, daB die Entfernung jedes Punktes des
ersten Hyperboloids von einem Punkte einer Erzeugenden durch
den Punkt gleich der Entfernung der entsprechenden Punkte eines
anderen Hyperboloids ist (vergl. Satz 62).
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& 22.
Die ebenen Schnitte der Flichen 2. Grades.

Soll die Fliche 2. Grades, deren Gleichung:
@ 42+ By*4- C22+ 2Dz + 2By 4+ 2Fz 4+ G =0,
mit der Ebene zum Durchschnitt gebracht werden, deren Gleichung
in der Hesse'schen Normalform:
(48)) uz + vy +wz=d
ist, wo cos @ = u, cos§ = v, cosy = w gesetzt wurde, so machen wir
eine Koordinatentransformation, bei welcher ein Punkt O (I, m, n)
der Ebene (II), also z. B. der Punkt (du, dv, dw) Anfangspunkt und
zwei aufeinander senkrechte Halbstrahlen 0% und 09 der Ebene (II)
mit den Richtungskosinus £}, ¢,, %, und f,, g,, %, die neue Abscissen-
und Ordinatenaxe werden. Setzen wir dann noch den Bezewhnungen
des § 19 entsprechend f; = u,g, = v,h; =w, so denken wir uns das
neue System so gewihlt, daB in den Formeln (1V) jenes Paragraphen
das obere Vorzeichen gelte, daB also das System OXYZ in das
System DX93 durch Bewegung ibergefiihrt werden kénne. Dann
erhalten wir offenbar die Gleichung der gesuchten Schnittlinie in
Beziehung auf die Axen D% und DY, wenn wir setzen:

J r=1+ fll + fzgy
1) l.'/=”‘+.91§+.%9’
A z=mn+ kz+ hYy.
Die Gleichung der Schnittlinie nimmt dann die Form an:
(1) Ar?+ By + 2€ry + 2Dr + 26y + =0,

wo:
@) U = 4f,*+ Bg,*+ Ch?, B = Af;;"" Bg,®+ Chy?,
€ = Afifs+ B9 9y + Chy by
® { D = (4l + D)f, + (Bm + B)g, + (Cn + Py,
— (Al + D)f, + (Bm + B) g, + (Cn+ FYhy,

(4) F=A8+ Bm2+4+ Cn?+ 2Dl 4 26m 4+ 2Fn 4 G.
Diese Schnittlinie ist daher nach Satz 32 in § 10 auf S. 88, wofern
sie tiberhaupt reell ist, ein Kegelschnitt.

Digjenigen GroBen, aus denen die Elemente des Kegelschnittes

zu berechnen sind, driicken sich nach den Formeln (II) und (IV) in
§ 19, S. 144 folgendermaBen durch w, v, w und / m, » aus:
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{ U+ B = AP+ 1) + B+ 9,0 + ChP+ Ay
@) = A(1 — u¥) 4+ B(1—v" + C(1—w?),

{ I'=4%8 — €= BC(g,hy — hyg,)* + CAN,f, — fihy)?
™) + 4B (fyg, — 9, = BOw+ Cdv*+ 4B,

0=AC+ BD*— 2€DE — I
= A(f,€— f,D)*+ B(g,E— ¢;D)*+ C(h, € — by D)2 — FI
(VD) = 4{(Bm + B)w — (Cn + F)o}*
+ B{Cn + F)u — (Al + D)w}?
+ C{4l+ Dyv — (Bm + E)u}* — §I.

Wir fragen hier zuerst nach den parabolischen Schnitten
und werden dabei dieselben drei Fille tinterscheiden wie im vorigen
Paragraphen. Ist erstens von den drei Koefficienten 4, B, C nur C
von Null verschieden, so ist I" stets = 0, der Schnitt also stets eine
Parabel, die im besonderen fir 0 = 0 in ein Paar paralleler oder
zusammenfallender Geraden oder auch in eine einfache Gerade (v = 1)
ausarten kann (vergl. Satz 34 auf S.92). Da in unserem Falle
0 = C(Dv — Eu)® wird, so firden wir hier eine Bestitigung des
frither erhaltenen Resultates, daB durch Gleichung (I) ein para-
bolischer Cylinder dargestellt ist, dessen Kanten die Richtungskosinus

& ;

y — ,» 0 besitzen.
VD + B? VD + B?

Ist zweitens 4 = 0 und sind B und C von Null verschieden, so
wirtd I" = BCu® kann also nur verschwinden, wenn die sclineidende
Ebene zur Axe OX parallel ist. Ist dann gleichzeitig D = 0, so
wird auch § = 0, d. h. der elliptische und der hyperbolische Cylinder
kann nicht in eigentlichen Parabeln geschnitten werden, diese sind
vielmehr Paare zusammenfallender oder paralleler Geraden, von
denen beim hyperbolischen Cylinder je eine ins Unendliche riicken
kann, wenn die Ebene dessen Asymptotenebenen parallel oder
Bw?+4 Cv®=0 ist. Weil u =0 ist, so wird namlich Bw?4 Cv?
= B(l = v%) + C(1 — w?) = A + B, es verschwinden folglich wegen
I'=0 auch %, B und @, so daf der Schnitt eine einfache Gerade
wird. Ist D von Null verschieden, haben wir es also mit einem
der beiden Paraboloide zu thun, so ist & = D3(Bw?+ Cv?). Das
elliptische Paraboloid wird folglich von jeder seiner Axe parallelen
Ebene in einer eigentlichen Parabel geschnitten. Handelt es sich
aber um ein hyperbolisches Paraboloid, so verschwindet & mit
Bw? 4 Cv®. Da dann auch %, B und ¢ verschwinden, so ist der
ebene Schnitt eine einfache Gerade; in der That wird nun
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wi:v?= — C: B =tg’e, so daB Gleichung (IT) eine der Formen:
ycose + z8ine = + d haben mub, die wir im vorigen Paragraphen
schon in den Gleichungen (17) und (17%) kennen gelernt haben.
Sind endlich A4, B, C samtlich von Null verschieden, so kann I”
natiirlich nur dann verschwinden, wenn 4, B, € nicht alle des-
selben Vorzeichens sind, die Fliche also ein Kegel oder eins der
Hyperbolmde ist. Eine solche Fliche wird also von der Ebene (II)
in einer Parabel geschnitten, wenn:
(5) BCu? 4 CAv*+ ABu? =

und nicht glelchzemg §=0 1st. Auf Grund von Gleichung (5)
nimmt aber § die Form an:

6) 0=—455BCAl+ D)u+ CA(Bm +E)v+AB(Cn+F)w}’

so daB ¢ nur verschwinden kann, wenn:

@ (1+5)ut (m+3)o+ (2 +gw=0,
wenn also die schneidende Ebene durch den Mittelpunkt der
Fliche geht.

" Dann konnen wir den Punkt (, m, ») in den Mittelpunkt ver-

legen, so daB die Gleichung (III) des Schmttes die Form (vgl
Formel (28), S. 176):

® M+ Cy=pd

annimmt, Denn fv 9 h1 kénnen immer so gewshlt werden, daB
% von Null verschieden ist; sind etwa B und C von demselben

Vorzelchen, so ist % z. B. sicher dann von Null verschieden, wenn
man f; = 0.annimmt. Da dann zugleich A;I o negativ ist, so'ist die

Schnittlinie imaginiir fir 4 > 0, ein Paar zusammenfallender Geraden
fir 4=0 und ein Paar paralleler Geraden fir 4 < 0. In den
beiden letzten Fillen sind die Richtungskosinus:
RS 1 ' 1 ~
9 f=_t‘(f1@+f;9)r 9=—r‘(.71$’+.939)’ h——'?(hxx"l‘h:?)
der ‘Geraden besﬁmmt durch die beiden Gleich_ungen:
(10) ~ © 0="9z+Cy=r(4ff, + Bgg, + Chh),
(11) ‘ 0 =Cz + BY = v (4ff; + Bgg, + Chh,);

denn falls B = 0, 'so ist auch € = 0, so daB Gleichung ( (11) a fortiori
richtig ist. Es ist folglich:

12 - Af =uN, Bg=vN, Oh = wh,
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1 2 3 ]
(13) = % + ;7’ + %—,.
Die Geraden dieser Richtung durch den Mittelpunkt besitzen folg-
lich Gleichungen der Form:

(14) Az 4+ D = ou, By + E = ov, Cz + F = pow,

wo ¢ alle Werte von — 0o bis + oo annehmen kann. Diese Ge-
raden erfilllen demnach einen Kegel, dessen Gleichung:

(15) 0 = ¢*I'= BC(Az + D)* + CA(By + E)* + AB (Cz + F)?
= ABC(42*+ By*+ C22 + 2Dz + 2Ey + 2Fz+ G) 4+ 4.

Fir 4= 0 bilden also jene Geraden, wie auch ohne die Rech-
nung klar ist, den durch Gleichung (I) dargestellten Kegel, dessen
Tangentialebenen die Ebenen (IT) sind. Fiir ein von Null verschiedenes
4 ist dieser Kegel der sogenannte Asymptotenkegel, weil seine
Kanten mit dem durch Gleichung (I) dargestellten Hyperboloide
nur zwei zusammenfallende unendlich ferne Punkte gemein haben;
in der That verschwindet, wenn (/, m, n) der Mittelpunkt ist, und
cosa =f, cosf =g, cosy = h gesetzt wird, in Gleichung (II) des
vorigen Paragraphen auf S. 169 der Koefficient von 2% und wegen
I'=0 auch der von u® Auch dieser Asymptotenkegel wird von den
Ebenen (II) beriihrt, da in den Gleichungen (5) und (7) das constante
Glied, durch das allein die durch 4BC dividierte Gleichung (15)
sich von (I) unterscheidet, nicht vorkommt.

Wir konnen hiernach unsere Untersuchungen iiber die para-
bolischen Schnitte in den folgenden Satz zusammenfassen:

66. Ein parabolischer Cylinder wird von jeder Ebene, die seinen
Kanten nicht parallel ist, in einer Parabel geschnitten, ebenso ein Para-
boloid von jeder seiner Hauptaze parallelen Ebene; ist das Paraboloid
ein hyperbolisches, so geht diese Parabel in eine einfache Gerade uber,
wenn die Ebene auch einer der Geraden des Paraboloids durch den
Scheitelpunkt parallel ist. Jeder Kegel resp. jedes Hyperboloid wird
in einer Parabel von jeder Ebene geschnitten, die einer Tangentialebene
des Kegels resp. des Asymptotenkegels des Hyperboloids parallel ist;
die Tangentialebenen des Asymptotenkegels treffen das zweischalige
Hyperboloid gar mnicht, das einschalige hingegen in je zwei parallelen
Geraden.

~ Fragen wir jetzt nach denjenigen ebenen Schnitten, welche einen
und nur einen Mittelpunkt besitzen, so konnen wir von dem
parabolischen Cylinder absehen und den Punkt (7,m,n) in diesen
Mittelpunkt verlegen. Dann miissen offenbar die GroBen ® und €
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verschwinden, so daB wir zar Bestimmung von /,m,n die folgenden
Gleichungen erhalten:

(16) Al4+D=uM, Bm+ E=vM, Cn+ F=wM,

wo:

%)) MI'=ABCd + BCDu + CAEv 4 ABFw.

Verschieben wir also die Ebene (II) parallel mit ihr selbst, so be-
schreibt der Mittelpunkt ihres Schnittes mit der Fliche (I) eine
Gerade, die fur die beiden Cylinder mit déren Axe zusammenfillt,
fur die Paraboloide der Hauptaxe parallel ist und fir die Mittel-

punktsflichen den Mittelpunkt enth#lt und die Richtungskosinus

“—j—v, '%N, 1%\7 besitzt; der Ort der Mittelpunkte der in der Richtung

dieses Durchmessers gezogenen Sehnen einer Mittelpunktsfliche hat
daher nach Formel (V), 8.171 des vorigen Paragraphen die Gleichung:

(18) (4z + D)5 + (By + B) 3 + (Cz + g =0,

ist also die der Ebene (II) parallele Durchmesserebene. Der Durch-
messer (16) und die Durchmesserebene (18) sind also in analogem
Sinne konjugiert wie zwei konjugierte Durchmesser eines Kegelschnittes
(vergl. § 11).

Die Formeln (16) und (17) ergeben leicht eine bemerkenswerte
Form von J fiir den Fall, daB 4, B,C von Null verschicden sind.
Dann folgt ndmlich (vergl. GL (15)):

(19) M = ABCF + 4,
folglich nach (VI) und (17):
(20) ABCS = AT — (ABCd + BCDu + CAEv + ABFuw).

Fir 4 = 0 beschriinken wir uns gur Vermeidung einer lingeren
Rechnung! auf den Fall, daB F = F = 0 sei. Dann wird:

v»D wD d D (v*  w?
(21) ”‘=;73"‘=.TB”=,,“‘;-(§+7)’
also:
@2 0= — BCu?(Bm®+ Ca® + 2Dl + G)
= D3(Cv® + Bw? — 2BCDdu — BCGu?.

Fragen wir nunmehr nach den hyperbolischen Schnitten
einer Fliche (I), so kommen fir 4 = 0, weil dann I"= BCu? ist,

! Eine Ausrechnung von Formel (VI) ergiebt den in jedem Falle giiltigen
Ausdruck:

6= A(Fw — Fov)* + B(Fu — Dw)* + C(Dv — Eu)* — GI
— 2d(BCDwu + CAEvy + ABFw) — ABCd.
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nur der hyperbolische Cylinder und das hyperbolische Paraboloid in
Betracht. Da fiur den hyperbolischen Cylinder unserer Annahme
gemif 0 = — BCGu? ist, so wird derselbe von jeder Ebene, die
seiner Axe nicht parallel ist, in einer Hyperbel geschnitten, bei dem
hyperbolischen Paraboloid giebt es hingegen in jeder der Hauptaxe
nicht parallelen Ebenenrichtung eine Ebene, fiir die die Hyperbel in
ein Paar sich schneidender Geraden #ibergeht. Von den Mittel-
punktsflichen scheidet natirlich das Ellipsoid aus. Was dann weiter
die Kegelfliche betrifft, so wird dieselbe nach Formel (20) fiir ein
negatives I" stets in einer Hyperbel geschnitten, falls die schneidende
Ebene nicht zugleich durch die Spitze des Kegels geht; dann geht
die Hyperbel in zwei Kanten des Kegels iiber. Hieraus geht hervor,
daB die der Ebene (II) parallele Ebene durch den Mittelpunkt eines
durch Gleichung (I) dargestellten Hyperboloids dessen Asymptoten-
kegel durchschneiden wird, wenn I" negativ ist. Ist dann die Fliche ein
zweischaliges Hyperboloid, 4 also positiv, so ist die Schnittkurve
nach Formel (20) stets eine eigentliche Hyperbel, da ¢ dann fiir
keinen Wert von J verschwinden kann. Handelt es sich aber um
ein einschaliges Hyperboloid, so giebt es zu jeder den Asymptoten-
kegel schneidenden Ebene durch den Mittelpunkt zwei dieser par-
allele, die das Hyperboloid in zwei sich schneidenden Geraden treffen.
Wir erhalten so den Satz:

67. Ein hyperbolischer Cylinder und ein hyperbolisches Paraboloid
wird von jeder der Axe nicht parallelen Ebene, die keine Gerade der
Fliiche enthilt, in einer Hyperbel geschnitten, ebenso eine Kegelfliche
und ein Hyperboloid, wenn die der schneidenden parallele Ebene durch
den Mittelpunkt den Kegel resp. den Asymptotenkegel durchschneidet.

Handelt es sich schlieBlich umn elliptische Schnitte, soll
also I" positiv sein, so kommen fiir 4 = 0 nur der elliptische Cylinder
und das elliptische Paraboloid in Betracht. Da dann % und B von
demselben Vorzeichen wie B und C sind, so ist fiir den Cylinder
0 = — BCGu? von demselben Vorzeichen wie — @, also auch wie
% und B, der elliptische Cylinder wird folglich von jeder seiner Axe
nicht parallelen Ebene in einer Ellipse geschnitten. Denken wir
uns die Gleichung des elliptischen Paraboloids in ihrer Normalform:

2 2
28y Y4 *2_9
(23) s T =2
gegeben, wo p und ¢ positive Strecken bedeuten, so wird:

(24) o= pul 2w _2d-du
q p rq rq
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wenn: -
(25) e = — g5 (0%p + 1)

der in der Richtung (u,v, w) gemessene Abstand des Scheitelpunktes O
des Paraboloids von der zur Ebene (IT) parallelen Tangentialebene ist.
Hier ist fiir ein positives » die GroBe J stets positiv, fiir ein negatives u
hingegen nur dann, wenn d kleiner als das dann positive e ist. Ein
elliptisches Parabolmd wird demnach von jeder seiner Axe nicht
parallelen Ebene in eing,Ellipse
geschnitten, wenn diy af der-
selben Seite der ihr £ 1 Tan-
gentialebene liegt, wie . eitel-
punkt (vgl. Fig. 75, Eben . h ox
und d); jede andere der .,
parallele Ebene trifft das k&
gar nicht (vgl. Satz 82, S 4
Handelt es sich um Mitte. !
flichen, so bemerken wir 1erst,
daB fir die Kegelfliche A 41 die
Hyperboloide % und B; “n ent-
gegengesetztem Vorzei%; otnd wie
4.B.C. Denn sind z¥}. B und C
Fig. 5. von einerlei Vorzei ¥ 4u, 80 ist un-

sere Behauptung: .r A evident,

wenn wir f; = 0 annehmen; weil I" positiv sein g‘.'é, ist aber B von
demselben Vorzeichen wie ¥, und die Drehung des, s/stems DX inner-
halb der Ebene (IT) kann das Vorzeichen von up ‘f nicht &ndern (vergl.
Formel (9) in § 10, S. 88). Formel (20) zeigt a’ ur, daB die Ebene (II)
fir ein positives I" das einschalige Hypeﬁld stets in einer Ellipse

schneidet, ebenso aber auch die Kegelfl , falls die Ebene nicht
durch die Spitze des Kegels geht, in welchem Falle sie ihn auBer-
dem iiberhaupt nicht trifft. Fiir ein positives I" wird also jedenfalls
die Parallelebene zur Ebene (II) durch den Mittelpunkt die Kegel-
flache resp. den Asymptotenkegel eines Hyperboloids nicht treffen.
Ist dann das Hyperboloid ein zweischaliges, so giebt es zwei der
Ebene (II) parallele Tangentialebenen der Fliche. Ist e deren Ab-
stand vom Mittelpunkte und verlegen wir den Anfangspunkt in diesen,
so wird:

(26) 8= ABC(e* — ).

Die Ebene (II) schneidet folglich fiir ein positives I" das zwei-
schalige Hyperboloid dann und nur dann in einer Ellipse, wenn



Elliptische Schmitte. . 189

d > ¢, wenn also die Ebene vom Mittelpunkt weiter absteht, als die
ihr parallelen Tangentialebenen, sonst gar nicht.

So bleibt schlieBlich nur noch das Ellipsoid iibrig, fir das
I stets positiv ist, das also nur in Ellipsen geschnitten werden kann.
Da hier % und B stets von demselben Zeichen sind wie 4.B.C und
Formel (26) unter denselben Annahmen gilt wie oben, so schneidet
jede Ebene das Ellipsoid dann in eine Ellipse, wenn sie dem Mittel-
punkte niher liegt als die ihr parallelen Tangentialebenen, sonst
gar ~icht. DaB die letzteren stets reell sind, lehrt ja Formel (20),

“w ,.an 0 =0 setzt; denn A4 und I" sind hier beide positiv.

* pit erhalten wir den dritten Satz: ‘

. Ein elliptischer Cylinder wird von jeder der Aze nicht parallelen
Ebe in einer Ellipse geschnitten, ebenso. ein elliptisches Paraboloid,
wen. lie Ebene auf derselben Seite der ihr parallelen Tangentialebene
des - iraboloids liegt wie der Scheitelpunkt, sonst nicht. Eine Kegel-
flac > oder ein einschaliges Hyperboloid wird von jeder Ebene in einer
Ellipse geschnitten, deren Parallelebene durch den Mittelpunkt den Kegel
resp. den Asymptotenkegel des Hyperboloids nicht trifft; fir das zwei-
schalige Hyperboloid muf die Ebene vom Mittelpunkte zugleich weiter
abstel  ls die ihr parallele Tangentialebene, sonst trifft die Ebene das
Hyperbowvz gar nicht. Ein Ellipsoid endlich wird von jeder Ebene in
einer Ellip: geschnitten, die dem Mittelpunkte niher liegt als die ihr
parallelen 1~ entialebenen, sonst gar nicht.

Wir hab.. bisher nur die Arten der ebenen Schnitte einer
Fliche 2. Grade untersucht, wir konnen aber mit Hilfe der For-
meln (III) bis (V1) auch die Aufgabe in Angriff nehmen, die Fliche
(I) durch .die Eber. 1) in einem der Gestalt und Grofe nach ge-
gebenen Kegelschnitte ~ « schneiden. Wir konnen uns hierbei in Be-
ziehung auf die parabolischen Schnitte kurz fassen, da die Richtung
solcher Ebenen durch Satz 66 bekannt ist. Sind %, v, w dement-
sprechend gewihlt, so kann d leicht so bestimmt werden, daB der
Parameter der Parabel eine gegebene GrioBe habe, da mit u, v, w
auch die Richtung der Hauptaxe der Parabel unmittelbar gegeben
ist (OX resp. f;, g, £). Im Falle des parabolischen Cylinders muB
u, v, w einer leicht anzugebenden Bedingung geniigen, damit der
Parameter des Schnittes eine gegebene GrioBe habe. Wir kionnen
die Ausfithrung dieses Teiles der Aufgabe dem Leser iiberlassen, da
sie gar keine prinzipiellen Schwierigkeiten bietet.

Soll aber der ebene Schnitt eine Ellipse von gegebenem Ver-

h#ltnisse der Axen % sein, 80 gehen wir von der Formel:
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a
aus (vergl. die Gleichungen (23) und (24) in § 10 auf S. 90).
Da hiernach:

(28) S =Vu-Va—1, t=Va+Vi—1,

80 ist 7 irgend eine positive GroBe, die mindestens den Wert 1 hat,
nimlich fir den Kreis. Es ergiebt sich daher fir =, v, w die
folgende Bedingung:

(29) (4(1—u)+ B(1 =094 C(1 —w)*= 47(B Cui® + C Av3+ 4 Buo)
Diese Bedingung wird erfiillt sein, wenn wir setzen:

@7) 4g = (% + E)’= (“_"1',3)’

(30) Au® 4+ Bv: 4+ Cw® = A+ B+ C—2A
und:
(31) BCu? + CAv® + ABw* = %

wo A eine beliebige GroBe ist, und es miissen offenbar umgekehrt
fir jedes Wertsystem u, v, w, das die Bedingung (29) erfiillt, zwei
solche Gleichungen bestehen. Fiigen wir ihnen noch die Identitdt:
82) it wi=1

hinzu und multiplizieren wir beide Seiten dieser drei Gleichungen
der Reihe nach mit: 4,1 und — 4 (8 + C) und addieren sie, so folgt:

83)  w(4’+ BC— 4(B+ Q) = (4 — 1 — ).’(l' — %)

Setzen wir daher voraus, daB die 4, B, € von einander ver-
schieden seien, daB wir es also mit keinem parabolischen Cylinder
und keiner Rotationsfliche zu thun haben, so ist unsere Auf-
gabe gelost, sobald:

1

1 2 —
u-w-r(i-3) | @-yor(i-g)
4-B4-0 ° B-0C)B-4) °’

1
(0—1)*—1*(1—;)
Cc-4(C-B ’
wo 4 irgend eine GroBe ist, fir welche die Awusdriicke der rechten
Seiten micht negativ werden. Die Bestimmung der betreffenden
Werte von A ist sehr leicht, sobald es sich um die Kreisschnitte
handelt, 7 also =1 ist. Dann folgt namlich aus:

_ (A4 - 2B - AP (C-A?
(35) utodw? = — (A=By*(B-0p(C-4N’

u? =

(34)

w? =
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daB u2, v?, w? nur dann nicht negativ sein kdnnen, wenn A = 4,
B oder C ist. Wendet man dies auf die in § 20 gegebenen Normal-
formen (I%), (I%), (I°), (I%), (I°) und (II) der Gleichungen der dort komn-
struierten Flichen 2. Grades an, so erhilt man immer in Berfick-
sichtigung des Umstandes, daB 3 v% w? nicht negativ sein diirfen,
genau die dert ausgesprochenen Resultate (A == C). Wir iiberlassen
die Ausfohrung dem Leser; denn nachdem erkannt ist, daB die
Kreise der Flichen 2. Grades in Seharen paralleler Ebenen liegen
miissen, die auf einer der Symmetrieebenen senkrecht stehen, ent-
halten auch die Entwickelangen in § 20 schon den vollstindigen
Beweis unserer Behauptung. DaB die dort nicht aufgezihlten Flichen
2. Grades keine Kreise enthalten, folgt zwar eben daraus, kann aber
am schnellsten dadurch erkannt werden, daB fir diese Flichen
=0 ist. ’
Auch fir 4 > 1 wird die Untersuchung ausgehen miissen von
denjenigen Werten von 4, fir welche 3, v? oder w? verschwindet.

Diese Werte sind dg, Bu, Cu, wo p=Vg (Yn £ Yn—-1)
1

= %(1 +(%)3) oder E(l +(§)’), woraus z. B. fir 4 = 4u folgt:

(36) e

Sind diese GroBen nicht negativ, so ist 4u eine der Grenzen,
zwischen denen A enthalten sein muB, damit die Formeln (34) eine
reelle Losung unserer Aufgabe liefern. Die Ausfihrang, die von
bestimmten Annahmen tiber die GrdBenverhiltnisse der 4, B, C und

% ausgehen muB und sich deshalb nicht in Kiirze darstellen 1iBt,

iiberlassen wir dem Leser.

Alle diese Formeln und Betrachtungen #ndern sich kaum, wenn
der Schnitt eine Hyperbel von gegebenem Asymptotenwinkel 2¢
sein soll. Nur ist dann 7 = — cot?2¢ eine GroBe, die alle negativen.
Werte von 0 bis — oo annehmen kann und p ist demgemsB durch

V—u (Y —7n+V1—n) zu ersetzen. Fiir die gleichseitige Hyperbel,
also fiir 7 = 0 gelten allerdings die Formeln (34) nicht, dann haben
aber nach Gleichung (29) die w, v, w nur der Gleichung:

(87 (B 4+ C)ut+ (C + 4)v*+ (4 + Bw?=10

zu geniigen, brauchen also nur den Tangentialebenen des Kegels:
(38) (4 + B)(C+ A)2*+ (B + C)(d + B)y*+ (C + 4)(B + Oz*= 0
parallel zu sein.
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"Ist nun eine Ebenenrichtung (x, v, w) so gefunden, daB + %

einen gegebenen Wert, die Ellipse oder Hyperbel also eine gegebene
Gestalt hat, so kann man aus den Formeln (23) oder (24) des § 10 und
mit Hilfe der in den Gleichungen (20) und (22) dieses Paragraphen
gegebenen Darstellungen von J leicht d so bestimmen, daB der Kegel-
schnitt auch eine gegebene GrioBe habe. Ist dann die Fliche ein
Ellipsoid oder ein Hyperboloid, so muB die Untersuchung der
Realitit von 4 wieder von bestimmten Annahmen ausgehen.

Was nun die von uns ausgeschlossenen Rotationsflichen
betrifft, so gestattet Gleichung (29), wenn wir etwa B = C setzen,
leicht »? direkt zu berechnen, nimlich:

(389) 4d—B)(1—u)=2BYn—1(Yn—-1xVn),
wihrend v und w dann nur noch die Identitit (32) zu befriedigen
haben. Eine solche Fliche kann also nur von den zur Rotations-
axe senkrechten Ebenen in Kreisen geschnitten werden.

Obwohl hiermit unsere Aufgabe "auch fiir diese Flichen gelost
ist, wollen wir sie doch fiir den besonderen Fall des Rotations-
kegels:

(40) : Y4+ 22=22tg2 o

vollstandig durchfiihren, weil die- Aufgabe, einen geraden Kegel
in einem gegebenen Kegelschnitte zu schneiden, ein histo-
risches Interesse hat. Verlegen wir © in den FuBpunkt des Lotes
von O auf die schneidende Ebene, setzen also: I = ud, m = vd,
n = wd, und nehmen als X die orthogonale Projektion der Axe O X
auf die Ebene, setzen also:

fi= +sine, g = —vetge, h=—wetge,

41 v
I

8ln @

sina ’
"wo ja u = cose ist, so nimmt Gleichung (III) des Kegelschnittes
die Form:

. t ]
(42) z*(coste: — sinrtg?P) + y? — 2dy WO C02 +d’( S:::T;) =0
an; fir den hier auszuschlieBenden Fall « = 0 oder = = d ergeben
smh unmittelbar die Kreisschnitte.

Der Kegelschnitt (42) ist eine Parabel fi1r =900 — 9; die-
selbe besitzt den Halbparameter p = dtg$, so daB d = pctgd ist.
Soll der Kegelschnitt eine Ellipse mit den Halbaxen a > b sein,
so folgt:
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b? %(

(43) ik cos?e — sine tg? &,
also:
(44) cos’e = 1 — s?cos?¥,

WO &= E;—b' die numerische Excentrizitit der Ellipse, so daf «

stets reell ist. Da nach Formel (20) J = d®tg?& wird, so folgt aus
Gleichung (23) in § 10 auf S. 90:

(45) a4 0= D = artgre CE D g,
folglich:
(46) d="cots =peot,

wo p der Halbparameter der Ellipse. Die Formeln (44) und (46)
éndern sich offenbar nicht, wenn der Kegelschnitt eine Hyperbel

Val+ b +b’

sein soll; naur ist Jetzt §= zu setzen, und « wird nur dann

reell sein, wenn & =0T ‘9 , oder wenn die Asymptoten der Hyperbel

mit der schneidenden Axe einen Winkel bilden, der héchstens gleich
demjenigen der Kegelkante mit der Rotationsaxe ist. Wir erhalten
so den Satz:

69. Soll ein Kegelschnitt, fur den p der Halbparameter und ¢ das
Verhiltnis der Entfernungen der Punkte vom Brennpunkte und von
der Direktriz ist, auf dem geraden Kegel y®+ z2= x2tg%®§ liegen, so
hat seine Ebene die Gleichung uzx + vy + wz = d, wo u = ]/1——;’ cos? &
und d = pcot, und die Brennpunktsaxe ist die orthogonale Projektion
der Kegelaze auf die Ebene des Kegelschnittes.

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einer Klassifikation
der Flachen 2. Grades nach vier Einteilungsgriinden:
I. a) Flichen ohne Mittelpunkt:
Der parabolische Cylinder und die beiden Paraboloide.
b) Flachen mit einem Mittelpunkt:
Das Ellipsoid, die beiden Hyperboloide und der Kegel.
c¢) Flichen mit unendlich vielen Mittelpunkten:
Der elliptische und der hyperbolische Cylinder.
II. a) Flachen ohne Kreise:
Der parabolische und hyperbolische Cylinder und das hyper-
bolische Paraboloid.
b) Flichen mit Kreisen:
Der elliptische Cylinder, das elliptische Paraboloid, der Kegel,
die beiden Hyperboloide und das Ellipsoid.
SCHUR, Analytische Geometrie. 13
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III. a) Flichen ohne gerade Linien:
Das elliptische Paraboloid, das zweischalige Hyperboloid und
das Ellipsoid.
b) Flichen mit geraden Linien:
Die Cylinderflichen, der Kegel, das hyperbolische Paraboloid
und das einschalige Hyperboloid.
IV. Flichen, welche von der Tangentialebene:
a) in einem Punkte beriihrt werden:
Das elliptische Paraboloid, das zweischalige Hyperboloid und das
Ellipsoid;
b) lings einer Geraden berithrt werden:
Die Cylinder und der Kegel;
c) in zwei Geraden geschnitten werden:
Das hyperbolische Paraboloid und das einschalige Hyperboloid.

1. Aufgabe. Zu entscheiden, in welchem Kegelschnitte sich
die beiden Flichen:
i 36224 9y 4+ 422+ 1224+ 36y + 2424+ 72 =0
und: :
122 + 8y + 42+ 10=0
schneiden, und dessen Elemente zu berechnen. ‘

2. Aufgabe. Einen parabolischen Cylinder in einer Parabel
von gegebenem Parameter zu schneiden.

3. Aufgabe. Das Ellipsoid mit den Halbaxen a > ¢ > & durch
eine Durchmesserebene in einer Ellipse von dem Axenverhiltnisse
% > % > % zu schneiden. .

4. Aufgabe. Kann ein beliebiger Punkt (I, m, ») Mittelpunkt
eines auf einer gegebenen Fliche 2. Grades gelegenen Kegel-
schnittes sein? .

5. Aufgabe. Jede Gerade (zx =1+ rtf,, y=m+rg, z=n
+ th)) ist Durchmesser eines Kegelschnittes einer gegebenen Fliche
2. Grades.

6. Aufgabe. Man beweise, dass die Tangentialebene der Kugel
auf dem Halbmesser des Beriihrungspunktes senkrecht steht
(0 =€ — (d — au — bv — cw)’, wenn (a, b, c) der Mittelpunkt und e
der Radius der Kugel).

7. Aufgabe. Die Brennpunkte jedes ebenen Schnittes eines
geraden Kegels sind die Beriihrungspunkte der Schnittebene mit
den Kugeln, welche zugleich den Kegel lings eines Kreises berithren.
(Satz von DaNDELIN.)
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Die Mittelpunkte der Kugeln liegen offenbar auf der Kegelaxe 0 X

und haben die Abscissen a = —°_ = d die Beriihrungs-

sind ~ cosa + sind ’

punkte derselben also die Koordinaten ¢ = m%m 5 9=0 (vergl.

die Bezeichnungen im Text). Fiir den Beweis des Satzes kann man
dann Formel (7) in § 9 auf S. 76 benutzen.

-8. Aufgabe. Der Krimmungsradius ¢ im Punkte (l m, n) des-
jenigen Kegelschnittes der Fliche (I), dessen Ebene die Tangential-
ebene im Punkte (), m, n) unter dem Winkel ¢ und in einer Tan-
gente mit den Richtungskosinus f; ¢, % schneidet, ist:

]/(Al+ D)*+ (Bm + E)*+ (Cn +F)’sm#
Af*+ Bg*+ Ch'

(Satz'von MzusNIER.)

Man benutze Satz 37 in § 12 auf S. 105 und die Form (VI)
von 0 fiur § = 0.

9. Aufgabe. Da nach der letzten Aufgabe die Krﬂmmung%

im Punkte ® derjenigen Schnitte der Fliche, welche die Normale .
von O enthalten, in der Form:

1 _ ¥cos’p + Bsin’g + 2€ cospsing

e M o
darstellbar sind, wo M2 = (dl+ D)*+ (Bm + EP + (Cn + FY; 1, 91,
h, und f;, g,, hy, die Richtungskosinus zweier aufeinander senk-
rechten Tangenten OX und ©% der Fliche und ¢ die Amplitude
der Tangente des Schnittes ist, 8o kann man nach § 10 die Axen DX
und DY so wihlen, daB € verschwindet; sind dann % und %

1

die Kriimmungen der zugehirigen Schnitte, so ist: T %

(KriimmungsmaB).

§ 23.
Das Hauptaxenproblem der Fléchen zweiten Grades.

Die Koordinatentransformation, die wir am Anfange des vorigen
Paragraphen vorgenommen haben, fithrt die Gleichung der Fliche
2. Grades offenbar in eine solche iiber, welche nicht nur die Quadrate,
sondern auch die Produkte der drei Koordinaten enthiilt. Auch
-andere einfache Fragestellungen fithren auf eine solche Gleichungs-
form. Fragen wir z. B. nach dem Orte derjenigen Tangenten einer

13*
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Flache 2. Grades, welche durch einen gegebenen Punkt (I, m, n)
laufen oder eine gegebene Richtung (¢, 3, 7) besitzen, so erhalten
wir hierfir nach den Formeln (1) und (II) in § 21 auf S. 169 die
beiden Gleichungen:

(4(z — 1)* + B(y — m)* + C(z — n)?) X
(a) { X (AP + Bm® + Cn® + 2DI1+ 2Em + 2Fn + G)

. — (414 D)(z— D+ (Bm+E)y—m) + (Cn+ F)(z—n))*= 0
und:
(4cos?e + Beos?f + Ccos?y) X
(b) = X (dz®* + By® + Cz2 + 2Dz + 2Ey + 2Fz + G)

— ((4z + D)cose + (By + E)cos § + (Cz + F)cosy)® =0,
die beide die beschriebene Form haben, ohne daB wir wissen, ob
sie iiberhaupt durch Drehung des Koordinatensystems in die bisher
zu Grunde gelegte Gleichungsform der Flichen 2. Grades iibergefiihrt
werden konnen, ob diese Gleichungen also einen Kegel oder einen
Cylinder der bisher beobachteten Arten darstellen. Wir werden uns
~ daher die Frage vorlegen miissen, ob die Gleichung:

O {Ax’ + By? 4 C22 + 24,yz + 2B, zx + 2C,zy
+ 2Dz + 2By +2F2+ G=0
durch die Koordinatendrehung (vergl. die Formeln (I) in § 19 auf

S. 144):
z=H%+ LY + 17
a1 Yy=9,7 + 9,y +957,
z=ha +hy +hZ

auf eine Form gebracht werden kann, in der die Produkte der Ko-
ordinaten fehlen. Geht durch diese Transformation die Gleichung (I)
iiber in:

1) {A’x" + By3+4+C2%+ 2A1’y'z’ + 2Bl'z'z’ + 26’1'.1:'3/'
+ 207 +2Ey +2FP2Z + G =0,
80 ist:
@) {AI =fL(4dfy + Cg, + B\ ky) + 9, (C.f; + Bg, + 4, k)
+ &, (B,f, + 4,9, + Ch),u.sw.,

G'=f,dfy + Cg, + B k) + 9, (C,f; + Bg, +4,k))
+ ky(Bif, + 4,9, + Chy)
=f,(dfy+ Cg; + B hy) + 9, (Cf; + Bgy + 4, k)
+ & (B,f; + 4,95 + Chy),u.8.w,,
4) D' = Df, + Eg, + Fh,, u.s. w.

®)
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Sollen also B," und C," verschwinden, so erhalten wir hiernach
das folgende Gleichungssystem:

fL(dfy + Cig, + B\ k) + ¢, (C,f, + Bg, + 4, k)

+ k(B fy + 49, + Ch) = 4,
fs4fy + Cg, + B\ k) + 9, (C.f;, + By, + 4, by)

+ hy (B, f, + 4,9, + Ch)) =0,
fs(4fy + Cigy + B k) + 95(C\f; + Bg, + 4, }y)

+ kg (B, f; + 4,9, + Ch)) = 0.
Multiplizieren wir beide Seiten dieser drei Gleichungen der Reihe
nach mit £, f;, f; und ebenso mit ¢,, g,, g, und %, hy, h; uad

addieren sie jedesmal, so erhalten wir nach den Formeln (II) und
(OI) in § 19 auf S. 144 das neue System:

'(A - i +Cg + Bk =0,

®)

(1) Gfi+B—4)g, + 4,k =0,

B\fi + 4,9, +(C— 4)h, = 0.

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt:

(6) fy:9,:h,=(B— £)C— ) — 4,3: 4, B, —(C— 4)C,: 4,C, —(B— 4)B,,
so daB der ersten Gleichung zufolge 4 eine Wurzel der kubischen
@leichung:

w {(A—u)(B—u)(C—u)—Al’(A—u)—Bl’(B—u)
—C*C—u)+24,B,C =0

sein muB. Diese Gleichung hat die Form:

) wW—aul+fu—y=0,

wo:

@® =4+ B+C,

9) f=BC+ CA+ AB— 42— B?*—-C}?

(10) y=A4BC— 44— BB?®— CC?+ 24,B,C,

und entsteht durch Elimination von v aus den beiden Gleichungen:

(1) uv + fu—eav—y =0 und:

(12) v=ul

Jede Wurzel » der Gleichung (7) ist demnach die Abscisse
eines Durchschnittspunktes der gleichseitigen Hyperbel (11), deren
Asymptoten die Parallelen zu den Koordinatenaxen durch den Punkt
(— B, ) sind, und der Parabel (12), deren Scheitelpunkt der Anfangs-
punkt, und deren Axe die Ordinatenaxe ist. (Fig. 76.) Da die der
Ordinatenaxe parallele Asymptote der Hyperbel durch den Punkt
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(— B, #?) der Parabel in zwei Teile zerfillt, von denen der eine ganz
innerhalb, der andere ganz auBerhalb der Parabel liegt, wihrend
von der anderen Asymptote nur ein endlicher Teil innerhalb der
Parabel liegen kann, so enthilt derjenige Zweig der Hyperbel, welcher
dem innerhalb der Parabel gelegenen Teile der ersten Asymptote zu-
strebt, sowohl innerhalb als auBerhalb der Parabel gelegene Punkte, mu8
diese also mindestens einmal schneiden. Die kubische Gleichung(IV)
hat folglich mindestens eine reelle Wurzel u = 4.

Ist eine solche Wurzel 4’ bekannt,.so konnen die Richtungs-
kosinus der Axe OX’ aus den Gleichungen (6) gefunden werden, es

\'f

Fig. 76.

miiBten denn die Ausdriicke der rechten Seite simtlich verschwin-
den. Sucht man in diesem Falle f;, ¢,, 2, aus den ersten beiden
Gleichungen des Systems (IIT) zu bestimmen, setzt also:

(13) frig:hy=4C —(B— 4)B,:B,C, — (4 — A4,

[(d— 4)(B = 4)- G,
und sollten auch hier die Ausdriicke rechts simtlich verschwinden,
80 wiire:

(14) A—4:C:B =C:B—4:4 =B:4,:C— 4, |,
d. h. die drei (leichungen des Systems (III) folgen aus einer der-

gelben und sind erfiillt, sobald OX’ nur senkrecht steht auf der Axe
0Z' mit den Richtungskosinus:

(1B) f,:gy:hy=Ad— A4':C,:B,=C,:B—A:4, =B, : 4,:C— 4.
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Ist dann auch OY' | OZ und OX, so ergeben sich aus den
Gleichungen (III) die Gleichungen {5), es ist folglich B’ = C," = 0.
Es bleiben nunmehr aber auch die Gleichungen (III) erfiillt, wenn
man f, ¢,, k, durch f;, g,, k, ersetzt, so daB auch B'=4' und
C,'=4,=0 ist; durch Gleichung (I) ist dann folglich, falls B'= 4’
von Null verschieden ist, eine Rotationsfliche dargestellt.

Um die Bedingungen kennen zu lernen, die dann zwischen den
Koeffizienten von (I) bestehen, miissen wir drei Fille unterscheiden.
Sind erstens die GroBen 4,, B,, C, simtlich von Null verschieden,
so folgt aus den Gleichungen (14) leicht:

, B, C, G A 4, B,
(16) A =4 — ’Al‘.— —,;B,!-:O'——‘CT’
und es ergeben sich umgekehrt aus diesen drei Gleichungen die den
Proportionen (14) dquivalenten 6 Gleichungen. Aus (15) und (16)
folgt in diesem Falle:
17 f3:9s:hy = B,C,:C A : 4 B,
Ist zweitens etwa 4, = 0, so kdnnen B, und C, nicht beide von
Null verschieden sein. Ist dann etwa noch B, = 0, C, hingegen von
Null verschieden, so folgt 4’ = C und:

(18) 4-0B -0 =03
und es ergeben sich umgekehrt aus diesen Gleichungen die Pro-
portionen (14); alsdann wird:
(19) f3:93:h3 =4 —C:C:0=C,:B— C:0.
Die entsprechenden Bedingungen wiirde man erhalten, wenn entweder
B,=C,=0 oder C, = 4, =0 wire. Ist drittens 4, =B,=C =0, so
stellt (T) nach dem Fritheren eine Rotations- oder parabolische Cylinder-
fliche dar, wenn von den GroBen 4, B,C zwei einander gleich sind.
Geniigen daher die Koefficienten der Gleichung (I) weder den
Bedingungen (16) noch der Gleichung (18) oder einer der beiden
ihr analogen, so muB es mdoglich sein, die Richtungskosinusf], g,, %,
von OX’ aus den Gleichungen (6) oder (13) zu bestimmen, und es
wird dann, weil 4’ eine Wurzel von (IV) sein sollte, das System
(ITX) erfullt sein. Sind also 0Y’ und 0Z’ irgend zwei unter ein-
ander und auf OX’ senkrechte Axen, so folgt aus dem Systeme (LLI)
umgekehrt das System (5), die Transformation (II) fithrt demnach
unsere Gleichung (I) sicher in eine solche iber, in welcher die
Koefficienten von 2z'y’ und 22z verschwinden. Dann wird der
Koefficient 4, von 23z im allgemeinen von Null verschieden sein.
Denn verschwindet 4,” bei bestimmter Wahl von O} und 0Z', so
wiirde eine weitere Koordinatendrehung um OX':
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(20) 2 =2";y =y cose — z’sing, 2z’ = y”sine + 2"cos e
stets wieder das Glied 2y”z” zum Vorschein bringen, es miiBte denn
B = C sein. Dann bestiinde aber das System (III), wenn man
4’ durch B und f,,g,,k, entweder durch £}, g,, %, oder durch f;, g,, A,
ersetzt, es wire folglich (vgl. (III) anf S. 144):
(1) fi:9,:hy=4—B:C,:B=C:B—B:4, =B:4,:C—- B,
woraus wieder die Bedingungen (16) oder (18) folgen wiirden, deren
Bestehen wir ausgeschlossen haben.

Ist nunmehr 4," von Null verschieden, so konnen wir die Drehung
(20) immer so einrichten, daB Gleichung (1) in eine solche iibergeht,
in der auch das Glied 2y”2” fehlt; wir brauchen ja nach Formel (8)
in § 10 auf S. 87 nur:

24,
(22) tg2e = 220

zu setzen.

Hiermit ist bewiesen, daB Gleichung (I) durch eine rechtwinkelige
Koordinatentransformation (II) stets auf die Form:
(1% Ad2?24+ By 4022420 28y +2F'2+G@=0
gebracht werden kann, daB folglich durch Gleichung (I) nur eine
der von uns behandelten Flichen 2. Grades dargestellt sein kann.
Zugleich sieht man, daB, wenn weder die Bedingungen' (16) noch
Gleichungen von der Form (18) erfiillt sind, die GroBen 4/, B, C’, die
hiernach stets reell und simtlich Wurzeln der Gleichung (IV) sein
miissen, voneinander verschieden sind; denn wire etwa B = C', so
wiirden sich wieder die Proportionen (21) ergeben, die unserer
Voraussetzung wideysprechen. Denken wir uns daher die Richtungs-
kosinus von OX’, 0Y’, 0Z' durch das System (III) und die beiden
anderen bestimmt, die aus ihm durch Substitution der beiden anderen
Wurzeln B und €’ an Stelle von 4’ entstehen, so folgt hieraus
auch leicht direkt, daB die so bestimmten Axen aufeinander senk-
recht stehen. Durch Gleichsetzung der beiden in Gleichung (3)
stehenden Formen von C," folgt z. B.:

(23) 0= (B — A)(fify + 9.9 + I hy)

! DaB die linke Seite U von Gleichung (IV) stets fir drei reelle und im
allgemeinen verschiedene Werthe von % verschwinden mu8, folgt fiir den Fall, da8
A,, By, C, von Null verschieden sind, auch leicht daraus, da8 U auf die Form:

Pu—B+Qu—C+nN+qu—C+Nu—A+p)+ru—A+p)(u—B+q
—uw—A+pu—B+qu—-C+r),

B, C, G4, _4,B
P="4 7B "TTq

WO
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Das Resultat unserer Untersuchungen kénnen wir hlernac,h in
den folgenden Satz zusammenfassen:

10. Gleichung (I) kann durch eine rechtwinkelige Koordmatentrans-
formation (1) stets auf die Form:

(1) A2+ By?+C22+ 202 + 2By +2F2 +G=0
gebracht werden. Um die Richtungskosinus [, g,, h; (i = 1,2,3) der
neuen Azen OX,0Y', OZ zu finden, bestimme man zuerst 4', B, C’
als die drei stets reellen Wurzeln der hubischen Gleichung (IV) und
dann f,, 9, k; aus dem Systeme (11I) und den beiden ihnen analogen, die
bei Ersetzung von 4’ durch B' und C' entstehen. Hieraus werden diese
Richtungshosinus nur dann nicht bestimmt sein, wenn etwa A'= B'. Dieser
Fall tritt erstens ein, wenn A,, B, und C, von Null verschieden und zugleich:
B.C, 0, 4, A,B, .
™ A_'}i,__B—T,—'C él',
alsdann ist fy: g4 :hy = B, C,: C 4, : 4, B,, wikrend OX’ und OY’ irgend
zwei untereinander und auf OZ' senkrechte Azen sind. Jener Fall tritt
zweitens ein, wenn von den Grifen A, B, C, mindestens zwei, etwa
4, und B,, verschwinden, und aupferdem (4 — C) (B — C) = C,? ist;
alsdann ist fy:g,:hy = A — C:C, :0, wikrend OX’ und OY' wie eben
bestimmt sind. In beiden Fillen und nur in diesen stellt Gleichung (I)
eine Rotationsfliche oder einen parabolischen Cylinder dar.

Um hiernach aus den Koefficienten der Gleichung (I) selbst
unmittelbar iiber die Art der durch sie dargestellten Flichen 2. Grades
entscheiden zu konnen, bemerken wir zuvorderst, daB die Gr6Ben
A4,B,C dann und nur dann alle von demselben Vorzeichen
sind, wenn gleichzeitig:

(24) BC+C4+ 4B >0
und:
(25) ABC 4+ B+ C)>0.

Wire namlich dann etwa 4" > 0, hingegen B und C' < 0, so wiirde
aus (25) folgen, daB 4 > — (B’ + C'); ersetzt man also in der nach
(24) positiven Differenz B'C’' — 4'(— B — C’) den positiven Subtra-
henden durch den kleineren (— B — C)(— B’ — ("), so miiite auch
BC — (B + ()= — B*— ('? — BC positiv sein, was den Voraus-
setzungen widerspricht. Ebenso zeigt man, daB jene Ungleichungen
fir <0 und B und C’ > O nicht bestehen konnen.

gebracht werden kann; nimmt man dann an, was ja nur Sache der Bezeich-
nung ist, daB 4 — p < B — ¢ < C — r sei, so folgt, daB zwischen — o und
B—-gq,B—qund C—7r, C—r und + o je eine Wurzel der Gleichung (IV)
liegt. Dasselbe folgt fiir 4, = 0 aus (IV) selbst.
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Es wird daher darauf ankommen, die obigen symmetrischen
Funktionen von. 4, 8,C’ durch die Koefficienten von Gleichung (I)
auszudriicken. Zu diesem Zwecke gehen wir aus von den beiden
Systemen :

B'fy = Afy + C g, + B, hy,
(11 [ Bg,=Cfy + By, + 4, by,

B'hy = B\fy+ 4,9, + Ch,
und

Cfs = 4fs + 95 + By by,
(111%) { Cgy = Cifs + Bgy + 4, 1y,

Chy = B\f, + 4,9, + Ch,.
Fithren wir die neuen Bezeichnungen ein:
(26) { A=BC— 42 B=C04— B? €=4B - C?

A = B,C, — 44, B, =C 4, — BB, ¢, =48 —-CC,
so folgt hieraus unter Beriicksichtigang der Identititen (IV) in
§ 19 auf S. 144:

(27) B C'(gghy — hyg)=BC'f, =Uf, +C, 9, + B, -, u. 8 W.
Man erhilt so das System:
BCf, =9f, + €. g9, + B,
(V) [‘B'O'gl =G/, + By, + %4,
BCh =%, + %49 + Ch
und zwei analoge, die hieraus entstehen, wenn man £, ¢,, », durch
3+ 93 kg und £, g4, ky, sowie B'C’ durch C' 4’ und 4' B’ ersetzt. Da
fi» 91» By nicht gleichzeitig verschwinden konnen, so folgt daraus,
daB man beide Seiten dieser drei Gleichungen entweder mit resp.
4,C,, B, oder C,, B, A, oder B,, 4,, C multipliziert und addiert,
und aus dem Systeme (III):
o8 {A’B’C’:A?I+01@1+Bl'§8, =C,C, + BB + 4,9,
(28) =B,B, + 4% + CC =y.
Multipliziert man ferner beide Seiten der ersten der Glei-
chungen (VI) und der beiden analogen Systeme der Reihe nach mit
f1» [p [, umd addiert sie, so folgt:

(29) BCfA4+ CAf2+ A4Bf2 =9,
denen sich die analogen: ‘

(80) BCg®+ 049+ 4Bg* =9,
81y BCh?4 CLh?+ A Bh? =G,

(32) BCgh + CAdgh, + A Bgghy =9 us w
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anschlieBen. Durch Addition beider Seiten der Gleichungen (29),
(30) und (31) folgt: - '

83) BC+CA+AB=A+B+C=4
Aus den Gleichungen (2) folgt endlich noch:
(34) A4+ B 4+C=4A4+B+C=a

Um nunmehr die Kriterien fiir die Art der Fliche (I) voll-
stindig angeben zu konnen, fehlt uns noch der Ausdruck fir die
GroBe 4 (vergl. Formel (IV) in § 21, S. 170):

(85) Ad=BCD*4+CAE*+ ABF?—-A4ABCG

Nach den Formeln (4) und den Gleichungen (29)ff. erhalten
wir hierfiir:

(VII) 4 =UAD*+ BE* + CF* + 2N EF + 2%, FD 4 2C€, DE —yG.

Nach den Sétzen 64 und 65 in § 21 auf S. 176 und 178 kénnen
wir daher die gesuchten Kriterien in dem folgenden Satze ausdriicken :

11. Durch Gleichung (I) ist fur y =0, falls zugleich 4 =0 ist,
eine Cylinderfliche dargestellt, deren ebene Schnitte Kegelschnitte der-
selben Art sind, falls 4 > 0, ein elliptisches, und falls 4 < 0, ein hyper-
bolisches Paraboloid. Ist hingegen y von Null verschieden und sind
B und «.y beide positiv, so stellt Gleichung (I) fir A= 0 keine reelle
Fliche dar, fur 4 >0 ein Ellipsoid. Sind endlich fur y=0 die
Grofen B und .y nicht beide positiv, so ist die durch Gleichung (1)
dargestellte Fliche fir A4 >0 ein zweischaliges Hyperboloid, fiur
A =0 eine Kegelfliche und fir A< 0 ein einschaliges Hyperboloid.

Will man fir y = 4 =0 iiber die Art der Cylinderfliche ent-
scheiden, so braucht man nur Satz 32 in § 10 auf S. 88 auf die
Schnitte der Fliche mit den Koordinatenebenen anzuwenden, da diese
nicht simtlich der Axe des Cylinders parallel sein konnen.

1. Aufgabe. Die Hauptaxen und die Art der Flichen:
1122 + 11y® 4 2722 — 18yz — 1822z + 14zy = 36 und
922 + 25y? + 1622 — 2422z — 402 — 302 =0
zu bestimmen.

2. Aufgabe. Man bestimme die Hauptaxen des Kegels, der
den Kreis z? + y? = a? vom Punkte (/, m, ») aus projiziert.

3. Aufgabe. Es sollen diejenigen Punkte des Raumes gefunden
werden, von denen aus ein Kegelschnitt durch einen Rotationskegel
projiziert wird.

Man findet einen zweiten Kegelschnitt in einer zur Ebene des
ersten senkrechten Ebene, von dem zwei (der) Scheitelpunkte und
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die (der) Brennpunkte in die (den) Brennpunkte resp. zwei (den)
Scheitelpunkte des gegebenen fallen; Benutzung der Bedingung (18).

4, Aufgabe. Man diskutiere fiir die verschiedenen Arten der
Flichen 2. Grades die moglichen Arten der Tangentialcylinder
(s. GL (b) auf S. 196).

5. Aufgabe. Den Ort derjenigen Punkte zu bestimmen, von
denen aus ein Ellipsoid als Kugel erscheint.

Es sind die Punkte, von denen aus gerade Tangentialkegel an
das Ellipsoid gelegt werden kénnen (s. Gl. (a) auf S. 196). Die Be-
dingungen (16) liefern nur Punkte der Fliche selbst, die Bedingungen
(18) Linien in den Symmetrieebenen, deren Gleichung deshalb in
einer solchen Form erscheint, daB sie die Gleichung der betreffenden
Hauptellipse als Faktor enthialt. Man erhilt so die beiden Fokal-
kegelschnitte, welche dieselbe Lage gegeneinander haben wie die-
jenigen in Aufg. 8; ihre Punkte traten schon in Aufg. 6 des § 20,
S. 168 und in Aufg. 7 des § 21, S. 181 auf. Dieselbe Untersuchung
kann man auch fiir die iibrigen Flichen 2. Grades durchfiihren.

6. Aufgabe. Man beweise, daB ein Fokalkegelschnitt aus
jedem Punkte (/, m, n) des Ellipsoids durch einen Kegel projiziert
wird, von dem die Normale des Ellipsoids im Punkte ([, m, ») eine
Hauptaxe ist.

Man hat zu zeigen, daB die Richtungskosinus der Normale das
System (IT1) befriedigen, wobei sich 4 von selbst ergiebt. Der Satz
zeigt, daB jeder von einem Punkte eines Fokalkegelschnittes aus-
gehende Lichtstrahl durch das Ellipsoid als Spiegel wieder in einen
Punkt desselben Fokalkegelschnittes reflektiert wird.

7. Aufgabe. Man suche den Ort der Punkte, fiir welche das
Verhiltnis der Entfernungen von zwei windschiefen Geraden kon-
stant ist.

8. Aufgabe. Den Ort der Schnittlinien zweier entsprechend
gleichwinkeliger Ebenenbiischel zu bestimmen.

Die beiden Ebenenbiischel kann man in der Form annehmen:

(rcosd + ysind)cosgp + (z — c)singp = 0,
(zcosd — ysind) cosy + (z + ¢)siny = 0,
W0 cos¢p = cos(y — &) und sing = sin(y — ¢) sein muB.
9. Aufgabe. Man beweise, daB durch die beiden Gleichungen:
y3(1 — tg20) + 2% + 2zytgd + 2pz =0 und
y3(1 — tg2e) + 22 — 2zytge — 29z =0
zwei einschalige Rotationshyperboloide dargestellt sind, die sich
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lings der Axe OX beriihren und die Axe OZ zur gemeinsamen
Normale in einem Scheitelpunkte haben (Hyperboloidrider).

Benutzung des Satzes 70 und der Formel (I) in § 24.

10. Aufgabe. Man filhre Aufgabe 2 in § 10 auf S. 93 fiir
den Raum durch, indem man die feste Gerade durch eine feste
Ebene (z = 2d) ersetzt und den Kreis durch eine Kugel (fir die
Koordinaten des Mittelpunktes der Fliche vergl. die Formeln (II)
im néchsten Paragraphen).

§ 4.
Konjugierte Durchmesser der Flichen 2. Grades.

Nachdem wir schon in § 22 auf S. 186 gesehen haben, daB
auch den Flichen 2. Grades analoge Durchmessereigenschaften zu-
kommen wie den Kegelschnitten, wollen wir dieselben nunmehr syste-
matisch untersuchen, indem wir von der allgemeinen Gleichung (I)
des vorigen Paragraphen ausgehen. Bringen wir die hierdurch dar-
gestellte Fliche 2. Grades mit der Geraden: z = p + uf, y = ¢ + ug,
z = 7 4+ uh zum Durchschnitte, so erhalten wir fir die Abstinde u
der gesuchten Schnittpunkte vom Punkte (p,q,7) die folgende qua-
dratische Gleichung:

ud(Af*+ Bg® + Ch® + 2 4,9k + 2 B hf + 2 C,fyg)

O] [ +2u{(4p + Cg+ Byr + D)f +(Gp + Bg + 4ir + E)g
+ (B,p + 4,9+ Cr + F)hi} + P =0,

wo:

) {P=(AP+019+Bl"+D)p+(01P+BQ+A17'+E)9
+Bp+ 49+ Cr+ F)r+ Dp+ Eq+ Fr+ G.

Soll nun die Gerade eine Tangente der Fliche im Punkte (p, ¢,7)
sein, so muB sowohl der Koefficient von 2u als P verschwinden.
Setzt man daher fiir f,g,-A umgekehrt (z — p):u, u.s. w., so erhilt
man auf Grund von (2) als Gleichung der Tangentialebene im
Punkte (p, g,7):

@ { (dp+ G+ Bl"' + D)z + (C,p + Bqg + 4,r + By
+Bp+ 4,9+ Cr+ FPz+ Dp + Eq+ Fr+ G=0.

Weiter ergiebt sich als Ort -der Mittelpunkte paralleler Sehnen
der Fliche mit den Richtungskosinus f, g, 2 die Durchmesser-
ebene:
8 { (4F + C,g + BW)z + (Gf + By + 4By

+ (B,f+ 4,9+ Ch)z + Df + Eg + Fh = 0.
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Alle diese Durchmesserebenen enthalten offenbar den endlichen
oder unendlich fernen gemeinsamen Punkt der drei besonderen
Durchmesserebenen:

Az 4+ Cy+ Biz+ D=0,
4) Cz+By+ 4,2+ E=0,

Bz+ 4y+Cz+ F=0
welche den Richtungen der drei Koordinatenaxen zugeordnet sind.
Ist, wie wir zunichst annehmen wollen, die Gré8e y von Null
verschieden, so ist dieser Punkt der Mittelpunkt der Fliche;
wir erhalten seine Koordinaten p,q,r, wenn wir die Gleichungen (3)
der Reihe nach mit %, €, B, (vergl. GL (26) und (28) auf S. 202)

multiplizieren und addieren und entsprechend mit €,, B, %, und
B,,%,,€ resp. verfahren, nimlich:

' l —pyr=UD+C E+ 9 F,
(IT) —qr=CD+BE+UPF,
' l —ry=9,D+AE+CF. »
Bei Substitution dieser Werte von. p, ¢, r wird (vergl. (VII). auf
S. 203):
(5) P=1)p+Eg+Fr+G’-=—;1.
Um nunmehr die Beziehungen der verschiedenen Durchmesser
zu einander fir 4= 0 zu studieren, fithren wir die Abkiirzungen ein:
Af, + Cg;+ B\l = F,
(6) , Gf;+ By, + 4, h;= G,
B\f;+ 4,9, + Ch; = H,.

Dann ist zunichst nach (1) und (5) die Liinge u, des Halbmessers mit
den Richtungskosinus f;, g,, %, gegeben durch:

O] v (f.F; + 9:G; + hH) = ; .
Jedem solchen Halbmesser #; ist die Durchmesserebene:
(3% If’x+Gy+Hz+Df+E_q.+I’h_0 .

konjugiert, welche der Ort der Mittelpunkte der dem Halbmesser u,
parallelen Sehnen der Fliche ist. Dann sind offenbar je zwei Halb-
messer ¥, und », einander in dem Sinne konjugiert, daB der eine in
der dem anderen konjugierten Durchmesserebene liegt; denn dann
besteht zwischen ihren Richtungskosinus die Bedingung:

8) 0 = Ff, + Gg, + Hhy = B f; + G9;, + Hh,.
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Hieraus geht hervor, daB eine Mittelpunktsﬂiic;];e 2 Grades un-
endlich viele Tripel einander konjugierter Halbmesser
besitzt. Die Richtung (£}, g,, »,) des einen dieser drei Halbmesser
konnen wir namlich willkiirlich annehmen und ebenso die Richtung
(f3 92, h,) eines zweiten in der dem ersten konjugierten Durchmesser-
ebene; dann ist ja der dritte Halbmesser vollkommen bestimmt als
Schnittlinie der den ersten beiden konjugierten Durchmesserebenen.

Die Quadrate solcher drei konjugierter Halbmesser lassen sich
nun wesentlich einfacher ausdriicken. Fiir einen derselben gelten
némlich nach (7) und (8) die drei Gleichungen:

4

whF+ 9,6, + b H)= 7’
®) ) W (A +9,6 + hH)=0,
(o F) + 93 Gy + kg Hy) = 0.

Multiplizieren wir diese drei Gleichungen der Reihe nach mit
[ singy,, fsiny,, lsingy, (vergl. die Formeln (V) und (IV®) in § 19
auf 8. 144 u. 151) und verfahren entsprechend mit m, sinz,, m,sins,,
mgsingy und n,siny;, n,siny, ngsing,, so folgt:

(10) w2 Ty F, = AL siny,u 3Ty G, = Am sing,,u,*Ty H = An siny,,

und entsprechende Gleichungen gelten fiir u,® und u,2
' 'Hieraus folgt nach einer leichten Rechnung (vergl. Formel (31)
und (IV¢) in § 19 auf S. 151 u. 152):

11 {uz’usszyz(Gs Hy — Hy Gy) = ugug T?y* (UL + €, m; + B, n))siny,
= 4? (myng — nymg)sing, singy, = A3, sing, siny, sing, = 42 Tf,,
wenn wir uns die positiven Seiten der drei Halbmesser so gewihlt
denken, daB 7 positiv ist. Schreiben wir Gleichung (11) in der Form: -
(11 ulu 2 Ty3 UL + € my + B, n)) dsing, = 43,
und substituieren fiir / 4siny, u.s. w. ihre Werte aus (10), so folgt,
da wir mit u, denjenigen der drei Halbmesser bezeichnen konnen,
fir welchen f; nicht verschwindet:

) w2u,2u, T2 = ;’_:,

Hiernach konnen wir den ersten Gleichungen des Systems (10)

und den beiden analogen fiir »,? und u,? die folgende Form geben:

u,2u 2 Tl siny, = %’Fv ug?u 3Tl 8inn, = %If’,,
12) ’

u 2u, 2 Tl sin gy =

il
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Multiplizieren wir diese drei Gleichungen der Reihe nach mit Z sin7,,
l,siny,, Lising, und addieren sie, so folgt:

(18)  uy2uy?sindy, 2 + uy®u ?sinn, 4% + u, 2u,?sin?y /2 = % 4.
Addiert man hierzu die beiden analogen Gleichungen fiir B und C,

so erhalten wir die Relation (vergl. Gleichung (8) auf S. 197):

v ugdu 2sin?y, + uglu,®sin?y, + u, 3u,2sin?y, = A;"' .
Nach (III) kann man (11%) auch in der Form:

(14) AL + € m; + B n))siny, = y2Tu’f

schreiben, denen sich die entsprechenden Gleichungen:

(15) AU, + €, m, + B, n,)siny, = y2Tu,f,,

(16) Al + G, my + B, ny)sing, = y2Tu 2/,

anschlieBen. Multiplizieren wir diese drei Gleichungen der Reihe
nach mit £}, £, f; und addieren sie, so folgt:

1 A% = 7% (w?f)® + w3 + us*fy)
Addiert man hierzu die beidep analogen Gleichungen fiir 8 und €,
so ergiebt sich endlich die Relation (vergl. Gleichung (9) auf S. 197):

) wh o+ gt = 2L

Die Relationen (III), (IV) und (V) gestatten eine einfache geo-
metrische Interpretation, wenn man annimmt, daB die drei Halb-
messer u,, u,, u, reell seien, welcher Fall nach diesen Relationen
nur dann eintreten kann, wenn 4, «y und B positiv sind, wenn die
Fliche also nach Satz 71 ein Ellipsoid ist; umgekehrt hat ja fiir das
Ellipsoid jeder Durchmesser reelle Endpunkte. Ubrigens konnen
wir auch wie auf S. 201 aus den Relationen (III), (IV) und (V) be-
weisen, daB u,?, u,? w,? positiv sein miissen, wenn 4, ¢y und g positiv
sind, indem wir den Satz! benutzen, daB siny, < sinyg + sinz, ist.

! Dieser Satz der sphérischen Trigonometrie, der in keinem der dem
Verfasser zuglinglichen Lehrbiicher zu finden war, folgt fiir den Fall, daB

7, =7 und 5, ist, aus der Ungleichung 2 sin_ﬂzl <2 sin% + 2s8in % , die
eine bekannte Eigenschaft des geradlinigen Dreiecks ausdriickt, das mit dem

sphéirischen die Ecken gemein hat; denn dann ist cos % = cos 12‘1 und cos Te

Der Satz ist also bewiesen, wenn 75,, 7, und 7, =< 90° sind, “und folgt fiir
Ngs Mg M= 90° aus der Betrachtung des Nebendreiecks mit den Seiten 7,
180° — 7, 180° — .. Auf diese beiden Fille kinnen aber mit Hilfe der
Nebendreiecke alle anderen zuriickgefiihrt werden.
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Fiir je drei konjugierte Halbmesser gilt demnach der folgende Satz:

12. Pir je drei honjugierte Halbmesser eines Ellipsoids ist kon-
stant erstens die Summe der Quadrate derselben, zweitens die Summe
der Quadrate der Flicheninhalte der drei von ihnen gebildeten Dreiecke
und drittens der Rauminhalt des von ihnen bestimmten Tetraeders.

Dieser Satz 148t sich auch aus den entsprechenden Eigen-
schaften der Ellipse (Satz 35, S. 97) beweisen, da jedes Tripel kon-
jugierter Durchmesser dadurch in jedes andere iibergefiihrt werden
kann, daB man dreimal je ein Paar durch ein Paar derselben
Ebene ersetzt.

Auch Gleichung (17) gestattet die Interpretation, daB die Summe
der Quadrate der Projektionen je dreier konjugierter Halbmesser auf
eine bestimmte Axe (OX) konstant ist, und eine entsprechende Inter-
pretation gilt fiir Gleichung (18) (in Beziehung auf die Ebene 0 ¥2).

Nehmen wir an, daB die Fliche 2. Grades auf ihre Haupt-
axen bezogen sei, daB also Gleichung (I) des vorigen Paragraphen
die Form:

' ] ] ]
(18) EtE+5=1
habe, so lehren unsere Formeln die Bestimmung dieser Haupt-
axen aus drei der Gr6Be und gegenseitigen Lage nach ge-

gebenen konjugierten Halbmessern der Fliache 2. Grades.
Dann nimmt nimlich Gleichung (17) die Form an:

(19) W2+ 4w, = a
der sich die beiden anderen (€, =B, = 0):

(20) i + 2 fh9, + ufa9, = 0,
(21) il + u’fyhy + usfihy = 0

anschlieBen. Multiplizieren wir diese drei Gleichungen der Reihe
nach mit £;, ¢,, », und addieren sie und verfahren ebenso mit f;,
9gr hy TESD. [y gy by, 80 folgt:

u 2f] + w2f, cos ng + u,2f, cos y, = a’f,,
(22) u, 2f] cos 1y + u,2f, + u,’f, cos q, = a?f,,

u 2f, cos 1, + w2, cos n, + ulfy = a’fy;
aus diesen drei homogenen linearen Gleichungen fiir die Kosinus
f1 [s [z der Winkel der Halbaxe a mit den drei konjugierten Halb-
messern u,, %, u; konnen die Verhiltnisse jener berechnet werden,
sobald die Halbaxe a so bestimmt ist, daB die drei Gleichungen (22)
mit einander vereinbar sind. Eliminiert man demnach £, f;, fs
aus ihnen, so ergiebt sich fiir a? = u die folgende kubische Gleichung:

SCHUR, Analytische Geometrie. 14
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(23) { T, Puy®uy® — u (uyuy sin? ny + uy®u; sin® 1, + u,>u,?sin® 55)
+ 03 + 3 + 27) — u = 0.
In der That wird der Koefficient von u,2u,2uy:
1 — cos?s, — cos?y, — cos® 7, + 208 7, CO8 7, CO8 7,
(24) { = (1 — cos?,) (1 — cos? 9,) — (cos 5, — cos 7, cos 77)?
= gin?y, sin?y, — sin?7, sin?7, cos®s, = sin?y, sinz, sin’e, = T2,
Schreibt man Gleichung (23) in der Form:

(® — ) (2, — u) (y® — ) — (,® — ) uy ug* cos 7
— (u3® — v)ugPu P cos g, — (u,® — u)u *u,cos 7
+ 2w, 2u,uy® cos 7, cos 7, cos 7, = 0,

(28

so geht sie in Gleichung (IV) des vorigen Paragraphen auf 8. 197
tiber, wenn man setat: »®= 4, u,?= B, u®=C, yucosn =4,
uyu, co8 9, = B, w,u, cos gy = C;,. Man kann folglich wie dort
(vergl. auch die Anm. auf S. 200 und 201) beweisen, daB sie
stets drei reelle und im allgemeinen von einander verschiedene
Waurzeln a?, 52, ¢? besitzt. Gleichung (23) liefert somit einen neuen
Beweis der Relationen (III), (IV) und (V) fir die besondere Flichen
gleichung (18), und aus ihnen kann man wie auf S. 201 beweisen,
daB a?, 2%, c* positiv sind, wenn dasselbe von u% u,® und uy?® be-
kannt ist.

Hat man nun aus den GHleichungen (22) und den entsprechen-
den die Verhiltnisse der f,, f;, f3; 9, u. 8. w. gefunden, so bestimmt
man diese GroBen selbst aus (19) und den beiden entsprechenden
Gleichungen. Substituiert man dann in die linke Seite von (20) aus
(22) einmal die Werte von a?f, a®f,, a®f;, und das andere Mal die
von b%g,, bg,, b3g,, 8o ergiebt sich durch Gleichsetzung der so ge-
wonnenen Ausdriicke, wenn, wie wir voraussetzen wollen, die drei
Waurzeln unserer kubischen Gleichung verschieden sind, das Bestehen
von (leichung (20); ebenso beweist man dasselbe von Gleichung (21)
und der entsprechenden dritten. Die Gleichungen (19), (20) und (21)
zeigen nunmehr, daB:

f1@shy — hygq) + [ 9shy — hsg) + [y (91 g — 1y 9y)
nicht verschwinden darf. Multipliziert man dann dieselben Gleichungen
der Reihe nach mit £}, g,, A, und addiert sie und verfihrt ebenso
mit den analogen Gleichungen fiir 42 und ¢?, so erhilt man in Rick-
sicht auf die erste der Gleichungen (22) und die entsprechenden in
b* und ¢® fur die drei GroBen:
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u (R + 900+ WP = 1) 0 (fify + 9194 + hyhy — cvsy),
u(fyfs + 9195 + ky by — cosy)

drei homogene linesre Gleichngen mit den Koefficienten £, f; f3;
1y 92 95> Py Ry, Ry, 80 daB jene drei GroBen verschwinden miissen.

Auf diesem Wege kann man direkt zeigen, daB die nach der obigen
Vorschrift berechneten GroBen f,, g,, k,, u.s. w. wirklich die Richtungs-
kosinus der gegebemen konjugierten Halbmesser in Beziehung auf drei
zu einander senkrechte Axen, die Hauptaxen der Fliche 2. Grades,
sind. Man kann daher die Gleichungen (22) und die entsprechenden
auch dazu benutzen, um die Richtungskosinus dreier konjugierter
Halbmesser eines Ellipsoids zu bestimmen, die gegebeme Grifien
haben und gegebene Winkel mit einander bilden, vorausgesetzt, da8
diese 6 Stiicke die Relationen (III), (IV) und (V) befriedigen.

Transformiert man die allgemeine Flichengleichung (I) des
vorigen Paragraphen aunf drei conjugierte Halbmesser u, u,, u, als
Koordinatenaxen mit Hilfe der Formeln:

(25) z=p+ 17+ [3%+ [3%; 0. 8. W,

8o geht die allgemeine Flachenglemhung nach (4), (7), (8) iber in:
i

(VD) A B,

wo fir 4 =0 auf der rechten Seite f durch 0 zu ersetzen ist, und
die 1:u? irgend welche den Zf, + G,g, + H,h, proportionale GrdBen
bedeuten.

Handelt es sich um die Paraboloide, ist also y = 0, so fithrt
. die Transformation (25) deren Gleichung {iber in:

(VII) o223+ w,22,2+ 2 l/ % 2= 0

wenn (p, ¢, r) irgend ein Punkt des Paraboloids, (f;, ¢,, ) und
(f3 929 hy) zwei konjugierte Richtungen der Tangentialebene dieses
Punktes bedeuten, so also, daB:

(26) Ffy+ Gigs+ B hy=0
ist, und endlich:
(27) [3:95:hy=U:C,:B8, =€ :8:% =8,:%:€C

ist. Fir y = 0 wird namlich hiernach:

(28) A=+ (DY £4+EY £B+ FY £ €)%,

wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem %, B und G,
die nach (27) gleichen Zeichens sind, oder @ positiv oder negativ
14*

A
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sind. Fir die w?= F,f,4+ G,g,+ H;h, ergeben dann analoge Rech-
nungen wie eben die beiden Relationen:
T*e = w,?sin7, + w,?siny,,
T8 = 0, 0,2,
deren geometrische Interpretation fiir das elliptische Paraboloid von
geringem Interesse ist.

Stehen die drei neuen Axen aufeinander senkrecht, so sind p, ¢, 7
die Koordinaten des Scheitelpunktes des Paraboloids, zu deren
Berechnung man zun#ichst die folgenden drei Gleichungen erhilt:

29) pAd+gC +7B +D= %(sw +6,E+ % F), usw,

(V) {

die aber wegen y = 0 nicht unabhingig voneinander sind. Sub-
stituiert man jedoch die linken Seiten dieser Gleichungen in (2), so
erhilt man die zur Bestimmung von p, ¢, r noch fehlende lineare
Gleichung.

Die Durchmessereigenschaften der Cylinderflichen decken sich
mit denjenigen ihrer Kegelschnitte.

1. Aufgabe. Man beweise, daB durch schiefe Spiegelung an
der Ebene OXY jede Kugelfliche in ein Ellipsoid iibergeht, und
daB je drei aufeinander senkrechte Durchmesser der Kugel in drei
conjugierte Durchmesser des Ellipsoids iibergehen (vergl. Aufg. 3.
in § 10 auf S. 93). '

2. Aufgabe. G@leitet eine Strecke mit ihren Endpunkten auf
irgend drei festen Ebenen, so beschreibt irgend ein Punkt der Strecke
oder ihrer Verlingerung ein Ellipsoid, und zwar erhilt man den
Endpunkt des jeder der drei Ebenen konjugierten Durchmessers,
wenn die bewegliche Strecke auf ihr senkrecht steht (vergl. Aufg. 5
in § 11 auf S. 101 und Aufg. 5 in § 20 auf S. 168).

3. Aufgabe. Man stelle die Bedingungen dafiir auf, daB ein
Ellipsoid drei gleiche und gegeneinander gleich geneigte konjugierte
Halbmesser besitzt.

4. Aufgabe. Man stelle die Bedingungen zwischen den GriBen
und Winkeln dreier konjugierter Halbmesser eines Ellipsoids auf,
wenn dieses eine Rotationsfliche sein soll (vergl. Satz 70 auf S. 201
und die Bemerkungen zu Gleichung (23) dieses Paragraphen).

5. Aufgabe. Man bestimme die Kreisschnitte eines Ellipsoids
durch die Frage nach einem solchen Tripel konjugierter Halbmesser,
von denen zwei einander gleich sind, aufeinander senkrecht stehen
und gegen den dritten gleich geneigt sind.
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6. Aufgabe. Man zerlege wie am Schlusse von § 10, S. 92
die linke Seite der Flachengleichung (I) des vorigen Paragraphen in
die beiden linearen Faktoren, in die sie zerfallen muB, wenn erstens
7 =0 und zweitens die drei Kegelschnitte zerfallen, in denen die
Fliache von den drei Koordinatenebenen getroffen wird.

Man untersuche die Abhingigkeit dieser vier Bedingungen von-
einander.

7. Aufgabe. Man bestimme den Ort derjenigen Geraden, welche
drei windschiefe Geraden gleichzeitig schneiden.

Will man hier zu lange Rechnungen vermeiden, so wird man
zwei Fille unterscheiden: 1. die drei Geraden sind derselben Ebene
parallel, 2. sie sind nicht derselben Ebene parallel. Im ersten Falle
kann man die drei Geraden zu einer der drei Koordinatenebenen parallel
annehmen und erhélt ein hyperbolisches Paraboloid. Im zweiten
Falle bilden die drei Geraden mit denjenigen, welche je zwei schneiden
und der dritten parallel sind, sechs Kanten eines Parallelepipedons,
dessen Mittelpunkt man zum Mittelpunkt eines den drei Geraden
parallelen schiefwinkeligen Koordinatensystems machen kann. Trans-
formiert man die so erhaltene einfache Gleichung auf irgend ein recht-
winkeliges System mit demselben Anfangspunkte, so ist zu zeigen,
daB 4 negativ ist (s. die Formeln (2), (3), (4) auf S. 196 und (IV?)
in § 19 auf 8. 151). Ist das Parallelepipedon ein Wiirfel, so erhalt
man ein einschaliges Rotationshyperboloid besonderer Art; man be-
stimme in diesem Falle die Rotationsaxe.
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39, 118, 152.

Trigonometrischen Funktionen, Defi-
nition der, 19, 22.

Trisection des Winkels 74 Aufg. 6.

Umlaufungsrichtung eines Dreiecks 36.

Verbindungslinie zweier Punkte 34,117.

Verhiltnis zweier Strecken 9.

Vier Ebenen durch einen Punkt 132
Aufg. 10.

Vier Punkte in einer Ebene 124.

Volumen desTetraeders 141,143 Aufg.5,
156 Aufg. 10.

‘Winkel einer Geraden mit einer Ebene
130. :

Winkelmessung im Raume 118.

Winkel zweier Ebenen 126.

Winkel zweier Geraden 42, 125.

‘Witt, Johannes de, VIL

Zerfallende Fliche 2. Grades218 Aufg. 6.
Zerfallender Kegelschnitt 91—93, 104,
109 Aufg. 1.

Bemerkte Druckfehler.

S. 50 fehlt in Gl (5) vor Aq + E eine Klammer (.
S. 71, Z. 15 muB es heiBen statt dovumnroror: dovuntwror.
S. 116, Fig. 50 muB es heiBen statt P auf OX: P,.
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