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Vorwort zur ersten Auflage. |
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Indem der Unterzeichnete ein neues Lehrbuch der Determinanten-
Theorie der Oeffentlichkeit iibergiebt, glaubt er Zweck und Stellung
desselben zu #hnlichen Biichern scharf hervorheben zu miissen. Wir
besitzen zur Zeit in Deutschland fast ausschliesslich solche Darstellungen
dieses Wissenszweiges, welche das Bediirfniss des ersten Anfingers im
Auge haben; hierher gehoren ausser der an sich gewiss uniibertreff-
lichen, fiir Lehrzwecke aber nach allgemeinem Urtheile nicht ent-
sprechenden Schrift von Hesse und der nur fiir die erste Einleitung
berechneten von Reidt besonders die I.ehrbiicher von Délp und
Hattendorff, von denen letztres mit Recht sich weitrer Verbreitung
erfreut. Auf der andren Seite steht ausser dem in manchem anti-
quirten Erstling Brioschi’s vor Allem 'das meisterhaft angelegte
Handbuch von Baltzer, fiir dessen Bedeutung gewiss hinlanglich die
vierte Auflage spricht. Dasselbe ist jedoch eben ein Handbuch und
muss als solches eine knappere Haltung annehmen, als es bei Lehr-
biichern erlaubt resp. geboten ist. Auch wird Jeder zugeben miissen,
dass trotz der- ungemeinen Eleganz dieser Darstellungsweise oder besser
. gesagt, gerade wegen derselben, ein erstes Studium des Werkes mit '
Schwierigkeiten zu kampfen hat. Der Verfasser steht, wie diess auch
seinerzeit eine Recension 'im 1. Bande der Zeitschr. f Math. u. Phys.
Brioschi gegenilber richtig bemerkt hat, auf stréeng combinatorischem
Boden, setzt also dabei eine Vorbildung voraus, wie sie den Studirenden,
wenigstens in einem grossen Theile unsres Vaterlandes, nicht zu Theil
wurde und werden wird.

Dem gegenitber ward hier beabsichtigt, einen Mittelweg einzu-
schlagen. Das Lehrbuch soll auf der einen Seite selbst dem Studenten
des ersten Semesters gerecht werden, und zwar ward als Norm der
mitzubringenden Kenntnisse, wenigstens fiir die ersten Kapitel, die
bayrische Maturitats-Priifung angenommen, wozu nur noch der so leicht
zu erwerbende Begniff des partiellen Differentialquotienten hinzuzutreten
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hatte. In. Verfolgung dieses Grundgedankes musste die Behandlung
des Stoffes moglichst einfach sich gestalten und musste man von den
an sich ungleich eleganteren Methoden der Combinationslehre vollig
absehen; ebenso verstand es sich von selbst, dass die vorgetragenen
Lehren sich durchweg an practische Beispiele anlehnten. Spater, etwa
vom 5. Kapitel ab, konnte die Darstellung an Kiirze gewinnen, indem
verschiedene fiir den Anfang unumginglich nothwendige Mittelglieder
wegfallen durften. Auch musste, wenn andernfalls eine vollstandige
Uebersicht der Determinantenlehre im Plane lag, spaterhin ein grosseres
Mass allgemein mathematischer Vorkenntnisse vorausgesetzt werden, so
besonders bei den Funktionaldeterminanten; indess wurde auch hier auf
geeignete das richtige Verstdndniss erfahrungsmissig beférdernde Bei-
“spiele noch stets Bedacht genommen. Mit Riicksicht’ auf die vorstehend
erorterten Grundgedanken beriihrt sich unsere Schrift sehr nahe mit
einer ahnlichen von Studnicka, welche jedoch trotz mehrfacher Vor-
ziige sich ausserhalb ihres engeren Vaterlandes nur wenig Eingang ver-
schafft zu haben scheift.

Neues zu bringen kann nicht eigentlich Aufgabe eines Buches sein,
wie des vorliegenden. Andrerseits versteht es sich von selbst, dass
jede griindliche Durcharbeitung eines Gegenstandes auch manche bisher
noch nicht beriihrte Seite desselben wird erkemnen lassen. So diirften
besonders S. 20—23, 8. 46—47, S. 87—88, S. 96—103 einige auch dem
Sachkenner neue Bemerkungen darbieten. Insbesondre sei es erlaubt,
auf den darin enthaltnen rein elementaren Beweis fiir das Cayley’sche
Theorem hinzuweisen; eine kurze Notiz hieriiber befindet sich bereits
im Tageblatt der Breslauer Naturforscherversammlung. Die Kapitel 1,
4 und 6 finden sich tiberhaupt als solche noch in keinem bisher er-
schienenen Lehrbuche dieser Disciplin; fiir das erste war es im Ganzen
und Grossen nur erforderlich, die zahllosen von Baltzer aufgefundenen
Notizen zusammenzustellen. Die von der gewdhnlichen etwas ab-
weichende Behandlung der cubischen Determinanten ist S. 118 zu
motiviren versucht worden.

Dass in der Hauptsache nur deutsche Originalarbeiten citirt wur-
den, wird Billigung finden, indem so am leichtesten der Zweck, den
Studirenden zur selbststindigen Quellen-[.ecture hinzuleiten, erreicht
werden mochte. . . .

Habeas tua fata libelle.

Miinchen, im November 1874,
Dr. 8. Giinther.
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Vorwort zur zweiten Auflage.

Es gereicht dem Verf. zur grossten Befriedigung, bereits in einer
relativ so kurzen Frist der ersten Auflage dieses Buches die zweite
nachfolgen lassen zu konnen. Selbstverstindlich sind die Grundsatze,
nach welchen jene erste gearbeitet war, unverandert beibehalten worden,
da sie, wie der Erfolg zeigte, im Allgemeinen den Bediirfnissen und
Wiinschen unserer angehenden Mathematiker entsprachen. Um so mehr
aber musste im Einzelnen die kritische Feile angelegt werden, und die
zahlreichen Besprechungen seines Buches, deren ihm circa zwolf in ver-
schiedenen Sprachen bekannt geworden sind, haben ihm dafiir reichlich
Anhaltspunkte geboten. :

An erster Stelle sei daher iiber-die vorgenommenen Modifikationen
Bericht erstattet. Es ward einer Recensions-Forderung gemass das
Kapitel iiber cubische Determinanten an das Ende des Ganzen verlegt.
Dagegen konnte sich’der Unterzeichnete nicht entschliessen, den Wunsch
eines verehrten wissenschaftlichen Freundes zu erfiillen und dem histo-
rischen Eingangskapitel ein Gleiches widerfahren zu lassen. Er verhehlt
es sich nicht, dass der' Studirende mit dem Verstindniss jener Skizze
nicht gleich beim ersten Male vollig fertig werden wird, allein er kann
, darin keinen Uebelstand erblicken, da vielmehr die etwa angetroffenen
- Schwierigkeiten ihm zum Sporn dienen werden, um mit desto mehr
Energie in die anfinglichen Mysterien des Determinantenbegriffes sich
hineinzuarbeiten. — Der Ausstellung des Referenten aus Ohrtmann’s
Jahrbuch, welcher eine ausfiihrlichere Behandlung der homogenen
Gleichungen und der orthogonalen Substitutionen wiinschte, ward nach-
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zukommen versucht, hingegen schien es nicht erforderlich, geometrische
Anwendungen in betrachtlich grosserem Masse aufzunehmen. Denn ein
Lehrbuch der Determinantentheorie soll und kann niemals ein Lehr-
buch der analytischen Geometrie ersetzen, und wird. diess demmoch zu
leisten versucht, so gelangt man zu solch’ unerfreulicher Verquickung
verschiedeper Dinge, wie sie das sonst lobenswiirdige neueste Werk
von Dostor wenig vortheilhaft charakterisirt. Immerhin ward das
kurze der Geometrie gewidmete Kapitel soweit umgearbeitet, um dem
Studenten eine Perspektive auf das so unendlich ausgedehnte Feld der
geometrischen Determinantenlebre zu eroffnen — und mehr soll. ein
Buch wie dieses eben principiell nicht anstreben. Ein Leitfaden, der
auf die ersten zwei bis vier Semester berechnet ist, kann ebensowenig
so fundamentale Disciplinen, wie Funktionaldeterminanten und Trans-
formation, zu einem auch nur einstweiligen Abschluss bringen: seine
Bestimmung ist lediglich die, anzuregen und fiir spatere Studien die
Grundlage zu liefern. Daher die wie es scheint nicht allenthalben
richtig gewiirdigte Zuriickhaltung, welche sich der Verf. bei den letzten
-Kapiteln damals nicht minder als jetzt auferlegte.

Drei Paragraphen wurden, wie das Inhaltsverzeichniss beider Aus-
gaben lehrt, ganzlich verindert, indem die darin behandelten Materien
mit dem sonst durchweg vorausgesetzten Durchschnittsmass der Vor-
bildung nicht zu harmoniren schienen. In Kap. II. ward aus systemati-

schen Griinden § 5 mit 6 vertauscht, dem geschichtlichen und dem

von' den Kettenbriichen handelnden Kapitel musste jeweils ein weiterer
Paragraph zugesetzt werden, um seitdem erworbene Ergebnisse passend
. unterzubringen. — Die hochst zahlreichen Verbesserungen und Er-
weiterungen, welche -die zweite "Auflage erfahren, lassen sich hier im
Einzelnen nicht registriren; der Leser wird sie schon selber finden und
hoffentlich auch dem Verf. das Zugestandmss machen, dass kaum irgend
eme Seite des Buches die revidirende Hand vermissen lasse *)

Die beiden Anhinge werden, so hoffen wir, den fritheren Freunden
des Werkchens nicht unwillkommen sein. Wihrend der erste den Be-
diirfnissen des Anfangers dadurch entgegenkommen will, dass er ihm

*) Die Bemerkung in ‘der Randnote 8. 112 ist, was hier zur Verhiitung von
Missverstindnissen bemerkt sein moge, dahin zu verstehen, dass bei Gleichungen —
nicht anch bei Ausdriicken schlechtweg — der Coéfficient des hochsten Gliedes als

durch Division stets weggeschafft vorausgesetzt wird.

~
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eine griindliche Uebung im so zu sagen mechanischen Determinanten-
rechnen, diesem A und O jedes Fortschrittes, erleichtert, verfolgt er
dabei auch noch eine zweite wichtige Tendenz. Es sollen dadurch dem
Lernenden Ausblicke in jene Partieen der Wissenschaft geschafft wer-
den, von welchen der Text programmgemiss nichts berichten konnte;
es sollen durchaus nicht lauter Probleme vorliegen, die sich im ersten
Ansturm bewaltigen lassen, vielmehr soll durch sie das Stidium auf
di¢ Originale hingelenkt werden. Aus diesem Grunde sind die Quellen °
mit aller nur moglichster Sorgfalt angefiihrt worden. — Was den zwei-
ten (literargeschichtlichen) Anhang anlangt, so geht seine Existenz-
Berechtigung wohl direkt aus dieser seiner Existenz hervor.

Sowohl fiir das Buch selbst als auch fiir die beiden Zugaben hielt
die Beschaffung der literarischen Hiilfsmittel theilweise ausserordentlich
schwer. Um so dankbarer erkennt der Autor die liebenswiirdige Unter-
stiitzung an, welche er bei seinem Unternehmen allseitig gefunden hat,
so bei den HH. Studni¢ka in Prag, Mansion in Gent, Hoiiel in
Bordeaux, Bierens de Haan in Leyden, Zolotareff in St. Peters-
burg, ganz besonders aber bei den’ HH. Taylor und Glaisher in
‘Cambridge, welche ihm durch umfangliche Ausziige die Uebersicht iiber
die ausgebreitete literarische Produktion Grossbritanniens so betracht-
lich erleichterten. Nicht minder fihlen wir uns Herrn Dr. Magener
in Posen fiir die freundliche Ueberlassung des vollstindigen-Heftes ver-
bunden, welches derselbe iiber ein bei Jacobi gehortes Determinanten-
Colleg sich angelegt hat, und welches wir sowohl fiir die pricisere
Fassung einzelner Grundbegriffe als auch fiir die Verbreitung mancher
wenig bekannten Notiz (z. B. S. 104) verwerthen konnten.

Einige neuere Erscheinnngen des Biichermarktes wurden dem Verf.
bei seiner Entfernung von den Centralstatten der Wissenschaft leider
viel zu spat bekannt, um noch Verwendung finden zu kénnen, so
Fiedler's so wesentlich Vervollkommnete Neubearbeitung der Salmon’-
schen ,Transformationen, die neue Auflage des Werkes von Dolp,
Mertens’ Abhandlung iiber die symmetralen Determinanten, u. a. m.
Allein so weit immer fiir ihn die Moglichkeit reichte, hofft der Verf.
das Buch soweit gefordert zu haben, dass .es — stets natiirlich mit
Riicksicht auf den spezifisch- padagogischen Zweck'— den neuesten
" von der Disciplin der Determinantentheorie erreichten
Standpunkt vertritt. —

Den Bemiihungen der verehrten Verlagshandlung ist es gelunoen
den Druck so zu gestalten, dass des sehr bedeutenden Stoffzuwachses
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ungeachtet der aussere Umfang nicht nur nicht vermehrt zu werden
brauchte, sondern sogar um ein Geringes reducirt werden konnte.
Nicht minder ward auf ausserste Correktheit soviel moglich Bedacht
genommen, und der Verf darf sich der Erwartung hingeben, dass es
ihm und seinem wackeren Beistand, Herrn Mathematiklehrer Bein
in Erlangen, gelungen sei, dem angestrebten Ideal vollkommener Fehler-
freiheit diessmal wenigstens ziemlich nahe gekommen zu sein.
Habeas iterum tua fata libelle. ’

Ansbach, im Juni 1877.

Dr. S. Giinther.
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C Kapitel L
Historische Skizze der Entwickelung des Determinantencalculs.

§. 1. Die Erfindung der Buchstabenrechnung durch Vieta hatte die
nattirliche Folge, dass die Berechnung und Umformung verwickelter alge-
braischer Ausdriicke eine Lieblingsbeschiiftigung der bedeutenderen Mathe-
matiker jener Zeit wurde. Vornimlich trat diess Streben hervor in den
Anwendungen, welche man von der jungen Wissenschaft auf geometrische
Gegenstiinde zu machen liebte. Es sei hier. nur beispielsweise erinnert an
die schtnen Untersuchungen tiber das Kreisviereck, welche Praetorius 1)
und Albert Girard?) anstellten, oder auch an den mitthsamen Calcul,
durch welchen Joachim Jungius3) den Radius der einem Tetrader
umschriebenen Kugel zu bestimmen wusste, wenn dessen 6 Kanten ge-
geben waren. Bemithungen dieser und #hnlicher Art mussten natiirlich
an der ungeheuren Complicirtheit der Ausdriicke h#ufig scheitern, deren

weitere Behandlung der Gang der Rechnung erforderte. Insbesondere aber
musste diess eintreten, wenn durch die Aufgabe die explicite Darstellung
einer unbekannten Grosse geboten war, welche durch ein System linearer
Gleichungen mit anderen Unbekannten verkniipft erschien.

Diese Moglichkeit machte sich insbesondere auch dem -ersten Alge-
braisten seiner Zeit, Leibnitz, so fithlbar, dass er sich auf eine Abhiilfe
zu denken gendthigt sah. Sein Scharfblick erkannte bald, dasg hier nur
durch Einftthrung einer an sich willktirlichen symbohschen Bezeichnung
geholfen werden kdnne, an der sich gewisse algebraische Operationen leicht
vollziehen liessen. Wir diirfen uns tiber diese Idee nicht wundern, wenn
wir nur im Auge behalten, dass das Hauptverdienst des Mannes, mit dem

. wir es hier zu thun haben, in der richtigen und zweckmssigen Einfiihrung

solcher Bezeichnungsweisen lag, welche wir heutzutage Algorithmen zu
nennen pflegen. So hat derselbe auch allein die Diﬂ’erentialrechnnng ge-
schaffen, indem keiner seiner Vorghinger und Zeitgenossen seine Gedanken
in dieser Weise zur Realisirung zu bringen wusste — eine historische
Thatsaehe, welche auch besonders der Darstellung in einem neueren Werke4)
gegeniiber nicht scharf genug hervorgehoben werden kann. 8o hat Leib-
nitz ja auch, wenn in dlesem Punkt Grassmann %) geine Conceptionen
richtig erfasst hat, an einen fir geometrische Zwecke brauchbaren Algo-
rithmus gedacht, von dessen Verwendbarkeit die ,Ausdehnungslehre® des’
letzteren woh! gentigend Zeugniss ablegt.” Und der niimliche schipferische
Geist, welcher in den genannten Disciplinen reformirend auftrat, macht
sich anch betreffs des uns hier vorztiglich interessirenden Punktes geltend,
Ginther, Determinantentheorie. 2. Aufl, 1
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§. 2. Die Buchstabenrechnung war gegen Ende des 16. Jahrhunderts
ein Gegenstand des Stolzes fir alle Mathematiker geworden, welche auf
die Allgemeingtiltigkeit ihrer Resultate Werth legten. Man wird desshalb
das Erstaunen eines De 1’Hopital nur begreiflich finden kbnnen, als
Leibnitz 6) ihm mittheilte, dass er sich in neuerer Zeit wieder mehrfach
der Zahlen statt der Buchstaben bediene, und, indem er diese ersteren
doch wie Buchstabengrssen behandle, manch’ Weues und Interessantes ge-
funden habe. Es ist natiirlich, dass der franzisische Gelehrte aus dieser
kurzen Notiz nicht viel zu machen wusste und in seinem Antwortschreiben 7)
einige Bedenken Husserte. Hiedurch sah sich denn Leibnitz gendthigt,
nochmals auf diesen Gegenstand zurlickzukommen und De 1'Hopital
sein neues Princip gemauer auseinanderzusetzen.

Er beniitzt hiezn ein Beispiel. Gegeben sind die drei Gleichungen
10+ 11x 4+ 12y =0, 20 + 21x + 22y =0, 30 + 31x + 32y =0,
und zwar sollen die hier auftretenden Zahlformen nicht etwa Zahlen des
dekadischen Systemes sein, sondern es soll vielmehr die erste Ziffer jedes
solchen Gebildes den Platz der Gleichung und die zweite den Platz in der
Gleichung bezeichnen — ,le premier me marque de quelle equation il est,
la seconde me marque & quelle lettre il appartient8) —, mit andren
Worten, wir haben hier das erste Beispiel der uns jetat so geltufigen Be-
zeichnungsweise mit doppelten Indices vor uns.

Die drei obigen Gleichungen werden nun ganz so einem Eliminations-
processe unterworfen, als ob die darin vorkommenden Symbole wirkliche Zah-
len wiren, so dass man sofort auf folgende beide Gleichungen geftihrt wird :

10.22 — 12.20 + J1.22 x — 12.21 x — 0,
10.82 — 12.30 + 11.832 x — 12.81 x = 0,
und diese unterscheiden sich nur dadurch von einander, dass fiir jeden
einzelnen Ausdruck der ersten Gleichung die dritte Ziffer um Eins niedriger
ist als in dem entsprechenden der zweiten. Indem nun ferner Leibnitz
durch ein analoges Verfahren aus dem letzteren Systeme x wegschafft,
gelangt er zu einer Schlussrelation, welche er streng consequent so schrei-
ben mtisste:
10.21.32 — 10.22.31 + 11.22.30 — 11.20.32 + 12.20.31 — 12.21.830 = 0,
welche er aber, wiederum geleitet durch sein Bestreben zu vereinfachen,
in dieser Weise darstellt:
1. 2, . 8, 1. 2, . 8
11.22.3():11.20.32:
1, . 2. 8 1 . 2, . 8

Interessant ist auch Leibnitz’ Bemerkung, dass diese Finalgleichung
durch ihre allenthalben hervortretende ,Harmonie“ ihre Richtigkeit von
selbst darthue, und dass diese Harmonie bei Anwendung von Buchstaben
bei weitem nicht so deutlich hervortrete, zumal bei einer grisseren An-
zahl von Gleichungen. In Verfolgung dieses Gegenstandes, bemerkt er
weiter, habe er folgendes fiir jedes beliebige System ,einfacher“, d. h.
linearer Gleichungen geltende Gesetz gefunden®): ,Datis aequationibus
quotcunque sufficientibus ad tollendas quantitates, quae simplicem gra-
dum non egrediuntur, pro aequatione prodeunte, primo sumendae sunt
omnes combinationes possibiles, quas ingreditur una tantum coefficiens
uniuscujusque aequationis; secundo, eae combinationes opposita ~habent
signa, si in eodem aequationis prodeuntis latere ponantur, quae habent tot
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coefficientes communes, quot sunt unitates in numeto ' quantitatum tollen-
darnm unitate minuto; cetera habent eadem signa.“

In diesem Theoreme ist allerdings bereits mit ziemlicher Klarheit das:
eigentliche Wesen der Determinanten dargelegt, besonders auch die funda-
mentale Bestimmung, dass als erster resp. zweiter Index eines beliebigen
Gliedes die niimliche Zahl nie mehr als einmal auftreten durfe. — Leib-
nitz geht sogar noch weiter und deutet dié Verwendbarkeit seines neuen
combinatorischen Symboles auch fiir das allgemeinere Eliminationsproblem
an, ohme jedoch tiber einige allgemeinere Bemerkungen hinauszugehen.
. Ein spezieller Name fiir die neue Erfindung .findet sich noch nicht; die-
selbe wird vielmehr unter der generalisirenden Bezeichnung ,charactéristi-
ques“ mit begriffen.

De 1'Hopital erkennt in seinem Antwortschreiben 1) die Vorziig-
lichkeit der neuen Idee in unbestimmten Ausdriicken an, ohne jedoch tiefer
in die Sache sich einzulassen; fir ihn musste dieselbe, auch nach den Er-
klirungen seines Correspondenten, etwas sehr Fremdartiges behalten. Leib-
nitz erwihnt des Gegenstandes, da wohl seine historischen Untersuchungen
wie seine zahlreichen literarischen Streitigkeiten seine Aufmerksamkeit
grossentheils absorbirten, auch nur mehr voriibergehend. Einmal 1) er-
- klirt er noch, er halte seine Erfindung fir eine. der schinsten in der
Analysis, gewiss ein prophetischer und durch die Errungenschaften der
Folgezeit glinzend gerechtfertigter Ausspruch. Die Ersetzung der Buch-
staben durch Zahlen kommt allerdings noch &fter vor, so in einem sp#teren
Briefe 1?) an De 1"Hopital und — worauf erst Studniéka aufmerksam
machte 13) — in einer Streitschrift 1*) gegen Fatio de Duiller; allein
der eigentliche Determinantencalcul hat mit diesen Sp#tlingen nichts mehr
zu thun, — Wenn in der genannten Monographie Studnicka’'s das
Schlussresultat des L eibnitz gewidmeten Paragraphen dahin lautet, der-
selbe sei allerdings der erste Erfinder der Determinanten, aber nur in be-
schrinktem Sinne, so werden wir. mit Riicksicht auf die soeben zu Ende
geftihrte Analyse dem unbedingt beipflichten miissen.

Die Geschichtschreiber der’ Mathematik, wenn sie iiberhaupt, wie
Bossut %), den Gegenstand bertihren, scheinen von der oben erérterten-
Stelle nichts zu wissen; dieselbe ward nach Baltzer’s Angabe vielmehr
erst von Lejeune-Dirichlet ) wahrgenommen und in ihrer hohen
geschichtlichen Bedeutung erkannt.

§. 8. Die zweite und in ihren Folgen bei weitem wichtigere Erfin-
dung der Determinanten verdanken wir Gabriel Cramer, dessen be-
rihmtes Werk 7) ja itberbaupt so manchen interessanten Wink enthilt,
den erst die Neuzeit richtig auszuniitzen verstand. Es sei in dieser Be-
ziechung nur erinnert an jene dem Newton’schen Parallelogramm nach-
gebildete Regel zur Discussion der merkwiirdigen Curvenpunkte und der
in einem ‘solchen Punkte zusammenlaufenden Aeste, welche von Puiseux
wieder reproducirt und von Anderen auf die gliicklichste Weise mit der
Theorie der mehrblittrigen Riemann’schen Flichen in Verbindung ge-
setzt wurde.

" Bei Behandlung der .Aufgabe*), durch ( = v 4+ Y v) willktirlich

*) Speziell bei diesem Probleme erkannte Cramer einen eigenthiimlich schwie-
1.
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gegebene Punkie eine Curve der vien Ordnung zu legen, kommt es
selbstverstindlich auf die Auflésung eines Systemes von ebensovielen linea-

‘ren Gleichungen an, und Cramer %) zeigt nun, dass diese Operation

sthon bei einem durch ftinf Bestimmungsstiicke gegebenen Kegelschnitte
eine hdchst mithselige und zeitraubende ist. Diese Operation zweckmissig
zu vereinfachen ist Cramer’s in einer Note 2!) n#her charakterisirte
Absicht.

Er bildet demnach ein System linearer Gleichungen, und zwar ist
hiebei auf den einen entschiedenen Fortschriti in der Bezeichnungskunst
involvirenden Umstand aufmerksam zu machen, dass die Cotfficienten die-
ser Gleichungen beztiglich durch x!, y? z3 . .. dargestellt, werden, und
ausdriicklich vor einer Verwechselung dieser Symbole mit wirklichen Po-
tenzen gewarnt wird. Durch einfachen Inductionsschluss, gestiitzt auf die
wirklich ausgerechneten Werthe der in drei linearen Gleichungen vor-
kommenden Unbekannten, erhebt sich hierauf Cramer zu einer allgemei-
nen Ldsungsmethode, welche er folgendermassen schildert.

Der allen n Unbekannten gemeinsame Nenner hat ebensoviele Glieder,
als oft sich n Elemente permutiren lassen. Um jedes einzelne Glied zu
erhalten, schreibe man die unbekannten Grissen, stets in der nimlichen

" Reihenfolge, nacheinander hin und setze ihnen die n ersten Ziffern, in jeder

denkbaren Weise geordnet, als Exponenten (beziehungsweise Indices) bei.
Die Hilfte ‘der so erhaltenen Glieder ist positiv, die andere negativ; um
sich tiber das einem bestimmten Gliede zukommende Vorzeichen zu verge-
wissern, zihle man die in demselben auftretenden Inversionen ab; einer
geraden Anzahl kommt tas Vorzeichen Plus, einer ungeraden Minus zu.
Eine solche Inversion (,dérangement®) tritt aber dann ein, wenn ein im

" dekadischen Zahlensysteme hoher stehender Index seine Stelle links 'von

einem niedrigeren einnimmt. So kommt den Gliedern zly2v3, z3ylx? welche
resp. 0 und 2 Inversionen enthalten, das positive Zeichen zu. Um aus
dem Nenner den Zghler ftir irgend eine Unbekannte zu finden, hat man
nur deren Coéfficienten successive durch die bekannten Grossen zu ersetzen.

Cramer macht auch auf einjge Ausnahmsfille aufmerksam, welchen
seine Methode unterliegt. So kann der Nenner beispielsweise Null werden;
verschwinden dann auch die einzelnen Zuhler, so nimmt jede Unbekannte

den Werth % an, und das Problem ist unbestimmt, d. h. die den Gleich-

ungen entsprechenden Werthe miissen durch eine anderweite — fiir Cra-
mer wohl noch transscendente — Betrachtung ausgemittelt werden. Be-
haupten dagegen in jenem Falle die Zi#hler endliche Werthe, so ist eine
eigentliche Lbsung nicht mehr mdglich, vielmehr werden die Werthe fiir

D ————

rigen Satz der hbheren Curventheorie, welcher unter dem Titel ,Cramer’sches
Paradoxon“ auch spiteren Geometern, wie Lamé und Pliicker, zu denken gab;
man vergleiche die kurze aber inhaltsreiche Darstellung, welche Clebsch 18) von
der geschichtlichen Entwickelung jenes Cyklus von Theoremen gegeben hat. — Be-
treffs der nicht minder bemerkenswerthen Cramer’schen Regel, welche bei genaue-
rem Besehen nahezu zwei Drittel des ganzen Werkes erfiillt, ist auf eine ausfithr-
liche Studie vom Verf. dieses zu verweisen 19). Auch fir noch gar manche spiterhin
zu hoher Entfaltung gediehene Lehre diirften die Keime in Cramer's ,Introduction“
zu suchen sein, z. B. fir den allgemeinen Polaren-Begriff.
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.die Unbekannten unendlich gross, wie diess Cramer 32) in einem Beispiele‘
ausfithrlich erliutert.

Wir sehen hier die Lehre von den Determinanten bereits auf einem

verhiltnissméssig ziemlich hohen Standpunkt; insbesondere muss auf den

eleganten Modus hingewiesen werden, durch welchen Cramer die Vor-
zeichen bestimmt, und ‘der auch spiiteren Geometern, vornimlich aus der

combinatorischen’ Schule, Stoff zu interessanten Untersuchungen dargeboten .

hat. Dagegen betrachtet Cramer seine Erfindung offenbar mehr nur in
dem Sinne eines angenehmen Erleichterungsmittels algebraischer Rechnun-
gen und erkennt derselben nicht die principielle Bedeutung zu, welche
Leibnitz (s. 0. §. 2) ihr unterlegte und die ibr auch wirklich mnewohnt
Freilich ist auf der anderen Seite auch wieder zu bemerken, dass Cramer
an die so unendlich wichtige symbolische Darstellung seiner Aggregate
gar nicht gedacht zu haben scheint.

§. 4. Der grosse Mathematiker des siebzehnten Jahrhunderts Leon-
. hard Euler, scheint von diesen Bemiithungen seines Zeltgenossen und
Landsmannes Cramer keine Kenntniss gehabt und tberhaupt das neue
Verfahren vollstindig ignorirt zu haben, obwohl in seine spiteren Lebens-
jahre die Arbeiten Bézout's fallen, welcher, wie wir bald niher sehen
werden, von demselben einen so wichtigen Gebrauch zu machen verstand.
Gleichwohl konnte auch er den Zeitumstiinden, welche gebieterisch die
Einfthrung und Aufnahme dieses analytischen Instrumentes erforderten, so
wenig sich entziehen, dass er selbst einen newen Algorithmus in's Leben
rief," der eigentlich nur ein versteckter Determinantencalcul ist. Um nim-
lich den Unbequemlichkeiten zu entgehen, welche die Rechnung mit den
in entwickelter Gestalt so wenig tibersichtlichen Ni#herungswerthen von
Kettenbriichen mit sich brachte, druckte or den Werth des Kettenbruches

1
a4+ —
b+ c + .+ 'x%
folgendergestalt durch ein Symbol aus
(a, byc,d...m)
’ (bye,d...m)

Mit der blossen Einftithrung dieser neuen Bezeichnungsart whre natiir-
lich an sich wenig gewonnen gewesen; Euler that jedoch auch den erfor-
derlichen Schritt, um die an sich gleichgtiltige Form zu beleben, und
stellte #3) eine Reihe von Regeln auf, um mit diesen Symbolen wirklich
operiren d. h. rechnen zu kdnnen. Diese Regeln sind nun genau die nim-
lichen, mittelst deren wir gegenwiirtig eine Determinante nach den Ele-
menten einer bestimmten Reihe in erste Unterdeterminanten zerlegen.
Besonders instructiv ist in dieser Hinsicht der Beweis, welchen Euler %)
ftir den Fundamentalsatz der Kettenbruchlehre

— (Pa—1 Qa — PuQn-1) = Pn2 Qo1 — Pon1 Qu—s

giebt, unter Py und Qv beziiglich den Zihler und Nenner des vten Niher-
ungswerthes eines Kettenbruches von der obigen Form verstanden. Wir
erhalten:

(abc...pq (bye...pgr) — (b,c...p,q) (@ b,c...p,q,r)
=(a be...pdr (be...pq + @ be...pq (bhye...p)
—Mmc...pqQr(abe...p,q) — (bc...p,q)(a,b, p)
=[(a»'b:°v"qu)(bt°' "P)_(&:b °"'P)(b’°"~PvQ)x
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und hiemit ist der Satz bewiesen. Dass der Beweis dieses Lehrsatzes
durch wirkliche (Kettenbruch-) Determinanten sich ganz analog gestaltet,
ist an einem anderen Orte gezeigt worden ?), und wir diirfen mit Riick-
sicht hierauf wohl behaupten, dass Euler, obwohl er die eigentliche De-
terminantenrechnung nicht kannte, trotzdem gewissermassen instinktiv die
Nothwendigkeit eines solchen Hiulfsmittels richtig erfasste. Auch hat er

_sich seines neuen Algorithmus bei verschiedenen Problemen der Zahlen-

theorie mit Vortheil bedient. So besonders in seiner Untersuchung 26)
»de resolutione formulae p = 4/lqq + 1 in numeris integris, wo, wenn

— 1
Vi=v + o 4 .. Gesetzt wird,

(v,a,bec.. =13 bec.. )0 +teu
eine besonders wichtige Relation darstellt 27). Unter einem gleichen Ge-
sichtspunkt haben auch einige der bedeutendsten neueren Mathematiker,
wie Gauss?®) und Dirichlet 2°), ihn wieder aufgenommen; jedoch tritt,
besonders bei ersterem, der Charakter eines Algorithmus gegen den einer
bequemen Bezeichnungsweise zurfick.

Erkennt man, wie das die historische Entwickelung zwingend fordert,
die Determinantenrechnung als Ausfluss der sogenannten combinatorischen
Analysis an, so wird man sich mit dem Ausspruche Hindenburg's ein-
verstanden erkliren miissen, dass das eigentliche Bildungsgesetz der Ket-"
tenbruchsymbole (resp. Determinanten) in Euler's ,wirklich combinatori-
scher Auflésung® bereits implicite enthalten- sei 30). -

8. 5. Auch in einem anderen Probleme, welches Euler mit Vorliebe
behandelte, hitte sich der Nutzen der Determinanten sehr augenfillig
herausgestellt, wenn er denselben in seiner Wichtigkeit erfasst gehabt
hitte, niimlich in dem allgemeinen Eliminationsprobleme. Euler hat das--
selbe allerdings mit Geschick und Gliick behandelt, und wihrend sein
erstes Verfahren *) die Resultante aus zwei algebraischen Gleichungen noch
in unentwickelter Form durch symmetrische Wurzelfunktionen lieferte 31),
erkannte er in einer spiiteren Abhandlung3?) vollkommen richtig den in-
timen Zusammenhang dieser Aufgabe mit der Aufldsung eines Systemes
linearer Gleichungen. Allein- seine Methode liess dech noch Vieles zu
wiinsehen tibrig; so lieferte sie z. B. mnicht a priori den Grad der durch
die Elimination resultirenden Gleichung und duldete keine Ausdehnung
auf den Fall von mehr als zwei Gleichungen. Zudem waren die vorzu-

" nehmenden Rechnungen von der Art, dass sie nach Bézout's Aeusserung

selbst. ,le calculateur le plus intrépide“ entmuthigen mussten. Um diesen
Mingeln abzuhelfen, griff nun der eben genannte Mathematiker auf den
genialen Gedanken Cramer’s zurlick und stellte sich die Aufgabe, den
ganzen weitliufigen Eliminationsprocess ausschliesslich durch Gleichungen
vom ersten Grade zu bewdltigen. .

*) Den unmittelbaren Anlass zur Erorterung dieser Frage bot fir Euler das
in der vorigen Randnote namhaft gemachte Cramer’sche Paradoxon oder, wie er
sich ausdriickt, ,une contradiction apparente dans la théorie des lignes courbes.“
Die Bestimmung der Anzahl von gemeinschaftlichen (Durchschnitts-) Punkten zweier
algebraischen Curven ftthrt selbstverstindlich zu Eliminationen. "
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Zu diesem Ende stellt er ) zunfichst einen Htilfssatz aunf, welcher
seiner naturgemﬁssen Stellung nach eigentlich ein Corollar der oben (§ 2)
skizzirten Cramer’schen Auflosungsmethode sein wiirde, hier aber einen
selbststiindigen Platz einnimmt. Sind n#imlich n Gleichungen mijt n Un-
bekannten gegeben, so jedoch, dass an Stelle der bekannten Grossen durch-
weg Nullen getreten sind, so muss nothwendxg eine Bedingungsgleichung
zwischen den Coéfﬁc:enten bestehen, indem ja eigentlich n Gleichungen

mit den (n—1) Unbekannten oo ) el TeHt o Xn (p =n)
. X Xp Xp Xp P
gegeben sind.

Die Formulirung nun, welche Bézout der erforderlichen Bedingung
ertheilt, ist, wenn wir unsere moderne Ausdrucksweise dabei anwenden,
diese: Man bilde die Determinante der n? Coéfficienten und setze dieselbe
gleich Null. — Zur Bildung der Determinanten, deren symbolische Aus-
drucksform ihm freilich noch abgeht, giebt er eine Regel, welche zur
wirklichen Auswerthung einer solchen Form auch jetzt noch ganz praktisch
sich erweisen wird, und die wir daher an einem Beispiele etwas ausfiibr-
licher darstellen wollen:

Es mdgen gegeben sein die drei Gleichungen:
ax + by 4+ cz = 0, a’cs + b’y + ¢z =0, a'x + by + ¢z = 0,
und es sei bekannt, dass die Bedingung flir deren Cotxistenz durch nach-
stehende Relation zwischen den Cosfficienten -

ablcu —_ &C’b” + calbn bﬂv cll + bcl “ao__ Ob/_&“ — 0
ausgedriickt sei. Um dann die analoge Bedingung ﬁ1r die vier simultanen
Gleichungen
ax + by + ey + dt = 0, a's + b’y + ¢z + d't = 0, a’x + by

+ cllz + d”t —_ 0’ a'lllx + blll + cIIIz + dlllt o 0

zu erhalten, sehe man zuniichst von den Indlces ab, setze jedem der obigen
sechs Glieder ein d als vierten Faktor bei, lasse dless d, wihrend die drei
anderen Elemente ihre lexicographische Anmdnung bexbehalten, jeden mog-
lichen Platz einnehmen, und ertheile den so entstandenen Produkten ab-
wechselnd das positive und negative Vorzeichen. So erhilt man fiir's Erste
die Identitit

abcd — abde + adbe — dabe — acbd 4 acdb — adeb -+ dacb

+ cabd — cadb + cdab — dcab — bacd + bade — bdac + dbac
+ bead — beda + bdea — dcba — cbad + cbda — cdba 4+ deba = 0.

Um nun jedes einzelne Glied -mit den néthigen Indices zu versehen,
giebt Bézout 3) folgende Anweisung: ,Alors conservez les lettres qui
occupent la premitPe place; donnez i celles qui occupent la seconde, la
méme marque qu'elles ont dans la seconde équation; & celles qui occu-
pent la troisidme, la méme marque qu'elles ont dans la troisiéme équation,
et ainsi de suite, égalez enfin le tout & zero et vous aurez 1'équation de
condition cherchée. °

Verbalten wir uns dieser Vorschrift gem#ss, so nimmt unsere Be-
dingungsgleichung schliesslich folgende Form an:

a-bl udlu —_— ab/du Wi + a.d‘b“ 1 da/bll o ac’b”d’" + ac’d”b‘”
—_— adlcubul + d&-lcubl“ + calblldlll —_ caldubl(l + cdla’ublll —_— dclallbll/
—_— ba clldlll _'_‘ baldllclll I bdlall i + dblall W + bc‘a“d“‘ —_— bc’d"a.’”
bdlcll i dc'b“a’”-—,—cb‘ Hdlll + cbldu i Cd'b“al” + dc’b“ﬂ,“l‘:o.



Die hier durchgefithrte Bestimmungsweise ist, wie' man sieht, die
néimliche, welche wir heutzutage als Zerlegung einer Determinante in -
Unterdeterminanten zu bereichnen pflegen, und zugleich die bequemste,
um auf recurrentem Wege zur Kenntniss der entwickelten Glieder einer
Determinante zu gelangen. Jedoch ist auch der Weg zu einer indepen-
denten Auffindung derselben darin bereits angedeutet; denn um zu der
obigen ersten Eliminationsgleichung zu gelangen, wird schon darauf hin-
gewiesen, dass bei einer Vertauschung einer ungeraden Anzahl von Buch-

" staben des Anfangsgliedes abc das negative, im anderen Falle das positive _
Zeichen erfordert werde 3). Auch ltsst diese Methode sofort erkennen,
aus wie viel Gliedern eine entwickelte Determinante besteht.

Indem dann Bézout an seine eigentliche Aufgabe geht, betrachtet

er eih System von n Gleichungen beliebigen Grades, welche nach ab-
stexgenden Potenzen einer beliebigen Unbekannten geordnet sind. Das
. allgemeine Problem lisst sich reduciren auf das speciellere, aus zwei
Gleichungen die gemeinschaftliche Unbekannte wegzuschaffen oder, - was
dasselbe ist, die von den Codfficienten zu erftillende Bedingung anzugeben,
wenn beiden Gleichungen eine gemeinschaftliche Wurzel zukommen soll.
Der im Folgenden massgebende Grundgedanke Bézout's ist nun der,
jede der beiden Gleichungen solange mit x zu multipliciren, bis ein System
vom Grade (p + q) vorliegt, unter p und q ‘die Grade der beiden ur-
spriinglich vorliegenden 'Gleichungen -verstanden. Nunmehr betrachtet er
die einzelnen Potenzen der unbekannten Grosse als neue Unbekannte und
sucht die Bedingung daflir, dass diese simmtlich linearen Gleichungen zu-
sammen bestehen. Dem bewiesenen Lemma zufolge wird aber diese ge-
funden, wenn man die.Co#fficienten dieser Gleichungen zu einer (p + q)
reihigen Determindnte zusammenstellt und diese mit Null identificirt. Aller-
dings muss zugestanden werden, dass Bézout auch diber dieses Resultat
noch hinausgieng und zeigte, wie man durch geeignete Operationen den
Grad der Resultante — denselben als gerade vorausgesetzt — auf die
Hilfte herabdrticken konne 36).. Da wir jedoch iber diesen Gegenstand
ohnehin im vierten Kapitel uns ausflihrlicher verbreiten miissen und der-
selbe keine principielle Bedeutung besitzt, so kinnen und miissen wir uns
von einem weiteren Eingehén auf die spiteren Abschnitte der Bézout'-
schen Abhandlung an dieser Stelle dispensiren.

Recapituliren wir also die Verdienste, welche sich Bézout um die
Ausbildung des Determinantencalculs erworben hat, so sind deren zwei zu
verzeichnen: Die Angabe einer bequemen Regel zur Bildung derartiger -
Ausdriicke und die Erweiterung des Cramer’schen Verfahrens auf ver-
wickeltere Eliminationen. An ein Rechnen mit Determinanten war dagegen -
noch nicht zu denken, so lange es noch an ‘einer concisen symbolischen
Bezeichnung fehlte.

§. 6. Gehen wir jetzt zu den Minnern iber, welche diese Bezeich-
nung und damit auch die Determinantenrechnung in’s Leben riefen. Auf
diese Erfindung und Einftihrung passender Algorithmen kann von Seite
des Historikers gar nicht genug Gewicht gelegt werden; was vor dieser
Epoche geschaffen ward, steht, und sei es moch so sehr der Ausfluss einer
genialen Idee, gleichwohl als unvermittelter sinnreicher Einfall isolirt da,
ja es kann vorkommen, dass andere Erfinder auf die nimlichen Formen
gerathen, ohne die Identitit beider zu erkennen. Einen solchen Fall haben

/
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wir oben (§. 4) bei L. Euler kennen gelernt, und ganz kiirzlich erst 37)
hat Hankel daran erinnert, dass Daniel Bernoulli, indem er die
algebraischen Gleichungen durch recurrirende Reihen aufzuldsen suchte *),
die hiebei auftretenden Coéfficienten durch analytische Gebilde darstellte,
welche sich bei genauerem Zusehen als sogenannte orthosymmetrische De-
terminanten erwiesen.

Den ersten Schritt. zn einer selbststindigen Bezeichnungsweise that
Vandermonde in einem Aufsatze 3Y), der erst im Jahre 1772 im Drucke
erschien, wihrend schon im vorhergehenden Jahre der Pariser Akademie
dartiber Bericht erstattet worden war. Derselbe legt consequent die Idee
zu Grunde, zwei verschiedene Grossen nicht mehr, wie dies bisher die
Algebra that, durch verschiedene Buchstaben, sondern vielmehr durch
Beiftigung doppelter Indices zu unterscheiden — eine Idee, welche, wie'
wir oben (§. 2) sahen, bereits von Leibnitz sich herschreibt. Dass er
dabei den Triger der Indices ghnzlich unterdrtickt und einen allgemeinen
Term nicht wie wir durch 8, = al, sondern blos durch i, = ik charak-

terisirt, bleibt in der Hauptsache gleichghltig.
Hierauf trifft Vandermonde folgende Festsptzung. Es soll sein 40)

a| g —alf af _.
. a—lb—a.b—b.a_11’22—12'21’
und im unmittelbaren Anschluss daran wird gelehrt, wie man eine Deter-
minante vom nten Grade durch Zerlegang in Minoren auf solche des
(n—1)ten zurtickftthren konne. Es sei beispielsweise die Reduction einer
Determinante finften Grades in Vandermonde’s Zeichensprache (le

symbole I sert ici de caractéristique) hier durchgefithrt 1),

Il
Man hat:
a|B|lr|dle__aplr|d|e N afly|dle e«ply|d|e
albjc|dle ™ a.ble|d]e b.c/d]|el|a c.djefa|b
aflyldle  eaBlr|d|e
+ d.eja|b,c + e.a|lbjc|d
oder in unseren Zeichen:
S 4+ 112238344 55 =55 3 + 11223344 — 45 3 + 112233 54
+ 853 + 11224354 — 253 + 113243 54 + 15 3 + 21 32 43 54.
Wie man sieht, ist hier der Ausgangspunkt fiir die ganze Behandlungs-
weise ein wosentlich anderer, als bei den bisher besprochemen Autoren,
denn wihrend bei diesen ausnahmslos der Entwickelungsgang die Discussion
gewisser analytischer Formen fordert, * filr welche sich alsdann bestimmte
Gesetze formuliren lassen, stellt Vandermonde umgekehrt diese Formen
als das primir Gegebene, als willktirliche Symbole hin und definirt
dieselben erst niher durch eine fundamentale Beziehung, welche jedes
solches Symbol von hoherem Grade mit anderen von geringerem verbindet.

\

‘%Gensuere Avufschliisse fiber diese viel zu wenig gekannte Methode des origi-
nellen Bernoulli und ither deren Zusammenhang mit neueren Verfahrungsweisen
sind unlingst von Nigelsbach39) gegeben worden.
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Erst dann wird gezeigt, warum diese Symbole und gerade nur diese ein-
zufithren waren. Die systematische Behandlung unserer Disciplin hat
aus diesem Vorgehen Vandermonde’s wesentlichen Vortheil gezogen,
umsomehr, als durch dasselbe die Fixirung gewisser Fundamentalsitze
der Determinantenlehre geradezn geboten erscheinen muss.

Man kann niémlich, so wird jetzt hervorgehoben, aus jedem Symbole
die einzelnen Glieder auch dadurch erhalten, dass man das Hauptglied
11 22 33 . . . nn bildet, die ersten Indices stehen lisst und die zweiten
willkiirlich permutxrt Dann bedarf es aber noch einer Anordnung betreffs
des Vorzeichens jedes einzelnen Gliedes, und die hiezu dienende Regel darf
natlirlich nicht mehr willkiirlich gegeben werden, indem dieselbe sonst
mit der frither gegebenen Definition der Determinanten in Widerspruch
stehen konnte. Es tritt demnach an Vandermonde die Nothwendigkeit
heran, die oben (§. 8) angefithrte Regel Cramer’s als directen Ausfluss
jener Definition darzuthun; zu dlesem Zwecke miissen die beiden Iden-*
tititen -

128]...mm+1]...n __ 1] | 3 |...n—m+1jp—m+2/...| n
12/3]...m|m+1|...n = mm+ijm+2..] n | 1 |...pn—1
und '

12/8]... jmm+1]...m __ 1]2]|8]...{m—1| m |m+1|...|n
128[...[mm+1]...]n — 1]2|8].../m—1|m+1] 1 |...[n

erhiirtet werden. In unserer Terminologie wiirde diess heissen: Das Ver-
tauschen zweier horizontaler oder verticaler Reihen involvirt einen Zeichen-
wechsel der Determinante. Der Beweis dieses wichtigen Theoremes wird
nicht allgemein gefiihrt, dasselbe vielmghr nur durch die sogenannte un-
vollstindige Induction plausibel zu machen gesucht. Als Zusatz findet
gich dann auch die Thatsache, dass jede Determinante mit gleichen Reihen’
identisch verschwindet.

Nach diesen Vorbereitungen wird die Bestimmung einer beliebigen
Unbekannten aus einem Systeme linearer Gleichungen ganz in der uns
noch heute geldufigen Art und Weise ‘durchgefiihrt; z. B. aus den beiden
Gleichungen

l’Ei + 2'§2 + 31 — O 12§1 + 22§2 + 32 =0
folgen fiir die beiden Unbekannten die Werthe ’

—1]2 1|2 112, 1]2

5‘_z|3'1|2’§2 g1 1]2°
Als ein wenn auch geringfligig scheinender so doch in seinen Wirkungen
erheblicher Fortschritt in der Bezeichnung muss auch die Neuerung her-
vorgehoben werden, der zufolge die verschiedenen Unbekannten nicht mehr
durch die Schlussbuchstaben des Alphabetes, sondern durch Indices an x
und y charakterisirt werden. Jetzt erst war es miglich, die allgemeinen
Formeln zur Aufl&sung eines Systemes von n linearen Gleichungen expli-
cite hinzustellen, wie diess demn auch von Vandermonde #?) geleistet
worden ist.

Die Anwendungen, welche derselbe von seiner Ausdrucksweise weiter-
hin auf andere Eliminationsaufgaben macht, interessiren uns hier weniger,
insoferne darin zur eigentlichen Determma.ntentheone Gehdriges nur in
geringem Masse dargeboten wn'd Nur eine htchst wichtige Bemerkung

[
\
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wird in §. 7 im Zusammenhange mit anderen Sitzen registrirt werden;
auf eine zweite werden wir im Anfang des dritten Kapitels zurtickkommen.
Wie Vandermonde *3) angiebt, hat De Gua dieselben Probleme in
einer der seinigen #hnlichen Manier behandelt und ist zm analogen Re-

sultaten gelangt; jedoch scheint dieser gewandte Algebraiker seine Unter-
suchungen nicht dem Drucke iibergeben zm haben. —

Studnitka %) glaubt Vandermonde's Studien in Anbetracht
dessen, dass er die Determinanten mehr nur als Abbreviaturen ansah,
pkeine hohe Bedeutung beimessen zu konnen“. Wir finden dieses Urtheil
denn doch zu hart und glauben, dass gerade die formale Bedeutung des
neuen Calculs jenem Mathematiker klar yor Augen stand *).

§. 7. Ziemlich zur niimlichen Zeit wie Vandermonde, nahm auch
Laplace die Lehre von den Determinanten in Angriff. Die Beweggriinde,
welche ihn hiebei leiteten, waren rein praktischer Natur; als es sich bei
einem Probleme aus der Theorie der Differentialgleichungen um Auflssung
eines Systemes linearer Gleichungen handelt, erinnert er sich der Cramer’-
schen Methode, bemerkt, dass dieselbe noch eines allgemeinen Beweises’
entbehre 46), und liefert so, indem er diesen zu leisten sich vornimmt,
einen elementaren Abriss der Determinantenlehre. X

Um zur Bildung der Glieder einer Determinante zu gelangen, wird
zuerst der Begriff der Inversion, oder, wie Laplace sich ausdrtickt, der
Variation, entwickelt. Die Elemente werden nicht durch doppelte Indices,
sondern durch Buchstaben mit einem angehiingten Index unterschieden ;
behaupten dann letztere bei allen Permutationen die Ordnung des decadi-
schen Systemes, so tritt eine solche Variation ein, wenn die a.lpha.betxsche
Reihenfolge der Buchstaben unterbrochen ist.

Nunmehr geht Laplace dazu iiber, die Fundamentalwahrheiten be-
ziiglich des Vertauschens zweier Reihen in der Determinante zm erweisen.
Da vorliufig noch jede symbolische Bezeichnungsweise und speziell die
uns so nattirlich erscheinende durch ein quadratisches Schema fehlte, so
konnten die betreffenden Sitze micht in der Formulirung vorgetragen wer-

*) Auf VYandermonde’s Stellung zur Formenlehre diirfte Nachstehendes ein
helleres Licht zn werfen geeignet sein. Italienische Gelehrte haben in allernemester
Zeit als Erweiterung der gewohnlichen sogenannte cubische Determinanten gebildet
und sind dabei, anscheinend von einem vollig- neuen Gedanken geleitet, von Zahlen
mit dreifachem Index ausgegangen. Das hat aber bereits Vandermonde 45) an-
geregt, als er sich anschickte, das sogenannte Rosselsprungproblem auf den Raum
auszudehnen. Er bildet zu diesem Behufo 64 Glieder, welche bex geeigneter An-

ordnung die Elemente einer cubischen Determinante vom Grade vﬁ4 = 4 reprﬁ-
sentiren wirden. Sein Schema ist dieses:
- 43 43 8, 1y 12, 14, 24 82,
43, 83 81, 11, 12, 14 24 82
42, 3% 84 14 133 34 1l 83,
18, 285 21, 41, 4% 2y 44, 22,
42, 8% 34 14, 13; B84 11; 33
15, 23,0 11; 4ty 4% 21, 44, 29,
13, 22, 24 44 4% 31, 41, 25,
12, 22, 24 44 43, 31 413 28,
Zur besseren Uebersicht wird auch die perspectivische Zeichnung des ent-
sprechenden Wdrfels beigegeben; vgl. auch das letzte Kapitel dieses Buches.
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den, welche wir jhnen zu geben gewohnt sind. Welch’ grosser Fortschritt
in dieser unserer Symbolik liegt, erhellt recht demtlich, wenn wir die so
- wenig Ubersichtliche Fassung dieser Theoreme bei La.pla.ce vergleichen.
Er~sagt nimlich 47): ,8i au lieu de combiner d’abord la lettre a avec la
lettre b, ensuite ces deux-cl avec la lettre ¢, et ainsi de suite; c'est-a-dire,
si au lleu de combiner les lettres a, b, ¢, d, e, etc. danslordre a b, ¢, d,
e, etc. on les et combinées dans l’ordre a, ¢ b, d, e, etc. ou a, d, b,
c, e, etc. ou a, e, b, ¢, d, etc. ou etc. je dis qu'on aurait toujours eu la
meéme quantité & la différence des signes pres.“

Bis hieher hatte es sich stets nur um die einzelnen . Entwickelungs-
glieder einer Determinante gehandelt; nunmehr kommt es aber auf die
Untersuchung dieser letzteren selbst an, und somit machte sich auch die
Nothwendigkeit fithlbar, eine selbstst&ndlge Benennung fiir die neuen Ge-
bilde zu wiihlen. La.pla.ce gebraucht den Terminus ,résultante“, und
indem' er nun in einer solchen zwei Reihen vertauscht, in der neu ent-
standenen abermals u. s. f., erhiilt er eine erste, zweite, dritte Resultante,
die er beztiglich durch R, R’, R . . . bezeichnet und von denen er die
Sitze

RR=—RR'=—R =R R“=—R‘'=R =—R...
beweist. Auch auf den daraus entspringenden Zusatz, dass eine Resultante
mit gleichen Reihen sich annullirt, wird hingewiesen. Bei den nun fol-
genden Ueberlegungen kann man nur lebhaft bedauern, dass Laplace
_ die symbolisché Bezeichnung Vandermonde's (§. 6) nicht gekannt oder
doch wenigstens nicht sich zu eigen gemacht hat, indem durch deren: An-
nahme seine Entwickelungen an Durchsichtigkeit und damit auch an Ver-
breitung: sicherlich gewonnen haben wiirden.

Bei der Behandlung eines linearen Systemes setzt Laplace die be-
kannten Glieder zunichst gleich Null voraus, reproducirt die Bézout'sche
Bedingungsgleichung und zeigt dann ), dass die so erhaltene Determi-
nante den gemeinschaftlichen Nenner des im allgemeinen Falle fir jede
einzelne Unbekannte resultirenden Bruches abgebe, und wie sich aus dem
Nenner der Zihler jeweils finden lasse. Freilich lisst der Mangel einer
passenden Bezeichnung Laplace nicht zur Aufstellung der allgemeinen
Lsung gelangen, wie diess doch bereits Vandermonde in seinem ein
Jahr friher der Academie vorgelegten Mémoire gelungen war. Endlich
wird auch die Anzahl der Entwickelungsglieder bestimmt, und zwar er-
scheint es hiebei eigenthiimlich, dass Laplace seinen frither gew#hlten
Ausdruck ,Variation“ ignorirt und statt desselben das allerdings aumch
sonst von den Franzosen meistens gebrauchte Wort ,dérangement“ adoptirt.

Besassen die bisherigen Untersuchungen Laplace’s ersichtlich einen
ganz elementaren Charakter und erhoben sie sich ip keiner Weise tiber
die Leistungen seiner Vorgiinger, so verhilt es sich ganz anders mit Jenem
Material, welches er auf der letzten Seite seiner Abhandlung, leider in
sehr aphonstlscher Form, zusammengedréingt hat. Er behandelt hier nim-
lich die Frage, ob und wie eine Determinante sich als ein Aggregat dar-
stellen lasse, dessen einzelne Glieder Produkte aus beliebigen Unterdeter-
minanten der urspriinglichen Determinante sind. Dabei konnte er sich
hdchstens auf eine gelegentliche Bemerkung Vandermonde's stiitzen,
welcher beiliufig eine Determinante des sechsten Grades in eine Summe
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gus Produkten zwei- und vierreihiger Determinanten zerfillt und so den
atz

elflyldlell __ «l8 ydlelt  alf- yidlel gl_g rldlet  alf 7ldle[l

albleldle]f — alo cldfelf — alc blfelf T ald blefelf T blc . aldfe|f -

ol yldlelt  alf yldlelt , I8 yldlell «lf yldelt , I8 . yidlelt

———y ——— —_— —

bld " aldelf T hble alod|f ' c|d apbjlf cle apldlf c|f ~ ablde
o|f yidlelf |8 yidlelt | ol yidlelE  elB yidlelt

* dle" abldf ~ dff “afbide t off " albled — ale " blold]t
a|f 7l elf  y|dlelC

+ alf bleldle ~ b|f " aleldle

gefunden hatte. Allein diese Zerlegung hatte bei Vandermonde aus-
gesprochen nur eine rein praktische Bedeutung fiir die wirkliche Aus-
werthung von Determinanten, und die Art und Weise seiner Herleitung
bestand sicher nur in einem geregelten Tatonniren; damit stimmt auch,
wenn er *9) sagt: ,La loi des permutations et des signes est assez mani-
feste dans ces exemples, pour qu’on en puisse conclure des développemens
pareils pour le cas de huit ou dix lettres, etc. du méme alphabet.“

Die hier angeregten Fragen sucht nun Laplace unter einem allge-
meineren Gesichtspunkt zu behandeln, obwohl auch hier der Mangel einer
systematischen Bezeichnung *) hindernd in den Weg tritt und dazu ndthigt,
auf allgemeingtiltige Betrachtungen zu verzichten und sich mit Exemplifi-
cationen zu begntigen.

Ein solches Beispiel ist folgendes. Fiir fiinf lineare homogene Gleich-
ungen mit ftinf Unbekannten soll die Bedingungsgleichung des Zusammen-
bestehens angegeben werden. ,Combinez les termes + abed — abed. + ete.
relatifs & quatre équation avec la lettre e, en observant 1. de n’ admettre
que les termes dans lesquels d précéde e; 2. de changer de signe lorsque
e change de place, et vous aurez

+ abecde — abdce 4 abdec + etec.
donnez l'indice 1 & la premitre lettre, l'indice 2 & la seconde, etc. et
vous aurez ’

' + alb23de® — a'b2d%te’ + alb?deicd + ete.
ensuite, au lien de + alb2c3d%e® écrivez + (atb?c3)(d’e%); an lien de
— alb2d3cled, scrivez — (alb?c?)(d3e5), et ainsi de sumite etc.” ¥1). Aehn-
liche Regeln werden fiir Determinanten vom sechsten und siebenten Grade
gegeben, und zam Schlusse heisst es: ,On décomposeroit de la méme
maniére I'éqguation R en termes composés de facteurs de 4, de 5, etc. di-
mensions. “ !

Wir mtissen hier eine Bemerkung ankniipfen. Man tibersieht sofort,

dass aus den von Laplace mitgetheilten Zerlegungsformeln sich ein wich- -

f) Studnicka weist mit vollem Rechte darauf hin, dass dieselbe ganz mit
derjenigen identisch ist, von welcher spiiter (§. 11) Binet umfassenden Gebrauch
gemacht hat und auf die auch wir uns noch in all' den Fallen beziehen, in welchen
die quadratische Darstellung nicht geradezu erforderlich erscheint. ,Bequem“ médch-
ten wir sie jedoch nicht mit ihm 50) nennen, denn gerade in den Zerlegungssitzen
findet das Symbol > -+ ajbycg . . . doch nur auf Kosten der Allgemeinheit und
Uebersichtlichkoit eine umfassendere Anwendung.

\
\
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hger Schluss ziehen l#sst. Die Aggregate von Produkten aus Determi-
nanten vten und (n — v)ten Grades (v= 1 = n — 1), in welche eine
nreihige Determinante zerfillt, reduciren sich auf ihr Anfangsglied,- wenn
in dem quadratischen Schema der Elemente ein Rechteck, dessen Eckpunkt
in eine der Diagonalreihen fillt, durch Nullen ausgeftillt ist. Dieser Schluss
ist naheliegend, allein Lap]ace hat ihn nicht selbst gemacht, und ob
wir deshalb, wenn wir dieses Corollarium ebenfalls als Laplace’schen
Determmantensatz auffiihren, diess mit voller geschichtlicher Berechtlgung
thun, diirfte hiernach zu bezweifeln sein — obwohl wir selbst uns im
Folgenden der Kiirze halber so verhalten haben. Die uns geldufige’ For-
muln'ung jenes Theoremes ist vielmehr eines der vielen Verdienste Ja-
cobi’s 52),

§. 8. Indem wir von Laplace zu Lagrange tibergehen, dessen
uns hier interessirende Arbeiten abermals um ein Jahr spiter fallen, be-
merken wir einen betréichtlichen Unterschxed in den Ausgangspunkten bei-
der Gelehrten. Wshrend Ersterer im unmittelbaren Anschluss an seine
Vorliufer in den Determinanten ein treffliches Hullfsmittel ftir die Theorie
und Praxis der Gleichungen sah und auf mioglichste Ausbildung dieses
Hiilfsmittels binarbeitete, gelangte Lagrange sozusagen unbewusst zum
Determinantenbegriff und erkannte mehrere wichtige Wahrheiten dieser
Disciplin am speziellen Falle, ohne doch deren Zusammenhang mit den
Gebilden Cramer’s hervortreten zu sehen. Es ist ein unverkennbares
Zeichen dafiir, wie dringend die Erfindung der Determinanten durch den
damaligen Stand der Wissenschaft erheischt wurde, dass von den yer-
schiedensten Seiten her auf das Zustandekommen dieser Erfindung direct
oder . indirect hingestrebt werden musste.

Lagrange betrachtet den Ausdruck

lxll

A —_ xyl U] + yzl " + le "o Xi‘y” — yxlz —_— zy
welcher offenbar mit der Determinante .

|xl yl zl
' ~ :ll ;ll :l’ g
identisch ist, sowie auch die folgenden Ausdrticke
g — ylzll — zy " zlxll —_ xlzll, t,_. xl “wo__ xllyl gl — y _yz s
7 = xz" — =x" t—yx —fxy,E”=yz——zyq = 2x' — x2/,
Y = xy" — yx!,

welche ersichtlich alle ats der Determinante A iberhaupt zu entnehmen-
den Unterdeterminanten zweiten Grades darstellen.
Alsdann beweist er °3) nachstehende Identititen:
xg + xlgl + xugu — A, X?] + xlnl + xuﬂu — 0 xt + xlcl + xl/ctl — O
yE + ylsl llgll — 0 y” + y ” l ll —— A, yc + y tl llgll — O
AE + ZIEI + ZNE” —— 0’ Zﬂ + Zlﬂl + z/lnﬂ — 0 zc + Igl + zlJCIl —A
Da nun die oben angefiihrten Determinanten Minoren von /\ sind, so
ist in jenen Relationen eine allerdings nur am Einzelbeispiel erkannte
Anticipation des Theoremes énthalten, dass der Ausdruck

dA A dA
&, —Ja;'l + ai d_;l;,z + ... Fayn— dag,
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den Werth A oder 0 hat, je nachdem i = k oder = k ist, unter A eine
Determinante n ten Grades mit dem allgemeinen Elemente a;; verstanden.

Auch noch andere wichtige Determinantensiitze "finden sich. in diesem
Aufsatze fiir den Fall n — 8 abgeleitet. So beweist Lagrange®) durch
einfache algebraische Umformungen, dass

S+ qucu ='§'Ilcll + ﬂtlgu + cgl']u —_ gcl'lu _ ')glt{I . tqlgll
= [3 + xy2']% , '
diess wiirde aber jetzt so auszusprechen sein: Die adjungirte Determinante
einer Determinante vom dritten Grade ist das Quadrat dieser letzteren*). —
Wir sehen, dass Lagrange den Gebietstheil, auf welchen ihn sein geo-
metrischer Zweck ausschliesslich verwies, 8o vollkommen wie nur irgend
moglich beherrschte. Allein eine Ahnung von der principiellen Bedeutung

seiner Leistung scheint jhm nicht vorgeschwebt zau haben. Studnicka,
der die Prioritdtsfragen besomders eingehend untersucht, begriindet diese
seine mit der unsrigen durchweg harmonirende Ansicht hauptstichlich auch
durch den allerdings bemerkenswerthen Umstand %8), dass ein mit der
Determinantentheorie selbst keineswegs vertrauter Mathematiker, Moth,
die eigenartige Natur der Lagrange’schen Entwickelungen spontan er-
fasst und auf dieselben eine neue Systematik der sphiirischen Trigonometrie
gegriindet hat %9),

Von besonderem Interesse ist ey jedenfalls auch, dass Lagrange be-
reits zwei einfache Determinanten mit einander zu multipliciren verstand .
oder, besser gesagt, eine Methode anwandte, welche unserem heutigen
Multiplikationsverfahren analog ist. Die quadratische Form zweier Ver-
#nderlichen ‘

py? + 2qyz + rz?
wird durch die Substitutionen
y = Ms + Nx, z = ms + nx

Ps?® 4 2Qsx + Rx? -
umgewandelt, wobei

P = pM? 4+ 2gMm + rm?, Q = pMN + q(Mn + Nm) 4 rmn,
R = pN? + 2gqNn + rn? :
zu setzen ist 89). Soll dann die Identitit

e8l=122]. (¥=|y

nachgewiesen werden, so hat man den Multiplikationssatz zweimal hinter
einander anzuwenden und erh#lt so successive den rechtsstehenden .Aus-
druck gleich

in die neue Form

s

*) In der nun schon vielfach citirten Schrift Studnidka’s wird — soviel uns
bekannt zum erstenmale — auf das Vorkommen dieser Beziehung in einer,allerdings .
dem némlichen Jahrgang entstammenden Arbeit Lagrange’s aufmerksam ge-
macht 55).  Alldort 56) findet sich auch ein Spezialfall des Multiplikationssatzes.
Nicht minder behandelt Lagrange um dieselbe Zeit die Aufgabe, in einem dop-
pelten und dreifachen Integrale zwei resp. drei neue Verfinderliche zu substituiren, -
in einer dem gedanklichen Inhalt nach ganz mit der unsrigen @ibereinstimmenden
Weise 57). Wir aber erledigen (Kap. VI. §.8) diego Aufgabe durch Einfihrung einer
sogenannten Fanktionaldeterminante, N
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pM + qm qM+rm' le
pN + gqn 'gN 4+ m| ' [N n

— pM? + 2qMm + rm?* = pMN 4 q(Mn 4 Nm) + rmn
— |pMN + q(Mn + Nm) + rmn pN? + 2gNn + n? ’
und diesen Werth nimmt auch die Determinante
P Q
' Q R

an, sobald man die entsprechenden Werthe in ihr substituirt. — Kundige
erkennen in dieser Umsetzung eine Anwendung desjenigen Satzes, welcher
‘die Grundlage der gegenwirtig so wichtig gewordemen ,Algebra linearer
Transformationen“ bildet, dass niimlich bei Anwendung einer solchen die
“urspriingliche Form von der transformirten nur um eine Potenz der Sub-
stitutionsdeterminante verschieden sei (vgl. Kap. VIL. § 1). .

Es versteht sich wohl von selbst, dass nur der Gedankengang La-
grange’s, keineswegs aber seine Darstellungsweise, mit unseren Nach-
weisungen iibereinstimmen; er beschrinkt sich auf die tiblichen freilich
stets mit besonderer Genialitit durchschalteten Htlfsmittel der Buchstaben-
rechnung. Alles in Allem nimmt Lagrange in der Geschichte des Deter-
minantencalculs eine hichst eigenartige Stellang ein, insoferne er dessen
Grundsitze, ohne damit etwas Besonderes leisten zm wollen, kannte und
auf’s Beste anzuwenden verstand.

§. 9. Man war bisher gewohnt, der Schule combinatorischer Analy-
tiker, welche gegen das Ende .des achtzehnten Jahrhunderts von Leipzig
ausgieng, eine fiir die Gesammtentwickelung der Mathematik nur wenig
bedeutsame wo nicht nachtheilige .Rolle zuzuweisen, und es scheint sich
auch zur Zeit noch Niemand die Frage vorgelegt zu haben, wie denn
diese Minner sich gegen die Erfindungen ihrer grossen Zeitgenossen im
Frankreich, also insbesondere auch gegen die Determinanten, _verhalten
haben. Allein dem unpartheiischen Blicke hitte es nicht entgehen sollen,
dass im Grunde diese letzteren Gebilde doch eigentlich nur combinatorische
Symbole sind und principiell von ‘den mancherlei den deutschen Combina-
torikern eigenthtimlichen Formen — Involutionen, combinatorische Inte-
grale etc. — in keiner Weise sich unterscheiden. Praktisch freilich hat
die den Franzosen eigene Eleganz und Formgewandtheit ihrer Erfindung
einen raschen Vorsprung vor jenmen der Deutschen verliehen, so dass sie
bald zu einem der michtigsten Instrumente der modernen Analysis sich
auszubilden vermochte, wihrend jemen hichstens eine historische Bedeutung
zukommt. Dag Folgende wird zeigen, dass unsere Landsleute die Deter-
minanten gar wohl kannten und deren innigen Zusammenhang mit ihren
eigenen Bestrebungen richtig zu wiirdigen' im Stande waren. - '

. In erster Linie ist hier Hindenburg selbst, der Begrtinder und Alt-
meister jener Richtung, zu nennen. Die Aunfforderung, diesem Gegenstande
seine Theilnahme zuzawenden, trat an ihn heran, als er zu dem Erstlings-
werke 61) seines Schiilers und Freundes Riidiger die Vorrede zu schreiben
unternahm. 1In jener, Schrift war n#mlich die schon oben (§. 8) als An-
regerin’ einer Besserung namhaft gemachte Aufgabe, durch fiinf willkiir-
liche Punkte einen Kegelschnitt zu legen, mit all’ der Weitliufigkeit be-
handelt, welche nun einmal der usuelle Mechanismus der Coordinaten-
geometrie mit sich brachte. Da driickt denn Hindenburg %) sein Ver-
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wundern ‘dariber aus, dass selbst so tiichtige Mathematiker, wie Mac-
laurin, Claeraltus (Clairaut) und Segner die Elimination immer
noch in der alten schwerfilligen Weise betrieben und von den enormen
Verbesserungen, welche dieses Thema durch die Arbeiten*) des grossen
Bérout (,celeberrimus Bezoldus“) erfahren habe, keine Notiz zu nehmen
schienen. Mit diesen Leistungen scheint Hindenburg sehr vertraut ge-
wesen zu sein; er rithmt zumal die hohe Allgemeinheit seiner Methoden,
die Leichtigkeit, mit welcher sich der Grad der Eliminationsgleichung
eruiren lasse, die totale Abwesenheit tberflissiger Hulfsgrossen. Er sehe
von allgemeineren Fillen ab und begntige sich mit der Lgsung nach-
stehendes ,Problema. Propositis Aequationibus simplicibus indeterminatis
numero n, quarum sint

Incognitae w X, y, 2 etc. singularum totidem,
cum Cotfficientibus a, b, ¢, d, etc. in 1 ma aequatione,
” ” a, b, ¢, 4, etc.in 2 da ”
” ” a’, b’ ¢, d“, etc. in 3 tia ”
” ” a’’, b, ¢"/, 4'Y, etc. in 4 ta »

et sic porro, pro reliquis et Incognitis et Codfficientibus omnibus reliqua-
rum aequationum omnium, respective: quaeruntur valores, per Codfficientes
simplices expressi, vel Incognitarum omnium simul, vel singularum sue-
cessive, sic tamen, ut termini inutiles excludantur &),

Man sieht, dass diese Aufgabe in einer Allgemeinheit gestellt ist,
welche selbst uns,.die wir doch an Generalisationen vielleicht nur zu sehr
gewdhnt sind, ftir jene Epoche befremdlich erscheinen muss. Denn alle
linearen Systeme von der Form S : ‘

»a!lel + ¢t + al.llx'n = aln

.* .
.

8% + oo oA, =0
umfasst die Vorlage, wenn %sie sich auch' in einer sehr bescheidenen Weise
introducirt. Das Losungsverfahren muthet uns fur's Erste allerdings etwas
eigenthtimlich an. Hat man zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbe-
kammten aufzuldsen, so macht man nach Hindenburg dieselben zuerst
homogen und hat dann 6°): .
ax + by + ¢t = 0, a’x + by + o't = 0.

linea“
ayt — bxt + cxy. _
»Ex hac prima linea, denuo permutatis successive x cum a’ et y cum b’
et t cum ¢/, et observatis simul signorum mutationibus ex praescripto, fit
linea secunda et ultima e
ab't — ac’y + be'x — a’dbt 4 a‘cy — blex.®

. *) Hindenburg hat hier das algebraische Hauptwerk Bézout’s im Auge 3),
Der Grund, weshalb wir uns bei obiger Analyse des §. 5 nicht an dieses sondern
an eine einzelne Abhandlung hielten, liegt darin, dass letztere das eigentliche Haupt-

werk repriisentirt, dessen Resultate, nur vielfach erweitert und exemplificirt, in jeme,

umfassendere Darstellung heriibergenommen wurden.
Gdnther, Determinantentheorie. 3. Aufl. 2

Indem man fir x, y, t resp. yt, — xt, xy einsetzt, folgt als ,prima
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Sehr anschaulich ist, wie man sieht, diese Beschreibung nicht, indess
bemerkt man, dass der Verfasser soviel ,Linien® bildet, als Gleichungen
vorhanden sind, und aus der letzten dieser Linien folgt dann die betreffende
Unbekannte gleich ihrem Faktor, dividirt durch denjenigen der Hiilfs-
grosse t. Diese Methode verriith eine deutliche Verwandtschaft mit der
Determinantenbildung, wie besonders auch die Anwendung auf den Fall
homogener Gleichungen lehrt %6); indessen kommt Hindenburg spiterhin
auch noch ganz ausdriicklich auf die Cramer’sche Methode zurtick.
Er drtickt dabei die expliciten Werthe der Unbekannten in einer an
Vandermonde’s Symbolik erinnernden dabei aber doch wieder seinen
eigenen Neuerungen entsprechenden Weise aus 67). Am leichtesten konnen
wir uns einen Einblick in diese Darstellungsweise verschaffen, wenn wir
zwei aus nachstehendem Systeme

Al = 712 + Yly + X!ix + Wie + . . .,

A? =7% + Y% + X%x + Wi + . ..

berechnete Unbgkannte, etwa z und @, neben einander stellen. Es ist
ntimlich nach Hindenburg
‘A Y, X, W, U, T,...

. Permut (1, 2, 3, 4 5, 6, )
~ Permut (1, 2, 8, 4, 5 6, 7...)
Z, Y, X, W, U, T T. -

_ Z, Y, X, A T, T...
o = Permut (1, 2, 8, 4, 5, 6, 7,..) "
Permut (1, 2, 8, 4, 5, 6, D)

7..
Z, Y, X, W, U, T ' -

Um diese Symbole gegebenen Falles praktisch verwerthen zu kdnnen,
bedarf es einer eingehenden Unterweisung, und dabei findet dann auch
eine Erorterung der Cramer’schen Zeichenregel eine Stelle8). . Die
einzelnen Indexcomplexionen werden aus dem Hauptgliede 1 28 .. .n
durch successive Vertauschung je zweier .Elemente gébildet. Zum Schlusse
endlich stellt Hindenburg eine Vergleichung zwischen dieser Cramer-
Bézout’schen und seiner eigenen vorhin discutirten Idee an und kommt
dabei auf die principielle Analogie beider, nur gebe die letztere Mittel an
die Hand, an Stelle der von ihm angegebenen Zwischen-Operationen eine
einzige definitive zu setzen. ,Patet enim“, sagt er$9), ,per ejusmodi
schemata, uti ego exhibui, lineam sic dictam ultimam statim sisti posse
rite ordinatam a praecedentibus lineis independenter.*" .

Aus dem Gesagten diirfte hervorgehen, dass Hindenburg den Gegen-
stand genan kannte, ohne jedoch das Bedfirfniss zn einer Erweiterung der
ihm bisher gezogenen Grenzen zu ‘empfinden. Allein was er selbst in
dieser Hinsicht vermissen lassen mag, das haben redlich zwei seiner un-
mittelbarsten Schiller einzubringen gewusst. Wir sprechen zuerst von
H. A. Rothe, dem Erfinder der combinatorischen Integrale, der den De- .
terminanten eine selbststindige an Resultaten reiche Abhandlung 70) ge-
widmet hat. -

Die von ihm angewandte Bezeichnungsweise ist darin von der unseri-

‘gen verschieden, dass er als Triger der Indices die Zahlen des decadifchen
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Systemes selbst verwendet und jeder derselben einen ,Stellenexponenten®
beisetzt, dessen Wesen am Besten ein Beispiel erliutert.

Hat man die Complexion

6 4 398 1017 23
und sucht man fiir jedes einzelne Element den Stellenzeiger, so wird ab:
geziihlt, wie viele unter den rechts von einer béliebigen Zahl q stehenden
Zahlen tiefer in der Zuahlenreihe stehen, als q selbst. Ist deren Anzahl p,
80 hat die Zahl q den Stellenexponenten (p + 1) zu erhalten. Hiernach
wiirde die obige Complexion folgendermassen durch Indices zu charakteri-
siren sein: :

6 44 33 95 8 105 1, 73 2; 5.

Der Nutzen dieser Bezeichnung wird sofort klar bei Einfithrung des
willktirlichen Satzes 7!): ,Jede Permutation der Elemente 1, 2, 3 . .. r,
werde mit dem Zeichen 4 versehen, wenn entweder gar keine, oder eine
gerade Menge gerader Zahlen, unter ihren Stellenexponenten vorkommt;
mit dem Zeichen — hingegen, wenn die Menge der geraden Zahlen unter
den Stellenexponenten ungerade ist.“ Mit Hiilfe dieser Festsetzungen wird
dann ein sehr ausfihrlicher Beweis fiir Cramer’s Zeichenregel erbracht 72),
welche das Vorzeichen von der Anzahl der in den Stellenexponenten vor-
handenen Inversionen abhingig macht. .Eigenthtimlich ist hier auch 3)
die Formulirung des Begriffes ,verwandter® Complexionen von der Be-
schaffenheit, dass wenn bei der einen das Element m an nter Stelle, dafir
bei der anderen das Element n an mter Stelle steht. Fiir dieses reciproke
Verhalten werden hiibsche graphische Versinnlichungen angegeben und
dabei wird- auch des Faktums gedacht, dass und wann eine Complexion
mit sich selbst verwandt sein kann 74). :

Durch diese Vorbereitungen sieht sich dann Rothe ) in den Stand
gesetzt, das Problem der Auflosung eines Systemes linearer Gleichungen
in Angriff za nehmen. Das aufrultsende System erhilt folgende Gestalt™*):’

st = 11x! + 12x2 4 1823 + ... 4+ 1Imx™ 4 ... 4 Irx,

89 = 21x! 4+ 22x% 4 28x3 4+ ... + 2mx™ + ... 4+ 2rxF,
sf = rix! 4 r2x? 4 r8x3 4 ... + rmx® + ... 4 rrx.
Der gemeinschaftliche Nenner der hier vorkommenden unbekannten

Grossen wird angegeben, nattirlich jedoch nur als ausgerechnete, micht

als symbolisch geschriebene Determinante. In den darauf folgenden Be-

trachtungen weist Rothe ) nach, dass man die Entwickelungsgheder

ebensogut erhalten konne, wenn man die ersten Indices unverfndert lasse

und die zweiten permutire, als wenn man bei ungeiéinderten zweiten alle
mbglichen Permutationen der ersten bilde. Zu-diesem Nachweise verhilft

-*) Es ist hier im Anschlusse an die erste Auflage dieses Werkes zu betonen,
dass die dort bei Gelegenheit des Eliminaﬁons}l)]roblemes angewandte Indexbezeich-
nung dem Originale nicht entspricht. Diesmal haben wir uns getreuer an dasselbe

ehalten, Jene ganz exceptionelle Darstelling durch Indices hat eine rein propi-
eutische Bedeutung, lediglich zur leichteren Begriindung des Inversionensatzes; in
den Anwendungen musste selbstverstindlich die volle Allgemeinheit wieder herge-
stellt werden. v v
2 L]
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unserem Autor auf's Einfachste der neue Begriff der verwandten Permu-
-tationen, und wir sehen so, dass ein Fundamentalsatz der Determinanten-
theorie, fiir welchen bis in die neueste Zeit (Kap. II. §. 2) eine vollig
gentigende Begriindung vermisst ward, bereits bei den deutschen Combi-
vatorikern eine recht befriedigende Behandlung erfahren hat.

An dieser Stelle tretén auch zuerst die Unterdeterminanten auf, in-

dem77) gé = [pq gesetzt wird. Nachdem auch noch zwei weitere wichtige

Theoreme, nimlich die folgenden:
Inf{ln + 2nf2n +... + mlrn = A, 1nfllm + 2nf2m + ... t rofrm =0
abgeleitet worden smd kann das oblge lineare System seine endgtiltige
Auflosung erhalten. Wihrend nimlich bis jetzt blos der . gemeinschaft-
liche Nenner der die Unbekannten darstellenden Briiche angebbar erschien,
kann man jetzt folgendes Verfahren einschlagen. Man zerlegt die Deter-
minante des Nenners, wenn x™ gefunden werden soll, nach den Elementen
der mten Verticalreihe in Minoren, so dass -

N = Imflm + 2m[2m + ... + rm{rm
wird, und setzt dann im = s!. Das Schlussresultat wird sein:

- sflm + s2m + ...+ stfom + ... 4+ sfrm
T 1mllm + 2mPm + ... + nmhm + ... + rmirm

Der in der hier skizzirten Weise hergeleitete Lehrsatz wird dann noch
durch eine Reihe anderer Betrachtungen verificirt, wobei natiirlich auf
die Lehre von den ersten Unterdeterminanten vielfach ‘Bezug genommen
werden muss.

Auch in einer Abhandlung von Hauber finden sich Anklinge an
die Detérminantentheorie. Der Verfasser beschuftigt sich mit der Aufgabe,
aus einer algebraischen Gleichung die darin vorkommenden Unbekannten
wegzuschaffen; er 1dst dieselbe auf verschiedene Weisen und gertith schliess-
lich auch auf eine Methode, welche auf dem dritten Anhang des Werkes
von Cramer beruht.- Aus diesem Anhange — welcher eben die Deter-
minanten entM#lt — habe er fur seinen Zweck ein independentes Verfah-
ren gezogen 8); pich habe ferner“, fuhrt er fort, der Cramer’schen
Regel im angefiihrten Anhang, ,pour supputer le prodult de deux facteurs-
seconds quelconques eine Vervollstindigung gegeben, deren sie bedurfte,
und habe Gebrauch davon gemacht, um das Fermatische Problem der
Wegschaffung der Irrationalitiiten aus einer Glelchung wie 4/a + 4/b
+ Ac + Vd + Ve + A/f = 0 aufzmltsen. — In einer darauf fol-
genden zweiten Abhandlung ™), giebt er an, sich nach jenen Regeln ge-
richtet zn haben. — Jedenfalls miissen diese Bemtihungen Hauber’s als
eine theilweise Anticipation jener Betrachtungen gelten, welche wir in
Kap. IV. jenes Problem endgtiltig l1dsen sehen werden.

§. 10. Ganz unabhiingig von den Tendenzen der Hindenburg'schen
Schule *), sowie auch unabhingig vom Eliminationsproblem (im gewthn-

*) Es muss als eine offene Frage hingestellt werden, ob nicht Gauss aus dem
Unterrichte J. F. Pfaff's eine grossere Bekanntschaft und Vertrautheit mit den
combinatorisch - analytischen Operationen mit fortnahm, als er selbst nachher zuzu-
geben geneigt war. Jedenfalls scheint80) der Einfluss P faff's gewohnhch unter-
schiitzt zu werden.

rd
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lichen Sinne) entstand der Determinantenlehre in Gauss eine in ihrer
Art neue schopferische Kraft. Allein gleich im Anfang dieses Paragraphen
wollen und milssen wir Verwahrung dagegen einlegen, als rechneten wir
den Genannten zu einem der Begriinder *) der betreffenden Theorie. Wo
Gauss sich mit Determinanten zu beschiftigen hat, bilden dieselben nur
ein Mittel zum Zwecke, welches nach jedesmaligem Gebrauche nicht weiter
in Erdrterung zu kommen braucht. _

Die Griinde, welche ihn veranlassen, sich tiberhaupt mit solchen Ge-
bilden zu beschiftigen, .waren wesentlich zahlentheoretischer Natur. Es
stellte sich heraus,”dass bei- Untersuchung der sogenannten quadratischen
Formen gewisse Aggregate von Wichtigkeit sind, welche sich als Spezial-
fille der von Bézout, Vandermonde und Laplace in Erwigung ge-
zogenen Resultanten betrachten lassen. Dem Umstande, dass Gauss 8)
diese charakteristischen. Ausdriicke als ,Determinanten der quadratischen
Formen“ bezeichnete, verdankt auch die allgemeinere Benmennung ,Deter-
minante* ihr Dasein **). Was also bei Gauss mit diesem Namen belegt
wird, ist durchaus nicht der allgemeinste Fall, sondern lediglich das, was
wir ,Discriminante“ (Kap. IV. §. 9) nennen; fir die quadratische Form
(ax®? + 2bxy + cy?) z. B. ist die Gauss’sche Determinante gleich

b a ‘ :
¢ b}’

Auch der Ausdruck ,adjungirtes System*, dessen Determinante Cauch
(vgl. den nichsten Paragraphen) zu besonderer Geltung brachte, rithrt “von
Gauss?8) her. Schliesslich ist zu erwihnen, dass Gauss den Multiplika-
tionssatz in einem speziellen Falle kannte und zur Anwendung brachte.
Und zwar ist dabei bemerkenswerth, dass er diess nicht nur, wie bereits
Lagrange (§ 8) bei zweireihigen %), sondern auch bei dreireihigen 87)
that, als es sich nimlich daram handelte, lineare Substitutionen bei ter-
n#ren quadratischen Formen durchzuftihren.

All' diese Leistungen sind unbestreitbar und ebensowenig lisst sich
ihr intimer Zusammenhang mit den Zielen unserer jetzigen Determinanten-
theorie leugien. Und doch halten wir unsere oben aufgestellte Behauptung
aufrecht. Das eigentliche Lebenselement dieser Disciplin ist "der auf’s

*) In seiner interessanten und wohlwollenden Recension der ersten Auflage
dieses Werkes machte es uns Friedlein®8l) einigermassen zum Vorwurf, dass wir
bei Gauss nicht linger_verweilten. Als Pendant hiezu mag eine anorryme Be-
sprechung’ der Reidt’schen ,Vorschule“ gelten; dort wird gar die ganze Determi-
nantentheorie als ausschliessliches G auss’sches Geistesprodukt hingestellt$2), Aus
unserer Darstellung wird sich ergeben, wie der eigentliche Sachverhalt angethan ist.

Aber gleich an diesem Platze sei an den hierauf beziiglichen Ausspruch Studnitka's
erinnert. Nachdem derselbe von Lagrange gesprochen, dessen Arbeiten man nicht
hinlénglich gewiirdigt habe, wendet er sich zu G auss und beginnt mit den Worten 89):
»Bin in entgegengesetzter Richtung differentes Loos traf die diesbeziiglichen Ar-
beiten des Heros der deutschen Mathematiker, des tiefsinnigen Gauss; er wurde
und wird noch hie und da fiir den Vater der Determinantentheorie angesehen, ob-
wohl seine Verdienste um dieselbe micht an die eines Lagrange hinanreichen.“
Begriindung: siehe oben. L

**) Gauss hat fibrigens nie die feminine Endung des Wortes gebraucht, #hn-
lich dem Lateinischen und Kranzosischen, welch’ letzteres diese Formen ja ebenfalls
unter dem Titel ,le déterminant“ kennt. . :
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Hichste ausgebildete Formalismus, und gerade um diesen hat sich Gauss
niemals besonders geklimmert. Ja es wird nicht schwierig sein, den im
Vorigen discutirten Btellen eine grosse Anzahl anderer gegeniiberzustellen,
welche die Gleichgtiltigkeit des Verfassers gegen die formale Taktik des
Determinantencalculs erkennen lassen. Hieher gehort das Kriimmungsmass
(Kap. VIL §. 5), die Regel zur Inhaltsbestimmung ebener ¥ielecke, die
Methode zur Auflssung von n linearen Congruenzen mit (n + 1) Unbe-
kannten 8%), welch' letzterer eine lediglich durch strikte Anwendung der
Determinanten zu beseitigende Unvollkommenheit anhaftet (Kap. IV. §. 4).
Vor Allem anderen glauben wir auf einen gewissen Passus in den post-
bumen Schriften verweisen zu mtissen. Bei Gelegenheit der  bekannten
Untersuchung iiber das arithmetisch-geometrische Mittel handelt es sich )
um die Berechnung gewisser Constanten aus einem Systeme von Gleichun-
gon des ersten Grades. Der Kunstgriff, der zu diesem Behufe angewandt
wird, ist wie immer im hohen Grade elegant, jedoch so versteckt, dass
sich nieht leicht ein Einblick in seine Entstehung ' gewinnen lassen wird;
soviel jedoch ist evident, dass derselbe mit der hier doch gewiss besonders
naheliegenden Determinanten-Methode nicht das Geringste gemein hat.

§ 11, Es war nun noch ein Schritt zu thun, um die elementare
Lehre von den Determinanten zum Abschlusse zu bringen, dieser Schritt
musste ein vorwiegend methodischer seim, und ihn gethan zu haben ist das
grosse Verdienst Cauchy’s. Sein Ausgangspunkt war die Theorie der
symtmetrischen Funktionen, deren Studium Ruffini auf seinen bertthmten
Beweis von der Unmiglichkeit einer allgemeinen Auflosung der Gleichun-
gen gefithrt hatte. Den symmetrischen Funktionen stellten sich als gleich-
berechtigt die alternirenden an die Seite, welche bei Vertauschung der
Variablen lediglich das Zeichen indern, und zu diesen gehtren in gewissem
Sinne auch die Determinanten. :

Cauchy, der sich bereits frither einmal eingehend mit der fir die
Cramer’sche Zeichenregel wichtigen Permutationslehre*) beschiftigt
hafte ), schliesst sich in der Beseichnung an Gauss an, dessen Unter-
suchungen ihm tiberhaupt den ersten Anstoss zu eigenen Forschungen tiber
diesen Gegenstand gegeben zu haben scheinen. Nachdem er nimlich von
der Erfindung dieser speziellen j;fonction symétrique alternée“ gesprochen,
fihrt er ) fort: ,M. Gauss s’en est servi avec avantage dans ses Re-

*) Die hochst originelle an Rothe’s ,verwandte“ Permutationen anklingende
Deduction dieser Zeichenregel berﬂh}t); aug Fo}gendem. Hat man die Elementenreihe
, . abedef... .
so setze man jedem Elemente einen Stellenzeiger bei und untersuche, wie oftmal
eine Folge dieser Indices mit der dariiber stehenden Zahlenfolge eine eyklische Um-
kehrung liefert. Ist diese Anzahl g fir m Elemente, so entspricht einer geraden
Differenz (m — g) das positive, einer ungeraden das negative Vorzeichen. So z.B.
liefert das Arrangement g

< 3 265 417
1 234567

vier cyklische Zusammenstellungen, niimlich ,
361y (5 4 (2 (V.
.\1 3 6)’ ,(4 5)’ (‘3)’ (7)’.
es ist also m = 7, g = 4, die Differenz = 3, und de diess eine ungerade Zahl,
80 bekommt die Complexion 3 2 6 5 4 1 7 das Minuszeichen. .
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cherches analytiques, pour découvrir les propriétés générales des formes du
second degré, e'est-d-dire, des polynomes du second degré & deux ou 3
plusieurs variables; et il a désigné ces mémes fonctions sous le nom de
déterminans. Je conserverai cette dénomination qui fournit un moyen
facile d’énoncer les résumltats; jobserverai seulement, qu'on donne aussi
quelquefois anx fonctions d’ont il s’agit le nom de résultantes & deux ou
A plusieurs lettres. Ainsi les deux expressions suivantes, déterminant et
résultante, devront étre regardées comme synonymes.“

~ Als Basis der ganzen Theorie dient Cauchy das sogenannte Diffe-
renzenprodukt, auf welches wir im Eingang des dritten Kapitels zu reden -
kommen werden. Dasselbe, gewthnlich in der Form

(ag — ay) (g — &) . . . (a3 — ap) (ay — ag) . . . (an — &n—1)
gegeben, ist bis auf einen Factor gleich der symmetrisch-alternirenden
Function S(+ aYy a% . . . al); betrachtet man die Exponenten als Zeiger,

so ist jetzt S(+ al; a%) nicht mehr gleich a; ay(a, — a;), sondern es ist
daraus (S+ a1 82,2) = a1,1 as,2 — 81,2 83,1 geworden. Damit ist denn
der Determinantenbegriff in vollster Allgemeinheit begriindet.

Cauchy ist der Erste, welcher die durch doppelte Indices unter-
schiedenen Elemente in Form des flir uns vom Begriffe kaum mehr trenn-
baren quadratischen Schema’s anordnet. Damit sind denn auch sofort die
Unterbegriffe suite horizontale® und ,suite verticale“ gegeben; die Ele-
mente a; , und a,; sind ,conjugés“, die Elemente der ersten Diagonal-/
reihe ,termes principaux“, das aus denselben gebildete Product ,produit
principal® 92). Die Regel zur Vorzeichenbestimmung fir die einzelnen
Entwickelungsglieder wird nach Cramer gegeben, und daran auch der
Satz 93) gekniipft, dass zwischen zwei Determinanten Gleichheit besteht,
wenn die Zeilen der einen mit den Colonnen der anderen der Reihe nach
identisch sind.

Im Anschluss daran folgt die Zerlegung einer Determinante in Unter-
determinanten des nichst niederen Grades, und zwar wird der hiezu die-
nende wichtige Satz in folgender. tibersichtlicher Gtestalt gegeben:

E[E ann 3(+ 8y, 85, e Bpy, ae)] = 8, by + o8y, bo1,n
+ ...+ 9'2;n_b2.n + a,, bl,n,
wo ganz allgemein

b=+ 2% (a,,8,... 31,1 Bigo, a4 ¢ v a’n,n—1)

.zu setzen ist. Die Einfiuhrung dieser neuen Funktionen b, deren Anzahl
fir jeden Werth von i bei constantem zweiten Index ersichtlich ebenso-
gross ist, als der Grad n der urspriinglichen Determinante (deren es also
im Ganzen n? giebt), veranlasst dann dazu, dieselben wieder zu .einer
Determinante 2 + b, , b, , . . . b, zusammenzustellen. Diese als ,dé-
terminant adjoint“ bezeichnete Determinante hat dann zur urspriinglichen
eine hichst wichtige Relation, welche Cauchy %) herleitef. Zum Beweise -
bedarf er eines gewissen bereits mehrfach erwihnten Theoremes iiber die
Unterdeterminanten, welche er durch nachstehende Verbindung von Iden-
tititen ausdrtickt 9):

\



= zn(ahl blll)! 0- = P(a'bi bi,2)’ .. 0 = 20(81,1 bl,n),
0 = 3%ayq, bys1), Da : 2‘(&1,2 bl’2)' cee 0 = 20(ayq,ly bi,n),

0 = 3%(a;m byy), 0 = 3%(ain byy), . . . Do = 3n(an bin)
Von hier wendet sich unser Verfasser zum Eliminationsproblem und
reproducirt zuniichst die Cramer-Laplace’sche Auflssungsmethode eines
Systemes linearer Gleichungen. ‘
‘ Im zweiten Abschnitte seiner Arbeit betrachtet Cauchy ein System
pd’équations symétriques®, nimlich dieses:.
@181, + . . .+ @LnALn = my,; BBy + ...+ @znanLn = myg;
e oo @811 F+ . .. + Onnin = myn;
@891 + . - o + @undzn = my,; @8z + ... + @znaen = mpg;
' e s o OnaBoy + ... + @nnagn = mgn;
@801 + . .. + @n8pn = mni1; ®2,8n1 + ... 4+ G2p8nn = Mpg;
‘e . @ni8n1 + ... + @nnnn == mnn.
. Aus dem Complex der in diess System eingegangenen Grissen werden
die drei Determinanten

8y 8452 + .« 34y gy 04,3 « o . Ogyn

s

a2’1 32’2 M 3'2’!1 = Dn; @21 ~“202 e az’“ = dn;
an,1 an2 . « . nn Onyy @n,3 « . « Cnyn

| myyy Myy2 o . o Myyn
Mg,y Mgy . . . Mo,n = M,
mpT Mp2 ... Mpn
gebildet, und von diesen beweist Cauchy %), dass
n = Dndn
sei. Hiemit ist denn also das mit Recht beriihmte Multiplikationsgesetz
der Determinanten gefunden, mit dessen Aufstellung der letzte Schlussstein
_in das Lehrgebdiude unserer Discjplin eingeftigt erscheint. — Mit Htlfe
dieser Fundamentalwahrheit ldisst sich denn auch dem vorhin angefiihrten
Satze beziiglich des Verhaltens einer Determinante zu ihrer adjungirten
eine weit allgemeinere Fassung geben: ,étant donné un terme quelconque
By, du systéme (a,,), pour obtenir le terme corréspondant du systdme
adjoint du second ordre (c,,), il suffira de multiplier le terme donné par
la (n — 2)me puissance du déterminant du premier systdme.“ Die-Quelle
dieses Satzes ist in Kap. III. §. 4 angegeben.
Auch in den nun folgenden Abtheilungen bewegt sich Cauchy auf
einem Boden, der vor ihm so gut wie gar nicht bebaut worden war.
Setzt man den Numerus Combinationum ohne Wiederholungen aus
n Elementen zur pten Classe (p =1, 2, 8...n-—=2 n—1), d. h. den

Ausdruck (; , = P, s0 kann man, wenn

@ ® o ®
Sa)m] =2+ 8, 85,85,
p

= 2+ g Bipy g et c Bpp
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gesetzt wird, die Reihe
1 (n—1)

) ) ©—2)
@) @] [Pea) [620]

successive sich folgender Determinanten herstellen. Die Anzahl dieser
o8ystdmes derivés“ wird (n — 1) sein. Als Verallgemeinerung der oben
angefithrten Sktze tiber Unterdeterminanten wird dann 97) folgendes Gleich-
ungssystem bewiesen; : ,

® ®) (p—n) (p) (n—p) (p) (n—p) ) (o—p)
[a,p] = a1papp + ... + ap121p ...0 =a118p1 + ... + api1811 ;

(p) (o—p) i () (n—p) @ (p) (n—p) . T () (o—p)
0=aipapp + ... + apparp . .. [G1p] = a1,1>ar,1/+ « ..+ appay .
Hierans fliessen die allgemeinen Zerlegungsregeln einer Determinante
in Aggregate ans Minoren-Produkten. Der vierte Abschnitt geht in den
hier signalisirten Verallgemeinerungen noch weiter und ist, an sich von

hoher Bedeutung, ftr den elementaren Aufbau der Determinantentheorie -

von geringerem Interesse. —

Uebrigens gebtihrt Cauchy der Ruhm der erstmaligen Formulirung
des Multiplikationstheoremes nicht unbedingt; zu gleicher Zeit ward das-
selbe auch von Binet %) gefunden, von dessen Bemiihungen Ersterer
selbst Folgendes berichtet %): ,M. Binet, dont je me félicite d’étre I'ami,
avait 6té conduit aux mémes résultats par des recherches différentes. De
retour & Paris, j'étais occupé de poursuivre mon travail, lorsque jallai le
voir. Il me montra son théordme, qui était semblable au mien. Seulement
il désignait sous le nom de résultante ce que j'avais appelé déterminant.®
Ein schones Zeugniss ftir die gegenseitige Unparteilichkeit der beiden
gleichstrebenden Forscher bietet die gleichlautende Erzihlung Binet’s:
wAyant eu dernidrement occasion de parler & M. Cauchy, ingénieur des
ponts et chaussées, du théordme général que j'ai énoncé ci-dessus, il me
dit étre parvenu dans des recherches analogues & celles de M. Gauss, &
des théordmes d’analyse qui devaient avoir rapport aux miens. Je m'en
suis assuré, en jetant les yeux sur les formules; mais j'ignore si elles ont
1a méme généralité que les miennes: nous y sommes arrivés, je crois, par
de vois trés-différentes.”

Binet’'s Studie hatte nicht die ausgesprochene analytisehe Tendenz,
wie diejenige seines Freundes und Nebenbuhlers und so trat sie ihres in-
neren Werthes ungeachtet gegen jeme in den Schatten.

§. 12. In der ersten Auflage glanbten wir mit Cauchy unsere ge-
schichtliche Einleitung abbrechen zu diirfen. Der -Umstand jedoch, dass
dessen Resultate durchaus nicht so rasch allgemeinen Eingang sich ver-
schafften, als man wohl erwarten m&chte, der Umstand ferner, dass selbst
zwischen ihm und Jacobi eine an originalen Schtpfangen nicht durchaus
-arme Periode liegt, hat uns bewogen, eine kurze Fortsetzung anzureihen
und die Geschichte der Determinantenlehre — wenn auch freilich nur in
ganz groben Umrissen — bis auf die neueste Zeit fortzufithren.

Wissenschaftliche Neuerungen fanden in den ersten Jahrzehnten un-
seres Siculums durchaus noch nicht die rasche Verbreitung, welche unsere
mit Zeitschriften und Repertorien fast tberreich gesegnete Epoche als
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natargemiss betrachtet. 8o ging es demn amuch mit dem Determinanten
durchaus nicht so rasch vorwirts, als man auf die geniale Arbeit Cauchy’s
hin hiitte erwarten diirfen. Minner wie Pliicker und M3bius behalfen
sich, so nahe ihnen auch bei der Tendenz ihrer Arbeiten der Recurs auf
jene liegen mochte, noch ohne dieses Hiilfsmittel; das treffliche ganz in
Lagrange'scher Manier gearbeitete Mémoire Feuerbach s tiber Te-
traddrometrie 1%0), das eigentlich nur ein Exercitium in der Determinanten-
lehre darstellt, verh#lt sich den Mechanismen dieser Theorie gegentiber
durchaus ablehnend, und der daraus entspringende Nachtheil wird nur
durch _die vollendete . analytische Geschicklichkeit des Autors paralysirt.
Wohl aber hat ein anderer deutscher Mathematiker, dessen siimmtliche
Leistungen ein originelles und den Modeproblemen abgewandtes Geprige
tragen *), Michael Reiss, nur kurze Zeit nach Canchy-Binet diese
Theorie selbststindig aufgenommen und entschieden gefordert.

Reiss legt eine sogar weit allgemeinere Definition zu Grunde, wenn
er auch freilich de facto hauptséichlich die wirklichen Determmanten be-
riicksichtigt. Hat man nimlich r Gruppen von je n Elementen

aaﬂay...a";b“bpby‘...bg...rrpry... r’,
so kann man 10t) aus beliebigen derselben eine Function @ bilden und
nun june certaine quantité de fonctions semblables® herstellen, indem man
entweder die symbolischen ,Exponenten® oder aber deren Basen .oder end-
lich beide zusammen Hndert. An sich ist der Charakter dieser-Funktionen
ein ganz willkiirlicher; ein praktisches Interesse gewinnt die Sache erst,
wenn man n = r setzt- und als Funktionen eben diejenigen wihlt, welche
wir eben mit. Cauchy Determinanten nemnen. Die Bezeichnung ist noch
unvollkommen ; es ist 102) -
"(abe 12 8)=alb2% — ah3c? — adbled + adblc? — adbZe! + ablc!.

Der zweite Absatz stellt in einer flir uns etwas fremdartigen Formu-
lirung die Zeichenregel fest 102), im dritten folgen vier ,théordmes fonda-
mentaux“, deren erstes die Zerlegung in Unterdeterminanten ausspricht,
das zweite vermittelst der symbolischen Form

(a.bc.. rnefy...0)=@bc...1,xfy...p

die Aequivalenz der ersten und zweiten Indices (in unserem Sinne) dar-
thut. Der Beweis wird durch Induction geftihrt. Im dritten Satze wird
eine der Laplace’schen entsprechende Zerlegung in zweigliedrige Produkte
von Unterdeterminanten gelehrt und daraus ein Corollar hergeleitet, wel-
chem wir freilich einen ganz anderen Platz anzuweisen gewohnt sind, das
niimlich, dass einé mlt zwei gleichen Relhen behaftete Determmante 1den--
tisch verschwmdet in Zeichen:

(abc...m...m...r,aﬂr../.g):O.

Der Beweis ist interessant; man s0ll einfach in jener obigen Zer-
legung als ersten Faktor stets eine aus den gleichen Reihen gebildete

4

*) Reiss war, wo nicht der einzige, so doch entschieden der weitaus bedeu-
tendste Combinatoriker unter den neumeren dentschen Mathematikern.” Besonders be-
rithmt sind seine Untersuchungen tber Spiel - Wahrscheinlichkeit.
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zweireihige Determinante ansetzen, deren Nullwerden wunmittelbar ein-
leuchtet. ,
Gewiss wird man dieser Art, die Sache zu betrachten, die Berechtigung
nicht versagen konnen, mag sie uns auch als ein voscgor modregoy er-
scheinen. :
Die nunmehr folgenden Untersuchungen beschreiten ein durchaus
neues Gebiet, insoferne sie die Keime zu einem Rechnen mit unvollstin-
digen Determinanten in sich bergen. Ausgehend von der Identitit 103)

31‘1 a8

.

12 Bion

am a‘n,‘! P 3‘.’2“

i

8y, 849 « o ¢ Bygp

Bu) Bpg .o v Bygn .
stellt der Autor fest, wie viele und welche aus einer solchen Matrix her-
ausgenommene Determinantenprodukte die algebraische’ Summe Null er-
geben. Ein solches Beispiel 10¢) sei in des Originales eigenartiger Termi-

- . . abab)- sepgyd\,
nologie hier reproducirt: ,Soient les échelles ( £23 4) et (1 23 4),
on trouvera

0 = (ab,ef) (ab;yd) — (ab,ay) (ab,fd) + (ab,ad) (ab,By).”
Bei uns wiirde diese Wahrheit so zu fassen sein: Der Matrix

" 8 8 o a4|
by b3 by by
lisst sich die Identit#t
8y 83 ag a4|_|94 %l Ia-z 34l+ ay &4‘.|32 831 —
by byl * |bg b, by bs| *|bg byl T [by byl |by by
entnehmen. '

Am Schlusse seines Artikels spricht sich Reiss dahin aus, dass seine
Entwickelungen nicht durchaus neu, sondern zum Theile bereits in La-
grange’s tetra¥drometrischen Untersuchungen enthalten seien. Von
Cauchy scheintser demnach nichts zu wissen, und tiberhaupt diirfte seine
ganze Behandlungsweise, welche den fertigen Begriff an die Spitze stellt
und vom Eliminationsproblem durchaus absieht, hinlinglich die Unab-
hiingigkeit des Veifassers von jedwedem Vorbilde documentiren. Ob die
Absicht, diesem ersten Essai bald einen zweiten nachfolgen zu lassen,
realisirt worden, ist uns unbekannt; ein gerade zehn -Jahre spliter er-
schienener Artikel tiber Coordinatenverwandelung 19) ist ohne alle Be-
zichung zu dem friiheren gehalten, so nittzlich sich dessen Symbolik gerade
in diesem. concreten Falle ohne Zweifel erwiesen hitte. Jedenfalls aber
kann man eine erst 1867 erschienene Schrift des Verfassers 1) als Fort-
bildung jener rudimentiren Ideen gelten lassen, welche zu dem Feinsten
aber auch Schwierigsten gehdrt, was tber die Theorie der Determinanten
(besonders der adjungirten) jemals geschrieben worden ist *).

*) In dem nimlichen Bande der Quetelet’schen: Zeitschrift, welche Reiss’
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Reiss’ Stellung bringt es mit sich, dass wir ihn nicht auf die grosse
Heerstrasse, auf welcher die Wissenschaft fortschritt, sondern auf einen
Seitenpfad versetzen mussten. Ganz #hnlich verhilt es sich mit einem
anderen deutschen Mathematiker, welcher zu einer Zeit, wo sich Jacobi's
Gestirn bereits erhoben hatte, die Lehre von den Determinanten in einer
den tiblichen Anschauungen noch weit fremdartigeren Weise, als es bei
Reiss der Fall gewesen, zu einem geschlossenen Ganzen ausbildete. Dieser
Mann ist Hermann Grassmann. ) '

Unter dem verschiedenen neuen Stoff, wit welchem dieser tiefsinnige
Gelehrte die Wissenschaft bereicherte, nimmt die Formulirung der ver-
schiedenen Multiplikations-Gattungen eine besonders hervorragende Stellung
ein. Bei der sogenannten jiusseren® Multiplikation werden aus zwei Ge-
bilden e; und e, der nullten Stufe (Punktgrissen) neue Gebilde durch die
Gleichungen

a = a0y + ey b = fie; + fre,
hergeleitet. Das #ussere Produkt ab dieser zwei Grissen des ersten Gra-
des hat dann den Werth ayf, (e;6;) + @,f; (ese1) %) und nimmt ver-
schiedene Werthe an, je nachdem a und b vielfache Punkte oder Strecken
bedeuten. .
Den hierauf basirenden Auflssungsmodus eines 8ystemes

8% + ...+ 8% = &

8% + ..+ oA, = @
fuhren wir hier nach Schlegel’s vereinfachender Darstellung 109) yor.
Diese Gleichungen werden succesive mit ey, e . . . en multiplicirt und
ergeben dann durch Addition, wenn Saip et = Gp, Sai et = b gesetzt
wird

’ 01!1+02!2+.-.+anxn=b.
Diese (leichung wird nun mit (a0 . . . Gp2y Gp4a . . . Qo1 (o )*)
multiplicirt; dann bleibt links lediglich xp stehen, und man erhilt
- (bCl‘ v o o Opel Op41 o o o an)
Xp =
(@ +..0p—10QpGpt1. .. Gn)

ersten Aufsatz brachte, befindet sich eine kleine Note von Meyer 107), welche, an

sich von keiner grossen Bedeutung, desshalb einiges Interesse bietet, weil sie die
in 8. 9 erliuterte erste Methode Hindenburg's — ohne natirlich von dieser
selbst Kenntniss zu haben — auf den Fall der Elimination aus zwei algebraischen
Gleichungen ¢, = 0, ¢, = 0 auszudehnen sucht.

*) Um diese Darstellungsart zu tibersehen, diene zur Nachricht, dass die Aus-
dehnungslehre, wenn n Grossen x; . .. x, aus n Einheiten ¢ . .. e, durch das
lineare System - Xy = 8 ¢+ ... 8, en

Xn.=&n,10| +...:i-an,nen
hergeleitet erscheinen, das #ussére Produkt der x(x;x; . . . xn) von vornherein mit
der Determinante = + a,; . .. a,, identificirt 110),
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Wie sich bei Zugrundelegung dieser Anschauungsweise der Multipli-
kationssatz der Determinanten ausnimmt, kann bei Hankel 111) nachge-
sehen werden. — .

Als Grassmann die Arena betrat, war bereits Jacobi’s funda-
mentale Abhandlung von den Determinanten erschienen. In rascher Folge
erschienen mehrere andere Arbeiten, welthe die Anregungen der ersteren
aunszuftihren, die Lebren derselben zu vertiefen bestimmt waren. Auf die-
selben in dieser historischen Einleitung niher einzugehen, wiirden wir fiir.
verfehlt halten, da wir ja — besonders im n#chstfolgenden und im sie-
benten Kapitel — geradezu unaufhorlich an dieselben werden erinnert
werden. Zu gleicher Zeit fast begann Hesse der geometrischen Seite der
Determinantentheorie seine Aufmerksamkeit zuzawenden und besonders die
Krtimmungsprobleme als unmittelbarste Emanation jemer in ihr wahres
Licht zu stellen.

Auch Hesse’'s Thitigkeit kann noch kaum als der Geschichte ange-
horig bezeichnet werden; wir verweisen auf N&ther's 12) Nekrolog und
bemerken nur im Allgemeinen, dass des grossen Geometers Meisterschaft
in der Durchdringung und Durchgeistigung des algebraischen Formalismus
lag. Die Indexbezeichnung hat erst unter seinen Hénden die Kraft ent-
wickelt, welche ibr innewohnt; wire doch ohne sie jeme in neuerer Zeit
80 beliebt gewordene Uebertragung geometrischer Sitze auf sogenannte
hohere Mannigfaltigkeiten eine einfache Unmoglichkeit.

Mit Hesse schliesse unsere Uebersicht. Nur beztiglich der didakti-
sche Seite mbge noch bemerkt werden, dass der erste Versuch, Cauchy’s
Erfindungen dem grisseren Publikum mundgerecht zu machen, von Gru-
nert 113) ausgegangen ist. Spiiter bildete Jacobi’'s oben genannte Ab-
handlung fir lange Zeit die einzige Quelle des Lernbegierigen, bis dann
endlich 1848 in England, 1854 in Italien, 1857 in Deutschland eigentlich
systematische Bearbeitungen der neuen Disciplin an’s Licht zu treten be-
gannen. Eine mdglichst sorgfiltige Ueberschau. tiber, die in neuester Zeit
grossartig angeschwollene Determinanten - Literatur ist diesem Buche als
Anhang beigegeben worden. —

Was die Geschichte unseres Gegenstandes anlangt, so ist hervorzu-
heben, dass Terquem 114) die Urgeschichte der Determinanten in einem
anregend geschriebenen Artikel behandelt hat. Wer sich aber einen kur-
zen und doch ausreichenden Ueberblick fiber die Hauptmomente dieses
hochwichtigen Stiickes mathematischer Entwickelungsgeschichte verschaffen
will, der greife zu einem vor Kurzem erschienemen Schriftchen von Stud-

nicka15), das jedoch mit der vielfach von uns zu Rathe gezogenen um-
fassenden Monographie desselben Autors nicht verwechselt werden darf.

1) Praetorius, Problema, quod jubet ex quatuor lineis rectis datis quadri-
latermn fieri, quod sit in circulo, aliquot modis explicatum, Norimbergae 1598. —
2) Albert Girard, Tables des Sinus, Tangentes et Secantes, A la Haye 1626.
Kap, 9. — 3) Kummer in: Guhrauer, Joachim Jungius und sein Zeitalter,
Leipzig 1850, 8. 297. — 4) Dihring, Kritische Geschichte der allgemeinen Prin-
cipien der Mechanik, Berlin 1872. 8.216. — 5) Grassmann, Geometrische Analyse,
geknipft an die von Leibnitz erfundene geometrische Charakteristik, Leipzig
1847. — 6) Leibnitz's Werke, ed. Gerhardt, 2. Band, Halle 1864. S. 229. —
7) Ibid S. 234. — 8) Ibid. 8. 239. — 9) Ibid. 8. 240. — 10) Ibid. 8. 241. —

~ 11) Ibid. 8. 245. — 12) Ibid. 8.261. — 13) Studnidka, Augustin Cauchy als
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formaler Begriinder der Determinantentheorie, Prag 1876. 8.12. — 14) G. W. Leib-
nitii Responsio ad D. N. Fatii Duillerii Imputationes, Acta Erud. Lips. 1700.
S. 201 ff. — 15) Bossut, Versuch einer allgemeinen Geschichte der Mathematik,
deutsch v. Reimer, 2. Band, Hamburg 1804. 8. 278. — 16) Baltzer, Theorie
und Anwendung der Determinanten, Leipzig 1875. 8. IV. — 17) Cramer, Intro-
duction & 1'analyse des lignes courbes algébriques, A Gendve 1750. — 18) Clebsech,
Zum Gedéichtniss an Julius Plticker, Gottingen 1872. S. 17. — 19) Giinther,
Vermischte Untersuchungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften,
Leipzig 1876. 8. 186 ff. — 20) Cramer, 8. 59. — 21) Ibid. 8. 6563 ff. — 22) Ibid.
8. 658. — 28) Euler, Specimen Algorithmi singularis, Novi Comment. Acad. Pe-
trop. Tom. IX. 8. 53. — 24) Ibid. 8. 57. — 25) Giinther, Darstellung der N&he-
rungswerthe von Kettenbriichen in independenter Form, Erlangen 1873. 8. 57. —
26) Euler, e usu novi Algorithmi in. problemate Pelliano solvendo, Novi Comm,
Tom, XI. 8. 28. ff. — 27) Ibid. 8. 46 ff. — 28) Gauss, Disquisitiones arithme-
ticae, Lipsiae 1801. 8. 17. — 29) Lejeune-Dirichlet, Vorlesungen @iber Zahlen-
theorie, ed. Ded ekind. Braunschweig 1863. 8. 49. — 80) Hindenburg, Hochst-
wichtiger Einfluss der Combinationslehre auf die Analysis; Sammlung comhinato-
risch-analytischer Abbandlungen, 1. Theil, Leipzig 1796. 8. 276. — 31) Euler,
Demonstration sur le nombre de points, oh deux lignes des ordres quelconques peu-
vent se couper, Mém. de I'acad. de Berlin 1748. 8. 234 ff. — 32) Id. Nouvelle Mé-
thode d’éliminer  les quantités inconnues des équations, Ibid. 1764. 8. 91 ff, —
33) Bézout, Recherches sur le degré des équations résultantes de 1'évanouissement
des inconnues, et sur les moyens qu'il convient d’employer pour trouver ces équa-
tions, Mém. de 'acad. royale de Paris 1764. 8.292. — 84) Ibid. S.292. — 35) Ibid.
S. 294. — 36) Ibid. 8. 317 ff. — - 87) Hankel, Zarncke’s literarisches Central-
blatt, Jahrg. 1868. 8. 85. — 88) N#igelsbach, Studien zu Fidrstenau’s neuer
Methode der Darstellung und Berechnung der Wurzeln algebraischer Gleichungen
durch Determinanten der Coéfficienten, Archiv d. Math. u. Phys. 59. Theil. S.148. —
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Kapitel IL

Allgeméine Eigenschaften der Determinanten. .

-~

§. 1. Definition. Es sei eine Reihe von Elementen gegeben, deren
Reibenfolge in einer bestimmten Weise festgesetzt ist, so dass von niedri-
geren und hoheren Elementen in jener ersten Reihenfolge gesprochen wer-
den kann. Hat man es mit Zahlen zu thun, so gilt als massgebend das
dekadische System, handelt es sich um Buchstaben, die alphabetische An-
ordnung. Aus jener ersten Verbindung oder Complexion der Elementé
werde auf irgend eine Art eine zweite gebildet; alsdann definiren wir,
indem wir eiii Fortschreitungsgesetz von links nach rechts stipuliren:

Steht in der abgeleiteten Complexion ein hiheres Ele-
ment links von einem niedrigeren, so sagt man, beide Ele-
mente bilden eine Inversion (Dérangement).

Man erkennt sofort, dass nur bei einer _einzigen Anordnung der Ele-
mente gar keine Inversion vorhanden ist; wir wollen jene Complexion die
normale nennen.

Bei fiinf Elementen sind z. B. beztiglich

12845 hiklm

die einzigen normalen Complexionen.

Zihlt man simmtliche in einer vorgelegten Complexion auftretende
Inversionen ab, so erhilt man entweder eine gerade oder eine ungerade
Anzahl; hiernach unterscheidet man paare und unpaare Complexionen.
So ist also die normale Complexion eine paare, weil sie 0 Inversionen auf-
weist. Die Complexion 5 3 9 8 1 2 hat 10 Inversionen, n#mlich 58, 51,
52, 81, 32, 98, 91, 92, 81, 82, ist also paar, wogegen die Complexion
beagme, in welcher dxe 5 Inversionen ba, ea, ec, gc, mc¢ vorkommen,
als unpaar zu bezeichnen ist.

Hat man nun ein System von n? durch doppelte Indlces charakteri-
sirten Elementen

a1 8,1,3 818 . « « 811

821 822 823 .. . 482n

8n1 ang 8n3 . . . 8nn,
und bildet aus denselben simmtliche irgend zul#ssige Produkte zm n Fak-
toren, ohne dass in einem solchen Produkte mehr als Ein einer bestimmten
Horizontal- oder Vertikalreihe angehtriges Element vork#me, versieht man
ferner nach einer sofort niher anzugebenden Regel diese Produkte zum
Theil mit dem positiven, zum Theil mit dem negativen Vorzeichen und
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vereinigt simmtliche so erhaltene Ausdriicke zu einer algebraischen Summe,
so ist diesé letztere die Determinante des obigen Systemes von n? Ele-
menten. Um das Vorzeichen eines einzelnen Gliedes zu erhalten, ordne
man dessen Faktoren so, dass die ersten Indices in der Ordnung der na-
tiirlichen Zahlen auf einander folgen, und untersuche dann, wie viele In-
versionen die Reihe der zweiten Indices darbietet. Ist deren Anzahl ge-
rade, resp. Null, 'so ist das Zeichen positiv zu nehmen, im-entgegenge-
setzten Falle negativ.

Eine Determinante von. n? Elementen hat den Grad (franzdsisch

I'ordre) n; aus einem unmittelbar einleuchtenden Grunde wird sie aber
anch huuﬁg als n reihig bezeichnet.

Beztiglich der 4lteren Bezeichnungen einer Determinante ist das erste
Kapitel nachzusehen. Handelt es sich blos um Charakterisirung des be-
treffenden Ausdruckes, so schreibt man auch in neuester Zeit die Deter- -
minante vielfach in der Form

12...n | |
12.. n)EZi‘&],laz,z. . « 8n,n;
will man aber mit Determinanten operiren, so h#lt man sich an die von

Cauchy (Kap. I § 11) eingefihrte und von Hesse wieder aufgenommene
Schreibweise

N

81,1 81,2 81,3 ... 81n
a1 822 &3 ... 8agn
a31 833 4a33 ... &3n|

|8n1 8n2 8n3 . . . 8nn
Die beiden Elementreihen
ay,1 822 23,3 « e« 8n—1,n—1 3nn,
a1,n a2,n—1 83n—2 . . « &n—1,2 . an,1
mogen als erste und zweite Diagonalreihe aufgefiihrt werden *);
ein aus den Elementen der ersteren gebildetes Produkt, dessen zweite
Indices sonach die Normalcomplexion repriisentiren, helsst Anfangs-
glied der Determinante. Alle Elemente, welche in ihrem ersten Index
tibereinstimmen, gehtren derselben Horizontalreihe oder Zeile, alle
diejenigen, welche den n¥mlichen zweiten Index bes:tzen, gehoren derselben
Vertikalreihe oder Colonne an.
Als Beispiele fiir die wirliche Ausrechnung von Determinanten mogen -
folgende dienen:
81,1 a2
az1 az2
Die Determinante vierten Grades

—

= &a1,1 822 — a1,2 &2,1.

*) Dle hier gegebene Unterscheidung der beiden Diagonalen riihrt von dem
franzésischen Mathematiker Sauveur her 1), welcher sich bei seinen Untersuchun-
gen fiber die sogenannten magischen Quadrate erstmalig dieser Terminologie be-
diente. Beziiglich der anderen Kunstworter siehe die Nachweisungen des ersten
Kapitels.

Ginther, Determjnantentheorie. 2. Aufl, 3
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81,1 313 4,3 814
az,1 ‘az2 823 a4
831 832 833 834
a41 842 B43 B4y
ergiebt, zuniichst noch ohne Vorzeichen, nachstehende Glieder:
a1 822 833 44, 81,1 822 834 843, A1,1 823 232 B4d, 81,1 23 A34 Be2,
a1,1 82,4 832 843, 81,1 Ag4 833 842, 81,2 821 833 844, 81,2 32,1 8384 84,3,
a2 823 831 844y 31,2 82,8 834 A4, B1,2 824 831 843, B2 B24 833 B4,
813 82,1 832 844, 81,3 83,1 B34 842, 81,3 82,3 83,1 844, 81,3 B22 B34 B4,
a3 az4 a3,1 84,2, 81,8 824 832 84,1, 81,4 82,1 83,2 a4,3, 814 821 833 842,
a1,4 82,2 83,1 84,3, 81,4 8»2.2,9'3.3 4,1, 21,4 32,3 83,1 842, 81,4 82,3 83,2 84,1.
Simmtliche Complexionen sind hier bereits in den ersten Indices
. normal, 8o dass man nur an den zweiten die Abz#hlung noch vorzunehmen
braucht. So erbalten wir, indem wir die Anzahl der Inversionem mit
einer Ziffer bezeichnen, fiir die einzelnen Complexionen folgende Werthe:
1—0, 2—1, 3—1, 4—2 5—2, 6—8, 7—1, 8—2, 9—2, 10—3, 11—3,
12—4, 13-—-2 14——3 15—3 16—4 17—-4 18—5 19—3 20—4 21— 4
22—5, 23—5, 24—6.
Es erhalten demnach von den oben hingeschriebenen Gliedern das
1., 4, 5., 8, 9, 12, 138,, 16., 17., 20., 21., 24. das positive, hingegen
das 2., 3., 6., 7, 10,, 11., 14., 15, 18., 19,, 22, 23. das negative Zeichen.
Sind die in der Determinante vorkommenden Elemente nicht durch
doppelte Indices unterschieden, sondern durch Buchstaben und angehingte
Indices, so hat man in jedem Einzelprodukte die Faktoren alphabetisch zu
ordnen und hiern#ichst auf die Indices die n#mliche Regel anzuwenden. So
ergiebt die Determinante

. ' 8 8 a3
by by b
¢ ¢ ¢

folgende Glieder: a;bycs, aibsc), agbics, agbsey, agbicy, azbye,. Nehmen wir

hier an den Indices die erforderliche Abzihlung vor, so hat 1 2 3 — 0,

182 —1,218—1,281 — 2, 312 —2und821— 3 In-

versionen; unsere Determma.nte ist also gleich dem Aggregate N
atbzcs — ayb3e; — asbyeg + aghsey + aghjcp — agbyey.

Wie viel Entwickelungsglieder eine ausgerechnete Determinante be-
sitzt, bestimmt sich leicht folgendermassen. Bleibt die Reihenfolge der
ersten Indices die gleiche, so kann man soviele Glieder durch Umsetzung
der zweiten Indices herstellen, als der Numerus Permutationum von
n durchans verschiedenen Elementen angiebt. Diese Zahl ist aber be-
kanntlich n! = 1.2 .8...(n — 1) n, und so gross ist amch die
Gliederzahl einer m reihigen Determma.nte

Durch genauere Betrachtung der blsher durcbgeﬁihrt.en Beispiele itber-

zeugt man sich induktorisch, dass je 2— Gliedern ein bestimmtes Vorzeichen

zukommt *); indess kann man den Beweis hleﬁhj auch allgemeiner fithren.

*) Dieses interessanten Faktums, welches doch keineswegs direkt aus der ge-
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Es sei die Thatsache erhiirtet fiir ein beliebiges n; die Entwickelungsglie-
der seien angeschrieben. Setzt man jedem an letater Stelle die Zahl (n+1)
bei, 80 kann keine Inversion eintreten; setzt man die Zahl (n 4 1) zwi-
schen die letzte und vorletzte Stelle, so tritt fir jede Einzelcomplexion der
ersten Serie eine neue Inversion hinzu, ein Gleiches .gilt fiir die so eben
gebildete Serie, wenn (n 4 1) noch um einen Platz weiter nach links
_geschoben -wird, u. s. f Die Anzahl der-in einer Serie vereinigten Glieder
ist gerade, n&mhch gleich n!, paare und unpaare Complexxonen kommen
in gleicher Anzahl in jeder derselben vor, und so giebt es denn im Ganzen
( + 1) _(n -; i
Complexlonen Nun gilt der Satz fir n—2, also auch fir n =8, 4.. .,
Beispiel. Nachstehend sind fiir (n + 1 — 4) Elemente d1e 4 Se-
rien von je n! — 6 Elementen wirklich gebildet; die links neben jeder
Complexion stehende Zahl ‘giebt die Anzahl der Inversionen an.

paare und unpaare

0. 1234 1. 1243 2. 1428 3: 4123
1. 1324 2. 1842 3. 1432 4. 4132
1. 2184 2. 2143 8. 24183 4. 4213
2. 2814 8 2341 4. 2431 5.- 4231
2.8124 8. 3142 4 3412 5 4312
- 8 8214 4 8241 5, 8421 6. 43821

12 Gliedern kommt sonach das -+, 12 Gliedern das — Zeichen zu.-
Auf diese letzteren Betrachtungen werden wir in §. 12 nochmals von
einer ganz anderen Seite her geftihrt werden..

§. 2. Wir haben im Vorigen vorausgesetzt, dass die ersten Indices
stets eine dem Zahlensystem entsprechend geordnete Reihe bildeten, wiih-
rend die zweiten permutirt wurden; wir konnen jedoch mit Baltzer 4).
auch sagen:

Die Glieder einer Determinante knnen aus dem An-
fangsgliede auch dadurch abgeleitet werden, dass man die
ersten Indices permutirt, wihrend die zweit,en ihre (nor-
male) Anordnung beibehalten.

Den Beweis dieses Fundamentalsatzes kénnen wir nach Becker %) in
dieser Weise fiihren: Es ist blod zu zeigen, dass die Zahl der Inversionen
in der nunmehr von den ersten Indices gebildeten Complexion ebenso gross
ist, wie bei der ersten Anordnung diejenige in der Complexion der zweiten
Indwes, und hiezu gentigt wiederum der Nachweis, dass diese beiden Com-
plexionen entweder beide paare oder beide unpaare Permutationen der
normalen Complexion 1 2 8 . . . n sind. Werden nun zwei Faktoren von
a1k, 8zk, . . . 8nk; vertauscht, so vertauscht man hiedurch zwei zweite

und zwei erste Indices; ist zuletzt die Reihe kjky . . . kn der zweiten In-
dices in 1 2 . .. n tibergegangen, so hat sich die Reihe der ersten In-

wohnlichen und auch von uns adoptirten Definition der Determinante hervorgeht,
gedenken die allerwenigsten Darstellungen; ein eigentlicher Beweis fiir dasselbe
diirfte nur bei Baltzer?) wenigstens angedeutet sein. Diekmann zieht den
Satz mit in die Begriffsbestimmung hinein 3), was von Seite der systematischen An-
ordnung kaum gebilligt werden kann, indem dadurch die Frage nach der méoglichen
- Anzahl paarer und unpaarer Complexionen prijudicirt wird.

3‘
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dices in eine ganz nemue Complexion umgesetzt, welche aber natiirlich der
nfimlichen Kategorie angehtrt. Da nun durch blosse Faktorenvertauschung
aus einem Gliede der durch Permutation der zweiten Indices erhaltenen
Determinante das ihm gleiche in jener Determinante geworden ist, welche
man durch Permutationr der ersten Indices gewann, so ist flir je zwei
solche Glieder die Gleichheit der Zeichen, damit aber auch die Identitst
" der beiden Determinanten- Entwickelungen dargethan.
Hieraus folgt demnach der Satz:

Der Werth einer Determinante bleibt unget#ndert, wenn
man alle Colonnen zu entsprechenden Zeilen macht, und
umgekehrt; es ist

81,1 . .« 81n

36
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a1,1 . . . 8n1

= .

8n1 . . . ann al,n...au
§. 8. Hitlfssatz. Vertauscht man in einer (Buchstaben

oder Zahlen enthaltenden) Complexion zwei Elemente mit
" einander, so indert sich die Anzahl der Inversionen um eine
ungerade Zahl.

Gesetzt , wir hitten die Complexion
abPmnpQrst.
und vertauschten in derselben P mit Q. For dle Gruppen ab und rst
wird offenbar durch diese Vertauschung die Anzahl der” vorhandemen In-
versionen nicht getindert; wohl aber fur die zwischenliegende. Gruppe mnp.
Hat nun diese Gruppe q Glieder, von denen @ << P *) und g > Q sind,
und ist auch P < Q, so hat die Theilcomplexion PmnpQ (a + §#) Inver-
sionen. )Da f&rner a Glieder < P, # > Q, sosind (q — @) > P und
@ Somlt hat unser Ausdruck . .. QmnpP . .
q—a+q—ﬂ+1=2q-—(a+ﬂ)+l

Inversionen, indem ja Q mit P selbst eine solche bildet. Bezeichnen y und
) beziighch die Anzahl der Inversionen innerhalb der Gruppen

...abund rst .. .,

go sind Jetzt im Ga.nzen (y + 6 — (« + 8) + 2q + 1) vorhanden;
_vorher gab es (¥ + & + « + f), so dass durch die angegebene Opera-
tion die Anzahl der Inversionen sich um
2 — 2 (& + ) + 1,

“algo in der That um eine ungerade Zahl, vertindert hat.

Vertauscht man z. B. in der Complexion 8 5 1 2 8 6 4 7 den Term
5 mit 8, so erh#ilt man 3 8 1 2 5 6 4 7. Die urspriingliche Complexion
weist 9, die abgeleitete 10 Inversionen auf, die Differenz ist 1.

Aehnlich dem hier vorgetragenen ist der von Mollweide 6) fiir

*) Diese Schrelbwelse ist, wie man sieht, iibertragen. Das Symbol r - 5
bedeutet nur, dass in der Normalcomplexion r seinen Platz rechts von 5 hat, und
gleichermassen wird 5 < r zu setzen sein. Hat man es mit Zahlwerthen zu thun,~
so driickt die symbolische Schreibweise natiirlich auch das faktisch bestehende

1;(irczssenverhﬁ.ltniss aus. (leiche Elemente konnen selbstverstindlich niemals auf-
eten. .
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dieses ursprﬁnghch von Cramer (Kap. I. §. 8) herrtihrende Theorem ge-
gebene Beweis.

§ 4. Halten wir den Begriff paarer und unpaarer Complexionen fest,
wie er in §. 1 definirt ward, so kinnen wir im Anschluss an das vor-
stehend bewiesene Lemma behaupt.en

Je nachdem eine Complexion aus der normalen durch
eine gerade oder ungeradeAnzahl von Indexvertauschungen
hervorgegangen 1st, ist sie paar oder unpaar.

Hievon machen wir sofort eine folgenreiche Anwendung. Wir ver-
tauschen im Anfangsgliede einer Determinante A von xrgend zwei darin
vorkommenden Elementen die ersten Indices, wihrend wir die zweiten un-
getindert lassen, so dass etwa 811 822 . . . pp - - - Bgs . « - 8Gnn in die
neue Form a1 age ... @gp . . . 8ps . - . 8nn Ubergeht, und denken.
uns dann den zweiten Ausdruck als erste Diagonalreihe einer neuen De-
terminante A\’, deren erstes Glied demnach mit dem Minuszeichen versehen
ist. Alle tibrigen Glieder von A kommen nun auch in A’, nur mit dem
entgegengesetzten Zeichen, vor; denn wihrend sie aus dem Anfangsgliede
von A beztiglich durch.eine gerade oder ungerade Anzahl von Indexver-
tauschungen\ hervorgegangen waren, wurden sie aus' dem Anfangsgliede
von A’ resp. durch eine ungerade oder gerade Anzahl von Umsetzungen
gebildet. Es ist demgemiiss A = — A"

Die oben angegebene Vertauschung zweier ersten Indices der Diagonal-
reihe ist aber offenbar identisch mit der Vertauschung zweier Zeilen; hit-
ten wir statt der ersten Indices die zweiten genommen, so wiirden an die
Stelle der Zeilen die Colonnen treten, so dass also ganz allgemein der
Satz gewonnen ist:

Werden zwei Zeilen oder Colonnen mit einander ver-
tauscht, so bleibt der absolute Werth der Determinante
derselbe, nur das Vorzeichen 4indert sich; ist A der ur-
spriingliche, A’ jener Werth der Determinante, welchen sie
nach p solchen Parallelverschiebungen angenommen hat,
so ist A = (— 1P A

Man hat also .

a 8y 8 By B 8y 83 B B 8 8y By
by by by by _ __ |d dp d3 df _ (b by b, by
€ C C G ¢4 C C C C2 ¢ C C3
d; dy dg dy by by by by dp dy dy d

Unmittelbar aus diesem Satze ergiebt sich auch der folgende:

Sind in einer Determinante zwei Zeilen oder Colonnen
einander beztiglich.gleich, so ist die Determinante identisch
gleich Null .

Denn ist diess fiur die Determinante A der Fall, so ist mach dem

Vorigen sofort
A=—N0NA=0.

So ist z. B.

’abci ,

m n p| = anp — anp — bmp -4 bmp -+ cmn — cmn = 0.
m n p -

§. 5. Es ist stets
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n(n—1) : |
a1 41,2 . . . &1,n—1 81,n —5 &1,n 81,n—1 . . . &1,2 81,1
an,1 an,2 . . . 8nn—1 &n,n @n,n ae,n—1 « « « 8n2 an,1

Um zu dieser Wahrheit zu gelangen, untersuchen wir, wie der Werth
einer Determinamte durch successive Vertauschung zweier- Reihen sich
tndert. Indem wir der Kiirze halber die zweite der.oben (§. 1) ange-
fuhrten Bezeichnungsweisén wiihlen, erhalten wir
3+ a1 822883 844 ... 800 = (—1)! I+ a2 asy a33 844 . . . Bop

=(— 1223 + ai283831 844 .. .80 ..

Lassen wir nun, indem wir etwa 3 + ai2 823 834 841 . . . Gnn als
(n — 1)te Umformung der urspriinglichen Determinante ansehen, a4,
stehen und versetzen zwei andere Terme, so bekommen wir
S+ aie as3 as4 841 .« . . 800 = (—1)22 I+ a13 824 832 841 « « . Bnn

= (— 1238 3 & a4 823 832 841 . . . Ann . . .

Allgemein ist dann offenbar

3 + a1 822 833 44 - . . ann
= (— 1)e—t4n—2+...424+1 | 3 4 a;4 a9, n—1 83,n—2 &4n—3 . . . 8n,L

Der Exponent von (— 1) stellt sich uns als arithmetische Progression

dar; summiren wir dieselbe, so folgt ‘
a(n—1)
Ei a1,1 a2,2'33,3 44,4 + « « Bn,n = (—1) 2 Ei‘ 81n a2,n—1 83,n—2 84,n—3 ... an,l.

Wir haben bis jetzt nur die Colonnen vertauscht; natiirlich kénnen
wir dagselbe mit den Zeilen thun und haben dann

N n(n—1)
Staa22a833844...800 =(—1) 2 £ & an1 80—1,2 8n—2,3 40—3,4 . . A1

.

Indem wir schliesslich beide Vertauschungen gleichzeitig vornehmen,

ergiebt sich . ‘
2n(n—1)

St aiias2833844...800=(—1) 2 3+ ann an—1,n—1 8n—2, n—2 An—3,0—3 ... 1,1,

oder, da n(n — 1) unter allen Umsttinden gerade sein muss,

Ial,l e« « 81,0 ann + . . 8n,1|

R
an ... 31,1|

ein Satz, welcher besonders fiir die Lehre von den Kettenbriichen von
grosser Wichtigkeit ist.

§. 6. Da von jeder Zeile und Colonne nur je ein Element in eiem
Gliede der ausgerechneten Determinante vorkommen darf, so tritt fir eine
Determinante nten Grades das Element aix offenbar (n — 1) mal als
Faktor bei der Ausrechnung auf. Denken wir uns jalso simmtliche Ele-
mente, welche mit aix in der nimlichen . Zeile und Colonne stehen, durch
Nullen ersetzt, so verschwinden simmtliche Entwickelungsglieder mit Aus-
nahme jener Summe von (n — 1) Summanden, deren jeder aix zum Faktor
hat. Ziehen wir diesen heraus, so sind die ersten Indices der tibrig ge-
bliebenen Complexionen noch immer in der normalen Anordnung geblieben,
wihrend fiir die zweiten Indices alle denkbaren Permutationen stattfinden;

|an,1 « + . 8nn

[ |
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das Aggregat ldsst sich somit als Determinante vom (n — 1)ten Grade
schreiben, und .wir haben den Lehrsatz:

Verschwinden in einer Zeile oder Colonne simmtliche
Elemente bis auf eines, so reducirt sich die Determinante
auf ein Produkt aus jenem 'Element in eine Determinante
vom nichstniederen Grade. ‘

Die ibrig bleibende Determinante l#sst sich, abgesehen vom Vor-
zeichen, sehr leicht bestimmen, indem man einfach die tibrigen (n — 1)2
Elemente in Form eines quadratischen Schema’s anordnet. Um das Vor- -
zeichen zu finden, hat man nur zu untersuchen, welches Vorzeichen das
Anfangsglied der neuen Determinante, multiplicirt mit jenem Faktor, bei
Avusrechnung der urspriinglichen erhalten haben wtrde. So ist z. B.

By 81,2 By,3 B4 By :
81, 8
3 gﬂm g2 8*2:3 8204 3?’5 8;:: a;:: :;:; :lz::
0 .83y = TOB oy 842 Bu3 By
Bt B2 B4 Bayy Byyp 861 852 853  Bgyp
8551 Bk Bp3  Bpid  Bpd ’ ,

denn das Glied ag, a5, 83,4 843 85,5 enthdlt in der Complexion seiner
zweiten Indices eine Inversion (4 — 8). ., Ein bequemeres Mittel zur Vor-
zeichenbestimmung werden wir sehr bald kennen lernen. i

Als Zusatz zu dem so eben diskutirten Satze moge moch folgender
angemerkt werden:

In einer Determinante nten Grades seien ftir p(<n) Dia-
gonalelemente alles auf einer Seite der nimlichen Reihe
(Zeile oder Colonne) befindlichen Elemente durch Nullen
ersetzt; alsdann reducirt sich die Determinante auf das
Produkt jener p Diagonalelemente multiplicirt mit einer-
(n — p)reihigen Determinante. Verschwinden speziell alle
auf einer Seite einer Diagonalreihe stehenden Elemente, so
ist die Determinante gleich dem betreffenden Diagonal-
gliede. Mit dem Vorzeichen ist es wie oben zu halten.

. Beispiele.
0 0 0 0 0 0 81,7
8,1 82,2 82,3 954 Boyp Boyg 82y7 8451 842 B4s3 Bhyd| la m n
0 0 0 0 8550 an 36’1 %’2 %,3 %’4 0b q2
Bayt o2 843 Bgu Bpp 0 By T -Bindaadgs O WE W WG  0 =abed
Bgs1 B52 B503 Bped Bpop 0 Bpy7 861 Bg:2 B3 g4 00 04d
86,1 86,7 Bg:3 Bgys Bgp 0 By 87,1 87,2 7,3 894

a7, 7,2 87,3 874 875 0 87

Von diesem Umstand kann man Gebrauch machen, wenn es sich darum
handelt, einer Determinante ohne Aenderung ihres Werthes einen htheren
Grad zu ertheilen.

80 sind z. B. die um drei Grade verschiedenén Determinanten

_ 1 e @ o o o 0
Biyt B2 31 3 By g ‘lg 0 0 0 0 g
! ’ § 1 By 84,2 81,3 By
B2t 822 23 Bokl gng |0 By  agy By 823 8o O
P31 Bea By B3 0 B3 ag =83 833 834 O
B4y By 843 Ba 0’ Bi 84y B4 Bas By O
e % nn 3 2 n 1 -
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einander gleich, und zwar sind dabei die Grdssen e, §, y natiirlich ganz
willktirlich gew#hlt worden. Allgemein wtirde diess so auszusprechen sein:

Will man eine Determinante bei unverindertem Werthe
auf einen um q Einheiten hdheren Grad erheben, so setze
man in der Verlingerung der Diagonalreihe q Einser an
und ftille den so entstandenen Gnomon auf der einen Seite
durch Nullen, auf der anderen durch beliebige Grissen aus.
Handelt es sich um die zweite Diagonalreihe, so ist noch
auf das Vorzeichen Bedacht zu nehmen.

Man nennt eine solche Operation gewthnlich das Rindern*) der
Determinante. . :

Principiell ebenso moglich jedoch weniger einfach ausfithrbar ist die
Herabsetzung einer Determinante auf einen niedrigeren Grad; einen Weg
zur Losung einer sehr allgemeinen dahin zielenden Aufgabe hat unlingst
Baltzer 7) angegeben, jedoch werden dazn tiefere erst aus dem dritten
Kapitel zu erlangende Kenntnisse vorausgesetzt.

} §. 7. In jedem Gliede einer entwickelten Determinante kommt von
jeder Zeile beztiglich Colonne nur ein einziges Element vor; denken wir
uns demnach simmtliche Elemente ein und derselben Reihe mit der glei-
chen beliebigen Zahl multiplicirt, so kénnen wir dieselbe als gemeinschaft-
lichen Faktor heraussetzen. Diess liefert den Lehrsatz:

Multiplicirt man in der Determinante A alle Elemente
einer Zeile oder Colonne mit demseben Faktor a, so ist das

Resultat gleich aA. : e

So ist z. B. i
a, 8y aag a4 a; ay 83 8 ay ag a3 ay ’
by by abg byl _ by by by by ___ 1 | amb  amb, amby; amby
e ¢y acg €  le e c3 ¢4l T am—2 | ¢ e c3 e I
dj (]2 ad3 d4 dl dz d3 d4 a.m"‘d, ﬂm—ldg am—1d3 &m—ld.i:

§. 8. Wir wollen annehmen, simmtliche Elemente einer Reihe der
Determinante /A seien algebraische Summen von je q Summanden, so zwar,
dass die Anordnung der Vorzeichen fiir simmtliche Elemente die gleiche
ist; sollte diess micht schon an sich der Fall sein, so erreicht man es, in-
dem man fir — a und 4 a resp. + (— a) und — (— a) schreibt. Ent-
wickeln wir hierauf die nreihige Determinante, so stellt sich jedes ein-
zelne Glied als ein Produkt aus (n — 1) einfachen Faktoren in eine Summe

von q Gliedern dar, und zwar ist dieser Faktor fir je (n — 1)! Glieder,

der gleiche. Multiplicirt man mit dem in eine Klammer geschlossenen
zusammengesetzten Faktor aus, so kann man das resultirende Aggregat

offenbar wieder in Form von q Determinanten des nten Grades anschrei- -

ben. Dieses Faktum lisst sich folgendermassen als Theorem geben:

* Ist jedes Element einer Reihe eine algebraische Summe
aus q Summanden, so kann man die Determinante in eine
Summe von q Determinanten des gleichen Grades zerfillen,

*) Der Begriff des Rinderns erleidet in der neueren Algebra allerdings einige
nicht unbetrachtliche Modificationen, von welchem im sechsten Kapitel gelegentlich
die Rede sein wird; vorliufig jedoch wird sich ein Bediirfniss zur Erweiterung der
gegebenen Definition nicht fiblbar machen.

k. — »
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die in allen Theilen mit der friiheren tibereinstimmen und
nur an Stelle der znsammengesetzten Reihe je einen der q
Summanden enthalten.

So ist z. B.

les+B+71 9, & o, d & 164 31 | lre 0 &
ar+Bty: Oy & = |@p dy & + 1!92 2 & + |r: J; &9,
o5+P3+y; ds &) s 03 & 3 O3 & r3 d3 &

1 —X Y1+Y: 2—2% y+uy 5 oy on W —Xp Yo —Zp Up
X3 J3 Z U — %3 ¥z % Uy X3 y3 %3 Uy
Xy Y4 24 Uy X4 Y4 24 Wy X Ya 2y Uy
X5, Yo Zp ) X Yo Z W X5 Yo Zy O

Die wiederholte Anwendung des hier beschriebenen Verfahrens lisst
uns den weiteren Satz erkennen: - . ,

Ist die rote, rpte ... rite Zeile oder Colonne einer Deter-
minante beziglich aus s, s, . . .8 Summanden zusammenge-
setzt, so kann dieselbe als eine Summe von s .8 ...s De-
terminanten dargestellt werden, deren jede dann kein zu-
sammengesetztes Element mehr enthilt.

Man findet auf diese Weise .

a;tag bi+byl _ |a by ag bll + (2 P2 ag bal

cyte di—dgf T ey 4 ¢ dy ¢, —do ¢ —do|’

Die hier vorgetragenen S&tze, welche man in ihrer Gesammtheit das
A dditionstheorem der Determinanten zu nennen pflegt, sind von
hoher praktischer Wichtigkeit, zumal, wenn man noch das unmittelbar
daraus hervorgehende Corollar hinzunimmt:

Eine Determinante bleibt unver#ndert, wenn man zu
einer Reihe beliebig viele Reihen der ntmlichen Kategorie
hinzuaddirt, nachdem man dieselblen vorher mit beliebigen
Z ahlen mulhpllclrt hat.

Denn betrachten wir die Determinante

a1 .. 8k + qail + Qedim + ... 80 . . 8m . . 81n
az1 . . 2x =+ qia.z,x + qgaz,m 4+ ...8 . .8m . .agn

’

anl.. ank + q,an,l i‘ qgan,m + «+¢@nl . . anm ._ . ann
so ist dieselbe, dem eben Bewiesenen gemiiss, und mit Ricksicht auf §. 7,
gleich folgender Summe: .
a1 . - 81,k « . 811« . Blm . . A1n| a11..a1,l..a1,1.._a.1,m..al,n
az,1 .. 82k . . 821 . . 82m . . 82n + qq (B2l - 821 821, . az,m. . a.z,n

an,1 . . 8nk . . anl . . 3nm . ., 8nn an,l . e ,an,l o « &n, ann,m. . an,
81,1 « « &,m . . 811 . . B1m . . 8110 )
o+ Q2 821 . . &m . . 821 « « 82m . . 82n .i.

andl . . &om . « nl. . an,m\ . . @nn

Da nun jede dieser Determinanten mit Ausnahme der ersten zwei

gleiche Reihen enthiilt, so verschwinden dieselben nach §. 4 simmtlich

identisch, und es bleibt nur die Determinante 3'+ ai1 . . 8kx . . a1 . .
amm . - ann Ubrig.
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Diese Beziehung erleichtert hi#ufig die numerische Auswerthung einer
Determinante mit numerisch gegebenen Elementen, ohne dass diess ganze
Zahlen zu sein brauehten.

" Es soll etwa der Werth der Determinante
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1 1

l—?‘* )
2 21 11

Is 6f 2|

berechnet werden. Dann multipliciren wir fiir's Erste die erste Colonne
mit §, die zweite mit § und ziehen die letztere von der ersteren ab; diess
giebt

. o L 4

6
59 21
—5 2z U
21 381
~10 10 >

Indem wir die dritte Colonne von der mit 24 multiplicirten zweiten
abziehen, folgt

0 0 4
1 -2 e
dloa s
10 5

Schliesslich addiren wir die mit % multiplicirte zweite Colonne zu der
mit 241 multiplicirten ersten; das Resultat ist

o o 4|
1 1 6 . 59.241
Tagp [’ § M

6175 21358 9

30 30

Diese Determinante reducirt sich nach §. 6 auf ihr zweites Diagonal-
glied, so dass der Endwerth gleich

1 1 6. 59 . 241 6175
T Tui'R Y76 e 205?
wird. — Fiir eine Determinante von so geringem Grade giebt es aller-

dings, wie wir demniichst sehen werden, kfirzere Ausrechnungsmethoden ;
indess tritt der Nutzen der so eben ertirterten in Spezialfillen um so
eklatanter hervor.

§. 9. Im Anschluss hieran mige noch auf einen Satz hmgew:esen
werden, dessen Bedentung fur die Elemente .der Determinantentheorie erst

kirzlich von Studnicka 8) hervorgehoben wurde. Derselbe lautet:
Eine Determinante verschwindet identisch, wenn das

-~ @@
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Verhiltniss der Differenzen gleichgestellter Elemente von -
zwei Paaren ihrer Zeilen oder Colonnen constant ist.

Es sei also in der Determinante & + &, ... 841 ... a1 ... 8pp
e e .8gq. .. 8nn der' Quotient

ki — 8kl __
aM__ak’q__(}.(kgl,én). .
Dann ist mit Rticksicht auf den vorhergehenden Paragraphen sofort
die obige Determinante ‘

a1,1 « . 814 — 811 . . 8,1 . . B,p — B1,q. . 81, . . 1,0
A = [ax1 . . 8k1 — 8kl . . 8kl . . 8kp — Bkq . . 8kg . . 8kn,

a.;;,l. .8ni — @nl .. 8n1..8np— 8nq. - Bnq . . 8nn
und hieraus der getroffenen Festsetzung gemiiss, :

anl « o 811 — a1l .. 81,1 . . 81, — 811 . .a1,q'. . 81,0
AN =% 8kl .. 8kl — 8kl . . 8kl . . 801 — 8kl . . 8kq . . Bkl

. . . . . . . . .

@n1. . 84 — 801 . . 8nl1 . . 8n4 — 8nl1 . . 8ng. . Bnn
In dieser Determinante sind zwei Colonnen gleich, sie wird also nach
§. 4 identisch gleich Null.
So annullirt sich beispielsweise die Determinante

8 4 4 2
19 11 8 4
18 9 5 8l
20 14 21 18 v
Q84 _ 19-11 _ 189 _ 20-14 _ ..
wWel'i g2 — 8-4 — B5—8 — 21—18 '

§. 10. Wir haben in §. 1 eine independente zur wirklichen Aus-
werthung einer Determinante dienende Methode kennen gelernt, - welche
zwar sicher, jedoch bei Determinanten htherer Grade nur mtthsam, zum
Ziele fihrt, insoferne sie sich auf die Abzihlung der Index-Inversionen.
stiitzt. Diese Methode wird jedoch vdllig unpraktikabel, sobald die Ele-
mente der vorgelegten Determinante nicht mehr durch Indices von ein-
ander unterschieden, sondern auf irgend eine andere Weise bezeichnet
sind. Es muss demnach auf ein anderes Verfahren zur Entwickelung einer
Determinante gedacht werden, und ein solches bietet sich uns ganz natur-
gemiiss dar, sobald wir die Resultate des §. 5 zn Grunde legen. Dieses
Verfahren ist im Gegensatze zm jenem ein recurrirendes und bietet,
wie dies ja fast stets der Fall, fiir die Praxis jemem allgemeineren gegen-
tiber nicht unbetréchtliche Vortheile.

Wir sahen, dass jede Determinante gleich gesetzt werden kann einem
Produkte aus einem beliebigen Elemente in eine Determinante des niichst
niederen Grades, woferne n#mlich alle mit jenem Elemente in der n#m-
lichen Reihe befindlichen Elemente durch Nullen ersetzt waren. Fiir eine
Determinante vom nten Grade ergiebt dann die nmalige successive An-
wendung jenes Satzes sofort den folgenden: |,

’,
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Die Entwickelungsglieder einer Determinante werden
gefunden, wenn man séimmtliche Elemente einer Zeile oder
Colonne je mit einer nach den Regeln des § 6 gebildeten
Determinante vom n¥chst niederen Grade multiplicirt und
jede solche Determinante in entsprechender Weise weiter
behandelt. Man sagt dann, die urspriingliche Determinante
sei nach den Elementen der qten Zeile oder Colonne zerlegt.
. Zur Vorzeichenbestimmung gelangen wir auf folgende einfache Weise.

Es ist klar, dass zwei aufeinanderfolgende Elemente der n#mlichen Reihe
bei dieser Zerlegung nicht das n#mliche Vorzeichen erhalten kdnnen, denn
wenn wir die Anfangsglieder betrachten, so hat bei festbleibenden ersten
oder zweiten Indices in den zweiten beaztiglich ersten nur eine einzige In-
version stattgefunden, das Zeichen musste also wechseln. Daraus fliesst
aber unmittelbar Folgendes: .

Um bei der angegebenen Zerlegung das Vorzeichen von
aix zu erhalten, untersuche man, ob (i 4+ k) eine gerade oder
ungerade Zahl ist; im ersten Falle hat man aix positiv, im
zweiten negativ zu nehmen. Selbstverstindlich ist dabei
die Determinante in ihrer Normalform 3 + a;, . .. 8nn vor-
ausgesetzt; sollte diess gegebenen Falles nicht zutreffen,
gso ist die betreffende Determinante einer Vergleichsdeter-
minante 2 + arr ... axx gegenfiberzustellen *).

Diese einfache bisher anscheinemd nicht scharf genug hervorgehobene -
Regel ist es, deren wir oben (§. 6) bereits Erwihnung thaten.

Zerlegen wir auf diese Weise die Determinante

) By 8152 - B3

A= lay; 8p,3 8g3

. a3, 83,2 83,3
nach den Elementen der zweiten Colonne, so erhalten wir, da (1 + 2)

ebenso wie (8 + 2) ungerade ist,
—_ Q2,1 82,3 151 B3l 81y1 84,3
A M2 lag, 85,3 + %22 lag, g3 B2 lag,  Bg,g
Diese zweireihigen Determinanten sollen nun resp. nach den Elemen-
ten der ersten Colonne, zweiten und ersted Zeile weiter zerlegt werden,
und zu diesem Ende vergleichen wir jede mit der Determinante
a1 Ao k .
Statt ay,; steht dann ay1, statt a;, steht ams, statt a;,, ebenfalls arg,
und da (I + I) gerade, (II 4+ I) ungerade ist, so erhalten az, und as,
das +, hingegen a3,y das — Zeichen, und man findet so
A = — a4, 89y 83,3 + 81,3 83,1 82,3 — 8252 A3y Byyy T Bpyp B33 By
— 83,2 By, 82,3 T 83,2 B,y Boyy-

*) An einem sehr speziellen Falle wurde diese Regel von Schiiler %) bemerkt
und deren Verwendbarkeit hervorgehoben. Allgemein ward dieselbe wohl zmerst in
diesem Buche ausgesprochen, und alsdann in einer eigens diesem Gegenstande ge-
widmeten Note 19) darauf hingewiesen, wie leicht eine blosse Abzihlung tber das
Zeichen entscheidet. Die Sache ist zu einfach, als dass es ndthig wire, mehr fiber .
die sofort in die Augen springende praktische Vorschrift zu sagen; sehr gefillig ist
w. 8. die von H. Miller11) ihr.ertheilte Form.
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§ 11. In diesem Paragraphen soll ein anderes instruktives Rech-
nungsbeispiel gelehrt werden, fir welches auch die Bezeichnung durch -
doppelte Indices nicht in Anwendung kommt, wihrend allerdings auch
eine Ber(ickmchtlgung der Vorzeichen nicht erforderhch ist. Bedeutende
Mathematiker, wie u. a. auch Gauss'?), haben sich mit der Aufgabe be-
schiftigt, auf einem  gegebenen Schachbrett von 64 Feldern 8 Damen
(Kbniginnen) so zu postiren, dass keine die andere anzugreifen im Stande
ist; es handelt-sich darum, nach bestimmten Regeln alle moglichen L&-
sungén der Aufgabe anzugeben, ohne eine derselben wegzulassen. Dieses
Problem lisst sich nun mit Hiulfe.der Determinanten htchst einfach lésen,
und es bietet diese Behandlungsweise noch den grossen Vortheil, ohne
Weiteres fiir jedes beliebige Schachbrett von n? Feldern verwendbar zu
sein.

Bekanntlich setzt sich die Wirkungsweise einer Dame aus derjenigen
des Liufers und Thurmes zusammen. Um nun alle denkbaren Stellungen
m finden, welche n Thiirme, ohne sich gegenseitig zau storen, auf dem
Brette einnehmen kdnnen, miissen wir n Pliitze heraussuchen, von denen
. keine zwei in der nimlichen Horizontal- oder Vertikalreihe liegen, d. h.
denken wir uns das Brett als das quadratische Schema einer Determinante
von nten Grade und entwickeln dieselbe,. so stellt jedes einzelne Glied
dieser Entwickelung eine solche mogliche Position dar, und es kommt nur
noch darauf an, aus diesen Gliedern alle diejenigen auszusondern, bei wel-
chen anch keine L#ufer- Einwirkung mehr stattfinden kann. Zu diesem
Zwecke bilden wir folgende n reihige Determinante :”

B) € O3 g3 . o 0 o o o

b, a ¢ e . ..., ..

d2 b3 g Cp oo v v o0

fg d‘ bb as ....... !
. . e . C2n—3

. . . ben—3 azn—2

deren Bildungsgesetz sofort klar ist, rechnen dieselbe aus und schliessen
endlich simmtliche Glieder ans, welcho entweder zwei gleiche Buchstaben
oder zwei, gleiche Indices besitzen. Die iibrig bleibenden Glieder sind dann
als die moglichen Lisungen der Aufgabe zu betrachten, und es ist sofort
ersichtlich, dass deren Anzahl hiemit wirklich erschopft ist.

Wir wollen das Problem, der Ktirze halber, nur fir ein Schachbrett
von 16 Feldern auflosen. Zerlegen wir die Determinante

8 © € @3
b, a2, c3 e
d; by ay ¢
f; di by 8

nach den Elementen der zweiten Horizontalreihe, so erhalten wir, indem

wir.die hier natiirlich glelchgﬂltlgen Vorzeichen weglassen, folgendes Re-
sultat:

¢y e gsl A € Sal 3o ¢1 & 89 ¢y €]
by ‘b3 ay 05 ) ‘do ag csly C3 [dybyecgl, ey |dp b ay)
dy by ag| fy dy ag \fs dy g

Die erste und zweite dleser vier Determinanten wollen wir nun nach
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den Elementen der dritten Zeile, die dritte und vierte dagegen nach den
Elementen der dritten und zweiten Colonne zerlegen; diess giebt

€ g3 C1 &3 C 82 €2 83 3 g3 ay €

bid, a. cbl b‘bblbs °b| byag |ba %l 83 2y co’ azbs dz cﬁl’ a?a“‘dz 34|
b3 esc d; d4

C3g3 f3 d,“ C3Cs f3 d4 C3ag d2 b3 4C) f3 bb eybg f3 bb ey dy 34

Die abermalige Entwickelung dieser zweireihigen Determinanten liefert
endlich folgende Glieder:
bydye;c;, (bidAEsau; (bybgecs), (bibsgsbs), (biagesss), (byagesby), (aafsercs),
(3af3g38y), (abhages), (acbygads), (32368084), (arnge2ds), (esgsdady), (cagsbsfs),

(Gs%ao(h), (ezese4f3), (caaeaobs), (csageidy), escidaby, (eyciayfs), (eabsagbp), .

esbgenfs), (e,dsagay), (esdserd,).

Schllessen wir, wie hier geschehen, alle diejenigen Glieder in Klam-
mern ein, welche zwei Buchstaben oder zwei Indices gleich haben, so blei-
ben blos die beiden Glieder bydjescs, esc;dsby von Klammern frei, und
diess sind somit, wie man auch direkt verificiren kann, die beiden einzigen
Lisungen, deren das Problem in diesem Falle fihig ist.

Es konnte scheinen, als erfordere sonach die allgemeine Lisung die
jeweilige Berechnung von n! Gliedern, unter denen alsdann die Ausschei-

dung vorzunehmen wtire. Strenge genommen verhilt es sich allerdings so,

indess hat Glaisher unlingst gezeigt 13), wie man durch einen einfachen
Kunstgriff die Berechnungsarbeit auf ein Minimum reduciren und ohne
grosse Miihe selbst fiir das gewdhnliche Schachbrett von 64 Feldern die
Anzahl (92) der mdglichen Fille erniren kinne.

§. 12. Indem wir eine Determinante des nten Grades nach den
Elementen einer bestimmten Reihe zerlegten, zerfiel dieselbe in eine alge-
braische Summe von n Determinanten des (n — 1)ten Grades, deren jede
eines der betreffenden Elemente zum Faktor hatte. Jede solche Determi-
nante, welche. demnach aus der ursprﬂnglichen durch das Herausheben
von (n — 1)? Elementen entstand, nennen wir eine erste Unterdeter-
minante oder partiale Determmante (Minor determinant)
jener ersteren.

Wie man die einem gegebenen Elemente entsprechende erste Deter-
minante findet, haben wir bereits gesehen. Dieses Verfahren kann jedoch
nach Jacobi “) auch aus einem anderen Gesichtspunkte aufgefasst wer-
den ¥). Die Determinante A ist in Bezug auf jedes einzelne ihrer Ele-
mente offenbar eine lineare Funktion, d. h. enthilt jedes Element nur in
der ersten Potenz, so dass wir also, unter p die erste Unterdeterminante
von A nach dem Elemente aix verstanden, die Gleichung

. . A = paix + q
schreiben ktnnen. Der Ausdruck q ist von aik, diess als verﬁndellwh
gedacht, ghnzlich unabhiingig; differentiiren wir also unsere Gleichung
beiderseitig nach aik, so folgt, da a’ix = 1 ist, nach bekannten Regeln
dA .

~ day
/

*) Die niichsten Zeilen Balten sich getreu an Jacobi's Universititsvorlesungen
tiber hohere Algebra, indem dieselben vor dergedruckten Abhandlung hier wie auch
sonst den Vorzug grosserer Ausfiihrlichkeit und Anschaulichkeit besitzen,
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unter dem Differentialquotienten nattirlich einen partiellen verstanden.
So ist z. B., mit gehtriger Berticksichtigung des Vorzeichens,

Bt by ey [Bt 81,2 819
8-2 by Ozl d azn 82,2 %3|)
% bs c3 a.l c. ﬂa,i 83,2 B33 8,1 ai,gl
© db, as 03 dag,3 83,1 83,9
indem (§. 10) ‘bel b, oder am m die Indexsumme gerade, bei ay,; hingegen
ungerade ist.

Wiirden wir, was ohne Verletzung der exakten Begrﬂndnng maglich
gewesen wire, den so eben entwickelten Satz von der Zerlegung in Unter-
determinanten an die Spitze gestellt haben, so wiirden sich uns mehrere
frithere Wahthelten, welche wir damals auf rein combinatorischem Wege
gewannen, in einer wesentlich verschiedenen Form dargestellt haben.. So

witrde z. B. der in §. 2 bewmsene Lehrsatz durch dnmittelbare Induktion
aus der Identitit

84,1 3ml = [B1s1 B2y
a9y )2 a8y a?y"
hervorgegangen sein, und auch die in §. 1 berechnete Anzahl der Ent-
wickelungsglieder tritt hier sofort zu Tage, indem die (n + 1)reihige
Determinante entschieden die (n + 1)fache Anzahl von-denen der n reihi-
gen, d h.1.2.3...n(n 4 1) solche Glieder besitzt.
Als unmittelbare Folge aus dem Bisherigen ist noch ein Satz von
Wichtigkeit, dessen erster Theil bereits bekannt ist; er lautet:
Die algebraischen Summen *)

aA dA aA | aA aA aA

ai,1 Frepy + a + .+ ain dans al dau+ 2"daz +...4ani F
haben den Werth A\ oder 0, je nachdem k — i ist oder nicht.

Letatere Thatsache erhellt am Nattirlichsten, wenn wir mit Mansion
so schliessen 16): In einer nreihigen Determinante sei die ite Zeile oder
Colonne gleich der kten; zerlegen wir dieselbe nach den Elementen einer
solchen Reihe, so bekommen wir die obigen Entwickelungen, wihrend wir
doch andererseits wissen, dass jene Determinante nach §. 3 identisch ver-

.schwindet.

' So ist fﬂrA:E-!_-albgca,

lc); 2: by o 2: + by B: 2§|= bybyb; — bybge; — bybges + bobge; + bybsep
; —_— b2b301 = 0.

§. 18. Jede Unterdeterminante des n#chst niederen Grades kiomnen
wir wiederum in erste Unterdeterminanten zerlegen, und so fort. Man er-

kennt sofort, dass alle Elemente, aus welchen sich eine derartige Determi-
nante zusammensetzt, bereits als vollstindiges quadratisches Schema in der

b,

*) Das Vorzeichen haftet, wie fiir den Anfﬁnger bemerkt sein moge, mcht am
FElemente, sondern an der Unterdetermmante, so dass also in der allgemeinen
Formel ausschliesslich Pluszeichen-vorkommen diirfen. Es ist diess allerdings eine
conventionelle aber von der weitaus tiberwiegenden Mehrzahl der Fachschriftsteller
adoptirte Festsetzung.
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urspriinglichen Determinante vorhanden waren, und es érhebt sich natur-
gemiiss die Frage nach dem wechselseitigen Zusammenhange beider.

Um zu den ersten Unterdeterminanten zu gelangen, mussten wir uns
die Frage-vorlegen, welches der Cosfficient des Elementes aix in der De-
terminanten-Entwickelung sei. FEs liegt nun nahe, diese Frage dahin zu
verallgemeinern, dass man die Angabe desjenigen Ausdruckes fordert, wel-
cher bei dieser Entwickelung mit dem willkiirlich gebildeten Produkte
ap,q 8#rs 8tu avw . . . multiplicirt erscheint. KEs.ist klar, dass in jenem
Ausdrucke kein Element vorkommen darf, welches beztiglich der pten,
rten, tten, vten . . . Zeile und der qten, sten, nten, wten . . . Colonne
angehdrt.  Es bleiben sonach nur die nicht in jenen Reihen befindlichen
Elemente zuriick, deren Anzahl uns folgende Ueberlegung kennen lehrt.
Urspriinglich mdgen n? Elemente vorhanden gewesen sein; durch Aus-
schluss der pten und gten Reihe gehen hievon @+n—1=2n—1)
weitere Elemente ab.

. Die niimliche Anzahl wtirde auch bei Ausschluss der rten und sten
Reihe von dieser Zahl wegzunehmen sein, wenn nicht zwei Elemente be-
reits im Vorigen mitberticksichtigt worden wiren, so dass also in Wirk-
lichkeit der Abgang nur (2n — 3) Elemente betrtigt. Durch mehrfache
Wiederholung dieser Abziihlung finden wir sonach, dass, wenn das vorge-
legte Produkt h Faktoren enthielt, allgemein noch
n? — (2n—1) — (2n—8) — ... — (2n—2h+1) = n? —2hn + 1
8+5+...4 20 -1

Elemente vorhanden sind. Die Summe der ungeraden Zahlen ist nun be-
kanntlich stets ein vollstindiges Quadrat, so dass a.lso die Anzahl der
ibrig bleibenden Glieder

n? — 2hn + h? = (n—h)2
betrtigt. Diese (n — h)? Elemente erscheinen nun in Gestalt eines Aggre-
gates von (n — h)! Gliedern, jedes Glied zu (n-— h) Faktoren in allen
moglichen Versetzungen, so dass man daftir sofort wieder eine Determi-
nante schreiben kann. Wir erhalten so den Satz:

Greift man aus einer Determinante vom nten Grade
h Elemente heraus, deren gleichartige Indices durchaus
verschieden sind, vereinigt dieselben zu einem Produkte und
fragt nach dem anderen Faktor dieses Produktes in der ent-
wickelten Determinante, so hat man nur alle Elemente,
welche mit keinem der genannten resp. einen ersten oder
zweiten Index gemein haben, zu einer Determinante des
- (n — h)ten Grades zusammenzustellen, Diess ist — abge- °
sehen vom Vorzeichen — der gesuchte Faktor. .

Man pflegt eine solche Determinante die hte Unterdeterminante
oder Partmldetermmante der urspriinglichen zu nennen.

Suchen wir z. B. den Faktor des Elementenproduktes as,; ag, 85,7 8g,3
in der Entwickelung der Determinante = t a, 5,3 83,3 84y 85,5 B6s6 B797s
so ist derselbe gleich der viertem Unterdeterminante dritten Grades

811 84,5 BYy6
8451 Bysp  Byyg|e-
87,1 875 87y6]
§. 14. Es leuchtet nun auch em, dass die rte Unterdeterminante der
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s ten Unterdeterminante einer Determinante vom nten Grade die (r + s)te
Unterdeterminante der letzteren, also selbst vom Grade (n — r — s) ist.
Hieraus folgt jedoch ein allgemeiner Ausdruck fir jede beliebige Unter-
determinante. Bebalten wir die Bezeichnungsweise des vorigen Paragraphs
bei, so wird nach §. 12 der Faktor von apq in der Determinanten - Ent-
wickelung, d. h. die nach diesem Elemente genommene erste Unterdeter-
minante, darch den partiellen Differentialquotienten gf dargestellt. Hie-
X1
nach ist der Faktor des Produktes apq urs gleich dem zweiten Differen-

d
i ? , und ganz allgemein der Faktor des Produktes
. ap,qUars
apiql 8p2g2 - . . Apmgm oder die mte Unferdeterminante gleich
| il
darpl,ql dapz,qz .« o dapm,qm

Jede (n — 1)te Unterdeterminante einer nreihigen Determinante ist
einzelnes Element derselben.

Bei den bisherigen Bestimmungen haben wir das Zeichen unbertick-
sichtigt gelassen. Um diess zu finden, multiplicire man das Produkt mit
dem Diagonalgliede der Unterdeterminante und sehe zu, ob das so ent-
standene Glied in der urspriinglichen Determinanten-Entwickelung mit dem
positiven oder negativen Vorzeichen versehen wire. Im obigen Falle be-
kommen wir so, wenn die ersten Indices geordnet werden, das Glied

o By, By 83,2 A4 Bpy7 86,3 A7y
und dieses bietet in der Complexion seiner zweiten Indices 5 Inversionen
(42, 43, 53, 13, 76); das Vorzeichen ist also Minus. .

§. 15. Im Anschlusse an die hier durchgefiihrten Betrachtungen kin-
nen wir uns die Frage vorlegen, wie viele Glieder einer entwickelten De-
terminante 3 + &, ... ann m bestimmte Terme einer Reihe von Ele-
menten enthalten, deren Verbindungslinie einer der beiden Diagonalreihen
parallel liuft. Um hiertiber Klarheit zm erbhalten, brauchen wir nur an
Stelle der Verbindungslinie die Diagonale selbst zu setzen. Dann lisst
sich als Gegenstand unserer nichsten Untersuchung auch dieser bezeichnen :

Man will wissen, in wie viel Entwickelungsgliedern der Determinante
/\ simmtliche Diagonaleleménte der mreihigen Unterdeterminante vor-
kommen, welche der gegebenen condiagonal sind.

Die ‘hiezu erforderlichen Formeln wurden in vollkommener Correktheit
zuerst fast gleichzeitig von Weyrauch ') und Monro 17) gegeben; dass
in der urspriinglich von Baltzer gelieferten Darstellung ein kleines Ver-
sehen vorkomme, hat Weihrauch '8) ‘hachgewiesen. Spiiter hat dann
Baltzer '9) selbst eine neue strenge Ableltung der in Rede stehenden
Relation bekannt gemacht.

Wir berechnen zuntichst die Anzahl der Glieder, welche tiberhaupt
Diagonalelemente enthalten. Den Cotfficienten a;, enthalten nach §. 14

und 15 offenbar (n — 1)! Glieder, d. h. alle Glieder von (%A—. Das Ele-
191

ment az, kommt an und fiir sich ebenfalls in (n —'1)! Gliedern vor, von

tialquotienten

’

denen jedoch (n — 2)! bereits in der vorigen Anzahl enthalten sind. Beide'

Elemente, resp. eines von beiden, kommen somit in (2(n—1)! — (n—2)!)
@Ganther, Determinantentheorie. 2. Aufl. 4

~
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Gliedern vor, die drei Elemente a4,;, 82,5, 83,3 analog in (3(n—1)! — 8(n—2)!
+ (n — 8)!) Gliedern u. 8. f. Um also die gewtinschte Anzahl zu erhal-
_ten, muss nachstehende Summe geblldet werden :

(n—lg
+ " (n—1)1 — ?1—2)!
+ (a—1)! — (3) (@—2)! + (n—38)!

+.'(n-.-1)! - (’Tl)(n—z)! + —'. : ( 1) (:__;)1!

+ ,(—I)H(ﬁ:{) 01

Erinnert man sich des auf induktorischem Wege ubrigens leicht erhilt-
lichen Satzes aus der Theorie der Bmomna.looéfﬁcxenben, wonach die Iden-
titht

(p) + (15';1) + (P':)'2) + . +( ) (n+1)n(na)_1|-)1)! (n—p+1)

besteht, so kann man obige Summe leicht bilden und findet

— 1 1_ | (~ 1)""1)
F = n! (1! + 37 +...+ at )

Die Anzahl der Glxeder, welche gar kein diagonales Element ent-

halten, findet man, indem man F von n! abzieht; sie ist also
em{l_L 1 _ 1)
F' = n! 51— 81 + 71 + ...+ = .

Der Ausdruck F enthilt nun auch die Anzahl derjenigen Glieder,
welche m (< n) bestimmte Diagonalelemente in sich aufnehmen. Nach
§. 13 ist der Codfficient des Produktes &, 89,2 . . . amm eine Unterdeter-
minante (n"— m)ten Grades. Von den Gliedern dleser letzteren kann
keines einen jemer Faktoren enthalten; wir finden also die Anzahl. der der
gewtinschten Bedingung gentigenden Glleder, wenn wir oben in F' die Fak-
torielle n! durch (n — m)! ersetzen. So kommt -

1 1 1 (— 1)

— — - —_ — — S A

F= m)( —sitn— T +(n—m)')
§. 16. Die Lehre von den verschiedenen Unterdeterminanten einer

Determinante findet eine wichtige Anwendung, wenn es sich darum han-
delt, den Ausdruck

. ay + X ajyp 84,3

al,n
ag,; - 8g2 + X 2,3 azn
83,1 83,2 83,3 + x|... a3n
an,1 a.n,a an,s e arn.n + X

in eine nach aufsteigenden Potenzen von x geordnete endliche Reihe zu
entwickeln.

Um den zu diesem Zwecke einzuschlagenden Weg sogleich klar su
tiberschen, kntipfen wir an ein spezielles Beispiel an und entwickeln die
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oben abgegrenzte Unterdeterminante A des dritten Grades. Indem wir
nnausgesetzt die Vorschriften des §. 8 zur Anwendung bringen, erhalten
wir zunfchst mit Ricksicht auf §. 5,

8141 8152 B3 |
A= |agy aget+x 82,3 +x 82 + x 8213 9
83,21 83,0 a313 + x 83,2 333 + x
hierauf
B(y1 B2 Byyg |
A= , - x lam ay,3 822 823 xX(a x
et I Il SRR Rl SRS L
und schliesslich
'ahl 81,2 84,3 & .
— 194 31,2! a1y %3, 82,2 32,3‘)
= 'ag,{ &
a s oy g + (am ml T las asal Y lage agal)*

’(a’bl + a9 + af3v3)x2 + xS,

Der hier angewandte Zerlegungsmodus li#sst sich nun aber auch auf
den allgemeinen Fall tbertragen; indem nach §. 5 die obige De-
terminante vom nten Grade in ein Aggregat von 2® Gliedern zerfallen
wiirde. Wir erhalten so den durch den Schluss von n auf (n 4 1) leicht
m verificirenden Satz:

Die Determinante A l#sst si¢h nach aufsteigenden Po-
tenzen von x in eine Reihe entwickeln, so zwar, dass der
Cotfficient von x® die Einheit und derjenige von x0 die De-
terminante A’ = 3 + aj, a3 . . . ann ist. Den Coéfficienten
von x9 findet man, wenn man alle mit der Determinante A’
condiagonalen qten Unterdeterminanten derselben summirt.

Einen eleganten combinatorischen Beweis dieses Theorems hat Baltzer
geliefert.

Eine na.turgemaese Folge der bishexigen Betrachtungen ist es wohl,
wenn wir ganz allgemein nach den Bedingungen der Zerlegung fﬁr eine
durchweg aus binomischen Elementen gebildete Determinante

ay, -+ bm a4 + bye . . . 810 + bin .
A = [Ben + byt 82 + bao o . . 82a + ben|

3n.l+bn.l 9tn,2+bn,z...an,n+bn,n
fragen. Verfahren wir ebenso wie im vorigen Falle, so erkennen wir, dass,
um dem Gesetze der Homogeneitit treu zn bleiben, alle Determinanten von
folgender Form vorkommen miissen :

any, 814, « . . 8y bk, brk . .. by

+ agy, 824, - . . aa,lm bz.x, bz.x, bz,x,,_.m

\

’
.

anj, 8n4, . . . 8oy bn,x, bn,k, b"'kn—m
wo i, ip . . . kq, ko alle mbghchen innerhalb des Interva.llqs 0,1,2...n
vorkommenden ganzen Zahlen bedeuten; whre nur eine einzige Colonne von
a und b beztiglich mit dem zweiten Index 0 vorhandem, so wiirde diess
andeuten; dass die betreffende Determinante ausschliesslich Elemente a
oder b enthilt. Diesem Faktum fehlt indess noch die tibersichtliche Ein-
. . 4‘
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kleidung, und wir #ndern deshalb unsere Forderung dergestalt um, dass
wir jeden einzelnen Summanden als Produkt zweier Determinanten ver-
langen, deren erste und zweite resp. aus Elementen der ersten und zweiten
Kategorie zusammengesetzt sind. Gehen wir wieder vom speziellen Bei-
spiele des dritten Grades aus und berticksichtigen, dass jedem Determi-
nantenfaktor vom pten Grade ein solcher vom (n — p)ten entsprechen
muss, wenn jedes einzelne Glied n Faktoren aufweisen soll, so stellt sich
uns bald die Wabrheit folgender Thatsache heraus:

Bezeichnen wir die beiden Determinanten -2 & aj,;...an
und 2 + by, ... byn resp. mit A und AY, sowie die Summe
aller vorhandenen pten Unterdeterminanten des-(n — p)ten
Grades von A’ und A" resp- mit S@—P A’ und S@—P) A“ so gilt
die Identitat , o

A=A+ 80 AY L SE-D AN 4L 8E-D AY LB A+ AY
die einzelnen Unterdeterminanten durchweg mit dem-ihnen
znkommenden Zeichen genommen. Das allgemeine Glied
der Reihe ist S® A’ , S&—P A%, .-

Wir sind somit durch einfachen Analogieschluss zm einem hiufig an-
wendbaren Satze gelangt, welchen Albeggiani?0) zuerst durch combi-
natorische Mittel abgeleitet zn haben scheint; dass sich der obige Lehrsatz
als einfaches Corollar dieses letzteren darstellt fiir bix — 0, biz = x,
leuchtet von selbst ein. In einer spiter erschienenen Abhandlung hat der
vorgenannte Italiener die entsprechende Untersuchung. aych fiir Determi-
nanten von polynomialer Elementform durchfithren gelehrt 2!).

§. 17. Die Art und Weise, wie wir soeben eine nreihige Determi-
nante der Form 2 + a;,; + by, . . . ann -+ bnn durch eine Summe aus
Determinanten-Produkten darstellten, legt uns einen weiteren Untersuchungs--
gegenstand nahe. Es ist nimlich von grossem Interesse zu wissen, ob und _
wie eine in der Normalform gegebene Determinante 2 + a;, . . . 8o
sich als Aggregat von Produkten aus Unterdeterminanten darstellen lasse.
Dass eine solche Zerlegung tiberhaupt moglich ist, erkennen wir beispiels-
weise aus folgendem Spezialfalle. Fassen wir von den 24 Gliedern, in
welche die Determinante A = 3 + a;,; a5 a3,3 84,4 entwickelt werden
kann, je 4 zusammen, so lisst sich A auch in folgender Form schreiben.

G151 Bpyg) (03,3 Bgygl |avm B2  |82)3 B2y A By . 89,3 8254
A2y 82,3|  [B4y3 Bysy A3,1 8352  |B43 B4sa 84y1 Byy2| |B3,3 B3y
|3t 32;2‘ L [B103 Bro) (8o, 8o 1By53 Bysy 8341 %2] 84,3 am’.
2,3 B2yq|  [B4)3 Byyy 8491 B4y2|  [33,3 8gsg 841 4,0 (82,3 3oy

Diess ist “aber eine sechsgliedrige algebraische Summe, deren Summan-
den Produkte aus zweiten Unterdeterminanten von A sind.

Aus §. 7 des ersten Kapitels ist bekannt, dass Laplace als der erste
derartige Fragen mit Bewusstsein der principiellen Bedeutung behandelt
hat. Er beschriinkte sich, wie diess fiir seinen Standpunkt auch nicht an-
ders sein konnte, auf den Fall zweigliedriger Determinanten-Produkte, und
diesen Fall, in welchem alle complicirteren #ibrigens enthalten sind, wollen
auch wir zuerst vornehmen. Da die Anordnung ginzlich in unserem Be-
lieben liegt, so setzen wir ein fiir allemal fest, dass der erste Determi-
nantenfaktor jedes einzelnen Produktes vom Grade m (< n), der zweite
also vom Grade (n ~— m) seip soll, und dass in den ersten ausschliesslich
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Elemente der ersten m, in den zwmten ausschliesslich Elemente der letzten
(n — m) Colonnen aus der Determinante 2 + a;,) ... ann eingehen
sollen. Sollte die zu ldsende Aufgabe dieser Festsetzung einmal anschei-
nend zuwiderlaufen, so wiirde man durch Transposition der Colonnen und
nachherige Vergleichung mit einer Hiilfsdeterminante 3 j: arr . . . NN
gleichwohl leicht die geforderten Bedingungen herzustellen im Stande sein.

Um dann mit Einem Schlage simmtliche Produkte zu erhalten, ver-
fahre man so:

Man bilde aus den Zahlen 1 bis n simmtliche Combina-
tionen ohne Wiederholung zur mten Classe und schreibe
jeder einzelnen die nicht in ihr enthaltenen Ziffern in der
normalen Anordnung bei. 8ind dann '

- : i‘, ig L. im und kl’ k2 . kn_m

zwei solche Complex:onqn, so ist Jedes Produkt von folgen-
der Form

St ey .. . 8,m. 3+t &k‘.m-}-l.a-k,.m-i-s Ce ak,,_m.n
eines der verlangten. Die Gesammtanzahl ist also

( n(n—-l) (n—m+1) - nl .
m) 1.2. 8 ‘ ~ ‘m! (n—m)!

Soll z.. B. die Determinante = -j_- 81, 89,0 83,3 Bisq Bpsp Bgyg By 1N
ein solches Aggregat verwandelt werden, so zwar, dass jeder erste Faktor

eine Determinante des vierten, jeder zweite eine solche, des dritten ist, so
erhalten wir nachstehende 85 Glieder:

" Zta, 1 82,2 83,3 B,y . Sh 8,5 8,6 87,7, = It By,1 89y Bgy3 d794 - zia’syb 85,6 867y
2+al’l 89,2 83,3 8p,4 - Stayy 86,8 877 » I+ 81,1 82,2 85,3 Dgy4 + 2+ 83,5 B4y6 B7,7y
< +a’l7l 89,9 83,3 8,4 - 3 8,5 Bp,6 87,7, 2+ a8, 8553 8754 2'_‘:83,5 4,6 2gy7y
- tahi a9,083,3 87,1 . 2+ 4,5 85,6 86,7 » D 81,1 82,2 85,3 B7y4 - 213316 B4,6 83,7y
“ +a'l’l 8o, 4y3 85,1 . St 83,5 80,6877, = Tt 8y 83,2 84,3 8554 - 2‘-‘—'32,6 86,6 8777
Stay, 82,2 8),3 By - 2 F 83,5 8g, 7,7 2 & 8,0 83,0 84,3 86,4 - 2 8,5 85,6 87,7, .

E+a’lvl 83,2 84,3 87,4 . & +a’296 g6 8657 » > i' 82,1 83,2 8p,3 86,4 - zi—a’hb 84,6 87,7y
Stay,) 83,0 86,3 8, . by Byyg Byy7y 2 By B3, B3 87,4 - 2 ok By p 846 BTy
v+ Byy1 83,2 B5y3 8754 - 2 89,5 By Bgy7, = T 9,1 83,0 Bgyg B7, E,i'a'l 16 4,6 5,7y
Stay,a30863874 - SEags 85807, 2 gy By Ry, 86,4 - = o Byyp B3, By
~+ﬂm 842 85,3 86,6 . S 89,5 89,6 sy, S T Bg,y Bayy Bgya B7pd - = 8y, 83,6 8,7y
:+al’l 84,2 85,3 87y - 21—3295 83,6 86,7 » > + R2,1 84,2 Bg,3 87,4 « éi 81,5 83,8 8p,7»
Stag, 80883870 Shagsa3,6857, 2 T 8y, 8,2 86,3 874 - = 8,5 83,6 By
Stay, 8 86,3 8754 . 2tag, 83,6 B4,7 » 3 ag,1 84,9 85,3 8,4 - Ei&] 35 8216 A757»
Fag, 83,0 84,3 85041 SH 8,5 8,6 87,7, = Tt 8,1 Byy2 8g,3 8754 - 2 8y 5 B2,6 BgyT
E+a?»l 8350 B4y3 Bgyh - = T 11,5 B 8757, _ 2 T 83,1 By,2 85,3 87,4 - = L By ,p B2yp By
a9, 83,9 84,3 87,4 . S+ 8 15 856 867 » =+ ag,1 8,2 86,3 A7,4 - = 8y, 82,6 Bus7s

2+ ay 85,2 86,3 8754 « 2+ 81,5 82,6 83,7-

Was die vorliufig noch ausser Acht gelassenen Vorzeichen betnﬁ't 80
lassen sich dieselben recurrirend durch Indices-Abztihlung leicht gewinnen.
Nehmen wir z. B. das letzte Glied unserer Entwickelung, so haben wir,
da die zweiten Indices bereits in der normalen Anordnung sich beﬁnden,
nach §. 2 nur die Complexion der ersten Indices

4 5 6 71 2 38
auf die darin vorkommenden Inversionen zu_untersuchen. Man hat deren

.
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hier 12 (41, 42, 43, 51, 52, 53, 61, 62, 63, 71, 72, 73); jenes Glied ist
also mit dem positiven Vorzeichen in Rechnung zu bringen. — Man kann
tibrigens auch eine independente Regel fiir diesen Zweck aufstellen; es ist
diess in einer eigenen Abhandlung ??) geleistet worden, auf welche hier
einfach verwiesen werden moge. ,

Gehen wir nun weiter und verlangen die Zerﬂmung/ einer vorgelegten
Determinante *) in ein Aggregat von Gliedern, deren jedes als Produkt
von mehr als zwei Faktoren sich darstellt, so kinnen wir ersichtlich diese
allgemeinere Aufgabe auf die vorstehend geldste zurtickftihren. Um jedoch
gleich den allgemeinsten Fall zu erledigen, schliessen wir mit Jacobi )
folgendermassen **):

Es seien die Gradzahlen der k Determinanten, als deren Produkt jedes
einzelne Glied der Zerlegung aufzufassen ist, beztiglich k', k' . . . k'x,
so dass also : '

i+ ks +...4 kk=n,
wire. Alsdann dirfen je im ersten Faktor jedes Gliedes ausschliesslich
Elemente der ersten k‘; Vertikalreihen vorkommen, im zweiten ausschliess-
lich von der k’;ten bis zur k‘pten, u. s. f. Bilden wir dann k Klassen,
go dass die Zahlen 1, 2, 3 . . . k’; die erste, k’y + 1, k4 + 2 ... k'
die zweite . . . kK’x—1 + 1, k'k—1 + 2...k'x die k'te Klasse einnehmen,
80 konnen wir offenbar innerhalb jener einzelnen Klasse beziehungsweise
k!, k%! . .. k'’ ! Permutationen der darin befindlichen Elemefite her-
stellen. Jede derartige Permutation werde als Complexion der ersten In-
dices angeschrieben, wihrend die zweiten Indices in ihrer normalen Folge

\

beharren. Hat man so innerhalb jeder einzelnen Klasse alle Glieder ge-
" bildet, so gilt jedes derselben als Diagonalglied einer in das Produkt als

Faktor eingehenden Determinante, und wir mfissen sonach die Summe
aller auf diese Weise erhiltlichen Produkte bilden. Je nachdem die dem
Diagonalgliede angehorige Permutation der ersten Indices paar oder un-
paar ist, hat jene Determinante das positive oder negative Zeichen zu er-
halten.

Das so eben -durch Raisonnement gewonnene Ergebniss liesse sich nun
auch in Gestalt einer Sdmmenformel einkleiden. Wir erhalten so, indem
wir das von Jacobi blos einmal verwendete Summenzeichen S je k mal
schreiben, den symbolischen Ausdruck

*) Zur klarereren Einsicht in dieses Zerlegungsproblem, welches, solange man
vom Vorzeichen absieht, offenbar auch als eine geometrisch - combinatorische Auf-
gabe sich einkleiden liesse, wire die Verwendung eines einfachen Lehrmittels, be-
stehend aus einem quadratischen Kastchen von n2 Damenbrettsteinen, sehr %Zweck-
miissig, wie wir diess bereits bei einer anderen Gelegenheit 23) angedeutet haben.
Es ist gewiss charakterisch, dass Jacobi einzig und allein bei dieser Aufgabe die
ihm sonst allein geldufige Schreibweise des Summenzeichens theilweise aufgegeben
und — wenigstens in seinen Vorlesungen — auch auf das quadratische Schema als
Hiilfsmittel der réumlichen Versinnlichung zuriickgegriffen hat.

**) In der ersten Auflage dieses Werkes ward die betreffende Entwickelung im
direkten Anschluss an-Jacobi’s’ Fundamentalschrift gegeben, die zwar sehr concis,
allein nicht eben sehr durchsichtig ist; hier ward wiederam die Darstellung des
Collegienheftes zu Grunde gelegt. -
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S+ 3+ my e, .. i S+ 3+ axd minude - . . By K,

...S'_l:‘Ei"a(x) 8 .. .8
ok k42 i,n
k-1 k—1 4

Die Rithtigkeit dieses Ausdruckes und der Zusammenhang seiner ein-
zelnen Bestandtheile diirften nach den vorausgegangemen Darlegungen wohl
unmittelbar in die Aungen springen. »

Die Anzahl der tiberhanpt mdglichen Determinanten-Produkte ist

n!
Elkl k!, K 1a—ky—...—% ).
k—1 k—1
wo man sich also unter k;, k; . . . alle beliebigen der oben normirten
Bedingungsgleichung gentigenden ganzen positiven Zahlen vorstellen kann.

§. 18. Aus unserer allgemeinen Formel vermdgen wir einen bemer-
kenswerthen Schluss zu ziehen. Wenn wir eine Determinante nten Grades
von der Eigenschaft vor uns haben, dass die m (n — m) Elemente, welche
m Reihen der einen mit (n — m) Reihen der anderen Kategorie gemein
haben, durch Nullen ersetzt sind, so knnen wir es durch passende Reihen-
verschiebung dahin bringen, dass die linke untere Ecke des quadratischen
Schema'’s in ein Rechteck von m(n — m) Nullen sich verwandelt. Die so
umgeformte Determinante zerlegen wir nun nach den Anweisungen des
§ 17 in ein Aggregat von Produkten ans (n — m)ten und mten Unter-
determinanten, indem wir uns strikte an dem oben erdrterten Modus der

Zerlegung halten. 8o ergiebt sich - *
Biyy B2 . + . 8,m—1 81,m B1m41 , ... B0
82,1 82,2 . . . B8gm—1 8gm B2m+1 ««.82n

8m,1 8m,2 . . . 8mm—1 8mm &mm41 +« .. 8mn .
o 0 ...0 0 amtrm+1 ... 8miin

0 0 ... 0 0 8nm+1 « . « Bon
Bi,f 81,2 « « . 81,m 8m+1,m+41 8m+41im42 . . . @m{1n
__ |82 822 .+ . . 8B2m am42,m41 8m+42,m+42 + . . Bm42,n + 8
= . y
8m,1 8m2 . . . 8mm an, m+4-1 n, m+4-2 .+ . 801

wo S die anderen Glieder der Summe vorstellt. Nun ist ersichtlich, dass
der eine Faktor all' derProdukte, aus welchen sich S zusammensetzt, zum
Mindesten eine- aus lauter Nullen bestehende Zeile aufweist, und jede
solche Determinante verschwindet nach §. 4 selbst identisch, so dass also
auch S den Werth Null haben muss.

Wir erhalten so den bereits im 1. Kapitel (§. 7) erwihnten Zusatz
des obigen uneigentlicherweise nach Laplace benannten Satzes:

Wenn alle diejenigen Elemente einer Determinante ver-
. schwinden, welche m Colonnen mit (n — m) Zeilen gemein
haben, so reducirt sich.jene auf das Produkt einer (n—m)ten
und einer mten Unterdeterminante. _

Hieraus folgt dann aber auch sofort weiter, dass eine Determinante
stets identisch verschwindet, wern diejenigen Elemente, welche n Colonnen
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und (n — m + q) Zeilen (q = 1) angehdren, sich annulliren, d. h. es

ist z. B.
a1, . 8m  81,m41 «.aLn | .
lam—1,1 « . . @m—1,m &@m—1m41 . avm—l,n = 0.
... 0 , amm+1 « ¢« . 8mn
{0 .. 0 anmti . . . 8on

" Was das Zeichen anlangt, so ist klar, dass, um die Null-Elemente an
den ihnen angewiesenen Platz zu bringen, das Vertauschen je zweier Rei-
hen eine gerade oder ungerade Anzahl von Malen angedauert haben muss;
im ersten Falle wiirde also +, im zweiten — zu nehmen sein.

Dieser wichtige Lehrsatz moge an einer Reihe von Beispielen veran-
schaulicht werden. Es ist z. B.

’a.i bye MN ay—M b—N ¢ M N
a by P Q a—P h—Q ¢ P Q
a3 by c3 83 by = | 0 0 ¢ 85 by,
ag b¢ Cy ay b4 0 0 Cqy By b4
a5 by e ag by 0 0 ¢ 8 b
und diese Determmante zerlegt sich sofort in das Produkt
a—M b —N °3“3b3
82 — P b2 — Q . c4 a4 b

denn es waren in ihr die 6 Elemente, welche 3 Zeilen und 2 Colonnen
gemeinsam waren, durch Nullen ersetzt. Wire auch noch 3= ¢ = ¢
= 0, so hitten 3 Colonnen mit 3 Zeilen 9 Elemente gemein, es miisste,
wie auch aus dem Resultate der Transformation erhellt, die Determinante

verschwinden.
In #hnlicher Weise ist -
a B 83 a4 |dp d3 dy 4
b100b4_32&3a494 ’dzda blbl
Cq 00 Cs 0 b4 bl Cy
d, d d3 dy 00 ¢ ¢

Nattirlich l4sst sich auch bei ein und derselben Determinante das
némliche Verfahren oft” mehrmals nach einander anwenden *) So constatirt
man leicht das Bestehen folgender Identitit:

Byy1 8,2 (81,3 8,4 B1s5(B1,6 B1y7 21,8 [B1y9 D10

82,1 82,2 |82,3 82,4 82y5(82,6 82,7 82,8 {8259 82510 v :

0 0 [0 0 0lagg agy ag| 0 O 36 83,7 Bag)

0 0 |0 0 Olayg a5y 8480 O —'[:;’9 M0/ o B4y7 a4:s'><

0 0 ]0 O Oiaye ag7 85| 0 0 | » 8210 5,6 85,7 8558

8,1 Bgy2 [3g,3 86,4 Tg,5|B6,6 Bgy7 Bgss | 0 O 86,3 864 Bgsp .89 8y

87,1 87,2 |a7,3 7,4 8745(27,6 87,7 87,8 0 0 87,3 87,4 87,p| « a ! a ’2l .
- Bgyy Bgyg (8,3 Bgys Bgyp|88, Bgy7 Bgs | 0 0 8g,3 38,4 agyp 10,1 21012

g0 g | 0 0 0 |agg 89,7 agg | 0 +0

810 21002) 0 0 O [a1p,6 Big7 B1008| O O

*) Im speziellen Falle, wenn nimlich m = 1 ist, geht der Zusatz des La-
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§. 19. Da dieser Gegenstand besonders im praktischen Determinanten-
Rechnen immer wiederkehrt, so wollen wir noch etwas linger bei dem-
selben verweilen und eine instruktive Anwendung davon machen, welche
auch durch die vielfach sich bietenden Umformungen von Interesse ist;
simmtliche in den fritheren Paragraphen dieses Kapitels aufgestellte Sitze
treten uns dabei entgegen. Es soll die Transformation

x —1 0 0
p 1. —1 0 _ |x+p P2
0 p x —17 | p xtptp;
0 0 pg |1 '
‘begrtindet * werden. Man vertausche zuniichst nach §. 4 die zweite Zeile
_mit der dritten und hieranf die dritte Colonne mit der zweiten; wir er-
halten so )

x 0 -1 0
. ' 0 x p: —1
—_(— 122 2
A=EL T of
R 0 ps O 1 ’
Nach §. 8 addiren wir jetzt beziehungsweise . die dritte und vierte
Zeile zur zweiten und ersten; hierauf addiren wir zur zweiten Colonne die

dritte und multipliciren letztere mit p;, wodurch nach §. 7 der Faktor %—
1

vor die Determinante tritt. Das Resultat dieser successiven Aenderun-
gen ist :

x+p -1 0 0  x+p —1 0 0
A=| 0 xtps p O _ 1 | 0 xtptpypp O
| m =1 1 0 T p l Pt 0 p 0
0" pg 0 1 0 Ps 0 1

Jetat werde die vierte Colonne mit p; multiplicirt, und resp. die dritte
und vierte Colonne von der ersten und zweiten akgezogen. Das Resultat
wird sein R

x+p1 —1 0 0

= _1 —gip-z X+P(2)+P3 P1P2 8.
Pt

P1ps 0 0 0 ps

Nunmehr tritt der Laplace’sche Determinantensatz in Kraft und
wir finden N .
1 X + P1 —1 X + | VT —1

P 0| — PP :
—pipz x+pe+ps

P1P3 |—Pip2 X+P2tpsl 10 ps Pt P3
wie es urspriinglich verlangt wurde.

. 20. Wir gehen nunmehr zu einem anderen Gegenstande tber.
Oben (§. 8) haben wir gesehen, dass zwei Determinanten dann ohne wei-

teres zu einander addirt oder von einander subtrahirt werden kénnen, wenn

place’schen Theoremes in die Elementarwahrheit des §. 6 iiber. Andererseits
konnte man auch die Zerlegungssiitze zuerst begrtinden und aus ihnen fir m = 2
das Faktum ableiten, dass eine Determinante mit zwei gleichen Reihen Null wird,
:{ie dieser Weg von M. Reiss (Kap. I §. 12) in der That eingeschlagen wor-
en ist. . . ‘
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gie in ihren Zeilen resp. Colonnen bis auf Eine ﬂbereinstimmen;‘wi} fragen
uns nun, ob auch fir die Multiplikation zweier Determinanten besondere
Bedingungen bestehen, oder ob dieselbe unter allen Umstéinden mdoglich
ist. Multipliciren wir die beiden Determinanten des zweiten Grades
d : \
o 3 = @b — b (@d — o)
mit einander, so bekommen wir das Produkt
ajbye dy — agbyedy — aybocyd; + agbycdy, _
und dieses kann gleich wieder, wie bereits Gauss (Kap.I. §.10) bemerkte,
auf die Form der Determinante .
aie; + apdy 810 + axd,
bje; + badg by + body
gebracht werden. .

Schliessen wir von diesem Beispiele aus auf dem Wege der Induk-
tion weiter, so gelangen wir zu dem blereits von Cauchy (Kap. L. §.11)
gefundenen Multiplikationstheorem der Determinanten; &
lautet: :

Das Produkt zweier Determinanten des nten Grades
2 t+a,...8nnund 3 + by, ... bpyn ist wieder eine Deter-
minante desselben Grades 2 + ¢, . .. cnn und zwar ist all-
gemein , -
cix = aibky + ai2bxke + . . . 4+ ain—1bkn—1 + ainbka.
Zum Beweise dieses Satzes legen wir die fertige Determinante
a1, by + ag0bye 4 ... 4 apnbin ... 8y bnt 4 8y,9bn2 + ... 4 a1,nbnn
321112171 + azgbye + ... + a2nbin ... 8, bn1 + ag9bng + ... + aznbn,n

'

an,1 bhi + an,2 bl,g +... + am,nbl,n .o+ 8n,1 bn,l + an,zbn:2 + ...+ an,nbn.n
zu Grunde, die wir, wenn A und A\’ die ausschliesslich aus den a und b
gebildeten Determinanten sind, durch A’ bezeichnen wollen. Durch un-
ausgesetzte Anwendung des §. 8 zerlegen wir A* in eine Summe von n®
Einzeldeterminanten, llageren Elemente alsdann simmtlich Monome sind. Man
erkennt nun, da stimmtliche untereinanderstehende Summanden je eines
Elementes von A’ mit gemeinschaftlichen Faktoren behaftet sind, dass
ein solcher Fakfor auch jeder ' einzelnen Colonne der neu gebildeten
Determinante verbleiben wird, und setzen wir dieselben simmtlich vor
die Determinanten, so erscheinen diesélben ohne Ausnahme multiplicirt
mit einem Produkte von n Faktoren. Es zeigt aber der blosse An-
blick von A*, dass die Determinante A’ = 3 + by, . .. bon gerade
n!mal erscheinen wird, immer multiplicirt mit einem n gliedrigen Pro-
dukte, dessen einzelne Faktoren Elemente der Determinante A sind, und
zwar ersichtlich immer solche Elemente, welche in den Indices durchaus
verschieden sind. Fassen wir sonach all’ diese mit A’ verbundenen Pro-
dukte zusammen, so ist zuniichst
A" = A0+ 5,

wo .8 wiederam eine Summe von (n®*— n) Determinanten darstellt.

Nun geht aber weiterhin aus unserer Zerlegung hervor, dass jede ein-
zelne dieser Determinanten, sobald wir nur den allen Elementen einer
Reihe gemeinschaftlichen Faktor entfernt haben, zwei gleiche Reihen hat
und somit nach §. 4 sich annullirt. Demnach ist S =0 und A" = A. A’.

[’

i |
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Dieser Beweis ist eine Verallgemeinerung des Salmon’schen ). ¢

§. 21. Die Wichtigkeit des Gegenstandes gestattet es wohl, die bei
dem hier skizzirten Beweise eintretenden Vorgiinge an einem speziellen
Falle noch genauer darzulegen.

Es sei gegeben die Determinante

81,1b1,1+81,0b1 0181 ,3b1,3 a,,1b2,1+a1,2b2,2+al,3b2,3 a;,1b3,|+&1,2b3,2+81,3b3,3
a‘Zilbhl+a’292bI!2+a2ﬂbly3 %,1b2,1+32,2b2,0+31,3b2»3 a'2,lb371 8'2)21)3’2 32,31)3,3
83,1 D151 +83,2b1,2+83,3b1,3 83,1bg)1+83,2b2,0+83,3D9,3 83,1 b3,1 +83,2b3,0183,3b3,3
Durch unsere Zerlegung erhalten' wir dann nachstehendes Aggregat
von (83 = 27) Determinanten , welche wir als von den gemeinschaftlichen
Faktoren bereits befreit hmstellen wollen. Es ist, wenn diessmal nach
den Zeilen zerfillt wird,

A=
(]

y 111 bmbmbm
A" = a1y by, 89,4 by, 83,1 by, 1 1 + 8,1 82,2831 | D2yt boyobo,

) ubs,zbau
bmbmbuz' bmbmbm by,1bysebyye
+ 81,182,083,1 [by,1bojobase| + 81,182,183,0 [Day1boyboso| + 84,18,9283,2 | Doy bo,obayse
’ bg, b3,obg,0 |b3,q bs, baya 351 D3,0b342
‘ by,1b1,gby 0| by,1by,by,g by,1by,0by,3
+ a4,180,383,2 b2’1 uabw‘ + aq,82,183,3 b2alb2alb2!3 + a4,189,083,3 | b2’lb272 23
" 3:3 b3,1b3,1b3,3 b3’lb3’2b33
by, by,3b15 by,2b1,1bys1| byyoby,1byy2
+ ay,189,583,3 bg,1b2,3b2ss| + 21,282,183, b?ﬂb?vlbbl + 8,089,183, b2’2b2’1b212

»3b3,3 11 b3y b3,gbg,q
_|bryabyyibyyg byy2by,ebyy by,3by,2b1,2
+ 81,282,183,3 [b2yob2,1bo3| + 81,080,085.1 [b2igboyobayt| + 81,082,288, |bas2bo,gbay
b3,2b3,1b3,3 |bsy2bs,obsyg b3,2b3,2b3,2
byyeb),gbiss by,2by,3by,1 N by,3by,1byye
+ 81,280,983,3 [b2,ob2,2bg,3) + 81,082:383,1 |b2sab2,boy| + 815382518552 [basaboy

B b3v2b392b313 b372b3’3b3’l . b3’3b3’1b3,2
by,3by,4by,3 by,3by,2b1y1 by,obyg,3b4,0
+ 8,382,189,3 [D2,3b2,1bo3| + 84,382,283,1 [b2y3bosebuyg| + 8442821385,7 [basgbay3baye
:3b391b3)3 b3’3b372b391 b3v2b.3,3b39‘2
* |bgy2by,sbyg by,3byg,1bysq |
+ a4,082,383,3 b272b2’3b293 + ay,389,183y1 b2:3b2y1b2’1 + ay,389,085,2 |b 12,
- 1203530353 b3,3b3,1 b3y ) 2
by,3by,eby,3 by,3by,3b1,1 2
+ a4,389,983,3 by,3bg,9b2,3' + 84,382,383, b273b2’3b2’1 + a4,380,383,2 |L 2
’ b3 »3b3 72b3 »3 - .b373 b3 ’3b3 b ”2

1 -

+ 81,3by,3 82,3b.s 33'3‘)3’3 i

Von den hier auftretenden Determinanf;en vetschwindet nun die 1 te,

2te, Ste, dte, bte, Tte, Ote, 10te, 11te, 13te, l4te, 15te, 18te, 20te, 21te,

22te, 23te, 24te, 25te, 26te und 27te, und es bleibt nur — im Hinblick
auf § 4 und 5 — {ibrig der Ausdruck
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b1 bis2 byyg '
_I Sl g byo| (191822833 — 81,182:383:0 + B1,98n383,1 — 812821833
= |bgy1 basp bas

@ b3, b3’2 b, + 31.382,143,2 — &1,3&0,2&3,1),
und, durch Zusammenfassung des Aggregates,

H — AI . .
(6] @ @)
§. 22. Indem wir den ‘hier besprochenen Satz successive mehrmals
zar Anwendung bringen, erkennen wir sofort die Wahrheit der Thatsache:
Das Produkt beliebig vieler Determinanten desselben
Grades ist wieder eine Determinante von gleichenmi Grade.
So ist z. B.

B8] [Droabuel e — 3mbm+ah2bm 81,1 Doy +812bo,2
2,182, " [D2ygbasa] " e2,1C202] T [821D1y1 Ha2,0b1s0 Bgy b2y Fag,0baye|
— [B151D151C1y1 T B132D 52811 +81,1 Dgy1 C1oHB1,0bg 0015
89,1b(,101,‘+32,2b|,201,1+ag,|b2,101,2+&2,2b2,201,2
811 D151 021 F81,2b1,2C0,1 +8151boy1 €21 F 81 ,9bs,200,2
821 D151 C2s1 H8252D1,2C9)1 +8941 3,1 CorgF82,0b3,22,9]
8ind die zm multiplicirenden Determinanten nicht simmtlich von glei-
chem Grade, so behilt der obige Satz gleichwohl seine Giltigkeit, indem
nichts im Wege steht, eine Determinante vom (n — q)ten Grade nach
den Regeln des §. 6 auf den nten zu erheben. Alsdann konnen wir un-
seren Lehrsatz in einer auf Jacobi 2¢) zurickzufthrenden Weise so for-
muliren :

Das Produkt von beliebig vielen Determinanten ver-
schiedener Grade ist wieder eine Determinante, deren Grad
mit dem htchsten unter den gegebenen Graden idiberein-
stimmt, und deren Elemente linear aus denen der Faktoren
zusammengesetzt sind.

So wird man etwa das Produkt

Cmcm‘
C2,1 C252

a; & 83 8 8y &) 33 a3 84 A MNOOO
by by by by b by by by by by (P Q0 0 0
€y €y C3 Cy Cp .lP Ql: €6 C cgcy Cl .10 0100
dy de d3 dy dg dy dpdg dgdg| 10 0010
e €y €3 4 & y €2 €3 o5 €| 0 000 1

getzen, um als Resultat die finfreihige Determinante

aM + &N aP + aQ a3 a, a8

blM + ng b1P + b2Q b3 b4 bb

elM + N P 4 ¢Q ¢ ¢ ¢

M + &N d,P + d;Q dg dy d

eyM + N eP 4 egQ e3 € e
zu erhalten.

-Ehe wir das Multiplikationstheorem und seine Consequenzen verlassen,
sel noch eines interessanten Zusammenhanges desselben mit dem Laplace’-
schen Determinantensatz gedacht. - Dort néimlich entstand durch Multipli-
kation zweier nreihigen Determinanten eine Determinante vom 2n ten Grade,
und man kann nun die Frage aufwerfen, ob nicht durch geeignete Ope-
rationen diese Determinante auf einen halb so hohen Grad herabgedrtickt
werden konne. Dass diess in der That mdglich, hat — nach Baltzer’s
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Angabe ?') — Gordan gereigt. Wir werden sein Verfahren an einem
speziellen Beispiel hier wiedergeben, indem wir nar den umgekehrten Weg
einschlagen und heuristisch zu Werke gehen. Es ist*) nach §. 18

0 0’ 0 89,1 B,z B3
g g : g 82,1 82,2 3,3
2+ a .34+ b, by 0baa— ) 83,1 83,2 83,3|— A
:t l"%’?%?i} 2 £ P11 P2:2V343 —bj - b2yi - b3’1 l O 0 A
—bys —bge —bgr 0 1 0 |
. . |—biz —byg —bgs 0 0 1 |
Man multiplicire jetzt die vierte, ftinfte und sechste Colonne beziig-
lich zuerst mit by,q, b,,;, bs,, alsdann mit by,s, bag, bs,, und zum Schluss
mit by,3, by, by,3 und addire die so umgeformten resp. zur ersten, zweiten
und dritten. Diess liefert uns )
8110101 + B19D1ss F Byigbysy B11ybysy - Bygbasy + 813Dges Biybyy + Byagbss A B1DansB1n Bua Bus
8210151 + 8230103 + 833013 B3yDasy - BysDyss + 83,03y Bysbyyy t Bagbyss - ByygbyyBa B’ B3
8301031 + 85aD113 + 833Dy ByDaiy - 83sBps + By0aDasg BysyDysy + Byabiyes - RyrgDyss[Bysy Bam Bans

1

- 0 -0 0 10 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

und diese Determinante sechsten Grades reducirt sich ersichtlich aunf die
durch das eingezeichnete Kreuz ausgeschiedene Determinante des, dritten.
‘§. 28. Wir haben in den bisherigen Paragraphen dieses Kapitels
eine Reihe verschiedener Operationen mit den Determinanten vornehmen
gelernt und haben uns, um mit den allgemeinen Eigenschaften dieser Ge-
bilde zum Abschlusse zu kommen, nur noch darfiber Klarheit zu ver-
schaffen, was man unter dem Differential einer Determinante zu verstehen
habe. Da die dem Elemente ajx zugehtrige erste Unterdeterminante von

A = 23 + a1 ... ann nach §. 12 gleich g—aA— ist, so erhalten wir nach

bekannten Sitzen der Differentialrechuung flir das totale Differential die
Relation: ‘

YN an R
da“‘ da.m + dam dal,g. ... + da;,n davl,n
dA = ' '

. .

"‘dA dan,l'|'dA dan,2 + ...-'i-dA

dan,1 da-n,2 dan,n dana.

*) Dass auch fiir willkiirliche n die angedeutete Verwendung des Minuszeichens
in den ersten n Colonnen ein richtiges Ergebniss zur Folge hat, lisst sich leicht
iibersehen. Ist n = 2m — 1, so hat das zweite Diagonalglied

14+2+4+8+...+4m — 8 = (2m — 1) (4m — 8)
Inversionen. Diese Zahl ist ungerade, und zieht man aus jenen Colonnen das Minus-
zeichen heraus, so tritt vor die Determinante der Faktor (— 1); das Produkt ist
also positiv. Ist hingegen n — 2m, so kann man die Minuszeichen als nicht vor-

handen ansehen; es muss somit auch, wenn das Resultat richtig bleiben soll, die

Inversionen-Anzahl des zweiten Diagonalgliedes gerade sein. Es ist aber diese An-
zahl gleich :

: 1+2+38+...+4m —1=2m @“4m — 1),
so dags also auch-hier die Voraussetzung zutrifft.
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Schreiben‘ wir den rechtsstehenden Ausdruck in Form einer Doppel-
summe, 8o ergiebt sich
i=n k=n

S N % daix.

Soll nach dieser Formel das Differential der Determinante

8y & 0 o0 ap
0 by b 0 0
A=10 0 ¢ ¢c 0
d, 0 0 0 O
0 (-1 0 0 €p
berechnet werden, so folgt, wenn man nur die resultirenden Unterdeter-
mmanten entsprechend vereinfacht,

= dA = byeedsep (dag) + bocydyey (dag) + d (a;eoea — agcee,) (dbo)
+ d,(aghoey — agbye,)(dog) + by(m0s0, — as0r0,)(dd,) + agbocyd;(de,).
+ agbycod; (dep).

§. 24. Die oben aunfgeworfene Frage wiire somit geldst; wir hatten
jedoch stillschweigend die Voraussetzung gemacht, dasg alle hier auftreten-
den Elemente vollkommen unabhingig von einander seien. Diese Voraus-
setzung wollen wir nunmehr fallen lassen. Da der ganz allgemeine Fall
einer Determinante, deren Elemente simmtlich Funktionen von beliebig
vielen Variabelen sind, flir die Praxis noch wenig Bedeutung gewonnen
hat, so begnligen wir uns damit, die einzelnen Elemente als von einer und
derselben verinderlichen Grosse x abhingig anzunehmen und die Ableltung
der Determinante .

ful, ., flo
X . X
A=l . . .0
- fol ., . fan
x X
nach x zu bestimmen.

Es ist dann sofort klar, dass die im vorigen Paragraphen ‘entwickelte
Formel, da simmtliche Elemente fiir jeden bestimmten Werth von x sich
als Constante darstellen, anch jetzt mnoch giiltig ist. Wir bekommen so

unmittelbar
i=n k-n

Sb ._=_.

i=1 k_l

In der Theorie . der Kettenbrtiche treten Determinanten wvon nach-
stehender Form :
1

-e— 0 0
1
1 e 0 L x 0
—_— 02X - PP |
A = 0 1 1 e 010203 (02 g2 1 :
0 0 1 1 0 a 6; x
0o 0 1 1
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auf38). Diese Umformuhg erleichtert das Geschift des Differentiirens, in-
dem bei der zweiten Form der Determinante A der totale Differential-
1k .

quotient &‘—nur die beiden Werthe 0 und 1 anzunehmen vermag. Dem-

gemiiss hat man

L x 0 L x A 0 L ’ 0
dA '] 01 01
A — T eees | I_x+0 1 4+ Ly
03 03 Q Q2
0 1 1 0 0o 1 0 0 1

§. 25. Ehe wir diess Kapitel schliessen, mtissen wir noch auf eine
gewisse abgekiirzte Bezeichnungsweise aufmerksam machen, welche in der
Determinantentheorie und besonders auch in der sogenannten neueren
Algebra vielfach mit Nutzen angewendet wird.

Gesetzt, es sei uns bekannt, die Determinante A = 3 + aj;1 ... ann
verschwinde nicht allein selbst identisch, Sondern es sei das auch der Fall
fir simmtliche nach den Elementen ihrer dritten Zeile genommenen ersten
Unterdeterminanten, so miissten wir eigentlich diese Gesammtheit von That-
sachen durch gleichzeitiges Anschreiben der 4 Identititen

a; az ag ,
b l "? B =0
c: 222 2: b1 by by b3| by b3

ausdriicken. Um die hieraus entspringenden Inconvenienzen zn vermeiden,
haben neuere — insbesondere englische und italienische — Mathematiker
eine besondere neue Bezeichnung eingeﬂlhrt sie schreiben n#¥mlich

=I5 & 5=

und nennen diess Symbol eine Matrlx Wenn wir diesen Begriff ga.nz
allgemein -fassen, gelangen wir zu folgender Definition:

Unter der Matrix oder unvolistindigen Determinante

8,1 B1,2 . . . 31n
834 822 . . . 82n (m < n)
am31 8m2 . . . 8mn

verstehen wir die Gesammtheit aller derjenigen (n — m)ten
Unterdeterminanten mten.Grades, welche aus der nreihigen
Determlnante

81y 3fy2 « . + 8Ln
22,4 822 . - . 82n
am,1 8m2 . . am:n _

an,1 an,z...an.n'
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gebildet werden konnen, ohne dass ein erster Index q > m

zugelassen wiirde.
' So bedeutet also

|94 a3 83 8 9,5||

by by b3 by by)

die 10 Unterdeterminanten zweiten Grades
aiaeHauas 8y 8yl [ag ap azaslazanua a3 ay| |83 ag| a1 3
by bg| [by by| by by| [by bg| (b, byl [b, byl .|bz bs| |by b |bg bg| [by by’

welche aus der funfreihigen Determinante = + ajboegdye, durch Weg-
lassung der drei letzten Horizontalreihen zu bilden sind.

Es leuchtet nun auch ein, dass an der Matrix gewisse. Operationen,
so z. B. das Multipliciren, sich in ganz &hnlicher Weise vollziehen lassen,
wie bei den wirklichen Determinanten. . Dass iiberhaupt mannigfache
Theoreme an jenes Symbol sich kniipfen lassen, erhellt u. a. aus nachstehen-
der Behauptung:

Die aus n Zeilen und (n+ 1) Colonnen bestehende Matrix

81,1 84y? .8193 .+ 8,n 31041
. 22,4 8,2 8,3 + - . Ggn dgn41
an,1 8n2 8n3 . . . 8nn 8n,n41
" liefert allgemein die Determinanten-Entwickelung

84,2 84,3 - - - BL0 8la1 )| ° 84y 84y . - . 8,01 B1n
2,2 8243 - + . 32n 82,041 82,4 82,2 + . » 82n—1 822
0=8k.1"""'—+n .+ |
axz 8k3 . . . 8kn 8knt1|(— 1)® 8xnt1{8x: ake . . . 8kn—1 8kan

8n2 8n3 - . . 8n,n &nn4l an,1 8n2 ¢« . . 8nn—~1 8@nn
unter k jede positive ganze Zahl = 1, = n verstanden.

Dass diess sich wirklich so verh#lt, folgt leicht ans dem in §. 12 zu-
letzt bewiesenen Lehrsatze.

Wenn man ganz allgemein zu Werke gehen wollte, ktnnte man
allenfalls sogar die Lehre von den ‘unvollstindigen Determinanten giinz-
lich an die Spitze stellen, indem offenbar die jewthnliche Determinanten-
theorie darin als Unterfall enthalten ist; man braucht nur in der oben
aufgestellten Definition die beiden Zahlen m und n mit einander zu identi-
ficiren. -

Eine derartige universelle Theorie der unvollstandlgen Determmanben
ist von Tru¥i 7‘% gegeben worden.

‘ 1) Ginther, Vermischte Untersuchungen zur Geschichte der mathematischen
Wissenschaften, Leipzig 1876. 8. 243. — 2) Baltzer, Theorie und Anwendung der
Determinanten, Leipzig 1875. 8. 8. — 8) Diekmann, Einleitung in die Lehre von
den Determinanten und ihrer Anwendung auf dem Gebiete der niederen Mathematik,
Essen 1876. S. 1. — 4) Baltzer, 8. 7. — 5) Becker, Ueber einen Fundamental-
satz der Determinantentheorie, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 16. Jahrg. 8. 530 ff. —
6) Mollweide, Demonstratip eliminationis Cramerianae, Lipsiae 1811. — 7) B altzer,

Mathematische Bemerkungen, Leipziger Berichte 1873. 8. 583. — 8) Studnitks,
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Determinantensatz, Prager Berichte 1873, 8. 842, — .9) Schiiler, Arithmetik und

Algebra in philosophischer Begriindung, Leipzig 1873. 8. 98. — 10) Ginther,

Diﬁ:.ktische Bemerkungen zur Determinantentheorie, Zeitschr. -f. math. u. naturw.
Unterr. 6. Jahrg. 8. 138 ff. — 11) Miiller, Kurze und schulgem#isse Behandlung der
Determinanten, Metz 1876. 8. 2. — 12) Briefwechsel zwischen Gauss und Schu-
macher, heransgegeben von Peters, 6. Bd.,, Altona 1865. S. 106. — 18) Glaisher,
On the problem of the eight gueens, Philosoph. Magaz. 1874, December. — 14) Ja-
cobi, De formatione et proprietatibus Determinantinm, Journal T. d. reifié u. angew.
Mathem. 22. Band. 8. 208. — 15) Mansion, Eléments de la théorie des déter-
minants d’aprés Baltzer et Salmon, Mons 1875. 8. 20. — 16) Weyrauch, Zur
Theorie der Determinanten, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 74, Band. S8.273f. —
17) Monro, Baltzer on the number of terms in a determinant with a vanishing
diagonal, Messenger of Mathematics 1872, 8. 88 ff. — 18) Weihrauch, Zur
Determinantenlehre, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 19. Jahrg. 8. 420. — 19) Baltzer,
Math. Bemerk. 8. 534 ff. — 20) Albeggiani, Sviluppo di un determinante ad
elementi binomi, Giornale di Matematiche, Vol. X. 8,279 ff, — 21) Id. Sviluppo di
un determinante ad elementi polinomi, ibid. Vol. XIII, 8. 1 . — 22) Giinther,
Das allgemeine - Zerlegungsproblem der Determinanten,, Archiv d. Math. u. Phys.
59 Thejl. 8. 130 fff — 28) Id. Die mathematischen Lehrmittel der Mittelschule,
Zeitschr. f. d. Realschulwesen, 1. Band, 8, 43. — 24) Jacobi, 8. 299. — 25) 8al-
mon, Vorlesungen zur Einfihrung in die Algebra der linearen Transformationen,
deutsch von Fiedler. Leipzig 1863. 8. 68. — 26) Jacobi, S.812. — 27) Baltzer,
Determ. 8. 54 ff. — 28) Ginther, Darstellung der N#herungswerthe von Ketten-

! briicken in independenter Form, Erlangen 1873. 8. 88. — 29) Trudi, Teoria dei
determinanti e loro Applicazioni, Napoli 1862.-

~ @dather, Determinantentheorie. 2. Aufl . 5



 Kapitel IIL
Determinanten von besonderer Form.

Differenzenprodukt, adjungirte Determinanten, symmetrische und
. symmetrale Determinanten *).

§. 1. Es seien n willktirliche Terme a;, as ... an gegeben und deren
simmtliche Differenzen in dem Sinne geblldet dass immer der hohere Index
dem Minuenden angehdrt. Es wird deren im Ganzen

1+2+...+n=l21-(n+1) '
geben. Das Produkt dieser ‘Differenzen, also der Ausdruck
P = (a—ay) (aa m; - (an—1—ay) (an—ay) X
(83—a) . . . (a"-1—ap) (an—ay) X

(an—l—an —2) (an— n—2) >
(an —an—1),
hat nun ‘'die bemerkenswerthe Exgenschaft der Determinante nten Grades

ado ail a12 gin-z aill—l
a,zo aei azz azn—s azn—l
A= . .
ad al a2 ... 9}'—‘*3 aﬂ—l
) mn n n n n
gleich zu sein, wie diess zuerst fiir den speziellen Fall n = 8 von Van-

dermonde), allgemein dagegen von Cauchy?2) bewiesen wurde.

Wir fithren den Beweis, indem wir von der Determinante /\ aus-
gehen. Es ist klar, dass A\ nur eine algebraische rationale ganze Funk-
tion der darin vorkommenden n Grdssen sein kann, und zwar wird die-
selbe, da jedes Glied der ausgerechneten Determinante je eine Potenz vom

Grade 0 bis (n — 1) enthilt, vom Grade ;— (n — 1) sein. Denkt man

sich allgemein die kte Zeile von der iten (k <C i) subtrahirt, so erkemnt

*) An sich wiirden anch die sogenannten Kettenbruchdeterminanten'ihres cha- i
rakteristischen Baues halber hier mit aufzuzéihlen sein. Weil dieselben jedoch eine |
ganze Disciplin der algebraischeén Analysis unter einer neuen' Form darzustellen ge- \

statten, haben wir deren Theorie einem selhststﬁndlgen Kapitel (dem fﬂnften) tiber- !
wiesen. ‘
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.

man, dass die jetzige ite Zeile ausschliesslich Binome der Form (a,a - a.:)
enthiilt, d. h. nach § 7 ist A durch (ai — ax) ohne Rest theilbar. Da i
und k alle Werthe zwischen 0 und n annehmen kbnnen, so muss noth-
wendig :

A = AP
gein, unter 4 einen constanten von den a unabhingigen und fiir alle
Grade glelchen Faktor verstanden.” Nun ist aber ‘

= AMay —ay) = 8y — aq,
d. h. 2 = 1, womit dieser Satz bewiesen ist.

Ganz #hnlich lisst sich zeigen, dass
A A R "L
a;! az’ ad ... ae““ az

Jd= — a3 ...81—18aP

.

a‘ 32 ald ... an—l an
n n n n n

ist 3). d ist jetst eine Funktion des Grades % (o + 1). Nimmt man nun

an, es sei etwa ar — ax, so werden zwei Zeilen gleich und d verschwindet,
es muss also durch (a; — ax) th;ilbar sein. Vorliufig haben wir somit
= MP,

wo M gleich f(a;,a3...8n) vom Grade (% (n41) — % (n—1)=n) goin -

wird.
Dlese Bedmgung ist ersichtlich nur dann zu erfﬂllen, wenn man

M= IIax. setzt.
h=1
Die hier gegebene Deduktion ist die einfachste und zugleich ktirzeste,
welche sich denken lisst, verstattet aber keinen so unmittelbaren Einblick
in das Wesen der Sache, wie jenes Beweisverfahren, welches wir jetzt moch
am speziéllen Beispiel darstellen wollen. In der Determinante ’
1 a a2 a:
_ |1 bbb
A=l1ce o
14 4 ad
subtrahiren wir die vierte Zeile von der dritten, die dritte von der zwei-
ten, die zweite von der ersten und bekommen
ap—ay BpP—ay? agd—ad  n=s
A = |ag—ay 85’8y agd—ay] = (an — an-1) |1 a3+, gl +agag + a2
ay—ay ay’—ag? ayd—agd [1 ay+a3 ay?+aga3+ag?]
Ein analoges Verfahren liefert mit Berticksichtigung von §. 6
h=4 - 2 — a2
A:H(ah—ah—l) A3~ & 332+335?‘ Mo
ay— 8y aplt+agag—ayl—agay
Jjetzt ldsst sich resp. (33—8.1) und (ay—a,) vor die Determinante setzen,
so dass '

1 astay ag+age, +a.,2‘

5.
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D= () e () (o) () [p 2ERTY
wird, und, indem man schliesslich die erste Horizontalreihe von der zwex-
ten a.bzwht findet sich als Endresultat
A = (ag—ay) (ag—ag) (ay—a3) (ag—ay) (ag—a) (a3—ay),
wie behauptet war.

§. 2. Indem wir den Buchstaben P in seiner bisherigen Bedeutung
beibehalten, konnen wir weiter folgenden Satz aufstellen, welcher als
Verallgemeinerung des vorigen aufgefusst werden kann:

Der Determinanten-Quotient

1 a; a% ... a2 a1 1 a; a?...a0n2 a0

1 ay a2 ... a"2 ay® |1 2 . .. agt—? ayn!
o et | e e

1 a, a3 ... al a 1 a a2 ... al"? al”

ist stets eine ganze Zahl, woferne das Gleiche fur die a gilt.
Da der Divisor dem Differenzenprodukt P gleich ist, so brauchen wir
uns blos zu fiberzeugen, ob jeder Faktor dieses letzteren in der Determi-
nante A\ des Dividenden ohne Rest enthalten ist.
Subtrahiren wir wie vorhin die kte von der iten Zeile, unter k und i
willktirliche ganze Zahlen > 1, << n verstanden, so- wird
1 8 a? R a1
.2 .2 ) n—2 : n—2 .q :1
A=]|0 a—ax ai—ax...a —ak 8 — 8k|»
. . S . e g -
1 8n an . e an an
und man erkennt sofort, dass simmtliche Elemente der 1ten Zeile die
Grosse (a1 — ax) als gememscha.fthchen Faktor enthalten. Daraus folgt

dann aber weiter, dass jede der —121— (n + 1) Differenzen, aus deren Produkt

P besteht, in A ohne Rest aufgeht, und diess war zu beweisen.

Es soll nun diese Division amnch wirklich ausgefuhrt werden, wobei
dann freilich die soeben bewiesene Eigenschaft des Quotienten zurticktritt.
Zerlegt man das urspriingliche A\ nach den Elementen der letzten Colonne
in erste Unterdeterminanten, so ergiebt sich zun#chst

— .qdA K VAN 144
AN a1 dal‘l+ -+ as don g To-t 8 Frcil

Jeder der hier auftretenden Minoren hat nun aber dieselbe Form
wie P; wir konnen also auf jeden einzelnen die Resultate des vongen
Paragraphen anwenden und finden

1 84 312 .« 0 &‘n—zi

(82—31)(33—31) (8s—1—a¢) (Be+1—8)

an _- 1'3 a.z ..oa? (iay) > (33—a7) (R4—n2)
dT.;l_ = 1 a:_: :+1 s &E__T_: (aﬂ-l“ae)(aoﬂ—az) .(an—ag) X

SERI AT - (a,.—an-x)-
Il a, a .. a:
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Denken wir uns diesen Werth oben eingesetzt und hierauf mit P di-
vidirt, ‘'so stellt sich uns der Quotient dar als eine algebraische Summe
aus n Summanden, deren allgemeines Glied gleich .

' (_ 1')n+‘l—8 ag .
(Bs—ay). (s—a2) . . . (8s—8s—1) (8s+1—8s) . . . (8n—1—8s) (Bn—as)
ist. Fuhren wir diesen Ausdruck ein, so nimmt der ganzzahlige Quotient

die scheinbare Bruchform an, wobei (— 1)®t5—2 entsprechend verein-
facht ist:

s=n- . - (— i)lH—'s ag

ss=2 (3s—a;) « . . (3s—8s—1) (8a41—8g) . . . (An—as)

. . q
Diese Summe, fir welche N#gelsbach 4) das Symbol (a; . . . &n)
in Vorschlag gebracht hat, scheint hier in tibersichtlicherer Form darge-.
stellt zu sein als bei Baltzer %), welcher daftir das Bestehen ‘der Relation

s q 8=n a‘.l s=n
(8 «..80) = 8 —(fx= IT (x—as))
. - s=1{'as . 8=1
nachgewiesen hat. . ‘
So wire z. B . :

1216 124 ‘
18381 [:/189 |= 16 — 81 + 625 =414_69. .
15625 1525 (5—2)(8—2) (5—38)(8—2) (5_3)(5—2) 6

Die Funktio:i (ay .? . an) konnte auch durch die Funktionalgleichung
a+1 q q* N
(@ ...8n) = (8 ...80-1) + 8a(ay ... an)
definirt werden, deren Richtigkeit sofort auns der obigen Summenformel
hervorgeht. Denn betrachtet man blos die allgemeinen Glieder, so ist er-
sichtlich .
(_1)n+s ag+1

(@ —ay) . . . (88— 8s—1) (Bs41—8s ) . . . (Bn—1—as ) (80 — as)
(—1)»+e—1 a3~1 [as (an — 85 ) — 8n 8s]
(as —ag) . . . (8 — 86—1) (Be+1—as) . . . (Bn—1—8s ) (an — as)
(___ 1)n+s—1 “g

(8s —ay) ... (@as — 8e—1) (8s+1—2s) . . .'(8n—1—as )
N (_1)n+s ag ’ )
T o (as —8y) . .. (s — as—1) (Bs+1—as ) . . . (8n—1—2s ) (Aw — a5 )
Vermittelst dieser Relation hat N#igelsbach (s. 0.) die ganz allge-
meine Determinante
- Tt a™ ag™ ag™ .. . ap™n
in eleganter Weise umformen gelehrt.

"§. 8. Unter den Determinanten von spezieller Form sind weiterhin
besonders wichtig die adjungirten Determinanten, welche folgendermassen
definirt werden. .
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Essei A =2 & a, ﬂn.,g ... ann eine beliebige Determl-
nante, aus welcher die folgende

A

ia e
da1,1 e ‘daal,n
AI — e o o e
VAN VAN
dani ~ * " danm

gebildet wird. Dann sagt man, die Determmante A\’ sei der

Determinante A adjungirt.

Dieser Ausdruck riihrt urspriinglich von Gauss her, in seiner jetzigen
Bedeutung aber von Cauchy (Kap. L. §. 10 und 11).

Multlphclren wir A mit A% so erhalten.wir nach Kap. II. §. 20, in-
dem wir uns simmtliche Summen zwischen den Grenzen 1 und n genom- -

men denken,

dA dA dA
da ’k S dal.k a3k . o . Sdg—l,k /an,k
SdA d—— a3k . . . Sd—l}— ak,n
Jas dagx gaA&k
AN = INdA o el oy
daa,k Sk Sdaa,k azk Sdas,k Ak .- dasx Box
. dA . d.A . \dA .
— a1k Sa;;'—k agx Sdan'k a3k . . . (Ta,:k &nk
Jedes Elemert der ersten Diagonalreihe hat nun die Gestalt
A dA aA
ai,1 d—“ + ai,2 d—a;"z + ain — d n

und jedes solches Glied stellt nac;h Kap. II. §. 13 die Determinante A
gelbst dar. Jedes beliebige andere Element' ist dagegen von der Form

[ VAVEEE dA dA
(E,—l + aie d_ + ...+ ain dah,n = 0,
wie ebenfalls an’ jener Stelle bemerkt wurde. Es reducirt sich also (Kap II.
§. 5) die Determinante auf ihr Anfangsglied, und man hat
AN = Ar.

Diess liefert den wichtigen Lehrsatz:

Die adjungirte Determinante einer Determinante vom
nten Grade ist die (m — 1)te Potenz dieser letzteren.

So haben wir z.-B.

ai,)

a'lrl 8,9 — [ — —
T lagg %:' —31,2 :f::l =40 = AT
Bilden wir die adjungirte Determinante von
a 0 b
A=j|c d 0| = adf 4+ bee,
- 0o e f .

8o ist dieselbe
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l d 0| _ [c o e d
e 0 0 e

o, 0 b a b a 0
A'_"—efl ofl_‘{)e
ObI_ab"ao
d 0 [

= ad(adf? + beef) + be(adef + bee?) — bd(aoef — acef)
= a2d%f? 4 2abedef + b2c%2 = A? = AL .
§ 4. An den so eben bewiesenen Satz reiht sich naturgemiiss ein
anderer- allgemeinerer an, dessen Beweis — ebenso wie der des vorigen —
von Borchardt ) herrtthrt; wir gestalten dessen #ussere Form nach dem

Muster um, welches unlingst von Hoza 7) aufgestellt und durch Anschau-
lichkeit ausgezeichnet ist. Es sei wiederum

. - ' aA | aA -
A St oay...800A =23 i\ dau . dam R
von letsterer Determinante bilden wir durch &ushebung von r willkiir-

lichen Zeilen und Colonnen die (n — r)te Unterdeterminante rter Ordnung

.
L

dA dA dA-
d&l)n‘h da'Pl s T da’Pn qp
dA dA dA
All‘ —_ B . . « T
dal’v‘li da’Pm‘h dﬂp”qr
dA dA dA
dap.q, dap.e, ° " ° dapye

und fhren dieselbe mit Hiilfe des Laplace'schen Satzes (Kap. II.'§. 18)
in nachstehende Form tiber:

aA dA  dA dA  aA dA_da aAa
da "' da da "' 'da  da ‘""da da ‘' da
Py Qs Py Qp Py 1 Py Q41 Py q,+1 P» 45—1 Py 941 Py 1
A T aA aa T aa da T A aA T T anT
da ‘" 'da da """da  da “"'da  da ‘da
Pr, % P, Pol Py 1P, 4l Py w1 P, Gl Py 0
0 0 1 0 0 - 0 o . 0
= o 00 o 0 0 0 ...0
o e o IR 0 e R
0 00 o 1 0 0 ... 0
T o 0 o ) L1 el o
0 0 0 0. 0 o 1 0
o o 0o ... 00 .00 o lan

Andererseifs kann man auch durch emfache Rmhenverta.uschung der

letaterhaltenen nreihigen Determinante die folgende vom gleichen Grade
gegentiberstellen : .
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) Ap,q, ¢ ++ 8p,g, Bp,1 . ‘o ap,q,—1 aﬂp.{q,+1 « oo 8p,q,—1 8p,qy41 + . - 8p,,n)
o e ot et ot S vt o S
iA_ 81,9, +++ 8l,q, 811 ... B81,q—1 81,g+41 <+ B1g—~1 Blg41 -..810 ’
fnq, .-+ 80,4, 8m1 ... 8nq,-1° an,g,+1 ... 8Bng—1 8n,q,4+1 ... 8nn

Multipliciren wir diese beiden Determmanten nten Grades mit ein-

ander und halten uns dabei die Resultate von Kap. II. §. 13 stets gegen-

wiirtig, so erhalten wir

A00...0 Ap« ...8p,q—1 8p,q+1 .e &-pl,q,—l ap,,q,41 «ee8pn
0A 0... Oap,: +8ppQ—1  8BPygytl o+ Bpyay—1  Bpygetl o s Bpn
00A... Oap,1 ... ap,,q‘_l avp.,q,-i-l e ap,,q,—1 a.p,,q,+1 .o . 8pyn
0 0 0...A apy,1 .. aprq‘—l atprq,-l-l «+ 8ppq,—1 ap,q,+1 e+ 8pn
000...081,0. ... a1,q,—1  81,q,41 ... 81,1 alLq+1 ... 8150
. 00 0 ... 0821 .. 82,q,—1 a2,q,+1 « 82,q,—1 az,§,+1 oo B2n
fan=]) ) O ot Sa e Sl 0
0‘ 0 0 e 0 a-p,—l,l e &p,—l.q,—l aP;—l.q.-H .. ap,—l.q,—l a‘Pn—tha‘l‘l ap,—l,ll
000...0 ap,+1,1 - « « &p,41,q,—1 &p,+1,g,41 < oo ap‘-l-l,q,—l ap,-l-l,q,-}-l cee ap‘+‘,n
00 0..,08p~11...8p—1,9—1 Bp—1,q,+1 -~ 3p.—1 q.—l a'1>.—1,<1.+1 e &p.—l»n
000...0 ap,+1 1eos a.p,+1.q,_1 3p,+1,q‘+1 ves ap,+1,q,_1 ap,+1,q,+1 o Bp, 410
0 Q-0...0 an,l ‘e an,q,-l Bn.q,+1 e an,q,—1 an,q,+1 «o.8nn

~ und zerfillen wir diese neme Determinante nach dem Laplace’schen
Theorem, so bleibt uns bei geexgneter Berticksichtigung des Vorzeichens
der Unterdetermnante Ao—r
AA‘ ArAn—.r,
In Worten lautet dieser Satz:
Jede rte Unterdeterminante N einer adjungirten Deter-
minante ist gleich der (r— 1)ten Potenz der urspriinglichen,
multiplirt mit derjenigen Unterdeterminante der letzteren,
welche bei der Entwickelung dem Co8fficienten von N ent-
spricht.
§. 5. .Es mdge diess an der Determinante A = 3 =t 8, g, 83,3 84y,
d

= A" Ap—r.

verdeutlicht. werden. Von der Unterdeterminante A, = 3 + éaé a8,
. dagy 3
ausgehend bilden wir das Produkt ! i
dA dA  dA dA l N
dam da,,a da’l?ﬁ da‘l)4 191 845384,281 4
dA 4 dA dA .
b 9, B 9
dag,; dag; dag,, dagy | ° 83,183,383)283,4
0 0 1 0 ’&271'327332’2&&4
10 0 i 0 1 8491 84,3845284,4
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dA dA
l d::: Sk da .k S Sda‘* Bx
- dA
- Sda.a,x S fax S
ﬂm 83,2 a2
: 7Y S a3,¢ 32:4 By

wobei wir uns wieder die Summen von 1 bis 4 ansgedehnt denken miissen.
Da nun nach Kap. II. §. 13

s dA dA
= -— —_— =0
damx Bmx = L Sdam.k fnk
ist, so erhalten wir zum Schluss
‘ —2 (8252 %2'
AzA A 82,8 B '

in der geforderten Weise.

Die bislang in der Lehre von den adjungirten Determinanten vorge-
ftthrten Beweise beruhen simmtlich auf einem .an sich hochst eleganten
Kunstgriffe, der jedoch auf den ersten Blick etwas Befremdendes haben
mag. Wn- reproduciren deshalb hier noch weiter das Verfahren von
Stndnlcka'), welches einzig und allein durch direkte Zerlegung der
Determinanten zum gleichen Ziele gelangen lebrt8). Nur werden wir die
am speziellen Falle fortschreitende Darstellung entsprechend verallge-
meinern.

Es ist, wie wir wissen,

d 4
A=2'i-ai)la2’2°-' an,n—al,de' +&uﬁ
’ dA
+ ... + an,k da—n.k
Diese Gleichung l#sst sich auch so umschrexben g

Nehmen wir Jetzt den oben ausgesproqhenen Batz als berent.s bewiesen
an, so gelangen wir zu nachstehender Identitit: :

dA aA -’ dA  dA dA
2 — —_—— — —— —— —_—
ax A= idam * ' " dakk41 daxtik4e O dar—1y dagdas4a T "dana’

Denkt man sich die entsprechende Relation fir aix, apg, 8pk; 8iq
gebildet und auf der rechten Seite durchaus nach ersten Unterdetermman-
ten entwmkelt s0 kann man offenbar setzen:

*) In einem Referate des Berliner ,Jahrb. f. d. Fortschr, d. Mathem.“ war
jenes Verfahren ein induktorisches gemannt worden. Diese Bezeichnung trifft jedoch
nicht vﬁlhg dag Wesen der Sache, vielmehr ist die Grundidee folgende: Gelangt
man von einer hypothetischen Annahme durch richtige Schliisse zu, einer bereits
bekannten Thatsache, so ist _jene Annabme verificirt. Das ist abeg nicht eigentlich
Induktion, sondern Analyse im Sinne der Elementargeometrie,

\
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ax A2 = — . 3+ 44 44

| gap-q --((i]a’l—,ig-;;;...+etc.’
a,,qAn-z:ﬁ: .zi—ﬁaﬁ;...+etg.
ap.k.‘A““":g—aA"—q- .zigﬁ giAT,z""““'
anA‘n—z—_—g_ﬁ.’_k.Zi}%g—ﬁ—’;...+etc..

Zieht man jetzt von dem Produkte der beiden ersten Gleichungen
dasjenige der beiden letzten ab, so bleibt

TNV
daix dapx dA  dA
aix 8pk| Aon—4_ ek + = ... .
awa . 8pal O da  da [2 T dayyy  dagy r t ote
idatq dapg!

Zerlegt man andererseits die adjungirte Determinante A®—! mnach
Kap. II. § 17 in Aggregate von Unterdeterminanten des 2ten und
(n — 2)ten Grades, so ist

rA A | -
- daix dapx dA dA to
n 1 —3 _— -~ . .
A LAY ‘!A_'Ei—.damdam” + ote
da"q dap.q :
und da, nach Voraussetzung,
| LINEVN
dai,x dapx dA dA
ik Apkl Aen—t — Pk CERE L |8k 3pkl An3 ST 4 ete
aiq 8pg dA dA | I81q 8pa i dayy dag,, ete
dai,q davp.k, .
ist, so folgt durch unmittelbare Comparation '
Mk 3pk Ans— 3 d—A——dA
819 8pg A id&m day,e ’
. . ., dA dA
wobei aus der rechtsstehenden Determinante alle mit .— und

, daix n (E;,—q
in gleicher Reihe stehenden Elemente aunszuscheiden sind.
Fahren wir in gleicher Weise fort zu zerlegen, so gelangen wir end-
lich zu der bereits bekannten Relation
d
AY 2 & agy 8y ... 8Kk Bk41k42 . o . Bi—1) Bi41441 - . . Bnp = dTAx,x ’
und damit rechtfertigt sich auch die obige Voraussetzung. '

Uebersichtlicher gestaltet sich bei Studnicka die Sache 9), weil er
in seiner Determinante A = 3 + A; B, . .. Ku—1 Ln sich ausschliess-
lich an die erste Horizontalreihe hilt.

‘Er findet:

/
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dA dA dA dA A dA

Ar—1 =2-‘idA d—B; dC3 dD4 dKn—l d—Ln’,
_ dA dA dA A dA
At A =34 B, dC; dD; ' dKn dLla’
an A dA
An—32i'AnBz’—2:td03 dE * " dKp— EI:‘,
. . : d d
Alzi.AleC?,..».Jn—zzzidl%n_x aﬁ:’
d
A2 + A By C. .. Josp Kny = d—ﬁ'

§. 6. Wir gehen nunmehr zu einer aunderen besonderen Klasse von
Determinanten tiber, zu denjenigen nimlich, welche man symmetrisch
nennt. Die Definition einer solchen Determmante ist bei Zugrundelegung
unserer Bezeicbnungsweise durch die Relation axi — ajx gegeben, so duss
also natiirlich die Diagonalelemente #mm willkiirlich bleiben. Dehnen wir .
diese Festsetzung auch auf die andere Diagonale aus, so kbnnen wir als
geometrisches Kennzeichen der Symmetrie folgendes angeben: Eine Deter-
minante ist, dann symmetnsch wenn jedem beliebigen Elemente ein an-
deres ihm gleiches in der Weise zugeordnet werden kann, dass ihre Ver-
bindungslinie von einer der beiden Diagonalen senkrecht halbirt wird. So
smd etwa

|? g k ;1 p dy ¢ by a
| g 4 1 @ b o8 b
k g ¢c h mund 1
n 1 h d i b; a3 by ¢
p g mi e a by & dy

symmetrisch. Man erkennt sofort, dass jede einer symmetnschen De-
terminante condiagonale Unterdeterminante (Kap. II. §. 16) selbst wieder
- eine solche ist.

Eine symmetrische Determinante muss gtets entstehen, wenn man eine
willktirliche Determinante in's Quadrat erhebt. So ist z. B. nach der
Multiplikationsregel '

ag by ¢;|\ 2 a,2+b,+c;? sap+biby+cicy  ai85+bibytei0p
az b, 02) = |aaptbibytees  ag?+bf+e?  aag+bebytoes |
ag b3 c3 ai83+bibsteies  agag+bobstescy  ag?+by?+cg?

Diese Thatsache l#sst sich leicht ganz allgemein feststellen, denn
setzen wir die durch Multiplikation einer Determinante Sta,.
mit sich selbst entstehende neue Determinante A' — = i- by .. bn,n,
so ist ersichtlich .
bix = 81,1 ax1 + 842 8k2 + . . . + aia axn,
bxi — ax1 a1 + ax2 a2 + . . . 4+ 8kn 8in,
also byx = bk, d. h. die Determinante A’ xst symmetnsch
Wir kénnen aus diesem Faktum noch einen weiteren micht unwichti-
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gen Schluss ziehen, wenn wir anf einige von Seeliger10) tiber Potenzen
von Determinanten bewiesene Sitze zuriickgreifen. Der genannte Mathe-
matiker hat die pte Potenz einer Determinante A — 2 + aj,; . . . 8na
in Form einer gleichreihigen Determinante = + A,,; ... Apn da.rgestellt
e8 ist n¥mlich ibm zufolge

8=D =D 8 =D 8 ,=n

Ax =2 3 ...2 2 ans 2&1,:,65

B=1 6= 8 =1 g =1 p— p—o Bp_3 38, g Sp—a """ 88,8, 88,85

Der Beweis hieftir lisst sich leicht durch Induktion erbringen, denn
setzt man AP+ = 3 + a5y ... 800 .3 + Ay ... Apn = 2T+ By, ... Bay,
80 ist

Bp—1=

Bu—f _lAup_ Bks,

und ‘setzt man fir pis  seinen Werth ein, so folgt

—1
8,=n 8,=n B, g=n8

p— p—17

B E:ni:i e 'f—g=lzlp—1=alk"p_l e e = M

Der niimliche Werth geht aber aus unserer hypothetischen Annahme
Bix hervor *). — Tréten wir mit den soeben erworbenen Kenntnissen an
unsere symmetrische Determinante heran, so kinnen wir allgemein s, mit
8p—y vertauscyen und finden so . >

(p-1) (p-1)

Aix =2 axg, Bis  Ba,s...Be e, T 2 axs, Bla, _; Bes, ... Ba p—l o =Atx,
d. h. in Worten:

Jede Potenz einer symmetrischen Determinante ist wie-
der eine solche. ‘

Nun ist, wie wir sahen,ldas Quadrat jeder willkiirlichen Determinante-
symmetrisch, also gilt der Satz:

Jede gerade Potenz einer beliebigen Determinante ist
eine symmetrische Determinante. .

Symmetrische Determinanten lassen immer eine einfachere Darstellung
in geschlossener Form zu, als gewdhnliche, insoferne nimlich bei der Ent-
wickelung verschiedene Glieder sich in Eines zusammenziehen lassen.

M‘) Als Beispiel moge die Berechnung von A8 = (X 4 8y, ag,)% dienen

8, =2 8,=2
Ay = z z B, e B, = ad;y + 81y 819 820 + 84 82,3 + 8% Mg

Ay = 2 3 826,818, 80,8 = 82,1 821 + 85,1 89y B2, + 81,2 8gy1 89,3 + 81,2 8%

8,=2 8,=2 ,
Agy = f 12;‘ 1:1.:,&2,-,&,-, = 8%, 83, + 8,9 8%, + 85, By9 Bgp + 81 8%
8:—2 8,=2
Ay = 2 12; :2,&38&%': = apr 8% + 81, 81 823 + 8% 89 + 8%
‘Diese Besultate lassen sich durch direktes Ausrechnen leicht verificiren.
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Beispiel 1. -
a. b ¢
bde:adf——ae’——c*d-—b’f+2bce
c e
Beispiel 2.
0 a b e
B0 o M= at b bt ot — 2% — 2a'? — 22,
c b a 0

§. 7. Es liegt nahe, zu der Symmetrie einer Determinante noch ir-
gend welche andere von deren Elementen zu erfiillende Bedingungen hin-
zutreten zu lassen und zu untersuchen, welche Relationen sich daraus er-

-geben. [Einige solche Fille sollen jetzt untersucht werden.

Es werde zuniichst angenommen, die Summen aller Elemente ein und -
derselben Reihe verschwiinden identisch. Dann ist fir's Erste ersichtlich,,
dass der Werth der Determinante selbst Null sein muss, indem durch ge-
horige Zusammenfassung aller Elemente der n#mlichen Reihe diese selbst
durch lauter Nullen ersetzt werden kann. Dann aber ktnnen wir noch
Folgendes aussagen 11): '

Bestehen fiir die Elemente einer Determinante die bei-
q=n
den Relationen ajx — axs und S a:,q = 0, s0o sind simmtliche

erste Unterdeterminanten derselben dem absoluten Werthe
na.ch einander gleich.

' Betrachten wir zwei willklirlich ausgewihlte dieser Unterdeterminan-
e und 4
dap,q da 8r,8
Determinante sofort, dass siimmtliche Zeilen der einen mit simmtlichen
Colonnen der anderen ibereinsfimmen miissen, jeme einzige ausgenommen,
in welcher sich das dem Entwickelungs-Codfficienten der Unterdeterminante
gleiche Element befindet. Addirt man also zu den Elementen jener Zeile
alle tibrigen entsprechenden, so reduciren sich diese Summen nach der
zweiten aufgesteliten Bedingung der Reihe nach auf die Elemente jener
Colonne, d. h. die beiden Detarmma.nten sind ihrem Werthe nach einander
gleich. .
Es sei z. B. in der Determmante

ten, etwa ——, 80 erhellt aus dem Begnﬂ'e einer symmetrischen

a f E n q
N f b g1 p
A=k g ¢c h m
nl h 4 if
qQ pmi e
a+f+k+n+gq f+b+g+l+p=k,+g+c+b+m
, —n+l+h+ +i=q+p+m+i+e=0
Dann ist etwa
f kK n q a k n q
__|g e h m dA If g 1 p| _dA
1 h di af 'k ¢ h m —da ’
P m i e q m i e
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und man erkennt, dass die erste, zweite und vierte Colonne der ersten

- Determinante beziiglich mit der zweiten, dritten und vierten Zeile der
zweiten identisch sind. Behandelt man die erste Zeile der letzterenm in der
angedeuteten Weise, so bekommt man

—n —h —d —i
- A _ | f g 1 p
4 —| k ¢ b m

q m i .e
und nun stimmt auch die dritte Colonne der ersten mit der ersten Zeile
der zweiten Unterdeterminante tiberein, indem (— 1) als Faktor vortritt.
§. 8. Zu einer interessanten Unterabtheilung der symmetrischen De-
terminanten gelangen wir durch folgende Definition Hankel's1?):
Eine symmetrischeDeterminante wird orthosymmetrisch
{auch persymmetrisch) genannt, wenn die Relationen

81k = Bitqk4q Oder Aix = 8i{q kiq

bestehen.
So sind beispielsweise
a; be c3 dy e c 0 b 0 a
fc 3y b2 C3 d4 h 0 b 0 a d
g7 fo a; by cglundb 0 a d 0
h8 g7 fe 7 bg 0 a d 0 e
jp hg g7 fo 8 a d 0 e .f

orthosymmetrische Determinanten des fiinften Grades.

Diese Klasse von Determinanten besitzt nun, wie Hankel 13) gezeigt
hat, eine sehr bemerkenswerthe Eigeunschaft, welche in nachstehendem
Theorem ausgesprochen ist:

Die orthosymmetrische Determinante nten Grades der
(2n — 1) Grossen ag, 8y, a3 . . . asn—2 ist gleich der orthosym-
metrischen Determinante der ersten Differenzen aus den
(2n — 1) ersten Differenzreihen der Terme a.

Bedienen wir uns der aus der Lehre von den arithmetischen Reihen
bekannten Terminologie

' 8 ay a ag a4y ag
At Dy Dz Dy Din
Dy Doy Do Do
D3 Dy Dsye
FAVERRRVAVE <.
und subtrahiren wir in der Determinante
‘i 8 8 ... 8n-1
a a3 Aag e « o 8n .
A=\ a a ...anH
I Ia«n—l. an ' an-{:l PR &2n;2
von jeder kten Colonne die (k — 1)te, so ist zun#chst
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8 Ot Dy o-. Din—z

& Qi Dz - - Din-s,
A=la D Do Din,

80-1 Ata-1 At ... Alﬂn;si

und, wenn man entsprechend fortfhrt,
CTAY JAY) e o o DA
8 Dy Doy o Doy
i A=lag Dy Doy ... An—1,3

an—1 Apn—1 Agn—1 v « Hn—-1,n—1

Die ndmliche Anzahl von Operationen in entsprechender Weise auch

fir die Zeilen durchgefihrt liefert, wie behauptet, die orthosymmetrische
Determinante

s O Boin - B
So bat man z. B. die Identitst '

1 2 4 7 11 1 0
24 7 12 _ 11 0 1
4 7 12 199 — 1 0 1 -2
7 12 19 80 0 1—2 5

weil sich bei der ersten Determinante die Differenzreihen

1 2 4 7 12 19 380
1 2 8 5 7 11
1 1 2 2 4

ergeben.

§. 9. Der Nutzen dieses Theoremes ist ein sehr mannigfaltiger. Sind
die Elemente einer orthosymmetrischen Determinante theilweise Glieder
einer arithmetischen Progression, so verschwinden von einer bestimmten
Stelle ab simmtliche Differenzen, und man erh#lt' die Determinante be-
deutend vereinfacht. Nebhmen wir an, es seien (2n — 1) Terine in auf-
steigender Ordnung gegeben, zwischen denen eine arithmetisch® Progres-
sion nter Ordnung besteht, so werden offenbar nach der Transformation
(n — 1) der Diagonalreihe parallele Elementen-Serien in Folge des Han-
kel'schen Lehrsatzes durch Nullen ersetzt sein, und wir ktnnen so diesem

letzteren das folgende bereits von Baltzer '4) angedeutete Corollar an-
reihen:

‘Eine orthosymmetrische Determinante nten Grades ver-
schwindet identisch, wenn ihre Glieder ein und derselben
arithmetischen Reihe von einer Ordnungszahl =n — 1 an-
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gehdren; sie reducirt sich auf eine nte Potenz, wenn diese

ihre Ordnungszahl — n ist.
So hat man beispielsweise

14 9 16 18320 1 8 27 64 1 7 116
4 9 1625 __ 13200 =0 8 27 64 125/ _ |7 116 0 — 6
9 162586 — (2000 — "' |2764 125216/ |116 0 O]~ ~ °
16 25 86 49 0000 64 125 216 343 6 0 00

Ferner erkennt man an der orthosymmetrischen Determinante noch
eine andere Eigenschaft 15). Wir wollen nimlich annehmen, jedes Element
mit niedrigerem Index gehe in jedem einzelnen mit hSherem Index ohne
Rest auf, es sei also allgemein

8 = @) @ ® . . . k-1 Ok .

Fhren wir diese Substitutionen durch, so zeigt sich, dass allgemein
die Elemente der qten Zeile das Produkt ey @; . .. @q—1 als. gemein-
schaftlichen Faktor besitzen; ziehen wir denselben tiberall heraus, so

bleibt uns - g

By 8182 ...8n-1 ’ 1 o a,)(az . a,XaQXua «eeOn—1

8 8233 ...3n i=n-—1 1 a agx o®3... a?Xas)(a‘ ee s On

32 a3 ay ... an+1 = o} . |1 a a3>(a‘ . agXa Xy .. .0nd .
. . i=0 . . . .

B.n—l an an+1 . azn_x 1 an anXaM.l...anXanHXanH... an—3

Hieraus resultirt u. a. auch eine Thatsache, auf welche noch nicht
zufmerksam gemacht worden zm sein scheint, und die wir so aussprechen

dnnen:

Eine orthosymmetrische Determinante verschwuldet
identisch, wenn ihre Elemente in geometrischer Progression
stehen.

So wiire dem Obigen zufolge

2 4 8 16 1111
4 8 16 824 . 1111
8 168264 | — 2 -2.-2.20. 004711
16 82 64 128 ‘ 1111

und diese Determinante muss den Werth Null haben, weil ihre simmt-
lichen Zeilen und Colonnen einander beztiglich gleich sind.

§. 10. Es moge hier auch noch suf eine andere interessante Kate-
gorie von orthosymmetrischen Determinanten hingewiesen werden, welche
der schwedische Mathematiker v. Zeip el 16) a.ufgefunden hat. Wir be-
trachten die Determinante (r + 1)ten Grades

: (m) (p+1) (p+2)"'(pl-?-r)

(m+l) m+1 m+1 m+41
p+1 p+2 T\ ptr

A= m+2 m+2 m+2 m+2)
p+1 p+2 p+r

(m+r) (m+r m+r m+1:)

-

p+1 p+2) " " "\ p+r
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mdem wir uns in bekannter Weise den Binomialcotfficienten
mm—1)...m—p+1 __ (m)
p! : p

Durch Herausziehung gemeinschaftlicher Faktoren ergiebt

gesetzt denken.
sich uns hieraus

G2 (5 Ge) - Gr2y)|

2) () G3) - (p;:‘_)

- AT | (1) (7)) G ()
I (i e G RO Gty

Setzen wir A = Vmp, so ist die so eben erhaltene neue Determi-
nante der Analogie gem#ss = Vm-1p—1, und es besteht die Gleichung

m+r
+ )
((l;1+ :)) Vim-1p-1 = "'—:)‘4_"-_7“ Vin_1,p<1.
(4)

Auf diese Weise kdnnen wir weiter folgendes System binomischer
recurrirender Gleichungen bilden:

m(m +1).
T pp+1).

m+r-—1) (m+r-p+1)

. +1 1

Vm-1p-1 = _(l;:‘r—‘_lj Vm—2,p-2... Vm—p41,1 =——<%|_+—1)—'—— Vim-p,o. .
r+1 r+1

Multiplicirt man diese Gleichungen simmtlich, so ist

m+r (m+r-1) (m+r—2) (m+r—p+1

r+l) r+1 r+1 J ° r+1 )
SH ] G N Gve RO G4 I
r+1 r+1 r+1 r+1

so dass also nur die Bestlmmung dieses letzteren Termes moch tibrig bleibt,

Nun ist a.ber; (!:) (’f) | (1;) (m)
(_“‘(')“) (m;u) (m-zl-l). _(m+1)

o= (59 (1) (3) ()

)

(‘“*’) ) (“‘“) (e

" @ @nther, Determinantentheorie. 2. Anﬂ. 6

Vmp =
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Subtrahirt man hier jede Zeile von der unter ihr stehenden und er-
innert sich der bekannten Formel

(m+k) _ (m+k—1) — (m+k—1

]

q—1
.80 ersieht man, dass simmtliche Elemente der ersten Diagonalreihe die
Gestalt m;)l-k) = 1 annehmen, ,wihrend alle rechts von dieser Reihe

stehenden Elemente verschwinden. Bs.ist also
Vm—p,o = 1+ = 1, :

Sehen wir nun .zu, wie eine orthosymmetrische Determinante, deren
Elemenfe aunfeinanderfolgende Binomialcosfficienten sind, sich in geschlos-
sener Form darstellen lisst. Wir gehen zur Determinante Vmp zuriick
und ziehen von jeder Zeile die zun#chst tiber ihr stebendé ab, indem wir
von oben nach unten fortschreiten. Um, uns tiber das hiebei zu erwartende
Resultat zu vergewissern, haben wir nur die beiden Elemente

m+r—q—1 and m+r- q)

p+s—1 p+s
in's Auge zu fassen. Senkrecht tiber dem zweiten wird sich befinden
( m+r—q—1
, p+s ’
und die Subtraktion liefert :
(m+r—‘-q __ (m+r—q —1) in+r--q—1)
p+s p+s p+s—t )

Macht man es also so zuerst fir die unjersten r, dann fiir die unter-
sten (r — 1) Zeilen u. s. f., so miissen, da q und. s willktirliche ganze
Zahlen sind, zuletzt je zwei Elemente, deren Verbindungslinie der ersten
Diagonalreihe parallel ist, einander gleich werden, mit anderen Worten:

Es ist die orthosymmetrische (r + 1) relhxge Determi-

BTN CAREY
(p 1) (m) (pil) "'(p+T—1), -
() 6 @) )

(3) (o420) (o2 -+ (3)
) () ()
() (R - (5.

Wird p=1, so geht der Ausdruck rechts in den Binomialcotfficienten
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.m'+ r
r+1
Determinante

) iber, so dass man denselben also in Form der orthosymmetrischen

(7)(3)(5) (%)
(0)(1)(2)(?)l
BRGNS

: . m
| 0 0 o .. ~( 1 )
dargestellt erhilt. '

- § 11. Im Anschlusse an die bisherigen Betrachtungen mdge noch
eine spezielle Form der orthosymmetrischen Determinante untersucht wer-
den, deren Zuriickfuhrung auf geschlossene Ausdriicke sxch besonders ein-
fach gestaltet. Es ist diess die folgende:

8 8 8 8 ... 8n—3 8n-1

an—1 89 8 8 ... 8n—3 an—g
° an—2 8n—1 89 8 ... 8n—4 8n-3

§n—3 8n—2 8n—1 89 . . . 8n—p Bn—y4,

ag 85 8 By ...8 8
lagy a3 83 B85 ... 8n-1 8
welche, einer Angabe von Zehfuss !?) zufolge, bereits von Bessel be-
merkt wurde. Das Charakteristische an derselben ist, dass in jeder Zeile °
und Colonne die n#mlichen Elemente in verschiedener Reihenfolge vor-
kommen ; sie tritt 13) “mehrfach bei zahlentheoretischen Untersuchungen auf.
Die Auswerthung dieser Determinante *), welche wir als doppelt-
orthosymmetrische bezeichnén wollen, hat Stern”) in folgender
hochst einfacher Weise bewerkstelhgt

. *) Fir den speziellen Fall n ‘= 8 gewinnt die obige Determinante in der
orm - .

8 & 8 83

8 a9 8 8

8 a3 89 &

a4 8 ag 8
eine  interegsante geometrigche Bedeutnng, auf welche besonders Diekmann 19) hin-
gewiesen hat. Sie steht namlich in inmigster Beziehung zu der von Clebsch so
genannten cyklischen Projektivitat; dieselbe ist dann gegeben, wenn fiir die
vier Doppelverhiltnisse p;, ps, P3Py je zweier von vier Pnnkten zu zwei bestimmten
anderen die Relationen

existiren.
6 L ]
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_ Man bildet (Kap. II. §. 14) die bekannten Gleichungen )
- dA A an
%dao + a d + ... 4+ a1 a—ﬂn——-l = A,
an an an
‘ . Ndal + a, an,) + ...+ an-1 day” = 0,
A dA A
aodan_1+ a, day + . + an-i dany — 0
und findet durch deren. Addition
g an 4 a0y
(aol-a.+...+an—c)(i;+da'+.. +dan1_A'

Dem linksstehenden Ausdrucke kann man aber, wenn & irgend eine
Waurzel der positiven Einheit bezeichnet, auch diesen substituiren :

@+ me + ... + an-tan-t) (2 4 98 gaoy L9 a)

dao . d&l vt dan-
denn die Ausrechnung zeigt, dass der Codfficient von -1 fiir k = 1 ver-
schwindet und fir k = 1 den obigen Ausdruck wiedergiebt. Es muss
. also das Aggregat (ag + a,@ + an-1a®!) in A als Fakbor enthalten
sein, und da an Stelle von @ jede Potenz dieser Grasse treten darf ) 80
muss /\ dem Produkte
Mag + sy + a.zat2 + ...+ an_la“-l)(so+ a.,a7+ aga! + ... + an_1020-1)
.(a.0‘+a|+a.2+ . + an—)

gleich sein, unter l einen noch zu best:mmenden Fiktor verstanden. Der
Spezialfall

a
» l"" ',—“0—312—(30_81)(%+31)
liefert sofort 1. .
Analysxren wir so die Determinanté

. |x 00

so finden wir dieselbe gleich dem fiinfgliedrigen Produkte
Vi5—1 — V10
@+ [x +( — + V=1 +V5)]

[ + (y_s__g__v_ V10+2v5) ] .
Vi—1 + Vo V10+2v5
[x + ( i ) 7]

[+(—Vi%—V-1—“ﬂ$2ﬁ)y]

—
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=xb 4y
wie schon der Anblick der Determma.nte lehrt
’ Nicht uninteressant ist die Multiplikation zweier doppelt- orthosym-
metrischen Determinanten. Setzt man n#mlich

-

a; 283 ... 8n—1 8n @ & a3 ... Gn-y Gy

. 82 83 85 . . . 8n a @ 03 @4 . . . On oy
a3 & 85 .~ . 8 %) . |03 @) O . . . Oy o

e e e e e e e i e e e e e e

8n 8 8 . .. @n—2 8n-1 Gn Gy Gy . . . Bn—2 On—1

A Ay Ay ... A Ay
Ay Ag Ay ... A A
= |Ag Ay Ap ... A A |
- A.n A.l A.o .'. Ax;—i An-—l
so. ist nach Souxllart 2l) wie eine einfache Rechnung lehrt,
=n
Ai = Sax axji-1,
., k=1
wobei natiirlich statt (n + p) wieder p zu setzen ist. Zudem erhdilt die
Determinante & + Ay, ... Apn das positive .oder negative Vorzeichen,

je nachdem die Gradzahl n von der Form {4p+l oder von der Form

4p+2
4p+3 gein sollte.

. §. 12. Bei den symmetrischen Determinanten, mit welchen wir uns
in den letzten funf Paragraphen ausschliesslich baschaftlglen, War aix = aki;
wir knnen nun aber ohne Zweifel auch Determinanten, wie beispielsweise
die nachstehende

m —b —f —k —t
b n—c¢c —g -1 -
f ¢ p.—d —h
) k g d r —e
t 1" h e ‘s
| bilden, fur welche ajx = — axg ist; die Diagonalglieder werden durch dlese

Bestimmung nicht beeinflusst.

' Eine Determinante dieser Art nannten die franzsischen und englischen
Mathematiker, welche zuerst-solche Formen in Betracht zogen, ,détermi-
nant gauche symétrique,“ die Italiemer ,determinante gobbo.“ In Deutsch-
land ist hier und da wohl der Name tiberschlagene oder schiefe
Determinanten in Gebrauch *); wir jedoch werden uns im Folgenden
der anscheinend von Natani #3) herrtihrenden Terminologie anschliessen
und stellen als Definition auf:

Sind je zwei symmetrisch liegende Elemente einer De- .
terminante entgegengesetzt gleich, so nennen wir eine
solche Determinante eine symmetrale. Enth#lt die mass-

*) Schlegel?2) bedient sich des nicht concinnen Ausdruckes: Congruente
Determinante.
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‘0 . -/ .
gebende Diagonalreihe willktirliche Gréssen, so sagt man,
dieDeterminante habe eine volle, enth#lt sie ausschliesslich
Nullen, sie habe eine leere Diagonale.

. Von letsteren Gebilden gilt zunichst folgender in den Lehrbtichern
nicht enthaltene Satz:

Ersetzt man durch geeignete Operationen zwei symme-
trisch gelegene Elemente einer symmetralen Determinante
durch Nullen, so verliert hierdurch dieselbe ihren Charak-
ter nicht, wohl aber tritt ein quadratischer Faktor vor die-
selbe.

Diess brauchen wir nur an einem Beispiele zu zeigen, indem der all-
gemeine Fall sich ganz analog erledigt. Es sei gegeben ’

0  —ay —ay; —agy
A = [M:2 0 a3 ooy
31,3 22,3 0 —agy|’
Byy4 82,4 83,4 0 - .
und die beiden Elemente ag,3, — 8,3 sollen zum Verschwinden gebracht-

werden. Zu diesem Zwecke multiplicirt man die zweite Zeile mit a;,3 und
zieht von ihr die mit a3 multiplicirte erste ab; ebenso verfihrt man be-
zliglich mit der ersten und zweiten Colonne und findet so :

0 - —agayy  —oy —84
A= !‘_ 845281,3 0 L0 —ag,8q,3+ 81,403 .
a%y,s 8153 0 0 —8ag,)

84,4  82,481,3781,382,3 8358

Hiemit ist der Satz bewiesen. In unmittelbarster Ankntipfung an
denselben beweisen wir jetzt folgendes htchst wichtige Theorem *):

Jede symmetrale Determinante geraden Grades mit
lgerer Diagonale ist ein vollstindiges Quadrat.

. Sei gegeben folgende Determinante 2nten Grades

. ") Den Beweis dieses Lehrsatzes hat K. Abel in der (in magyarischer Sprache
redjgirten) Zeitschrift fir die ungarischen Mittelschulen angefochten. Insoweit diese
Einwinde gegen den letzten Absatz der ersten Auflage gerichtet sind, welcher fir A
einen independenten aus naheliegenden Griinden jedoch unrichtigen Werth ergab,
ist ihre Berechtigung unzweifelhaft; das Princip des Beweises wird aber hiedurch
in keiner Weise erschiittert.. Auch die Grinde Abel’s, soweit uns dieselben klar
geworden sind, vermdgen diess durchaus nicht.
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. ®
A . - -
® . .
N \
0 84,2 8,3 e+ . —a8,n—1 —8&8n —a1nt1 . o o —a812n—2 —a12n—1 —ai2n
N . ! .
By 0 —8,3 +..—8,n-1 —8&zn —aza41 . . . —Azem—2 —u2,3n—1 —8gm
[ ] |
ap,3 a2,3 0 «..—8&3n--1 —8asn —Aa3n+1 ... =—a32n—2 ——a32n—1 —4ag2n
ain—1 @82n—1 83n—1 ... O —an—1,n —8n~1041 . . . —8n—12n—2 ~—an-12n—1 ~—8n—12n
A= |a1n azn a3n ... @8n—1n 0 © —an,n41 ... —8n2n-2 —anz2n-1 —an,n -
aLn41 82n41 83nd1 . - . 8n—in1  Bonp1 O ... —ant1,20—8 —8n4len—1 ~——Ani12n
a1,2n—2 8&22n—2 832n—2 . . . 8n—12n—2 &ap2n—2 8n4120-2 .. . 0 —agn-—-2,2n—1 —8&2n—2,2n
@12n—1 822n—1 832n—1 . . . 8n-l2n—~1 B8n2n—~1- 8nti2h—1 . o . 8gn—g2n-1 0 ° —a8as2n—12n
\ . ‘
aien @2en  832n ... 8n—12n ansn  8n412n . « - B20—22n aan-1on ¢ O

Man lasse jetzt in dieser Determinante die beiden Elemente + ai,nhr

verschwinden, indem man beziehungsweise die erste und zweite Zeile und
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Colonne nach vorhergegangener Multiplikation addirt und subtrahirt. Setzt
man an Stelle der zweiten Zeile und Colonne die dritte, spiter die vierte

u. 8. f, wihrend die erste stets in gleichem Binne verwendet wird, so
kann man es offenbar dahin bringen, dass die Elemente

+ asnt1, + agnt1 . .. * 8n—1n41, T Bnap
simmtlich durch Nullen ersetzt werden, wihrend vor die Determinante
* nur der Faktor 913 heraustritt. Verfahren wir in gleicher Weise mit
simmtlichen Elemienten, welche den zweiten Index (n 4+ 2) besitzen, so
jedoch, dass jetzt an Stelle der ersten Zeile und Colonne resp. die zweite
tritt, so annullirt sich nachstehende Doppelserie von Elementen:
+ asnye, * a4nts . . . * aonts, * antinie.

Der Weg, auf welchem weiter vorgegangen werden muss, liegt jetat
vor Augen; nachdem man n derartige Operationen vollzogen, sind schliess-
lich. auch die Elemente

+ ant12n, + an4een . ... + Bon-sem, + 8120
verschwunden. Bezeichnet man mit k? den der iten Operation entspre-
chenden quadratischen Faktor und allgemein durch Aix das, was in Folge

der vorgenommenen Transformation aus aix geworden ist, so bleibt uns
noch .




2 .
0 —Ayp —Ay3 ... —Apn —Ain |[=—Aint1 . .. —Aren—2 —Ajgm-1  —Agen
Ay 0 —Ayy; ..o —Asn —Agn 0 e oo —Aggn—s —Agsn-1 —Azsm
A3 Ay 0 e« —A3n —A3n 0 v oo =—Ason-s —Asem-1 —Aszam
g , A1 Asn1 Agag ...0 0 —Ap—yn 0 ... O —An—180-1 —An—1n
A= H“urun Ain Aon Azn e .>=.Iru 0 0 .. 0 0 ~Ansn
. i=1  |Ana41 0 0 ... 0 0 0 e.. 0 0 0
Ajen—2 Azon-2 Agen-z ... O 0 0 o 0 0 . 0
Ajgn—1 Asgsn Agsn—1 ... An—190—1 0 oo .00 0 0
,>ru= »Pw.mu Pw.un .. »Pul_.nu PP»: o . . o O O

fAuf diese letztere Determinante lisst sich sofort der Laplace'sche Determinantensatz anwenden, und nehmen
wir die Zerlegung nach Massgabe des eingezeichneten Kreuzes vor, so restirt *)

i —Aint1 —Ain4s ... —Apen—1 —Ajen | |Ann4r Anogs ... Anen—1 Agen |
pi=n 0 —Asnts - . . —Agen—1  —Asen . 0 Agngs . - . Aggn—1  Asen
A = (—1) ITk3| . . S . . . N . . . . . .
=1 0 0 -+« —Aa—190-1 —Ap—1n 0 0 « .+« An—12n-1 An—1.21
_ O O soee 0 'Pb.nﬂ _ O Q “ .. O . >Pmu

*) Der Faktor (— 1)p ist erforderlich, um anzudeuten, dass die obige Determinante durch eine gerade oder ungerade
Anzahl von Reihenvertauschungen auf jene Form gebracht werden kann, welche oben (Kap. II. §. 18) bei der Auseinandersetzung
des Laplace'schen Theorems als die normale betrachtet ward. Welchen Werth p hat, ist hier gleichgiiltig.




90

Zieht man auns der ersteren n reihigen Deéerminante alle Minuszeichen
heraus und .beriicksichtigt Kap. II. §. 6,. 80 ergiebt sich als Schlussresultat

= (—1)Pt0(kky . . . ko—1kn Aint1 Azate. . . An—12n—1 Angn)?
also ist A ein vollstindiges Quadrat.

Behandelt man in dieser Weise die Determinante

0 —a —d —f

_la 0 —b —e
A"'d b 0 —e¢)’
f e _c'0'

so ist zuniichst
. 0 —.a.d —d —f
A = 1 'ad 0 0 —de+bf
— a3 | d 0 0 —c ’
f- de—bf ¢ 0 _

und weiterhin ' ,
0 —ad —d(de—bf)—acd —f

1 ad 0 0 —de+bf
A = F(3e —bf)2 | d(de—bf)+acd 0 0 0 ’
: ’ f

*de—bf 0 0
woraus sich schliesslich :
[d(de—bf) — acd]® (de—bf)? __
A= d%(do—bf)? = (de

— bf — ac)?

ergiebt.

8 Nehnten wir nunmehr an, die Determmante sei von einem ungeraden,
etwa vom (2n + 1)ten Grade. Transformiren wir dieselbe auf die nim-
liche Weise, so kinnen wir es offenbar dahin bringen, dass n(n + 1) ein
Rechteck bildende Elemente verschwinden. Nach Kap. II. §. 18 erhellt
also:

Jede symmetrale Detéerminante ungeraden Grades mit
leerer Diagonale hat den Werth Null

Diess lisst sich auch auf anderem Wege leicht zeigen, denn indem
man eine derartige Determinante (2n + l)ten Grades mit (— 1) multi-
plicirt, erhiilt man

0 —a « .+ . —8l2n —A&al2n+1
84,3 0 .. .. —832n —ag2n+t1
a1,2n agen ... 0 —agnon41
al2n+1 822nt1'. . . @enent1 O
0 84,2 [P a1,2n 81,2n+41
v 84,8 0 . e a22n a2,2n+1
= — . o e . .. . = — A
—alon —a2en ... O _ agn, 21
—alen+1 —8g3n+1 . . . —8zn2n41 0

/\ muss also identisch verschwinden. )

§. 13. Der Awusdtuck, dessen Quadrat eine symmetrale Determinante
rten Grades ist, ward von J acob124) unter der Bezeichnung (1 2,3...r—1,r)
in die Wissenschaft eingeftthrt und von Cayley, wegen seiner Verwendung

. _— = ‘A




L AL .

91

bei dem mit Pfaff’s Namen belegten Integrationsproblem, ,the Pfaffian®
(scil. fonction) genannt. Der obige Satz ward bei dieser n#mlichen Ge-
legenheit von Cayley %) gefunden und bewiesen; in einfacherer und kiir-
zerer Weise durch Borchardt 26). Zwei andere Beweise riithren von
Scheibner 27) und Veltmann 28) her, und zwar bieten diese letzteren .
_ Beweise den Vortheil, aus sich heraus eine Darstellung jener P faff'schen
Funktion — Scheibner (a. a. 0.) nennt sie Halbdeterminante — her-
leiten zu lassen. Auch der von uns gelieferte Beweis wiirde eine solche in-
dependente Darstellung ermdglichen, indess kann hier auf diesen weiter
abliegenden Gegenstand nicht niher eingegangen werden. Nur an einem
einfachen bisher wohl nicht beachteten Spezialfalle mige die — in diesem
Falle sofort independent sich gestaltende — Bestimmung einer solchen
Halbdeterminante durchgefiihrt werden.
Die zu untersuchende Determinante sei so gebildet, dass ihre Elemente
gegen beide Diagonalen symmetrisch liegen, wie diess bei ’

O—a—ﬂ...—d—e—{—z...—u—q—o’
e 0 —y ...~ —4|—x—4 ...—7 —v —p
8 vy O0...—p—v—-¥t-——5...—x—t —n
g 9 . 0 —x|—z —a ...—¢ —4 -—
A_e ¢ v... ¥ O)—y—z...—=§—2—(
—E x & ... z y 0—x...—¥ —t —&f.
7 4 ¢ ... u z x 0...—p—3%—4
T T oy . ¢ § v p... 0 —y—3
e v T . r x ¢ Jd... ¢y 0 —ea
c ¢ = n ¢t e d... B e« 0

zatrifft. Die eingeklammerte Unterdeterminante ist vom nten, die Deter-
minante selbst vom 2nten Grade. Addirt man jetzt zur qten die (n—q+1)te
Zeile und ebenso zur qten die (n — q + 1)te Colonne, wobei die ganze Zahl

q = 1 = n zu nehmen ist, so findet man

0 0. 0 0 0 &f d9 ... B-n ay -o
0o 0 0 0 0 ex 94 ... 9t -v. -wp
0o -0 0 0 0 »§ peg ... -x -rv-f-n
0 o .0, "0 |0 xz u ... -y:-g -.3-}..-1)-0.'
A= 0 0 0 ...0 | 0 -y -x=z ...-v§ -t-x -&f|,

Tt xe Ev ... 22X y 0 X ... -¥ -t -¢
73 A9 ¢y u x+z-y 0 I B
.n-ﬁ. T-y 'x ....y-l-g v+Ev ... 0 -y B
e v yte... . Hdetx e I .7 0 -e
¢ ateftm...qtc e+ & o B8 o«

0
Die Zerlegung ergiebt *) :

*) Strenge genommen misste noch eine gename Discussion des Vorzeicl}ens :
beigefiigt werden. Da dieselbe jedoch nach den Angaben von Kap. IL §. 5 nicht
die mindesten Schwierigkeiten bietet, und da es hier einzig umd allein auf den

Nachweis des quadratischen Charakters fiir die symmetralen Deteriinanten ankommt,
80 ward das doppelte Vorzeichen fiir diesen Zweck als ausreichend angesehen.
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“le—t Jd—q ... B-m a—p -—o |
. - I-4 ... y—r —v —a—p|-
A=+ ]|P5 #—s ... -~x —r-s —p—n

2z .—u. . —p;; —9—12 —q—d'
-y —x—z... —v—f —e—x —e—{| | -
" Gehen wir nunmehr zu den ‘symmetralen: Determinanten mit voller
Diagonale tiber. ,

§. 14. Gegeben sei eine symmeétrale Determinante, mit der Bestim-
mung, dass das allgemeine Diagonal - Element einer willkiirlichen Grisse z
gleich sei. Alsdann kionnen wir auf einen frither (Kap. IL. §.19) bewiese-
nen Satz zurlickgreifen, vermittelst dessen wir die Determinante

ay,1+z 81,2 s e aln
a1 B age+z ... a2,n
. an,1 ang2 e+ ann+3 )
in eine nach aufsteigenden Potenzen von z fortlaufende Reihe entwickelten.
In vnserem Falle ist jetzt ayy = 0, ajx =— — axy, und hierdurch treten
gewisse Vereinfachungen ein.” Den, Cofficienten des Gliedes z2 erhielten wir
dadurch, dass wir das Aggregat all' derjenigen qten Unterdeterminanten
des (n — q)ten Grades bildeten, welche der urspriinglichen Determinante
condiagonal waren. Diese Unterdeterminanten sind nun aber hier simmt-
lich symmetrhle Determinanten mit leerer Diagonale; sie verschwinden,
wenn (n — q) ungerade ist, und sie ergeben vollsttindige Quadrate, wenn
(n — q) gerade ist. Diess zusammengenommen, konnen wir folgenden
Satz formuliren : ,

Eine symmetrale Determinante mit voller Diagonale -
1#sst sich als eine nach geraden oder ungeraden Potenzen
des Diagonal-Flementes fortlaufende Reihe darstellen, je
nachdem der Grad der Determinante eine gerade oder unge-
, rade Zahl ist, und zwar ist der Co#fficient eines jeden Glie-
des eine Summe von Quadraten. : ~

Soll z. B. die Determinante

z —a —b —c¢

—la z —d —e

A=l a z—f

' c e f =z

ausgewerthet werden, so erhi#lt man

2—3:3:: 0 —a —b| 10 —b-—c [0 —a —c
A=l a4 0 —f +z)jla 0—d + b 0 —fl4+ ja 0 —e
e e f 0 b d 0 e f 0 c e 0

6 —d —e ' 3
0—al, |0 —b], [0 —c|[,|0—d]|, [0 —e|, |0 —
T | QT3 1 e e P |

+23(0 4 0 + 0) + 2 =(af — be + ed)? + (a2 + b2 4 ¢ + d2 + €2+ 2)22 | 2.

Va |

A
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Andererseits wiire
z —a —b y
a z—c| = (a4 b+ ¢?) z + 43
b ¢ =z : .

1) Vandermonde, Mém. de 'acad. de Paris- 1771. 8. 369. — 2) Cauchy,
Considérations générales sur les fonctions symétriqués alternées, Journ. de I'école
polytechn. Tome X. S. 48. — 3) Anon. Solution d'une question, Nouv. Annal. de
Mathém. Tome IX. 8. 181 ff. — 4) Nigelsbach, Ueber eine Klasse symmetri-
scher Funktionen, Zweibriicken 1871. 8. 2. — 5) Baltzer, Theorie und Anwendung
der Determinanten, Leipzig 1875. 8.86. — 6) Borchardt, in Baltzer, Theorie ete.
8. 58. — 7) Hoza, Ueber Unterdeterminanten einer adjungirten Determinante, Ar-
civ d. Math. u. Phys. 59. Theil. 8. 401 ff. — 8) Studnika, Novy dukfrz poutky
o0 pomerech mezy p?xvonimi a prfdrngenymi Jeterminanty a subdeterminanty, Casopis
pro pestovani Mathematiky a Fysiky, 1. Jahrg. 8. 6 ff. — 9) Ibid. S 9. — 10) See-
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symmetrischen Determinanten, Géttingen 1861. S. 4. — 13) Ibid. 8. 5. —
14) Baltzer, S. 25. — 15) Hankel, 8. 4. — 16) v. Zeipel, Om Determinanter,
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8.10 fff — 17) Zehfuss, Anwendungen einer besonderen Determinante, Zeitschr.
f. Math. u. Phys. 7. Jahrg. 8. 439. — 18) Schiitz, Ueber funktionale Congruenzen,
Frankfurt 1867. 8. 9. — 19) Diekmann, Einleitung in die Lehre von den Deter-
minanten, Essen 1876. 8. 62 ff. — 20) Stern, Einige Bemerkungen fiber eine De-
terminante, Journ. f. d. reine u. angew. Mathem., 78. Band. 8. 874. — 21) Souil-

- lart, Sur une décomposition des carrés, Nouv. Annal. de Mathém. Tome IX.

8. 320 ff. — 22) Schlegel, System der Raumlehre, 2. Theil, Leipzig 1875,
8.134. — 28) Natani, Mathematisches Worterbuch, 6. Band, Berlin 1867. 8. 618.—
24) Jacobi, Ueber die Pfaff'sche Methode, eine gewdhnliche lineéire Differential-
gleichiung zwischen 2n Variabeln durch ein System von n Gleichungen zu integriren,
Journ. f. d. reine u. angew. Mathem., 2. Band. S. 854. — 25) Cayley, Sur les
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Kapitel V.

Die Eliminatiohsprobleme.

§. 1. Wie sich bereits aus der historischen Entwickelung des Deter-
minanten-Calculs ergiebt, finden diese Gebilde eine besonders wichtige An-
wendung bei dem Problem, aus einem gegebenen Systeme von linearen
Gleichungen mit n Unbekannten diese letzteren zu berechnen.

Es sei gegeben folgendes - System :

ag,4Xy + a9%2 + ... + anqXg+ . . . + ainXn
89,% + 8y9% + ... + 82qXq + . .. 4+ a2nxn

Al’
A?;

ﬂ,q,lx‘ + aq,zxg + .+ aq,qu"" e .. + aq,an = Aq,

an,lxg +tasx 4 .. fmafat . - . + Anaa = An.

Da hier jede Grsse n ma.l vorkommt, so giebt es im Ganzen n’
Cosfficienten dieser Gleichungen, welche wir zu einer nreihigen Determi-
nante A = 3 + aq 82 - . . 8qq . . . 8nn zusammenstellen kinnen;
dieselbe mennen wir mit Jacobi 1) die Determinante des Systemes.
Diese gilt es nun weiter umzuformen.

Wir multipliciren die qte Colonne mit xq und erhalten

B 812 . - . B19%q . - . 8]
89,1 a'm oo az.qxq + . 8gn
qu —_— ’ . A
%l %2 aq.qxq .. agn
'an,l an,z e e ﬂan,qu . . an’n'
Nun kann man bekanntlich (Kap. IL. §. 8) zu jeder Colonne einer Deter-
minante, ohne ihren Werth zu #ndern, die mit beliebigen Grossen multi-
plicirten tibrigen Colonnen hmzuaddlren, multipliciren wir also, die erste

Colonne mit x;, die zweite mit x, u. s. w., und addiren dieselben s&mmt-
lich zur qten Colonne, so folgt

8, 82 « . . 8 yX + ... +81,g%¢ + ... + 810%n. .. B1n

821 B2 . . . 829X+ .. . + B29X%q + . . . + 8znXn. . . 822

Axq= [ = * = . . e e e e e
q 8q,1&q,2...&q,111+..-+3q,qu+ +aq,an...ﬂq,n'

an1 8n2 . . . 8p1% + . . . +an,qu+ ...+ 8puXn . . . Bna
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Setzen wir jetzt fiir jedes Element der gten Colonne den aus dem
obigen Gleichungssysteme zu entnehmenden Werth und dividiren mit A,
so findet sich ' ,

By, B2 o .. Ay ... &l,nl ‘am By « - . 81, « o o 61,n|
B9,1 82,2 o . o Ag .. az,n’ 1821 8292 « . o 82, ¢+ . o 820

Xq = aq,laq,g,..Aq...aq,nl * l8gl g2 - +e Bgq . + . Bgn| "
an,la-n.,z.--An...an,n |ﬂn,15n,g...ann,q.-.an;n

Diess liefert folgenden Lehrsatz:

Simmtliche n Unbekannte, welche durch ein System von
.n linearen Gleichungen unter sich verknipf¢ sind, lassen
sich in Form von Briichen darstellen, denen die Determi-
nante des Systemes als gemeinschaftlicher Nenner zukomm t.
Um ftir die Unbekannte xq den Zihler zu finden, ersetze man
in dieser Determinante die qte Colonne durch die Reihe der
rechts des Gleichheitszeichens stehenden Griossen.

Diess ist die n#mliche Auflosungsmethode, welche Leibnitz (Kap. IL
§. 2) erdacht und Cramer (ibid. §. 8) spontan wiedererfunden hat.

Beispiel. Gegeben sind im Raume drei Punkte mit den Coordinaten
X, Yi» %15 Xo, Yo, Zo; X3, Y3, 23; 8 soll die Gleichung derjenigen Ebene
gefunden werden, welche durch diese drei Punkte hindurchgeht. Die
Gleichung einer willkiirlichen Ebéne ist bekanntlich

ax + By + y2 = 1;
demnach hat man fiir die drei unbekannten Grtssen @, @, y folgende drei
Bedingungsgleichungen: . .
ax; + By + yz = axo + By, + rn = ax3 + fy; + % = L

Berechnet man hieraus die Unbekannten, so erhilt man als Gleichung

der gesuchten Ebene: : :

1y 2 x5 1z 3yl X Y1 %
1y z9x + [ 1 29/ y + [xo yo 1| 2 = |x3 y2 2
1ys'z g 1 2 x3 y3 1 |x3 y3 23

§. 2. Wir haben im Vorstechenden vorausgesetzt, dass weder die
Grossen A, noch auch die einzelnen Nenner verschwinden, d. h. es darf
bei den bisherigen Betrachtungen die Determinante des Systemes nicht
identisch gleich Null sein. Sollte letzteres geschehen kinnen, wihrend die
einzelnen A endliche Grossen vorstellen, so konnte dem Systeme ersichtlich
nur durch unendlich grosss Werthe der Unbekannten Gentige geleistet
werden. Verschwinden andererseits sowohl die Bruchzihler, als auch die
Determinante ,\ des gemeinsamen Nenners, so sind zwei vollig getrennte
Fille zu) .verzeichnen, deren Betrachtung auch gesondert durchzufith-
* ren ist *). . ) ,

I. Ist die eine der vorgelegten Gleichungen — natiir-
lich gilt diess auch fiir deren mehrere — eine Consequenz

*) Zuerst in dieser Form in einer Notiz didaktischen Inhaltes #iber Determi-
nanten gegeben 2).
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der tibrigen, so stellt sich jedé Unbekannte in der Form
% dar.

Da jede Glelchung linear sein muss, so kann die betreffende Gleichung
nur dadurch aus den itbrigen hervorgegangen sein, dass gewisse derselben
algebraisch summirt wurden, nachdem sie etwa moch vorher mit constan-
ten Faktoren -multiplicirt waren. Alsdann _aber werden durch Heraus-
setzung jener Faktoren zwei — oder mehrere — Reiben in den Determi-
nanten sowohl des Zihlers als auch des gemeinschaftlichen Nenners ein-
ander gleich, d. h. beide Determinanten verschwinden.

Bei den- Gleichungen

' *7x 4+ 2y = 11, 14x + 4y = 22
wire z. B..

l 2.7 2 0 - I 1, I
22 4l "i14 4 0’ 14 22 14 4
II. Wird allgemein Aq glelch Null, wihrend A vorl&uflcr
. noch ganz unbestimmt blexbt, s0 lﬁsst gich durch eine be-
sondere Betrachtung zeigen, dass auch A\ identisch ver-
schwinden muss. ) ,

Ist nimlich Ay = A; = ... = An = 0, so geniigen dem Systeme
anscheinend nur folgende Werthe: x, == xp = ... = xn = 0. In der
That ist aber dann auch das System nicht mehr bestimmt, sondern mehi
als bestimmt. Dividirt man jede der n Gleichungen durch eine beliebige
Unbekannte, etrwa durch x5, so erhilt man n Gleichungen mit den (n—1)
Unbekannt.en , 2, Tt

Xn Xn
Gleichungen durch Weglassung irgend einer willkiirlichen derselben ein
System von (n — 1) Gleichungen aus und behandelt diess nach den ge-
gebenen Vorschriften, so kann man die Werthe jener Verhdltnisse simmt-
lich berechnen.

Sind z. B. die drei Glelchungen
alx+b1y+c,z=a2x+b2y+cm::a,3x+b3y+03z=0
gegeben, so findet man, indem vorl&uﬁg tiber A = =2 + a bye; gar nichts -
voransgesetzt wird,

X =

Sondert man .also- aus den gegebenen n

-¢ - bt" ) bzl

1—c byl bz — 1= by " |—c3 bs

| 8 b1| - I 3y bll & bg‘ ’
m by | ag byl

a; by
und entsprechende Werthe fur L. '

Wir smd so jedoch auf das Paradoxon gekommen, dass die Grossen
% und ? je drei verschiedene Werthe gleichzeitig haben sollen, wﬁhrex}d
doch die Grossen a, b, ¢ vollkommen willkiirlich angenommen wurden.
Diess ist offenbar nicht mfglich; es muss vielmehr noch eine Bedingungs-
gleichung zwischen diesen Zahlenwerthen bestehen. Untersnchen wir den
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-vorliegenden Fall, so zeigt sich, dass die bisher als ganz willkiirlich ange-
sehene Determinante .

a b 0||
A = lag by ¢ =0
lag ba el

sein muss, woferne die fiir — und errechneten Werthe mit einander tiber-
Z

einstimmen sollen.
§. 8. Tm Anschlusse hieran beweisen wir folgenden Satz:
Verschwindet fir ein — alsdann homogen zu nennendes
— System dessen Determinante A = = + a|,; ... ana iden-
~tisch, wihrend alle ersten Unterdeterminanten nicht ver-
schwinden, so bestehen die Proportionen

dA . dn D g =

HE , = n).
dax1 ~ daxe daxn -

X{ X i ... Xn =

Der Beweis dieses Satzes ist einfach. Denn man hat, denselben als

richtig vorausgesetat, xq = M g%, wo M ein constanter Faktor; es ist
,a
ferner nach Kap. II. §. 18 allgemein die Summe
aA dA an
B R T

unter allen Umstéinden_gleich Null, mdem ja auch A\ selbst diesen Werth
besitzt. Substituirt man fiir die einzelnen Differentialquotienten ihre Werthe
und multiplicirt durchweg mit M, so folgt

aq,1X4 + 8q,2 X9 + ...+ aq,nXn = 0.

Da diess eine richtige Identitat 1st, so gilt das Gleiche.flir die Vor- :
aussetzung, von welcher wir ausgegangen waren.

Dem Obigen kionnen wir jedoch noch eine &ndere fir die gesammte
Analysis #usserst wichtige Seite abgewinnen, indem wir folgenden Schluss
ziehen. Damit die aus dem iiberbestimmten (homogencn) Systeme
U = g% ...t 8L0Kn = 0 . - Un = an1Xy + ... 4+ apnxn = 0
berechneten Verhiiltnisse- zweier Unbekannten stets den namlichen Werth

. erhalten, man moge sie daraus berechnen, wie man wolle, ist es noth-
wendig, dass diese Gleichungen eine gewisse Bedingung erfilllen. Man
kann dann sagen:

Damit die einzelnen Glieder eines Systemes uy=0...un=0
mit einander vertriiglich seien, ist es nothwendig, a.ber auch
gentigend, dass die Determinante

=z + 81, + - . nn
des Systemes identisch verschwinde.

Ehe wir Unterfiille dieser wichtigen Relation in's Auge fassen, moge
noch davon gesprochen werden, wie man durch Einfihrung geeigneter
Hilfsgréssen die Verh!iltmsswerthe der einzelnen Unbekannten in einer
mehr symmetrischen Form erhalten kann. Bei einer Diskussion der Frage
nach dem Criterium des Ausartens eines Kegelschnittes in ein Linienpaar
hat Hesse3) fur die Verh#linisswerthe dreier Griissen x, y, z die Be-
zichungen -

Ginther, Determinantentheorie. 2. Aufl. 7
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x:y':z=dA :dA;gé. - dA_:d__é_;dA
dag,o day,y dagyg dag,y dag, dag,
—dA dA | dA

lag,s . > 290 ——
- dag,, daj,, dagye (S £ agy 8y 820 0)

gefunden und dann beziehentlich jene drei Terme in der Form

i=2 i=2 i=2
— Qda — Qda — Qda
X_Sdao,: k, y= From ki, z = Sdaz.l ky
i=0 i=0 i=0

dargestellt, unter ko, k,, ky willktirliche Grossen verstanden. Dass diese
Darstellungsweise nur eine c¢infache Verallgemeinerung unserer obigen ist,
erhellt leicht, sobald man je zwei der Grossen k mit Null identificirt.
~Von einem universelleren Standpunkte aus behandelt W. F.Schitler*)
die von Hesse angeregte und als einer umfassenden Generalisirung fihig
bezeichnete Frage. Es sei wieder
4% + ... 4+ akXx 4+ ... + a1nxn = 0 |a;,; . . . 810

e o oo =0

~an,lxl+...+&n,ka+...+an,nxn=0En,l...an,n

Um nun die Verhultnisse L . . . X2

zu berechnen, gehen wir aus
von der Determinante

’

Bypp o o« BLI-1 Kiran41. . . a1n
Ac=1 . . . . o000
, |ant « . . #ni—1 kng an(4+1 . . . 8mn

alsdann ist fiir ein constantes { und ein zwischen 1, 2 . . . n variirendes
m, wenn wieder /\ seine obige Bedeutung hat,

A _ dn
dkmr — damy
Nunmehr wird jede unserer Gleichungen resp. mit den partiellen
Differentialquotienten von A; ... Ar. .. An multiplicirt und hierauf

deren Summe gebildet. Versteht man unter @ einen Proportionalitits-
faktor, so ist *

_ dA( dAy dA; -

4qu = ai _dau,m + azy d_az,m + ... 4 an .
—_ dAr dAr _ dAg

1241 .—' k1,1 d_—kl,[ ke m ‘ e e kn,t dknr .

Hiemit sind dann die allgemeinsten Losungen des Systemes gegeben **).

*) Wir geben anbei mit Erlaubniss des Verfassers einen. Auszug aus einer vom -

15. November 1874 datirten bislang ungedruckten Abhandlung desselben, welche
den Gegenstand sehr allgemein auffasst.

**) Im Uebrigen darf nicht unbemerkt bleiben, dass bereits Clebsch4) auf
ein gahz entsprechendes Auflosungsverfahren gekommen ist. Aus den vier Gleich-
ungen




Wie man sich erinnern wird, galt bei den blsheugenr Ueberlegungen
durchaus die Annahme, die ersten Unterdeterminanten’ (n — 1)ten Grades
bestissen simmtlich einen von Null verschiedenen Werth. Natiirlich muss
diess nicht nothwendig sich so verhalten, vielmehr kann auch.der Fall ein-
treten, dass-simmtliche erste, zweite . . . (n — m — 1) te Unterdeter-
minanten, deren Grad also beztiglich n — 1, n — 2. .. m + 1 wire,
gleichzeitig identisch verschwiinden; nennen wir das gewdhnliche. homogene
System ein einfach tiberbestimmtes, so wirden wir es in diesem
Falle mit einem Systeme -zu thun haben, welchem nach Analogie der
Name (n — m) fach tberbestimmtes beizulegen wire. Alsdann
lsst sich, wie Kronecker ®) gezeigt hat, nicht mehr die a.llgemeine Pro-
portion x; : X; :. .. : Xn, sondern nur das Bruchsttick x, : x;: tXm:1
(m <<n) dur ch Funktionen der tibrig gebliebenen Unbekannten Xm+], Xm-|-2 Xn
darstellen. —

Die hohe Bedeutung der vorstehend betrachteten Behandlung eines
Systemes linearer Glelchungen soll nun an verschiedenen Beispielen nach-
gewiesen werden.

8§ 4. Vermittelst der Leibnitz-Cramer’schen Methode hat Han-
kel ®) eine Lisung der von Gauss?) angeregten Frage gegeben: ,Warum
die Relationen zwischen Dingen, die eine Mannigfaltigkeit von mehr als
zwei Dimensionen darbieten, nicht noch andere in der allgemeinen Anth-
metik zul#ssige Arten von Grissen liefern ktnnen.

Hankel denkt sich eine Reihe complexer Einheiten ¢y, ¢2 . . . ¢n,
welche, mit gewbthnlichen Zahlen a verbunden, eine complexe Zahl hoherer
Ordnung @ = aj4 + ays + ... + an/n ergeben. Die verschiedenen
Systeme htherer complexer Zahlen, welche simmtlich in dieser Form ent-
‘halten sind, unterscheiden sich nun dadurch von einander, dass fiber dus
Produkt zweier' solcher Einheiten ¢mep ganz willkiirlich verfiigt werden
kann. Man darf also auch die Annahme machen, dass das Produkt zweier
solcher Einheiten wieder einer Einheit selbst gleich sei; gelingt es dann,-
unter dieser Voraussetzung zu zeigen, dass die -complexen Zahlen selbst
wieder zu gewdhnlichen Zahlen werden,. so ist damit offenbar eine vollig
geniigende Antwort auf Gauss’ oﬂ"ene Frage gegeben.

Es sei also allgemein
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i=4
Su,y, = 0 (k = 1, 2, 8, 4), :
i=1 :

wobei

U U2 U Upy)

A=l T2 W8 Mo o g = dA
Ug,y Ug,2 Us3 Uy L dllr 8 !
U1 Uge Ugy3 Uy o

leitet er unter Beiziehung der vier Hiilfsgrossen «aj, @, a3, o4 die vier neuen
Gleichungen

ci=4
U=y, k=12234
i=1
her, die sich dann unmittelbar geometrisch interpretiren lassen.
- / 7,‘
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4 1 " " (l]) '
e = 84y + al’ Y + 3'1’2‘2 + . + aih)?‘ﬂ ’
iy = 813 + angy + ana‘a + ...+ a3,
) . " @
tén = 810+ ainty + 8inls + ... -+ ann.

Diesem Systeme lisst sich auch folgende Form erthellen

(n)

—8yy2 "'a-mlt = (&nr—‘l)‘z + 31,203 + ...+ 3?,)2‘:1,
’ " ”ne . n)
—84,3 81,31 — B30 + (a|,3—4|)t3 + ... 4 agm,
, ()
— 8L,n —ainé — 8l.nln + al,nln + ... 4 (an ll)ln
Wird hieraus eine beliebige Einheit, etwa tq, berechnet, so. ist
” " av) (n)
81920 8y 81,2 « . . _'3152—31’2‘1 L) 21,2
" " ) ' (n)
8,3 81,378 B1y3 - . . B3B38 . . . 83
" w o @V) f (n)
o = ain a1,n &1n . . . —a1n—Aainl; . a1n-—¢
1= " w @) @ ®) )
81,28 82 81,0 . . . ) e B2
" awv @ @)
81,3 B1,3° ¢ B3 - . . 2153 « oo 84,3
" " aw) @ @)
a1,n a1,n ain . . . 81,n e e. B¢
Diese beiden Determinanten sind vom (n — 1)ten Grade, und da

jedes Element der ersten Diagonalreihe ¢; linear enthiilt, so erkennt man
ohne wirkliche Ausrechnung sofort, dass jede sich als eine Funktion vom
(n - 1)ten Grade fiir ¢, darstellen l4sst. Setzt man fir ¢, ... tn diese Werthe
in der Bestimmungsgleichung ¢/¢y — a‘;,y + a'yq¢y + . . . + a(‘" ¢, ein, s
erhiilt man ersichtlich zur Bestimmung von n eine Glelchung vom (n+1)ten
Grade:

l|n+l + b‘lln + ... bnll + bn+1 0.

BeZeichnet man die (n + 1) Wurzeln dieser Gleichung durch

Cy €2 . . . Cnia,y
go hat man nach dem Fundamentalsatz der Algebra:
(6, —¢) (¢ — ) ..., — cay1) = 0.

Da nun simmtliche ¢ gewﬁhnhche eomplexe Zahlen sind, so kann ¢
nur dann eine wirklich neune complexe Zahl sein, wenn diess Produkt ver-
schwinden wtirde, ohne dass einer der Faktoren 'gleich Null wiirde und
diess verstdsst eben gegen die Gesetze der allgemeinen Arithmetik.

Ein entsprechendes Verfahren wie bei linearen Gleichnngen lisst sich
auch bei gewissen linearen Congruenzen anwenden. Hat man. das von
Gauss %) zuerst ansfibrlich untersuchte System




101
85X + .00+ BnXn = a1
: (mod. m),
Boa%y + .. . + Gnakn = @
so bilde man die Determinante des Systemes A = 2 + a,,, ... apn

und deren simmtliche erste Unterdeterminanten. Ist dann fu} ein zwi-
schen 1 und n schwankendes k
[ FANIIN VAN dA
— ggd * {——. = —},
df ggd *) daix dazx ~  danx
8o ist ganz allgemein ‘ :
A — 1 ( VAN dA
- = — (&g — = ).
o Xk o 1 + . + an dan,k)

Dieses von Studnicka angegebene Verfahren ®) ist auch fiir die
praktische Ausrechnung &ehr bequem. Es sei z.”B. fiir den n#mlichen
Modul 7 folgendes System von zwei Con:ruenzen gegeben :

2x + 6y = 1, 8x + 10y = 4.

Hirist A=2.10 -6 8= —28 & —=19,38 _ _g
aA aA day, dayyp
= — = =2
dagyy & dayy;
. dA  dA @A dA
Hier ist al {_ } = A ,._} _
ier ist also ggd day., d8gy ggd \day " dage 2 und es

ist somit unser obiges System auf das folgende einfachste zurtickgefiibrt :

_ 2?8 = %.(1 .10 — 4.6) (mod 7), — 3255 y= %('—1.8+4.2) (mod 7).
Sind zwei Unterdeterminanten ein und derselben Kategorie als relative
Primzahlen erkannt, so kann ‘die Rechnung sofort aufhtren, denn dx ist

alsdann = 1. Diess erleichtert natiirlich den Calcul **) betrichtlich.

‘ §. 5. Einen besonderen Vortheil bieten die Determinanten zur Dar-
stellung independenter Ausdriicke da, wo andere Hulfsmittel versagen.
Bekanntlich existirt die Formel

f=n  pm-1 = pm 1 (m | (m m_s
=t Ty (1) B o (5) e
1 m m—p __ 4 ’
+6(5)an + ...,

. *) Bedeutet den gemeinschaftlichen grossten Theiler.

**) Historisch ist zu dieser Methode zu bemerken, dass sie — den interessan-
ten Aufschliissen Matthicssen's 10) zufolge — in ihren Grundziigen bereits den
Chinesen als Regel Ta-yen (,die grosse Verallgemeinerung“) bekannt war. Nur
mussten gewisse Zahlen, welche Studnilka's Verfahren uns methodisch finden
lehrt, alldort durch Tatonnement aufgesucht werden, und in der Beseitigung des
Probirens liegt eben dessen hoher Vorzug gegen die chinesische und auch noch
gegen die Losungsart von Gauss.
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wo unter By, By . . . die sogenannten Bernoulli’schen Zahlen zn ver-
.stehen sind.

Obschon v. Staudt“) fir die Nenner dieser in Bruchform auftre-
tenden Grossen ein einfaches Bildungsgesetz fand, so wollte es doch lange
nicht gelingen, eine auch die Zihler nmfassende independente Formel fiir
dieselben auszumitteln; unléngst nun hat Nigelsbach 12) diese Frage
vermittelet der Determinanten zu einem einfachen Abschlusse gebmcht

Derselbe beweist zun#ichst nachstehende Identltﬁt
2h + S (— 1)a(2h + 1) 220 Byg—1 = "0,

wo h alle Werthe def naturhchen Zahlenreihe anzunehmen vermag. Er-
theilt man ihm dieselben wirklioh, so erh#lt man folgendes System von h
linearen Gleichungen:

(2) 21B, = 1,
("2’) 2B, — (‘Z) 238, = 2,
N

(2112—1) oiB, — (2h;—1) 2B, + (2116—1) 2B, —

+ (;::;) 9%h-3 By 3 = h—1

(2";‘1) 21B, — (2";“) 2B, + (2“;1) 2B, —

" (2h+1 _ (2h+1\ ..
+ (2h—_2) 22b—38 Bons I ( oh ) 28— By = h

Betrachtet man in diesem Systeme die einzelnen Bermoulli’schen
Zoahlen als unbekannte Grossen, so kann man irgend einé daraus berech-
nen, etwa Ben—1. Dabei bemerkt man, dass in jeder pten Colonne beider
Determinanten die Grisse 22P—! als gemeinschaftlicher Faktor herausge-
setzt und damit gehoben werden kann. Nicht minder leuchtet ein, dass
nach Kap. IL. §. 6 die im Nenner stehende Determinante sich auf ihr
erstes Diagonalglied reducirt, und zwar wird dasselbe fiir ein positives h
negativ, anderenfalls positiv sein. Beriicksichtigt man -diess Alles und

setzt noch fir (p_ll l) den gleichgeltenden Werth p, so erhilt man als
Schlussresultat die folgende elegante Formel Nigelsbach’s'13):
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0 0 N (] 1

5
4 0 ... 0 2
7

)
)
) 4) (g) '....0 3

2h—1) (2h—1) (2h—1 2h—1
( 2 ) ( 4_) ( 6 ) 2h—2) h—1
. (2h+l) (2h+l) (2h+l) (2h+1) b
. 2 4 6 “ . oh
2h—1 1.8.5.7...(2h+1) 221

Diese Darstellung l#sst sich, wie ihr Autor gezeigt hat, dann noch
auf das Mannigfaltigste variiren*). — '

Ein weiteres interessantes Beispiel fiir die grosse Verwendbarkeit einer
independenten Determinanten-Darstellung bietet die Lehre von den totalen -
linearen Differentialgleichungen. Hier gilt nimlich der Satz:

Jede derartige Differentialgleichung, in welcher ausser
den verschiedenen Ableitungen der abh#pgig verdnder-
lichen Grosse y nach x ausschliesslich Funktionen dieses x
vorkommen, l&sst sich, sobald man eine partikulére L¥sung
kennt, auf eine Gleichung von n#chst niederer Ordnung
bringen. ,

Unter den vielen von Mansion fiir diesese Theorem gelieferten Be-
weisen heben wir den der Zeit nach letzten hervor 1) und setzen ihn am
speziellen Falle auseinander, wie das auch der Urheber desselben urspriing-
lich gethan hatte **). ‘

Es sei also — unter den A lediglich Funktionen von x verstanden —
gegeben die Gleichung dritter Ordnung :

y”’ + A|y“ + Agyl + Asy = 0.
Ist z eine partikulire Lisung, so gilt auch
Z“‘ + AIZ“ + Agzl + A3Z = 0.
4
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Setzt man nan w — y' — :— ¥y, v = uz, so erhilt man durch suc-

cessives Differentiiren- nachstehende Gleichungen:-

. v = W: — zly’ v = zyu + ,z‘yl —_ zlxl l___ znyl, 3
N o= zym + 2z’y" + zllyl . zy“ — 9z ly~_ zuy.

Diese drei Gleichungen mtisser mit der obigen Differentialgleichung

*) Biner freundlichen Privatmittheilung des Herrn Edouard Lucas in Pa-
ris entnehmen wir die Thatsache, dass man noch auf verschiedene andere Weisgn
zu geschlossenen Ausdriicken fiir die Zahlen Jacob Bernoulli's gelangen kann.
Mehr dariiber findet sich im didaktischen Anbang. .

**) Uebrigens l#sst sich auch, wie an einem anderen Orte15) (in des Verf.
mathem. Repertorium) dargethan worden, der ganz allgemeine Beweis sebr leicht
erbringen.



zusammen bestehen; die Bedingung, dass diess wirklich geschehe, liegt
nach §. 3 dieses Kapitels in der Existenz der Gleichung
1 Ay A, Ay
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00 z —zly—v | _ 0
0z 0 -—-zy—v' | T ™
P Y 1 zuly_vu
‘ In dieser Determinante nehmen wir nun einige Verfinderungen vor;
\

wir multipliciren die vierte Colonne it —, die dritte mit z', die zweite

mit z*, die erste mit 2z’’’ und addiren dieselben alsdann zur vierten; so

ergiebt sich mit Berticksichtigung der partikuliren Integralgleichung:

1. A, Ag A32+A2Z +A17o“+zl”, 1 A1 A2 0,
|
0 o0 A —zz—-—~~+/z 0 0 z -v
" - = 0.
0 z 0 —z"z—v;+zz : 0z 0 -V 0
z zl __zll — g7 v”? + zulz z 2! — zll -—'V“
y

Die resultirende Dlﬂ‘erentmlglewhung .

v &4 v (7 — Aiz) + v (2 + Agz) = 0, \
ist also, wie man sieht, ftir die nen eingefithrte Vertinderliche v nur noch
von der zweiten Ordnung, was zu beweisen war. — -

Ehe wir von dieser Leibnitz-Cramer’schen Methode der Auflsung
simultaner (gleichzeitiger) Gleichungen des ersten Grades Abschied neh-
men, um ihr allerdings bald wieder unter anderen Verhiltnissen zu be-
gegnen, sei noch ein Wort iiber deren Bedeutung fiir das praktische Rech-
nen hinzugefiigt. Es wird sich néimlich fragen, ob sich fiir den Fall eines
sehr grossen n die Determinantenrechnung in gleicher Weise empﬁehlt, ob
also durch ‘dieselbe den Bediirfnissen der hier hauptsichlich in's Spiel
kommenden Wahrscheinlichkeitsrechnung gedient werde. In seinen schon
mehrfach von uns angezogenen Vorlesungen hat sich Jacobi tiber den
Gegenstand ausfihrlich verbreitet, ohne dass bisher im Drucke darauf auf-

. merksam gemacht worden wire.

Bedenkt man, dass jede nreihige Determinante des Zshlers und Nen-
ners gleichmiissig n! Entwickelungsglieder giebt, so kann man die De-
rechnungsarbeit fiir eine Unbekannte etwa der Zahl 2n! proportional setzen.
Verfihrt man andererseits in Gremuissheit des von der Methode der klein-
sten Quadra.te vorgezeichneten Prmclpes, wobei durch successive Elimination
aus einem gegebenen Syfteme auf ein solches von um eine Einheit gerin-
gerem Grade zurtickgegangen wird, so hat man etwa, um von n zu (n—1)
Gleichungen zu gelangen, die erste Gleichung successive mit n Cosfficienten
zu multipliciren und sodann dieselbe von den tibrigen (n— 1) Gleichungen
.za subtrahiren, also im Ganzen n(n— 1) Operationen zu verrichten. Ebenso
wlrde der zweite Akt (n — 1) (n — 2) Operatxonen erfordern, und man
bek&me deren im Ganzen

.242.84 ... 4 (— 2)(n—l)+gn-.—l)n
=2 (1 +8 46+ ...+ ——(“‘;1_") = ¥
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Die aufzuwendende Mithe wire sonach ungefihr dem Cubus der Grad-
zahl proportional, und da der betreffende Ausdruck be; wachsendem n
sehr bald hinter 2n! zariickbleibt, so ist immerhin fiir ‘die Anwendung
jenes recurrente Verfahren dem Bilden und Auswerthen der Determinanten
i vorzuziehen. )
| Indess ist auch jetzt noch die Berechnungsarbeit eine horrende. Ja-
i - cobi erwihnt selbst, dass bei geoditischen Untersuchungén n auf 86

steige; Bessel's Gradmessung erfordert die Bestimmung von 70, Seidel’s

photometrische Versuchsreihe eine solche von 72 Unbekannten. Um solchen

Anforderungen Gentige zu leisten, hat der letztgenannte Mathematiker ein
- approximatives weit schneller zum Ziele fithrendes Verfahren vorgeschla-
: gen 'Y), dem er dann noch spiiter eine speziell fur astronomische Zwecke
t dienliche Fassung gegeben hat !7). Dasselbe ist jedoch nur dann mit
‘ volliger Sicherheit als ein convergentes zu betrachten, wenn jede der De-
' terminante des Systemes eondiagonale Unterdeterminante (Kap. IL. §. 14)
einen positiven Werth besitat.

§ 6. Mit Hulfe der Determinanten hat Flirstenau %) eine sehr
bemerkenswerthe Methode zur Auflisung hoherer algebraischer Gleichungen
ernirt, welche vor anderen Verfahrungsweisen den grossen Vorzug hat,
stets und ohmne alle Vorbereitungen eine villig bestimmte Wurzel zu liefern
und mit gleicher Leichtigkeit auf literale, wie auf numerische Gleichungen
sich anwenden zu lassen. Wir werden diese Methode hier nach der we-
sentlich vereinfachenden Ableitung Baltzer’s 19) darstellen.

Gegeben sei eine algebraische Gleichung vom nten Grade

0 =2y + ax + ax? + ...+ anx?,
deren Wurzeln simmtlich reell sein sollen; auch enthalte dieselbe keine
mehrfachen Wurzeln. Indem wir diese Gleichung successive mit x, x2,x3...
multipliciren, erhalten wir folgendes System von Gleichungen:
—ag = a;x + ax’ + ... 4+ anx®,
0 X + a;x% + ... 4+ an—1x® + apx0H],
‘ 0 80x> + ... 4+ ap—ex® + ap—1x®t! 4 ap xot2
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s+ Simmtliche Gleichungen sind in Bezug auf die einzelnen Potenzen '
von x linear; man kann also diese Potenzen als unbekaunte Grossen auf-

fassen und (p — 1) aufeinanderfolgende, z. B. xk+1, xk+2 , . xk+p—1
eliminiren. , '
Wir bilden die (orthosymmetrische) Determinante pten Grades
. lax * axpr a2 ... 8kjp—2 Bkfp—1
ak—1 . ax ak41 . « .+ 8k}p—3 Bk4p—2
A=lax-2  8k1 8" e+ Bkip—4 Bxip—8l-
8k—p+1 8Bk-pte 8k—p43 . . - Bk—1- 8k

Multiplicirt man dann diejenigen Gleichungen, in welchen die zu
eliminirenden Potenzen von x vorkommen, der Reibe nachr mit den nach
den Elementen der ersten Vertikalreihe genommenen ersten Unterdetermi-

nanten von A\ und setzt

- .
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= (ap+ax +... 4+ a x*) dA + (ayx + ax?+...+ ax— 1x“)—k
ak—1
an
X
+ ...+ ax dax-p+1

so ergiebt die Addition der betreffenden Gleichungen
0= ¢ + byx*+P 4 boxktPHl 4 | | | ppyxntP-l,

Der Werth von ¢ lésst sich nun folgeuderma.ssen als Determinante
schreiben : .

| ag+ax + ... + 8xx* axq1 Axqe . 8xjp—1!
\aox+a,x’ + ... 4+ ax-ixk ax ax41 . 8kfp—2
aox9+a,x3+ -+ ax—exk ax ak . Bx4p—3|?
L N x ’ . . ‘

| apX 8k—pt¢ 8k—p43 . . . 8k

und diese Determinante lisst sich sofort in folgende Summe von (k + 1)
Summanden zerfillen :

8y ax+1 8k42 . - l B By By, ., ay 8y, 8kte . . ;
0 ax ax+1-..‘+xaoa\ Bt1 . +xkak—lak Byl
0 ax-1 ax ‘ 0 a , a dy_ o 8y 8y i
" Es seien nun Xk41, Xk}2 . . . Xo—k Wurzeln der aufzultsenden Gleichung.

Dann besteht nach dem Obigen folgendes System von (n — (k—1)
Gleichungen
r=n—k .
0=¢:‘+Sbrx}+l’+'—1 G=k+1,k+2...n),
r=1 : ]
linear flir die Grissen b, welche Funktionen der tibrigen Potenzen von x
sind. Nimmt man noch dle obige Gleichung
r=n—k

0= gt + § by xktpir
Tor=1

hinzu, so hut man ein System, welches nach §. 8 nur dann bestehen kann,
wenn seine Determinante sich annullirt; dividiren wir in dieser jede Zeile
durch ihr zweites Element, so ergiebt sich uns folgende Gleichung:

x"% ¢: 1 x .. xn—k—1
1 x ]
1 x ... xp—k—l
= xii‘l’ Pay, T OB M —o.
__1_.. k 1 Xan xn—k—1
x:—i-p q’xn T n -

Sind cx, ex41 . . .

¢o die nach den Elementen der ersten Colonne

genommenen ersten Unterdeterminanten von A\’, so liefert eine Zerlegung

die neue (leichung
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0 = ( k+p ' + + ( k+p

ck¢ + ck41 Xk+l) q"k-{-x .o Cn :p
wo in den Grossen ¢ natlirlich kein p mehr vorkommt. Nehmen wir nun
an, der hohere Index einer Wurzel deute auch deren absolutes Grosser-
sein an. L#sst man p Uber jede Grdsse hinauswachsen, so verschwindet

k+p :
jeder Bruch von der Form (:—) , und es bleibt nur dbrig ¢X =
q

, So bat man also fiir das Produkt der k ersten Wuarzeln folgenden
Werth gefunden:

dyg Bk41 Bk42 . . . 8x1  Bk41 8k42 . .
ax—1 8k3 8kl . . .| . [8k—1 Bk Bk}l . . .
ak—2 Ak—1 B8k4 - . ax—2 8k—1 8k3 . . .

X% ...xx = (— 1)k

Die den Diagonalelementen angehiingten Zahlen dienen lediglich dazu,
festzustellen, dass die Determinante des Zuhlers, wenn die Berechnung
irgendwo abbricht, einen um eine Einheit niedrigeren Grad bekommen
muss, als die des Nenners.

Von besonderem Interesse ist es, die absolut kleinste Wurzel, welche
bei unserer Bezeichnung also gleich x; wire, kennen zu lernen. Dieselbe
wiirde sich auch ohne  die oben durchgefihrte Betrachtung unmittelbar
in dieser Form gefunden haben:

a; 8 83 .. :

a & a3 a3 .

—a.oa“a“a""':o a8 85 ag .
0 8 8 .. 0‘0 8y 8 .

Mit besonderer Leichtigkeit liefert das hier skizzirte Verfahren die
niherungsweise Aufldsung solcher reciproker Gleichungen, deren,Cosfficien-

ten aufeinanderfolgende Binomialcotfficienten sind. Hat mar z. B. die
Gleichung :

0 =1 + 4x + 6x? + 4x3 + x!
7u behandeln, so ist nach Firstenau die kleinste Wurgel, wenn man

etwa bei Determinanten vom finften und sechsten Grade stehen bleibt,

gleich

4 4 4 0

!(4 (4 l) ) o 1) \2) \s)

1) \2) s A
4\ (4 L) | 4 3 ‘f 2 ; ( ‘
_lo (% 4 o) \1) i)'}

0 3 4 : E) ’

1 0 0 (, |
0 o [ .
2 0 0 0 :
o 0 0 H L

' | ) 0 0 0
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und diesem Quotienten kinnen wir nach Kap. III. § 9 den folgenden
substituiren : :

(4t 4 ,4+5)_ 5% _. 2
5 J°\L 6 ) 84 8"

Dieser Werth, oben eingesetzt, ergiebt fir das rechtsstehende Polynom den
von Null verh#ltnissmiissig nur wenig abweichenden Werth 0, 012 . ..

Die Annahmen iiber die Realitit simmtlicher Wurzeln, sewie auch
tiber das Nicht- Vorbandensein von Doppelwurzeln ete. sind nicht absolut
nothwendig; Firstenau hat?') den Nachweis gefilhrt, dass auch hiefilr
seine Methode sich adaptiren lasse *). T

§. 7. .In naher Bezichung zu den Deduktionen des vorigen Para-
graphen steht die allgemeine Losung der Aufgabe: Eine bei einem belie-
" bigen Gliede abbrechende recurrirende Reihe fortzusetzen, ohne deren
" pScale“ zur Verftigung zu haben, sowie vor Allem auch die Umkehrung
dieser Aufgabe. Bekanntlich heisst eine Potenzreihe

a9 -+ X + ... 8n-—xT 4 .., 4 anx® +(...

dann recurrirend von der rtem Ordnung, wenn die Cotfficienten ay,
8n—1 . . . an—r durch eine durchaus lineare. Gleichung verkntipft sind,
welche eben die Relationsscale genannt wird. Jede solche Reihe ist dem-
nach durch 2r Folgeglieder bestimmt und kennt man alle Coéfficienten bis
zum 2rten exclusive, so lisst sich dieser leicht berechnen. Denn nach den
- Bedingungen der Recurrenz besteht folgendes System von Gleichungen:

ar + ear—1 + aur-z F ... + @) = 0

asr + @@er—1 + a2 + ... + orar = 0;
die Bedingung fiir die Codxistenz dieser Gleichungen ist

jar  8r—1 . . . 8o
@r41 ar ...&]l__:o‘,

82r &2r-1. .. a',l..
Hieraus berechnet sich agr linear; ist fzry1 gesucht, so hat man blos
-stmmtliche Indices um eine Einheit zu erhdhen.

Ist z. B. die Reihe zweiter Ordnung
1 4+ 8x + 4x2 4+ 7x3 4+ ...

um zwei (lieder fortzusetzen, so berechnen wir a, und ag bezuglic:h aus
den beiden Gleichungen

*) Obwohl sich. wie neuerdings Nigelsbach?!) dargethan hat, sehr wohl
zeigen lisst, dass der wahre Wurzelwerth stets zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Niherungswerthen liege, so geniigt diess- doch nicht zur endgiiltigen Feststellung
der Convergenz, denn es wiire ja an sich denkbar, dass beide Kategorieen von Ni-
herungsbriichen in entgegengesetztem Sinne divergirten. Diese Liicke ist bedauner-
lich, denn bestiinde sie nicht, 8o besisse man durch Firstenau's Methode einen
direkten rein algebraischen Beweis fir den Fundamentalsatz der Algebra, dass jeder
algebraischen, Gleichung nten Grades n sie befriedigende Werthe zukommen — einen
Beweis, der einen elementaren Charakter triige und den bisher unvermeidlichep Re-
kurs auf Continuititshetrachtungen u. dgl. tberfliissig machte.
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. ' 4 81 |7 4 8
7 43 =0, |a7 4 =0
ay 7 4 ap ay 7

und finden a; = 11, a; = 18, so dass also die erweiterte Reihe ‘_
1 4+ 8x + 432 + 7x3 + 11x* 4 18x0 + ...

erhalten worden ist. .

Eine recurrirende Reihe entsteht immer durch Division zweier ganzer
Funktionen, so zwar, dass. die Funktion im Nenner einen um 1 hbheren
" Grad besitzt, als die im Zihler.” Ist nun im Gegensatze zu dem eben
diskutirten Probleme eine vollstindige recurrirende Reihe gegeben, so kann
man sich) die Aufgabe stellen, zu derselben die erzeugende Bruchfunktion
m finden. Fiir diese Aufgabe, welche in neuerer Zeit Dietrich 22) ein-
gehend behandelt hat, wurde bereits friiher eine elegante allerdings aber
nur partielle Losung von Lieblein 23) gegeben, welche wir hier repro-
duciren, resp. weiter ausfithren wollen.

Die Reihe %ei

‘ ay, + ax + ax? + ... + axr,
die erzengende Funktion
Ao + A.x + .« e . + A;-_lx""
Il +eyx 4+ ... + or_1x*-1 + ax®’
indem wir ja den ganzen Bruch als mit dem ersten Gliede des Nenners
dividirt voraussetzen ktnunen. Gehen wir nun wieder auf das oben aufge-

stellte System linearer Gleichungen zurtick, so finden wir in bekannter
Weise nach einigen einfachen Reihenvertauschungen

—Ar 8 ... 8r—1 g By ... Gr—1]|%
L4
—& .« e a o« o 8
P— r+1 8 ar . 1 a3 r
. . . - . e e e
—#8&gr—1 8r . . . Agr-2 ar-1 &r . . . 2r—2

Hieraus sind also die Constanten des Nenners vollstindig bekannt.

- Zur Berechnung des Zihlers brauchen wir nur den Nenner mit der
Reihe zu multipliciren, das Produkt dem Zshler gleich zu setzen und wei-
ter nach dem Gesetze der unbestimmten Codfficienten zu verfahren. '

Dann erhalten wir folgende Gleichungen: :
Ay = @y, Ay = a1 + ajag, Ap = 8y + eja + sy . ..
Ar—1 = ar—1 + ear—2 + . .. 4 @raay,
5o dass also mit Riicksicht auf das zuletzt gefundene Resultat jeder Codf-
ficient Aq als eine Summe von zweigliedrigen Produkten erscheint, deren
einer Faktor je ein a, der andere ein Determinantenquotient der ange-
gebenen Art sein wird.

N

*) Diese Formel leidet bei Lieblein (a. a. O.) an einem Schreibfehler, wel-
cher, als dem ersten Augenschein keineswegs auffiillig, auch in die erste Auflage
dieses Buches (S. 136) tibergegangen, hier aber verbessert ist. Die betreffenden De-
terminanten sind némlich bei genauerem Zusehen gar keine solchen, indem die Ho-
rizontalreihen r. die Colonnen (r + 1) Elemente enthalten. Allerdings ergében
hier auch unvollstindige Determinanten einen guten Sinn, diess milsste aber #usser-
lich angedeutet werden durch die zwei Striche der Matrix. :
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Wie heisst z. B. die erzeugende Funktion der recurrirenden Reihe
zweiter Ordnung
1 4+ 4x — 13x3 + 6x3 + .
Hier ist die Funktion des Z#hlers linear ; dleJenlge des Nenners qua-
dratisch,” und zur Bestimmung der zwei Grossen a; und ag dxenen die

Glelchungen (ay = 4, ap = — 18, a3 = 6):
a; + 4o = 138 4y — 18y = — 6.
Diess liefert
ey i
o 4 6| _.=58 _, . _ 7—6 —13 _ M
l | — —29 72 ' ] —29 '
4 —13 4 - 13

Fiir den Zghler ist allein A; durch die Relation A, — 4 + 2.
zu bestimmen, so dass sich als erzeugende Bruchfunktion dxe folgende er-
giebt: - '

1 + 6x
1 + 2x + 5x2°

Auf die Analogie, welche zwischen dieser Gattung von Problemen
und den im vorigen Paragraphen betrachteten obwaltet, hat zuerst Han-
kel (Kap. I. §. 6) hingewiesen.

§. 8. Von grosser Wichtigkeit fiir dle Theorie der Gleichungen sind
diejenigen Determinanten, durch welche man die Summen gleicher Wur-
zelpotenzen independent durch die Codfficienten der betreffenden algebrai-
schen Gleichung auszudrticken im Stande ist. Sind @, a3 . . . on die
n Wurzeln der Gleichung

agx® + ax®! 4 wxt-2 4+ .., 4+ an = 0,
. i=n
und setzt man mit Fiedler %) S a: = s,, 80 erhiilt man nach Albert
=1
Girard ?5) zur Berechnung dieser Summen folgendes System von recur-
renten Glexchungen
a + ags; = 0,
28 + a8 + ags, = 0

tas + at—18; + at—o8 + ... . + ase—1 + ays; = 0.
Berechnet man hieraus sy und bemerkt, dass die Determinante des
Systemes sich auf das Produkt af ihrer Dlagonalelemente reduclrt 80
findet mah

81 8
= 2a, : 71

1 )‘ 8a; a;

st = (— — 3“2

' ( ) !4“’4 ag

|tat at—1 at-2 ag-3 . . . aj

Das obige System linearer Gleichungen gestattct noch eine zweite
nicht weniger wichtige Verwendung, indem man néimlich nicht mebr die s,

ery <
ppoe

i
i

L eooo
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sondern jetzt die a als die unbekannten Grissen amsieht. Durch analoge
Behandlung erhilt man

|8y 1 0 0 L0 0
s, 5 20 .0
—a.)t |83 8y 8 3 . 0
a = (—t—a!'—")- 8 8 83 84 . 0
Jst—1  8t—a St—3 St—4 . .. t--1
st Bt—1 St—2 8t-3. . . . §
Far t =— 4 ist z. B.
s 1 0 0 : -
ay ::_0' i:; :; i g = z—(: (s;' — 65y%y + 8sys3 + 352 — 6sy).
l84 83 8» §;

§. 9. Obwohl strenge genommen nicht eigentlich zur Classe der Eli-
minationsprobleme gehorig reihen wir doch hier die folgende fiir dia,
Theorie der Gleichungen wichtige Betrachtung an. Wir behalten in dies
sem Paragraphen die Bezeichrungsweise des vorigen bei, indem wir nur der

Einfachheit halber 8y — 1 setzen. Alsdann moge aumsser den n Wurzeln
@ . . . an unserer Gleichung vom nten Grade noch eine Reihe von n
Grossen @'y, @’y . . . a'p vorhanden sein, und wir betrachten die Deter-
minante
- 1 1 1
a‘.—a, a‘g-—a, T a‘}.—a,
1 1 1
A="a-ay a'3—a, a'n—ay
1 1 1
v T . o P
‘®y—0n @2 COn &' n—0n

welc‘he wir mit
(a'\—a)) (e'i—ay) . . . (@';—an) X

=n j=n (“‘z- a) (alz—ag) e (a'z—-an) ><
mn n (a‘x —_ a’) - ) .
i=1 j=1
(aln_ai.) (a's—ay) . . " (aln—an)

“wultipliciren.. Dadurch entsteht eine Determinante, deren Elemente aus-

nahmslos ganze rationale Funktionen der gegebenen Grossen vom nten
Grade sind. Bezeichnet man das Produkt simmtlicher aus den Grossen @
und o’ fir sich allein zu hildenden Differenzen durch P und P’, so lisst

_sich leicht einsehen, dass der Ausdruck

i=n j=n
A.I T (a'f —a) : PP’
i=1 j=1

weder von einem « noch von einem «' abhingig ist*). Setzen wir also
. *

*) Wird némlich etwa «, = ), 80 verschwindet ersichtlich die jetzt zwei
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interimistisch &’y = @, s0o wird PP’ = P2 und da sich offenbar die De-
tprminante A\ auf ihr zweites Diagonalglied reducirt, so ist jetst

n(n—1) (al_az) (a,——aa) e (“1_an)‘
(-1) ° (a2_“a1) (az,—-aa) - (aQ—an)
TP :

(en—a;) (on—a3) . . . (@g—an—1)

Da nun jemer Quotient auch fir ein von P verschiedenes P seinen
Werth als Potenz von (—1) beibehilt, folgt:

AN U T
a’1 —al a‘g =0y T a’n—al
(n—1
P.P me—t 1 1 1
J=m J=m . (=1 = |e'1—a; ay—a, o'y -y
Il I (a'i—ay)
i=1 j=1 . . . . ..
. , 1 1. 1
: a'l—an a‘Q—an ‘0 a‘n_an

Anhangsweise moge noch #iber den vorhin eingefithrten Ausdruck P2
welcher das Quadrat aller tiberbaupt moglichen Wurzeldifferenzen einer
Gleichung darstellt, Einiges bemerkt werden. Man nennt diesen Ansdruck
die Discriminante der Gleichung *). Dieselbe kann noch’ in einer an-
deren Form dargestellt werden. Es ist ntmlich nach Kuap. IIl- §. 1 IT
gleich ~

+ (g —ap) (ay—e3) . . . (@ en) X

i) . (@) X na—
(al as) (a2 an) = ( _n;.!])'él) 1 ag a32 P asn_lr

1 [ a12 PR aln_l
1 oy a22 P ag““

, ) an—1 — & : : : .

( * n) '1 an anz o o an“_l|
,und da das obige Doppelprodukt P¢ das Produkt I/ zweimal, nur jmit
verindertem Vorzeichen der Differenzen in sich enth#lt, so ist, wenn wir
, jene Determinante mit & bezeichnen,

gleiche Reihen enthaltende Determinante A, und ein Gleiches gilt fir o', = o,
d. h. /A ist sowohl durch (v — ) als auch darch (') — «') ohne Rest theilbar.

*) Eigentlich versteht man unter der Discriminante einer Gleichung jede Funk-
tion ihrer Wurzeln, welche fir den Fall der Gleichheit zweier Wurzeln selbst ver-
schwindet, und insoferne konnte jede beliebige Potenz von P so bezeichnet werden.
Jedoch ist der hier gebrauchte Werth conventionell zu dieser Bezeichnung erhoben
worden, wenn noch speziell die hochste Potenz von x den Coéfficienten 1 hat. Die
quadratische Gleichung x2 4 bx + ¢ = 0 liefert so

(VR Es _ b AMF—E, b\ _ .,
o (Vo - 5+ VR, 2 - ”

R N ‘ ‘

und diese zweireihige Determinante “;V—2V;-I wird ,denn aunch gewdbnlich als
Ne ‘

Discriminante bezeichnet. l
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n(n—1) n(n—1) n(n—1) n(n—1)

1D . (=1 .m=(-1)°2 .(—1) 2 .d&

. P2=46,P= % 4

Wir %:win'nen 80 einen Satz, welchen Fiedler mit folgenden Worten

ausdrtickt %6): ’ :

Die Discriminante einer Gleichung kann nach dem Mul-
tiplikationsgesetze der Determitianten leicht aus dem Pro-
dukt aller Wurzeldifferenzen abgeleitet werden.

Einen einfachen Beweis der obigen Relation hat auch Weihranch %7)
angegeben. ' - -

§710. Mit dem Namen des Eliminationsproblemes im engeren Sinne
bezeichnet man gewdhnlich die Aufgabe, ans zwei gegebenen algebraischen
Gleichungen mit Einer Unbekannten diese letztere wegzuschaffen. Es han-
delt sich hier also um Angabe derjenigen Relation zwischen den Cotfficien-
ten beider Gleichungen, welche sich ergeben wilirde, wenn man die unbe-
kannte Grdsse aus der einen Gleichung bestimmte und ihren Werth in der
anderen substituirte. Mit Euler?8), welcher diess Problem zuerst ein-
gehender betrachtete, ktnnen wir dasselbe auch noch folgendermassen for-
muliren: Es soll die Bedingung dafir aufgesucht werden, dass den beiden
gegebenen (Rleichungen eine gemeinschaftliche Wurzel 2ukomme.

"Eine Lsung dieser Aufgabe wurde, wie wir (Kap. L. §. 2) sahen,
bereits von Leibnitz angedeutet. Sputer beschiftigte sich Bézout
(Kap. 1. §. 5) lingere Zeit hindurch mit demselben; das Hauptaugenmerk

" richtete er bei seinen Arbeiten aunf:die Bestimmung des Grades der bei
der Elimination resultirenden Gleichung. Er erreichte seinen Zweck, wenn
auch nicht in der wiinschenswerthen Allgemeinheit; vollstindig wurde
auch dieser letzteren Forderung die Regel Minding's 2) gerecht, zu deren
Herleitang sich ihr Erfinder jedoch noch nicht des eigentlichen Determi-
nantencalculs bediente. (

Die Auflssung unserer Aufgabe vollzieht sich am einfachsten vermit-
telst der von Sylvester30) vorgeschlagenen und von ihm als dialy-
tische bezeichneten Methode, welche von den Determinanten Gebrauch
macht.

Gegeben seien die beiden Gleichungen

amx™ + am—1x®"! 4+ ... 4 ax 4 a; = 0,

Anx® + Apax® ! 4+ ...+ Ax + Ap= 0.
Man multiplicire die erste Gleichung successive mit x@, x2—1 . ., x3, x2, x},
die zweite ebenso mit x®, xm—! , ., x3, x?3 x!; alsdann erh#lt man ein
System von (m + n) Gleichungen in folgender Gestalt: :
amx®H® 4 g x®H—1 4 4 ax®2 4 oaxntl 4 g = 0,
amx@He—1 4 agxnt? 4 a,x0H 4 agxP 4 agxi—l =

o amx®H 4 4 agx3 4+ wyx? + agx =0;
Ayt o Ap gxmin—l o Apxmt2 4 AjxmH 4 Apm = 0,
Anxmf“—‘ + ... + Agx'“+3 -+ A2xm+1 + Aix'“ + A0x=
N Apxptl 4 L Apx3 4+ Ax?3+ Ajx=0.
Ginther, Determinantentheorie. 2. Aufl. 8.
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Betrachtet man simmtliche Potenzen von x — ganz ebenso wie diess
bei der Flirstenau’schen Methode (vergl. §. 6) erfordert wird — als Un-
bekannte, so ist in Bezug auf diese das System ein lineares. Damit also
die gegebenen (m + n) Gleichungen zusammenbestehen kionnen, muss eine
Bedingungsgleichung existiren, und  diess ist mach § 8 des Kapitels die
folgende:

-
8m am—1 8m—2 8am-—-3 . .
0 am am—1 8m—2 .« ..

0 0 am am—1 . .

An An.—l An-z An—a o o0
0 "An  An1 Aps ...
0 0 An Ap— ...

In dieser Gleichung kommt die Grosse x nicht mehr vor; sie ist somit
das Resultat der Elimination. Dass sich auf diese Weise der Grad der
Eliminationsgleichung leicht bestimmen lisst, leuchtet ohne Weiteres ein.

Beispiel 1. Hat man aus den beiden Gleichungen

ax® + bx* + cx2+d =0, + gx + h =0
die Unbekannte x zu eliminiren, so erhilt man nach Sylvester folgende
5 + 2 = 7 Gleichungen:
ax’ + bx® 4+ 0xb 4 cx! 4 0x3 + dx?
ax% 4+ bx® + 0x! + cx3 + 0x2 + dx
fx? + gxb 4+ hx5
fx6 4 gx5 4 hxt
fxb + gx* + hx3
Tx¢ 4 gx3 + hx?
v fx3 4 gx? + hx
Aus diesén sieben Gleichungen folgt durch Elimination

- . -

-

IRIRIRIRINIE]
cooeoeoe

a b 0 ¢ 0 4 Of

0 a b 0 ¢ 0 d

f g h 0 000 -
0 f g h 00 0=0

0 0f gh 0O

0 0 0f g h O

00 0 0 f g h

A Beispiel 2. Sind in einer Ebene zwei Kegelschnitte gegeben, und
zieht man an jeden .derselben Tangenten, so kann man aus denselben
projektivische. Systeme bilden; es besitzen n#mlich zwei Systeme diese
Eigenschaft dann, wenun auf einer geraden Linie eine zu beiden Systemen
projektivische Punktreihe gefunden werden kann. Sind die Gleichungen
der Kegelschnitte in Liniencoordinaten gegeben, so sind die Gleichungen
zweier solcher Tangentensysteme folgende:

A+ Bl 4 C2=0, A + B2+ C22=0,%

*) Tritt n&mlich der Kegelschnitt als Tangentengebilde auf, so werden die durch
die Gleichungen
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wie Hesse 32) dargethan hat. Je zwei aufeinander bezogene Gerade die-

ser Systeme bestimmen durch ihren Durchschnittspunkt eine gewisse Curve;

man will wissen, von welcher Ordnung dieselbe ist. Die Gleichung der

krummen Linie findet sich aus den obigen beiden durch Elimination des

Parameters 4. Wendet man Sylvester’s Verfahren an, vertauscht im

Resultat erste und zweite, dritte und vierte Zeile, sowie, auch erste und
vierte, zweite und dritte Colonne, so folgt

C B A D A B C 0 .
0 CB Af _ |0 A B C| _ 0

C’ B A0 — |AY B C o] ™

0 C' B A 0 A' B C

Ein Blick auf das Diagonalglied l#sst erkennen, dass die durch diese
Gleichung repriisentirte Curve von der vierten' Ordnung ist.

§. 11. Eine sehr wichtige Anwendung gestattet das skizzirte Ver-
fahren auf die Bestimmung des Kennzeichens zu machen, welches fiir die
mehrfachen Wurzeln einer Gleichung hesteht. Ist z. B.

=(x — a)lh, fx = (x —8) Q¢ + (x — a)YPk),
so erkennt man, dass fiir den Fall einer Doppelwurzel das Gleichungs-
polynom.und sein erster Differentialquotient einen gemeinschaftlichen Faktor
besitzen missen. Daraus fliesst sofort die Regel:

Verschwindet der nach dem dialytischen Verfahren ge-
bildete Eliminations-Ausdruck zwischen einer Gleichung
und ihrer ersten Ableitung, so besitzt erstere zwei gleiche
Wurzeln. ‘

Ist z. B. ~

fr = x3 — 11x2 + 82x — 28 = 0, fx = 8x® — 22x + 82 = 0,
so liefert die Elimination die Determinante -0 '
1 —11 82 —28 0 ’
0 1 —11 82 —28
3 —22 32 0 0
0 3 —22 32 0
0 0 3 —22 82

welche bei'm Ausrechnen sich annullirt.. Die Gleichung bestisse sonach
eine Doppelwurzel, und in der That ist :
i=x—2)x—2)(x—17).
Nattirlich verschwindet in solchem Falle auch die Discriminante (§. 9).
Durch einen analogen Gedankengang lassen sich auch die Bedingungen

A4 2B 4 22C = 0, A’ + 2uB' + u2C' =0
charakterisirten Gebilde dadurch einander projektivisch zugeordnet, dass man zwi-
schen ihren Parametern eine beiderseits lineare Gleichung f(1, u) = 0 setzt. Ueber
" diese Gleichung kann nun weiter so verfiigt werden, dass sie in die nachstehende
L = pu tibergeht, so dags dann also die Gleichungen der Tangentengebilde die oben
dafiir angegebene Form annehmen. Bei dieser Art der Interpretation ergiebt sich
dann die resultirende krumme Linie in ihrer Eigenschaft als Ordnungscurve. Unter-
suchungen iiber diese letztere und ihr Seitenstick hat Bretschneider3!) ange-
stellt; aus der Einleitung der betreffenden Schrift stammen auch die vorstehend
mitgetheilten Erliuterungen des Hesse'schen Verfahrens.

8.
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N

fiir die Codxistenz von mehr als zwei Gleichungen mit Einer Unbekannten
aufstellen. Wir verweisen jedoch betreffs dieser Untersuchung auf eine
derselben ausschliessend gewidmete Arbeit Bjorling’s 33).

§. 12. Es ist von selbst klar, dass.die bisher diskutirte Eliminations-
methode auch dazu gebraucht werdemn kann, aus zwei (leichungen mit
zwei Unbekannten die eine wegznscha.ﬁen, d. h. eine Gleichung herzustellen,
in welcher nur noch eine einzige unbekannte Grisse vorkommt. Man be-
trachtet eben einfach die nicht zu eliminirende Unbekannte vorliufig als
bekannt, bildet die Resultante und hat dann eine Glelchung, in welcher
ausser den Codfficienten beider Gleichungen nur noch jene eine Unbekannte
vorkommt *).

Hat man z. B. aus den Glewhungen

axd 4 bx?%y + cexy? + dy3 = 0, ax? 4+ fxy + yy2 = 0
die Unbekannte x zu eliminiren, so findet man nach §. 10 sofort
a by cy2 dy3 0
0 a by cy? dy3
‘le By yy? 0 0| =0
0 a« By 7y2 O
0 0 e By 7y}

Man erkennt sofort, dass die Elimination eine Gleichnﬁg sechsten Grades
fir y ergiebt.

*) Hie und da lisst sich dieser methodische Prozess durch einen anderen er-
setzen, der vermittelst eines Kunstgriffes die Endgleichung rasch und in praktisch
brauchbarerer. Form liefert. Diekmann hat eine Menge solcher hiibscher Aperfus

mitgetheilt, von welchen wir eines hier ausheben wollen34). Wir transformiren die
vorgelegten Gleichungen

x2 4 2axy + by2 == m, 32 + 2y9xy 4+ dy2 = n
in die Gestalt: v ' e v

xx + ay) + ¥(ex + by) = m, x(x + y3) + Jx + dy) = n;
dann werde x und y nach den Regeln von §. 1 berechnet. Diess giebt

'm ax+by Ix+ay m
— __in yx+dy — __Ix+yy mn
lx+ ay ax+by| xtay ax+byl’
x+yy yx+dy x+yy yx+dy .

und setzen wir wie sonst die Determinante des Nenners = ,\, so ist

1) x(/, + na — my) — y(bn — md) = 0,

2) xm — n) — y(A — ne + my) = 0. . .
Kreuzweise Multiplikation 18sst aus diesen beiden Gleichungen die folgende hervor-

ehen :
8 — (0 — my2 — (bn — md) (m — n) = 0,
A =+ Ve — my)2 + (bn — md) (m — n).

Durch Subtraktion der beiden urspriinglichen Gleichungen ergiebt sich x als lineare
Funktion von y und y2; sétzt man fir x aus 2) seinen Werth y(A;_ia_]_le_y_)
und darin den Werth von /\ ein, so resultirt fiir x eine rein quadratische Gleichung,

withrend das gewohnliche Eliminationsverfahren eine reducirbare Gleichung vom
vierten Grade ergeben haben wiirde.
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Diess Verfahren bleibt auch dann noch anwendbar, wenn es darauf
ankommt, aus n Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten (n — 1) der
letzteren wegzuschaffen, so-dass zuletzt nur Eine Gleichung mit Einer Un-

bekannten restirt. Ein Beispiel wird den Weg klar machen, welchen man
hier einzuschlagen hat. Gegeben seien folgende drei Gleichungen

ax2y + bxz +d =0, yz—ex =0, cxy + fx + g = 0.

Eliminirt man zuniichst x aus der ersten und zweiten und dann aus der
ersten und dritten, so bekommt man

ay bz 4d! I ay bz -d
—e yz 0| = fey+f g 0 =0,
0 —e yz | 0 cy+f g

ay’%? + beyz? + de? = agly + c?dy? + 2cdfy — begyz — bgfz + df? = 0.

Wiirde aus diesen beiden Gleichungen y eliminirt, so bekime man
eine vierreihige, bei z nur eine dreireihige Eliminations-Determinante;
letztere wird vorzuziehen sein, und es bleibt uns sonach nur noch folgende
Gleichung fiir y:

l ay®+bey 0 c]e2 A
—bg(cy+f) cldy? -I-(ag2 + 2cdf)y +df2 =0,
—bg(cy+f) c%dy? +(ag7+ 2cdf)y +df?

welche fﬂr y bicubisch ist.

§. 13. In diesem Pa.mgraphen sollen noch zwei interessante Anwen-
dungen der Sylvester’schen Eliminationsmethode gelehrt werden. Aus ,
dem Vorstehenden lisst sich n#mlich auch leicht ein Verfahrem ableiten,
die in einer Gleichung vorkommenden Irrationalititen fortzuschaffen und
s0 ein altberthmtes bereits von Fermat) angeregtes und seitdem von
den verschiedensten Mathematikern mit mehr oder weniger Glick behan-
deltes Problem ganz allgemein. zu lsen. Hat man n!imhch die Glelchung

m, m, m,
B VD + 8, VI + a3 VIO +..04 an\/?@ = A

rational zu machen, wo m;, m, ...mn willktirliche ganze positive Zahlen,

1 » .
x,), x') Ce x. rationale und ganze Funktionen einer unbekannten Grisse

. Xg sein mdgen, so wird man fl) = x;m, fm = xg™ ... f® = xn getzen.

So erhiilt man ein System rationaler Glelchungen, za welchen noch ‘die
" lineare Gleichung

ax; + aX; + agxs + .+ + anxa = A
hinzutritt. Auns diesen (n + 1) Gleichungen eliminirt man nun die n Un-
bekannten x;, X3 . . . Xxn ‘und beh#lt dann Eine Gleichung ibrig, in wel-

cher blos xj, und zwar rational, vorkommt.
i}eispiel.. Sei gegeben die Gleichung
VAzy + a + VBx, + b + ¢ =°0.
Wir setzen den ersten Radikanden = x,2, den zweiten. = x,2 und
haben dann folgende drei Gleichungen:
Dx, + x +c¢c=0, 2 x2— Axy) = a, 3) x? — .Bxy = b.
Die Elimination aus Gleichung- 1) und 8) ergiebt zuntichst.
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1 0 —Bxo—b
1 x+e 0 = x? 4 2% + ¢ — Bxg — b = 0,
0 1- X +ec

und diess, mit Gleichung 2) znsammengefasst, schliesslich
1 2¢ c¢2—Bxy—b 0
0 1 2¢ ¢*—Bx;—b| _ 0 ,
1 0 —A—a 0 - V-
0 1 0 —A—a

Eine weitere Verwendung fiihrt Schldmilch 36) an. Sollen in der

Gleichung
x2 4 ax2-! 4+ .. . 81X + an = 0
die complexen Wurzeln berethnet werden, so setze man x = u + iv, unter
i die imagin#re Einheit verstanden. Fasst man, nachdem dieser Werth
oben substituirt ist, entsprechend zusammen, so geht unsere Gleichung in
folgende iiber: fi, v) + im, v = 0, wo f und ¢ ganze rationale Funk-
tionen von u und v vorstellen. Einem bekannten Satze tiber complexe
Grossen zufolge ist dann ¢, vy — f, » = 0; aus diesen beiden Gleichun-
gen kann man je einmal u und v eliminiren, so dass man zu zwei neuen
Gleichungen ) I
Ya = xv=20
.gelangt, welche ausschliesslich reelle Wurzelwerthe enthalten.
Beispiel. Liegt die Gleichung
x2 —6x + 18 =0
vor, so erhilt man durch die angedeutete Substitution zunichst
u? — v2 — 6u = —.18," 2uv -- 6v — 0,
und weiter ist nach dem vorigen Paragraph
| —1 0 u?—6u+13

Yo = [2u—6 0 0 2v —6v 0

0 2u—6 0 0 2v —6v
Rechnet man beide Determinanten aus, so wird

Wau = M2u —6) =0, xv = N(v? — 4) = 0.

Diess ergiebt u = 8, v = + 2 und in der That sind
i xf =8 4+ 2, x =8 — 2i

die beiden Wurzeln. Damit ist auch ein nemes Verfahren der Auflﬁsung
quadratischer (und hoherer) Gleichungen gegeben.

§. 14. Die einzige Art und Weise, auf welche wir bis jetzt das Eli-
minationsresultat zwischen zwei algebraischen Glelchungen vom m ten und
nten Grade anzugeben im Stande sind, ist die, dass wir daftir eine der
Null gleiche Determinante vom (m + n)ten Grade anfstellen. Es hat
jedoch Cayley3?) in Verfolgung einer bereits von Bézout (Kap. I §.5)
ausgesprochenen Idee gezeigt, dass auch eine Determinante von niedrigerem
Grade den n#mlichen Dlenst leisten koune, welcher dazn noch die Eigen-
schaft zukomme, eine symmetrische zu sein. Fiedler38) hat diese Me-
thode an zwei Gleichungen des fiinften Grades erliutert, und sein Beispiel,
aus dem sich sofort das allgemeine Verfahren abnehmen lsst, wollen wir
hier reproduclren '

1 -6 —v2t18

=0, pv = = 0.
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Wir setzen mit 8 ylvester 39) die Determinante
ap 8’ — aqa’p = (ap a'q).
Sind nun die beiden Gleichungen
aox5+a1x‘+aux3+asx’+a4x+aa—0
a'oxb 4+ a’;xt + a’yx3 + a;x? 4+ a'yx + afy
gegeben, aus denen x eliminirt werden soll, so multip]icirt man die erste .
Gleichung mit a‘y, die zweite mit ay und findet durch Subtraktion letzterer
von ersterer
(3’ &1—%&1)1‘4 + (a'oas - aga’y)x3 + (a'pag—aga's)x? + (a'jaz—aga’y)x
+ + (a'os—aga’s) = 0,
oder in Sylves ter’s abgektirzter Schreibweise .
(2o’ X! + (aga’)xd + (aga’9)x? + (aga'dx + (aga’y) =
Multiplicirt man ebenso die erste Gleichung mit a‘yx + a‘y, dle zweite
mit (agk 4 ay), so ergiebt die nimliche Subtraktion wie oben
(aga'2)x* + [(20a’3) + (m1a%)Ix + [(2ga’s) + (a1a'3)1x? + [(aga’s) + (aa’s)]x
+ (aja’s) =
Multiplicirt man ferner die beiden Gleichungen noch successive mit
folgenden Ausdriicken :
a'ox? + a‘x + 82, aox2 + aX + a,
a'ox3 + a'1x2 + a%x + a’y; agx3 + a;x? 4 ax + ay,
aloxt + a4 x3 + a%x? + asx + a’y; agxt + a;x3 ~+ a4,x2 + agx + g
und bildet die Differenz, so gelangt man zu diesen drei weiteren Gleich-
ungen 3
(aga’3)x* + [(aga’s) + (2,89)1%3 + [(aga’s) + (ma's) + (aa :-1)]K2
+ [(a;a%) + (aga'y)]x + (aa’s) = 0,
(aga’y)x* + [(aoa’s) + (a,a’4)]x3 + [(a1a%)-+ (a2a’y)]x2 + [(asa’s) + (333' )Ix
. +(azas) = 0,
(aga’s)x! + (a,a%)x3 + (aga’)x? + (agay)x + (aa’s) = 0.
Wir haben auf diese Weise ftinf Gleichungen erhalten, welche die

Terme x4, x3, x2, x1, X0 linear in sich enthalten; die Elimination der-
selben glebt nach §. 12 die Gleichung -

(a08'1)  (aa%) (agas) (a%) (308%)
(aga‘y) (aga’s)+(may)  (aga’y)+(aa’s) (moa's)T(asa’s) (a4a%)
(a0as) (aga’y)+(a1a's) (apa’s)+(asa’s)+(asay) (aga’s)+(asa’s) (apa%s)l = 0.
(aga’s) (aga’s)t(aa’s)  (ma's)+(apa’y)  (aza'y)+(aga’y) (asa’s)
o) (arat) sy . @y ()
Diese Determinante hat den fiinften Grad, wihrend Sylvester’s
Methode eine vom doppelt so hohen oder zehnten Grade geliefert haben
wiirde.
Hiemit ist dann der wichtige Satz gewonnen
Die Resultante zweier algebraischen Gleichungen vom
mten Grade ist eine Determinante desselben Grades, deren
Elemente Summen zweireihiger Determinanten sind.

.
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Aus dem im Vorstehenden dargelegten Entstehungsgesetz der Resul-
tante abstrahiren wir uns auch sofort das Bildungsgesetz ihrer Elemente,
wobei uns die Symmetrie den Vortheil gewshrt, statt m? deren bloss

m+m—1+m—2+...+8+2+1=2"(m+1)

berechnen zu miissen. Sind z. B. die beiden Gleichungen siebenten Grades

0x? 4 1x8 -+ 2x% + 3x! + 4x3 + 5x? 4+ 6x + 7 =0,

0'x” + 1'x8 + 2'x0 + x4 + 4'x3 + 5'x2 + 6'x + 7' =0
zur Elimination von x gegeben, wobei wir die Tr#ger der Indices unter-
drtickt und bloss letztere selbst angeschrieben haben, so kdnnen wir, da
"~ Ausdrticke von der Form (qq’— qq‘) nicht vorkommen konnen, statt
(p, q') sofort einfacher (p, q) setzen. Dann ergiebt uns der einfache In-
duktionsschluss, dass die Diagonalreihe der Resultante nach Sylvester-
Cayley folgende sein wird: .
(01), (08) +(12), (05 + (14)+(28), (07) +(16) + (25)+(34),

@7 +@B6)+ (45,417 + (56),(67).

Die mit der Diagonalreihe parallel laufenden Elementen - Serien aber
sind folgende:
(02), (04 + (1 3), 06)+(15)+(24) @7+ @6 + @8

: B7) +(46) (5
(08), (05+14), (07) + (16) + (2 5), ‘@7 + (36), (47);
(04),(06+15).(17)+(26),( ()T
(05) 017 + (1 6), @7
0 6), (1

0 9).

Hiemit ist die resultirende Determinante selbst vollstindig gegeben,
das angewandte Bildungsverfahren lisst sich leicht allgemein verificiren.

§ 14. Zum Schlusse dieses Kapitels mdge noch gezeigt werden, dass
der Gebranch der Determinanten zur Behandlung der Systeme von Gleich-
ungen nicht anf den Fall beschriinkt ist, wo letztere entweder wirklich
linear sind oder doch als linear angesehen werden kdnnen. Wir wollen
die Resultante von n Gleichungen mit n Unbekannten zu bilden suchen,
deren jede homogen und zwar die eine quadratisch ist, wihrend die fibri-
gen vom ersten Grade sein sollen. Anstatt der dieses Problem in einem
noch allgemeineren Sinne behandelnden Diskussion von Baur 40) folgen
wir hier der tibersichtlichen . Darstellung von Versluys+t).

Das System sei folgendes:

F= alxn2 + 29%% + . .. + anXa? + 2bxyxy + 2byxixg
.. + 2b(2)Xn—IXn = 0
Al:ixi + Ah2x2, + ...+ A\l.n!n = 0,

An_mx, + An—i,ng + ...+ An-—l,n!n = 0. )
Differentiiren wir die Gleichung F = 0 partiell nach simmtlichen in
ibr vorkommenden Variablen, so erhalten wir n Gleichungen:
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%gl- = aX; + byXp + beXg + ... + bn1Xn = A4Ay,; + ...+ An Ay,
; ~ ;

1dF __ .

?d?n =bn—1x; + bzn—zxe + b3n—8x3 +...+anXp= lgAn— Lit+...+ lnAn-l.n-

Da das System von (n — 1) linearen Gleichungen die Verh#ltnisse
der einzelnen Unbekannten zu berechnen gestattet, so dirfen die Grdssen
A4 . .. An als bekannt angenommen werden, und es gestatten also diese
n Gleichungen die Bestimmung simmtlicher Grdssen. Wir jedoch be-
trachten in den uns zu Gebote stehenden (2n — 1) Gleichungen sowohl
die x als auch die 4 als Unbekannte, so dass es deren mithin im Ganzen
2n giebt. Dann ist nach §. 83 die Bedingungsgleichung der Co#xistenz
folgende : -
a8 b b ceobooy Ay Ay Ay ... Ala
by ap bn <o by Agy Age  Agg ... Asa
bg bn A3 ... b3 A3,| A3,2 A3,3 o e As.n

bn—1 b2n—1 bagn-8 ... an An—l’l An—l,z An—l,s.
Ay Ay Ay ... Apgn O 0 0o .
Ao A2 Age ... A2 0 0 0 ... 0
A3 Aoz A3g o..An-1,s O 0 o ... 0

.. An—1,n =0.
. 0

A],n Az,n As,n . An—l,n 0 0 0 o . 0

Eine bemerkenswerthe geometrische Anwendung dieses Resultates wer-
den wir im niichsten Kapitel kennen lernen.

Ganz neuerlich ist Gundelfinger 42) noch um einen Schritt weiter
gegangen und hat auch fiir ein aus zwei quadratischen und (n—2) linea-
ren (leichungen zusammengesetztes n gliedriges (leichungssystem elegante
Auflosungsformeln gegeben. Dieselben gipfeln in einer der vorigen #hnlich
gebildeten Resultante, wo nur in der nach simmtlichen Diagonal - Nullen
genommenen Unterdeterminante nten Grades beztiglich by durch (by — Aei)
ersetzt ist, wenn c. beziehungsweise die Codfficienten der zweiten vorliegen-
den quadratischen Gleichung sind. '

.
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Kapitel V.’
Kettenbruchdeterminanten.

§. 1. Als eine der wichtigsten Anwendungen der Determinanten-
theorie auf andere analytische Gegenstiinde hat sich in neuester Zeit die
Darstellung eines Kettenbruches als Quotient zweier Determinanten herans-
gestellt. Die Mbuglichkeit einer solchen Darstellung scheint zuerst von
Ramus 1) bemerkt worden zu sein; auch Spottiswoode ?) und Heine?3)
wurden im Verlaufe anderweitiger Untersuchungen auf dieselbe gefiihrt,
ohne dass aus diesen gelegentlichen Hinweisungen der Wissenschaft ein
eigentlicher Vortheil erwachsen wire. Ganz neuerlich hob Thiele *)
wieder den Nutzen einer solchen Darstellungsweise hervor, wihrend bald
darauf G. Bauer?®) bei gewissen analytischen und Casorati®) bei phy-
sikalischen Problemen dieselbe mit bestem Erfolge anwandten. Eine syste-
matische Behandlung dieses Wissenszweiges ward unabhli.nglg von Thiele?)
und dem Verf. dieses 8) geliefert.

Um zu der hier angedeuteten Darstellung zu gelangen, bediirfen wir
nur des ‘Satzes, dass man, um einen Kettenbruch
2—:_,_2; | bir—_-bl (B + by:(@ + ...+ bn: (e

aa + ...+ an
mit einer Zahl M zu multipliciren, lediglich den ersten Theilathler by mit
dieser- Zahl zu multipliciren brauche. Diess ist aber sofort einleuchtend;

denn setzt man in bekannter Weise den Kettenbruch — p; so ist

b ‘lt
Pt - O
- = 4, b
B q a + de
und weiterhin .
M =u P = M, @2 + by @+ o+ b (an,
kL a; + Pe a + P2
q2 q2

und diess war zu beweisen.

§ 2. Es sei nun folgendes System trinomischer recurrirender Gleich-
ungen gegeben: .
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ayxy — Xp = by,
boxy + 8px; — x5 = g,

byxp + agxg — X4

bn Xn—1 + anXn = 0, (Xn%l =.0).

Aus einem solchen Systeme l#sst sich, wie Euler ?) nachgewiesen hat,
das Verhiltniss zweier unmittelbar aufeinanderfolgender Unbekannter so-
fort in Gestalt eines Kettenbruches darstellen; sieht man momentan den
Term by als Unbekannte an, so ergiebt sich in Anwendung auf den vor-
liegenden Fall

X

B‘“=l:(ai+b2:(a'2+"‘+.b“:(a’“’

oder, indem man mit b, wegmaultiplicirt, ,
xy, =by :(agy +by:(a 4+ ...+ bn: (an.

Berechnet man hingegen x; aus dem obigen Systeme nach den Regeln
des vorigen Kapitels, so findet man

by —1 0 ...0 0] jag =1 0 ...0 0
—1

-

0 a—1...0 0 be 2 .. 0 0

10 by agY..0 00 b a...0 0|_Pn

R e T e
0 0 0o .. . an— —1 0 0 0 ... an—1 —1

0 0 0 ...bn an| |0 0 0 ...bn an

und es ist somit folgender Satz dargethan 10):

Der nte Ndherungswerth jedes Kettenbruches kann dar-
gestellt werden als Quotient zweier Determinanten, die auf
beiden Seiten der ersten Diagonalreihe je eine derselben
para.llele Serie von Elementen enthalten. Die- Determi-
nante im Zihler erhtilt man, wenn man die des Nenners nach
dem ersten Theilnenner partiell differentiirt und diese Un-
terdeterminante mit dem ersten Theilziihler multiplicirt.

Mit Zuziehung der obigen Bezeichnungsweise fiir den nten Niherungs-
zBhler und Niherunggnenner erhiilt man nach Kap. II. §. 12

b, 80
by (a3 + ...+ ba:(an= _;n?i =b ---‘-1~(—19(-]ng'-'-)——

§. 8. Die eben festgestellte Darstellungsweise der Ketkenbriiche wollen
wir sofort dazu anwenden, die Anzahl der Glieder zu bestimmen, aus wel-
chen bei der gewthnlichen recurrenten’ Berechnung die Aggregate Pn und
Qn sich’ zusammensetzen. Dd Pn offenbar ebensoviele Glieder haben muss, -
wie Qn-1, 80 brauchen wir nur die N#herungsnenner in’s Auge zu fassen

~ Ist st die Summe der tten Wurzelpotenzen der Gleichung -
T oagx® 4 ax®1 4 ... 4 an-1x 4+ an = 0,
so besteht nach Kap. V. §. 8 folgende Relation : :
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' ag 0o ...0
,23«, ay g ...0
St-—(—--) 333a2 a ...0]1.
tac Bt—1- 8t—2.. .8

Macht man hievon eine Anwendung auf die quadratische Gleichung
1 4+ ax = h, deren Wurzeln

a? a2
w=— (o e min=— (24 ][+

sind, so erhilt man zur Bestimmung des Quotienten g:i die Gleichung

(g"'l/ +b) (2_1/ +b)t\1
G+ VEe)+ G=Vi+s +b)

a —1 o..'.o‘ a—1 0.

2b a.—l . 0. 2b a——l...O
=0 b 20 | 10 b a0 |

0 o0 0...a. 0O 0 O0...a

[ wnl | ®

Bezeichnen wir nun in gewohnter Weise mit Pt und Q¢ Nenner und
Zihler des tten Nfherungswerthes vom Kettenbruch b:(a + b : (a +
0 ist mach §. 2

a —1 0...0 | , a—1 0...0
b a—1...0 . b a—1...0
Q‘_____O b a...0 ,th_1=Pt=b0"_b a...90
0 0 0...a \0 0 .0...a

® (]
Gehen wir jetzt zu dem obigen Bruche zurlick und zerlegen jede der
beiden darin auftretenden Determinanten dadurch nach Kap. II. § 8 in
eine Summe, dass wir 2b = b + b setzen, so findet sich leicht, dass

a X ‘a’ t—1 a a? t—1
(5 + V?f'b) AT Vr*b)
&8 /a a2\t a _,__

(5 + V4'+") +(5 - V—“’)

— Q-1 + bQs
. Q + bQi—s
ist. Durch Zerlegung der Determinante Q¢ in Unterdeterminanten, vorge-

nommen nach den Elementen der letzten Zeile, lisst sich zeigen, dasg
Q = aQi—1 + bQi—z, bQt—3 — Qt—1 — aQi—3
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sein muses. Durch Einsetzung der beiden linksstehenden Werthe in dem
obigen Bruchausdrucke folgt -

2 —a St
Qt—e- 8t , -
1
Q‘ a+2b Bt—t
st
oder da der Quotlent bekannt ist

(—;’+l/ +bt.la+2‘/— b—a)+(— V—+ b)
o a———2l/— + b——2

__— a‘/— +b+ 2b

Hleraus erhilt man durch eine einfache algebra.lsche Transformation
folgendes anscheinend von Stern 1!) zmerst in dleser Allgemeinheit ange-
gebene Resultat:

o n (e VE- G-V

SO G e Ve -GV

Ganz analog findet man nattirlich den independenten Werth fiir den
Kettenbruch b : (@ — b : (8 — . . . — b : (aw, indem nur oben ( +b)
mit (— b) vertauscht wird.

Die hier entwickelte Formel kann nun zur Losung des von uns oben
angeregten Problemes dienen. Aus unserer drei Niherungsnenner ver-
kniipfenden Relation geht sofort hervor, dass wenn Px die Gliederanzahl
fiir den kten Nenner ist, dann ¢x — ¢@x-1 + @x—2 sein muss.

Wir haben - demna.ch folgendes System trinomischer recurrirender
Gleichungen :

Pt = @Pi—1 + P,
Pt—1 = @Pi—2 + i3,
P4 =¢3 + ¢,
P = @2 + 91,

und behandeln wir dasselbe so, wie das allgemeinere in §. 2, so fliesst
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‘
daraus fiir g L der Kettenbruch 1 : (1 + 1: (1 + ... + 1: (1.

Da ¢i—1 und ¢ prlm gegen einander smd so ist
1 -1 ... 0 0
y (1 1 .., .0 0
pr=1| . . . . . |,
’ 0 o .. .1 —1
o "o .. .1 1
oder mit Berticksichtigung der vorigen Schlussformel,
(l,+ \/5)"*'1 _ (1 ——~\_/_5_>)
2
Pt = V5
Dass diess wirklich eine ganze Zahl ist, lehrt die Anwendung des
binomischen Lehrsatzes.
§. 4. Als den Fundamentalsatz der Lehre von den Kettenbriichen
bezeichnet man gewdhnlich denjenigen, welcher die Relation
" D = Pa Qn.—l -~ Pn-1 Qn = % blbg .o . bnot bn
ausspricht. Den Beweis dieses Satzes konnen wir mit Hiilfe der Determi-
nanten in folgender Weise fithren. .

-

Wir haben .
bl 0 0 ...0 aq —1 0 0
0 ag —1 . 0 b2 %) —1 ... 0
D= {0 b3 ag 0.0 . b3 ag . .. 0
1

0
0
0
00 0...8 0 0 0...0
bjo o0...0 ...0 0
032—1...0 bz ‘32—1...00
—10 b,3 %!3...0 0 0
6.0.6...'.]? |b .0.0.....bnaon
Bilden wir diese Produkte nach Kap. II. §. 20, so erhalten wir D
gleich ' ]

aby  byb, 0 . 0 0 0
—ay 822+ 1 &21)3- . .. 0 0 0
—bl aqb3—83 323 + b + 1 PR 0 0 0

32n—2+b2n-2+1 an—gbn—1—an—1 0

0 0 0 ..

0 0 0 . . an—2bn—1—an—1 32n—1+b2n—1+ 1 -1

0 0 (I — by an—1bn —an an
arb, by by 0 ce 0 : 0 0
—ap a.22 +1 - agb3—a3 PR 0 0 0
—b3 aqbg"' a3 323 + b23 +1 ... . 0 0 0

0 0 0 a?n_24+b2%_2+4+1 an_sbn-_1—an—1 —bn

0 0 0 . an—2bn—1—an—1 a2n—1+ bzn—l +1 an—1bp—

0 0 0 —1 an
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Diese beiden Determinanten sind offenbar in allen Stiicken identisch,
nur dass bezliglich die letzten Zeilen und Colonnen mit einander ver-
tauscht sind; nennen wir also die etste derselben A\, die zweite A\’, so ist

<y AA aa’

h — = .
ersichtlich da  da

Indem wir A nach den Elementen der letzten Colonne, hingegen A’
nach den Elementen der letzten Zeile in Unterdeterminanten zerlegen und
wirklich subtrahiren, heben sich die ersten Glieder der Zerlegung gegen-
geitig auf und man findet D gleich

aby bbby ... 0 0 0 N

—ap a%+1 ... 0 0 0

0 o ... az;;_3+b2,{_£;+l an-ab;;_.z——an—z - —bn_1 .

0 0 .+ . an—abn—2—an—2 a’n_3+b'n-2+1 an—sbn—1—an,
| 0 0 .« .. 0 —bn an—1bn —an |
&11)1 b|b2 .« .. 0 0 . 0 |
_32 a22+1 * e e . 0 0 0 :

1o 0. v e a:"'n-3+b7;:_a+l an._a'bn-z—an—z ) 0 J

0 0 .+ . 8n—3bn-2—an—2 a%_2+bin_otl —‘bn

| 0 0 .« o —'bn—l an_zbn-l—an— an—lbn —an '

oder, wenn wir unsere Bezeichnungsweise entsprechend ausdehnen, es ist
D=A"— A“‘ Diese beiden Determinanten befolgen ein analoges
Bildungsgesetz, wie die beiden obigen, /A und A\, und es ist wiederum

dAll dAHI

d(&n—lbn ~— &n ) d(an.- 1bn — &n )

Zerlegt man also wiederum im nZmlichen Sinne in Unterdeterminan-
ten und bildet die Differenz, so bleibt eine Determinante des (n — 2)ten
Grades zuriick, vor die der Faktor bn getreten ist, und ftihrt man in
analoger Wexse noch (n — 4) Zerlegungen aus, so wm:l als Resultat die
Determinante zweiten Grades

a_ibl b1b2| = (— 1)? bibsby
erscheinen, multiplicirt mit dem Faktor (— 1)2—3 by by by . . . bn— by,
und es ist demnach dle gesuchte Differenz glewh

= (— 121 bb, ... bo—-1 ban
wie oben behauptet wnrde.

Eleganter und ktirzer, wenn anch vielleicht minder naheliegend, ist
-folgender von Herrn Prof. Studnicka dem Verf. mitgetheilter Beweis:
Ftir eine beliebige Determinante = + am . .. ann ist, wie die direkte
Ausrechnung lehrt,

a4 - da _ da dA
A = da,,. ) dan,n dain ) dan,1 .
2+ a3 ... 8n—1, n-1

.
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o-" Dnln . ”.” . Wulx,llu.vﬂlu Tn.?w . .‘. U
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1
.m, . w=|u
oder apch .
! Ou Wu!— et Oulu Hvu —_— AI u.vu Uu .—u» P Uulu .GB .

§. 5. In diesem Paragraphen moge eine Reihe von Anwendungen der Determinantendarstellung mitgetheilt
werden, welche deren Vorztige besonders in’s Licht zu setzen geeignet scheinen.

a) Bekanntlich gilt der Satz, dass man, ohne den Werth eines Kettenbruches zu #ndern, zwei beliebige Theil-
nenner und den zwischenliegenden Theilzthler mit der n#mlichen Zahl M (= 0) maultipliciren diirfe. Denn es
ist offenbar 13) . .
by:(ag 4+ ...+ bra:(@—1 4+ br:(ar + ...+ bn:(an=

i 0 0..0 0 0..0 0 by 0 0..0 0 0 ..0 0
0 a—1..00 0 0..0 0 0 a—1..0 0 0 .:0 0
0 by 8..0 0 0..0 0 0 by a..0 0 0 ..0 0
M0 0 0. brsamibr..0 0] 0 0 0 ..Mbe; Mar Mb..0 0
0 0 0..0 0 0..8a—1 0 0 0..0 0 -0 ..8m —1
0 0 0..0 0 0 ..bu -8l _ 10 0 0..0 0 0 ..ba &,
@ —1 0..0 0 0..0 0] — jg—1 0..0 -0 0 ..0 0
_vu aa—1 ..0 0 0..0 0 “lbp a —1 .. 0 0 0 ..0 0
zuo b, az..0 0 0 ..0 0 0 b; 8..0 .0 0 ..0 0
0 0" 0 .. brsaibe..0 0 0 0 0 ..Mbes Mars Mbe..0 0
0 070 . 0 0 0 .. a1 o 0o "0..%0 0 0 ..a&ms —1
0 0 0 ..0 0 0 .. bn an 0 0 0 .. 0. 0 O ..bn - an

2. Aufl

Ginther, Determinantentheorie.
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-

und schreibt man den letzten Determinaﬁtenquotienten wieder als Ketten- .
bruch, so ist es dieser:

blz(al +_-.. +Mbr—1:(M8m—1+Mbri(Br+ ...+bn:(an.
b) Gesetzt, man wolle den Werth des Kettenbruches
K = b1 (31 + ..+ br—: (a-r—l + 0: (ar + . «+ bn: (an

bestimmen, dessen rtel Thellzﬁ.hlel durch Null ersetzt smd 80 schreibt
man denselben in Determinantenform. Es ist K gleich

b0 ..0 "0 0..01 Jag—1..0 0 0..0
0 85..0 0 0..00 |bp a..0 0 0..0
0 0 . .brsars —1 ..0| [0 0 ..begar1—1..0]
00..0 0 ar .. 0 0 0..0 0 Jar..0

b0 0 6 el b ot 0T T
und wendet man auf jede dieser beiden Determinanten das Laplace'sche
Theorem an, so ergiebt sich, woferne nur die oben. beiderseitig abge-
grenzte Unterdeterminante (n — r) ten Gra.des =0 1st der Kettenbruch
K gleich
b1 . 0 al —1 ..0 .
(') 320 . :})2' 8'20 =b :(a +...4 be—1: (ar-1
0 0 ..ar—| |0 0 ..ar : -

¢) Bei dioptrischen Untersuchungen bedarf man des Lemma's, dass die
Kettenbrtiche

M:(ay +M:a, +. +M (anund M : (an+M an—1+ +M.(a,
gleiche Nenner N’ und N“ ergeben 13). Nun ist

&y —1 0 ...0 0 | |an —1 0 O 0’

M a—1...0 ~ 0 IM a.n_l-—l' .0 0

N‘_O M 33‘- .o 0 0 N” — 10 M . an—2. 0 0
= , =

0 0 0 ...an1—1 }o 0 0 ...a—1

0 0 0 ...M an! - ,0 0 0 ... M a

Dass aber diese beiden Determinanten einander gleich sind, folgt so-
fort aus Kap. II. §: 2.
d) Der independente Ausdruck fiir den Kettenbruch
b‘:(al—bgi(&g—..‘.—bnt(&n
ist der folgende:
¢ b0 O ...0|] |41 0 ...0
p 0 a1 ...0(. |bpagl ...0
Q":Obsag...0:0b3a3...0.
n

000 . a Jo0 0. e
Diess wilirde sich natiirlich leicht durch das Vorhergehende beweisen

lassen, indessen kann man sich auch unmittelbar davon iiberzeygen. Fir
jeden solchen Kettenbruch gelten beka.nntllch die Recursionsformeln :

Pn = an Pn—1 — bn Pn—z, Qn = an Qn-—l — bn Qn—z
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Ist nun beziehentlich Qp—1, Qu—z und A eine der folgenden drei De-
terminanten

agl ..0 0 agl .0 0 a1l ..0 0
bgag..O 0 b2&2..0 0 bgag..o 0
00 ..ansl | 00 . anal | 00 . .yl

00 .. bn—1 an—ll 0 0 .. bn—z_afn—2‘ ‘|O 0 .. bn an
g0 finden wir durch Zerlegung derselben A gleich

agl ..0 0 a1 .. o 0
bz ag..0 0 ’ bg 8 . 0
an |- . . . o . bn . . . . J = an Qn_l -_— bn Qn_z.
0 0 ..ap21 0 0 ..an31
0 0 .o bn—l an—1 0. 0 PR bn—2 an—2

Es ist also A = Qu, d. h. gilt der Satz fir (n —2) und (n — 1), so
besteht er auch fiir n zu Recht; entsprechend gestaltet sich der Beweis
ftir den Zihler.

“e) Ptir den tten Nuherungswerth .des einfach periodischen Ketten-
bruches b : (a + b : (a + . .. fanden wir oben (§. 8) den Ausdruck

GV GV
G VIS G-VET

Gesetzt’ nun, es wire b = — 1, a = 2, so wiirde dieser Ausdruck

die unbestimmte Form % annehmen; wir wiren also nicht im Stande,

den Werth des Kettenbruches
—1:(2—1:(2—...—1:(
ohne Weiteres anzugeben. Hier zeigt uns nun dic independente Dar-

stellungsweise einen einfachen Ausweg.
In Kap III. §.°10 leiteten wir dle Formel

) @) o oo
(z) () ()- R

i ! m? : _ (m+r)

m =
. .. 1

(3) 2 (1) : ¢ T+
(8 W N B

r+1 r) \r—=1/° "\
ab. Da nun (2) = A (2) =1 ( 2 ) = 0 ist, so konnen wir unse-

0 2} "\2+4p "

ren Kettenbruch auch so schreiben: ’ '

9‘
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2 2)
o (@)oo (2 () )
{2 _ t—1 t
R R

0 0 ... 2¢>1 |0 0 . . . 2
§. 6. Betrachten wir den Ausdruck genauer, welchen wir oben mit
K bezeichneten, und lassen wir darin t unendlich gross werden. Dass
dieser Grenziibergang ein endliches Resultat liefern muss, geht sofort_aus
der Ueber]egung hervor, dass der jemem Ausdruck gleiche periodische
Kettenbruch b : (a + b : (& 4+ . .., ins Unendliche fortgesetzt den fiir

die Kettenbrtiche besteMenden Convergenzregeln zufolge einen endlichen
Werth annimmt,. Ma.n findet

S
imK=|/%X +bp — 2,
t—=o 4 '2
Dieses Resultat kann man auch erhalten, indem man aus der quadra-
tischen Gleichung x? — ax = b die kleinere Wurzel

2
x’=%——“/z—+b

berechnet. .Durch Anwendung der Fiirstenau’schen Methode findet man
hingegen *) x’ gleich .

a 1 0...0 a 10...0 -
—b a 1...0 —b al...o0

0-—b a...0 : io—b‘a. .0

0 0 0...8,_, i 0 00...a,,

Multiplicirt man jede Colonne des Zuhlers und Nenners mit (— 1), so
folgt durch Gleichsetzung der beiden fiir x’ gefundenen Ausdriicke

V—+b — b: (a-}-b (a+ b: (a.+

Der hier entwickelte einfach penodlsche ‘Kettenbruch kann ersichtlich
zur niherungsweisen Berechnung von Quadratwurzeln verwandt werden.
Am einfachsten gestaltet sich dieses Verfahren, wenn wir unter dem Wur-
zelzeichen statt einer Summe eine Differenz annehmen und einen bis jetit
anscheinend nicht bekannten Satz zm Grunde legen, dessen Herleltnng
durch Determinanten eine besonders bequeme ist.

Dem Obigen zufolge ist, wenn b mit (— ¢) vertauscht wird,

a'z

— — ¢

4

a tl@—c:(@— ...
0} c:(a—c:(a

*) Die Bedeutung der den Termen a angehangten symbolischen Indices .ist
wohl an sich evident.

-
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Ist dann wieder beztiglich Qx und Py der kte Niherungsnenner und
Niherungsziihler dieses Kettenbruches, so ist nach §. 2 ‘

‘a10...000
Teal...000
0Oca 000
Qn=|........
000. alo
000...cal
.000 .0ca

indem ja V_Vc den Werth ¢ wiedergiebt.

Diese orthosymmetr:sche Determinante. behandeln wir nun' in der
Weise weiter, dass wir zur ersten Zeile die letzte, zur zweiten die vorletzte
und allgemein zur qten die (2n — g + 1) te addlren, wobei q nicht > n

sein darf. Dann ist

a Ve 0 ... 0 0 0 0 OVc—a
Vea Ve...0 0 0 0 Ve a Ve
0 Ve a ... 0 0 0 0 a Ve 0
0 0 0 ...a Ve Ve a...70 0 0
Qe = |0 0 0 ... VoamtVoatVe Ve ... 0 0.0
0 0 0 ...0 Ve a . Ve 0 0 0
. 0 0 o .0 0 Ve a ... 0 0 0
0 0 0 ...0 0o . 0 0 . aVe o
0 0 0 ... 0 0 0 0 Ve a Ve
0 Q 0 0 0 0 0 0 Ve aen

a Ve 0 ... 0 0 0
Ve a 4 ... 0 0 0
0 Ve a ... 0.0 0
0 0 0 . a8 Vo
0 0 o . Ve a Ve
0 0 0 0 Ve a

Nunmehr subtrahiren wir von jeder qten die (2n — q <+ 1) te Co-

lonne; alsdann verschwinden n2. Elemente, und es ist nach Laplace’s
. Satz an gleich folgendem Produkte:

0 0 . —Ve Ve—al 0 0

0 o0 .. —a —Ve 0 0

| —V_—a. .0 . 0 e Ve a
—-a —Ve .. 0 0 a+Ve Ve

RV

aV—
o o
.0 0 |

Zieht man noch Kap. II §. 8 in Betracht und zerlegt beztiglich nach
der letzten .und ersten Colonne beide Faktoren in Unterdeterminanten, so

folgt zum Schluss Qen gleich

s Vi ..
@—Ve) Ve @
0 0

— C
a(n—lJ

a Ve

o | ¥

0

0 0

.. 0

. . 8@-2)
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B o Ve oo la_'v,:;../o i"
(ﬂv'l“v-(;) VE a .. 0 — ¢ Vc ) . 0 ,
IO .0 .. ..‘a(n_—.l 0 0 L. .a(n-.z)

und durch Ausrechnung
Qen = (B-Q_n—l - CQu—z)2 — ¢Q%—1. )

Beriicksichtigt man das Bildungsgesetz unseres Kettenbruches, so folgt
hieraus ‘ '

) an = Q')n —_ can—l-

Da Pasn = ¢Qen—1 ist, so kann auch Pg, als. orthosymmetrische De-
terminante dargestellt werden; dieselbe ist zwar von ungeradem Grade,
liisst sich nach Zehfuss!4) jedoch in ganz.analoger Weise in ein Produkt
zweier Determinanten vom nten und (n — 1)ten Grade zerlegen, und es
ergiebt sich - :

Pon = c(ann-x — 2¢Qnu—1Qn ).

Kennt man von einem solchen Kettenbruche den Niherungswerth

Pn' — OQn—l

—_— =

Qn Qn

\ . Iﬁ!{ —_ ‘ c(ann—l — 2¢Qn—1Qn )
Qzn - Q% —. cQ%—1 T
so dass also, wenn nur n hinlinglich gross angefiommen wird, die Be-
rechnung der Quadratwurzel mit erheblicher Genauigkeit erfolgen kann.
§. 7. Man kann sich nun noch die Frage vorlegen, wie der Quotient-
zweier Determinanten beschaffen sein muss, um unmittelbar seine Ueber-
fuhrung in einen Kettenbruch zu gestatten. Zu diesem Zwecke beweisen
wir folgenden Lehrsatz 19): ‘ '
’ Soll der Quotient zweier Determinanten
M _ M
N - zialrl"'an’n
_ohne Weiteres in einen Kettenbruch sich umwandeln lassen,
so ist die nothwendige aber auch gentigende Bedingung
hieftir das Bestehen einexr der folgenden vier Relationen:

__dN __dN _ dN _ dN
M= dam’ ¥ _dal,n’ M= a?,l’ M= dan,n. .
. Wir brauchen nattirlich nur einen, etwa den ersten dieser Theilstitze,
zu beweisen.

Wir geben dem Zghler nachstehende Form:

, 80 kennt man durch diese Relationen auch den Niherungs-

1 a0 853 - .. 810

) 0 a3 @3 ... 8gn
M =10 age 833 ...a;,! .
0 ang 8p3 .+ . 8n,nl
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Multipliciren wir nun die letzte Colonne mit ain—1, die vorletzte mit
an sowohl in M als in N, so ersetzt sich durch Subtraktion der vorletzten

Colonye von der letzten das Element ann durch eine Null. Ganz ebenso
ktnnen wir aber auch alle folgenden Elemente -

a2n . . . 8n—2,nj B1n—1 . . . Bn-3n—1 ¢+ - o Byys 89545 81,3

durch Nullen ersetzen und erhalten dann den Quotienten M in dieser

N
Gestalt: : -
'1 1,9 0 0 . e 0 0 Qpy 8449 00 ..0°0
0 & P O 0 0 By 8 P10 ..0 O
0 age Q Po. 0 0 a3, 832 QY P2..0 0.
0 a0 B Q. o o Degy B3 Ry Q.. 0 0 |

0 an12 Tt Up. . Qos Pogl [an—11 812 Ty Uz .. Qos Pae
0 an,2 V1 T2 « e Rn-—3 Qn—i an,1 an,2 Vl T2 . . Rn—s Qn—z
indem alle bei der Multiplikation vor die Determinanten heraustretenden
Faktoren sich im Zghler und Nenner wegheben. Hierauf schreiben wir
den Zihler folgendermassen: ’

1 o o0 . .0

B B Pyr.o. 0

'ﬂsn a2 Q. . 0 |,
a;:,l an,z V, . . Qn—z
und verfahren zur linken Seite der ersten Diagonalreihe ganz ebenso, wie
wir es vorher zu ihrer rechten thaten. Hierdurch erhalten wir %‘ gleich

legg 0 0 .. 0 0 | |legp0..0 0 |

'Oagﬂg..o 0 ,’1“2”2..0 0
0,’2“3-.0 0 :Orga;,..o 0 ,

000 .. Un—1 pn—l 00 0 .. Qn—-1 ﬂn—-l
|0 00 .. ¥n-1 CGn 000 . ¥Yn—1 Cn
und da, wie man sofort einsieht, . '
o, —p 0. . 0] ¢ —1. 0 . . O
“3’1 o —f. .0 Birr e —1 . . 0
|0 72 ag . . 0] = 0 ﬂg}‘z a3 . 0

[0 0 0 . . o 0o 0 0 .. e
so ist unser Quotient ;{— gleich dem Kettenbruche

@ ey — Biyy : (02 — oy 2 (@3 — . . . — fo1 yo—1: (on.
So ist beispielsweise
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“Ibs o 1 by ¢ 10 0 0 0 ‘
by s 0 by ¢ by bie;—byes|  [agbg—agbs b5 byc;—bee,
— 10 by o5 _ lag by byeg—haey| _ 0 bycz-e-bse|
a by ¢ 8y by c| [a by 0 ab3—agh; by 0 |
a2 by ¢ a2 by oy 3y by byeg—boey agby—aghp by bx%—bzcli
a3 by ¢ a3 by c3]  [ag by bieg—hye 0 b byez—bye,

=D — '

T aby—agh; — ﬁ%@g} b3(b102—b20‘).

bnoa_bscl

§ 8. Seit Euler’s Zeit, und besonders durch seine umfassenden
Forschungen in diesem Gebiete angeregt, haben sich die Analytiker mit
Vorliebe den Problemen zugewandt, welche den Zusammenhang zwischen
den Kettenbrtichen und den anderen Gebilden der Analysis, Produkten
und Reihen, darzulegen bestimmt sind. Als Schlusssteine der hierauf ge-
richteten- Bemtihungen dtrfen wir die eleganten Transformationsformeln
betrachten, durch welche Heine 1) und Hankel 17) gewisse Kettenbriiche
in Reihen verwandelten, welche nach positiven und negativen Potenzen
einer Ver#inderlichen fortschreiten. Obschon die Kunstgriffe, durch welche
in beiden Fillen die betreffende Umwandlung erreicht wurde, scheinbar
von einander verschieden sind, 8o stammt doch die Ableitung beider Ver-
fahrungsweisen aus einer gemeinsamen Quelle. Eine Behandlung der um-
gekehrten Aufgaben hat nun Nachreiner !®) vermittelst der Determi-
nanten in eleganter Weise gegeben, ohne jedoch, wie es werigstens scheint,
die Analogie seiner Methode mit denen der genannten Mathematiker zu
bemerken.

Wir nehmen zuerst den zwexten Theil der Aufgabe vor und verwan-
deln den unendlichen (jedoch selbstverstindlich als convergent voraunsge-
setzten) Kettenbruch

by:(x+ 8 —bp:(x+ 8 —by:(x+ 8 —
_in eine Reihe von der Form
A" + &y A—§+.

X

x2
Behiilt Qn seine nrsprunghche Bedeutung bei, so besteht die Relation
x-+89 » bl 0 “ e 0

\/B;x+a,VE 0
Q=10 Vb xta ... 0

0 . 0 0 PP x+an—1

Eine derartige Determinante kénnen wir nach Kap. II. §. 16 in eine
endliche nach aufsteigenden Potenzen vonm x geordnete Reihe umsetzen,
und zwar erhalten wir, wenn wir mit Q‘n das bezeichnen, was aus Qn fir
x = 0 wird,

\ - k:lnq k=n [=n sz'
=Y n n
Q= Q% + x SSdakda; ot
k—l k=1 [=1
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Es ist aber .
a Vb, ... 0 0 0 .. 0!
Vo, a4 ... 0 0 0 ...ol_\
dQ'n . . . S e I
dax — |0 0 ...Vbegae 0 .. 0/ [=Q0x-1.Q%+1n,

' 0 o cee 0 0 ak+1...0

. o o0 ... 0 0 0 ... 8n
und mit Anwendung des Laplace’schen Satzes, *)
axQ’m
dax dar
- d4%Q’n
dax da; dam
_dQhn
dax dag dam dar
Das Fortschreitungsgesetz dieser Ausdriicke liegt am Tage, und divi-
dirt man, wenn Pn und P‘n fir den Zihler eine analoge Bedeutung be-
sitzen, Pn durch Qn, so ist das Resultat folgendes:

k=n [=n

k=n )
Pa + kaIP’x.x—x Pxyin + x2S S8 P'ix—1 Prpa, t—1 Plrga,nt.. .+ 301

= Qox-1+ Qx41,1—1 . Q41,0
= Qo,x-1 . Qx+1, -1 . Q4 ,m—1 . Qmi1,n

= Qox-1 . Q41,11 . Q1,m—1 - Qmit,r—1 . Qrt1,n.

-

k=1 [=1

Yan =
k=n [=n

Qn + X S Q’o,k—l Qx41n + x3 S S Q'o,x—1 Qx+1, —1 Q410 + ... +x2

Es ist somxt ein Kettenbruch von n Thellbruchen als Quotient zweier
ganzen Polynome vom beztiglich nten und (n 4 1)ten Grade dargestellt,
und die weiteren Operationen sind aus der ‘Theorie der recurrirenden
Reihen bekannt.

Bezeichnen wir allgemein durch cq,n den Codfficienten von x9 bei der
im Nenner stehenden Reihe, so liefert das im Vorstehenden erdrterte Bil-
dungsgesetz dieser Grissen ¢ folgende Gleichung:

con Ay + cin Ay +-.-+.~0n.nA~n=0;
diese Gleichung bleibt offenbar auch bestehen, wenn jeder Index um eine

*) Denn ebenso wie die erste Determinante durch Zerlegung in ein Produkt
aus zwei Determinanten zerfillt, so werden mit Riicksicht auf Kap. I §. 17 bei
jeder pten Unterdeterminante (n + 1 — p)ten Grades im Ganzen (p + 1) der-
a.rtlge Determinantenprodukte auftreten miissen.. Dabei ward stets unter Q’ die-
jenige der Determinante Q’, condiagonale Unterdeterminante verstanden, welcher
das_Diagonalglied

a.p...a.q

zukommt.
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Einheit erhtht wird; es treten also zur vongen noch folgende (n —_ 1)
Glelchungen hinzu:

Co,n Al' +Cl,nA2+...+On,nAn+l.=0,

Co,n An—l + Ci,n An + ...+ Cn,n A2n—1 = 0.

In diesen Gleichungen sind die ¢ bekannte, die A unbekannte Grossen.
Gesetzt nun, es seien die Terme Ay, Ay . . . An—3, An—2 bekannt, so kann
man aus dem Systeme die noch tibrigen (2n — 1 —n 4+ 1 = n) Gris-
sen ngch Kap. V. §. 1 berechnen, und zwar hat, wie man sich sofort
tiberzeugt, die alsdann im Nenner auftretende Determinante die fiir die
praktische Berechnung hichst bequeme Exgenschaft sich auf ihr Diagonal-
_glied zu reduciren.

Hankel (s. 0.) hat, wie gesagt, die umgekehrte Aufgabe diskutirt;
fir ihn waren also die Grﬁssen A bekannt, die ¢ unbekahnt. Er ent-
nimmt dem’ obigen Systeme, welches also Jetzt homogen ist, den Werth

Ao Ai . e e An—l
., o Ay Ay ... A ,
An An-]-l ..o Ay
und zeigt, dass je zwei aufeil}andeffolgende @ durch die Relation
Ay Ay ... An
\‘ Al A2 v e An+l " 1
« v v« v | T enenp
An—l An « o0 Azn\
af einander gekniipft sind. ‘

Die hier durchgefiihrten Beha.ndlungen der Transformationsaufgabe
und ihrer Converse haben also das mit einander gemein, dass bei einer
jeden gewisse recurrente Berechnungen der independenten Bestimmung
der tibrigen Grossen voraufgehen miissen. Das ergfemal muss wemgstens
Ay und Ay, das zweitemal @; bekannt sein.

§ 9. Im Anschluss an das Obige mdge noch gezeigt werden, wie
man nach Nachreiner 1°) den Kettenbruch

1—ax:(1—ax:(1—...—anx:(1

in eine nach anfstelgenden Potenzen von x fortlaufende Reihe verwa*ndeln
kann. ,

Man hat Pa gleich
Qn
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M xo0...00 x 00...01
a1 x...0 0 1 x0...0 a
0 aal...0 0 aglx...00
boo... 1 x 000...x0 :
0 00...an1 _ [000...10}
1x...00 - x0...01 .
aal...0 0 . 1x...08
00...1 x ] 00...x0
0 0...a 1 00 .10

der zweite Ausdruck _geht aus dem ersten dadurch hervor, dass man
simmtliche Colonnen im Zihler und Nenner solange mit einander ver-
tauscht, bis die erste zur letaten geworden ist.

Um auch hier den in Kap. IL. §. 16 aufgestellten Satz in Anwen-
dung bringen zu kinnen, brancht man nur dem Zihler folgende Form zn

geben: N . .
x 0 0 ... 0 1] x0 0 ... 0 0
1 x 0 ... 0 ay 1 x0 ...00
a 1 x . 00 a1l x ... 0 0
. . . . . . + i . . . . . . .’
o0 0 ... x 0 000 ... x O
000 ... 10 00 0 ... 1 x/
.und dem Nenner eine entsprechende; dann ist, wenn P’y fir x = 0 aus
Pn Wil'd, '
. k=n dP‘ ‘=n I=n d?P’
= P n 2 n_
Pn Pr + x S an + x b dx axp +

k=1 ' =1 [=1

Driickt man den Cobfficienten von xg Wieder in Determmantenform
aus, so ist derselbe

10..00 0,...0 0
81..00 0..0 0
00..100..0 0 _
— 00..08 0..0 0 T T &
00..001..00
\ e e ® '3 & * e ¢ a2 e
00..00 0..8n1

wie aus Kap. II. §. 6 hervorgeht. In gleicher Weise erhilt man fiir die
weiteren Potenzen von x als Codfficienten die Werthe axa;, — axamm etc.
Die Substitution dieser Werthe ergiebt, von den Grenzen vorliufig noch
abgesehen, .
Pp =41 — xBax + x? SSaxar — ...

Ist nun k <! < m ..., so erhellt aus der Entwickelung der ein-
zelnen  Differentialquotienten, dass die Grenzen der obigen Summenaus-
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drticke nicht mehr allenthalben gleich 1 und n sein konnen; man_ hat l
" vielmehr

k=n k=n-2 [=n" =n—4 [=n—2 m=n

Pn=1—xSak+x’S 8 axar—x38 8  Seaxasmt—..,
k=1 =k+42 =1 .[=k42 m=I[{2
K=n k=n~—2 [=n =n-—4 [=n—2 m=n
Qu=1—x 8ax + x2 8§ axar — x3 8 8 Sakdram+—...]
: k=2 =2 I[Ek42 =2 ‘[=k42 m=[42 .

Dividirt man Pp durch ¢n, so erhilt man den obigen Kettenbruch
als rationale gebrochene FunMition xon x dargestellt, deren Ve1
in eine Reihe nach Kap. V. §. 7 sofort erfolgen kann,

Auch hier wollen wir kurz der Problem- Umkehrung gedenkens Diell
Anufgabe, bei der Entwwkelnng

14+ Aix 4 Ax? 4. _ . Lo .

I:l-le-+B2x3+. —1+x.(a1+x.(a.2+x.(a3b+...
die unbekannten Theilnenner a zu bestimmen, hatte Stern20) als vor-
liufig noch ungeldst bezeichnet; Muir 2!) gab dafir eine elegante Losun
mit Htlfe der Determinanten. Durch eine einfache Anwendung des Prin-
cips der unbestimmteri Cobfficienten findet er ganz allgemein, es sei

o emf= ‘
- n—1 = NP .
unter M und N resp dxe Determlﬁanten
1 B, By...Bo1Ba ...Bwm Bus

. 0 1 Bg e+.Bnz Bn——l ... Bon—s Ben4
0 0 0 ...1 B ...Buas Bu
0 0 0...¢6 C ...C-1 OCa

0 01 ~Cg .. 20y Cn . e CZn—A Cen—s3
Cl C, 03 «+eCn Cn+1 «+.Cm-s Cons

und i
l Bl Bg o o o Bn Bn+l P B2n73 B2n—2‘
. 0 1 B‘ Ty Bn—l Bn o o o B2n—-4 B2n—3 -
000 0 ...1 B ...Bu|Ba
0 [0 0 ... 01 ) Cg .. . Cn—1 Cn ’
0

..02 03 ...Cn. Cn-|-1

Cj 03 «e.Cn Cot1 ... Con—3| Conz
CiC C3...0n41Cnte ... Cone Conr
und unter P die aus letzterer Determinante abgegrenzte Unterdetermi- ‘

nante (2n — 8)ten Grades verstanden. Fiir asn l#sst sich hieraus der
“emteptechetrde Ansdruek leicht durch Analogle bilden; sein Vorzeichen ist
Minds. Oi ist glerch A1 — Bu , ‘

N
.
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§. 10. Zum Schlusse dieses Kapitels mige noch die Betrachtung einer
gewissen analytischen Form folgen, welche den Kettenbriichen sehr nahe
verwandt ist; wir meinen die sogenannten aufsteigenden Ketten-
briiche. Obschon bereits von dem Araber Al-Kalsadi??) entdeckt
und auch dem gréssten Mathematiker des Mittelalters, Leonardo Fibo-
nacci2), nicht unbekannt, blieben dieselben gleichwohl bis in die neueste
Zeit hinein unbeachtet; erst ganz neuerlich begannen ziemlich gleichzeitig
F Druckenmiiller 2¥), Heis %), Kunze 26) und zuletzt Lemkes??) sich
mit ihnen zu beschiiftigen. - Es erhellt sofort, dass der Nenner des auf-
steigenden Kettenbruches :

b

M by ™

. : N 2y . y

den Werth N = a3, . . . an erhiilt; im Folgenden soll nun auch ) der

Zihler in independenter Form gegeben werden. Wir beweisen zn dem
Ende folgenden Satz: - :

Der Zihler M des genannten aufsteigenden Kettenbru-
- ches ist gleich der Determinante
bb —1 0 0 ...0
|b3 8 —1 0 .o 0
bg 0 a3z—1...0
Po = |b, 0 0 a...0

DO — I — -]

. . . . . .

bo—1 O 0 0 ...an1 —1 -
bn 0 0 0...0 an

Den Beweis filbren wir durch Induktion. Zerlegen wir die Determi-
ante Pn nach den Elementen der letzten Zeile in erste Unterdeterminanten,

so folgt Pn gleich . .
b, —1 0 ...0 —1 0 0... 0 |
by aa—1 ...0 a —1 0... O
 an

by, 0 a...0 |[*(—=bar1| 0 a8 —1... 0

. . 3 . < . .

Ibn—] 0 0 ... fn—1 l 0 0 0... "'l(n-l)

Die erste Determinante ist .offenbar = Py_;, die zweite hat den
Werth (— 1)»-1 (Kap. II. §. 5), so dass demnach die Relation

Pon = an Pny + {(— 1)n-14+0-1 by = a3 Pp1 + ba

gewonnen ist. Diess ist nun aber das Bildungsgesetz der Niherungsziihler
eines aufsteigenden Kettenbruches, und da fir n = 2 die Wahrheit des
aufyestellten Satzes bereits vorliegt, so gilt derselbe fiir jedes beliebige n.

Ist z. B. allgemein (@ = 1 = n) aq = 1, so muss offenbar Pn =
by + ... 4 bnsein. Diess zeigt auch sofort eine Determinantenbe-
trachtung; denn addiren wir in der obigen Determinante fir Ppin diesem
Falle simmtliche Zahlen zur ersten, so nimmt dieselbe folgende Form an:



NIRRT T

142
by +...+b 0 0 0...0 O
. by 1—1 0...0 0
by 0 1—1...0 0
by 0 0 1...0 O
} ba—1 o 0 0...1-—1
bn 0 0 0...0 1

und dass diese Determinante sich auf das erste Element der ersten Zeile
reduciren muss, ist sofort evident.

. Eine a.llg)emeinere Theorie der aufsteigenden Kettenbriiche ist an an- \

derer Stelle ?) zu geben versucht worden; dort ward auch gezeigt, wie
man auf diese Formen eine einfache Reihen - Entwickelung der Ketten-
briiche basiren kann 30). :

§. 11. Jacobi31) hat sich die Frage vorgelegt, zu welchen analyti-
schen Gebilden man gelangen wiirde, wenn man statt des Systemes drei-

gliedriger recurrirender Gleichungen, durch welckes wir oben (§. 2) den

gewbhnlichen Kettenbruch bedingt erkannten, ein viergliedriges betrachtete.
Er nannte die resultirenden Gebilde kettenbruchihnliche Algo-
rithmen, indem er darauf verzichtete, einen Zusammenhang mit den
ilteren Formén der algebraischen Analysis ausfindig zu machen, Diesen
letzteren hat nun Ftirstenau 32) aufgedeckt. Sind x und y zwei vollig
willktirliche reelle Grssen und setzt man ' ~

— X X2 X3
= + —, = & —_ = ay + =...
Y= g, T + 7 = )
x=by + L, x=b + L, m=b 4+ ...,
Y1 y2 y3- .

unter a und b immer beztiglich die grossten'in y und x enthaltenen gan-
zen Zahlen verstanden, so folgt durch successive Substitution

1
b
1+ 1+ ...
. bs +a____
2t ...
g |+ — |
ot . .
W ta+ ... 1
y=ag |+ T , X = by |+ 1
.. 2*:—"+b4+~..., bt
3 a4 . . e
a |+ i‘+ o a |+ ~-i'~4-':--
s\ taE L - bs|tat ...
alt— g+ —|—F—
b+ ... g byt . ..
a'3'":1.44-... ! "3+a.4+...

Bezeichnet man die durch den jeweiligen Vertikalstrich nach links
hin abgeschnittenen Ausdrticke resp. als ersten, zweiten . . . Ngherungs-
- bruch von y und x, so erhellt sofort, dass die entsprechenden Nenner
gleich sein mtissen, und bezeichnen wir mit Yy, Xp, Ny immer fir den
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pten Niherungsbruch Zghler und Nenner, so gilt fiir alle drei die Recur-
sionsgleichung . .
¥, X, N)P-H = app1 (Y, X, N + bp1 (Y, X, N)p1 + (Y, X, N)p—z.
Wir sind hier somit auf diejenige Gleichungsform gekommen, welche
Jacobi zum Ansgangspunkt genommen hatte. Losen wir in bekannter
Weise diese Gleichungen auf, so- resultirt folgendes Theorem :
Versteht man unter Yp, Xp, Np beziehungsweise nach-
stehende drei Determinanten:

’

a b 1 0.0 bp 1° 00..0/|].a4 by 10..0]
—1 ay bgl..o —1 :71 b21..0 -1 a b31..0:
0 —1 ap; bs..0 0 —1 a; b..0 0 —1 a3 b..0|
0 0—14a..07 4 0 0 —1 a3..0}] 0 0 —1 a;..0|’
JI 0 0 00. a0 0 0 00..a
Yo
Np
brtiche darstellen, deren einzelne Theilzihler und Theil-
nenner gich selbst wieder als Kettenbrtiche offenbaren.

Dabei entspricht dem oben in §. 4 behandelten Fundamentalsatz der
gewohnlichen Kettenbriiche der folgende 33):

Yp41 Yp Ypu
Xpt1 Xp Xpoy
Npt1 Np Np

Nennt man die vulgliren Kettenbriiche solche der erstem Ordnung, so
wiirde die Ordnungszahl der hier diskutirten Formen die zweite sein. Die
Entwickelungsgebilde eines Systemes (n + 2)gliedriger Recursionsgleich-
ungen kdnnen folgerichtig Kettenbrtiche nter Ordnung heissen.
Anhangsweise moge tibrigens bemerkt werden, dass die Converse der von
Fiirstenau angeregten Frage bis jetzt noch nicht in entsprechender

. Weise behandelt oder gar erledigt worden ist. Aus diesem Grunde be-
halten die Untersuchungen von Bachmann 3¢) ihren selbststindigen hohen
Werth, und eine hierauf bezligliche Bemerkung des Verf. 3) ist demgemiss
zu rektificiren. -

00 0 00..a

so lassen.sich die beiden Quotienten und §—P als Ketten- -
P

1

= 1.
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Kapitel VI

Geometrische Anwendunge’n.

§ 1. Gegeben sei ein Dreieck ABC (Fig. 1) mit den drei Seiten
AB = ¢, BC —— a, CA — b. Die Coordinaten der Eckpunkte, bezogen
auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem, seien beztiglich x;, yy; X2, y2;
x3, ¥3; es soll der Inhalt des Dreiecks ‘einmal durch die Coordinaten seiner
Ecken, dann aber anch als Funktion der drei Seiten dargestellt werden.

Fig. 1.

Bezeichnet F den Dreiecksinhalt, so ist der Figur zufolge
F = Trp. AC — Trp. AB — Trp. BC,
also nach einem bekannten Satze der Elementargeometrie
F = (31 + y3) (x5 - %)) — (71 + y2) (o — %) — (32 + ¥3) (x5~ xp)
= yilxs — %) + yalx — x3) + ya(xs — X))
Dieses- Aggregat lisst sich sofort als dreireihige Determinante schrei-
ben; man hat

1 x y
2F = |1 x 7y,
1 x3 ¥

und hiemit ist bereits der erste Zweck erreicht. Fiir schiefwinklige Coor-
dinaten mit dem ,Axenwinkel « findet sich ebenso

~

Ginther, Determinantentheorie. 2. Aufl, . 10
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1 4 .
2F = [1 x; y,fsin a. .
1 13 35
Wiren bei Zugrundelegung eines solchen Systemes mcht die cartesi-

schen, sondern die Polarcoordinaten fur jedem Eckpunkt in der Form
Ty, P15 Yo, P2; T3, P3 .gegeben, s0 konnte man mit Vortheil allgemeine
goniometrische Funktionen im Sinne Unverzagt's!) und Biehringer's?)
einfiihren., Im Anschluss an die Bezeichnungsweise des. Letateren wﬁrde
die obige Formel so geschrieben werden miissen:
o o

1 r cosgy 1 sing n ) .
[ « L2 *
2F = |1 ry cosg, ry sing,| sina
« «

1 r; cosgs rg sin g, )

Um auch die zweite Formel herzuleiten, erheben wir unsere Determi-
nante nach Kap. II. §. 6 auf den vierten Grad und bilden das Produkt
100 0 0100

L =01 oy |1 0x
01 x3 y2 {1 0 xp yp
0 1 x3 y3/ (1 0 x3 y3
Die Ausfiihrung der Multiplikation liefert
0 1 1 1

4= |1 =@y xxtwmys Xxntyngs|
1 uX%+yye x4y Xexs+yays
1 xx3+yys XoX+yays  Xel+ys?
Nunmehr ‘multipliciren wir die drei letzten Colonnen mit (— 2) und
dividiren durch eben diese Zahl die erste Zelle, diess giebt
0 1
— 162 = |1 —2=l+yd) —2(11!2+}'1Y2) —2(xx34¥1Y3)
1 —2(1112+Y1Y2; —2(x*+y2?)  —2xx3t+yoys) |
1 —2(xix3+y1ys) —2(xox3+yays) —2(x3®+ys®)

Da diese Determinante, wie auch ans Kap. III. §. 6 hervorgeht, eine
symmetrische ist, so konnen wir darin nicht blos Zeilen zu Zeilen und
Colonnen zu Colonnen, sondern auch Zeilen zu Colonnen und umgekehrt
Colonnen zu Zeilen addlren Wir addiren also zur zweiten Zeile und
Colonne die mit (x;2 + y;2) multiplicirte erste Zeile, hierauf zur dritten
Zeile und Colonne die mit (x;2 4 y,?) multiplicirte erste Zeile und schliess-
lich zur vierten Zeile und Colonne die mit (x32 + y32) multiplicirte erste
Zeile, so folgt

0 1
_ 1 0 (x—xp)? + 1—y2)* (11‘—!3)2 + (y1— 373)2
16F2=y (xr-xz)2 +(y1— )3 (x 2—13) + (yo—y3)¥’

1 (xg—x3)? +(n—13)2 (x1—x3)? + (y1—y3)*
Aus der Flgur l4sst sich folgern, dass
(x—x2)% + (yi—y2)? = ¢4 (x,—x3)* + (YI‘—Ys)z = b?
(x—x3)? + (ye—yo)t =
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ist. Fuhrt man diese Werthe ein und mulliplicirt nachher jede der vier
Colonnen mit abe, so ergiebt sich — 16F? gleich

0111 0 abc abec abe
1 0 ¢ b2 1 abe O - abc? abdc
1 ¢ 0 a%| = aip'cd |abc abe3 O adbe|”
1 b2 a2 0 abc "ab3c adbe O

Jetzt dividire man die zweite, dritte und vierte Colonne und hierauf
immer die entsprechende Zeile mit bc, ac, ab; dann tritt der Fakbor a‘bict
vor die Determinante, und man hat ' -

0Oabe
»—|(80¢D
—I6F =y ¢ 0 alf
. cbaoOf
Aus dieseni Ausdrucke aber folgt durch Rexhenvertauschung unmittel-

bar der folgende:

]a b e O
— b a 0 ¢ _ 1
N _"Fz_cOa'b—ﬁA
0 ¢ b.oa

Die hier gew#hlte Ableitung dieser Relation rithrt von einer Vor-
lesung des verstorbenen Erlanger Professors H. Pfa ff her {Wintersemester
1869/70); eine andere gleichfalls sehr elegante hat kilrzlich Ritsert 3)
gegeben.

§. 2. Tm Apschlusse daran mpge noch gereigt werden, wie nach
Baltzer’s ‘) und Hankel’s® Angaben Mobius die Struktur dieser
Determinante als nothwendig dargethan hat. Er entnimmt der Determi-
nantenlehre einzig als Htlfsatz die Thatsache, dass A durch die vier Aus-
driicke

| a+b+ec a+b—¢ a—b+4+ec —at+tbie

ohne Rest theilbar ist ; dass diess sich wirklich so verhalte, erhellt sofort aus
Kap. II. § 8, indem A\ gleich jeder der nachstehenden vier Determinanten

a+b+c be O |atb—c b c O a—b+e¢ bc O at+b+ec b ¢ O

b+at+ec a0 ¢/ |[b+a—c a O ¢ b—a—c a 0 ¢| |--b+a—c a 0 ¢

ct+at+b O a b’ [c—a—b O a b’ | c+a-b 0 a b’ |—ct+a—b 0 a b’

c+b+a ¢ b a] le-b—ae¢ b a|] |—ctb—a c b a ctb-a ¢ b a
und von diesen vier Determinanten sieht man sofort, dass die erste Co-
lonne’ einer jeden, und damit auch die Determinante selbst, einen der ge-
nannten vier Ausdriicke als Theiler enthilt.

Mibius’ Raisonnement ist nun weiter folgendes. F! muss eine sym-
metrische und homogene Funktion der Seitenquadrate a2, b? c¢? und zwar
fir dieselben vom zweiten, im Ganzen also vom vierten Gr’xde sein. Wenn
die drei Punkte A, B, C irgendwie in ein und dieselbe Gerade zu liegen
kommen, d. h. wenn einer der vier Fille

a+b+c=a+b—c=a—b+ec=—a+b+tc=0.
eintritt, so muss F? znr Determinante ~
10* . R
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’ abec O
—|b a 0 ¢
A__ ¢c Oa b
O ¢ b a|] -
ein von a,-b, ¢ unabhingiges Verhiltniss haben, d. h. es ist
— F? = pu? A

Durch Betrachtung eines speziellen Falles, z. B. des gleichseitigen
Dreiecks lisst sich dann auch p? bestimmen. Fiir a — b = ¢ folgt aums
unserer Formel A — — 8a!. Andererseits folgt durch direkte geome-

4
trische Betrachtung F? =.3{§; es besteht also die' Gleichung *)

—”2(— 8al) = 6 N 169
also wiederum auf ganz anderem Wege findet sich
1
—F = _ A
F 16 A

Die Berechnung des einem Dreieck mmschriebenen Kreises vollzieht
sich nach Mansion ®) folgendermassen. Wir denken uns den Ursprung
des Coordinatensystems mit dem Kreiscentrum zusammenfallend; alsdann
konnen wir, unter R jenen Radius verstanden, einer in der obigen Ent-
wickelung- vorkommenden Formel folgende Gestalt ertheilen:

1 R? R? R?

0 O 02 b2 — I 2
0 ¢ 0 a?2| — 32 FIR2.
0 b a? 0 :

Es stellt sich also R? als der mit einem constanten Faktor multiplicirte
Quotient zweier Determinante vom resp. dritten und vierten Grade dar.

§. 8. Eine ihnliche Formel, wie wir sie in §. 1 fir den Flichen-
inhalt eines durch die Coordinaten seiner Eckpunkte bestimmten Dreiecks
fanden, lisst sich auch fir den cubischen Inhalt eines Tetrasders angeben.
Diese Formel ward bereits von Lagrange (s. o. Kap. I. §. 8), wenn
auch freilich noch ohne die symbolische Bezeichnung der Determinanten,
hergeleitet; in sehr einfacher Weise kann diese Herleitung nach folgender
von Baltzer 7) entwickelten Methode bewerkstelligt werden.

Es sei ABCO (Fig. 2) das gegebene Tetrasder; durch seinen einen
Eckpunkt O sei ein willktirliches schlefwxnkhges Coordinatensystem XYZO
gelegt, fir die drei Punkte A, B, C sei resp. AQ =1z, Q8 =y, 80 =1x;
‘BR—-ZQ,RT—YQ,O—!Q,OU— , UV.= y3, VO = x;. Fullt
man hierauf von C aus auf die Ebene OAB ein Loth CN = h und be-
zeichnet den Tetrasderinhalt mit J, so ist zun#ichst

8J = h . A OAB.

Die fiinf Geraden CU, UV, VO, ON, NC bilden nun ein geschlossenes
windschiefes Polygon; projicirt man dessen Seiten simmtlich orthogonal

*) In der ersten Auflage hatte sich an dieser Stelle ein Rechnungsfohler ein-
geschlichen, der jedoch natiirlich das richtige Princip nicht beeintrichtigen konnte.

-
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auf CN, so ist nach einem Lehrsatze, dessen Boweis etwa bei Duhamel
nachgesehen werden mag (Einleitung z. anal. Mechanik),

h = x5 cos (b, x) + y3 cos (b, y) + 2z cos (b, 2),
indem wir in bekannter Weise den von den beiden Geraden p und q ein-
geschlossenen Winkel mit (p, q) bezeichnen.

Zieht man die geraden Linien OR, RQ, QO und berelchnet den Flichen-
inhalt des so entstandenen Dreiecks RQO mit Ax, denkt swh ferner auf
den drei Coordma.tenebenen beziiglich die Lothe x’, y‘, z‘ errichtet und
legt senkrecht auf z’ eine Ebene durch das tiber OQR errichtete schief-
winklige Prisma, so schneidet dieselbe jemes in einem Dreieck, welches so-
wohl als Projektion von ABO, wie auch von RQO aufgefasst werden kann.
Demnach hat sein Inbalt die Werthe

. A cos (hy x) = Axcos (x, x‘).

Entsprechend ist, wenn Ay and A: eine entsprechende Bedeutung haben,
A cos (b, y) = Ay-cos (y, y); A cos (b, z) = As cos (z, 2.
Denkt man sich nun aus den drei Seiten OA = a, OB—=—"5b, 0C = ¢

ein Parallelepipedum construirt, so findet man, je nachdem man von einer

- bestimmten Ebene als Basis ausgeht,

: abe sin (y, z) cos (x, x') = abe sin (x, z) cos (y, ¥°)
= abe sin (x, y) cos (x, x‘).
Bezeichnen wir den gemeinsamen Faktor von abe durch #, 80 ist dem

Obigen zufolge
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~und, wenn man §. 1 herbeizioht,

2 A cos (b, x) =

Da 2 A cos (b, y) und 2 A cos (h, z) sich ebenso durch eine zwei-
reihige Determinante darstellen lassen, so folgt durch Substxtutxon ans
dem eingangs hingestellten Lehrsatze

— Y1 Y2 I X Xy X3
. 2h A B(x Z 22 ys 24 l+ “ ‘m Yzl)

Da aber hA = 87 ist, so folgt, indem man das erhaltene Aggregat

zu einer Determinante vom dritten Grade zusammmenfasst,

Yi Y2
Zy , o

I X3 X3
6 = pm|Y1 Y2 Y3|-
2, . B

Llegt ein Eckpunkt der dreiseitigen Pyramide nicht im Ursprung des
Systemes, sondern kommen ihm die Coordinaten x4, yo, 7 2u, so ist

1111 ,

Xo-X X3 X3
“lvo 31 32 3"

%0 21 % 73]

Die fiir das Dreikant OABC charakteristische Grosse w wurde von
v. Staudt®) als Eckensinus in die Rsumgeometrie eingeftthrt und
durch das Symbol sin (xyz) bezeichnet. Fiir den gewthnlichen Sinus eines
von zwei Geraden x und y gebildeten Winkels gilt bekanntlich die Relation
1 cos (x, y)

cos(x,y) 1
und hieraus lisst sich nach Analogie auch anf das Bestehen der folgenden
-schliessen 9):

6 =

sin? (x, y) == 1 — cos? (3, y) =

1 cos (x, y)_ cos(x, 2)
sin? (x, y, z) = |eos(x, ¥) 1 cos (y, z
cos (x, z) cos(y, z) 1

In der That aber geht aus dem, was oben idiber die Bedentung des
Eckensinus bemerkt ist, unmittelbar die Richtigkeit der :Gleichung hervor:
sin? (x, y, z) = sin¥(x, y) sin®(y, z) —fcos (z, x) — cos (x, y) cos (y,2)?
und hiér ldsst sich die rechie Seite sofort in Form jemer symmetrischen
Determinante dritten Grades schreiben.

Nicht. uninteressant ist es, die Inhaltsformel des Tetradders fir den
Fall zu adaptiren, wo die Coordinaten der Ecken nicht direkt vorliegen,
‘sondern lediglich die Gleichungen der vier Begremsungs-Ebenen:

aix+b;y+ciz+di=0(l'—‘—=‘l>2 3, 4).
Berechnet man aus ihnen die Coordinaten der Darchschnittspunkte, so

wird
A — B m:’cii__1234),

S R G M Dy

.wo denn die 16 Grossen Aj, By, Ci, D die sechzehn moglichen ersten Un-

—
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terdeterminanten von 2 + a byesd, darstellen. Setzen wir dieselben in
der obigen Formel ein, so wird
6] — ”2 + A17B203D4 ,
N DyD;D;3D,
und da die hier im Zghler erscheinende Determinante nach Kap. IIL §. 8
der erstgenannten adjungirt ist, so folgt zum Schluss mnach gleichem
Paragraph » :

Diese durch Einfachheit sich auszeichnende Entwickelung' rithrt von
Studnicka 19) her. : .

§. 4. In diesem Abschnitt sollen einige bemerkenswerthe Anwendun-
gen der Determinantenlehre auf analytische Geometrie vorgetragen werden.
Als einer ‘der wichtigsten Sttze der Curvenlehre gilt der, dass die soge-
nannten Kegelschnitte sowohl als Punkt- wie als Tangentengebilde eine
Gleichung vom zweiten Grade ergeben, d. h. dass sowohl ihre Ordnungs-
zahl als auch ihre Classenzahl 2 ist. Den Beweis fir diese Fundamental-
eigenschaft fuhren wir nach Heger !!) *). Die Gleichung der Curve sei
in homogenen Punkt- und Liniencoordinaten resp. diese: :

f = a1,x2 + 280,0XXp + 281,3%,%5 + 89,9%5% + 28,3%p%3 + 833%;% = 0,
P = ay? + 20,005 + 281,30,03 + e,0u,7 + 20,3053 + @3,5u5% = 0.

Steht eine Tangente um r vom sogenannten ,Fixpunkt“ des Systemes
ab und versteht man unter A einen unbestimmten Codfficienten, unter
hy, hy, hy die Hohen des Fundamentaldreiecks, so gelten zuntichst nach
. den fiir das Tangentenziehen bestehenden Gesetzen die Gleichungen:

DY —Ard =0, 2f;, —Ar2 =0, 3 f; — Ar 2 = 0;.
hy "~ hy

hg
\I.)Q'L_Aﬁ.z s 2);})'2-—A§-=0,II.)¢’3—A§=O,
by h by

2
Hiezu tritt dann noch das erstemal die Gleichung des Tangentialpunktes,
das anderemal diejenige der Beriihrungslinie selbst, nimlich:

o G 3 o u3 . —o. Xy s 4 TXp 0 o TX3 . _
4) By x'y + b, xy + h3x3—0, IV h1u1+h2 u42+h3 uy = 0,
Damit die vier beztiglich durch deutsche und rbmische Ziffern charak-

terigirten linearen Gleichungen co¥xistiren kinnen, muss je eine Bedingungs-
gleichung bestehen; nach Kap. IV. §. 8 hat man resp. (atx = ax,)

Xy

B1y1 81,2 84,3 E @y Gy Qyy3 B
. up Xo
82,1 89,2 82,3 h——2 - | 251 G20 Cgy3 172'
wul|= 0, x| = 0.
8391 83,2 83,3 E 03,1 O3y 03,3 h_s :
on oo 4% %o
by hy by hy by - by

*) Die Heger'schen Dreieckscoordinaten unterscheiden sich- von sonst fiblichen
Systemen dadurch,. dass der Quotient der Streckenverhiltnisse stets der gleiche ist.
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Der blosse Anblick dieser Determinanten lehrt, dass jede von ihnen

" fiir u und x vom zweiten Grade ist, und damit ist der Beweis fiir unsere

Behduptung erbracht.

Die abgegrenzte dreireihige Determinante - heisst Dis crlmlna.nte

des Kegelschnittes; verschwindet sie identisch, so zerfillt der Kegel-
schnitt in zwei gerade Linien. Mit Riicksicht auf dxese Terminologie kann
man sagen:
_ Die Gleichungen einer Curve zweiter Ordnung kann man °
aus der Discriminante dadurch erhalten, dass man diese
letztere mit den durch die Hohen- des Funda.mentaldrex-
eckes dividirten Coordinaten réndert*). —

Es moge ferner noch an das sogenannte Hauptaxenproblem fiir eine
Fliche zweiter Ordnung erinnert _werden. Legt man_ die Glelchnng einer
golchen in. der Form

ax? + by? 4+ cz2? 4 2lyz + 2mxz + A2nxy +d=0

zu Grunde, so hat man der Fliche bereits einen Mittelpunkt beigelegt; es
muss drei (auf einander senkrecht stehende) Hauptaxen geben, und es
muss (wie u. a. in der mit trefflicien geschichtlichen Bemerkungen aus-
gestatteten D‘ustellung Hesse's 12) nachgesehen werden mbge) die cubische
Gleichung X
a—k =n m

n b—k 1 = 0

m I e—k|
drei reelle Wurzeln besitzen. Der Nachweis dieser Elgenseha.ft ward nun
von Kummer 13), Hesse '4) und Henrici %), in besonderer Einfachheit
aber von G. Bauer 1), dadurch erbracht, dass die Discriminante dieser
Gleichung (Kap. IV. §. 9) als eine Summe von vollstindigen Quadraten
dargestellt wurde. So sehr sich aber die uuletzt erwiihnte in die erste
Auflage dieses Werkes aufgenommene Methode in vielen Beziehungen em-
pfiehlt, so mochie doch flir ein Elementarbuch die kurze rein analytische
Demonstration Mansion's 17) vorzuziehen sein. :

Derselbe bildet das Produkt P . Q gleich

-

a—k n  m a+k n  m | :
n b-k 1 n b+k 1 |=46 — EA* + M2 — N =
m 1 e¢-k | m 1 ec+k

wo L, M, N, wie die direkte Ausrechnung zeigt, positive Grissen sind.
Dénkt man sich die fur A2 cubische Gleichung aufgelst, so lisst sich
die Descartes’sche Regel anwenden, welche besagt 18): Eine Gleichung
besitzt hochstens soviele negative Wurzeln als Zeichenfolgen. In unserer
Gleichung kanu folglich, da sie ausschliesslich Zeichenwechsel aufweist,
kein Wurzelwerth negativ sein. Demnach aber, weil die Wurzeln positiv
sind, kann jede der beiden urspriinglichen Gleichungen keine rein imagi-
niéiren Wurzeln haben. Gesetzt also, die allenfalls vorhandenen complexen

Woaurzeln triigen die Gestalt (r + s 4/—1), so substituiren wir féir a, b, ¢
beziiglich (a — r), (b — r), (¢ — r); dann haben wir zwei Gleichungen

) Diess ist ein Beigpiel fir den erweiterten Gebrauch des Begriffes ,Rénder-
ung einer Determinante,“ auf welchen dls in der modernen analytischen Geometne_
fiblich bereits friither (Kap. II. §. 6) hingewiesen ward.

Bt

y
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genau wie die obigen, und es wiirde sonach fiir sie das Gleiche gelten.
Daraus folgt:

Die cubischen Gleichungen P —= Q = 0 bes1tzen aus-
schliesslich reelle Wurzeln.

Die auf analoge Weise wie P und Q gebildeten Gleichungen besitzen
stets eine geometrisch bedeutsame Discriminante; verschwindet dieselbe
identisch bei P = 0, so hat man es '%) mit einer Rotationsfliche zu thun,
verschwindet sie bei der Gleichung .

'a'isl'_" 2142 LR 84,5 89,6

81 832—A . . . B35 8
. . . . . . = 0,
2py1 B2 . -+ Bg5—A Bpg
agy1 a6y2 885 866

so besitzt der bestigliche Complex zweiten Grades (Kap. VIIL. §. 6) nach
Voss 20) eine doppelt zihlende Gerade.

§. 5. Eine weitere interessante Anwendung auf die Geometrie der
Kegelschnitte soll den Schluss dieses Kapitels bilden. Es soll bestimmt
werden, ob die Durchschnittspunkte einer Geraden nnd eines durch 5
Punkte festdelegten Kegelschnittes reell oder imagin#r seien. Wir nehmen
homogene Punktcoordinaten an, so dass also die Coordinaten der gegebenen
Punkte folgende sind:

@4, ﬁh 715 o, ﬂ2y 725 s, ﬂ3’ 735 oy, ﬂb Viy @ pb) (S
Die Gleichungen von Kegelschnitt und Gerade seien:
X2 4+ bxy? + cxg? + 2fxox; + 2gx3x; + 2hx;x; = O,
A.X1 + BXQ + st — 0
Dann miissen folgende fiinf lineare Gleichungen bestehen: )
ao;? + b + ey + 2ffiys + 2grin + 2haf = 0 (i = 1, 2, 8, 4, 5);
hiezn kommt noch die die Schnittpunkte von Curve und gemder Linie be-
stimmende Gleichung ~

a h g A

h b £ Bl
+ . lg £ e C} T

A BCO

Die Resultante dieser’ ftinf linearen mit der einen quadratischen
_Gleichung ist nach Kap. V. §. 14 durch die Determinante M gleich

0 Clz. B12 '—2B‘CI 0 0 a4 2 PR a52
C,2 0 Aq? 0 —2C4A O ﬁ: 853
B|2 A12 0 0 0 —2A1B| )'1 . )752
'—2B|C| 0 0 —2A|2 2A|B1 201A1 2ﬂ|)’1 o 0. 2#5)'5
| 0 f—2C|A| 0 2A1B1 '—2‘B]2 2B101 2)’1!11 . . 275a5
O ’ 0 _.2A'B‘ 2CiA-l 2B101 — C‘z- 2“1#] . 2“&’5
@2 B nt 2y 2ne 2¢f O ... 0
o5’ Bs* - 76° 28575 20505 208 O 0
gegeben. Ist M =0, so ist jene Gerade eine Tangente des Kegelschnittes;

ist M positiv, so sind die Durchschnittspunkte imaginir, im entgegenge-
setzten Falle dugegen reell 21).
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Kapitel VIL

Funktionaldeterminanten.

AN $ -~

§ 1 'Es seion gegeben n l;omogené' Gleichungen .
(‘h‘:-- )‘=0 f“(“ . )=0.

wir bilden ans denselben die n? moglichen Dlﬁ'erentlalquotxenten und
stellen dieselben zu einer Determinante nten Grades

an e am
dX1 dxl e dX1
aft ap  af
fr = d—x; d_x2 oo d_x—g
aft afe dfn
dXa dxp ~ ' dXa

zusammen, welche von Jacobi!) unter dem Namen Funktnona]deter-
minante in die Wissenschaft eingeftthrt wurde. Eine kiirzere Bezeich-
nung fiir dieselbe ist folgende:
fr =2 + f‘,t f2,2 . fn,m
Sind die obigen n Gleichungen nicht vollkommen unabhingig, sondern
hingen sie durch eine Gleichung ¢(f.’ e fm) = 0 unter sich zusam-

men, so liefert diese Gleichung, partiell nach simmtlichen darin vorkom-
menden Unbekannten differentiirt, folgende Gleichungen:

dp dft dg df? dep dafr __ -
Wan Tttt (FLAE. 0

Diese Gleichungen sind ihrer Entstehung nach mit einander vertriig-
lich, es muss also die Determinante ihres Systemes nach Kap Iv. '§ 3
identisch verschwinden. Diess giebt den Satz?):

Sind die Funktionen fl, f2 . . . fo durch 1rgend eine Rela-
tion verbunden, so verschwmdet die. Funktionaldetermi-
nante des Systemes, und umgekehrt kann man aus dem Ver-
schwinden dieser Determinante auf das Vorhandensein einer
solchen Relation schliessen.

Es geht aus dem Vorhergehenden auch zugleich hervor, dass und wie
die Funktlonaldetermmante mcht bloss in diesem spezmllen sondern auch
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im allgemeinen Falle als Elimin&tions-Resultat aufmfassen ist. Denn be-
stimmt man aus dem durch Differentiirung der obigen Gleichungen ent-
standenen Systeme.

aft = ﬁ,ldX| + fl,deg + .+ fi,nd!n (l = 1, 2, 3... n)
etwa dxx, so ist ' . : .
fi0 « «  Px-1 df! fixqr .. . fin .
ka = . . . .« e o » . . o . : fx .
fo1...fox—1df® foxp1 ... fon
§ 2. Bisher waren die Funktionen f einfach aus n unabhingig ver-
#nderlichen Grossen zusammengesetzt; wir gehen nun einen Schritt weiter
und setzen
1 — @l =
f=fpn...m - ®= q’n(Yl»ys--'Xn)’
y1.= 1»“'l(x,, Xpe.oxm) T T= Vg x| x)

Differentiirt man belde Systeme von Gleichungen, so erhalt man die
DJﬁ'erentlalglelchungen

an = g": ay, + d”" aye 4 ... + 9;{—‘ aya
n
=1,2,8...n)
_dy ayt dyt (=12,
dy:—d dx+d———xzdx+ ..+d——dxn

Aus diesem Systeme van 2n Gleichungen folgt, wenn man den Zu-
sammenhang zwischen f und ¥ bernckswhtlgt, durch Anwendung des
Multlphkatlonsgesetzes zuerst

+ dyt oy 5y det i + I
. * dx, o an d.YI : dyn T = oedxy T dxa
und weiterhin ein Jacobi’scher Lehrsatz 3):. .
dfl dfe - art dfn dy dyn
P ...—=2 e HD I - -
i dxn dy; dYn - dxg dxn
§. 3 Wahrend im Vorstehenden y in x und f in y explicite ausge-

driickt war, moge jetzt folgende Beziehung stattfinden. Es sei
1 . Q" = 0.

fl .o ) fl R A
[x ... %] [xl «e+ o] [x...xa] [%x...7]
Hier ergiebt die Ableitang dieser Glenchnng«m nach simmtlichen f
folgende Identititen:

dp At ot 1,2 3...0

. aft " dxm afm dx; - dXi (
*  Setzt man nun ’
|d¢1 do! I Idtpl dot
T dx, " " dxa
e s e =, .. .| = ex,
dgr do» d¢ ~ don :
aft " " " dfa dx; * ' dxa

o s

-
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s0 hat man wiederum dem Multiplikationsgesetz zufolge
¢t . fx = (— )2 gx.

Es steht jedoch ersichtlich auch nichts im Wege, umgekehrt die x als
Funktionen der f zu betrachten; dann komnen wir die eben erhaltene
Gleichung so schreiben:

) Px : Xg = (— Dogr.
Multiplicirt wan diese beiden Gleichungen mit einander, so folgt
fr .xr= (— 1) = 1. '
Beispiel. Es sei ¢! = af! + cf?, g2 = b(f')? — df?, wobei
fl=x + x5, 2 = x;X
genommen ist. Dann hat man - -
dpl del| [dft df‘)

ool ar| i oam | e of 1 1
pr. fx = dg® dg? |af* df?| T 2bx; +2bx; —d Xy x’nf
gt af?| |dx; dx,

= — 8dX1 :" tldX2 —_— 2bcx,2 + 2ch22. -
Der niimliche Werth ergiebt sich aber, wenn man

ag! - dg!
dX1 dXQ 8+CX2 atcx,
dg? dg?|  |2bx, + (2b— d)x, 2bx;+ (2b—d)x,
‘ dx, dx, ‘
berechnet.

Driickt man vermittelst der obigen Gleichungen f! und f; durch x,
und X; aus, so findet sich

6 =4# (! + V()7 —4f) ) X = § (f — VEP—1R);

also

dx, dx, 1 (l + - 1 —1
at arz| _ |2 V() —ar) V(f)—if2
@ﬁ@‘_ﬁ_l(1+_.f‘,) 1 0
aft  ae 2 Ve —ar) V() —4f
und diese letztere Determinante hat den Werth
1 1 (=1
V(Fy_—‘;p_x,—xg_ 1 1’
Xo X4

in Uebereinstimmung mit dem oben gewonnenen Satze. -
§ 4. Von besonderer Wichtigkeit erweist sich die Lehre von den
Funktionaldeterminanten bei gewissen Problemen der Integralrechnung
sowie der hoheren Geometrie. = - '
Es sei gegeben das nf(at):he Integral
nj.

J:J'(D(x‘.”h)dxl e oo dxn,
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und es werde gefordert, anstatt der Ver#inderlichen X; . .. Xn eine neue

Serie variabler Grossen einzufithren, welche mit den fritheren durch n

Gleichungen . ‘
=g ... uw) i=1238...n)

verknlipft sind. Die betreffende bereits von Jacobi*) hergeleitete Trans-
formationsformel entwickeln wir hier nach der Darstellung von Baehr 9).
Durch Elimination ‘der (n — 1) Variabelen uy, u3 . . . un findet man

x = Fly, 1, x; ...
Ebenso ergiebt sich, wenn man u, an die Stelle von x, treten lisst,
X = Fz(u,, Uz, X3 ... Xn)°

8o wird das Integral schliesslich folgende Form annehmen:

= . dFt dFn—1. dafs
= jdui J‘dug e J‘ dun—l‘“‘ w(Fl ... Fn1, fn) Il&[ . dun—x dun —— dup.

Die Integrationsgrenzen bestimmen sich aus dem Fritheren duvch die
n Gleichungen x; — F.. Differentiirt man hierauf die Gleichung

=Pe ... w=Pq.. . Up Xp41 .. . In)

successive nach Xp41, Xp42 . . . Xn, 8o erhilt man folgendes System von
(n — p + 1) Gleichungen:

dr _ AP AP dgy AP dm
dup, ~ dup dxpy: dup 0T dxe Cdup
dxp - dFp dxp_-l-_l + + (_iF_'p. . dxn )
dup1 dxXpii dugyr 07 dxa  dupy
&: (EP_.d_xp'l'__l.i. +(}B.d_xf‘,.
dun pr+1 dUn e dxn dun

Die Bedingung fir das gemeinsame Bestehen dieser Gleichungen ist
nach Kap. IV. §. 8 folgende:

dxp _ dFP  dxpi1 dxp+z dxn

a;p_ aa; dnp (ﬁr o \' (E
dxp (dxppr dxpy  dvn
dupt1 dupy: dupyr " dupys
a%  dpn A dn (=0
dups dupye dupyz  dupys
dxp dXpy1 dxpye dxn

| dua dun  dun ' dun

Zerlogt man diese Determinante nach Kap. IIL § 8 in eine Dlﬁ'erenz,
so resultirt
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1569
ix_p gx_._. de+1 an I
dup "7 dup gpe | duph o dup+1|
— d_i’ . . L = '0.
dxp dxa dxp41 dxa
e |dup ' dup | dun " dua |

Bezeichnet man, um die darin vorkommenden Elemente bestimmt
unterscheiden zu konnen, die beiden hier vorkommenden Funktionaldeter-
minanten beziiglich durch

D(xp, Xp41 . . . Xn); D(Xpt1, Xp4z - . - Xn),
g0 ist der letzten Gleichung zufolge
dE= D(xl), xP+1...Xn) .
dup D(Xp41, Xp42 . . - Xn)

Setzt man hier fir p simmtliche ganzzahlige Werthe zwischen O und
(n — 1) ein, so erhflt man durch deren Multiplikation, indem blos der
erste Zihler und der letzte Nenmner sich nicht fortheben,

@_F_l (E_z_ dFn—1 - D(x,, X3 .0 0 Xn)
dny ‘' duy, " " " dun-1 D(xn) !
) dfe an .
der da D = =t
oder da D(xy) ans o, 8t
dFt  Jpe dFo—1  dfe ’
E'E"'@’E_D(x"xa°"xn)'

Durch Substitution dieses Werthes fir das in der obigen Integral- -
formel vorkommende Produkt ergiebt sich zum Schlusse:
dx dy
dlli -dug e dun
- dx, dx, ~ dx
J= J‘a)(fl, f2,.. M) duy du ** " dun| dundun—; . .. dupdu,.

(n)

dxn dxy  dn
: du; du, " dun o

Ganz analog gestaltet sich die Behandlung, wenn die x nicht explicite
in (;len u ausgedrtickt, sondern mit ihnen durch Gleichungen verkntipft
sind. .

Beispiel 1. In einer Kugel, bezogen auf ein durch den Mittelpunkt
gelegtes rechtwinkliges Coordinatensystem, #ndert sich die Dichtigkeit so,
dass sie in concentrischen Schichten gleich bleibt;. fiir jeden Punkt im
Inneren ist dieselbe proportional seiner Entfernung vom Mittelpunkt. Auf
den drei AXen X, y, z nimmt man -bestiglich drei feste Strecken a, b, ¢
und construirt daraus ein Parallelepiped, dessen Masse bestimmt werden soll.

Ist M diese Masse, ¢ ein Proportionalititsfaktor, so erhiilt man offenbar

a pb ~c
M=¢ fJojOVx2+yqzﬁ dz dy dx.

Zur Auswerthung dieses dreifachen Integrales wird man sich mit
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Vortheil polarer Coordma.ten bedienen, und es sei, unsere Aufgabe; die-
selben einzuftihren. - -
Zunychst ist, wenn
Z = uy sinuy,, y = W €08 Uy sin U3, X = Uy COS Uy COS U3
gesetzt wird, ) o ,
VIR = u

Ferner hat man

dx dx dx

d.u’ duy dug cosu; cosuz —Uy SinUp COSU; —Wu,; €OS Uy sinng

dy dy & | g —u; sin g 8 |
= | = [cosuy sinug u; sinu, sin uy u; cos uy cos ug|.

duy duy dug 7 . o

dz dz dz sin uy Uy cosuy .

du, du, dug .

Diese letatere Determma.nte lisst sich auf eine sehr einfache Form
bringen. Wir setzen u;2 und cosu; als Faktoren vor die Determinante,
multipliciren hieranf die. erste Colonne mit cosu,, die zweite mit sin u,
und subtrahiren letztere von ersterer; dann wird die Funktionaldetermi-
nante

u,? cos uy eoas2 up cosug —cosuz —sinug
=————— |cos?u, sinug sin ug cosuy |,
1 .
snugoosu2|sm w, cos uy (VN 0 |
und hieraus folgt nach Kap. II. §. 6 sofort wiederum
2 cosmy (—ecos? u; — sin®uz) = — w?cosup.

Es ist demnach unser obiges Integral jetzt folgendes geworden:

8 (P (X, w) :
J‘ j j (— uy? cos ug) duy duy du, . _

Die Funktionen ¢ und yx sind den Transformationsgleichungen zu ent-
nehmen; a, ist gleich Va?4b?+c2. .

Beispiel 2. Bei seinen Untersuchungen iiber die Bewegung des
Aethers in Krystallen hat C.- Neumann®) der wirklichen Zusammen-
setzung dieser imponderablen Fliissigkeit eine absolut gleichfsrmige als
fingirt gegentibergestellt. Betrachtet man einen Punkt innerhalb der auf
einen bestimmten Punkt beztiglichen Wirkungssphtire des Agthers und be-
zeichnet mit a, b, ¢ die relativen Coordinaten jenes willklirlichen Punktes
in Bezug auf den Mittelpunkt der Kugel, denkt sich ferner die Coordinaten
eines Punktes im Normalzustand mit x, y, z und im fingirten Zustand mit

X+ ¥xy2, 7+ 0%y, 2,27+ U, T, 2)
bezeichnet, so sei
“'—(1—“)8'— b—l‘2°:ﬂ—(l—y)b—ylc_y2a$
fb—n c — 7w a—mb,
unter —m, - gy, — "’v —V, —V¥, —¥Vy; —&, —7, — T resp. dle par-
tiellen Ableitungen " der §, 7, § mach. x, y, z, unter. e, 8, 7 resp. die
Werthe 7)
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a+ & §x+a, y+b, z+c) —§(x, 5 2),

b + g (x+8, y+b, 24+e¢) — q (%, 3, 2),

¢ + C (x+a, Y'l'b z+c) — t (X, Y, 2 )
verstanden. 'Denkt man sich dann um M heram eine sehr kleine ge-
schlossene Fliche conmstruirt, deren Inhalt je nach dem verschiedenen Zu-
stande des Aethers durch S und 3 ausgedrtickt sein moge, so kann man
die darin enthaltene Aethermasse M beziehungsweise durch

‘-f“'qdaabaczj“#}dadﬁdr ‘

darstellen, wenn q und 9 resp. die Dichtigkeiten des Aethers bedeuten.
Soll q berechnet werden, so dient hiezu die Gleichung unseres Para-

- graphen:
da da do
da db de

' g a8 daf
M=J‘J‘J‘Ed—b i 3 da db de.

dy dy dr
da db de
Vergleicht man die beiden dreifachen Integrale mit einander, so er-
giebt sich
l—p  —py —p|
—vy 1—v —y
—-m —m l—n
oder, wenn man diese Determinante ausrechnet und blos die linearen
Glieder beriicksichtigt 3),

Q=

=310 —p—v — mw),
ein Resunltat, aus welchem dann (a. a. 0.) interessante physlkahsche Con-
gruenzen gezogen werden *).

§. 5. Eine wichtige Rolle spielen die Determinanten, welche wir bis- -
her theoretisch betrachtet haben, in der Lehre von der Flichenkrtimmung.
Soll die Kriimmung einer ebenen Curve bestimmt werden, so vergleicht
man bekanntlich das Curvensttick in der N#he des betreffenden Punktes
mit dem zn demselben gehdrigen Kriimmungskreise. Da es eine Kriimm- .
ungskngel ffr eine Fliche in diesem Sinne nicht giebt, so hat Gauss )
folgendes Auskunftsmittel ersonnen.

Um den Ursprung des (als reehtwinklig vorausgesetzten) Coordinaten-
systemes construirt man mit der L#ngeneinheit als Radius eine Kugel. Soll
im Punkte x, y, z die Krimmung der Fliche angegeben werden, so denke
man sich diesen Punkt als Eckpunkt eines unendlich kleinen Dreiecks A
der Fliche, dessen beide andere Ecken durch die Coordinaten

x+dx, y+ dy, z +dz; x+dx, y + dy, z + 0z
bestimmt sein mdgen. Ferner ziehe man durch den Anfangspunkt eine

*) Ein ausfthrliches und complicirteres dabei auch in allen Details vollstindig
dnrrshgerechnetes Beispiel fir diese Transforma.tlonsa.tt ist von Hoppe°) gegeben
worden

@dnther, Determinantentheorie. 2. Aufl 11

[
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Gerade parallel zu der im Punkte x, y, z" auf der Fliche errichteten Nor-
malen; dieselbe schneidet die Einheitskugel in einem Punkte &, 4, {, der
mit den beiden Punkten

E+ a5 0+ an, 0+ al; §+ 05 9 + O, C + O ‘
ein unendlich kleines sphiirisches Dreieck A\’ bestimmt. Der Bruch k = %

.bezeichnet nun Gauss (s. 0.) als Krimmungsmass der Fliche im Punkte
X, y, z; um denselben analytisch auszudriicken, hat Baltzer 1) das im
Folgenden geschilderte elegante Verfahren angegeben.

Projicirt man die beiden Dreiecke A und A\’ orthogonal auf die xy
Ebene und bezeichnet mit ¢ und ¢’ die Winkel, welche die in den Punk-
ten X, y, z und &, 9, { beztiglich an Fliche und Kugel gelegten Beriih-
rungsebenen mit jener Axen-Ebene bilden, so ist nach einem bekannten
Satze, unter /\; und A’ die Flicheninhalte der Projektionen verstanden,

Ay = A cos ¢’y ANy = A cos .

Nun sind aber der Construktion gemiss die Winkel ¢ und ¢’ ein-

ander gleich; es ist somit das Krtimmungsmass -
YAV
k A
Nach Kap. VL. §. 1 hat mzn s
— 3 [dx dx (4 |[dE dE
b =3 dy dyl, Ay = gld’l 6’][’
sodass k den Werth
d& J% . |dx dx

dq dq * |dy dy| N
annimmt. Da ferner § und g Funktionen von x und y sind, so ist

d§=§—idx + %dy,dq:j—zdx + ggdy.
Bringt man jetzt §. 2 zur Anwendung, so fliesst hieraus die Relation
IdE J§|_ dx dy dx dxl
dg 9l ™ laq ag| 1y dyD’
.. ldx dy| . -7
so dass mithin k als die Funktionaldeterminante .
ag dy dag . dg
dx " dy T dy dx
gefunden ist.

Setzt man nach Euler’s Vorgang, wenn z — fix, y) die Fliichen-
gleichung ist, :
dz _ dz __ a¥ az d%

(’E‘——ps ay—q!’a—xi—ryax-Ty”s’d_y,Q:t’
so ldsst sich leicht zeigen; dass
—_ p

= ), ’I = ——— _q—_ ’ t = ——“1—=‘
P+l | Vpitgitl Vritai+l
ist, Nach § 2 kann man 7 :
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ds as aE d¥ dp dp
- |&x dy| _ |dp dq| |dx dy|
dg dq dg dg| |dq’ dq
dy dx dp dq| |dx dy
setzen. Die zweite Determinante rechts des Gleichheitszeichens ist gleich
932- dzz _ d?z dzz —rt — 82
fpaliec s —— = x

s0 dass k auch durch den Bruch
rt — s?

3
. : (P*+q* +1)°
ansgedrtickt wird 12), - :

Die Differentialgleichung aller in eine Ebene ausbreitbaren Flichen
ist bekanntlich rt — s2 = 0 13); es ergiebt sich also aus dem Gesagten,
dass den abwickelbaren Flichen ausnahmslos das Kriimmungsmass Null
zukommt. '

Ist k nicht gleich Null, sondern eine constante positive. Grosse, so ist
die dazagehdrige Oberfltiche nattirlich die Kugel; einem fiir alle Flichen-
punkte gleichbleibenden negativen k entspricht Beltrami’s 1) pseudo-
sphirische Fliche, auf welche sich eine der sogenannten nichteuclidi-
schen vollkommen Hquivalente Geometrie begrtinden lisst.

§. 6. Wir haben soeben gesehen, wie sich k bei Zugrundelegung der
wweiten partiellen Differentialquotienten der abhiingigen Variablen dar-
stellen ldsst; Ganss (s. 0.) hat dasselbe auch beztiglich durch die drei
Grossen A, B, C; E, F, G darstellen gelehrt, wo

dy dy & & |dx

dp d dp d dp d
A=pq’B___pq’C=P‘i’

dz dz dx dx dy dy

dq| - dp dq dp dq|

dp .

dx\? dy)\? dz\?- dx dx , dy dy , dz dz
E— (= &y — = —. — -, = e —,
B @) @) T Rt at A

_ g? d_y:)? %)2 -
&= dp) + dq + dq :

gesetzt ist. Die letztere Formel hat ein besonderes Interesse, weil sie
einem vollstindigen Quadrate gleich ist, und zwar deshalb, weil nach
v. Escherich 18) die Grosse k einer symmetralen Determinante sechsten
Grades mit leerer Diagonale gleichgesetzt werden kann (Kap. III. §. 12).
Der andere Ausdruck geht einfach aus dem oben aufgestellten hervor; es
findet sich
A B C
, dA 4B de
(A2 + B? + (%)% = |dp dp dp]|.
" |dA dB dc
dg dq dq
. 11.
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In neuester Zeit betrachtet es die Mathematik als eine ihrer Haupt-
aufgaben, geometrische Probleme zu verallgemeinern oder, wie man sich
gewdthnlich ausdriickt, anf eine Mannigfaltigkeit von (n + 1) Dimen-
sionen *) auszudehnen. Wir wollei nun zusehen, wie der im vorigen
Paragraphen aufgestellte Begriff des Kriimmungsmasses sich ftir eine solche
Mannigfaltigkeit, die man Wohl auch als Riemann’schen Raum 16) be-
zeichnet, analytisch fixiren lisst. Wir geben jedoch hier **) nur die be-
merkenswerthesten Resultate im Anschluss an die die Hauptpunkte der
Frage tbersichtlich zusammenstellende Abhandlung von Beez 17),

Je nachdem die Flichenmannigfaltigkeit vom nten Grade durch eine -
der beiden Gleichungen ,

X = fg, 5... 00} F(xo,.x,,xg...n) =0
charakterisirt ist, erhilt man fir das ,Kriimmungsmass* K die Relationen

fi1 i fip3 .. . fin ’ 0 Fhb F, ... R !
(—1 ofest T2 f2,3 - - - foui 1 [Fo Fouo Foy ... Fou
K= —smf:«m f312 fs,s .. °)f3-n, K=— WFi F1,0 Flsl oo Fl,n',
fo1 foz2 fos ... fon Fan Foo Fui1 ... Fon
Wo resp. ’ '
af dzf
2 =1 f;? + f,2 et B, =i, —— =
8 - + 1 + 2 + + n,‘dx] f‘, dx'dxk ﬁ.k,
dF azr
2 = Fy? Fi?2 + F,? oot Fp? — = — =
8 o + Fi* + F* + + Fpé, ax F, dxdxx Fix
sein soll.

§ 7. Wir sind durch die letzten Betrachtungen auf symmetrische
Funktionaldeterminanten gefiihrt worden; jetzt wellen wir uns dieser Un-
tersuchung eingehender zuwenden. Mit Beibehaltung der bisherigen Be-
zeichnungsweise finden wir sofort fix — fij, d. h. Die Funktional-
determinante wird symmetrisch (Kap. IIL §. 6).

Wir bezeichnen nach dem Vorgang englischer Mathematiker, insbe-
sondere Sylvester's, jede solche Determinante als Hesse’sche Deter-
minante (the Hessian). Dieselbe ist- einerseits die Determinante der
zweiten Differentialquotienten, andererseits die Funktionaldeterminante der
ersten Differentialquotienten. .

Von dieser neuen Form lisst sich zun#ichst folgende wichtige Eigen-
schaft angeben : .

Transformirt man die gegebene Funktion f(x., X3 .

durch die linearen Substitutionen
xi=any + a2y, +...+anyn (=12 8...n)

.. In)

*) Hier erscheint also. das dem Punkt unseres euclidischen (ebenen) Raumes
entsprechende Element durch (n 4 1) unter sich vollkommen unabhiéngige Grossen
(lglooidinatan) bestimmt. Eine Bedingungsgleichung scheidet das Analogon unserer

liche aus. . : o

**) Im Gegensatze zur ersten Anuflage. Die daselbst gegebene eingehende
Diikux‘;lsion erschien hei reiflicherer Erwiigung als fiir ein Elementarbush zu weit-
gehend. 3}
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| indie Form f(z g .y, so wird, unter H(f,) und H(fy) die
Hesse’schen Determinanten deér urspriinglichen und der
i transformirten Form verstanden,
, Hfy) = H(f) (5 + 8, 85 - - . . 8n)% »
Wir wollen diese letztere Determinante mit A bezeichnen. Nun ist
nach S#tzen der Differentialrechnung
af _ &*f dxy af dx, a4 dxn
dyidyx = dydx; dyx = dydx, dyx 07 ' dydxzs dyx
Die Transformationsgleichungen liefern die Relation
dnm _ dA
dym ~ danm’

‘

diess oben eingesetzt giebt
aef __ a4 dA azf dA azf an
dydyx - dydx;, ~ damix = dydz, dagx @ dyidza  dsox
Nach dem Multiplikationssatze folgt hieraus

a2 azf a¥
dy;dx; dydx; "~ dy;dxa
a2f  a¥ az ,
1) H(fy) = |dydx; dyydx, =~ dypdxa; - & = A’ . A
azf dazf dzf :
dyndxi dyndxz e dy:zdh 4
Es gilt aber auch die Gleichung ‘
e _ & dy , o dx i . dx

dyi_d_x"dyx dx, " dy: dx  dys’
oder, mit Rttcksicht auf die oben fiir ‘ly‘l gefundene Relation,
. . m

a _daf L A L8
dy:  dx; “duiy + dx, * dags teeot dxn  dani
Wird diese Gleichung nochmals partiell nach xx differentiirt, so er-
giebt sie diese; ! .-
at _ df aA af  an _ af  dA

dyidyxk dxdxx  daig dxodxx  dags B dxadxx  dang

Stellt man also jetzt auch alle zweiten Diﬂ'erentialqnotiente;l zu einer
Determinante zusammen und bedient sich des Multiplikationssatzes, so

erhiilt man
axf a2 a
dx?  dxdx, " " " dxydxa )
a2 a¥ af

2) A = |dxdx, dx2 T dxpdma| - A = H(f). A

SPTCI S d_’f
dxadx; dxedx,  * 7 dxa?
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Die Multiplikation der Gleichungen 1) und 2) fthrt schliesslich zu

dem in der Behauptung aufgestellten Satze '8):
H(fy) = H(fx) . A%

§. 8. Von besonderem Interesse wird die Diskussion der Hesse'-
schen Determinante dann, wenn die Funktion f eine homogene ist. Be-
zeichnen wir die vorkommenden Grossen wie bisher und nehmen an, die
Funktion sei vom mten Grade, so lehrt uns der bertihmte von Euler19)
gefundene Lehrsatz, dass

. mf = f,xi + fglg + PP ann
ist. Setzen wir fur f nacheinander die Werthe f;, f; . . . fn ein, so ge-
langen wir zu folgendem Systeme von Gleichungen :
m—)fi=fi1x +fiexs+ ... + finxa (i=1238...n)

Die Determinante dieses Systemes ist identisch mit der Hesse schen
Determinante der Funktion fiy )

Nehmen wir zu diesem Systeme noch die erste. Euler’sche Gleichung
hinzu und bringen Alles auf Null, so restirt uns ein System von n+1
homogenen Gleichungen; damit dasselbe ein mogliches sei, muss nach
Kap. IV. §. 8

m
L mé & & ..l s

(m—l)fl fl’l fl,g .. f],n ’_(m—l) fl fhi fl)2 . .. fl.n =9

£ 6 ... Tl

T |(m—1f for for ... Bn fy for fae . . . fon
(l;]—l)fn fn,l fn,z « o o fn,n . fn fn:l fn,z . ‘. . fn,n i
gsein. Durch Zerlegung dieser letzten Determinante erhalten wir
%lf; fz...»fnl q1o £ £ ...f
0 figfe oo fin| 4 (£ £y flo ... fin| =
0 fﬁ’l fg,g s fz,n fg f2’1 fg,g IS f2,n
0 fn,l fos - - . fan fa far faz ... fan

i=n k=
[ £HGE) + 8 8 'f’fxdfffi‘) = o.

Bildet man zu der verschwmdenden Determinante R nach Kap. IIL
§. 8 die adjungirte Determinante, so ist dieselbe gleich R™—!, also eben-

falls gleich Null. Diese sei ¢; ist dann noch — dR = Fix, dR = Fq, 80

dfix dfg
besteht die Gleichung : '
- H(fx) F, F, ...Fn
F1 Flrl Fiﬂ o 0. Fl,n
e=|F, Fypy Fyp...Fon| =0
- Fn Fn,l Fn,a « e Fn.n

Da die einer symmetrischen Determinante adjungirte Determinante
diesen Charakter der Symmetrie beibehalten muss, so ist Fix — Fxi
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Nach Kap. IV. §. 3 verhalten sich fermer bei einem Systeme homogener
(leichungen die Unbekannten wie die ersten Unterdeterminanten der De-
terminante des Systemes, d. h. es besteht die Proportion: '

—(m—-—l):xizxgz...:xn=@:d—l—{i:d—g—: Ce :d—B—,

. afy dfl.l dfi.% dfl'.u

und mit Rticksicht auf unsere Bezeichnungsweise
—(m—D:xix:...:xn=H%:F:Pa:...:Fp

=H:F :F:...:F
So ist denn also :
- . | - Xi Xk
P = —y H, Fix = (————m — 1y H.

Die letzterhaltene Gleichung erlangt besondere Bedeutung - durch den
glicklichen Gebrauch, welchen in der Lehre von den algebraischen Curven
und Oberflichen Hesse 20) von ihr gemacht hat.

§. 9. Es sei nimlich fi, yy = fix, x, x; = 0 die Gleichung einer be-
liebigen algebraischen Curve beziehungsweise in rechtwinkligen und homo-
genen Coordinaten. Das Kriimmungsmass ist in diesem Falle identisch
mit dem reciproken Werthe des Kriimmungshalbmessers r, welcher nach
bekannten Sktzen der Curvenlehre den Werth Cos

df)? af \233

(@ + &)1
3 SIS
, dx? \dy dxdy dx dy dy? \dx i
besitzt. Schreibt man den Nemmer in Form einer dreireihigen Determi-
nantg, so erhilt man nach einer in dierAugen fallenden- Umformung und

nachdem 0 durch m fx, y) ersetzt ist — diese Funktion von m ten Grade
angenommen —

1 1 dx? dxdy dx
- = a4 af

- ] 23| 22 92 —1 &,

i (m — 1) [(:%) + (g—f) ]2 dydx dy? (m b dy|’
~ » R P TIP: '

geht man zu homogenen Coordinaten iiber, so resultirt **)

1 fi fie fi3
m—1)2 (52 + 59

1
T f2’1 f2v2 f2’3 ’

fa1 f0 fa,3

*) H kiirzer statt H(fx).

**) Man bemerkt, dass sich dieser Ausdruck auch auns der oben (§. 6) reprodu-
cirten (Kronecker’schen) Formel fir das Krimmungsmass einer nfach ausgedehn-
ten Mannigfaltigkeit als spezieller Fall hitte herleiten lassen.
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-oder mit Rticksicht auf §. 8
H
(m —1)?

Um von der homogenen auf die cartes'sche Form tiberzugehen, hat
man nar nach vollzogener Differentiation x3 =— 1 zu setzen.

Nehmen wir nun an, es sei die Krimmung in einem Wende-(Inflexions)-
punkt zu untersuchen. In einem solchen Falle hat bekanntlich die Tan-
gente nicht mehr blos zwei sondern drei Nachbarpunkte mit der Curve
gemein; der Krtimmungskreis degenerirt in eine Gerade, und es wird
r = o, H = 0. Jedes Element der Hesse’schen Determinante ist nun
homogen vom Grade (m — 2); der ganzen Determinante kommt daher
der Grad 3(m — 2) zu, und wir erhalten folgendes wichtige Resultat:

Die simmtlichen Wendepunkte einer Curve vom mten
Grade liegen auf einer Curve vom, (3m — 6)ten Grade, der
sogenannten Inflexionscurve, deren Gleichung man findet,
indem man die Hesse’sche Determinante der urspriinglichen
Curve gleich Null setzt. Die Anzahl der  vorhandemen
Wendepunkte ist 3m(m — 2).

Anlisslich dieser ihrer geometrischen Bedeutung bezeichnet man die
Hesse'sche Determinante wohl auch als Inflexionsdeterminante.

Beispiel 1. Ein jeder Kegelschnitt hat die Gleichung

mx? 4+ ny? + pxy + qx + ry + 8 = 0.

1
r

Setzt man hier x = —z—‘-, y = ?, 80 bekommt man die homogene
3

Form : .
mx 2 + nxo? + px;X; + qX1X3 + rxpX3 + sx3? = 0,
und die Hesse’sche Curve hat die Gleichung

2m p ¢
P 2n r|=0.
q r 28

Da hier auf der linken Seite weder x noeh y auftritt, so ist im All-
gemeinen ein Wendepunkt nicht vorhanden; nur wemn die — offenbar mit
der Discriminante (Kap. IV. §. 4) des Kegelschnittes identische — Deter-
minante identisch sich annullirt, giebt es unendlich viele Wendepunkte.
Es ist eben dann die Curve in zwei Gerade zerfallen.

Beispiel 2. Der folgende instruktive Fall rtthrt von Bammert
her ¢1). Die Curve sei in unseren beiden Systemen beztiglich

3 — 8ax? + ¢y = 0 ; x3 — 8axy’x3 + clxx? = 0.

Dann ist die Hesse’sche Determinante :

N 6(11 — 8X3)' 0 —6&X1| »
0 0 4e?xy |. .
—6ax 402X3 40’!2 .

Setzt man dieselbe gleich-Null und nimmt wiederum X4 =X, X3 =y,
x; = 1, so ergiebt sich nachstehende Gleichung der Inflexionscurve:
96 ¢t (x —a) =0
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Der einzige vorhandene Wendepunkt liegt sonach anf einer der Or-
dinatenaxe parallelen Geraden; um seine Ordinate zu finden, muss man die
Inflexionscurve mit der gegebenen Curve zum Durchschnitt bringen, 8d. h,
in der Gleichung der letzteren x — a setzen. Diess liefert y = 2?:-.

Beisp(iel 8. Ein drittes Beispiel sei nach Dalpﬂ)‘ folgendes. Ge-
geben die Curve .

x3 + y3 4 6axy + 1 = 0; x3 + y3 + 6axyz + z3 = 0.

Man findet als Gleichung der Hesse’schen Curve

X az ay
63laz y ax| = xyz (1 + 2a%) — a¥x3 + y3 + 23) = 0.
ay ax z | -

Diese Gleichung wird offenbar befriedigt, wenn x —= y = z — 0 ist,
d. h. es liegt ein Wendepunkt im Unendlichen. Um die beiden anderen
zu eruiren, setze man z = 1 und subtrahire die so transformirte Gleich-
ung von der urspriinglichen; es bleibt eine Gleichung von der Form
0 = Mxy; also sind zwei Wendepunkte durch die Coordinaten

x=0,y—=—1; x=—1,y=0
gegeben. Construirt man sonach die durch die Gleichung y +x+1 =0
reprisentirte Gerade, so liegen auf ihr die drei Wendepunkte, nimlich
zwei in ibren, Durchschnitten mit den Axen, der dritte in' der Unend-
lichkeit. )

Dieses letztere Resultat lisst sich dahin erweitern, dass allgemein die
drei reellen Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung ein und derselben
Geraden angehbren; die tbrigen (9 — 8 = 6) Wendepunkte, welche nach
Obigem stets vorhanden sein miissen, sind imaginkr 23). *)

§. 10. Gehen wir nun zu den Flichen tiber, 8o finden wir mit Riiek-
sicht- auf die beiden Fundamentalformeln in §. 6 ebenso, dass beziiglich
fir die beiden Gleichungsformen

fo,52 = 035 fux,xx,x) = 0
das Kriimmungsmass durch die beiden Ausdrticke

? ? ? £3 - ?,1 ?,2 ?,3 ?»4
K = 1 M1 152 7158 d K = 21 122 12,3 1254
fo for T3 o3| Y a1 fae fas o
f; f31 f30 f353 fan fio fig fin

gegeben ist. Um die durch das Verschwinden dieser Determinanten be-
dingten geometrischen Bedingungen klar zu tibersehen, mdge an Folgen-
des erinnert werden. .

In unmittelbarer Nihe eines Punktes kann jede Fliiche als mit einer
Fliche zweiten Grades zusammenfallend angesehen werden. Um die
Kriimmungsverhiltnisse in einem willkiirlichen Punkte zu studiren, be-
trachtet man mit Dupin?!) eine der Tangentialebene jenes Punktes pa-

i

*) Damit stimmt auch Beispiel 2. Hier sind nur zwei Wendepunkte, welche
im Allgemeinen getrennte Lagen im Endlichen einnehmen, in einen doppelt zihlen-
den unendlich entfernten Punkt zusammengefallen. ’
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rallele unendlich wenig von ihr abstehende Ebene. Dieselbe schneidet die
zu Hiilfe genommene Quadrifliche und damit auch die Fliche selbst im
Allgemeinen in einem Kegelschnitte, der Indicatrix, und je nachdem
dieser Schnitt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist, hat man nach Du-
pin einen elliptischen, parabolischen oder hyperbolischen
Flichenpunkt. Eine Ausnahme tritt dann ein, wenn eine Fliche durch
ihre Tangentialebene nicht in einem einzelnen Punkte, sondern lings einer
Cnrve bertihrt wird, denn dapn ist die Indicatrix selbst nicht von ver-
schwindend kleinen Dimensionen. Diess trifft z. B. bei einem korperlichen
Kreisring oder Torus zu, wenn die Beriihrungsebene senkrecht zur Rota-
tionsaxe steht; hier ist die  Indicatrix stets ein Kreis von angebbarem
Halbmesser.

Ein ausschliesslich hyperbﬁllscher und ein ausschliesslich elliptisch ge-
krtimmter Theil der Fliche werden durch eine (continuirliche) Linie ‘para-
bolischer Punkte geschieden, In diesen Punkten ist also die Fliche krtim-
mungslos, das Mass K ihrer Krimmung ist Null, und wir konnen also
mit Salmon 20) sagen:

Die Punkte der Krimmung Null einer algeb raischen
Fliche mter Ordnung, d. h. die parabolischen Punkte der-
selben, liegen anf einer durch das Verschwinden der Hesse'-
schen Determinante charakterisirten Fliche von der Ord-
nungszahl 4(m — 2).

Diese Fliche fihrt den Namen: Hesse’sche Fliiche. Versteht man

“ferner unter h den Grad jener homogenen Funktionen, aus denen als Elemen-
ten die jener ersten adjungirte Determinante sich zusammensetzt, go gilt:

Durch das Verschwinden der der Hesse’schen a.dJunglrten
Determinante sind 3h(h — 2) Rtickkehr — oder Cuspidal-
punkte bedingt, welche auf einer Curve der hten Classe lie-
gen — diess sind Punkte, in welchen das Mass der Krttmm-
ung einen unendlich grossen Werth annimmt.

Beispiel. Es steht nach unserer Definition des Wortes ,paraboli-
scher Punkt“ zu erwarten, dass jede developpable Fliche ausschliesslich
solche Punkte aufweise. Das soll auch analytisch erhiirtet werden. Be-
zeichnet man die ersten und zweiten Differentialquotienten von .z nach x
und y in der in §. 5 normirten (Euler’schen) Weise, s0 kann man, um
von diesen Ausdriicken zu den Differentialquotienten der impliciten Form
tiberzugehen, nach Salmon (s. 0.) folgendes leicht verificirbare System
von Gleichungen bentitzen? v

f1+pf3—-0 f2+qf3=0,
fin + 265 p + faa? = — 1 £y, fp + 2fy3 q + f33 g2 = — s,

fie + pfas + afys + pafs,; = — sfa.
Fiir eine developpable Fliche ist p —= q = 0; man hat also
=16 =, =0, fiy = —rfy, fip = £, = — sfy, f3, = — tfy,

18 = fon = By = B = B,
und man erh#lt somit die Gleichung der Hesse’ schen Fliche in nach-
stehender Form:
e L, 40
0 —rfy 3 0 —
0 —sf, —tf, 0| =Tt —# =0
f; 0 0 o0
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Die Hesse’sche Determinante hat also .denselben Werth wie die
linke Seite der auf Null gebrachten Flichengleichung, oder anders ausge-
dritckt: .

Jeder Punkt einer abwickelbaren Fliche ist ein para-
bolischer, '

1) Jacobi, De determinantibus functionalibus, Journal f. d. reine u. angew.
Mathem. 22. Band, 8. 819 ff. — 2) Ibid. S. 828. — 8) Ibid. 8. 841. — 4) Jacobi,
De binis quibuslibet fanctionibus homogeneis secundi ordinis per substitutiones
lineares in alias binas transformandis, quae solis quadratis variabilium constant;
una cum variis theorematibus de transformatione et determinatione integralinm mu-
tabilinm, ibid. 12. Band, 8. 38 ff. — b5) Baehr, Note sur le changement des va-
riables dans les intégrales multiples, Archiv d. Math. u. Phys. 56. Theil, S. 354 ff.—
6) C. Neumann, Ueber die Aetherbewegung in Krystallen, Mathem. Annalen, 1. Band,
8. 843. — 7) 1bid. S. 344. — 8) Ibid. 8: 349. — 9) Hoppe, Inhalt des Sechsflachs
zwischen orthogonalen Flichen zweiten Grades und seiner Seiten, Archivd. Math. u.
Phys. 56. Theil, 8. 854 ff. — 10) G a uss, Disquisitiones generales circa superficies curvas,
Comment. recent. Gottingn. Tom. VI. — 11) Baltzer, Ableitung der G auss'schen
Formeln ftr die Flichenkriimmuung, Leipziger Berichte 1866, 8.1 ff. — 12) Id. Deter-
minanten, Leipzig 1875. 8. 141, — 13) Joachimsthal-Liersemann, Anwendung
der Differential- und Integralrechnung auf die allgemeine Theorie der Flichen und
Linien doppelter Kriimmung, Leipzig 1872. 8. 118, — 14) Beltrami, Saggio di
interpretazione della Geometria Non-Euclidea, Napoli 1868. — 15) v. Escherich,
Ableitung des allgemeinen Ausdruckes fir das Kriimmungsmass der Flichen, Archiv
d. Math, u. Phys. 57. Theil, 8- 395 fff — 16) Riemann, Ueber die Hypothesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen, Ges. Werke ed. Weber, Leipzig 1876.
8. 257 ff. — 17) Beez, Ueber das Kriimmungsmass von Mannigfaltigkeiten hoherer
Ordnung, Mathem. Annalen, 7. Band, 8. 887 f. — 18) Salmon, Vorlesungen zur
Einfihrung in die Algebra der linearen Transformationen, deutsch v. Fiedler,
Leipzig 1863. 8. 100. — 19) L. Euler, Mechanica, sive motus scientia analytice
exposita, Petropoli 1786, tom. II. §. 106. — 20) Hesse, Ueber die Wendepunkte
der Curven dritter Ordnung, Journal f. d. reine u. angew. Mathem. 28, Band,
8. 108 ff. Id. Ueber Curven dritter Clagse und dritter Ordnung, ibid. 38. Band,
S. 242 fff — 21) Bammert, Ueber Inflexionscurven, Zeitschr., f. Math. u. Phys.
10. Jahrg. 8. 165, — 22) D6lp, Aufgaben zur Differential- und Integralrechnung,
Giessen 1874. 8. 181. — 238) Dur2ge, Die ebenen Curven dritter Ordnung, Leipzig
1871. 8. 192, — 24) Dupin, Développements de Géométrie, Paris 1842. S. 48.
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Kapitel VIIL
Lineare Substitutionen.

§. 1. Wir haben im ‘vorigen Paragraphen (§ 7) die interessante
Thatsache registrirt, dass eine gewisse Funktion, die Hesse'sche Deter-
minante, einer linearen Traneformation ihrer Variabelen unterworfen wurde
und sich hiebei nur nm einen Faktor — das Quadrat der Substitutions-
determinante — Hnderte. Es liegt nun nahe, alle die Funktionen, welche
bei Vornahme linearer Substitutionen ein &hnliches Verhalten zeigen, un-
ter einem gemeinsamen Gesichtspunkte zu betrachten. In der That hat
diess Bestreben bereits zur Griindung eines neuen Wissenszweiges, der so-
genannfen modernen Algebra oder Invariantentheorie, gefithrt,
in welcher die linearen Transformationen eine eingehende Behandlung er-
fahren; die Bedeutung dieser Umformung hat sich dann in neuester Zeit
durch die von Riemann!) gemachte und von Clebsch ?) weiter aus-
“gefihrte Entdeckung wesentlich gesteigert, dass eine gewisse fiir jede
algebraische Curve und Fliche charakteristische Zahl*) sich nicht #ndert,

*) Riemann war bei einer allgemein-funlitionentheoretischen Untersuchung
darauf gekommen, dass fir jede Curve nter Ordnung die Zahl

P=4@—-N@—2 —d

— unter d die Gesammtzahl mdglicher Doppelpunkte verstanden —, eine constaute
sel. Speziell bezeichnet hat er diese Zahl nicht, diess that erst Cayley3), wel-
cher ihr den Namen ,deficiency“ beilegte, weil sie die Zahl der am zuldssigen
Maximam (1 + 2 + 8 4 ... 4+ n — 2) mangelnden Doppelpunkte ausdriickt.
Seitdem Clebsch sich eingehend mit dieser Constante beschiftigte und deren Be-
deutung auch fiir die Transformation von Oberflichen mnachwies, fiihrt sie dem von
ihm vorgeschlagenen Namen Geschlecht der Curve, und man theilt jetzt die
Curven allgemein nach ihrem Geschlechte in Gruppen. Die Curven vom Geschlechte
Null (unicarsale Curven) haben die Eigenthtimlichkeit, dass ihre Coordinaten als
rationale Funktionen eines willkiirlichen Parameters t sich darstellen lassen; zu
ihnen gehoren die Kegelschnitte, aber anch gewisse Formen der Cuarven dritter und
vierter Ordnung. -

Im Uebrigen ist zu bemerken, dass. die Geschlechtszahl nicht allein bei linearen
Substitationen invariabel ist, sondern auch ganz allgemein bei sogenannten ein-
deutigen. Betreffs dieser inhaltsreichen: Transformationsart sei auf die ebenso
populiir wie strenge gehaltene Skizze von Mansion#) hingewiesen, aus der hier
einiges angefiihrt werden mdge. Jede rationale (birationale) oder eindeu-
tige Transformation hat die charakteristische Eigenschaft: Die (rechtwinkli-
gen) Coordinaten eines Punktes der ersten Figur lassen sich als .
rationale Funktionen des einer zweiten Figur angehdrigen homo-
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wenn man das betreffende Gebilde in einer Weise umgestaltet, deren ana-
lytischer Ausdruck eben eine lineare Substitution ist.

Als Fundamentalsatz dieser Disciplin kann folgender aufgefasst wer-
den: Es seien die Funktionen f;, f, . . . fn jede von n Variabelen x;,
X3 . . . Xn abhlingig. Wir setzen dann .

xi=any +a2y,+...+8ayn G=1,2 8...n),
und bezeichnen den Ausdruck A == = + a4,y . . . ann als Determi-
nante oder Modulus der linearen' Substitution. Dass A von
Null verschieden ist, so lange x; . . . xn unabhéingige Grossen sind, er-
giebt sich aus Kap. V. §. 2. Nun kdnnen wir sagen:

Sind die Funktionen f linear aws den Ver#nderlichen x
zusammengesetzt, -und- fuhren wir anstatt letzterer die
durch das obige System charakterisirten Grbssen y ein, so

ist die Dpterminante des Systemes der transformirten Funk-

tionen gleich dem Produkte aus der Determinante des Sy-
stemes der gegebenen Funktionen in den Modulus der linea-
ren Substitution.

Wahrend urspriinglich die Glelchnngen

= b1 x + ... bl,an(l-—-123 n)
bestanden, ist nun beztiglich '
i=c1y + ...+ cayan(i=12,8...n)

geworden. Um cix zu ﬁnden muss man X;, X3 . . . xn der Reihe nach
mit byi, bz . . . bin mnltlphcxren, diese Produkte addiren und in der
so erhaltenen Summe den Cotfficienten von yx aufsuchen. Das heisst
eben, es ist

cix — bi1 a1x + biz agx + . . . 4+ bin ank;
also ist dem Multiplikationssatze gemiss '

.!c,,, e+ . OLn bgyg « .« bin 8y .« . 8n1

. . = o e . . . . . . . . . )

‘Cn,lo..cli,n‘ bn,l...bn,n an . . . 8nn

logen Punktes darstellen, nn& amgekehrt. Versteht man also unter F
und f rationale Funktionen und bedeuten resp. X, Y; x, y die cartesischen Coordi-
naten eines bestimmten Punktes in beiden Figuren, s0o muss
X=FE)Y=FRE)x=4X0y=56X7Y)
(sieﬂl:f ; man ersieht also, dass die Funktionen nicht ganz willkiirlich gewihlt werden
en.

Hiernach wire das Gebiet der eindentigen — auch wohl Cremona’schen
— Transformationen ein #usserst ausgedehntes, geradezu uniibersehbares. Glick-
licherweise 1sst es sich aber sehr wesentlich beschrinken durch den von Noe-

ther5) herrihrenden Lehrsatz: Jede eindeutige Transformation kann in .

eine Reihe linearer und quadratischer Transformationen aufgeldst
werden. Zudem ist die geometrische Bedeutung dieser elementarsten Transforma-
tionsgruppen eine besonders wichtige: erstere ist nur der allgemein-analytische Aus-
druck der Projektion aus einem Punkte (perspektivische Umformung), letztere da-
gegen deckt sich mit jener altberithmter Transformation von Desargues, deren
geometrische Eigenschaften von Chasles 6) zuerst aufgedeckt und - neuerlich anf's
Eingehendste von Saltel studirt worden smd.

P
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und das war zu beweisen. Dieser Beweis ist der Hauptsa.che nach auf
Joachimsthal?) zurtickzuftihren.
* Beispiel. Es seien gegeben drei Ebenen im Raume-mit den Glei-

chungen .
fi—=ax + by + ez (i=1,2 3).
Dreht man da.s Coordmatensystem um den Anfangspunkt und be-
zeichnet mit x’, y’, 2z’ die neuen Coordma.ten, so wird
x = ax + Ay + a7 = ex! + By’ + g,
: 1= e’ 4 By + 7
dle drei Ebenen nehmen nunmehr folgende Gestalt an:
fi—= Ax’ + By’ + Cz'’ (i = 1, 2, 3),
und man erhiilt die auch geometrisch erweisbare Relation:
T ABG =3k abg - I+ @by

§. 2. Unter den linearen Substitutionen besonders wichtig sind die
orthogonalen, mit welchen sich bereits Euler 8) und Cauchy 9) beschif-
tigten; der Name rithrt her von Cayley. Man kann zur Entwickelung der
Eigenschaften dieser Substitution von ‘“einer Grundgleichung ausgeheh,
man kann jedoch auch den umgekehrten Weg einschlagen, wie wir hier
nach dem Vorgange von Veltmann %) thun.

Setzen wir bix = — byi, b,y = bye = ... = bpn, 80 nehmen
wir die orthogonale Substltutlon durch folgendes System linearer
Gleichungen ausgedruckt an:

biixy + ... bipxn = b1,1y1 + ...+ boyn (i=1,28...n)

List man dleses System’ emmal na.ch den x, das anderemal nach den '
y auf, so erhilt man Determinanten von der Beschaffenheit; dass die Zei-
len der einen die Colonnen der anderen sind, dass also nach Kap. II §. 2
zwischen beiden Gleichheit besteht.

Indem-jede solche Determinante — A und fix = gt%
erhilt man die den beiden vorigen adjungirten Dewminanten

Ei@1,1...ﬁn,nundZ-_I:ﬂ’l,'1...ﬂn,u. .
welche nattirlich aus gleichem Grunde wiederum gleich sind. Die oben
angedeuteten Auflosungen des Systemes nach den x und y ergeben .
yi =ci1X + ...+ cnXn; Xk = graxy + ...+ gx,nxn(iz:kzl, 2,8...n);
demnach ist also .
_Pibix 4 Big bex + ... 4+ fin box
= A A ’
Addirt man zn dieser Gleichung die weitere
= fi1 bx1 + B2 bxe + . . . + fin bia,
so erhilt man, da ja byx — — by, by = brx ist,
cix A + 8 = 2fix brk. .

Der Ausdruck s hat nach Kap.IIl. §. 12 entweder den Werth A oder

Null; es wnrd also

- gesetzt wird,

2 b
ox = — ong = ‘ﬂ__*z_rg_, T
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Die Grosse gix lisst sich mit Zuhtilfenahme der Grosse

8 = fix big + fox bag + ... + fox bny
* ganz ebenso bestimmen ; es findet sich

2Bix b = 2by by — A

8ki = — gik — A sy 8t A
Es ist also auch gxs — — gix — cix == — cxs, und dem obigen
Systeme kann folgendes Doppelsystem substituirt werden
r=n r=n
Yi—S(:l.rxr, x;—So,,:yr(1=123 n)
N or=

Aus diesen beiden Systemen la.ssen sich mit Bertickswhtlgung der
fir die Grossen c gefundenen Relationen zwei Sitze -herleiten, aus denen
eben die Rechtmissigkeit des die I‘ransformatlon unterscheidenden Bei-
namens hervorgeht; es sind diese:
Fur die Variabelen und Constanten einer orthogonalen
Transformation gelten stets folgende Wahrheiten. Es ist

Loyt +...+cdm=1;
L x24+ x4+ ... +xh=y24+y+...+ yhn.
Um I. zu finden, quadrire man jede Gleichung des zweiten Systemes
und addire dieselben hierauf simmtlich. Da dann allgewein cym cpq =

— em,[ Cq,p ist, 50 miissen sich hei der Addltlon alle doppelten Produkte
wegheben, und man erhilt

2+ .o+ xt=x2(A1+... + ¢hn) + cooF 2% (%1 + ...+ c?pn).

Dlese Gleichung. kann a.ber offenbar nur dann bestehen, wenn all-
gemein . )

G+ e+ ...+ =1(1=1238...n)

ist; setzt man hier allerorts statt cix den gleichen Werth — cx4, so ergiebt
sich unmittelbar Gleichung I. — TUnd ebenso liefert die analoge Behand-
lung des zweiten Systemes die Gleichung II.

Es soll nun noch der Werth der fir eine orthogonale Transformation
charakteristischen Substitutionsdeterminante bestimmt werden. Es ist dem
Obigen zufolge

) by bie e bin
Cisy Ciy2 + » . C1n ? bA bgA Bi1 Basg - -« Boa|
C291 €202 ¢ - + C2n 221 De o DBR Bis2 B2z -+ - Pn2
. . . . » . = A A A : l’ ’ . .
Cn1 Cn3 . + . Cnn bn, | b;'g C bn,n fin Bon . . . Bon
A A

Setzt man im ersten Determinanten - Fa.ktor des Produktes den Jeder
Colonne (Zeile) gememsamen Faktor heraus, so wird

—A—n.zib(,‘ ...bn,nzj:.ﬂi,t..-ﬂu,n.

Der erste Faktor hat nun den Werth A\, der zweite, wenn man sich
der Bedeutung des Symboles £ erinnert und Kap. III. §. 8 beriicksichtigt,
den Werth AP—1; es ist also

S F ey .- Con =



176

Cyy o - - Cin | A . Art
e . e e . = ——A_;l——— = 1.

Cnl . + « Cpn .
Diess giebt zu dem bereits Gefundenen noch folgendes Corollar:

Die Determinante (Modulus) einer orthogonalen Substi
tution hat stets den Werth 1. %)

Nach Sylvester 1) wird eine solche Determinante unimodular
genannt **), -

Im Anschluss an die vorstehend behandelte Frage erhebt sich die
weitere, wie eine Substitutjon beschaffen sein miisse, welche eine gegebene
Funktion wieder in sich selbst iiberfibrt. Fiir den Spezialfall einer qua-
-dratischen Form ist dieses Problem von Rosanes !!) vollstindig geldst
worden. Sein Verfahren bietet u. a. dem Vortheil, den oben entwickelten
Fundamentalsatz der orthogonalen Substitutionen direkt ohne Rechnung
hervortreten zu lassen 1), - -

§. 8. Wir wollen nunmehr blos eine einzige Funktion fg, x,...x
von n Verinderlichen in’s Auge fassen und dieselbe durch eine lineare

*) Ganz strenge walr ist diess allerdings nicht; eine orthogonale Substitation
existirt auch dann noch, wenn = 4+ ¢;;; . . . ¢nn = — 1 ist; man kann somit
eigentlich mit Jacobi nur behaupten, dass das Quadrat des Modulus stets der
positiven Einheit gleich sein miisse.

**) Es muss hier nothwendig die Frage aufgeworfen werden, ob und wie sich
wohl unimodulare Determinanten bilden lassen. Solange die Elemente absolut will-
kiirlich gewiihlt werden diirfen, hat diess nattirlich nicht die geringste Schwierig-
keit; sollen dieselben aber ausschliesslich ganze Zahlen sein, so bedarf es ebenso
natirlich bestimmter Vorschriften. Man besitzt deren zwei, die eine von Her-
mite12), die andere von Weihrauch13); bei dieser. letzteren kommt ‘es auf
Nachstehendes an. Soll die erste Colonne — hierin liegt eine neue Complicirung —
durch die Terme A;, Ag . . . An gebildet werden, so lése man vorerst nach Eu-
ler’s Manier die diophantische Gleichung

A,xl + A.,x, + ... 4+ Anxn = 1,
=n B -
~  Nach jener Methode ist, wenn S A;u; = 1 angenommen wird, allgemein
i=1

i=n—1

=ux+ 8 ag t(k=1,223...1)
i=1 .

Setzt man dann weiter
[ VAN VAN . (1 VAY

) a : d;; d&|,1 dahn—l
o oA
A= R . , A= AR = | duy dagy dagp_1 s
8n1 . 8pa—i .. . . ..
e VR VNN
- dpn dan,l e d&u_l
so ist jetzt a _ Aj uwnd A’ = 1, also eine unimodulare Determinante.

dut




o - 177

Substitution in eine Funktion ¢(y, y,...y, verwandeln. Bildet man nach
Kap. VIII. § 7 die Hesse’'schen Determinanten der urspriinglichen wie
der umgesinderten Fanktion, so ist, wie ebendort bewiesen ward,

H(fy) = H(f) A2 '

Wihrend also bei den in §. 1 untersuchten Pransformationen die erste
Potenz des Modulus als Faktor zur Determinante der Cosfficienten hinzu-
trat, haben wir hier das Quadrat jemer Determinante als Faktor erhalten.
Indem Cayley diess Verhalten gewisser Funktionen allgemein studirte,
gelangte er dazu, mit dem Namen der Hyperdeterminanten solche
Funktionen zu bezeichnen, welche, von irgendwelchen linearen Transfor-
mationen betroffen, sich nur um eine Potenz der Substitutionsdeterminante
von ihrem urspriinglichen Werthe unterscheiden 16), Die Definition Cay-
ley’s hat man in splterer Zeit bestimmter gefasst und besonders dem
wenig bezeichnenden Namen Hyperdeterniinanten durch eine andere Ter-
minologie ersetzt, welche auch den verschiedenen Formen jener Gesammt-
bezeichnung Rechnung trigt. Wir geben diese Definition, wie -sie sich in
neuester Zeit berausgebildet hat, mit den Worten von Clebsch 17);

In der Formentheorie nntersucht man solche ganze ra-
tionale Verbindungen der Co&fficienten und der Ver#nder-
lichen, welche bis auf eine Potenz des Modulus denselben
" Werth annehmen, gleichviel, ob man sie fiir die urspriing-

liche oder fiir die transformirte Funktion bildet. Enthilt
eine solche Verbindung nur die Co&fficienten, so nennt man
sie Invariante; enthilt sie auch die Verunderhchen, 80 w1rd
sie Covariante genannt. :

Wie wichtig diese neue Formen- oder Invariantentheorie besonders
« fir die geometrische Forschung ist, erhellt u. a. schon daraus, dass sie
als speziellen Fall all’ diejenigen Ausdrticke in sich begreift, welche durch
eine Coordinatenvertanschung in keiner Weise beeinflusst werden. Dieser
hohen Bedeutung ungeachtet mitissen wir uns an diesem Orte damit be-
gniigen, an einigen Beispielen die eben aufgestellte Definition zu illustri- "
ren und so ihren Zusammenhang mit der Determinantenlehre klarzustellen

§. 4 Die anktlon
X2 4+ 2axXs + agXp?
hat 18) die Invariante ( aoaq — a,2), welche wir (nach Kap.V. §. 9) auch
als ihre Discriminante bezeichnen dtirfen. Setzt man n#mlich

x = byyr + bieys |biy byge
X3 = boyys + baoye, [bay bae
so erhiilt man jetzt die obige Funktion in folgender Form:
‘ a'y1? + 2a/'yiy2 + aon
erd aber jetzt die Discriminante (ag'a;’ — a’y?) hergestellt, so ist
biyy by

dieselbe gleich A
&o a P _ — a2 2)2
l [ bg,1 by ] = (302 —

Nennen wir somlt jeden aus n Veriinderlichen ganz und rational zu-
sammengesetzten Ausdruck eine Form, so haben wir gefunden:
Die Discriminante einer bindren quadratischen Form,
ist eine Invariante.
Gunther, Determinantentheorie. 2. Aufl. 12

_r’
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Auch fir Covarianten besitzen wir ein naheliegendes Beispiel. Schrei-

ben wir in der vorhin erwihnten Gleichung
H(fy) = H(fx) A®

H(fy) und H(fi) wirklich hin, so zeigt sich, dass in letzterer Determi-
nante die einzelnen Elemente Funktionen der Variabelen x sind. Daraus
folgt aber:

Fir jede beliebige Funktion ist die Hesse’sche Deter-
minante eine Covariante*). .

Ursprﬂnghch zu Abkiirzungszwecken ausgeblldet hat sich in neuester
Zeit eine symbollsche Rechnung mit Formen und, Determinanten ein
bedeutendes Gewicht in der Algebra errungen. Die Grundziige dieses
Calculs sind von Aronhold 23) skizzirt worden. Eine rationale ganze
Funktion nten Grades von ebensoviel Verinderlichen wird durch

w=b=a=.. .,
die n! fache Fuﬁktiopaldeterminante 3 + fiy £ . . . fon durch
» ,a::ﬁ::y::...
bezeichnet, und es bestehen Regeln, um ein durch die symbolischen Ver-
kntipfungsgesetze auf kiirzestem. Wege erzieltes Resultat sofort wieder in
die tbliche Darstellungsweise umzusetzen. Da jedoch in der #usseren
Form die von verschiedenen Mathematikern eingefithrten Bezeichnungen etc.
nur sehr weénig tibereinstimmen **), so hat Schlegel %) den gewiss pas-
senden Vorschlag gemacht und einlisslich begrtindet, die v&llig consequents
Graphik der Grassmann’schen ,Ausdehnungslehre* durchgehends zu
Grunde zu legen.
Historisch moge tiber die Ziele und blsherlgen Erfolge der Invarianten-
theorie noch Folgendes bemerkt werden. Man musste sich die Frage vor-

’

*) In Kiirze seien hier noch einige gebriuchliche Kunstworter der Invarianten-
lehre erklirt. Ist die Potenz des Modulus eine gerade Zahl, so heisst die Inva-
riante eine directe, im anderen Falle eine windschiefe. Diese Termini rithren
von Hermite her 19). Andererseits fiihrt jener Exponent mach Fiedler 20) anch
den Namen Gewicht der Invariante, weil ihm die Summe simmtlicher in
einem beliebigen Gliede der Invariante vorkommender Indices gleich ist.

Sind statt einer einzigen Funktion deren mehrere gegeben, so kann man si-
multane In- und Covarianten bilden. Hat man z. B. die beiden bindren quadra-
tischen Formen

, f = a2 + 2axx; + agX?,
¢ = bex2 + 2bxx + boxo?, '
so ist,. wenn r eine der bisherigen analoge Bedeutung hat,

a'oy1 + a9y bloys + byye agX; + X3 by + byxg

ayY1 + 89y2 -biy + gy, ax + 8%y by + bexy’
diese letztere Determinante ist also eine simultane Covariante 2!) der beiden Formen.

Soll man zwei Formensysteme wechselseitig in einander #berfithren konnen, so
miissen entsprechende Covarianten identisch sich annulliren und die absoluten
Invarianten (fiir r = 1) sich ebenso beziehungsweise gleich sein 22).

**) In sehr charakteristischer Weise haben bei' einer gewissen Gelegenheit
Clebsch und Gordan?2t) selbst durch Nebeneinanderstellung der von drei ver-
schiedenen Autoren fiir die nimliche Sache gewahlten Symbole gezeigt, wie schwie-
rig die Ueberschau in diesem Gebiete noch immer ist.
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" legen, ob es eine abgeschlossene Anzahl von Ausdriicken gibe, denen in-

variante Eigenschaften zukommen, oder ob diess nicht der Fall sei. Wih-

.rend Cayley %) zuerst der Ansicht gehuldigt hatte, dass diese Anzahl

eine unbegriinzte sei, regten sich spiter Zweifel hlegegen, und zwar sachte
man die Frage zuntichst fiir binire Formen (mit zwei Variablen) zu ent-
scheiden. Es gelang Gordan ?7), den Nachweis exakt zu erbringen, dass
es ftir diese Formen ein endliches System von Invarianten und Covarianten
giebt, so zwar, dass sich jede andere In- oder Covariante aus einer be-
stimmten Anzahl distinkter Forinen . rational und ganz rusammensetzen
lusst. Diese Thatsache hat dann auch Cayley 28) neuerdings als richtig
anerkannt.

§ 5 In dlesem Paragraphen soll noch ein spezieller Fall von linearer
Transformation behandelt werden, welcher sich fﬁr die hohere Geometrie
von hervorragender Wichtigkeit erwiesen hat.

Unter einer bilinearen Form versteht man einen Ausdruck wel-
cher aus 2n Ver#inderlichen x;, X . . . Xn; Yy, y2 - Yo linear zusam-
mengesetzt ist; symbolisch wird ein solcher Ausdruck durch eine Doppel-

- summe dargestellt werden miissen. Gegeben seien zwei solche bilineare

. nicht durchweg gleich Nall,

Formen
i=n k=n i=n k=n
P=S8 S Axxye, Q=8 S Bix xyx;
i=1 k=1 1=1 k=1

bildet man dann, unter p und q beheblge Zahlen verstanden, die durch
(P, Q) zu bezeichnende Determinante des Systemes (Pp + Qq), d. h.

(P, Q) = 3 % pAy, + qByy, PAse + qBa2 - . . PAnn + qBug,
so ist diese Determinante ersichtlich eine homogene ganze Funktion nten
Grades von p und, q, kann also in ein Produkt von n Faktoren zerlegt
werden, deren Jeder homogen und linear aus p und q sich zusammensetzt.

Ueber diesen Zerlegungs- Akt hat nun Weierstrass ?Y) eine Reihe
eleganter Betrachtungen angestellt, deren erster fiir die Geometrie beson-
ders bedeutsamer Theil hier wiedergegeben werden soll.

Denken wir uns die obige Determinante als Produkt geschrieben, so
werden die einzelnen Faktoren im Allgemeinen von der Form (ap + bq)t
sein *), so dass also die ([ + 1)te Potenz von (ap + bq) in (P, Q) nicht
mehr ohne Rest aufgehen wiirde. Bildet man aus (P, Q) simmtliche kte
Unterdeterminanten, so sind diess ganze homogene Funktionen (n — k)ten
Grades fir p und q. Gewisse Potenzen von (ap + bq) werden auch in
diesen Unterdeterminanten ohne Rest enthalten sein; jedoch wird der Ex-
ponent der hochsten Potenz, bei welcher dieses Aufgehen gerade moch
stattfindet, nicht ‘mehr [, sondern irgend eine kleinere Zah! I® gein.

Zerlegt man eine bellebxge (k — 1)te Unterdeterminante von (P, Q)
nach den Elementen einer ebenfalls beliebigen Reibe in Minoren, so stellt
sich jene — abgesehen vom Zeichen — dar als ein Aggregat von Gliedern
aus zwei Faktoren, deren einer ein Element von (P, Q),: der andere eine
Unterdeterminante (n — k)ten Grades ist; es muss also jede in einer
Unterdeterminante von letzterem Grade aufgehende Zahl auch in jeder

*) Dabei ist es .als selbstverstindlich vorausgesetzt, die -Coéfﬂcienten seien

12+
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Determinante von hherem als (n — k)tem Grade ohne Rest enthalten
" gein. Dem Vorhergesagten ist also zu entnehmen, dass, wenn [ = [
W — .Y ete., die Reihe [, I, [, [, (@™ [® , . . {r—) eine stetig
abnehmende ist und dass, wenn irgend ein Glied derselben den Werth
Null annimmt, diess auch das Verschwinden aller ibrigen nachfolgenden
zur nothwendigen Folge hat. Wird also )
e=[ -V, e'=10—1"...er0 = (==
gesetzt, so sind s#mmtliche e positive Zahlen, und es ist
(ap + bg) = (ap + bq)° (ap -+ bg)* . .. (ap + bglet—1.

Im Ganzen giebt es r Faktoren von (ap + bq)'; jeder solche Faktor
wird von Weierstrass ) ein Elementartheiler der Determi-
nante (P, Q) genannnt. Zunichst gilt .dann also der Satz:

Die Determinante (P, Q) ist gleich dem Produkte ihrer
simmtlichen Elementartheller in eine von,p und q unab-
hingige Grosse.

Hierauf aber stiitzt sich dann der Beweis eines anderen wichtigen
Lehrsatzes, welcher von seinem Erfinder folgendermassen formulirt wird3l):

Es werde durch die Substitutionen

i=n i=n i=n " i=n
X = f::, 1Iu,nu ... Xn= S1 lhn,un 7 :Si kiivi . y,, = S kn,m,
. = = =1

WO Uy ...Un und vy...vn neune Ver#nderliche bedeuten,‘
hiyt « . - bnn; kiyy . . . knn aber Constanten, welche keiner an-
deren Beschrﬁ.nkung unterworfen sind, a.ls dass die Deter-
minanten

H=23+ hl’l"'hn:n)Kzzi' kiy1 - . . knn
nicht gleich Null sein dtirfen, die Form
Py ...%n; y;...yo) i eine andere Pl
und 'zugleich

..UWn; Vi ... Vn)

Q(le..xn,yI, . ¥n) ”‘Q(u,...un,v,,. Vo)
verwa.ndelt 80 stimmen die Determinanten der beiden For-
men in ihren Elementartheilern tiberein.

Ist

i=n k=n i=n k=n \
PP=8 S Axuwv,Q =8 8§ Bixu v,
i=1 k=1 i=1 k=1

8o ist

. !

(P, Q) = 2 + pAlyy + By, PA%: + qBY%e . . . PA'nan + qBlan
Nach dem Blldungsgesetze dieser Determinante ist dleselbe aber gleich

dem Produkte dieser drei folgenden:

pAM+qB1,1- c .. pAl,n+({B],n hl:l e« . hpg klyi ... kin

pAn.1+an,1 LIS pAn,n+an.n hyn . .. hn,n- kng . . . kon
d. h. es ist
(¥, Q) = HK(P, Q).
. Jeder Theiler von (P, Q) geht demnach auch in (P‘ Q') ohne Rest

o
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anf. Bildet man also ‘eine beliebige Unterdeterminante (n—k)ten Grades
von (P’, Q’), so ldsst sich dieselbe der eben bewiesenen Gleichung zufolge
darstellen als eine algebraische Summe aus drei Faktoren, welche beztig-
lich gleichgradige Unterdeterminanten von H, K und (P, Q) sind, und
deshalb ist auch jeder Theiler einer Unterdeterminaute von P, Q) zuglelch '
ein Theiler der Unterdeterminante eben so hohen Grades von (P’, Q').
Da nun aber P’ in P und Q' in-Q tibergeht, sobald man die oben stehen-
den Transformationsgleichungen nach u und v auflést und beztiglich fiir
diese u und v lineare Funktionen der x und. y substituirt, so muss um-
gekehrt auch jeder Theiler einer kten Unterdeterminante von (P/, Q')
auch in einer jeden kten Unterdeterminante von (P, Q) ohne Rest anf-

ehen.
§ Es kann demnach auch keme hohere Potenz von (ap + bq) als

(k)
(ap + bg)' in (P’, Q) enthalten sein; ebenso ist (ap + bq)! die hochste
in allen kten Unterdeterminanten (n — k)ten Grades restlos enthaltene
Potenz jenes linearen Ausdruckes. Die r Faktoren, in die die [te Potenz
desselben sich zerfillen liess, nimlich

* (ap + bq)*-¥, (ap + bg)'~¥ ... (ap + bq)t—?

gind also auch die Faktoren des entsprechenden Theilers von (P’, Q°),
oder, wie wir diess Verhalten im' Anschluss' an die obige Definition auch
charakterisiren kdnnen:

Die Elementartheiler der beiden Dete;mlnanten (P, Q)
und (P/,-Q') sind einander successive gleich.

Der hier bewiesene Satz gestattet die Umkehrung, fiir welche Weier-
strass 32) ehenfalls den Beweis gegeben hat *).

§. 6. ? Wie schon bemerkt, ist die im Vorstehenden entwickelte
Theorie von Wichtigkeit fiir die Raumlehre geworden. Betrachtet man mit
Plicker 3) die gerade Linie als Raum-Element und giebt durch

\

Y1 :ys:yaund zg :zp 23 7

zwei Punkte in homogenen Coordinaten an, so kann man fir die darch
diese zwei Punkte gelegten Gerade folgende 6 Relationen

= |Vt ¥ ', . — Y1 Y3 Y1 ¥4 o Y3 34|
P2 = P P13 T Yy 7 y P = AL P3 = % 274’
' — M ¥y — |72 ¥3
P42 IZA Is P23 29 7y

aufstellen. Diese Determinanten vom zweiten Grade bezeichnet Pliicker
(s. 0.) als Coordinaten der geraden Linie; zwischen denselben be-
steht noch die Relation

P = pi2 P3s + P Pa2 + P P = 0.

*) Wer tiber die geometrischen Consequenzen der W eierstrass’schen Theorie
Ausfibrlicheres, zn erfabren wiinscht, als der nichstfolgende Paragraph zu bieten
vermag, vergleiche die Anhinge, welche Gundelfinger3) seiner Neubearbeitung
von Hesse's Raumgeometrie beigefiigt hat. Der von Weierstrass programm-
gemiss ausgeschlossene Fall verschwindender Substitutionsdeterminanten hat ein-
gehende Behandlung und geometrische Deutung bei Kronecker 34) gefunden.
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¥ Nehmen wir jetzt weiter an, es bestinde zwischen den einzelnen Coor-
dinaten eine Gleichung

m(Px, Pe Ps, Doy Ps, Pe) — O

Dadurch wird gewxsserma.ssen aus der urspriinglichen Manmgfa.ltxg-
- keit von 6 (5) Dimensionen *) eine solche von 5 (4) ausgeschieden; eine
solche Mannigfaltigkeit von 4fach unendlich vielen Geraden bezeichnet
Pltcker (s. 0.) als Linien-Complex, zwei Complexe bestimmen eine
Linien-Congruenz, drei eine Regelfliche. Je nachdem die Funk-
tion @ vom ersten, zweiten ete. Grade ist, wird der zugehtrige Cowmplex
ein linearer, quadratischer genannt. Das Problem, diese letzteren Com-
plexe allgemein analytisch zn diskutiren, hat zuerst F. Klein 3‘3) aufge-
nommen und geldst, indem er zeigte, dass es als spezieller Fall in jenen
fritheren Untersuchungen von Weierstrass tiber bilineare Formen enmt-
aalten sei.

Werden fiir die Variablen p neue Verﬁ.ndé'hche Xy, X, X3, Xy, Xp, Xg
eingefiihrt, so mdge P in P’ und @ in @’ tbergehen; es ist dann fur
aix — 8ki, bik = b .

1=6 k=6 1=6 k=6
PP—S8 Saxxixk, @ =8 S bixx xx.
i=1 k=1 =1 k=1

Bildet man die Determinante des Systemes (@ -+ AP‘), so ist die-
selbe

blrl+la‘hl bl ,2+131,2 bl’3+18'173 b1,4+l&1,4 bi,6+la’1’b ;bl’6+)~al»ﬁ
by 4821 baptdase bygt+Aags boatdags bygtAags  bog+dug
) = bg,s+4ag,  baet+4Aag,, bs,3+4as,3 b,y +4ag,4 ba,5t4ag,; b+ Asgg .
bjt+4Aa  byotAdays bz+Aay; bt bygtAays  bugtdan
bb’l + 2'3551 b5’2+1a'5!2 bb’?- + 7-9‘5,3 bb’l + 2'35’4 bb;b +2'3695 b5’6 +)'35’6
bﬁii +)'§'6’1 b6)2+)'a6!2‘ b8,3 ‘l')'a'ﬁ:S b6’4+la6’4 b5 +J'a6’5 b6)6+3136»6

Diese Determinante bleibt bei beliebigen linea.ljen Transformationen
der Variablen ftir jeden Complex dieselbe; sie ist also, da sie die veriin-

derlichen Grossen selbst nicht enthiilt, eine Invariante fﬂr denselben.

Da (P/, @) offenbar eine ganze rationale Funktion sechsten Grades
von A ist, sp kann man

@, 0)=23 +

_ 24y o . . 8nn (l —_— 2:‘)”1 (l -_—

b)) .

C(R— A

setzen, wo — unter der Voraussetzung, dass S»; = 6 — Ai eine »; mal
vorkommende Wurzel der Gleichung (P, @) = 0 bedeutet.

Nehmen wir nun an, es sei der Faktor (A — 4y der Determinante
¥, @) m allen ersten Unterdeterminanten derselben »‘i mal, in allen
zweiten »*4 mal etc., tiberhaupt in allen kten »® mal enthalten so ist

nach §. 5, wenn wir

ot =y — vi,er1=v1— V...

e®)
1

= y(k) _— y(k+1)

setzen, jedes dieser e grisser als das mach. ihm kommende; man hat

dann

*) Da eine Coordinate eine Funktion der fiinf dibrigen ist.



183

. ' ®
v . !
A—W)'=@—WT@ =" ... A=), ..
in seine Elementartheiler (s. den vorhergehenden Paragraph) zerlegt.

Nun wissen wir aber Folgendes: Soll ein bilineares Formenpaar P, @
in ein anderes P’, @ linear transformirbar sein, so miissen dieselben in
ibren Elementartheilern tibereinstimmen. Diese Formenpaare, gleich Null
gesetat, liefern also den n#imlichen Complex, wenn in den Determinantén
beider die Vertheilung der Wurzeln und Elementartheiler die gleiche ist;
vertheilen wir also — ftir ein quadratisches @ — in der Determinante
(P’ @) die Wurzeln und Elementartheiler auf jede mogliche Weise, so
erhalten wir nacheinander alle iiberhaupt denkbaren quadratischen Com-
plexe. ' :

Gesttitzt anf diese Thatsachen hat Ad. Weiler 37), dessen Dar-
stellung wir bis hierher hauptsichlich gefolgt sind, seine Eintheilung und
Beschreibung simmtlicher Complexs vom zweiten Grade durchgefiibrt und

" hiebei gefunden, dass es deren im Ganzen 58 wesentlich verschiedene

gibe 38),

.

1) Riemann, Theorie der Abel’schen Funktionen, Ges. Werke, ed. Weber,

- Leipzig 1876, S. 112 fff — 2) Clebsch, Ueber die Anwendung der Abel’schen

Funktionen in der. Geometrie, Journal f. d. reine u. angew. Mathem. 63. Band,
8. 21. — 8)R. F. A. Clebsch, Versuch einer Darlegung und Wirdigang seiner
wissenschaftlichen Leistungen, Mathem. Annalen, 7. Band, 8. 21. -— 4) Mansion,
Sur la théorie des transformations birationelles planes en général, Nouv. Corresp.
mathém., Tome I. 8. 54 £ — 5) Noether, Ueber Flichen, welche Schaaren ra-
tionaler Curven besitzen, Leipzig 1870. 8. 7. — 6) Chasles, Geschichte der Geo-
metrie, deutsch von Sohnc¢ke, Halle 1839. S. 71 ff — 7) Joachimsthal, Sur
quelques applications des déterminants & la géometrie, Journ. f. d. reine u. angew.
Mathem. 40. Baund, S. 21. — 8) Euler, Novi Comment. Petrop. Tom. XV. 8. 75 ff,
— 9) Cauchy, Exercices de Mathématiques et de Physique mathématique, Paris
1830, 1V. 8. 140 ff£ — 10) Veltmann, Beitrige zur Theorie der Determinanten,
Zeitschr. f. Mathem, u. Phys. 16. Jabrg. 8. 523 ff. — 11) Sylvester, On the principles
of the calculus of forms, Quaterly Journal t. VIL 8.52ff. — 12) Hermite, Sur une
question relative a la théorie des nombres, Journal de Matém. Tome XIV. 8. 21 ff,
— 13) Weihrauch, Zur Construktion einer unimodularen Determinante, Zeitschr.
f. Math. u. Phys. 21. Jahrg. S. 84 ¥. — 14) Rosanes, Ueber die Transformation
einer quadratischen Form in sich selbst, Journ. f. d. reine u. apgew. Mathem.
80. Band. 8. 52 fif — 15) Ibid. 8. 71. — 16) Cayley, Mémoire sur les hyper-
déterminants, ibid. 30. Band. 8. 1 ff. — 17) Clebsch, Theorie der bindren alge-
braischen Formen, ' Leipzig 1872. 8. 8. — 18) Ibid. 8. 8. — 19) Hermite, Sur
I'invariant du 18e ordre des formes du cinquiéme degré et sur le role qu'il joue
dans la résolution de 1'équation du cinquiéme degré, Journ. f. d. reine u. angew.
Mathem. 59. Band, S. 304 ff. — 20) Fiedler, Die Elemente der neueren Geo-
metrie und der Algebra der biniren Formen, Leipzig 1862. 8. 174. — 21) Clebsch,
S. 4. — 22) Gram, Sur quelques théorémes fondamentaux de I'algébre moderne,
Mathem. Annalen, 7. Band, 8. 239. — 23) Aronhold, Ueber eine fundamentale
Begriindung der Invariantentheorie, Journ. f. d. reine u. angew. Mathem. 62. Band,
S. 281 £ — 24) Clebsch-Gordan, Ueber cubische ternire Formen, Mathem.
Annalen, 6. Band, 8. 439. — 25) Schlegel, System ‘der Raumlehre; 2. Theil,
Leipzig 1875. 8. 102 ff. — 26) Cayley, Upon quantics, Transactions of London,
CXLVL 8. 101 fff — 27) Gordan, Beweis, dass jede Covariante und Invariante
einer bindren Form -eine ganze Funktion mit numerischen Coéfficienten einer end-
lichen Anzahl solcher Formen ist, Journ, f. d. reine u. angew. Mathem. 69. Band,
S. 823. — 28) Cayley, A ninth memoir on quantics, Trans. of London, CLXI.
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S. 17 fff — 29) Weierstrass, Zur Theorie der bilinearen und u&dratlschen
Formen, Berliner Berichte 1868. S. 810 ff, — 80) Ibid. 8. 811, — 81) Ibid.
S. 812. — 82) Ibid. S. 814 ff. — 33) Hesse, Vorlesungen iiber die analytische
Geometne des Raumes, revidirt und mit Zusitzen versechen von Gundelfinger,

gzxg 1876. 8. 498 ff. S. 281. — 34) Kronecker, Usber Schaaren von quadra-
tischen Formen, Berliner Berichte 1874. S.59 ff. 8.149 ff. 8. 206 ff.— 85) Plﬁeker,
Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als
Raumelement, Leipzig 1869. — 36) F. Klein, Ueber die Transformation der allge-
_meinen Gleichung zweiten Grades zwischen Liniencoordinaten auf eine kanonische
Form, Bonn 1868. — 87) Ad. Weiler, Ueber die verschiedenen Gattungen der
(sloxilp(l)exe zZweiten Grades, Mathem. Annalen, 7. Band, 8. 145 fff — 88) Ibid.




Kapitel IX.

Cuhische -Determinanten.

§. 1. Wir sahen oben (Kap. I. §. 6), dass der franzbsische Mathe-
matiker Vandermonde zuerst sich gendthigt sah, die verschiedenen
Elemente eines Systemes von Termen durch drei denselben angehiéngte
Indices zu unterscheiden. Abgesehen von jemem ersten isolirten Auftreten
dieser Bezeichnungsweise finden wir bis in die neueste Zeit hinein nirgends
etwas Analoges; erst Somoff1) ist im Verlaufe einer auf ganz andere
Ziele gerichteten Untersuchung zu der Anwendung des dreifachen Index
und den damit' in engster Beziehung stehenden cubischen Detérminanten
hingeftihrt worden, .und Dahlander hat der Erste deren Eigenschaften
studirt *) (s. § 8). Zuletzt haben besonders italienische Gelehrte, de
Gasparis?), Armenante3) und Padova %), diesen analytischen Ge-
bilden ihre Aufmerksamkeit zugewendet und eine Reihe von Eigenschaften
fir dieselben "gefunden, welche denen der gewdhnlichen Determinanten
vollkommen entsprechen. In Deutschland hat sich zumal Zehfuss®) mit
diesem Gegenstande beschiiftigt und ihn in Beziehung zn den Theoremen
der neuen Algebra gesetzt.

§. 2. Sind n3 Elemente gegeben, so kinnen wir dieselben in Gestalt
eines Wiirfels anordnen, und zwar.muss dann jedes einzelne Element durch
drei Indices charakterisirt werden, welche gewissermassen seine Coordinaten
in Bezug auf ein mit drei aneinanderstossenden Wiirfelkanten zusammen-
fallendes rechtwinkliges System ausdrticken. Das nachstehende Schema, in
welchem 216 Elemente in der angegebenen Weise zusammengestellt sind,
wird diess erliutérn: -

*) Ihrer allgemeinen Auffassung und priicisen Beweise halber ist anch die
gang kiirzlich als Separatabdruck aus Battaglini’s ,Giornale“ erschienene kleine
Schrift hervorzuheben: Garbieri, Determinanti formati di elementi con un numero
qualunque d’indici, Roma 1876.
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815191 Biy152 819193 B4sisd  Bis1sb  Bys1r6
21,21 8122 B1y23  B12d B2 B13256
815351 81»3:2 313393 81,314  BH36 81,356
Bprgst  Bss2 81543 B194pd Bgep 31,406
B3 B162  B1s53  Bpbsd  Blsbis . B16s6
81601 B1s62  D1s6s3  Bisesd  Bysgp  By5646 -

89,151  B21h2 821,38 81 B1sp 8216
8900, 82,292 B»23 8224 82,05 B226
Quy351 82,32 82,33 B34 835  A2,3,6
A%yt 82,002 82,13 32!4’4 82,00 82156
611 B2502  82,5:3  Bhea "'_216’5 22,656
825651 85602 321653 82604 8260 32,656

P 83,151 83)1,2 8313 83101 B3yfsp 83,196
23,24 83,2:2 83,03 83,204 83,295 43,256
83,31 4332 83,33 8334 3336  B3.3:6
83,14 83042 83,153 83,004 B3y45 83446
835601 830502 B2,5:3 B36sd 83506 833556
83:651  B83:6:2 83653 BG4 A36sh 83656

N

B41s  Bh1r2  Baa1s3  Bhafyd  Bgy1sp  Bhsfsg ¢
8421 2422 3423 B4 Bi2sp  By28
84,31 B4s32 B33 B434 B35 B4y306
Bpgst  Disdr2  Birgs3  Bhydsd  Bhrdsp  Basisg
bt B2 Brbs3  Bdsbik  Bhbs  B4y5e6
g6y D962  B4s653  Biy6rd  Bhy6sb  B496s6

855151 Bps1r2  Bbe1r3  Bbylsd  BHstsd  Bhaisg
. 855251 86:2:3 85123 B2 839256 Bi2e6
85,31 85332 851313 8ps34  B5i36  B5s3s6
Boidsl  BpiH2 B8543 Bpsdyd  B545  Apidee
855591 35652 853603  Bpsbid D566 Bpibi6
850691 B6s652  B55653  BpsGad  B5s6sh 25166

865151 8612 BGe1r3  Betrd Bestad  Bes1s6
8621 86,22 86,23 86214 8626 86,246
83t 8632 3633 B34 86305 365356
8gsst  Beods2  Bosks3  Bhadsé  BGrisb  B6:4s8
86y5)1  B52 36603 BGipd  Bgy b BGibs6 ,

. 86691 BGi62 BG83  BGsBrt  B6iB5  36:66
In jedem solchen Cubus von n? Elementen unterscheidet man ersicht-
lich n Horizontal- und 2n Vertikalebenen. (eleitet durch die Analogie
ktnnen wir dann Folgendes festsetzen:

Bildet man aus den gegebenen n3 Elementen simmtliche
Produkte zu n Faktoren, welche das System zul#sst, ohne
dass in einem dieser Produkte mehr als ein einziges der
n¥mlichen Horizontal- oder Vertikalebene angehdriges Ele-
ment vorkommt, und versieht diese Produkte nach einem
bestimmten Gesetze zum Theil mit dem positiven zum Theil
mit dem negativen Vorzeichen, so nennt man die algebrai-
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sche Summe all’ dieser Produkte die cubische Determinante
des Systemes.

Wihrend bei einer -quadratischen Determinante von zwei Diagonal-
reihen gesprochen werden konnte, . giebt es deren hier im Ganzen vier.
Wir halten aber an dem Gebrauche fest, die Reihe der Elemente ay,,,
82,22 - - - 8nnn als erste Diagonalreihe zu bezeichnen.

Die Zeichenregel fiir die einzelnen Glieder kinnte an sich willkiirlich
gewihlt werden; um aber die Analogie oder, besser gesagt, das Hankel'-
sche Prinzip der Permanenz formaler Gesetze 6) micht zu verletzen, stellen
wir dieselbe durch folgende Betrachtung fest, welche zugleich das Bil-
dungsgesetz und die Anzahl der bei der Entwickelung sich ergebenden
Glieder erkennen lisst.

Man schreibe zuniichst das Anfangsglied a;,4,;, @2,22 - . . 8nun hin
und bilde simmtliche Permutationen aus den Nummern 1, 2 ... n,
deren es n! giebt. Hierauf ersetze man die Serie der dritten Indices der
Reihe nach durch simmtliche andere Complexionen, welche man bei'm
Permutiren erhalten hat, wihrend die beiden ersten Indices iiberall un-
verindert bleiben. Jedem einzelnén Gliede ertheile man das positive oder
negative Zeichen, je nachdem die Complexion seiner dritten Indices eine
gerade oder ungerade Anzahl von Inversionen aufweist. Nachdem so die
ersten n! Glieder gebildet sind, bilde man ein neues Glied dadurch, dass
man, wihrend zweite und dritte Indices ihre Plitze behaupten, an Stelle
der bisher constant gebliebenen Complexion der ersten Indices die zweite
Complexion aus der Reihe der obigen n! Permutationen einsetzt. Indem
man dieses Glied, welchem selbstverstindlich gegeniiber dem zunichst vor-
hergehenden das entgegengesetzte Zeichen zukommt, in analoger Weise
weiter behandelt,, gelangt man zu weiteren Entwickelungsgliedern und -
kann so lange derart fortschreiten, bis simmtliche Glieder dargestellt
sind. :

Aus diesen Angaben abstrahiren wir Folgendes:

Die Entwickelung einer cubischen Determinante vom
nten Grade liefert

n! + n! + ... + nl.—= (m!)?
(n))

Glieder. Ein Glied erhilt das positive Vorzeichen, wenn die
Anzahlen der Inversionen, durch welche die beiden Com-
plexionen der ersten und dritten Indices aus der Anfangs-
complexion1l 2 ... n hervorgegangen sind, zusammenaddirt’
eine gerade Zahl ergeben, das negative, wenn diese Summe
ungerade ist.

-Man erkennt hieraus auch sofort, dass die eine Hilfte der Glieder mit
dem positiven, das andere mit dem negativen Vorzeichen versehen sein
miisse (vgl. Kap. IL §. 1).

Entwickeln wir so die cubische Determinante dritten Grades
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111 112 113
121 122 123
131 132 133
211 212 213
A= 221 222 228
231 232 233
311 312 313
321 322 323
381 332 338
so erhalten wir im Ganzen (1 . 2 . 8)2 = 36 Glieder, niimlich die fo-
genden
111 222 333, 111 322 233, 211 122 333, 211 822 133,
111 .223 3832, 111 323 232, 211 123 332, 211 823 132,
112 221 333, 112 321 233, 212 121 3833, 212 321 133,
112 223 331, 112 323 231, 212 123 331, 212 3823 131,
113 221 3832, 113 321 232, 213 121 332, 213 321 182,
113 222 331, 118 3822 231, 213 122 331, 213 3822 131,
311 122 233, 311 222 133,
311 123 282, 311 223 132,
812 121 233, 312 221 138,
312 123 231, 312 223 131,
313 121 232, 3183 221 132,
313 122 231, 313 -222 13l. >

Will man das Vorzeichen irgend

eines

Gliedes, z. B. das von 213

321 132 bestinimen, so bétrachtet man die beiden Complexionen 231
und 312. Erstere weist gegen die Anfangscomplexion 8; letztere 4 Inver-
sionen auf; 8 4+ 4 — 7 ist eine ungerade Zahl, und das Glied erhilt
das Minuszeichen.

. §. 8. Ebenso wie wir bei den quadratischen Determinanten horizon-
tale und vertikale Reihen unterscheiden, giebt es bei den cubischen Hori-
zentalebenen und zwei Gattungen von Vertikalebenen. Diejenigen Ebenen,
welche bei der von uns béfolgten Anordnung der Papierebene parallel
verlaufen, wollen wir Vertikalebenen der ersten Art, die hierauf
senkrechten Vertikalebenen der zweiten Art nennen.

Denken wir uns nunmehr, es seien zwei Horizontalebenen mit ein-
ander vertauscht worden; hierdurch haben die beiden letzten Indices keine
. Aenderung erlitten. Entwickeln wir also die Determinante vor und nach der
Vertauschung, so ist klar, dass die einzelnen Glieder in beiden Entwickel-
ungen dem absoluten Werthe nach einander beztiglich gleich sein miissen;
die Umtauschung des ersten Index aber hat, den oben getroffenen Be
stimmungen gemiss, fiir das betreffende Ghud einen Zelchenwechsel be-
wirkt. Nimmt man die gleiche Operation vor mit zwei Vertikalebenen
der zweiten Art, so bezieht sich die Umtauschung auf den driften Indes
und der Effekt ist der n#imliche. Handelt es sich dagegen um die Ver
setzung zweier Vertikalebenen erster Art, so bleibt erster und dritter
Index ungeiindert und die Vertauschung 'bezieht sich lediglich auf den
zweiten, welcher als invariabel, wie wir sahen, flir die Bestimmung des
Vorzeichens gleichgiiltig ist. Hieraus ergeben sich folgende Sitze:

Eine cubische Determinante #ndert ihr Zeichen, wenn
zwei Horizontalebenen oder zwei Vertikalebenen der zwei
ten Art mit einander vertauscht werden.
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Eine cubische Determinante bleibt ungeindert, wenn
zwei Vertikalebenen der ersten Art mit einander vertauscht
werden. :

Es ist also z. B. die obige Determinante A\ gleich

211 212 213 113 112 111 111 112 113
221 222 223 123 122 121 181 132 183
281 232 233 - 183 132 131 121 122 123
111 112 118 ) 213 212 211 211 212 213
121 122 123 —=—¢ 223 222 221 =4 231 232 233 .
181 132 133 233 232" 231 221 222 223
311 3812 313 813 312 311 811 312 3813
821 822 323 823 3822 321 331 332 338
\ 331 332 333 \ 333 332 331 321 822 3823

Als Zusatz tritt zu dem Obigen noch Folgendes hinzu: - :

Eine cubische Determinante verschwindet identisch,
wenn zwei Horizontalebenen oder zwei Vertikalebenen der
zweiten Art einander in allen Stiicken gleich sind.

Ferner tibersieht man auch sofort die Wahrheit des Satzes:

Um eine cubische Determinante mit einerZahl zu multi-
pliciren, hat man simmtliche Elemente einer und derselben
Determinanten-Ebene mit ihr zu multipliciren.

Die oben von uns gelieferte Bestimmung fir die Anzahl der Ent-
wickelungsglieder lisst auch nachstehende anscheinend von Dahlander?)
herrtihrende Fassung zu:

Eine cubische Determinante nten Grades kann als
Summe von n! gewshnlichen Determinanten desselben Gra-
des dargestellt werden.

So wire also etwa

'

111 112
121 122 111 122 I I 121 221 ‘
211 212 | 211 222 112 212 |
221 292 A

§ 4. Fasst man alle diejenigen Entwickelungsglieder zusammen,
welche das Element ag, b, x als gemeinschaftlichen Eaktor, haben, und setzt
man denselben vor eine Klammer, so bleibt in dieser ein Aggregat von
(m — 1)1)? Gliedern zurtick, und in jedem einzelnen Gliede sind aus-
schliesslich solche Elemente vertreten, welche mit ag », kx in keiner Hori-
zontal- oder Vértikalebene zusammen vorkommen. Es sind diess im Gan-
zen (n — 1)3 Elemente, welche sich sofort wieder zu einer cubischen
Determinante vom (n— 1)ten Grade combiniren lassen. In ganz analoger
Weise, wie bei den quadratischen Determinanten (vgl. Kap. IL §..5), er-
b#lt man den Cosfficienten A\’ dieses Elementes, wenn ,\ die urspriingliche

dA
dag, b, k
Determinante A\’ als' die erste Unterdeterminante von A, ge-
nommen nach dem Elemente ag n, k.

Diess liefert uns eine zwar recurrente aber flir die Praxis gleichwohl
bei Weitem bequemere Regel zur wirklichen Ausrechnung einer cubisehen

Determinante ist, durch die Gleichung /' = und bezeichnet die
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Determinante, als diess die oben erwihnte independente war. Ebenso, wie
wir eine quadratlsche Determinante frither nach den Elementen einet be-
stimmten Reihe in Unterdeterminanten zerlegten, nehmen wir jetzt diese
Zerlegung nach den Elementen einer bestimmten Ebene vor, und zwar
beschrinken wir uns hier auf Horizontalebenen, indem natiirlich fiir jede
andere Ebene dds Verfabren sich analog gestaltet. Um den Cosfficienten
jedes Elementes einer solchen Ebene zu bilden, legt man durch das Element
als*Anfangspunkt ein mit den Wiirfelkanten der Richtung nach tibereinstim-
mendes rechtwinkliges System und ordnet alle diejenigen Elemente in eine
Determinante einy welche auf keiner der drei Axen-Ebenen dieses Systemes
liegen. Zur Bestimmung des Vorzeichens brauchen wir blos zu beriick-
sichtigen, dass jedes Element von der Form aq 1,1 gegen aq, 1,2 und a1
das entgegengesetzte Zeichen erhalten muss. Hieraus ziehen wir folgende
Vorschrift:

Soll eine cubische Determinante nach den Elementen
der gqten Horizontalebene in Unterdeterminanten =zerlegt
werden, so untersuche man zuerst, ob die Zahl (q + 1 + 1)
gerade oder ungerade ist. Im ersteren Falle erhult jedes
Glied der Zerlegung das positive oder negative Zeichen,je
nachdem die Indexsumme (g + h + k) des Elementes aghnt
gerade oder ungerade ist, im anderen Falle verh#lt es sich

‘'umgekehrt,

Soll beispielsweise die obige Determinante dritten Grades nach den
Elementen der ersten Horizontalebene in Unterdeterminanten zerlegt wer-
den, so bildet man zuerst 14 1 + 1 = 3. Dann erhiil{ also etwa 113=35

das positive, 182 = 6 das negative Vorzeichen, weil eben der zweite der
normirten Fille eingetreten ist, und das Resultat der Zerfillung ist:
222 228 , 221 223 221 222
232 233 231 233 231 232
11 {309 303 112 {01 ga3 +113 {307 322
332 333 331 333 331 332
211 212 211 2138 212 218
_ ' 231 282. 231 238 232 233
128 §a11 s12 122 {311 313 12! (312 813
331 332 331 383 332 333
212 215‘23 211 213 211 212
222 223 221 223 221 222
181 4312 813 182 4311 513 F198 {311 si2
322 323 321 323 321 322

hingegen wiirde man bei der nach den Elementen der zweiten Horizontal
reihe zerlegten Determinante*) & + 111, 222 finden:

111 112 _
121 122 __ - .
011 912 =211 .122 — 212. 121 + 222 . 111 — 221 . 112,
221 222 -
indem hier die Indexsumme 2 4+ 1 4+ 1 = 4 eine gerade Zahl ist.

Nun konnen wir auch die frither gelernten Regeln zur Bildung hohe-

*) Man erkennt die unm1ttelba.re Uebertragbarkeit des Summensymbols auf
cubische und spiterhin auch auf noch hdhere Determinanten.

i
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rer, Unterdeterminanfen auf cubische Determinanteri ausdehnen; die qen
Cotfficienten A\q des Produktes 8h,, ¢;, d; Bby, g dz - * * Bbq ¢q dg bestim-

mende Relation wird sein
i dip .
fa =3 d ~d '
by, 01, dy UBby, 5, dy - bg, ¢q, dq

§. 5. Die Entwickelung einer cubischen Determinante zeigt auch,
dass, wenn simmtliche Elemente ein und derselben Ebene aus glelchwelen
Summanden zusammengesetst sind, die Determinante sich in eine Summe
zerlegen lisst, deren einzelne Gheder wieder cubische Determinaten sind.

So ist ganz allgemem :

Bt Bpy1p2 - - - BLlg + bl,l + ...+ b(x?{ <. 81,10 84,51 - - 311,g+-.815L0
31521 815252 - - - B1,29 + bl,2 + ...+ b(lq% .. 8120 81,09 - - - 31,2, - 31,20
a1n,1 81n2 - . - 81 + bm + o b(lq.). «.. 8100 " aini...8,09. .- 85,00
9151 824152 ¢+ - - 9'2,1,'1‘+ bgl,)l B b2,1 «.. 82,10 89,141 + - + B2,1, - - - 22,1,
22,291 825292 ¢ -« az2q + b(zl,% + ...+ b;?% ...822n 89,051 - - - 82,2, - -+ 82,20

I L T Y e s e & e s e

. 1
az,n,1 az.n.z.--itz,n,q+b§,z.+.,-.-l-bf-,?,)l...a,z,u ©  agnl...82nq...8200

an11 ap12 - .. 8,149 + bn.l + .+ bfﬂ’l «oofinam- an1,i...3nl,q-.-.8n1n
an2,1 an22 .. . an.z.q + bn,2 + .+ bfg:)», +.. 8020 an2,1...8n2q...302n
i . ° ° M [ . o . . . . . . . . . . .
ann,1 8nn2 ... anng + b + “ e + bnn,.. ap,nn an,nl...8nn0q. - «8n,n,n
(@
( Biyfyg ¢ o - b1,1 <.+ 8L , ra.m,l R 31 S : SRR
\ (1)
812 - - b2 ... al,z,n Bpy0y ¢+ o b;,z .« 281,20
‘ : (q)
a1,n,1 .l). bl,n . . . 8Lnn a.l,n,1 . .( Y b ... 81,00
A i q
A9 - -+ bRl . . . d21n By, + - - Doy .« . . @210
(1) . - (@) .
+32’2v1--°b2,2---az,3,n+...+ . 89,2 + - - D22 ... 8220 ;
. . . . o o, . . . . . . . .
1)} @ .
az,n,1 b() .« . 8znn- 82n1 « + . b2n. - < B2nn
) : ' (9)
an,1,1 . b + + « anl,n ant,1 . . . bn,l(. . . an1l,n
a
an2l1 . . . bn,z « + + &n2n an2,1 . + bn,z « . . 8n2n
‘ o .o « e 4 X . .
anpl « - . bon . . . 3non L apnl . . . b.ﬁ)n ...8mnn-

\
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denn entw:ckelt man die erste Determmante so ist klar, dass jedes Glied
der Entwickelung eine Summe von der Form (ax,1, m + Sby 1) als Faktor
enthalten muss; rechnet man also aus, so ergeben sich. (q + 1) Aggregate
von je (n!)? G]iedern, deren jedes beziiglich mit einer der (q + 1) obigen
Determinanten identisch ist. Sollte jeder der Terme von gle:chem oberen
Index (i) noch mit ein und demselben Faktor behaftet sein, so wiirde
sich derselbe beztiglich vor die 2t6, Ste ... (g + 1)te Determma.nte
heraussetzen lassen.

§..6. Im Anschlusse an die oben (§. 4) durchgefiihrte Zerlegung
einer cubischen Determinante moge noch der spezielle Fall in's Auge ge-
fasst werden, dass in dem Wiixfel - Schema zwei mit einer Ecke in die
Hauptdiagonale fallende rechtwinklige Parallelepipeda ausschliesslich durch
Nullen ausgeftllt erscheinen, Gegeben sei die Determinante vierten
Grades ‘

[31:101  Butiz B3 Bistn

B1,0,4  B1,292  31y2,3  81,2.4
315391 31532 B1333  Bqy304
81,41 319452 Bisgy3 Biadyg

29,1y 82,152  82y1,3  B2154
89,21 22,22 82,293 39,24

8,391 82,32 82333 Bn3s4
A = < B B2 B243 B
235191 835152 0 0 )
3,201 B3y292 0 0

0o . 23,33 331304

0 0 83,43 a3)4s4.

A1yt Bdsls2- 0 0
349291 84,252 0 0
0 0 345353 84y354
\ 0 0 B104,3  Bfsdrd

und es sei gefordert, diese Determinante in Unterdeterminanten zu zer-
legen, und zwar nach den Elementen der vierten Horizontalebene. Man
findet A gleich

311 Bps1s2 819151 Bqy152 aps191 B5002
B15201 B15292 215251 815252 152,10 81522
a, a : —a, a; +a s
19§5d 935353 B9y1y1 82,112 11413 935354 89,151 82152 45373 835494 82,191 82,152
82,2,1 825252 82,251 825292 82,251 92,252
Bisfs1 Bey152 ' 81,33 B354 81y3,3 1,354
81,251 849252 845453 315452 81,43 31544
—8 +a — a,
34 339855 Yoot Bp1s2 022 33901 a) 38 Bas 12 3821020 5,3 82300
22)2:1 82,252 82453 82454 82,03 325404
' 81,353 311354 81)3:3 311304
A543 Bybsd 815453 Bpying
a, ;% — B4y0 2
+ 84,11 835242 32,33 821354 45251 83919 8233 Bt
. 22,43 225454 82,13  B2444 :

und dieses Aggregat kann man offenbar auch so schreiben:
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815151 B1y152 83,3,3  83,3:4 81,3,3 314354 a3y111 831152

219291 81,202 35403  A35ds4 + 815453 © By40a . 83,21 835292 .
22,51 8152 84,3,3 844351 82,33 82,354 Bhy1a1  B4sfs2
9,24 825252 Bhy4s3  Bhsgod 2,453 825458 B2y B4y292

Diess Resultat lisst sich verallgemeinern zu folgendem dem in Kap. IL.
g. 18 behandelten Corollar des Laplace’schen Theoremes entsprechenden

atze:

Sind in einer cubischen Determinante des 2nten Grades
die 2n3 Elemente, welche n Vertikalebenen mit n Horizon-
talebenen, und welche die anderen n Vertikalebenen der-
selben Art mit den n#mlichen n Horizontalebenen gemein
h aben, durch Nullen ersetzt, so reducirt sich die Determi-
nante auf eine Summe aus zwei Summanden, deren jeder aus
zweiDeterminanten des nten Grades als Faktoren zusammen-
gesetzt ist. Selbsverstindlich-existirt ein analoger Lehr-
satz auch flir Determinanten ungeraden Grades.

Dieselbe Wahrheit wiirde sich auch haben finden lassen dadurch, dass
man die cubische Determinante ganz allgemein in Aggregate aus Unter—
determinanten beliebiget Grade zerfsllt hitte. Armenante*) hat diese
Aufgabe in sebr allgememem Sinne geldst ®).

§. 7. Es steht nichts im Wege, in der “nimlichen Weise, wie wir
hier Determinanten mit drei Indices gebildet haben, auch solche mit vier,
und tiberhaupt mit beliebig vielen'Indices zu bilden; jedoch miissen wir dann
auf die geometrische Darst.ellung verzichten. In der oben angefithrten
Schrift von Zehfuss sind einige Fundamentalsiitze von solchen Determi-
nanten entwickelt. )

Die Anzahl der jedem Elemente a.ngehﬁngten Indices bestimmt den
Rang der Determinante; derselbe ist also fiir die quadratischen (vulgﬁ'ren)
Determinanten — 2, fur die cubischen = 8. Um die Glieder einer sol-
chen Determinante von ntem Range und qtem Grade erhalten, geht
man vom Anfangsgliede 8y, . - . . 4, 8205 - - - 9p - - - Bqaq - - - qy

aus und bestimmt nun willktirlich eine Serie lm 2m . . . qm der Indices,
welche bei den nachfolgenden Vertauschungen fést zu bleiben hat.
Alsdann setzt man resp. fir die 1te, 2te...(m—-1)te, (m+1)te...nte
Serie alle Complexionen successive ein,- welche aus der normalen Anfa.ngs-
complexion durch Permutation hervorgehen konnen. Die Anzahl aller
Entwickelungsglieder, welche die Determinante ergxebt, ist dann offenbar
(@ )»—1. Die Zeichenregel formulirt Zehfuss 9) in dieser Weise: ,Liefert
die erste veriinderliche Serie der Indices fiir sich m’, die zweite m“, die
dritte m’‘ Inversionen, so ist das Vorzeichen eines Gliedes der hdheren
Determinante + oder —, je nachdem die Gesammtzahl (m’+m‘+ m*'+...)
seiner Inversionen gerade oder ungerade ist,“ — eine Vorschrift, welche
mit der oben (§. 2) fiir den Spezialfull der cubischen Determinanten ge-

" gebenen ersichtlich iibereinstimmt. Mansion 10) hat die sehr richtige

Bemerkung gemacht, dass der fir zwei Indices unmittelbar einleuchtende

*) Die Formel Armenantes im Original ist offenbar verdruckt, aber leicht
zu verbessern. Fir « = n wire ihm zufolge die- Gliederanzahl nicht 1 wie sie

_doch muss.

Giinther, Determinantentheorie. 2. Aufl, T 18
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Satz: ,Jede paare oder unpaare Permutation behilt diese Eigenschaft,
wenn man zwei Elemente ihre Plitze wechseln lisst* auch fiir den ganz
. allgemeinen Fall beliebig vieler Indices sein Analogon behalte und somit

»la théorie des déterminants & un nombre quelconque de dimensions“ zu

begriinden dienlich sei.

Die fiir quadratische und cubische Determinanten geltenden Sttze

tiber das' Vertauschen der Reihen beziiglich Ebenen lassen sich folgender-
massen 11) in erweiterter Fassung geben: ,Jede Determinante hoheren
Ranges wechselt ihr Zeichen, wenn'zwei derselben ver#inderlichen Serie
" angehdrige Indices durchweg vertauscht werden. Wenn dagegen zwei der
festen Serie angehirige Indices untereinander vertauscht werden, so wech-
selt die Determinante ihr Zeichen  oder nicht, je nachdem sie geraden oder
ungeraden Ranges ist.“ Aus diesem Grunde ist es vortheilbaft, bei unge-
radem Rang immer den mittleren Index fest zu lassen.

Auch die fiir die praktische Auswerthung so ntitzliche Zerlegung in
Unterdeterminanten lisst sich leicht in verallgemeinerte Formen bringen.
Nennt man alle diejenigen Elemente, welche den nimlichen variablen In-
dex als ersten aufweisen, in Ubertragener Bedeutung einer Horizontalebene
(von mehr als zwei Dimensionen) angehirig,.so kann man Folgendes auns-
sagen: )

Jedes Element einer Horizontalebene erh#lt als Faktor
(adjungirte Unterdeterminante) eine Determinante vom
nichst niederen Grade, gebildet aus allen Elementen, welche
- keinen Index mit dén seinigen beztiglich gleich haben; das
Produkt ist positivoder negativ, je nachdem das Anfangs-
element ap,1,1...1 der Ebene ¢eine gerade oder ungerade, hin-

gegen das betreffende Element eine ungerade oder gerade
"Indexsumme besitzt. . ,

1) Somoff, Mémoire sur les accélérations de divers ordres, Mémoir. de 1'acad.
de St. Pétersbourg, Tome VIIL 8. 53. — 2) De Gasparis, Sopra due teoremi dei
determinanti a tre indice, ed un altra maniera di formazione de gli elementi di un
determinante ad m indice, Rendiconti dell’ accad. di Napoli, Tomo VIIL 8. 118 ff.
— 8) Armenante, Sui determinanti cubici, Giornale di matematiche, VI. 8. 175ff.
— 4) Padova, Sui determinanti cubici, Ibid. VI. 8. 182ff — 5) Zehfuss, Ueber
eine Erweiterung des Begriffs der Determinanten, Frankfurt 1868. — 6) Hankel,
Theorie der complexen Zahlensysteme, Leipzig 1868. 8. 10 f. — 7) Dahlander,
Om en klass funktioner, hvilka ega flera egenskaper analoga med determinanternes,
Ofvers. af K. Vet.-Akad. Forh. 1863. 8. 200. — 8) Armenante, S. 180. —
9) Zehfuss, 8. 8. — 10) Mansion, Eléments de la théorie des. déterminants
d’aprés Baltzer et Salmon, Mons 1875. 8. 10. — 11) Zehfuss, S. 4.




Anhang’I.

Aufgabensammlung. ' -

1) Schreibt man. in der durch nachstehendes Schema angedeunteten
ZVgise einer drejreihigen Determinante die beiden ersten Colonnen rechts
oi :

1

) by |
)
und multiplicirt so tiber's Kreuz, dass den ersten drei Produkten das ne-
gative, den anderen das positive Zeichen zukommt, so. erhiilt man die auns- -
gerechnete Determinante.
(Vgn gg;u'rns angegeben; Finck, Kléments d'algdbre, Strasbourg 1846.

i 2) Zu zeigen, dass das zweite Diagonalglied positiv oder negativ wird,

je nachdem die Determinante den Grad }ggziig +1 oder aber den Grad

4n .
4n+1} hat.
3) Zu zeige'n, dass

(b+ 0)2 32 32
b2 (c+a)® b? | = 2abe (a+b-c)d.
. c? e, (a.+b)2

M Sa.nsi) on, Introduction 3 la théorie des déterminants, Gand - Mons 1876.
. 8,

4) Betrachtet man ein nach der ersten Regel des Byzantiners Mo-
sghopulos construirtes magisches Quadrat von (4n)? Zellen als Determi-
nante, so verschwindet dieselbe identisch.

(Mittheilung von Hrn. Studnicka in Prag; Giinther, Verm. Unters. zur
- Gesch, d. mathem. Wissenschaften, Leipzig 1876. S. 209 ff) :
5) Zu zeigen, dass fiir beliebige a, b, ¢, d die Identit¥t besteht
18* >
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14+a 1 1 1 . . g N
1 1+b 1L 1 | _ ,
1 1 14c¢ 1 —abcd(1+~;+F+?+F).
1 1 1 144
(Mansion, Eléments de la theorie des déterminants, Mons - Bruxelles - Gand

1875. 8. 14))

6) Haben in der Determinante fiinften Grades 2 + a; by ¢3 dy e
die Elemente by, ci, e3; by, ¢y, €5; by, ¢ €; einen gemeinschaftlichen
Faktor, so gehort derselbe auch der Determinante selbst an. Wie lautet
das hierin liegende Theorem allgemein?.

(Muir, Extension of a law of determinants, Messenger of the Mathematws,
1872. 8. 60 ff)

7) Zu zeigen, dass die Determinante

1111...1.0...00
1 0 0 o0 ... 00
0110 0 0 0 0

0000 ... 00 ...11 :
den Werth 1 oder Null besitzt, je nach ihrem Grade. -
(Mansion, 8. 1%)
8) Ist fir eine Determinante A=3+ gy . . . 8o allgemein
s = ai=M(@EA=12...n)
und ist zugleich jedes links der ersten Diagonale gelegene Element
A = — M, so ist unter allen Umst#nden

2A = (2M)»-1.
. (Dgsggg,) Propriété des déterminants, Archiv d. Math. u. Phys. 56. Theil,

9) Zu zeigen, dass die Determinante aus Binomialco¥fficienten
( c4+m—1Y) (c+m c+m+1 c+2m—1

o ) () () (R

(c+m) (c+m+1) (c+m+2) (c+2m |
0 1 2 o m )

. (c-l- 2m—1) (c+2m) (c+2m+l) (c-l- 3m——l) |
9 c. m

den Werth 1 hat.

: (Baltzer, Theorie und Anwendung der Determmanten, Lelpmg 1875. 8. 22)

10) Wie lisst sich die Determinante
1 1 1

sine sinf siny
cose cosf cosy

" durch die Sinus der halben Winkeldifferenzen darstellen? ’
(Mellberg, Teorin. for Determinant-kalkylén, Helsingfors 1876. 8. 75.)
11) Versteht man unter A" das bekannte Symbol der Differenzen-
rechnung, so lisst sich die Identitiit
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1 0 0 0 .

1 llh 02' 0 o ul _n

1 2h 21h 0 u| — =
1 38 3.2n? 31h3 us A® II i 1 h

1 nh n(n.—l)hz. n(n——.l) (n—:-2)h3 .. e
nachweisen.
(Janni, Lezioni di algebra complementare, Napoli 1876. 8. 23.)
12) Zu zeigen, dass nachstehende Gleichung richtig ist:
a at+d ... a4+m—1) @42 o4,
at+d - at2d... ._a = (—I)T (nd)n-l( s+ (n———l)d)

all-(n—.],)d 2 ... a+(@m—2)d

(Céellngxia, Solution de la question 465, Nouv. Aunal. I. Sér. tome 19,
. 158.

18) Ist eine beliebige erste Unterdeterminante einer Determinante
gleich Null, so verschwindet auch ldentlsch die entsprechende Unterdeter-
minante der adjungirten.

14) Warum 1st .

— 2 & aybpes . 3+ boegdy — ' + byeyds . 2 agbyes
=2 1 ajbocgdy T + by
und wie ltsst sich ein analoger Satz fir drel- und funfreihige Determi- .
nanten aussprechen?

(Mittheilung von Herrn Prof Studnicka.)

15) Mit Hilfe des Ha.uptsa.tzes von den adjungirten Determinanten
soll die Identitit

(8% + b? + ¢ (%2 + bzz +.¢)? — (a8y + bby + ¢je)?
) = (arhe)? + (bwz)2 + (c185)?
bewiesen werden.

16) Desgleichen, dass
| a ar ar?..,ar"1|
ar ar? ard...sa
ar? ard art...ar | = & a?(®— 1)1

A}

ar®la ar ...am?
in welchen Fillen steht das positive, in welchen das negative Zeichen?
(Baehr, Solution de la question 432, Nouv. Ann. t. 19. 8. 174))
17) Setzt man, das Summenzeichen in seiner bekannten Bedeutung
genommen,

~

fg = x® + Seyx®1 + Seyax®—? 4 . .
80 soll . . '
oy —1 —1
e _is T = fo — fo
gein. Wie lisst sich dieser Satz verallgemeinern? :
(Smet-Jamar, Question 694, Ibid. Sér. IL tome 8. 8. 395)



-

198 :

18) Wie lisst sich das Produkt zweier nnvollstﬁndlger Determinanten
- deuten? Z. B. das folgende:

- 8 by ¢ dy a B n 31
8 by o doff . (e B 72 Oy
a3 by ¢ ds @ B 75 G

_ 19) Verschwindet eine Determinante zweiten Grades identisch, so ist
jede Potenz derselben eine symmetrische Determinante.
(Beeliger, Bemerkungen fiber symmetrische Determinanten und Anwendung

dieser auf eine Aufgabe der anal. Geometrie, Zeitschr. f. Math. u. Phys.
20. Jahrg. 8. 469.)

20) Es soll die Identitit
X; X3 X3 X4
Yy Yy | = (Y+T—x—x) (1+3-x—x,) (!1+14—xz—13)
I3 X3 Xy Xp (=2 +x3—x—x4
JX4 X3 Xp Xy
- bewiesen und womdglich versllgemeinert werden.
(Dlekmann Einleitung in die Theorie von den Determinanten, Essen 1876,

8. 72,
21) Es soll die Identitiit
a4 mg . . . Ing )
) m &8 . . . Dn — p=n aa
S k I{_(_sf_m') - S mp dmp
my m; . . . 8n

erhiirtet werden.

(.E’,gm‘io)ls,7 U;; teorema sui determinanti, Battaglini's Giornale, Tomo VI
22) Sind a;, 87 ...an beliebige Grissen und setzt man Aj = S — a;,
so gilt g
_A'1+'x a9 DR an
ay —A+x ... an = x(x—8)-1.

. 8 : %) .. - —An+x

U .

(Fs Lrlcés), Sur une formule d’analyse, Comptes Rend. de I'acad. 1870. I

28) Wie ltsst sich der Fundamentalsatz von den doppelt- orthosym-
metrischen Determinanten fiir den Fall der Determinante

2 n-—2 . |
Y a’ ar ..,.a’
2 3
. a* a* af ...a
N 2 E:

ar af af ... af
. e e

n—3 n—3
ar a a'...ar
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erweitern, wo r eine Primitivwurzel der Primzahl n, @ eine nte Einheits-
wurzel ist?

(Stern, Einige Bemerkungen iiber eine Determmante, Journ. f. die reine u.
angew. Mathem. 78. Band. 8. 376 ff)

24) Setzt man jedes Glied einer Colonne einer Determinante aus zwei
Summanden zusammen, deren jeder ein bestimmtes Multiplum einer figu-
rirten Zahl (p — 1)ter und pter Ordnung ist, so ist diese Determmante
kten’ Grades

E_a,2a'+d,63+4d,19&+15d...=a.“

(Caldarea, Nota su talune propneta dei determinanti, in ecle di quelli
a matrici composte con la serie dei numeri flgurati, Battag i’s Giornale,
Tomo IX. 232.)

25) Fir 8 = x + y + z + u, besteht dxe Relation
(S—u? x? 2 22
w?  (§—x)? gy 22
u? 2 (S—y?) =2 =
u? x2 yz (s_z)z
(Wolstenholme, Educational Times, XV. S, 40.)
26) Wie lusst sich die nreihige Determinante

| qn n—1 n—h41 gn—h—1 1 0
a;, & e e 8 a; oo By al

n n—1 n—h-+1 gn—h—1 1 0
az 8.2 .0 By ag .. 8 a

2S5xyzn(—+ —+ = 1 T LIS ;)

. . . . EN . . . . .
al ad~! ... al"hil al—b—1_ . al af
auf das gewdhnliche Differenzenprodukt zurtickfiihren ?

(Fiore, Dimostrazione d'una trasformazione de determinanti, Bat:taghm s Gior-
nale, Tomo X. 8. 170.)

- p
27) Zu beweisen, dass wenn (a; . . . an) die in Kap. IIL. §. 2 mgna-

lisirte Bedeutung hat, das Differenzenprodukt aus den n Grbssen 8 ... 8n
gleich na.chstehendem Quotienten ist:

al aP ... af m P

1 71 1 (ag - - . 8p) (al...an)...(al..,an)

al aP . .,. ar m—1 p—1 r—1
2 72 2l. (8. .2n) (8 ...80)...(8...80)],

e« o o o . . . L

m—n4-1 p—n+ r—n+1
S B ST I R B AL |
(Naegelsbach, Studien zu Fﬁrstenans neuer Methode der Darstellung
und Berechnung der Wurzeln algebraischer Gleichungen durch Determi-
nanten der Codfficienten, Archiv. d. Math. u. Phys, 59. Theil, S. 149)
28) Bestehen zwischen den 16 Grossen ai, by, o1, d; i=1,273 4
die Gleichungen
~ ady + biep — eyby — diag = ayd3 + bieg — eby — dyag
= &2&4 + b204 —_ 02b4 - d234 = 33(14 + b304 - 03b4 -+ d334 = 0,
aﬂlif + bieg — by — diag = agdy + byes — by + doag = k,
80 80. : '
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) S+ a:lb203_d4 = k?
sein.
(Hermite, Théorie de la transformation des fonctions Abéliennes, Paris
1855. 8. 38.)

29) Zu zeigen, dass ftir s, = (a1 — ex)® + (b — M )2 +. .
das Produkt (—2)»—1 3 + layhy.:.Im . 3 + 1 &y f3... dm auf
die Form der mit Einheiten gerfinderten eine Null an der Spitze tragen-
den Determinante 3 + 83 s}, . .. gebracht werden kann.

(Gundelfinger, Ueber einen Satz aus der Determinantentheorie, Zeitschr.
f. Math. u. Phys. 18. Jahrg. 8. 314.)

30) Sind;Xo, X; . . . Xq beliebige Grossen, ebenso t;, tp . ..tn, und
=n

ist Ai(t) = Sk aix t&, versteht man ferner unter D die Determinante
=0

2 + X, A(t)) Ag(ts) . . . An(tn) und unter A das Differenzenprodukt
der t, so lisst sich behaupten, es sei

o . X X ... Xa

@+)@m+2) 1 Con OC1n ... Onn
(_ 1') 2 B — —.01 €)n—1 ®1n—-1 « .« Onn-1|,
A . .
S (—1)2Ca @0 e ... anp

wo C; die Summe aller Combinationen ohne Wiederholungen der n Ele-
mente zur Klasse i bedeutet, jede Complexion als Produkt aufgefasst.

(E. Schroder, Ueber v. Staudt's Rechnung mit Wirfen und verwandte
Processe, mathem. Annalen, 10. Band. S. 298.)

81) Entwickelt man den Ausdruck
=, =
-1
in eine nach steigenden Potenzen von x fortlaufende Reihe, und hat das
Glied x® dieser Reihe den Faktor Na, so ist n! Ny gleich der Gliederan-
zahl einer ausgerechneten symmetrischen Determinante.

(Cayley, On the -number of distinct terms in a symmetrical or partlally
symmetrical determinant, Monthly Notices of the Astronomical Society
XXXIV. 8. 803 f£)

32) Dieser independenten Bestimmung steht folgende recurrente zur
Seite:
Nx — N1 — (k—1)? Ne—2 + § (k—1) (k—2) (Ng—3 + (k—3)Nx—4) = 0.
(Cayley-Roberts, Solution of a question, Educat. Times XXI. 8. 81 ff) )
33) In einer a.llgememen Determinante .5 + g « . . Bnn sind h Ele-
mente ai,k, i,k . . . aiy ky durch Nullen ersetzt wie viele Entwickelnngs-
glieder bleiben da.nn noch tibrig?

84) Versteht man in gewohnter Weise unter ggd {a, b} das grésste

gemeinschaftliche Mass von a und b, unter ¢(i) nach Gauss die Anzahl
aller Primzahlen <C i, die in dieser Zahl ohne Rest enthalten sind, so ist

1
— 2

e
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ged |1, 1) ggd {1, 2} . . . ggd (1, n)

a2, 1) ggd (2,2 . . . ged 2
ged {2, 1) ged {2, 2 ged 22l | = o) 02 . . . )

ggd {n, 1} ggd {n, 2} . . . ggd {n, n}
(Satz von Prof. Smith in London; Mittheilung von Hrn. Glaisher in
Cambridge.)
85) Welche Werthe fiir die Unbekannten liefert nachstehendes System
linearer Gleichungen
aLixy + 81X + ...+ axixk+ ... F anixn = axg (1=1,2... )?
*  86) Aus den drei Gleichungen - ) ’
ex = ay + Aby + A%; oy = 8y + Aby + A%; ez = a5 + 1bs + A%q
sind die Grossen ¢ und 4 zu eliminiren.
(Mittheilung von Hrn. Schiiler in Mtinchen) ’ o,
37) Hat man drei lineare Gleichungen der Form
ax + by+oez=d(i =1,28), v .
und ist jede dieser Gleichungen mit den beiden anderen, fiir sich genom-
men, unvertriiglich, so miissen simmtliche zweireihigen Unterdeterminanten .
von & + a; b, c3 identisch verschwinden, und zudem mtissen diee Un-
gleichungen zu Recht bestehen:
2 dl=o |2 ¥ =0,
(Versluys, Discussion compléte d'un systeme d’éqna.tlons linéaires, Arc]nv .
d. Math. u. Phys. 52. Theil. 8. 267.)

38) Wird in bekannter Welse
sedx = 1 + ¥ +

a'2 d2‘>0

\

E,
4!
gesetzt, so bestimmen sich die hxer auftretenden Secantencodfficien-
ten oder Euler’schen Zahlen durch die Relation

4+ .

1 .
37 1 o ...0
1 1
va 37 1 .0
En = (20)!} 1 1 1 0
6! 4! 21 "
i 1 g i
(2n)! (2n—2)! (2n—4)!" " " 21

(Glaisher, Expressions for Laplace's Cotfficients, Bernoullian and
Eulerian Numbers etc., as determinants, Messenger of Mathematics, Se-
" parat, London 1876. S. 4)
39) Bezeichnet Bn ebenso die nte Bernoulli’sche Zahl, fir die be-
.reits Kap. IIL. §. 5 eine Darstellung brachte, so ist



1 .
55 .1 0 0
1 1
‘ i 3 1 . 0
Ba=(—1pH ()| ; g 1 o |
. ﬂ '3']' 2—i .« ® .
SRR 1_
@nt1)! 2o)!  @n—1)1 " " " 21

Es muss also diese Determinante fir ein gera.des n identisch sich
annulliren; warum?

(Ibld S. 4)

40) Die Bernoulli’schen Zahlen lassen auch noch eine andere in-
dependente Form zu; hat Cr den bekannten Sinn der Combinatorik, so ist

auch

Cn—2 cn—-s C;l—4 cl 1
n n
e R I B
n! Boy = (—1)»1 0 €3 "CpA...0_, 1 SR
0 0 0 . G} 1

(E.Lucas, Théorie nouvelle des nombres de Bernoulli et d’Euler, Annali
di Matematica, Ser. II. Tomo VIII 8. 61.)

41) Sind ¢x und Yx willktirliche Funktionen von . x und wird —
symbolisch — die Summe (y@'x + y'@x)® = w® gesetat, so ist

1px Px 0 0 ... 0
'l/l‘x ¢‘x Px 0 ... 0
EL)EE e e wh e
dx \@x) = (@x)H! . . s

_ (et gedy (B )¢(n) (2).,,(11—1) . ¢x
(Hammond, Proceedings of the London Mathematical Society, t. VI 8.89.)
+ 42) Behiilt das Symbol [ik] die aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung
bekannte Bedeutung bei, so lassen sich die von Encke eingeflihrten
nHillfsgrossen® [i k . 1] durch Determinanten jener ersteren Symbole dar-
stellen; es ist z. B. i , .
[aa] [ab] [ac] [ad]

c | bal [bB] ‘[be] [bal
[aa] [bb. 1] [ec. 2] [ed.8] = [ca] [eb] [ee] [edl|’

o [ea] [eb] [ec] [ed]
(Glauher, On the solution of the equations in the method of least squares,
Monthly Notices of the. Astronomical Society, 1874. 8. 819; auch van -
- Geer, Over het gebruik von determinanten by de Methode der Kleinsten
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Quadrate, Nieuw Archief voor Wiskunde (red. v. Blerens de Haan)
T. I 8. 129 f)

43) Es sei
Zl-&Llyi+ai,2y2+ .t awayan(i=1,2...1);
ebenso seien die Grdssen ys und z'i nnter sich verbu.nden, und dabel unter
denselben Verh#ltnissen
YVi—=eauy + ...+ staya; 21 =Dby2 + ...+ bin 7.
Setzt man dann bei nicht verschwindenden Substitutionsdeterminanten

By — @ . . . 8n,1 b1 "o ... bn,l
P=|. . -~ . . yP=l. . . . .1,
,n ... ann—0 bl,n bn.n—w

so haben P und P’ entsprechend gleiche Coéfﬁclenten won @,
(Hamburger, Bemerkung fiber die Form der Integrale der hnearen Diffe-
rentialgleichungen mit verinderlichen Co&fficienten, Journal f d. reine u.
angew. Mathem, 76. Band, 8. 115.)

44) Sind
8 + ...+ 8am =0 , bx» + ...+ bn=0
zwei algebraische Gleichungen, und wird

::‘tl:: = Aix; apqg = Aptq-10 + Aptg-z1 + . . - + Agp
gesetzt, so ist das Eliminationsresnltat fo]gendes ’

>3 ta Gy Gy o . 0.
(Painvin, Note sur la méthode d'éhmmatlon de Bézout, Nouv. Annal,
Sér. II. Tome 18. 8. 282.)

45) Fir einen ,reciproken* Kettenbruch

?:’a+(1:b+(1:c+...+(1:c+(1;b+(l:a
m .
2.,
ist die Fundamentaleigenschaft — Q’; 1 eine ganze: Zahl — zm er-
m N
weisen.

(Ginther, Darstellung der Niherungswerthe von Kettenbriichen in indepen-
denter Form, Erlangen 1873. S. 63.)

46) Die Identitt der beiden Kettenbriiche ) ,
l:l + (p—lzl + (22-:1+..'. -l-(‘-’ﬁl—'——_z:l +(p£—_—3:1
x x x x x

und
@ +p i@ +piE+p: @+ ...+ (pr1:1
ist durch direkte Determinantenrechnung nachzuweisen.
(Ivid. 8. 69 f£) )
47) Die Hauptsatze der Lehre von den sogenannten Lamé’schen
Reihen (einfachster Fall: 0, 1, 1, 2, 8, 5, 8, 13 . . .) sind ein unmittel-
barer Ausfluss der Lehre von den Kettenbmchdetermmanten
(E. Lucas, Sur la théorie des nombres premiers, Turin 1876.)
48) Versteht man bei einem Kettenbruch-Algorlthmus unter « und g
beziiglich die unendlichen Kettenbriiche



204 .
bpt1 + . .. 1

und
apy1 + . .. ap+,+.‘..’ :

8o wird behauptet, es sei — betreffs der Bezeichnung vgl. Kap. VI. §. 11 —
Yot1 + a¥p + fYp—1  Yp Ypu
Xp+1 + aXp + ﬂXp_.l Xp ‘Xp—l = 1.
Np+1 + aNp + fNp-1 Np Nps
(Firstenau, Ueber Kettenbriiche hoherer Ordnung, Wicshaden 1874. 8. 11.),
49) Man soll das System von 2n Gleichungen :
aifi—1 fit1 = At } . —_
i +fi = Bi i=1]2...n, n+4 k=%
auflosen und die resultirenden Determinanten diskutiren. -

(Ginther, Neue Methode der direkten Summation periodisclier Kettenbriiche,
Zeitschr. f. Math. u. Phys. 22. Jahrg. 8. 34)

50) Es soll mit Hillfe der aufsteigenden Kettenbriiche der Beweis fiir
die Identitst
dn—l

14+ ==x —x 0...00
an R

":‘2x 1 —x...0 0

an o 8x2 4+ ... 4 an
23y 0 1...0 o — " an

an ! .

30 ¢ 0 0...0 1
N an . . ,
gefithrt werden. ' .
(Ginther, Ueber aufsteigende Kettenbriiche, Zeitschr. fir Math, u. Phys.
21. Jahrg. S. 187) /
~51) Hat die Gleichung x® + byxov! + ... + bn = 0 die n Wur-
zeln x; . . . Xa, so ist, unter A\ die Discriminante jemer Gleichung ver-
standen, die Funktionaldeterminante
db; db db
S+ =t 2.0 = AA
* &, dxm dxn a
(Dale-Symes, Solution of a question, Educat. Times IX. 8. 69). '

52) Existiren fiir eine Funktion u = fi, x, x, = 0 die drei Gleich-
ungen

du du du da .

— = — —_— —@{i=1 3

am a4,1 dx1 + 3-1,2 dx, + a3 dx; (l ) 2, ):
so folgen daraus die weiteren: )

du __ du du cda o

d—x;l = aii d—p1 =+ aegi d_pg + a3i ai)—g 1 = 1, 2, 3.

(Allé, Ein Beitrag zur Theorie der Funktionen von drei Veréinderlichen,
Wien 1875. 8. 2 ff) . .
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53) uy, uy, uy seien Funktionen von x;, X X33 A\ sei die Funktional-
determinante; es lisst sich darthun, dass

Sdm [ dxx =00 k= ,1’ % 8)

duy
(C. Neumann, Zur Theorie der Funktionaldeterminanten, mathem. Annalen,
L Band. 8. 209.)
54) Es seien f und ¢ zwei ganze Funktionen von n Vertinderlichen;
ist dann f durch ¢m ohne Rest dividirbar, so ist die Hesse’sche Deter-
minante von f ein Vielfaches der n(m — 1)ten Potenz der zu ¢ gehorigen

Hesse’schen Determinante.
(Casorati, Sui determinanti di fanzioni, Memorie del Istituto Lomba.rdo,
Vol. XIII. 8. 183) _

55) Sind y,; . . 7 Fﬁnktlonen von 4 und ist

D(y; s - y;) =3 tyyew ... 0,
sowie :

k41 D(Yl Y2 o ¢ o Ye—1 yk+1 P Y).),

=(—1
=0 D(Fi ¥z - .- 7))

so ist andererseits auch
e l)k_l Dz 2o . .+ Zx—1 Zx41 . - . zl).
D(zl 2 ...1%)

(Frobenius, Ueber die Determinante mehrerer Funktionen einer Variablen,
Journal f. d. reine u. angew. Mathem. 78. Band. 8. 249.)

56) Fiir die terniir-quadratische Funktion
fx2 + gy? + hz® + 2lyz 4+ 2mzx + 2nxy
ist die (symmetrische) Determinante

f

n
n g
m 1

= — B

N

eine Invariante.

57) Verschwindet die Invariante einer cubischen Glelchung, so hat

jene drei reelle Wurzeln, von denen zwei einander gleich sind.
(Diekmann, ete. 8. 53.)

58) Die cubische Gleichung px3 — 8px — 29 = 0 besitzt als qua-
dratische Covariante den Ausdruck A\ = px? + 2qx + p?; fuhrt man
in .erstere Gleichung die Wurzeln A = 0 ein, so zerfillt jene in die Dif-
ferenz zweier Cuben.

(Diekmann, ete. S. 60.)

59) Eine, binfire Form wird meistens in der Weise angeschrieben:
(a, b,e...k) (5, y)». Es besteht hier die Identitit der den nach-
stehenden Formen o ’
(ax+b, K bx+cy, ex+dy . . . kx+ly) (x, y)?, (a, b, ¢ . . .k, 1) (x,y)o+?
zugehorigen Covarianten.

(Cisiyfs% yif A Smlth’s Prize paper“, Megsenger of the Mathematics, t. V,
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COURYEE

60) Jede Invariante zweier simultaner binirer Formen vom zweiten-
Grade ist eine ganze rationale Funktion von drei Fundamentalinvarianten.
(Bessell, Ueber die Invarianten der emfa.chsten Systeme simultaner bindrer

Formen, mathem. Annalen, 1. Band. 8
61) Sind f; und f, bekannte Oovananben der bindren Form up,y =

. 176))
0,

8o ist auch die Determinante

eine Covariante von u.

afy dfy
dx dx
a g
dy dy | -

(Fiedler, Die Flemente.der neueren Geometrie und der Algebra der biniren

Formen, Leipzig

1862. 8. 158)

62) Aus der Transformationstheorie der bilinearen Formen fliesst auch

nachstehendes Theorem It A=3 + a,.

. 8n,n, B=3 + bbl e bn,n

und weiter ajx = day’ Bix dl]:: , 50 besteht die Identitsit:
am+b,,1x a5, +biex . . . ayntbiox
&2,1+b°'11 8221 bgyoX . . . asntbzax
an,1+bn,x an,z-i-b,.,ax .« . ann+bpnx
am ﬁt W G B a1 ﬂl.n
x + A x + B A —=x 4+ B
521 '92_’1 @, o B @50 Bon
N e At oot |
Oniy 4 Bor enp ) fue  oma , fun
_ At 1 Tt s 2T B
(Bis a osc)i, Teorema sui determinanti ed alcune sue applicazioni, Torino 1872.
o i=n k=n
63) Es sei Fx,y) = S Saix x! y& eine birationale Funktion von x

- i=1 k=1

und y. Setzt man, unter den @ und B willkiirliche .Grdssen verstanden,

@x = ay + ax + .

und

!px = bo -+ b1l + ..
bezeichnet ferner mit A (e, . .

et amx® = (x—a;) ... (x+am?

st by = (x—4) ...
.am)nndA(ﬂl..

. (i - ﬂm)y
fm) die Differen-

zenprodukte einmal simmtlicher e, dann simmtlicher 8, so lisst sich be-

haupten: Es ist fur

Fayy = S fxtyn, f: —apr+ a1:x + ...
2+
= (=1)m+e+l A (e, ag .

+ an,r x’*

F(“n’ pn)
ﬂ'am)A(ﬂl’ﬂZ"

Flas, 81) Fla, ) - - -
 fm) X
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g0 8150 - -+ Am0 3Am41,0 . . . 3n0 bo 0 R |
Qg Bfyy .+ . 8m1 .Bm411 . . ,1 bl bo ... 0
&m 8m ... 8mm 8&mi4im . . . Snm bm bm— 1 o « o 0

8n 8,n ...3mn 8m4ln - .. 80 0 O «..bm
8 8 ...8m O ... 0 0o 0 ... 0

. . . . . . . - . 0 .

o 0 ... 0 0 ...am 0 O ... 0
(Mittheilung von Hrn. Garbieri in Reggio-Emilia aus einer der Accademia
dei Lincei vorgelegten Concurs-Arbeit.)
64) Es soll das Multiplikationsgesetz fiir zwei cubische Determinanten
vom gleichen Grade formulirt und bewiesen werden.

65) Zu zeigen, dass beim Multipliciren einer gewthnlichen Deter-
minante $ + Ay Agp ... Apn mit einer cubischen Determinante
= £+ ag, 8290 - - - annn wieder eine cubische Determinante nten Gra-
des herauskommt, und zwar die nachstehende:

2+ 815151 Aht + a5, Ab2 +...+ 34,1yn Ai;!l + . . 8np1 All.l
+ ann2 An2 + . . . 4+ annn Appn.
(Agm fsnla)n te, Sui determinante cubici, Battaglini's Giornale, Tomo VI.
66) Die von Aronhold zuerst aufgestellte Fundamentalinvariante

" dreier tern#rer quadratischer Formen ist eine cubische Determinante des

dritten Grades. )
(Zehfuss, Ueber eine Erweiterung des Begriffes der Determinanten, Frank-
furt 1868, 8. 6; Aronhold, Ueber eine fundamentale Begriindung der
Invariantentheorie, Journal f. d. reine u. angew. Math, 52. Band, 8. 281f)
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Literaturverzeichniss. *)

Deutschland - Oesterreich, Baltzer, Theorie und Anwendung
der Determinanten **), Leipzig 1857. II. Aufl. 1865. III. Aufl. 1870.
IV. Aufl. 1875. — v. Zelewski, Ein Beitrag zur Theorie der Determi-
nanten, Breslau 1870. — Unterhuber, Einleitung in die Theorie der

" Determinanten, Leoben 1870. — St(udnizka», Einleitung in die Theorie
der Determinanten, Prag 1871.— Hattendorff, Einleitung in die Lehre
von den Determinanten, Hannover 1872. — Hesse, Die Determinanten
elementar behandelt, Leipzig 1872. —— D&lp, die Determinanten nebst
Anwendung auf die L¥sung algebraischer und analytisch - geometrischer
Aufgaben, Darmstadt 1874. — Reidt, Vorschule der Theorie der Deter-
minanten, Leipzig 1874. — Diekmann, Einleitung in die Lehre von den
Determinanten und ihrer Anwendung auf dem Gebiete der niederen Ma-
thematik, Essen 1876. (Vgl. auch ,Zeitschi. f. math. u. naturw. Unterr.“
6. Jahrg. 1. 2. 3. Heft.)

Bohmen. Studnicka, O determinantech, V Praze 1870. — Po-
korny, Determinanty a vyggi rovnice, V Praze 1870.

Italien. Brioschi, La teorica dei determinanti ***), Pavia 1854.—
Trudi, . Teoria dei determinanti e loro applicazioni, Napoli 1862. —
Fontebasso, I primi elementi della teoria dei determinanti e loro appli-
cazioni all’ algebra ed alla geometria, Treviso 1873..—— Garbieri, I de-
terminanti con nomerose applicazioni, parte prima, Bologna 1874. —
Janni, Lezioni di algebra complementare, Napoli 1876.

Frankreich - Belgien. Hou#l, Notions élémentaires sur les déter-
_ minants, Paris-Bordeaux 1871 (autographirt). — Anonym, Exposé des

principes élémentaires de la théorie des déterminants 4 l'usage des éléves,

de -mathématiques spéciales, Nouv. Annal. II. Sér. Tome 7. S.-403 ff. —-
Mansion, Kiéments de la théorie des déterminants d'aprés Baltzer et

*) Dieses Verzeichniss, welches auf Vollstindigkeit selbstredend keinen An-
spruch erhebt, die bemerkenswertheren literarischen Erscheinungen aber doch so
ziemlich vollstindig bieten diirfte, enthdlt blos solche Schriften und Zeitschrift-Ar-
tikel, welche sich ausschliesslich mit der allgemeinen elementaren Lehre
von den Determinanten befassen; Werke, wie Salmon, Serret etc. sind also an
sich ausgeschlossen.

**) In’s Franzosische fibersetzt von Houél, Paris 1861. .

*+x) Tn’s Deutache iibersetzt von Schellbach, Berlin 1857; in's Franzdsische
iibersetzt von Combescure, Paris 1856.




209

.Salmon, Mons et Bruxelles 1875. — Mansion, Introduction & la théorie
des déterminants, Gand et Mons 1876. (Vgl. auch die belgische Zeitschrift
»Revue d'instruction publique“ 1875.) — Dostor, Eléments de Ja théorie
des déterminants avec application & I'algébre, la trigonometrie et la géo-
métrie dans le plan et dans l'espace, Paria 1877.

England. Cayley, On the theory of determinants, Transactions of -
the Cambridge philos. Society, t. VIIL. 8. 75 ff.*) — Spottiswoode,
Elementary Theorems relating to Determinants, Journal f. d. reine u. an-
gew. Mathem. 51. Band. 8. 209 ff — Newman, On determinants, bet-
ter called eliminants, Philosoph. Magaz. t. XIV. 8. 890 ff. — Tait, On

 Determinants, A chapter of elementary Algebra, The Oxford, Cambridge
and Dublin Messenger of Mathematics, t. I. 8. 25 ff. — Wright, Traits
relating o the modern higher mdthematics; Tract Nr. I. Determinants,

London 1874 **). . . B

Hoiland. Meylink, Over de Determinanten, Leiden 1865. —
Van Wageningen, De Determinanten elementair behandeld door Dr.
0. Hesse, Haag 1871. (Bearbeitung, nicht eigentlich Uebersetzung.)

, Schweden. Mellberg, Teorin for Determinant-kalkylen; Helsing-
fors 1876. — Falk, Lirobok i Determinant-teorin forsta grundar, Upp-
sala 1876. _

Russland. ***) Sperling, Theorie der Delerminanten umd deren
Anwendungen, St. Petersburg 1858. — Duavidov, Determinantentheorie,
Moskau 1868. — Jarochenko, Theorie der Determinanten und ihre
Anwendungen, Odessa 1871. .

Polen. Trzaska, Przypisek krétkie wiadomdsei o wyznac znikaeh,
Paris 1870. . -

Anm. Ein ganz neuerlich in Christiania erschienenes Buch von
Guldberg ist uns noch vollig unbekannt geblieben. )

*) Vermuthlich die erste systematische Bearbeitung unseres Faches nach
Jacobi's grundlegender Abhandlung. -

**) Diess ist ein amerikanisches Buch, Herr W. J. Wright ist Professor der
Mathematik zu Chambersburg in Pennsylvanien. — Abgesehen von ihm scheint die
Fachliteratur der neuen Welt nur. Eine' annéhernd hierher zu ziehende literarische
Leistung aufzuweisen zu haben: Stockwell, On the resolution of symmetrical
esquf.:isoné with indeterminate coefficients, ‘G ould’s Astronomical Journal, t. VI.

+5%) Da die russischen Typen wenig bekannt sind, wurden die Titel gleich. in's
Deutsche iibertragen.
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) Berichtigungen. ‘

- 8. 11. Z.18. v. u. L. zu. — 8. 25. Z. 7 v. o. statt (p —n) L (n— p). — 8. 46,
Z. 4v.u l day — 8. 67. Z. 11, 12, 18, 14 v. u. statt d,c, b, a L. ay, a3, 8y, 8;. —
S.74.Z. 14 v. u. statt 8ok 1 8pq-— 8.76. Z.6,10,12,17v.0., Z. 2,8,4, 5 v. u. statt
LS8 Z 11v ol Ay ,.—8.92 Z2.3v. o statt y 1. —y. —8.129. Z.1 v.0.

1L Qn — S. 152 statt 2 1. k. — 8. 172. Z. 20 v. u. statt nmoglicher® 1. ,in diesem
Spezialfall vorhandener. )



















