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Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Buch soll den mit den Grundbegriffen der
Differential- und Integral-Rechnung vertrauten Leser in das Gebiet
der Optik derart einfiihren, daB er auch die Ziele und Resultate
der neuesten Forschung verstehen und an der Hand der Original-
arbeiten ins einzelne verfolgen kann.

Dieses Buch ist entstanden auf Wunsch des Verlegers, dem
ich aber gern entsprochen habe, weil auch ich seine Ansicht teilte,
daB ein das ganze Gebiet umfassendes modernes Lehrbuch fehlte,
und weil ich fiir mich selbst durch die Vertiefung des Uberblicks,
zu dem das Niederschreiben eines Buches ndtigt, Anregung zm
eigenen neuen Ideen erhoffte. Einige derselben habe ich im II. und
III. Abschnitt der physikalischen Optik verwendet, im tibrigen
habe ich lediglich schon publizierte Resultate moglichst einfach
darzustellen gesucht. Da ich die Form eines Lehrbuches, nicht
eines Handbuches im Auge hatte, so ist eine Anhdufung von
Literaturzitaten, aus denen man die historische Entwickelung des
betreffenden Arbeitsfeldes ersehen konnte, vermieden worden. Die
wenigen Zitate, die ich aufgenommen habe, sollen wesentlich dem
Leser zur ndheren Information an denjenigen Stellen dienen, welche
im Texte nur kurze Darstellung finden konnten, besonders bei den
neueren Untersuchungen, welche noch nicht Eingang in die Hand-
biicher gefunden haben.

Um den Kontakt mit dem Experiment zu wahren und zum
Zwecke der moglichst einfachen Darstellung des Gebietes habe ich
einen synthetischen Gang gewihlt. Die einfachsten Experimente
fihren zur geometrischen Optik, in ihr macht man die wenigsten
Voraussetzungen iiber die Natur des Lichtes. So habe ich mit der
Darstellung der geometrischen Optik begonnen, wobei ich mich
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stark angelehnt habe an die vortrefflichen Zusammenstellungen
von Czapskiin Winkelmanns Handbuch der Physik und von Lummer
in der 6. Auflage des Miiller-Pouilletschen Lehrbuches.

Der darauf folgende I. Abschnitt der physikalischen Optik
behandelt nur die allgemeinen Eigenschaften des Lichtes, denen zu
Folge man im Licht auf eine periodische Zustandséinderung schliefit
welche sich in Transversal-Wellen mit endlicher Geschwindigkeit
ausbreitet. In diesem Abschnitt habe ich als wichtige Fortschritte,
die in den bisherigen Biichern meist fehlen, aufgenommen die
Sommerfeldsche strenge Losung des einfachsten Falles der Beu-
gung, die geometrische Darstellung der Fresnelschen Integrale
durch Cornu, und, als experimentell bedeutenden Fortschritt, die
Michelsonschen Glasplattenstaffeln.

Erstim II. Abschnitt wird zur Darstellung der optischen Eigen-
schaften der verschiedenen Korper eine weitere Vertiefung der
Hypothese iiber die Natur des Lichtes notwendig. Dem Zwecke
des Buches entsprechend habe ich die mechanischen Lichttheorien
nur wenig erwihnt, dagegen die elektro-magnetische Lichttheorie,
welche die einfachste und konsequenteste Darstellung der optischen
Eigenschaften ermoglicht, in folgender Form durchgefiihrt:

Bezeichnet man mit X, Y, Z, bezw. «, 8, 7, die Komponenten
der elektrischen bezw. magnetischen Kraft (erstere elektrostatisch
gemessen), ferner mit j:, jy, jx bezw. sz, sy, sx die Komponenten der
elektrischen bezw. magnetischen Stromdichte d. h. der Anzahl von
elektrischen bezw. magnetischen Kraftlinien, welche durch eine re-
lativ zum Ather ruhende Flicheinheit in der Zeiteinheit hindurch
treten, dividirt durch 4n, so gelten stets, falls ¢ das Verhiltnis
des elektrostatischen zum elektromagnetischen MaBsystem be-
zeichnet die Grundgleichungen:

Die Anzahl der Kraftlinien wird in der iiblichen Weise de-
finiert. — Die besonderen optischen Eigenschaften der Kérper machen
sich nun erst geltend in den Gleichungen, welche die elektrische
bezw. magnetische Stromdichte mit der elektrischen und magneti-
schen Kraft verbinden. Wir wollen diese Gleichungen als ,Korper-
Gleichungen“ von den hingeschriebenen ,Grundgleichungen* unter-
scheiden. Da die ,Korper-Gleichungen“ auch fiir inhomogene Korper
aufgestellt werden, d. h. fiir solche, deren Eigenschaften Funktionen
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des Ortes sind, und da die ,Grundgleichungen“ in jedem Falle
gelten, so gewinnt man auBer den Differentialgleichungen fiir die
elektrische bezw. magnetische Kraft auch sofort die an den Korper-
oberflichen zu erfiillenden Grenzbedingungen.

Bei der Aufstellung der ,Grund- und Koérper-Gleichungen“ bin
ich wiederum synthetisch vorgegangen, indem ich sie aus den ein-
fachsten elektrischen bezw. magnetischen Experimenten ableitete.
Der Gang konnte hier, da das Buch vorwiegend Optik behandeln
soll, nur fliichtig skizziert werden, betreffs ausfithrlicherer Ableitung
verweise ich auf mein Buch ,Physik des Athers auf elektro-
magnetischer Grundlage“ (Enke, 1894). — Auf diesem Wege ge-
langt man zunichst zu keiner Erklirung der Dispersionserschei-
nungen, da die rein elektrisch-magnetischen Experimente nur auf
ich mochte sagen makro-physische Korpereigenschaften schliefen
lassen. Zur Erkldrung der optischen Dispersion ist eine Hypothese
iiber die mikro-physischen Eigenschaften der Korper zu machen.
Als solche habe ich die von Helmholtz eingefiihrte Tonen-Hypothese
benutzt, weil sie mir der einfachste, anschaulichste und konsequen-
teste Weg zu sein scheint, um auBer der Dispersion, Absorption
und natiirlichen Zirkularpolarisation auch die magneto-optischen
Eigenschaften und die optischen Eigenschaften bewegter Korper
darzustellen. Gerade diese beiden zuletzt genannten Kapitel glaubte
ich mit aufnehmen zu miissen, da das erste durch die wichtige Ent-
deckung Zeemanns neues Interesse gewonnen hat und das zweite
durch H. A. Lorentz zu einem ebenso iibersichtlichen, wie eleganten
AbschluB gefithrt worden ist. Ich habe diese Theorie von Lorentz
durch Elimination aller, fiir die Optik entbehrlichen GroBen zu
vereinfachen gesucht. Hinsichtlich der magneto-optischen Eigen-
schaften habe ich darauf hingewiesen, da8 man sie im allgemeinen
nicht allein dadurch erkliren kann, daf die bewegten Ionen im
Magnetfeld seitlich ablenkende Krifte erfahren, sondern daf in
den stark magnetisierbaren Metallen die Ionen auch in einer be-
stindigen Bewegung sein miissen, welche die Wirkung von Am-
péreschen Molekularstromen besitzt. Damit wird zugleich auch die
bisher unvollsténdig beantwortete Frage erledigt, weshalb die
Magnetisierungs-Konstante des Eisens und iiberhaupt aller Korper
fiir Lichtschwingungen gleich der des freien Athers anzunehmen ist.

Die Anwendung der Ionen-Hypothese fiihrt ferner zu einigen
neuenDispersionsformeln fiir die natiirliche und magnetische Drehung
der Polarisationsebene, die experimentell bestiitigt werden; ferner
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fiihrt die Ionen-Hypothese bei den Metallen zu Dispersionsformeln,
die die Kontinuitit der optischen und der elektrischen Eigenschaften
der Metalle wesentlich durch die Tréigheit der Ionen darlegen und
ebenfalls in dem bisher allerdings noch sehr beschrinkten Beobach-
tungsintervall bestitigt werden.

Der II. Abschnitt des Buches beschiftigt sich mit der Ver-
kniipfung der Optik mit der Thermodynamik und (im 3. Kapitel)
mit der kinetischen Gastheorie. Theoretisch wurde hier durch
Kirchhoff, Clausius, Boltzmann und W. Wien Bahn gebrochen, und
die vielen fruchtbaren experimentellen Untersuchungen iiber die
Strahlung der Korper, welche in neuerer Zeit unternommen wurden,
zeigen deutlich, daB Theorie und Experiment durch gegenseitige
Anregung zur besten Bliite sich entfalten.

Von dieser Uberzeugung durchdrungen, habe ich auch dies
Buch geschrieben, indem es die Theorie weiteren Kreisen zugéng-
lich zu machen sucht, die sich nicht mit dem zum Teil zeitraubenden
Studium der Originalarbeiten befassen wollen. Auf Vollstindig-
keit, wie sie das ausgezeichnete Lehrbuch von Mascart oder Winkel-
manns Handbuch erstreben, kannich dabei keinen Anspruch machen;
ich habe manche interessante und wichtige Gebiete optischer
Forschung der Kiirze halber nicht behandelt. Meine Absicht ist
hier erreicht, wenn diese Bldtter den Leser in der Ansicht be-
stirken, daf die Optik nicht ein altes, abgearbeitetes Gebiet
der Physik ist, sondern daB auch hier frisches Leben pulsiert, zu
dessen weiterer Erndhrung beizutragen fiir jeden einzelnen lockend
sein muf.

Herr stud. F. Kiebitz hat mich beim Lesen der Korrekturen
wirksam unterstiitzt.

Leipzig, Januar 1900.
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In den sechs Jahren, welche seit Erscheinen der ersten Auf-
lage dieses Buches verstrichen sind, hat sich in der ganzen Physik
durch die experimentelle und theoretische Ausbildung der Elektro-
nenlehre eine rapide Entwickelung vollzogen, wie sie wohl bisher
einzig dasteht. Auch in der Optik ist naturgeméf dieser Fortschritt
bemerklich in den Kapiteln, welche, wie die Dispersion der Korper,
und die magnetische Aktivitit, auf der Ionen-Hypothese aufgebaut
sind. Der Fortschritt liegt dabei wesentlich im Ersatz der Ionen-
Hypothese durch die Elektronen-Hypothese, das heiit durch die Er-
kenntnis, daf aus gewissen optischen Erscheinungen dieselben uni-
versellen charakteristischen Konstanten abgeleitet werden konnen,
die auch bei Kathodenstrahlen und iiberhaupt freien Elektronen
auftreten. Diesen Fortschritt habe ich in den betreffenden Ka-
piteln in dieser neuen Auflage kurz zur Darstellung zu bringen
gesucht. — Im Kapitel iiber natiirliche Aktivitit ist die Aufstellung
der Grundgleichungen auch verbessert, entsprechend den hier ge-
machten Fortschritten. — Der groSte Fortschritt ist aber wohl
zweifellos im Gebiete der Strahlung zu verzeichnen, wo es Planck
gelungen ist, nicht nur ein experimentell gut bestitigtes Strah-
lungsgesetz fiir schwarze Korper zu gewinnen, sondern auch eine
zahlenméBige Berechnung des elektrischen Elementarquantums und
der absoluten Masse der Gasmolekiile aus den Strahlungskonstanten.
Wenn ich auch darauf verzichten muBte, eine Ableitung dieser
Planckschen Formel zu geben, zumal diese Aufgabe auch seit Er-
scheinen der Planck’schen Vorlesungen fiber die Theorie der Wirme-
strahlung vollig unnotig ist, so habe ich doch kurz aufler den
Resultaten auch den Gedankengang zu skizzieren gesucht, weil er
mir von allgemeinem Interesse zu sein scheint auch fiir einen Leser,
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der in das mathematische Detail nicht eindringen will. — In den
iibrigen Kapiteln besonders der physikalischen Optik, habe ich an
einigen Stellen Fortschritte und Zitate neuerer Literatur aufge-
nommen, aber diese machen auf Vollstindigkeit keinen Anspruch,
da der Charakter des Buches der eines kurz gefalten Lehrbuches
bleiben sollte, das zum weiteren Studium der ausfiihrlichen Hand-
biicher und der Original-Literatur vorbereiten und anregen soll.

Dem bei einer Besprechung der 1. Auflage geduBerten Wunsche
folgend, habe ich dieser 2. Auflage ein kurzes Sachregister zuge-
fgt.

Den Herren Dr. Kiebitz und Dr. Bode bin ich zu grofem Danke
" verpflichtet fiir die Hilfe bei den Korrekturen und dem Register.

Berlin, den 27. Juni 1906.

Nachwort.

Die vorliegende zweite Auflage von Paul Drudes Lehrbuch
der Optik lag im Manuskript fertig vor, als am 5. Juli 1906 ein
verborgenes seelisches Leiden, hervorgerufen durch seine auf-
reibende Titigkeit, den gro8 denkenden, warm empfindenden und
edel handelnden Gelehrten an sich selbst verzweifeln und seinem
bliihenden Leben ein erschiitterndes Ende setzen lieB. Das Buch
war damals zur Hilfte gedruckt; es war den Assistenten des Ver-
fassers eine Pflicht des Dankes und der Verehrung, fir die wort-
getreue Beendigung der Drucklegung einzustehen.

Mige diesem Buche auBer seinem wissenschaftlichen Inhalt
auch Drudes gliickliche Art, wissenschaftliche Probleme aufzufassen
und zu behandeln, bleibenden Wert verleihen, und moge es jeden
Leser etwas von dem Geiste empfinden lassen, der ihn zu seiner
Lehrtitigkeit begeistert hat, der ihn den Gipfel wissenschaftlichen
Forschens und Erkennens in der Veredelung der Lebensauffassung
und Lebensfithrung erblicken lie8.

: Franz Kiebitz.



hadi Al

A ol o

—

—
.

HPPPISR LN

Inhaltsverzeichnis.

Geometrische Optik.
Kapitel 1.

Die Fundamentalgesetze.

Direkte Erfahrungen .
Satz vom ausgezeichneten Llchtweg
Der Satz von Malus .

Kapitel I1.

Geometrische Theorie der optischen Abbildung.

Begriff des optischen Bildes .

Allgemeine Abbildungsformeln . . e e e e e e
Zentrierte Abbildung . . e e e e e e e,
Konstruktionen konjugierter Punkte ..
Charakterisierung der verschiedenen Gattungen von Abblldungen
Teleskopische Abbildung . . . . .
Kombination mehrerer Abblldungen

Kapitel III.
Physikalische Herstellung der optischen Abbildung.

Brechung an einer Kugelfliche .

Reflexion an einer Kugelfliche .

Linsen . e e e e

Diinne Linsen .

Experimentelle Bestlmmung der Brennwelte

Astigmatische Abbildung . . .

Die Erweiterung der Abbxldungsgrenzen

Sphirische Abberration . e e e e e e e

Der Sinus-S8atz . . . . . . e
Abbildung groBer Flichen durch enge Buschel ..
Die chromatischen Abweichungen in dioptrischen Systemen .

Kapitel IV.

Uber Strahlenbegrenzung und die von ihr abhiingige
Lichtwirkung.

Eintrittspupille und Austrittspupille .

Telezentrischer Strahlengang

13

27

Seite

. 15
.. 16

18

. 2

. . 67
. 69



»

Inhaltsverzeichnis.

Seite
3. QGesichtsfeld. . . O (1
4. Photometrische Gmndsat.ze .o B 4 |
6. Die Intensitit und Beleuchtungsstaxke optlscher Bllder S ]
6. Die subjektive Helligkeit optischer Bilder . .. - ]
7. Die Helligkeit punktférmiger Lichtquellen . . . 84

8. Die Bedeutung der Apertut fir die Lexstungsﬁh.lgkelt optlscher
Instrumente . . . . 85

Kapitel V.
Optische Instrumente.

1. Photographische Systeme 86
2. Die Lupe 88
3. Das Mikroskop 90
a) Allgemeines. . . . . . . . . . .. . .. ... 0. 9
b) Das Objektiv . . . . . . . . . . . . . ... ... 9
¢c)DagOkular. . . . . . . . . . . . .. . . .... 92
d) Der Kondengor . . . . . . . . . . . ... . ... 9
e) Der Strahlengang . . . . . . . . . . .. . . ... 9
f) Die VergréBerung . . . . . . . . . . . . . . ... 9
g) Die Leistungsfahigkeit . . . 97

h) Experimentelle Bestimmung der VergrbBerung und der nume-
rischen Apertur . . . . . . . . .. e . 98
4. Das astronomische Fernrohr . . . . . . . . . . . . . .. 99
6. Das hollandische Fernrohr . . . . . . . . . . . . . . . . 101
6. Das terrestrische Fernrohr . . . B (0]
7. Prismendoppelfernrohre von C. ZexB B (1
8. Spiegelteleskope . . . . . . . . . . . .. .00 00014

Physikalische Optik.
I. Abschnitt.
Allgemeine Figenschaften des Lichtes.
Kapitel L
Die Fortpflanzungsgeschwindigkelt des Lichtes.

1. Methode von Rémer . . . . . . . . . . . . . .. ... 107
2. Methode von Bradley . . . . . . . . . . . . ... .. . 108

3. Methode von Fizeau . . . . . . . . . . . . . . . ... 109



el o

SO

—
SOp

S oo

SO P WP

~3

.

=o®©®

e

Inhaltsverzeichnis. X1

Seite
Methode von Foucault . . ... 11
- Abhiingigkeit der Iachtgeschmndlgkext vom Medmm nnd der Farbe 113
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Wellengruppe . . . . 114

Kapitel II.

Interferenz des Lichtes.

Allgemeines . . . P § [
Hypothesen fiber dle Natnr des Llchtes e e .. . . 16
Der Fresnelsche Spiegelversuch . . . . . . . . e L. 122
Modifikationen des Fresnelschen Splegelversuches T b ]
Newtonsche Ringe und Farben diinner Blittchen . . . . . . . 128
Achromatisierung der Interferenzstreifen . . . . . . . . . . . 135
Der Interferentialrefraktor . . . B F.
Interferenzen bei hohen Ganguntersch.leden D £
Stehende Lichtwellen . . . . B U ¥4
Photographie in natiirlichen Farben T U

Kapitel IIL

Das Huygenssche Prinzip.

Das Huygenssche Prinzip in seiner ersten Fassung . . . . . . 161
Verbesserung des Huygensschen Prinzips durch Fresnel . . . . . 154
Die Differentialgleichung fiir die Llchterregung B [
Ein mathematischer Hilfssatz . . . P (i
Zwei allgemeine Formeln . . e e e e e . 164
Strenge Formulierung des Huygensschen Pnnzlps c e . . .. . 168

Kapitel IV.

Beugung des Lichtes.
Allgemeine Behandlung der Beugnngserschemungen A 2
Fresnelsche Beugungserschem\mgen e e .. . . 176—200
Fresnelsche Integrale . . . P Vid
Beugung am geradhmgen Ra.nde eines Sclurmes B - 1]
Beugung durch einen schmalen Spalt . . . . . . . . . . . . 185
Beugung durch einen schmalen Schirm . . . 188
Strenge Behandlung der Beugung am geradlmxgen B.ande eines

Schirmes . . . . 190
Fraunhofersche Beugungserschemungen e e e e e e 200—227
Beugung durch ein Rechteck . . . e e e 20
Beugung durch ein schiefwinkliges Pa.rallelogramm Coe .. .. 203

Beugung durch einen Spalt. . . . .



XII Inhaltsverzeichnis.

Seite
12. Beliebige Gestalt der Beugungséffnung . . . 205
13. Mehrere gleichgestaltete und glexchonentlerte Beugungsaﬂ'nungen . 203
14. Das Babinetsche Theorem . . . . 207
15. Beugungsgitter . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 208
16. Konkavgitter . . . e e e .21
17. Brennpunktselgenschaften ebener Gltter 4 & 4
18. Das Auflésungsvermogen eines Gitters . . . . . . . . . . . 213
19. Michelsons Glasplattenstaffeln . . . . . . . . . . . . . . . 214
20. Das Auﬂbsungsvermbgen eines Prismas . . . . . . . . . . . 218
21. Die Leistungsgrenze eines Fernrohrs . . e e e e . 220
22. Die Leistungsgrenze des menschlichen Auges >4 |
23. Die Leistungsgrenze des Mikroskops . . 224 |
24. Zerstreuung des Lichtes durch triibe Medlen 2

Kapitel V.

Polarisation.
1. Polarisation durch Doppelbrechung e e e e e e e e 228
2. Das Nicolsche Prisma . . e e e e e oo 230
3. Andere Herstellung polanslerten Llchtes .1
4. Interferenz polarisierten Lichtes . . . 233

5. Die mathematische Darstellung der Llchterregung im polanslerten

Licht . . . .. 233
6. Stehende Wellen durch schnef emfallendes polansxertes Llcht ..o 237
7. Lage des maBgebenden Lichtvektors in Kristallen . . . . . . . 238
8. Das natiirliche und teilweise polarisierte Licht . . . .. . 239
9. Experimentelle Untersuchung elliptisch polarisierten Lxchtes R4 |

II. Abschnitt.

Optische Figenschaften der Korper.
Kapitel 1.
Theorie des Lichtes.
1. Mechanische Theorie . . . . . . . B~ 11
2. Elektromagnetische Theorie . . . ... 246
3. Die Definition der elektrischen und der magnetlschen Kra.ft .. 247
4. Definition des elektrischen Stromes nach elektrostatischem und

elektromagnetischem Mage . . . . . . . . . . . . . . . 249
5. Definition des magnetischen Stromes . . . . . . . . . . . . 251
6. Das Vacuum (der freie Ather). . . . . . . . ... . . . . . 253
7. Isotroper Isolator . . . . . . . . . « « « o+ - . - . . 254
8. Die Grenzbedingungen . . ce e e e .. 206
9. Die Energie des elektromagnetlschen Feldes e e e oo .. 288
10. Die Lichtstrahlen als Stromungslinien der Epergie . . . . . . . 258




1 o 0 1

NS

©

10.

11.
12

Inhaltsverzeichnis. XIII
Kapitel II.
Durchsichtige isotrope Kdérper.

Seite
Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes . 259
Transversalitdt ebener Wellen . 263
Reflexion und Brechung an der Grenze durchslchhger 1sotroper Korper 264
Senkrechte Inzidenz. Stehende Wellen . 269

Polarisation natiirlichen Lichtes beim Durchgang durch einen PIatten-
satz . . e e e e e e . 270
Expenmentelle Pn’ifung der Theone . 271

Elliptische Polarisation des reflektierten Llchtes erklart durch Ober-
flichen- oder Ubergangsschichten . . . 272
Total-Reflexion . 280

Uber das bei der Totalreﬂean in das zwente Medlum emdrmgende
Licht . 284

Benutzung der Totalreﬂexlon zur Bestlmmung von Brechungsexpo-
nenten . . e e . 287
Intensitit der Newtonschen nge .. .7
Inhomogene Korper; krumme Llchtstra.hlen 291

Kapitel IIL ,
Optische Eigenschaften durchsichtiger Kristalle.

Differentialgleichungen und Grenzbedingungen . 203
Lichtvektor und Lichtstrahl . . . 206
Das Fresnelsche Gesetz fiir die Lxchtgeschmndlgkelt . 299
Die Lage der Lichtschwingungen . . . 301
Die Normalenfliche . 302

Geometrische Konstruktion der Wellenﬂache und der Schwmgungs-
richtung . . . 305
Einachsige Knstalle 307
Bestimmung der Richtung des Llchtstrahls aus der Wellennormale 308
Die Strahlenfliche . 310
Konische Refraktion . . . 315
Durchgang des Lichtes durch Knsta]lplatten und Knstallpnsmen . 319
Totalreflexion an Krlstallplatten . . . . 323
Partielle Reflexion an einer Knstallplatte 327

Interferenzerscheinungen von Knstallp]atten im senkrecht emfallen
den, polarisierten Lichte 327

Interferenzerscheinungen von Knstallplatten in konvergent emfallen-
dem, polarisiertem Lichte . 331



X1V Inhaltsverzeichnis.

Kapitel IV.
Absorbierende Korper.

Seite
1. Elektromagnetische Theorie . . . . . . . . . . . . . . . 338
2. Reflexion an Metallen . . . . e e e e e e .. 342
3. Die optischen Konstanten der Metalle e e e e e e ... 346
4. Absorbierende Kristalle . . . 349
5. Interferenzerscheinungen in absorblerenden zwemchugen Knstal.len 356
6. Interferenzerscheinungen in absorbierenden einachsigen Kristallen . 360

Kapitel V.
Die Dispersion der Korper.

1. Theoretische Grundlage . . . . . . . . . . . . . . . . . 362
2. Vervollstindigung der Theorie . . . . . . . . . . . . . . 368
3. Normale Dispersion . . 371
4. Berechnung der Elektronen-Konstanten aus der Dlsperslon Be-

ziehung der Elektronenzahl zur chemischen Valenz . . . . . . 376
5. Abhiingigkeit des Brechungsmdex von der Dichte . . . . . . . 380
6. Anomale Dispersion. . . . . . B <1 |
7. Die Dispersion der Metalle . . . . . . . . . . . . . . . . 38

Kapitel VL
Natiirlich-aktive Korper.

1. Allgemeine Grundlsge . . . . . . . . . . . . .. ... . 388
2. Isotrope Korper . . . e e e e e e e e .. 389
3. Die Drehung der Pola.nsatlonsebene -
4. Kristalle . . . . - 1 1
5. Die Dispersion der Rotatlonspolmsatlon e (0 §
6. Absorbierende aktive Kérper . . . . . . . . . . . . . . . 404

Kapitel VIL

Magnetisch-aktive Korper.

A. Hypothese der Molekularstrome.
Allgemeine Grundlage . . . B (0
Herleitung der Dnﬁ'erentlalglelchungen N e e e e .. 409
Die magnetische Drehung der Pols.nsauonsebene e e e e oL 413
Die Dispersion der magnetischen Rotationspolarisation . . . . . 417
Magnetisierung senkrecht zu den Lichtstrahlen . . . . . . . . 420

B. Hypothese des Halleffektes.
Allgemeine Grundlage . . . e e e e e e e e .. 420
Herleitung der Dlﬁ‘erentxalglemhungen . P4
Lichtstrahlen parallel zur Magnetisierung . . Y 241

R ol A S

2



Rl o

L ;N

10.

[

o

HreewwNs

P

NSO P wo s

Inhaltsverzeichnis.

Die Dispersion der magnetischen Drehung der Polarisationsebene .

Die Wellenldnge liegt nahe bei einer Eigenwellenldnge .

Lichtstrahlen senkrecht zur ngnet.lsleru.ng .. .

Die Wellenldnge liegt nahe bei einer Elgenwellenlange .

Der Zeemann-Effekt . . .

Die magnetooptischen Elgenschaﬁen von Elsen, Nlckel Kobalt
a) durchgehendes Licht . e e
b) reflektiertes Licht (Kerrsches Phinomen) .

Die Wirkungen des magnetischen Feldes der L!chtstrahlen

Kapitel VIIL

Bewegte Korper.

Allgemeine Grundlage . .
Die Diﬂ‘erentlalglexchungen des elektromagnetlschen Feldes in bezug

XV

Seite
425

. 428
. 431
. 432
. 434
. 437
. . 438
.. 40
. 440

445

auf ein festes Koordmatensystem . . 445
Die Lichtgeschwindigkeit im bewegten Kérper ce 451
Die Dlﬁ‘erentmlglexchungen und Grenzbedmgungen des elektromag-

netischen Feldes in bezug auf ein bewegliches Koordinatensystem,

welches mit dem bewegten Korper fest verbunden ist . . 453
Die Richtung des Lichtstrahls, ermittelt nach dem Huygensschen

Prinzip . . 456
Ersetzung der absoluten Zext durch eine Art Ortszelt 457
Die Unabhéngigkeit des relativen Strahlenganges von der Bewegung 458
Die Erde als bewegtes System . . . . . . . . . . . . .. 459
Die Aberration des Lichtes . 1111
Der Polarisationsversuch von Fizeau . .. 462
Der Interferenzversuch Michelsons . . 463

IIT. Abschnitt.
Die Strahlang der Korper.
Kapitel I
Die Strahlung in energetischer Deutung.
Das Emissionsvermogen . . . . 469
Die Strahlungsintensitit einer Flache .o . . 470
Das mechanische Aquivalent der Llchtemhelt . .41
Die "vonnenstrahlung . . e e . 472
Der Wirkungsgrad einer Llchtqnelle . 473
Der Druck der Strahlung .. 474
Prevosts Theorie des Warmeaustausches . 477



XVl

Inhaltsverzeichnis.

Kapitel I1.

Anwendung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik

o=

oo

o
HOo©®N

12.

14.

15.

0o

NS o

auf reine Temperaturstrahlung.

Die beiden Hauptsitze der Thermodynamik

Temperaturstrahlung und Luminiszenz

Das Emissionsvermigen eines vollkommen spwgelnden oder voll-
kommen durchsichtigen Korpers ist Null . ..

Kirchhoffs Gesetz iiber den Zusammenhang der Emlsslon mlt der
Absorption .

Folgerungen aus dem Klrchhoﬂ'schen Gesetz . .

Die Abhiéingigkeit der Strahlungsintensitit vom Brechungsmdex der
Umgebung

Der Sinussatz bei der opt.lschen Abbxldung von Flachenelementen

Die absolute Temperatur e e e e

Die Entropie

Allgemeine Formeln der Thermodynamlk

Die Abhanglgkelt der Gesamtstrahlung eines schwarzen Kérpers
von seiner absoluten Temperatur .

Die Sonnentemperatur, erschlossen aus 1hrer Gesamtstrahlung

Die Verdnderung des Spektrums eines schwarzen Korpers mit der
Temperatur (Wiensches Verschiebungsgesetz). c e

Die Sonnentemperatur, erschlossen aus der Energleverteﬂung des
Sonnenspektrums .

Die Verteilung der Energle im Spektrum eines schwarzen Korpers

Kapitel IIIL

Das Leuchten der Gase und Dimpfe.

Unterscheidung der Luminiszenz und Temperaturstrahlung

Die Elektronenhypothese .

Die Démpfung der Elektronenschmngungen durch 1hre elgene
Strahlung . . . .

Die Strahlung der Elektronen be1 auBerer Emstrahlung

Uber Fluoreszenz .

Die Verbreiterung der Spektrallmlen nach dem Dopplerschen Pnnzlp

Andere Ursachen zur Verbreiterung der Spektrallinien .

Sachregister

Seite
478
480

481

. 482

485

488
492

. 493
. 496

497

498

)

-

503

509
510

. 520

521

525
526
527

. 532

534




GEOMETRISCHE OPTIK.

Drude, Lehrbuch d. Optik. 2. Aufl, 1



Digitized by GOOg[G




Es gibt ein groBes Gebiet von Lichterscheinungen, — und
darunter befinden sich gerade diejenigen, welche die weitgehendste
praktische Anwendung gefunden haben, — die auf vier Fundamen-
talgesetzen des Lichtes beruhen. Diese sind:

1. die geradlinige Ausbreitung des Lichtes,

2. die Unabhéngigkeit der Teile eines Lichtbiindels voneinander,
3. das Reflexionsgesetz,

4. das Brechungsgesetz.

Diese vier Gesetze bieten sich als Erfahrungstatsachen der
Beobachtung leicht dar.

Wenn man sie zum Ausgangspunkt der Betrachtung macht,
ohne andere Eigenschaften des Lichtes in Riicksicht zu ziehen, so
erhdlt man AufschluB iiber gewisse geometrische Beziehungen
bei den Lichterscheinungen, da jene vier Fundamentalgesetze sich
ebenfalls nur auf geometrische Bestimmungen der Lichtausbreitung
beziehen. Jene Fundamentalgesetze bilden daher die ausreichende
Grundlage fiir die sogenannte geometrische Optik, und man
braucht zum folgerichtigen Aufbau derselben keine besonderen
Hypothesen heranzuziehen, welche niher auf die Natur des Lichtes
eingehen.

Im Gegensatz zur geometrischen Optik steht die physikalische
Optik, welche andere als rein geometrische Eigenschaften des
Lichtes behandelt, und welche niher auf das physikalische Ver-
halten der verschiedenen Korper gegeniiber den Lichterscheinungen
eingeht. Zur bequemen Zusammenfassung der grofen Mannig-
faltigkeit dieser Erscheinungen hat man mit bestem Erfolge be-
sondere Hypothesen iiber die Natur des Lichtes ersonnen.

Vom Standpunkte der physikalischen Optik aus erscheinen die
vier angefiihrten Fundamentalgesetze der geometrischen Optik nur
als allerdings meist sehr weitgehende Annéherungsgesetze. Es 1d8t
sich aber wohl angeben, welches der Giiltigkeitsbereich der geo-
metrischen Optik ist, d. h. unter welchen Umstinden ihre Folge-

rungen von der Wirklichkeit eine merkbare Abweichung besitzen.
1‘
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An diesem Umstande muB man stets festhalten, wenn man in
der geometrischen Optik sich nicht auf einem Ubungsfelde der
reinen Mathematik, sondern in einer wirklich physikalischen Diszi-
plin bewegen will. Die wirklich vollstindige Theorie der optischen
Instrumente 1i8t sich nur vom Standpunkt der physikalischen
Optik aus entwickeln.

Da aber, wie schon vorhin bemerkt wurde, die Gesetze der
geometrischen Optik in den meisten Fiéllen eine sehr groBe An-
niherung an die Wirklichkeit besitzen, so erscheint es gerecht-
fertigt, zundchst diese geometrisch-optischen Gesetze bis zu ihren
Konsequenzen in komplizierteren Fillen, wie sie z. B. in den optischen

Instrumenten vorhanden sind, zu entwickeln.
/

Kapitel 1.

Die Fundamentalgesetze.

1. Direkte Erfahrungen. Unter den direkten Erfahrungen
sollen die vier eben angefithrten Grundgesetze verstanden werden.

Die geradlinige Ausbreitung des Lichtes wird bewiesen
durch den Schatten, den eine kleine (punktférmige) Lichtquelle P
von einem undurchsichtigen Gegenstande auf einem Schirme S ent-
wirft. Hat der undurchsichtige Gegenstand ein Loch L, so findet
man die Schattengrenze auf dem Schirme S als Durchschnitt von
S mit einem Kegel, dessen Spitze in der Lichtquelle P liegt. und
dessen Mantel durch die Umgrenzung des Loches L geht.

Wenn man das Loch L Kleiner macht, so zieht sich die Schatten-
grenze auf dem Schirme S zusammen. Sie wird aber unscharf,
wenn das Loch L sehr klein (unter 1 mm etwa) wird; nach Punkten
des Schirmes S, welche innerhalb des geometrischen Schattens
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o liegen, gelangt noch Licht von der Quelle P. Es ist zwar zu be-
riicksichtigen, da8 eine streng punktformige Lichtquelle P nie
herzustellen ist, und daB schon wegen der Ausdehnung der Quelle P
die Schattengrenze keine absolut scharfe sein kann, auch wenn
sich das Licht geradlinig ausbreitet (Kernschatten und Halbschatten).
Indes ist bei einem sehr kleinen Loche L (von etwa !/, mm Grofe)
die Lichtausbreitung hinter L auf dem Schirme S so weit, daB
sicher in diesem Falle keine geradlinige Ausbreitung des
Lichtes vorliegt.

Dieselben Resultate erhidlt man, wenn man die Lichtausbreitung
anstatt mit Hilfe eines Loches L in einem undurchsichtigen Gegen-
stande durch den Schatten studiert, den ein undurchsichtiger Gegen-
stand S’ auf dem Schirme S entwirft. Ist S’ geniigend klein, so
findet keine geradlinige Ausbreitung des Lichtes von P aus statt.
Man mufl also daran festhalten, daf das Gesetz von der gerad-
linigen Ausbreitung des Lichtes nur dann gilt, wenn die freien
Offnungen, durch welche das Licht hindurchtritt, oder die Schirme,
welche den Durchtritt des Lichtes verhindern, nicht zu klein sind.

Um die Ausbreitung des Lichtes von einer Quelle P aus nach
einem Schirme S hin anschaulich zu bezeichnen, pflegt man zu
sagen, daB P Lichtstrahlen nach S entsende. Der Weg eines
Lichtstrahles wird dadurch definiert, daB seine Wirkung auf S
nur durch ein Hindernis abgeschnitten wird, welches auf der Bahn
des Lichtstrahls selbst liegt. Bei geradliniger Ausbreitung des
Lichtes sind also auch die Lichtstrahlen gerade, z. B. wenn das
Licht sich von P aus durch ein nicht zu kleines Loch L eines
undurchsichtigen Gegenstandes ausbreitet. In diesem Falle pflegt
man zu sagen, daf P ein Biindel gerader Lichtstrahlen durch L
hindurchsende.

Da bei Verkleinerung von L die Lichtwirkung auf einem
Schirme S sich so darstellt, als ob fiir gewisse, von P ausgesandte
Lichtstrahlen die Wirkung auf S einfach aufgehoben ist, wihrend
sie fiir die anderen Lichtstrahlen unveréindert geblieben ist, so
sind die Teile eines Lichtbiindels unabhingig von ein-
ander.

Auch dieses Gesetz besteht nicht mehr, wenn die Verkleinerung
des Loches L zu weit geht. Dann hort aber iiberhaupt der Begriff
der geraden, von P fortgepflanzten Lichtstrahlen auf.

Die Lichtstrahlen sind also ein zweckmiBig eingefiihrter Be-
griff, man kann aber nicht einen einzelnen Lichtstrahl isolieren und
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seine physikalische Existenz nachweisen. Denn je mehr man durch o
Verengerung eines Lichtstrahlenbiindels diesem Ziele zustrebt. um
80 weniger breitet sich das Licht geradlinig aus und um so mehr
verliert der Begriff der Lichtstrahlen seine physikalische Bedeutung.

Wenn die Homogenitit des Raumes, in welchem sich die
Lichtstrahlen befinden, gestort wird durch einen eingelagerten
Korper, so erfahren die Lichtstrahlen an seiner Oberfliche plotz-
liche Richtungsiénderungen: der Lichtstrahl spaltet sich in zwei,
einen reflektierten und einen gebrochenen Strahl. — Ist die Ober-
fliche des Korpers, welche von dem Lichtstrahl getroffen wird. eine
Ebene, so nennt man die durch die Normale N dieser Ebene und
den Lichtstrahl gelegte Ebene die Einfallsebene, den Winkel
zwischen jenen beiden Richtungen den Einfallswinkel (¢).

Es bestehen die Gesetze: Der reflektierte und der ge-
brochene Strahl liegen ebenfalls in der Einfallsebene, der
Reflexionswinkel (Winkel zwischen N und reflektiertem Strahl)
ist gleich dem Einfallswinkel, der Brechungswinkel ¢
(Winkel zwischen N und gebrochenem Strahl) steht mit dem
Einfallswinkel ¢ in der Beziehung:

sn

M =™

wobei n fir eine bestimmte Farbe des Lichtes eine Konstante ist,
und der Brechungsexponent (oder Brechungsindex) des Korpers
gegen seine Umgebung genannt wird. — Wenn nichts anderes be-
merkt ist, wollen wir unter » den Brechungsexponenten gegen Luft
verstehen. — Fiir alle gut durchsichtigen, fliissigen und festen
Korper ist derselbe grofer als 1.

Ist ein Korper 4 durch eine diinne, planparallele Platte eines
anderen Korpers B von der Luft getrennt, so wird das Licht an
beiden Grenzflichen der Platte gebrochen entsprechend der Formel
(1) nach den Gesetzen:

sin @ sin

e _ simeo _
sin (;r -_— nb, S'in ‘pn nﬂby

wobei @ den Einfallswinkel des Lichtes in Luft, ¢’ den Brechungs-
winkel im Korper B, ¢” den Brechungswinkel im Korper 4,
den Brechungsexponenten von B gegen Luft, n. den Brechungs-
index von 4 gegen B bedeutet. Es ist daher

s

¢
sin " T b

’




Die Fundamentalgesetze, 7

‘Wenn die Platte des Kérpers B unendlich diinn wird, so bleibt
diese Formel bestehen; der Fall unterscheidet sich dann aber nicht
mehr von dem zuerst betrachteten, daB eine einfache Brechung
des Lichtes von Luft gegen den Korper 4 stattfindet. Die letzte
Formel liefert also durch Vergleichung mit (1), wenn wir den
Brechungsindex von 4 gegen Luft mit n, bezeichnen:

Ng == Nb * Nab,
oder 2
Nab == Ng : Np,
d. h. der Brechungsexponent von 4 gegen B ist gleich dem
Verhiltnis der Brechungsexponenten von 4 und B gegen
Luft.

Wenn wir den Fall betrachtet hiitten, daB eine unendlich
diinne Platte 4 auf dem Korper B lige, so wiirden wir durch die-
selbe Schlufiweise erhalten:

Nba = N} : Na.
Es ist also

Nab == 1 : Npa,
d. h. der Brechungsindex von 4 gegen B ist gleich dem
reziproken Werte des Brechungsindex von B gegen A.

Das Brechungsgesetz (1) erlaubt daher nun den Schluf, daf
man auch ¢ als Einfallswinkel im Korper, ¢ als Brechungswinkel
in seiner Umgebung (Luft) betrachten kann, d. h. daf der Sinn
der Lichtausbreitung auch ohne Anderung der Strahlen-
richtungen umgekehrt werden kann. Bei dem Reflexions-
gesetz ist dies Prinzip der Umkehrbarkeit der Lichtwege ebenfalls
giiltig, wie hier ohne weiteres ersichtlich ist. . ’

Man erhilt daher das Brechungsgesetz (1) beim Ubergang des
Lichtes von einem Korper 4 zu einem Korper B oder umgekehrt
in der symmetrischen Form:

Na - SIN Qg = np - SiN Qb 3
wobei ¢, und ¢, die Winkel des Lichtstrahls im Korper 4 bezw. B
gegen die Normale N der Trennungsfliche bedeuten, und ns bezw.
ny die Brechungsexponenten der beiden Korper gegen irgend einen
dritten Vergleichskorper, z. B. Luft, oder auch gegen den luftleeren
Raum, das Vacuum.

Was letzteren anbelangt, so unterscheidet sich der Brechungs-
exponent n eines Korpers gegen Luft nur sehr wenig von dem
Brechungsexponenten 7o gegen das Vacuum. Nach (2) muB sein:

No=mn:n, )
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wobei »’ den Brechungsindex des Vacuums gegen Luft bedeutet. Der-
selbe hat bei Atmosphirendruck und 0 Grad Temperatur den Wert
(5) n’ = 1:1,00029.

Nach dem Brechungsgesetz (3) gibt es zu jedem einfallenden
Lichtstrahl (ps) nur dann einen gebrochenen Strahl (g,), falls
ng < mp ist. Ist das Umgekehrte der Fall (ns > ns), so wird fiir

O] sin ga>>

sin @» > 1, d. h. es gibt keinen reellen Brechungswinkel ;. Dann
tritt an der Grenzfliche keine Brechung, sondern nur Reflexion
ein. Im reflektierten Strahl muB jetzt die ganze Wirkung des ein-
fallenden Strahles enthalten sein; daher bezeichnet man diesen
Fall als Totalreflexion.

In welcher Weise sich in den anderen Fillen (partielle
Reflexion) die Wirkung des einfallenden Strahles auf den reflek-
tierten und gebrochenen Strahl verteilt, wird in der physikalischen
Optik (imIT. Abschnitt, Kapitel II) ndher betrachtet werden. Hier mag
die Bemerkung geniigen, daB im allgemeinen bei durchsichtigen Kor-
pern der gebrochene Strahl weit mehr Lichtwirkung enthilt, als
der reflektierte. Nur bei den Metallen findet sich in letzterem fast
die volle Wirkung des einfallenden Strahles. Es ist fibrigens zn
bemerken, daB bei so stark undurchsichtigen Korpern, wie den
Metallen, das Reflexionsgesetz wohl bestehen bleibt, das Brechungs-
gesetz aber in der Form (1) oder (3) nicht mehr giiltig ist. Auch dieses
soll spiter niher betrachtet werden (im II. Abschnitt, Kapitel IV).

Im Licht empfinden wir verschiedene Qualititen: die Farben.
Der Brechungsindex héngt von der Farbe ab, er wird (gegen Luft
gemessen) bei allen gut durchsichtigen Korpern griofler von rot
iiber gelb zu blau. Die Ausbreitung weilen Lichtes beim Durch-
gang durch ein Prisma in ein Spektrum beruht auf der Anderung
des Brechungsindex mit der Farbe. Man nennt diese Eigenschaft
des Korpers seine Dispersion.

Ist die Oberfliche eines Korpers, der von Lichtstrahlen ge-
troffen wird, nicht eben, sondern gekriimmt, so kann man trotz-
dem die Oberfliche als aus sehr kleinen Stiicken von Ebenen (den
Tangentialebenen) zusammengesetzt denken und den Gang der
Lichtstrahlen nach den obigen Gesetzen konstruieren. Dieses Ver-
fahren ist aber nur statthaft, wenn die Kriimmung der Oberfliche
einen gewissen Betrag nicht iibersteigt, so daB wir die Fldche
noch als eine glatte bezeichnen konnen.
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Ranhe Oberflichen zeigen unregelmiBige (diffuse) Reflexion
und Brechung, sie wirken éhnlich so, als ob sie selbst Licht aus-
strahlen.

Die Grenzfliche eines Korpers ist iiberhaupt nur bei diffuser
Reflexion oder Brechung sichtbar; dagegen ist die Oberfliche eines
vollkommenen Spiegels nicht sichtbar, man sieht nur die an ihr
reflektierten Strahlen, die von auBerhalb des Spiegels liegenden
Lichtquellen herriihren, d. h. man sieht nur die letzteren.

2. Satz vom ausgezeichneten Lichtweg. Die vorhin an-
gefilhrten direkten Erfahrungstatsachen iiber die Richtung der
Lichtstrahlen lassen sich gemeinsam zusammenfassen in den Satz
vom ausgezeichneten Lichtweg. Wenn ein Lichtstrahl durch eine
beliebige Anzahl von Reflexionen und Brechungen von einem Punkte
P nach einem Punkte P* gelangt, so ist die Summe der Produkte
aus Brechungsexponent je eines Mediums und der in ihm durch-
laufenen Strecke Zn!, ein Extremwert, d. h. sie weicht von der
gleichen Summe fiir alle, dem tatsdchlichen Wege unendlich be-
nachbarten hochstens um Glieder zweiter Ordnung ab. Es ist also,
wenn wir die Anderung erster

Ordnung durch ein vorgesetztes e
d bezeichnen; P
dZnl=0. M N n

Das Produkt: Brechungs-
exponentmal durchlaufener Weg
wird ,Lichtweg® oder ,optische
Linge* des Strahles genannt. » *ﬁ‘”’ ——E

Um den Satz fiir eine ein- '
zelne Brechung zu beweisen,
sei POP’" der tatsichliche Gang ) \
des Lichtes (Figur 1). OF sei n
der Durchschnitt der Einfalls- \
ebene PON mit der Grenzfliche
(Tangentialebene) des brechen- Fig. 1.
den Korpers. O sei ein dem
Punkte O unendlich benachbarter Punkt in der Grenzfliche des
brechenden Korpers, und zwar moge OO einen beliebigen Winkel
9 mit der Einfallsebene, d. h. der Linie OF, einschliefen. Nun
ist zu beweisen, daB bis auf Griofen der zweiten oder hoheren
Ordnung

nPO+n-0P=n-P0+n-00 8)
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ist, wenn # und =’ die Brechungsexponenten der aneinander gren-
zenden Medien bedeuten.

Fillt man von O ein Lot OR auf PO’ und ein Lot OR’ auf
P'0, so ist bis auf Grofen zweiter Ordnung:

9) PO = PO + RO, OP' = oP — OR.
Ferner ist mit derselben Anndherung:
(10) RO = 00 cos POO, OR = 00 . cos P 00'.

Um cos POO" zu berechnen, wollen wir die Richtungskosinus
der Strecken PO und OO in bezug auf ein rechtwinkliges Achsen-
kreuz hinschreiben, als das wir die Richtungen ON, OF und OD
wihlen, wobei OD senkrecht zu ON und OE gedacht ist. Bezeich-
net ¢ den Einfallswinkel PON, so sind die Richtungskosinus von
PO (die Vorzeichen lassen wir unberiicksichtigt):

PO: cos @, sin @, o,
die Richtungskosinus von 00"
00': o, cos &, sin &

Nach einem Satze der analytischen Geometrie, nach dem der
Kosinus des Winkels zwischen zwei beliebigen Strecken gleich
der Summe der Produkte entsprechender Richtungskosinus der

Strecken gegen ein rechtwink-

P’ liges Achsenkreuz ist, folgt:
cos POO' = sin @ - cos 9,
und analog: '

cos P'O0 = sin @ - cos 9,
falls ¢ den Brechungswinkel

9 N £ bedeutet.
et Esist daher nach (9) und (10):
n-PO+n- 0P =n.PO
2 +n-00 -sing-cos® +n' - OP

— - 00 - sin ¢ - cos .
Da nun aber nach dem
Brechungsgesetz (3) die Relation besteht:
n-sin@=n'-sing,

so ist in der Tat die Relation (8) erfiillt fiir eine beliebige Lage
des Punktes O', falls er nur unendlich nahe benachbart ist an O.

Fiir eine einzelne Reflexion lidB8t sich der Satz (7) einfacher
beweisen. Derselbe nimmt hier die Form an:
(11) d (PO + OP’) =,

Fig. 2.
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falls, wie in Figur 2 gezeichnet ist, PO und OP’ den tatsichlichen
Strahlengang bezeichnet. Denken wir uns denjenigen Punkt P,
konstruiert, welcher zu P symmetrisch liegt in bezug auf die Tan-
gentialebene OF des brechenden Korpers, so ist fiir jeden beliebigen
Punkt O’ in der Tangentialebene PO'= P, 0. Der Lichtweg von
P nach P’ bei einer einmaligen Reflexion an der Tangentialebene
OE ist also bei jeder beliebigen Lage des Treffpunktes O gleich
der Linge P,0 4+ O'P’. Diese Linge ist nun ein Minimum, wenn
P,, O und P’ in gerader Linie liegen. Dann fillt aber der Punkt
O in der Tat mit dem aus dem Reflexionsgesetz folgenden Punkte
O zusammen. Da nun die Eigenschaft eines Minimums (ebenso wie
eines Maximums) durch Verschwinden der ersten Variation, d. h.
durch die Gleichung (11), sich ausdriickt, so ist unser Satz (7) fiir
eine einmalige Reflexion bewiesen.

Es ist zu bemerken, daB das Verschwinden der ersten Variation
sowohl der Ausdruck eines Minimums wie eines Maximums sein kann
In dem Falle, wo der brechende Korper tatstichlich von einer
Ebene begrenzt ist, folgt aus der angegebenen Konstruktion ohne
weiteres, daB bei der Reflexion der Lichtweg ein Minimum ist.
Ebenso 148t sich beweisen,
wie weiter unten néher aus-
gefilhrt werden wird, da8
bei der Brechung der tat-
séchliche Lichtweg ein Mini-
mum ist, falls der brechende
Korper von einer Ebene be-
grenzt wird. Daherist unser
Prinzip auch oft das vom
kiirzesten Lichtweg ge-
nannt worden. 0

Wenn indes die Ober- Fig. 3.
fliche des brechenden oder
reflektierenden Korpers gekriimmt ist, so kommt es ganz auf die
Art dieser Kriitmmung an, ob der Lichtweg ein Minimum
oder ein Maximum ist. Allen Fillen gemeinsam ist nur das
Verschwinden der ersten Variation, und dies geniigt auch voll-
kommen zur Bestimmung des Strahlenganges.

Um die Verhiltnisse klar zu iibersehen, empfiehlt sich die Ein-
fihrung der sogenannten aplanatischen Fliche, dasist diejenige
Fliche, fiir deren simtliche Punkte 4 die Summe der Lichtwege
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nach den zwei Punkten P und P’ konstant ist. Fiir diese Fliche
verschwindet also fiir die Summe der Lichtwege nicht nur die
Variation der ersten Ordnung, sondern alle Variationen beliebig
hoher Ordnung.

Bei der Reflexion ist die aplanatische Fliche

(12) PA 4 P'A — Konstante C
ein Rotationsellipsoid mit den Punkten P und P’ als Brenn-
punkten.

Wenn SOS’ das Stiick eines reflektierenden Spiegels ist (vgl.
Figur 3), und O ein Punkt auf demselben, fiir den die Richtungen
PO und P'O dem Reflexionsgesetz geniigen, so muf die zu den
Punkten P und P’ zugehorige aplanatische Fliche 404, welche
durch den Punkt O
geht, offenbar den
Spiegel SOS" in O
berithren, da fiir
beide Flichen die
erste Variationder
Lichtwege  ver-
schwindet. Ist nun
der Spiegel SOS’,
wie in der Figur,
stirker konkav
gekrimmt als
die aplanatische
Fliache, so ist
der Lichtweg
PO 4+ OF ein Maximum, sonst ein Minimum. Der Beweis
hierfiir ergibt sich direkt aus dem Anschauen der Figur, da
fir alle Punkte O im Innern des Rotationsellipsoids 404,
dessen Gleichung durch (12) gegeben ist, die Summe PO 4 O'P’
kleiner ist als die Konstante C, wihrend fiir alle d&uleren Punkte
O die Summe PO’ + O P’ griBer ist als C, und fiir den tatsich-
lichen Reflexionspunkt O die Summe PO + OP gleich ist C.

Bei der Brechung ist die aplanatische Fliche

n- P4 4+ n' - P’4 — Konstante C
eine sogenannte Kartesische Ovale, welche nach dem schwicher
brechenden Medium zu (es sei in der Figur 4 »<(#»") konvex sein
muB, und zwar offenbar stirker als irgend eine um I’ als Zentrum
beschriebene Kugel.

Fig. 1.




Die Fundamentalgesetze. 13

Diese aplanatische Fliche scheidet wiederum die Gebiete, fiir
deren Punkte O’ die Summe der Lichtwege n-PO +n'- P'0' >C
ist, von denen, in welchen jene Summe < C ist. Erstere Gebiete
liegen von der aplanatischen Fliche aus nach dem schwécher brechen-
den Medium (links in der Figur), letztere nach dem stirker brechen-
den Medium (rechts in der Figur).

Wenn nun SOS’ ein Stiick der Grenzfliche zwischen beiden -
Medien ist, und PO, P'O den tatsichlichen Strahlenverlauf, wie
er nach dem Brechungsgesetz stattfindet, bezeichnet, so ist der
Lichtweg iiber O ein Maximum oder Minimum, je nachdem SOS’
stirker oder schwicher konvex ist nach dem schwicher brechen-
den Medium zu, als die aplanatische Fliche 404’. Der Beweis
ergibt sich direkt aus der Figur.

Falls also z. B. SOS’ eine Ebene ist, so ist der Lichtweg ein
Minimum. In der Figur ist der Fall gezeichnet, daB der Licht-
weg iiber O ein Maximum ist.

Da wir spiter sehen werden, daB der Brechungsexponent
umgekehrt proportional der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des
Lichtes ist, so ist der optische Weg n! proportional der Zeit, welche
das Licht zum Durchlaufen der Strecke ! gebraucht hat. Das
Prinzip des kiirzesten Lichtweges deckt sich also mit
Fermats Prinzip der schnellsten Ankunft des Lichtes,
man erkennt aber aus dem Vorigen, daB unter Umstinden die An-
kunft des Lichtes auch die langsamste sein kann.

Nach dem Prinzip der Superposition von Variationen konnen
wir von der Gleichung d3n! = 0 fiir eine einzelne Reflexion oder
Brechung sofort Anwendung machen auf den Fall beliebig vieler.

3. Der Satz von Malus. Es gibt zwei verschiedene Arten
von geometrischen Strahlensystemen: solche, welche sich recht-
winklig von einer geeignet konstruierten Fliche F schneiden lassen
(orthotomisches System), und solche, fir welche eine derartige
Fliche F nicht gefunden werden kann (anorthotomisches System).
Unter Benutzung des vorigen Satzes lifBt sich nun der Satz von
Malus beweisen. Derselbe lautet: Ein orthotomisches System
von Strahlen bleibt auch nach beliebig vielen Reflexio-
nen und Brechungen ein orthotomisches. Nach der Wellen-
theorie des Lichtes, nach der die Strahlen die Normalen der Wellen-
fliche sind, ist der Satz selbstverstindlich. Man kann ihn aber
auch allein aus den bisher benutzten geometrischen Fundamental-
gesetzen herleiten.
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Seien (vgl. Figur 5) ABCDE und 4'B’C'D'E’ zwei unendlich
nahe benachbarte Strahlenginge, und zwar mogen sie senkrecht
von einer Fliche F ausgehen. Ist die gesamte optische Linge von
A bis E mit L bezelchnet, so laBt sich beweisen, daB alle Strahlen
senkrecht auf einer Fliche F’ stehen, die von den Endpunkten E,

E’ usw. aller Strahlengiinge gebildet
F_AA ' _F werden, fir die die gesamten opti-
schen Lingen, von ihren Anfangs-
punkten 4, A" aus gerechnet, denselben
konstanten Wert L besitzen. — Zum
Beweise wollen wir uns 4'B und E'D
gezogen denken.

Nach dem vorigen Satze vom aus-
gezeichneten Lichtweg muf der ge-
samte Lichtweg 4'B C'D'E’ gleich sein
- dem nur unendlich wenig variierten

& 5 A'BCDE', 4. h. gleich L, welches auch
der Wert fiir den Lichtweg 4BCDE ist. Subtrahiert man nun
von beiden Lichtwegen 4'BCDE’ und ABCDE die gemeinsamen
Strecken, so folgt, daB sein muB:

n-AB+n'-DE=mn-AB+ n'- DE’,
falls mit » der Brechungsindex vor der Fliche F, mit »' der

Brechungsindex vor F' bezeichnet wird. Da nun aber AB=A4'B
ist, weil 4B senkrecht gegen F gerichtet sein soll, so folgt auch

DE = DE,

d. h. DE steht senkrecht zur Fliche F’. Ebenso 1iBt sich fiir
jeden anderen Strahl D'E’ beweisen, daf er senkrecht auf F’ steht.

Strahlen, die von einem leuchtenden Punkt ausgehen, stehen
senkrecht auf einer Fliche F, ndmlich auf irgend einer um den
leuchtenden Punkt als Zentrum beschriebenen Kugel. Da jede
Lichtquelle als ein Komplex leuchtender Punkte angesehen werden
kann, so bilden also stets die Lichtstrahlen ein orthotomi-
sches System.
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Kapitel IL.
Geometrische Theorie der optischen Abbildung,

1. Begriff des optischen Bildes. Wenn wir einen leuchten-
den Punkt P haben, in dessen Umgebung brechende und reflek-
tierende Korper beliebig angeordnet sind, so geht im allgemeinen
durch einen beliebigen Punkt P’ des Raumes nur ein einziger Licht-
strahl, d. h. die Richtung, in welcher das Licht von P nach P’ ge-
langt, ist eine eindeutig bestimmte. Es kdnnen aber auch Punkte
P’ gefunden werden, in denen sich mehrere Lichtstrahlen schneiden,
z. B. zwei Lichtstrahlen, wenn P’ der Durchschnittspunkt zweier
von P ausgehender Lichtstrahlen ist. — Wenn ein Biindel von
Lichtstrahlen, die von P ausgehen, sich in einem Punkte P’ schneiden,
so heift P’ das optische Bild von P. In P wird offenbar ein
Maximum von Lichtwirkung stattfinden. Das Bild P’ wird reell
genannt, wenn die Lichtstrahlen dort wirklich zum Schnitt kommen,
dagegen virtuell, falls erst die riickwirtigen Verlingerungen
der Lichtstrahlen sich in P’ schneiden. Das einfachste Beispiel
eines virtuellen Bildes bietet die Spiegelung einer Lichtquelle P in
einem ebenen Spiegel. Das Bild P’ ist der symmetrisch zu P in
bezug auf den Spiegel gelegene Punkt. Reelle Bilder kennzeichnen
sich durch direkte Erleuchtung einer geeignet gehaltenen rauhen
Fléche, z. B. Tafel weien Papiers, virtuelle Bilder nicht. Bei
der Spiegelung dringt z. B. gar kein Licht zum Bildpunkte P’.
Virtuelle Bilder kénnen aber durch optische Vorrichtungen in reelle
Bilder umgewandelt werden, z. B. sehen wir ein virtuelles Bild,
indem dasselbe mit Hilfe des Auges in ein reelles Bild umgewan-
delt wird, welches eine bestimmte Stelle der Netzhaut erleuchtet.

Das im Bilde zur Vereinigung gebrachte Strahlenbiindel kann
ein endliches, oder auch ein unendlich diinnes réumliches oder
eventuell sogar nur ebenes (Elementar-)Biindel sein. Denken wir
uns z. B. den Fall einer einzigen Brechung. Wenn die Grenzfliche
des brechenden Korpers die aplanatische Fliche fiir die beiden
Punkte P und P’ ist, so wird ein endliches Strahlenbiindel, welches
von P ausgeht, in P’ zur Vereinigung gebracht; denn alle Strahlen,
die von P ausgehen und die aplanatische Fliche treffen, miissen

sich in P’ schneiden, da fiir sie alle die gesamte optische Linge
denselben Wert hat.
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Wenn die Grenzfliche des brechenden Korpers nicht die Ge-
stalt der aplanatischen Fliche besitzt, so kommen um so weniger
Strahlen in P’ zur Vereinigung, je stirker die Abweichung in der
Gestalt beider Flichen (die sich notwendig berithren miissen, cf.
oben S. 12) ist. Damit ein ebenes Elementarbiischel sich in P’
schneide, mul wenigstens in einer Ebene die Kriimmung beider
Fliachen in ihrem Beriihrungspunkte O fibereinstimmen. Stimmt
die Kriimmung beider Flichen in O fiir zwei Ebenen und damit
iiberhaupt iiberein, so kommt in P’ ein réumliches Elementarbiindel
zum Schnitt, und wenn schlieflich ein endliches Stiick der Grenz-
fliche des brechenden Korpers zusammenfillt mit der aplanatischen
Fliche, so gelangt ein endliches Strahlenbiindel in 7* zum Schnitt.

Vermoge der Umkehrbarkeit der Lichtwege konnen Lichtquelle
P und Bild P’ ihre Funktion vertauschen, d. h. I als Lichtquelle
hat sein Bild in 2. Wegen dieser Umkehrbarkeit der Beziehung
nennt man auch P und P’ konjugierte Punkte. '

2. Aligemeine Abbildungsformeln. Wir wollen annehmen,
daf es durch irgendwelche Mittel (Reflexionen und Brechungen)
gelungen wire, ein rdumliches Continuum von Punkten P abzubilden
in ein ridumliches Continunm von Punkten P’. Ersteres Continuum
heift der Objektraum, letzteres der Bildraum. Nach der
Definition, nach der das optische Bild definiert ist, folgt, daB es zu
jedem?) durch P gehenden Strahl einen durch I’ gehenden kon-
jugierten Strahl gibt. Zweien in P sich schneidenden Strahlen des
Objektraumes miissen zwei konjugierte Strahlen im Bildraum ent-
sprechen, welche sich ebenfalls schneiden, und zwar in dem zu F
konjugierten Punkte P’. Es gibt also zu jedem P nur einen kon-
jugierten Punkt P’. Wenn vier Punkte P, P, P, P, des Objektraumes
in einer Ebene liegen, so schneiden sich die Strahlen, welche je
zwei dieser Punkte verbinden, z. B. der Strahl P, I, schneide
PyP, im Punkte 4. Die konjugierten Strahlen r',P’, und I’y P’,
schneiden sich daher ebenfalls, nimlich im Bilde A" von 4. Daher
liegen die vier Bilder 7, P’,P’, P’y ebenfalls in einer Ebene. — Man
kann also sagen, daB sich Punkte, Strahlen und Ebenen in beiden
Riumen gegenseitig eindeutig entsprechen. Eine solche Beziehung
beider Ridume nennt die Geometrie eine kollineare Verwandt-
schaft.

1) Die Abbildung soll nicht nur durch Elementarbiischel, sondern durch
beliebig weite, endliche Biischel zustande kommen.
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Der analytische Ausdruck der kollinearen Verwandtschaft 148t
sich leicht bilden. Nennen wir zyz die Koordinaten eines Punktes
P im Objektraum in bezug auf ein festes rechtwinkliges Koordinaten-
system, z'y'z" die Koordinaten des konjugierten Punktes P’ in bezug
auf ein anderes, fir den Bildraum angenommenes Koordinaten-
system, so muB zu jedem zyz ein und zwar nur ein Wertsystem
«'y'x’ zugehoren, und umgekehrt. Dies ist nur moglich bei dem
Ansatz:

gt tbhy+oar+d

ax+by+oxt+d’

r_ a4 by 4 ez + dy
T Tatbytortd’ M

o Bt by +ex + dy

ax +by+ex+d®
wobei die a, b, ¢, d gewisse Konstanten sind. — In der Tat, fiir
jedes &', 3, 2’ berechnen sich nach (1) die z,y, z aus drei linearen
Gleichungen; und umgekehrt gehdrt zu jedem =z, y, » ein Wert-
system «’, ', 2. Wenn die rechten Seiten der Gleichungen (1)
nicht der Quotient zweier linearer Funktionen von z, y, z wiiren,
so wiirden zu gegebenem 2, y', ¥ mehrere Wertsysteme z, y, z
gehoren; auflerdem muB der Nenner dieser Quotienten ein und
dieselbe lineare Funktion sein (az + by + ex + d), weil sonst einer

Ebene:

A7+ By +Cx+ D=0
nicht wiederum eine Ebene:
Az + By+ Ck+ D=0
entsprechen wiirde.
Wenn man die Gleichungen (1) nach z, y, » auflost, so folgen
ganz analoge Formen wie (1), némlich:
__ @ + ¥y + ¢y +.d ,
= ;,aq_ i AL LS 2)

Aus (1) folgt
firar+by+ex+d=0 2=y =2=ux,
aus (2) folgt
fir a2 4+ by 4+ 2 +d"' =0 s=y=z= 0.
Die Ebene ax + by + cx + d = 0 heifit die Brennebene

des Objektraumes. Thren Punkten P entsprechen im Unendlichen

liegende Bilder P’. Zwei Strahlen, die von einem Punkte P dieser
Drude, Lehrbuch d. Optik. 2. Aufl. 2
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Brennebene ausgehen, entsprechen zwei Parallelstrahlen im Bild-
raume.

Die Ebene a'z” + b’y + ¢'z' + & = 0 heiBt die Brennebene
des Bildraumes. Parallelstrahlen des Objektraumes besitzen
konjugierte Strahlen im Bildraume, die sich in einem Punkte dieser
Brennebene ' schneiden. .

In dem Falle, daB a = b = ¢ = 0 ist, entsprechen, wie aus
den Gleichungen (1) hervorgeht, allemal endlichen Werten von
z, y, ~ auch endliche Werte von 2, ¢/, 2’ und umgekehrt. Es ist
also dann auch o'=b=¢ = 0. In diesem Falle, der als tele-
skopische Abbildung bezeichnet wird, gibt es also keine, im
Endlichen liegenden Brennebenen.

3. Zentrierte Abbildung. Bei optischen Instrumenten ist viel-
fach der Fall realisiert, daB die Abbildung rings um die Achse
symmetrisch ist. Dies ist z. B. der Fall, wenn die Grenzflichen der
brechenden  bezw.
reflektierenden Kor-
by A v per Rotationsflichen
mit  gemeinsamer
Achse sind, oder spe-
. - zieller Kugelfléichen,
4 x xO deren Zentren auf
einer Geradenliegen.
— Diese Abbildung
wird zentrierte ge-
nannt.

Nach Symmetrie
muB das Bild P’ eines Punktes P in der durch die Achse des
Systems und durch den Punkt P gehenden (Meridian-)Ebene liegen,
und es geniigt zum Studium der Abbildung vollkommen, wenn die
Beziehungen zwischen Objekt und Bild in einer solchen Meridian-
ebene bekannt sind.

Wihlen wir als solche die xy-Ebene des Objektraumes und
die 2'y-Ebene des Bildraumes, und legen wir die z-Achse bezw.
z-Achse in die Symmetrieachse der Abbildung, so kionnen die z-
bezw. z’-Koordinaten in den Abbildungsgleichungen gar nicht mehr
auftreten, so daB sie sich reduzieren auf:

’ ayx + by + d; ’ a bay + d.
W A= o
Die beiden Koordinatensysteme xy und z'y’ haben dann also

Fig. 6.
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parallel gerichtete Koordinatenachsen, und zwar fallen die z-Achse
und die z’-Achse in eine Richtung. Der Koordinatenanfang O fiir
den Bildraum kann aber eine gewisse Distanz von dem Koordinaten-
anfang O des Objektraumes haben. Die positive Richtung von z
soll sich im Sinne der einfallenden Lichtstrahlen (von links nach
rechts) erstrecken, die positive Richtung von =" dagegen entgegen-
gesetzt, d. h. von rechts nach links. Die positiven y und y sollen
nach oben gerechnet sein (vgl. Figur 6).

Nach der Symmetne der Abbildung darf nun «’ semen Wert
nicht #ndern, falls y sein Vorzeichen #ndert. Dies gibt fiir die
Gleichungen (3) die Bedingung b, = b = 0. Ebenso folgt aus der
Symmetrie der Abbildung, daf y einfach sein Vorzeichen wechselt,
falls es y tut. Dies gibt die Bedingung a, = dy = 0. Die
Gleichungen (3) reduzieren sich daher auf:

r ez + d ’ b
—Jz-td'* V= ta @

Es bleiben also fiinf Konstanten iibrig, aber nur ihre gegen-
seitigen Verhiltnisse sind fiir die Abbildung maBgebend. Eine
zentrierte Abbildung hat alsoim allgemeinen vier charak-
teristische Konstanten.

Die Umkehrung der Gleichungen (4) liefert:

dr’' —d, a,d — ad, v
a—a:c" y==- by ‘a,.—/az'. ®)

Die Brennebene § des Objektranmes hat die Gleichung ax+d=0,
die Brennebene ' des Bildraumes die Gleichung ar’— a, — 0.
Die Durchschnitte mit der Achse des Systems werden die Brenn-
punkte F, F' genannt.

Legen wir den Anfang der z in den Brennpunkt F des Objekt-
raumes, ebenso den Anfang der z’ in den Brennpunkt F* des Bild-
raumes, so ist, falls x,, z, die von den Brennebenen aus gerech-
neten Koordinaten bedeuten, az, fiir ax 4 d zu schreiben, und — ax,’
fiir a, — ax’.

Aus den Gleichungen (4) gewinnt man dann:

’ (ld md 1/ bz
Too == - a2 y a_{o. (6)

Es bleiben also nur noch zwei charakteristische Konstanten-
kombinationen in den Gleichungen iibrig. (Die anderen beiden
Konstanten sind in der Lage der beiden Brennebenen enthalten.)
Wir wollen fiir diese beiden Konstantenkombinationen vereinfachte

2#
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Beziehungen einfiihren, indem wir schreiben (es werden jetzt
wieder die Indices o an den z fortgelassen):
0! = ff, L=L—%.

Hierbei sind also die = bezw.« die Entfernungen des
Objektes bezw. Bildes von den Brennebenen § bezw. §'.

Das Verhiltnis 3 :y wird die LateralvergroBerung ge-
nannt, oder auch die VergréBerung schlechthin. Dieselbe ist
gleich 1 fiir z =7/, d. h. £ = f". Hierdurch sind zwei zur Achse
des Systems senkrecht liegende Ebenen $ und § charakterisiert,
welche die Hauptebenen der Abbildung genannt werden. Die
Durchschnitte mit der Achse des Systems heilen die Haupt-
punkte H, H'.

Die Hauptebenen haben also die Eigenschaft, daB
irgend einem Punkte Pin der einen Hauptebene ein achsen-
dquidistanter Punkt P’ in der anderen Hauptebene kon-
jugiert ist.

Die beiden, in den Abbildungsgleichungen (7) noch iibrig-
bleibenden Konstanten f und /° haben nach dem Vorigen die Be-

deutung der Ent-

F 9 5 F fernung der Haupt-
[ ebenen $, H von

| den Brennebenen g,

L~
/ A i +———p' §. Die Konstante /
1 i T~ heift die Brenn-

i1 L4 Y —
- ' weite des Objekt-
f raumes, f die
3 i Brennweite des
] Bildraumes. [ ist
Fig. 7. positiv  gerechnet,

wenn die Lichtstrah-

len zuerst die Brennebene §, dann die Hauptebene O treffen; bei
[ ist es umgekehrt. In Figur 7 sind beide Brennweiten positiv.
Die Bedeutung der Brennweiten kann man sich in folgender
Weise klar machen: Parallelstrahlen im Objektraum miissen kon-
jugierte Strahlen im Bildraume besitzen, die sich in einem Punkte
der Hohe y in der Brennebene §' schneiden mogen. Diese Hohe
4 héingt nun offenbar von dem Neigungswinkel « der einfallenden
Strahlen gegen die Achse ab. Ist der Winkel w= 0, so folgt schon
aus Symmetrie 5'= 0, d. h. achsenparallele Strahlen haben kon-
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jugierte Strahlen, die sich im Brennpunkt F’ vereinigen. Wenn da-
gegen » von Null verschieden ist, so betrachten wir einen Strahl
PFA (Figur 7) des Biindels, der durch den ersten Brennpunkt geht
und die Hauptebene ) in 4 schneidet. Der konjugierte Strahl zu
ihm: 4'P° muB offenbar ein achsenparalleler Strahl sein, da der
erste Strahl durch F geht, ferner hat 4" die gleiche Hohe wie 4,
wegen der Eigenschaft der Hauptebenen. Folglich ist die gesuchte
Hohe y' des Bildes der unter dem Winkel » emfallenden Parallel-
strahlen, wie aus Figur 7 sofort hervorgeht:

y=rtgu. (8)

Man kann deshalb den Satz aussprechen: Die Brennweite
des Objektraumes ist gleich dem Verhéltnis der linearen
GroBe eines in der Brennebene des Bildraumes gelegenen
Bildes zur scheinbaren (angularen) Grofie seines unend-
lich entfernten Objektes. KEine analoge Definition gilt natiir-
lich auch fiir die Brennweite /° des Bildraumes, wenn man sich
ndmlich ein schiefes Parallelstrahlbiindel in ihm einfallend denkt,
so daB es zu einem Bilde in der Brennebene §{ vereinigt wird.

Wenn man sich in Figur 7 4P’ als einfallenden Strahl denkt,
so daB die Rolle von Bildraum und Objektranm vertauscht wird,
so kann man auch folgende Definition der Brennweite f, die dann
also die Brennweite des Bildraumes bedeutet, aussprechen:

Die Brennweite des Bildraumes ist gleich der Ent-
fernungeines achsenparallelenStrahles desObjektraumes
von der Achse, dividiert durch die Tangente des Neigungs-
winkels des konjugierten Strahles.

Zu denselben Folgerungen, ndmlich der Gleichung (8), gelangt
man natiirlich von den Gleichungen (7) durch Rechnung, indem
man fgu=y:x, tgu =y :a setzt. — Wegen der entgegen-
gesetzten Richtung der z und ' (cf. oben S. 19), der gleichen
Richtung der y und y', ergibt sich, daf « und «' in verschiedener
Weise positiv gerechnet sind: Der Neigungswinkel » eines
Strahles im Objektraum ist positiv (und kleiner als 90°9),
falls der Strahl von links unten nach rechts oben geht;
der Neigungswinkel «" eines Strahles des Bildraumes ist
positiv, falls der Strahl von links oben nach rechts unten
geht.

Die LateralvergroBerung hingt, wie Gleichung (7) lehrt, von
z, d. h. der Entfernung des Objektes vom Brennpunkte F, sowie
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von der Brennweite / ab. Sie ist aber unabhingig von y, d. h.
eine zur Achse des Systems senkrechte Figur wird #hnlich ab-
gebildet. Dagegen wird ein Raumteil nicht mehr &hnlich ab-
gebildet, wie schon einerseits aus der Abhingigkeit der Lateral-
vergroBerung von z hervorgeht, andererseits kann man leicht aus
(7) ableiten, daB die TiefenvergroBerung, d. h. das Verhéltnis
eines Zuwachses dz’' von « zu einem Zuwachse dx von z propor-
tional dem Quadrat der Lateralvergroferung ist.

Ein Strahl im Objektraum moge die Hauptebene  in 4, die
Achse in P schneiden (vgl. Figur 8).

Fig. 8.

Sein Neigungswinkel » gegen die Achse folgt aus
g PH™ =2’
falls = die Entfernung des P von F mit richtigem Vorzeichen be-
deutet.
Der Neigungswinkel «* des konjugierten Strahles gegen die
Achse bestimmt sich aus
, AH An
tgu = PVH == f.r:-?’
falls «° die Entfernung des P’ von F’ bedeutet, und 7’ der kon-
jugierte Punkt zu P, 4" der zu 4 ist. Wegen der Eigenschaft der
Hauptebenen ist AH= A'H’, durch Division der beiden letzten
Gleichungen folgt also mit Beriicksichtigung von (7):

tgu f—«x x f
® T CT A A

Das Verhiiltnis der Tangenten der Neigungswinkel konjugierter
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Strahlen wird Konvergenzverhiltnis oder Angularvergros-
serung genannt. Dasselbe ist also gemdB der Gleichung (9) von
u oder % unabhingig.

Die Angularvergroferung wird =— 1 fiir z=/", oder 2’ = /.
Die beiden hierdurch bestimmten (konjugierten) Punkte K und K’
heiBen die Knotenpunkte des Systems. Sie haben die Eigen-
schaft, daf einem Strahl durch den einen Knotenpunkt
K ein paralleler Strahl durch den anderen Knotenpunkt
K’ konjugiert ist. — Die Lage der Knotenpunkte K, K’ bei posi-
tiven Brennweiten / und £ ist in der Figur (9) gezeichnet. KA,

yl{ /1('

Fig. 9.

K'4 sind zwei konjugierte Strahlen. Es folgt aus der Figur, da8
die beiden Knotenpunkte dieselbe Entfernung vonein-
ander besitzen wie die beiden Hauptpunkte. — Falls f=/"
ist, fallen die Knotenpunkte mit den Hauptpunkten zusammen.
Durch Multiplikation der zweiten der Gleichungen (7) mit (9)
leitet man ab:
i ==t w
Nennt man ¢ die Entfernung eines Objektes P von der Haupt-
ebene §, ebenso ¢ die Entfernung seines Bildes P* von der Haupt-
ebene ', wobei ¢ und ¢ positiv gerechnet werden sollen, wenn
P vor (links von) , und P’ hinter (rechts von) ' liegt, so ist

e=f—zx, €=f—2.

Daher hefert die erste der Gleichungen (7):.
for_
4+ =1 11)
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Dieselbe Gleichung gilt, falls ¢ und ¢ die Entfernungen des
P und P’ von zwei beliebigen konjugierten Ebenen, die senkrecht
zur Achse stehen, bedeutet und f und £ die Entfernungen der Brenn-
punkte von diesen Ebenen. Das Resultat ist leicht aus (7) abzuleiten.
4. Konstruktionen konjugierter Punkte. Die Formel (11) er-
laubt eine bequeme graphische Konstruktion
) (Figur 10). Wenn 4BCD ein Rechteck mit
£ den Seiten f und / ist, so schneidet jede
\ Grade ECE’ den rechten Winkel in zwei
D Distanzen AE=e¢, AE'= ¢, welche der
f Gleichung (11) geniigen.
AT 3 Man kann auch in anderer Weise ver-
Fig. 10. fahren, um zu P den konjugierten Punkt P
zu finden, indem man die Hauptebenen und
Brennpunkte benutzt. Man ziehe (vgl. Figur 11) von P einen achsen-
parallelen Strahl P4, und einen durch den Brennpunkt F gehenden
Strahl PF. Zu PA ist 4'F’ konjugiert, wobei 4" dieselbe Hohe wie
A hat, zu PFB ist ein achsenparalleler Strahl 7 B’ konjugiert, wobei
B und B gleiche

e’ Hohe haben. Der

Schnittpunkt P’ bei-

P A der Strahlen ist der
) gesuchte konjugierte

Punkt zu P. — Man
. konnte auch die
B Knotenpunkte  be-
quem zur Konstruk-
tion heranziehen.
Fig. 11. Die in Figur 11
benutzte Konstruk-
tion versagt in dem Falle, daB P und P’ auf der Achse liegen. Ein
von P ausgehender Strahl moge die Brennebene § in der Hohe g,
die Hauptebene § in der Hohe - schneiden (vgl. Figur 12). Der
konjugierte Strahl schneide § und § in den Hohen &' =7% und g.
Aus der Figur folgt, daB
g_ PF  —x g PF _i
R [ PP =2 k- [+ PF~ =2
durch Addition folgt:

/
— L E-_P{
]
/
A ]

o+g  xm—fi—fz
(12 = re—f—i7 b
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da nach Gleichung (7) zx' = f ist. P’ ist also dadurch zu finden,
da8 man die Hohe ¢ =k — g in der Brennebene { abtrigt und
die Endpunkte der Strecken ' =% in § und ¢ in § durch eine
Linie verbindet. ¢ und ¢’ sind negativ zu nehmen, falls sie unter
der Achse liegen.

5. Charakterisierung der verschiedenen Gattungen von Ab-
bildungen. Die verschiedenen Gattungen von Abbildungen kénnen
nur durch die Vorzeichen der Brennweiten f und /° voneinander
verschieden sein.

Haben beide Brennweiten dasselbe Vorzeichen, so ist
die Abbildung eine rechtldufige, d. h. wenn das Objekt von links

3 JC’
F F
/ - h |
/J k- K .
— - - y"
ﬂa F ll‘w ~p
7 *____..‘
Fig. 13,

nach rechts riickt (d. h. = gréfer wird), so riickt das Bild in gleichem
Sinne, d. h. auch von links nach rechts (x wird kleiner). Dies
folgt unmittelbar aus der Gleichung (7) und dem Sinne, in welchem
z bezw. £ positiv gerechnet sind (vgl. oben S. 19). Wir werden
spiter sehen, daf diese Art Abbildung vorliegt, falls sie nur durch
Brechungen oder eine gerade Zahl von Reflexionen oder eine Kombi-
nation beider zustande kommt. Diese Abbildung wird (weil die-
selbe meist nur durch Brechungen realisiert wird), auch kurz als
dioptrische bezeichnet.

Haben beide Brennweiten verschiedenes Vorzeichen,
so ist die Abbildung riickldufig, d. h. wenn sich das Objekt
von links nach rechts bewegt, so riickt das Bild von rechts nach
links, wie aus der Formel zz' = ff hervorgeht. Dieser Fall liegt
vor, wenn die Abbildung durch eine ungerade Zahl von Spiegelungen
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zustande kommt oder durch Kombination von Brechungen mit
solchen. Diese Abbildung wird daher auch kurz als katoptrische
bezeichnet. Bei diesen Abbildungen ist der Sinn der Lichtaus-
breitung im Bildraum umgekehrt wie im Objektraum, so daf man
diese Fille gemeinsam zusammenfassen kann unter das Gesetz:
Beijeder Abbildungfolgendie konjugierten Punkte zweier
konjugierter Strahlen aufeinander im Sinne der Licht-
ausbreitung.

Unter den dioptrischen Abbildungen sind wiederum zu unter-
scheiden die mit positiven und die mit negativen Brennweiten.
Erstere Abbildungen heiSen kollektive, letztere dispansive;
bei ersteren ndmlich wird ein Parallelstrahlbiindel in ein kon-
vergentes, bei letzteren in ein divergentes abgebildet, wenn
man es von der Hauptebene § des Bildraumes im Sinne
der Lichtfortpflanzung weiter verfolgt. Eine Unterscheidung
zwischen beiden Abbildungen, je nachdem die Brennpunkte reell
oder virtuell sind, kann nicht gemacht werden, denn wir werden
spiter sehen, daf manche dispansive Systeme (Mikroskop z. B.)
reelle Brennpunkte besitzen.

Unter den katoptrischen Abbildungen sind nach gleicher Defi-
nition die mit negativer Brennweite des Bildraumes als kollektive
zu bezeichnen, da sich durch Reflexion der Sinn der Lichtfort-
pflanzung umkehrt (also nach unseren Féstsetzungen von rechts
nach links geht).

Es gibt daher folgende 4 Abbildungsarten:

a) Kollektive: + 7, + /.
b) Dispansive: — f, — f.
a) Kollektive: + £, — /.
b) Dispansive: — 7, + /.

6. Teleskopische Abbildung. Bisher ist angenommen, da8
die Brennebenen im Endlichen liegen. Liegen sie in der Unend-
lichkeit, so liegt der Fall der teleskopischen Abbildung vor. In
den Abbildungsgleichungen (4) verschwindet fiir diesen Fall der
Koeffizient ¢, so daB sich dieselben bei geeigneter Wahl des
Koordinatenanfangs der z reduzieren auf:

Dioptrische

Katoptrische

(13 £ =az, y=4py.

Da 2’ = 0 fiir « = 0 ist, so sieht man, daB irgend zwei konjugierte
Punkte die Anfangspunkte der Zihlung fiir = bezw. 2 bilden. —
Aus den Formeln (13) folgt, daB die Lateral- und Tiefenver-
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groBerung konstant ist, ebenso ist die AngularvergrdSerung kon-
stant; denn haben wir irgend zwei konjugierte Strahlen OP und
O'P’, so mogen ihre Schnitte mit der Achse der Abbildung zu
Koordinatenanfangspunkten dienen. Hat dann ein Punkt P des
ersten Strahles die Koordinaten z, y, der konjugierte Punkt P’ des
konjugierten Strahles die Koordinaten « y, so gilt fir die
Neigungswinkel u, "
tgu=—y:x, gu =y : 7.
Daher folgt vermdge der Gleichungen (13)
gu':tgu==0:a. (14)
a muf positiv sein bei riickliufiger (katoptrischer) Abbildung,
negativ bei rechtliufiger (dioptrischer). Bei letzterer sieht man
also nach (14) in Beriicksichtigung des positiven Sinnes von « und
u’ (cf. oben S.21) bei positivem g aufrechte Bilder von unendlich
entfernten Objekten, bei negativem @ umgekehrte Bilder. Es gibt
also je nach dem Vorzeichen von « und g8 vier verschiedenartige
teleskopische Abbildungen.
Aus (14) und (13) erhilt man
It ul 2
e =% (15)
Ein Vergleich mit Formel (10) (S. 23) lehrt, daf bei der
teleskopischen Abbildung beide Brennweiten (die beide unendlich
grof sind) ein endliches Verhiltnis besitzen. Es ist ndmlich
I=-2. (16)
Falls f= £ ist, wie bei Fernrohren, und iiberhaupt bei jedem
Instrument, bei dem der Brechungsindex des Objektraumes gleich
dem des Bildraumes ist [vgl. dazu Kap. III, Formel (9)], so ist also
a = — (32 Nach (14) ergibt sich dann
tgu :tgu=—1:0.
Man bezeichnet dies Konvergenzverhiltnis (Angularvergréferung)
bei Fernrohren schlechthin als VergroSerung Im Nach (13) er-
gibt sich
y:y=—1rI, (14)
d. h. beim Fernrohr ist die reziproke Lateralvergroferung
numerisch gleich der Angularvergréferung.
7. Kombination mehrerer Abbildungen. Eine Reihenfolge
mehrerer Abbildungen muf einer einzigen Abbildung #quivalent
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sein. Wir wollen uns hier wiederum auf zentrierte Abbildungen
beschriinken. Nennt man (vgl. Figur 13) /, / die Brennweiten der
resultierenden Abbildung, £, ;" die der ersten Abbildung, £, /2’
die der zweiten, so kann man leicht die Brennweiten und Brenn-
punktslagen der resultierenden Abbildung berechnen oder kon-
struieren, wenn man die Distanz F,’F, = 4 kennt. Diese Distanz
wollen wir kurz als Intervall der beiden Abbildungen 1 und 2
bezeichnen, und zwar sei dasselbe positiv, wenn F," links von F,
liegt, sonst negativ.

Ein in der Héhe y einfallender achsenparalleler Strahl S (Fig. 13)
wird durch die Abbildung 1 in den Strahl S, abgebildet, welcher

¢, 196, 3G ¢

//y
S L - YA

Fig. 18.

durch den Brennpunkt F,” geht. Durch die Abbildung 2 wird S,
in den Strahl S’ abgebildet. Sein Schnittpunkt F’ mit der Achse
ist der Brennpunkt des Bildraumes der resultierenden Abbildung.
Er bestimmt sich rechnerisch daraus, daf F,” und F’ konjugierte
Punkte in bezug auf die Abbildung 2 sind, d. h. es ist

an FyF — ﬁ%’

wobei F,F’ positiv ist, falls F’ rechts von F, liegt; konstruktiv
erhilt man F’ aus der oben S. 25 angefiihrten Konstruktion, indem
die Durchschnittspunkte von S, und S’ mit den Brennebenen g,
und §," solche Entfernungen g und ¢’ von der Achse besitzen, daB
g+ 9=y ist. .

Der Durchschnittspunkt 4" von S° mit S muf in der Haupt-
ebene §’ des Bildraumes der resultierenden Abbildung liegen. Da-
durch ist also £ und infolgedessen auch die resultierende Brenn-
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weite /* konstruiert, welches die Entfernung des resultierenden
Brennpunktes F' von £’ ist. Aus der Konstruktion und der Figur
folgt, daB /" bei positivem 4 negativ ist.

Rechnerisch folgt 7 aus Berechnung des Neigungswinkels «’
des Strahles S’. Fiir S, gilt:

gu =y:f),

und zwar ist », mit entgegengesetztem Vorzeichen zu rechnen,
falls S, als Objektstrahl fiir die Abbildung 2 aufgefaBt wird. Nach
(9) ist nun:

v _ 4
guw [
d.h da fgu, = —y:f, ist:
’ 4
tgu = — fT’fz—’.
Da nun aber (vgl. auch den Satz der S. 21) y:/ = g4’ ist, so folgt
r=—"tr. (18)

Analog erhilt man durch Betrachtung eines achsenparallelen Strahles
im Bildraum und seines konjugierten Strahles im Objektraum:

r=—"2 (19)

und fir die Entfernung des resultierenden Brennpunktes ¥ von dem
Brennpunkte F;:

FF, =f‘;‘ , (20)

wobei FF, positiv ist, falls F links von F; liegt.

Die Gleichungen (17), (18), (19), (20) enthalten die Eigenschaften
der resultierenden Abbildung, berechnet aus denen der zusammen-
setzenden Abbildungen.

Ganz #dhnlich kann man verfahren, wenn mehr als zwei succes-
sive Abbildungen vorhanden sind. .

Ist das Intervall 4 zweier Systeme gleich Null, so werden die
Brennweiten fund /" unendlich gro8, man erhilt also teleskopische
Abbildung. Das Verh#ltnis der Brennweiten, welches endlich
bleibt, folgt ans (18) und (19):

f_f  h

’: = f'.l'; * fz A (21)
Die Lateralvergroferung y':y ergibt sich aus Betrachtung eines
einfallenden achsenparallelen Strahles zu:

Yiy=B8=—"/:1f. (22)
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Vermoge (21), (22) und (16) ist die Konstante @, welche die Achsen-
vergriBerung bedeutet [vgl. oben Formel (13)]

(23) z S T AR
Folglich ist nach (14) die AngularvergroBerung:
(24) tgu tgu=Q0:a=1f:f,.

Die Konstruktion oder Berechnung einer resultierenden Ab-
bildung, wenn unter den zusammensetzenden Abbildungen eine oder
mehrere teleskopische auftreten, ist etwas zu modifizieren gegeniiber
den bisherigen Betrachtungen. Das Resultat kann aber wiederum

sofort erhalten werden, wenn man die successiven Abbildungen eines
einfallenden achsenparallelen Strahles konstruiert oder berechnet.

Kapitel IIL.

Physikalische Herstellung der optischen Abbildung.

Im vorigen Kapitel ist nach dem Vorgang von Abbe die geo-
metrische Theorie der optischen Abbildung, welche das physikalische
Zustandekommen derselben ganz unerdrtert 1:ift, deshalb voran-
gestellt, weil wir die so erhaltenen, allgemeinen Gesetze in jedem
speziellen Abbildungsfalle wieder finden miissen, einerlei, welche
spezielleren physikalischen Hilfsmittel zur Herstellung der Ab-
bildung herangezogen werden. Der Begriff der Brennpunkte und
Brennweiten z. B. ist also nur gekniipft an das Bestehen einer
Abbildung, einerlei, ob dieselbe durch brechende Linsen oder reflek-
tierende Spiegel oder durch andere Mittel realisiert wird.

In diesem Kapitel werden wir sehen, da8 die optische Ab-
bildung allerdings in dem idealen Sinne des vorigen Kapitels und
ohne alle Beschrénkungen physikalisch nicht hergestellt werden
kann, es ist ndmlich die Abbildung endlicher Riume durch beliebig
weit gedffnete Strahlenbiischel nicht zu realisieren.
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Wir haben zwar schon frither S. 15 gesehen, daf man durch
Reflexion oder Brechung an einer aplanatischen Fliche die Ab-
bildung eines Punktes durch weit getffnete Biischel erzielen kann.
Fiir andere Punkte ist dann aber keine Abbildung durch weit ge-
offnete Biischel vorhanden, da die Gestalt der aplanatischen Fldche
vom Orte des Objektes abhéngt. Deshalb bietet die genauere Be-
handlung spezieller aplanatischer Flichen kein gro8es physikalisches
Interesse. Wir werden im folgenden nur die Herstellung der
Abbildung durch brechende oder reflektierende Kugelflichen behan-
deln, da diese wegen der leichteren technischen Herstellbarkeit
bei den optischen Instrumenten allein verwandt werden, und andere

Fig. 14.

Gestalten der reflektierenden oder brechenden Flichen schon allein
aus dem angefithrten Grunde doch keine ideale optische Abbildung
liefern konnen.

Wir werden sehen, daf man durch brechende oder reflektierende
Kugelflichen optische Abbildung praktisch herstellen kann, wenn
man gewisse Beschrinkungen dabei zuldBt, ndmlich entweder in
der Grofe der abgebildeten Raume, oder in der Weite der die
Abbildung vermittelnden Strahlenbiischel.

1. Brechung an einer Kugelfliche. In einem Medium vom
Brechungsindex » falle ein Strahl P4 auf eine stirker brechende
Kugel vom Brechungsindex ». Der Radius der Kugel sei r, ihr
" Zentrum C (vgl. Figur 14). Um den gebrochenen Strahl zu finden,



32 Kapitel III,

konstruiere man (nach Weierstrass) um C zwei Kugeln 1 und 2 mit
den Radien », = :'Tr, und 7, = :’71-. Kugel 1 werde von P4 in B

getroffen; man ziehe BC, welches Kugel 2 in D schneide. Dann ist

AD der gebrochene Strahl. Man kann dies leicht einsehen, da

Dreieck 4DC #hnlich dem Dreieck BAC ist. Denn es ist AC:CD

=BC:CA=n':n. Folglich ist 3L DAC=I ABC=g¢ (Brechungs-

winkel), und da 9 BAC = ¢ (Einfallswinkel) ist, so ist
sin@:sing =BC: AC=n':n,

was nach dem Brechungsgesetz sein muS.

Wenn man so zu verschiedenen, von einem Punkte P aus-
gehenden Strahlen die gebrochenen konstruiert, so erkennt man schon
aus der Zeichnung, daB dieselben sich nicht in einem einzigen
Punkte P’ schneiden; eine Abbildung durch weit getffnete Strahlen-
biischel findet also nicht statt. Aus der benutzten Konstruktion
geht aber unmittelbar hervor, daB alle Strahlen P4, welche nach
dem Punkte B hinzielen, simtlich nach dem Punkte D hin ge-
brochen werden. Umgekehrt haben alle Strahlen, welche von D
ausgehen, ihren virtuellen Vereinigungspunkt in B. Es gibt
also auf jeder durch das Zentrum C einer Kugel vom
Radius » gehenden Geraden zwei Punkte in den Entfer-

nungen r% und rg,, welche durch alle Strahlen genan in-

einander abgebildet werden, allerdings nicht zu zwei reellen
Bildern. Diese Punktepaare heiflen die aplanatischen.Punkte-
paare der Kugel

Bezeichnen wir die Neigungswinkel zweier von den aplanati-
schen Punkten B und D ausgehender Strahlen gegen die Achse BD
mit » und «, d. h. setzen wir

X ABC=u, ¥ ADC =4/, :
so ist, wie vorhin nachgewiesen wurde, JC ABC = . DAC=u.
Aus Betrachtung des Dreiecks 4DC folgt daher:

(n sinu :sinu=— AC: CD=n:n.

Wir haben also hier ein von « unabhéngiges Verh#ltnis der Sinus
der Neigungswinkel konjugierter Strahlen, nicht wie nach Formel (9)
der S. 22 ein konstantes Verhiltnis der Tangenten der Neigungs-
winkel. Der Unterschied beider Fille ist darin begriindet, daf
frither eine Abbildung gewisser endlicher Raumteile angenommen
wurde, wihrend hier nur eine Abbildung zweier Flichen durch
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weit gedffnete Biischel stattfindet. Die sdmtlichen aplanatischen
Punktepaare B, D bilden nimlich die beiden konzentrischen Kugel-
flichen 1 und 2 der Figur 14. Allerdings ist diese Abbildung der
beiden Flichen auch nicht eine kollineare im fritheren Sinne, denn
die beiden Flichen sind nicht zwei Ebenen. Bezeichnet man die
GroBe zweier konjugierter Flichenstiicke in ihnen mit s und s’, so
ist, da ihr Verhiltnis gleich dem der ganzen Kugelfliche 1 und 2
sein muB:
Sis=mnt: a4
Daher kann man die Gleichung (1) auch schreiben:
sinu-s-n?=sin -5 0% 2)

Wir werden spéter sehen, daf diese Gleichung stets fiir die physi~
kalische Abbildung zweier unendlich kleiner Flichenstiicke s und s’
gilt, einerlei, durch welche speziellen Anordnungen die Abbildung
hergestellt ist.

Um eine rdumliche optische Abblldung durch die Brechung an
einer Kugelfliche zu erhalten, miissen wir die Offnung der die
Abbildung vermittelnden Strahlenbiischel als sehr klein annehmen.

Fig. 15.

.

Sei (vgl. Figur 15) P4 ein Strahl, welcher in AP’ gebrochen wird,
_und sei PCP’ die durch den Kugelmittelpunkt C gehende Zentrale,
so folgt aus Dreieck PAC:

sin @ :sina=PH+ r: PA,
aus Dreieck P'AC:

sing :sima—=— HP —r:DP'A.
Durch Division folgt:

sin @ n PH+r P'A

Sing —n —PH—r PA @)

Drude, Lehrbuch d. Optik. 2. Aufl. 3




34 Kapitel I11.

Setzen wir nun voraus, daB 4 unendlich nahe an H liege, d. h.
daB 3 APH sehr klein sei, so ist PA=PH, P’4=P'H zu setzen.
Bezeichnen wir diese Entfernungen mit

PH=¢, PH=F¢,
so folgt aus (3):

e+r ¢ n
-’—-—=—’
e—7r e n
oder
’ ’
n n n—n
@) cte ="

Dabei ist r positiv gerechnet, wenn die Kugel gegen das einfallende
Licht konvex ist, d. h. C rechts von H liegt; e ist positiv, falls P
links von H, ¢ ist positiv, falls P’ rechts von H liegt. Zu jedem
e gehort also ein ganz bestimmtes ¢, unabhingig von der Lage
des Strahles P4, d. h. es- findet eine Abbildung eines sich nahe an
die Zentrale PC anschlieBenden Raumteiles statt durch Strahlen,
welche der Zentrale nahe bleiben.

Eine Vergleichung der Formel (4) mit der friiher auf S. 23
abgeleiteten Formel (11) lehrt, daB die Brennweiten der Ab-
bildung sind:

’
n n

(8) f=ro—m =17

und daB die beiden Hauptebenen H und §' zusammenfallen in die
im Scheitel H der Kugelfliche errichtete Tangentialebene. Die
gleichen Vorzeichen von f und f* entsprechen dem oben auf S.25
besprochenen Merkmale der dioptrischen oder rechtldufigen Ab-
bildung. Ist »' > m, so gibt eine konvexe Kriimmung (positives r)
eine kollektive Abbildung. Reelle Bilder (¢ >> 0) entstehen dabei,
solange ¢ > f ist. Die Bilder sind dann zugleich umgekehrt.

Die Gleichung (10) der S. 23 wird:

't,qu' n

® ztyu =T a

Nach friiheren Festsetzungen sind die Neigungswinkel v, «’ kon-
jugierter Strahlen in verschiedenem Sinne gerechnet. Wenn sie in
gleichem Sinne gerechnet werden, so wollen wir dies durch die Be-

zeichnung ‘z an Stelle von «' ausdriicken. Es ist also ‘u = — o’
zu setzen. Man kann -dann die letzte Gleichung schreiben:
@) nytgu = n'y'tg'u.

Wir lernen durch diese Gleichung eine GrdfSie kennen, welche
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durch die Brechung nicht gesindert wird, eine optische Invariante.
Dieselbe bleibt daher auch konstant, wenn eine Brechung durch
beliebig viele zentrierte Kugelflichen stattfindet. Bezeichnen wir
in diesem Falle mit » den Brechungsindex im ersten Medium, mit
n’ den im letzten, so gilt also auch Gleichung (7). Da nun aber
allgemein nach der fritheren Gleichung (10) der S. 23 fiir jede Ab-
bildung gilt

yitgu __f
yigu [ ®)
so gibt die Vergleichung mit (7):
f:f=n:n, ©)

d. h. bei der Abbildung durch ein System zentrierter,
brechender Kugelflichen ist das Verhdltnis der Brenn-
weiten gleich dem Verhéltnis der Brechungsindizes des
ersten unddes letzten
Mediums. Wenn also
z.B. diese beiden Medien
Luft sind, wie es bei den
Linsen, den Spiegeln und
den meisten optischen . i
Instrumenten der Fallist, - P ¢c &
so sind beide Brennweiten
einander gleich.

2.Reflexion aneiner
Kugelfiiche. Der Radius
r des Spiegels sei positiv
fiir einen Konvexspiegel, negativ fiir einen Hohlspiegel gerechnet
Nach dem Reflexionsgesetz muB (vgl. Figur 16) 3 PAC = X P'AC
sein. Es ist also nach einem Satze der Geometrie:

PA:P'A= PC: P'C. (10)

Wenn der Strahl P4 beliebig groSe Winkel mit der Achse PC
bildet, so ist der Durchschnittspunkt P’ der Achse mit dem kon-
jugierten Strahl ein variabler. Es besteht dann auch keine Ab-
bildung des Punktes P. Wenn aber der Winkel 4PC so klein
bleibt, daB man anstatt seines Sinus den Winkel selbst setzen
kann, so gehbrt zu jedem P ein bestimmtes konjugiertes P’, d. h.
dann besteht eine Abbildung. Man kann dann ndmlich PA = PH,
P’'4 = P'H setzen, so daB (10) iibergeht in

PH: P'H=PC: F'C, (11

Fig. 16.
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oder wenn man PH=¢, P"H= — ¢ setzt, so folgt (in der Figur
ist r negativ):

(12) — <t

Ein Vergleich mit der fritheren Formel (11) auf S. 23 lehrt, daB
die Brennweiten der Abbildung sind:

(13) f=—3r =+3n

und daB die beiden Hauptebenen $ und §° zusammenfallen in die
im Scheitel H des Kugelspiegels errichtete Tangentialebene; die
beiden Brennpunkte fallen zusammen (in die Mitte zwischen C und

ol~
LR
ALY

oty'aktzlin e

Fig. 17,

H), und die Knotenpunkte fallen auch zusammen, und zwar in das
Zentrum C des Kugelspiegels. — Die Grofen e und ¢ sind in dem-
selben Sinne positiv gerechnet wie frither auf S. 23.

Das verschiedene Vorzeichen der Brennweiten f und /* ent-
spricht dem oben auf S. 25 besprochenen Merkmale der katoptri-
schen oder riickldufigen Abbildung. Nach den Festsetzungen der
S.26 entspricht ein negatives r, d. h. ein Hohlspiegel, einer kollek-
tiven Abbildung, dagegen ein Konvexspiegel einer dispansiven Ab-
bildung.

Wie ein Vergleich der Formeln (13) und (5) dieses Kapitels
lehrt, kann man die hier gewonnenen Resultate bei der Reflexion
an einer Kugelfliche ableiten aus den fritheren Resultaten fiir eine
Brechung an .derselben, falls man »': n = — 1 setzt. In der Tat
geht ja auch fiir n': n = — I das Brechungsgesetz in das Reflexions-
gesetz iiber. Von dieser Bemerkung kann man Gebrauch machen,
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falls es sich um die Kombination der Abbildungen an mehreren
brechenden oder spiegelnden Kugelflichen handelt. Der Satz (9)
bleibt fiir alle diese Fille bestehen und zeigt, daf darch Zusammen-
setzung der Reflexionen an einer geraden Anzahl von Kugelflichen
und beliebigen Brechungen allemal ein positives Verhiltnis f: /",
d. h. eine dioptrische oder rechtldufige Abbildung entsteht (vgl.
oben S. 25).

Den Zusammenhang zwischen Bild und Objekt kann man deut-
lich aus der Figur 17 entnehmen. Dieselbe bezieht sich auf einen
Konkav-(Hohl-)Spiegel. Die Zahlen 1, 2, 3, ... 8 bedeuten Objekt-
punkte in konstanter Hohe iiber der Achse der Abbildung. Die Zahlen
7 und 8, welche hinter dem Spiegel liegen, entsprechen virtuellen
Objekten, d. h. die einfallenden Lichtstrahlen zielen nach diesen

1 Objektlinie

Fig. 18.

Punkten hin, kommen aber in ihnen nicht zum Schnitt, sondern
treffen vorher auf den Spiegel und werden reflektiert. Das Gebiet
der reellen Objekte ist in der Figur 17 durch eine ausgezogene,
das der virtuellen Objekte durch eine gestrichelte Linie gekenn-
zeichnet. Die Punkte 7, 2, & ... & sind die Bilder der Punkte
1, 2,8 ...8 Da letztere in einer achsenparallelen Geraden liegen,
s0 miissen erstere in einer Geraden liegen, welche durch den Brenn-
punkt 7 geht und durch den Punkt 6, den Schnitt des Objekt-
strahles mit dem Spiegel, d. h. der Hauptebene. Die ausgezogene
Bildlinie bedeutet reelle Bilder, die gestrichelte virtuelle. Irgend
ein Bildpunkt, z. B. 2, kann dadurch konstruiert werden (nach
S. 24), daf man durch das Objekt 2 und den Brennpunkt ¥ eine
Gerade zieht, welche den Spiegel, d. h. die Hauptebene, in einem
Punkte 4, schneiden moge. Zieht man dann durch 4, eine Parallele
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zur Achse, 8o schneidet diese die vorhin konstruierte schiefe Bild-
linie im gesuchten Bildpunkt 2.

Aus der Figur ersieht man deutlich, daB ferne Objekte sich
reell und umgekehrt abbilden, daB von Objekten, die innerhalb der
Brennweite vor dem Spiegel liegen, virtuelle aufrechte Bilder ent-
stehen, und daB zu virtuellen Objekten hinter dem Spiegel reelle,
aufrechte Bilder vor dem Spiegel gehdren.

Fiir einen Konvexspiegel gibt ebenso Figur 18 die Lage von
Objekt und Bild an. Man ersieht daraus, da8 zu allen reellen
Objekten virtuelle, aufrechte, verkleinerte Bilder gehoren, daB bei
virtuellen Objekten, die innerhalb der Brennweite hinter dem
Spiegel liegen, reelle, aufrechte, vergroBerte Bilder entstehen; zu

ferneren virtuellen Objek-
ten gehdren wieder vir-

tuelle Bilder.
Die Gleichung (11) be-
sagt, dal PCP'H vier
D harmonische Punkte sind.
Man kann also zu einem
Objekte P sein Bild in
P C ” H folgender Weise nach
Fig. 19. einem Lehrsatze der syn-
thetischen Geometrie kon-
struieren (vgl. Figur 19): Man ziehe von einem beliebigen Punkte
L aus zwei Strahlen LC und LH, ferner ziehe man den beliebigen
Strahl P’DB. Der Schnittpunkt von DH mit BC sei O, dann schneidet
LO die Gerade PH in dem zu P konjugierten Punkte P’. — Bei
einem Konvexspiegel ist die Konstruktion ganz dieselbe, es ver-
tauschen die beiden Punkte C und H nur ihre physmahschen Be-

deutungen.

3. Linsen. Die Eigenschaften der Abbildung durch zwei zen-
trierte Kugelflichen (Linsen) konnen wir direkt aus dem § 7 des
Kapitels IT ableiten. Die Kriimmungsradien r, und », rechnen wir
in dem frither (§ 1) festgesetzten Sinne positiv. Wir rechnen nim-
lich den Radius einer Kugelfliche als positiv, wenn sie konvex
nach links, d. h. gegen die einfallenden Strahlen konvex ist. Wir
wollen den Fall betrachten, daB dle Linse den Brechungsindex n
besitzt und in Luft liegt. Die Dicke der Linse, d. h. der Abstand
ihrer Scheitelpunkte S, und S, (vgl. Figur 20), sei d. Wenn dann
die Brennweiten fiir die Abbildung durch Brechung an der ersten
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Grenzfliche der Linse mit £, und £, fir die Abbildung an der
zweiten Grenzfliche mit £, und ;' bezeichnet werden, so ist das
Intervall 4 beider Abbildungen (cf. oben S. 28) gegeben durch:

d=d—ff—f, (14)
und nach (5) ist

1 ’ n n ’ 1
h=ng—5 h=n;—3 h=ni—; h=rnj—, 15

Nach den Formeln (19) und (18) des Kapltels IT (S. 29) werden
also die resultierenden Brennwelten

”rr
f=r=:i= d(n—l)-l—:tr,+m-,’ (16)

withrend die ‘Lage der beiden resultierenden Brennpunkte F und F’
aus den Formeln (17) und (20) des Kapitels II (S. 28, 29) berechnet

Fig. 20.

wird. Nach diesen Formeln wird die Entfernung ¢ des Brenn- -
punktes F vor dem Linsenscheitel S; und die Entfernung ¢" des
Brennpunktes F hinter dem Linsenscheitel S,, da ¢ = FF, + f,,
d=F,F'+f ist:

7y d(n— 1)+ nry

o==n—1'd('n—l)—m',+m',’ amn
\_ o —dm—1D 4,
=01 dn—1) —nr +nry (18)

Nennt man % die Entfernung der ersten Hauptebene £ von
dem Linsenscheitel S;, und »’ die Entfernung der zweiten Haupt-
ebene § hinter dem Linsenscheitel S,, 80 ist f+ k=0 und '+ k'=7,
d. h. es folgt nach (16), (17) und (18):
rd

h=a(n—1)—m',+m'g’ (19)
h'__ —fgd 2
T dn—1)— nr, +nry? (20)
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fir die Distanz p der Hauptebene § vor der Hauptebene § folgt,
dap=d+h+4:

3 . _ d—r 4 r,
(21) p=d(n—1) dn—1)— nry+ nry

Die Knotenpunkte fallen in die Hauptpunkte, da f= /" ist (vgl.
oben S. 23).

Aus diesen Formeln geht hervor, daf die Kriimmungen », und
r, allein noch nicht den Charakter der Abbildung bestimmen, son-
dern daf derselbe auch wesentlich von der Dicke d der Linse be-
stimmt ist. So wirkt z. B. eine bikonvexe Linse (r, positiv, r
negativ) bei nicht zu groBer Dicke d kollektiv, d. h. sie besitzt
eine positive Brennweite, dagegen dispansiv, falls d sehr grof ist
(bikonvexe Stablinse).

4. Diinne Linsen. In der Praxis tritt oft der Fall ein,
daB die Dicke d der Linse so klein ist, da man & (» — I) ver-
nachlissigen kann gegen n (r, — r5). Von dem Falle r,=1,, welcher
bei einer konvex-konkaven Linse mit zwei gleichen Kriimmungen
eintritt, wollen wir hierbei absehen. Dann werden nach (16) die
Brennweiten der Linse:

- —nr
f—fl_ n—1)(ry—rg)’ oder

(]

- wihrend nach (19), (20) und (21) die Hauptebenen nahe ziusammen-
fallen mit den nahe zusammenfallenden Tangentialebenen in den
Scheiteln S; und S, der Linse.

Genauer berechnet sich nach diesen Formeln, wenn man
d (n — 1) gegen n (r, — r) vernachlissigt:

(22)

@) h=—C. Do W=g. D p=gt—.

Der Abstand p beider Hauptebenen voneinander ist also von den
Linsenkriimmungen unabhidngig. Fiir » = 1,5 betrigt p =1/, d.
Fiir bikonvexe sowohl als bikonkave Linsen liegen die Hauptebenen
im Innern der Linse (da » und %' negativ sind). Bei gleichen
Kriimmungen (ry==—rn,) ist fiir n = 1,5: h=h'= — 1, 4, d. h. die
Hauptebenen liegen um je /; der Linsendicke von der Oberfliche
entfernt. — Bei gleichem Vorzeichen von », und r, (konkav-konvexe
Linsen) konnen die Hauptebenen auBerhalb der Linse liegen.
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Zu den Linsen mit positiver Brennweite (Sammellinsen) ge-
hort die
Bikonvexlinse (1, > 0, r, << 0)
Plankonvexlinse (r; > 0, », = oc)
Konkav-konvexlinse (r, > 0, r, > 0, r, > ),
kurz alle Linsen, welche in der Mitte dicker sind als am Rande.
Zu den Linsen mit negativer Brennweite (Zerstrenungslinsen)
gehort die
Bikonkavlinse (r, << 0, r, > 0)
Plankonkavlinse (r, = oc, r, > 0)
Konvex-konkavlinse (r, > 0, r, > 0, r, <),
d. h. alle Linsen, welche in der Mitte diinner sind als am Rande.?)
Der Zusammenhang zwischen Bild und Objekt ergibt sich

0bjcktlinie 5:’3\
[ )

Fig. 21.

iibersichtlich aus den Figuren 21 und 22, die in demselben Sinne
zu verstehen sind wie die friitheren Figuren 17 und 18. Aus ihnen
ergibt sich, daB bei der Sammellinse reellen Objekten je nach

5

P +
7 Objektlinie 2 ,Y( ‘,7 -
R 4 o 6 b4
YR 1%ZE - Tt ==
- 2 T’JH
P T ogr 2
pidlinil d 4 F
...... %4
6’ 4
Fig. 22.

ihrer Distanz reelle oder virtuelle Bilder entsprechen, wihrend bei
der Zerstreuungslinse zu reellen Objekten nur virtuelle Bilder ge-
hioren. Reelle, aufrechte, vergrioBerte Bilder entstehen durch eine

1) Die Bezeichnung: kollektive (dioptrische) Abbildung’fi‘u' solche mit
positiven Brennweiten, dispansive fiir solche mit negativen Brennweiten ist
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Zerstreuungslinse von virtuellen Objekten, die innerhalb der Brenn-
weite hinter der Linse liegen.

Wenn zwei diinne Linsen der Brennweite £; und £, zentriert
aufeinander gelegt werden, so ist das optische Intervall 4 (vglL
oben 8. 39) 4= —(f; + f2). Nach Formel (19) des Kapitels IT
(8. 29) ist daher die resultierende Brennweite:

_ _hfh __
f_fx'*‘fz_f”

(24) ' oder
I_1,1
r h'h

Man pflegt die reziproke Brennweite einer Linse ihre.Stirke
zu nennen. Es besteht also der Satz: Die Stéirke einer Kombi-
nation mehrerer aufeinandergelegter diinner Linsen ist
gleich der Summe der Stérken der einzelnen Linsen.

5. Experimentelle Bestimmung der Brennweite. Bei diinnen
Linsen, bei denen man die beiden Hauptebenen als praktisch zu-
sammenfallend ansehen kann, geniigt die Bestimmung der Orte
eines Objektes und seines Bildes, um die Brennweite daraus her-
zuleiten, z. B. nach Formel (11) des II. Kapitels, S. 23, die sich
hier, da f=f ist, vereinfacht zu

) 111

Da die Orte reeller Bilder durch Auffangen auf einem Schirm
besonders bequem zu bestimmen sind, so kombiniert man Konkav-
linsen, die bei reellen Objekten nur virtuelle Bilder liefern, mit
einer Konvexlinse gemessener Stdrke, so daB die Kombination
reelle Bilder liefert. Nach (24) ist dann leicht die Brennweite
der Konkavlinse zu erhalten, wenn man die resultierende Brenn-
weite f der Kombination experimentell ermittelt.

Dieses Verfahren ist nicht mehr statthaft bei dicken Linsen
und iiberhaupt beliebigen optischen Systemen. Die Lage der
Brennpunkte ist leicht zu ermitteln, falls man Parallelbiischel

dieser Eigenschaft der Linsen entnommen: eine Linse mit positiver Brennweite
macht ein auffallendes Lichtbiindel konvergenter, eine Linse mit negativer
Brennweite macht es divergenter. Bei Abbildungen, die durch ein System von
Linsen entstehen, und bei denen die Hauptebenen nicht zusammenfallen mit
z. B. der ersten brechenden Fliche, ist der Unterschied zwischen kollektiven
und dispansiven Systemen nicht so direkt zu konstruieren. Man mu8 dann
nach S. 26 definieren.
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einfallen 146t. Bestimmt man nun den Ort eines Objektes und
seines Bildes in bezug auf die Brennpunkte, 80 ergeben sich nach
den Formeln (7) auf S. 20 und (9) auf S. 22 sofort die Brenn-
weiten. — Auf die im II. Kapitel S. 21 gegebene Definition der
Brennweite [vgl. die dortige Formel (8)]
f=y:4u (26)

kann man leicht ein strenges Verfahren zur Ermittelung der Brenn-
weite griinden, indem man die angulare GroBe fg» eines unend-
lich entfernten Objektes mift und die lineare Grofie seines Bildes
y. Dies ist besonders bequem auszufithren bei Objektiven von
Fernrohren, die iiber einem Teilkreise drehbar sind, da man dann
an ihm sofort den Sehwinkel {g« ablesen kann.

Ist das Objekt der Grofe y nicht unendlich entfernt, sondern
hat den Abstand e von der Hauptebene §, wihrend sein Bild der
GroBe y' den Abstand ¢ von der Hauptebene £ hat, so ist

Yiy=—=¢c:e, 27
da, falls f= /" ist, die Knotenpunkte in die Hauptpunkte fallen,
d. h. Objekt und Bild von den Hauptpunkten aus unter gleichen
Winkeln erscheinen.

Eliminiert man ¢ oder e aus (25) und (27), so folgt

f=—y=7"% (28)

v

Entweder wihlt man nun e sehr groB, oder ¢. In beiden Fillen
kann man dann ohne merklichen Fehler e bezw. ¢ gleich der Ent-
fernung vom optischen System (z. B. Linse) setzen, falls wenigstens
nicht die Hauptebenen desselben sehr weit von ihm entfernt liegen.
Man kann also dann eine der beiden Formeln (28) zur Bestimmung
der Brennweite / benutzen, wenn man e bezw. ¢ und die Ver-
groferung y': y mibt.

Man umgeht die Bestimmung des Objekt- oder Bildortes,
wenn man die VergroBerung fiir zwei Objektlagen bestimmt, welche
eine gemessene Distanz ! voneinander besitzen. Denn nach (7)
S. 20 ist

W=7 Gh==7

L (29)

daher
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6. Astizmatisehe Abbildumg. In unseren friheren Betrach-
t1.z-a haben wir gesehen. daB durch zentrierte Kugelflichen eine
Abbildang vermitt-1t wird durch Elementar- d. b. unendlich enge’
Bii~hel deren Strahlen nur eine geringe Neigung zur Achse haben
uzd die von Punkten der Achse oder ihrer unmitt~lbaren Nachbar-
schaft an<gehen. In diesem Falle schneiden sich die samtlichen
Strahlen des Bi-chels im Bildraum in einem Punkte dem Bilde).
oder, wie man kurz sagt. die Strahlenbiischel sind auch im Bild-
raume homozentrisch. Wir wollen nun einmal prifen, was ein-
tritt. wenn man eine der gemachten Beschrankungen fallen 1a6t,
4 h. wenn ein beliebig schiefes Elementarbiischel von einem
Pankte P ausgeht,

Im allgemeinen ist dann das Bildbischel nicht mehr homozen-
trisch. Die Konstitation eines Elementarbiischels. welches von einem
Lichtpunkte P ausgegangen ist und Reflexionen und Brechungen
an irgend welchen, beliebig gestalteten Flachen erfahren hat.
charakterisiert sich durch den oben auf S. 13 besprochenen Satz
von Malus als ein orthotomisches Strahlenbiindel, d. h. dasselbe
lilbt sich als die Normalen N auf einem gewissen Flachenstick X
auffassen. Dieselben schneiden sich nun im allgemeinen nicht in
einem Punkte. Wie aber die Geometrie lehrt. gibt es auf jeder
Fliache X zwei sich rechtwinklig schneidende Kurvenscharen (die
rogenannten Krimmungslinien®, deren Normalen, die zugleich senk-
recht auf der Fliche X stehen, sich schneiden.

1) Niheres iber das Fokometer und iiber die Brennweitenbestimmung
Giberhaupt findet man in Winkelmann, Handbuch der Physik, 2. Auflage,
Optik, =. 439ff. (Autor Czapski).
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Wenn man also ein ebenes Elementarbiischel ins Auge faft,
und zwar ein solches, dessen Bildstrahlen die Normalen eines
Stiickes 4 einer Kriimmungslinie sind, so wird durch dasselbe eine
optische Abbildung vermittelt. Der Ort des Bildes ist der Kriim-
mungsmittelpunkt jenes Stiickes /, der Kriimmungslinie, da sich
dort die Normalen schneiden. Da jedes Stiick /; einer Kriimmungs-
linie senkrecht von einem Stiick I, einer anderen Kriimmungslinie
geschnitten wird, so gibt es stets auch noch ein zweites ebenes
Elementarbiischel, welches ebenfalls eine optische Abbildung ver-
mittelt, aber der Bildort ist fiir dasselbe Objekt ein anderer, da die
Kriimmung von %4 im allgemeinen verschieden ist von der von I,.

Wie wird nun im allgemeinen die Abbildung beschaffen sein,
welche ein beliebiges rédumliches Elementarbiischel von einem
Objekt P entwirft? Es seien (vgl. Figur 23) 1, 2, 3, ¢ die vier

L2 : _»7/'&
_ —
S
Pl e
TS T T a3
Fig. 28.

Schnittpunkte von vier benachbarten Kriimmungslinien, welche ein
Flichenelement 3 auf 2 abgrenzen. Die Kritmmungslinienstiicke
1—2 und 3—4 seien horizontal, die Stiicke 2—3 und 1—¢ vertikal.
Die Normalen in ? und 2 schneiden sich im Punkte 12, die Nor-
malen in 3 und 4 im Punkte 34. Da die Kriimmung der Linie
1—2 sich nur unendlich wenig unterscheidet von der Kriimmung
der Linie 3—¢, so liegen auch die Schnittpunkte 12 und 34 nahezu
in gleichem Abstand von der Fliche 2. Die Verbindungslinie p,
der Punkte 12 und 34 steht daher auch nahezu senkrecht zu dem
Strahl S, welcher in der Mitte von d= senkrecht zu 4F errichtet
ist, und welcher der Hauptstrahl des rdumlichen Elementar-
biischels genannt wird, das aus der Gesamtheit der Normalen
auf dX besteht. Die Linie p; muf ferner offenbar wegen der
Symmetrie der Figur parallel den Kriimmungslinien 2—3 oder 1—+
verlaufen, d. h. vertikal sein. Die Normalen irgend einer horizontalen



46 Kapitel I11.

Kriimmungslinie werden sich auf einem Punkte der Linie p,
schneiden.

Ebenso werden die Normalen irgend einer vertikalen Kriim-
mungslinie sich in einem Punkte der Linie p,, der Verbindungs-
linie der Punkte 74 und 23, schneiden. p, muf auch nahezu
senkrecht zu S stehen und horizontal liegen. Diese beiden Linien
pund p,, welche senkrecht anfeinander und senkrecht zum Haupt-
strahl stehen, werden die beiden Brennlinien des Elementar-
biischels, die durch den Hauptstrahl S und die beiden Brennlinien
Py, Py gelegten beiden Ebenen die Fokalebenen des Biischels ge-
nannt. Man kann also sagen, daB im allgemeinen sich ein Objekt-
punkt P durch ein beliebiges Elementarbiischel in zwei Brenn-
linien abbildet, die senkrecht aufeinander und zum Hauptstrahl
stehen und einen gewissen Abstand voneinander besitzen. Dieser
Abstand wird die astigmatische Differenz genannt. Erst in
spezielleren Fillen, nimlich wenn die Kriimmung beider Scharen
von Kriimmungslinien die gleiche ist, hat man es mit homozen-
trischer Strahlenvereinigung, d. h. mit der eigentlichen Abbildung
im fritheren Sinne, zu tun. Zur Unterscheidung wird die hier be-
trachtete allgemeinere Abbildung die astigmatische!) genannt.

Ein erkennbares, scharfes Bild entsteht bei einer Reihenfolge
von Objektpunkten P bei astigmatischer Abbildung nicht. Nur
wenn das Objekt aus einer geraden Linie besteht, kann ein eben-
falls aus einer Geraden bestehendes scharfes Bild entstehen, nim-
lich wenn die Objektlinie so orientiert ist, daB die Brennlinien, in
die sich jeder Punkt P der Objektlinie abbildet, zur Deckung
kommen. Da von jedem Punkte P zwei verschiedene, sich recht-
winklig kreuzende Brennlinien p,, p, entstehen, so gibt es also
zwei, ebenfalls um 90° verschiedene Orientierungen der Objektlinie,
bei denen eine Abbildung wahrzunehmen ist. Die Bilder liegen
an verschiedenen Stellen des Raumes.

Ebenso gibt es fiir ein System paralleler Geraden als Objekt
zwei Orientierungen, bei denen eine Abbildung als parallele Gerade
zustande kommt.

Ist das Objekt ein rechtwinkliges Kreuz (oder ein recht-
winkliges Kreuzgitter), so gibt es eine bestimmte Orientierung,
bei der eine Abbildung der einen Linie des Kreuzes (oder des

1) Stigma wird dabei als Bezeichnung des Brennpunktes gebraucht, und astig-
matisch ist also ein Strahlenbiindel, welches keinen eigentlichen Brennpunkt hat.
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einen Systems der Linien des Kreuzgitters) zustande kommt in
einer gewissen Ebene %, des Bildraumes; in einer anderen Ebene
R, des Bildraumes entsteht dann ein Bild der anderen Linie des
Kreuzes (oder des anderen Systems der Linien des Kreuzgitters).
Diese Erscheinung ist ein gutes Erkennungszeichen von vorhan-
denem Astigmatismus.

Astigmatische Abbildung muf im allgemeinen eintreten, wenn
die brechende oder spiegelnde Fliche zwei verschiedene Kriim-
mungen besitzt. So bieten z. B. Zylinderlinsen deutlich die Er-
scheinung ‘des Astigmatismus. Aber auch ein aunf eine Kugelfliche
schief auftreffendes, homozentrisches Elementarbiischel muf nach
der Brechung oder Reflexion zu einem astigmatischen werden.

Wir wollen diesen Fall einer niheren Berechnung unterziehen.
In der Ebene der Zeichnung (Figur 24) moge der Objektpunkt P,
das Kugelzentrum C und der Punkt 4 der Kugelfliche liegen, in
welchem sie vom Hauptstrahl (d. h. dem mittleren Strahl) des von
P ausgehenden Elementarbiischels getroffen wird. Die Strecke P4

Fig. 24.

mdge mit s, die Strecke 4P, mit s, bezeichnet werden. Da pun ist:

Dreieck PAP, = Dreieck PAC + Dreieck CAP,,
so folgt:
. 88 sin (@ — @) =23r sin@ + & sin @,
falls ¢ und ¢’ Einfalls- bezw. Brechungswinkel bedeuten, wihrend
r der Kugelradius ist. Da nun nach dem Brechungsgesetz sin ¢ =
n - sin ¢, so folgt aus der letzten Gleichung:

88, (ncos ¢ — cos @) = srn + s,r, oder

1, n_ ncsg—cosg
ste="

(30)
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In demselben Punkte /, miissen offenbar alle diejenigen von P aus-
gehenden Strahlen nach der Brechungdie A chse treffen, welehe gleichen
Neigungswinkel » mit derselben besitzen. Diese Strahlen werden
ein Sagittalbiischel genannt. Dasselbe hat also den Bildpunkt P,.

Dagegen wird ein elementares Meridionalbiischel, dessen
Strahlen sémtlich in der Ebene PAC liegen, einen anderen Bild-
punkt P, besitzen. Sei PB ein dem Strahl P4 benachbarter Strahl,
welcher den Neigungswinkel « 4 du gegen die Achse besitze und
der in die Richtung BP, gebrochen werde. Dann ist 3{ BP,4 als
Inkrement du’ von ' zu bezeichnen, und X BCA als Inkrement da.
Es ergibt sich nun sofort:
B1) s-du= ABcos@, s -du=AB-cos @, r-da=AB,
Da nun ferner ist , ,

p=a+u p=a—u,

so folgt mit Riicksicht auf (31):

dgp =da + du= 4B, + *%Y),

(32) M=M—W=MG—EQ'

$1
Aus dem Brechungsgesetz sin ¢ = n sin ¢ folgt aber durch Diffe-
rentiation: , o,
cosp-dp=mncosp- -dop.
Setzen wir hierin fiir dp und dg’ die aus (32) folgenden Werte,
so ergibt sich die Gleichung:
33) cgz_’«g n c«:’ ¢ __necos (p'r—- cos ¢
Aus (33) und (30) ergeben sich verschiedene Werte s, und s, die
zu gleichem s gehoren, d. h. P wird astigmatisch abgebildet. Die
astigmatische Differenz wird um so bedeutender, je schiefer das
Biischel einfillt, d. h. je groBer ¢ ist. — Die astigmatische Differenz
verschwindet nur, d. h. es ist s, = s, = 5, falls s = — ns ist, wie
aus (30) und (33) hervorgeht. Diese Bedingung fiihrt auf die
beiden, oben S. 32 erwihnten aplanatischen Punkte der Kugel.
Der Fall einer reflektierenden Kugelfliiche leitet sich nach der
oben S. 36 gemachten Bemerkung aus den Formeln (30) und (33)
dadurch ab, daB man n = —1, d. h. ¢'= — ¢ setzt. Es ergibt
sich demnach fiir einen Kugelspiegel?):
(34) 1._1.:_.2203_‘0 1_.1;:__2

s B r s 8 rcos ¢

1) Fiir einen Konvexspiegel ist » positiv, fiir einen Konkavspiegel » negativ.
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Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt sich:

oder
S2—8 __ :’

sing ig . (35)

Man erkennt hieran deutlich, in welchem MaBie der Astigmatismus
mit dem Einfallswinkel wichst, und zwar ist dies in so hohem
Mafle der Fall, daB man mit geeigneten Mitteln an einem Fliissig-
keitsniveau, etwa einem Quecksilberspiegel, den durch die Kriim-
mung der Erde verursachten Astigmatismus der an ihm reflek-
tierten Biischel noch bemerken konnte. Betrachtet man n#mlich
das Spiegelbild eines sehr weit befindlichen Kreuzgitters mittels
eines Fernrohrs von 7,5 m Brennweite (Offnung etwa !, m), so
ist die astigmatische Differenz gleich 0,1 mm, d. h. es sind die Orte,
wo das eine oder das andere System von Gitterstiben deutlich ist,
um !,, mm voneinander getrennt. Wendete man aber gar das
Riesenfernrohr des Lick-Observatoriums in Kalifornien zur Be-
obachtung an, so wiirde jene Differenz bis auf 0,7 mm steigen. —
Die Erscheinung des Astigmatismus 148t sich also gut dazu ver-
wenden, um Spiegel auf ihre Ebenheit zu priifen. Anstatt der
Differenz der Bildorte eines Kreuzgitters, das man moglichst streifend
im Spiegel reflektieren 1iBt, kann man auch die verschiedene Schéirfe
der Bilder der Kreuzgitterlinien als Kriterium verwenden. Man
verwendet zu dem Zwecke passend gestrichelte Linien im Kreuz-
gitter.

7. Die Erweiterung der Abbildungsgrenzen. Im Voran-
gegangenen haben wir gesehen, dafi durch Brechung oder Reflexion
an zentrierten Kugelflichen nur die Abbildung eines nahe der Achse
anliegenden fadenformigen Raumes durch rdumliche Elementar-
biischel von geringer Neigung gegen die Achse erzeugt werden kann.
Sind die Elementarbiischel stirker geneigt gegen die Achse, so muf
man, wie im letzten Paragraphen gezeigt wurde, sich sogar apf
ebene Biischel beschrinken, falls man noch Abbildung erhalten will.

Diese bisher betrachtete -physikalische Herstellung der Ab-
bildung wire nun praktisch sehr unbrauchbar. Denn nicht nur
wiirden die Bilder sehr lichtschwach sein, wenn sie durch Elemen-
tarbiischel erzeugt werden, sondern aus der physikalischen Theorie

des Lichtes ergibt sich auch daB (wegen der Beugung des Lichtes
Drude, Lehrbuch d. Optik. 2. Aufl.
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cf. I. Abschnitt, Kapitel IV) Elementarbiischel nie scharfe Bilder
erzeugen konnen, sondern stets nur Beugungsscheibchen.

Wir miissen also uns notwendig nach Mitteln umsehen, die
Abbildungsgrenzen zu erweitern. Zun#chst kommt uns die be-
schrénkte Empfindlichkeit des Auges hierbei zu statten: Wir kénnen
zwei Lichtpunkte schon dann nicht mehr als getrennt unterscheiden,
wenn sie unter einem Sehwinkel von etwa einer Winkelminute
erscheinen. Eine mathematisch exakte punktformige Abbildung
brauchen wir daher nicht notwendig, und schon dadurch brauchen
die die Abbildung vermittelnden Strahlenbiischel nicht elementare
im mathematischen Sinne, d. h. solche von unendlich kleinem
Offnungswinkel, zu sein.

Durch eine gewisse Teilung der Anspriiche kann man nun
noch eine grofere Erweiterung der Abbildungsgrenzen erreichen.
Man kann n&mlich entweder ein bei der Achse gelegenes Flichen-
element durch weitgesffnete Strahlenbiischel abbilden, oder ein
ausgedehntes Objekt durch enge Strahlenbiischel. Je weiter man
den ersten Fall realisiert, desto weniger tritt gleichzeitig der
zweite ein, und umgekehrt.

DaB man einen Punkt auf der Achse durch weitgedffnete
Strahlenbiischel abbilden kann, haben wir schon oben S. 32 bei
Betrachtung der aplanatischen Flichen gesehen. Aber auch durch
Anwendung geeignet gestalteter zentrierter Kugelflichen kann man
dies Ziel niherungsweise erreichen. Es ergibt sich dies aus der
theoretischen Berechnung der sogenannten sphérischen Aber-
ration. — Benachbarte Punkte wiirden nun allerdings im all-
gemeinen noch nicht durch weitgedffnete Strahlenbiischel abgebildet
werden. Soll dies eintreten, d. h. will man ein zur Achse senk-
rechtes Flichenelement durch weitgeoffnete Biischel abbilden, so
wird man auf die sogenannte Sinusbedingung gefiihrt. Die
Objektive von Mikroskopen und Fernrohren miissen diesen An-
forderungen geniigen.

Der Aufgabe, groBere Réume durch relativ enge Biischel ab-
zubilden, miissen die Okulare der optischen Instrumente und die
photographischen Systeme geniigen. Bei letzteren konnen die
Biischel auch schon ziemlich weit sein, weil es sich unter Umsténden
(Portratphotographie) um Herstellung nur méBig scharfer Bilder
handelt. Im folgenden sollen diese verschiedenen Aufgaben der
Abbildung ndher besprochen werden. Eine Abbildung im friiheren
idealen Sinne zu erreichen, ndmlich beliebig grofier Réume durch
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weitgedffnete Strahlenbiischel, ist allerdings unmoglich, schon
allein aus dem Grunde, weil, wie wir sehen werden, die Sinus-
bedingung nie gleichzeitig fiir mehr als eine Objektlage erfiillt
werden kann,

8. Sphiirische Aberration. Wenn von einem Achsenpunkte I
zwei Strahlen S, und S, ausgehen, von denen S; einen sehr kleinen
Winkel, S, aber einen endlichen Winkel » mit der Achse bildet, so
schneiden ihre Bildstrahlen S, und S, nach Brechung durch zen-
trierte Kugelflichen die Achse im allgemeinen in zwei verschiedenen
Punkten P, und P,. Die Distanz zwischen diesen Punkten wird
als sphérische Aberration (Longitudinalaberration) be-
zeichnet. Um dieselbe zu berechnen, kann man, falls der Neigungs-
winkel  des Strahles S, gegen die Achse nicht zu grof ist, eine
Entwickelung nach steigenden Potenzen von # vornehmen. Wenn
dagegen u betrichtlich ist, so empfiehlt sich eine direkte trigono-
metrische Durchrechnung der einzelnen Wege eines Strahles. Diese
Rechnungen sollen hier nicht im Detail mitgeteilt werden.!) Bei
relativ diinnen Kollektivlinsen ist fiir sehr weit entfernte Objekte P
der Vereinigungspunkt P, der der Achse nahen Strahlen entfernter
von der Linse, als der Vereinigungspunkt P, der stirker geneigten
Strahlen. Man spricht dann von sphérischer Unterkorrektion.
Umgekehrt besitzt eine Dispansivlinse sphirische Uberkor-
rektion. Beschrénkt man sich auf das erste Glied in der Potenz-
entwickelung nach « (dasselbe enthilt »* als Faktor), so ergibt
sich fiir diese sogenannte Aberration erster Ordnung, falls das
Objekt P sehr weit entfernt ist:

h2 (2— 2n2 4+ nd + o (n + 202 — 2n8) a’n’}
F o= —d) + (36)
Dabei bezeichnet » den Radius der f)ﬁ‘nung der Linse, f ihre

Brennweite, n ihren Brechungsexponenten und ¢ das Verhiltnis
ihrer Kriimmungsradien:

E=P1'P2,=—

0= 7‘1 H 7’2. (37)

r, und r, sind in dem oben S. 38 definierten Sinne positiv ge-
rechnet, fiir eine Bikonvexlinse ist z. B. r, positiv, » negativ.

1) Niheres hieriiber vgl. in Winkelmanns Handbuch der Pbysik, Optik,
2. Aufl, 8.109f. (Autor Czapski), oder Miiller-Pouillets Lehrbuch d.Physik,
9. Aufl, 8.487f. (Autor Lummer), oder Heath, Geometrische Optik, deutsch
von Kanthack, Barlin 1894, S, 1461,
4 *
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P/ P, ist negativ fiir sphirische Unterkorrektion, positiv fir Uber-
korrektion. Das Verhdltnis 4 :f wird auch die relative Offnung
der Linse genannt. Es erglbt sich dann aus (36), daB das Ver-
héltnis der Aberration PP, zur Brennweite f proportional dem
Quadrat der relativen Offnung der Linse zunimmt, falls ¢ kon-
stant bleibt.

Bei bestimmten / und k& erreicht die Aberration fir ein be-
stinmtes Radienverhdltnis ¢ ein Minimum;!) dasselbe folgt aus

(36) zu:
’ 4 +n— 2n?
35 6=—" T+ 2n

Fiir n =15 folgt = — 1:6. Dies entspricht entweder einer
Bikonvex- oder Bikonkavlinse. Die stirker gekriimmte Fliche
muB dem einfallenden Lichte zugekehrt sein. Wenn dagegen das
Objekt etwa in Brennweitenabstand von der Linse entfernt lige,
so wiirde sie das beste Bild liefern, wenn ihre schwicher gekriimmte
Fliche nach dem Objekt zu lige,?) da man ja diesen Fall aus dem
vorhin betrachteten (sehr entferntes Objekt) ableiten kann, wenn
Objekt und Bild ihre Rolle gegenseitig vertauschen. — Fiir n = 2,0
folgt aus (3S) ¢ = + Y;. Dies wiirde einer konvex-konkaven Linse
entsprechen, welche die konvexe Seite nach dem fernen Objekt P
zuwendet.

Folgende Tabelle ergibt eine Anschauung von der GriSe der
Longitudinalaberration & bei zwei verschiedenen Brechungsindizes
und verschiedenen Radienverhéltnissen ¢. Es ist dabei / konstant
gleich 1 m und k:f=1,,, d. h. k=10 em gesetzt. Die sogenannte
Lateralaberration £ d. h. der Radius des Kreises, welchen die
Randstrahlen der Linse auf einem Schirme bilden, der durch den
Bildpunkt P, geht, ergibt sich, wie man sofort aus dem Strahlen-
gange erhilt, durch Multiplikation der Longitudinalaberration mit
der relativen Offnung #/f, d. h. hier mit %,,. Die Lateralaberration
gibt den Radius der Bildscheibchen, welche die Randstrahlen von
einem leuchtenden Punkte P in einer Ebene entwerfen, in welcher
P durch achsennahe Strahlen scharf abgebildet wird.

1) Dies Minimum ist immer noch von Null verschieden. Man kann ein
volliges Verschwinden der Aberration erster Ordnung erst dann erreichen, wenn
auch die Linsendicke geeignet gewshlt wird.

2) Schon hieraus folgt, daB die Gestalt der Linse minimalster Aberration
von der Lage des Objektes abhingt.
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f=1m. h=10cm.

h n=15 | n—2
Gestalt der Linse . . . . . i: o — € ¢ ‘p ° —s_ A ;“—A
Ebene Vorderfliche . . . . :3 o© |45cm 4,5mm_1 o© (2 cm|2 mm
Gleichseitig . . . . . . . =1 167, (167 , —1 |1 , |1 ,
Ebene Hinterfliche . 0 |17, (117 0 0105, |05,
Giinstigste Form . . . . . ]! — 1 1,07 ,, | 1,07 ,,; + Ys —0744-,, -(:4;,,—

DaB eine plankonvexe Linse Bilder von geringerer Aberration
liefert, falls ihre konvexe Seite dem fernen Objekt zugekehrt ist,
als umgekehrt, ist schon aus dem Grunde plausibel, weil im ersten
Falle die Strahlen an beiden Flichen der Linse gebrochen werden,
im letzteren nur an einer, und es ist plausibel, da eine moglichst
gleichmiiBige Verteilung der Brechungen giinstig ist, da dann an
jeder brechenden Fliche die kleinsten Winkelinderungen von ein-
fallendem und gebrochenem Strahl eintreten. — Die Tabelle lehrt
ferner, daB die giinstigste Linsenform wenig Vorteil bietet vor
der geeignet gestellten plankonvexen Linse. Aus dem Grunde
leichterer Herstellung wird daher letztere oft in praxi angewendet.

SchlieBlich lehrt die Tabelle, da8 die Aberrationsfehler ganz
bedeutend kleiner werden, wenn bei gegebener Brennweite der
Brechungsindex moglichst hoch ist. Dieses Resultat bleibt auch
bestehen, wenn man die Aberration hoherer Ordnung beriicksich-
tigt, welche nicht mehr allein abhéingt vom ersten Gliede in der
Potenzentwickelung nach dem Neigungswinkel » der Objekt-
strahlen. — Ebenfalls vermindert sich die Aberration bedeutend,
wenn man eine einzige Linse ersetzt durch ein System mehrerer
Linsen von gleicher Gesamtbrennweite.!) Widhlt man letztere
sogar noch von verschiedener Gestalt, so hat man die Moglichkeit,
die Aberration erster Ordnung und auch noch héherer Ordnungen
zum Verschwinden zu bringen.?) — Man kann dies auch gleich-
zeitig fiir mehrere Objektlagen erreichen, aber allerdings nie fiir
ein endliches Stiick der Achse.

1) Man biiBt dann allerdings etwas an der Bildhelligkeit ein wegen der
vermehrten Reflexionsverluste.

2) 8o kann man durch zwei Linsen, von denen die eine kollektiv, die
andere dispansiv ist, die Aberration erster Ordnung aufheben.
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Bei betrichtlichen Neigungswinkeln » wird die Potenzent-
wickelung der Aberration unbrauchbar, z. B. bei Mikroskop-Objek-
tiven, bei denen » unter Umstéinden fast 90° erreicht. Es ist dann
praktischer, durch trigonometrische Rechnung den Gang mehrerer
Strahlen zu verfolgen und durch Probieren die besten Linsen-
gestalten und Anordnungen zu ermitteln. Es bietet sich indes
durch Benutzung der oben S. 32 erwihnten aplanatischen Punkte
der Kugel ein Weg, um bei nahen Objekten die Divergenz ihrer
austretenden Strahlen streng aberrationsfrei beliebig zu verkleinern,
d. h. auch ein aberrationsfreies, beliebig groBes, virtuelles Bild des -
Objektes zu erzeugen.

Die erste Linse 1 (Frontlinse) mdge plankonvex (z. B. Halb-
kugel vom Radius ) sein, und zwar kehre sie ihre ebene Fliche
dem Objekt P zu (vgl.
Figur 25). Wenn P in
einem Medium einge-
bettet ist vom gleichen
Brechungsexponentenn;,
wie diese Frontlinse, so
findet erst an der Hinter-
fliche derselben eine
Brechung dervom Objekt
ausgehenden Strahlen
statt, und zwar wenn P
den Abstand 7/n; vom

Fig. 2. Kriimmungszentrum G

jener Hinterfliiche be-

sitzt, so erzeugen die austretenden Strahlen ein aberrationsfreies
virtuelles Bild P, im Abstand 7y, von C, Bringt man nun hinter
der Frontlinse eine zweite konkav-konvexe Linse 2 an, deren Vor-
derfliche ihr Kriimmungszentrum in P, hat, wihrend ihre Hinter-
fliche einen derartigen Radius », besitzt, daf P, im aplanatischen
Punkte dieser Kugel », (fiir den Brechungsindex n, der Linse)
liegt, so werden die Lichtstrahlen nur an dieser Hinterfliche ge-
brochen, und zwar derart, daB sie vom virtuellen Bilde P, her-
kommen, welches den Abstand 7y, vom Kriimmungszentrum G,
der Hinterfliche der Linse 2 besitzt und wiederum vollig aber-
rationsfrei ist. Durch Anwendung einer dritten, vierten usw. Kon-
kav-konvexlinse kann man successive weiter nach links liegende
virtuelle Bilder P, I, usw. vom Objekt P erzeugen, d. h. auch die
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Divergenz der Lichtstrahlen successive verkleinern, ohne daf
Aberrationsfehler entstehen.

Dieses Prinzip (von Amici herrithrend) benutzt man in der
Tat vielfach bei der Konstruktion der Mikroskopobjektive, wobei
man allerdings hochstens die beiden ersten Linsen desselben nach
diesem Prinzip konstruiert, weil sonst zu starke, unkompensierbare
chromatische Fehler (vgl. hieriiber weiter unten) entstehen.

9. Der Sinussatz. Wenn ein Achsenpunkt P durch weitge-
offnete Strahlenbiischel aberrationsfrei in einem Punkte P’ abgebildet
wird, so ist damit im allgemeinen noch nicht die Abbildung eines
bei P senkrecht zur Achse gelegenen Flichenelements do in ein
bei P' gelegenes Flichenelement do’ verkniipft, sondern es muB
dazu noch die sogenannte Sinusbedingung erfiillt sein, da8 n#m-
lich sin u : sin «'= constans ist. falls « und «" die Neigungswinkel
irgend welcher durch P und P’ gehender konjugierter Strahlen sind.

Nach Abbe werden diejenigen abbildenden Systeme, welche
aberrationsfrei fiir zwei Achsenpunkte P und P’ sind, und fiir diese
Punkte die Sinusbedingung erfiillen, aplanatische Systeme ge-
nannt. Die Punkte P und P’ heifen die aplanatischen Punkte
des Systems. Die frither S. 32 genannten aplanatischen Punkte
der Kugel entsprechen diesen Bedingungen, da nach der dortigen
Formel (2) das Sinusverhiltnis konstant ist. Die beiden Brenn-
punkte eines ellipsoidischen Hohlspiegels sind aber nicht aplana-
tische Punkte, sondern nur aberrationsfreie.

Friiher (S. 22, Formel (9), Kapitel IT) hatten wir gesehen, da
bei der kollinearen Abbildung beliebig grofer Riume das Verhilt-
nis g u: g '= const. ist. Diese Bedingung tritt, sobald « und
« nicht sehr kleine Winkel sind, mit der Sinusbedingung in Wider-
spruch, und hieraus ergibt sich, da die letztere notwendig bei
physikalischer Abbildung zweier Flichenelemente erfiillt werden
muB, daB eine punktférmige Abbildung beliebig groBSer
Réume durch weitgedffnete Strahlenbiischel physikalisch
nicht herzustellen ist.

- Erst wenn die Winkel » und «’ sehr klein sind, kdnnen beide
Bedingungen nebeneinander bestehen. In diesem Falle entsteht
auch, falls P ein Bild P’ erzeugt, allemal ein Bild d¢’ bei P’ von
einem Fléchenelemente do bei P. Bei weiten Offnungswinkeln »
werden aber, falls die Sinusbedingung nicht erfiillt ist, selbst bei
vollkommenster Aufhebung der sphérischen Aberration fiir Achsen-
punkte, die Bilder benachbarter Punkte, die seitlich der Achse



56 Kapitel III.

liegen, so undeutlich, daf ihre Zerstreuungskreise von derselben
GroBenordnung sind, wie die Abstéinde der Punkte von der Achse.
Nach Abbe hat diese undeutliche Abbildung seitlicher Achsenpunkte
ihren Grund darin, daB die verschiedenen Zonen des sphirisch
korrigierten abbildenden Systems von einem Fléchenelement Bilder
von verschiedener Linearvergroferung entwerfen.

Die mathematische Bedingung fiir die Konstanz dieser Linear-
vergroferung ist nach Abbel) die Sinusbedingung. Andere Be-
weise dafiir, die auf photometrischen und energetischen Grundsitzen

Fig. 26.

beruhen, gab Clausius?) und v. Helmholtz.3) Diese SchluBweisen
werden weiter unten im ITI. Abschnitt auseinandergesetzt werden.
Es moge hier ein einfacher Beweis folgen, den Hockin{) gegeben
hat und der nur den Satz benutzt, daf die optischen Lingen aller
Strahlenwege zwischen konjugierten Punkten einander gleich sein
miissen ) (vgl. oben S. 9).

Es moge (vgl. Figur 26) P durch einen Achsenstrahl P4 und
einen unter dem Winkel » geneigten Strahl PS im Achsenpunkte P’
abgebildet werden. Ebenso moge der unendlich nahe Punkt P

1) Carls Repert. f. Physik, 1881, 16, 8. 303.

2) R. Clausius, Mechanische Wirmetheorie, 1887, 3. Aufl, 1, S. 315.

3) Pogg. Ann. Jubelbd., 1874, S. 557.

4) Journ. Roy. Microscop. Soc. 1884, (2), 4, S. 337.

5) Nach Bruns (das Eikonal, Abhandl. d. sichs. Ges. d. Wiss. Bd. 21,
S. 325, math.-phys. Kl.) kann man den Sinussatz auf noch allgemeinere Grund-
siitze zurilickfiihren, ndmlich allein auf das Vorhandensein konjugierter Strahlen
und den Malusschen Satz (cf. oben S. 13).
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durch einen achsenparallelen Strahl P,4; und einen zu S parallelen
Strahl P,S, im Punkte P, abgebildet werden. Der zu P4, kon-
jugierte Strahl F'P muB offenbar durch den Brennpunkt F’ des
Bildraumes gehen. Bezeichnet man nun die optische Linge zwischen
den Punkten P und P’ auf dem Wege iiber 4 durch (PAP’), auf
dem Wege iiber S, 8" durch (PSS’P"), und analog die optischen
Lingen der von P; ausgehenden Strahlen, so ist nach dem Prinzip
vom ausgezeichneten Lichtweg:
(PAP") = (PSS'P"); (DA P)) = (P,S,8/Py),
daher auch
(PAP") — (PyAF'P)) = (PSS'P") — (PSS, P,). (39)
Da nun F’ konjugiert ist zu einem unendlich entfernten Objekt T
auf der Achse, so wiire (TPAF") = (TP,A,F’). Nun sind aber offen-
bar die Léngen TP und TP; einander gleich, da PP, senkrecht
zur Achse stehen soll. Daher folgt aus der letzten Beziehung durch
Subtraktion dieser Lingen TP = TI:
(PAF") = (P, AF). v (40)
Ferner folgt, da P’P, senkrecht steht zur Achse: F'P'= F'Py,
wenigstens falls P'P, sehr klein ist. Addiert man diese Gleichung
zu (40), so ergibt sich:
(PAF'P") = (P A, F'Py),
d. h. die linke Seite der Gleichung (39) verschwindet, d. h. es wird:
(PSS'P’) = (PSS, P)). (41)
Nennt man nun ¥, den Schnittpunkt der Strahlen P'S’ und P;S,,
so ist F,’ konjugiert zu einem unendlich entfernten Objektpunkte 7},
dessen Strahlen den Winkel » mit der Achse bilden. Féllt man
daher von P ein Lot PN auf P,S,, so entsteht, analog wie oben
die Gleichung (40):

(PSS'FI,) = (z”\’SISl'F{). (42)
Durch Subtraktion dieser Gleichung von (41) entsteht:
(F{P"y= — (NP) + (F\'P,). (43)

Ist nun » der Brechungsindex des Objektraumes, » der des
Bildraumes, so ist, falls die geometrischen Lingen ohne Klammern
bezeichnet werden:

(NP)=mn-NP,=n- PP, - sin u. (44)

Zieht man ferner P'N’ senkrecht zu F,P’, so ist, da P'P/
unendlich klein ist,

(F/P)y — (F/P")y=n'- N'P{=n"- P'P/ - sin v (45)
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Daher gibt die Gleichung (43, wenn man .44 und (45) be-

riicksichtigt:
n-PP-sinu=n-P P -sinw.

Nennt man y die lineare GroBe PP, des Objektes. ebenso y
die des Bildes P'P/, so ergibt sich also:
o sinu __n'y
16) sind = ny’

Hiermit ist die Konstanz des Sinusverhaltnisses bewiesen, und
zwar ist auch zugleich der Wert der Konstanten ermittelt. Der-
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Fig. 27.

selbe stimmt fiberein mit der bei den aplanatischen Punkten der
Kugel frither (S. 33) erhaltenen Formel (2).

Fiir zwei verschiedene Achsenpunkte kann man nicht die Sinus-
bedingung erfiillen. Denn wenn (vgl. Figur 27) P und P; die
Bilder P’, P, besitzen, so muB nach dem Prinzip gleicher optischer
Lingen sein:

(47) (PAP") = (PSS'P"), (P AP))=(PS§'Py).

PS und P,S, mogen zwei einander parallele Strahlen vom
Neigungswinkel « sein. Durch Subtraktion beider Gleichungen (47)
voneinander folgt dann durch dieselben SchluBfolgerungen wie
vorhin:

oder (PP") — (PP) = — (P,\N) + (N'P"),
n-PP(1—cosu)y=n'- PP’ (I —cosu’), d h.
(48) sin? ju n'. PP/

sin?jd = n.PP




Physikalische Herstellung der optischen Abbildung. 59

~ Diese Gleichung ist also die Bedingung dafiir, daf zwei be-
nachbarte Punkte der Achse, d. h. ein unendlich kleines Stiick der-
selben, durch weitgetffnete Strahlenbiischel abgebildet werden.
Diese Bedingung kann aber nicht gleichzeitig mit der Sinus-
bedingung (46) erfiillt werden. Man kann also nur fiir eine
Objektivlage ein abbildendes System aplanatisch machen.
Fiir die Mikroskopobjektive ist die Erfiillung der Sinusbe-
dingung besonders wichtig. Man hat dieselbe bei der Konstruktion
der &lteren Mikroskope theoretisch noch nicht gekannt, man kann
aber nach Abbe experimentell nachweisen, daf die &dlteren Mikro-
skopobjektive, welche, rein nach empirischen Grunds#tzen hergestellt,
gute Bilder liefern, tatséchlich der Sinusbedingung geniigen.

Fig. 28.

10. Abbildung groBer Flichen durch enge Biischel. Vor
allem muB der Astigmatismus gehoben sein (vgl. oben 8. 44). Es
148t sich auf theoretischem Wege kein Satz fiir diese Bedingung
ableiten, wenigstens wenn die Neigung der abbildenden Strahlen
gegen die Achse beliebig grof ist. Man ist also wesentlich hierbei
auf praktische Erfahrungen und trigonometrische Durchrechnung
angewiesen. Es mag hervorgehoben werden, daB auf den Astig-
matismus nicht nur die Gestalt der einzelnen Linsen, sondern auch
der Ort einer Blende EinfluB hat.

Noch zwei weitere Forderungen pflegt man an die Abbildung
zu stellen, welche allerdings keine unbedingten sind und zum Teil
nur der Bequemlichkeit dienen: das Bild soll eben sein (ohne
Wolbung) und in seinen einzelnen Teilen gleiche Vergroferung
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besitzen (es soll frei von Verzerrung sein). Erstere Forderung
wird besonders an photographische Objektive gestellt, iiber die
analytischen Bedingungen vgl. Winkelmann, Handb. d. Physik,
Optik, 2. Aufl,, S. 140 (Autor Czapski).

Die analytische Bedingung fiir Verzerrungsfreiheit 1a8t sich
leicht aufstellen: Es sei (vgl. Figur 28) P, P,, P, eine Objektiv-
ebene; P’, P/, P, die konjugierte Bildebene. Die abbildenden
Strahlenbiischel des Objektes werden stets durch eine bestimmte
Blende B (Eintrittspupille) begrenzt (eventuell ist diese einfach
der Rand einer Linse, oder eine speziell angebrachte Blende), und
zwar sind die von den Objekten P, P, usw. nach dem Mittelpunkt B
der Eintrittspupille hinzielenden Strahlen die Hauptstrahlen
(mittleren Strahlen) der abbildenden Biischel. Ebenso werden die

Fig. 29.

Bildstrahlen durch eine Blende B’ (Austrittspupille), welche
das konjugierte Bild zur Eintrittspupille?) ist, begrenzt. Wenn !
und  die Entfernungen der Pupillen von der Objekt-, bezw. Bild-
ebene ist, so ergibt sich aus der Figur:

tgu, = PPy : 1, tguy= PP,:|,

tgu/ =DP'P/: [, tguy=P'Py: 1.
Wenn nun die Vergroferung konstant sein soll, so muB sein:

P'P',: PP,= P'P,: PP,

daher auch

(49)

tgu)  tyuy
g T constans.

tg uy tgus

Bei konstanter VergrioBerung miissen alle konjugierte

1) Niheres hieriiber vgl. im Kapitel IV.
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Hauptstrahlen ein konstantes Tangentenverhiltnis ihrer
Neigungswinkel besitzen. Man pflegt in diesem Falle die
Schnittpunkte der Hauptstrahlen mit der Achse, d. h. die Mittel-
punkte der Pupillen, ,orthoskopische“ Punkte zu nennen; man
kann also auch sagen: die Zentra der Perspektive von Objekt
und Bild miissen orthoskopische Punkte sein, falls das
Bild ohne Verzerrung sein soll

Aus diesem Grunde ist die Lage der Pupillen von Bedeutung.
An einem Beispiele, welches der photographischen Optik entnommen
ist, mag gezeigt werden, wie man bei einem Projektionssystem der
Bedingung der Orthoskopie am einfachsten geniigen kann: Man
bringt némlich zu beiden Seiten einer kérperlichen Blende R voll-
kommen symmetrische Linsensysteme 1 und 2 an. (Das ganze
System nennt man dann ein symmetrisches Doppelobjektiv.) In der
Figur 29 sind zwei konjugierte Hauptstrahlen S, S* gezeichnet. Das
optische Bild B der Blende R in bezug auf das System 1 ist offen-
bar die Eintrittspupille, denn alle Hauptstrahlen miissen tatsich-
lich durch die Mitte der Blende R gehen, die einfallenden Haupt-
strahlen S miissen daher nach der Mitte von B, dem optischen
Bilde von R in bezug auf 1, hinzielen. Ebenso ist B’, das optische
Bild von R in bezug auf 2, die Austrittspupille. Aus der Symmetrie
der Anordnung ergibt sich pun sofort, daB stets u — o  ist, d.h.
die Bedingung (49) der Orthoskopie ist erfiillt.

Solche symmetrische Doppelobjektive besitzen, kraft ihrer
Symmetrie, noch zwei andere Vorteile:

Einmal ist eine bessere Vereinigung der Meridionalbiischel zu
erzielen,!) andererseits sind auch chromatische Fehler (die im
nichsten Paragraphen ausfiihrlicher behandelt werden sollen) lei<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>