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CAPITOLO I.

GLI INTEGRALI DEFINITI E INDEFINITI.

‘ﬁ 1. Definizione di integrale definito. — Si abbia

g funzione f(#) finita in tutto un intervallo da

8 b; si divida quest’intervallo in altri n inter-

i parziali che chiameremo & 3... 3% ; sia

il valore della funzione in un punto qualunque

I'intervallo 3., o anche il limite superiore o

feriore dei valori di f in 3, ; formiamo il som-
torio

. n

1 >y

teso a tutti gli intervalli parziali. Tale somma-

rio ha un valore finito, e avra sempre un valore

nito comunque noi facciamo crescere il numero
pi Qegli intervalli, facendo impiccolire ciascuno di
essi.

Se il limite di tal sommatorio, quando ciascuno
degli intervalli parziali impiccolisce indefinitiva-
F mente mentre il loro numero n tende all’ infinito,
'e:rlkte ed ¢ indipendente dalla manieva colla quale
% fanno decrescere le ampiezze degly wtervall, ©

Pagcar, Caleolo integrale. AN




2 Capitolo I. — § 1. 1

indipendentemente dalla scelta dei valori fr , ullora
esso limite si chiumera Uintegrale definito della
funzione f (x) da a sino a b. I numeri « ¢ b si
chiamano rispettivamente limiti inferiore e supe-
riore dell’integrale definito, e il tratto da « sino
a b si chiama cammino d'integrazione. L'integrale
definito si rappresenta con una notazione speciale,
e propriamente col simbolo

"0
[ @ aa;
o

si premette cio¢ il segno f (che ¢ una degenera-
zione del segno della lettera S iniziale della pa-
rola somma) e poi si scrive la funzione f (%), di
cui si vuol calcolare I’integrale, moltiplicata per
il differenziale d x della variabile indipendente.

Perché esista il limite del sommatorio di cui
si & parlato sopra, € necessario che la funzione f (z)
soddisfi a certe condizioni che considereremo nei
paragrafi seguenti; inoltre perché valga la data
definizione di integrale definito, & necessario che
la funzione f(x) non sia mai infinita nell’inter-
vallo da @ a b, e inoltre che tali limiti sieno finiti.

Occorrera poi estendere la data definizione an-
che nei casi in cui o la funzione diventi infinita
in qualche punto, ovvero uno dei limiti d’inte-
grazione ¢ I'infinito.

Riserberemo ad un apposito capitolo lo studio
dell’integrabilita delle funzioni; per ora nei para-
grafi seguenti supporremo che le funzioni di cui
si tratta sicno sempre integrabili.
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Definizione di mle(/mlc dcfuuto 3

Secondo la definizione data calcoliamo I’ mtegmle
da @ a b della funzione semplicissima (x — ¢), ciot

Jb(a:——c)dw.

a

Dividiamo per semplicita 1’intervallo da « a b
in » parti eguali; ponendo & — ¢ =, ciascuno
degli intervalli parziali 3, sard

h

O = --,
n
I punti di divisione degli intervalli saranno ri-
spettivamente

h 20
To=a wm=a+-- , T,=a+--,...
n n

- In ciascuno di tali intervalli parziali dobbiamo
scegliere un punto iu cui calcolare il valore della
funzione; scegliamo tal punto proprio nell’estremo
di ciascuno intervallo; il sommatorio fondamentale
resta dunque costruito cosi:

lb—[(a—c)+(a—c+—h—)+(a—(‘+2h)
n : n

+ ...+ ((6 —c+’—l':——h)]
n

che & eguale a:

h n(m—1) &
l = n(a g+ 2 nl
) —(//—a)(a—c)aé’—lr——ﬂ @y’ -
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Passando al limite per » = oo si ha pel valore
dell’integrale definito:

(b—a)(a—c)-i—%(b—a)2

cioé
b? — q?

B c(d—a)

Come si vede, il processo del calcolo per questa
via & certamente complicato dal punto di vista pra-
tico; per funzioni piu complicate il calcolo del li-
mite potrebbe riuscire praticamente impossibile. In
seguito perd noi mostreremo come, per mezzo di
una proprietd fondamentale degli integrali delle
funzioni continue, questi si possono calcolare me-
diante le note nozioni e formole di calcolo differen-
ziale; in cid i due calcoli, differenziale e integrale,
si uniscono sostanzialmente fra loro.

§ 2. Proprieta elementari degli integrali definiti.
Formola del valor medio. — In questo paragrafo
fisseremo alcune proprietd generali che risultano
senz’altro dalla data definizione di integrale de-
finito.

1. Se si invertono © limiti di integrazione zl
valore del nuovo integrale é eguale o quello "del-
Uantico ma col segno cambiato.

Infatti eseguiamo, secondo la data deﬁnlzmne,
la integrazione da @ sino a b, e poi I'integrazione
in senso inverso da b sino a.d . ¥ etidente che
sia nell’'uno che nell'altro caso possiomo formare

l &li stessi intervalli parziali 5y, solo chel voni &




Proprieta elementari degli integrali definiti. 5

questi, nei due casi dovranno considerarsi di segno
contrario. Onde tutti i termini del sommatorio del
primo caso riusciranno tutti di segno contrario,
sebbenc del medesimo valore dei termini del som-
matorio_del secondo caso.

2. 1 evidente inoltre la formola

f"cf(m)dm.—cf"f(m)d.v

a

essendo ¢ una costante.

3. Se f(7) =1, allora I'integrale da @ a b si
riduce alla somma di tutti gli intervalli 3,, cio¢ si
riduce alla lunghezza del cammino d’integrazione
b —a.

4, Immaginiamo che in tutto un intervallo
da o sino a B una funzione sia integrabile, ¢ sce-
gliamo in tale intervallo tre punti in un ordine
qualunque @, b, ¢. Si pud facilmente dimostrare che

[=I"

Infatti immaginiamo che ¢ sia compreso fra i
due punti @, b. Formiamo l’integrale da @ a b
giusta la definizione. Essendo a nostro arbitrio la
scelta degli intervalli 8, noi possiamo fare in ma-
niera che uno dei punti di divisione sia proprio
il punto ¢, e questo resti sempre punto di divi-
sione in tutti gli stadii del passaggio o\ Wwike,
essendo arbitraria la maniera colla cuele €N W
tervalli 5, si debbono far tenderc o 7evo.
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Cosi facendo & evidente che il sommatorio
Xfd

resta scisso in due parti, una che va da a sino
a ¢, e 'altra che va da ¢ sino a b; passando quindi
al limite resta dimostrato il nostro assunto.

Se poi il punto ¢ ¢ esterno all’intervallo a, 0,
p. es. ¢ a destra di ), allora per cid che abbiamo

dimostrato si ha

(4 h ¢
- +[
« “ 17

ed essendo

possiamo ricavare anche qui:

[

n ¢

5. Se fO) (x) O (x)... sono funzioni inte-
grabili, sard integrabile la loro somma, e U'inte-
grale di questa ¢ eguule alle somma degli inte-
grali delle singole funzioni; in altri termini, il
segno di integrale ¢ invertibile col segno di somma.

Formiamo infatti il sommatorio

(1) S5, [0 f @ 4]

con cui si viene a costruire, col passaggio al li-
mite, 1’ integrale corrispondente alla somma

2) £ @)+ FO (@) + ...
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Evidentemente quel sommatorio & eguale a

(3) E5 M4 25, fr@ 4

e avendo supposto che ciascuna delle funzioni date
¢ integrabile, e che quindi esistono i limiti di

3. £ | X550 .

esisterd anche il limite .della somma di questc
espressioni, e quindi possiamo conchiudere la prima
parte del nostro assunto, cioé che la somma delle
funzioni in numero finito & una funzione integra-
bile. Inoltre passando al limite nella espressione (3)
che ¢ eguale alla (1), si vede che ciascuno dei
termini di (3) diventa 1'integrale corrispondente
ad una delle funzioni f f@...., e quindi resta
dimostrata anche la seconda parte del nostro as-
sunto.

6. Possiamo infine ricavare una formola sul
valore di un integrale definito.

Immaginiamo di prendere tutti eguali fra loro
gli intervalli 3., e di conservarli sempre eguali fra
loro in tutti gli stadi del passaggio al limite; in
altri termini dividiamo tutto Dintervallo » — «
d’integrazione in un numero sempre maggiore di
parti eguali. Allora ogni intervallo 3, & eguale

b—a

a , @ quindi per la definizione
do =i b—ay
ff() o=lim =23,
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donde
[*f@)a
z)dx "
P S
b=—a e

ciod: il rapporto fra il valore dell’ integrale defi-
nito e I intervallo & integrazione, pud considerarsi
come il limite della media aritmetica dei valori
che la funzione prende nei singoli punti dell’in-
tervallo totale.

Di qui possiamo ricavare un teorema che ci sara
utile varie volte. Indichiamo con f e F' rispetti-
vamente il limite inferiore e superiore della fun-
zione nell’intervallo da a a b. Allora ¢ evidente
che la espressione

Y
i

n

che ¢ una media aritmetica non pud essere minore
" di f n¢ maggiore di F, e quindi avrd un valore
compreso fra tali due estremi, valore che possiamo
indicare con f+0(F —f) dove 9 ¢ un numero
compreso fra 0 e 1.

Abbiamo quindi la formola

fbf @de="b—a)[f +0(F—1)\.

Se la funzione f () ¢ una funzione continua, al-
lora nell’intervallo acquisterd qualunque valore
compreso fra il massimo e il minimo, ¢ quindi
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esisterd nell’ intervallo un punto in cui la funzione
avrd il valore [f+ 0 (F — f)]. Chiamando

at 3(b—a)
tale punto dove al solito 2 ¢ un numero com-

preso fra O ¢ 1 possiamo scrivere l'altra formola
valevole pel caso in cui f sia funzione continua

fbf(w)dmﬁ(b—a)f(a-l-ﬂ o - a)).

Questa formola si chiama la formole del valor
medio, e, come faréino vedere a suo tempo, ha
una relazione con quella trovata nel caleolo dif-
ferenziale, e similmente denominata.

§ 3. L’integrale definito considerato come fun-
zione dei limiti. La funzione integrale. — In un
integrale definito lasciamo fisso uno dei limiti
p. es. il limite inferiore a e facciamo variare il
limite superiore che chiameremo x, facendolo perd
variare in modo che nell’ intervallo da ¢ ad « la
funzione data sia sempre integrabile. Allora & evi-
dente che per ogni valore di , visara un valore
unico e determinato per D’integrale definito, il
quale quindi potra considerarsi funzione del limite
superiore . .

Ora noi vogliamo dimostrare prima di tutto che
tale funzione & una funzione continua.

Facciamo variare il limite superiore «, di una
quantitd % che poi faremo decrescere sino a zero.

Formiamo la differenza fra i due integrali de-
finiti, quello da @ sino ad & + N, e quello & @
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sino ad z. Si ha:
Ce+t-h z x+h
' f(w)(lz—f f(av)(l.-r:[~ f(@)da.

Per effetto del teorema del valor medio dimo-
strato al § precedente, noi possiamo scrivere

41
[ r@ae=nir+om-ry

~

dove f, F' sono rispettivamente, il minimo e il
massimo valore che la funzione f ha nell’ inter-
vallo da @ sino ad x + h.

Essendo f(2) una funzione sempre finita, il se-
condo fattore del secondo membro della formola
superiore non potra che essere una quantiti finita,
¢, diminuendo %, non potra che restare sempre
finito. Quindi il secondo membro della formola
superiore, avendo per fattore /i, tendera a zero
con k, e con cid resta dimostrata la continuita
della funzione integrale.

Passiamo ora alla sua derivabilita.

Dalla formola superiore si ricava

J‘x—i—h J‘.z:
lim%———%- - =1lim[f+ 6 (F — f)].
h=o0 h h=o0
Il primo membro non & altro che la formola
che da la derivata dell’integrale, quindi tale de-
rivata esisterd o no, secondoche esisterd o no il
limite indicato dal secondo membro.



0=

n-

(I
‘ta

o

0-

al



12 Capitolo 1. — § 4.

e, applicando il teorema della derivazione rlspetto
al limite superiore, si ha

d (* '
da ) = f(a).

Nel caso in cui la funzione non & continua nel
punto &, allora la derivata dell’integrale avra un
valore diverso, e potra anche non esistere.

Si vede quindi che per le funzioni continue il
problema dell’integrazione si riduce al problema
inverso di quello della derivazione, si riduce cioé
e trovare un’altra funzione tale che la sua deri-
vata sia proprio la funzione data.

di questo fatto fondamentale che noi ci ser-
viremo in seguito per trovare le principali formole
del calcolo integrale.

§ 4. L'integrale definito in due casi singolarl. —
Nella definizione che abbiamo data nel § 1 del-
I'integrale definito, abbiamo dovuto supporre prima,
che la funzione resti sempre finita in tutto il cam-
mino d’integrazione, e inoltre che i limiti d’inte-
grazione sieno ambedue finiti. Ora vogliamo esa-
minare a parte i due casi singolari in cui queste
condizioni non sono soddisfatte.

Supponiamo che la funzione diventi infinita in
un punto, e per fissare le idee, supponiamo che
diventi infinita proprio nel limite superiore b.

Allora noi consideriamo una quantita piccolis-
sima ¢, e 'integrale

Tf@aw
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il quale potra calcolarsi secondo 1’antica defini-
zione, perche, per ipotesi, in tutto I’intervallo da «
sino & b — ¢ (per quanto piccolo sia ¢ ma diverso
da zero) la funzione non diventa mai infinita.
Questo integrale riuscira una funzione di e, e

potra avere un limite determinato per ¢ =0. Vo-
lendo dare la definizione di

Ib

a
noi faremo naturalmente in modo da conservare
le proprietd pit fondamentali della funzione inte-
grale; p. es. la proprietd della continuita rispetto
al limite superiore; quindi vien spontanea 1’idea
di assumere come valore di

jrb

[12
il limite dei valori di

"b—¢&

«

per =0, nel caso che questo limite esista.

Se poi il punto in cui la funzione diventa infi-
nita non & un punto estremo dell’intervallo d’in-
tegrazione, cioé uno dei limiti, ma &€ un punto
intermedio, allora, sempre nell’intento di conser-
vare le proprietd generali degli integrali definiti,
si pud procedere nel seguente modo: sia ¢ il punto
fra a, b (limiti d’integrazione) in cui la funzione
diventi infinita.
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Spezziamo l’mtegrale da. aa b in due partl nel
punto ¢, estendendo cosi la proprietd nota degli
integrali ordinarii, ponendo cioé

[=[-]

e definiamo ciascuno degli integrali del secondo
membro colla formola gia indicata. Per modo che
infine avremo per definizione

b . c—& A b
= lim -+ lim j
&=0 =0

a a ¢

supposto naturalmente che i limiti indscati nel se-
condo membro esistano.

Se in luogo di un solo punto d’infinito ve ne
fossero varii non vi sarebbe che applicare ripetu-
tamente questi stessi concetti.

E facile trovare la condizione necessaria & suf-
ficiente per D'esistenza di tali limiti.

"b - &
Se deve esistere il limite di’ _per ¢ =9, giu-
a
sta la teoria generale dei limiti, & necessario ed
¢ sufficiente che dato ¢ si possa trovare un tratto
di variabilita di ¢ in modo che per due ¢ compresi
in tale tratto, e, & sia sempre in valore assoluto

I;-a, ’ —&,

h—é,
f =G,

b—&,

cio¢
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Un’analoga condlzlone puo stablhrm per gli altri
casi.

Possiamo stabilire un tipo di funzione in cui
questa condizione & soddisfatta.

Immaginiamo che la funzione f(«) nel punto &
diventi infinita ma sia tale che il suo valore asso-
luto sia sempre inferiore o eguale al valore asso-
luto di una funzione del tipo

?@®)
(w—-b"

dove v & positivo minore di 1 e ¢ (z) sia una fun-
zione che nel punto b acquista un valore finito, ¢
che in tutto il tratto da ¢ a b non diventi infinita
in alecun punto.

In particolare la f{x) potrebbe essere proprio
di quel tipo.

Sia allora M il limite superiore dei valori asso-
luti di ¢ () in tale tratto. Per le ipotesi fatte tal
numero & finito.

Si ha dunque in valore assoluto

o=ty *

[‘b—e M .
= ) ———(”D-— b)" ax.

a

[ rama [ 1

Questa disuguaglianza si ottiene ricorreado di-
rettamente alla definizione fondamentale di inte-
grale definito, osservando cioé che, se si ha da
calcolare I’integrale definito corrispondente ad waa
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funzione che & minore in valore assoluto di un’altra
per qualunque punto del cammino d’integrazione,
i diversi termini del sommatorio relativo alla data
funzione sono rispettivamente minori di quelli re-
lativi alla seconda, e quindi I’integrale corrispon-
dente alla prima funzione sary certamente minore
di quello relativo alla seconda.

Ora sara dimostrato in seguito che (v. Cap. III,

§ 1.
(M dee ML 1]
. (z — b)v T 1=yl (@a—07-1

Onde si vede che se v — 1 & una quantitd minore

di zero, cioé se v & minore di 1, allora v ber

e=0 tende a zero e quindi quell’integrale tende
ad una quantity finita. Possiamo dunque conchiu-
dere:

Se una funzione integrabile diventa infinita in
un punto b, e il suo valore assoluto si mantiene
sempre inferiore o eguale a quello di una funzione
del tipo:

9 ()

(= - by

dove v<<l, in cui cioé U ordine dell’infinito é mi-
nore di 1, allora I integrale definito da a sino a b
¢ une quantite finita.

Immaginiamo invece che la funzione diventi in &
infinita ma il suo valore si mantenga sempre mag-
giore del valore di una funzione del tipo

2 @)
(;’C -_ b)v
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dove v=1, e p(x) sia sempre positiva e non di-
venti infinita in nessun punto nell’intorno di b, e
non diventi zero in b. In particolare la f(x) po-
trebbe essere proprio una funzione di quel tipo.
Sia = il limite inferiore dei valori di ¢ (2) nel
tratto da a a b.
Allora sara

fH f@)dw = f . 1CV I

@—by 77

b—e m
> J' (—m by dx
a

Ma, come sopra, quest’ultimo integrale ¢

m 1 1 ]

«

1—v 1" (g=py—1

che per v>1 e per ¢ =0 tende all’infinito, dun-
que il nostro integrale non tendera ad alcun limite
finito. ‘ '

Se poi v=1 allora sara in'seguito dimostrato
che quell’integrale ha per valore

m [log ¢ — log (@ — b)]

che per ¢ =0 tende anche all’infinito.

Quindi possiamo dire:

Se una funzione diventa in un punto b infinita
¢ il suo valore si mantiene maggiore di quello dv

un'altra funzione della forma g%,dowe =\
L — DY

Pasoar, Caleolo integrale. *
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e ¢ (x) & sempre positivo, allo:a U integrale defi-
nito de a ¢« b non ha un valore finito.

Passiamo ora al caso in cui uno dei limiti &
I’infinito.

Tenendo anche qui presente la proprietd fon-
damentale della funzione integrale, di essere ciod®
una funzione continua dei limiti, abbiamo il mezzo
di definire I’integrale

f” fa)ds

supposto che la f(x) sia integrabile in qualunque
tratto « cominciare da a sino ad un punto qua-
lunque verso la parte positiva, o rispettivamente
la parte negativa, secondoché si vuol calcolare Uin-
tegrale da a sino a + oo, ovvero da & sino a — oe,

Scegliamo un limite superiore qualunque z e
calcoliamo I’integrale da a a «, e poi calcoliamo
il limite di tale espressione per z =00

Se questo limite esiste, lo chiameremo il valore
dell’ integrale da a ad oo.

Si ha dunque

Anche qui pud trovarsi la condizione necessaria -
e sufficiente per !’esistenza di tal limite. Ricor-
dando la teoria generale dei limiti, ricaviamo che
perché quel limite esista & necessario e sufficiente
che dato = piccolo a piacere si possa trovare un
punto @ tale che per due qualunque punti .’ z"
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! compresi fra a e 1'oo si abbm sempre in valore
i assoluto
3 i
<g.

x'

Possiamo dimostrare un teorema che ha molta
analogia con quello dimostrato sopra pel caso in
cui la funzione diventi infinita.

Se la funzione da integrare diventa zero per
x =00, ¢ propriamente in modo che il suo valore
assoluto resti sempre minore o eguale al valore
assoluto di una funzione del tipo

dove v sia maggiore di 1, e 3 (X) sia sempre finita
e per X —=oc abbia un valore finito diverso da zero,
allora Uintegrale definito da a ad o= avré un va-
lore finito. In particolare la f(x) potrebbe essere
proprio una funzione di quel tipo.

Sia M il limite superiore dei valori assoluti di
¢ (x), e si ha allora

. fmf(x)dw=x1irgj-xf(w)dx5£__‘g[x%a;)—'d

. (=M
= lim 1 —d .
z=00) &¥

a

Ma, come abbiamo gia detto sopra,

e
wv("v 1 —v]z! arl
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e, se v> | I'espressione del secondo membro tende
ad un valore finito per & = oo, dunque resta di-
mostrato il nostro assunto. .

In simile maniera pud dimostrarsi che se f(x)
st mantiene sempre maggiore od eguale al valore
di una funzione del tipo

dove v (X) é sempre positice, ev & minore o eguale
ad 1, o anche, in particolare, ¢ una funzione di
questo tipo, allora U integrale sino all’ oo non ha
un valore finito.

Nei paragrafi seguenti sard fatto vedere, man
mano che ne. capitera 1’occasione, quali cangia-
menti subiscono i teoremi fondamentali sugli in-
tegrali definiti nei due casi singolari di cui abbiamo
qui trattato (v. p.es. il § 7 di questo Cap. I).

§ 5. Integrali indefiniti. — La definizione che
abbiamo data di integrale definito suppone essen-
zialmente la esistenza di due limiti d’integrazione
determinati e fissi.

Noi abbiamo visto che pel caso della funzione
f (x) continua, il problema dell’integrazione si ri-
duce a trovare una funzione F'(«) la cui funzione
derivata sia proprio quella data.

Ora di funzioni le quali abbiano per derivata
f (x), ve ne sono infinite, e tutte, come si sa dal
calcolo differenziale, differiscono fra loro per una
costante; in altri termini trovata una di tali fun-
zioni, se vi aggiungiamo uns qualunoue costamie,

si ha ancora una funzione della stessa specie.
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Formiamo quindi la espressione generale

F ()= ’xf(fv) dz+ cost. ;

si ha una funzione generale di & che si chiama
1 integrale indefinito della funzione data. In questa
formola per « si intende un determinato valore
numerico.

Si chiama indefinito, volendo contrapporlo al-
I'integrale definito in cui i limiti sono fissi, mentre
che in esso, da un certo punto di vista, i limiti
possono considerarsi come mobili, dipendenti cio¢
dalla variabilita della costante arbitraria.

. Se noi consideriamo I’integrale definito

f’f(-r) dz

e mutiamo il limite inferiore «, abbiamo D’inte-

grale
: [‘

b
che & eguale a
T X X2
1
b @ b

e il secondo integrale non dipende piu da z e
quindi & una costante rispetto ad x.

Si vede quindi che, mutando il limite nfeviove,
I nuovo integrale definito ¢ eguale I\ anKed ¥
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giuntavi una certa costante il cui valore dipende
naturalmente dal nuovo limite inferiore scelto.
L’integrale indefinito ¢ una funzione di z, non
dipendente piu dal limite inferiore dell’integrale.
Esso si indica col solo simbolo di integrazione
senza alcuna designazione di limiti particolari.
Conosciuta questa funzione, se ne pud dedurre
il valore di qualunque integrale definito.
Sia F'(z) tale funzione, e se ne voglia dedurre
il valore dell’integrale definito

[(reaa

dove « B sono due numeri fissi.
La F(z) ¢ della forma

x
F(a:)=f +c.
a
Poniamo « =f e si ha
B
F(ﬁ)=f +¢
[
e per &=«
F(«):f“m

a
e sottraendo queste due eguaglianze si ha:

FE - F@ ( " ‘ _ fﬁ

2 «
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e con cid resta calecolato il nostro integrale de-
finito.

Si ha dunque che, dato I'integrale indefinito,
per calcolare un integrale definito qualunque,
basta sostituire nel primo, in luogo di x, il limite
superiore, poi il limite inferiore, ¢ sottrarre ¢ due
risultati.

Viceversa, se ¢ dato il valore di un integrale
definito, non se ne potra in generale ricavare 1’in-
tegrale indefinito, cio¢ la funzione di z. Avver-
tiamo perd esplicitamente che quando diciamo
dato U integrale definito, intendiamo che di questo
& dato il valore numerico fra limiti numerici dati;
che non sarebbe piu naturalmente lo stesso, se
di esso fosse conosciuto il valore fra limiti inde-
terminati indicati p. es. colle lettere a, b perche
allora quella conosciuta, funzione di @ o di b, sa-
rebbe essa stessa, salvo il nome della variabile,
I’integrale indefinito.

Prima di terminare questo paragrafo vogliamo
mostrare che la relazione fondamentale fra gli in-
tegrali definiti e indefiniti continua a sussistere
inalterata anche nei due casi singolari di cui ab-
biamo trattato nel § 4, cioé o quando la funzione
sotto il segno integrale diventa infinita in un
punto del cammino d’integrazione, ovvero quando
uno dei limiti & I’infinito.

Infatti la funzione £ () diventi infinita nel punto ¢
compreso fra i limiti @, b dell'integrale definito

[b @) d .
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Per deﬁmzlone tale mtegrale sara eguale a

lich— F@)da + limI f@)dz
£=0 &'=0
[ c4-¢' .
e se F(x) ¢ 'integrale indefinito, il primo dei
due integrali sara
Flc —¢)— Fla)
¢ il secondo sara
FO)—Fec+e)

Ora la funzione F'(2) ¢ una funzione continua

anche nel punto ¢, supposto verificate le disugua-
glianze fondamentali

c—&

<o
c—&
(s piceolo a piacere)
¢,
<3
ct&

(senza di che non esiste ’integrale definito da o
a b); onde |

lim F(¢c —¢)=lim F(c+¢) = F(c)
&=0 &=0

e quindi 1'integrale dato ¢ eguale a
F(h)— F(a)

con che si dimostra il nostro assunto.
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Supponiamo ora inoltre che uno dei limiti d’in-
tegrazione sia 1’infinito. Allora per definizione e
conservando le stesse notazioni:

Jm f@)dz =lim Jx f@da
=lim [F ()—F (a)]

Ma per la solita continuitd della funzione F'(x)
anche nel punto all’infinito si ha

lim F (') = F (o)
a!==00

dunque resta dimostrato il nostro assunto. .

§ 6. Trasformazione di un integrale semplice. —
Si abbia un integrale indefinito (che chiameremo
semplice per distinguerlo da altri integrali che
studieremo in seguito e che chiameremo multipli)

-f(w)dx

dove f(z) sia una funzione. continua.

Si sa che la ricerca di tale integrale si riduce
alla ricerca di una funzione la cui derivata sia
f (#), o anche, il cui differenziale sia f () d z cioe¢
la espressione che figura sotto iil simbolo di in-
tegrale.

Vogliamo ora esaminare come st mooke t\\m\\b
integrale se noi vogliamo mutare, con wow Ak
trasformazione, la variabile @ mtegmzmmw e
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Noi faremo vedere che [l integrale si trasfor-
mered in modo che sotto il simbolo § occorrerd
porre ci0 che risulte dalla trasformazione del-
Uespressione differenziale f(x)d x.

In effetti si ponga £—=¢(y) e sia  la nuova
variabile indipendente. Il calcolo dell’integrale si
riduce a quello di una funzione la cui derivata
rispetto a z sia f (x ; quindi, la derivata sua ri-

spetto a y sara [ (%) % Ora se esprimiamo tutto

I’integrale colla variabile y, abbiamo una funzione
la cui derivata rispetto ad y deve essere proprio
questa ora scritta; cio¢ la funzione di integrare
espressa in ¥y &

dz
fe () d—u 3
I'integrale quindi &

[rewiay.

Nel calcolo degli integrali la trasformazione
degli integrali pud essere assai utile; percheé &
evidente che tanto pilt complicata sara la ricerca
di un integrale indefinito per quanto piu compli-
cata ¢ la funzione che comparisce sotto il segno;
ora naturalmente potra accadere che con oppor-
tuna trasformazione di variabile indipendente, 1’in-
tegrale dato si riduca ad un altro meno compli-
cato, o di un tipo che sia gia noto.

Di questo principio avremo spesso occasione di
servirei.
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Si abbia per esempio da calcolare

dzx
sen x

Qui la funzione che sta sotto il segno ¢ una
funzione trascendente.

Poniamo
x=—arccosy
cio¢
Yy =Ccosx
Allora

senx =\ 1 —
de_ 1
Ty = Ty
e quindi I'integrale diventa
dy
I

e si ha cosi da integrare una funzione algebrica
razionale, invece di una funzione trascendente.

Se ora si tratti di un integrale definito fra i
limiti a, b, il nuovo integrale nella variabile ¥,
bisognera naturalmente definirlo fra due limiti che
corrispondono ai due dati. Mediante la relazione
data

noi possiamo trovare qual valore di i corrisponde
al valor a di 2, e qual valore di y corvisponde W\
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valore b di . Sieno a' b’ tali valori di %; essi do-

vranno assumersi come nuovi limiti d’integrazione.
Cosi nell’esempio dato, se 1'integrale rispetto

. T
ad z bisognava definirlo da # =0 sino a z =,

quello trasformato in ¥y, bisognerd definirlo da
¥ =1 sino ad ¥ = 0 perché & facile verificare che
si ha proprio una siffatta corrispondenza fra i va-
lori di # e di .

§ 7. Derivazione rispetto ad un parametro. In-
vertibilita dei segni di limite e integrazione; inver-
tibilita dei segni di derivazione e integrazione. —
Cominciamo collo studiare l'integrale definito di
una funzione che contiene, oltre la variabile d’in-
tegrazione, anche un’altra variabile y.

Per maggiore generalitd supponiamo che i limiti
d’integrazione sieno anche funzioni della varia-
bile y, a (y), b (y)-

La data funzione f(xy) sia continua rispetto
ad ambo le variabili in un certo campo, e sieno
continue le funzioni a(y)b(y). Allora prima di
tutto si pud far vedere che I’integrale definito da

= @ (y) sino ad =150 ¥) ¢ anche una funzione
continua di ¥.

Poniamo

o (y) = fb(y) f@y)da.
a(y)

Avvertiamo una volta per sempre che pei teo-
remi di questo paragrafo e dei paragrafi seguenti,
noi in generale non daremo che delle condizioni
sufficienti per la loro sussistenza, ma non necessaric.,
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Le condizioni puramente necessarie, se anche pos-
sono trovarsi, sono quasi sempre di una compli-
catezza, che quasi inutilizza quei teoremi, per la
difficoltad dell’applicazione ai casi speciali. Questa
osservazione capita continuamente in tutto il cal-
colo infinitesimale, come noi a suo tempo abbiamo
avvertito (vedi prefazione del caleolo differenziale).
Allora sara:

b(y+-k)
?(1/+/c)—?(y)=f Floyy +H)da—
a(y4-k)
~b(y) "b(y) .
~ |t dz = [ () f e ylde —
) aly)
a(y+k) b(y+-+k)
—f ! f(<v,2/+k)dw+f ! fle,y+k de.
a(y) by)

Ora consideriamo:
a(y+k)
[ f@,y +k)de.

a(y)

Essendo ¢ una funzione continua di ¥ si ha che
la differenza fra « 'y + k) e @ ¥y, tende a zero col
tendere di £ a zero.

Se per un momento indichiamo cou F' (&, i + k,
I’integrale indefinito, si ha che I’integrale definito
sara

Fla(y+k),y + kl—Fla(y),y + k.

Ora per la continuita di F' e per un \eorew
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noto, si ha .
Fla(y +4),y t K)]—Fla@),y+%] =
—=fla@+k) -a@) F'laly +0k),y +k]=
=laly+k)—a@)flaly+0k),y -k

e per la continuitd delle funzioni f ed «(y) pos-
siamo sempre porre:

fla(y +0k),y+kl=F(a,y) +¢

essendo = una quantith che si pud rendere piccola
a piacere diminuendo opportunamente %, onde

caly+k)

| @y Wiz = el B —a@If @) +<.
«(y)

Analogamente

b(y+k)

[ floy s Do =[5y + D) —b)] [£B,9) +¢]

biy)

indicando semplicemente con a, b, i valori di queste
funzioni nel punto ¥.
Onde infine:

¢y +k)—o(@=
b
=['if @y +0—r@ dz—
—fla(y+k —a(y]lfla,y)+<+
+[By+E)—-bWFG,y)+<1

Ora, supponendo la funzione f wna funzione con-
tinua delle due variabili @Y, per Tuith 1 wslov
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di z compresi fra i limiti d’integrazione, dato un
numero ¢ piccolo a piacere, si potra sempre tro-
vare un valore di & tale che, per ogni x compreso
nell’ intervallo d integrazione sia sempre in valore
assoluto

f,y+k)—fley <o

Cid si ricava subito dal teorema di cui abbiamo
discorso nel § 9, Cap. I del calcolo differenziale,
cio¢ che anche per le funzioni di pii variabili, la
continuitad semplice & contemporaneamente conti-
nuitéd uniforme per tutto il campo.

Si ha quindi che I'integrale

| r@ s+ B—r@imaz

¢ minore in valore assoluto di

/)
J cdzx

[

cioé di

cfbdxzc(b—a)

la quale quantitd pud rendersi piccola a piacere
diminuendo o.

8i vede quindi che tutti i termini del secondo
membro della formola superiore si possoNo Tendete
piccoli a piacere, e quindi il limite Qi esso R 20¥0,
ciod la fanzione P & continua.
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Si ha dunque: Se la funzione integranda é una
funzione continua delle due variabili xy, allora

\

il segno di limite & invertibile col segno di inte-

grale.
In formola
b .
lim [ fley)dz=| limfizy)dax
=y Joy=y
a [ .
‘b
= ' fley)da.
a

Supponiamo ora che le funzioni « (¥) 8 (¥) f (= y;
oltre che continua, sieno anche derivabili rispetto
ad ¥, ¢ che inoltre la derivata f'y sia continua
rispetto ad ambedue le variabili.

Si ha intanto

fle,y+b)—Ffley)=kfy,y+0k)
essendo 9 un numero compreso fra 0 e 1, onde

¥y~ k) —9(v)

b
. =| fyl@,y+9k)dza

a

= [fta,9)+ [0 = 0]

16+ LR =00

Ora per le ipotesi fatte si ha
fyl@,y+ 0B =f"y(xy) +¢’

essendo ¢’ una quantitd che converge a zero per
£ — 0, e inoltre, per la solita ragione, che \a con-
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AW

gdnuitd semplice & anche una continuita uniforme
in tutto il campo, si ha che si pud trovare un %
tale che per qualunque coppia di valori x,y del
campo, in quella eguaglianza sia sempre ¢’ <o
quantita piccola a piacere. Allora per qualunque
valore di ¥ compreso nel campo e per qualunque 0
compreso fra 0 e 1 sara sempre in valore assoluto
I’ integrale

["fv@v+okda

a

differente dall’integrale

b
[ v@yas

b
[ ddx

a

di una quantita

che ¢ minore di

cjbdxmc(b—a)

cioé di una quantitd piccola a piacere.

Cid significa che il limite per =0 dell’inte-
grale rappresentato dal primo termine della for-
mola superiore ¢

['rv@oaz

Pasoar, Calcolo integrale. )
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e qumdl si ha la formola (passa.ndo al hmlte per
k=0).

)| e ds—F@,nd )

+1@, 90 @

indicando con ¢', a’, 0’ le derivate delle funzioni
o, @, b.

Se in particolare @, & non sono funzioni di ¥,
ma costanti, allora la formola si riduce semplice-
mente a

d

+ [b fende= [t t@yas

[

Come si vede dunque, nel caso in cui la fun-
zione f soddisfi alle condizioni dette, cio¢ che
essa e la sua derivata rispetto a'y, sieno funzioni
continue rispetto ad ambedue le variabili x, y, sus-
siste il teorema della invertibilitc dei due segni
di derivazione e di integrazione.

Questo teorema si chiama il teorema della de-
rivazione sotto il se gno.

Dalla formola superiore possiamo sublto ricavare
le gid note formole di denvazmne di un integrale -
dehmto rispetto ai limiti (v. § 3).

Infatti basta supporre che f non contenga ¥, e
che delle due funzioni @ (y), b () una sia costante,
e laltra sia la variabile stessa ¥.

Si pud notare che il teorema della invertibilita
di cui si e parlato sussiste ancora sempreche la
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¥funzione rappresentata dall’integrale definito

= Fep=["flenda

¢ whae tal funzione di xy che per essa sussiste il
teorema della invertibilite delle due derivazioni
rispetto ad x e y.

Infatti si ha

*F_ ., BF 0,
a?_lﬂ . v‘a»'.! ~ " . N
Py vid P Tl RACULE

«

Per Pipotesi fatta si ha intanto

or _ gF
dydec 0xdy

cio¢
AN PP

¢ integrando rispetto ad . si ha
* 9 o (%,
{ ﬂf(xy)dx=a-!;J fley)de
[ [

la quale formola dimostra il nostro assunto.
Dobbiamo ora passare a considerare il teorema
della derivazione sotto il segno, nel casl singdan
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in cui o uno dei limiti d’mtegrazmne or mﬁm.é
ovvero la funzione integranda ¢ infinita in qualc}l
punto.

In tali casi le condizioni poste non bastano p§ 5 3
e noi potremo aggiungerne delle altre, espresse ey,
che sotto una forma semplice, e che sono suffi-
cienti per la validita del teorema.

Supponiamo prima che uno dei limiti d’inte-
grazione sia 1’infinito, che ciot si abbia da deri-
vare 1’integrale

[Fr@naz.

a

Noi abbiamo visto che in generale perché¢ un
integrale definito sia funzione continwa di un pa-
rametro ¥ contenuto nell’integrando, basta che la
funzione integranda sia una funzione continua di
ambedue le variabili #,y. Ora una tal condizione
non basta pilt se uno dei limiti & 1’infinito.

Per convincersi di questo basta ricorrere ad un
esempio.

Si pud trovare che

Pgen y x 1
f = dw—27r
0

per ogni valore finito di ; ma per ¥ =0 eviden-
temente essendo zero 1'integrando, per qualunque 2,
anche per x=oo tutto l'integrale sara zero, e
quindi quell’integrale definito non resta una fun- .,

. . . . senyx
zione continua di ¥, sebbene la funzione seny

sia una funzione continua A1 ambo e variawN.
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Questo egempio basta per intendere che nel caso
in esame occorrono altre condizioni.

Noi dimostreremo che nel caso in cui la fun-
zione da integrare oltre che continua ¢ tale che
per x=oo diventa zero algebricamente di ordine
maggiore di 1, allora si comserva la continwitd
dell’ integrale definito considerato come funzione
del parametro, anche quando uno dei limiti é U in-
finito, e se poi lo stesso si verifica anche per la
derivata di quella funzione rispetto al parametro y,
allora si conserva il teorema della derivazione
sotto il segno.

Infatti nel caso in cui la funzione f (xy) per
& = o= diventa zero algebricamente di ordine mag-
giore di 1, sappiamo (v. § 4) che l'integrale de-
finito sino all’ec ha un valore finito, e quindi che
potria sempre trovarsi un numero a' tale che, scelti
due qualunque numeri =’ z'' fra o' e co si abbia
sempre che 1'integrale definito da 2’ a =" sia mi-
nore di ¢, ovvero anche, scegliendo in particolare
@' =a':

~al!
flry)de <o
a

e quindi analogamente anche

alt
;f fle,y+h)de<s

a’

donde

"x (flr,y+k)—flryldae<2e

a’
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e quindi anche il limite di questo integrale per
x'' == 0o gard minore di 2.
Ora

[Ctrey+n—remae=

x!'=00
a' a a

u
o " 00 ! xl
= ’ + J = ' + lim .
J .

Intanto per effetto della continuitad della fun-
zione f(xz%) si potrd sempre trovare un valore
di k tale che per ogni %, minore di esso e per
qualunque « sia sempre in valore assoluto

[f,y+E)—F@y). <|f(x,y+k)— f(xy)

e allora fissato un tale % si potra trovare il punto a’
per il quale sussiste la disuguaglianza
~al!
lim <2c
z!!'=00
o
¢ fissato cost @', si potrd poi diminuire il % in
maniera che sia anche
«'

<6

a

e cio per effetto della dimostrata continuita del-
I’integrale definito fra limiti finiti.

Si vedo dunque che si potrd sempre, sotto le
ipotesi fatte, rendere piccola o piscere col dimi-
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nuire & la quantitd

“w[f(x,y +h—=flryPldr

(]

con che si dimostra la continuitd rispetto ad ¥
dell’integrale.

Supponiamo ora che anche [’y sia zero di or-
dine maggiore di 1 per oz = oo,

Allora per effetto della dimostrazione ora fatta
ricaviamo che

[w[f'y(“',?/+ 0B —f'y(xp)ldx

a

converge a zero col diminuire di 4; ma intanto

J~°°f(3,?/+12—f(xy)dr =j°°f’,,(:r,y+0]~')’“7

«

onde la differenza

"wli"'{_g_y_"‘_]’::)__f;ﬁ@) dx— ‘.mf',j (wy)dax

per k=0 converge a zero, cio¢

k=o0 k
a

che & la derivata dell’ integrale rispetto a y, ¢
proprio eguale all’integrale della derivata; con
cid resta dimostrato il teorema della derivazione

sotto il segno anche nel caso in cul uNo Al ik
3 DInfinito.
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Passiamo ora all’altro caso singolare in cui la
funzione sotto il segno diventa infinita in un punto;
per fissare le idee supporremo che diventi infinita
nel limite superiore.

Dimostreremo il teorema:

Se le funzioni £(cy) e f' (zy) diventano in un
punto x (qualunque sia il valore di y compreso
nel campo) infinite algebricamente di orvdine mi-
nore di 1, e se inoltre sono continue rispetto ad
ambo le variabili, allora sussiste ancora il teorema
della derivazione sotto il segno. .

Infatti se & & il punto d’infinito, nelle ipotesi
fatte i due integrali

."b .b ’
t@nas [(fr@y+oimde
3 a

sono finiti per un qualunque ¥ compreso nel campo,
giusta un teorema del § 4.

Quindi per i risultati dello stesso citato para-
grafo 1'integrale

b
[ fly(x,y+0k)dx

b-¢

si potrd rendere piccolo a piacere, opportunamente
diminuendo ¢. Quindi anche il suo limite per £ =0
potra rendersi piccolo a piacere.

Intanto

)tz [T TR g

oy 2
a
b
+lim |y .y + k) da
h=o‘.)_€
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(applicando alla seconda parte il noto teorema del
valor medio); e inoltre evidentemente, per effetto
del teorema generale di derivazione sotto il segno,
si ha che

wim [y R — flay

k=0 &
a

dx=

b—¢ ‘
= [T r@nae

percheé fra i limiti @, b — < non esiste alcun punto
in cui la funzione diventa infinita.
Si pud dunque fissare ¢ in modo che la diffe-
renza fra
0 1t
e 0, d x
oyl f(ry)

«

[T r@nia

sia minore di una quantita piccola a piacere; per
¢ =0 si ha dunque V'eguaglianza della derivata
dell’ integrale coll’integrale della derivata.

Prima di terminare questo paragrafo vogliamo
notare che il teorema della derivazione sotto il
segno pud servire alcune volte utilmente per la
ricerca di certi integrali definiti ricavandoll da
altri giad noti.
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Josi p. es. si sappia che

"°° dax 7:

T,
0
Applicando la derivazione rispetto ad ¥ si ha
cvidentemente l'altra formola

© dr =
(2 + a4y

¢ da questa riapplicando la derivazione rispetto
ad 7 si potrebbero ottenere altre formole.
Inoltre ¢’¢ anche un’altro modo con cui appli-
care il tcorema della derivazione sotto il segno,
per ricavarne il calcolo di integrali definiti.
Si voglia p. es. caleolare

"1
J x“log x d .

0

Si pud osservarc che = log« ¢ la derivata ri-
spetto ad « di 2*; quindi possiamo scrivere

"1 1 d
‘ z logwdw-—f ((Mo: )(lnc
o o

e per il teorema della derivazione sotto il segno,
possiamo invertire il segno di derivazione col segno
di integrale e scrivere che quell’integrale ¢ uguale a

1
d(_la[ xrdx

0
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ed evidentemente abbiamo cosi ottenuto una rile-
vante semplificazione, perché & naturalmente assai
piu facile il calcolo dell’integrale della funzione @«
che quello della funzione x*log . Ed in effetti
possiamo subito osservare che essendo 2 una fun-
zione continua, il caleolo dell’integrale corrispon-
dente si riduce al calcolo di una funzione la cui
derivata sia 2% e d’altra parte tale funzione ¢
semplicemente

'_1_ .7/'”+1
L - 1
Ia cui derivata & proprio 2
Abbiamo quindi

1 _‘,-6(+1 1 1
[ e = [—— _——
. 2 +1 o1

e quindi

(" crogwdgmw=2 1 __1
' X log‘”d.r_(lal"—l - (“+1)2.

o
§ 8. Invertibilita di due segni d’integrazione. —
Nel § precedente abbiamo supposto che la fun-
zione sotto il segno d’integrale contenga un pa-
rametro ¥, e abbiamo studiata la derivazione del-
I’ integrale rispetto ad ¥. Ora consideriamo invece
I’integrazione rispetto ad ¥ dell’integrale dato.
Posto, come nel § 7,

" b
o (y) =J fley)de
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d
J e()dy

¢

consideriamo

che & eguale a

d ~h
j 1y [ fenaz

4

Una tale espressione si chiama un integrale
doppio; noi in seguito avremo occasione di dedi-
care agli integrali multipli un capitolo speciale.

Per ora vogliamo solo rispondere alla domanda:

Si pud invertire 'ordine delle due integrazioni?

Questo problema & l’analogo di quello gia trat-
tato nel calcolo differenziale sull’invertibilita delle
derivazioni.

Si puo far vedere che se ¢ limiti a, b sono co-
stanti, cioé¢ mon dipendenti da y, ¢ sono natural-
mente anche costants 1 limiti ¢, d, e se la funzione
f(xy) & una funzione continua delle due varia-
bili in tutto il campo che si estende, per x da a
ab, eperydacad, allora si pud invertire
Pordine delle integrazioni.

B facile infatti far vedere che le derivate delle
due espressioni

A= [du[ daf(zy)

B= fdrj dyf(@y)
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considerate come funzioni delle quattro quantita
a,D, ¢, d, sono fra loro tutte eguali; donde si con-
chiudera che le due espressioni .4 B non possono
che differire per una costante che poi sard facile
dimostrare eguale a zero,

Facciamo p. es. le derivate rispetto ad a.

Nell’integrale A, la quantita ¢ ¢ un parametro
che compare nella funzione che ¢ sotto il primo
integrale che ¢ quello da ¢ a d; c¢ tale funzione
che ¢ poi

J’h d ©f (zy)

¢ una funzione continua di ¢ e di ¥ in virtu delle
ipotesi fatte e dei teoremi noti; e inoltre la deri-
vata di questa funzione rispetto ad @ cioc — f (¢ )
(v. § 3) ¢ anche una funzione continua delle due
variabili a, y.

In virtdl quindi dei teoremi del § precedente
noi possiamo operare la derivazione sotto il segno
e otteniamo quindi

A4 (¢ °
ga = ‘ dy ‘aau‘ ) dxf(zy)
d
- —[‘ayrwn

Deriviamo invece B rispetto ad a.
Essendo « il limite inferiore del primo integale
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che compare in B si ha

,gf: -1 d(lyf(wy)]

d
=—["autiay

cio¢ si ha lo stesso risultato di prima.

Nella stessa maniera si possono riconoscere
uguali le derivate rispetto a tutte quattro le va-
riabili «, b, ¢, d.

Le due espressioni 4, B non possono dunque
differire fra loro che per una costante C, ciod per
una quantitd che non dipende da nessuna delle
quattro variabili «, b, ¢, d. Ponendo allora @ =0,
tale quantitd costante C non pud che conservare
il medesimo valore; ma in tal caso sia 4 che B
diventano zero, dunque & zero anche la loro dif-
ferenza, cioé possiamo scrivere =0, e quindi
A=B.

Il teorema dimostrato si suol chiamare 4l feo-
rema della integrazione sotto il segno.

Resta ora ad esaminare i soliti due casi singo-
lari di cui abbiamo trattato nel § 4.

Esaminiamo se sussiste ancora il teorema del-
I'integrazione sotto il segno, se uno dei limiti &
I'infinito, o lo sono ambedue.

Supponiamo che si verifichi la relazione.

"d "0 /) d
/ f/l/ (le(wy)r—‘ d.cg dyfoy)
@ «

2 [
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qualunque sieno i limiti b, d finiti, ma grandi a
piacere. Facciamo tendere uno di essi all’infinito,
p. es. b, e supponiamo naturalmente che esistano
limiti determinati dei due membri per ) -—= oo, Al-

lora il secondo membro diventa senz’altro per le
definizioni del § 4.

[Taw [*ayriy
a

¢
mentre il primo membro lo indicheremo con

.
blim‘ dy [ dzf(@y)

[

Questa ultima espressione non pud farsi eguale a

d ~b ~d 00
[“ayiim | dzf@n)= | dyf duf(ey)

[

almenoche non si possa mostrare che il segno di
limite rispetto al parametro 5 & invertibile col

segno di
J‘d

Ora pei teoremi del § precedente tale inverti-
bilitd sussiste senz’altre condizioni, percht sap-
piamo che essendo finiti i limiti ¢, d, per tale
invertibilita, cio¢ per la continuitd dell’integrale
considerato come funzione di 5, basta che la fuun-
zione racchiusa sotto il segno di tale integrale
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cio¢ che
b /
dafiry)

o

«a

sia funzione continua di b ¢ 7, il che
mente si verifica.

Ricaviamo quindi che se wuno solo de
limiti & oo, allora il teorema della int
sotto il segno sussiste, senza aggiungere ¢
diziont sulle natura della funzione duwi
naturalmente quelle che si riferiscono al,
bilita sino al limite oo.

Ma non & piu lo stesso se due dei li)
infiniti, cioé se si fanno convergere a
sia b che d.

Ed infatti nella relazione

"d 00 (" oo *d
J (l;/f da:f(_a:y)=j d.l;J dy|

c « [
se vogliamo passare al limite per d — >,
membro diventa esattamente

~

fco (l?/de.r,f(.'cg/)

¢ «

ma il secondo diventa

. “o0 S i
lim d . | dyfixy)
d=o00 J

(12 ¢
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che non ¢& eguale a

00 d 00 " 00
[Faoim [fayren=["az [“ay fay)
a [ a [

almenoché non si verifichino altre condizioni.
Sappiamo infatti dal paragrafo precedente che

00
perché un integraleJ di una funzione di d e @
a
sia funzione continua del parametro d, non basta
pit che la funzione sotto il segno sia funzione
continua delle due variabili d, .

Abbiamo trovata una condizione sufficiente per
questo caso, ma tale condizione adattata al caso
nostro non ci si presenterebbe sotto una forma
facile.

Possiamo invece tener conto di quest’altra con-
dizione anche solo sufficiente, che cioé sussiste la
invertibilita se la funzione £(xy) si conserva sem-
pre minore in valore assoluto del valore di

&f’v? v>1)
dove 3 (X) sia una funzione integrabile in un qua-
lunque intervallo sino all’co.

Infatti in tal caso avendosi

fmdwfm dyf(wy)="‘wdx “bflyf(myH

« (4

+f dx! dyf(zy)

a
Pasoar, Caleolo integrale. A
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e potendosi sempre scegliere b tale che il secor
termine del secondo membro diventi piccolo a
cere, (perché tal termine ¢ minore in valore as
luto di

1 1

1 -vhr1

°°qa(:c)olac (v. § 4, Cap.

L

che tende a zero per b = o), si ricava che il lim
del primo termine del secondo membro per b —
¢ eguale al primo membro.

Passiamo ora al caso in cui la funzione dive
infinita in un punto p. es. = b.
Allora nell’eguaglianza

J-d(lyfb—a d.’l:f(acy)=p’ de.fddy f(z

c a a [4

passando al limite per e =0 si ha

“d b—¢ b rd
lim dg/‘ (le(xy}——-[de dy f(x

c a a c

e nel primo membro, come gia sappiamo dal § p
cedente, il segno di limite non & invertibile
segno di integrale, almenoché la funzione f (z
oltre la continuita, non soddisfi ancora ad al
condizioni.

Possiamo trovare una condizione sufficiente so
la seguente forma:

Sussiste U invertibilita delle due integrazi
anche nel caso in cui lo funzione diventi infin
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in un punto x =", se lo funzione oltre alla so-
lita condizione della continuite, si conservi poi
_nel suo valove assoluto minore di una espressione
della forma

_e(y)
(®—b)"

(v<1

dove ¢ (y) sia sempre finita.
La dimostrazione anche qui pud procedere come
quella di sopra osservando che

*d (b "d h—e& d D
Jr=r) )
¢ o« ¢ « e b

—-&

e che nelle supposte ipotesi il secondo termine

del secondo membro tende a zero coll’impiccolire
di .

Prima di terminare questo paragrafo vogliamo
notare che si potrebbe passare allo studio degli
integrali doppi, non nel caso in cui i limiti sono
costanti, ma nel caso pitt gencrale in cui i limiti
della prima integrazione (quella rispetto ad &) sono -
funzioni della variabile y.

Con ci0 si farebbe la ricerca pilt generale ana-
loga a quella fatta a proposito della derivazione
sotto il segno.

Ma di cid tratteremo nell’apposito capitolo sugli
integrali multipli.

Vogliamo poi ancora notare un esempio in cui
non si pud invertire I’ ordine delle due Tntegramom.
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.
Tale esempio &

d'/f dx (‘/ — )

(02 ag 2 1 122

TFacendo I’ integrazione prima rispetto ad & e poi

rispetto ad y si ha per risultato o , @ 8i ha in-

4
vece —-;;— eseguendo le integrazioni nell’altro or-
dine. Si pud osservare che la funzione data ¢ di-
scontinua nel punto (# =0, y =0).




CAPITOLO IL

L’ INTEGRABILITA DELLE FUNZIONL

§ 1. Prima forma delle condizioni di integrabilita.
— Finora noi abbiamo supposto che le¢ funzioni
di cui ci siamo occupati nei vari teoremi dei pa-
ragrafi precedenti erano tutte integrabili.

Ora ci si presenta naturalmente il problema: A
quali condizioni deve soddisfare una funzione per-
che sia integrabile fra limiti dati? cioé perche,
formato il sommatorio indicato nel capitolo pre-
cedente con

Sf 8,
questo abbia un limite determinato e finito?

Cominciamo coll’osservare che, per cid che ab-
biamo gia detto nella definizione fondamentale di
integrale definito, tale limite deve essere indipen-
dente:

1.2 Dal modo col quale gli intervalli 8, si fanno
tendere a zero.

2.2 Dalla scelta dei valori fi- in ogni inter-
vallo o .

Ora supponiamo di fissare che ogni volta gper
valore di /- si debba scegliere 11 massimo o™
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limite superiore L, dei valori che la funzione f (z)
ha in tutto 1’ intervallo 8, compresi gli estremi;
allora il limite del sommatorio corrispondente

XL, 5,

sard il valore dell’integrale definito; e se invece
" scegliamo ogni volta per valore f, il minimo o
il limite inferiore 1 dei valori di f in 3, il li-
mite dell’altro sommatorio

218

sard anche il valore dell'integrale. Per modo che
la differenza dei due limiti cioe il limite della dif-
ferenza

lim X 3)‘ [L: - l)]

dovra essere zero.

Chiamando oscillazione della funzione nell’ in-
tervallo ¢, la differenza (L, — I, ), e indicandola !
con D, , si ha che

lim X ar ]); =0

Dalla data definizione di integrale ci appare dun-
que come condizione necessaria per la esistenza
del limite del sommatorio, che sia zero il limite
delle somma dei prodotti degli intervalli parzials
per le oscilluzioni che la funzione f fa in essi
intervalli.

Dimostrerecmo ora che tale condizione & anche
una condizione sufficiente.

Facciamo vedere che se

lim=3% Dy =0
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allora esiste il limite

lim 2 £ 3,
ed ha un valore indipendente dalla scelta degli
fr e dalla legge colla quale i 3. convergono a
zero.

Supponiamo in effetti che si considerino due
diverse divisioni dell’intervallo totale; gli intervalli
parziali della prima divisione sieno indicati con
3 ...% ... e quelli della seconda con &, ...%%...

Queste due divisioni sieno fra loro indipendenti.

Consideriamo come punti di una terza divisione
dell’intervallo quelli che stabiliscono la prima in-
sieme a quelli che stabiliscono la seconda, e gli
intervalli di questa terza divisione chiamiamoli ¢;
per modo che ogni & e ogni 3 sard la somma di
un numero intero di intervalli parziali p.

Sia

S =pnp1tente + ... pnte
e quindi
frdr =front1+ ...+ fronte
e chiamando
futa, fute ... fute

dei valori della funzione f negli intervalli ¢z + . ..
on4t, possiamo scrivere identicamente

fr 80 = (fat1pnt1 + ...+ Frte pute) +
+ [(fr — 1) et + - o (fr — Frte) eate).
Ora le differenze
fr — a1 ) oo fr— T
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sono differenze fra due valori di f nell’intervallo

3, , giacché ognuno degli intervalli pn 4-1...pa+t

& sempre una parte dell’intervallo 3, ; quindi quelle

differenze saranno certamente minori o al massimo

eguali al valore della oscillazione in 8, cio¢ a

quella quantith che abbiamo chiamata Dy .
Ponendo dunque

fror=(faprenprt+ ...+ fa4e) + o
possiamo dire che in valore assoluto
o =Dy pht1+ Dr ehts + ... + Dr pate]
ciot
W= Dr 8)'.

Formando quindi il sommatorio facendo variare

Pindice 7, abbiamo
2fp 8 =2fpp+20

dove abbiamo indicato con X fi ¢x il sommatorio
analogo, in quanto al modo di formazione, a quello

del primo membro ma formato cogli intervalli p.
La espressione 2o soddisfa alla disuguaglianza

Sw=20, D,
e quindi, per le ipotesi fatte, converge a zero.
Se ora rifacciamo le stesse considerazioni, ma

partendo dagli intervalli 3's anziché¢ dagli inter-
valli 8, , otterremo la formola

2fsds=Xfrpon+ 2o

dove X o' converge anche 2 zero.
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Sottraendo si ha dunque

2l —2f ¥y =20 —20'=Q

dove Q & evidentemente una quantita che converge
a zero.

Supponiamo ora che la seconda divisione, quella
cioé che di luogo agli intervalli &', non sia pro-
priamente indipendente dalla prima divisione, ma
rappresenti uno stadio successivo alla prima di-
visione; in altri termini che nel far tendere a zero
gli intervalli parziali, in un precedente stadio,
questi sono rappresentati dai 3, e in un seguente
stadio, sono invece rappresentati dai &'

Allora I’ ultima formola trovata ci dice che la
differenza fra i valori della espressione 2 f; ¢, in
due stadi successivi si pud rendere piccola a pia-
cere; questa, come sappiamo, ¢ condizione neces-
saria e sufficiente per conchiudere che quella espres-
sione converge ad un limite determinato e finito.
Resta con cid dimostrato il nostro assunto.

Si pud ora far vedere che questo limite ¢ indi-
pendente :

1) Dalla legge colla quale si ¢ stabilita la
divisione in intervalli parziali e si fanno tendere
questi a zero;

2) Dalla scelta dei valori f5 .

Ed infatti dall’ultima formola ottenuta, supposto
che gli intervalli 3 e 3' sieno fra loro assoluta-
mente indipendenti, si ricava che

Im[2f ¢ —Sfsds)=0

e quindi se esiste il limite del primo termine wov



53 Capitolo TI. — § 1. ‘

possiamo scrivere

lim2f 6 —limEfs 85 =0

donde concludiamo che esistera anche il limite del
secondo termine e sara lo stesso del primo. Se poi
inoltre stabiliamo un’altra legge per la scelta dei
valori f, e formiamo 23, £, (1) e supponiamo che
esiste il limite X ¢, f,-, possiamo subito dimostrare
che esiste anche il limite della prima espressione
¢ che & lo stesso dell’altro. Perché evidentemente

23 fr — 23, L =23, [f, — 1],

ed essendo (£ — fr 1) la differenza fra due valori
di f nell’intervallo 8., sard minore o eguale al-
Poscillazione D, ¢ quindi

S3, f, — X3, fl=2X3, D,

cio¢ il primo membro, per le ipotesi fatte, con-
verge a zero, e quindi, esistendo il limite di una
di quelle espressioni, esistera, e sara lo stesso, an-
che il limite dellaltra.

§ 2. Seconda forma del criterio d’integrabilitad. —
11 criterio d’ integrabilita trovato nel paragrafo
precedente ci si presenta sotto una forma che nel-
I’ applicazione pratica potrebbe riuscire difficile;
cercheremo pereid di trasformare quel criterio in
un altro che sia di piu facile applicazione.

Se

lim23, Dy -=0

vuol dire che possiamo rendere X3, Dr winore
di qualunque quantiti assegnabile s ciot possiamo
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trovare uno stadio di impiccolimento degli inter-
valli 8, tale che per esso e per tutti i successivi
stadi, sia sempre

23 D<o

Sia allora t la somma di tutti gli intervalli par-
ziali nei quali I’ oscillazione sia maggiore di un
certo numero fissato ¢,

Sara evidentemente

1’ =8 D<o

donde

G
<< .
G

Lasciando dunque fisso o', ¢ facendo diminuire
o, diminuira il valore di <, cio¢ il limite di t, per
un qualunque ¢’ fisso, & zero.

Resta dunque trovata come condizione necessaric
per Uintegrabilite che la somma degli intervall
parziali nei quali Uoscillazione della funzione si
pud rendere maggiore di wuna certa qualunque
quantita assegnata, deve tendere a zero. In for-
mola: lim © = o.

Ed & facile dimostrare che questa & anche una
condizione sufficiente.

Perché chiamando D la massima delle oscilla-
zioni di f nei vari intervalli la cui somma & T,
e osservando che in tutti gli altri intervalli Voscil-
lazione ¢ minore o eguale a <', abbiamo eviden-
temente la disuguaglianza

S Dr=tD+\T—=,s
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indicando con 7 tutto 1’ intervallo d’integrazione
e quindi con 7'-— 7 la somma di tutti gli inter-
valli che non compongono la somma t. Da questa
relazione si vede che, se © puo rendersi piccola a
placere, cioé se lim t==o, poiché ¢’ & arbitrario
e quindi pud farsi piccolo a piacere, anche il primo
membro potrd farsi piccolo per quanto si vuole,
cio¢ converge a zero.

Possiamo dunque conchiudere che le due con-
dizioni espresse dalle due formole

lim29%, D=0
limt==o0

sono fra loro perfettamente equivalenti.

§ 3. Funzioni integrabili e non integrabili. Ap-
plicazione dei criteri dimostrati. — Applicando i
teoremi dimostrati nei due paragrafi precedenti,
possiamo trovare delle classi di funzioni integra-
bili. E prima di tutto ¢ facile vedere che ogni
funzione continua é integrabile.

Basta infatti ricordare i teoremi dimostrati nel
Cap. I, § 8 del calcolo differenziale sulle funzioni
continue. Ivi abbiamo fatto vedere che ogni fun-
zione continua ¢ anche wniformemente continua,
¢ di qui ne abbiamo dedotto che data una fun-
zione continua in tutto un intervallo si pud divi-
dere tale intervallo in altri intervalli parziali tali
che in ognuno di questi 1’ oscillazione sia minore
di una quantita ¢’ piccola a piacere. Tenendo dunque
presente il criterio del paragrafo precedente, pos-
siamo dire che per le funzioni continue il numero
= pud rendersi sempre zero, per QU0 ot

sia =’ dato, e quindi le funzioni continue sono i
leyrabils.
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Sono anche integrabili le funzioni finite discon-
tinue aventi un numero finito di punti di dis-
continuita in ciascuno dei quali la funzione
abbia naturalmente un salto finito. Queste fun-
zioni si sogliono chiamare funzioni generalmente
continue. Ricordiamo a questo proposito che per
una funzione discontinua in un punto @ si chiama
salto della funzione in @ la differenza del valore
della funzione in @, e del limite dei valori della
funzione avvicinandosi al punto @, supposto che
tale limite esista. Che se poi questo limite & in-
determinato allora per salfo della funzione in «
pud intendersi la differenza fra i due valori estremi
dentro i quali oscilla il valore della funzione col-
P'avvicinarsi ad a. Se. come abbiamo supposto, la
funzione & sempre finita, allora naturalmente il
salto della funzione & sempre finito.

Per dimostrare ora il teorema enunciato, indi-
chiamo con «, @, ...ax» gli » punti di discontinuita
della funzione, e circondiamoli con # intervalli
piceoli a piacere. Se d & il massimo di tutti questi
intervalli, la somma di tutti essi & minore di nd.
In tutto il rimanente tratto dell’intervallo totale
di integrazione la funzione & continua, e quindi
si pud fare la divisione in intervalli parziali tali
che l’oscillazione in essi sia sempre minore di una
qualunque quantitay fissata ¢'. Gli intervalli in cui
dunque !’ oscillazione della funzione potrd essere
maggiore di ¢’ sono solo quelli attorno ai punti
di discontinuiti; ma la somma di essi & minore di
n d, e pud percio rendersi piccola a nostro piacere
perché n & finito, e d & arbitrario; quindi axche
nel nostro caso il numero © pud renderst pPeese

a piacere, cioé ha per limite zero.
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Esistono poi anche altre classi di funzior
scontinue integrabili, e per trovarle occorrera
trarci in qualche considerazione sulle varie s
di discontinuita delle funzioni.

I punti di discontinuitd di una funzione po:
formare un gruppo infinito di punti (v. Cap.
Caleolo differenziale). Ora un gruppo infini
punti pud essere di due specie; pud cioé ace:
che si possano racchiudere tutti i punti del gr
in intervalli la cui somma si possa rendere m
di qualunque quantita assegnabile; ovvero q
non possa farsi. Nel primo caso il gruppo di
niti punti si suol chiamare un gruppo discre
punti, e nel secondo caso un gruppo linea
punti. Questa denominazione di gruppo I:
vuol ricordare il fatto che per futti i punti
tratto di linea effettivamente non si verifica g
proprieta.

Un esempio di un gruppo discreto di pw
un qualunque gruppo avente un numero fini
punti-limiti (v. Cap. I, § 1 del Calcolo differ
Perché circondando allora tali punti limiti
intervalli piccoli a piacere, al di fuori di q
resteranno solo dei punti del gruppo ma in nu
finito, e ciascuno di questi percid potra ci
darsi con intervalli la cui somma sia anche
cola a piacere.

Cid premesso diciamo ancora che una fun
discontinua si chiamera una punteggicta di
tinua, se i punti di discontinuitia formano un gr
discreto; e si dird invece una funzione discon:
lineare se quei punti formano un gruppo lin

Possiamo allora subito dedurre il teaven
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Riemann: Una funzione punteggiata discontinua
& integrabile.

La dimostrazione pud procedere esattamente
come quella fatta sopra per il caso in cui ¢ finito
il numero dei punti di discontinuitd, giacché anche
per la punteggiata discontinua si verifica la pro-
prietd fondamentale che ci & servita per quel caso,
che cioé tutti i punti di discontinuitd possono rac-
chiudersi in intervalli la cui somma pud rendersi
piccola a piacere.

- Un esempio di una funzione punteggiata discon-
tinua pud esser dato da una funzione cosi definita.

Abbia f () il valore 1 in tutti i punti del grappo
11
19 g gy

e il valore zero in tutti gli altri punti del tratto
da 0 ad 1. Una tal funzione & integrabile in tale
intervallo. Applicando la definizione di integrale
definito, ¢ facile trovare che il valore dell’inte-
grale di una tal funzione & zero. Perché infatti
facciamo la divisione di tutto il tratto da 0 ad 1
in intervalli parziali, e di questi distinguiamonc
due specie, cioé quelli attorno i punti di disconti-
nuitd, e quelli ché non comprendono quei punti.
Quella parte del sommatorio

Xf 3,

corrispondente a questi secondi intervalli ¢ evi-
dentemente zero, perché f(r) ¢ sempre zero in
qualunque punto di essi; e la parte del sommatario
corrispondente invece ai primi intervalll anth, sew-
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pre un valore minore o eguale al prodotto della
somma di tutti gli intervalli, per 7 che & il valore
della funzione nei punti di discontinuita.

Ma la somma di tutti i primi intervalli pud
impiceiolirsi a piacere, dunque il limite del som-
matorio non pud essere che zero.

§ 4. Teoremi sulle funzioni integrabili. Integra-
zione per serie. — Una domanda che ci viene
spontanea sulle funzioni integrabili & la seguente:
Componendo fra loro, con segni di operazioni ana-
litiche, pit funzioni integrabili in numero finito o
infinito, si ha una funzione integrabile?

In quanto alla somma di due funzioni integra-
bili, é evidente che essa é anche una funzione in-
tegrabile e a questo risultato si pud giungere di-
rettamente colla definizione di integrale definito,
anche senza ricorrere ai teoremi di integrabilita
sviluppati in questo capitolo; ed & percid che noi
nel capitolo precedente abbiamo potuto gia ser-
virei di questo teorema. Ed infatti se si suppon-
gono ‘¢ (x), 4 (¢) funzioni integrabili e quindi che
i due sommatorii

S .
23 0p A

o
5 » Op

hanno limiti determinati e finiti, avra anche limite
determinato e finito la somma di tali due somma-
torii; e tenendo cura di scegliere i valori di o),
Y, sempre nei medesimi punti, la somma di essi
nel limite sard precisamente I'integrale della somma
delle due funzioni.

Un poco piu difficile ¢ invece dimostrare Valt=~

teorema :
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Il prodotto di due funzioni integrabili é anche
na funzione integrabile.

Infatti cominciamo coll’ esaminare 1’oscillazione
el prodotto ¢ (x) ¥ (x) nell'intervallo &, .

Supponiamo per un momento che i valori di
, ¥ sieno sempre positivi per tutto il cammino di
itegrazione.

Indichiamo con My, my i limiti, superiore e in-
sriore, dei valori di ¢ in 3, , e cosi analogamente
on My, my quelli di 4, e con Myy, mys quelli
zlativi al prodotto ¢ .

Allora le differenze

Mq) — My
.Map - My
M{/Jt/} — Moy

>no le oscillazioni di ¢, ¥, ¢ ¥, rispettivamente in
. Essendo intanto positive tutte le quantita M,
1, possiamo senz’ altro scrivere le disuguaglianze

M{pw Mtp M W
My = Mp My,
onde
Ao — Moy = My My — g iy
‘Mq» (Mz/; - m¢) + My (M,p — mq»)
indicando con D g y, D", D)y, le oscilla-
ioni delle tre funzioni ¢ ¥, ¢, ¢, abbiamo
Dy = My Dy + my Do),
. se in luogo di my poniamo My rinforziamo la
lisuguaglianza e quindi possiamo scrivere
Dyyt) = My Dy 4+ My D
Pascar, Caleolo integrale. )
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Questa disuguaglianza vale per un qualunqus:
intervallo ¢,; se dunque si indicano con M M'Rn
i limiti superiori dei valori di o, in tutfo 'inter§;
vallo d’integrazione, e se sostituiamo in quells4
formola, M, M' in luogo di My, My evidentements §;
quella disuguaglianza si rinforza ancora, perchéd
M, M’ non possono essere minori di My, My ri-f§f
spettivamente. Abbiamo dunque

])I/H;/) 3 M.Dz/;(’.) + M, Dq)('.)
e di qui si ha '
23, Dy = M5, Dy + M' 28, D).

Supposto ora le due funzioni date integrabili,
tenderanno a zero le sommatorie
23, Dy
28, Dyl

per effetto del teorema dimostrato nel § 1, e quindi,
in forza della relazione di sopra, tendera a zero
anche

>3, ]),f,!,(r)

e quindi il prodotto 3} ¢ integrabile.

Abbiamo fatta questa dimostrazione facendo la
ipotesi che le due funzioni ¢,} sieno sempre po-
sitive per qualunque punto dell’ intervallo d’inte-
grazione. Ma ¢ chiaro che dimostrata la cosa per -
quel caso resta dimostrato anche in generale, per-
che noi possiamo sempre aggiungere alle due fun-
zioni 9, ¥ due costanti 7, ¢’ tali che le somme

¢+ C
y+ C'
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bbiano sempre valore positivo; bastera percio
rendere C, C’' maggiori dei valori assoluti dei
miti inferiori delle due funzioni ¢, ¢ in tutto l'in-
rvallo dato.
Allora il prodotto

(p+C1(¢+C)=3¢+ Cy+C'o + CC/,
er le dimostrazioni fatte, & integrabile, e quindi
ira integrabile anche il prodotto ¢ ¥, che & e-
uale a

+C)Yy+C)—C¢—C'9—CC’

‘0¢ che si compone mediante la somma di fun-
oni integrabili.

Vogliamo ora supporre che il numero delle ope-
1izioni non sia pit finito, ma infinito, cioé p. es.,
1e si tratti di una somma di infiniti termini ognuno
»i quali rappresenti una funzione integrabile.
ntriamo cosi nel cosiddetto problema dell’ inte-
razione per serie. Questo problema & analogo a
1ello trattato nel volume primo e riferentesi alla
arivazione per serie (v. vol. I, Cap. II, § 2).
Immaginiamo data una serie convergente, i cui
srmini sieno funzioni integrabili di # in un in-
srvallo da @ a 4. Noi ci domandiamo:

In quali casi una tal serie rappresenterd wune
unzione integrabile di «, e quando potra farsi
integrazione di tutta la serie facendo la somma
agli integrali dei singoli termini?

Al solito noi non vogliamo le condizioni puru-
rente necessarie perche questo accada: ci basterd
lo trovare una condizione sufficiente adtko wos



68 Capitolo I1. — § 4. 1

forma facile, di uso frequente e di facile appli-
cazione.

Noi dimostreremo il teorema:

Se la serie data ¢é una serie convergente in ugual
grado, e se tutti i suoi termini sono funzioni in-
tegrabili, allora la serie rappresenta una fun-
zione integrabile ¢ U integrazione si fa facendo
la serie degli integrali dei singoli termini.

Sia infatti

fle)=u(x) +us(x)+ ...

[o o]
= >; un ().

Indichiamo con R (x) il resto di questa serie;
si ha allora

h=n
f(l) = hil Uh (w) + Ry (x)

e per le ipotesi fatte sulla convergenza in ugual

grado della serie, la quantitda By (r) pud rendersi

minore di ¢ per qualunque punto .
Dimostriamo prima che f(z) ¢ integrabile sup-

posto che sieno integrabili i diversi termini u ().
Indichiamo con

DV D@
je oscillazioni dei termini
u (@) ws () ...

nell’intervallo parziale 2, , che & al solito uno degli
intervalli in cui si ¢ diviso U intervallo totale di
integrazione, mentre pol indichizwmo con DI

= = e smt et o e
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DB le oscillazioni di f e R nello stesso inter-
vallo 8r \

Allora & evidente che il valore del limite su-
periore nell’ intervallo 8, della funzione f che &
la somma di %, %, ... R non pud superare la somma
dei limiti superiori di tutte queste funzioni; se
queste p. es., hanno i loro valori massimi tutte nel
medesimo punto z, allora e allora solo il mas-
simo di f corrisponde alla somma dei massimi;
ma in generale, non avverandosi questa specialita,
il massimo di f sard minore della somma dei mas-
simi; e cosi anche il minimo di f sard maggiore
della somma dei minimi. Onde abbiamo, indicando
con M), mip), MO, mD, .. MWB), (R, rigpettiva-
mente 1 massimi e i minimi di £, «,,... R:

MO , =MD+ MO+ + MB
m () =mM) + m®@ + ...+ mh),

donde sottraendo si ha
D, = D,V + D@+ . .+ DR,

\

Se ora per qualunque # & in valore assoluto
Ry (T) <gc

& evidente che P'oscillazione di R non pud supe-
rare la quantith 20, e quindi

DyN=D, V4 D@, 425
28, D, N=23.D, V23, D@4 .. +2c23,

e osservando che 23, =10, — «a cio¢ & eguale a
tutto lintervallo d’integrazione, che tuite le sowm-
matorie del secondo membro convergono . TRIO



70 Capitolo IT. — § 4. B

perché abbiamo supposto che i termini 1, (z),
g () . - . sono funzioni integrabili, e che ¢ pud
rendersi piccolo a piacere, si ricava che anche il
sommatorio del primo membro pud rendersi pic-
colo per quanto si vuole, e quindi che la funzione
f ¢é_integrabile.

E facile ora dimostrare infine che il suo integrale
¢ la somma degli integrali dei. singoli termini.

Ed infatti formiamo

~

b h h
f f(;r:)dm:J u,(.r‘)dm+f uy(@)de+ ...+

a a

b
+ f Rx ((I‘) dx
a

dove nel secondo membro possiamno, appunto come
abbiam fatto, distribuire il segno d’integrale a
ciascun termine perché il secondo membro & la
somma di un numero finito di termini.

Se noi dimostriamo che

jbRn(m)d:z:

col crescere del numero n pud rendersi minore di
qualunque quantita assegnabile, cio¢ tende a zero,
allora & chiaro che la serie degli integrali

h=o0 (b
2 wnlaydar

h=1
a

& una serie convergente e il suo valore & proprir
il valore dell’integrale di f ().
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Ora se Ry () pud rendersi minore di s per qua-
lunque @ compresa nell’intervallo d’integrazione,
& chiaro che quell’integrale

. fb Ru(x)d x

& in valore assoluto minore di

(]
‘ cdz=(h—a)o

cio¢ & minore di una quantitd che pud impiccio-
lirsi per quanto si vuole. Resta con cid dimostrato
il nostro assunto.

Applicando il teorema ora dimostrato ad una
serie di potenze, che, come si sa, (v. vol. I, Cap. I,
§ 7) quando & convergente in un certo campo com-
prest gli estremi, & anche sempre certamente con-
vergente in ugual grado nel medesimo campo ma
esclusi gli estremi, otteniamo il teorema:

Una serie di potenze della variabile x, ¢ wnu
funzione integrabile, e il suo integrale si calcola
facendo la somma degli integrali dei singoli ter-
mini.

Facciamo ora vedere come i teoremi dimostrati
possono utilizzarsi per lo sviluppo in serie di alcune
funzioni.

Si voglia p. es., sviluppare in serie la funzione
arc sen X.

Noi cominciamo coll’osservare che tale Swariowne
pud esprimersi mediante un integrale defwwo.
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Perché sappiamo che la derivata di arc sen = &
1
Vi’

e quindi, per le cose note sugli integrali, possiamo

scrivere

*  dz
r &P$H = p—————
arc sen N
o

supposto che la funzione sia definita in modo che
per x =o, sia zero.

Ora per lo sviluppo binomiale (v. vol. I, Cap. I1I,
§ 3) si ha (se #2< 1):

1
2 1 t.3 , 1.38.5

— 2 els —g2a 1024,
A=a) =g +54* 246
essendo questn una serie di potenze, possiamo al-
lora effettuare 1’integrazione per serie. E evidente
che Dintegrale di ogni termine & un integrale
del tipo (a meno di fattori costanti)

X
m2n d x

o
e quindi eguale a
2n417x a2n+1
[é%ﬁi T 20+l
o

A

perche infatti la derivata di questa espressione
proprio 2?* (v. Cap. I, § 3).

Onde la serie degli integrali &
1 x:l 1_-3_ ad

arcsenm=a:+—§-3~\——2 AGS "
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Si pud osservare che questa serie & convergente
iche per z2—=1, sebbene allora la serie bino-
iale da cui si & partiti non ¢ pitl convergente.
a funzione sotto il segno integrale diventa allora

finita di ordine %, ma |’ integrale resta finito

1 | ‘“)
sSuo vailore e 2 .

Un bell’esempio di integrazione per serie &
1ello dato da

[log(l—?pcosm—i—p”,dﬂ?

Essendo molto complicata la funzione sotto il
signo integrale, non riuscirebbe facile eseguire
1i direttamente l'integrazione; invece si puo far
adere che se si sviluppa in serie la funzione, si
10 poi fare l'integrazione per serie, e quindi ot-
nere il valore dell’integrale, sebbene sotto forma
| serie.

Un esempio di una serie che non essendo con-
wgente in ugual grado, non pud dar luogo «l-
integrazione per serie, ¢ dato da Darboux, ed &

o0
p [n zen* —(n+ 1) e—("+‘)-‘”]

n=1
cui valore ¢ semplicemente
x e—**

Non entriamo ora nei dettagli di questa discus-
one che del resto sarebbe facile.



CAPITOLO IIIL

CALCOLO DEGLI TNTEGRALI INDEFINITI
E DEFINITI.

§ 1. Integrali indefiniti fondamentali. — Nei due
capitoli precedenti abbiamo considerato le proprietd
generali che derivano dalla definizione di integrale;
passiammo ora alla parte pratica del calcolo inte-
grale, cio¢ passiamo a rispondere a questa do-
manda:

Data una funzione come se ne puod calcolare
Vintegrale indefinito?

Nel calcolo differenziale il problema della deriva-
zione si pud risolvere in modo completo, supposto
che nella data funzione entrino solo gli ordinarii
simboli di operazioni analitiche ; ma non & piu lo
stesso nel caleolo integrale; infatti qui, almenocht
non si tratti di tipi elementari di funzioni, noi non
possiamo stabilire delle proprie regole d’integra-
zione, ma il successo dipende dall’ adoperare un
artifizio piuttosto che un altro, e non sempre si
riesce a trovare lartifizio che fa giungere alla
meta; oltre di che, mentre colla. deriverione de\

tipi ordinarii di funzioni si ottengono semypre fune




Integrali indefiniti fondamentals. )

zioni che non escono dall’orbita di quei tipi, non &
pit lo stesso per 1’integrazione; perché integran-
do gli ordinarii tipi di funzioni si ottengono alle
volte funzioni che non sono pil rappresentabili,
come quelle da cui si & partiti, con un numero
finito delle ordinarie operazioni analitiche fatte
sulla variabile indipendente, intendendo per ordi-
narie operazioni analitiche tutte quelle che capi-
tano nelle matematiche elementari, cio¢ le sei
operazioni fondamentali dell’algebra, e poi 1’ope-
razione logaritmica ed esponenziale, le operazioni-
trigonometriche e le inverse di queste.

Per convincersi che coll’ integrazione si possa
giungere a delle funzioni nuove pii complicate,
facciamo la seguente considerazione.

. . . . . 1
Noi sappiamo che la derivata di logx & 0 ©

quindi ne deduciamo che 1’integrale indefinito di

by

1 1 . ,
oz & log X, essendo S, una funzione continna

(v. Cap. I, § 3).

Ora immaginiamo per un momento che la fun-
zione logaritmica non entri ancora nell’orbita delle
funzioni che vogliamo considerare come ordinarie,
e quindi non vi entri neanche la sua inversa, cioé
la funzione esponenziale; & chiaro allora che col
semplice processo d’integrazione della funzione

razionale semplicissima -~ - si sari gid introdotta
z

la funzione logaritmica.
Ponendo in una prima classe le funziom vauxo-
vali, i una seconda classe le funziomi rrazione\,
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e in una terza classe le funzioni trascendenti (tri-
gonometriche e loro inverse, logaritmiche ed espo-
nenziali), colla derivazione delle funzioni di una
classe non si hanno mai funzioni di una classe
superiore, ma si hanno funzioni o della stessa
classe o di una classe inferiore, mentre coll’inte-
grazione si possono avere funzioni di una classe
superiore.

Nei paragrafi seguenti noi stabiliremo alcuni
fondamentali artifizii di integrazione; ma intanto
per ora dobbiamo stabilire le cosiddette formole
fondamentali di integrazione.

Consideriamo tutte le funzioni che abbiamo
sopra distinte in tre classi; esse sono tutte fun-
zioni continue, e derivandole si ottengono ancora
funzioni continue.

Ricordando ora che l'integrale indefinito di una
funzione continua ¢ una funzione la cui derivata
¢ proprio la funzione data, noi possiamo stabilire
alcune formole che saranno per noi le formole

fondamentali.
Dalle undici relazioni:
1 d _u;m+l-=mm (per m qualun-
"dem+ 1 que ma diverso
da —1)

d 1

2 Tz logr = -
d

. — pit - T

3 dar ¢ ¢

" 4, d‘%‘ senx = o8«
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5. < cosx = — sen..
dzx
d 1
d 1
L d_thgx " sentaw
8 t—l arcsen® — - —_——
KE T ia
d 1
9. —— arceoswy = — -
dw V1~ oz
d
10. ;‘lTE arc tg.L == 1+ 2
d 1
11. T arc ctgr=— — T3a
icaviamo nove formole fondamentali:
* am+l
1. | amd =
J v m—+1
(per m diverso da — 1)
(1
2. J - dx =logx
3. " ecdx E s
4. fcosxdw —sgenx
5.) senxdxr = —cosx
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C1
‘_ser_l“_:;: d.ﬂ ———ctg 2
1
S,J --------- d x=arcsen &= — arc cosx
Vi+a?
1 .
— £ = - z.
9. ‘ iT :c”d v arctg x arc ctg

S’intende che ai secondi membri di queste nove
formole si pu® aggiungere sempre una costante
arbitraria, per la formazione completa dell’ inte-
grale indefinito.

Dato che sia ora da calcolare l'integrale di una
funzione che non comparisce in questa tabella,
hisogneri cercare con opportuni artifizii, di ridurre
il caleolo a uno di questi gia noti.

Di cid saranno dati vari esempi nel paragrafo
seguente.

§ 2. Arlifizii di integrazione. Integrazione per
parti. Integrazione per serie. — Si abbia da cal- !
colare '

T dwo

sen .»

che non ¢ uno dei nove tipi stabiliti nel para-
grafo precedente.
Si ha

1 1
sen/c—2sgen - COR - XL

2 2
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1 1 A
1 % 2 1 dz®%
senz __ « z LT & oz
cos ) sen 5 08" tg 9 tg 9

Ora una funzione la cui derivata rispetto ad .»
¢ quella contenuta in quest’ultima espressione, ¢
proprio

&
logtg-_-

0g tg 2

dunque possiamo conchiudere
dwx

sen «

= log tgg -+ Costante.

Un metodo che si pud adoperare frequentemente
per la ricerca degli integrali definiti ¢ quello cosi
detto di sostituzione, e che consiste nel trasfor-
mare la variabile indipendente in un’altra (v. Cap. T,
§ 6) in modo che la nuova funzione da integrare
sia pil semplice per l'integrazione che quella data.

Naturalmente non possono stabilirsi regole per
riconoscere quale sia la sostituzione da farsi, e il
succcsso dipendera sempre dalla maggiore o minor
pratica che si ha in calcoli di tal genere.

Lo scopo della sostituzione sara sempre di giun-
gere ad un tipo di funzione il cui integrale sia
gia anteriormente noto, anche che qualche volta
la nuova funzione sia di una specie pit clevata
che quella da cui si ¢ partiti; che cio¢ p. es., la
nuova sia una funzionc trascendente, wmenire Sne
Ia data sia algebrica.
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Cosi p. es., 'integrale
© dz

J1—a?

colla sostituzione
T =cos y
si trasforma in (v. Cap. I, § 6)

_[9y.
sen y

che per le considerazioni fatte sopra & eguale
— log tg —Z~ + Cost.
onde l'integrale dato &

1
~ log tg 5 BrCCos =+ cost.

Questo risultato pud semplificarsi giovand
delle formole di trigonometria.
Infatti si ha: -

" sen
tg ly—s 2y—'
2 coséy

9 1 1
sen -y €08 5

1
2 cow? Y
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. sen v _
"1+ cosy
_ e

1+w ’

onde infine il nostro integrale ¢ eguale a
1 —_ el
\/1 _'_; + cost.

Si abbia da calcolare

log

dx
aa? + 2B+ v
che non & compreso nella tabella fondamentale.
Poniamo identicamente
«ax?+28x+y=(ax t+b)"+c¢
dove @, b, ¢ sono tre costanti da determinare.

Sviluppando il quadrato e eguagliando i coeffi-
cienti delle potenze di x si ha

donde

o quindi Dintegrale dato resta intanto trostor-
PAM'AL, Caleolo integrale, S



mato in

dzx
(a5t b Fe"
Facciamo ora la sostituzione
axr+4b=y
donde
dr= gl_l/_
a
e quell’integrale diventa
1 dy
al)yi+e
il quale colla nuova sostituzione (se ¢ & positivo
y=Vecz
dy=\ecdz
diventa
. 1 dz

ave)22t+1

e, se ¢ & quantitd negativa, facendo invece la
stituzione

y=—y —cz
dy=\/T;dz
si ha
__1 dz
aV=cl1 -2

Nel primo caso I'integrale cui ci siamo
é di un tipo compreso nella tabella found
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e nell’altro caso & del tipo di un integrale che
abbiamo gid sopra caleolato.
Si ha quindi per 1'isultnt0 nel primo caso

+/)

are te -—-.are t;.
[ V c o v ¢ v c
e nel secondo caso
— log tg arc cos 2=
a V 2

1 tg are co ___F b

= og tgarccos -,

a \/ 2V —¢’
Potremmo continuare a dare esempii di integra-

zioni fatte col metodo delle sostituzioni, ma eci

bastino per ora questi dati.

Passiamo invece ad esporre i principi di un
altro metodo che pud rendere moltissimi servizii
nella pratica, intendiamo parlare del metodo di
integrazione per parti.

Siano u (z), v () due funzioni derivabili; per le
regole di derivazione del prodotto si ha

L@ 0@ =) @+ (@) S n ()
donde
1 (x) % v(z)= % [u () v (r)] — o () ({l; w(r).

Facendo le integrazioni dei singo\l lermiwh o

:' tenendo presente che l'integrale della derivake &
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una funzione & la funzione stessa, si ha la fc
fondamentale

[E w2 g0 u@yo(e)— fm)

Fermiamoci un momento su questa formo
intendere in che modo essa pud essere ut
nostro seopo.

Si abbia da calcolare I'integrale di una fu
continua f (x). Noi potremo sempre imma
questa f (&) scissa nel prodotto di due fatt
cui uno lo chiamiamo « () e l'altro lo chial
dv(x)

dzx
rivata di una ignota funzione di # che chiai
v ().

Cid fatto, noi possiamo con quella forme
durre il caleolo dell’ integrale dato, al calc
un altro integrale in generale assolutamen
verso dal primo, e che pofra essere piu sen
o gia noto.

Noi possiamo fare in infiniti modi la dec
sizione di cui si &

du(

, ciog il secondo lo poniamo eguale al

¢ parlato; ma naturalmen
tutti questi infiniti modi noi sceglieremo que
esiste 0 se lo possiamo trovare) che soddisf
temporaneamente a queste due condizioni:
1.° Che si possa conoscere immediata
la funzione v (x);
2.2 Che la funzione

v () —

sia piu facile da mtegra\‘e che \a twarione

(lu()
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Anche qui tutto dipende dall’ acume personale
2 dalla perizia che si & acquistata in siffatta specie
1i calcolo.

Alcuni esempi rischiareranno meglio la cosa.

Si abbia da integrare

flogxcl x,

Consideriamo la funzione log & come il pro-
dotto di

logx.1

e il primo fattore lo chiamiamo u (x), mentre il

secondo lo chiamiamo (—l:;,(::).

o

Dalla relazione

dv
d_::;_l
si ha subito
e da
u = logx
si ha
du__ 1
dz  z°

Applicando la formola dell'integrazione per parti
si ha dunque

flog;cdm:.'v loga':—fda:
=a'log x — & + cost.

» cosi resta calcolato 'integrale dato.
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Alcune volte non si riesce a compire l'integra-
zione applicando una sola volta il metodo svilup-
pato, ma applicandolo piu volte di seguito.
Diamo un esempio di questo caso.
Si abbia

j z?genz d o,

Scindendo la funzione sotto il segno nei due
fattori

x2 =
do
sen . — -
dx
donde
du
— =2«
(l xr
0 =—cos.x
si ha

f.:,'?sen.vd.rz - ;z’cosw+2fzcos-vd.v

Ora l'integrale del secondo membro neanche si
conosce, ma evidentemente esso & piu semplice di
quello dato perché I'esponente di z & restato di-
minuito di un’ unita.

Applicando di nuovo lintegrazione per parti si
riuscira al risultato finale. :

Infatti si ha colla solita formola

.

) zxeosx dx ==xsenx — (senxdw

= 2! 3eN ¥ ¥ O/ X
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onde infine

Ja:’seuwdw:—m”cosm+2;vsen x+

+ 2 cos & - cost.

Nei paragrafi seguenti noi ci proporremo il pro-
blema dell’integrazione di alcuni tipi speciali di
fanzioni, e per alcuni tipi anche abbastanza gene-
rali potremo dare le formole generali di risolu-
zione.

Ma quando la funzione data non & riducibile a
pessuno dei tipi che si sanno integrare, quando
cioé sono riusciti vani tutti i tentativi e gli arti-
fizii adoperati, allora non resta altro espediente
che ricorrere all’integrazione per serie la cui teoria
poi la abbiamo sviluppata nel § 4 del Cap. II; si
cercherd ciod allora di sviluppare la funzione in
una serie che sia integrabile termine a termine.
e si otterrd cosi il risultato espresso sotto forma
di serie.

A questo proposito sviluppiamo il seguente esem-
pio. Si voglia calcolare I'integrale

de :
—_——— k2 <1).
f\/l—k”sen’:p (

Esso si suol chiamare integrale ellittico, e nelle
. matematiche superiori si studiano estesamente que-
t sti integrali che danno luogo a delle funzioni pil
elevate che le ordinarie funzioni trascendenti, me-
diante le quali essi quindi non possono esprimersi.
naturale quindi che se 11 vogliamo esprimete
mediante le ordinarie funzioni, quelungue tenke:
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tivo cd artifizio, deve riuscire vano, ¢ non si potra
cho applicare 'integrazione per serie.

Per non ridurre molto complicato quest’esempio,
noi e¢i limiteremo a calcolare non I'integrale inde-

finito, ma il definito fra o e il

2
La funzione sotto il segno sviluppata in serie di

)

(1 — A%sen?9) 2_=l+% k®sen? o +

1.3 1.38.5
LA VY 202926 00n6 .
.2.41(: sen ?+2.4.6L sen®o t+ ..

Questa serie ¢ convergente in ugual grado, per-
ché ponendo per sen o il suo massimo valore che -
¢ I, la seric dei massimi :

1 1.3
1+ =24+ ——F4+...
2 2.4 K+
¢ una serie convergente per k2<< 7, e quindi per
un principio noto (v. Calcolo differenziale, Cap. I,

§ 7) la serie in esame & convergente in ugual
grado.

Puo quindi farsi I’ integrazione termine a ter-
mine e si ha

(ln 1 .
f\ll ~L‘sen‘ = +_2_sz son’¢ ¢ 4

1.3
5—4/. fseu'cpd?-i-...

DPer giungere al risultato finale dovremmo quind
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conoscere un integrale della forma
f sen?t ¢ d ¢.

Un tale integrale lo possiamo calcolare col me-
todo d’integrazione per parti.
Si ha

f sen? o d 9 = —sen>*~1¢ cos ¢ -+

+@n—1 J sen2*-2g cos? ¢ d 9

e ponendo
cos®¢-— 1 —sen®y

e raccogliendo poi i termini simili, si ha infine la
formola

fsen2ﬂ?d?=_

20 —1
2n

Con questa formola 1’ integrale corrispondente
all’ esponente 2 #, si fa dipendere da quello cor-
rispondente all’esponente 2 n—2; applicando quindi
ripetute volte questa formola, sino a che ei ridu-
ciamo all’esponente zero, possiamo ottenere il va-
lore finale del primo membro.

Il calcolo si semplifica, se come abbiamo detto,
vogliamo limitarei al calcolo dell’integrale definito

sen2—l ¢ cos ¢
2n

sen?"-2 o d ¢.

fra 0 e _;_ Allora I'ultima formols. divente sew-
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plicemente
Y 2n—1
2,
sen*t ¢ g = sen~"—~ d
f T = 2 ey,
0 0

e quindi applicando questa formola 2 volte di se-
guito si ha
T (2n-—1)(2n-—3) 1 x
20 (] g = L —
f sen=" ¢ @n)@n—9.. 3

[

il qual valore sostituito nella serie da
J‘ de
\/ 1—72 sen2

o (LY e (L8, (1815 ]
_2[I (2)’” (0 4)‘ (2.4.6)"

§ 3. Integrazione delle funzioni razionali. — I
metodi indicati nei capitoli precedenti servono a
trasformare un integrale dato in up altro il cui
calcolo sia in molti casi pin facile.

Ora supporremo che la funzione da integrarsi
sia di una specie particolare e propriamente sia
una funzione razionale. Allora possiamo effetti-
vamente indicare un metodo gencrale col quale
calcolare I'integrale in ogni caso. S’intende perd
che la soluzione supporra sempre in generale quella
di un altro problema di una natura meno elevata,
come p. es., la risoluzione di un equazione wye-

brica, risoluzione che pmhcsm\e\ma potrehe ewsets
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difficile e anche inattuabile; il che perd non toglie
che dal punto di vista teorico il problema dell’inte-
grazione resti considerato come risoluto.

Supponiamo dunque una funzione razionale qua-
lunque che sara il quoziente di due funzioni intere
F(x)
f(x)’
fra loro.

Dividiamo il numeratore pel denominatore (sup-
posto che il grado di F'sia maggiore di quello di
f) ¢ ci riduciamo ad una parte intera pilt una
parte frazionaria in cui il grado del numeratore
¢ minore di quello del denominatore.

In quanto alla parte intera, la sua integrazione
si riduce ad integrare termini del tipo

che possiamo sempre immaginare prime

«x"

dove @ ¢ una costante; tali integrali si calcolano
colle regole note.

La questione si riduce dunque ad integrare una
funzione dal tipo:

F(2)
f (x)

dove F,f sono prime fra loro, e F' & di grado
minore di f.

Siano «, ay...ar le radici di f che supporremo
per ora tutte reali e sieno rispettivamente 2, n, ...
n, 1 loro gradi di molteplicita. Allora si ha dal-
l’algebra (come faremo vedere alla fine di questo

. F(x)

paragrafo) che la "mne 7= PUD  RCOTAROTE

f(@)
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nella somma di tante altre frazioni nel seguente
modo:

F(.L‘) _ l)l("l) bl(n,—l) bl’
f@) (@—a)n  (x—aym—! " x-a
b bytma=1) by’

BT G AT R <(1)

bp (o) bp (p—1) . . 1720
@ —ap)»  (x—ap)e—t " z-ap

dove le b sono costanti di cui alcune possono es-
sere zero, ma certamente perd sono diverse da
zero le:

bl("l) , I)z("z) g ees bp (”p‘.

Applicando allora I'integrazione al secondo mem-
bro, si vede che c¢i riduciamo sempre ad integrare
termini del tipo .

dx
(@—a)
Ora per » — I tale integrale &
log (x — «)

e per » diverso da 1, esso & invece

el

(n—1) (x-—ar1"

Si vede quindi che in quest maniera resta copr
pletamente risoluta la A7 tamentrazione © ¢
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inoltre che il risultato nom & che wun assieme di
funzioni razionali e funzioni logaritmiche.
Facciamo un’applicazione di questo metodo.
Si voglia calcolare:

" dx
Ja(l —af) °
Le radici del denominatore sono tutte reali e
s0NO
r=0rv=1r=—1

e sono tutte di mplteplicitz‘; 1. Allora poniamo

1 b
e e L

Per calcolare a, b, ¢, moltiplichiamo consecuti-
vamente per x,x — 1, & + 1, e poi poniamo rispet-
tivamente x —=0, =1, « =—-1.

Si ha cosi:

. 1 1
ea=1 , b_'—f y ==y
onde infine
(_d=z _ ‘ﬁ”_ e
Ja(l-2% ) 2fx—1 Jx+1
= logx——;— log(x —1) — —9 log(@+1) 4+ C

T 1 C.

@f—1)

= log
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Questo metodo si pud utilmente adoperare nel
caso che tutte le radici a di f sieno reali. Se alcune
delle ¢ sono immaginarie allora noi non possiamo :
procedere nel calcolo, perché tutte le considera-
zioni fatte fin qui sul calcolo differenziale ed in-
tegrale si riferiscono essenzialmente a funzioni non
complicate con immaginari.

Bisognerebbe prima di tutto cominciare ad esten-
dere tutte le considerazioni fatte fin qui al caso
delle funzioni immaginarie, e si potrebbe effetti-
vamente dimostrare ehe operando sulle quantiti
immaginaric come se fossero quantitd reali, si giun-
gerebbe a risultati finali dai quali I’immaginario
deve sparire, ed i risultati che cosi si verrebbero
ad ottenere sotto forma reale sarebbero esatta-
mente i richiesti.

Perd & utile mostrare come anche nel caso che
alcune radici di f sono immaginarie si pud con-
durre avanti il calcolo dell’ integrale senza intro-
durre alcuna quantita immaginaria.

Supponiamo pereido che £ abbia la radice imma-
ginaria (« 4 #8) il cui grado di molteplicith sia
n. Avra allora anche la radice coniugata (x—7 §)
collo stesso grado di molteplicitd. Quindi avra per
fattore

[(x—2)2+ Br= (224 ax + D)*.

Allora si sa dall’algebra (e noi lo faremo vedere
alla fine di questo paragrafo) che la frazione
£(z) si pud he in uwalite Tostiets
Py 0 sc che in uw

7(2) p omporre an



"

Integrazione delle funzioni razionali. 95

diversa da quella rappresentata dalla formola (7),
ciod si pud scomporre in una seric di termini
di cui alcuni sono come in (1), e sono quelli cor-
rispondenti alle radici reali di f, e altri sono del
tipo
cx-+d
(Pt aw+ b
dove le radici di

2+tar4+0b=0

sono immaginarie
Tutta la questione si riduce dunque a calcolare

cx+d

J@2+ax+ b)"

Se, come avanti, sono (x4 8), (x— i B) le radici
del denominatore, si ha:

2tax+b=(x- «)4 2

e 'integrale diventa

J [ —ct): _:_i pE)n ¢ Lo (n>0).

Questo integrale puo scriversi identicamente

£

‘c(x—a)+ (cxtd) ,
N GCEL
dx
.;—J‘[(” “2).*_32],,(1/1:‘4(614(1) [[(1 ST

Il primo di questi integrali colla sostituziowne

T—o=y.
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diventa

f_ydy
(y® + g%~

che ¢ eguale a
c 1

T 2n—2 (et (se n>1)
oppure a .
,;_ log (y2 1 B?) (se n=1).

Resta quindi a considerare solo I’altro integr
il quale colla medesima trasformazione in y
venta intanto

dy

(y? -+ 8

Se n =7 1, allora questo integrale ¢ eguale

8

b

1 Y
-arctg — .
aa.cg'p

Se #> 1 facciamo le seguenti altre trasfor
zioni.
Osserviamo che

[ ot [OEEY
gt o= | griey

/ yidy ,,,g dy
2+ 8% ) ey
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e facendo l'integrazione per parti si ha inoltre:

yidy — _ Y N
(2 + 8 a 2n—2)(y2 + gt

1 [ dy
Tan— 2J @+ p2m1

. la quale formola combinata colla precedente da

dy
lover =
N v . 2n— J'
T (2n__2)p2(y8,§2)n—1 (27& t-/p2 (J-.pﬂu -1

Si vede che colla successiva applicazione di que-
sta formola di riduzione, dobbiamo giungere (poi-
ché » & un numero intero positivo) al calcolo di
un integrale della stessa specie, ma dove I’espo-
nente di (¥? + B%) & I’ unita; un tale integrale si
esprimera allora mediante la funzione arco tan-
gente, come abbiamo visto sopra.

Resta cosl risoluta completamente 'integrazione

| della funzione razionale data, supposte natural-

mente note le radici dell’ equazione f(r)=o, e
si & visto anche che pud condursi il caleolo in
ogni caso, sempre colla introduzione di sole quan-
titd reali, anche se le radici dell’equazione f(x)=o0
sieno immaginarie.

Come risultato di tutta questa ricerca possiamo
dire: che Uintegrale di wna funzione razionale si
esprime sempre mediante i soli tre tipi di funzioni,
1° funzioni razionali, 2.° funzioni logaritmiche,
3.0 funzione arcotangente. Se nel calcolo mon su

Pusoar, Calcolo integrale. 1
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vogliono introdurre le quantitd complesse occor-
rono anche le funzioni della terza specie; si pud
invece limitarsi solo alle due prime specie volendo
introdurre gli immaginarii.

Prima di terminare questo paragrafo, ¢i occorre
ora, per rendere pilt completa la nostra trattazione,
riassumere i teoremi generali dell’algebra relativi
alla decomposizione delle funzioni fratte razionali
in frazioni elementari, teoremi che sono il fonda-
mento di tutti gli sviluppi fatti in questo para-
grafo.

Divideremo questa trattazione, che del resto &
una parte puramente algebrica, in vari sottopa-
ragrafi.

a) Teoremi generali sulla decomposizione delle
funziont razionali fratte. Immaginiamo una fun-
zione di cui il numeratore e il denominatore sieno
due polinomi in x

F(@)
f(z)

dei gradi m, n rispettivamente.

Se il grado di F'é& maggiore o eguale di quello
di f, si esegua la divisione dei due polinomi, e
si ha una parte intera Q (x) di grado m—n, e un
resto R 'x) di grado minore di #; allora pud scri-
versi:

1

F(2) R (a:)
f(2) f (@)

Prima di tutto dimostriamo che questa scom-
posizione in una parte intera e in une. irezivoary

=Q(2) +
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non pud farsi che in un sol modo. Sia:
F@)=gyam + g, am 1+ ... + am
f(-’v) = bo -‘I‘” + bl x”'l +. .o + bu;
dico che in un sol modo si possono sempre tro-
vare altri due polinomi Q (r) di grado m — », e
R (.r) di grado minore di #, tali che si abbia iden-
ticamente, cioé per qualunque valore di x:
F(z)=Q(r)f(z)+ R 2).
Poniamo:

Q (3-) =g + ¢ XV 4 L+ Gien
R =rox? 14 ra"24+...+ ru-1.

Allora si deve avere:

o Zm +alxm~—l +...tam=
=(by 2 +byen=14,.0bn ) (o™ —"qy Z™ Vo ot G - n)+
+ 7y =124+ oy

E poiché questa eguaglianza deve sussistere qua-
lunque sia il valore di Z, si ha che i coefficienti
delle diverse potenze di # nel primo e nel secondo
membro debbono essere uguali e quindi si hanno
le relazioni:

{ao =by qo
g =byq +bq
M) =byq:+b g + 39

’ a3 =bogs+ by g+ brq, + ;9

/
| @m-n=10y gm I:J "2_3 3 ...t bu—nQo
’-€' ? n
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"@m—nt1 :‘—bl Gm-n+ b,, gm—-n—1 t ..ot bm—n-l-l Gotty
\ Am—n+2 =bz Qm—n* b;; gm-n—1tF...¢ bm—u—l—‘zqo h

L =bn gm—n + rn—1.

Da questo quadro risulta che la prima catego-
ria di formole non contiene i coefficienti », e con-
tiene invece futti i coefficienti g. La seconda ca-
tegoria contiene i coefficienti » ed i coefficienti ¢.

Inoltre dalla prima categoria di formole i coef-
ficienti ¢ si determinano in una sola maniers,
perche la prima di esse contiene solo il coefficiente
(o, © quindi lo determina in un modo unico; la
seconda determinera poi in un modo unico il va-
lore del coefficiente ¢;, determinato che sia ¢,; e
cosi di seguito I'ultima di quelle equazioni deter-
minera il valore di ¢m-n.

Determinate cosi tutte le ¢, le equazioni della
scconda categoria determineranno in un modo
unico le ».

Resta cosi dimostrato che esistono sempre i po-
linomi Q(+) e RB(x) colle propricta indicate e non
si possono determinare che in una sola maniera.

Dimostriamo ora il seguente teorema:

Sia (x — a)® un futtore della funzione f(x), civé
sie a una radice di f(x) multipla di grado . Al-

h
lora le funzione irreducibile - f((:_; si puo sempre
scomporre in
F(z) 4 N F ()
fe) (w—ur (@—arfid)
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essendo A una costante, F, (x) un polimonio intero
e f, (x) il quoziente di f(x) per (x —a)".

Infatti essendo

f(@)=(z—a)f, ),

si ha identicamente
F(:::)= F(x) __ 4 Fz)—Af; (x)
fl®) @-a)filz) @—a) (@—a“f (@)’

Ora possiamo sempre scegliere la costante A
in modo che

Fla)—Afi{a)=0
cio¢ possiamo porre A ugiale a
4 _F@
fi(a)’

e allora la funzione
F(x)—Af; (@)

avra per fattore £ —a, e quindi nel secondo ter-
mine della formola superiore possiamo sopprimere
un fattore # —a e resta una funzione F)(a) di
grado m — 1, mentre al denominatore resta:

w—a 1f, ();
si & operato cosl la richiesta scomposizione.
Da questo teorema possiamo dedurne un altro:

TImmaginiamo che tutte le radici di f'x) reali
0 immaginarie sieno:

ab,...1
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colla molteplicita :
a Byl

allora la frazione puo decomporsi in

(x
f(x)
F(zy A 4, e
flz)  (r-—a)" + (x—a,a~l+"' L

B B, Bg-1
taow te T rey

+

+

dove le A, B,... A, B,... sono delle costanti.
Infatti, tenendo presente la scomposizione dimo-
strata sopra, e riapplicandola alla frazione

L F@®
(@ —a)-1fi(x)’
si ha
F(x) A, F, (%)
(@—a)e-1fi'z) (x—a)r! (z—a)2f(2)

e al secondo termine applicando daccapo la for-
mola di scomposizione, e sostituendo, e poi cosi
proseguendo si ha infine la dimostrazione del nostro
assunto.

Possiamo osservare che i primi coefficienti A4,
B,... non possono essere mai zero, perché sap-
piamo che essi sono dati da

_ F(a)
fla) °

_F@®)

A —"fm e

B
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e dovrebbe essere F'(a)=0, cio® a essere una

radice di F(x)=0 contro l'ipotesi che i“((.,:‘)
' )
una frazione irriducibile.

b) Metodi per effettuare la decomposizione nel
caso delle radici reali. — Distinguiamo ora due
casi fondamentali, cio¢ il caso in cui le radici di
f(x) sieno tutte reali e il caso in cui ve ne sia
qualcuna immaginaria.

Nel caso in cui tutte le radici sono reali distin-
guiamo quello in cui sono tutte semplici e quello
in cui ve n’é qualcuna multipla.

Sia dunque in primo luogo:

f@)=(x—a)(x—0)...(x =1).

Allora il teorema precedente ci dice che pud
porsi

F(r) A4 , B _ C L.
f(a:)_:c—a+x—b+m—c i x—1

sia

ora vogliamo dare un metodo per trovare i valori
dei coefficienti 4, B, C...
Sappiamo gid che posto
f@)=(z - a)f;(r)
cioe
filx)=(@—b(z-c)...(x—1)

sard:
_ F(a)

A= .
f1la)
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Ora facciamo la prima derivata _di f, e si ha:
ffx)=@—=b@@—c)...(c—=1)+
+ (x-a)z-c)...(x=-l)+(v-a)(x-0)...(x-1)+...

donde:
f@=(@—b)a—c...(a—0)=fla)
Ne deduciamo dunque senz’altro in questo caso

_F(a) B F)
'@ fe)
Possiamo applicare questi risultati per dimo-
strare una formola che pud essere utile in diversi
casi.
Supponiamo che F(x)sia di grado n— 2 essendo
f(x) di grado n.
Allora nella formola di scomposizione, moltipli-
cando per
f@)=lzx—a)(z—0b)...(x—1)
si ha
Fay=A@x-0b(x—¢)...+
+B@-ag(@x—c...+

e nel secondo membro il coefficiente di z#-1 &
A+B+C+...

Y
cloe

F@ ,FQ)  ~ _  F(@)

rotre T e
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intendendo che il segno 2 si debba estendere a
tatte le n radiei di f(«)==0.

Intanto in F'(a) il coefficiente di «*-! ¢ zero,
onde possiamo scrivere:

+F @) _
NACEE

Passiamo ora a vedere come si calcolano i coef-
ficienti 4, 4, 4;... B, B,, By . .. del caso generale.

Naturalmente essi si potrebbero determinare col
procedimento tenuto in @); ma questo metodo sa-
rebbe lungo, e noi vogliamo trovare delle formole
che ci possano dare i valori delle 4 mediante le
derivate di f e F.

Partiamo dalle formole

_F@ 5@
A—fl(a) ! 1 fl(a)o..
dove
F (&)= &)}—TA{;’M
 Fy(@)= F ('T)x——ft; f1 (@)
Essendo

f@)=(z—a)f, (1)
si ha derivando colla formola di Leibnitz
!
f@=afe)+e ] @—af @

L e(a—1) af .
P g @— af (@

[ T S
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Feri(om=e 1) D2 Mgy ) +

R R (S AT TN

e per x=gq si ha
fe(a)==e!f,(a),

C i @), ota(a)

(= '2)

feti(a)= '1(8),...

Ora derivando successivamente le formole
(r —a) Fy (¢)=F(x)— Af, (z)
(= — a) Fy (x) = F, @)-‘Axf':(-’”)

si ha
F,@t@—a)F' (x)=F (x)- A f,(z)
F, (z)+@—a) F'y'a)=F'", (x)— A, f',(2)
2F (z)+(x—a) F"(x)=F" (z)— A ()
2F'y(x) +(x—a) F' (x) = F",(x) — A, ", (x)

e per x=gq si ha:
Fi(o)=F (a)—Af", (a)

=F @ - g omf

PER) Jc\\\
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Fy(a)=F';(a) — 4, [, (a)

" _ "
_F"(a) 24; ’(a)——Alf’,(a)

T 7 @50 -

o )f“+'(a)

Sostituendo nelle espressioni che danno i valori
di A4, 4,, 4; ... si hanno le richieste formole di
ricorrenza:

F@—4fe@=0

F'@) - iy (@ = S fela=0

4 \ 'A o
F' (al—mf 12 (a) —

i@ 0 =0

la cui legge di formazione & evidente.

¢) Decomposizione delle funzioni fratte nel
caso in cui il denominatore abbia radici imma-
ginarie. — Nel caso in cui fra le radici di f(x)
ve ne siano alcune immaginarie, allora si potrebbe
anche effettuare la decomposizione opersta neL
paragrafi precedenti, ma allora e formole vertee-
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bero complicate con immaginari, e si avrebbe una
decomposizione immaginaria.

Perd in questo caso si pud fare un’altra decom-
posizione, che & quella che noi passeremo adesso
ad esporre.

Tale decomposizione risulta dal seguente teo-
rema:

Se (22 +px + q) ¢ un fattore del denominatore
f(x), cioé si abbia
f(z) =(@*+px+g*fi (1)
e si ha identicamente
F(x)__ Pa+g F, (z)
fla) (P+prtq) " (PP+px+qr1fia)
essendo P,Q due costantz, ¢ F,(x) una nuova fun-

zione intera.
Infatti si ha:

F@) _ ) =
flz) (= +pete)fi(a)
. Px+0Q F(z) - (Pz+0Q)fi (7)
@ prtgr T @4prtrfile)

Ora possiamo determinare le due costanti P, Q
in modo che

F@) - (Pr+0Q)fi ()
abbia per fattore »?-+ p 2+ ¢; giacché sieno
a+if
o —4%
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le due radici di
a*+px+q=0;
allora deve essere
F+ip)—[Px+if)+Qlfi(x+iB)=0
Fa—if)—[Pa—iB) v Qfi(x i) =0
donde:
F(ex1:8)
fl%iB)

e calcolando il secondo membro ghe sara in ge-
nerale della forma:

Pexif)+Q=

M£iN
si ha
Pet Q=M
PR=N
donde:
N
=%
o—m-1.

Per i valori di P,  cosi determinati sara
F(x)—(Px+ Q) fi (x)=(a*+ px + q) F, (2)
. e quindi resta dimostrato il nostro assunto.

F Colla successiva applicazione di questo teorema
¥ si vede, analogamente come in ), che s\ o\
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decomposizione
F(x) _ Px+ @ Pl-'l"*'Qn
f@ @ +pr+qr  (@rpatoprt”
Pu-12+ Qu-1 | Fu(®)
#tprtq | filw)

I coefficienti P, Q, Py, Q,,... sono determinati
dalle relazioni :

F:k)

P]+P_?1(k) y (PEk+rQf,k)=Fk
Pk g, — ‘;‘,’0‘)’ L Bkt QB =F®

dove k£ ¢ una delle due radici di
22+px+q=0
e F,(z), Fy(z,... sono definite dalle formole:
(@ +pz +q) Fy(x)=F(z) - (Pz+ Q)f, ()
@ +pr+q)F(@)=F ) - (Px+Q)f, ()

Prima di abbandonare questo argomento & utile
osservare che nel caso in cui le radici immagi-
narie di f sono semplici e non multiple, allora
questa decomposizione si pud ricavare facilmente
dalla prima decomposizione.

Infatti sieno k, %' le due radici immaginarie
coniugate di #? + p ® 4 q; allora facendo \a der



F Integrazione delle funzioni razionali. 111

composizione col primo metodo si hanno le duc
frazioni:

R R
oy -y

dove

B FG R

fi (k) (k — k) f (&) (& —k)’

riunendo in una le due frazioni si ha:
(R+R)x—(RE'+Rk) (R+R)»—(RL+R'F)

(z—k) x—«) L +pr+gq ’
essendo %, X' due numeri immaginarii coniugati,
anche R,R' saranno immaginarii coniugati, e quindi
anche R, R'%, onde:

R+ ¥
RK + Rk

saranno certamente numeri reali, perch¢ somme
di numeri immaginarii coniugati. Inoltre ponendo

F (k)

R=

sotto la forma

fi (k)
M+ N
e
k=a+iB ., kK=a- 18,
si ha:
_ M+ N
= 2:8
R,_M—Ni

T —2i8
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onde
R—I—R'=lﬂ—v=P
N (B M Vi
—(RIVI‘RIIL,;—(J[ Ni)(z-if) .11’[ Ni)(a l,.)=
—218
%
=M—l\:B-=Q.

§ 4. Integrazione delle funzioni irrazionali. Inte-
grali binomii. Integrali ellittici. — Mentre nel caso
delle funzioni razionali noi abbiamo potuto risol-
vere completamente il problema dell’integrazione,
non possiamo piu fare lo stesso nel caso delle
funzioni irrazionali. )

Per questo dobbiamo limitarci a considerare
solo dei tipi speciali, ¢ vedere se & possibile, e
come, assegnare per tali tipi il metodo generale
di risoluzione.

Uno dei tipi pit facili di funzioni irrazionali
¢ quello in cui compariscono varie potenze fra-
zionarie della variabile z; quello cioé di una fun-
zione

f(xrz, ‘1"31 .I‘}',,,)

dove %,8,Y,... sono dei mumeri qualunque razio-
nali frazionarii. La fanzione f & cosi effettivamente
una funzione irrazionale di +'; ma con una sem-
plice trasformazione possiamo subito ridurci al
caso delle funzioni razionali.

Sia in effetti v il minimo comune multiplo di
tutti i denominatori delle fraziomh %%, . .o, Now
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i prodotti

wx, wB vy,
saranno tutti numeri interi.
Poniamo
xr = yl‘
e quindi

' a* = yhe, a‘ﬂ:y.“ﬂ,,,.
dx=uyr-1dy.

Con questa sostituzione si ottiene una funzione
in , ma in cui gli esponenti di  sono tutti nu-
meri interi; si ottiene ciod una funzione razionale
in y; siamo cosl ricondotti al caso gid considerato
nel paragrafo precedente.

Consideriamo ora un integrale del tipo
[ra v Pas

dove R sia un polinomio di 2.° grado in a, cio¢
R=a+2bx +ca?,

e f rappresenti una combinazione razionale di

z e di VR. La f & naturalmente una funzione
frrazionale di 7, e Pirrazionalitd proviene dal ra-
dicale di 2.° grado V R.

Facciamo delle trasformazioni preliminari per
mostrare come, 2 meno di trasformazioni algebriche,
I'integrale dato pud comporsi mediante alcumis &
tipo determinato.

Puscaz, Caleolo sntegrale., 3
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Cousiderando che la seconda potenza di Vi
gia un’ espressione razionale, ricaviamo che in

il VR non ci potrh comparire che solo a pri
grado; la forma generale di f & dunque

¢ (@) + ¢ (®)V R (z)
x) + Y, () \/m |
Moltiplicando il numeratore e denominatore |
o (@) — ¥ (:c: \/m
la f(x) diventa -
)91 (@)- 4w m)R(w)u/R(w (o (@1H@)-0(2 o
: %’ (@) — ¢,% (@) R(.’L‘)

cio¢ il denominatore diventa razionale. La f ¢
dunque sempre ridursi al tipo

G(w)+H(w)\/'1_a

-dove G, H sono due funzwm, razmnah di 2.
Quindi dobbiamo occuparcl solo di un mtevr
del tipo -

J'H(x)\/R(w,'dw

0 anche, moitiplicando e dividendo per \/F,
(w)R(w)d ' K(»)

\/R(.x) , ‘\/R(w)

_dove K (z) & una funzione razionale gualunque
Se ora scomponiamo la funzione K in una pa
intera, e in frazioni elementari, sk e te
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esposta nel paragrafo precedente, si vede che »o-
lendo stare sempre nel campo delle quantita reali,
ci riduciamo a soli ¢re tipi di integrali, ciod

xnr d
P — w’
VE(2)
proveniente dalla parte intera contenuta in K,
L 1
f T —_— dx,
(w - a,”\/ R (x)

proveniente dalle radici reali del denominatore
di K, C

J‘ _ ca:+‘d' —da,
J @ +po+ gV E®@)

proveniente dalle radici immaginarie del denomi-
natore di K. Si pud far vedere che ciascuno di
questi integrali pud sempre ridursi ad integrale
razionale. , '

Una tal dimostrazione la faremo per un inte-
grale del tipo generale

[tevE@) o

e non per un integrale di uno dei tipi speciali
soprasegnati; perd praticamente le trasformazioni
ora indicate potranno essere molto utili.

Distinguigmo i due casi di ¢ positivo e ¢ ne-
gativo. ' )
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Sia in primo luogo ¢ positivo. Allora poniamo |
VRE=y+ e
donde
a+2bx+crt=yr+2Jcaxy 4 ca?
e quindi

2(b-Vey)
VE=y \/c(u —a)  Jey*—2by+aye
Y56 —Veu) 2(6 —Vey)
Qz—= 2y(2h— 2x/cu)+2(y’-—-a)\/—
, 4(6— \/cy)2 dy
\/cy ——2by+a\/‘
2G-Veuy Y

Con queste sostituzioni & evidente che la f di-
venta una funzione razionale di y.
Applichiamo questa trasformazione all'integrale

dx
r_R .
Esso diventa semplicemente
b—vVey

che & eguale a

‘/_Iog(b-—\Icy) + cost.
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onde infine il nostro integrale &

_ 1 log (6 —VeVE + cx) + cost.
Ve

Supponiamo ora ¢ <0. Se la funzione da inte-
grare ¢ una funzione di & reale per ogni & reale,
pon potra essere VR una quantita immaginaria,
cio® R non potra essere negativo per ogni valore
di z; ora

R=c(a:’+ g£01:+-¢-)
c c
=c(xr —a)'x —§)

se «,B sono le radici di B = 0. Queste radici non
potranno percid essere immaginarie perché se lo
fossero, il prodotto

(@ =) (@ —§)

per ogni 2 reale sarebbe il prodotto di due quan-
tith complesse coniugate e quindi sarebbe eguale
alla somma di due quadrati di numeri reali, ciot
una quantith essenzialmente positiva; per ¢ nega-
tivo la R sarebbe percid negativa per qualunque
x reale, e quindi B sarebbe immaginaria, e la
funzione data contenente razionalmente 1’ espres-
sione V R sarebbe complessa, mentre che noi sup-
poniamo che la funzione data sia sempre una fun-
zione reale.

Se le radici «, B sono reali, possiamo noi allora
fare la trasformazione

t/T?-':y(x S_)
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la quale riuscird una sostituzione reale. Di qui,
quadrando si ha:

R=a+2bx+cx®=y?(x —a)?

cio¢ .
c(@—uo, (z—B)=y®(x—0a)?
e —B)=y(x—2)
donde ’ '
p—CBh—y
c—y?
_—2ayle—y)+2(cB—aydy
drx=  —9)? dy
_2cy(f—u)
. ey dy
— cf—ayld
V= (=)
—cyB—e)
=

e, come si vede, anche con questa trasformazione
ci riduciamo ad una funzione razionale di y. Que-
sta trasformazione pud naturalmente farsi anche
nel caso in cui ¢ ¢ positivo, purché le radici di
R =0 sieno reali. A ,
Applicando questa trasformazione all’ integrale
gia considerato sopra, esso diventa

2-" dy _ 2 __d_y_____

— - 2
c—T e 1+(L)
V—

2 Y
= — ——arce g — A cotk.
—_C gd —C
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Dopo avere studiati gli integrali di funzioni'con-
enenti la radice quadrata di un polinomio di
2.° grado in &, viene spontanea I'idea di conside-
rare gli integrali di funzioni contenenti la radice
quadrata di un pohmomo di 8.° 0 di 4.° 0 di grado
superiore.

Senonché mentre nel caso del polinomio di 2.°°
grado, si & visto che si pud sempre effettuare la
integrazione per mezzo delle funzioni ordinarie,
non & pilt lo stesso per gli altri casi. Per questi
casi occorre l'introduzione di funzioni trascendenti
piu elevate delle ordinarie. Tali integrali si chia-
mano integrali ellittici e furono studiati per la
prima volta dal matematico italiano Fagnano (1682-
1766; e da Eulero (1707-1783) e poi piti diffusa-
mente da Legendre (1752-1833).

La denominazione di ellittic: viene a loro dal
fatto che per mezzo di essi si risolve il cosiddetto
problema della rettificazione dell’ellisse.

Noi non possiamo entrare in una trattazione
degli integrali ellittici. Ci limiteremo solo a sta-
bilire aloune nozioni fondamentali.

Con una trasformazione nei cui dettagli noi non
vogliamo entrare, si giunge a far vedere che sup-
posto che nel calcolo si vogliano includere anche
le quantité complesse ogni integrale della forma

[tevBae

dove R é un polinomio di 4.° gmdo e fé il sim-
bolo di una [funzione razionale, st pud sempre
esprimere mediante una combinazione lineare i
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integrali dei soli tre tipi:

1.fi"—
2
2fydu

dy
3. | —————
(¥*—a)VR

dove R & il polinomio di 4.° grado sotto la forma:
BR=1—p)(1—Fky? (B*<1).

Tali integrali si chiamano gli integrali normali
rispettivamente di 1.%, 2.*, 3.* specie di Legendre.

Vogliamo ora mostrare come questi tre integrali
si possono ridurre ad un’ altra forma che viene
molto spesso adoperata, e che noi abbiamo anche
altra volta avuto occasione di studiare a proposito
degli sviluppi in serie degli integrali (v. Cap. II1,
§ 2). ‘

Poniamo

Y =seng
dy=cosydy

e i tre integrali diventano

].I_L
v1—Fk?sen'¢

2 __sen’edy
V1 —k®sen? ¢



Integrazione delle funzioni irrazionali. 121

/ v
3. ——
(1 + nsen®*)V1— k®sen’ g
& meno di un fattore costante

ponendo poi anche @ =— —-17:

Questi tre integrali sogliono indicarsi rispetti-
vamente coi simboli

F(, Zlg), (g

e il primo di essi & proprio quello da noi consi-
derato nel luogo citato.

Essi potrebbero calcolarsi operando 1’integra-
zione per serie.

Passiamo ora a considerare un altro tipo di in-
tegrali, assai meno complicati ciot i cosiddetti
integrali binomii, considerati per la prima volta
da Eulero.

Un tale integrale & della forma

l am(a +bar)dx

dove m, n, p sono dei numeri razionali frazionarii
positivi o negativi. Se il numero p fosse un numero
intero positivo o negativo, allora si potrebbe svi-
luppare la potenza del binomio o al numeratore o
al denominatore secondoché p fosse positivo o ne-
gativo, e si avrebbe una funzione razionale di va-
rio potenze frazionarie di «; un tal tipo di fun-
zione lo abbiamo gia considerato sul principio W
questo paragrafo.
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Suppomamo quindi che p sia un: numero fra-
zionario.

Inumeri m,n possono sempre supporsi dei numeri
qualunque, ma & facile vedere che, senza diminuire
la generalita, essi possono sempre supporsi_interi.

Perche se non lo fossero, e sia v il minimo co-
mune moltiplo fra i loro denominatori, ponendo

= y,“ )
I'integrale si trasforma in

" ’ ylmFOE=1 (g 4 B yye d y

che & anche un integrale binomio, ma ddve “perd
gli esponenti di y dentro e ‘fuori parentesi sono
numeri interi. _
Inoltre » pud sempre immaginarsi positivo, per-
ch¢ altrimenti I'integrale dato pud scriversi -

f amtnp ‘qx—n - prdx

moltiplicando e dividendo il primitivo per 27»;
s¢ n ¢ negativo, —n sara positivo, e quindi I'in-
tegrale dato resta sempre ricondotto ad un altro
in cui I'esponente di x dentro parentesi & positivo.

Facciamo ora la seguente trasformazlone - po-
niamo

atbarn=y
donde
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—
. —i y_a;:—l .
do= (15 dv

e quindi Tintegrale diventa

. 1 j‘ m . 1—1
RO N i P AT
nb (1 )y% b)

' ' . ml

(= o
b ”’( b )

Se invece di prender le mosse dalla forma data
dell’ integrale binomio, prendiamo le mosse dal-
P’altra forma equivalente

f xmtww(q - -+ b)Pdx

ponendo @ x* + b =y, abbiamo invece

_mH
__Lj'yp(y—b T an

na a

Ora se ¢ un numero intero, allora la

[ si pud subito ridurre ad una funzione razio-
nale ponendo ¥ =2# dove p. sia il denominatore
' m—+ 1

+p

¢ un numero intero-la II potrd colla medesivas
sostitazione ridursi ad una funzione razionsle.

del numero p. E cosi analogamente se
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Abbiamo dunque: esistono due cast tn cui l'in
tegrale binomio pud immediatamente ridurss ac
un integrale razionale, e questi due cast sono:

1.0 Ouando. m+1

¢ un numero intero;

2.2 Quando n : 1

Quando non sono verificati questi casi allora si
possono adoperare delle formole di riduzione colle
quali l'integrale binomio dato resta espresso me:
diante altri in cui gli esponenti m,n,p sono di
versi.

Tali formole di riduzione si ottengono appli-
cando il metodo dell’ integrazione per parti. Cosi
ponendo

+ p é un numero intero.

u='a+bar)?
dv

= pm
dx

donde
am+1
Y= m +1°

g—g-——bpn(a+bw")l"lw”‘l

si ha la formola

n n’ _mm-H(a""bw” )P
.[w'(a+bx Pdx= mrl
bpn + A Y22 ‘sb
— = - o\
1 xm "(a-\-bsc)\ d \ ]

\
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colla quale l'integrale binomio corrispondente agli
esponenti m, n, p, resta espresso mediante quello
cogli esponenti m +n, n,p — 1.

Se ora poniamo

fx’”(a sbar'pdx= |zma+ba") a+ban p-ldx

=afz'"\'ao bx”)ﬂ-ldawa:c""""(aobx" yp-tdx

e eliminiamo colla formola precedente quest’ulti-
mo integrale otteniamo

. _amtl(g - banp
fa:m(a+bx",1’dw-— mritpn
apn , I (B)
+mf—+l+pnj‘x"'\a.+bx.)1’ dzx

colla quale formola il solo esponente che resta
cangiato, e propriamente resta diminuito di una
unita, & I'esponente della parentesi.

Combinando cosi fra loro in vari modi questi
artifizii potrebbero trovarsi quante formole di ri-
duzione si voglia. I inutile del resto stabilirle qui,
sia perchd non offrono nessuna difficoltd teorica,
sia perchd® & pil conveniente adoperare quelli ar-
tifizii caso per caso, e, adattarli alla natura par-
ticolare dell’integrale che si sta considerando.

Molte volte & pid conveniente applicare le for-
mole di riduzione che si ottengono cogli artifizii
indicati, anzich® servirsi, anche che si verifichi, del
eriterio dell’ integrabilita di cui abbiamo pariake
sopra.
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" Quando con nessuna formola di riduzione pos-
siamo ridurci ad um integrale noto, allora non
resterd che adoperare la integrazione per serie;
sviluppando in serla la potenza pma di (@ + b 2" ). .
Come esempio si potrebbe scegliere 11 calcolo

dell’integrale

amd

V1 -—a:2
che pud scriversi

1
jx'”(l —a) “da

e quindi & un integrale binomio, dove a = 1,

(m = mtero)

b=""1, ’I’L=2,p=—‘éc

E facile vedere che esso rientra nei casi ele-
mentari d’integrabilita.
"Infatti se m & pari allora

m+1, _21_%_1__1__?_" |

n PTTe TaT 2
¢ un numero intero, e sé invece m & dlsparl allors

m +1 _m +2
n . on

¢ un numero intero. 1

§ 5. Integrazione delle funzioni trascendenti. —
In questo paragrafo studieremo alcuni speciali tlp1
di funzioni trascendenti e faremo vedere eome si
possono- integrare. .
1 8i abbm una funzione del ipo

f(e)

essendo /il simbolo di una funzione tezionnle.
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Ponendo _
e =y

e dxr=dy

d$=ﬂ-

Pintegrale della funzione data si riduce a quello
di una funzione razionale di y. _
2.° Consideriamo ora gli integrali del tipo

sen™ & cos* 2 d x

Ponendo
senx=¢

si ha da integrare

o wt
jtm‘(l—t’, *dt

e quindi ci riduciamo ad un integrale binomio.
Perd possiamo procedere diversamente.
Operiamo il metodo d’integrazione per parti

prendendo : '

—y,

1 dv
u=cos* ' & y —— ==sen" & cos &

dx
esi ha: | '
B . : - genmt+l g cos 1
sen” & cos" X d & =
} m -+ 1
.y n—1 g o
- -| sen™+2 o cog®~2 2 d. o

m -
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e facendo una trasformazione analoga a que
adoperata per gli integrali binomii, cioé |
nendo

f sen"2 x cos" 2 xdx =
= I sen™ & (1 — cos® &) cos® 2w d x
= fsen"' zeos*2xdax— J sen™ & cos" Z a

e sostituendo e risolvendo rispetto a:

f sen™ & cos® £ d &

si ha infine

fsen'" Zeostxdx =

~

sen”tl xcos" 1o n —1 .
= - —’ sen”Z cos*—2x d
m-+n mA-n,

3. Si abbia inoltre da calcolare
‘e“-’cosbwdw s fe“fsenbmdw.

Operando la integrazione per parti si ha:

e*cosbax b
ezcosbrdax = T +—d esTgen b & ¢

i ¢%* senb

je‘“‘senbwdwa —%\e‘“m\\)mx
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donde
J‘Wcosbwdm:acosb::izgsenbmeu+ c
[ senpaas = 2R EZ 0T ey

4.° Si abbia infine da calcolare I integrale
corrispondente ad una funzione del tipo

f (sen @, cos )

essendo f il simbolo di una funzione razionale.
Ponendo

tang f;=t
si ha:
x @ x 2t
- il = o8 = ol
sen z = 2 sen 5 008 5 2tang2 cos® 5 = {1
1- tang e ¥ 2
008 @ = cos? 5 — sen? — = R e
2 2 1+
1 + tang® —
2
do _ 2
dt — 1+¢°

Onde con questa sostituzione la funzione da
integrarsi diventa una funzionc razionele W b e
quindi si integra coi metodi moti.

PAsCAL, Calcolo integrale. ?
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Cosi p. es., determiniamo
J dax
asenx + beosx

Si ha, operando la trasformazione precedente:

o ’ dt —9 dt _
. .,ut+b(1 J (a® + b3)-(bt-a)?

. [ bdt ,
\/a’-l- b J\/t¢’4—b’+(bt—a) N

J‘ bdt _
\/a’—r b —(bt—a

1 \/a’+b"-_i—(bt—u)
~/u‘+b’ VR T —(bt—a)

e sostituendo poi per ¢ il suo valore in & si ha
la formola finale.

V

§ 6. Calcolo di integrali definiti. Integrali Eule-
riani, — Nei paragrafi precedenti abbiamo studiato
vari speciali tipi di funzioni coll’intento di cal-
colarne gli integrali indefiniti corrispondenti.

Pud perd accadere alcune volte che pur non
potendosi calcolare I'integrale indefinito, si possa
invece calcolare I’ integrale definito fra limiti as-
segnati, e che per 1’'uso che noi ne dobbiamo fare
non ci occorra effettivamente altro che proprio
I'integrale definito.

Percid noi dedichiamo questo paragrafo all’espo-
sizione di artifizi e A1 wetodd Vet o vicerca di

integrali definiti.
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Nei paragrafi 7, 8 del Cap. I abbiamo gia no-
tato che un metodo abbastanza fecondo per la
ricerca di integrali definiti ¢ la derivazione ¢ I'in-
tegrazione sotto il segno.

Diamo qualche esempio di questo metodo.

Da

“1 a 1

' x“‘%ld::['-t ] 1 (a>0)
. alo «

o

colla derivazione rispetto al parametro a otteniamo

1 1
fx“"llogacdx=—a§
o

1 11 2 1.2

a— =12
J a%-ldogx)dx e
0

1“’“_1(l cand o= 1\”1.2...n

og ;" d =(—1, an-l-_l-—

o

Invece coll’ integrazione rispetto ad « fra due
qualunque limiti «, B otteniamo

"lw_ﬁ-l_—m“—llx_l (_“_)
. log @ @x="08 B)

Da una formola trovata nel paragrafo precedente
ricaviamo

" sen”—! x cos x
‘ sentrdor=— —— """ 4
. o n .

1/
+— j sen*—2 ¢ d ac
” .
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e limitando Pintegrazione fra 0 e ;— si ha

4

ol &
o] R

4

sen":cd.l‘:("'——:—l)’ sen*—2xd x

e quindi se n ¢ pari si ha
T

Tz_ n oy —(l{:})(l___gh‘ﬂ'gl T
[ sen! &' 44 = nn—2)...4.2 2

0

e se n & dispari si ha
it

F)
f sen"xdxr —=

o

m—1)n—38)...4.2
n(n 2)...5.3

. g e T
Ora osserviamo che fra i limiti o e ] il s

¢ un numero positivo minore di 7, e quindi
T 4
2 T
j sen® —lg d > J sen2*x d x >
o

0
T

)
> ‘ sen®*H x dx

ciot
2 4 2n—2_ = 13 2n—1_
35 "2n—17 22747 2 ~
2 4 2w
>‘}‘;') 2mx\
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donde
2 2 4 4 2n -2 2n—2 2n T
1°3°3°H6°7°20n —-82n - 1"20-17 27

>2 2 4 4 2n—22n 2 2p 20
1383835 2n—=82n-1"20-120:1"

o p . . T
I duc numeri fra i quali & sempre compreso

differiscono fra loro per il fattore
2
2n--1

il quale tende a 7 se 2 » tende all'infinito.
Dunque possiamo conchiudere che

= 2 2 4 4 6 6
2-—'113|3-5-5.7p'-

. . . . ‘:t J .
ciod abbiamo I'espressione di - sotto forma di un

prodotto infinito.
Questa formola & la cosiddetta formola di Wallis
(1616-1703).

Nella formola trovata sul principio di (uesto
paragrafo

1 1.2...u
-1 y 22)? —(— ) =T
f xa-1(log )" d & = (— 1)» Pt

ponendo

& — eV
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si ha
loge= —y
dex=—evdy
Y=o per £—:0; y=—o per x =1
onde
1 ‘00 .
f xe-l(logayrdw =+ | e~w(—ynrdy
v °
da cui

a1 d y = n!
ey .’/—a,,’_*;I

o

Per ¢ — 1 si ha dunque

[me‘yy”d?/=n!

Questa formola sussiste per n intero positivo;
perch¢ pel modo con cui abbiamo ricavato questa
formola, il numero # in esso contenuto, rappresenta
il numero di volte che si & fatta la derivazione

rispetto ad una certa variabile.

Lo studio del valore di questo integrale definito
nel caso in cui # non & pil un numero intero
positivo, costituisce lo studio del cosiddetto inte-
grale Fuleriano di 2.* specie. Si adopera la se-

guente notazione

[wa‘“‘l e—=dax =\ (a).

n
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8i introduce cosi nel calcolo lo studio della co-
siddetta funzione gamma di Kulero. Questa fun-
zione gamma gode di molte proprieth singolari.
Si trova che essa pud svilupparsi in un prodotko

infinito, ciot
m+1\¢-1
m=00 m N "_',_ .

Fa)=1n > "/
((l) m=1 (ll +m—1)

Noi non possiamo entrare nei dettagli dello
studio di queste funzioni.



CAPITOLO IV.

GLI INTEGRALI MULTIPLI.

§ 1. Definizione di integrale doppio e multiplo.
Condizioni di integrabilita. — Nel § 8 del Cap. I
noi abbiamo accennato per incidente ad una de-
finizione di integrale doppio. Ora passiamo ad una
trattazione completa. Daremo prima di tutto una
definizione che non & che la estensione diretta di
quella data per gli integrali semplici.

Si abbia una funzione di due variabili f(z,y),
e sia definita o si voglia considerare solo in una
area piana il cui contorno sia una curva chiusa di
equazione ¢ (,y) = 0. Per ogni punto interno a
questa curva la f sia finita.

I campi di variabilita di £ e ¥ non sono indi-
pendenti I’uno dall’altro; fissato un valore ad g,
il campo di variabilita di » resta definito nella
seguente maniera: meniamo la retta parallela al-
P’asse & e avente per ordinata la y fissata; questa
retta taglierd il contorno dell’area chiusa almeno
in due punti, e il campo di variabilita di x per
quella y fissata si intenderi esteso dal valove del-

Lordinata del punto pile a sinistra, sino ob oaleve
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dell’ ordinata del punto piit a destra. I limiti di
variabilitd di « sono dunque funzioni del valore
di y, o viceversa.

Se si volessero effettivamente trovare queste fun-
zioni, bastercbbe risolvere rispetto ad « la equa-
zione 9 (Z¥) = o la quale dard in generale almeno
due valori di « per ogni valore diy, dari cio¢ luogo
a due funzioni di %, i cui valori per ogni# corri-
sponderanno ai limiti del eampo di variabilita di .

In particolare, i limiti di variabilith riescono co-
stanti, quando V’area data ¢ un rettangolo coi lati
paralleli agli assi coordinati di 2 e 7. Allora per
ogni ¥ i limiti di variability di x sono sempre i
medesimi.

In questo caso noi possiamo dire che la funzione f
¢ definita o si vuol considerarc fra limiti costant/
di variabilith di @ e y, per es. da * =« sino ad
z=beda y=a'sino ad y =250

Dividiamo ’area data in un numero arbitrario
di parti, e tale divisione la possiamo fare con »ia
legge qualunque.

Per es., per fissare le idee, si pud procedere cosi:
Fra tutte le infinite 7 dei diversi punti dell’arca
si consideri la minima e la massima, e sieno «',d’;
e cosi sieno «, b, la minima e la massima z. Si
disegnino le rette ¥ == da', ¥y ==, x=qa, =10 le
quali formeranno un rettangolo nel cui interno ¢
tutta compresa l'area data. Si divida l'intervallo
«' b’ in un numero arbitrario di parti, e quello « /
similmente.

Menando pei punti di divisione delle rette pa-
rallele agli assi, tutto il rettangolo vestera Mwiso

in tanti rettangoli parziali; ¢ tutta \ aves. vestera
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anche divisa in tante parti di cui alcune sono ref-
tangolari, e altre (quelle che sono situate prossime
al contorno) sono parti di rettangoli. Di questi ret-
tangoli consideriamo solo quelli che sono intera-
mente interni all’area data.

Sec 3, 8,..., 8&'8,/..., sono gli intervalli parziali
. in cui si sono divisi gli intervalli ab sull’asse di =
e a' b"sull’asse di ¥, allora 'area di un rettangolo
sard data dal prodotto 3, 9.

Consideriamo un punto nell’interno di ciaseun
rettangolo parziale (3. 8's) e in esso calcoliamo il
valore della funzione, che chiameremo fy s, e for-
miamo il sommatorio doppio

2 f v Or Oe
8

il quale avra un valore finifo in qualunque modo
si & fatta la scelta dei valori di £, e in qualunque
modo si ¢ cffettuata la divisione.

Facciamo ora, come si fa per la definizione di
integrali semplici, tendere a zero gli intervalli §, ¢
mentre il loro numero lo facciamo crescere all’in-
finito; allora il sommatorio doppio potrd tendere
ad un limite determinato, che sia lo stesso qua-
lunque sia la scelta dei valori frs e qualungue
sin la maniera colla quale si fanno tendere a zero
gli intervalli; se questo accade noi chiameremo
quel limite 7 integrale doppio definito della fun-
zione fin tutta Parea data, ¢ lo indicheremo col
simbolo

Hf\mmdmd\.h



[

Definizione di integrale doppio e multiplo. 139

Come si vede la definizione data ¢ la diretta
estensione di quella gia data per gli integrali sem-
plici, e si possono poi fare delle considerazioni che
sono le medesime di quelle fatte altra volta, e che
noi solo acecenneremo.

La condizione necessaria e sufficiente per Vesi-
stenza del limite del sommatorio ¢ che sia zero il
limite

lim 2 Dra sr 5',

dove con D,s si indica I’oscillazione della fun-
zione f nell’'area (3, %'s).

La dimostrazione di cid si fa in una maniera
perfettamente simile a quella tenuta nel § 1 del
Cap. IL. Di qui si ricava che sono integrabili:

1. le funzioni continue di due variabili = y;

2. le funzioni discontinue in un numero finito
di punti o di linee del piano;

3. le funzioni discontinue in un numero infi-
nito di punti o di linee, ma tali perd che possano
racchiudersi in aree la cui somma pud rendersi
piccola a piacere.

Per intendere ora meglio la natura dell’inte-
grale doppio definito, e per poter avere un mezzo
per calcolarlo, facciamo vedere che relazione c¢’¢
fra esso e gli integrali semplici.

Per la costruzione dell’integrale doppio noi dob-
biamo fare un sommatorio doppio, nel quale dob-
biamo passare al limite per 3y, 3's tendenti a zero,
. essendo poi arbitraria la maniera colla quale li
. facciamo tendere a zero.

Ora immaginiamo di effettuare prima il sowwe-
torio rispetto all’indice » e poi quello rispelto o\
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I’indice s. Vuol dire che allora noi sommiamo prima
tutti i termini frs 8 8's provenienti dai rettangoli
situati in una striscia orizzontale cio¢ parallela al-
I’asse di , (propriamente la striscia s™9), e poi fa-
cendo acquistare all’indice s tutti i suoi valori, fac-
ciamo la somma di tuttii termini che si ottengono
relativi alle varie strisce orizzontali.

La scelta dei valori fis & anche a nostro arbi-
trio; ora noi possiamo in particolare scegliere tutti
questi valori in punti situati su rette parallele al-
1’ asse di z e interne naturalmente alle varie striscie |
orizzontali. Esaminiamo allora il valore del som-
matorio relativo ad una sola striscia orizzontale,
per es. la striscia sme. Sia ¥ (¢) I'ordinata della retta
interna a tale striscia ¢ sulla quale scegliamo i
valori di frs.

Allora tutti i valori di f che consideriamo sa-
ranno quelli della funzione di sola @

f (zy®)

che si ottiene dalla data ponendo y =1y (),
Il sommatorio rispetto all’indice » e relativo alla
striscia s”¢ gara

8 X3, £ /alr) (o))
s

indicando con (") Tascissa di un punto compreso
nell’intervallo 8. Questo sommatorio deve esten-
dersi fra due limiti che dipendono dall’indice s,
cioé dal valore dell’ordinata ¥ () della striscia sma,
Secondochd si considera un valore di ¥ piuttosto
che un altro, il campo di variabih & =y
_come abbiamo sviluppato sul principio A «
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paragrafo. Passando allora al limite solo in quel
sommatorio semplice, facendo cioé convergere a
zero solo i 3,, & evidente per la definizione di in-
tegrale semplice, che esso si muta in

¥ ff la y @ dx

dove l'integrazione bisognerd estenderla fra duc
valori di , che corrispondono alle ascisse degli
estremi della striscia s”¢; tali due limiti saranno
due funzioni di ¥ che si ricavano dalla equazione
del contorno ¢ (z ¥)=o0 risolvendola rispetto ad x
e ponendo ¥ :=y ),

Se ora formiamo il sommatorio di tutti i valori
gia ottenuti, cstendendolo alle varie strisce oriz-
zontali, cioé facendo variare I'indice s, otteniamo

¥ J fay®)de
e passando al limite per i s = o0 si ha

Jav [rapis

dove la seconda integrazione rispetto ad ¥ bisogna
farla fra limiti costanti che corrisponderebbero alle
ordinate della pit bassa e della pilt alta striscia,
cio¢ (essendo le strisce divenute infinitamente sot-
tili) alle ordinate delle due tangenti orizzontali del
contorno piano.

Vediamo con cid che I'integrale doppio corsd-
sponde alla saccessione di due integrall semphcy,
di oul il primo é fatto fra limiti che sono oo™
di g, e il secondo fra limiti costanti.
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Se l'area d’integrazione data & un rettangolo,
coi lati paralleli agli assi coordinati, allora anche
la prima integrazione si fa fra limiti costanti.

I cosi che queste considerazioni si rannodano
con quelle del § 8 del Cap. I.

Se la funzione f(zy) & integrabile, allora & evi-
dente che il suo integrale doppio fra limiti costanti
sia rispetto ad « che rispetto ad y, ¢ eguale siaa

b/ b ,
[ dyf dxfxy)
«

!

sia a

b v
j (l:vj dyfy)

«w

supposto che le ascisse e le ordinate del rettan-
golo dentro cui si fa la doppia integrazione sieno
rispettivamente «, 0; o', &',

Di qui si ricava che tali due ultime espressioni
sono fra loro eguali; cio¢ come generalizzazione
del teorema dell’integrazione sotto il segno (vedi
Cap. I § 8) otteniamo che questa é possibile quando
la funzione date ¢ une funzione integrabile di
due variabili,

Le considerazioni fatte per gli integrali doppi
si potrebbero estendere senza sostanziali modifica-
zioni agli integrali tripli, quadrupli, ecc. in ge-
nerale multipli.

Ogni integrale multiplo (la cul Achinidione w-

rebbe analoga'a quella data sopre per ¥R inkee
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grali doppi) si potrd comporre mediante una suc-
cessione di integrali semplici. Ci pare completa-
mente inutile insistere su queste idee.

§ 2. L’integrale multiplo come funzione dei limiti;
sua definizione nei casi singolari. — Dobbiamo ora
per gli integrali doppi fare considerazioni analoghe
a quelle del § 3 del Cap. I; dobbiamo cioé esami-
nare la continuitd e la derivabilitd di essi consi-
derati come funzioni dei limiti.

Consideriamo I'integrale doppio

[T renasay

a «

love abbiamo voluto indicare con &, ¥ i limiti su-
periori della doppia integrazione.

Il valore di questo integrale riuscira una fun-
sione di # e y, che chiameremo ¢ (% y).
. Per esaminare la continuité di questa funzione
formiamo

: 'y (x+h v (&
9(x+h,y+k)—<p(wy)=f f —f f
a’ a o’ «
she pud trasformarsi in
'y y+k) (z+h Cy x "w4-h
[T =
a’ Y a @ a z
) J‘ 'y+k J‘x+h I‘y f.c+h
= +
y a o

o x

1 essendo invertibile la successione delle dne -
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tegrazioni nel secondo integrale, possiamo seri

ry+k (adh x+h (y
="
Yy a € a/

Ora gli integrali day a y + k,e da 2 a »
sono, come si sa, delle quantita tendenti a
(v. § 3, Cap. I), quindi I'ultima espressione
vata, potendo considerarsi come somma di du
tegrali semplici di due diverse funzioni, estesi
punto fra i limiti citati, tendera a zero con
tendenti a zero; cid dimostra la continuita ¢
funzione ¢ (2 7).

Passiamo ora alle derivate parziali di o.

Sapendo che l’integrale doppio non & che
successione di due integrali semplici, e pot«
poi permutare l'ordine delle due integrazioni,
pud considerarsi sia come un integrale rispetto
variabile x, sia come un integrale rispetto alla
riabile ¥. Quindi volendo la derivata parziale
spetto ad x, noi considereremo la ¢ come un
tegrale rispetto ad x, ¢ per il noto teorema ¢
derivazione degli integrali ricaviamo che se

Y
[ t@yda

a’
¢ una funzione continua di x, allore la deri
parziale di v in un punto x' ¢ date du

T

gf “’y flaxy, d“\x:.\-“
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Se ora noi supponiamo che la funzzone f (x V)
sia una funzione continua delle due variabili xy,

v
allora essendo 1’ integrale J f (7 y) d y una funzione

a
continua di @, ¢ quindi essendo il suo valore per
x =2 eguale al limite dei suoi valori per 2 ten-
dente ad 2, e inoltre (v. § 7, Cap. I) tal limite
essendo eguale all’integrale del limite della fun-
zione, si ha semplicemente:

—~—f f(vz/)dJ

Analogameute

32/ ’ f@y')da.

Al solito la condizione posta per f, che sia con-
tinua rispetto al sistema delle due variabili, ¢ una
condizione sufficiente, ma non necessaria.

Colle condizioni poste sussiste poi ancore per la
funzione ¢ il teorema della invertibilita delle de-
rivazioni. Perche ¢ evidente che dalle formole di
sopra si ricava

B )
_0%¢
VXY =f(='y’)

? quindi le due derivate seconde sono egNEM.
Pascar, Calecolo integrale, ©
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Possiamo ora passare a stabilire il concetto di
integrale doppio nei soliti due casi singolari gia
considerati per gli integrali semplici, cioé il caso
in cui la funzione diventi infinita in qualche punto
o linea del campo d’integrazione, ¢ il caso in cui
uno dei limiti d’integrazione & 1’ infinito.

Il criterio che ci serve per la definizione in
(uesti casi ¢ sempre lo stesso, cioé quello di con-
servare la proprietd fondamentale della continuiti
dell’integrale. Quindi se la funzione diventa infi-
nita in un punto allora chiameremo integrale doppio
della funzione esteso in un campo comprendente
quel punto, il limite (supposto che esista e che
sia unico) dei valori dell’ integrale in campi che
escludono quel punto.

Per esempio immaginiamo di circondare quel
punto con un cerchietto, e di considerare poi il
campo primitivo diminuito di questo cerchietto;
facendo diminuire il raggio di questo cerchio,
il limite del valore dell’integrale doppio, sard il
richiesto valore dell’integrale definito in tutto il
campo.

Ma qui capitano naturalmente tante distinzioni,
perché potrebbe accadere che il limite di cui si
parla esiste avvicinandosi colle variabili z y al punto
singolare solo per certe determinate direzioni, e
nen per tutte le direzioni, oppure che si ottenga
un limite per certe direzioni di avvicinamento e
se ne ottenga un altro per certe altre.In tali casi
non esistera propriamente 1’integrale esteso a tutto

il campo; pud accadere allora anche che esista e
sia finito il valore dell’ integrale calec\ako medisnte
ls duc integrazioni semplicl, @ NON evista inyen
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ello dato dalla nostra definizione, e che bisogna
nsiderare come valore dell’integrale doppio.
Non possiamo fermarci sui dettagli di queste
nsiderazioni.
Se poi il campo d’integrazione si estende all’in-
Atoallora per integrale doppio intenderemo anche
Limite dei valori degli integrali definiti in campi
€ man mano si estendono sino all’infinito, sup-
sto che questo limite esista e sia unico qualunque
. il modo col quale si fa crescere il campo al-
mfinito.
Anche qui potrebbero farsi alcune considerazioni
eciali che per brevitd tralasciamo.
§ 3. Trasformazione degli integrali multipli. —
Obiamo gid visto a suo tempo (Cap. I § 6) come
fu a trasformare un integrale semplice; se cio¢
ha I'integrale:

J.Rdx

sve R & una funzione di 2, e si vuol trasformare
. un altro integrale colla variabile indipendente ¥
gata ad # da una qualunque relazione, allora
sognerd moltiplicare la funzione sotto il segno
or la derivata dell’antica variabile rispetto alla
10va.

Vogliamo fare lo stesso nel caso degli integrali
ultipli. Si abbia cio¢ un integrale multiplo:

[[ 'ijlw2....'1‘,,)dx1dw2...dxn

i voglia trasformarc in un integrale colle NoX®~
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bili indipendenti non piti 2; «5... x , ma y; Ys... ¥ule:
gate alle # da » date relazioni.

Si abbiano le formole che esprimono le £ me
diante le v, cioé

2= (1 yz...Yn)

@y =3 (1 Y2 . Yn)
. .. . @«

Zn=Tn (Y, Yz .+ Yn)

Nella seconda di esse sostituiamo in luogo di v,
il valore ricavato dalla prima equazione, e allora z,
resterd espresso mediante &, ¥g... ¥n; poi nell
terza poniamo in luogo di ¥, y, i valori ricavati dalle
due prime equazioni; e allora x; restera espresso me
diante @, ¢y Y5... yn , € cosi continuiamo, sino a che
in tal maniera esprimeremo #, mediante z, z; . .
T —1Yn .

Si hanno cio¢ le seguenti formole:

@y =f1 (¥ Ys.--yn)
To =fo (L1 Y2 ¥s..-Yn)
2y =[f3 (2, Xy 75...Un) 2

Cn=1[n (T Xy...Tu—1Yn)

Cominciamo ora nell’integrale multiplo a far
I’integrazione rispetto a «,, e mediante 1’ ultim:
di queste relazioni introdurremo la variabile y» i
luogo della variabile zx , considerando tutte le altr
variabili per un momento come costontiy alerw’
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nostro integrale diventa

[, 0fn

Radel (la" ...ll.’ﬂ,,..[(l_l/,.
. n

Possiamo ora analogamente, mediante la penul-
tima delle formole precedenti, introdurre la varia-
bile #n —1 in luogo della variabile x, -1, e I’in-
tegrale allora diventa:

R a f n—1 a f n

ay"—l .a_jy:da'ldw,.-.d!/n-—l(l.u"

e cosl seguitando, si ha infine che il nostro inte-
grale si trasforma in:

pfidfy dfiidfu

ly,du,...dx
53/!3.1/'.' 3yn—13yn‘y' 2 &n

e cosl otteniamo I'integrale trasformato nelle va-
riabili y.
Per eseguire questa trasformazione occorre co-

: noscere le fanzioni £, f,...fx, le quali non sono

propriamente quelle che esprimono le antiche va-
riabili mediante le nuove, e che sono direttamente
date, ma si ricavano da esse con eliminazioni op-
portune di variabili nel modo indicato. Perd na-
turalmente si presenta ora la questione di operare
la trasformazione dell’integrale facendo a meno
della formazione delle funzioni f, ma operando di-
rettamente sulle funzioni colle quali le . si espri-
mono mediante le .

Consideriamo il determinante funzionale o juco-
biano delle 2 rispetto alle y, ciod il detorminante
formato colle derivate prime delle & rispetto sNe Y
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(vedi Calcolo differenziale, Cap. V § 2). !
81 ) Ty 39«”1 a -%‘1 . .
0%19y: " dyn

0y10y: " 0yn

Ora si pud subito dimostrare che il prodotto
0fidfy 2fu
0y 0y " 0Yn

pel quale, come abbiam visto, si dovea moltipli-
care la funzione che sta sotto il segno di integrale,
per avere l'integrale trasformato, non & altro che
tale determinante funzionale; e quindi allora pos-
siamo stabilire il risultato, che per avere Uintegrale
trasformato basta moltiplicure la funzione sotto il
segno, per U jucobiano delle antiche variabili con-
siderate come funzion: delle nuove.

Cominciamo infatti a stabilire la seguente for-
mola riguardo alle derivate delle z:

3& aft aft 3-01 af; 3%

0Y;  dys 39'13./1 a«’l'»ay.: Feeet
+ 3f;__8x.-[
o0xi—1 0ys

dove nel primo membro s’intende la derivata di i
rispetto ad 7; ricavata dalle formole esplicite, (1)
¢ nel secondo membro le derivate della f, s’inten-
dono ricavate dalle formole Q). o

Se I’indice j b inferiore ad i 10t N Pt Yy
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nine del secondo membro & zero; poiché la prima
lelle (2) ¢ la stessa della prima delle (1), cosi le
lerivate di x, sono esattamente eguali alle deri-

ate di f;.

Ora dalla teoria del prodotto di duc determi-
anti, tenendo presente la formola precedente messa

otto la forma

of: 0@,

o, 0y;

_3fi dmi- 9@ _dfi

ofi 0%

0Ti-1 Y5  0¥i 0w
i ricava senz’altro la eguaglianza:

lazx ES
ayl “.ayu
0% 0%,
oYy T OUn

+1 0...0

A fn

.+ 1...0

3fn 3fn

dw, o, -+
.0
.0

_0fi  0fu

oY1 = 0Yn
9 fn
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Ma il secondo determinante del primo membro
¢ uguale a 1, dunque il prodotto

ofi 0f. 01w
oYy 0y 0UYn

¢ uguale al determinante funzionale, come si vo-
leva dimostrare.

Resta cosi completata la teoria della trasforma-
zione di un integrale multiplo. Occorre appena no-
tare che pel caso di n =1, cio¢ pel caso di un in-
tegrale semplice, la formola di trasformazione ora
data coincide con quella gid nota per gli integrali
sempliei. )

Facciamo un’applicazione di queste formole. Si
abbia I'integrale doppio

[{r@nicay

¢ si vogliano trasformare le variabili ¥ in altre
due variabili ¢, ¢, mediante le formole che danno
la trasformazione di coordinate carfesiane in coor-
dinate poluri, cio¢

S22 08 @

Y --- ¢ sen g.

Il determinante funzionale ¢

ar oy

! P P~ 7 cos ¢ sen ¢
97 By o
5o B —gseny pcos¢

= ¢ (CoR? g Y sew* g)=¢.
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L’integrale trasformato & dunque
”f(ecos% pseng)ededse.

§ 4. Proprietd degli integrali doppi. — Teorema
di Green. — Noi sappiamo che per le funzioui con-
tinue £ («) la ricerca dell’integrale semplice inde-
finito si riduce a quella di un’altra funzione F'(z)
la cui derivata sia f (i), e trovata poi tale fun-
zione, la ricerca del valore di un qualunque inte-
grale definito in un intervallo si fa formando /¢
differenza fra i valori di ¥ (X) nei due estremi del-
U intervallo, per modo che il valore dell’ integrale
definito non verra « dipendere che dai valori di
F (x) nei due estremi dell intervallo e non dai ru-
lori di F (x) negli altr: punti dell’ intervallo stesso.

Vediamo ora che cosa c¢’¢ di analogo a questo
per il caso degli integrali doppi.

Si abbia I’integrale doppio

_”’f(a:y)dwdy/

esteso a tutta un’area piana, il cui contorno abbia
per equazione ¢ (zy)=o. Per fissare le idee sup-
poniamo che questo cortorno sia formatv di una
curva della forma di un ovale, per modo cio® che
ogni retta lo incontri al pitt in due punti. Facendo

la prima integrazione indefinita rispetto ad x ab-
biamo una funzione di x e 7, nella quale dobbiamo
porre per limiti le due funzioni di % che si vica-
verebbero da 9 () = o risolvendo guesto cons-
zione rispetto ad z. Sieno x == g, (y), x — %2 W)
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queste due funzioni e propriamente per ogni va-
lore di ¥, la prima dia il valore dell’ ascissa del
punto pitt @ sinistra, e la seconda dia il valore
dell’ ascissa del punto pitt a destra; e sia F (xYy)
I’ integrale indefinito ottenuto facendo 1 integra-
zione rispetto ad #, per modo che

| y#_f(wy)

Bisognera allora integrare rispetto ad ¥ la espres-
sione

F(e: (), ¥)— Fle, (), ¥).

Questa integrazione bisogna estenderla fra due
limiti che sono rispettivamente le ordinate del punto
pit basso della curva e del punto piu alto, ciot
di quei due punti in cui le tangenti sono parallele
all’asse di «. Sieno ¥, ¥, rispettivamente queste
ordinate; noi allora dobbiamo calcolare

Y2 (V2
[ Flo ), ndy—| Fe(y),ydy
Y v

cio¢, scambiando i limiti nel secondo integrale,

Y2 b4
["Faw, ay+ [" Fow,nay.

Y Y2

Ora la somma di questi due integrali puo inter-
pretarsi nel seguente modo.
Consideriamo I'integrale

| Fopay
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dove in luogo di x si debba intendere messo il va-
lore ricavato dalla equazione ¢ (¥’ -+ o, e imma-
giniamo che questo integrale si debba estendere
a tatte le coppie di valori di £y soddisfacenti
quella equazione, cio¢ si debba estendere a tutto il
contorno dell’area data. Spezziamo in due parti
quest’ integrale; partiamo dal punto pilt basso
della curva cioé da quello di ordinata ¥, e per-
correndo il lato destro della curva (cio¢ quello i
cui punti hanno le loro ascisse date dalla funzione
9 (¥)) andiamo sino al punto pil alto la cui or-
dinata & ¥,; cid facendo veniamo a calcolare 1'in-
tegrale

Y
J Fie:'y), N)dy.

i

Poi proseguiamo il cammino da ¥, sino ad ¥,
ma percorrendo il lato sinistro della curva (ciot
quello i cui punti hanno le loro ascisse date dalla
funzione ¢; (¥)

Si ha cosi I'integrale

%N
f Fig, (). ) dy.

P

La somma di questi due integrali sara I’ inte-
grale esteso a tutto il contorno dell’area. Risulta
anche senza indeterminazione la dirczione colla
quale si deve percorrerc il contorno detto. Noi
siamo partiti dal punto pit basso e abbiamo per-
corso la parte destra del contorno, ¢ PO NIWAWS
seguitato nello stesso senso. Dunque il contovwo
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bisogna percorrerlo n modo cke U area resti sem-
pre « sinistra.

Possiamo dunque serivere la formola

" | fly dady = 'ﬁ F(xy)dy

dove nel primo membro si intende l'integrale doppio
csteso all’area data, e nel secondo membro s’in-
tende 1'integrale semplice esteso al contorno del-
Parea. Si ha cosi la trasformazione di un inte-
grale doppio, in un integrale semplice, e il valore
dell’ integrale doppio dipendente solo dai valori che
la funzione ¥ (xy) ha sul contorno dell’area e non
nei punti interni all’ area stessa. Si ha cosi la per-
fetta generalizzazione della proprieta gia citata sul
principio di questo paragrafo. In cid consiste la
formola di Green che pud porsi poi anche sotto
altre forme.

Nello stesso modo con cui abbiamo ottenuto la
formola precedente, assumendo la x per prima
variabile d’integrazione, cosi scambiando le due
variabili si ha analogamente

‘J fley)dedy = — ‘F’(xy)dy

dove gli integrali hanno gli analoghi significati
come sopra, e inoltre

oF (xy)

=== ().

7y fxy

11 segno negativo del secondo membro s\ okiene
volendo sempre immaginare che A Contotne wW
percorso nello stesso senso 41 priwme.
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Le due formole possono anche scriversi

’. “8 gdx(l = J Fdy

“ —dardy= - [F’ d.r

dove le due funzioni*F' F" sono legate dalla rela-
zione
BF or' =7

dx oy

Del resto queste due formole sono fra loro in-
dipendenti, e le due funzioni F'F" potrebbero anche
non essere legate da quella relazione.

In tal caso si ha la formola (sottraendo le due
formole di sopra)

'.f( — —a——?)da&du_ ' (Fdy \- F'da)

intendendo per F'F' due funzioni qualunque, fra
loro indipendenti, di x¥. Sotto questa forma puod
porsi la formola di Green.

Se in particolare FF' sono due tali funzioni
che per tutti i punti dell’ area data soddisfanno
alla relazione

31'1_6111/
oz 9y’

# primo memébro della formola swpeviove & 2evo e




158 Capitolo IV. — § 4. -~ l

quindi si ha
f(Fd?j-l—F'd.‘l?) =)

cioé Uintegrale di Fdy + F' dx esteso a tutto il
contorno dell’ area ¢ identicamente zero.

Da questo teorema ne possiamo ricavare un altro.

Consideriamo due qualunque punti dell’area o
del contorno, e sieno rispettivamente di coordinate
o Yo, &Y. Disegniamo una linea tutta compresa
nell’area e che vada dal primo punto al secondo.
Se noi disegniamo poi un’altra simile linea che
torni dal secondo punto al primo, & naturale che,
poich¢ per tutto il nuovo contorno che cosi si ¢
formato e per ’area che vi & racchiusa, valgono
le condizioni di sopra, si avra che I’integrale

f(de+F’da:)

esteso a questo nuovo contorno deve essere zero,
¢ quindi 'integrale esteso da (xo %o) a (2 ¥) lungo
la prima linea sard eguale a quello che va dagli
stessi limiti ma lungo la seconda linea; il che si-
guifica che per qualunque linea. compresa nell’ area,
st giunga al punto (Xy) si ha sempre lo stesso va-
lore per U integrale. Fissato dunque un limite in-
feriore, ’integrale potra definire una funzione di
un punto qualunque appartenente all’ area.
Si pud dimostrare che questa funzione ha per
derivate parziall rispetto ad ® &Y vispeitinumente
le funzioni F' F date, ¢ ouindi o per WRerew
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ziale totale la espressione
F'dz+Fdy.

Reosta cosi risoluto il problema: Date due fin-
ziont F ' tali che

oF _o ¥
0x 0y
trovare la funzione le cui derivate parziali sieno
eguali alle funzioni date.
Questo problema si chiama il problema dell’in-

tegrazione del differenziale totale, ¢ noi avremo
occasione di tornarei.
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CAPITOLO V.

INTEGRAZIONE DEI DIFFERENZIALI TOTALL

Abbiamo visto che se f(z) ¢ una funzione con-
tinua, allora il calecolo dell'integrale indefinito

ff(w)da:

si riduce a calcolare un’altra funzione 9 () la cui
derivata sia proprio f(z), o, cid che & lo stesso,
il cui differenziale sia f()d z.

Quindi se f (z) ¢ continua il problema di tro-
vare una funzione il cui differenziale sia f(z) d.x
si riduce al calcolo dell’integrale indefinito corri-
spondente alla funzione f.

Vogliamo estendere questo problema al caso di
un numero qualunque di variabili.

Se abbiamo una funzione ¢ («, 7/,...) di un nu-
mero qualunque di variabili, sappiamo che il dif-
ferenziale totale é&:

92, 0%

-
0% 0%
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Ora ci proponiamo il problema inverso. Data
una espressione di questo tipo, e sia:

Xdx, + Xgdag+...+ Xnd s (1)

dove le X sieno funzioni continue e finite di tutte
le variabili ; #;...2s, come si trova una fun-
zione ¢ di tutte queste variabili tale che il suo
differenziale totale coincida con quello dato? Ed
esiste sempre una tale funzione?

In un problema di questo genere siamo anche
capitati per incidente alla fine del capitolo pre-
cedente. ’

Noi troveremo che non ¢ sempre possibile tro-
vare una tale funzione ¢, ma perché essa esista,
. le funzioni date X debbono soddisfare a certe re-
lazioni.
> Incominciamo prima di tutto col supporre che
. le X sieno finite e continue, e lo siano anche le
loro derivate rispetto a tutte le variabili. Inoltre
so esiste ¢ (z,2y...2s) il cui differenziale totale

0 a 09

9% Al
aw,dxl+3wgdx’+"'+ax»

debba coincidere con (1) & necessario che

d Tn

0% _x 0% _ 2% _
aa"l—Xl" azﬂ—Xg"..,a'{vﬂ_‘"
e considerando p. es., solo le prime due di que-

ste formole, e derivando la prima rispetto ad a3 e
la seconda rispetto ad x, si ha:

P _ 90X P _?Xs

e S el S &
0%y 9 2, o0, 0%, 0% (RSN
Pasaar, Caloolo integraie, w

{



146 Caez'gm ) & . 8§39
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Ora avendo supposto che le X sieno finite in-
sieme colle loro derivate prime, si ha in virth delle
(2) e (3) che sono finite e continue le durivate di
1.2 e 2.° ordine di 9, e quindi sono soddisfatte le
condizioni perché le derivazioni rispetto alle due
variabili z; x, sieno invertibili, cioé¢ perclié sia !
(v. Culcolo diff., Cap. II, § 7)

[ I i ¢
0500, 0% 0%,
onde possiamo dire che sard anche:
20X _ 03X
3 &, a Z, ’

B chiaro che gli stessi ragionamenti possono
farsi prendendo a considerare due altre qualunque
delle X. Onde accanto a questa condizione se ne
hanno tante altre tutte dello stesso tipo, combi-
nando le X a due a due in tutti i modi possibili;
n(n-1)

9

&~

cioé si hanno in tutto relazioni.

Possono esprimersi colla formola generale:
0Xr _ 90X,
0 %s 0
dove 7, s prendono tutti i valori da 1 sino ad n.
Dobbiamo ora passare a dimostrare che tali
condizioni sono anche sufficienti; cio¢ che se esse
si verificano, allora esistera sempre la funzione ¢.
Infatti consideriamo per un momento come co-
stanti le z>... xn e calcoliamo:

s X,dx,

4
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il quale esisters sempre perché X, ¢ continua. Sia
L, Pintegrale indefinito. Noi possiamo aggiungervi
una costante arbitraria rispetto alla variabile «,
epperd tale costante potra essere una funzione
delle altre variabili. Allora 1’ integrale sara rap-
presentato da:

?=Ll(x1x,..xn)+\ll1(x,x3...a'/‘n)

e resta a vedere se si pud determinare la ¥, in

modo che ¢ sia il richiesto integrale del differen-

ziale totale. .
Ora il differenziale totale di ¢ ¢:

0L, Bh,a%
aw,‘“”‘*(a z axg) Gt t

. 8L1 PA?

" (a In 3 Tn )d on

Se questo differenziale deve coincidere col dato
(1) & necessario che la loro differenza sia zero, e
osservando che

0Ly
FEN X
8i ha che deve essere:
(%2 Bt (02 o)1, -
3 a Tn

oh 3% AL
p 2d 7, dxs+ ... 8 "dzn

ciod Is funzione §, delle sole variabill ®;...%Tw
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deve essere determinata in modo che il suo diffe-
renziale totale sia:

aLl)dx, +...+(Xn—

(-5 e

0xn

)dw.. (5)

Siccome ¢, non contiene la variabile z,, cosi &
chiaro in primo luogo che in questa espressione
non deve comparire pilt la variabile «,. Inoltre |
debbono senz’ altro verificarsi per questo numovo
differenziale totale le candizioni da noi gia rico-

" nosciute necessarie per lintegrabilita.

Ora & facile dimostrare che in (5) non vi com-
parisce che solo apparentemente la variabile ;.
Infatti facciamo la derivata rispetto ad @, di uno
dei coefficienti:

Si ha, derivando:

0% _ 2 0L o

dx, 0oz, dar

cioe:

0% 9 oL _0X_0X
0%, 0xr 9, 0%, 0 2r

che & zero in virtu delle condizioni a cui suppo-
niamo che soddisfino le X.
Dimostriamo ora che in (3) sono soddisfatte le |

condizioni di integrabilith.
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Si ha in forza delle condizioni poste:

0 (x,-2L) 2% _ 2 2L _

3za o

_awr am" 3‘”8 -
_aXr _ 0 3L1_ 0 (X_a_Ll_)
T 9%s 0% 0@ 0as \©  dar

e con cid ¢ dimostrata anche la seconda parte del
nostro assunto.
Allora sul differenziale (5) possiamo riapplicare
daceapo il metodo gia adoperato e cosi troviamo
t che ¥, sard eguale ad una funzione

L (w,...wn)

pitt una costante rispetto a @, che potremo porre
eguale a %(a:s wn)

Cosi seg'ultando ci riduciamo ad un differenziale
contenente una sola variabile @y, e che ¢ quindi
sempre integrabile.

Si avra infine:

=1L, + Ly+ ... + Ln -+ costante

dove la costante ora lo & nel senso assoluto, cioé
costante rispetto a tutte le variabili.

Si vede adunque che senza servirci di altre con-
dizioni che di quelle poste nella formola (4) pos-
siamo giungere alla ricerca di 9. Con cid le (4)
sono anche condizioni sufficient:.

Come esempio prendiamo a considerare.

¥ @x
FiparHan sy
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E facile vedere che la condizione d'integrabi
& soddisfatta.
Infatti
92 v 1 2y a2t
Qv+ Byt @+ (Pt

9(2 @ )_ 2t — gyt
ax y— w’+::/’—(x’+y9,2'

Per effettuare I'integrazione calcoliamo:

_Yy — z
fm‘-‘ i d x = arco tang ” + 4 (v).
Formando ora I'espressione:
__ Y 4 orete”
(2 Y=+ y? ) dy" g y

@ @ 1
f(zy-ﬁp A
x4ty Y 1+x

¥

e integrando si ha:

J2z/dz/=y2

onde infine l’integmle e:

arco tung 4 2 4 costante.



CAPITOLO VI

GEOMETRIA INTEGRALE.

§ 1. Area delle curve piane. — Sia data una
curva piana di equazione:
y =1 ()
e considerinmo due punti AR di essa, di ascisse «,8.

La porzione del piano compresa fra la curva,
I'asse di @ e le due ordinate estreme dei punti
A, B, la chiamiamo V'area della curva.

y

|

5~

Py S
3

I
Qb-

™

8

Fig. 1.

E necessario perd fissare con pil precisione s
definizione di area. Percid dividiamo Y interisho
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« B in intervalli parziali 8., e per ogni punto di
divisione meniamo l'ordinata corrispondente.

Uno di tali intervalli sia p ¢ di ampiezza 3, e
le ordinate corrispondenti incontrino la curva nei
punti m, m'.

Scegliamo un punto qualunque ¢ sulla curva,
compreso fra m e m' e da esso meniamo la n »'
parallela ad e formiamo il retta’ngolo nn' pgq
la cui misura & np.pq ciod f (@) 8, cioé il pro-
dotto di 8, per il valore che la funzione f ha nel
punto a.

Facciamo la somma di tutti i prodottl analoghl
e poi facciamo tendere a zero gli intervalli 3.
Allora per la definizione di integrale definito si |
ha che il limite di tale somma (se esiste) non &
che l'integrale definito da « a B della funzione f(x). '

Ora f(x) & I’ ordinata della curva data, e noi |
supporremo che essa sia continua o al pit abbia |
un numero finito di punti di discontinuitd. Ri- |
cordando allora che per una funzione continua o
avente un numero finito di discontinuitd Dinte-
grale definito esiste sempre, si ha che

lim 2 f () 3,

cioe
lim £(nn' pq)
esiste ed ¢ determinato.
Tale limite lo chiamiamo 'area della curva.
In questa maniera veniamo anche a vedere come

il calcolo integrale ci di un mezzo per calcolare
P’area; basta cio¢ calcolare l'integrale definito:

[(r@ae | ‘
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B
f ydzx

«

o anche:

essendo:
y=1 @)

Se lasciamo indeterminato il limite superiore
B = @ e lasciamo fisso il limite inferiore, il che
equivale a lasciar fissa la prima ordinata estrema,
e a far variare 1’ altra, allora per ogni posizione
di quest’altra ordinata si ha un valore dell’ area,
cioé I’'area # pud considerarsi funzione di 2.

u=9(¢)=fxf(w)d«‘v==fydy-

a

Essendo la f una funzione continua, noi sap-
piamo che la derivata della funzione integrale &
precisamente la funzione sotto il segno, onde pos-
siamo conchiudere che la derivata dell’area rispetto
ad x non & altro che il valore dell’ordinata della
curva.

Per questa analogia che c¢’¢ fra il calcolo delle
curve piane e gli integrali semplici delle funzioni
continue, tali integrali si chiamano anche quadra-
ture, giacche si suol dire quadrare una curvatura
piana il calcolare la sua area.

. Pagsiamo ad alcuni esempi:
1.° 8i abbia una iperbole equilaterale la cui
equazione riferita a’suoi assintoti &, come & noto,
2y =m?

essendo m? una costante.
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~

Vogliamo calcolare 1'area A B « f che avra per
equazione:

8
u—j yd’l'—mzj d;

Essendo
“d i log x
- m o g
y .
s
Yyl
P
Fig. 2.
~ si ha

i = m? (logf — log «) = m? log —%—

Ora supponiamo in particolare che la costante
m? sia 1, e che A sia il vertice dell’iperbole. Al-
lora « (ascissa del punto A) sara 1, perché nel ver-
tice dovendo essere 2, y uguali, e dovendo essere
uguale ad 7 il loro prodotto, cancune & eesl

saria 1.
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Onde resta:
. u =log §
eiot " area ¢ misurata dal logaritmo neperiano
dell’ascissa 0 B.
Per questa ragione i logaritmi neperiani si chia-
mano anche #perbolici.

2. Si abbia il cerchio:
w” + y2 _— 22

e si voglia calcolare I'area S O F ().

Fig 3.

Dobbiamo calcolare:
(=T

dove i limiti sono da & =0 sino ad = 0 @ che
lascieremo indeterminato, cio® scriverewo-

L e
[ Vrt—atdo.



172 Capitolo VI. — § 1.

Calcoleremo prima I’'integrale indefinito, e poi
ponendo in esso una volta per « il valore & e poi
per & il valore zero e sottraendo i due risultati
avremo l'integrale definito.

Per calcolare 'integrale indefinito usiamo prima
la formola d’integrazione per parti e abbiamo

aldw
j\/r2—x’dx:w\/1"'—:c’+ \/r’—x’(l)
E inoltre:
r?_mg
f‘/? —2tdxe= J S_midw—
-y dx __J‘ 2dx 2
o — Vit — g2

e sommando (1) con (2) si ha:
—_— 1 — R x
Vit —afdae=—=a V¥ — 2+ —arcsen —
2 x r

Poiche per = 0 il secondo membro & zero, cosi
questo risultato rappresenta esattamente anche
Pintegrale definito da 0 a z.

Si osservi che poiche il triangolo O P @ ha proprio
per misura

SVE—

cosi si ha che 1’area del settore circolare O P
& data da:
’2

@
— arco sen —.
2 r
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3.° 8i voglia ora calcolare I'area di una curva
di equazione:
y” = p x’”
dove »n,m sono due numeri razionali qualunque.

Le curve rappresentate da queste equazioni sono
dette in generale parabole.

v

Fig. 4.

Calcoliamo O P Q. Si ha:

d 1 fz m 1 2
n ”n n ==
dx= "I a2 de=—p" o
J’y .p m+np
o [/
“m+n Y

0 P @ sta all’area del rettangolo O SPQ =z

ieioé ricaviamo il risultato, che I’area parabolica
mme n sta ad m + n.
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Quindi se dal rettangolo togliamo 1'area pa:
rabolica abbiamo

(1~---’i_ ry=-"_,
man)?Y S mralY
_m_

OSP:m+nwy
e quindi
0P¢_n
OSP m

cio¢ la parabola divide il rettangolo O S P @ ne

rapporto di n a m.
Nel caso della parabola conica n=2, m —1.
si torna ad un teorema noto di Geometria analitica.
4.° Consideriamo ora le curve di equazione:

am y”: p

Tali curve si chiamano ¢perboli, e hanno come
caso particolare I’ iperbole equilaterale ordinaria
quando cio¢ n=m = 1.

Supponiamo 2 > m.

Allora si ha:

Di qui si ricava intanto che Uarea compresa fra
I'asse di y e 1’ ordinata P Q sebbene W eslendys
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fino all’infinito perché la curva incontra Passe di
v all'infinito, (’asse di ¥ & un assintoto della
curva) pure tale area ha una ampiezza finita.

Y

0 — T -

&
Fig. 5.

Inoltre togliendo da tale area quella del rettan-
golo z y si ha:

n m
e quindi
O QP n

SPoo m

cioé anche qui si ha un teorema analogo a quello
del caso precedente.

5.° 8i voglia ora I'area dell'ellisse:
By + b2 x? = q? b2,
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Si deve calcolare

. b [ ———
f ydm=;—f\/a’——x2dw.

o

v
P
Bl 7p
0 Q A x
Fig. 6.

Ora 1’ area corrispondente al cerchio di raggio
0 A—=—=a ciot 'area O B' P' Q non ¢& altro che:

foa2—x*dx

dunque
OBP9 _ b
OBPQ a°
Quindi per trovare I'area del quarto dell’ellisse -
non c’¢ che da trovare Uarea del quarto di cerchio 1
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che & —i— = a? e moltiplicarla per —:—, il che ci

da —i— ma b. Onde D’ellisse ha per area

w ab.

6.° Passiamo ora a studiare una curva assai
interessante che gode di proprietd assai notevoli,
la cosiddetta cicloide.

Fig. 7.

Ecco la generazione meccanica di questa curva:
Immaginiamo un cerchio che rotola su di una
rotta fissa.
i TUno de’suoi punti P comincia coll’ essere il
; punto di contatto del cerchio colla retta, poi si
eleva, e descriverd una curva come OPM S, e
poi se il cerchio continua a rotolare, descrivera un
altro ramo simile, e cosi all’infinito.
Vogliamo prima di tutto trovare le coordinate
di un punto qualunque P della cicloide.
Scegliamo per asse di « la retta su cui rotola
cerchio e per asse di ¥ la retta perpendicolare
passante pel vertice 0 della cicloide.
Pasoar, Calcolo sntegrale. A2
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Consideriamo la posizione del cerchio corrispon-
dente al punto P.

Congiungiamo P con C e chlamlamo 0 I’angolo
al centro PC Q. Allora:

x=0T=0B—TB=0B—-PgQ.

Ora evidentemente la lunghezza rettilinea O B
& quanto l'areo circolare P B, cio¢ & uguale a 79,
e inoltre P Q= rsen 9, chiamando 7 il raggic
del cerchio, onde

x = r (0 — sen 9)
Inoltre
y=PT=CB—CQ=r—rcos 9
cioé
¥ =1r(1— cosH)

Se fra queste due relazioni si eliminasse 0 s
avrebbe I’equazione della cicloide.

Vogliamo ora prima di tutto dimostrare una
proprieta fondamentale della tangente alla cicloide.

Se meniamo il diametro verticale 4 B, e con-
giungiamo P col punto piu alto 4, o col punto
pit basso Bj; abbiamo rispettivamente la tangente
o la normale alla cicloide nel punto P.

Per questo basta far vedere che 1'angolo che
P A forma con & & lo stesso dell’angolo che la
tangente deve formare con «.

Essendo evidentemente —;— 0 Pangolo PAC

ha in primo luogo che I'angolo di P4 con # &

il complemento di —Ié— 9,
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D’altra parte la tangente dell’angolo che la tan-
gente geometrica in P fa con &, & data da %
3 Poicheé nel nostro caso «,y sono espresse in
j funzione del parametro 0, per calcolare Z—:, cal-

coliamo il rapporto delle derivate:
dy i
do ’ ao’

Ora
Z—!;=rsen0=2rsen—é~0cos—;—0
d—":=r(1——cose)=2rsen’é—0

onde_
ﬂ=§—%_cos§0= 1
z d—‘:_sené-o tang%

eivd I’ angolo della tangente con @ & proprio il

—— v

complemento di % 0, e quindi la tangente geo-

metrica coincide con la retta P A. Si ricava allora
anche che P B & normale.
Passiamo ora a calcolare 'area della cicloide.
Percid faceiamo un mistamento di assi traspor-
andoli parallelamente a se stessi in B x,Bvy.
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Allora la nuova 2 sara uguale all’ antic:
minuita di O 4 ==7, e la nuova y sara
a 27 diminuito dell’antica y, cio¢ si ha:

x=r {0 —send)--nr¢

y=2r—2rsen2—;-0

= 21 cos? ; 0

Fig. 8.

da cui

IS
8

7'(1—0030)=2rsen2—é—(

IS 3

1 1
S = Bcos- -0
5 2rsen2 cos g

&



Area delle curve piane. 181

onde
dz sen»'l-O =——
de _db_ 2 _ Ver—y
dy dy 1, Vo '
- —0 v
a8 %%

L’area B P Q ¢ data da

BPQ:dem

Se costruissimo per ¥ e dx i loro valori
prendendo per variabile indipendente 0, allora si
avrebbe da integrare una funzione trascendente;
invece possiamo far vedere che si ha da integrare
una funzione algebrica purché si prenda per va-
riabile indipendente la ¥.

Allora la funzione da integrare &

dw
.’/dy

cio¢ si ha (poiché per @ =0 si ha anche ¥ = 0):

Y @ _—_—
BPO=—J V2ry—yidy.

Ora se volessimo calcolare 1'area B Q' P’ rac-
chiusa dal cerchio generatore della cicloide si ot-
terrebbe esattamente la stessa formola, quindi
possiamo concludere che

BPQ=BQP
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Onde tutta Varea B A M sara uguale al rettan-
golo di BA e A M diminuito dell’ area del semi- !
cerchio B P’ 4 cio® '

BAM:2r’u—%r’ﬂ=%—r’n

e quindi tutta 1’ area della cicloide & 3 = #3, cioé
tre volte I’area del cerchio generatore.

§ 2. Arco di curva piana. — Immaginiamo una
curva continua e la cui tangente fra i punti 4,B
si muova con continuity o anche abbia un numero

8

Fig. 9.

finito di punti di discontinuita. Allora chiameremo
arco della curva fra i punti 4, B, la lunghezza
di un filo flessibile che si adagi esattamente lungo
la curva e termini nei due punti 4, B.

Occorre perd dare una definizione piu esatta
dell’arco di curva.

Immaginiamc Pintervallo da « a  diviso in tanti
intervalli parziali 3, e sia &' &' uno di tali inter-
valli,
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Meniamo dai punti di divisione le diverse ordi-
nate, ciod le parallele all’asse di y. Queste incon-
treranno la curva in altrettanti punti come m, x.
Scegliamo sulla curva un punto intermedio fra i
due punti m,n e sia ¢ e meniamo in esso la tan-
gente alla curva, e limitiamola fra le due ordinate.

Ripetendo questa operazione per tutti gli inter-
valli 8, , e facendo la somma di tutti i tratti ret-
tilinei come a b, il limite di tal somma, quando
gli intervalli 3, tendono a zero e il loro numero
cresce all’infinito, lo chiameremo I'arco della curva
fra A ¢ B.

Dobbiamo far vedere che, per le condizioni poste
riguardo alla natura della tangente della curva, il
limite, di cui si parla, effettivamente esiste.

Prima di tutto cerchiamo di trovare la espres-
sione analitica dell’arco.

Il lato a b & uguale alla sua proiezione a' b’
divisa per il coseno dell’angolo che a b fa coll’asse
x, ciod:

a'b
b=—
“ cos 0
Ora
cosb = ___-——1—
VIT tg?t
onde:

ab=a'b'V1-+ tang?.
Essendo la retta a b tangente alla curva nel

punto ¢, si ha
dy
0= —
tang (d x\c
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intendendo con (———) la derivata calcolata p!

punto ¢, che & un punto di ascissa intermedia fr
i due punti a, b.

Ponendo poi @' &' =38 si ha che la definizion
dell’arco & espressa dalla formola:

- dyy
s=llm2¢1+(dx) 3

Dove la somma bisogna estenderla a tutti g
intervalli 8. da « a B, e il valore della funziol

dy‘)

\/1 * (d z

bisogna prenderlo ogni volta per un certo pun
la cui ascissa ¢ compresa nell’intervallo 8, .

Si vede dunque che s resta definito precisamen
mediante I'integrale corrispondente alla funzion

(2

s n
clo¢

Poiche per ipotesi la tangente della curva ¢
muove anche con continuitd o al pilt ha un nu
mero finito di discontinuitd, cosi la funzione

VG
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sard una fanzione continua di # o al pil con un
numero finito di discontinuitd, e quindi s & I’ in-
tegrale di auna funzione continua o generalmente
continua, e percid esisterd sempre.

Considerando fissa l'ascissa « e variabile 'altra
ascissa B, e ponendo & per B, si ha che I'arco s ¢
una funzione di & e la sua derivata rispetto ad x é:

ds?=dx*+dy?

donde:

Resta cosl risoluto il problema del calcolo del-
Yarco di una curva. Questo problema si suol chia-
mare quello della rettificazione delle curve, come
il problema dell’area si suol chiamare il problema
delle quadrature.

Immaginiamo un arco e la sua corda rettilinea.
Lasciando fisso uno degli estremi . e facendo
avvicinare I'altro estremo ad A, I'arco ¢ la corda
diminuiscono indefinitamente. Si pud dimostrare
che il limite del loro rapporto & 'unitd, proprieta
di cui gid ci siamo serviti nel calcolo differen-
ziale.

Infatti si pud dimostrare che la corda contata
dal punto fisso 4 considerata come funzione del-
Vascissa ha la stessa derivata di s nel punto A:

Poiché chiamando Az, Ay le differenze fra le
coordinate corrispondenti dei due ostremi della
corda si ha:

L'-=\/Aa;ﬂ+Ay2 \J \ \tsm
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c __ A_y’
n—\/”(u)

donde:
e facendo convergere Ax a zero tenderanno a zero

Ay c . .
A A
anched yec, e Az ' Aa tenderanno ai valori

delle derivate delle funzioni ¥ e ¢ rispetto ad o
dunque la derivata di ¢ rispetto ad o &:

dc_\/ +(dll

e quindi
| ds
ds_ds |
dc_d_c_
dzx

La formola data sopra per il differenziale del-
I’arco di una curva piana vale nel caso delle coor-
dinate rettangolari. Nel caso delle coordinate obli-
que formanti fra loro 1’angolo ¢ si pud trovare
una formola analoga.

Infatti col medesimo procedimento possiamo tro-
vare che allora la derivata di s rispetto ad z &:

ds [ (dy dy
dx~'\/l (dac\’ +2l cos 9
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e quindi:
ds=ydat+dy?+2dxdycosy.

Passiamo al caso delle coordinate polari.

Siano ¢, le coordinate polari di M. Noi possiamo
ricavare la formola per il differenziale dell’ arco
trasformando in coordinate polari quella ottenuta
avanti in coordinate rettangolari.

Le coordinate 2, ¥ si esprimono mediante ¢, 0
colle formole:

x=pcos® , y=g¢senl

donde:
do=—psen8d 0+ cos0dp
dy=pcos0d0+sgenbddp

e quadrando e sommando
dxt+dyt=p2d 0 + d¢?
onde
ds=VprdoT+d¢.

Mediante il differenziale d s possiamo esprimere
in modo assai semplice i coseni e seni di direzione
della tangente alla curva.

Infatti se 9 & I’angolo che la tangente fa col-
P’asse z, si ha:

dy

tang 6 = ———
ang 4
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onde
gt GY _ _dy
Vdzi+dy? ds
dx dx
co8 0 = ——— =

Vi tdyr ds’

Abbiamo detto avanti che I’arco pud conside-
rarsi come una funzione dell’ascissa x. Viceversa
dato I’arco (contato da una origine fissa) & deter-
minato il punto della curva che ¢ l'altro estremo
dell’ arco, e quindi sono unicamente determinate
le z,y. Onde le due coordinate 2,y possono con-
siderarsi come funzioni dell’arco s che potra dun-
que assumersi come variabile indipendente.

Allora I’equazione della curva potra sempre
immaginarsi sotto la forma:

z =9 (s)
y=9(@)

salvo poi a determinare nei singoli casi la forma
esplicita delle due funzioni ¢, .

Dalle formole superiori risulta allora che le
derivate di @, ¥ rispetto ad s non sono altro che
i coseni ¢ i seni di direzione della tangente alla
curva.

Dalla formola:
dst=dx*+4dy?

prendendo s per variabile indipendeunte e differen-
ziando un’altra volta, e osservando che W\ secont
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differenziale di s deve ritenersi zero, si ha la
formola:
_dzdiz  dydy
T dsdst dsds?
che sussiste quando &,y si considerano funzioni
della variabile indipendente s.
Passiamo a qualche esempio:
1.° Vogliamo trovare I’ espressione dell’ arco
di cerchio di raggio ».
L’equazione del cerchio sia:
x? |- y9 =2

0

Allora
ay __2x_ _ &
e 2y y
onde
dS wi P

Integrando si ha:

x
$ == 1" arco cos —;_- + C

Se vogliamo cominciare a contare 1'arco dal
punto (¥ = 0, x = r) cioé dall’ estremo a destra
del cerchio, allora si ha che per * = la s deve
essere zero, e quindi C = 0, onde resta solo

x
8§ == 17" arco cos ~——-
r

che & la nota espressione dell’arco di cerdmiw.
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2.° Si voglia calcolare I'arco della spirale
garitmica la cui equazione in coordinate polari

p=2¢f
Si ha
de=eddb

onde:

ds:._\/ezodeﬁ+eiﬁd‘-02=\/?e"d0
g_:=\/'§e0

Integrando si ha:
s=y2e +C=V2p + C.

Per determinare C osserviamo che volendo
cominciare a contare ’arco s dal punto corrisp
dente a p =1 e 6 =0 (cio& per tali valori di
0 ponendo s =0), la costante C acquista il val
— V2, onde infine:

s=V2(—1)=V2(d —1).

3.2 Si voglia rettificare la parabola di eq
zione:

y2:2px
Si ha

1
dy=\/f<w—'2_ d_x_:;y__
R Tody p
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[ e

Ora ci conviene trasformare questo integrale in
modo che la variabile indipendente sia y. Si ha:

pl .I !
= d
\/y p Yy

e volendo cominciare a calcolare gli archi dal
vertice della parabola dobbiamo estendere 1’inte-
grazione da ¥y =0 sino ad y.

Per calcolare questo integrale facciamo prima
l’integrazione per parti e abbiamo:

—yViE + p? __!_ ygd‘/
y Y+ p \/1/2_'_79

onde

Ma d’altra parte

=—J~/y*+p”dy pJ
onde mﬁne si ha
PYL 2
Resta qumdl a calcolare quest’ultlmo integrale.

Ora nel Cap. III, § 4 abbiamo in generale calco-
lato Pintegrale :

_dy L1 _y'dy
Ve s N

|
Va+2by +cy?
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di cui il nostro non & che un caso particolare, onde
applicando la formola trovata si ha:

Y d‘q =log(y + VyT+ p*) —log p

\/y2

come dol resto & facile verificare.
L’arco della parabola risulta cosl dato da

WE+e  p o YEVY P
2p 2 %8 P

4.° Si voglia calcolare la lunghezza dell’arco
dell’ellisse:

wﬂ y2
2T
Le coordinate di un punto dell’ ellisse si pos-

sono esprimere in funzione di un parametro nel
seguente modo:

& = a sen ¢
Yy==>bcos9
da cui
dy b sen ¢ dx
iz @ cosg d—?=acoscp

¢ quindi prendendo per variabile indipendente ¢:

= [\/a’cos’q: + b’sen?¢ dyp=

—“f\/l—

sen2q« dy
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e in quanto ai limiti dell’integrale noi porremo i
limiti da @ =0 sino a & qualunque, cid che da
rispetto a ¢ i limiti da ¢ = 0 sino a 2 qualunque.

Ora qualunque artificio potessimo usare per cal-
colare questo integrale si pud mostrare che non
possiamo mai riuscirei coi mezzi ordinari, cio¢
tale integrale non & esprimibile sotto forma finita
mediante le ordinarie funzioni che conosciamo,
le razionali e le irrazionali algebriche, le logarit-
miche, le trigonometriche e le esponenziali.

A tali integrali noi abbiamo accennato nel Ca-
pitolo III, § 4. Essi sono chiamati integrali ellit-
tici appunto perche, come si vede, servono alla
rettificazione dell’ ellisse.

Per il calcolo di essi si potrd ricorrere all’inte-
grazione per serie. Vedi percid il § 2 del Capi-
tolo IIL.

5.2 Si voglia la lunghezza dell’ arco della ci-
cloide.

Assumiamo gli stessi assi coordinati che nel
paragrafo precedente. Abbiamo trovato che

de  V2r—y
dy vy

onde prendendo ¥ per variabile indipendente si ha:

[ [

s=2y2rVy.

PascaL, Calcolo integrale. »

onde
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Dunque la lunghezza dell’arco B P (ved. fig
nel § 1) & uguale al doppio della retta BP' Ia
cui lunghezza & esattamente | 27 y.

Per y = 27 si ha s =47, che la lunghezza della
mezza cicloide, esprimeri.

§ 3. Arco di una curva storta. — Immaginiamo
il segmento di curva storta A B, a tangente con-
tinua. Le ascisse dei punti estremi sieno z, 8, e
dividiamo il segmento rettilineo = 8 in un certo
numero di segmenti parziali, come a” b’ =3,..

;’4 /|

| , /
7! / /

|
-/ .
P

Vis

/ ~ /

Fig. 10.

DPer questi punti di divisione meniamo i piani

~ perpendicolali all’asse & come ua”, )", Questl

piani tagheranno la curva in punti o, b " . in-
termedi fra i punti A B.
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Meniamo la tangente alla curva in un punto
¢ intermedio fra a"' ', e arrestiamo questa tan-
gente fra i due piani paralleli;  abbiamo cosi il
segmento rettilineo a b. Operando nello stesso modo
per tutte le altre zone, si ha un assieme di seg-
menti come « b, ed evidentemente tali segmenti
tendono a zero quando i segmenti ¢ b" = 2, ten-
dono a zero.

Ora il limite della somma di tutti i segmenti
come a b, quando gli intervalli ¢, tendono & zcro
mentre il loro numero aumenta indefinitamente,
¢ cido che diciamo arco di cwrva fra A e B. Dob-
biamo far vedere che tale limite esiste, e cid lo
otteniamo al solito mostrando che esso & espri-
mibile mediante un integrale di una funzione con-
tinua, o generalmente continua.

Troviamo 'espressione di a b.

Chiamiamo I, 4,% gli angoli che la tangente « 0
fa con gli assi coordinati; evidentemente

o)
ab=—=.
cos ;

Ma
cos? § -I- cos® 7 + cos* § = 1

donde
1 cos*y  cos®y
—=\/l+ I N
cos % cos*s  cos®’

dunque

cos?r  cos’?
cos?Z  conth
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Ora possiamo mostrare che

cos 7 cos §
cos £ ’ cos §

si esprimono mediante le derivate di ¥ e 2 ri-
spetto ad .

Infatti sul piano & ¥ la curva storta si proietta
in una curva piana A’ B’, e la tangente ab si
proietta nella tangente o' b’ alla curva piana.

Chiamando o, ,¢, le proiezioni di a b sugli assi
a: e ¥, si ha che 8, ,¢ sono anche le proiezioni
di ¢ b sugli stessi assi.

Si hanno quindi le formole:

N

0

. I
Co8 3 == @ b‘

. E,-
cos | = _;l b"

e chiamando %', 7" gli angoli di e’ ' cogli assi xy
si hanno analogamente le altre due:

cos i = s
» a, bl
€)p
oS 7 —=
a'ld
donde
cosn' __ &  cosn
cos’ 3 cos:’
cosn’

Ma P essendo gl assl A ® e | ortogonal,

k]
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¢ la tangente dell’angolo £ che a' b’ fa con 7, la

qual tangente & anche espressa da %(essendo

a' ' tangente alla curva piana). dunque:

cosn __dy
cost dw

intendendo che questa derivata bisogna natural-
mente calcolarla pel punto di contatto di « b.
Analogamente si pud trovare che

cosl dz
cos: dux

ab=5r\/l+(g'/) +(flj)

e quindi, chiamando s I’arco A B, si ha per de-
finizione:

,ﬂ.‘/ dJ (dz)

Questa formola ci dice che s si esprime me-
diante un integrale, e propriamente

8 — e
/ ] dy\t d 2\2

Avendo supposto che il segmento di curva 4B
abbia la tangente continua o generalmente cont-

dunque
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Zy ,;—z-» che dipendono appunto
dalla direzione della tangente, sono funzioni con-
tinue, o generalmente continue e quindi I'integrale
8 esiste sempre.

Inoltre la derivata di s rispetto ad ¢ (supposto
il limite superiore § variabile, e posto  in luogo
di B) sara in generale proprio la funzione sotto
il segno di integrale, cioé

e (@ (@)

donde ricaviamo pel differenziale di s la formola:

ds=Vdx®+dy* + dz*.

nua si ha che

Anche qui si potrebbe dimostrare, come nel caso
delle curve piane, che il limite del rapporto della
corda all’arco tende ad 1.

Ci ¢ utile fare un’altra osservazione.
Noi abbiamo trovato avanti che:

=\ () + ()

essendo I I’angolo che la tangente alla curva fa
con lasse di .
Di qui si ha:
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Analogamente
cos v = dy
'Tds
dz
r—-2°
COo8 5 ds .

Mediante dunque il differenziale d s noi possiamo
esprimere i coseni di direzione della tangente:
cid & analogo al caso delle curve piane.

Passiamo ad un esempio:

C
//!
P g L /P(/ !

I A B

Fig. 11.

Immaginiamo un triangolo rettangolo A B C e
un cilindro retto a base circolare, e avvolgiamo
il foglio del triangolo attorno al c\indxo v
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modo che la base venga a coincidere con la eir-
conferenza della base del cilindro. Allora 1'ipote-
nusa A C segnera sulla superficie del cilindro una
curva storta che si chiama elica.

Troviamo le coordinate di un punto P dell’elica.
Scegliamo per assi di @,y due rette sul piano
della base, fra loro perpendicolari e passanti pel
punto O, e per asse 2z 'asse del cilindro.

Le coordinate di P saranno

x=0M y=M@Q z=QP
Evidentemente spiegando il cilindro, il triangolo

curvilineo 4 @ P diventa il triangolo rettangolo
A @ P coll’angolo costante 9; cioé:

PQ —arco A Q tango=1r.0.tang ¢
E inoltre
MQ@P=rsend , OM=—vrcosb
chiamando # il raggio del cerchio base.

Cosi sono trovate le coordinate di un punto del-
Pelica, cioé:
2 =1rcosb
y=rsend
z=tang¢.r.0

Di qui si ha che

ay
dy __db__ cos)
d.r_d_a' sen?
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dz
dz__dbd  tangg
dz~— dx  sen®
do

e quindi:

(T -

1 —
v sen® 0 + cos? 0 + tang® ¢ = — -1+ tang® 9.
tlangTe sen‘i\/*a"?

1
sen 6

Onde essendo

o= [V (@) - (& ar
[V G+ (B e

=—f rV1+tang®ed0=—10y1+ tg®c + Cost.

si ha:

Ora volendo cominciare a contare gli archi s
dal punto A, si ha che s=0 per 0 =0 e quindi

Cost. =0

e resta quindi
=—70/1 1 tang® g
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Ed essendo

si vede che, a meno del segno

§= 40
" cosy

come risulterebbe immediatamente dalla conside-
razione del triangolo rettangolo A P @, essendo s
non altro che la lunghezza dell’ipotenusa A4 P.

§ 4. Area delle superficie. — Immaginiamo uns
superficie di equazione z==¢ (@ y) e limitata da
una linea chiusa ad un sol contorno ! la quale s
proietti sul piano # ¥ in una linea chiusa ad ur
sol ramo.

Vogliamo definire che cosa s'intende per are:
della superficic limitata dalla linea chiusa. Sup
porremo che la porzione di superficie sia tale che
una retta parallela a z non la incontri che in w
punto solo.

Facciamo nel piano @ y il rettangolo coi lat
paralleli agli assi &, 7 e circoscritto alla lines
chiusa proiezione di quella che limita la superficie

Dividiamo uno dei lati di questo rettangolo it
intervalli parziali ¢ e 1’ altro in intervalli &'s, «
meniamo le parallele agli assi pei punti di divi
sione. Allora tutto il rettangolo 4 B C D verri
diviso in tanti altri rettangol abe d & eul aleun
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resteranno compresi dentro la curva chiusa, altri
resteranno in parte dentro e in parte fuori, altri
totalmente fuori.

Consideriamo solo quelli che sono totalmente
dentro alla curva chiusa, e cleviamo su di essi,
presi per basi, altrettanti parallelepipedi retti,

Fig. 12.

i quali andranno a spezzare la superficic in altret-
tante parti; prendiamo un punto sulla superficie
interno a ciascuna di queste parti, e per esso
meniamo il piano tangente alla superficie, del quale
consideriamo solo quel quadrilatero che su di esso
resterd determinato dal parallelepipedo corrispon-
dente.
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Il limite della somma di tutti questi quadrila
quando gli intervalli 3, , 8; diminuiscono indefit
mente, mentre il loro numero aumenta, & cid
diciamo 'area della superficie.

Ciascuno di tali quadrilateri & uguale alla
proiezione, cio¢ al rettangolo 8,8's , diviso pel
seno dell’angolo che il piano tangente fa col pi
di 2y o, cid che & lo stesso, per il coseno
I’angolo che la perpendicolare al piano tang
fa coll’asse 2.

Chiamiamo §,41,% gli angoli di direzione d
perpendicolare al piano tangente, e allora uno
quadrilateri sara:

3, 8,
cos &

q=

ed essendo:

cos2 i+ cos®n ¥ cos2l{=1

si ha:

cos2f = cos?n

1
consC:\y/1 - cos? ' cos’ ¢

onde:

J L+ cos?§ cosg
cos? C cos®%’

Ora cercheremo di trasformare il radicale.
Per il punto di contatto del piano tangente
niamo il piano parallelo al piano @ 2, il q
taglierd la superficie lungo wna. eueva cq e il p
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tangente lungo la tangente ¢ a tale curva; l'equa-
zione di tale curva c sara la stessa equazione della
superficie quando si consideri ¥ costante, (uguale
cio® alla distanza del piano della linea dal piano
x z). Sieno ', 8, ¢' gli angoli di direzione della
tangente ¢ alla curva c; allora cvidentemente, poi-
ché tale retta ¢ sta in un piano perpendicolare
all’asse ¥, si ha cos B'=0, e inoltre =’ ¢ ' fra loro
complementari.

La perpendicolare al piano tangente sarad per-
pendicolare alla retta ¢, e quindi fra i coseni di
direzione sussiste la relazione:

cos 5 cosx’ + cos v cos B’ + coslcosy = 0

la quale diventa

cosscosx -t cos{cosy =0

donde:
cost  cosy
cos § cos’ ’
Ma
: cosY senv’ .
S = ; = tang o
cos® cos%
e inoltre
0z
tang o’ = .-
8 o
dunque
cos % 0z
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Analogamente si troverebbe

cosn _ dz

cos § dy

onde infine

g

e quindi la superficie di S restera definita d
formola:

,, o T4
§e=li ?;“\/1 (a) d./)

Per la definizione che abbiamo dato di integ
doppio, si vede di qui che

dz
S - ff\/w(dw —) dzdy.

In quanto ai limiti d’integrazione non ¢’ &
ripetere le stesse considerazioni fatte a suo te
a proposito degli integrali doppi.

Poich¢ noi supponiamo che la superficie
continua e il piano tangente in tutta la por:z
di superficie che si considera si muova con
tinuita, cosi la funzione

dz (d 2\’
14+ |52 =<
Vi (o)« @)
sard una funzione continua di  y. Onde I’
grale doppio esisterd scmpre.
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Resta cosi al solito non solo dimostrata 1’ esi-
stenza del limite del sommatorio, cioé dell’ area
della superficie giusta la definizione da noi data,
ma anche trovata la formola colla quale la si pud
caloolare.

§ 5. Superficie di rotazione. — Nel caso delle
superficie di rotazione possiamo facilmente ridurci
ad un integrale semplice potendo in quel caso esc-
guire una delle due integrazioni

Imwmaginiamo sul piano ¢ x la curva di equa-
zione

z2=9()

Fig. 13.

che rotando intorno all’asse = genera la superficic
di rotazione.

Nella rotazione il punto P serberi distanza co-
stante dall’asse 2 (tale distanza sard sorapte €Y o
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altezza costante sul piano z y, per modo che la z
del punto Pin una posizione qualunque sara sempre
la stessa z del punto P del piano z=z.

Inoltre la " sara in ogni posizione di P la ra-
dice di z* + »? se con x, y indichiamo le coordi-
nate di P nello spazio.

Per avere dunque !’equazione della superfigie
basta porroe nell’equazione della curva ' =y z2+3,
onde I’equazione della superficie &

z=9(\/w’+y’).

Le derivate parziali di 2 rispetto ad # e ¥ sono

. x
o=t VT
2 )
g&=?’(\/x2+y2)\/x2+y,
donde
2 2 -
i

La superficie diventa adunque:

S=f Vit Ve ) dady.

Immaginiamo che il ramo di curva piana che
rota intorno a z sia A B e I’ascissa di B sia ' =1
Allora il contorno della superficie sara il cerchio
descritto da B, il quale si proietterd sul pianozy
in un cerchio eguale di raggio .

P~

T

0]
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Dovendoestendere 'integrazione in modo che #, ¥
percorrano tutto il quarto di cerchio compreso fra
gli assi £y dobbiamo fare 1’integrazione rispetto
ad y da ¥y =0 fino a y = V2 — & e I'integrazione
rispetto ad ¢ da r-==0 sino ad x==7.

Facciamo ora un cambiamento di variabili nel-
I’integrale rispetto ad 7, ponendo la variabile &'
in luogo della variabile ¥, cioé ponendo:

x8+ y2=x’2.

Allora la funzione da integrare diventay/ 1 + ¢’ ¥(z')
e per trasformare I'integrale bisognera moltiplicare
tale funzione per la derivata dell’antica variabile ¥
rispetto alla nuova &', cio¢ per:
dy _« __® .

dv =y Voi—
Onde I'integrale diventa:

dx
jw’\/l +9'2(x)da Va® ot

e queste due integrazioni bisogna estenderle in
maniera da comprendere tutti i punti del quarto
di cerchio di raggio .

La integrazione rispetto ad x la estendiamo da
=20 sino ad x =2z', e quella rispetto ad 2’ la
estendiamo da 2’ = 0 sino ad x' =r.

Ora

! dax x 1 -
——— =|arcosen | =+
vzt —2a  Jo <

o
Pascar, Calcolo integrale. W
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‘onde il doppio integrale & eguale all’integrale
semplice:

';— TV Tr @ da
> :

Se vogliamo tutta la superficie di rotazione in-
torno A & chiaro che basta moltiplicare per 4 questo
risultato, e quindi si ha infine

S=2rfr”'\/1 +93(z)da’.

o

Si vede dunque che nel caso della superficie di
rotazione l'integrale doppio si pud ridurre ad un -
integrale semplice.

Si pud far vedere che 1 + ¢ 2(z') non & altro |
che I’ inverso del coseno dell’angolo che la tan-
gente alla curva generatrice forma coll’asse di z.

Giacch¢ la tangente di tale angolo & evidente-
mente:

'((li—::=?'(”')
e
cos0 = 1
V1+tg?o
onde
N = o
cost = T =y
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§ 6. Zona sferica. — Vogliamo trovare la super-
ficie di una zona sferica compresa fra un piano
tangente alla sfera in un punto 4 e un piano paral-
lelo.

La curva generatrice sul piano 2 x in questo caso
& un quarto di circonferenza di raggio I, se Il ¢
il raggio della sfera. Sia B il punto in cui questa
circonferenza & tagliata dal dato piano parallelo
al piano tangente, ¢ A’ il punto in cui il mede-
simo piano taglia 'asse 2.

Poniamo B A' = r e applichiamo la formola pre-
cedente dove ¢ sia la funzione

z=o(@) -2 —2"

e quindi
X)=— o
¢ () Ny
—_— R
l+¢%@) =, — - -
VI+e#( g

Abbiamo allora

. ! "
'__RL-M: —RVEE=|
VIE—x®

=—RVE—»+ 2
L’area della zona ¢ dunque:
27 R(R—VR* — %),

0

Yolendo tutto 1’emisfero pomamo in oquesk Sov-

mola »=1F ¢ si ha 2= [2, come st sa Ao\ 80"

metria elementare.
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§7. Superﬁcle dell’ellissoide di rotazione. — Con
sideriamo nel piano z z I'ellisse A B che roti in
torno all’asse mag..glore «.

Sia la sua equazione

22 x?
P + T 1.
Si ha:
\/1+¢'2(r)—-\/1+[ \/b‘z’*a"c’
—_—— 4 ___ (2 — H2 »2
=13 s/ at— (a?—b?, 2
o, introducendo 1’eccentricitd dell’ellisse, cioe:
L
e=""3
si ha:
Tr ot (@) = Vi —ef ot
V1+9% () bz\/a etz
e quindi

/ —_——
S=2ﬂf-{)-£—\/a’-e2z”dz. !
a z ;
i
Facciamo un cangiamento di variabile indipen-! i
dente, cio& prendlamo per yarmblle indipendente
la 2z in luogo della z'; alloga dobbiamo moltlph-'
da' bz

care la funzione da mtegré&re per o =— g

'\
\
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onde si ha, a meno del segno:

S=2=x ‘ %\/5’—e’z2 dz.

Ora noi sappiamo gia che:

f\/l —tdt= ;\/1 —t +-,17arcosent
onde:
|.\/ 2-¢'22d --i\/a”—-e2 4 -l—a—zarcosen—c—z
‘ al-g'2tdz =4 2 9 a
e percid fra i limiti 0 e 2 si ha:

b § ———— 1 a’ [
S==n—|zVa?—e22® + — -— arcosen—z]
a 2 e a

Per z=a si ha la superficie del mezzo ellis-
soide, ciod:
b
b 4+ ES— arco sen e.
Per ¢=o0 e quindi:
a=b=R
si ha

(3]

= R?

che & la superficie della semisfera.

§ 8. Volumi racchiusi da superficie. — Una con-
siderazione analoga a quella che si fa per \e aree
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delle curve piane si pud fare per i volumi delle
superficie. E noi procederemo in questa ricerca in
un modo analogo a quello tenuto per le aree.

lmmaginiamo una porzione di superficie a con-
torno chiuso, il qual contorno si proietti in una
curva chiusa sul piano zy, e la superficie al so-
lito sia tale che una retta parallela all’asse z non
la incontri in pi di un punto solo.

Immaginiamo precisamente come nei paragrafi
precedenti divisa ’area di questa curva chiusa in
rettangoli parziali 3, 3's; e formiamo i parallelepi-
pedi retti aventi per basi tali rettangoli. Questi
parallelepipedi andranno a tagliare sulla superficie
altrettante porzioni di superficie, in ciascuna delle
quali prendiamo un punto e per esso conduciamo il
piano parallelo al piano z ). Con questo piano si
verra a chiudere il parallelepipedo, di cui esso
verra a formare la base superiore. Allora il limite
della somma di tutti questi parallelepipedi & cio
che diciamo il volume compreso fra la superficie
ed il piano xy. .

Se l'equazione della superficie & z-—=f(xy) ¢
chiaro che ciascuno dei parallelepipedi sara misu-
rato da:

35 (£ 9)

dove il valore di /(¢ ) ¢ calcolato per un punto x¥y
che si trova interno al rettangolo 3, 8's.

Quindi il volume richiesto ¢:

V=1lmns 3 f(zy)
cioe

hl

| = j.\‘f\mmdmd'g.
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nmaginiamo ora una superficie chiusa e ve-
10 come possiamo calcolare la porzione dello
:io da essa racchiusa.

astera applicare due volte il metodo precedente
a seguente maniera:

onduciamo il cilindro retto con le generatrici pa-
:le all’asse z e circoscritto alla superficie chiusa.
3 cilindro tocchera la superficie data lungo una
1 storta che effettuerad la separazione della su-
icie in due parti, una parte superiore e l'altra
riore. Se calcoliamo i due volumi compresi fra
le due parti ed il piano z ¥y e sottraghiamo
0 dall’altro questi volumi, abbiamo evidente-
te il volume racchiuso dalla superficie.

oich¢ le due parti della superficie in questa
iera vengono ad avere lo stesso contorno il
e non ¢& altro che la linea di contatto fra il
dro e la superficie, cosi le integrazioni rispetto
variabili &, ¥ debbono farsi in ambo i casi
rli stessi limiti, perché in ambo i casi debbono
ndersi in modo da comprendere tutta la me-
ma area piana. Solo che una volta (2 ¥) ha
‘alore e un’altra volta ne ha un altro, supposto
la superficie sia chiusa. Questi due valori si
ano risolvendo l’equazione della superficie ri-
to a z; si ha allora una funzione

z=f(xy)
deve essere una funzione a due valori f; ( ¥),
’Y), perch¢ abbiamo supposto che una retta
Jlela all’asse z incontra la superficie in due

i tali due valori sono quelli che dovranno fi-
wre nelle integrazioni.
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11 volume sard dunque dato da:
v=[[theo - fepldzdy

ed essendo:

f1(xy)
dz=fi(xy) - falry

Tdxy)

possiamo anche scrivere:
V= ‘ J [ dxdydz

dove l'integrazione rispetto a 2 bisogna farla fra
i limiti dei due valori f, f; che ha la z, e che si
ottengono dall’equazione della superficie risolven-
dola rispetto a z; I’integrazione rispetto ad y deve
farsi fra i limiti dei due valori funzioni di « che
si hanno per ¥ risolvendo rispetto ad essa 1’ equa-
zione della curva piana intersezione del piano xy
col cilindro suddetto circoscritto alla superficie; e
I’integrazione rispetto a & bisogna farla fra i li-
miti costanti che vengono ad essere le ascisse
dei punti di contatto delle due tangenti a tale
curva piana, parallele all’asse ¥.

Per potere applicare questo metodo nei diversi
casi speciali ’unica cosa che ci resta a fare & di
trovare la curva piana proiezione del contorno
della superficie.

Ora noi abbiamo visto in un paragrafo prece-
dente che se 4§ sono gli angoli di direzione della
perpendicolare ad un piano tangente nel punto 2y 2
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si ha
cos % 02
cosl ox
cosn ___ 0z
cosl 9y’

Se I’equazione della superficie ridotta sotto la
forma razionale ¢ data da

Flyz)=0
si ha dunque:
oF oF
cosi o« cos, QY
cost 9F ' cosi JF
FIE 0z

ciot:
ﬂv ] al'-v ) a_l"
o+ 0y 0z
Se il piano tangente ¢ parallelo all’asse = al-
lora cos § =0 e quindi per il punto di contatto

cosk: 0087 :C08 5=

deve essere .- —(.

0z
Questa relazione rappresenta una nuova super-
‘ficie che sega la superficie data lungo la curva di
contatto del cilindro circoscritto; eliminando z fra
Pequazione della superficie F'(ryz) =0 e I'equa-

. oF . . .
zione —— —= () si ha una relazione fra &y che si

0z
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pud considerare come 1’equazione del cilindro cir-
coscritto, o anche, limitandoci al piano x ¥, come
I’equazione della base di tal cilindro, e abbiamo
con cid Vequazione richiesta della curva.

§ 9. Volume del solido di rotazione. — Come si
& visto, il calcolo di un volume si riduce a quello
di un integrale doppio; ma se si tratta di un vo-
lume racchiuso da una superficie di rotazione pos-
siamo anche far vedere facilmente che si puo ef-
fettuare una delle integrazioni prima di conoscere
I’equazione della superficie, e quindi ci possiamo
ridurre ad un integrale semplice, il cui caleolo di-
pendera poi dalla conoscenza della equazione della
curva generatrice della superficie. Capita cioé qui
un fatto simile a quello che abbiamo visto che ac-
cade nel caso del calcolo delle aree della super-
ficie.

Conserveremo le stesse notazioni adoperate nei
paragrafi precedenti.

Essendo 2= ¢ V(2% + y®) 'equazione della su-
perficie di rotazione. il volume sard dato da

[[¢War+ydaaay

Pouniamo ora
at+ yt=uo"

¢ trasformiamo la variabile 7 nella variabile .z’
Allora si ha:

A :
jlj‘?(w'):j—m‘zda’dx
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e volendo estendere, come nel caso della superficie,
I'integrazione al quarto di cerchio di raggio » dob-
biamo estendere 1’integrazione

’

da z =0 sino ad X =@

da ' =0 sino ad =

Eseguendo l'integrazione rispetto ad .z si ha evi-
t-]

T
dentemente - onde resta

2
x (7
—2—J m’qa(a;')dw'.

Colla formola precedente si- ha il volume ge-
.nerato da A PB O (v. fig. del § 5) che rota di : in-
torno all’asse z; moltiplicando per 4 si avra il vo-
lume generato da tutta la rotazione
o
V= 21:J xe(x)d .

/]

Volendo il volume generato dalla sola rotazione
di A P (@ dobbiamo togliere il volume del cilindro
generato da Q I’B O, cio¢ =1»?. P’ B, ciot:

=r2o (1),
Ora integrando per parti si ha

2r fm'?(x')dw'mx%(x'; —= (@ @) da

- -
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v

e fra i limiti si ha:
2 njr zy(x)da =nrie(r) —NJr x?y (2)d
o o

onde la differenza fra i due volumi ¢, a meno del
segno

Vi=r f "oty (@) da.
0
E in questo integrale facendo un cambiamento

di variabile indipendente, introducendo cioé per
variabile indipendente

e=9 ()
¢ quindi moltiplicando per
a1
dz ¢ ()’

resta:
2y ’
V1=7rf ridz
23

chiamando 2,, 2;, le ordinate dei punti 4, P estremi
della curva generatrice, cioé le lunghezze O 4, B P.

§ 10. Volume dell’ ellissoide qualunque. — Solido
generato dalla cicloide — Sia I’ ellissoide
y2
—+—Ul v—§=1
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Dobbiamo calcolare 1'integrale triplo

fffdwdyda

La integrazione rispetto a 2 bisogna farla fra i

limiti:
2= icvl_‘_@_,y.%
a® b

resta cosi ’integrale doppio:

P x2 yz
ecfde dy\/l — 3"
Esaminiamo quali debbono essere i limiti del-
V’integrazione rispetto ad . Osserviamo intanto che
la proiezione della superficie sul piano ¥ & in

questo caso l’intersezione della superficie stessa
col piano 2y, e quindi ha per equazione:

€2 y2
atp=!

donde:

Applicando la formola:

: S 1, —— 1
| dt\/l-—t”=—_—?—t\/1-—t2—;—-O-a,rcset\t

-4
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jd Vi [l ->":"’2] _ y?

a®l b2

1 xt oy
=9 Y \/l PN +

2
2
+ ; [1 - —azi,]arc sen - Y ——

a
I)\/ 1 —_——

e, fatta 1’integrazione fra i limiti, si ha

1 22 .
2""’[1'}12]

‘onde il volume & dato da

+ b
nbcf a[l~a2]dx
«

-

cio¢ finalmente da:

;—r.a.b.c.

Se ora:

a=b=c=r

si haf;wr3 che & appunto il volume della sf

Passiamo ora alla ricerca del volume racch
nella superficic generata da una mezza cicloide
che ruota attorno alla tangente O T wel werti
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Sia O E B il cerchio generatore della cicloide.
Dobbiamo calcolare ﬁfx'”dz esteso fra 1 limiti

da 2=0 sino a 2.

2z A

E

Fig. 14,

Ci conviene di mutare la variabile d’integrazione,
e prendiamo per variabile indipendente la .»'. Al-

. - d
lora dobbiamo moltiplicare per d ; che, come sap-

. o 1. Qr—ax .
piamo, per la cicloide ¢ eguale a \/ ;TT—. Si ha
cosi da calcolare:

x’ —
n I ZV2ra —a'tdal
[

che pud scriversi:

x
:rf V2re - wtda

o
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x! . —— s
—:tf (r—a"V2rao —z2do.
[/
Ora se volessimo calcolare 1’area piana O.

racchiusa dal cerchio, dovremmo calcolare prec
mente 1'integrale

z
f V2ra — x'tda’,
0

quindi possiamo dire che:

Volume == 7rsegm. O E D —

e P—
—'RJ r—2)/2ra'—atda.
o
11 secondo integrale si pud caleolare facilm

ponendo 2r &' -—x'% =t
Si ha allora:

dt ’ ,

;ﬁ;—2’l‘—2v0
donde

dx' 1

dt ~ 2(r—2a')

¢ quindi si ha da caleolare:
. , 3
n z ™ %
—3 j tdt——3t
0
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onde in fine:

3

Volume = 7 segm. O K D — % 2rx — .u’2)2

Volendo tutto il volume racchiuso dalla super-
| ficie generata da tutta la mezza cicloide O C 4, dob-
biamo fare "= 0 B = 27, eallora il segm. O ED

diventa tutta la mezza circonferenza la cui area
P

R . .
¢—5-, onde si ha infine:
~

VYolume = ; =28,

Pasoar, Calcolo integrale. w»



: 1 lZps-uerzoeni ¢ delinizieni fondamenhili. -
Tooorozililosazme "V-:-zm questo problema: or-

s ... z=:iizia... n® ordine che indicheremo ]

% .. . e sieno ignoti i walori esplieiti
371 funzizne che di tutte le sue derivate;
ma s invece una relazione fraz y y'... s,
¢)r4 ei dornandiamo: eonoscendo una tale relasione,
= potra trovare la funzione y?

['na relazione di questo genere si chiama uns
equazions differenziale, e il problema che vi s ri-
ferisce, ¢ che noi abbiamo enunciato, si chiamail
problema dell’ integrazione delle equazioni diffe
renziali,

Comincinmo a fissare delle distinzioni fondamen-
tli fra le varie specie di equazioni AnRerewnsh
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che noi possiamo immaginare. Prima di tutto pud
immaginarsi che la funzione ignota da ricercarsi,
sia funzione di una sola variabile o di piu varia-
bili indipendenti; e quindi che la relazione data,
sia una relazione fra la funzione, la variabile e le
derivate della funzione rispetto a quell’unica va-
riabile, ovvero sia una relazione fra la funzione,
le variabili e le derivate parziali della funzione
rispetto alle diverse variabili. Abbiamo quindi due
grandi categorie di equazioni differenziali; quelle
della prima categoria si chiamano equazioni diffe-
renziali ordinarie, e quelle della seconda si chia-
mano equazioni a derivate parziali.

Nell’uno e nell’altro caso si chiamera ordine
Tell’ equazione quello della derivata di piu alto or-
line che in essa comparisce. Pud poi anche im-
maginarsi che invece di una sola relazione fra la
variabile, la funzione e le sue derivate, ne sieno
late piu, da considerarsi come simultanee; allora
si ha cid che si chiama un sistema di equazioni
differenziali.

Prima di passare allo studio del problema del-
integrazione delle equazioni differenziali, noi na-
turalmente cercheremo di fare uno studio preli-
minare sul problema diretto, cio¢ sul modo di
sostruire una equazione differenziale, conosciuta che
iia la funzione. Con cid potremo poi pilt facilmente
tentare la soluzione del problema inverso.

Sia data una funzione # di @, e ne formiamo la
derivata prima ¥’. Se la funzione data contiene un
parametro qualunque ¢, in generale anche la de-
rivata conterra ¢, e se noi eliminiamo ¢ fra la fun-
zione data e Ia sua derivata, abblamo evidene-



228 Capitolo VII. — § 1.

mente una relazione fra ¥, ¥, #, che sard un’equa-
zione differenziale. )

L’integrale di quella equazione sara naturalmente
la funzione y data, ma dove a ¢ pud darsi qua-
lunque valore, perché per qualunque ¢ (che & il
parametro che abbiamo eliminato) la ¥ data sod-
disfa sempre la equazione differenziale. Non si ha
dunque effettivamente una sola funzione, ma infi-
nite funzioni, o meglio wna funzione contenente
un parametro arbitrario. _

T.’equazione differenziale cosi formata & un’equa-
zione differenziale di 1° ordine, ma & chiaro che con
considerazioni analoghe potrebbe formarsi un’ equa-
zione differenziale di ordine n.

Basta cio¢ supporre che la funzione data con-
tenga n costanti ¢, ¢;...cn, © che si formino le
prime » derivate della funzione; fra queste, insieme
colla funzione data, eliminando le # costanti si ha
un’ equazione contenente in generale zy ¥'...y®),
che ¢ un’equazione differenziale di ordine 7.

Dalla costruzione stessa di una tale equazione
differenziale si vede che la funzione data che do-
vremo counsiderare come infegrale dell’equazione
differenziale, ha la proprietd, che se si formano le
sue derivate sino a quella di ordine n, e ¢ valori di
VY...y®™ cosi ottenuti si sostituiscono nell’ equa-
zione differenziule, si deve avere una relazione
identicamente soddisfatta qualunque sia x e qua-
lunque sieno i valori delle costanti ¢, ¢;... cn.

Una siffatta soluzione dell’equazione differenziale
con 7 costanti arbitrarie noi la chiameremo 1’in-
{egrale generale, ¢ vien subito la domanda, se data
un’equazione differenziale oualunope eisa. o wo
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sempre 1'infegrale generale. Si dimostra che effet-
tivamente qualunque sia 1’equazione differenziale,
I’integrale generale esiste sempre; ma noi non en-
treremo nei dettagli di queste dimostrazioni.

Se a tutte 0 ad alcune delle costanti diamo dei
valori particolari allora abbiamo anche delle solu-
zioni dell’equazione differenziale, che si chiamano
integrali particolari. Tali integrali non conten-
gono 7n costanti arbitrarie, ma o nessuna o un nu-
mero minore di #; ognuno di essi si pud sempre
ricavare dall’integrale generale, mentre viceversa
da essi non pud ricavarsi I'integrale generale, meno
che in certi casi speciali.

Vogliamo ora fissare con precisione quali sono

i caratteri distintivi di un integrale generale.
- Qualunque soluzione dell’equazione differenziale
deve sempre essere una funzione ¥ di x tale che
ricavandone %' ¥"...y e sostituendoli, insieme col
valore di ¥, nell’equazione data, si abbia un’espres-
sione in x identicamente soddisfatta qualunque sia
il valore di x. Queste sono le proprietd comuni a
qualunque specie di integrali; ma che cosa deve
verificarsi dippiu perche si possa dire che 1’inte-
grale di cui sitratta sia della specie di quelli chia-
mati generali?

Abbiamo detto che I'integrale generale deve con-
tenere 7 costanti arbitrarie; ma dobbiamo preci-
sare meglio il carattere essenziale di queste co-
stanti. Queste costanti devono essere contenute in
una maniera speciale, e propriamente in questa:
che formando le successive n derivate di y, possa
poi eseguirsi il processo di eliminazione di quelle
costanti dalle n + 1 equazioni che si vengowo ad
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ottenere. 1 allora solo che noi diremo che quelle
costanti sono fra loro tutte ¢ndipendenti e sono
proprio n; potrebbe accadere invece che, elimi-
nando alcune delle costanti, se ne eliminino per
conseguenza alcune altre, e allora esse non sa-
rebbero che solo apparentemente n, ma in effetti
rappresenterebbero un numero inferiore di costanti,
¢ quindi l'integrale non sarebbe pil generale ma
particolare.

Evidentemente possiamo mettere sotto quest’altra
forma la proprieta indicata: che dalle prime n di
quelle equazioni, cioé da quella che esprime la fun-
zione data e da quelle delle prime n — 1 derivate,
st possano ricavare i valori di ¢, cy... ¢actoé dellen
costanti; & chiaro infatti che quando questo si possa
fare, allora sostituendo poi questi valori nell’equa-
zione contenente la derivata #™e di¥, si avra una
relazione, certamente non tdentica, che sara proprio
I’equazione differenziale. Quella relazione che si
viene a ottenere sard certamente non identica perché
il termine contenente 3 non potra distruggersi
con nessun altro termine simile, giacché ¢, c,...cn
vengono espressi solo mediante x ¥y y'...yn—1, e
non mediante ¥

Se i valori delle costanti arbitrarie sono espressi
in funzione di @, ¥, ¥'...%#» —1 vuol dire che dando
ad # un qualunque valore compreso in un certo
campo,eay ¥'... y¥* — D valori arbitrariamente sta-
biliti, ogni volta se ne debbano poter ricavare per
le costanti valori determinati; onde possiamo dire
anche che le n costanti devono comparire in ma-
niera che almeno per i valovi di X compresi in un
certo campo, si debbano potere dove servpre od, exw
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tali valori che le quantita yy'...ym—1 acquistino
valori gia precedentemente e arbitrariamente fissati.

Oltre le due dette specie di integrali cioe i ge-
nerali e i particolari, ne esiste anche un’altra
specie, ciot gli integrali singolari; ma di questi
discorreremo in seguito in un paragrafo apposta.

Le considerazioni fatte si riferiscono alle equ«-
zioni differenziali ordinarie. In quanto poi agli
integrali delle equazioni a derivate parziali ve di-
scorreremo in un altro paragrafo.

Resta ora a passare allo studio del problema:
data U equazione differenziale trovare Uintegrale;
per tale problema noi al solito non possiamo sta-
bilire delle regole generali, ma dobbiamo limitarci
a fissare dei tipi di equazioni differenziali, e stu-
diarli separatamente, come gia si fece nel problema
dell’integrazione delle funzioni (quadrature).

Il problema delle equazioni differenziali lo con-
sidereremo perd risoluto sempre che lo avremo
ricondotto ad un problema di semplice integrazione,
cio®, come si dice, alle quadrature. Potra anche
accadere che una tale quadratura non si sappia
praticamente effettuare, ma la difficolta allora resta
spostata in un campo di ricerche diverso. I nella
stessa maniera che noi nel calcolo infinitesimale
consideriamo come risoluto un problema, semprechd
lo possiamo trasformare in modo che la sua so-
luzione dipenda dalla soluzione di un problema
algebrico, per es. dalla risoluzione di un’equazione
algebrica. :

. Prima ora di passare allo studio del dinersiSgh
di equazioni differenziali, facciomo veders come
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esse possono presentarsi per la soluzione di un
problema ordinario di geometria.

§ 2. Esempio di un problema di geometria la cui
soluzione conduce ad un’'equazione differenziale, —
Applicando 'analisi a molti problemi di geometria :
in cui p. es., sia da trovare I’equazione di una
curva piana dotata di speciali proprieta, pud ac-
cadere di imbatterci direttamente non in una sem-
plice relazione analitica fra le coordinate «, ¥, ma
in una relazione fra «, 7 e le derivate di ¥ ri-
spetto ad 2, cio¢ precisamente in una equazione
differenziale. I& chiaro che allora la soluzione di
esso problema si riduce allo studio e all’ integra-
zione di questa equazione differenziale.

Scegliamo il seguente esempio. Si voglia deter-
minare una curva tale che il raggio vettore O P
sia eguale al segmento O R che la tangente PR
in P stacca sull’asse .

Cominciamo dall’osservare che

OP ‘——V.‘l:!-{- :l/2

Inoltre
ro_dy
OR” dx
onde
Yy _dy
r+OR dx
¢ dovendo essere ) P= 0 R si ha la relazione:
Y Ly
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che & precisamente un’equazione differenziale di
1.° ordine.

P
R 0 Q T
Fig. 15.

- In un paragrafo seguente (v. § 4) vedremo come
si pud fare per integrare tale equazione, e come
essa dia luogo ad un fascio di parabole. Per modo
che si ricava ancora il teorema, che non c¢’¢ altra
curva che le parabole che soddisfano alla proprieta
enunciata.

§ 3. Equazioni differenziali di 1° ordine. Equa-
zioni in cui si possono separare le variabili, —
Vogliamo ora passare ad esporre alcuni metodi
con cui si pud effettuare 1’ integrazione di alcuni
tipi speciali di equazioni differenziali.

Cominciamo da quelle di 1.° ordine.

Si abbia dunque un’equazione:

f(ev.5Y) -0 )

. d . .
¢ supponiamo che d_i vi sia contenuto algebri-

camente in modo razionale ed intero.
Alloras questa relazione pud considerarvsy cowme
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dy
dx
a questa variabile, e si otterra la scomposizione

un’ equazione in , @ si pud risolvere rispetto

di (1) in un prodotto di n fattori lineari in %

DPossiamo allora considerare separatamente uno
di questi fattori, e ci riduciamo cosi ad un’equa-
zione differenziale del tipo:

ay _
M+ N2Z =0 (3]

dove M, N sono funzioni di @, y.

Uno dei primi casi in cui (2) pud immediata-
mente integrarsi si ha quando M, N sono funzioni
rispettivamente della sola x e della sola y.

Allora si ha:

Mdx+ Ndy=0

e integrando si ha:
J-Md.): + dey = cost.

Questo caso si dice il caso in cui le variabili
si possono separare. Si abbia per esempio da inte-
grare:

xydx-—(a—x) (y—b dy =0;
dividendo per ¥ (@ —) si ha:

d dm—y_»lldg=0
a—% Y
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e, integrando termine a termine, si ha:
—r—alog(a—x)—y + blogy = cost.

Ci & comodo porre la costante arbitraria sotto
la forma di un logaritmo, cio® scrivere log C al
secondo membro e allora si ha, passando dai lo-
garitmi ai numeri,

Y® (@ — )y = Cextvy

Si potrebbe vedere che se si deriva questa equa-
zione e poi si elimina C fra essa e la sua deri-
vata si ricade nell’equazione differenziale data.

§ 4. Equazioni differenziali omogenee. — Imma-
giniamo che in

Mdx + Ndy=20 n

le M e N sieno funzioni omogenee dello stesso
grado. In altri termini sieno tali funzioni che
moltiplicando @, ¥ per una indeterminata A, esse
risultino le stesse di prima moltiplicate per A».

Allora & facile indicare un metodo gencrale di
integrazione. Infatti introduciamo una nuova va-
riabile z in luogo di ¥ ponendo

v_,
X

Dividiamo la (1) per ™, e si ha che i coeffi-
cienti di d, dy, risultano funzioni del solo rap-

porto %, ciot si ha:

y(-g)dx ) (yx\dy — 0.
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Intanto da

8=
I
(3

si ha:
dy =xdz+z2dx

onde sostituendo si ha 1’equazione differenziale:
v’z dow +V(2)(wdzt+zdax)=0
ciot

_d,‘qL‘ 4 _i/—(_z_)_
z ¢+ 2y(2)
in cui le variabili sono separate e quindi ci ridu-

ciamo al caso precedente.
1 equazione ottenuta nel § 2 & precisamente
una equazione omogenea, e quindi si pud integrare

nel modo indicato.
Iissa é:

yde—(r+yJyat+yd)dy=0

dz=0

ed ¢ omogenea di grado 1.
Dividendo per ¥ e poi ponendo —5;—=z si ha:
zdy+ydz—(@+Vi+a)dy=0

donde
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e integrando
logy=1log (e +V1+22) + log C
donde

y=@E+\Vv1+2")C

e ponendo z= v si hanno successivamente gli
sviluppi:
y=Cle VT )
@ —Caf =C1 @+
Yry:—2Cx—C?»=0
onde, escludendo la soluzione ¥ — 0, si ha per so-
luzione la parabola
: y>:—2Cx—C?=0

il cui fuoco ¢ 'origine.

§ 5. Equazioni lineari di 1.° ordine. — Un’ equa-
zione della forma
dy

d:c+Py-=Q

dove P,Q sieno funzioni della sole x, si dice una
equazione lineare; essa contiene linearmente la ¥

dy
e 1& ;i‘w
Poniamo
Yy=u.v
d
Y _, 00 LY

iz "dwm d.a
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Si ha
dv du
S + dw+Puv——Q
dv
uﬂ+(d +Pu)v Q

Potendo scegliere ad arbitrio una delle due fun-
zioni u, v, scegliamo % in modo che sia:

du

ciot
(—i~u=-—de;
u

e integrando

logu=— {Pdw

w = ¢—SPiz,
Allora resta:
dv
“aw ¢
cioe
v =er“’dxd.'c+ c
e quindi

peemlfomescie |
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Sia p. es. da integrare:

dy S
a—w+y,—-w.

Si ha:
IPdw=x

‘ QeSPdz g 3 — ‘ xderd .
Per effettuare la quadratura

[xsezdx

ci serviremo della integrazione per parti;

fw’erdw=x3ez—3fw2exdx

=ater—3a%e*+ 6 |wcrd.n
= a3 ¢® --3x2e“+6we”—6fel'dm
==2%e?— 3% + 62¢* — 6 ¢

onde si ha:
y=e*[xte*—3a%c® - 6xec—6ex+ C|.

Vi sono aleuni tipi di equazioni differenziali che
si possono ridurre immediatamente a’ caso dells
equazioni lineari.
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Si abbia p. es.:

eV py=qyr
dove P, Q sieno funzioni della sole x.
Poniamo:

yl-n
1—mn
. y-rdy=dz;
si ha allora:
92+ (l- W Pz=0,

e con ¢iv 'equazione data ¢ trasformata in un’altra
del tipo delle equazioni lineari.

Abbiamo detto precedentemente che se noi co-
nosciamo un integrale particolare non possiamo
senz’altro conoscere l'integrale generale. I’erd pos-
siamo indicare il seguente tipo di equazioni in cui
questo si pud fare.

Sia 'equazione:

ay
-~ -+ Py=¢@y?+ R.
d @ y=ey

Sia » un integrale particolare, cio¢ sia identi-

camente:
du

—d—m+l’u=Qu2+R. o Q1)
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Poniamo
. Yy=u-+v
Sl ha in virtd di (1)

_ql_v t (P—=2Qu)v=0Q?

che & del tipo precedente; quindi si pud integrare
e si ha v con una costante arbitraria.
- Per esempio l’equa-zione-
ay
dx

ha per integrale particolare

+Py=Qy*+(1+ Pwr— Q)

y=z

Possiamo percio applicare il metodo indicato e
abbiamo da integrare

dv
dw (P - 2Qx)v= Q%

§ 6. Equaznom dlfferenzuah di 1.° ordine non riso-

d
lubili rispetto a d—Z — Quando la risoluzione del-
Pequazione differenziale rispetto a LY ruscisse

dzx
praticamente impossibile allora si presenta la ne-
cessitd di ricercare alcuni metodi che si possono
applicare senza risolvere 1I’equazione differenziale
rispetto a 9y
pe dz’

Pascar, Caleolo integrale, . A
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Al solito non possiamo dare metodi generali,
ma metodi speciali pei vari casi.
1.° Supponiamo che I’ equazione differenziale

non contenga né  né y e contenga solo 4y .

dx
Allora la riduzione dell’equazione darebbe
dy
Td‘; « = cost.

dove non conosciamo x. Perd sapendo che essa &
una quantitid costante possiamo integrare quest’ul-
timna relazione, e abbiamo:

y=ex+c
donde:

ay
Quindi se nell’equazione data poniamo per — T
questo valore di x abhiamo 1’ integrale generale
richiesto.
2.° Immaginiamo che ’equazione differenziale
non contenga ¥, e sia:

f( Zi’) 0.

Si possa allora risolvere rispetto ad ; poniamo

dy z_ .
dpPoEre pe=v @)
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Prendiamo per nuova variabile la p, onde:

=4y _dy dp _dy 1
4 de dpdx dpdp)

e pereid

.

dy _
ip =p9¢(p)
donde:

y=ﬁW@Mp¥C

Calcolato questo integrale basta eliminare p fra
esso e la

z =9 (p)

per avere la relazione fra x e .
Si abbia p. es.:

2

dx da
Sara:
x=p+p
_f @p+1)d ___2 3_|__1 2+_10

v

ed eliminando p fra queste ultime due relazioni
si ha lintegrale generale. Dalla prima si ha:

= —p
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onde -
2 . 1. - 1,
y=3p@ - pl i@ —nHgC=

2 1 .1 2 1,
-—*gpx—‘2—ﬂ+—2—w—§f4'7—?)+§_0—7\

2 “.‘1 ';l/ l
=gprotgr—gotgC
e risolvendo rispetto a p si ha:
_By+2z+C .
T 144w

o sostituendo nella prima equazione si ha i_ﬁﬁne:
75— 6y+x-¥jC”+ 6y+x+0)
- 1+4x ) 1+42 [

3.° Immaginiamo in terzo luogo che I’ equa-
zione data non contenga x, ma solo y, e si possa
risolvere rispetto ad y.
Allora poniamo anche qui:

4y _
cda
per modo che I'equazione differenziale diventa:

y=1(»)

- Derivando rispetto ad x si ha:

QY _ (3P
d@—f_(p\ e



T e =

Equazioni differenziali di 1. ordine. 245

donde si ha I’ altra equazione differenziale fra le
variabili e p: \

da cui
z=Jf%dp'+0

ed eliminando adesso al solito p fra questa re-
lazione e la ¥ = (p) si ha Dl'integrale generale.
Sia p. es. 'equazione:

dy . d y
y( 1 * (d x) ) YAz’
éoll’introduzione del simbolo p e colla risoluzione
rispetto ad K} si ha: .
ap
147

_ adp 2apdp] y
o= J[p(l-’-ﬂ”) (1+p e

y=

1+ 2@ f (1+p2)

Ora:
odp — ’(l ' ) -
Ip(1+p’)_.' p 1+p ir=

=logp—%log (1 -+ p%)
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onde
a
14+ p?

+alogp—-—;alog(1 +p?) + C.
Adesso non resterebbe che eliminare p fra questa
equazione e la

ap
1+ p*

y:

4.2 Vogliamo ancora considerare un’equazione
differenziale del tipo:

gy (c}__q

. ' d
derivando rispetto ad . si ha (pouendo d—?a/: = ])\)

_ RN Y. )
p=f(p) +af (P +¢ @7,
cioé:
de  2f'(p) _ _ ¢(»)
R Wl Y S S, 2
dp f(p)—p f(p)-»p
Questa & un’equazione lineare come quelle con-
siderate nel paragrafo precedente, e ha per inte-
grale:
- f‘f’_"i’[ j‘ (p RUCIPR
flo)—p ¢ fip)—p
r=¢e — Vo —=—=¢ dp+C
fip)—p P

e eliminando p colla data s\ W X integrale wer
nerale.

N
N
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Resta perd ancora da considerarsi il caso in cui
sia  (p) == p, perché in tal caso la funzione da
integrare & infinita.

Si abbia cioé da integrare ’equazione:

y=xp+9(pn);

allora derivando rispetto ad z, e riducendo si ha:

1o 8P _
[§B+:P P)] dzx =0.

Quindi ci si presentano due casi; o poniamo

z+4¢'(p)=0
ovvero: '
ap _
d:v_o'

I1 secondo caso ci dice che p ¢ costante, cio¢
Iintegrale &:

Eliminando quindi p fra questa relazione e I'e-
quazione data si ha l'integrale generale:

y=zC+9(0)
In quanto al primo caso esso ci di:
=—¢'(p)

ed eliminando p fra questa relazione e la data si
_ ha T'integrale. Perd questo integrale non verrd a
| contenere alcuna costante arbitraria; ® teche ¥
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mostrare che esso non pud ottenersi dall’integrale
generale particolarizzando la costante. Giacche
ricavando p dall’ultima relazione e avendosi:

p=1Y@)
Pintegrale di cui si parla & o
y=ax @)+ @)

e, come si vede, questo si ricava dall’integrale ge-
nerale, non dando a C un valore particolare co-
stante, ma un valore che & funzione di .

Quindi questo integrale non ¢ neanche uno di
quelli integrali che abbigmo chiamati integrali
particolari. Esso costituisce una specie di integrali
che studieremo in seguito e che si chiamano in-
tegrali singolari. .

§ 7. Del fattore integrante. — Sia data una equa-
zione differenziale di 1.° ordine e di 1.° grado e
sia posta sotto la forma:

Mdz+ Ndy=0 O]

Se M, N sono rispettivamente funzioni di sola
2 e di sola ¥, allora evidentemente il primo mem- !
bro di questa equazione & un differenziale esatto;
tal primo membro sari pure un differenziale esatto ‘
quando sia verificata la condizione: ‘

dM_dN
dy dx
= Essendo zero il secondo wmembra dell’equazione

data, noi possiamo sempre alierarne o forme wa-
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tiplicando. il. pl‘lmO membro per un fattore qua-
lunque.

Ora ci domandiamo: sard in generale possibile
trovare una certa funzione di z, ¥ tale che mol-
tiplicata per il primo membro dell’equazione diffe-
renziale lo renda un differenziale esatto?

chiaro che se in un qualunque modo possiamo
giungere alla ricerca di un tal fattore, allora I'in-
tegrazione dell’equazione differenziale & senz’altro
effettuata.

Tal fattore, se esistera, si chiamera il futfore
integrante. Noi dlmostreremo

L. Che esiste sempre;

2.2 Che ne esistono infiniti;

3.2 Che dato uno si possono trovare tutti gli
altri.

In quanto alla prlma tesi si pud dimostrare nel
seguente modo: noi abbiamo detto avanti che
esiste sempre l'integrale generale di una equazione
differenziale. Ora immaginiamo tale integrale ge-
nerale risolto rispetto alla costante arbitraria C;
allora si avrad un’espressione del tipo:

¢(@y)=C @

Se questo & l'integrale generale dell’ equazione
differenziale, cid significa che derivando questa
equazione, e eliminando poi C fra essa e la sua
derivata, si deve ricadere nell’equazione differen-
ziale data.

Possiamo anche dire che dopo eliminata la C,

e ricavato il g—% dalla relazione risultomte. W\ we-
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. ay . . . .
lore di tal d_:;- cos) ricavato deve coincidere iden-

ticamente con quello ricavato dall’equazione dif-
ferenziale. Ma se nel fare la derivazione dell’in-
tegrale generale, la costante C sparisce da se,
come succede appunto quando l'integrale generale
& posto sotto la forma (2), allora non ci sara pin
bisogno evidentemente di eliminare la C, e la

equazione dalla quale dobbiamo ricavare il %
¢ proprio l'equazione derivata di (2).
Ora da (2) si ha:

o¢
dy _ 9=
dz~ d¢
0y
mentre dall’equazione differenziale si ha:
dy M
dz N
onde dovra essere identicamente
a9
M _ox
N o
oy
cio¢
0% 0%
ox 0y
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Se chiamiamo w il valore comune di questi due
rapporti abbiamo:

IQJ

Y M
—uN

Q’Q’
e 8

5™
<

onde moltiplicando per w il primo membro di (1)
'si ha:
O=pMdx+ y-Ndy=ﬂdx + _3_<de
ox oy

ciot¢ il primo membro di (1) diventa il differen-
ziale esatto della funzione ¢ diz, y. Trovato ¢ basta
porre 9 = C per avere l'integrale generale.

Si vede con cid che esisterd sempre una certa
funzione ¢ che gode proprio della proprieta del
fattore integrante.

E facile ora dimostrare che, ammesso che di fat-
tori integranti ne esista uno, nme esisteranno infi-
niti.

Infatti se » & un fattore che rende

v(Mdx + Ndy,

il differenziale di una funzione ¢, allora conside-
riamo l’espressione:

w1 (2) ®3)

dove f & il simbolo di una funzione arbitravia &3
¢. Moltiplicando il primo membro di (1) per ‘el
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espressioue si ha .
foO) e Mda +uw Ndy)

cio¢ : S
f@de

che ¢ il differenziale esatto di:
[rwae

Quindi possiamo asserlre che anche (3) & fat-
tore integrante.

Passiamo ora a dlmostrare che tutti i fattori
integranti sono compresi nella formola (3.

Sieno y " due fattori integranti per modo che
le espressioni: :

v Mde+ v Ndy
WwMdr+ v Ndy

sieno rispettivamente differenziali esatti di due fun-
zioni g, ¢’ cio¢ sieno identicamente uguali a: .

deo,d ¢
Si ha allora:
de _ ¢ =%
dd @ ’ d?.—y.d?_'

Le ¢, ¢’ sono funzioni di «, y; eliminando fra
esse la variabile x, possiamo sempre supporre '
funzione di 2 e Y.
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-~ Allora il differenziale totale di ¢' sarid:
A 2% ,
09 2y 3/

e paragonando questa formola con la precedente
si ha :

de ="7—do+,

A
o0y ,
cioé Ia ¢’ non verrd a contenere neanche la y

quando vi si elimina la £ con ¢ (@ y) =¢; in

altri termini ¢’ verra ad essere funzione della so-
/

la 9. Quindi % che & la derivata di ¢’ rispetto

0

a 9 sara funzmne della sola 9o, cio¢

——f(?)

d;mde . .
W=

come si voleva dimostrare.

Di qui si ricava che quando sono noti due fat-
tori integranti, il loro rapporto eguagliato ad una
costante arbitraria (supposto che non sia gic da
sé una costante) sara Uintegrale generale.

Giacche il detto rapporto dei due fattori inte-
granti, eguagliato ad una cestante, dara:

fie=C
e se .
9 = cost.

& Pintegrale generale, anche f () = cost. sara
lintegrale generale.
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§ 8. Equazione a derivate parziali a cui soddi-
sfano i fattori integranti. — K facile trovare una
equazione a derivate parziali a cui debbono sod-
disfare i fattori integranti.

Infatti se

s*Mda;-H*Nd?/

deve essere un differenziale esatto dovra aversi

(v. Cap. V).

o+ M) _9(+N)
0y ox

onde sviluppando

Yy O¥_ 0y (3 N 9 M‘) W
6 y ox 9z 9y

Questa & una equazione differenziale nella quale
la funzione ignota & i, e vi compariscono le due
derivate parziali di » rispetto ad « e .

La integrazione di questa equazione differen-
ziale costituisce in generale un problema pilu com-
plicato di quello dell’ integrazione dell’ equazione
differenziale data. Perd in molti casi il problema
si semplifica, e noi studieremo a parte questi casi.

1.° Caso. S’upponiamo che
oN oM

N ox 0Y

sia funzione della sola x,¥ (x); allora é facile
vedere che esiste un fattore integrante » funzione
della sola x.
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Infatti se prendiamo
. . @ = eSY(x)dx

cioé

log 1r = r y(r)de

si avrd
o
or _ ., |
" = V(v)
0w
= =o.
oy

e di qui si vede che I’equazione a derivate par-
ziali (1) & soddisfatta.

Analogamente esisterebbe un solo futtore inte-
grante funzione di sola y, se

1 (BN BM)

Mg~ 9y

fosse funzione di sola y.
Consideriamo per esempio I'cquazione differen-

ziale
@+ydo+dy=20

Si ha:
oM
= — =1
xr+y 7y
N=1 N_,

o -
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Onde . - I
_L(ex_amy_,

N \gw ﬁ

che possiamo considerare come funzione di sola .
Allora il fattore integrante corrispondente sari:
p == efdz = e

Moltiplicando infatti per ,e”: si ha:
ec(x+yde terdy=d[ecy+e*x — e*].
Quindi I’ integrale della data equazione diffe-
renziale &:
e[y + x — 1] =cost. - !

2.0 Caso. Supponiamo che:
oM 9N
oy 9w

si possa porre sotto la forma: ’
No (@) — MY ¥);

allora si pud far vedere che esiste un fattore in-
tegrante che ¢ il prodotto di una funzione di sola
X per una funzione di sola y.

Infatti determiniamo le due funzioni

X = eSola)iz
Y = oSz

Si pud dimostrare che il prodotto X ¥ & un
fattore integrante. Perché nella (1) ponendo

\\L:‘. X_Y
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e quindi
o _ 38X :
Y Y——XYq(w)
o ay
- = _~—4Y d‘
77 iy Yi(y)

si trova che I’ equazione ¢ identicamente soddi-
sfatta.

Sia p. es., Pequazione differenziale:

2
(Ug—w + )dw+2dy—>—-0
y
Abbiamo
OM_ _s+2e—1—g'_ 1, .,
oy Yy y
—1.N—Lm
Yy
oN _
o0
i onde pbssiamo porre:
: i 1
?fw)%l ) ‘lf(?/)”—"l;/
dy
X = ¢fdz = ¢¢ , Ye=e" ¥ iny

e il fattore integrante sara:

p=ye"
Pasoar, Caicolo sntegralc. v
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L’integrale sara:
e (@® + y® — 1) = cost.

3.° Caso. Consideriamo finalmenie il caso in
cui le funzioni M, N sono omogenee dello stesso
grado; allora un fattore integrante é:

1
lIL“M:I:-FN}/'
Infatti facendo le derivate si ha:
oM, ON
&__M_’.wﬁ-i-ya
oz (Mz+ Ny?
oM 0N
X —+y—
o v N+ av  Yay

9y (Ma+ Ny)®

e sostituendo nell’ equazione fondamentale (1) e
riducendo si ha:

oM NON_ oM 0N

wNaw+yNax xMay yMay.
N D
_(M“‘N"’)(aw ay)

e ricordando che M, N sono funzioni omogenee e
dello stesso grado » e quindi pel teorema di
Eulero
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a N, ON_
oz Yoy Yy
si trova che l'equazione di sopra & identicamente

soddisfatta.
Consideriamo p. es., 'equazione

c+y
Y

n N

de+dy=0.

Per espressione del fattore integrante si ha:
1
z+ 2y

per il quale moltiplicando, si ha I'equazione :

x4y
x(@+2y)

d+ dyO

di cui il primo membro & il differenziale esatto di

%logm (z+2y).

Se noi possiamo in altra maniera qualunque
_ conoscere un fattore integrante ¢ di un’equazione
differenziale omogenea, siccome sappiamo che un
fattore integrante & certamente
1

Mx+ Ny
possiamo asserire che l'integrale generale sara il

rapporto di v per a meno che tol

Mz + Ny
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rapporto non sia gid da sé una costante. Cio
Vintegrale generale sari

(M 2z + N y) = cost.

Onde se il primo membro dell’equazione & gi
un differenziale esatto allora possiamo prender:
w=1 e si ha che l'integrale generale sara

M 2 + Ny = cost.

a meno che il primo membro di tal relazione no
sia da s¢ una costante.

Cosi p. es., sappiamo che il primo membro del
Tequazione:

r+Yy dx+

1
swren Pt aray 4v=0

¢ un differenziale esatto; ma perd formando Mz + Ny
si ha la costante 1. Invece per le equazioni
ydx+axdy=0
x+v)de+xdy=0
formando la espressione M2 + Ny si ha rispet:

tivamente
2oy

x(x+2y)

che eguagliati a costanti saranno dunque gli in-
tegrali.

§ 9. Integrali singolari delle equazioni differen-
Ziali ordinarie. — Abbiamo gl accennako nel pea

ragrafi precedenti all’ esistenza Qi ud slra. wped
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di integrali delle equazioni differenziali, oltre gli
integrali generali e particolari. Ora passeremo a
dirne qualcosa di piu dettagliato.

Si abbia un’equazione differenziale

dy\
f(xa Y, d_(i)—o

e il suo integrale generale:
¢ (vyC)=0

dove (' & una costante arbitraria. Si abbia poi
un’ altro integrale 4 (x ¥) = 0 della stessa equa-
zione differenziale: potra avvenire che ¢ per un
valore particolare di C diventi proprio la funzione
¢; nel qual caso ¢ & un integrale particolare. Ma
potra anche avvenire, come ora vedremo, che ¥
non si possa ricavare da © particolarizzando C.
Allora sard un integrale di altra natura e che
chiameremo singolare.

chiaro intanto che se esiste una tale Y si deve
sempre poter ricavare da 3 dando a C non piu
un valore costante determinato, ma ponendo per
C una funzione di &, y. Infatti basta prendere per
C il valore che si ricava dalla relazione :

?(@y0) =¥ (zy)

Passiamo allora a vedere se & possibile dare
nell’integrale generale, a C per valore una funzione
di 2,y in modo che la espressione che ne risulti
sia ancora un integrale dell’equazione data.

Infatti se ¢ & I’ integrale, vuol dire che se da

-e8s0 ricaviamo (Z-‘i/_.', e poi eliminiamo C colla e~
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lazione ¢ =0 si deve avere lo stesso valore di

dy . . . :
;l_.:)/; ricavato dall’equazione differenziale.

Ora il ay ricavato da 3 = 0 & quello che si

dx
ricava da:
09 0¢%dy _ '
9x+3de M
Se invece C si suppone una funzione di ,¥y
allora il 3—‘; ricavato da ¢ =0 & quello che si
ricava da
09, ,0¢%9dy QgeC Bqu
9z ydat90\ss gydz) "0 @

Queste due relazioni sono identiche se

aap(ac aCdy) o
0C\dz gydx ?
¢ poiche da

3C+80dy

or oJydx
si ricaverebbe C costante e quindi non piu fun-
zione di @, y, cosi dovremo porre eguale ‘a zero
I'altro fattore, cioé

a :
aC
Se dunque determiniamo C in modo che si ve-
rifichi questa relazione, allom potrit accadere &

- ———
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imbattersi in un integrale dell’ equazione data, e
si avra cosi l'integrale singolare.

Si abbia p. es. da integrare

do=-32Y_ 4y .
\/a2 _ yz
L’integrale generale &
(@ — O +y* = a?

che & l’equazione di una serie di cerchi col centro

sull’asse di « e col medesimo raggio a.
Per avere le soluzioni singolari dobbiamo porre

—0% _ _op_
0= 70" 2@ — 0),
la quale equazione ci da
C=ux

che posto nell’integrale generale da
y? = a?
equazione che rappresenta le due rette
y—a=20
Yy+a=20
Queste due rette sono tangenti a tutti gli infi-
niti cerchi determinati dall’integrale generale. Pos-
siamo dire pill precisamente che queste due rette

rappresentano l'inviluppo di quei cerchi.
E facile dimostrare che questa proprieva ¥ ge-
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nerale per tutti quegli integrali singolari che si
hanno ponendo
0%

ac "

fn altri termini, immaginiamo che 1’ integrale
generale si rappresenti geometricamente sul piano;
esso rappresentera una serie di curve che si ot-
terranno variando la costante C. Allora Uintegrale
singolare rappresentera precisamente U inviluppo
di tutte queste curve, quando tale inviluppo esiste.

Infatti noi sappiamo che per ricavare I'inviluppo
dobbiamo derivare I’equazione della serie di eurve
rispetto al parametro C, e poi eliminare il para-
metro fra ’equazione data e questa derivata; ora
questo & precisamente il processo per ottenere la
soluzione singolare.

§ 10. Equazioni differenziali lineari omogenee.—

Nei paragrafi precedenti abbiamo studiate le
equazioni differenziali di 1." ordine; ora dovremo
passare a quelle di ordine superiore.

Considereremo per ora una classe speciale di
equazioni differenziali di ordine superiore, e pro-
priamente le cosiddette equazioni differenziali
lineari.

Si indica con questo nome una equazione diffe-
renziale del tipo

anr dan-1 d
Xod.,Tg,/, + Xy d an- ?/1 teoat X"—ld—.’?t/r + Xoy = Xnp1

dove le X sono tutte funzioni dle wd\a wexiekwie
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2; in tale equazione compariscono le ¥ o le sue
derivate successive solo linearmente.

~ Si chiama poi omogenea una siffatta equazione
quando manca il secondo membro, quando ciod
in particolare &

Xn-|-1=0

In questo capitolo studieremo solo le omogenee,
e poi in seguito faremo vedere che 'infegrazione
di ogni equazione mon omogenea Si pud Sempre
ridurre all integrazione di una equazione omo-
genea.

- Cominciamo a dimostrare alcune proprieta delle
equazioni lineari omogenee, la cui forma generale
¢ dunque:

dan dn—1
x4 x

xn 1 g en-1

+...+Xay=0 (1)

In primo luogo con una opportuna trasforma-
zione questa equazione si pud ridurre ad un’al-
tra di ordine n — 1, ma non pin lineare.

Infatti poniamo

?/ -_— ejzd:c .
dove 2 rappresenti la nuova funzione in luogo
di ¥.
Allora
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Si vede di qui che in generale la derivata di ¥
d’ ordine % si esprime mediante le derivate di 2
fino a quella di ordine k¥ — 1.

Sostituendo queste espressioni nella (1) si pud
sopprimere il fattore comune a tutti i termini:

ejzd:c;

resta allora un’ equazione in z che contiene le de-
rivate di z sino a quella di ordine n — 1.

Con cid il teorema ¢ dimostrato.

In secondo luogo & chiaro che se ¥, & una so-
luzione particolare di (1) sard soluzione di (1) an-
che la ¢, ¥, essendo ¢, una costante arbitraria.

E cosi se ¥,, ¥, sono due soluzioni particolari,
I’espressione

Yy=c Y, +clYs

dove ¢, ¢, sono costanti arbitrarie, sard anche un
integrale. Perche sostituendo in (1) in luogo di y tale
espressione si ottengono due categorie di termini,
in una delle quali ¢’¢ sempre come fattore comune
¢, e poi tutte le derivate della sola ¥, e nell’altra
¢’é come fattore comune ¢, e poi le derivate della
sola ¥,; e ciascuna di queste classi di termini &
zero da sé, perché y, ¥, soddisfano per ipotesi al-
Pequazione (1).

In generale se somo note n soluzioni partico-
lari di (1)

Y1, Y2 - Yn
allora possiamo analogamente dire che:
Yy=c Y+ Y+ ..t calYn &)

é anche un integrale di (V).
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Poiche questo contiene % costanti ¢; ¢; ... cn
viene spontanea la domanda. Pud (2) essere proprio
integrale generale?

Sappiamo che perché (2) sia 1’ integrale gene-
rale & necessario che le costanti sieno combinate
fra loro in una maniera speciale, cio¢ che for-
mando di (2) le » — 1 prime equazioni derivate
se ne possano ricavare le ¢ in modo determinato
in funzione di «,y'\y"’...yr—D,

Ora le equazioni dalle quali dobbiamo di rica-
vare le ¢ somd:

Y =¢C Y + C Yo + ...+ cnYa

Yy =0 .%' + 02?/2' +.o..+enYu
y(u—l) =¢, yl(n—l) + ¢y y’(n—-l) +...t+en Yn (n—1)

onde & necessario che il determinante:

| Y Y oo Yn

...............

| yl(”—l) yg(n—l) ceiYn (n -1)

sia_diverso da zero.

interessante perd fissare in che modo D deve
essere diverso da zero. Tutti i termini di D sono
funzioni determinate della variabile 2. Ora & chiaro
che esistono in generale sempre valori di @ pei
quali si ha D =0; onde bisognera imwmsginare
| che si muova dentro un campo i Wl nO™ ™
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~ sia alcuno di tali punti @. In altri termini lay
definita dalla formola ‘2) & integrale generale di
(1) solo in un campo in nessun punto del quale D
sia zero.

Potrebbe perd darsi che per qualunque 2 il
determinante D sia sempre zero, allora la (2) non
pud rappresentare in nessun caso I’ integrale ge-
nerale; cioé gli n integrali particolari ¥,¥%s...Yn
non sono tutti scelti in maniera da potere dare
I’ integrale generale, cioé, come si usa dire, non
costituiscono un sistema fondamentale. Noi. nel
calcolo differenziale abbiamo gia studiato un de-
terminante formato come D, che abbiamo chia-
mato wronskiano (v. Cap. V, § 3), e abbiamo di-
mostrato che se esso & zero per qualunque &,
allora fra le funzioni y esiste una relazione lineare;
possiamo dunque conchiudere, che perché le y, ys...
Va costituiscano un sistema fondamentale é neces-
sario che fra esse non esista alcuna relazione li-
neare omogenea.

Ma ora si presenta spontanea la domanda: Esiste
un sistema fondamentale? Questa domanda coin-
cide coll’altra: L’integrale generale dell’equazione
differenziale lineare omogenea si pud porre sotto
la forma (2), cioé in modo che le »n costanti vi
entrino linearmente?

Se si risponde affermativamente a questa do-
manda & chiaro che si sara risposto affermativa-
mente anche alla prima.

Ora si pud dimostrare che effettivamente Uinte-
grale generale di (1) si pud mettere sempre sotto
la forma (2).

E per cid fare cominciomo ool fissare W segnenke
teorema:
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Se di un’ equazione come (1) si conosce un in-
tegrale particolare

Yy=u

«llora Uintegrazione di (1) si pud ridurre a quella
di una altra equazione dello stesso tipo ma in
cui Uordine ¢ diminuito di una unita.

Infatti sia y, l'integrale particolare e poniamo:

Y=Y12

dove 2z sia la nuova variabile che si vuole intro-
durre in luogo di .

Allora:
dy dy1 dz
de _dx’ " Vias
acy _ d”y1 dy, dz
dr? da +2dwdw dw“"/‘

Sostituendo questi valori in (1) e_osservando
che la parte contenente per fattore z si distrugge,
perché ¥, & soluzione di (1) per ipotesi, resta una
equazione lineare contenente solo le derivate di
2, da quella di ordine # sino a quella di ordine

1.°, e non contenente pill z esplicitamente. Cio¢
si ha:

dan dan—1 d
X' _z—“I”Xllé";;jzl vee Xn 1"5'_0

dove le X’ sono funzioni di .
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Ponendo allora

dz_
dz
si ha
’dn—l
Vo bt X u =0,

cio¢ un'equazione lineare omogenea di ordine n— 1.
Trovato « si ha:

z=J udx + e, '

o quindi
y=y12=y'(fudw+ cl)-

Cid posto supponiamo che per un'equazione dif-
ferenziale lineare di ordine n — 1 Uintegrale si
possa sempre porre sotto la forma:

-

u=coustcsust ...+ cnun

¢ dimostriamo che allora la stessa proprieta si
verifica per una equazione differenziale lineare
di ordine n.

Infatti dalla trasformazione precedente risulta,
se ¥; & un integrale particolare della data:

y=aytcath (N-zdw‘!'cs% (“8dm+"'+

-~ Q\\,'\J\\ W X
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Ora:

le‘“sd'” v U1 ’.‘Madm,...yl [undw

son tutti integrali particolari della equazione data
e quindi li possiamo chiamare y:¥;...¥x, € con
¢id si & dimostrato che se il teorema & vero per
Pordine n — 1 & vero per 'ordine «.

Resta a far vedere che per n =1 il teorema &
vero, cioé che per una equazione lineare di 1.°
ordine omogenea, I'integrale pud sempre porsi sotto
la forma:

Yy=cy,

dove y; & un integrale particolare.
Ora per 'equazione

dy | _

dx ' Xiy=0
si ha:

d—'/=— X,dx

y 1

e integrando
logy = —fX,da:+logc
y = ¢ ¢ XKdz
come si dovea dimostrare.

§ 11. Equazioni lineari omogenee con corfieienX
costanti — Pagsiamo a considerare il coso W o\
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I’ equazione lineare (1) del paragrafo precedente
abbia tutti i coefficienti X costanti, cio® sia della
forma

(l”?/ an- ly

ay
(lodx”—l- 1 dwn_l+...+an—1_,‘any=0(1)

dx

Ricerchiamo se una funzione del tipo ¥ = e“<,
dove = sia una costante, pud soddisfare questa
equazione.

Le derivate successive di » sono:

Zr w e
2

onde sostituendo in 1) si ha:
e (aggour+a, 014, . +an)=0

¢ poiché ¢*Z non pud essere zero, lo dovra essere
I’ altro fattore; onde perché ¥ = ¢“* rappresenti
una soluzione particolare di (1) ¢ necessario che
% sia una delle # radici dell’equazione algebrica

Qo+ a a1+ v an=0 (2;

la quale si forma da (1) ponendo in luogo delle
derivate successive di ¥ le potenze successive
della variabile «. Se dunque noi risolviamo la (2)
¢ supponiamo che le sue » radici sieno tutte disu-
cuali e sieno:

%y %o o0 W



r

Equazioni lineari con coefficienti costanti. 213

allora

enF, g% . .., eMT
rappresentano altrettante soluzioni particolari di-
stinte di (1). Se quindi dimostriamo che il deter-
minante formato con queste soluzioni e le loro
derivate sino a quelle di ordine #n — 1, & diverso

da zero, allora potremo affermare, giusta la teoria
sviluppata avanti, che I'integrale generale é:

Yy=c, %% 4 cg *F + ...+ Cn €%,

Ora il determinante di cui si parla & effettiva-
mente diverso da zero, perché esso &:
it e¥sx ., g%
o eH% o, e%T, ., oy 4T

xfemz afem ol ez

ciod:
i 1 1 N | i
I % Oy .. Op |
l 1,2 122 Oy

PL e%nT

i
j yh—lap=1 | apt Y
Pasoar, Caleolo integrale, »
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di cui il primo fattore che & un esponenziale
sempre diverso da zero e il secondo fatitore ct
¢ un determinante, & uguale, come si sa dall’a
gebra, al prodotto delle differenze delle « comb
nate a due a due fra loro in tutti i modi poss
bili; quindi esso non pud essere zero almenoct
due delle « non sieno fra loro eguali, ¢cid che n
abbiamo escluso.

Sia p. es., I'’equazione:
2
d. 1/. wry=90
; =
dx

L’equazione algebrica corrispondente &

a?— y2=(

donde:
o= % ¢

quindi 'integrale generale é&:

= e"T + cyet®

Immaginiamo ora che l'equazione caratteristic
(2) abbia due radici eguali; allora non si avrann
pit % integrali particolari distinti, e quindi no
piu si trovera I’ integrale generale per la via ir
dicata.

Per trovare in tal caso la forma che acquist
I'integrale generale noi ci serviremo di un metod
di passaggio del limite.

Sieno #, %, le due radici eguali. Incomincerem
col supporre che prima le due vodiel sleno dist

guali, e differiscano per una quantite h. AN
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possiamo trovare colla formola precedente l'inte-
grale generale; trasformando poi questo in modo -
opportuno e passando al limite per =0 avremo
Pintegrale generale pel nostro caso.

Se dunque:

=0 +h
allora l'integrale generale sara:

c e® + cg e+ ..+ o 00T =
= (¢; + ¢, €"%) e® + ¢5 €%% + . ., + cp eMF =

h? o?
= [(01 + ¢5) + Cy ha+c, "‘—9'— + .. ,] T + CaetsT s,

- e

Poniamo ora
e,+ee=0C, , cgh=20C,

si ha:

2
[e.+ Gzt G AT+ o v e

e facendo poi 2=0 si ha infine
(Cl + ng) eHz Cy g + ee

che & l'integrale generale pel caso in cui due ra-
il diei dell’equazione caratteristica sono eguali.

v Analogamente si ha in generale, che se % radici
sono eguali fra loro, allora basta moltiplicare la -
esponenziale corrispondente a quella radice per
un polinomio intero in x di ordine k — 1 & ox
1 coefficienti sieno tutti arbitrari.

0

e,

[
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Del resto possiamo effettivamente verificare che
- se «, & radice doppia dell’equazione in x allora

Y =& en”
¢ un altro integrale particolare.
Giacche
)

d_'/ =ehT + L u, enz

du
d?
J"aj-% =20y "% + xoy? eh”
d3

e sostituendo nell’ equazione differenziale data e
sopprimendo il fattore esponenziale comune, resta:

(@o* + a1+ . can—12+ an )+
+(na a1+ n—1)a 2 +...+an-1)=0

la quale relazione & effettivamente verificata se
«, & radice doppia, perché allora per & = «, si
annulla il primo membro dell’equazione e la sua
prima derivata, e quindi ciascuna delle parentesi
¢ effettivamente da sé zero.

Cosi in generale si potrebbe dimostrare che se
®, ¢ radice multipla di ordine %, allora:

xk—1 gmx

¢ integrale particolare.
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Sia p. es. I'equazione differenziale:
an Y
d zn

=0

Pequazione algebrica corrispondente &:

an == ()

che ha tutte le radici eguali a zero. Quindi pos-
siamo dire che l'integrale generale é:

y=ctcextcx+...+cnan-1

Immaginiamo ora finalmente che fra le radici
2 ve ne sieno alcune immaginarie; allora si po-
trebbe applicare lo stesso metodo e si avrebbe
I'integrale generale sotto forma immaginaria.

Ora poiché tutti i principii da noi dati finora
suppongono sempre funzioni reali di variabili reali,
cosi dobbiamo cercare di escludere sempre ogni
considerazione di immaginari.

Epperd cercheremo di dare l'integrale generale
sotto forma reale. Sieno:

=84+iy , ay=f—dy
le due radici immaginarie coniugate.
Allora

€y €57 -+ c5 €%% = oY ¢ €717 + ¢y e—i1%] =
=P [c, (cosYZ +iseny )+ cg (COB Y Z - isen y X)]=

=ef%[c,+ ¢;) cos Y & + (¢, —cp) iseny x)
e ponendo:

¢ +e=0C
i(c; — ¢) = Cq



218 © Capitolo VII. — § 11.

dove C,, C; sono due nuove costanti arbitraric
si ha:
eB=[C, cos Yy + C,sen y2z]
Quindi nell’ integrale generale c’entrera questo
termine in luogo dei due corrispondenti alle radici
immaginarie.

Anche qui si potrebbe far vedere che effettiva-
mente

cos (Y &) ef=
sen (Y ) ef
rappresentano due integrali particolari dell’ equa-

zione data.
Sia p. es. I'equazione:

% — % —6y=0.
L’equazione algebrica corrispondente é:
wb—a—06=0
che ha per radici
a=2 , a=—1+4+iV2 | a=—1—iy2
e quindi l'integrale generale sara:
Y =c, e+ [c2cos (V2 @) + ¢, sen (V2 )] e~

Se consideriamo ancora 1’equazione :
d?y

Qo YO
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applicando il metodo trovato si trova:

Y= Ccos 2 + C,sen &

A questo risultato si pud giungere osservando
che cos, sen & sono proprio due funzioni tali
che le loro seconde derivate sono eguali alla fun-
zione stessa, ma col segno cambiato, e quindi esse
rappresentano due soluzioni particolari dell’equa-
zione data.

§ 12. Equazioni lineari non omogenee. — Si abbia
Pequazione non omogenea:

dn'y dn—-ly -
dx"+X,dm_l+...+Xny——X 0.

Xo

dove le X sono funzioni della sola .
Allora si integri I’equazione omogenea:

dan Y dan—1 Y
dan T g

X, +...+Xay=0 (2

che si ricava da (1) sopprimendo il secondo membro.
| Sia

Yy=c Y+ cthr+...+cn¥Yn 3)

I’integrale generale dell’equazione (2). Noi vogliamo
vedere se & possibile soddistare ad (1) colla stessa
funzione (3) in cui perd supporremo che le ¢ non
sieno piu costanti ma funzioni di .

Formiamo dunque le derivate successive 3 &). {
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Si ha in primo luogo:

dy__ dy, dyn
d_w—CIdw+ o toen dx -+

dCl dcn
+yl d “+' +y” dw

Poniamo eguale a zero la espressione

dc, den
yl'—('i;"'...-!-yn d o =0

e allora resta semplicemente:

dy _ dy, dyn
de_ 1 ay te ¥ g,

cioé un’espressione eguale a quella che si avrebbe
se le ¢ fossero considerate come costanti.
Deriviamo ancora questa prima derivata, e po-
niamo poi eguale a zero la parte contenente le
derivate di ¢, e cosi di seguito eseguiamo questo
processo sino alla derivata di ordine n — 1.
Abbiamo allora il sistema di equazioni:

Yy=c Yy tcyst...tcn¥n

dy_ 4y dyn
d P —_— CI d z oo + Cﬂ d @
dn—1 y _ dan-1 Yy an—1 Yn

Tl = R . S =
dan-1 ! d,mn—\'\’ T On Qg
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avendo sottoposte le derivate delle ¢ alle condi-
zioni:

de dcn \
?/17;'*"" yn-d:c =0 ‘
a9 da v Gyndon
dx dx dx dw
ﬂ(‘l{‘
a2y, dc, + ar=2yn ﬂ_o !
dz»-% dag T dan—? dx - |

Con cid le ¢,...cs le abbiamo sottoposte ad
n— 1 condizioni espresse da altrettante equazioni
differenziali. Le sottoporremo poi ancora ad una
ultima condizione e propriamente alla condizione
corrispondente al fatto che (3) debba essere in-
tegrale di (1). Vediamo come si esprime quest’ul-
tima condizione.

Si ha evidentemente :

dry _ dry drYn

don =g gt
dar—1 Y, de, + L A"y, dcn
dar1da ' darl dox

t e sostituendo i valori delle deriveke wsucoessiNe
di y nel primo membro di (1) si Y, ordinende



282 Capitolo VII. — § 12.

i termini:
d ar—1
o (X T8+ X, Bt 4 Xay) +
d n n—=
+on X, T L X,‘Zzny”+...+xn.z/,.)+
d”_]yl dcl d”_l,‘l/n an
+ X (dx”-l dx d «n=1 dw)

e perchd la (1) sia soddisfatta deve dunque essere
tutta questa espressione eguale a X.

Ora tutte le quantitd contenute nelle prime pa-
rentesi sono zero perché ¥; ¥: ...y sono solu-
zioni particolari di (2), onde resta 1’altra condi-
zione a cui debbono soddisfare le derivate delle ¢,
ciod:

dan—1 Y1 d ¢ dan—1 Yn den X

v__Y Z2_JIn WM _ 2
dxf'-ldw"-"'fdx"—l de X, 5)

Se si potranno trovare le ¢ in modo da soddisfare
a tutte queste n relazioni differenziali cioe le (4)
e la (5), allora avremo risoluto il problema.
Ora queste # equazioni sono prima di tutto li-
neari in:
dey, de dcn
dz’'da ' dz

(6)

e quindi potremo ricavare i valori di queste de-
rivate se il determinamte el coeflcienti non &

zZero,
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Ora cid si verifica effettivamente perché il de-
terminante dei coefficienti ¢&:

Y1 Ya ... Yn
v v ... Yn

!

?/1("'_1) yg(n—-l) ees Yn (n-1)

cioé proprio il determinante fondamentale delle
soluzioni particolari ¥,¥,..¥n, il quale (vedi pa-
ragrafo precedente) & diverso da zero altrimenti
(3) non sarebbe l'integrale generale di (2).

Determinate dunque le derivate (6) in funzione
di @, con semplici quadrature saranno poi deter-
minate le c.

La determinazione di ciascuna ¢ porta con sé
daccapo una costante arbitraria, quindi si hanno
ancora in tutto » costanti arbitrarie.

Si abbia da integrare

d2

E{%—n" ==,

Bisogna prima di tutto trovare l'integrale gene-
rale di:
d?y

m—n’y:O

che é:
Y= c "%+ cy e ™,
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Indi bisognn determmare le ¢; ¢, in modo che

de
@ ¢y @ _
?/1 dz + Y5 Ao
,de ,de
-/l dw+y2 d -2 ="
cioe
e el
d e dcy
ne"”d ltne m—d—-; 2
donde
e 1 imme doo 1 g,
de 2n ! de~ 2n
Di qui si ha:
¢ =,_1_J' ell-m)x dao = _.____1 e(l—n).r_l_ Cx
Y 2n 2n(l—mn)
1 1
g = =— —— | el (= — — ———l-n)x | (!
e 2nJe mede 2n(1+n)e G

e quindi 1’ integralec generale della data equa- .
zione ¢&:

_____1“., - er 4 C. enx_,___l_ ex -+
2n(l —n) ! 2n(14+n)

+ Cye—ne = 1—1—@& + Oy en= + Cy e,

y=
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§ 18. Teoremi sulle equazioni differenziali lineari.
Formola di Liouville. — Abbiamo visto nel prece-
dente capitolo come si pud ricavare 1’ integrale
dell’equazione lineare completa {con secondo mem-
bro diverso da zero) da quello dell’equazione omo-
genea che si ricava sopprimendo il secondo mem-
bro. Ora vogliamo dimostrare alcuni altri teoremi.
Sia data Uequazione

dan Y d yn-—l
Xogn X

e formiamo I’equazione omogenea corrispondente:

anr dn—1
XodeJrX,d Y+ Xy=0. @

Si conosca un integrale particolare di (1), e sia
Y ¢ Vintegrale generale di (2), che sia Y,; allora
st potra subito comoscere I integrale generale di (1)
che sard dato semplicemente dalla formola:

Y+,

Infatti per ipotesi si ha che Y sostituito in luogo
di v, nel primo membro di (1) lo riduce eguale
‘ad X, e Y, sostituito nello stesso modo nel primo
membro di (1) lo riduce eguale a zero, dunque
(Y4 Y,) sostituito nel primo membro di (1) lo ri-
durra eguale ad X cioé (Y 4+ Y, & integrale di (1),
e poiché contiene # costanti (perché Y, & integrale
generale di (2)) si ha che esso ¢ 1’ integrale ge-
nerale di (1).

Si vede dunque che mentre colla teoria svhag-
pata nel paragrafo precedente, conosciuko Y Inker
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grale generale di (2), per conoscere quello di (
bisognava ancora fare n quadrature, queste ultir
si possono risparmiare se si conosce un integra
particolare di (1). ‘

Consideriamo p. es., 1’equazione:

dty

ﬁ—g+a3y=2cosmw+3senmx.

Conoscendo I'integrale generale di:

2y

dw2+a y=20

che &
Y, =c¢ cosax+cysenax

per risolvere 1'equazione data ci bastera di trova
un suo integrale particolare.
Sperimentiamo un’espressione della forma:

Y=acosma +Psenma

dove x, B sieno due costanti incognite.
Facendo le derivate e sostituendo nell’equazio
data si trova che essa ¢ soddisfatta se:
2 3

A = ——— B=
— m? Y at—m?

dunque:

2cosmx +3 senm
y=c,co8ax *csena® | ——————ryp

a? — m?

¢ lintegrale richiesto.
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Si pud ora passare a dimostrare i seguenti teo-
remi:

1.0 Se si conosce un integrale particolare di
(1) allora Uintegrazione si pud ridurre a quella
di un’altra equazione lineare dello stesso ordine
ma omogenea.

2.2 Se si conosce un integrale particolare di
(2) allora l’integmzione st pud ridurre a quella
di un’ altra equazione lineare non omogenea ma
di ordine inferiore.

Sia Y lintegrale particolare di (1), allora basta

fare la trasformazione
y=Y+=2
e si giunge facilmente ad avere un’ equazione in
2 omogenea e dello stesso ordine, e con cid resta
dimostrato il 1.° teorema.
i Se poi Y, & un integrale particolare di (2) al-
, lora colla trasformazione
y="x,z
’ si dimostra il secondo teorema.

Vogliamo finalmente dimostrare un teorema no-
tevole dovuto a Liouville sull’espressione del de-
terminante wronskiano D (v. Calcolo differenziale,
Cap. V, § 3) degli » integrali particolari dell’equa-
zione differenziale lineare omogenea.

Dalle relazioni

nyn n—1 n—2
d y + X @ Yn -4 X;d n A ey Knygn=S

o e 1 J aon—1 2 d an—2
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eliminando X, X;... Xy si ha:

| an Y dn—1 Y dan—2 Y
XO dxn +XI da—;”-ll ] E;;‘_—gl.""yl
an Yn an-ly, dn—2 Yn
Xo d an + X dzr O dan—2 Y

‘o poiché gli elementi della prima colonna ri
tano di due termini cosi questo determinante
scinde in due, cioe

| 4, gy, (=2 . Y

----------

| Yn (n-1) Yn (n—2) Yn

e in forza di un teorema dimostrato (v. Cal
differenziale, Cap. V, § 3), il primo determins
¢ la derivata del secondo, che chiameremo I
quindi si ha:

aD

X“(],li)\ X\D‘;“
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donde .
aD_ X,
D~ Tx,4°
— (X
1 D=—J—‘-dw+l c
8 X, 8
e quindi

X.
D= Ce“f

ciodé il determinante D si esprime con questa for-
mola mediante un esponenziale.
Questa & la cosiddetta formola di Liouville.

§ 14. Sopra certe classi particolari di equazioni-
differenziali lineari. — Per il caso in cui le equa-
zioni lineari abbiamo coefficienti costanti noi ab-
biamo visto che si pud trovare 'integrale generale
e tale ricerca dipende dalla nsoluzmne di una equa-
zione algebrwa :

Nel caso in cui i coefficienti sono funzioni di
« non possiamo dare in generale nessun metodo
per la risoluzione, il cui successo dipendera da ar-'
tifizii pid o meno opportuni.

Vogliamo perb qui studiare alcuni tipi fra i pia
semplici che ci si presentano

Sia 1’equazione

an Y a, £l”‘1 v
dx* ax+b dan-1’
a.' an—t y " an 3 '
+ - A S =
(ax + b)* dx”—'+ vy @ ® —\-b\"‘J =%
Pascar, Caleolo integrale. »

.+
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dove a,...an,a,b sono costanti e X ¢ una fun-
zione qualunque di @.- ‘
Poniamo:

axr+b=c¢

e prendiamo per variabile indipendente ¢ m luovo
di .
Allora:

dy _dy dt d;t/ a

de  dt dx  dtax+b

A’y __dt n’(dy)

da? lem dx

ol gy a P_El_g_{ . a? .a-t-_l-.b]__
Tawr bldfaw ¥ s T di (s ¥ IR -
.. a? dy dy
(aa:+b)’ dae dt]

Sostltuendo questl valon nell’ cquazxone data e
moltxpllcm}do per (ax + )" si ha un’equazione
con coefficienti costanti. -
- Sia p; es:

(12
d

Dividendo per 2? questa equnznone risulta esat-

tamente del tipo sopra considerato. Poniamo:

(9 n - l)x—”-i-n’y =0,

® == e‘ - o “‘ N




Equazioni lineari particolari. 291

e allora 1'equazione diventa:

d*y fl_;'/_] . :
Fr Ty G 1) Ty =
cioe
d°1/ dy 9
T —2n T +n2y=0.

1’ equazione algebrica caratteristica corrispon-
dente &:

22—22nz+tni=0
ciod
(z—n)2=0
che da

come radice doppia.
Qumdl due integrali particolari della proposta.
garanno: .

ent , tent
e percid l'integrale generale &:
¢ ettty tent
che trastormato in- diventa
. cy et + Cy IM log z

Consldermmo ora ancora I’ altro Yipo & pen
'sione differenziale lineare a coefficienti mow eon
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stanti :

dan y . _ dan-1 Y . d]/
a xnd&"” + a, x* lda”‘l +...t a1 (‘1;'*'
+ any =0.
Poniamo
y=a°

dove = sia una costante ancora -indeterminata.
Facendo le derivate si ha:

. . . . . . . . . .

=ax—1)...(x—n+ 1)ge—n

e sostituendo nell’equazione data si ha per fattore
comune &*, e poi
agr(x—1)...x—n+1)+
Farfe—1 .. . (r—n+2)4-...
+ an-12+ an.

Perché dunque 1’equazione sia soddisfatta & ne-
cessario che questa ultima espressione sia zero,
ciot che « sia radice della equazione di grado n
in « che si ha pouendo eguale o 7et0 yuesta espres-

sione.
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Risolvendo tale equazione algebrica si hanno n
valori per =, cui corrisponderanno # integrali par-
ticolari dell’ equazione data; di qui pud formarsi
I'integrale generale nel solito modo.

§ 15. Equazioni lineari di 2.° ordine. — Vogliamo
ora studiare in modo speciale 1’equazione lineare
di 2.° ordine:

d? v, d y .

g2t Paptov= v(l)
Se si conosce un mtegrale particolare di

d?y dy

detFay? V=0 @

allora si pud abbassare I'ordine di (2) e si ha una
equazione di primo ordine che si pud sempre in-
tegrare; onde possiamo dire che in questo caso si
potra conoscero I'integrale generale di (2), donde
poi, come si sa in generale, con sole quadrature
si ricava Uintegrale di (1).

Per Uintegrazione dell’equazione di 2.° ordine (1)
basta dunque la conoscenza di uno solo integrale
particolare di (2).

Vogliamo mostrare come si pud semplificare
questo calcolo.

Sia ¥, I'integrale particolare di (2) in modo che:

Ay _dy
gort Pag + QUi=0. ®)

Moltiplichiamo per 7, la (1) e per ¥ 1a (3), e
sottmgghiamo Si ha:

d’y a2y,\ d AYN o
(.71 dx;)—i—_P(ylﬁ—y—dJ—?r =X\
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Poniamo:

. 00 Ay _
Jld.v ydd;—z (4)

donde:
dy By, __dz
Nawp Ve~ dz
e quindi I'equazione di sopra diventa:
dz

E+PZ=X_','1.

Conosciamo !'integrale di questa equazione li-
neare di 1.° ordine che é:

z=—e¢§Pdx [ [X-'/l eSPlx | C] .

v

Intanto da (4) si ha:
?/

d -
ho_ ®
dx y?
onde:
1
o 1

2
y=le‘Vy[2 dx | Coy,

e cosi & trovato il volore iy <o & la soluzione
di (1). :
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Vogliamo ora passare a dimostrare una proprieta
interessante, trovata da Sturm, degli integrali parti-
colari dell’ equazione lineare omogenea di 2° ordine.

Se ¥, Y, sono due integrali particolari dlstmh
di (2) il determmante

Y1 Vs
dy, 3y,

deve essere diverso da zero per qualunque valore
di & compreso nel campo che 8i conmdera, cioé
la funzione . .

per qualunque valore di & racchiuso nel campo con-
siderato ha sempre lo stesso segno. Sm p. e. sempre
positivo,

Allorase ¥, =0 per & =a © per & = b si avra
per questi valori di «

dy
J2dx<0

. dy . . .
cioé y, e 2Ys saranno di segno contrario. Ora fra i

dx )
due punti in cui si annulla ¥, vi sarh certamente
un punto intermedio in cui si annulla la prima de-

rivata d—y5 (pel teorema di Rolle), e quindi se & va

da a, a b, dJl deve mutar segno e qumdl anche y,

' deve mutar segno dovendo il prodotto averc\ we-
desimo segno sis in @ che in b, percd Yo AoV
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essere zero in un punto compreso fra @ e b. Ciod
fra due punti consecutivi zero di y,, esiste sempre
un punto zero di y,, e cost analogamente fra due
punti zero di yy. esiste un punto zero di y,, cioé
punti zero dei due integrali particolari y, yg del-
Uequazione differenziale lineare di 2.° ordine sono
alternati. Si suppone naturalmente sempre la con-
tinuita delle funzions, altrimenti non potrebbe ap-
plicarsi il teorema di Rolle, né¢ potrebbero farsi
tutte le altre deduzioni.

§ 16. Sistemi di equazioni lineari simuitanee, —
Immaginiamo 7 equazioni contenenti # Ffunzioni
¥, 2... di una variabile @, e le derivate di queste
funzioni.

Allora ci possiamo proporre il problema di de-
terminare queste funzioni.

Per fissare le idee immaginiamo che si abbiano
due equazioni contenenti le funzioni ¥,z e le lore
derivate fino a quelle di 2.° ordine:

dy dz @y &'z
f(x‘/’"’dw Fre dx”’d.t’) 0 )

(:r dy dz d°y d*z -0 \(l)
Y& e de'de? dad :

Allora poniamo:

dy dz
de- % o 4z ? @

du do
f(an’?llz””’vldw lw) 0 )
. (3
dw 49 . \(\)
© yvzsu\v\d d. =9 \

’

sl ha




b

Sistemi di equazioni lineari simultanee. 297

le quali insieme con le (2) danno quattro equazioni
contenenti le quattro funzioni «, 2, u, v e le loro
derivate di 1.° ordine. ,

In generale si vede dunque che dato un sistema
di n equazioni differenziali contenenti n funzioni
e le loro derivate di ordine superiore noi possiamo
sempre ridurci ad un sistema di m equazioni(m>n)

- fra m funzioni e le loro derivate di 1.° ordine.

In altri termini aumentando il numero delle equa-
zioni e delle funzioni noi possiamo sempre abbas-
sare l'ordine ‘delle equazioni date. Cosl per es. se
si ha una sola equazione con una sola funzione Y
e le derivate di questa fino a quella di ».° ordine,
evidentemente ponendo

ay_ iz
dz_ ° ' dx

si avranno altre » — 1 equazioni che insieme colla
data formano r equazioni fra le » funzioni y, 2, u....
e in tali equazioni entrano soltanto le derivate
prime di queste funzioni. Ma evidentemente la ri-
soluzione di questo sistema non dovra offrire mi-
nori difficoltd che la risoluzione della primitiva
equazione.

Vediamo ora come si pud fare un procedimento
inverso, cioé da un sistema di » equazioni di 1.° or-
dine fra n funzioni ricavarne un altro di un nu-
mero minore di equazioni differenziali di ordine
superiore, fra un un numero minore di funzioni, e
quindi in particolare una sola equazione dlﬁ'eren-
ziale con una sola funzione.

Per semplicita supponiamo il caso A \re s\
equazioni con tre. funzioni Y, 2, w

=U,...



|
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Supponiamo risolute queste tre equazioni rispetto
alle tre derivate prime di %, 2, %, o piu general-
mente immaginiamo queste tre equazioni ridotte
con processi di eliminazione alla forma:

d
f,(w,r/.z,u,(f;)=0
fs( T,Y,2u, Z—z):O
fJ( T, Y,<, u*)gu)_'o

du
g

C S dy
e quindi derivando possiamo ricavare ——- cspresso

dx

Dall’ ultima ricaviamo ¥ espresso per 2, z,

per:
o,y 0,0 G2 T
A a'dx’ d x?
Sostituendo questi valori nelle due prime equa-
zioni si hanno allora due equazioni del tipo:
w(xyz rlud%d) 0
vl 1J1 ’dx dxg\ da:

( 1 du dz) 0
Ys xa./ozauvdx R} dx

d
le quali risolute rispetto a —— Iz i

marsi in due altre equazioni del tipo:

dzd”\
uy\rzu,d A

du
1 7 bossono trasfor-
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! [rz u G 42_“]=0
A ¢ 1% ’d.l"d-’lz'g

dalla seconda dolle quali possiamo ricavare 2 espresso
2

du d®*u derivando si 1 dz
per &, g do» © derivando si ha —— espresso
du d*u ddu
dx’'dx* dx®

Sostituendo questi valori nella prima equazione
si ha un’equazione differenziale di 3.° ordine colla
sola funzione u.

Un analogo procedimento si potrebbe tencre in
generale; del resto questo procedimento, esattissimo
dal lato teorico, molte volte pud offrire difficolta
pratiche, e quindi cssere inattuabile.

Diventa inveco attuabile quando le equazioni
date sono equazioni differenziali lineari, e quindi
sempre facilmente risolubili rispetto alle variabili
che contengono.

Possiamo mostrare su di un esempio come si
applica questo metodo nel caso delle equazioni
lineari.

Siano date le due equazioni:

dy

Tz 3y +2=0

dz

iz Y tz=0

Dalla seconda ricaviamo:
—z. .+ z
&L

per &, u,

y="-

d
d
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donde
dy _d'z  dz
drz da® ' dx
e quindi sostituendo nella prima si ha:
A2z dz

d—ﬁ+4tﬂz+4z=0

che ¢ un’equazione lineare omogenea a cocfficer
costanti.

L’ equazione caratteristica corrispondente &
2+4t44=0
ciog o
t+22=0
e quindi si hanno due integrali'particolari'

e—‘_’t R x e—g.l—‘

per modo che I'integrale generale é:

z=(¢g+tc x)e 2

e quindi:

y=(c— ) e - ¢ T o2,

§ 17. Equazioni differenziali d’ordine superic
— T'ra le equazioni differenziali di ordine superi
al primo non abbiamo considerato che le cosidde
equazioni lineari. Ora vogliamo studisre altri
di equazioni.
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1. Si abbia un’equazione contenente solo la
derivata a™e di y, cioé del tipo:

an
f[aame]=0"

. dvy
Risolvendola rispetto ad—wu— si ha
dry
dar

dove X ¢ una funzione di @. Con cid I'equazione
& ridotta alla forma lineare.

Per integrarla si potrebbe adoperare il metodo
generale sviluppato nei paragrafi precedenti ricor-
dando che I'integrale generale dell’equazione cor-
rispondente senza secondo membro

.

é:
3/=C1wn—1 + ng”_2+ veet Cuc1z+ Gy
Perd in questo caso la cosa si semplifica, perche

dall’equazione di sopra si pud ricavare coll’inte-
grazione:

dn 1J
d-’l‘" -2

da cui, mtegrando daceapo, si ha:

d"- —fdwj_de-\- _/\m \"Qn

[Xd.'c + C;

d ar—2
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e cosl continuando si giunge finalmente al valore
di y. '

2. Considerjanio un’equazione nella quale non
compariscono che due derivate successive:

n—1
d y d” y] O

d n—1"d gn
Ponendo:
dr—1y
d an—1
si avra
dry — @
dan  dz

e allora I’equazione & ridotta a:

[p’d:r] 0

e quindi risolvendola rispetto a g—g-si ha:

donde:

Se di qui ricaviamo poi p in funzione di 2:

p = &)
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lore | abbiamo:

n—-1
DYy

(—l J'-”—l

100
e questa ¢ una equazione del tipo ultimamente

considerato.
Come esempio si potrebbe scegliere 1’equazione

dty [f_l-_'/]’
Jﬁ“V“’m

che da per integrale
L e+ ema)

Y = €y b —— e . !

Y=o g

3. Consideriamo ora un’equazione nella quale
compariscono solo due derivate i cui ordini diffe-

riscano di due unita:
dn Y _ dn—2‘y]

daxn ' |dan-2
Poniamo
dn =2 Y
d mn—é : p
! donde
ary _dip

©odar T dad
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e quindi Pequazione diventa:
d? ;
ThE=f®

Poniamo in quest’ultima- equazione: -

dp_  &p __dq__ dg

do 1 dot” daw dpq

e abbiamo:

dq e
donde
qdq=f(p)dp
e integrando si ha:
1 . ~ Lo .
te=[fwipsc
e quindi ’
1 [dp])® _ _
s3] = [rmar+e
donde ‘

[
dzr= .
Ve fipdp+2C

Integrando si ha infine:

N (L B
V2§ fipdp~2G
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Da questa equazione ricavando p in funzione
di = e sostituendolo in:
an—2 Y
dan—2 P

resta da integrare ancora un’equazione del tipo
considerato sul principio di questo paragrafo.

4. Vogliamo finalmente considerare il caso in
cui ’equazione differenziale data sia omogenea di
grado m rispetto alla y e alle sue derivate.
Allora si pud abbassare I’ordine dell’equazione
di una unitd e per cido fare si pud adoperare il
seguente metodo.
Poniamo:

y=e*,

Le derivate di ¥ si esprimeranno per mezzo delle
derivate degli stessi ordini di 2, e avranno sempre
per fattore 'esponenziale ¢ . Questo comparira allo
stesso grado m in tutti i termini, e quindi si pud
sopprimere e resta un’equazione contenente le de-
rivate di 2 senza contenere esplicitamente 2,

Posto quindi allora ’

4z _
d;v_u

si abbassa I’ordine dell’equazione.

Questo stesso metodo si pud esporre sotto altra
forma, che compendia le due successive sostuTiNmY
di prima. |

Pascar, Calcolo integrale. 0n
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Poniamo
y=uy
Allora
YW =vuy+uy =vy+uty=y@ + 1

. . . . . . . . . . . . . . . . \

Tutte le derivate di ¥ risultano col fattore y
stesso, e quindi per la supposta omogeneita del-
I’equazione, tutti i termini verranno a contenere y™
per fattore. Soppresso questo fattore restera una
equazione in u di ordine n — 1, se la data era di
ordine n.

§ 18. Integrazione per serie. — Dopo aver stu-
diato i vari metodi per I’integrazione di una equa-
zione differenziale non ‘ci resta che studiare il me-
todo dell’integrazione per serie, che, quando riesce,
rappresenta 1'ultimo espediente che si pud tentare
per risolvere 1’equazione.

Sia data una equazione differenziale:

flryy, 9 ..y7)=0

L’integrale generale di questa, come gia sap-
piamo, deve essere una funzione di & con 7 costanti
¢, ¢y... cn tale che per ogni valore & =2, compreso
in un certo campo di variabilith di x, assegnati
ad ¥y ...y =2 valori arbitrari %o ¥ ... yotn -1
si possano sempre trovare per le costanti ¢ valori
che vi corrispondono cio¢ che facciano che per
=216 Yy'...y" -1 aconisting effettivamente
i valori fissati. : '
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-

Consideriamo allora un punto & = %o e immagi-
niamo sviluppato I'integrale ¥ ignoto nell’intorno
del punto @, mediante la formola di Taylor.

Si ha:

2
y=Y + /x—xo)Jo*'T;'/ ot .o+

(v —ap) ( - “'o)
0 () -~y (n41)
2 n! Yo (n+ 1! ‘/ e

Intanto dall’equazione differenziale si ricava:
W =g(@yy' ... y»-1)

e derivando consecutivamente si hanno le altre
formole - : 2)

yuth =¢@yy'. .. y™)

- Da queste relazioni si possono avere i valori d1
q p
J\") y(n + 1) . per & =&

uando si son fissati arbitrariamente i valori di
q
Y !/'_ V. y(n -1,

Tali valori sieno o yoln+2 |

Sostituendoli allora nella formola (1) si ha una
funzione % espressa per una serie in &, e nella
quale ci entrano le # quantith costanti arbitrarie
yo yo(u—-.l\

Ora se questa serie & convergente in un certo
campo' attorno Z,, essa pud considerarsi comé L
tegrale geuerale nell'intorno del punto To, © w¥x
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essa se ne potrd effettuare la somma si avra al-
lora I'integrale generale sotto forma finita.

Ma potrebbe accadere che le equazioni (2) per
T=z € y=yo Y =yp... .y D=y
diano luogo a delle incompatibilith (per es. che
aleune ¥ (") diventassero infinite), a togliere le quali
bisognerebbe mutare i valori fissati arbitrariamente,
e allora la (1), anche che sieno soddisfatte tutte le
condizioni di convergenza, non potra pil conside-
rarsi come integrale generale, ma come un inte-
grale particolare, perché per l'integrale generale
¢ necessario che i valori di ¥, ¥,...y* =2 pos-
sano essere assolutamente arbitrari. Cid significhera
che l'integrale generale non potra svilupparsi in

serie di Taylor nell’intorno del punto Zo.

Un esempio che si presenta assai bene per ri-
schiarare il metodo sviluppato ci & fornito dalla
cosiddetta equazione di Bessel, che ha la forma:

2
gl—'lv{-!-ﬁﬂ—l-’z,i/:&

F una equazione lineare omogenea di 2.° ordine.
Avendosi da essa
xy'+my +nxy=0 3)
si ha derivando
zy"+(m+1)y"+nzy 4+ ny=0
2yIV+ (m+2)y" +nxy’ +2ny =0;(4)

e la legge di formazione & evidente.
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Qui si vede appunto che per ob=0 non pud
prendersi arbitrariamente ¥, e 9o, perché se non
si prende per es. %5 =0 si ha che %', diventa iu-
finito. Quindi l'integrale generale della nostra equa-
zione non potra svilupparsi in serie di Taylor nel-
I'intorno del punto = 0.

Con questo metodo dunque potremo solo rica-
vare un integrale partlcolare nell’ intorno del
punto x=0.

Poniamo : -

z2=x=0 y=y, yY=yY,=0

e allora dalle equazioni (4) precedenti si ha:

ey ”yo

1 = - =

J 0 m +l

ylll =0

y:mo . 3 n2 Yo

- *_(m+3)(7n+l)

(si noti che nella prima delle (4)' per & = () scom-
pare ¥'"', quindi & da essa che si rlcam y", e cosl
dalla seconda delle (4) si ricava y "o cosi di se-
guito).
Sostituendo si ha dunque l’mtegrale ,
o 1l.n.2° n 1.3.n224 B ]
y_f%[ C2i(m+1) 4!m+ 1) m+3)
11 termine generale di questa serie é:
1.3.5...Q27r+ L)nr¥t i
@2r+2)f (m+1)(m+3) mr2rxN
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ed ¢& facile vedere che il rapporto di un termine
al precedente tende a zero e percid possiam dire
che la sorie & convergente per ogni valore di @
finito. Esso rappresentera un integrale particolare
dell’equazione di Bessel.

Per m=1, n =1 si ha:

] z 26 3
vmn1= D g )

La quantitad dentro parentesi ¢ una funzione co-
nosciuta in analisi sotto il nome di funzione di
Bessel.

Per m =2, n =1 si ha la funzione:

2 at
yzyo(l —-3—'+'5"—.)

di cui il secondo membro non & altro che

sen &
. x.

Yo

come si vede facilmente ricordando la serie di svi-
lIuppo del seno.

§ 19. Equazioni a derivate parziali. — Finora ab-
biamo considerato funzioni di una sola variabile,
le quali danno luogo alle equazioni différenziali
ordinarie.

Immaginiamo ora una funzione di pil variabili
indipendenti, quindi una relazione fra la funzione, °
le variabili indipendenti e 1o sue dedinle parwialt
rispetto a. queste variabi.
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Il problema che ci proponiamo & quello di ri-
trovare mediante 1’equazione a derivate parzialila
forms pilt gencrale della funzione che vi corri-
sponde, e che si chiamera 1'integrale dell’equa-
zione data.

"~ Cominciamo a considerare un caso assai semplice
di equazioni a derivate parziali. Si abbia un’equa-

zione: ’

dove si debba considerare z funzione di # ¢ ¥,
mentre che nella equazione non entra che solo la
derivata di 2 rispetto ad @ e non quella rispetto
ad ¥.

Allora considerando i come costante, si pud in-
tegrare I’equazione che ne risulta che & allora una
equazione differenziale ordinaria.

Fatta questa . integrazione si ha:

z=¢(zyc)
dove c & la. costante d’integrazione. Questa fun-
zione z soddisfa alla equazione data necl senso che

. . ., dz -
ricavata da essa In derivata parziale'——ed elimi-

dx
nando ¢ si ricade nell’equazione data.
Ma allora & evidente che se invece di conside-
rare ¢ come costante, si considera come una fun-

dz
zione arbitraria di ¥, poiché ]a——;: verrd. allora

espressa nella stessa maniera come prime., vothe
in tal caso Ia z continuerd, a soddiefare \ QRO



|
812 Capitolo VII. — § 19. ‘

data; quindi nella risoluzione delle equazioni a de-
rivate parziali si presenta gia questo fatto, che cioé
nell’espressione dell'integrale, pitt che una costante
arbitraria, pud entrare una funzione arbitraria.

Non possiamo passare a studiare la teoria ge-
nerale delle equazioni a derivate parziali, ma ci
limitiamo solamente a quelle di 1.° ordine e lineari
rispetto alle derivate.

Consideriamo il caso di due variabili indipen-
denti z, 7.

Allora la forma generale di un’equazione a de-
rivate parziali.e lineari rispetto alle derivate &

Pp +Qq=R (1)

essendo p, ¢ le derivate di z rispetto ad z e ¥, ed
essendo P, @, R funzioni di 2, x, ¥.
" Ora dico che la risoluzione di questa equazione
si pud ridurre a quella di un sistema di equazioni
differenziali ordinarie.

Sia % = cost. una funzione di z, ¥, 2, soluzione
(supposto che esista) della equazione data. Allora
ricavandone

ou 3u
__o0x Y,
P g T o
0z 02

o sostituendoli nella proposta equazione, questa
deve essere identicamente soddisfatta, cloé deve
essere:

Qan 3 ____“
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e so si suppone che esista un’altra soluzione:
v = cost.

diversa dalla precedente, si ha analogamenfe: -

09, 0V, pdv_
Pale Qay+Raz_O

ed essendo poi

oun
ox
0
0

d‘w+a—'z‘dy+g—‘z‘dz'=o
» 0v 09 4,
xdm+ay dy+azd~_

si ha cho i dzx, d!j, d z ricavati dalle due rela-
zioni:
% = cost. v = cost.

devono essere tali che:

== 3)

cioé debbono essere proporzionali a P, @, R.

Ora le due equazioni (2) possono ritenersi come
formanti un sistema di due equazioni differenziali
ordinarie nelle quali due delle tre variabili z, ¥, 2
si considerano funzioni della terza.

Questo sicstema, come sappiamo, ammette sempre
una soluzione, cioé¢ si possono sempre trovare due
relazioni fra x, ¥, = tali che da esse ricavando

| due di quelle variabili in funzione d<\a \ervia &
abbiano due funzioni soddisfacenti i\ siskewms. ).
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Questi due integrali saranno precisamente:
% == cost, v = cost.

di cui ciascuno rappresenterd un integrale della
equazione a derivate parziali.

In questa maniera possiamo trovare due inte-
grali distinti dell’equazione data. I due integrali
compariscono risoluti rispetto a due costanti arbi-
trarie.

Ma adesso & facile vedere che si pud ricavare
ancora una soluzione molto pilt generale. Si pud
cio® mostrare che la espressione:

u=¢(v)

dove o & simbolo di yna funzione arbitraria, sod-
disfa anche all’equazione data.

Infatti da tal nuova relazione fra z, ¥, 2z (con-
tenute in u, v) si ha:

3u+6up__w,()[3 +Q) ]

o dx T2l
ow | 0n . m[02
v T oz 1 ““’)[af a"z"]
donde
ov Bu
B W)'x Py
P (v 0v_ou
0z 0z
)ov au
_ Ty ?y
9= 3‘0 B\»
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e quindi sostituendo nell’equazione data si ha:

—vo [Pt + 220+ RTY] ¢

+[a—"P+3“ g—glt]

che & evidentemente zero qualunque sia la fun-
zione 3, perche i due termini in parentesi sono zero.
Si ha dunque questo risultato interesgsante che,
conosciuti gli integrali u, v, possiamo formare un
integrale pil generale introducendo il simbolo di
una funzione arbitraria.
... Tale integrale chiamasi 1’ integrale generale del-
U equazione a derivate parziali.

Vogliamo ora passaread un’applicazione di questa
teoria.

1). Vogliamo ricercare l’equazwne di una su-
perﬁcw tale che il piano tangente in ogni punto
sia parallelo ad una retta fissa.

La retta condotta per'origine delle coordinate sia:
aZ=X |, bZ=7Y
ciod: ‘

X_Y_-2Z2
a b +1
essendo a, b due costanti.
‘Il piano tangente in un punto di una superfisie

z=f(ry)

-
.e

X Dp+(Y--y,q—(Z—-2)=0

TemtS s e
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e la condizione perche questo sia parallelo alla
retta precedente &:

ap+bg—1=0..

Per la determinazione della superficie siamo
dunque giunti ad un’ equazione a derivate pn.rzia.li
di 1.° ordine e lineare.

Applicando il metodo sv1luppato avanti blso"na

considerare il sistema di equazioni differenziali

d r _ d dy _ dz
a b 1
e ricavarne i due inte‘gr‘ali risoluti rispetto alle
costanti:
u == cost. v = cost.
Queste equazioni si possono scrivere:
d z -d
=@ 2V 4
dz dz
donde:
& = a 2 4 cost.
¥y =0bz+ cost.
e quindi nel nostro caso:
U=x—az
v=Y—bz;
la soluzione generale sara una funzione arbitraria

di # e v eguagliata. a zero, cioé I'equazione della
superficie richiesta sarh

q.,(.'n—az LU —b2) =9,
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Ogni superficie di questa specie non & che un
cilindro colle generatrici parallele alla retta fissa.
Infatti se £ ¥ z ¢ un punto della superficie e se:

x—az=0o y—bz=98

& chiaro che ogni punto della retta di cui queste
due sono le equazioni & anche un punto della su-
perficie.

2). Vogliamo trovare U'equazione di una super-
ficie tale che il piano tangente in ogni punto passi
per un punto fisso.

Se %o Yo 20 & il punto fisso, la condizione pel
piano tangente in un punto zy 2 &

(@—x0)p +(y —yo) g=(2 — 2o)

che sara 1’equazione a derivate parziali della su-
perficie richiesta.

Per integrare questa equazione dobbiamo consi-
derare il sistema di equazioni differenziali:

dz _ dy _ dz
T—T y—Yo 2—2

che integrate danno:
log (x — 2,) =log (z — 2,) +log-C;
log 'y — yo) = log (2.— 2¢) -+ log C;
o anche:
r — 2,
22— 2

=,

¥—y
_‘—°=Cz
z_z‘)
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¢ quindi 'equazione. della superficie sard

X — &, -9
?(_.,._____‘L , ’_’_1‘!):0
2—2’0 2_20

dove » & una funzione arbitraria. _
Queste superficie sono coni col vertice nel punto

Zo Yu 20- Infatti se Yy z sono le coordinate. di un

punto della superficie ¢ = o allora evidentemente

r+dr, y+iy, z+iz
I+2 7 1+X% 7 1+

sono anche le coardinate di un punto della super-
ficie, come si pud subito verificare.
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Aritmetica pratica, del Dott. F. Paxizza, di pa-
gine vIII-188 .
Aritmetica rulo--le, del Prof. Dott. F szzA,

2* ediz., pag. x1-210 .
Arte del dire (L), del Prof. D. mer, o edxz

L.c

corretta_ed ampliata, di pag xv1-190, e o150

— (Vedi Rettorica — Ritmsca — St:ltatwa)

Arte militare. (Vedi Storia dell’).

Arte mineraria, dell'Ing. Prot. V. ZorprTTI, di pa-
gine 1v-182, con 112 figure in 14 tavole. . . .

Al(;lel grt:ea, etrusca e romana. (Vedi Archeologta

’arte)

Artl, (Vedx Anatomm ittorica — Archeologia dell’arte
— Avrchitettura — Ig‘ccorazwnc Disegno — Pit-
tura — Scwnza dei colori — Scoltura).

Artl (Le) i}rnﬂcle fotomeccauiche, Zmooti
Autotipia, fia, Fototipia, Fotolitografia,
silografia, Tipo: togmﬁa ecc., secondo 1 metodi K;u
recenti, dei grandi maestri nell’arte: ALBERT,
GERER, CRONENBERG, EDER, GILLOT, Husmx, KoranL,
Moner, Portevi, Roux, TuRATL, ecc., con un cenno
storico sulle arti gmﬁche e un Dizionarietto tacmoo.

. Iv-176 con 9 tavole illustrate. . " gk oolopd
.—FlDu“m'Foatl %ic«;—-lfig tta togrﬂco)
'otogr nti — Ricettario_fologra,

Asfalto (ﬂia fge’l;nmzmne apphcn.zlone. de

GHETTI, con 22 incisioni, di .2

Assicurazione sulla vlu,paﬁ C. PAGANI, di pa-
gine vI-152

Asslstenza deg’ll Infermi noll’Ospedale ed in fa-
miglia, del Dott. C. CALLIANO, di pag. xxIv-448, con
7 tavole. . . .

— (V. Acque minerali — giene — Soccorsi d’urgmza)
Assonumetrln. (IY edi Disegno assonometrico).
Astronomia, di I. N. LockYER, tradotta ed in parte

rifatta da E. SERGENT e riveduta da G. V. SCHIAPA-
RELLII 3 ediz., di pag. vI-156, con 41 mcmom

(Vedl Gravitazione — Spe ttrosco 'puz

Atlante g-eog-ralleo-ﬂorlco dell’Ntalla, del Dott. G.

150

GAROLLO, 2} carte, 76 pag. di testo e un’ Appendice. 2 —

— (Vedi Alpi — Dizionario geografico — Ksercizi
geografici — Geografia — Prontuario di Geografia).
Atlante geografico universale, di KIEPERT, con no-
tizie g gche o statistiche del Dott. G. GAROLLO,
8 edlz (dalla 7000 alla 0N copia), 25 carte, 88 pa-

gine di testo . . . . ¢ v o v 4 e anisoss s %
At-o-fer-. (V C hmatologw Tgroscoph - Meteoralogiar.

Attt motarfll, (Vedi Notaro — Testamentil.
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Attrezzalnra, manovra delle navl e segnalazionl

marittime, di F. ImPERATO, di pag. xxn-360 con s

ﬁ 232 nel testo e xv tavole lm .
edi Ing e navale — Macchinista navcile).
Antollpla. (Vedi_Arti Grafiche).
Avicoltura. (Vedi Ammah da cortile — Colombi do-
mestici — Pollicoltura).

Bachl da seta, del Prof. T. NENcr, di pag. v1-276, g

2* ediz., con 41 incisioni ¢ 2 tavole .
— (Vedi Gelsicoltura — Industria della seta — Tintura
della seta).
Balistlea. (Vedi Esplodenti- Storia dell’ Arte Militare).
Batteriologla, dei Proff. G. e R. CANEsSTRINI, di pa-

gine vi-240 con 20 lllustrazmm e e e e e e e
— (Vedi Animali Parassiti — eroscopw -— Proti-
stologm).

Bestlame (I]) e 'agriceltura in Ktalia, del Prof. F.
ALBERTI, di pag. vi-312, con 22 zincotipio .
— (Vedi Agricoltura — Alimentazione del bestiame).
Biancheria. (Vedi Disegno, taglio e confezione di —
Macchine da cucire).

Bibliegrafla, di G. OTrINO, 2* ediz., nvoduta di pa- 9

gme vi-168, con 17 incisioni . . . . . . . . . .
— (Vedi Dizionario bibliografico).
Biblietecarle (Manuale del), di Perzeorpr, tradu-

zione di G. Braar, e G. FumagaLLI di pag xx-364 con .

un’appendice di pag. 213

Blografia. (Vedi Cristoforo "Colombo — " Dante” —
Omero — Shakespeare). *

Bitame. (Vedi Asfalto)

Blasonl. (Vedi Araldica — Paleografia).

Bersa (Oper. di). (V. Valori pubblici - Debito fmbbhco)

Betanlea, del Protf. I D. HookER, traduz. del Prot. N.
Pepicivo, 4* edizione, di pag. xrv-134, con 68 in-
cisioni .

Ilro-atologla. (Vodl Adulterazione — Alzmentazmne

— Conserve alimentari — Frumento e mais — Latte

burro e cacio — Panificazione).

Burro. (Vedi Latte — Caseificio).

Cacclatore (Manuale del), di G. Francescmr, di pa-

150

150

gine virr-268, con 10 tavole e 14 mctswm nel testo. 2 50

Caleolo differenziale, del Prof. E. PascaL (volume
doppio). (In lavoro).

Calcolo integrale, del Prof. E. Pascawn (vol. doppio).
(In lavoro).

Calligrafia (Manuale di). Cenno storien, Ofte wuwme-

riche, materiale adoperato per )& seritture © ToSWAS
d'insegnamonto, con 69 tavole i mede Ae prinege
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—

L. c
caratteri ooniomli ai programmi goyernativi del Pro-
fessore R. PERcossI, con 35 tac-simili di scritture,
elegantemente logato, tascabile, con leggio annesso al

manuale per tenere il modello . . .3 -
Calere (11), del Dott. E. JoNEs, trad. & U Fomum,
di pag. vir-296 con 98 incisioni . . . . . 130

Cnlorll’erl. (Vedi Riscaldamento).

Candele. (Vedi Stearineria e Fabb. di Candele),

Cantante (Manuale del), di L. MasTriGLr, di p. x11-182. 2 —

Cantlnlere. Lavori di cantina m ﬁer mege, dell'Inge-
gnere A. STruccHI, di pag. VIm-172 con 30 incisioni. 2 —

Cnrtogralln (Manuale teorico-pratico della), con un
sunto sulla storia della Cal fia, del Prof. E. GEL-
crcy, di pag. vi-257, con 87 illustrazioni . . . . .2 —
— (Vedi Discgno topograﬁco — Tclemetma)

Case. — (Vedi Proprietario di Case).

Caselficle, di L. TTI, 2* edizione, completamente
rifatta di SARTORI, di pagine Iv-212, con 34 incisioni. 2 —

- (Ve()li Adulterazione degli aliments — Latte, burro,
cacio

Catasto (T1 nuovo) ltall--o, dell’ Avy. E. Brun, di
pag. x11-346, v Y

Cavallo (Manuale del), del Ten. Colonnelio C. Vor-
PINI. di pag. 1v-200 con illustrazioni e 8 tavole. . . 250

Celerimensura (Manuale 51 ratico di), e tavole loga-
ritmiche a quattro decimali dell'Ing. F. BoRrLETTI,
di pag. vi-148 con 29 incisioni . . 3 50

Celerimensura (Manuale e tavole di), dell'Ing G. Or-
1.ANDI, di p. 1200 con quadro genemle d’interpolazioni. 18—

— (V. Cartografia — Compensazione degli errori — Di-
seqno topografico — Geometria pratica — Telemetria).

Cementazione. (Vedi Tempera).

Ceralacche. (Vedi Vernici).

Cereall. (Vedi Frumento e Mais — Panificazione).

Chimica, del Prot. H. E. RoscoE, traduzione del
Prof. A. PAvEsl, di pag. vi-124, con 36 inc., 4* ediz. 1 &0

Chimica agraria, del Dott. A. Apucco, di p. vir-328. 2 50

— (Vedi Concimi).

Chimice (Manuale del) e dell’ Industriale, ad uso
dei Chimici analitici e tecnici, degli industriali, ecc.,

del Dott. Prof. L. GABBA, di pag. x-35%¢. . . . .5 —
— (Vedi Analist wlumetrwa)

Clcllsta (Manuale del). di A. GALANTE, riccamente
illustrato, di pag. v1-194 con 73 fototipie. . . . . 230

Climatologia, di L. De MarcHI, p. X~ “con 6 carto 1 50
— (Vedi Igroscopt — Meteoroloqm — Siswologial.
Codice doganale ltaliano con commentos & nate,
doll’Avv. E. Brun, di pag. xx-101® con A masion. S
— (V. Ammmwtrazwm pubblica - Trasportt e toriffer.
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L. c
Codice metrico intermazionale. (Vedi I Prototip:
del metro e del kilogramma).
Cognae (Fabbricazione del) e dello spirito di vine
e distlilazlene delle fecce e delle vinacce, di
DaL Piaz-p1 Praro, di . X-168, con 37 incisioni, 2 —
Coleotterl italiani, del ott. A, GRIFFINI, p. XVI-334
con 215 incisioni (volume doppio) . . . . . . . . 3 -
Colembl domesticl e colombleoltura, del Prot. P.
Bonrzzi, di vi-210, con 29 incisioni . . . . . 2 —
— (Vedi Animals da cortile — Pollicoltura).
Celombo C. (Vedx Cristoforo Colombo).
Colorl ela plmlr. (Lia scienza dei),del Prof. L. GUAITA,

......... o e e

— (Vedl Anatomta _mttorzca)
Colorl e vernlel, di G. Gorin, 3* ediz., di p, 1v-184. 2 —
— (Vedi Fotografia — Luce e colori — Vemwi)
Coltlvulone ed Industrie delle plante tessili,
Propmmente dette e di quelle che danno materia per
egacci, lavori d’ mtrecclo, sparteria, spazzole, scope,
carta, ecc., coll'aggiunta di un Dizionario delle piante
ed industrie tes i, di oltre 3000 voci, del Prof. M. A.
SAavoraNAN D’Osoppo, di pag. x11-476, con 72 incis. 5 —
— (Vedi Filatura - Gelsicoltura - Piante industriali).
Compensazione degli errori con speciale applica-
zione al rillevi geodetiel, di F. CRoTTI 1v-160. 2
Compatisteria, del Prof, V’ GrTTI, Vol fagomputl-
steria commerciale, 3° ediz., di pag. vI-168.
— Vol. II. Computisteria ﬁmmna.rm, di . ‘viz-156, 1 50
Cemputisteria agraria, del Prof. L. m di pa-

0 VI-

crd 7).
Co-ela delle pelll ed artl affinl, di G, Gorn,
3* edizione interamente rifatta dai Dott. G. B. FRAN-
cescHI e G. VENTUROLL di pag. 1x210. . . . . —_
Cencliml, del Prof. FuNaRro, di pag. vi-253 . . . . T2 —
ot etlants S Sk, (vt D, o
niezione ancheria. 1 181 10 €).
Censerve alimentarl, di G. GorInI, mnwm).
mente rifatta dai Dott. G. B. chxscm e G. VEN-
TUROLL (In lavoro).
— (Vedi Adulterazione — Alimentazione — Frumento
e mais — Latte, burro e cacio — Panificazione),
c.lmnblmi conmnale, secondo 16 nuoye dispotiziot
ative o Iamenta.n (Testo unico 10 {ebraio \SH
Decm lugho 1800, del Pm&. AL Du Buos, AW

- (‘}oﬁ' Dzrztto amministrativo — Legge comwluﬂi :
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L.c

Contabllita generale delle Stato, dell' Avv. E.
B(%rm% pag. X422 (vol, doppio) . . . . . aﬁa) 3 -

'omputistersta — Ragioneria — Logismogr

Corpl grassl e stearineria, dell'Ing. E. MARAZZA.

c.( edl Industria ste;ama)“ f (V - 52

rretiore ecompositore afo. 1pogra;

Cerse (Dizionario delle), (Vi e(hp(gr

Costituzione di tuttl gli Stadl. (Vedl Ordmamento)

Costuml. (Vedi Etnografia).

Cristallografia geometrica, fisica e chimlea a
plicata al minerali, del Prof. f" SANsoNT, di p. m—3£ ’
con 284 incisioni nel testo (vol. doppio). . .

— (Vedi Geologia — Mineralogia).

Cristefore Colonbo,dn V. BELLIO, con 10 inc., p.1v-136 1 50

Crittegame. (V. Malattie crittogamiche delle piante).

Crenologia. (Vedi Storia e Cronologia). '

Cubatura. Prontuario per la cubatura del legnami, di G. .
BELLUOMINI, 2* ediz. aumentata e corretta, di pag. 204 2 50

Carve. Manuale pel tracciamento delle curve delle Fer-
rovie e Strade carrettiere di G H. HNKE, tradu-
zione di L. LoRia, 2* ediz. di pag. 164, con 1 tavola. 2 50

Dantologla, di G. A. ScArTAzzINI, 2* ediz. Vita ed
Opere di Dante Alighieri, di pag. v1-408 (vol. dopplo) 8 —

Debito (I1) pnbblle. itallane e le regole e i m X;l.'
le operazioni sui titoli che lo rappresentano, di F
ZoNI, di pag. vIi-376 (vol. doppio). . . . . . . .

Decorazione e industrie srt -tlehe, con mmtro-
duzione sulle industrie artist. nazionali, dell’Arch. A.
MELANT, 2 vol.. dlcomga ive pag. xx-460 con 118 incis. 6 —

Demografla. (Vedi Statistica).

Dihoscamento. (Vedi Selvicoltura).

Didattlea per gli alunni delle scuole normali e pei mae-
stri elementari del Prof. G. SoLr, di pag. vi-214 . 1 50

Digeste (Il), di C. FERRINI, di pag. 1v-13%.

Dinamica elementare, del Dott. C. CAT!ANEO, di
pag vm-146 con2)ﬁgur O W (]

edi Termodinamica).

nlplo-auca, del Prof. L. ZDEERAUER. (In lavoro).

Diplomi. (Vedi Araldica — Paleografia).

Dirlul e doveri del cittadint, secondo le Istituzioni
dello Stato, per uso delle pubbliche scuole, del Prot. D.
MAFFIOLI‘ 8* ed., di pag. xvI-206. . . . . . 150

Diritto amministrative giusta i programmi govema.—
glvx,dad uso gleg\\ Ist,\t.ut.\g&c%m\ del E:‘rot. G\ Logris, a_

? adizione. AL JOme AOPES). . . .
Diritie clvile ltg a‘o,dg\r&oiﬁ ﬁm\:\m\@m\‘m AN
Diri commerclale. A Mandoro).
l)lrl::: comunale ¢ provinclale, A MATIQOWRILN.

(Vedi Legge comwnale & Provy
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Diritte eccleslastice, del Dott. C OLl(o, dl pa.g'me
X11-472 (volume doppio) .
— (Vedi Benefici vacanti).
Diritte lnternazionale private, dell’Avy. Prof. F. P.
Conruzzr, di pag. xvi-392 (volume doppio) . .3
Diritto internazionale pubbliece, dell’Avy. Prof.F.P.
ConTuzzi, di pas X11-320 (volume doppio). . . 3
el i

L. c
Diritte cestituzienale, di F. P. ConTUzzI, p. x11-320. 1 50
.3

Diritte penale, dell'Avv. A. SToPPATO, di P. vir-192.
Diritte romane, del Prof. C. FERRINI, di pag. VII-132.
Disegne. I principii del Dlsegno o gli stili dell'Orna-
mento, del Prof. C. Borro, 3* edizione, di pag. 1v-206,
con 61 silog. . . . . .. . .0 0. —
Disegno ussononetrleo, "del Prot. Paovont, di pa-
gine 1v-122 con 21 tavole e 23 ﬁgure nel testo. . .2 —
Disegne geometriee, dol Prof. A. ANTrLLL di p
gme vi-85, 6 figure nel besto e "96 tavole htogra.ﬁche 2 —
segne copograﬂco, del Capitano G. BERTELLI,
2* ediz. di pag. v1-137, con 12 tavole e 10 incisioni . 2 —
— (Vedi Cartografia — Telemetria).
lllsefno, taglio e eonfezlone l“ biancherla (Ma-
nuale teorico pratico di), di BONETTI, con un
Dizionario di nomenclatura, p. vm-216 con 40 tav. 3 —
Disinfezione. (Vedi Infezione).
Distillaziene. (Vedi Alcool — Cognac). L.
Dizionario alpine itallane. Parte 1*: Vette e 'Uahch‘l

1taham, dell E. BroNAMI-SORMANI. — Parte 2
alli lombarde e lzmztroﬂ: alla Lombardm, dell'Ing. C
Scomm di XXII-3 . ... .350

— (Vedi Al rcalpz be amaschc)
lllzlonurlo Erltreo itall-no arabe-amarleo, di
A. ALLorL (In lavoro).
Dizionarie della lingna del Galla (Oremonica).
(Vedi Grammatica).
Dizienarie hibliografice, di C. AB.LiA, di . 100. 1 50
Dizionario Filatelico, per il Raccoglitore 3) aFranoo-
bolli con introduzione storica e bibliografia di J. GELLT
di pag. Lxiv-412. . . . . . .
Dizienarie rotograﬁeo ad uso dei dllettantl o profes-
sionisti, contenente oltre 1500 voci in 4 lingue, nonche
500 sinonimi e 600 formule del Dott. Liuier Groppr,
di ‘}) vIir-600 con 95 incis. e 10 tavole fuori testo. 7 50
— (Vedi Arti grafiche fotomeccaniche — Fotografia per
dilettanti — Ricettario fotografico).
Dizionario geografico universale, del Dott. G. Ga-

ROLLO, 3" edizione. di pag. VI-832 a due cdonme . (/XN

Dizionario Itailame. (Vedi Vocabolario Atalomo).
”{5";‘:",;"’ Italiane e Volapik, di C. Marrel b
)

A
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L.
l)lzlonﬁrlo terminl delle corse, di C. Vorrint, di )
Dlzlonario.u;lv.el:uu.le delle llng-e Iullan-, to-

desca, inglese e franeeoe, dlsposfb in un unico
altabeto, 1 vol. di pag. 1200 . . .8
gog-?e (Vedi lCodwe t{lnalc Z;r ti:‘)m
ottrina popolare, in ngue. (I h&n&, nCese,
Inglese e Tedesca). ’Mottl popolxm, frasi commerciali e
proverbi, raccolti da G. SEssa, 2* ediz dl 1v-212. 2
Eeononla del fabbriecatl rurali, di'v, 1CCOLI, di

—( Odl “Estimo rurale — Legulazwne rurale).

Econemia politica, del Prot. W. S. JEvons, traduz.
del Prof. L. Cossa, 3* ed., riveduta, di pag. x1v-174. 1
— (Vedi Scienza delle ﬁnanz

Elettricista (Manuale dell’), d1 G, CoLomBo e R. an-
mNI, di pag. vin-204-#4 con” 40 incisioni . . .

— (Vedi Illuminazione — Telefono — Tdeyraﬁa

Eleurlel del Prof. FLEEMING JENKIN, traduz. del
Prot. R. F‘ERRINI, di . viII-180, con 32 incisioni. 1
— (Vedi Magnetismo — mita assolute).

Elettrolisi. (Ved1 Galvanoplastica).

Eliografla. (Vedi Arti grafiche).

Embriolegia e morfologia generale, del Prof. G.
CAaTTaNEO. (In lavoro).

Enciclopedia Hoepli (Piccola), in 2 volumi di 3375
gagme di due colonne per ogni pagina con Appen-
ice. L'opera completa elegantemente legata. . .
Energia fislca, di R. FERRINT, di p. v1-108, con 15 i ine. 1

— (Vedi Dinamica elementare — Termodinamica).

Ennlogl-, recetti ad uso degli enologi italiani, del
Prof. O. d’ TTAVI, 2 , riveduta e ampliata da A.
STRUCCHI, di pa| xn-194 con 21 incisioni . . . .2

— (Vedi Analisi del vino- Oantmzere-Cogmzc-E
domestica - Malattie det vini - Vino - Viticoltura).

Encvlogla domestiea, di R. SERNAGIOTTO, pag. VIII-223, 2

Entomologila. (Vedi Coleotteri italiani — Insetti no-
civi — Insetti utili — Lepidotteri).

Equazleni (Teoria delle), del Prot. S. Pmcnzm.s, di

35 X11-170, con 4 incisioni . . . .
— (Vedi Algebra comfleme'ntare)

Errori e pregiudizl velgari, confutati colla scorta
della scienza e del raziocinio da G. STRAFFORELLO,
dipag. tv-170. . . . . . . . o e e e e

Esercizl geograficl e quesiti, di L. HuauEs CIl-
PAtlante di R. I(lepert, 2* ediz., dl pav 7@5

Esercizi di tradazi \ t

grammatica francese, &e\ Yok, (\ Y“.m\v \\\35




Elenco dei Manuals Hoepli. 11

- L. e

Esercizi di traduzione con vecabuvlario a com-
plemente della gramn-tle‘ tedesca, del Prof G.
ADLER, di pag. 1v-236 . . . .

— (Vedi Grammatica tedesca — Lettemturm
Elplodentlonodo difabbricarli, R.MoLINA, p.xx-300 2 50
Estetiea, del Prot. M. P1vo, di pag. xx-260 . 15
— (Vedi Etica — Filosofia — Logica — Pmcologm)
Estime rurale, di F. CAREGA DI MURICCE, p. V1-164. 2 —

— (Vedi Agronomia — Dis topografico — Eco-

nomia det fabbncatz ruralt — Geometria pratica).

Etica, del Prot. L. Friso. (In lavoro).

Etnografia, del Prot. B. MavLFaTTI, 2 ediz., mtera-
mente rifusa, di pag. v1200 . . . . . .150

— (Vedi Antro; Vpologza Paleoetnologia).

Etnologlu. (Vedi Antropologia).

Fabbricatl rurall. (Vedi Economia dei).

Fabbriche. (Vedi Proprietario di Case).

Fabbro. (Vedi Fonditore — Operaio — Tornitore).

Falegname ed ebanista. Natura dei legnami, maniera
di_conservarli, prepararli, colorirli e verniciarli, loro
cubatura, di G. BELLUOMINI, pag. X-138, con 49 inc. 2 —

Falsificazlone degli allmentl. (Ved’ Adulterazione).

Farmacista (Manuale del), del Dott. P. E, ALESSANDRI,

di pag. X-628, con 138 tav. e 80 incisioni originali. 6 50

Ferro. (Vedi Siderurgia).

Ferrovie. (Vedi Trasporti.

Filatella, (Vedi Dzzumm 10 filatelico).

Filatara. Manuale di filatura, tessitura e lavorazione
meccanica delle fibre tessili, di E. GRoTHE, traduzione
sull’ultima_edizione tedesca di p, vir-414, con 105 inc. 5 —

— (Vedi Coltivazione — Piante industriali).
l?llologla classica, greca e latlna, del Prot. V.

INaMa, di pag. xm1-195 . . e W1

— (Vedi Let‘teratum greca e romana)

Fllo-nuta. Quadro generale di naw%zmne da diporto
e consigli ai pnnuplantx, con un Vocabolario tecnico pili
in uso nel panfiliamento, del Cap. G. OLIVARI, p. XVI-286 2 50

Fllesefia morale, di L. Friso. p. XvI-336 (vol. doppio) 3 —

— (Vedi Estetica — Etica — Logica — Psicologia).
Flnnze (Vedi Scienza delle).

Fleri. (Vedi Floricoltura — "Piante ¢ fiord).

Fl-le., del Prof BALFOUR STEWART, trad del Prot. G.
CANTONT, 4* ediz., di pag. x-188, con 48 incisioni .

— (Vedi Calore Eneryta fisica —- Luce e suono).
Fl.lolog'la, dx Fosmn. traduz. del Prol. G Aames,

3* ediz., di pag. x11-158, con 18 incislomd . .
Fislologia comparata.(V Anatomia— qu))'l"\.o\.osaE
Fitelo a. BJ. - Flora italiamo.
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L. c
Flora itallana taseablle, di R. P1rorra. (In lavoro).
Floricoltura (Manuale di), di C. M. Frawlh Ropa, di
vm-186mn611ncmom_.. e e e e e 2 —
— (Vodi Botonica — Piante e fiori

Fogn-tura cittadina, dell'Ing. SPATABO (In lav.).
Fendltore iIn tatti | meulll( nuale del), di G. BEL-
LUOMINT, di pag. 146, con 41 incisioni . . . .2 —

Fonologla greca, del Prof. A. Crvqurnt. (In lavoro).

Fenologila itallana, del Dott. L. Srrorpuo, £va-102. 150

Feonologia latiua, di S. ConsoLr, di . .15

Fotogalvanotipla. (Vedi Arti grafiche).

Fotografia del colorl, del Dott. C. BoNacINT. (In lav.)

Fotografia.pel dlletuntl. (Come il sole dipinge), d.l
G. Murrong, di 2* ediz., con molte incis. 2 —

— (Vedi Arti grafic bczumano fotografico —
Rwettamo fot. {),gm o).

Franceobolll. (Vedi Dizionario Filatelico).

Frumento e mals, di G. CANTONTI, p. vI-168 e 13 incis, 2 —

— (V. Adulterazione — Alimentazione — Panificazione).

Fruttlcoltara, del Prof. Dott. D. Tuuno, con 63 il-
lustrazioni, di pag. vor-192 . . 02—

— (Vedi Pomologia artificiale — Uva passa).

Fulmini e p-rafnlmlnl, del Dott. Prot. E. CaNE-
STRINI, di paig vmI-166, con 6 incisioni. .. . .2 —

Funghi (I) ed { tartufl, loro natura, storia, coltura, con-
servazione e cucinatura. Cenni di FoLco Brunt . .2 —

Fuochi artificlall. (Vedi Pirotecnia).

Fuechista. (Vedi Macchinista).

Gnlvnnoplntlcn, ed altre apphcs.zmm dell’elettrolisi,
(alvanostegia. Elettrometallurgia, Affinatura dei me-
talli, Preparazione dell’ alluminio, Sbianchimento della
carta o dolle stoffe, Risanamento delle acque, Concia
elettrica delle pelli, ecc., del Prof. R. FERRINI, 2° ed.,
completamente rifatta. di pag. X11-392 con 15 incisioni. 4 —

Gelslcoltnr-, del Prot. Dott. D. TAMAB.O, p. XVI-175,
con 22 incisioni nel testo . .2 —

(Vedl Coltivazione ¢ industria delle pumte tessili).

Geodesln. (Vedi Compensazione degli errori — Cele-
rimensura — Curve — Disegno topografico — Geo-
metria pratica — Telemetria,

Geodinamiea. (Vedi stmologza — Termodinamica
— Vulcanismo).

Geografla, di G. GROVE, trad. del Prof. E. GALLETTI,

2* ediz., riveduta, di pag. xm-160, con 26 incisioni. .1 50

— (Vedi Alpz Atlante — Co.rtogmﬁu Digegno to-

thgraﬁco — Dzzzo'nflm geografico — Mare — Pron

wario di geogra

sografia gcgg.. ca, di W, ¥. TozEw, \m.k\\:m@g‘ S v
ote del Prof. I. GENTILE, 5 ediz, & we. 18-
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L. c.

Geografla fisiea, di A, GEIKIE, traduzione sulla 6
edizione inglese di A. Stoppani, 3" ediz., pag. 1v-132,
con 2 incisioni . . . . . . . . ... .
Geologla, di GEIKE, tmduznone sulla 8* edizione m-
glese di A. SToPPANI, 3* ed., di p. vr—154. con 47 inc. 1 50
— (Vedi Cristallo ‘lmﬁa — Mmeralog
Geometria analitica delle spazlo, del Prof. F.
AscaIERI, di pag. vi-196, con mclsxom ..
Geometria analitica del Plano, del Pr. F. Ascmm,
di pag. vi-194, con 12 incisioni . . .150
Geometria delerlttlvn, del Prof. F. Ascnmnx, di
1v-210, cou 85 incisioni . .
Geometria metrica e trlgononetrla, del Prof. S
PINCHERLE, 3* ediz., . ¥1-152, con 16 incisioni. 1 50
Geometria pratica, dol Prof. . EREDE, 2° ediz.,
riveduta, di pag. x-184, con 124 incisioni . » . . .2 —
5\’ edi Celer 1m¢tmeura —b Dwegnt?) aaeonﬁtzzwtm& —
wegno metrico isegno topografico — Geo-
ﬁeqolo calcolatore — Statica — Telemetria).
Geonetrla projetiiva del plano e della -telln,
del Prof. F. ArcHIFRI, 2°® ed., di p. vI-223. con 86 inc. 1 50
Geometria projettiva llello spazlo, del Prof. F. A-
SCHIERI, con molte incisioni. (In lavoro).
Geometria pura elementare, del Prof. S. Pmx-
CHERLE, 3" ediz,, di pag. vI-140, con 112 incisioni. .1 50
Ghisa. (Vedi Suierurguz
Giardine (Il) Infantile, del Prof. P. Coxnrr, di pa-
gine 1v-214, con 27 tavole (vol. doppio). . . 3 —
Glnnaatlea (Storia del la), di F. VALLETTI,dl - vio-184. 1 50
Ginnastica femminlle, di F. VALLETTI, di pag vI-112,

con 67 illustrazioni . . . . . 2 —
Ginnastlea maschile (Manuale di), per curs di J.

GELLI, di pag. viir-108, con 216 incisioni . . . . .2 —
— (Vedi Scherma).
Glolelleria, orelleerla, ore, argeute e platiuo,

di E. BoseLLr, di pag. 336, con incisiom . . .4 —

— (Vedi Pietre preziose — Metalli preziost).

Gluochl. (Vedi Scacchi).

Glurlsprudenza. (V. Codice doganale — Digesto —
Diritto amministrativo — Dirittg civile — Diritto
costituzionale — Diritto ecclesiastico — Diritto in-
ternazionale pubblico e privato — Diritto penale —
Dzrztto romano — Imposte dirette — Legge comu-

nale — Legislazione rurale — Mandato comnwrctalc
— Notaio — Ricchezza mobile — Testamen

Grafologla con numerosi autografi A6l Pyl Q Low-

BR08O. (In lavoro). L
Grammatica araldiea. (Vedi Araldico). v



14 Elenco dez Mammh Hoeplt

L. ¢
Grammatica e dizionarie della lingua del Galla
(eremonica), dol Prot. E. VITERBO.
Vol. I. Galla-Italiano, di pag. vi-152 . . . . . 250
Vol. II. Italiano-Galla. di pag. LxIv-108. . . . . 250
Grammatica francese, del Prof. G. Prar, p. xI- 987.1 50
—-(Vedi Esercizi di traduzione).
Grammatica greca, del Prof. INaMa. (In lavoro).
(Vedi Fonologia — Morfologia).
Grammatica della lingaa %reea meoderna, del
Prof. R. LLOVERA, di pag. vi-154 .150
Grammatica Inglese, del Prof. Lucr PAVIA,p x11-260 1 50
Grammatica italiana, di T. Coxcarr, di p. vir-204 1 50
Grammatica latina, del Prof. V.u.nuael ip. x-250. 1 50
— (Vedi Fonologia latina — Letteratura ‘romana).
Grammatica e vocabolarle della Ilngua rumena,
del Prof. R. LOVERAa, di p$ vI11-200 v e . o150
Grammatica sanscrita. (Vedi Sanscﬂto
Grammatica spagnuola, del Prof. L. Pavia. (In lav.).
Grammatlca tedesca, del Prof. L. Pavia, p. xviri-254. 1 50
— (V. Esercizi di traduzione — Letteratura tedesca).
Gra.vltazlone. Spicgazione elementare delle %rmclpah
perturbazioni nel sistema solare di Sir G.
traduzione_con note ed aggiunte del Prof. F Ponn.o,
con 50 incisioni, di pag. XxIv-176 . .. 150
— (Vedi Astronomia — S ttroscopw
Grecla (La) antiea, di G. ToN1AzZo0. (V. Storia antica).
Idroterapla. (Vedi Acque [cura dell e])
Igiene del lavore, TRAMBUSTI A. ¢ SANARELLL. di pa-
gine vi-352 con 70 incisioni. .
Iglene della vita pubblica e prlvatn, del Dott. G
Fararpr, di pag. x11-250 . . 250
Iglene privata e medicina Fopolare ad uso delle fami-
glie, di C. Bock, trad. di E. PARIETTI sulla 7* ediz. ted.
con una introduzione di G. SorMANI, di pag. XI1-278, 2 50
Igiene pubblica, del Prof. SorMaNt. (In lavoro).
Igiene rurale, A. CARRAROLI, pag. X-470 (vol. doppio). 3 —
— (Vedi Assistenza agli infermi — Soccorsi d'urgenza).
Iglene scolastlea, di A. REPossI, 2* ed., di pag. Iv-216. 2 —
Igiene veterinaria, del Dott. U. hARPI, di p. vix-228. 2 —
— (Vedi Zoonos).
Igroscopl, igrometrl, umidita atmeosferica, del
Prof. P. Cantont, di pa.%[ x11-146, con 24 inc. e 7 tab. 1 50
— (Vedi Clzmatologza eteorolo gia),
Illumlnazlone elettrica (Impl&ntl di), dell'Ing E.
Prazzorr, 2* edizione interamente rifatta, di pag. xrv-
466, con 963 incisioni, T tabelle & 2 Xav. tograiate. & W
lnbnlsamatore (Manuale del\), preparaiare twsdet-
mista, di R. GESTRO, 2" ed. 1iv., &1 p. TWAR, W we. 2 —

— (Vedi :Naturalista viaggiatore).
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L. c.
Tmplantt elettriol. (V. Elettricitda — Illuminazione).
Imposta sul redditl di ricchezza moblle (Vedi
Kicchezza mobile). .
Imposte dirette(Riscossione delle), E. BRuNI, p. vim-158 1 50
Imposte sul fabbricatl. (Vedi Proprietario di case).
Inchiestrl. (Vedi Vernici).
Industria deila seta, di L. GaBBa, 2° ed., p. 1v-208. 2 —
Industria (L) stearica. Manuale pratico dell'Ing, E. _
MAaRAzzA, di Elag. 288, con 76 inc. e con molte tab. 5 —
Industrie. (Vedi Apicoltura — Arte mineraria —
A%fqlto — Bachi da seta — Caseificio — Concia delle
pelli — Conserve — Galvanoplastica — Giojelleria
—. Merceologia — Molini — Olio — Orologeria —
Piccole industrie — Tabacco — Tintore, ecc.).
Industrie artistiche. (Vedi Decorazione).
Industrie tesslll. (Vedi Coltivazione — Qelsicoltura
Filatura — Seta).
Iufezione, disinfezione e disinfettantl, del Dottor
Prof. P. E. ALEssANDRI, di ﬁalg vm-190, con 7 ine. 2 —
Iugegnere civile. Manuale dell’ nggnere civileeindu-
striale, di G. CoLoMBo, 13 ed. (31°, 32° e 33° migliaio), di
p- X1v-336, con 203 fig. e con una Bibliografia dell'Inge-
gnere disposta in ordine alfabetico delle materie di p.148 5 50
11 medesimo tradotto in francese da P. MArcILLAC. 5 50
Togegnere navale. Prontuario di A. CieNoNI, con
+86 fig., di pag. xxx1-202. Leg. in tela L. 450, in pelle. 5 50
— (Vedi Attrezzatura — Macchinista navale).
Ingrassl. (Vedi Chimica agraria — Concima). = |
Insettl noelvi, F. FRANCESCHINI, p. VIIT-204.96 incis. 2 —
Tusettl adil, di F. FRANCESCHINT, di pag. Xi-160, con
43 incisioni ed L tavola, . . . . . . . . . . .2 —
Interesse e sconte, di E. GAGLIARDI, di pag. vI-204. 2 —
— (Vedi Contabilita — Computisteria — Igzgito pub-
blico — Raagiomeria — ori_pubblicd).
Istituzionl dello Stato (Le). (Vedi Diritti e dovers
dei cittadini — Ordinamento degli Stati). .
Netlologla. (Vedi Piscicoltura — Ostricoltura e Mi-
tilicoltura).
Latte, burre e caelo. Chimica analitica applicata al -
cageificio, del Prof. SARTORI, di pag. X-162, con 24 inc. 2 —
— (Vedi Adulterazione degli alimenti — Caseificio).
Legge sulle ealdaje. (Vedi Macchinista e Fuochista)
Legge (La nuova) comunale e provinciale, anno-
tata dall’Avv. E. MazzoccoLo, 3* ediz., con I'aggiunta
di due regolamenti e due indici, di pag. voI-(23 . .4
Leggl. (Vedi Codice doganale — Diritto awmministra-
fevo-civile- commerciale - ecclesiastico - penale - vomano
— Imposte dirette — Legislazione ruwrale — Ovdi-
namento degli stati — Ricchezza mobile).




v —r—

16 Elenco dei Manuali Hoepli.

L. c.
Legislazlone rurale secondoil programma governativo
per gli Istituti Tecnici dell’Ayv. E. BRUNy, di p. x1-422 3 —
Legnaml. (Vedi Cubatura dei legnami — Falegname).
Lepldotteri ftallani, del Dott. A. GRIFFINI, di pa-
gine vir-238 con 149 incisioni . . . . . . . . . 1 50
Letteratara americana, di G. STRAFFORELLO, p. 158 1 50
Letteratura danese. (Vedi Letteratura norvegiana).
Letteratura ebraica, di A. REVEI.B2 vol., di pag. 364. 3 —
Letteratura egiziana, de] Dott. L. BricroTr. (In lav.).
Letteratura francese, del Prof. F. MARCILLAC, trad.
di A. PAGANINI,?'edlz.,diN.VmJBQ. e e« 150
Letteratura greca, del Prof. V. INaMa, 10* ediz., mi-
gliorata (dal 35° al 40° migliaio), di pag. vi-234 . .1 50
— (Vedi Filolo|gia classica — Verbi Greci Anomali).
Letteratara indlana, del Prof. A. DE GUBERNATIS,
dipag. vIII-159 . . . . . . o v e 4 e e e e e
Letteratura Inglese, del Prof. E. Sorazz, 3* ediz.,
dipag. virr-194 . . . . . . o .00 . . §
Letteratura islandese, di S. AMBROSOLL (In lavoro).
Letteratura itallana, di C. FENINT, 4 ed., di p. vI-204 1 50
Letteratura latina. (Vedi Fonologia latina — Gram-
matica latina — Letteratura romana).
Letteratura norveglana del Dott. S. CoxsoLr, di
Pag. XVI-272 . . . . . v . e s s e s o« . o180
Letteratura perslana, del Prof. I. P1zz, di pag. x-208. 1 50
Letteratura provenzale, A. ResTorI, di pag. x-220. 1 50
Letteratura romana, del Prof. F. RAMORINO, 3* ediz.
riveduta e corretta (dall'8° al 12° migliaio), p. 1v-320. 1 60
— (Vedi Filologia classica — Grammatica latina).
Letteratura spagnuela e porteghese, del Prof. L.
CAPPELLETTI, di pag. vi-206. . . ._. T |
Letteratura tedeseca, del Prof. Q. LaANGE, trad
di_A. Paeanin, 2* ediz., corretta, di pag. xm-168. .1 50
— (Vedi Esercizi — Grammatica tedesca). .
Letteratura ungherese, di ZicANY ARPAD, di pa-
gine xir-295 . . . . . .. . . e s s s e s e 1 50
Letterature slave, di D. CiAMpoLI, 2 volumi:
Bulgari, Serbo-Croati, Yugo-Russi, di pag. 1v-144. 1 50
Russi. Polacchi. Boemi. di pag. v-142 . . . . 150
Librl. (Vedi Bibliografia — Bibliotecario — Dizio-
nario Bibliografico — Paleografia — Tipografia).
Lingaa araba. (Vedi Arabo volgare). A
Lingua del Galla (oromonleca). (Vedi Grammatica).
Lingua francese. (Vedi Grammatica e Esercizt).
Lingaa greeca. (Vedi Grammatica — Letteratura).
Lingua greca moderna. (Vedi Grammatico.
Lingaa latina. (Vedi Grammatica — Letteratwro.
7OMANA). .
Lingua romena. (Vedi Grammatica).
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Lingua sanscrita. (Vedi Sanscrito).
Lingua tedesca. (Vedi Esercizi — Grammatica —
Letteratura).
Lingua tigreé. (Vedi é).
Lingue comparate. (\; edi Storia_comparata).
Lingue diverse. (V. Letteratura delle singole lin, mﬁ)
l.ln e dell’ Afrlea, di R. Cusr, versione i
el Prof. A, DE GUBERNATIS, di pag. Xv-110, . .
(Vedu Arabo volgare — Dizionario eritreo — Gram-
matica oromonica — Tigreé).
Lingue neo-latine, del ott. E. GOBRA, di pag. 147. 1 50
Lingue stranlere (Studlo delle), di MARCEL, ossia
I'Arte di pensare in una nfun strs.mem, traduz. del
Prof. Damiant, di . e e e . o150
Livree. (Vedi Aral wa)
Logaritmi (Tavole di), con 5 decimali, pubblicate per
cura di O. Mﬂm.m,é ediz., di pag. xx-142 ,
Loglea, di W STANLEY JEVONS, traduz. del Prof. C.
ANTONI, 4* ediz., di agﬂn-154,e15mmmom..150
— (Vedi E‘ste tica — Etica — Filosofia — Psicologia).
Loglca ‘matematica, di C. BuraLI-ForTI, p. vI-158. 1 50
{rl-mogrnna, di C. CHEsA, 3" ediz., pag. XIv-172. 1 50
Computist. - Contabilitd dello Stato - ).
Luee o colorl, del Prof. G. BELLOTTL, di pag. x-156,
con 24 incisioni e 1 tavola. . . . . . . . . . . 150
Luce e suono, di E. JoxEs, trad. di U. FoRNARL (Inlav.)
Macchinista e fuochista, del Prot. G. GAUTERO,
6 edizione, con aggiunte dell Ing. L. Loria, di pa-
gine x1v-180, con 24 mclsxom e col testo della Legge
sulle ca]dme, ecc. (dal 10° al 12° ml‘ilmo) e e 02—
llneehlnlst. navale (Mn.nua.le del) di M. LieNAROLO,
di pag. xm-404, con 164 figu
Macchine agricole, del - conte A’ CeNceLLI-Pegr,

di vnI-316 con 68 mcismm . 2~
Macchine da ire e ri e, d ell Ing ALFREDO

GALASSINI, di vi-230 con 100 incisioni. . . . 250
Macchine. (Ve£55

vale — Macchinista e fuochista — Macchinista navale

— Meccanismi (500, Meccanica — Orologeria).
Magnetismo ed elettricita, del Dott. G. PovLont,

di pag. x1-204, con 102 incisioni .
llnl-. ( Agmoltura — Frumento — Pamﬁcazwne)
Malattie critte amiche delle piante erbacee

coltlvate, del Dottor R. WoLF, traduzione con note

aggiunte del Dottor P. BACCARINT, p. X-268, 50 ine. 2 —

llulnn]e ed alterazienl del ‘\‘\\ A\ Prob S. Oee-

TOLINI, di pag. X1-138, con 13 incisioml . . -
Malactle trasmissibiil dag\t animall a\\' newe.
(Vedi Zoonoss).

fmre civile — Ingegnere na-



18 Elenco dei Manuali Hoepli.

L. c

Wandato commerelale, del Prof. E. VIDARI, p. v1-160 1 50

Mare (Il). del Prot. V. BerLlo, di pag. Iv-140, con
6 tavole litografate a colori . . . . . . . .

Marine (Manuale del) mliiltare e llereantlle, d1
D f&ugzﬁméhcon 18 xllogm‘flile ed un elegnscio del per- "8
sonale dello to 21010, pag. VIII . —

Wasticl. (Vedi Vemn::zge lacche).

Materiall da costruzione (Vedi Resistenza dei —
Travi metallici composti).

Matematica. (Vedi Algebra — Aritmetica — Cele-
rimensura — Compensazione — Kquazioni — Geo-
metria — Logaritmi — Logica matematica). .

WMateria medica moderna (Manuale di), del Dott.

(+. Mavacripa. (In lavoro).

Waterie colorantl. (Vedi Colori e Vernici — Tin-
tore — Piante industriali — Vernict e Lacche).

WMeccanica, del Prof. R. STAWELL BaLL, traduz. del
Prot. .J. BENETTI, 3* edmone, di pag xvI-214, con 89 .
incisioni. . . 150

Meccanismi (500), scelti fra i m 1m ortanti e recenti
riferentisi alla dxnamwa, xdrau ica, idrostatica, pneu-
matica, macchine a va , mohm torchi, orologerie
ed altre diverse macchine, a H. T. BROWN, tra-
duzione italiana sulla 16' edmone iuglese, dall'In-

g nere F. CERRUTI, p. VI-176, con 500 inc. nel testo 2 50
edi Orologeria — Tormtore meccanico).

ued-glle. (Vedi Numismatica).

Mediclna. (Vedi Anatomia — Animali parassiti —

— Assistenza_agli infermi — Batteriologia — Em-
briologia — Fisiologia — Farmacista — Igiene —
Materia medica — P1 otistologia — Soccorsi d'ur-
genza — Terapeutica — Zoonosi).

Iletalll. (Vedi Peso dei metalli — Operaio — Fondi-
tore — Temlpem — Tornitore).

Wetalll preziosl (oro, argento, platino, estrazione, fu-
sione, assagei, usi), di G. GorinI, 2 ediz., di pag. 196,
con 9 incisioni . L e —

— (Vedi Oreﬁcerm e Gzozellerza)

Iletallurgln. (Vedi Siderurgia).

Weteorologia genmerale, del Dott. L. DE MAB,CH.I,
di pag. vI-156, con 8 tavole colorate . . .

— (Vedi Clzmatologm — Igroscopi — Sismologia).”

Metrica del grecl e del romani, di .. MULLER,
tradotta_dal Dott. V. Lami, di pag. xvir-130 .

— (Vedi Letteratura greca — Ritmica — Verbi greci)

llet(;-n;l,ocgla. (Vedi Prototipt internazionald del wetra
e del kilogramma).

lllcologh? (Vedi Funghi e Tartufi — Malottie Crik-

togamache).

1 50
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Micrescopio (1), ossm Guida elementare alle piii fa-
cili osservazioni di Microscopia, del Prof. CaMILLO
Acqua, di pag. x11-226, con 81 incisionl. . . .

— (Vedi Batteriologia — Protistologia — Tecnica
microscopica).

Wiele. (Vedi Apicoltura). .

Wilicarla. (Vedi Esplodenti — Scherma — Storia
arte militare).

Wineralogia generale, del Prof. L. Bomsrccr, 2* edi-
zione riveduta, di pag. x1v-190, con 183 incisioni e
3 tavole cromoixtogra.fate ..........

Hlneralogln cle-ermlva, del Prof. L. Boumccr, 2¢
ediz. di é)ag -300, con 119 incisioni (vol. doppio). .3 —

— (Vedi talloiraﬁa)

Winlere. (Vedi Arte mineraria),

Minlatara. (Vedi Colori e vernici — Luce e colori —
Decorazione e ornamentazione — Pittura).

Mid. (Vedi Errori e pregiudizi).

Mitilicoltara. (Vedi Ostricoltura — Piscicoltura).

Mitologla comparata, di A. DE GUBERNATIS, 2* ediz.,

dipag. vi-150 . . . . . . oL . . . . 150
Mitologla reen,leon.Esm Vol. IDmmtd,p vim-264 1 50
Vol. I, Eroi. . e e e e . 2150

Mitologia ro-ana, di A. Foresmr. (In "lavoro).

Wolinl (Industria dei), di C. SIBER-MILLOT. (In lavoro).

Momentl resistentl e pesi di travi metalliche
composte. Prontuario ad uso degli ingegneri, archi-
tetti e costruttori, con 10 figure ed una tabella per
la_chiodatura. di E. ScEENCK, di pag XL-188.

— (Vedi Peso dei metalli — Resistenza dei materudi)

Monete. (Vedi Archeologia — Numismatica — Paleo-

grafic — Tecnologia e Terminologia monetaria).

!lorrolog-ln, (Vedi Embrzalogw)

Worfologia greea, del prof. V. BErTEL (In lavoro).

Morale. (Vedi Etica — Filosofia morale).

Musica. (Vedi Armonia — Cantante — Pianista —
Storia della musica — Strumentazione — Strumenti
ad arco ecc.).

Wutue soccorse. SV edi Soctetd di)

Naturalista viagglatore, di A. IsseL e R. GESTRO
(Aoologm). di pag. vm-144 con 38 incisioni . . . .2 —

(Vedi Imbalsamatore — "Zool ogia).

Nautlea. (Vedi Aftrezzatura — Filonauta — In-
gegnere navale — Macchinista navale — Marino).

Notaro (Manuale del), aggiuntevi 1o Taswe W regietro.
bollo ed ipotecarie, le norme ed 1 modull ) AVINUY

D ervoimer tlg omohﬁvv'% Gn‘ms,m‘ 2 Rt o
notevolmente am piare et

(Vedi Gmruprudgn "

zts — Tes .



20 Elenco dei Manuali Hoepli..

L e
Numismatica, del Dott. S. AMBROSOLI, di pag. xvI-216,
con 100 fotoincisioni nel testo e 4 tavole . . . . . 150
— (Vedi Araldica — Archeologia — Paleografia).
Olil vegetall, animall e minerall, loro applicazioni,
di G. Eonm, di pag. vmr-214, con 7 incis., 2* ediz.,
completamente rifatta dal Dott. G. FABRIS . . . .2 —
— (Vedi Industria stearica — Olivo ed olio — Sapons).
Olivo ed ollo, Coltivazione dellolivo, estrazione, pu-
rificazione e conservazione dell’olio, del Prof. A. Avor,
3* ediz., di pag. x11-330, con 41 incisioni . . . . .8 —
Omero, di W. GLADSTONE, traduz. di R. PALuMBO e
C. FroriLLy, di pag. xar-196 . . . o e s s
Operalo (Manuale dell). Raccolta di cognizioni utili
ed indispensabili agli operai tornitori, fabbri, calderai,
fonditor1 di_metalli, bronzisti, aggiustatori e mecca-
nici, di G. BELLUOMINI, 3" edizione, di pagv xvi-216. 2 —
— (V. Falegname - Fonditore - Paga operat - Tornitore).
0pera;§)lonl doganall. (Vedi Codice doganale — Tra-
sporti).
Opificl. (Vedi Proprietario di Case).
Ordinamento degli Statl liberl &’ Europa, del
Dott. F. RacroppL, di pag. viir-310 (vol. do&plo) . .3 -
Ordinamento degli Stad liberi faori &’ aropa,
del Dott. F. Racioppr, di pag. vi-376 (vol. doppio). 3 —
Oreficeria e gilojellerta, oro, argento e platino, di
E. BosELLI, di pag. 336, con 125 incisioni. . . . .4 —
— (Vedi Metalli preziosi — Pietre preziose).
Oriente antico (L), di I. GENTILE. (V. Storia antica).
Ornamentazione. (Vedi Colori — Decorazioni — Ds-
segno — Pittura — Scoltura). |
Orografla. (Vedi Alpi — Dizionario Alpino — Pre-
alpt Bergamasche).
Orologeria moderna, dell'Ing. GARUFFA. con 187
illustrazioni, di p%. virr-302, con 276 incisioni. . .5 —
Orticoitura, del Prof. D. TaMARO, con 60 incisioni. 4 —
— (Vedi Agricoltura).
Ostricoitara e mitilicoltura, del Dott. D. CARAZZI,
con 13 fototipie, di pag. vir-202 . . . . . . . .
Ottiea, di E. (iELCICH, con molte illustrazioni (In lav.).
Ovicoltara. (Vedi Alimentazione — Bestiame).
Paga glornaliera (Prontuario della), da cinquanta
centesimi a lire cinque, di C. NEGRIN, di . 222, 2 50
Paleoetnoiogla, di I. REGAZZONT, p. x1-252, con 10 inc. 1 50
Paleografia, di E. M. THOMPSON, traduz. dall'inglese,
con aggiunte e note di G. FuMaaaLLl, di ;i)ag via-156,
con 21 incisioni nel testo e 2 tavole in iototip . (U —
Panflllamento. (Vedi Filonauta). R
Panificazione razionale, di P OMPILIO Al pog. AR A —
Parafalmini. (Vedi Elettricitd — Falwmind).
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Parassitologla. (Vedi Animali parassiti).
Pedagogla. (Vedi Didattica — Giardino infantile —
Ginnastica femminile e maschtle — Igiene scolastica).
Pelll. (Vedi Concia delle pelli)
Penslonl. (Vedi Societd di Mutuo soccorso).
Peso del metalll, ferrl quadrati, rettangelari,
cilindricl, a squadra, a U,aY,aZ,aTe
a do‘rlo T, e delie lamiere e tubl di tutt 1
l(-Ve‘;‘ ’d (1‘1 G. B;LLUOMENI, dzll pangxlv-Zis - 350
—_ onditore — Ingegnere civile — Ingegnere navale
— Momenti resistents — Operaio — Resistenza).
Planista (Manuale del), di L. MasTrIGLL di p. XVI-112. 2 —
Plante e flori sulle finestre, sulle terrazze e nei cor-
tili. Coltura e descrizione delle fl’mmp&h %pecw e va-
rietd, di A. Puccr, di pag. vir-198 incisioni. 2 50
— (Vedi Botanica — Klovicoltura — Frutticoltur a).
I’Iante fndustriall, coltivazione, raccolto e prepara-
zione, di G. GORINI, nuova edizione, di pag. 11-144. 2 —
Plante tessili. (Vedi Coltivazione ed industrie delle
— Gelsicoltura).
Plecole Industrie, del Prof. A. ERRERA, di p. xv1-186 2 —
Pletre preziose, clasmﬁcazmne, valore, arte del
Jelhere, di G. GorINg, 2" ed., di pag. 138, con 12 mc. 2 —
(Vedi Metalli preziosi — Ore eria — Giojelleria).
Plrotecnlca moderna, di F. D1 Maio, con 111 inci-
sioni, di pag. virx-150. . . . . . . . . . . .250
Plscicoltura, del Dott. E. BETToNL (In lavoro)
— (Vedi Ostrwoltura e Mitilicoltura).
l'lmlra. Pittura italiana antica e moderna, del Prof. A.
MELANT, 2 vol.,, di pag. xx-164 e xxvI-202, illustrati
con 102 tav.,, di cui una cromolit. e 11 figure nel testo. 6 —
— (Vedi Anatomza pittorica — Colori (scienza dei) —
Colon e vernict — Decorazione — e colori).
Poesia. (Vedi Arte del Dire — Dantologia — Lette-
ratura — Omero — Rettorica — Ritmica — Shak-
speare — Stdzstwa)
Polilcoltura, del March. G. TREVISANI, con 70 illu-
strazxom di pag. xvr-176 . . . . . . .. .. .250
Ammah da cortile — Colombi).
Po-olo ia artificlale, secondo il sistema Garnier-
Valletti, del Prof. M. DEL Lupo, p. vi-132, con 44 inc. 2 —
— (Vedi Frutticoltura — Orticoltura).
l‘rato (T1), del Prof. G. CANTONT, di pag. 146, con 13 inc. 2 —
Prealpl bergamasche (Guida-itinerario alle), com-
presi 2.pass: alla Valtellina, con prefazione di Stae-
PANTI, 1g. Xx-124, con carta \nwzm‘im& °
panomma de, eD Ipi Oroblc]::i o Grengrafidy:
iy 1zionario alpino — G
r °!”"‘ ‘f, (Vedi Errori e pregindizi WM‘WO

-
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Prontuarie dl geegrafia e -htlﬂle., di G. GA-
ROLLO, paﬁ
— (Vedi Aflante Universale — Atlante o Italia —
" Dizionario geografico — Geografia).
Prontuario per le paghe. (Vedi Paghe).
Proprietario dl case e di o Incl (Manuale del), .
Imposta sui fabbricati dell’Avv. GIORDANI, pag. Xx-
Protistelogla, di L. Maaar, 2* ediz., di pag. xvI-278,

con 93 incisioni nel testo (volume doppm) .. 83—
— (Vedi Animali parassiti — Batterio logta — Mi-
croscomo)

Prototipi (I) internazionali del metro e del kilogramma
edil codice metricointernazionale,di A.TaccHINL(Inlav.)

Proverbi In quattro llnglle. (V. Dottrina popolare).

Psicologia, del Prof. C. Caxront, di pag. Iv- .1

Psicolegia fislologlea, di G. ManTovanr. (In lav.)

Ila(lzcog'luore di franeobolli. (Vedi Dizionario fila-
telico

{rlonerln, del Prof. V. G1TTI, 2* ediz., di pag. v1-132. 1 50
tisteria — Contabilita — Logumograﬁa)

Reclami ferroviari. (Vedi Trasporti).

Regolo calcolatore e suc a llcazlonl nelle ope-
razionl topografiche, dell'Ing. G. Pozzi, di pag.
Xv-233 con 182 incisioni e 1 tavola 250

Religione e lingue dell’India lnglese, d R CUBT.
trad. dal Prof. DE GUBERNATIS, di pag. 1v-124 .1 50

— (Vadi I}Pﬂnnfura wndinna).

Ileslstenzn del materiall e stabilita delle costru-
zlonl, dell'Ing. GALLIZIA, pag x-336, 236 incisioni e
2 tavole. .

—(Vedi Peso dei metalli — Travi metallici).
lleuorlcu, ad uso delle Scuole, di F. CAPELLO, p. vI-122. 1 50
— (Vedi Arte del dire — Ritmica — Stilistica).

Ricamo. (Vedi Macchine da cucire).

Ricchezza mobile (Imposta SIu reddltl di), dell’ Av-
vocato K. BRun, di pag. vin;-218. . . . .

Ricettarlo fotografice, Dott, Lmex Sassi, di p. vi-150 2 —

Rilmedi. (\edi Terapeutica).

Riscaidamento e ventilazione degli ambienti abl-
tatl, del Prof. R. FERRINI, 2vol di pag. x-332, 94 incis. 4 —

Riscosslone d'im oste. ( Im ste_dirette).
Risorgimento italiane (Storm. del), del Prot. F. BER-
TOLINI, di pag. vI-154 . . . . . . . . .1

— (Vedi Storia e crcmoloqza — Storia ztaluma)
Ristagratore del dlph\t\ del Conte G. Sreco-Suarna,

2 vol., di pag. xv1-249, X11-302 con AT Indsiom . . & —
Ritmica e metrica razienale \u\\.mu, m\th— N
fessore Rocco MURARY, di pag. XVi: e,

—-(Vedertedddtrc—B,ettorm-—shl
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Rivoluziene (La) francese (1789-1799), del Prof. Dott. be

G1AN Paoro SoLERIO, di pag. 1v-176 . . . . .
Sanscrite (Avviamento allo studio del), di F. G. an

2* ediz.. rifatta, di p% x0-254 (vol. do 1pplo)
Saponerla, dell'Ing. Magrazza. (In lavoro).

Secacchi (Manua,le pel giuoco degli), di A. SEGHIERI,

di pag. xv-222, con 191 illustrazioni . . . .

Scherma itallana (Manuale di). su i principii ideati da
Ferdinando Masiello, di J. GEeLLI, di pag vir-194,
con 66 tavole. . .

Scienze naturall. (Vedi Anatomia comparata — Ani-
mali parassiti — Antropologia — Arte mineraria
— Batteriologia — Bestiame — Botanica — Chimica
— CQoleotteri — Chimica agraria — Concimi — Cri-
stallografia — Fistol. — Flora italiana — Funghi
e Tarty Gelsicoltura — Geologia — Imba 8a-
matore — Insetti — Lepidotteri — Microscopio —
Mineralogia — Naturalista — Ostricoltura — umte

e Fiori — Piscicoltura — Pomologia — Protisto-
logw — Selvicoltura — Zoologia).

Secoltura. Scoltura italiana antxcn e moderna, statuaria
e_ornamentale dell’ Archit. Prof. A. MELANI, di pa-
gine xvin1-196, con 56 tav. e 28 fig. intercalate nel testo.

Scoltura In le no. (Vedx Decorazione e industrie
artistiche — efm

Scritture &’ affarl (Precetti ed esempi_di), per uso
delle Scuole tecniche, popolari e commerciali, del Pro-
fessor D. MarrIOLI, di pag. vin- .

Selvicoltura, di A. SANTILLI, pag. vIr-220 e 46 inc. 2

Serlcoltura. (Vedi Bachi da seta — Gelsicoltura —
Industria della seta — Tintwra della seta).

. 250
Sclenza delle finanze, di T. CARNEVALI, pag v-140. 1 50

Shakspeare, di DowDEN, trad. di BaLzant. (In lav.). 1 50

Siderurgia (Manuale dl), dell'Ing. V. ZOPPE'M'I. pub-

bhcato e comi)lemto r cura dell' Ing. E. GARUFFA, _

incisioni. . . . . . . . .
— ( odi Metalh — Tempera).
Slsmologla, del Capitano L. Garra, di pag. vm-175.
con 16 incisioni e 1 carta . . . . . . . .
Soccors! d’ urgenza, del Dott. C. CaLLIANO, di pa-
gine xL1-299. con 6 tavole litografate, 3* edizione .
Societa dl Wutue soccorso (Manuale Tecnico per le).
Norme per 1'assicurazione delle gensmnl e dei sussidi per
malattia e per morte del dott. GARDENGHI (in lav.).
S%;uroseoplo (Lo) e le sue applicaziont, di R. Al

OCTOR, traduz. con note ed aggiunte &1 ¥.Pomwn,
di pag. vI-178, con 71 incisioni & una carte A\ spetkr.

Spirito dl vino. (Vedi Alcool — Cognac).

]

.3

.

A\
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L.
Sport. (Vedx Alpz — Cacciatore — Ciclista — Dizio-
nario Alpino — @innastica — Scacchi — S ).

Statlea (Principi di) e lero applicazione alia teoria
e costruzione degll strumenti metriel, per I'Ing.
E. Bagyorr di png vur-252 con 192 incisioni . . . 3 &)
Statistica, di F. VirerLm, di pag. vim-176 . . . .1 &
Stearinerla. (Vedi Industria stearica).
Stemml. (Vedi Araldica).
Stenografla, di (. GIORGETTI 6 M. TESSAROLI (se-
condo il sistema Gabelsberger-Noe), di pag. 200. .2
Qtlllstlea, del Prof, F. CAPELLo, di pag. x1-164. 1
— (Vedi Arte del dire — Rettorica — Ritmica.
Storla antica (Elementi di). Vol. L. L’Oriente Antico,
erospett;o storico, di I. GENTILE, di L X232 .
IL La Grecia, di G. ToN1Azzo, di pag. v1-216 150
Storia e cronclogia medioevale e moderna, in
CC tav. sinottiche, di V. CAsAGRANDI, di pag. xvim-204. 1 50
Storia dell’arte militare antica e moderna, di V.
RosseTTO, con 17 tavole illustrative, di pag. V504 5 50
Storia deila glunastica. (V. Ginnastica - Scherma).
Storia itallana (Manuale di), di C. CaNTU, di p. 1v-160. 1 50
— (Vedi Risorgimento — Storia e cronols ogia).
Storia della musfea, del Dott. A. UNTEB.STEINEB, di
pag. 300 (vol. doppio). . . .« . « 4 4 . . . . 3=
Storla natarale. (Vedi Scienze naturali).
Strategla. (Vedi Storia dell’arte militare).
Suumentazione (Manuale di), di E. Prour, trad. ital.
con note di V. Riccr, con 95 esempi, di pag. x-222. 2 50
(Vedi Armonia — Cantante — Pianist ta).
Q!rnmvntl ad arco (Gli) e 1a musica da camera,
del Duca di CarFareLLI F., di pag. x-236 . . . .20
Strumentl metrlel. (Vedi Statica).
Suono (Vedi Luce e suono).
Sussidi. (Vedi Societa Mutuo soccorso).
Tahaceo, del Prof. G. CAxTONI, di p. 1v-176, con 6 inc. 2 —
Tacheometria. (Vedi Celerimensura).
Taglio e confezione di blancheria. (V. Disegnn).
Tariffe ferreviarie. (V. Codice doganale - Trasporti)
Tartufl e funghi. (Vedi Funghi).
Tasse di registro, hollo, ecc. (Vedi Notaro).
‘Tassidermista. (Vedi Imbalsamatore — Naturalista
viaggiatore).
Tavole logaritmiche. (Vedi Logaritmi).
’l‘av.le tacheometriche. (Vedi Celerimensura).
T di tomia mleroscopica, del Prof. D.
0ARA77I di pag. X1-211 con © incisiomi. .
Tecnologia e terminologla monetar\n, AR e

CHETTI, di pag. XIV192 . . « « « « ¢ v v v v 2=

8 B
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L. ¢

Telefouno, di D. V, PrccoLr, di pag. 1v-120, con 38 inc. 2 —

Telegrafla, di R. FERRINI, di . vI-318, con 95 inc. 2 —

Telegrafia marittima. (Vedi Attrezzatura).

Telemetria, misura delle distanze In guerra,

di G. BERTELLI, di pag. x111-145, con 12 zincotipie . 2 —

— (Vedi Cartografia — Celerimensura — Compensa-
zioni errori — Disegno topografico).

Tempera e cementazione, dell'Ing. FAppa, di pa-
gine virr-108, con 20 incisioni . . . . . . . . .2 —

Terapeutica (Manuale dlﬁ l'lm&ieﬁ;ipodermico e la
dosatura dei rimedi del Dott. G. MaLAcCRIDA. (In lav.)

Termodinamiea, di C. CATTANEO. p. x-196. con 4 fig. 1 50

Terremotl. (Vedi Sismologia — Vulcanismo).

Tessttura. (Vedi Filatura).

Testamentl (Manuale dei), per cura del Dott. L. SE-
RINA, di pag. V233 . . . . . . e s e s e s 250

Tigré-italiano (Manuale), con due dizionarietti ita-
liano-tigré e tigré-italiano ed una cartina dimostrativa
degli idiomi parlati in Eritrea, del Cap. MANFREDO
Camperio, dipag. 180 . . . . v . . . . . . 200

— (V. Arabo volgare — Grammatica Galla — Lingue
dell’ Africa). . .

Tintere (Manuale del), di R. LepETIT, 3* ediz., di pa-
gine x-279, con 14 incisioni (vol. doppio) . . . . .4 —

Tintara della seta, studio chimico tecnico, di T. Pa-
SCAL, di pag. XvI-432. . . . . . . . ¢« .« . D —

'l‘lpq:;gran-. L. — Guida per chi stampa e fa stam%re.
— Compositori e Correttori, Revisori, Autori ed Edi-
tori, di S. LANDIL, di pag. 220 . . . . . . . . .

Topografla. (Vedi C«lz.):g;graﬁa — Celerimensura —
Compensazione errori — Disegno topografico — Re-
golo calcolatore — Telemetria).

Topografia di Roma antlea, di L. Borsarl, con
illustrazioni. (In lavoro).

Tornltore meccanico (Guida pratica del), ovvero
sistema unico per calcoli in generale sulla costruzione
di viti e ruote dentate, arricchita di oltre 100 pro-
blemi risolti, di S. DINARo, di 164 . ., .. .2—

— (Vedi Meccanica -- Meccanismi — Operaio).

Trasportl, tariffe, reclami ferroviarl ed ope-
razionl dogamall. Manuale pratico ad uso dei com-
mercianti e privati, colle norme per l'interpretazione
delle tariffo e dis[ilosizioni vigenti, per A. G. BraNcaI,
con una carta delle reti ferroviarie italiane, di pa-
gine XVI-152 . . . . . . . v 44 e e ey s u—

Travi metallicl compostt (Momenti tesistent, P
dei), di K. SCHENCE, pagine X113, 10 figue o Wl

por chiodatura . . ., . . . . .+ s ot MR

—'(Vedi Peso dei metaili' — Resistenza det wakeriold.

2 50
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L.c
Triangelazioni topografiche e triangelazioni ea-
tastail, dell'Ing. 6 JACOANGELL (In lavoro).
Trigonometria. (Vedi Geometria metrica).
Unlta assolate. Definizione, Dimensioni, Rappresenta-
zione, Problemi, dell'Ing. G. BERTOLINT, di p. X-124-44. 2 50
Uva passa (Industria dell’) e della essleazione delle
fratta e degil ertaggl, Prof. L. PAPARELLL (In lav).
Valil Lombarde, di ScoLAro. (Vedi Dizion. alpino).
Valeri pabbliel (Manuale per 1'apprezzamento dei) e
per le operazioni di Borsa, Dott. F. PrcciNeLwil, di
pag. Xxiv-236 . . .. . . .. . L s s e
Velocipedismo, di A. GALANTE. sVedi Ciclista).
Ventliazione. (‘fedi Riscaldamento).
Verbl greeci anomaii (I), di P. SpaaNoTTI, secondo le
Grammatiche di CurRTIUS e INAMA, di pag. xx1v-107. 1 50
Vernici, lacche, masticl, inchlostri da stampa,
ceralacche e prodotti affini (Fabbricazione deﬁe),
dell'Ing. Uao ForNARI, di pag. vir-282 . . . . .2 —
— (Vedi Colori e Vernici). .
Veterinaria. (Vedi Bestiame — Cavallo — Igiene
veterinaria — Zoonosi).
Viaggl. (Vedi Ciclista — Cristoforo Colombo — Na- -
turalista_viaggiatore). .
Vinacce (Fabbricazione delle). (Vedi Cognac).
Vine (TI1), di GRAZzI-SONCINI, di pa% xvi-I52. . . .2 —
Viticoltura. Precetti ad uso der Viticoltori italiani,
del Prot. Q. OrTAvVI, rived. ed ampliata da A. STRUCCHI,
3* ediz., di pag. yir-184 e 22 incisioni . . . . . 2 —

— (Vedi Analist del vino — Cantiniere — Emol%gaa
— Enologia domestica — Malattie dei vini — Uva
vpassa — Vino).
ecabolarlo (Nuovo) della lingua itallana, di
A. STRACCALI e L. GENTILE. Volume di circa 1400 pa-
gine. (In lavoro). = .
Velapiik (Dizionario italiano-volapiik), preceduto dalle
Nozioni compendiose di grammatica della lingua, del
t7Prof. C. MATTEIL, secondo i principii dell'inventore M.
SCHLEYER, ed a norma del Dizionario Volapiik ad uso
dei francesi, del Prof. A. KERCKHOFFS, di ptg xxx-193. 2 60
—d‘(DiZiomri&) irolapilk-italiano), del Prof. C. MATTEL,
i pag. xx204 . . . . . . e e e e e e e e
— Manuale di conversazione e raccolta di_vocaboli e
dialoghi italiani-volapiik, per cura di M. Rosa Tox-
MASI 6 A. ZAMBELLL, dipag. 152 . . . . . . .. 2 50
Volumetria. (Vedi Analisi_volwmetrica).
Valcanismo, del Capitano Li. GATTA, & pag. TR,
. ey GG N W N
con 28 inCisIoni . . . .. . et tagas talan b
— (Vedi Climatologia — Igroscopi — Meteorologio.
Stsmologia).
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Zincotipla. (Vedi Arti grafiche).
z»lolgla, Proff. E. H. G1aLIOLI e G. CAVANNA, 3 vol.:
. Invertebrati, di pag. 200, con 45 figure . . .
IL. Vertebrati. Parte I, Generalita, Ittiopsidi (Pesci
ed Anfibi), di pag. XvI-156, con 33 incisioni. .1
IIL. Vertebrati. Parte I, Sauropsidi, Teriopsidi (Ret-
tili, Uccelli e Mammiferi), p. xv1-200 con 22 inc. 1 50
— (Vedi Animali parassiti — Batteriologia — Coleot-
teri italiani — Imbalsamatore — Insetti — Lepi-
dotteri — Naturalista viaggiatore — Protistologia).
Zoonosi, del Dott. B. GALLI VALERIO, di pag. xv-227 1 50
— (Vedi Igiene veterinaria).
Zooteenia, del Prof. TamPELINI. (In lavoro).

-
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