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SUR UNE 

CORRESPONDANCE ENTRE LES ESPACES 
à 

à n et à 2n — À dimensions. 

Dans un travail précédent (*), nous avons montré comment 

certaines figures réglées de l’espace euclidien pouvaient être étu- 

diées au moyen d’autres figures plus simples de la géométrie 

plane ; nous avons appelé figures similaires, théorèmes simi- 

laires, ... les figures et les théorèmes qui se correspondent dans 

le plan et l’espace. De là résultent deux géométries, en quelque 

sorte parallèles, qui donnent une double interprétation des pro- 

priétés des formes algébriques ternaires d’ordre quelconque. 

Une similitude analogue existe, en général, entre les figures de 

l’espace linéaire à n dimensions et certaines figures de l’espace 
à 2n —— 1 dimensions, ayant pour éléments constitutifs des espaces 

linéaires à n — 1 dimensions. Ces nouvelles figures similaires 

permettent ainsi d'interpréter, à un double point de vue, les pro- 

priétés des formes algébriques d'ordre quelconque et à n + 1 

variables. Elles fournissent un procédé pour étudier l'espace à 

2n — 1 dimensions au moyen de l'espace à n dimensions. 

(*) Sur une correspondance entre le plan et l'espace. (BULLETIN DE LA 

CLASSE DES SCIENCES DE L'ACADÉMIE ROYALE DE BELGIQUE, 1909, pp. 844- 
885.) 
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Nous nous proposons d'exposer ici cette similitude dans ses 

relations principales. Nous appliquerons, au fur et à mesure, nos 

résultats aux figures similaires les plus intéressantes à considérer 

de l’espace à trois dimensions et de l’espace à cinq dimensions. 

Ces dernières ont, comme on le verra, des plans pour éléments 

constitutifs. 

1. — M. Véronèse a établi que la courbe normale d'ordre 
2n — 1 de l’espace à 2n — 1 dimensions E,, _,, le système de 

référence étant convenablement choisi, peut être représentée par 

les équations paramétriques 

Ba Lo: mes ER a En AT INSEE 

Nous désignons cette courbe par la notation F,,_,et nous 

employons ici et dans la suite des formules non homogènes, soit 

pour la rapidité de l'écriture, soit parce que des formules homo- 

gènes ne nous rendront pas plus de services. 

Considérons les relations 

Zi — Lipa2Ay + ZipoZ AA — ee = = ZipnAdo ee M 1 À CL DES n) (1) 

dans lesquelles ZA, X,4,... désignent les fonctions symétri- 

ques principales des n quantités À,, lo, ... À,. 

Ces relations, au nombre de n, définissent n espaces linéaires 

à 2n — 2 dimensions qui rencontrent chacun la courbe T,, _.en 

n points; les paramètres de ceux-ci sont À, de, .… 2,. Ces espaces 

ont en commun un espace linéaire £, _:, à n — 1 dimensions, 

unissant les x points; les relations ei-dessus sont ainsi les équa- 
tions de sy 1. 

Résolues par rapport à X2,, 22,2, ..., elles fournissent le 

système 

(2) 



(5) 

les quantités Z4, ... 2,_,,2,,2, ,, étant les déterminants que l'on 

retire de la matrice 

z, Zh+1 CVS COLE TT 

« 

en supprimant successivement chaque colonne à partir de la 

dernière. 

Si nous faisons abstraction de la variété non linéaire, à n — 1 

dimensions, qui renferme entièrement la courbe F,,_, et qui, 

avec l’espace £, _,, constitue l'intersection complète des espaces 

d'ordre supérieur dont les équations sont 

Z, — Z,, +; Ado ... À 
n 9 

La = 2,442 ce. A, 1, 

Z, == Z, +122 n 

les équations (2) peuvent servir à représenter l'espace s, _,; elles 

sont équivalentes aux formules (1). 

Par elles, à tout système de valeurs attribué aux expressions 

ZA, do, .… (A4 do … À,) correspond, sans ambiguïté, un espace 

En-1 de l'espace E,, _.,, et un seul. 

L'espace €, _, déterminé ici n’a, évidemment, en commun 

avec l'>, _, que les n points de paramètres À4, À, ... 1,; on peut, 

du reste, établir cette affirmation d'une manière simple. Car si 

un point de paramètre p, par exemple, de la courbe est encore 

dans s,_,, on doit avoir, d’après les relations (1), 

pe" — BTE + We SA — ce + Ado ce À, = 0, 

formule vérifiée seulement pour pu — À. 
Enfin, la variété non linéaire à n — 1 dimensions définie 

ci-dessus ne renferme aucun espace linéaire à n — 1 dimensions 

rencontrant F,,_; en # points. 
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Car, si nous appelons À;. À, ... À, les paramètres de n points 

semblables, tout point de l’espace linéaire à n — 1 dimensions 
qui les unit, a des coordonnées de la forme 

Zi —= m à! ee MT Rs LEE LM Ac 

Ze = MA" se An" ER 2 1, ARE 

Zan 1 — MA, + Mas + -.. + m, A4 , 

Zon = + Mt... +<M,; 
n ) 

et celles-ci, substituées dans les relations (5), ne donnent des 
identités que pour 2; — ?,. valeurs qui correspondent à l'espace 

Cet: 
— Prenons actuellement des variables z,, z9, ... z,,, Comme 

coordonnées courantes homogènes dans l’espace linéaire à n 

dimensions, E,. 

Les formules 

Z; Z, z z 
n n +1 

AA le À, ZA, À PER AT ZA 

== —) 

1 

définissent un point de cet espace. Rapprochées des expres- 

sions (2), elles nous permettent de faire correspondre ce point à 

l'espace £, _. et de regarder ces éléments géométriques comme 

similaires. 

Le nombre des points de l’espace E, est œ&”; à chacun d’eux 

se rapporte un espace bien déterminé £, _, et réciproquement. 

En appelant 61, €, .. &,,. les coordonnées courantes d’un 

point ou celles de l’espace similaire, les formules 

A PS ce Ent = di: do: sr. 0,71 

déterminent analytiquement ces éléments suivant que les varia- 

bles £ tiennent la place de z ou de Z. 
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2.— Lorsque les n quantités À; deviennent égales entre elles, 

l'espace €, _, occupe une position limite; il est tangent, avec n 

points d’intersection coïncidents, à la courbe T,, _; (*). 

L'espace £,_, et son point similaire P de l’espace E, ont 

alors pour équations 

SNS ie DRE AR SONATA. Le s À, (4) 

Le point P décrit, par conséquent, lorsque À varie, la courbe 
normale C, de l’espace E,; les formules (4) sont les équations 

de cette courbe. 

Il résulte de là qu'un groupe de points pris sur la courbe 

C, a pour similaire nn groupe composé du même nombre 
d'espaces €, _., tangents du n° ordre à la courbe F,,_.. A ces 

espaces on pourra même substituer, dans certaines questions, 

les points de contact ®, et alors tout problème relatif aux points 

P entraînera un problème similaire pour les points £. 

Si les quantités À, À ...À, sont données, le point qu’elles 

définissent dans l’espace E, occupe, par rapport à la courbe €,, 

une situation remarquable : il est le pôle, relativement à cette 

courbe, de l'espace linéaire E,_, à n — 1 dimensions, dont 
l'équation est 

Zi Ro Z3 ... 7 

2" sy ?. retla AT ae 1 
1 (1) (2) É. 0, (3) 

A (A (24 1 

espace qui unit, sur €, les points de paramètres À,, 9, .… À,. 

On sait que ce pôle est ou non situé dans son espace polaire 

suivant que n est impair ou pair; qu'il est l'intersection de n 

espaces linéaires à x — 1 dimensions, tangents du n° ordre à la 

courbe €, aux points de paramètres À, do, ... An. 

(*) Nous dirons, dans la suite, tangent du ne ordre, contact du ne ordre, 
quand il y à n points coïncidents. 
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8. — En particulier, supposons que n égale 3. Alors, les 

diverses formules qui précèdent font correspondre à tout point 

de l’espace euclidien un plan de l’espace à cinq dimensions, 

trisécant à la courbe normale [”; de cet espace. Les points d’une 
cubique gauche C; répondant aux équations 

Ga Ms ME As IA I ARE 

ont pour similaires les plans osculateurs, — au sens ordinaire 

du mot, — à la courbe l';, ou, par extension, les points de celle-ci. 

Un plan quelconque de l'espace euclidien possède, par rapport 

à C3, quatre points remarquables : ses intersections avec la 

courbe et son pôle. À ces points correspondent respectivement 

trois plans osculateurs à F; aux points de mêmes paramètres 

que les intersections considérées et le plan trisécant joignant ces 

trois points. 

— Un espace linéaire à trois dimensions rencontre l'; en 

quatre points seulement; les plans osculateurs en ces points ont 

pour similaires les sommets d’un tétraèdre inscrit à C;; les 

quatre plans trisécants de F;, déterminés par ces points, ont 

pour similaires les pôles des faces du tétraèdre inscrit à C3. 

Donc, aux huit plans que détermine sur l; un espace linéaire 

à trois dimensions correspondent, dans l’espace ordinaire, les 

huit sommets de deux tétraèdres de Môbius (*). Dans ce dernier 

espace, en effet, les deux tétraèdres obtenus sont à la fois inscrits 

et circonscrits l’un à l’autre, ainsi qu'il résulte des propriétés 

des plans trisécants à C; et de leurs pôles. 

Les propriétés de points relatives à deux tétraèdres de Môbius 

ont donc leurs similaires dans l’espace à cinq dimensions. 

— Un espace linéaire à quatre dimensions rencontre F; en 

cinq points qui, combinés trois à trois, donnent dix plans trisé- 

cants à la courbe, La figure similaire est compliquée. 

(*) MôBius. (Journal de Crelle, t. I, p. 273.) — J. NEUBERG, Sur les 

tétraëèdres de Môübius. (MÉMOIRES DE LA SOCIÉTÉ ROYALE DES SCIENCES DE 

LiËGE, 2% série, t. XI.) 
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4. — Ces préliminaires étant établis, on aperçoit que la 

discussion de l'équation de degré p, (p pouvant être quelconque), 

FE Co) À Le ne) Fa 0, 

donnera les énoncés de propriétés des figures similaires consti- 

tuées soit par des points de l'espace à n dimensions, soit par 

des espaces linéaires €, _, de l'espace à 2n — 1 dimensions. 

Nous nous occuperons surtout, dans ce travail, du cas où la 

forme f est du premier degré; nous pourrons aussi combiner 

entre elles plusieurs formes analogues et nous en tirerons 

quelques conséquences au point de vue de la théorie géométrique 

de l'involution. 

5. — Soient 1: 4p,9 » + + &p.n+1 1eS Coordonnées d'un point 

A, de l’espace à n dimensions E,,. 

Les formules 

(a 2 € 24 59 =n +1 . 
nn US mn es © © © ee ne 19 FÉES 2 ve 

ZM n +1 EMA, n 2mMir, 1 

dans lesquelles 2m; a;, représente la forme linéaire 

Mia, à + Mo, +... + Myln, y 

définissent un point P de cet espace par rapport aux n points 

À, connus. 

Elles définissent par conséquent aussi, dans l'espace E», _,, un 

espace linéaire (P) à n — 1 dimensions, similaire du point P. 

Lorsque les quantités m; varient, le point P décrit un espace 

linéaire, que nous nommerons L,,_,,àn — 1 dimensions,compris 

dans E, ; par suite, l'espace (P) engendre le lieu similaire (L,, _:) 
de l’espace E:, _ 1. | 
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L'équation de ces lieux, qui s'obtient par l'élimination des 
quantités m;, est 

Ca Co gd Cn+4 

ya 4,2 À ,n +1 

lon ge ‘°° Hon+a FE 0. (6) 

An,1 An,2 + Ln,n+1 

L'espace L, _; contient chacun des points À, Il rencontre la 

courbe normale €, en n points; ceux-ci ont pour paramètres les 

racines de la forme binaire que l'on obtient en remplaçant les €, 

dans l'équation précédente, respectivement par 

Er, RTS NE 

L'hypersurface (L, _,) renferme les espaces linéaires (A,), qui 

ont pour «coordonnées » &,,1. 4p2 «+ 4p,» +1° Parmi les espaces (P) 

qui la constituent, il en est n, et n seulement, qui ont, avec la 

courbe normale F,, _,,n points coïncidents communs ; ces points 

marquent sur cette courbe les images des racines de la forme 

binaire d'ordre n que nous venons de signaler. 

Remplaçons, dans la formule (6), les coordonnées à des n 

points quelconques de l'espace E, par les paramètres À; des n 

points que l'espace L, _;, a, en commun, avec C, ; nous aurons 

l'équation suivante, aussi générale que l'équation (6) 

ê Co " PRE 

À HSABEN 1 

À ré | = ( 
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Celle-ci n’est autre que l'équation (5), si l’on tient compte de 
la signification des variables €. 

Nous mettrons cette équation sous une forme plus simple en 

considérant les quantités À; comme étant les racines d’une forme 

binaire 
n 

[= axi + 7 ET Pa + ee + An +l8 

nous obtiendrons ainsi 

aiês + ELA EE A ONE (AR jé An+1Cn+1 = 0. 

L'espace L,, _. est, par rapport à la courbe €, l'espace polaire 

du point dont les coordonnées satisfont aux relations 

Mt de EC urine tie, : (jets tas (7) 

De même, l'hypersurface (L, _.) est l’espace polaire de l'espace 

linéaire à n — 1 dimensions défini par les formules (7), relative- 
ment à la variété constituée par les espaces linéaires à n — 1 

dimensions qui sont tangents en n points coincidents à la courbe 

normale F,,_, variété qui a pour équations paramétriques : 

1 : Ce : 63 : C4 = À": (7}a" + . Cart AE LE 

Si n — 5, celte dernière variété est la développable circon- 

serite à une cubique gauche. 

Quelques-uns des points d’intersection de la courbe normale €, 

et de l'espace L, _; peuvent coïncider; alors (L, _,) aura le même 

nombre d'espaces £, _, générateurs, tangents multiples à T:, _:. 

— Par un point de l'espace E,, _,, on ne peut mener à F,,_; 

qu'un seul espace linéaire £,_, rencontrant cette eourbe en n 

points. Car les coordonnées de ce point, substituées aux variables 
dans les équations 

Lit + Zipo de ee EE Zee, = 0, (i=1,9,...n) 

fournissent n équations définissant un seul groupe de valeurs 

À À pee Àne 



(12) 

Cependant, lorsque ce point est pris sur la courbe, on peut 
mener une infinité d'ordre n — 1 d'espaces analogues. 

Si À, est le paramètre d’un tel point, on aura le lieu de ces 
espaces linéaires en éliminant les paramètres restants À ...2, 

entre les équations précédentes. Celles-ci, étant écrites ainsi 

(Zj — Zi ) — ZA (2:44 =— Z;4eh) F5 sde 

Æ (AA A) (miss — ion) =0, (1=1,2.-°") (8) 

on obtient pour l'équation cherchée 

Zi — Ze Ze — Zi Zn TE RU 

a — RaÀ, Zs — Zi - Ty era 
— () 

Si 71 Bnii = TÆn re 0: Zèn -1 — Lans 

Au moyen de nos conventions, elle s'écrit 

CAE = 1 MZ, "0: 

et l'on voit qu'elle rentre dans l'équation 

Ca — Abo + As — HA, 1 = 0, 

qui peut représenter aussi un espace linéaire à n — 1 dimen- 

sions ayant un contact du n° ordre avec la courbe normale de 

l’espace à n dimensions, E,. Cet espace linéaire a donc pour 

similaire, dans l’espace E,,_,, l'ensemble des espaces linéaires 

qui correspondent aux équations (8) et qui constituent un «cône ». 

En particulier, le plan osculateur à une cubique gauche a pour 

similaire, dans l'espace à cinq dimensions, une gerbe de plans 

trisécants à la courbe l';, ayant son sommet au point de celle-ci 

qui correspond au point d'osculation. 

— Par k points (1 < & L n) pris sur la courbe F:,_;, passe 

unie infinité d'ordre n — k d'espaces £, _;, ayant avec cette 

courbe n points communs. Le lieu de ces espaces, ainsi qu'il est 

aisé de le voir, ne peut s'exprimer analytiquement que pa un 

ensemble d'équations en Z:. 2:,...2,,1. 
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6. — L'’hypersurface (L, _;), représentée par l'équation 

TVA — Le + ce + (REY RIT — (). 

mérite une étude plus approfondie; elle remplit, dans la géomé- 

trie à 2n — 1 dimensions, le rôle similaire du rôle joué par 

l’espace linéaire à n — 1 dimensions dans l’espace E,.. 
Cette dernière équation peut s’écrire 

Z, Ze Z3 ‘Zn 

Ze 33 Zy  *-- Zy+o 

#1. ; == 0 

Zh Zn+1 Zn+2"" Za 

Anti — An a, ,_,°.. La 

et, sous cette forme, on voit qu’elle résulte de l'élimination des n 

paramètres À; entre les n équations 

Z; — Z;4124 27 Zi+2Z2 A4 re si à: Zi 4 nMo …. 2 —= 0, 

(—1,2,...n) (9) 

et la relation 

Giga ++ Àn + AE Aa ee Any + ce. + GE + Uni —| 0, 

qui représente une involution d'ordre n et de rang n — 1, 17 _:. 

Ainsi, les espaces linéaires £,_, qui répondent aux equa- 

tions (9) et qui engendrent l’hypersurface (L, _;) marquent, sur 

la courbe F,,_., par leurs points d'intersectlion avec celle-ci, les 

groupes d’une involution 1 _:- 

Parmi ces espaces £,_;, il en est n et n seulement qui rencon- 

trent la courbe en n points coïncidents et ont ainsi avec la courbe 

un contact d'ordre n; car l'involution 15_, possède n groupes 

seulement d'éléments multiples d'ordre n. 
Quand n est impair, le groupe formé par les éléments multi- 

ples d'ordre n est un groupe de n éléments simples de l'involu- 
tion ; il en résulte que, n étant impair, l'espace linéaire €, _ qui 
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joint les points de contact d'ordre n considérés ci-dessus est un 

espace générateur de l’hypersurface (L, _:). 
Ce dernier théorème est similaire de la propriété connue : dans 

l’espace E,, à un nombre impair de dimensions, l’espace linéaire 
d'ordre n — 1, polaire d’un point P par rapport à la courbe nor- 
male €,, renferme le pôle P. 

L'espace L, _ est déterminé par n points de l’espace E,,. Donc, 

l'hypersurface (L,_;) est déterminée quand on connaît n de ses 

espaces £h _\ générateurs ; d'ailleurs, l'involution 1% _, est définie 
aussi par # groupes de n éléments. 

7. — Le raisonnement suivant montre que l’hypersurface 

(L,_1) jouit d'un second mode de génération au moyen d'espaces 

En 1 €t, de plus, qu'elle est déterminée lorsque l'on se donne les 

n points multiples d'ordre n de l’involution J*_.. 

Les équations 

(ZA) = 2, — (irik + (2)Zi+ ot — s.. EG, SA =0, 
AS sue ñn) 

définissent n espaces linéaires à 2(n — 1) dimensions, ayant en 

commun un espace linéaire à n — 1 dimensions qui a, avec 

lon —1» UN contact d'ordre n au point de paramètre À}. 

Considérons les n espaces linéaires répondant aux équations 

(Zu) — (a) + (as) + ce Æ (2, À) Mai + Ms = 0, 

EE ,2,.: 070) (10) 

dans lesquelles Z#,,Èmm,... ont une signification bien connue. 

Ces espaces renferment respectivement les espaces linéaires 

qui ont un contact d'ordre n aux points de paramètres À, à, . .. À, 

de F,_ Ils ont en outre, en commun, un espace linéaire £, _;, 

à n — 1 dimensions, dont nous rechercherons le lieu. 

Si, dans les relations (10), on met en facteur z1, 29, . . . y, On 

verra, par la forme des résultats, que les espaces considérés ren- 

contrent F,,_, aux points de paramètres m1, Mo, : .. My_15 leur 

espace linéaire commun passe évidemment par ces n — À points. 
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En éliminant les quantités m; entre ces relations, il vient pour 
l’équation du lieu 

(ZA) (Ze) ++. (zh) 

172 CA NS n a) (Zi2) (222) (2 2 a) 

(za) (2oA,) -:. (Z,A,) 

Ce déterminant est le produit des matrices 

1 —{()u (GAME 

WC (in: dons 

Mado LE 4 

et, abstraction faite du déterminant de Vandermonde 

Re 7 LE 

MNT MT 

OM. 28 

commun à tous les termes du développement, il peut s'écrire 

ainsi 

1 Re. 
Li — — Dh + —— Zik — .. EZ, ide. 2, = 0, 

n n( n — |) 

les Z ayant une signification connue, 
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Si, maintenant, les quantités À; sont racines de la forme binaire 

d'ordre n 

n 
[= ax + ‘ 1 PURES CS CRC CE MA 

l’équation précédente s'exprime par 

a, + a +... + dus = 0. 

C'est l'équation, rencontrée plus haut, de l’hypersurface 

(Le 1). 

Ainsi, l'hypersurface (L,, _;) possède deux modes de génération 

au moyen d’espaces linéaires £,_, à n —1 dimensions. Les 

espaces généraleurs du premier mode rencontrent T,,_, en n 

points et marquent, par ces points, les groupes d’une involution 

1 _; les espaces générateurs du second mode ne rencontrent 

l,_1 qu'en n — 1 points seulement. 

L'espace €, _, qui Joint, sur F,,-_., les points dont les para- 

mètres sont racines de f = 0, appartient au premier mode si n 

est impair; il ne se trouve pas sur l'hypersurface si n est pair. 

Nous appellerons cet espace, espace fondamental de l’hyper- 

surface (L, _;). 
L'hypersurface (L,_;) généralise, dans l'espace E,,_,. un 

résultat bien connu relatif à l’espace à trois dimensions, savoir : 

un hyperboloïde inserit à une cubique gauche a comme géné- 

ratrices d'un système des bisécantes de la courbe et comme 

génératrices de l’autre système des droites qui rencontrent cette 

courbe en un seul point: les bisécantes considérées figurent, 

par leurs appuis sur la cubique, les couples d’une involution 

quadratique; les éléments doubles de celle-ci sont marqués 

par deux droites du premier mode, tangentes à la courbe; la 

bisécante joignant ces éléments n’est pas génératrice de l’hyper- 

boloide. 

8. — Deux espaces linéaires générateurs du premier mode de 

(L,_:), qui ont en commun un espace linéaire d'ordre n — 2 
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rencontrant la courbe T,,_., en n — 1 points, doivent nécessai- 

rement se confondre. Car, à un groupe donné de n — 1 éléments 
ne correspond qu'un seul élément dans l’involution 15 _;. 

Cependant, lorsque les x -- 1 points définissent un groupe 
neutre de 1} _:, tous les espaces générateurs du premier mode, 

qui passent par ces points, sont distinets entre eux; ils constituent 

des espaces singuliers £, _, de l'hypersurface (L,, _;). 

Par n — 1 points, pris arbitrairement sur F,,-;, passe un 

espace générateur de chaque mode. Donc, généralement, deux 

espaces générateurs de modes differents se coupent suivant un 

espace linéaire à n — 2 dimensions; ils sont renfermés dans un 

| espace à n dimensions. 

On pourrait démontrer aussi que deux espaces générateurs du 

premier mode (sauf les espaces singuliers) ne peuvent se rencon- 

trer selon un espace linéaire à n — 2 dimensions ; 

Que deux espaces générateurs du premier mode ne peuvent avoir 

aucun point commun en dehors de la ligne Fa,_,. Gette dernière 

proposition renferme la précédente. 

“ 

9. — Appliquons les résultats ci-dessus à l'espace à trois 

dimensions E; et à l’espace correspondant à cinq dimensions Es. 

Tout plan P de l’espace E; a pour similaire une hypersurface 
(P) de l’espace E,; dont l'équation est du troisième degré par 

rapport aux variables z,, z,... zç. Cette hypersurface est engen- 

drée par un ensemble de plans trisécants à la courbe normale l; 

de l’espace E, ; chacun de ces plans est le similaire d’un point du 

plan P. | 

Les trois points où P rencontre la cubique gauche €C; de 

l'espace E; ont pour similaires trois plans oseulateurs à F,, les 

seuls que possède (P). Le pôle du plan P, par rapport à C3, a pour 

similaire le plan unissant les points de contact des plans oscula- 

teurs; ce dernier plan est sur P ; c’est son plan fondamental. 

Chacun des plans trisécants marque sur F, l'image d'un terme 
d’une involution L;; les points triples de l’involution sont les 
points d'intersection du plan fondamental et de F;. 

Deux plans trisécants générateurs, qui passent par une même 
2 
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bisécante de l;, se confondent. Il existe une infinité de plans 
trisécants singuliers formant faisceau; ils passent par deux points 

de F,;; ces deux points sont les contacts de deux plans oscula- 

teurs à F;, similaires des points de la cubique gauche où s'appuie 

la bisécante que l’on peut mener à la courbe par le pôle du 
plan P (*). 

Deux plans trisécants générateurs n'ont en commun aucun 

point, à moins que ce ne soit sur ls. 

L'hypersurface (P) possède un second mode de génération au 

moyen de plans; ces nouveaux plans ne rencontrent F, qu’en 

deux points seulement. 

Tout plan P de l’espace E; rencontre C; en un ou en trois 

points réels; donc le plan fondamental de (P) coupe F, en un ou 

en trois points réels; dans le premier eas seulement, les plans 

singuliers de (P) sont trisécants ; dans le second cas, ils n’ont 
qu'un point commun avec PF; (*). 

10. — D’après ce qui précède, il est évident que tout problème 

proposé dans l'espace à n dimensions sur des points et des 

espaces linéaires à n — 1 dimensions a son similaire dans l’espace 
à 2n — 1 dimensions sur des espaces linéaires à n — 1 dimen- 

sions et des hypersurfaces analogues à (L, _;). 

Un ensemble de p espaces linéaires L,,_; définit, dans l’espace 

E,, un espace linéaire L,,__,, à n — p dimensions, constitué par 

la totalité des points communs aux p espaces considérés. La 

variété similaire est formée par l’ensemble des espaces linéaires 

En 1 communs à p hypersurfaces (L,_.). Les problèmes des- 

criptifs que l’on pourra se proposer sur les espaces L,, _,, auront 

donc leurs similaires relativement aux variétés (L,, __,). 

Lorsque l’on donne, dans l'espace E,,, des points au nombre de 

n— p + 1, ils suffisent pour déterminer l'espace linéaire L, _,, 

(*) Voir à ce sujet notre travail : Sur la représentation géométrique dans 

l'espace des formes quadratiques et cubiques binaires. (MÉMOIRES DE LA 

SOCIÉTÉ ROYALE DES SCIENCES DE LIÉGE, 3e série, t. V.) 
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à n— p dimensions, qui les unit. Si les coordonnées de ces 

points sont 

Zi,is Zi,25 ©‘ * Zi,sn+49 (—=1,2,...n—p +1) 

les équations paramétriques de l’espace L,,__, sont données par 

les expressions 

Zz — Maxi,k + Mao, k + cc. + Ma p+4%n-p+1,8e (K== 1,9, NN + 1) 

Par conséquent, la variété (L, _,) de l’espace à 2n -- 1 dimen- 

_ sions, similaire de L,_,, est déterminée par la connaissance de 

(n — p + 1) espaces linéaires à n — 1 dimensions. Son étude 

peut, partiellement du moins, se faire au moyen des équations 

paramétriques précédentes, où les z seraient remplacés par Z. 

11. — Ainsi, la droite D de l’espace eucliden et l’ensemble 

(D) des plans définis par les deux équations 

Quts + Aoite + Auts + ut = 0, (19) 

Auot + Goo + Ab + Qby = 0, 

sont similaires. Ces plans sont trisécants à FT, et, en général, ils 

ne se rencontrent pas n'étant pas renfermés dans un même 

espace linéaire à trois dimensions. 

Quand D est une bisécante de la cubique gauche C3, deux de 

ces plans sont osculateurs à l,. Et puisque, par un point de l’es- 
pace, il passe une seule bisécante de C;, par un plan donné dans E, 

passe une seule variété linéaire (D) ayant deux de ses plans oseu- 
lateurs à T,. 

Les notions de parallélisme, perpendicularité, etc., de deux 

plans définissant une droite D pourraient être étendues à deux 

hypersurfaces définissant la variété (D), et interprétées. La 
théorie des polygones plans ou gauches donnerait naissance, de 
son côté, à des propriétés d'ensembles similaires d'hypersur- 
faces (P). 
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Les formules 

Ci = Mb + Moby, 

Cr = MiGu + Mob), 

(13) 
Gs = Miss + Mob, 

Ga Mi + Mis 

déterminent une droite D par les coordonnées de deux de ses 

points et les valeurs du paramètre 3 elles déterminent aussi 

une variété (D) par deux de ses plans. Au moyen de ces expres- 

sions, certaines propriétés métriques d'une ponctuelle de l’espace 

pourraient être étendues aux variétés (D), ces propriétés étant 
convenablement interprétées. 

Entre autre, quatre plans d'une variété (D) peuvent être dits 

former un groupe harmonique, quand on a 

(Himousts) = — 1, 

, . sn . 

les lettres x représentant des expressions analogues à + ci-dessus. 

— Posons | 

ja ki C1 C; 1 
. | en È 
? p Pix — , , 

| Ci,e 
PYik = 

(A | Us A2 

les quantités p et p/ étant des facteurs de proportionnalité. Ces 

formules pourront servir à déterminer la droite D et la variété 

similaire (D) définies par les équations (12) ou (15). Elles 
permettent de dire que la géométrie réglée a sa similaire dans 

l'espace Ex. 

Si l’on a, par exemple, six quantités r; ; telles que la relation 

loss + late + Tales = 0 

soit satisfaite, ces six quantités définissent dans l’espace E, ou dans 

l’espace E, une droite D ou une variété (D). En outre, la condi- 

tion 
us " ne RL 7 / . LT 
Pass + Taslge + laules + Palo + Pal is + l'alu = 0 

marque simultanément que deux droites D et D’ ont un point 
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commun ou que deux variétés (D) et (D’) ont un plan, triséçant 

à F3, commun. 

Le parallèle entre D et (D) pourrait être étendu fort loin. 
— Les bisécantes génératrices d'un hyperboloïdeS, inscrit à C3, 

marquent, par leurs appuis sur celle-ci, une involution Ki; si l'on 

considère les variétés correspondant à ces bisécantes, on observe 

que les points de contact des plans osculateurs à F;, contenus dans 

chacune d'elles, représentent sur la courbe T, les couples de 

cette même involution. En outre, ces variétés engendrent une 

hypersurface (S) similaire de l'hyperboloïde. Cette hypersurface 

a une équation du second ordre par rapport aux coordonnées Z 

et du sixième par rapport aux coordonnées ordinaires z,, 20, Ze. 

Et, de même que l’hyperboloïde possède deux modes de généra- 

tion rectiligne, de même l'hypersurface (S) peut être engendrée de 
deux façons au moyen de variétés (D). 

12. — L'étude des figures similaires formées par les groupes 

d'espaces linéaires L, _, de FE, et par les groupes analogues de 

variétés (L, _:) conduit à une extension du mode de représen- 

tation des involutions sur les courbes normales des espaces 

d'ordre supérieur dû à François Deruyts (*). 

— L'involution 1”, d'ordre n et de rang p, est constituée par 

l'ensemble des groupes de n éléments communs à n — p involu- 

tions d'ordre n et de rang n — 1. Elle a comme expression ana- 

lytique un système de n — p équations symboliques de la forme 

La représentation de ces éléments par des points de la courbe 

normale ©, s'obtient au moyen de la considération de l’espace 

principal de l'involution 1°; celui-ci est défini, comme on sait, 

par l’ensemble des pôles des espaces linéaires à n — 1 dimen- 

(*) F. DErRuyrs, Mémoire sur la théorie de l'Involution et de l’'Homogru- 

phie unicursale. (MÉMOIRES DE LA SOCIÉTÉ ROYALE DES SCIENCES DE LIÉGE, 

2e série, t. XVIL.) 
9 
le 
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sions correspondant séparément à chacune des involutions 1? _;. 

Tout espace linéaire L, _, à n — 1 dimensions, qui passe par 

l’espace principal, marque sur ©, un groupe de n points de 

l'involution 1°. Et, pour construire un groupe de n points de cette 

involution counaissant p éléments de ce groupe, il suffit de 

mener l’espace linéaire déterminé par les (n -— p) pôles et les p 
points donnés de €, 

Les figures similaires des précédentes donnent donc, sur la 

courbe V,,_. de l’espace à 2n — 1 dimensions, la représentation 

des involutions d'ordre n. 

Ainsi, dans l’espace euclidien, trois plans P,, P,, P, détermi- 

nent un point A, point principal d'une involution É définie par 

les trois groupes de points que marquent, sur C3, les plans 

donnés. La figure similaire dans E, est le plan (A), commun aux 

trois hypersurfaces (P,), (P,). (P;). Et, de même que tout plan P, 

passant par À, donne sur €; un terne de 1°, toute hypersurface 

(P), passant par (A), détermine sur l;, par son plan fondamen- 
tal, le terne similaire. Il existe, passant par A, trois plans oscula- 

teurs à C3; il y a donc trois hypersurfaces (P) seulement dont les 

plans fondamentaux sont osculateurs à F, ; et les points d'oscu- 

lation marquent, sur cette courbe, les points triples de I£, 

Les pôles de deux plans P;, P; déterminent, par leur jonction, 

une droite D, espace principal de l'involution L° constituée par les 

ternes communs aux involutions E ayant pour points centraux les 

pôles considérés. Tout plan x, passant par cette droite, marque 

sur C; un terne de cette involution F3; parmi ces ternes, il y en 

a quatre seulement composés d’un élément double et d’un 

élément simple. 

Par «similarité» nous avons: Les plans fondamentaux des 

deux hypersurfaces (P;), (P:) définissent une variété (D) consti- 
tuée par l'ensemble des plans communs aux variétés (P;), (P:) ; 

toute hypersurface (x), de même nature que (P;) et (P;), qui 

passe par (D), marque sur F,, par son plan fondamental, un terne 

d'une involution If; parmi ces hypersurfaces (x), il y en a quatre 

seulement dont les plans fondamentaux sont tangents à F,. 

nn nan" 
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— Soient 

n n 9 n —1i ——— ie n 
Aj,z = Ant; + — ŒioXs No + OASIS 5 Ui,n41X2 == 

Û (14) 
ds —=0, d,—=0,...a,=—0, 

p formes binaires égalées à zéro, dont les racines sont les para- 

mètres de p groupes de n points de la courbe normale €, Ces p 

groupes déterminent une involution d'ordre n et de rang p — 1, 
n | ANSE 

Tous les groupes de cette involution sont les racines du 

faisceau de formes 

k,(a.) + kaÿ.,) + c++ k,(ar,,) = 0. 

Cette nouvelle définition analytique de l'involution 17 _; donne 

lieu à une autre représentation géométrique des groupes de cette 

involution. 

Le faisceau L,, _., d'espaces linéaires à n — 1 dimensions, qui 

a pour équalion 

k(a%) + hab) +... + k,la, tb) = 0, (13) 

passe par l’espace linéaire commun aux espaces linéaires /; dont 

les équations sont 

(ak) = 4,12: + U,97a nd 0 Bern An+iZny1 = Ù. 

Ces dernières, dérivant des formes (14) par la substitution 

n L n—{ . LL n—2.,2 n . . . . 
X1. | x; La. 2 X; Los Lo = LR Lo e Rs co Tn+is 

les espaces linéaires /; qu’elles représentent rencontrent €, en n 
points, images des racines de ces formes. 

La figure similaire du faisceau L,, _;, dont l'équation serait la 

formule (15) où z=Z, est constituée par un ensemble (L,_ ;) 

d'hypersurfaces (L,_;) qui jouissent séparément des propriétés 

rencontrées @i-dessus et passent par les espaces à # — 1 dimen- 
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sions possédant, en commun, les variétés définies par les équations 

di, 12 Su d;,222 Lo À Ain+1Zn41 = 0. (è 152,00) 

Ces variétés (L,,_) marquent, par leur espace fondamental, 

sur la courbe F,, _;, les groupes de l’involution 15 _ 1. 

On voit donc que l’on pourra, par le secours des éléments 

géométriques similaires des espaces à n et à 2n — 1 dimensions, 

figurer sur la courbe normale de ce dernier espace les diverses 

involutions d'ordre n et de rang p — 1, avec leurs singularités, 

quelle que soit la définition analytique de ces involutions. 

La representation de l’involution quadratique sur une conique, 

par les intersections de cette courbe avec les éléments d’un faisceau 

de droites, et l’extension de ceite représentation à l’espace eucli- 

dien où les couples de cette involution sont donnés par les généra- 

trices, bisécantes d’une cubique gauche, d’un hyperboloïide inscrit, 

se trouvent donc généralisées pour les involutions VF, dans les 

espaces & n et à 2n —1 dimensions. C'est ce qui résulte de la 

représentation de François Deruyts et de l’analogie, signalée 

ci-dessus au numéro 7, existant entre l'hyperboloïde et les hyper- 

surfaces (L, _;). 

13. — La discussion des propriétés de la forme algébrique 

F (Es Gr « ++ Gn+1)s d'ordre p, au point de vue de la géométrie des 

figures similaires F et (F), peut se faire avec facilité. 

Nous nous contenterons de dire quelques mots de l'hypersur- 

face (Q), similaire de la quadrique Q. Cette hypersurface, de 

l'espace E;, est représentée par une équation du sixième degré 
en zx %... % du second degré en Z,, Z2, Z3, Z, ; elle a comme 

éléments générateurs des plans triséeants de F,. Cependant, il 

est certaines hypersurfaces (Q) qui sont constituées par des 

ensembles de plans formant des variétés (D) — variétés définies 

au numéro 10. Dans ce cas, il existe d'ordinaire deux systèmes 

de variétés (D) engendrant (Q). 
Énonçons quelques propriétés de (Q), dont le lecteur apercevra 

immédiatement les similaires dans la théorie de la quadrique : 
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Une hypersurface (Q) est déterminée par la connaissance de 

neuf de ses plans générateurs. 

Elle possède, en général, six plans générateurs osculateurs à 

F,;, et, lorsqu'elle renferme sept de ces plans, elle les renferme 

tous. 
Par l’un des plans générateurs de (Q), on peut faire passer 

une simple infinité de variétés (D) ne possédant en commun avec 
(Q) que le plan générateur considéré ; le lieu de ces variétés (D) 

est une hypersurface (P) — définie au numéro 9 — «tangente» 
suivant le plan considéré à l'hypersurface (Q). 

Par une variété (D) de l’espace E,, on peut faire passer deux 

hypersurfaces (P), tangentes à (Q), à moins que (Q) ne soit 

engendrée par un ensemble de variétés (D). 
Par un plan + de l’espace E,, on peut faire passer une infinité 

d’hypersurfaces (P), tangentes à (Q) selon un plan générateur de 

celle-ci; si (Q) est formée de variétés (D), il y a seulement deux 

hypersurfaces (P) contenant x qui sont alors tangentes suivant 

une variété (D). L'ensemble des plans de contact est situé sur une 

même hypersurface (P'), «polaire» du plan x par rapport à (Q). 
Toute variété (D), qui passe par x, rencontre l’hypersurface (Q) 
selon deux plans et l'hypersurface (P/) selon un plan; le plan x et 
ces trois plans forment un groupe harmonique, 

À l'équation tangentielle de la quadique Q répond une «équa- 
tion tangentielle» de (Q); les éléments tangentiels sont iei des 
hypersurfaces (P). 

— Parmi les quadriques particulières intéressantes à consi- 

dérer, signalons les surfaces réglées Q;, Q2, Q; ayant pour 
équations respectivement 

32173 — 25 — 0, 

Zi Z4 — Ze 75 —= 0, : (16) 

Dzati — 2 = 0. 

Deux quelconques de celles-ci représentent la cubique gauche 

C;. Les similaires sont les hypersurfaces (Q,), (Qo), (Q3), formées 

de variétés (D) et telles que deux d’entre elles ont en commun 
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l’ensemble des plans osculateurs à la courbe F, et l'ensemble des 
plans d'une «génératrice» (D). 

Dans notre premier travail, nous avons signalé la correspon- 

dance entre le plan et l’espace définie par les expressions 

GC: ts =: do: a, 

dans lesquelles les € sont les coordonnées z,, z,, z; d'un point 

du plan ou les «coordonnées » 

2? EM 2 
7173 — Lis Z474 — Lo T3) Z2 T8 — ls 

de la droite similaire de l’espace. 

Si, dans ces dernières expressions, on remplace z, et z, par les 

quantités proportionnelles 3z, et 5z,, on obtient les premiers 

membres des relations (16). 
On aperçoit que les formules 

(Z23 — 3) : (Zi — L32;) : (LL — Li) = a : do : 23 

permettraient de rapporter à un point du plan une variété (D) 
de l'espace E, ; cette variété est la «génératrice» commune à 

deux hypersurfaces analogues à (Q;), (Q2), (Q:), qui passent 
encore par l'ensemble des plans osculateurs à F; dont on devrait 

faire abstraction ici. 

Et ainsi les propriétés des points d'un plan s'étendent à des va- 

riélés (D) de l'espace Es, et les propriétés de la forme algébrique 

ternaire d'ordre n s’appliquent à l’élude de cet espace. 

Un exemple simple de cette nouvelle filiation d'idées a été 

signalé au numéro 11 du travail actuel entre un hyperboloïdes, 

inscrit à C3, et la variété similaire (S) de l'espace E;. Gar on sait, 

par les résultats de notre premier mémoire, que l’hyperboloïde 

S est, à son tour, le similaire d’une droite du plan. Les variétés 

(D), engendrant (S) dans l'espace E;, sont done similaires des 

points d’une droite de la géométrie plane. 

14. — Aux numéros 5 et 13 nous avons rencontré les noms 
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de polaires et de tangentes données à des hypersurfaces (L, _ :) 

de E,, _. ou, dans l’espace E;, a des hypersurfaces (P). 

On pourrait voir avec facilité que les équations de ces figures 

se déduisent, ou bien des équations de la variété constituée par 

l'ensemble des espaces à n — 1 dimensions tangents en n points 

coïncidents à la courbe normale F,,__,, ou bien de l'équation de 

l'hypersurface (Q) par des calculs effectués sur Z identiques à 
ceux que l’on a dù effectuer sur z, dans les équations de la courbe 

C, où de la quadrique Q, pour avoir les variétés similaires. 

Ainsi se présentent des exemples de différentiation effectuées 

sur une forme f (Z;, Z2, ... 2, +1), les quantités Z étant considé- 

rées comme des variables simples. 

Dans les formules qui dépendent des variables Z, on pourra, 
en général, effectuer les mêmes calculs que sur les formules simi- 

laires en z. Si les premières font passer d’un espace linéaire géné- 

rateur à n — 1 dimensions de l’espace E,, _; à un autre, les 

secondes, de leur côté, conduisent d’un point de l'espace E,, à 

un autre. 

a — D — 
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4. L’une des manières les plus élégantes, sinon les plus 

fréquentes, d'appliquer l'intégration par parties à la recherche 

des quadratures consiste à faire en sorte que l'intégrale à laquelle 

on ramène la proposée la reproduise identiquement, avec tout 

autre coefficient que l’unité positive. On forme ainsi, par rapport 
à cette inconnue, une équation du premier degré qui la fournit 

immédiatement. 

Imaginons que l'on réalise ce programme, non plus en vue 

d'obtenir une quadrature nouvelle, mais au contraire en partant 

d'une intégrale déjà connue, et même des plus élémentaires; et 

que l'on en substitue finalement la valeur dans l'équation ainsi 

constituée. Qu’obtiendrons-nous ainsi? Évidemment une iden- 

tité; mais on sait qu’une identité n’est pas toujours à dédaigner, 

et peut parfois rendre d'utiles services. 

Concevons par exemple que l'on réalise plusieurs fois de 

suite une telle marche, en s’y prenant successivement de façons 

variées Suivant une loi déterminée, sur cette intégrale sans 

cesse régénérée. On réalisera ainsi la sommation d’une suite 

terminée; résultat moins répandu dans l'analyse, on le sait, que 
celle de séries illimitées. 
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Cet aperçu va se préciser dans les exemples suivants. 

2. Envisageons en premier lieu la plus simple de toutes les 
intégrales 

xt! 

| x"dx — k m + 1 

en considérant l'exposant m comme la différence de deux 
nombres 

m—(gq — 1) — (p + 1e 

absolument quelconques : entiers, fractionnaires ou incommen- 
surables, positifs ou négatifs (*). La relation précédente pourra 

s'écrire 

a1-P-1 
(1) ÉD = f a avt da, 

PP 

et, sur ce produit de deux facteurs, nous appliquerons plusieurs 

fois de suite l'intégration par parties. 

Il vient ainsi 

La 4 À 

@) fat artda ar Ate fast 
y q | 

+ 

[= Tr °dir = we 7-5 ds bn NES ne pr x'P UE, 
g+i T q q+i. 

ù big + 5 
TE . 2 P-5dx = à re P 3 at | x ?—idx, 

q + q +2 

et à la (4 + 1)° opération 

“els +k+1 
(5 fa V'ames— Pare Le PET fait ptdr. 

qg+k q+k 

(*) Mais en excluant expressément l’hypothèse g —p + 1. 
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Substituons de proche en proche, depuis l'égalité (2) jusqu'à 

(3), les valeurs de ces intégrales, toujours identiques au fond à 

la proposée, et remplaçons-les définitivement, au commence- 

ment et à la fin, par leur valeur commune (1). 

On voit que x7—P —1 se trouvera partout en facteur commun. 

Il ne saurait dès lors y avoir lieu d’ajouter une constante d’inté- 
gration C. En effet, tout le développement s’annulant pour 

x — 0 (*), nous serions forcés de prendre C — 0. Le symbole x 

disparait ainsi de lui-même, et il ne nous reste plus qu'une 

identité entre les deux paramètres tout à fait quelconques p, q, 

et le nombre arbitraire k entier et positif 

(4) 1 ee p+l (p+1)(p + 2) 

q—=p—1 q qga+) qgqg+0q+2 
(p + 1)(p + 2). ET) + | 

ET en q—p—1 

Multiplions tous les termes par p, et faisons passer le dernier 

dans l’autre membre; nous obtiendrons finalement la somme 

de cette suite terminée 

pip+1)  p(p +. hp (pER) 

g{g+1) ga+1)(g+2 qg(q+1)...(q+#) 
2 p je (p + 2)... D 

qg—p—1 g(a+1)...(qg +) 

3. Je prendrai comme second exemple une intégrale non 
moins élémentaire, sous la forme 

er+nz 

= forts Pre  ou-uk gr. 
p+aq 

Je désigne de nouveau par p et q deux quantités absolument 

quelconques. Quant au paramètre 4, et ultérieurement a,, 

(*) Ou æ =, si l'exposant g — p — 1 est négatif. 
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Ass, x, Ce sont des arbitraires que nous introduirons l’une 

après l’autre sans aucune loi nécessaire. Celle-ci reste ad libitum, 

permettant par là de constituer des applications très variées. 
Il vient en intégrant par parties 

freres k eu dx — 

(P+as)x TT Ç 
$ 4 e{1—u)z =» » M È 7 etr+a)x 4 et AE pe 

p + & Pp + d 

h 

ce qui nous ramène à une intégrale identique à la proposée. 

Reprenons-la sous une forme encore différente, pour la soumettre 

de nouveau à l'intégration par parties 

“ elrtatas)z  Q(9—-m-asl Jr — 

— A, — € : 
: el1—u- ao)x 2 1 ME TATASE farine 1 eu ts dr, 

D Hit EN p + & + Ge 

elr+aitas)x 

ou encore une fois 

L etP+ai+astas)z 
D eP+rutastaslz . ett-oi-u2-asx y at e ela-a-as-asz 

D + & + QG + A3 

] — Qi — 3 — A3 » 

(p+ai+ao+az+ai)r (q— @4 — A2 03 —04)x ee —— va el ce dx, 
pP+ru++ a; 

et ainsi de suite. 

Opérons k fois de cette manière, et substituons de proche en 

proche les expressions des intégrales successives. Nous ferons 

ainsi finalement apparaitre partout leur valeur commune 
e(p+4)x 

; et il n'y aura pas lieu d'ajouter de constante d’intégra- 
AE | ac , 
tion, car elle devrait s’annuler, avec tout le reste du développe- 

ment, pour l’hypothèse x — + æ suivant le signe de p + q. 

L'exponentielle disparaît ainsi d'elle-même, et avec elle toute 



QUE 

trace du symbole d'intégration x. Il ne reste plus que la som- 

mation de cette suite terminée très générale 

L DEN q — da (q — &)(q — à — as) 

P+d (p+a)(p+a+a) (p+a)(p+a+@)(p+a+a3+@;) 

(g — an) (q — am — us)... (9 — Qi — 03 —... — 4 1 

(p+a&)(p+u+W)...(P+uM+ +... + 0) 

e” | l 4 (q —&)(q — ai — Q2)...(q — à — 02 + | 

p+q (D + a@)(p +@& + Ga)... (P+ + de + .., + du) 

(6) ... + 

4. Supposons par exemple égales entre elles toutes les 

constantes ax, il viendra 

dl EL g—a x (g — a)(q — 2a) 

p+a (p+a)(p+2a) (p+a)(p +2a)(p+5a) 
PP PL me. mm 2 ul 

(p + a)(p + 2a)(p + 5a) : - - (p + ka) 

fist a) (q — 2a) - HE) 

p+q (p + a)(p + 2a) - . - (p + ka) 

(7) 

Faisons en second lieu 

(A P2 = kb, 

d’où, en introduisant le symbole {; pour représenter les nombres 
triangulaires 

k(k +1) 
9 b = bt,. 

Nous obtiendrons par là cette nouvelle suite 

1 SR re “ (g — bts) (q — bt,) 

p + bt, (pt + bt)(p + dt)  (p + bl)(p + bt:) (p + TA TN 

! (q — Bt) (q — bla) » + « (g— bn) 
(p + bts) (p + bt:) +. - (p + bt;) 

=—|: are) (qe 0e) er 
p+q (p + dt) (p + bla). - . (p + bt,) 
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De même que nous venons de passer des nombres naturels 
aux nombres triangulaires, nous passerions de ceux-ci aux 

nombres pyramidaux, et à des nombres figurés quelconques. 

5. En introduisant l'hypothèse la plus simple : a = 1, et 

changeant en outre dans la relation (7) p en q —1, en même 
temps que q en — p, on retrouve la formule (4), et comme 

conséquence (5). 

Je ferai remarquer en passant que celle-ci rencontre, pour 

k = w , une vérification dans la sommation d’une série indéfinie 

donnée par Catalan à la page 40 de son Traité élémentaire des 

séries. 

Si l'on change les signes de p et q, le développement (5) 
devient 

p p(p—1) p(p—-1)(p—2) p(p—1)(p—2):..(p—h) 
— +- Pr 

q g(q—1) g(q—1)(g—2) qg(q—1)(q —2)---(q—k) 

- ( ‘:, ENN pr PQ" 2 2 
Gp A g(g—1)-.-:(q —k) 

(9) 

Il donne également par le changement de signe de q seul 

(0) D p(p#1) Spip +A)p #9) 0 SPP 
qg g(g—1) g(g—1)(g—2) g(g—1)-:-(g—h) 

fé Mp pi tes DPI RES 
gg — 1 

et par celui de p seul 

ppp) -cp(p--pes2) p(p—1):..(p—k) 

) g(g+1)---(qg+k) 

‘à p | 

g(g+1)-..(9 +) 
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Faisons q = 1 dans cette dernière égalité (11), nous obtien- 

drons 

(19) DNANE AUS Rip OU mp1)... (p—h) 

Doi 12 1.2.3 1.2.5...(6+ 1) 

La 1 dre A tn 
ON TER T 

c'est-à-dire la somme d'un nombre arbitraire des coefficients 

consécutifs de la série du binôme de Newton pris avec des 

signes alternatifs, expression qui a déjà été donnée par Janni 

dans le Journal de Battaglini de 1874. L'hypothèse p — 1 

fournira de même avec la relation (10) la somme de leurs 
inverses avec des signes alternés 

| 1.92 4,9.5 1:95. +1) 
a ———————— — = ——————— —— 
dd —1)  qg(y—=1)(q9 —2) qg(q —1)...(q + k) 

1 | ee ee 
— fe ARCS RORRRRSESENRERRETS 

q+2| qq —1)...(q —k 

6. Les expressions (5, 9, 10, 11) peuvent se généraliser 

de la manière suivante. 

Posons 
M N 

= — ) q = 7 , 

la formule (5) deviendra 

M n M(M+m) /n\° M(M+m)...(M+km) [n\! runs 
N m N(N+n) \m N(N+n)-..(N+/kn) \m 

#4 nn ; (M+m)(M+9m)...[M+(£+1)m] ui 

| N(N+n)...(N+kn) m 

Actuellement opérons la transmutation réciproque de M et N, 
ainsi que de metn 

N m N(N+n) /[m\° NIN+n)...(N+Æn) /m\' 

mn (N+n\(N+9n)...[N+(k+l)n] [m\# 

|  mMæ+m)...(M+Ëm) (°) 
RE 

Mn— Nm— mn n 
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Si nous représentons en abrégé ces deux suites par 

SU, + Uo + Ug + eee + Uy, 

1 1 1 Û 
Tr + +... + —) 

Uy Uo U; Ux 

nous pourrons écrire, en fonction du dernier terme y, 

mn M+(k+ 1m n\ 
Sy = = |A — || u;): 

Nm — Mn — mn M ml 

r mn . N+(k+i)n [”) 1 

Mn — Nm — mn de N n1 4%, 

Eliminons enfin y entre ces deux égalités, il nous restera 

cette relation entre les deux sommes S et T : 

M NN N M 
(44) —+—-+1)]S, +1 ———+1|T, +14 

m nn n m 

m n 

{a ee | Lux Dee 1| 
: 

Il suffirait donc de posséder la somme d’une suite du type (15) 

pour déduire de l'identité (14) celle de la série formée par les 
inverses de ses différents termes. 

On pourrait par exemple se servir de la formule de Janni (12) 
pour en déduire celle des inverses des coefficients du binôme 

avec signes alternés que nous avons tirée (n° 5) de l'égalité (10). 

‘7. Nous pouvons parvenir à des développements d'un genre 

tout différent, privés de dénominateurs, en opérant de la 

manière suivante. 

Faisons dans le développement (5) q — 1, et séparons-le en 

deux parties, en arrêtant la première au terme de rang p — 2. 

On remarquera qu'à partir de là, des facteurs se détruisent 
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consécutivement aux deux termes des fractions qui constituent 

le second groupe, ce qui permet d'écrire 

mn psp): |. 2Prt){p +2): ::@pr2) 
1 1.2 1:2:9 1.2.3.4...(p—2) 

ë 1 p(p+1)...(2p—2)+(p+1)(p+2)...(2p—1)+.. | 

1.2.3...(p—1)l...+(k+2)(k+3)...(k+p—1)(k+9p) 

(p+1)(p+2)...(p+k+1) 

1.2.5.4...(4 +1) 

Or la première portion peut être fournie directement par la 

même formule générale (5) pour les hypothèses : q = 1, 

k — p — 5, sous la forme 

RO Sa RE raid 
NME 

— 

Dès lors la quantité placée entre les crochets se déduit de 

l'équation précédente de la manière suivante : 

p+9 
1.2,5..(p—0) |]: ANT et dl - | 

1.2.3.4...(k + 1) 

A ee 
+ ? 

1.2.3.4...(p —2) | 

ou, en réduisant, 

1) (pt 2)... (2p—9). 
deu pe) (92) 

Nous obtenons donc enfin 

p(p+1)(p + 2)...(2p —2)+ (p + 1)(p + 2)(p+5)...(2p—1)+ ... 

ee + (+ 2)(k + 3)(k + 4)... (k + p—1)(k + p) | 
= [atsuee0. rep open. 872] 
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SUR LES 

VARIÈTES A TROIS DIMENSIONS 
QUI 

REPRÉSENTENT LES COUPLES DE POINTS 

D'UNE COURBE ET D'UNE SURFACE ALGÉBRIQUES 

L'étude des surfaces algébriques qui représentent les couples 

de points d'une ou deux courbes algébriques a été faite il y a 

quelques années par trois géomètres italiens : MM. De Fran- 

chis (*), Maroni (**) et Severi {**). Dans un beau mémoire qui 

vient de paraitre, M. Severi (*) s’est oceupé de la variété algé- 

(*) Sulle varietà ©? delle coppie di punti di due o di una curva algebrica. 
(RENDICONTI DI PALERMO, 4903, t. XVII.) — Sulle corrispondenxze algebriche 

fra due curve. (RENDICONTI DELLA R. ACCAD. DEI LINCEI, 1° sem., 1903, (5), 

t. XIL.) 
(**) Sulle superficie algebriche possedenti due fasci di curve algebriche uni- 

secanti. (ATTI DELLA R. AcCAD. D1 Torino, 14903, t. XXXVIIL.) 

(**#*) Sulle superficie che rappresentano le coppie di punti di una curva 
algebrica. (ATTI DELLA R. Accap. D1 ToriNo, 1903, t. XXXVIIL.) — Sulle 

corrispondenze fra à punti di una curva algebrica e sopra certe classi di 
superficie. (MEMORIE DELLA R. ACCAD. DI TORINO, 1903 (2), t. LIV.) 

(av) Fondamenti per la geometria sulle varietà algebriche (RENDicoNTI 1 
PALERMO, 1909, t. XXVIIL.) — Un résumé de ce Mémoire avait été publié 
antérieurement sous le titre : Alcune proposixioni fondamentali per la 
geometria sulle varietà algebriche. (RENDICONTI DELLA R. ACCAD. DEI LINCEI, 

2e sem., 1907, (5), t. XVI.) 
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brique à trois dimensions dont les points représentent sans 

exception les couples de points d'une courbe et d’une surface ; 

le savant géomètre a construit le système canonique de cette 

variété par la considération des intégrales triples de première 

espèce. Dans la note suivante, je me propose de construire le 

système canonique en employant les méthodes algébrico-géomé- 

triques. 

Dans la première de ses notes citées plus haut, M. De Franchis 

avait établi une relation entre les caractères virtuels d’une courbe 

appartenant à la surface algébrique qui représente les couples 

de points d’une ou de deux courbes algébriques. Des relations 

analogues existent naturellement entre les caractères virtuels 

des surfaces appartenant à la variété qui fait l'objet de ce travail, 

mais leur recherche est moins simple que dans le cas des 

surfaces. Nous recherchons ensuite les invariants de Zeuthen- 

Segre et de Pannelli. 

1. — Désignons par V une variété algébrique à trois dimen- 

sions qui représente sans exception les couples de points d’une 

courbe C, de genre p > 0 et d’une surface F, privée de courbes 

exceptionnelles, de genre géométrique p, > 0, de genre arithmé- 

tique p,, d'invariant de Calstelnuovo-Enriques © et d’invariant 

de Zeuthen-Segre &. 

Les caractères de la variété V calculés par M. Severi sont : 

le genre géométrique P, — pp,, le genre arithmétique 

P,—{(p — 1) p, + p, les caractères du système canonique 

Q, = 6(p—1)(o — 1), Q = 9(p — 1) (0 — 1) + 1, 

Qo = 5(p — 1) (© — 14) + 2(p — 1) p, + 2p — 3, et l'irré- 
gularité superficielle go = (Py — Pa) + P. 

La variété V possède un faisceau }F{ birationnellement iden- 

tique à C, de surfaces F identiques à F,, et une congruence }}Cf} 
identique à F, formée par des courbes C identiques à C,. Les 

surfaces F et les courbes C sont unisécantes. 

Dans la suite de ce travail, nous désignerons par [P] le système 

canonique de V et par [6,| le système canonique de F,. Une 

surface de V formée par les courbes C qui correspondent aux 
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points d’une courbe ®, sera désignée par @. On voit qu’une telle 
surface représente sans exception les couples de points de C, et 

d'une courbe 6,. De plus, nous utiliserons les notations suivantes, 

déjà employées par M. Severi : H, K, L étant trois surfaces de V, 

(H, K) désignera la courbe, intersection des surfaces H, K et 

[H, K] le genre de cette courbe, (H, K, L) le groupe de points 

et [H, K, L] le nombre de points communs aux trois sur- 

faces H, K, L. 

2. Considérons sur la surface F, un système linéaire [F,|, 
co 5 au moins, simple, irréductible et dépourvu de points de base. 

Une surface F qui représente (sans exception) les couples de 

points de la courbe C, et d’une courbe F, appartient à un 

système linéaire æ 5 au moins et dépourvu de points de base. 

On sait que la surface F possède deux faisceaux de courbes uni- 

sécantes, l’un formé de courbes C et l’autre de (FF), par consé- 
quent le système canonique de cette surface se compose d'un 

groupe de C canonique pour le faisceau et d’un groupe de (FF), 
canonique pour le faisceau de ces courbes. 

Si T, est une surface qui représente (sans exception) les 

couples de points de C, et d’une courbe adjointe à [F,|, la 
courbe (F,T) se compose de 2x — 2 courbes C, x étant le 

genre de F,. Done, si || est le système adjoint à |F|, on a, sur 

la surface F, 

IT’) = (2p — 2) (TF) + (TT,). 

Par un théorème «le M. Severi (*), on a 

l'=(2p —2)F+T,. 

Mais d'autre part, 

T'=T +» 

(*) SEVERI, Osservaziont varie di geometria sopra una superficie algebrica 
e sopra una varietà. (ATTI DEL R. ISTITUTO VENETO DI SC., LET. ET ARTI., 

1906, t. LXV.) 
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et, dans la congruence }}C{{, 

T,=Tr + ©. 

De ces trois formules on déduit 

= (2p — 2)F + ©. (1) 

Une surface canonique de la variété V s'obtient en réunissant 

à 2p — 2 surfaces formant un groupe canonique du faisceau }Ff, 

une surface engendrée par æ 1 courbes C formant une variété 

canonique de la congruence }}C{!. 

Tel est le théorème établi par M. Severi dans son Mémoire 

sur les variétés, cité plus haut. 

38. Remarquons que deux courbes de la congruence }}Cf{ ne 

peuvent avoir aucun point commun, car on peut toujours 

former un faisceau irrationnel de courbes C. On en conclut en 

premier lieu que le degré virtuel du système |[F]| est nul. En 

second lieu, deux surfaces F ont en commun "”, courbes C, 

m, étant le degré virtuel de [F,], par conséquent 

C1 = m,(p — 1) + 1. 

&. Considérons une correspondance k établie entre les points 

de la courbe C, et ceux de la surface F,. À un point a de C, 

correspondent les points d'une courbe A, de F,. Lorsque le 

point a décrit la courbe C,, la courbe A, varie dans un système 

continu }A,t de degré virtuel m. Inversement, à un point de F, 

correspondent uw points de C,. Nous dénoterons par x le genre 

de À,. Les points de V qui représentent des couples de points 

correspondants de b sont situés sur une surface A de degré 

virtuel n,, d'invariant de Castelnuovo-Enriques &, et dont la 

courbe caractéristique a le genre p,,. 

Chaque surface F rencontre la surface A suivant une courbe 
de genre x et chaque courbe C rencontre la même surface 

en pe points. 



5. On à identiquement 

[o + A,®, A] = [a&a] + [œ4], 

el 

[(b + A), A] = [o + 4, ®, A] + [&A?] + [A5], 

d’où 

[(& + A), A] = [&A] + 2[b4°] + [A]. (2) 

Les surfaces D + A découpent sur A le système canonique, 

done 

[td + A), A]—= 0, —1. | (3) 

D'autre part 

[æA*] TA 2p, = 2n,. [A*1 = Ne (4) 

La formule (1) donne successivement 

[&*A] —=(2p — 2)[roA] + [ov4], 

[FbA] — (2p —92)[FA] + [or], 

[oëa]=(2p —2)[ora] + [o*a], 
[& A] = 2(2p — 2)[6FA] + [ea]. 

Or 

[O*A] = fm —1), [OrA] = [A0] = 27 —2 — m 

Donc 

[A] = 2(2p — 2) (2x — 2 — m) + wo — 1), 

De la formule précédente et des formules (2), (3) et (4) on 
déduit 

&— 1 = 2(2p—2)(27—2—m)+ 2(9p,—2)—5n, + x(w—1). (5) 

On obtient ainsi une première liaison entre les caractères de 

la surface A. 
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6. De la formule (1) on déduit 

(bA) = (2p — 2) (FA) + (O4), 

ou 

[&A]T =[(2p — 2)F, A] + [OA] + (2p — 2)[AFO] —1. 

D'autre part, on a identiquement 

(® + A, A)=(#, À) + (AA), 

ou 

o,—= [PA] + p, + [AA] — 1. 

De là, 

&,—={|(2p —2)F, A]+[04]+p,+(2p—2)[AFO]+[4*r]—2,. (6) 

On a 

[(2p — 2)F, A] = (2p —2)x —(2p —2) + 1, 

[LAFO]— 27 —2—m, [A*®] = 2p, —2 — ©9n,. 

Moyenant ces trois égalités, la formule (6) devient 

&,—=[@84]+3(2p—2)(7—1)—m(2p—2)+3(p,—1)—IQn,. (3) 

Considérons la surface 6 qui représente les couples de points 

de C, et d'une courbe canonique 6, de F,. La correspondance À 

définit, entre C, et @,. une correspondance d'indices (x, 2x — 2 
— m). La courbe (OA) représente, sur cette surface O, les 

couples de points liés par cette correspondance, done on a (*) 

[OA] — 2 — [OA?] + Xp — 1)(2r —2— m) + Q(o — 1). 

En combinant les formules (5) et (7) avec cette dernière, on 
trouve 

[OA] = 2(p, — 1) — 2m(p — 1) — 2n, —1. 

(*) DE FRANCHIS, loc. cit. 
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Si la surface À appartient à un système continu, 1 au moins, 

on a [OGA?] > 0, d'où 

2(p,— 1) > 2m(p —1) + 2n, + 1. 

7. Désignons par 1, l'invariant de Zeuthen Segre de la 

variété V. Les surfaces F sont toutes birationnellement identiques 

à F,, par conséquent, aucune d'elles ne possède de singularités 

altérant les caractères invariants non communs à toutes ces 

surfaces. En appliquant une formule que j'ai établie récem- 

ment (*), on a 

1,= 2(p — 1) (1 + 4) + 6. 

D ant de Pannelli, 14, est donné par la formule (**) 

48P, — 54 — 21, — L,, 

d’où, comme P, = (p — 1) p, + p, 

L = (p—1)(24p, + 1 + 28). 

(*) Sur l’invariant de Zeuthen-Segre. (BUUL. DE L’ACAD. ROY. DE BELGIQUE. 

Classe des sciences, 1909.) 

(**) PANNELLI, Sopra un carattere di una varieta algebrica a tre dimen- 
sioni. (ATrI DEL IV CONGRESSO DEI MATEMATICI. Roma, 1908, t. II.) 
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ÉTUDE 

SUR LA 

TRANSFORMATION CRUCIALE 

ÉTENDUE A L'ESPACE 

L. — TRANSFORMATION D'UNE SURFACE. 

1. Les transformations dans le plan que nous avons appelées 

cruciale et sous-cruciale (*), peuvent être étendues à l’espace. 

À un point de vue M qui se projette sur les axes coordonnés 

en P, Q, R, faisons correspondre le plan PQR = y. Lorsque M 

parcourt une surface S, le plan x enveloppe une seconde surface 

que nous désignons par S,; le point de contact de u avec S,; 

sera représenté par M,. En appliquant la même transformation 

(M, ) à S4, on obtient une troisième surface S, ; Sa conduit par 

le même procédé à une surface S; et ainsi de suite (**). 
Inversement, à un plan donné & qui coupe les axes en P, Q, 

R, on peut faire correspondre le point M_; qui se projette sur 

(*) Voir Mathesis, octobre 1909. 

(**) Soient P’, (’, R' les projections de M sur les plans coordonnés. On 

pourrait faire correspondre au point M le plan P'Q'R’ = p'. Mais les plans 1 

et w’ étant parallèles et leurs distances à l’origine étant dans le rapport 
constant À : 2, il n’y a pas lieu d’étudier la transformation (M, x’). 
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les axes en P, Q, R. Lorsque y roule sur une surface donnée S, 

le point M_., parcourt une surface S_.. Celle-ci, étant soumise à 

la transformation (4, M_;), conduit à une surface S_., etc. 

2. Supposons la surface S donnée par les équations para- 
métriques 

x = (u, v), y = pi(u, v), z = s(u, ); 

el posons 

2! rx’ 
u‘ _u 

MEN 

: eZ, 
=— , 4 — 

| Fr Le 
A = XË + yy + z&. 

Si x, y, z sont les coordonnées de M et X, Y, Z les coor- 

données courantes, l'équation de y est 

NE CE 
DR ere lé (1) 
LA CM UE 

Pour avoir l'enveloppe de pu, nous dérivons (1) successive- 

ment par rapport à chacun des paramètres w, v; ce qui donne 

Des équations (1) et (2), on tire pour les coordonnées X,. Y1, 

Z;, de M, 

X, HT Fo %: — Den ’ Z, NT (3) 

8. Le plan tangent au point M de la surface S ayant pour 
équation 

EX— x) +y(Y —y)+8(Z -z)—=0, 



(5) 

les coordonnées X_,, V_.,, Z_, du point M_, sont 

À À À 
D LE Le (4) 

Des formules (5) et (4) on tire 

XX 4 — g”, LAN Er = UE AY PE —= z° (5) 

ou 

Donc entre les transformées successives d’une même surface S 

par les transformations (M, u), (x, M_;), on a les relations 

.. — = 

AT Ed #y"+" eng ri 

X. =" , ñ crc | Z, — , 

AS 7 2 

x X” } xd 
a Y_, — FETE LEP — 

LE En (5 y" as ee 

&. Si la surface S est donnée par l'équation F (x, y, z) = 0, 
pour obtenir l'enveloppe du plan x représenté par (1), on écrit 

que les équations 

Xdxr Yd Zd 
nl 7e = + —— 0, Fdx + Fidy + F'dz = 0 
X 

sont identiques, ce qui donne 



(6) 

Résolvons les équations (1) et (6) par rapport à X, Y, Z; les 

valeurs seront les coordonnées de M,. Done si l’on fait 

v—= XF, + YF, + 2F!, 

on à 

L'équation du plan tangent en M à S étant 

(X—x)F + (Y — y)F, + (Z— 2)F = 0, 

les coordonnées de M_. seront 

y # 4 y 

Bi et Yu Li 
y Zz 

De (7) et (8), on conclut de nouveau les relations (5). 

Pour les coordonnées de M, et M_,, on trouve 

x. re A ES Y. Fi J'EN" Z, ss 2" TER 

J" y" y" 

" J" " y" e y" 

= CTE "di À à ' rer, | po F) MR Cost AT 

5 Si lon prend pour S une surface de Lamé 

OÉCRHES 
les équations des transformées $,, et S_, seront 

m LU 

pe mn+i ”- Et 

DÉS DE (9) 

Ces nouvelles surfaces sont donc encore des surfaces de 

Lamé. 
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6. Examinons les cas plus simples de m=— 1 ou 2etn—1. 

a) Lorsqu'un point M parcourt le plan 

l'enveloppe du plan x qui passe par les projections de M sur les 

axes, a pour équation 

V2 Vie VE: 
Cette enveloppe est une surface du quatrième ordre. Si le 

plan a rencontre les axes coordonnés en F, G, H, la surface 

coupe les plans xy, yz, zx suivant des paraboles touchant les 

axes respectivement en F, G, H. 

b) Supposons qu’un plan x qui passe par un point fixe 

M (a, b, c) rencontre les axes coordonnés en P, Q, R. L’équation 

du lieu du point M_; se trouve par un raisonnement facile ; elle 

est 

a 
—+-+-—1 ou xyz — Zayz —0. 
 : 

Le lieu est donc une surface cubique qui passe par les axes 

coordonnés et est coupée par des plans parallèles aux plans 

coordonnés suivant des hyperboles dont les asymptotes sont 

parallèles à deux axes coordonnés. 

‘7. D’après les équations (9), l'enveloppe du plan qui passe 
par les projections d’un point de l’ellipsoïde 
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et le lieu d’un point qui se projette sur les axes aux points 

d'intersection de ces axes avec un plan tangent quelconque à 

l'ellipsoïde est représenté par 

— + —+ I à (10) 
z 

Cette équation représente une surface de sixième ordre qui 
passe par les axes coordonnés et dont les sections par les plans 

coordonnés sont des cruciales d’ellipses. Les plans tangents aux 

sommets de l'ellipsoïde sont des plans asymptotes. 

8. Les transformations précédentes en suggèrent d’autres. 

Par exemple, à un point M qui se projette sur les axes en P, 

Q, R, on fait correspondre l’ellipsoïde qui a pour centre O et 

pour sommets les points P, Q, R. Si le point M parcourt la 

surface S représentée par 

2 = pi(u, v), y —=gpalu,v), 2 = p;(u, v), 

l'ellipsoïde enveloppe une certaine surface. 

Appelons x, y, z les coordonnées de M et X, Y, Z les coor- 

données courantes. L'équation de l'ellipsoïde mobile est 

Anti oct 
ZI RES MEL PR à 1 
x? y” z! ( ) 

Le point de contact M, de cette surface avec son enveloppe 
vérifie les équations 

Le 2 2 

3 2 72 ? 

Te + pe entree Ve (15) 
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Si le point M parcourt la surface F (x, y, z) = 0, on expri- 
mera que les équations 

X° Y° 
de + dy + À dz = 0, 

Fdx + Fdy + Fidz = 0 

sont identiques, ce qui donne 

= me tt 
a — — 0 

Donc 

A ; x z 
En particulier, si le point M parcourt le plan — + ; +-—= 1! 

a C 
on trouve 

25 3 

XI=—, =, = 

et l’enveloppe de l’ellipsoïde a pour équation 

ERA a b c 

9. Semblablement, à un plan w qui coupe les axes en P, Q, 

R, on peut faire correspondre l’ellipsoïde qui a pour demi-axes 

OP, OQ, OR. Quand y roule sur une certaine surface, l’ellip- 
soïde enveloppe une surface dont les équations paramétriques 

sont 

ire ZÀ = Vie \/T VS (45) 
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Des formules (14) et (15), on déduit, par un système de pro- 

portions analogue à celui employé précédemment 

a2"+! En ù y ty —1 gr Hipin 1 
9 « 2 : 2 

X;, CA In 1 ? y, a NET 1e Z,, — nt ? 
À À À s 

| A?" —4 . a°"—1 = 2281 

LE trie nu n—3, n° Z, = On -3y2n 1 ue DEQ Cr“ 

[l. TRANSFORMATION DES COURBES GAUCHES. 

10. Nous pouvons étendre la transformation précédente aux 

courbes gauches. À un point M d'une courbe gauche K, faisons 

correspondre le plan j: passant par les projections de M sur les 

trois axes. Quand M se meut sur K, x enveloppe une dévelop- 

pable dont l’arête de rebroussement K, correspondra, par défini- 

tion, à K. En appliquant à K, la même transformation et ainsi de 

suite, on obtient une suite de courbes K, K,, Ko, .... Le plan x 
joue en chaque point de K, le rôle de plan osculateur. Si donc 
on donne K,, on obtiendra K en faisant correspondre aux plans 

osculateurs de K,, les points se projetant sur les axes aux points 

de rencontre de ces plans avec les trois axes; nous donnerons 

encore à cette transformation le nom de transformation cruciale; 

de même, en transformant K, on obtiendra de la même manière 

une courbe K__. dont on déduira une courbe K_, etc. 

11. Supposons la courbe K donnée par 

= pi(t), DE pa(t), z = ps(t), 

et cherchons les équations paramétriques de K, et K_.,. AM 
correspond le point de tangence M; de u avec K,. Six, y, 2 

sont les coordonnées de M, les coordonnées X,, Y4, X,, de M, 

seront données par les relations 
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où x', x/! .... désignent les dérivées w: (4), o7 (4)... 

Le à “be 14 RAt T4 4 
D'après les deux dernières équations, les quantités nr 23” y5° 75 

sont proportionnelles aux déterminants formés avec deux 

colonnes du tableau 

LE’ yy" 2.4 
x''x — 9y'? y'y és 2"? 27 — 92"? 

Posons 

LS TE 

/ ! {} h=— | x ænii. 

x’’ y” 21 

et appelons A, B, C, Ao, Bo, Co, les mineurs de h relatifs à la 

première et à la troisième ligne, de sorte que 

ce y'z" AE z!'y"!, À — yz/ is zy!, etc. 

Nous aurons 

À, FE? Le / | Fig pLAyz — 2A:y'z'], — P[Bzx — 2B,z'x], 

- (A) 
1 (AT 
À = e[Cæxy — 2Cx y 1 * 

Le facteur L résulte de 2 2 — 1 ; on trouve 
X 

pLZAa°yz — 25Ax°y'2"] = p[xyzh — 23 Asx°y'z] — 1. 

Le plan osculateur en M est donné par 

ZX —x)A— 0. (B) 

On en déduit immédiatement : 
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12. Considérons une surface S donnée par les équations 

x = plu, v), y = qa(u, d), z = ps(u, v). 

Les transformations cruciale et sous-cruciale appliquées à S, 

conduisent à deux surfaces S, et S_, représentées par 

a°Ë Æ z° 

X, —= —) A2 RE (A) 

À À à 

À À A 

Xi — — My = 5 Lu =-) | (B) 

ë y (4 

où Ë, n, &, À ont des significations connues. 

Soit K une courbe tracée sur la surface S. Nous pouvons 

envisager deux transformées cruciales de K : 

1° La transformée cruciale absolue de K, qui est le lieu des 

points qui se projettent sur les axes coordonnés aux points 

d’intersection de ces axes avec les plans osculateurs de K ; 

2° La transformée cruciale relative de K, qui est le lieu des 

points qui se projettent sur les axes coordonnés aux points 

de rencontre de ces axes avec les plans tangents menés à S le 

long de K. | 
De même, si l'on projette un point quelconque M de K sur 

les trois axes, on peut considérer deux transformées sous-cru- 

ciales : 

1° On cherche le point de contact du plan des projections 
dans la tranformée sous-cruciale de $ et l’on prend le lieu de ce 

point lorsque M parcourt K ; 

2 On cherche le point de contact du plan des projections 
lorsque M se déplace sur K. Nous dirons, dans le premier cas, 

que la transformation sous-eruciale est relative; dans le second 

cas, qu’elle est absolue. 
Supposons la courbe K donnée par les équations 

x = pi(u, v); y = pa(u, v); 3 — ps(u, v), 



(15 ) 

où l’on a attribué à v une valeur fixe v,, w restant variable. La 

transformée sous-cruciale absolue de K est donnée par les for- 
mules (A), où l’on pose 

v ayant la valeur v,. 

La transformée relative est donnée par les formules (A’), où 

l’on fait v — v,. De même, la transformée cruciale absolue de K 

est donnée par les formules (B); la transformée relative est 

donnée par (B/). 

Les transformées absolues n'emploient que les dérivées de 
O4» Po, 3 par rapport à w, tandis que les transformées relatives 

emploient les dérivées par rapport à w et à v. 

Exemple. — Transformée d’un cercle horizontal ayant pour 

équations 

Tous les plans PQR = p passent par le point de rencontre R 

du plan du cercle avec Oz et sont tangents à la transformée 

sous-cruciale de la projection horizontale du cercle sur le 

plan æy. 

On peut chercher la transformée relative en supposant le 

cercle sur la sphère x? + y? + z? — R?. On a alors, en posant 

An R 

R — 2h, a=+Rr(5)", fn um hoc, 
9 Kai -1 

(+ 
2 

les équations suivantes : 

2 2 

COLE QT = ae 
2 2 
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13. Les calculs relatifs à l'enveloppe des plans x qui corres- 

pondent aux points d'une courbe K et à l’arête de rebrousse- 

ment de cette surface, peuvent souvent se simplifier. En effet, 
l'équation du plan x étant 

X 
A—= — + - 

alu) ? 

Où æ = 4 (u), y = 99 (u), z—= 9; (u) sont les équations de K, 

u AÉ ITA 
remplaçons w par —. Nous pourrons considérer à volonté soit v 

v 

comme fixe et u comme variable, soit u comme fixe et v comme 

variable. Par suite, pour l'enveloppe de mu, on peut écrire 

da dx 

0, Gi 0, 
du dv 

et pour l’arête de rebroussement 

dx dx 0 da? 0 

RE 7 DT Er: 

u étant remplacé par — et les fonctions 4, 29, #- étant rendues 
v 

entières en uw et v. 

14. Supposons la courbe K définie par les équations 

F(x,y,2)=0, f(x y,z)= 0. 

L'enveloppe du plan L relative à la surface F — 0 s'obtient 

en écrivant 

x Xd 
1, 2 —0, Far 0) 

HA TX 

et en identifiant les deux dernières équations, de sorte que 

X Y Z {/ . K/. KF/ 
Pr Lo (1) 

x? 
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À cette dernière équation, il faut joindre 

On obtiendrait de même l'enveloppe du plan px relative à la 

surface f — 0. 

Pour avoir la transformée absolue de K, on élimine dx, dy, 

dz entre 

d 
EX 0. Pare 0, Yf.d7—0, 

H 4 

ce qui donne 

X Ÿ Z 
1° ÿ z° 

— 0, 2 

leo andhéqu'af: 

équation qui, combinée avec 27 — 1,F = 0, f = 0, donne, 

après élimination de x, y, z, l'enveloppe de a pour les points de 

K, c’est-à-dire la développable dont K, est l’arête de rebrous- 

sement et qui a pour génératrices rectilignes les tangentes à K4. 

RU LA X 
La tangente à K,, au point M,, a pour équations 2e. 1 

4 

et (2). L'équation (2) est vérifiée par les valeurs (1) de 

X Y Z 
D À Donc, la tangente passe par les points de contact du 

plan x lorsque M se meut sur K, mais est considérée successive- 

ment sur les surfaces F et f. Cette propriété subsiste quelles que 

soient les surfaces F — 0 et f— 0 choisies. Ce résultat nous 

sera utile dans la suite. 

15. Transformée d’une droite. — Considérons une droite d 

données par les coordonnées (x, Y1, 24), (%o, Yo, za), de deux 
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de ses points. Un point quelconque M de d a pour coordonnées 

AT + À AY1 + oo MZ + 2979 
a ——— ge © --df) EE Er 

où le rapport À: À est variable; on pourrait aussi considérer 

l'une des quantités À,, 2 comme fixe et l’autre comme variable. 

Le plan p qui passe par les projections de M sur les axes 

coordonnés a pour équation 

X 1 
= (1) 

Ta + Ado À + À 

Pour trouver l’enveloppe de x, on peut dériver (1) tour à 

tour par rapport à À, et par rapport à À, ce qui donne 

Xx, | XT» 

(Ads + A2) (A4 + A9) As + Lo) (A4 + h) 
(2) 

L'équation de l'enveloppe s'obtient en éliminant le rapport 
A : À entre les deux équations (2). 

On arrive plus facilement au résultat en mettant l'équation (1) 

sous forme entière et ordonnée par rapport à À4 et À9. ce qui 

donne 

MAS + SNA + 3SPAAS + QX — 0. (5) 

Dérivons maintenant par rapport à À, et 3 il vient 

MA? + 9NA,à4 + PA — 0, 

NA° + 2PA,X + QU — 0. (4) 

Des équations (4) on tire 

A6: 2,2 : À3 = (NQ — P°) : (PN — MQ) : (MP — N°); 

d'où l'équation cherchée 

(MQ — PN} — 4(NQ — P?) (MP — N°), 

qui représente une surface du quatrième ordre. 
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De l'équation (5), on conclut que par un point quelconque, il 

passe trois plans a; donc la surface est de la troisième classe. 

Pour trouver l'arête de rebroussement, on peut dériver les 

équations (2) par rapport à À, et À, ce qui donne 

D Xx° À XTITS | 

(Aix LE A2%2) (A s à NA err + }2Te) (à SE Te) 

X22 À 

> Qu + Ha p 77 (lu + 2) 

, On voit que les quantités 
à 

3 X Y Z 
En remplaçant X, Y,Z par TTT 

X — Ÿ Z T 
ECC GEL CNET NERERE 

Quads + 2%) (haYa + doYo) (174 + 29%) (li + da)? 

sont proportionnelles aux déterminants obtenus en supprimant 

successivement la première, la deuxième, la troisième, la qua- 

trième colonne du tableau rectangulaire 

2 2 2 

2 9 9 Le VE ma IL « 

Lo YiYe Z17e 1 

Les coordonnées homogènes sont donc de la forme 

QX — (aus + dote) as CY = (liYs + doYÿe) he; CZ = (131 + de2) hs 

cT 771 (Qu + 3) A 

La courbe est donc une cubique; les coordonnées de ses 

points sont égales aux cubes des coordonnées des points corres- 

pondants de K multipliés par des constantes. 

16. Considérons l’ensemble des plans tangents à une courbe 
gauche donnée K 



(18) 

Ces plans appartiennent à une congruence de plans; car chacun 

d’eux dépend de { et d'un second paramètre À, qui est, par 

exemple, le rapport des distances d’un point de ce plan au plan 
osculateur et au plan rectifiant qui passent par la même tan- 
gente de K. 

Le point qui correspond erucialement à un plan de la con- 

gruence dépend des mêmes paramètres ; donc il décrit une 
certaine surface Z. 

L'ordre de Z est le nombre de plans tangents à la fois à K et 

à deux surfaces du quatrième ordre. En effet, pour trouver le 

nombre de points communs à Ë et à une droite d, menons par d 

deux plans quelconques «, $; ces plans ont pour transformées 

sous-cruciales deux surfaces du quatrième ordre T et V. Un 

plan tangent commun à K, T, V est tel que le point qui lui cor- 

respond crucialement se trouve à la fois sur d et sur ZX. 

17. À une courbe gauche K correspondent une infinité de 
transformées sous-cruciales relatives et une seule transformée 

sous-cruciale absolue K, ; à un point M de K correspondent une 

infinité de points que nous savons être situés sur la tangente en M, 

à K,, M, désignant le point correspondant à M sur K,. Lorsque 

la tangente se déplace, elle engendre une développable et les 

points de cette tangente engendrent l'ensemble des transformées 

sous-cruciales relatives de K. On peut donc énoncer le théorème 

suivant : 

THÉORÈME. — La développable ayant pour aréte de rebrousse- 

ment la transformée sous-cruciale absolue K;,, d'une courbe 

gauche K, est l’enveloppe des transformées sous-cruciales des 

surfaces passant par K. Les lignes de tangence sont les trans- 

formées relatives de K. 

Réciproquement, considérons deux surfaces S et Z et suppo- 

sons qu'on puisse leur circonserire une développable A. Celle-ci 

a une transformée cruciale qui est une certaine courbe K. On 

vérifie facilement que K est la ligne d'intersection des surfaces 

S_1 et ©_,, correspondant crucialement à S et Z. 
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Si S est une surface développable, il n’y a qu'un nombre fini 

de plans tangents communs à S et 2. Comme la transformée 

cruciale de S est alors une courbe gauche K, il s'ensuit que les 
plans tangents communs correspondent aux points d'intersection 

de K avec Z_,. Si Ÿ a une équation de la forme 

“cn a 
nous avons établi que cette surface est la transformée sous-cru- 

ciale du plan 

Le nombre de plans tangents communs à la développable S et 

à la surface (A), donne l’ordre de la courbe correspondant cru- 

cialement à S. 

Qu'il nous soit permis, en terminant cette étude, de remercier 

M. le professeur Neuberg, des savants et judicieux conseils dont 

il a bien voulu accompagner la rédaction de notre modeste 
travail. 



dus sh 
% 

Re jy as QU 100 1. Il 

NTI" 

VER LA, 

' 

eut gundrams: 19e er de té TA 

Te At 

pe 

CA (} 1] pa on D 

AL LE LL ait x À 

ce tel 



SUR 

DEUX LIEUX GÉOMÉTRIQUES 
DE L'HYPERESPACE 

LA GÉOMÉTRIE DES FORMES BENATRES 

J. FAIRON 

REPETITEUR A L UNIVERSITÉ DE LIÉGE 



N 

Es 
LE : 

LR! | + 

4 ve e 

A7: “HU PACE 4 He 
À F 

f4 

DA UE LTARE d'A qi 
ll Li FEU {AN ft Ml l 

| 

AGMIAA TE 
à 

2 8 1] Heavy El PL ALuL/ L'2R 

| 



SUR 

DEUX LIEUX GÉOMÉTRIQUES 
DE L'HYPERESPACE 

ET 

LA GÉOMÉTRIE DES FORMES BINAIRES 

Le travail actuel a pour objet d'étudier dans les espaces à un 

nombre pair de dimensions 2n (n > 2) deux hypersurfaces, 

l’une du second ordre, l’autre d’ordre n + 1. | 
Nous faisons correspondre l'équation de la première à l'in- 

variant quadratique de la forme binaire d'ordre 2n. L’équation 

de la seconde se rapporte de même à l'invariant d'ordre n + 1 

qui, égalé à zéro, exprime la condition nécessaire pour que la 

forme considérée soit réductible à une somme de n puissances 

de degré 2n; cet invariant est le catalecticant de Sylvester. 
Nous indiquerons la génération de ces figures, leurs propriétés 

principales et leurs liaisons avec l'interprétation de certaines 

fonctions invariantes du système fondamental de la forme bi- 

paire ou du système simultané de plusieurs formes. 

Pour la simplicité, nous envisagerons la question quand 

n — 2, c'est-à-dire dans l'espace à quatre dimensions. Cepen- 
dant, lorsque cela est possible, nous donnerons au fur et à 
mesure une idée des propriétés dans le cas général. 

* 

*k _* 
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1. Les espaces à un nombre impair de dimensions 2n + 1, 

considérés au point de vue de la polarité, sont homogènes en 

tous leurs points (*) en ce sens que tout espace linéaire à 2n 

dimensions renferme son pôle, pris par rapport à la courbe 
normale d'ordre 2n + 1. 

Analytiquement, ce fait s'exprime par l'annulation identique 

d’un invariant qui constituerait la transvection d'ordre 2n + 1 

d’une forme binaire du mème ordre sur elle-même. 

Au contraire, les espaces à un nombre pair de dimensions 2n 

ne sont pas homogènes partout. Il n'y existe qu’une infinité 
\ 

d'ordre 2n — 1 de points satisfaisant à la condition d’être 

situés dans leur hyperplan polaire à 2n — 1 dimensions par 

rapport à la courbe normale d'ordre 2n. 

Nous envisageons ci-après le lieu de ces points. 

Soit la courbe normale C;, de l’espace à quatre dimensions, 
donnée par les équations paramétriques 

La Ze: Tnt = 1 AMI, ONE AT (4) 

X4 ; 
— étant le paramètre variable. 
Lo 

L'hyperplan polaire, c'est-à-dire l’espace linéaire à trois 

dimensions, polaires d'un point À quelconque de coordonnées 

Zi Ze T5 2 = A5: — ha; : 6 : — a, : a,, (2) 

pris par rapport à cette courbe, a pour équation 

QoZa + Gite + ts + Usts + Uits = 0. (5 

Cet espace, que nous désignerons par (a), rencontre la 

courbe C; aux points dont les paramètres sont les racines de la 

forme binaire 

(= a = axi + 4axir, + Ga,rixé + 4G:XXÉ + ai. (4) 

(*) FR. DERUYTS, Mémoire sur la théorie de l’involution et de l’homographie 

unicursale, Thèse IX, p. 197. (MÉMOIRES DE LA SOCIÉTÉ ROYALE DES SCIENCES 

DE LIÉGE, t. XVII, 2e série.) 
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Pour obtenir l’équation du lieu des points qui se trouvent 

dans leur espace polaire, il suffira d'éliminer les quantités 

&p> 4, ..-a, entre les relations (2) et (3). Nous obtenons ainsi 

12225 — 52224 + 23 = 0, (5) 

équation d’une hypersurface du second ordre que nous dési- 

gnons par So. 

L'hypersurface S, passe par la courbe C, tout entière. — Et 

ainsi, les espaces linéaires à trois dimensions qui rencontrent 

C, en quatre points coïncidents (hyperplans suroseulateurs à C,) 

ont pour pôle le point de contact. 

2. L'espace polaire du point A, pris relativement à l'hyper- 

surface S, , se représente par l'équation (5). 

Il en résulte que la courbe normale C,; et l’hypersurface S; 

ont, par rapport au point À de l’espace à quatre dimensions, le 

méme hyperplan polaire. 

Le covariant {, = af, s’interprète donc géométriquement au 

moyen de S, ; il se rapporte à l’hyperplan polaire d'un point A 

dont les coordonnées sont données par les coefficients de la 

forme pris avec des signes alternés, comme l'indiquent les 

rapports (2). Nous dirons que ce point correspond à la forme f,. 

Lorsque le point A est situé sur l’hypersurface S,, on à 

Cody re 4a;a; 5 5a = 0, (6) 

expression dont le premier membre est l'invariant quadra- 
tique (*) 

1=(/1, fs) 

de la forme biquadratique /,. 

Cette condition (6) étant réalisée, l’hyperplan répondant à la 
formule (3) est tangent à S, au point A. 

(*) Nous employons ici et dans la suite la notation de M. Gordan. 
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Réciproquement, un hyperplan, exprimé par la relation (3), 

est tangent à Sa si | — 0. 

Ainsi, l'égalité 1[— 0 est l’équation tangentielle de l’hyper- 

surface S,. Elle exprime que le point À est situé sur cette hyper- 

surface el en même lemps que ce point est dans son hyperplan 

polaire pris par rapport à S, ou à C;. 

Nous pourrions, à partir d'ici, étudier S, en nous servant soit 

de la formule (5), soit de la formule (6). Nous suivrons la 

méthode la plus ordinaire en utilisant l'équation ponctuelle. 

— Les quelques remarques qui précèdent sont générales. 

Dans tout espace à 2n dimensions existe une hypersurface S, à 

2n — 1 dimensions qui permet d'interpréter la forme binaire 

fon et son invariant [= (f9», fon)?". 

Lorsque n — 1, la conique ayant pour équations 

Zi oise tt) Vie des 

ou bien 

LziTs Sat rè —= 0, 

est à la fois la courbe €, et la variété S,. Il n'existe pas, dans 

l'espace à deux dimensions, de point qui appartienne à sa 

polaire en dehors de la courbe normale, 

Dans les espaces à un nombre pair de dimensions 2n (n > 1), 

non seulement les points de la courbe normale sont situés dans 

leur espace polaire. mais il existe une hyperquadrique S», 

passant par la courbe normale, dont tous les points jouissent de 

celte propriéle. 

La raison analytique de cette sorte d’anomalie semble être 

que l’invariant 1 de la forme quadratique f, = a;,, égalé à zéro, 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que ses 

racines soient égales entre elles. Cette propriété n'appartient 

plus à l'invariant 1, dans ie cas général, n étant supérieur à 

l'unité. 

— Eu égard aux propriétés des racines de l'équation f, — 0 

et à la signification de l'invariant I de la forme biquadratique, on 

peut ajouter que les espaces linéaires à trois dimensions, tan- 
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gents à S,, marquent sur la courbe C, des groupes équianhar- 

moniques de quatre points. 

3. Les hyperplans passant par le point A marquent sur la 

courbe C; les quaternes d'une involution biquadratique de 

troisième rang, 15, dont le point A est le point principal. 

Les éléments neutres de cette involution sont les groupes 

communs aux deux involutions cubiques correspondant aux 

équations 

A5010005 + 412010 + deÈdy + A3 = 0, | 
(7) 

40,090; + 22010» + a;26, + U, = 0, 

dans lesquelles les valeurs de 8 sont les paramètres de points de 

la courbe normale. 

Ces involutions cubiques ont pour éléments triples les racines 
des équations 

MEN 
OP 

Mais lorsque le point principal de l’involution I£ est sur S;, 
l'invariant I, qui est l’invariant quadratique simultané des deux 
formes dérivées ci-dessus, est nul. 

En général, nous pourrons donc exprimer le théorème sui- 
vant : 

Lorsque le point principal de l’involution 12_, est situé sur 
l'hypersurface S,, les éléments multiples d'ordre 2n — 1 de l’une 
des involutions 171 dérivées, forment un groupe de 2n — 1 
éléments de l’autre involution. 

De plus, comme 

EVENE 

on voit que l’hypersurface S, est le lieu des points principaux 
des involutions 15% _, telles que les éléments mulliples d'ordre 2n 
constituent un groupe de 2n éléments de l’involution. 

Ou bien encore, les espaces linéaires à 2n — 1 dimensions, 
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tangents à Sa, marquent sur Co, les éléments multiples d'ordre 

2n d'involutions 15%_,, éléments constituant un groupe ordi- 

naire de ces involutions. 

— Dans le cas de la forme biquadratique, l'involution cubique 

de premier rang, 1%, caractérisée par l'ensemble des rela- 
tions (7), donne lieu à une remarque qui semble intéressante. 

Recherchons Le lieu des plans trisécants à C; qui marquent, 

par leurs intersections, les images des ternes de cette involultion. 

Son équation s'obtient en éliminant les quantités @ entre 

les formules (7) et les suivantes qui représentent un plan 

trisécant 

| 22: CT 32220, + 22320408 ul 3240409205 — 0, (8) 

SEA un 22:26, + 32,20,0: — (| 2275440:0; ——= 0. 

C’est un déterminant du quatrième ordre qui, développé, 

donne la relation 

3(821Z5 — 523) (aa — ai) + C(621Z5 — ZaZs) (A0A3 — is) 

+ (162,25 — 2275) (aias — à) + (92274 — #25) (Guy — as) 

+ 6(62275 — 232) (Quas — das) + 5(82:23 — 325) (aa, — dé) = 0. 

Ce lieu est donc une hyperquadrique, À. 

Chacun des plans générateurs passe par le point A; car les 

coordonnées de ce point, substituées dans les équations (8), 

donnent les équations (7). 

Comme une involution 1% possède quatre ternes formés d'un 

élément double et d’un élément simple, l'hyperquadrique È, a 

quatre plans générateurs seulement tangents à C,. 

D'après son mode de génération, elle renferme une infinité 

de bisécantes à cette courbe; elle ne contient que quatre de ses 

tangentes. 
Représentons par X, le premier membre de l'équation précé- 

dente. On peut écrire 

2, = 52, + 4(aça; — 4a,a; + Sa) (122,75 — 32:74 + 7%), 
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expression dans laquelle 

2 = (82173 — 523) (ayas — ai) + 2(0217, — 222;) (Aya; — au) 

+ (1622 — 2225) (dd — dax) + (9222, — 4z$) (asus — ai) 

+ 2(02:2; — 232) (aa, — a,a;) + (82:75 — 527È) (usa, — di). 

L’hypersurface dont l’équation est Y; —0 est le lieu d’un 

plan rencontrant C, en un seul point, plan qui est l'intersection 

des éléments homologues de deux faisceaux homographiques 

d’hyperplans. 

En effet, considérons les hyperplans qui rencontrent C; 

respectivement suivant les ternes de points figurant sur cette 

d/4 fi courbe les racines des formes —, — et, en outre, simultané- 
dXy DL 

ment, au point variable de paramètre 0. 

Ces hyperplans se coupent suivant un plan qui passe par ce 

point. Îls ont pour équations 

(4uoZ, + 3012: + 20:73 + 325) — 0 (QuZe + 20423 + DQ274 + 4Qsts) = 0, 

(4a,z, + 337 D 2432; + U,Z4) = UE + DZ; = à 34374 + 45) = 0. 

L’élimination de 8 donne l’équation ZX = 0. 

Il résulte de la relation ci-dessous entre À, et Ÿ, que quand 

1 est nul, c’est-à-dire lorsque le point central de l’involution KE 

est sur So, l’hyperquadrique Y, est douée d’un double mode de 

génération planaire : plans trisécants à C,; plans rencontrant 

celte courbe en un seul point. 

Là ® L4 ù . 

En remplaçant les dérivées J par deux formes cubiques 
z 

quelconques +; et ®;, on généralise la notion des surfaces X, 

et 2°. La relation qui lie leurs équations est alors 

2 = 52, + h(ps, ps) (122175 — 52074 + 25). 

— Dans les cas où les invariants [ et (®:, #:;)$ sont nuls, 

l’hyperquadrique rencontrée ici présente beaucoup d’analogie 

avec les hyperboloïdes réglés inscrits à une cubique gauche. Ces 
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quadriques possèdent un système de génératrices bisécantes à la 
courbe qui marquent sur celle-ci les couples d’une involution 

quadratique 1%; l’autre système de génératrices est formé de 

droites qui s'appuient simplement sur la courbe support. 

4. Tout point de la bisécante unissant, sur C;, les points de 

paramètres 8, et @,, a des coordonnées de la forme 

Zi Z9 23 2 Z5 
ee ————————… Te 0 = EE —— 

6 + k0$ A4(6$ + ke)  G( + 0)  4(0, + ko) 1+k 

En les substituant dans le premier membre de l'équation 

ponctuelle de $, on a, réductions faites, 

k(e, — 0,}/, 

expression qui n'est pas nulle. Donc, aucune bisécante n’est 

génératrice de $,. 

Si la droite devient tangente au point de paramètre 68, — &, 

elle appartient à l'hypersurface. 

Réciproquement, toute tangente à C, est génératrice de S, . 

En effet, la tangente au point de paramètre 9 a pour équations 

6z, — 32,9 + 20° — 0, 

529 — 4730 + 320° — 0, 

Zz — 9240 + 6z,9° = 0. 

De ces relations, on déduit : 

6) 5) 
— (37e — 7,9 Zs— — (Zoe + 20°), 2 —— (32,6 — z). rh. 2 16°), 2e 19°) 5 sx | 4 d) 

En substituant ces valeurs dans l'équation de S,, le résultat 

(37e — 250) (3742 — 22) — 162270 + 522 + 2,5) — 0 

doit fournir les coordonnées z,, z, des points d’intérsection. 
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Cette dernière équation étant identiquement nulle, la tangente 

est tout entière sur l’hypersurface So. 

5. Soient deux points A et B définis par les coordonnées 

Zi: Ta: 252 2 7 — Qi: — 4, : 6a, : — Aa, : u,, C (9) 

Z! La: 25 2 2 = ds : — 4h, : 6h, : — 4b, : b,, | 

et correspondant respectivement aux formes /,= 4%, /; = b;: 

Tout point de la droite qui les unit répond aux formules 

LA OS TER ARR ATP ASPANNE RENE LT 
a+kb, —A4(as+kb;) 6(a+kb\ — 4(a+kh,) a,+kb, 

La condition pour qu'il se trouve surS, s'obtient, de même 

que ci-dessus, en substituant ces valeurs dans l'équation (5). 

On trouve 
(aa) + E(ab) + k*(bb) — 0, (11) 

expression dans laquelle (aa) et (bb) sont les invariants quadra- 

tiques de f, et /; et (ab) l’invariant simultané 

(fa 'Hy = UD SE % 4a:b, + 6a,b, TER 4a,b; + God: 

La discussion de l'équation (11) nous fournira de nouveaux 

systèmes de génératrices Sa. 

— 1° Les racines de cette équation sont indéterminées et Îa 

droite AB est située sur l'hypersurface, si l'on a simultanément 

(aa) —0!} n(bb} ="0,) ab) — 0" 

Les deux premières relations ont une signification connue: 

la troisième, symétrique par rapport à f, et /;, exprime que 

l’hyperplan (a) passe par le point B et que le point A se trouve 
en même temps dans l’hyperplan (b). 

Donc, toute droite unissant deux points À et B de l’hyper- 

surface S, est une génératrice de celle-ci lorsque ces points 

appartiennent au même espace lineaire à trois dimensions (a). 
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Ces conditions sont réalisées en particulier par les tangentes 
à C,. Elles le sont encore si, le point À étant sur S,, le point B 

fait partie de la surface d'intersection de S, et de l'hyperplan 

tangent en À. 

La propriété analogue se rencontre dans les quadriques 

réglées : une droite est génératrice de la surface lorsqu'elle est 
l'intersection de deux plans tangents en deux points de cette 

droite. 
— 2 Le cas particulier le plus intéressant à signaler est celui 

où le point B est un point de C;, de paramètre . = ÿ- Par 

exemple. Le point mobile sur AB a alors pour coordonnées 

ag —k3, —h{(a;+kf), G(as—k#), —4k(a+ks), a, —k; (12) 

l'invariant (bb) est identiquement nul et la relation (11) s’écrit 

(aa) — ka, + ka, + Gu,Ë + 4a:8 + ai) = 0. 

On en déduit : l’hypersurface Sa renferme la droite AB 

joignant un point À de cette hypersurface au point de C; qui est 

l’image de l’une des racines de la forme biquadratique corres- 

pondant au point A. 

Par tout point de S, passent quatre droites analogues à AB, 

s'appuyant sur C;. — Si les racines de f, sont réelles et inégales, 

les quatre droites sont distinctes. 

Le lecteur aperçoit immédiatement les conclusions qu'il y 

aurait à tirer de cette remarque suivant la nature des racines de 

l'équation f, = 0 et l'hypothèse | — 0. 

= Dans les conditions actuelles, l’espace linéaire (a) passe par le 

point À et les quatre points considérés sur C,; il renferme donc 

les quatres droites trouvées. Ces droites ne sont pas, en général, 

tangentes à C;; car, par un point de l’espace à quatre dimeusions, 

il ne peut passer qu'une tangente à C;, quand il y en a une. 

— 5° Ces droiles forment l'intersection de l’espace (a) et de 
plans menés nar À tangentiellement à C,. 

Le plan qui passe par A et qui est bisécant à C, aux points de 
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paramètres @ et 0’ a des équations qui résultent de la matrice 

Z: Za 33 CALE | 

a; —4a; 64 —4a a 

8 48 (65 43 1 

g'8 495 66° #6 1 

par la suppression, par exemple, de la cinquième, puis de la 

première colonne. 

Si l’on pose ensuite 0 — 8’ dans les résultats obtenus, on a les 

équations du plan tangent considéré; ce sont : 

A9zi (as + 20,0 + a0°) + 5za(04 — 3420 — 24,6?) 

— 27,(20,8 + 3a36 — a,6!) + 5z,(a,6 + 2a,6 + a) — 0, 

5z(as + 24,0 + 0) + 2z;(as — 34,8 — 2a,é°) 

— 32,(2a:6 + 3a29° — a,6*) + 127,(a,0° + 24,65 + 6‘) — 0. 

Ces équations sont vérifiées, quel que soit #, si l’on y substitue 

les valeurs (12) aux variables. 

Donc, l’hypersurface S3 est le lieu des droites d’intersection 

des hyperplans tangents à S, et de plans menés par le point de 

contact tangentiellement à C; aux points où les hyperplans 

coupent la courbe normale. 

Ces drotles sont aussi contenues dans les hyperplans suroscu- 

lateurs ayant leur surosculation au point de paramètre 0 de la 

courbe. 

On obtient facilement l'équation de l'hyperplan surosculateur 

à C4 

Zy — 200 + 256 — 2,07 + 239 — (); 

et cette équation est aussi rendue identique par les valeurs (12), 

dans les hypothèses où nous nous sommes placé. 

Les deux vérifications précédentes pourraient se faire encore 

en constatant tout simplement que le plan tangent ou l’espace 

surosculateur au point de paramètre 0 contiennent le point A. 
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6 La droite AB sera tangente à S, si l’on a 

#(aa) (bb) — (abÿ = 0, (15) 

condition qui est en particulier réalisée quand on pose, par 
exemple, 

(aa}== 0, . (ab) —0. 

Donc, toute droite joignant un point A de S, à un point B 

quelconque de l’espace à trois dimensions, langent en À a S, est 

tangente à l’hypersurface. 

Ce résultat est évident. 

Lorsque (aa) — 0, le lieu des tangentes au point A de 

l'hypersurface SJ s'obtiendra en éliminant, de la relation 

(ab) — 0, les quantités b qui représentent un point variable de 

la tangente. L'élimination peut se faire immédiatement en 

remplaçant les b par les z, au moyen de la secondé des 

expressions (9). On trouve ainsi l'équation de l’espace linéaire 

à trois dimensions, tangent en A à S, C'est-à-dire la for- 

mule (3). 

Quand le point À est quelconque, si, dans la relation (15), 

on fait la même substitution, on a l'équation 

(aa) (12325 — 5202, + 25) — (071 + Gite + ets + Q574 + 35) = 0, 

qui représente l'hypercône du sommet À circonscrit à So. 

— La relation (11) se ramène à 

(aa) + k* (bb) = 0, 

lorsque l’on pose (ab) = 0, c'est-à-dire quand on suppose le 

point B dans l'hyperplan polaire de A. 

Donc, toute droite qui unit le point À à un point quelconque 

de son hyperplan polaire est divisée harmoniquement par 

l’hypersurface So. 

C'est là, du reste, une propriété générale des hyperqua- 

driques. En voici, en passant, une autre qui s’établit facilement. 
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L'équation 

(a, + hb,)z, + (a, + kb,)z2 + (as + Kb:\zs + (as + kb:)z, 

+ (a, + kb,)zs === 0 

représente un hyperplan (h) passant par le plan commun aux 

hyperplans (a) et (b). 

Si l'on donne ici au paramètre # les valeurs qui vérifient la 

relation (11), l'hyperplan (h) a son pôle sur $ et est tangent à 

l’hypersurface. 
Donc, par un espace quelconque à deux dimensions passent 

seulement deux espaces linéaires à trois dimensions langents 

à So . « 

Ou bien, par un plan de l’espace à quatre dimensions passent 

seulement deux hyperplans contenant leur pôle. 

— Les résultats précédents (numéros 4, 5 et 6) s'étendent 

facilement à l'hypersurface S, qui correspond, dans l'espace 
à 2n dimensions, à l’invariant (/o», fan)?”. 

Ainsi, on a entre autres : l’hypersurface Sa porte l'ensemble 

des tangentes à la courbe normale C»,; elle porte aussi l'ensemble 

des drotles qui unissent un quelconque de ses points aux points 

qui, sur Con, sont les images des racines de la forme binaire fon 

correspondant au point choisi. 

7. Trois points, A, B, C, qui se rapportent respectivement 

aux formes /;, /,, f4, déterminent un plan P de l’espace à 
quatre dimensions. 

Un point de ce plan a pour coordonnées 

Z = Al + ViXe + ils, 

Ze = — h(asxs + b:x + Css), 

Z3— O(axs + biXe + C2T3), (14) 

Zi = — Y(ax, + bite + GX), \ 

Fe — doXi + 0e + Cols, | 

et il se déplace dans le plan si x, x2, #3 varient. Ces quantités 

peuvent être prises comme coordonnées courantes, 
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Les valeurs de x,, xe, x; Correspondant aux points communs 

au plan P et à l’hypersurface $ satisfont à l'équation obtenue 
en substituant les valeurs (14) daus l'équation (5). On trouve 

(aoTs + Dole + CoXs) (44 + Date + C5) 

— ax, + dires + Cits) (ax + baXe + Csr3) 

+ 3(4:X + DT: —+ Cl) — 0, 

expression que nous pourrons prendre pour équation de la 

conique K2 d’intersection et qui s'écrit, avec les notations du 
numéro 5, 

(aa)xf + (bb)x$ + (cc)23 + (ab)xixs + (bc)xoxs + (ac)xxs — 0. (15) 

On voit immédiatement que la conique K, est circonserite au 

triangle de référence ABC si l’on a 

(au) = (bb) = (cc) = 0, 

c’est-à-dire si les points A, B, C sont pris sur l’hypersurface So. 

— Le disceriminant de la conique K, est 

2( (ab) (ac) 

(ab) 2(bb) (bc) 

(ac) (bc)  2(cc) 

=) & 
sr 

Il est nul, entre autres : 1° si 

(aa) = (ab) — (bb) = 0; 

ces conditions marquent que le plan AB C passe par la droite Ab 

rencontrée au numéro 5, 1°; la conique K, est composée de 

cette droite et de celle qui a pour équation 

(ac)x, + (bc)x, + (cc)x; = 0; 

ici done, le plan ABC est tangent à $, en un point de AB; 
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Do si 

(aa) — (ab) — (ac); 

alors les points B et C sont pris dans l'hyperplan (a) tangent 

à S, au point À; les droites d'intersection ont pour équations 

(bb}xà + (cc)x + (bc)xexs — 0, 

formule qui doit se décomposer en deux facteurs du premier 
degré, distincts, égaux ou imaginaires. 

Lorsque les points B et C varient, l'ensemble des droites 

obtenues constitue une gerbe de sommet A; si l’on prend ces 

points en particulier aux intersections de (a) et de C;, on 
retrouve les droites mentionnées au numéro 5, 2. 

Ici, le plan ABC est tangent à S en A. 

— Pour que l'équation (15) soit identique et que le plan P 

appartienne à l’hypersurface So, il faut et il suffit que l’on ait 

simultanément 

(aa) — (bb) = (cc) = 0, 
(ab) = (be) = (ca) = 0, 

c'est-à-dire que, les points A, B et C étant sur S,, ils se trouvent 

en outre, tous ensemble, dans les hyperplans (a), (b) et (c). 
Done, lorsque trois hyperplans tangents à S; ont en commun 

le plan qui joint leurs points de contact, ce plan est tout entier 

sur So. 

8. Supposons actuellement que l'un des points, C, par 
exemple, soit pris sur la courbe normale C, et y ait pour para- 

mètre 9. Dans ce cas 

(ac) = a,8° + Las + Gas” + La: + a, = (at), 

(be) = (be). 

Les points A et B étant sur S9, la relation (15) s'écrit : 

(ab}xixs + (aë)xixs + (b0)x:%3 —= 0. 
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. . Q 4 
On voit de nouveau que, si 0 est racine de f, = a, = 0, la 

formule précédente se réduit à 

x[(ab)x, + (b6)xe] = 0; 

elle donne une des quatre droites rencontrées déjà aux numé- 
ros D et 7. 

— Le cas où le plan ABC est trisécant à C, mérite une 

mention spéciale; il rencontre toujours S, suivant une conique 

propre. Si l'on prend A,B et C sur la courbe C,, aux points de 
paramètres @,, , 8;, on voit facilement que l'équation (15) prend 
la forme : 

(0, — 0)xixe + (03 — 05) dors + (63 — 0,)xsXs = 0. 

La conique est circonscrite au triangle ABC. 

Son diseriminant est 

2(0, — 02) (02 — 03) (05 — 03); 

il est donc proportionnel au carré du diseriminant de la forme 

cubique binaire qui aurait pour racines les quantités 9,, @ et 63. 

— Si le plan ABC est tangent au point 0, —=% et sécant au 

point 6,, la conique se décompose; l’une des droites est la tan- 

gente en 0,; la seconde ne peut être la bisécante joignant 
les points 0, et @;, ainsi que cela résulte d’une remarque faite 
ci-dessus (n° 4). 

Quand 8, =@ = 63, le plan est osculateur à C;; l'équation 

de la conique devenant identique, il semblerait que le plan ABC 

tout entier appartienne à S2. Cependant il est facile de montrer 

qu'un plan osculateur coupe S2 suivant deux droites coincidentes, 

autrement dit ce plan est tangent à Sa tout le long d’une droite, 

tangente elle-même à la courbe normale. 

En effet, le plan osculateur au point de paramètre 8 a pour 

équations : 

AZ, — 52,0 + 22350 — 2,65 — 0, 
16 

Zo — 2250 + 52,0 — 42,0 — 0, (8) 
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On tire de là 

1 
Ze —= y (524 + 236 — z,6!), 

(7) 
Na Zi + 20° + 3236 }s 

et ces valeurs, substituées dans l’équation de S$,, donnent, tous 

caleuls faits : 

(52, — 230 + 5238!) — 0. 

Cette dernière formule est une des équations de la tangente 

à C,; au point de paramètre 0; elle vérifie l'énoncé précédent. 

9. Les sections de l'hypersurface S2 par des hyperplans 

donnent des quadriques : S est le lieu de ces quadriques. 

Tout point d’un espace linéaire à trois dimensions (x) est 

déterminé par les formules 

AT dl + bio + CXs + dits, 

Ze = — (ax, + bite + Css + dx), 

zs— Gars + bite + CoXz + dat4), (18) 

za = — (ax, + bite + Cits + dits) 

Z3 = aoX + Vote + CoXs + dos 

les quantités (as, — 4a;, Gao, — 4a;, a), ..…, servant à définir 

les points À, B, C et D de cet espace qui correspondent aux 

formes f,, f:, f: etfi”. 

L'équation pouvant représenter la quadrique Q d’intersection 

s'obtiendra en substituant les expressions précédentes dans 

l'équation de S2. On trouve ainsi, en abrégé, 

Z(aa)xi + Z(ab)xixe — 0. (19) 

Annuler simultanément les coefficients de cette équation, 

c'est établir les conditions pour que l’espace (x) soit situé tout 

entier sur S2; c’est donc marquer que S se réduit à deux 
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hyperplans, et que, la courbe normale, qui est sur S, appartient 
simultanément à deux espaces linéaires à trois dimensions et est 

par conséquent plane; ou bien qu'elle est dans un espace à 
trois dimensions et est, au plus, gauche. 

D'un autre côté, l'espace (x) rencontre la courbe C, en 

quatre points dont les paramètres sont racines de la forme 

biquadratique binaire déduite de l'équation (10) en remplaçant 

les variables 2%, z9,...24 par af, x°xo,...x$. Annuler les 

coefficients serait done exprimer encore que la courbe C, tout 

entière est sur Qo. 

= Enfin, si, procédant comme on fait pour les quadriques, on 

cherche le diseriminant de S, on trouve le nombre absolu 96 : 

d’ailleurs, décomposer l'équation Sa — 0 reviendrait à décom- 

poser l’équation tangentielle 1 — 0, 

L’hypersurface S4 n’est donc jamais réductible à deux hyper- 

plans. 

— La quadrique Q, est toujours circonscrite au tétraèdre 

dont les sommets sont ses intersections avec C,; si l’on choisit 

les points A, B, C, D sur S,, elle est encore circonscrite au 

tétraèdre ABCD de référence. Son équation se ramène alors à 

la forme 

(ab)r,xs + (ac)rixs+(ad)x;xr,+(bc)xsxs+(bd)xex, +(cd)xex; =0. (20) 

L'étude simultanée des deux tétraèdres considérés sort de 

notre cadre. 

— Parmi les quadriques Qo, il en est un nombre infini de 

réglées. Car, si un plan passe par une des génératrices recti- 

lignes (g) de So, il coupe l'hypersuriace suivant une seconde 

droite. Ce plan, en tournant autour de (g), donne les généra- 

trices d'un mode d'une quadrique réglée inscrite à S2 pourvu 
qu'il reste constamment dans un espace à trois dimensions 

renfermant (g). 

En particulier, la quadrique correspondant à l’équation (20) 

est réglée si l’un de ses coefficients, (ab) par exemple, est nul; 

cela arrivera si le point B est choisi dans l’espace (a) tangent 

en À à So. 
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Car si nous coupons la quadrique par le plan ABC, repré- 

senté par l'équation x; — 0 et contenu dans l’espace‘ (x), nous 
obtenous 

xs[(ac)x, + (bc)x:| = 0, 

c’est-à-dire deux droites; la quadrique qui les porte est donc 

réglée. 
Dans ce cas, le discriminant de la quadrique est le carré de 

l'expression 
(ac) (bd) — (ad) (bc), 

et la quadrique sera un cône si les invariants satisfont à la 
condition | 

(ac) (bc) 

(ad) (bd) 

— Le diseriminant de la quadrique (19) est nul si l'on à 

(aa) = (ab) = (ac) — (ad) — 0, 

c'est-à-dire si le plan BCD est contenu dans l’hyperplan tangent 

en À à S,. Cette hypothèse est réalisée en particulier quand les 

points B, C, D, situés sur la courbe normale, y ont pour para- 

mètres trois racines de la forme biquadratique f, = 0. 

La quadrique répondant à ces conditions est done un cône 

de sommet A. 

Il est encore nul, si l’on a 

(au) = (bb) = (cc) = 0, 
(ab) = (ac) = (ad) = 0, 

c'est-à-dire (numéro 7) si le plan ABC est tout entier sur S. Il 

est clair que ces conditions expriment que la quadrique se 

décompose en deux plans. 

10. Tout hyperplan (a) est quadrisécant à C;. En prenant 

ses quatre points d’intersection, de paramètres 04, 0, 03, 0, 
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pour sommets du tétraèdre de référence, l'équation de la qua- 
drique peut s'écrire sous forme abrégée 

2 (8, — 8) xiGe = 0. (21) 

Le discriminant est 

0 (4, — 82) (é, — CA y (CA — 9.) 

PP nd 
_ [(a—a&) (8 — 8) 0 (63 — 6) 

(8, Fe 8)" (de — 85) EE 65; 0 

S'il est nul, la quadrique est un cône. C’est ce qui a lieu 
quand l'hyperplan (a) est tangent à So. 

Car alors les droites joignant Île point A aux quatre points 

d'intersection sur la courbe normale appartiennent à l’espace (a) 

et à So (numéro 5, 2°); la quadrique, qui renferme ces droites, 

est un cône de sommet À. 

Ainsi, tout hyperplan tangent à l’hypersurface Sa rencontre 

celle-ci suivant un cône du second ordre ayant le point de contact 

pour sommet. | 

Cette circonstance se présente quand l'invariant Ï de a est 
nul. Il en résulte que le diseriminant A contient { comme 

facteur. 

Pour le faire apparaitre et exprimer A en fonction des inva- 

riants de 4%, posons 

(di “Ai 65) (d FE 64) 

(4 — 8) (8: — 4) — a, 

(8 — 64) (8 — 8) — c. 

On obtient 

Aa + D + c} — 6(afb + bict + cit). 

Les relations suivantes sont bien connues : 

241 
= & + b° + 6°, 

d 

121 
— = — (ub + be + ca). 
d 

(22) 
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Cette dernière se déduit de l'identité 

a+b+c=0, (23) 

qui donne 
& + D + © — — (ab + bc + ca). 

Au moyen des relations (22) et (25), on voit facilement que 

288 I 
A 

a 

5 

[etre — 14% =. 
a 

0 (] 

L'expression a*b?c?, produit des carrés des différences des 

racines de 4%, est le discriminant de cette forme. On a done 

définitivement 

288 I 144 1 
= 5 — 97 F — ; 

a a, 

J étant l'invariant cubique de a. 

11. Les propriétés qui précèdent (numéros 7 à 10) s’éten- 

dent facilement aux espaces à 2n dimensions {n > 2). 

Les équations (15) et (19) représentent toujours respective- 

ment la conique et la quadrique d’intersection du plan ABC ou 

de l’espace à trois dimensions ABCD avec l’hypersurface So 
généralisée. Les coefficients sont, dans ce cas, 

(aa) = (fsb), (ab) = (fans fa). 

Lorsque n > 2, on peut examiner en outre les intersections de 

S9 avec les espaces linéaires à p dimensions (3 < p£ 2n — 1); 
on aurait alors à étudier des hyperquadriques exprimées par des 

équations analogues aux formules (15) et (19), à 2n variables x 
au plus. 

* 
x * 

12. Les tangentes à la courbe C,, en nombre simplement 
infini, constituent une surface. Les équations de celle-ci 
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s'obtiennent en éliminant le paramètre @ du point de contact 
entre les équations d’une telle droite, qui sont : 

6z, Zoe 3220 + z:0° — 0, 

32: — 4150 + Su — 0, 

Z3 — 9210 5 > 62,5 = 0. 

Le lieu des tangentes est représenté analytiquement par deux 
des trois équations 

(821Z: = 322) (9z:z4 — 4z3) —— 3 (6212, ZE 2275) —= 0, 

D (Gzezs — 2525) (6124 — 2275) — (562123 — 23) — 0, (24) 

(82575 — 524) (92274 — 425) — 3 (6222; — 2324) — 0, 

que nous allons remplacer par d’autres plus simples, équi- 

valentes. 

En posant 

(S:) = 12217, — 52224 + 75, 

(S:)= 7221252, + 92,7, — 225 — 077,7 — Ir, 

les équations (24) s'écrivent 

4z,(S3) — 5(82:73 — 322) (S2) — 0, 

2z:(S:) — 3(5621z; — 25) (Se) — 0, 

4z3(Ss) — 3(825z5 — 524) (Se) — 0. 

On voit que le lieu des tangentes a pour équations : 

(S2) ++ 0, (S3) = (. 

L'hypersurface (S3) = 0 vient d'être étudiée. Nous sommes 
ici amené à considérer une nouvelle hypersurface S;, du 

troisième ordre, dont l'équation est 

TQzitsts + Vrotst, — Dr — 072,25 — I7zias = 0. (25) 

L’hypersurface S,; est le lieu de la double infinité des bisécantes 
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de la courbe normale C,; elle a comme génératrices limites les 

tangentes à C;. 

En effet, les équations de la bisécante unissant les points de 

paramètres 0, et 4 sont 

ON NTE MER CT 

6 4% 6 44 141 | = 0. 

6 AG 6 4% 1 

En prenant pour ces équations les déterminants formés avec 

les lignes verticales de rangs 1, 2, 5; 2, 3, 4; 3, 4, 5 de cette 

matrice, on a 

122, = 322 (04 + 0,) + 2730102 = 0, 

DZ Ge 223 (0 + 0) + 3240402 = 0, (26) 

22: ec SAUT + 0) + | 2750402 — 0. 

L'élimination de 9, et & donne l’équation 

12% 82 2% 

22 22 32, = 0, 

22: 97 137% 

qui est la formule (25). Il existe une double infinité de généra- 
trices bisécantes correspondant à toutes les valeurs de 8, et 6. 

Toute tangente se trouve simultanément sur S et S;; l’en- 

semble des équations de ces hypersurfaces représente donc le 

lieu de ces droites et est équivalent au système (24). 

13. D'ordinaire, par un point A (formule 2) de l'espace à 

quatre dimensions, ne passe aueune bisécante à C,. 
La conditions pour qu'il en passe une est que les relations 

0010 + ay(8 + 04) + UP == 0, 

10102 + CAUA + Pa) + dx —= 0, (27) 

a:0403 + A3(8 + 6) + a = 0, 
/ 

déduites des équations (26) par la substitution aux variables des 
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coordonnées du point À, soient compatibles. Autrement dit, il 

faut et il suffit que l'on ait 

a A 

dy do d; — 0. 

le As 

Le premier membre de cette égalité est l’invariant cubique J 
de la forme f, relative au point A. 

Donc, la condition J — 0 exprime que, par le point À corres- 

pondant à la forme f,, passe une bisécante de la courbe C,. 

De plus, cette condition marque visiblement que le point A 

est sur S;,; donc, l’hypersurface S; est le lieu des points de 

l'espace à quatre dimensions par lesquels passe une bisécante a la 

courbe normale de cel espace. 

Pour un tel point A, il n'existe qu’une seule bisécante. Car, 

la condition J — 0 étant satisfaite, les expressions (27) ne four- 
nissent qu’un système de valeurs pour & et 6o. 

Par conséquent, deux bisécantes génératrices de S; ne peuvent 

se rencontrer à moins que ce ne soil sur la courbe C;. 

— Afin d'obtenir, sous une forme régulière, les équations 
de la bisécante passant par le point À, tirons les valeurs de 8, 6 

et 0, + & respectivement des deux premières équations (26), 

de la première et de la dernière, des deux dernières et substituons 

dans les formules (27). Nous aurons 

192, (ao002 — 07) + 37o(d903 — do) + 275(Ma3 — &)—=0,) . 

322 (doû3 — Aile) + 2Zs(uol; — 0) + 3z,(aa, — a,a;) — 0, (28) 

2zs(a4a; — à) + 32;(iû, — dods) + 127,(aa, — à) — 0; 

ou, sous forme de déterminants, 

a, d Ua a, di a 

dy Ua UE 0, 52 —2% 00 

273 — 322 122, da üz a, 

197, —5z 2z 

d, TA a3 | — 0 
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Ces formules sont vérifiées pour les coordonnées du point A, 

si J — 0. 
— On sait que l’invariant J, égalé à zéro, exprime la condi- 

tion pour que les images des racines de la forme /, constituent 

un groupe harmonique. 

Ainsi, l’hypersurface S; est le lieu des points de l’espace à 

quatre dimensions tels que leurs hyperplans polaires, pris par 

rapport à C;, marquent sur celle courbe une division harmo- 

nique. 

14. L'équation de l'espace linéaire à trois dimensions (a/), 

polaire du point À par rapport à l’hypersurface S;, est 

6Zi(aças — ai) + 52:(d043 — Aile) + Zs(aod, + 2443 — 54) 
29 

+ 32,(a4a; — as) + 62,(a204 — di) = 0. 29) 

Si l'on y fait la substitution marquée par les formules (1), 
pour trouver ses points de rencontre avee la courbe normale, on 

obtient l'équation 

(/3 (4) 5 0, 

dont le premier membre est le hessien H, de la biquadratique 

h = 
Ce résultat, combiné avec un autre obtenu précédemment, 

donne l'énoncé : les hypersurfaces So et Sx permettent d'obtenir 

sur C, les images des racines de la forme biquadratique f; et de 

son hessien au moyen des hyperplans polaires du même point A 

pris par rapport à ces hypersurfaces. 

Remarquons en outre que S seule fournit ces deux résultats; 

car l'équation (29) représente aussi l'espace polaire pris par 

rapport à S d'un point À’ correspondant au hessien. 

— Lorsque le point À est sur S;, c'est-à-dire quand J = 0, 

l'équation (29) est celle de l’hyperplan tangent en A à S;. 

Lorsque le point À est pris sur une tangente, si A’ tombe 

sur la courbe C4, l'espace (a) est osculateur en ce dernier point 

à C4. Car alors 1 = 0, J = 0 et H, est une quatrième puissance 
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parfaite; ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que f, ait un facteur triple. 

— Annotons le hessien ainsi 

H,= Ari + 2A rire, + Aoxtai + 2A,x,x5 + A,xé; 

le point A' aura pour coordonnées A,, —2A>, A9, — 2A4, À. 
La condition J = 0, qui s'écrit aussi 

(fe, H,)° pr 0, 

exprime que l’hyperplan (a') passe par le point À et que (a) 

passe par A’. 

Elle exprime encore que (a!) figure sur C; un quaterne d’élé- 

ments de l’involution 5 ayant pour points quadruples les racines 

de f,. Elle marque enfin que la droite AA! est commune aux 

hyperplans (a) et (a/). 

Les équations de cette droite conduisent à une constatation 

assez curieuse. Elles sont 

Zi Zo Z3 Z4 Zÿ 

a, —4a; 6 —4a a, | = 0. 

LA OR 0e TR 

Retenons de cette formule les déterminants qui renferment 

les colonnes de rangs 1, 2, 5, ou 2, 5, 4, ou 5, 4, 5. Ces équa- 

tions correspondent respectivement aux dérivées 

| De 5 Le 1 0 10 

90 dx$ |: S0omomS ‘AUOT, 

du covariant du sixième ordre (f;, H,)!' de la forme f,, multipliées 
par æ?, &%, x, au moyen de la substitution déjà employée : 

ci ris TRUE TE, GES: 

— Avant de continuer l'étude de l'hypersurface S;, nous 

ferons une nouvelle remarque sur le hessien H,. 
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Par chaque tangente à C;, passe une infinité d'ordre supérieur 
de plans tangents à la courbe; ils peuvent être ou non encore 

sécants. 

Le point A et chacune de ces droites déterminent un plan 

tangent. Ceux dont les points de contact ont pour paramètres les 

racines de f, Jouissent d'une propriété signalée au numéro 5, %, 

quand le point A se trouve sur So 

Les plans tangents aux points figurant les racines du hessien 

et passant par À sont encore sécants à la courbe. 

En effet, le plan tangent et sécant respectivement aux points 

de paramètres 0, et & a pour équations 

(1927, — 62,0, + 22,91) — 0,(322 — 4250, + 3250) — 

(52e — 4230, + 37407) — 02(225 — 62,0 + 192,07) — 
0, 
0. 

S'il renferme le point A, on a les conditions 

(a, + 2a:6, + a) + 0(a3 + 28, + 05) — 0, 

(a; + 2,0, + 4,0?) + 6,(a2 + 2a,0, + 065) — 0. 

ns à x à 
En éliminant & et en posant 0, = — dans le résultat, on a le 

To 
hessien de /,, ce qui vérifie l’énoncé ci-dessus. 

L'élimination de 0, donne une équation du quatrième ordre 
en @& relative aux intersections. 

Les contacts marquent les points doubles, les intersections 

figurent les points de ramification de l'involution cubique de 

premier rang qui serait caractérisée par l'ensemble des équa- 

tions (7). C'est ce qui résulte immédiatement de la définition de 

ces points. 

Les plans que nous venons de rencontrer ont déjà été signalés 

au numéro 5, dans l'étude de l'hyperquadrique ZX. 

15. L'équation (29) de l'hyperplan (a’), multipliée par deux, 
s'écrit 

[1922 (aoûs — ai) + 52:(a04; — aid3) + 2zs(aia; — d)] 

+ [5z:(doû3 — d4) + 22;(a00, — a5) + 52,(a,a, — a:a3)] 

+ [2z;(aiu; — ai) + 52,(aia, — asa;) + 12z,(a,a, — a3)] — 0, 

expression qui est la somme des trois équations (23). 
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Donc, l’espace lincaire tangeni au point À à l’hypersurface S; 

renferme tout entière la bisécante à C, passant par ce point. 

Nous allons démontrer en outre que tout espace linéaire à 

trois dimensions, langent en un point à l’hypersurface S;, est 

tangent lout le long de la génératrice, bisécante de C,, passant 

par ce point. 

En effet, un point variable de la bisécante unissant les appuis 
de paramètres 9, et & a pour coordonnées 

+ ko, (0 + ke), G(0i + k65), 40, + ko), 1 + k, 

et il est situé sur S;. 

L'équation de l’hyperplan tangent à S; en ce point s'exprime 

tous calculs faits, par la formule 

k(0, — 0,) [62 — 322(8, + 62) + 23104 + 05 + 49,0) 

= 3240402 (04 + 0) + 62:10] +" 0, 

qui, après suppression du facteur k(0, — &)? et multiplication 

var deux, s'écrit 

[1224 — 522 (8 + 62) + 225018, ] —(6, + 4,)[ 52e —2z:(8, +82) + 37,28] ) 
(50) 

ZE 6182 [ 223 SE 324 (% TD CA) on. 127,86, | —= 0. 

Cetie expression indique que l’hyperplan passe par la droite 

bisécante répondant aux équations (26), résultat rencontré 

ci-dessus. Etant indépendante de £, elle démontre que l'hyper- 

plan considéré est tangent à S> en tout point de cette droite. 

— L'équation précédente peut encore s'écrire 

(62, — 3220, + 2507) — 02(572 — 47,0, + 376!) 

+ 02(23 — 32,04 + 62307) = 0 ; 

on établit ainsi que l'hyperplan tangent à S; passe par les tan- 

gentes à la courbe normale aux points d'appui de la bisécante. 

Ces points d'appui sont donc les seules intersections de l'hyper- 

plan et de la courbe normale. 
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Ainsi, l'espace linéaire tangent en À à S; est bitangent à C, 

aux appuis de la bisècante qu’on peut mener à cette courbe par 

le point À. 

L'hypersurface S; est l'enveloppe des espaces linéaires à trois 

dimensions bilangents à Cz. 

Nous avons en outre une démonstration géométrique de la 

propriété suivante : 

Lorsque l'invariant J de la forme f, est nul, le hessien H, de 

celte forme est le carré d'une forme quadratique. 

— En posant 0, = @ dans l'équation ci-dessus, on obtient 

Z, ee 0,22 + 6723 — 052, + 02% == 0, 

formule qui représente l’espace surosculateur à C; au point de 

paramètre @,. Cet espace est donc tangent à S; le long de la 
tangente à la courbe normale en ce point. 

Or, c’est aussi l’espace tangent à S, en un point de C,; done, 
les hypersurfaces Sa et S; sont « tangentes » l’une à l'autre le 

long de la courbe normale C;. 

— Enfin l'équation (30) est encore identique à la formule 

[122, — 522(20, + 02) + 22307 + 2016) — 321008 | 

— 09[ 539 — 225(20, + 02) + 523,(0 + 20,8.) — 122,050] — 0. 

Les expressions placées entre crochets, égalées à zéro, repré- 

sentent le plan tangent à C; au point de paramètre 0, et sécant 

au point de paramètre 60. 

Ainsi, l'hyperplan tangent en À à S; contient les plans tangents 

à C; aux appuis de la bisécante. 

16. Pour que l’espace à trois dimensions 

(a) = 4921 + G2o + 0985 + 52 + Q2y = 0 

soit, de son côté, espace polaire du point A par rapport à S>, il 

faut que cet espace ne diffère pas de celui que représente 
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l'équation (29). C'est-à-dire que l’on doit avoir, avec les notations 
du numéro 14, 

ÆŒU — = 

Mais ces rapports marquent aussi les conditions nécessaires 

pour que la forme /, renferme deux facteurs linéaires élevés au 
carré. 

Par suite, pour qu'un espace à trois dimensions soit simulla- 

nément polaire par rapport à Sà et à Sz, il doit être doublement 

tangent à C;. 

Les rapports précédents donnent dix équations qui se ramè- 

nent à deux conditions distinetes quand aucune des quantités 

A» A» do, Az, 43 N'est nulle. 

Ces conditions peuvent s'écrire : 

3Ao0ils — Ajas — Dai — 0, 

3a,asa, — ajazay — 240 = 0. 

Elles expriment que le point À se trouve sur la surface 

répondant aux équations 

hrstizs — 87 — 2 — 0, 

Az:z3z = YATA A SE CA = 0. 

Ainsi, les espaces polaires communs par rapport à S et à S> 

doivent avoir leur pôle sur une surface du neuvième ordre. 

17. Considérons l’involution 1* ayant pour équation 

Q081020504 + 0128,0.0 + Go20ÿ0e + 5201 + A, = 0. 

Ses points quadruples sont marqués sur C; par les inter- 
sections de cette courbe et de l'hyperplan (a); ses quaternes de 

points, par les intersections de C,; et de tous les hyperplans 

passant par À. 
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L'équation précédente peut s'écrire 

658,[ 080: + Ai(8, + 02) + Ge] + (85 + 05) 10,0: + A(8, + 0) + as] 

+ [as0,0, + a(6, + 9) + a] = 0. 

Si le point A est quelconque, cette expression démontre que 

lorsqu'on fait passer par le point À et le couple de points fixes, 

de paramètres @ et @, une infinilé d'espace linéaires à trois 

dimensions, les intersections restantes avec C,; donnent les couples 

d'une involution quadratique Ni. 
En comparant aux expressions (27), on voit en outre que, si 

le point À est situé sur l'hypersurface S;, c’est-à-dire si J égale 

zéro, ou encore si les points À, 8,, & sont en ligne droite, le 

couple (0-0;) est indéterminé. 

L'involution V5 dont le point central est sur une bisécante de C, 

a comme éléments neutres le couple des points d’appui de cette 

droite. 

En éliminant les paramètres 0; et 0, entre l'équation ci-dessus 

et les équations d’une biséecante, on obtient le lieu des bisécantes 

marquant par leurs appuis sur C, les couples de l’involution If 

considérée. 

Sous une forme générale, ces équations s'écrivent 

30, (87125 — 322) + 6b,(624z, — 2:73) + b:(9z:7z4 — Az) — 0, 

3b,(6212, — 2273) + 2b,(56217; — 25) + 3b2(07225 — z37,) — 0, 

D, (9222, is 4z$) + 6b,(6z:2z, ENT 234) + 5b,(82575 Eee 0) — 0; 

deux quelconques d’entre elles représentent le lieu cherché. 

Mais l'élimination de 6; et 8, entre les équations de la bisé- 

cante donne la relation Ês = 0 

Donc, l’hypersurface S>3 contient toutes les surfaces réglées 

dont les génératrices marquent sur C,; les couples d’involutions 

quadratiques. | 
Chacune de ces réglées a deux génératrices seulement tan- 

gentes à C,;; elles correspondent aux éléments doubles de l’invo- 
3 
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lution K; elles appartiennent à l’intersection de la surface et des 

hypersurfaces S et S3. 

Parmi les réglées qui rentrent dans les équations ci-dessus, 

il faut remarquer les cônes inserits à C;; leurs équations 

s'obtiennent en faisant dans les précédentes la substitution 

0 étant le paramètre du sommet. 

— Signalons l'analogie qui existe entre la représentation de 

l'involution 5 sur une cubique gauche de l’espace euclidien et 

la représentation qui précède de l’involution 15, lorsque le point 

central de cette dernière est sur l'hypersurface S;. 

La seule bisécante que l’on puisse mener à la cubique gauche 

par le point central de l’involution 1 marque, sur cette courbe, 

par ses appuis, les images des racines du hessien des points 

triples ; ces appuis donnent les éléments neutres de l'involu- 

tion (*). 

De même, la bisécante passant par le point central de l’invo- 

lution 15 donne sur C,; les images des racines du hessien des 
points quadruples (supposés ici constituer une division harmo- 

nique); ce couple de points donne des éléments neutres de cette 

involution. 

Cette dernière observation a lieu pour l’involution 17 _,, le 
hessien étant remplacé par une fonction invariante que nous 

définirons dans la suite. 

18. Les propriétés précédentes de l'hypersurface S; et de 

linvariant J se généralisent avec facilité dans l'espace E,,, à 2n 

dimensions, n > 2. On obtient : 

Le lieu des espaces linéaires à n — 1 dimensions rencontrant 

. (*) D’après notre mémoire intitulé : Sur la représentation géométrique 

dans l’espace des formes quadratiques et cubiques binaires. (MÉMOIRES DE 

LA SOCIÉTÉ ROYALE DES SCIENCES DE LIËGE, 3e série, t. V, 1904.) 
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la courbe normale C:, de l’espace E,, en n points est une hyper- 

surface S,,,, qui contient, comme espaces générateurs limites, les 

espaces à n — ! dimensions tangents à C, en n points coïnci- 

dents. 

L’hypersurface S,, + est le lieu des points de l’espace Es, par 

lesquels on peut mener un espace à n — 1 dimensions, n fois 

sécant à la courbe normale. 

Les espaces générateurs limites appartiennent simultanément 

aux hypersurfaces S, ,, et SA (celle-ei étant définie au n° 2). 
L’invariant J, d'ordre n + 1, oblenu en éliminant les variables 

entre les dérivées partielles d'ordre n de la forme binaire 

f,, = 2% exprime, quand il s'annule, que le point À correspon- 

dant à la forme f,, appartient à l'hypersurface S,, ; 1. 

L'espace linéaire (a!) a 2n — 1 dimensions, polaire du point A 

par rapport à Syyss Marque Sur la courbe normale les images 

des racines d’un covariant F de la forme f,,. Ce covariant est de 

degré 2n par rapport aux variables, d'ordre n par rapport aux 

coefficients. 

Les images de ces racines sont encore obtenues par les contacts 

des espaces linéaires à n dimensions, n — 1 fois encore sécants à 

la courbe, que l’on peut mener par le point A. 

L'invariant J est l'invariant quadratique simultané de f,, et 

de F. 

Lorsque J — 0, l’espace polaire (a) est tangent à S,,, suivant 

l'espace linéaire à n — 1 dimensions générateur de l’hypersur face 

et passant par ce point. Il est langent à la courbe normale en 

chacun des n points où cet espace linéaire générateur rencontre 

Co 

Lorsque J—0, le covariant F correspondant à l'espace linéaire 

tangent à S,4, est le carré d'une forme binaire d'ordre n. 

L'hypersurface S,:, est l’enveloppe des espaces à 2n — 1 

dimensions tangents en n points à la courbe normale. 

L'hypersurface S,:, est le lieu des variétés constituées par les 

espaces à n dimensions marquant sur la courbe normale les 

groupes des involutions d'ordre n et de rang n — 1. 
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On peut encore ajouter : 
Le groupe des 2n poinis correspondant à la forme f,, est 

apolaire avec lui-même quand l'espace (a) qui le marque sur C:, 

est tangent à S,; car alors l'invariant quadratique I est nul. 
Le groupe des 2n points correspondant à la forme F est apo- 

laire avec le groupe relatif à la forme f,, si l'espace linéaire (a!) 

qui le marque sur GC, est tangent à S,,,; car alors J, invariant 

quadratique simultané de f,, et F, est nul. 

La démonstration de plusieurs des propriétés ci-dessus résulte 

de la remarque suivante. 

Prendre l’espace polaire du point A par rapport à S,,,, c’est 

développer le déterminant répondant à cette hypersurface sui- 

vant les mineurs de tous les éléments et remplacer, dans ces 

mineurs, les variables par les coefficients correspondants de la 

forme fo. 

L'espace polaire (a/) renferme l'espace à n — 1 dimensions 

sénérateur de S,4, qui passe par le point A; car chacune des 

équations de ce dernier espace n'est que le développement de 

l'équation de $,,, suivant les mineurs des éléments d’une ligne, 

les variables étant remplacées dans les mineurs par les coeffi- 

cients de fon. 

— Voici, pour le surplus, les principales expressions analy- 

tiques relatives à l'espace à six dimensions; elles donnent la 

forme générale des raisonnements. 

Le lieu S, des plans trisécants à la courbe normale C,; qui a 

pour équations 

Si Lai 25 00e PA Ga, LADA CE (31) 

est représenté par la formule : 

607; 107, Oz, 32, 

102; "#7 0067, dr 

ès 92. _kz 10% 

DZ ‘4 0% | OÙUz, 

[ (52) 
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Le point À, ayant pour coordonnées les valeurs suivantes, qui 

répondent aux coefficients de la forme f, = 4, 

Zi 25e 2 — 06: — O4, : 154, :--. 00, 

est sur l'hypersurface $,, si l'on a 

A y A3 4; 

da; (IP a; a, 

Eu Il LÉ © a SI 
O3 3 € €; 

As A dj 

Par ce point, on peut mener un seul plan triséeant à C; quand 

la condition J — 0 est réalisée. Les équations de ce plan s’expri- 
ment par la formule (33) en y remplaçant successivement 

chaque ligne horizontale par les éléments correspondants du 

déterminant (52), alternativement changés de signes. 

La somme des quatre équations ainsi obtenues représente 

l’espace linéaire à cinq dimensions polaire du point A par 

rapport à C4. Si la condition J = 0 est remplie, il est l'espace 

tangent au point À et la forme de son équation montre qu’il 

passe par le plan trisécant considéré. | 
Le covariant correspondant à cet espace polaire s'exprime en 

faisant, dans l’équation de celui-ci, la substitution marquée par 
les formules (31). Il se représente ici symboliquement par l’une 

ou l’autre des expressions équivaientes 

AT ORE 
Le: (os °F. 

— La propriété géométrique ci-dessus nous permet de trouver 

une expression du covariant F, qui est générale. 

L'un des quatre déterminants dont ce covariant est la somme 

est, abstraction faite d'un facteur numérique commun, égal à 

(AU En À da ds 

a, DA &; 4, DRE 
D —— Xl; . 

de Us . (AFS 

nimmmel — 17, 
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Par l’addition des colonnes, multipliées par x, ou x, on le 

ramène à celui-ci : 

Ali + Aloe li + Ale els + Aa 

25 | Ta + ele els + Ale Osla + Ale |. 

oT y D où AL) 3x; = Xe aiT, nm A5X 9 

La somme des quatre déterminants considérés est alors le 

développement, par les mineurs de la première ligne, de 

Fr EN À PE y — 1 

Al FT To AiXy + Aloe Xi + 3% UT + To 

d1X + oo UoT; + U3X9 ax + do PES Lo 

Aa + Ale Usls + Aile ls + lo Os + la 

Enfin celui-ei, à son tour, de même forme que D, s'écrit 

QT? + DL Lo+ QoXs ML + DATIT HOT ol? + 205 Xi Us + QT: 

Ua Ÿ + al yXo + Use ot + DA To + LS A+ TL + OX | 

AXŸ + 2 Lila + Ole Al OT iLe + OA Al? + JUyl T2 FAT 

Nous voyons donc que le covariant F s'exprime par un déler- 

minant à n — 1 lignes, dont les éléments sont les dérivées d'ordre 

n — 2 de la forme fl, . 

—. Pour établir que l’espace tangent au point À de $S, est 

tangent suivant tout le plan générateur qui passe par ce point, 

exprimons les coordonnées de celui-ci en fonction des para- 

mètres des intersections du plan et de la courbe normale par 

les formules suivantes : 

211222 2 == (0 + koi + k'65) : (05 + koi + k'éË): .. : (A + k +). 

L'équation de l'espace à cinq dimensions tangent en ce point, 

après suppression du facteur 

GO$kk' ô, 02 0; 
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commun à tous les termes, prend la forme 

(607, — 102,50, + 4z:20,0, — 5z,0,0,0:) 

— X0,[ 107, — 42550, + 32,2010: — 4z,0,026:] 

+ Z0,02[4z; — 52,20, + #2,20,0; — 107,0,0:63] 

— 0,0205[ 32, — 42520, + 107,200: — 607;0,0:0:] — 0 ; 

ou bien, à un facteur numérique près, celle-ci : 

2AD2, — 52203 + 2305] — (0, + 02) [1022 — 8330, + 32,0] 

+ (65 + 05 + 46,0) [ 22: — 352,9; + 22,0] 

— 048201 + 02) [ 52, — 82505 + 102,5] 

+ 266 23 — 5264 + 153,6] — 0. 

Ces relations, indépendantes de k et &/, montrent que l’espace 

envisagé est tangent en tout point du plan. 

La première prouve en outre que cet espace contient le plan 

trisécant considéré, car les expressions entre crochets, égalées à 

zéro, sont les équations de ce plan. 

La dernière, que cet espace contient les tangentes aux points 

03, 0, 0, à la courbe C;, puisque les expressions entre crochets 

donnent les équations de la tangente au point de paramètre 6;. 

L'espace est donc simplement tangent aux points de paramètres 

%,, 0, et 0, et la forme F est un carré si J = 0. 

L'équation précédente pourrait encore être décomposée de 

façon à montrer que l’espace tangent renferme les deux plans 

tangents à CÇç en 0, et sécants respectivement aux points de 

paramètres @, et 9,; ou bien, de manière à prouver qu’il contient 

aussi l’espace linéaire à trois dimensions tangent à C; en 4, et 

sécant en 6, et 6. 

19. Nous allons actuellement, pour étudier l'hypersurface S; 

de plus près, en faire des sections par une droite, un plan, un 

hyperplan comme nous l'avons fait pour S,. Cependant, afin 

d'être bref, nous n’envisagerons que les hypothèses qui nous 

paraissent intéressantes. 
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Ces nouvelles remarques reposent sur l'interprétation des 

invariants du troisième ordre du système de deux ou de trois 

formes biquadratiques binaires. Elles peuvent être facilement 

généralisées. 

Au moyen des formules (10) du numéro 5, nous trouvons 

que le paramètre k des points d’intersection de S; et de la droite 
AB sont donnés par les racines de l'équation 

a, + kb, a + kb, a + kb, 

a, + kb, a + kb, a; + kb; | —0, 

a, + kb a, + kb, a, + kb, 

Les points A et B correspondent aux formes /, et f4. Si les 

symboles H, et H, désignent respectivement les hessiens de ces 
formes, cette équation peut s'écrire 

(fe A, + (fs H,)*k “à (fi; H,)*#* ax (f4 H,)'k5 — 0, (54) 

les transvections étant ici réduites à leurs parties littérales. 

L'un des coefficients du milieu de cette relation, égalé à zéro, 

par exemple 

(/:, 44) = 0, 

exprime la condition pour que le point B soit dans l’espace 

polaire du point A pris par rapport à $;; 1l exprime aussi que 

le point A est sur la seconde polaire du point B relativement à 

cette hypersurface. D'ailleurs, quand le coefficient de 43 ou le 

terme indépendant est nul, le point B ou le point A est sur S3. 

Il en résulte que, si le point B est un point de la surface 

d’intersection de S; et de l'hyperplan polaire du point quelconque 

À, le segment AB est divisé harmoniquement par l’hypersurface S. 

Des conclusions analogues se présenteraient si le point A était 

sur la surface d’intersection de S; et de la seconde polaire de ce 

point par rapport à $;. Ces remarques ont leur source dans les 

propriétés générales des polaires. 

— Pour que la droite AB soit sur l'hypersurface S>, les 

quatre coeflicicnts doivent ètre simultanément nuls. Les points 
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A et B doivent donc se trouver sur $S;; de plus, les points B et 

A doivent appartenir respectivement aux hyperplans (a) et (b) 
tangents en À et B à S;. 

Ces conditions se résument ainsi : pour qu'une droite AB fasse 

partie de l’hypersurface S>, elle doit appartenir à l'intersection 

des hyperplans respectivement iangents en À et B à l’hyper- 

surface. La réciproque est vraie. 

On aperçoit que ce théorème est un cas particulier d’une 

propriété des réglées étendue à l'hyperespace. 

Les droites AB définies ainsi sont bisécantes à C; ou s'appuient 

sur deux bisécantes. 

— Égalons à zéro le diseriminant de la forme cubique qui 

constitue le premier membre de la relalion (34) et, dans 

l'expression obtenue, faisons la substitution 

b,:b3:b02:b:b,—= 122, : — 32, : 225: — 52, : 12z,. 

Nous trouvons ainsi l'équation d'une hypersurface, lieu de 

toutes les droites passant par le point À et tangentes à S. 

Ce lieu est évidemment un cône; son équation est du sixième 

ordre par rapport aux variables et aux coefficients. 

En représentant la formule (54) par 

À, + Aik + Ah? + A5 = 0, 

l'équation du cône est 

(AoÂs — Ai) (AA; — A3) — (AoA; — A,A:) = 0. 

Si le point A est sur S;, le coefficient A, est nul et l’équation 

se ramène à 

A,45 — 0. 

Le cône est décomposable; il renferme l’hypersurface S; et 

l'hyperplan polaire du point B, compté trois fois. 

L'intersection du cône et de l’hypersurface S; s'obtiendra en 

posant A; — 0; l'équation donne alors 

AoAi = 0. 
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La surface d'intersection de S; et du cône de sommet À est 

donc commune à S; el à la seconde polaire, A, = 0, du point A 

par rapport à Ss. 

Ceci rentre encore dans les propriétés générales des polaires. 

20. Nous avons cherché l'hypersurface hessienne de S; ; elle 
est, comme on le sait, le lieu des points dont les hyperqua- 

driques polaires sont des cônes. 

En éliminant les variables entre les dérivées partielles de 

l'équation de l'hyperquadrique polaire 

a (82Z173 — 325) + ha (Gzz, — 227;) + Dao D4z,z, + Dze7, — Dr) ) 
(55) 

+ 4a3(602:7; — 2:24) + 0,(82523 — 525) — 0, 

on obtient la relation : 

a, 94) Je 

— 3a, —24, 34: 64; 

A, —U —03 —03 a, | = 0. 

Ga, 90: — 203 — 54, 

3 94; Un 

Celle-ci, tous calculs faits, se réduit à 

9 IJ — 3a(aasa, — haïaÿ + 4a;aëa; — af) — 0, 

expression dans laquelle, pour avoir l'équation de l’hypersurface 

hessienne, il reste à remplacer les a par des z au moyen des 

rapports (2). 

La dernière formule montre qu'elle ne correspond pas immé- 

diatement aux invariants de la biquadratique f;. 

— En calculant l'équation de l'hyperplan polaire du point B 

par rapport à l’hyperquadrique polaire représentée par la for- 

mule (55), on trouve : 

62, (aob2 — 2ab, + asb,) + 52,(4003 — &,b,; — ab, + asbo) 

+ (ab, + ab; — Ga,b, + 2usb, + 4,bs) (36) 

+ 3z,(a,b, — Uab3 — 43b2 + a,b,\ + 6zs( «120, — 2a:b:+ &;De) —— 0. 



au moyen de la substitution (1), cette formule se ramène à 

l'expression symbolique 

(, FŸ = 0. 

Nous obtenons ainsi l'interprétation de la seconde transvection 

de deux formes biquadratiques /, et f,, et les images sur C, des 

racines de cette fonction invariante. 

On comprend, d'après cela, ce que signifient géométriquement, 

dans nos hypothèses, les autres covariants biquadratiques du 

système 

(fa H;), (H,, fa (H,, H;}. 

On trouve de même, en général, au moyen des hypersurfaces 

S,41 et de ses diverses polaires par rapport à un même point À, 

l'expression géométrique de nombreux covariants du système 

des Rines en et F combinées avec d’autres formes analogues 

{ons F’. HN suffit de faire intervenir les points correspondant à 

ces Fe 

— Par les relations (14), substituées aux variables dans 

l'équation (55), on obtient l'équation de la conique d'intersection 

du plan ABC et de NF AUAGrIqUe polaire. 

En désignant par f,, f,,/{4, H,, H,, #1} les formes qui corres- 

pondent aux puints A, B et C et leurs je M l'équation de 

cette conique peut s'écrire symboliquement : 

3Jxi + (/:, 45) xs + (fi, He/)fas 

+ 2(f5, Aij'aite + 2(f4, Hijaixs + [f, (us fa Taxes = 0. 

On voit facilement quelle est la signification des relations 

J=0, (4, Hÿ°=0, [ff f4ŸT = 0. 

La première marque que le point A est sur l'hypersurface S; 
el, par conséquent, que l'hyperquadrique polaire est tangente en 

ce point à S;. La seconde, que le point A se trouve sur l'hyper- 

plan polaire de S; par rapport au point B. La troisième est 
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l'expression (36) où l’on aurait remplacé les coordonnées cou- 

rantes par les coordonnées du point C; elle est symétrique par 

rapport aux trois formes qui y entrent et peut donc encore 
s'écrire 

[fs Us ha ‘=0, 

C4, FT = 0; 

elle exprime que le point C est sur l'hyperplan polaire du 

point B pris par rapport à l'hyperquadrique polaire répondant à 

l'équation (55) Les rôles des points A, B et C sont permu- 

tables. 

Lorsque, simultanément, ces conditions sont remplies, le 

plan ABC est situé tout entier sur l'hyperquadrique polaire du 

point À, tangente en ce point S;. 

La forme de l’équation (35) montre que l’hyperquadrique 

polaire est de même nature que les hypersurfaces X, et ZX, étu- 

diées au numéro 3. 

21. La courbe cubique K;, intersection de l'hypersurface S; 
et du plan ABC, peut s'étudier sur l'équation (*) 

dla + Dore + CoXs Mi +biX + Cls els + bala + CoUs 

ls + b,xe + Cilzs dal; + bre + Col; ax + b;,to + Cl; = 0, 

Ua + Date + Cols Ole + Ü5%2 CES ls + bia + its 

formule qui découle de l'équation de S; au moyen de la substi- 

tution marquée par les relations (14). 

(*) Cette équation est le diseriminant du réseau de coniques dont l’équa- 

tion est 

KT + K,Xo + Ke; == 0, 

égalité dans laquelle nous posons 

Ka = 40X? + doX2 + aX3 + Las XX 5 + 2aoX4X3 + 2 X4Xo, 
Ki = bpX? + ..., K:= coX? + ..., 

et pourrait être étudiée comme telle. 
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En désignant par (as b, c2) le déterminant du troisième ordre 

qui a pour éléments de sa première ligne @,, b, et ce, l'équation 

précédente peut s'écrire 

>xi(ao@ia3) GS Zaire (ao@4b2) + (açbias) + (baias)] 

+ Tor s[ (aie) + (doc1be) + (bots) +-(Co1b2) +(boc1Gz)+(C0b,42)] =(, 
(57) 

ou, symboliquement, 

Exis + Zair,(H,, fa) + autetsffs, (fi, fa} = 0. 

Les divers coefficients de cette équation ont été interprétés 

au numéro 20. 

Lorsqu'ils sont simultanément nuls, les points A, B et C 

appartiennent tous trois aux espaces tangents en ces points à S> 

et les hyperquadriques polaires de ces points sont ensemble 

dans le cas examiné ci-dessus. 

Nous en coneluons ce théorême : 

Pour qu'un plan ABC se trouve tout entier sur l’hypersurface 

S; il doit étre commun aux hyperquadriques polaires et aux 

hyperplans polaires, tangents aux points À, B et C à S;. 

__ — Voici des remarques relatives à certaines situations parti- 

culières du plan ABC. 

4° Lorsque l'un des points, C par exemple, est situé sur 

la courbe C; les deux autres points étant quelconques, les 

termes en x°, x? %, «2x, disparaissent de l'équation précé- 

dente, 
La cubique d’intersection passe par le point C (x1—0, x9 — 0) 

qui en est un point double. 

Cette proposition se vérifie aisément par un caleul direct. 

2 Lorsque deux des sommets, B et C, du triangle ABC, 

sont sur C,, la cubique a deux points doubles B et C; elle se 

compose evidemment de la bisécante BC et d’une conique. 

Dans ce cas, les déterminants entrant dans les coeflicients de 

l'équation (37) sont nuls s'ils renferment deux colonnes de 
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quantités ou c. Cette équation se réduit à x, = 0 et à 

a) + mir(A,, ol + ass, (4) + ame (I NR 

celle-ci représente la conique considérée. 

Mettons-y en évidence les paramètres 8, et @ des points B_ 

et C; elle devient 

x) + XiXoH,,4 si XX 5H 4,9 + XaTs (64 tr 02) [ao6i65 4 240102 (0: “ . (58) 
+ a3(0$ + 03 + 40162) + 2a:(0, + 0) + «]—=0, 

formule dans laquelle H,, et H,, désignent le hessien de la 

forme f,, la variable —T étant remplacée successivement par 8, 
XL Ù 

ou (o. | | 

Si les paramètres 0, et @ sont racines du hessien, la conique 

se représente par une équation de la forme 

x + Mal; = 0; 

elle est tangente aux droites 9 — 0 et x,—0; la droite x, —=0 est 

la polaire du point À par rapport à cette conique. On peut combiner 

deux à deux les racines du hessien ; on a donc ainsi l'énoncé : 

Par un point quelconque A de lespace a quatre dimensions, 

on peul mener six plans rencontrant S; suivant une conique 

propre et une droite, polaire de À par rapport à cette courbe. 

Celte droite est une aréte du tétraèdre dont les sommets figurent 

sur C, les racines du hessien de la forme biquadratique corres- 

pondant au point A. 

3° L'hyperplan tangent à S; suivant la bisécante BC a pour 

équation 

62, — 32:(01 + 02) + EACH + 05 + 40,62) — 3240:02 (04 + 62) 

+ 6z:0°02 = 0. 

Lorsque le point À est un point quelconque de cet espace, le 

facteur entre crochets s’annule dans l'équation (38), qui devient 

cad, + Hiute + Hists]= 0. 
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Tout plan passant par une bisécante de C, et contenu dans 

l’hyperplan tangent à S>; le long de cette bisécante, rencontre 

Phypersurface suivant trois droites dont deux coïncident avec la 

bisécante x, — 0. 

La troisième, que nous appelons d, n’est pas une bisécante. 

Par une droite d'un hyperplan passe une simple infinité de 

plans. La bisécante BC est donc rencontrée par une simple 
infinité de droites d appartenant à l'hypersurface S;. 

Pour trouver le lieu de ces droites d, il suffit de remarquer 

qu'elles sont contenues dans l'hyperplan; elles constituent done 

ensemble l'intersection de S>; et de cet hyperplan ; or, cette 

intersection est une surface du troisième ordre; nous avons 

donc le théorème : 

Tout hyperplan tangent à S;3 rencontre cette hypersurface 

suivant une surface réglée du troisième ordre ayant comme droite 

double la bisécante de C; qui passe par le p:int de contact. 

L'hypersurface S; est le lieu de ces cubiques réglées. 

Les génératrices d que nous rencontrons ici ont déjà été 

_ signalées précédemment (n° 19). Chacune d'elles s'appuie sur 

deux bisécantes. 

4° Le diseriminant de la conique (38) est 

K[H,4 e Hs __— JK|, 

K représentant le coefficient du terme en xs. 

Il sera nal pour les valeurs de 8, et 6, qui vérifient l'équation 

obtenue en égalant à zéro le dernier facteur. Cette équation étant 

du quatrième degré en @, on voit que, par le point À et un point 

quelconque de la courbe normale passent quatre plans, encore 

sécants à celle-ci, donnant comme intersection avec l’hypersurface 

S> trois droites distinctes. 

En second lieu, ce discriminant est nul pour 0, — @,, ie 

facteur 0, — 8, entrant dans K. Donc, tout plan déterminé par 

une langente à C, et un point quelconque À rencontre l'hyper- 

surface S; suivant trois droites; deux «de celles-ci coïncident avec 

la tangente (conséquence du 3°). 
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— Lorsque le point A est pris sur S>;, les points B et C étant 

d’ailleurs supposés dans les conditions du % ci-dessus, l'équation 

(38) se réduit à 

Lai(Hiute + Hits) = 0; 

la section donne donc la bisécante x, — 0 comptée deux fois 
et la droite 

H,,% 5 H, 2%; =— 0, 

qui passe aussi par le point A. Le plan de section est tangent à 

S; au point A et le long de la bisécante. 

Ce cas n’est pas essentiellement distinct du cas examiné au 3° 
ci-dessus. 

— 5° Si le plan ABC est trisécant à la courbe C;, l'équation 
(57) devient 

les points A, B et C étant pris aux intersections. La cubique est 

donc constituée par trois droites distinctes, résultat évident 

a priori. 

Quand ce plan est tangent, en demeurant bisécant à la courbe 

C;, la cubique correspondante comprend la tangente au point de 

contact comme droite double et la bisécante du plan. 

Enfin, un plan oseculateur à la courbe C, rencontre S; suivant 

la tangente au point d'osculation, comptée trois fois. Cela résulte 

des deux remarques précédentes. Mais on peut s'en assurer 

analytiquement en procédant comme il est dit au numéro 8. 

En substituant les valeurs (17) à z, et z, dans l'équation de 

l'hypersurface, on obtient en effet 

(324 — 20° + 52,0°) — 0. 

22. L'étude complète des surfaces cubiques trouvées en 

coupant l'hypersurface S>: par l’hyperplan défini au moyen des 

points À, B, C et D, nous entrainerait très loin. 

L'équation la plus générale de cette surface se met sous la 
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forme d’un déterminant en substituant aux variables, dans 

l'équation de S;, les valeurs données par les formules (18). On 

peut l’écrire, en abrégé, ainsi : 

Exi(dotits) + Zxite[ (adobe) + (boa1a2) + (aobi2)] 

+ Zaxots[ (abc) + (aocibe) + (boaice) + (Co@1b2) + (bocite) + (Code) ] = 0 ; 

ou bien, symboliquement, les formes f,, f,, f1, [4' se rappor- 

tant aux points À, B, C, D : 

Znis + Zrir(fil) + Zrrlfs, (fr Fr ŸT = 0. 

Nous connaissons (numéro 20) la signification de l'égalité à 

zéro de chacun de ses coeflicients, et nous pourrions facilement 

voir comment cette équation se réduit suivant les situations 

particulières attribuées aux points À, B, C ou D. 

Nous nous arrêterons seulement aux observations suivantes : 

— Un espace linéaire à trois dimensions rencontre toujours 

C; en quatre points qui peuvent être ou non tous les quatre 

réels. 

Appelons 04, 0, 0, 4, les paramètres de ces points supposés 

réels. En les choisissant comme points déterminant l'hyperplan 

considéré, l'équation de la surface cubique d'intersection prend 

la forme curieuse 

Zritet:(01 — 62) (02 — 05)°(03 — 84)° == 0, 

qui comprend quatre termes seulement. 

On a le théorème : la section de l'hypersurface S; par un 

hyperplan est une surface cubique passant par les aréles du 

télraèdre qui a pour sommets les intersections de C, et de l’hyper- 

plan el possédant quatre points doubles en ces sommets. 

Ce tétraèdre est ici tétraèdre de référence. 

Cet énoncé est évident ; la dernière partie résulte de ce que 

trois arêtes génératrices passent par chaque sommet et aussi de 

ce qu’un plan passant par un sommet et compris dans l’hyper- 
4 
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plan, donne une courbe cubique à point double par son inter- 
section avec S;. 

Toute surface cubique à quatre points doubles porte neuf 

droites ; nous venons d’en désigner six ; les trois autres sont les 

intersections du plan tangent à la surface le long des trois 
couples d'arêtes opposées du tétraèdre. | 

= Nous retrouvons encore ici les droites d du numéro précé- 

dent, 3°, et aussi du numéro 19. Du reste, on a l'énoncé : 

La condition pour qu'une génératrice de S; s’appuie sur deux 

bisécantes est qu'elle appartienne à une surface cubique répon- 

dant à l'équation ci-dessus. 

Car les coordonnées d'un point d’une droite s'appuyant sur la 

bisécante unissant les points de paramètre 8, et & et sur celle 

relavive aux points de paramètre 0: et 4, sont de la forme : 

25; —= (4) [(0i + k05) + L (65 + k’6i)] (= 0,4,2,5,4) 

En les substituant dans l'équation de S>, on trouve l'équation 

précédente où l'on aurait fait la substitution : 

mi cs ci 206 AR ELU 

— Nous avons vu précédemment (numéro 21, 5°) que tout 

hyperplan tangent à S; rencontre cette hypersurface suivant une 

surface cubique réglée qui a une bisécante de C,; comme droite 

double. 

Lorsque l’hyperplan est suroseulateur à C;, il contient en 

entier le plan oseulateur à la courbe au point de surosculation. 

Or, ce plan coupe C; suivant une droite considérée comme 
triple. L’hyperplan rencontre donc $S; suivant une surface 
cubique à droite triple ; cette surface est, par conséquent, 

constituée par trois plans passant par cette droite. 

Le plan osculateur n’est pas un de ceux-ci, puisque son inter- 

section avec S; est parfaitement déterminée. 

La courbe C, a une infinité de tangentes par chacune des- 

quelles passent trois plans constituant de telles surfaces cubiques 

d'intersection. 
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Donc, l’hypersurface S; possède une triple infinité de plans 

générateurs passant par ses génératrices tangentes à C;. 

— Les propriétés que nous venons de mentionner pour S; en 

la coupant par une droite, un plan, un hyperplan, pourraient 

facilement, pour la plupart, s'appliquer aux hypersurfaces $,,, 1. 

Il suffirait en quelque sorte de remplacer /, par fa, dans les 

remarques ci-dessus et le hessien H, par le covariant F défini 

au numéro 18. Les sections sont généralement des courbes, 

surfaces ou variétés d'ordre n + 1. 

*X é * 

23. Les propriétés des hypersurfaces S, et $S;, appliquées 

aux variétés similaires de l’espace à sept dimensions, fournissent 

uue interprétation nouvelle des expressions analytiques obtenues 

dans le présent mémoire. 

Pour avoir cette interprétation, il suflirait de faire usage des 

résultats développés dans nos travaux intitulés: Sur une corres- 

pondance entre le plan et l’espace (*); Sur une correspondance 

entre les espaces à n et à 2n — 1 dimensions (**). 

Voici seulement quelques indications à ce sujet. 

Appelons Z4, Zo, Zs, Z, Z3 les déterminants tirés du tableau 
reciangulaire l 

Ty 25 6 T1 78 

en supprimant successivement chaque colonne à partir de la 

dernière. 
La formule 

Li: La: LL af: 4ariaar Gant: hon5: ré, 

(*) BULLETIN DE LA CLASSE DES SCIENCES DE L’ACADÉMIE ROYALE DE 

BELGIQUE, 1909, n° 9, 

(**) MÉMOIRES DE LA SOCIÈTÉ ROYALE DES SCIENCES DE LIÉGE, 3 série, 
LA ER: 
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définit une variété (C,) de l’espace à sept dimensions constituée 

par les espaces à trois dimensions tangents, en quatre points 

coïneidents, à la courbe normale C; du premier espace. 

Aux hypersurfaces $ et S; correspondent les variétés simi- 

laires (S2) et (S3) que nous pouvons représenter analytiquement 
par les relations 

42Z,Z, TV EYAYA + 4 = 0, 

722:Z;:Z; + 92Z,2;Z, ET 27; 3 272,7; SE 272%; ——= 0. 

Ces variétés ont comme éléments générateurs des espaces à 

trois dimensions similaires respectivement des points des hyper- 

surfaces So et Sz. 

Un point A de l'espace à quatre dimensions a pour similaire 
un espace à trois dimensions déterminé par les « coordonnées ». 

Z,: 2:23: Li: Z = 0: — La, : 6: — 4 : &s 

Les variables et les équations ainsi définies, combinées entre 

elles par les calculs développés dans le présent travail, donnent 

lieu à des énoncés nouveaux que l’on aurait en remplaçant, 

dans les précédents, les hypersurfaces S et S; par les variétés 

(So) et (S3) ; les points par des espaces à trois dimensions ; les 

droites, les plans et les hyperplans par des variétés similaires, 

constituées par des espaces à trois dimensions de la même 

manière que ces figures sont constituées par des points, 

Ces indications suffisent pour permettre au lecteur de se faire 

une idée de l'extension dont nous voulons parler et lui montrer 

en outre qu'elle pourrait avoir lieu entre les hypersurfaces $, et 

S,+1 de l’espace de 2n dimensions et les figures similaires de 

l’espace à 4n — 1 dimensions. 

24. Une étude analogue à la précédente est possible avec tous 

les invariants des formes binaires ; on peut faire correspondre à 

chacun l'équation d'une figure géométrique qui permet d’inter- 

préler, à son tour, un grand nombre de fonctions invariantes de 

la forme ou du système de plusieurs formes. 
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La développable cireonscrite à une cubique gauche en est un 

nouvel exemple, pris en dehors des formes de degré pair. 

Si les équations de cette courbe sont 

HD D: =ml:5X : 511, 

la développable est représentée par la formule 

(9z1z4 — 2225) — (52175 — 22) (32274 — 73) = 0, 

Elle est le lieu du point A ayant pour coordonnées (a;, 

— 549, 341, — 40), dont le plan polaire 

QoZ + Are + Uots + A5 = 0, 

pris relativement à la courbe, est ta ngent à celle-ci ; elle corres- 

pond à l'invariant de la forme cubique f; = aÿ. 

Au covariant cubique, du troisième degré par rapport aux 

coefficients de f;, répond le plan polaire d'un point À quel- 
conque de l'espace, pris relativement à la développable. Et, si 

l’on joint par une droite ce point À au pôle du plan précédent, 

pris par rapport à la courbe, cette droite est une bisécante de la 

cubique gauche ; elle marque, par ses appuis, les images des 

racines du hessien de f;; ses équations répondent à ce hessien. 
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L'involution K peut être envisagée comme étant un cas parti- 

eulier de l'involution d'ordre 2p et de premier rang, I, ou 
de rang (2p — 1), 152 _:. 

La représentation rappelée ci-dessus a été généralisée en ce 

qui concerne l’involution 1#, de la manière suivante : 

Deux courbes d'ordre p données déterminent un faisceau 

ponctuel et rencontrent une conique fondamentale en deux 

groupes de 2p points qui définissent l’involution 1#. Chacun des 

éléments du faisceau, par ses intersections avec la conique, 

marque un nouveau groupe de 2p points. La courbe qui passe 

par les points de base et un point M donné du support ren- 

contre encore celui-ci en (2p—1) points qui complètent le 

groupe dont M fait partie. 

On pourrait facilement obtenir sur la cubique gauche, au 

moyen d’un faisceau de surfaces réglées inscrites à la courbe, 

les constructions similaires sur lesquelles nous n'insistons pas. 

Nous regarderons ici 1 comme étant un cas particulier 

de KP2r,. 
Nous verrons que l'on peut obtenir une infinité de groupes 

de l’involution K2_, sur la conique ou sur la cubique gauche 

par la considération de courbes d’ordre p d’un faisceau du plan, 

ou de surfaces réglées d'ordre 2p inscrites à la cubique. 

Nous démontrerons quelques théorèmes auxquels notre repré- 
sentation donne lieu et nous établirons la possibilité de l'exten- 

sion de ces théories à l'hyperespace et aux involutions 157 _:. 

1. Dans le Mémoire rappelé ci-dessus, nous avons étudié la 

correspondance définie par les formules 

Z1° Ze: 253 = do: — 20 : A 

La: Le: Ls = Qo : — 24 : &. 

Les premières représentent, dans le plan, le pôle, pris par 

I I US 
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rapport à une conique fondamentale C3, de la droite ayant pour 

équation 

doZ: + 39 + A3t3 —= . 

Cette conique répond aux équations paramétriques 

1: 27; —=)°:2:1, 

ou à l'équation ordinaire 

za FFF UNE — 0. 

Les secondes, dans lesquelles on a posé 

nb PA 2 
Z, — VAT A RU Z2, 

L = 7125 — 2:35, 

du 2 
Zs = 2374 — %i, 

définissent une bisécante de la cubique gauche F; qui a pour 

équations paramétriques 

TÉL TÉ AU PT te EEE 

Nous avons fait remarquer que cette bisécante est la « droite 

pôle » par rapport à la développable (Co) circonscrite à la 

cubique gauche, de l'hyperboloïde inserit à cette dernière courbe, 

hyperboloïde dont l'équation est 

Aoly + Ga + als = 0, 

La développable circonserite a pour équations paramétriques 

2,523: Zs = 1°: 9) : 4, 

et pour équation ordinaire 

Z5 — AZ,Z; — 0. 

— Nous avons appelé similaires les éléments géométriques, 

les figures, les propositions. qui correspondent aux mêmes 
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formules dans le plan ou dans l’espace, et nous nous sommes 

servi des notations É4, Co, 6; pour désigner les coordonnées z ou Z, 

suivant que nous faisions de la géométrie plane ou de la géomé- 

trie dans l'espace. 
Dans ces conditions, les formules 

Ci: Ce: 63 =": — 20: &, 

Qo@i a Ua + As — 0, 

4 TE 4GG; TE 0, 

représentent respectivement le point A du plan ou la bisé- 

cante (A), de l;, similaire; la droite a du plan ou l'hyperboloïde 
similaire (a), inserit à F;; la conique fondamentale GC et la 

développable (C9) circonserite à la eubique gauche. 

— Nous prendrons dans le plan pour support des points 

représentatifs des involutions, la conique C9; l'image de ces 

points sur la cubique gauche F; résultera de la correspondance 

que nous venons de rappeler. 
Car, à tout point de C se rapporte une génératrice de la 

développable (C2); ces éléments, points et droites, se déter- 

minent par des conditions similaires. Or, à chaque génératrice 

peut se substituer son point de contact sur F;. De sorte que 

nous obtenons sur CG et F;, par un raisonnement unique, des 
points qui seront les images des mêmes groupes d'une invo- 

lution. 

En ce qui concerne l'espace, nous devrons toujours passer par 

l'intermédiaire de la réglée (Co), qui seule correspond à la conique 
fondamentale du plan. 

2. Sur L'invozurion If. — Nous nous permettrons de rappeler 
brièvement quelques propriétés élémentaires de l'involution 

quadratique If. Nous nous proposons d'en montrer l’origine et 

la généralisation dans certaines hypothèses. Elles nous serviront 

de repères dans la suite. 

Soit 

dXYi + (tie + Los) + Aloe = 0, 
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l'équation caractéristique de cette involution. Ses éléments 
doubles ont pour paramètres les racines de la forme binaire 

R= a = ai + 2x, + aix. 

Les formules 

Gi: Co: Cs = Ga: — 24 : & (1) 

définissent le point central A 

de l'involution. 

Toute droite passant par ce 

point marque, par ses inlersec- 

lions avec la conique Co, un 

couple de l'involution. 

Chacune de ces droites peut 

être regardée comme étant la 

jonction du point central et 
d'un point B situé dans le plan. 

définissent la bisécante (A) 

similaire du point central. 

Tout hyperboloïde, inscrit à 

l'; et passant par celle droite, 

rencontre la développable (Co) 

suivant deux tangentes à V'> 

dont les contacts marquent un 

couple de points de l'involution. 

Chaque hyperboloïde peut 

être envisagé comme ayant 

pour génératrices fondamen- 
tale la bisécante (A) et une 

autre bisécante (B) quelconque. 

Si (bo, -— 2b, bo) sont les coordonnées de B ou de (B), l'élé- 
ment considéré du faisceau a pour équation 

20 Lx êe 2; 

Ua ai UM a 0 

be b, b 

L'équation 

As + Abe + As — 0, (2) 

fait connaitre l'axe a de cette 

involution. Celui-ci rencontre 

la conique support en deux 

représente un hyperboloïde (a), 

inscrit à V;, qui rencontre (Co) 

suivant deux tangentes à T;: 
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points qui sont les images des 

points doubles. 

Ces points doubles sont aussi 

les contacts des langentes me- 

nées à la conique Cà par le point 

central À. 

Tout couple de tangentes 

menées à Co par un point de 

cette droile marque, par ses 

contacts, un couple de l’invo- 

lution K5. 

les contacts représentent les 

éléments doubles de l’involu- 

tion. 

Ces éléments doubles sont 

aussi marqués sur FT; par les 

génératrices de contact de la 

développable (C2) et des deux 

cônes tangents qu'on peut lui 

mener par la bisécante (A). 
Les couples de cônes inscrits 

à T;, se coupant suivant une 

génératrice de (a) marquent, par 

leurs sommets, un couple de 

l’involution I£. 

Nous devons remarquer que la formule (2) se déduit de 
l'équation 

fa = ai = aùf + 2AXITe + UeX3 = 0, 

par la substitution 

4: DL DL rEs (3) 

3. LEMMES SUR LA GÉOMÉTRIE DES FORMES BINAIRES. — Les 
constructions que nous voulons étudier dépendent des remarques 

suivantes : 

PREMIÈRE REMARQUE. — Soit une forme binaire d'ordre 2p, 

égalée à zéro, 

2 
Le = ti + | 1 aix? PAT, . Op La =, (4) 

Ses racines sont les points multiples d'ordre 2p de l’involu- 

tion 1_, d'ordre 2p et de rang (2p — 1) dont l’équation sym- 

bolique est 

CALPEELE Au2p — 0. 

| 

| | 
{ 

È 
| 

| 

Et naquit montés conarte ain m0 cs 
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Par la substitution (5), l'équation (4) peut se ramener à celle 

d’une courbe K,, d'ordre p, — ou d'une surface réglée simi- 

laire (K,), d'ordre 2p. 
Pour cela, exprimons d'abord f,, en fonction de ses dérivées 

d'ordre 2p — 2; regardons ensuite celles-ci comme constantes et 

écrivons la nouvelle forine, d'ordre 2P = 2p — 2, en fonction de 

ses dérivés d'ordre 2P — 2; et ainsi de suite. Définitivement, 

nous obtenons une expression de f,, ne renfermant plus que des 

groupements de variables de la forme 

2 2 
X1, 2% Te, Le, 

MoN? + QaTiTa + del? 

dans lesquels la substitution (3) est aisée. 
Par exemple, l'équation /; = 0 fournit celle d’une cubique K; 

ou de la réglée (K;) : 

ai + A3 + as + Gal; + Sabite + SALES + SLA AT 

+ SUUES + SAGE: + Satis — 0. 

Ainsi que cela résulte de la substitution, 

la courbe K, rencontre Ca en 

2p points dont les paramètres 

sont les racines de l’équation 

fon = 0; ce sont les images des 

éléments multiples d'ordre 2p 

d’une involution 155 _:. 

la surface (K,) rencontre la 

développable (C2) suivant 2p 

tangentes à V';; leurs points de 

contact sont les images des 

racines de f,, — 0 et celles des 

points multiples d’ordre 2p de 

l’involution 155 _:. 

La courbe K, et la réglée (K,), dans le cas de l'involution 
quadratique, sont l'axe a et l’hyperboloïde (a). 

Dans ce qui suit, nous supposerons connues la courbe K, et 

la surface (K,) dès que l'involution est définie par son équation 

symbolique. 

— Il résulte de la substitution (5) que dériver l'équation ter- 
naire ® (£4, Co, £s) = 0 par rapport à 64, €; ou & donne le même 
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résultat que dériver deux fois l'équation correspondante f2, = 0 

respectivement par rapport à x, Ou æ2 où successivement une 

fois par rapport à x, et à 9, puis faire dans le résuitat la substi- 

tution considérée. 

Nous pourrons done exprimer indifféremment nos formules 

au moyen de y, Go, €s Où de æ&y, %o. 

Pour la brièveté, nous marquerons par les signes (1) et (2) 

les dérivées premières de fo, prises par rapport à x, ou 29; les 

dérivées secondes seront (1, 1), (1, 2), (2, 2), notation qui 

s'explique d’elle-même, etc. 

DEUXIÈME REMARQUE. — Le 

lieu des points du plan dont les 

droites polaires, prises par 

rapport à la conique - support 

et à deux courbes K,, K,, 

correspondant respectivement 

aux formes lo, foprs SOnt con- 

courantes, est une courbe 

dont l'équalion, par la substi- 

tulion (3) faite en sens inverse, 

Le lieu des bisécantes de F; 

dont les hyperboloides polaires 

pris par rapport à la dévelop- 

pable circonscrite el aux deux 

réglées (K,), (K,,) correspon- 
dant respectivement aux f{or- 

mes ons fps Se Coupent suivant 

une méme bisécante de F; est 

une réglée dont l’équalion se 

ramêne au jacobien des for- 

se réduit au jacobien des formes | mes >, fon par la substitu- 

binaires op, fopr< tion (3), faite en sens inverse. 

Il nous suffit de démontrer le théorème de géométrie plane. 

Soient &;, :, €, les coordonnées d’un point du lieu. Les équa- 

tions des droites polaires de ce point par rapport aux courbes Co, 
K,, K,, sont respectivement 

QE — Cats + ti — 0, 

(1,1) + 61,2) + 6(2,2) = 0, 

6(1, 4) + 62(1, 2) + 65(2,2) = 0, 

les dérivées affectées d’accents se rapportant à /,, et la substi- 

tution 

ie DT Me ele Le 

étant faite dans toutes les dérivées. 
EE a le Sr iii Sp 0 ee né ne er tn an 
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Le lieu cherché a done pour équation 

2€; — C; 2, 

(1 ‘ 4 (1 ; 2) (2, 2 

Cette expression, par la substitution précédente, faite dans 

l’ordre inverse, donne la formule 

ZX —TiT x° 

(1 , 1) AP 2) (2, 2) 41 0, 

(RE) CN ST 

qui est une forme de l'équation jacobienne (f,,, fo)! = 0. 

La propriété précédente du jacobien de deux formes binaires 
‘ 

est donc analogue à celle qui existe pour le jacobien de trois 

formes ternaires. 
Lorsque les courbes Co, K,, K,,, ont un point commun — 

c'est-à-dire si les formes /2,, fo, ont une racine commune, — 

ce point est situé sur la courbe jacobienne que nous venons 

d’obtenir; autrement dit, le jacobien a aussi cette racine. 

Æ. APPLICATION 4 UN JACOBIEN PARTICULIER. — Au lieu de 

formes d'ordre pair quelconques, considérons en particulier une 

forme fo, et une forme quadratique 

LR=bt= bori + Dix, + bai. 

L'équation (5) s'écrira 

2€; — a 2%, 

(1 ) 1) (1, 2) (2, 2) CÆ 0, (6) 

bo b, b, 

et, dans ce cas, 

la courbe jacobienne est le lieu | la réglée jacobienne est le lieu 

des points dont les droites | des bisécantes de T; dont les 

polaires, prises par rapport | hyperboloïdes polaires, pris par 
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à C et K,, conconrent en un | rapport aux surfaces (Co) et 

même point de la polaire b, | (K,), se rencontrent suivant 

prise par rapport à Co, du | une génératrice de l’hyperbo- 

point B ayant pour coordon- | loïde polaire (b) de la bisé- 

nées cante (B) définie par les for- 

mules 

us Ca Us = btt= 0h Re 4b 

Cette courbe ou cette réglée — que nous appellerons respec- 

üvement J,, et (J,) — correspond alors au jacobien 

: (/2, {an) = 0. 

Si Pon parvient à les construire, on obtient sur ( ou sur F'; les 
images des racines de l'équation 

LS 2% A 

(ss fn) = | (11) (41,2) (22) | —0. (7) 
bo b, b, 

— Pour construire J,, on pourra procéder comme suit, la 

courbe K, étant, par hypothèse, connue. 
Soit Q un point de la polaire b du point B, par rapport à la 

conique fondamentale. Prenons sa polaire q par rapport à la 

même courbe; elle passe par B et le pôle de toute droite passant 
par Q est sur g. 

La polaire K, _; d'ordre (p— 1) de Q par rapport à K, est le 
lieu des pôles des droites polaires prises relativement à K,,, qui 

concourent en Q. Supposons-la construite. Les (p— 1) points 

communs à q et à K,,_, ont des polaires passant par Q: ce sont 

done des points de la courbe J,.. 
Cette courbe 3, est d'ordre p; elle rencontre donc encore q en 

un point; c'est le pôle B considéré, de coordonnées bo, — 2 04, bn. 

On voit du reste que l'équation (6) se vérifie quand on substitue 

ces valeurs aux variables. 
Le lecteur peut faire avec facilité le raisonnement similaire. 

rover vas" 
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— On vérifie analytiquement comme suit la construction 

ci-dessus. 

Les coordonnées du point Q peuvent s'écrire 

Gi: Go: Gs ==" + mb*) : 2x + mB) : (1 + m), 

« et 8 étant les paramètres des intersections de b avec Co. La 
polaire q de ce point par rapport à la conique fondamentale et 

la polaire K,,_-, par rapport à la courbe K,,, ont respectivement 

pour équations 

(A + m)e — (x + mBjée + (x + mE°)E — 0, 

(a + mB°)(1, 1) + 2(a + mB)(1, 2) + (1 + m)(2, 2) = 0, 

les dérivées (1,1),(1,2),(2, 2) étant ici des fonctions de 64, Co, Gs. 

En éliminant m entre ces relations, on obtient 

Gi — abs + als Ca — Ébe + Bts Et 

a(4, 4) 4 22 (1,2) + (2,2) (1,4) + 28(1,2)+ (2,2)| 

formule qui représente le lieu de l'intersection de ces polaires. 
Comme on a 

2b, b, 
+= — —) ai 

b b, 

on convertit facilement le résultat précédent et l'on obtient 

l'équation (6). 

5. GROUPES DE L'INVOLUTION 159 _, — Les racines de l’équa- 

tion (7) forment un groupe de 2p éléments de l’involution KE_; 

caractérisée (*) par l'équation fs, — 0; en d'autres termes, les 

racines de l’équation (7) forment un sysième apolaire des racines 

(*) C'est-à-dire ayant pour points multiples d'ordre 2p les points dont les 
paramètres sont les racines de fo» = 0. 
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Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que l'invariant qua- 

dratique simultané des formes 2, et (f, f2,)! soit nul. 

On doit donc avoir 

Lws (2 la)" = 0. 

Afin d'obtenir le premier membre de cette relation, on peut 

remplacer dans la forme jacobienne, les variables 

DS M es cn SUR 0 US (8) 

respectivement par les quantités 

Agps —— Up_ty ce — Us Go (9) 

coefficients littéraux de f,,. Or, cette forme jacobienne 

ï; — Lie x? 

(fs, {a) = bo b, b, 

s'écrit 

df df2 

dXy  dXe 

dx, T3 

ou bien 

ù d[ 9n don ù 
FA LE É LM + bite dan, 

Le Le DE dX 

Les coefficients de b5, b4, bo sont ici de degré 2p et dépendent 

des groupements (8); y faire la substitution marquée par les 

expressions (8) et (9) revient, en quelque sorte, à chercher 

l'invariant quadratique d’une forme de degré impair. Comme 

celui-ci est toujours identiquement nul, le théorème est démontré. 
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— Il résulte de là et du numéro 4 que nous pouvons obtenir 

sur la conique ou la cubique gauche fondamentales une infinité 

de groupes de 2p éléments de l’involution KE? _; ayant pour points 

multiples d'ordre 2p les points marqués sur ces courbes par la 

courbe K,, ou la surface réglée (K,) correspondant à la forme fs. 

La propriété précédente du jacobien des formes f9=b? et fo, 
est la généralisation de la propriété suivante d’une involution 

quadratique : on obtient sur C une infinité de couples de cette 

involution en joignant, par des droites, tout point B du plan au 

point central À ; — sur (C2), on obtient une infinité de généra- 

trices formant une involution F en menant les hyperboloïdes de 

jonction de la bisécante (A) et de toute autre bisécante (B) de 

la cubique gauche. 

G. UNE GÉNÉRALISATION DE LA NOTION DU POINT CENTRAL. — La 

courbe J, dont l'équation est 

2C3 — Le 26, 

G,1) (1,2) (2,9 | 0, (10) 
Deere Hi ba 

et qui marque sur C un groupe de l’involution 12; appartient 

à un réseau ponctuel. 

Toutes les courbes J, relatives à une même involution passent 

par un cerlain nombre de points communs, au nombre de 

(p?— p + 1), qui constituent les bases du réseau. 

En effet, la relation précédente est vérifiée, quels que soient 
les paramètres bo, 4, bo, quand on a 

(er æ Cs 
— ee nn 

c'est-à-dire, simultanément, 

26,(1,2) + 6:(2, 2) = 0, 

2€ (1, 2) + (1,1) = 0, 
(2, 2) — (1, 2) — 0. (c) 
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Ces dernières équations représentent respectivement des 
courbes (a), (b), (c), d'ordre p. 

Les points de base du réseau vérifient le système formé par 
ces équations. 

Or, les courbes (a) et (b) ont p? points communs; parmi ces 

points, un certain nombre sont sur la courbe (c), car la dernière 

relation n'est pas indépendante des deux premières. 

Si nous multiplions respectivement les équations (a) et {b) 
par &; et Gy, nous aurons 

DL (1,2) + GE, 9) —0; (a’) 

2:12) Ge A (b') 

d'où, par soustraction, 

Ca[ts(2, 2) — 6, (1, 1)] = 0. (c”) 

La courbe (c'), constituée par la droite £9 —0 et la courbe (c), 
passe donc par l'intersection complète des courbes (a/) et (b’). 

Mais la courbe (a) renferme le point d'intersection des 

droites €,=— 0, point qui n'est pas sur la courbe (b) ; celle-ci, à 

son tour, porte le point commun aux droites Co = 0, és = 0, 

qui n'appartient pas à la courbe (a). La droite € — 0, qui 

fait partie du lieu (c/), doit donc rencontrer les courbes (a) et 
(b) chacune en (p—1) points qui font partie de l'intersection 

complète cherchée. 

Il en résulte que les points communs aux courbes (a), (b), (c) 
sont au nombre de p? — (p— 1) (*). 

— Ainsi, on peut marquer sur Cà une infinité de groupes 

de 2p points d’une involution K5_;, au moyen des courbes jaco- 

biennes J, d’un réseau ayant p? — p+ 1 points de base. 

Dans la géométrie de la cubique gauche, on a la propriété 

(*) Les solutions communes aux équations (a), (b), (c) pourraient s’obtenir 

par une voie purement algébrique. (Voir Leçons d'algèbre supérieure, par 

G. SALMON, 16e leçon.) 
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similaire : les surfaces réglées (J,), d'ordre 2p, inscrites à l'; 

el appartenant à un réseau dont les bases sont p?— p + 1 bisé- 

cantes de la cubique, rencontrent la développable (C9) sui- 

vant 2p tangentes à la courbe. Les points de contact de celles-ci 

donnent les images de groupes de 2p élements d'une involu- 

tion 155_1. 
Les courbes (a), (b), (c) marquent chacune, sur Co, un groupe 

de l'involution. 

Ces courbes de même ordre, ayant en commun (p?-— p + 1) 
points, leur jacobienne a ces points comme points doubles. 

— En particulier, pour linvolution H, les équations (a), (b), 

(c) sont 

Qait + a, = 0, 

Gite + 20; — 0, 

dés — AG = 0, 

dont la troisième est une conséquence des deux autres. Le point 

de base — ou la bisécante de base — est défini par les deux 

premières, qui donnent 

C, : Co é Cs = 9 : — 20 : Av; 

c’est le point central (n° 5). 
Dans le cas des involutions 14, les courbes (a), (b), (e) sont 

des coniques ; le nombre des points de base est trois. 

7. RAPPORT ENTRE LES POINTS DE BASE ET CERTAINS ÉLÉMENTS 

SINGULIERS DE L'INVOLUTION. — Ï. Remarquons d’abord que si, 

dans les équations des courbes (a) et (b), nous faisons, inverse- 

ment, la substitution (3), nous obtenons, à un facteur numérique 
près, les dérivées du premier ordre de f:,, 

Les groupes neutres de l’involution 12_;, correspondant à 

l'équation symbolique 

Ande …. A9p = 0, 

2 
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sont les groupes de (2p — 1) éléments d’une involution 

d'ordre (2p —1) et de rang (2p — 5) représentée par le système 

Aidalss ... op —= 0, 

oll,2Q 3 . A9p = 0. 

A chacune de ces équations se rapporte une involution 1521 
ayant respectivement pour éléments multiples d'ordre (2p —1) 

les images des racines des formes 

De np tee & 
ox, 7 VON ARE 

0. 

Done, les courbes (a) et (b) marquent, sur la courbe fondamen- 
tale, les points multiples d'ordre (2p —1) des deux involutions 

d'ordre (2p—1) et de rang (2p —2) relatives aux éléments neu- 

tres de l’involution 12 _.. 

IT. Dans le cas de l'involution quadratique, en menant à C, 
les tangentes aux points doubles on obtient, par leur intersection, 

le point central, base du faisceau de droites. Comment, dans la 

théorie générale, les (p?—p + 1) points de base du réseau 
sont-ils reliés aux points multiples d'ordre 2p de l'involu- 

tion 157_. et à la courbe K,,? 
Pour répondre à cette question, considérons les droites polaires 

du même point, de coordonnées 64, Co, 6x, par rapport à la 

conique fondamentale C, et à la courbe K,,. 
En appelant &;, 6, €, les coordonnées courantes, on a 

QEiËs — bte + Lsti = 0, 11 
(1, 1) + &(1, 2) + (2,2) = 0. (11) 

D'un autre côté, les points de base sont définis par les 

formules 

(7 Ca (4 
— ——— —— = 

(2,2) 24,2) (4) 
et ce système, rapproché des équations (11), exprime que celles-ci 
sont identiques entre elles. 
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Donc, {es points de base du réseau sont tels que leurs droites 

polaires par rapport aux courbes C et K, se confondent. 

En particulier, dans le cas de l’involution 1, la polaire du 

point central, prise relativement à C9, coïncide avec la courbe K4, 

qui est ici l'axe de l’involution. 

Dans celui de l’involution J5, les points de base constituent les 

sommets du triangle autopolaire commun à C et à la conique Ko 

dérivant de l'équation biquadratique f,= 0. 

III. Considérons aussi le lieu des points dont les droites polaires 

prises par rapport à la conique fondamentale et à la courbe K, se 

coupent sur la première de ces deux courbes. 

Les équations (11) représentent ces polaires si 64, Co, 6; sont 

les coordonnées du pôle. On en tire pour les coordonnées £;, 
Co, € du point d’intersection des polaires 

ti (42 4 

A, 2) + (2,2) 20 2)— 411) 2%:0,2) +6(4,1) 

expressions dont les dénominateurs sont les équations des 

courbes (a), (b), (c). 
L'équation du lieu s'obtiendra en remplaçant dans l'équation 

Co — 4tits = 0 

de Co, les variables £’ par les valeurs. On à 

[A(4, 1) — (2, 2) F+[26(1, 2)+ (2, 2)][25:(4, 2)+ 81, 1)]—0. (12) 

La courbe que nous trouvons ainsi est d’ordre 2p; nommons-la 
la courbe C. 

Il est visible qu’elle passe par les (p?—p + 1) points de base 

et même que ces point en sont des points doubles. 

La courbe C représente aussi l'enveloppe des courbes J, corres- 
pondant à l'équation 

18 KE = Co 28, 

(4, 1) (1, 2) (2, 2) EN 0, 

| À > 
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et telles que le point B qui les fixe soit un point de la conique 

fondamentale. 

Car ces courbes d, appartiennent à un faisceau du second 

ordre et la règle des enveloppes donne l’équation (12) (*). 

Cette courbe C est même l'enveloppe de toutes les courbes J, ; 

car, au point B qui fixe l’une d'elles, on peut substituer une de 
ses intersections avec Co. 

— L'équation (12) de la courbe C peut s’écrire ainsi 

Le(1,1)+8(1,2)-+8(2,2)P (22 — AS) [(A,1)(2,2)—(1,9} 70. (13) 

Le premier terme de cette expression représente l'équation de 

la courbe K,, que nous supposons connue ; le dernier facteur du 

second terme est l'équation d'une courbe H, dont Mer se 
rapporte au hessien de la forme /,. 

Cette expression montre que la courbe C passe par les inter- 

sections des courbes K, et CG; de plus, la substitution (3), faite 
en sens inverse dans cette formule, la ramène à (f,)? = 0, le 

facteur & — 46,9 s'annulant identiquement. 

Ainsi, la courbe C est tangente à C3 aux points où cette courbe 

est rencontrée par K.,, c'est-à-dire aux points multiples d'ordre 2p 

de l’involution. 

Pour l'involution F, la courbe C est constituée par les deux 
tangentes aux points doubles menées par le point central; son 

équation 

(a68s + dite + Us) + (82 — AGE) (aots — af) = 0 

est décomposable et identique à 

(é — Col + ê5x°) (& — Qu + Ca) TT 0, 

À et x étant les paramètres des points doubles. 

Dans le cas de l'involution É, la courbe C est du quatrième 

(*) Dans une note insérée à la fin de ce travail, nous montrons que les 

courbes J, permettent de ramener le problème qui consiste à compléter 

un groupe de 2p points d’une involution es _#s groupe dont on connaît (2p — 1) 

points, au problème : trouver des groupes de (2p —1) points communs 
à (2p — 9) involutions [P2. 
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ordre; elle possède trois points doubles, les points de base; elle 

est donc unieursale. 
— La courbe C, d'après l’équation (15), passe aussi par les 

points communs à K, et à la courbe H,. Le hessien de /,, étant 

d'ordre 4(p— 1), la courbe H, est d'ordre 2(p— 1) et le 
nombre de ces points est ainsi de 2p(p — 1). 

Ces 2p(p — 1) points sont, sur K,, les points de contact des 

tangentes communes à C9 et à K,, 

* Car si nous considérons un point où aboutit, sur K,, une de 

ces tangentes, la droite polaire de ce point par rapport à K, est 

cette tangente elle-même. Sa droite polaire par rapport à CQ passe 

par le point de contact de la tangente commune; le point consi- 

déré est donc un point de la courbe C. 

Le nombre des tangentes communes est égal au nombre des 

points communs aux courbes réciproques de C et K,,; ces réci- 

proques étant d'ordres deux et p(p — 1), le nombre des tan- 

gentes communes est bien 2p(p — 1), comme il est dit ci-dessus. 

_— La propriété de la courbe C de passer par les contacts des 

tangentes communes à K, et C, est une conséquence du théorème 

suivant : La courbe H, est le lieu des points dont les polares par 

rapport à K, sont tangentes à la conique Co. 

En effet, la polaire du point 64, do, 6; par rapport à K, a pour 

équation 

(1,1) + (1,2) + G(2, 2) = 0, 

Es GC», Ga étant des coordonnées courantes. 

Cette droite rencontre C, aux points dont les paramètres sont 

les racines de l'équation 

214,1) + 2x2, (1, 2) + x(2, 2) = 0, 

et elle sera tangente à C si les racines considérées sont égales, 

c'est-à-dire si l’on a 

(1,1) (2,2) — (1,2) = 0, 

formule qui représente la courbe H;. 

Ce théorème permet de construire cette dernière et, par suite, 

d'obtenir sur K, les 2p(p— 1) points envisagés. 
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IV. Le théorème similaire découlant des propriétés précé- 
dentes est: le lieu des bisécantes de la cubique gauche l'>, telles que 

leurs hyperboloïdes polaires, pris par rapport à la développable 

circonscrile el à la réglée (K,), se coupent suivant des tangentes 

à la cubique gauche est une surface réglée (C), d'ordre kp. Cette 

surface a, comme génératrices rectilignes doubles, (p? — p + 1) 

bisécantes de la cubique; elle est iangente à la développable cir- 

conscrite suivant les droites de rencontre de celie-ci et de (K,); 

elle coupe encore cette dernière surface suivant 2p (p—1) droites 
qui sont, sur la surface (K,), les génératrices de contact des 

hyperboloïdes tangents communs à la développable circonscrite et 

à la réglée (K,). 

La surface (C) est liée à la représentation des involutions 12 _, 
sur la développable (CG) et sur la cubique F; par des remargres 

similaires de celles que nous avons énoncées. 

8. Sur LE POINT B. — On peut indifféremment, dans les rai- 
sonnements qui précèdent, considérer les quantités b,, by, bg soit 

comme étant des paramètres quelconques, soit comme représen- 

tant les coordonnées 

C1: Ca: és — 0: — 92h, : b (14) 

d’un point B du plan (ou d’une bisécante de F;). 
Dans ce dernier cas, chaque courbe J, passe par le point B 

correspondant, car l'équation (10) est vérifiée par les valeurs (14). 

I. Nous allons montrer que la connaissance du point B entraîne 

celle de la tangente en ce point à la courbe correspondante J, ; ou 

bien, dans la figure similaire, que la réglée (J,) est tangente 
suivant la génératrice (B), définie par les relations (44), à un 

hyperboloïde parfaitement connu. 

On ramène facilement l'équation de la droite polaire du 
point B, par rapport à J,, à la forme 

Zi. 6x 2 

b, b, b = 0, 

(2,2) (1,2) (1,14) 
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les accents indiquant que l’on a fait la substitution marquée par 

les formules (14). 
Or, le point B étant sur la courbe J,, cette polaire est tan- 

gente à J, en ce point. 

Un second point en est connu; il a pour coordonnées 

expressions qui vérifient le déterminant ci-dessus. Ce point est 

visiblement le pôle, pris par rapport à (>, de la droite polaire du 

point B relative à K,, 
On pourrait done construire la tangente à J, au point B en 

procédant ainsi : on prendrait la polaire de B par rapport à la 

courbe K, donnée, puis le pôle de cette droite relativement à 

la conique fondamentale; la droite de jonction de ces points est 
la tangente cherchée. 

Ainsi, la connaissance du point B correspond à deux condi- 

tions dans la détermination de la courbe J,, 

Dans le cas de l'involution 5, comme il y a trois points de 

base, le point B détermine entièrement la conique J,,; de plus, 

ici la construction de la polaire de B, par rapport à la courbe K,, 
est toujours possible. 

IL. Si, dans l'équation (10) du faisceau de courbes J,, nous 

faisions varier b,, b4, bo, il semblerait, puisque le plan renferme 

une double infinité de points — et la cubique gauche une double 

infinité de bisécantes — que nous dussions trouver une double 

infinité de courbes J, et un nomhre correspondant de groupes 

de 2n points de l’involution 157 _.. 

Cependant cette conclusion est fausse. Car si nous supposons 

construite la courbe J, correspondant à un point B donné, tout 

point de cette courbe peut jouer le rôle de B, ce qui ramène le 

nombre des points B distincts à une simple infinité. 

Lorsqu'il s’agit de l’involution l5, la connaissance du point B 

détermine entièrement la courbe J, qui y passe. Nous trouvons 

done, par le secours du faisceau de coniques Jo, une simple 
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infinité de quaternes de l'involution 5; il en existe une double 
infinité qui échappe à cette construction. 

De là résulte que la connaissance de quatre quaternes de 

points d’une involution I ne permettra pas, dans tous les cas, 

de construire les points de base, comme conséquence de la 

théorie que nous avons exposée; car un ou plusieurs des quatre 

quaternes peut appartenir à la double infinité qui ne résulte 

pas immédiatement de ces points. 

9. SUR LES GROUPES SINGULIERS, — En étudiant les courbes du 
faisceau répondant à l'équation (10), on pourrait trouver des 

groupes à éléments remarquables de l’involution 7 _.. 

S’'agit-1l, par exemple, de groupes ayant deux éléments coïnci- 

dents, il faut alors que l'équation jacobienne 

ne rire 0 0 

D — b b, b: = ( 

(1,14) (1,2) (22) 

possède deux racines égales. Ce fait est exprimé en annulant le 
diseriminant de cette équation. 

Nous obtenons par là une équation d'ordre 2 (2p — 1) en 

bo, 04, ba, Car chacun des coeflicients de l'équation ci-dessus est 

du premier ordre par rapport à ces quantités. 

La substitution 

bb =t" RL (15) 

convertit cette nouvelle équation en celle d'une courbe D,,, 

d'ordre 2 (2p — 1). 

Tout point de cette courbe est un point B auquel se rapporte 

une courbe J, du faisceau; cette dernière est tangente à Ja 
conique C en un point au moins, réel ou non. 

Cette remarque, appliquée à l’involution 1}, nous rend l’équa- 

tion 

(ai + Gb + Gibs) + (Gods — ai) (E2 — AU) — 0 

de la courbe C, rencontrée au numéro 7, formée par les deux 

tangentes menées à la conique support par le point central. 
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Appliquée à l'involution K, elle donne pour D, une courbe 
du sixième degré. Cette courbe est rencontrée par une conique Jo, 

correspondant à l’un de ses points, selon douze points ; l'un de 

ceux-ci étant connu, les onze autres s’en déduisent par la 

construction d'une même conique J,. Ainsi les coniques Jo tan- 
gentes à C, marquent sur la courbe particulière D, des groupes 

de points en involution du douzième ordre et de premier rang. 

Les douze intersections de la courbe D, et de la conique fonda- 

mentale marquent sur celle-ei les points de contact de douze 

coniques Jo. 

— Dans l’involution 15 nous obtenons des qualernes possédant 

des éléments triples en exprimant que léquation jacobienne 

ei-dessus, actuellement du quatrième degré, a une racine triple. 

Pour cela, il nous faudra annuler les invariants de la forme 

biquadratique constituant le premier membre. 
Ces invariants sont l’un du second, l’autre du troisième degré 

par rapport aux coefficients de la forme et, par suite aussi, par 

rapport à D, 04, bo; ainsi, la substitution (15) convertira ces 
invariants en l'équation d'une conique et en celle d'une cubique. 

Et les points d'intersection de ces deux courbes, au nombre 

de six, donneront les points B qui déterminent les coniques Jo 

osculatrices à la conique fondamentale. 

L'invariant du troisième ordre de la forme biquadratique 

considérée est précisément le diseriminant de la conique % cor- 

respondante. Les coniques J, osculatrices à C2 sont donc 

décomposables ; leur point d’osculation est le point double et 

celui-ci ne peut être qu'un des points de base du faisceau de 

courbes J,. Ainsi done, dans le cas considéré, les points de base 

devraient être sur la conique @; s'il en était autrement, il 

n'existerait aucune conique réelle du faisceau donnant des 

points triples de l’involution ki. 

La courbe correspondant au covariant cubique et qui a pour 
équation 

— 2 (as + 2@Cs)  Aobi— Ait2 — SG 2(dit1 — ass) 

AG — A Ce — DU; 2 URS Der (TF4) 20, + Ua — dés | = 0 

2(ai, Ge ais) 943; a Us — és 2(24a$; A = A) 
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est donc le lieu des points B pour lesquels la conique jaco- 
bienne J, se décompose. 

Or, chaque conique décomposable doit passer par le point t 

et les points P, P’, P/'’ de base; cette courbe cubique est done 

constituée par l'ensemble des côtés du triangle P P’ P// autopo- 
laire commun aux coniques C et Ko (n° 7, I). 

Mais si, dans l’équation précédente, on fait la substitution 

L2 L 2/0 . 

PT ass Li : Tata 5 Le, 

on obtient le covariant du sixième ordre de la forme biquadra- 

tique f,; nous avons ainsi une démonstration géométrique, 

peut-être nouvelle, des propriétés bien connues du covariant 

considéré, savoir : les racines de ce covariant sont conjuguées 

deux à deux; il est le produit de trois formes quadratiques. 

10. L'iNvoLuTION 1ÿ5_; DANS L'ESPACE A A DIMENSIONS, — La 

plupart des théories qui précèdent s’étendent facilement à 

l'espace à n dimensions, E,, 

On sait que les groupes d’une involution 15_., du n° ordre et 

de rang (n — 1) peuvent être représentés sur la courbe nor- 

male C, de cet espace, par ses intersections avec les espaces 
linéaires à (n — 1) dimensions qui passent par un point fixe A. 

Si les équations de la courbe normale C, sont 

c , , n ji næi . d n-1 
Pis COR Le: …s Gn41 = À = 1 À . 9 À ! RE TDE 

et si le point A considéré est défini par les rapports 

Éd | n n 
Ci: Ca: Cat 6e Car = Une — | dy: 9 AL ait RTE 

l’espace linéaire £, _ 1, à (n — 1) dimensions, qui Joint les points 
multiples d'ordre n de l'involution, a pour équation 

Os ie RS + Us J ENACQNE — Ant = 0. (16) 
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Il est l'espace polaire du point À par rapport à la courbe C,,. 

Tout espace linéaire £, _, qui unit le point A à (n — 1) points 
donnés de C,, rencontre encore la courbe en un point; celui-ci 

complète le groupe dont les (n — 1) points donnés font partie. 

Enfin, si B, C.,... L sont (n — 1) points quelconques de l’es- 

pace E,, l’espace linéaire €, _; qui les unit au point A rencontre 

évidemment C, en un groupe de l’involution 1#_.. 

Cet espace a pour équation 

(a FE La Cs … me Pa bu 

n n 

a, # An1 f ae d 

n n MON U «0 
n n 

la (°) l,44 F] le .…. L 

Remarquons encore que la formule (16) découle de la forme 
binaire 

RE n Le n—1 n n—2,.2 n = 0 = Ai + ; GX Lo + 9 QaX Xa He + 4,05, 

égalée à zéro par la substitution 

n n 
42: (ares N DIN ati its Leu, (17) 

11. La même substitution permet de convertir toute forme 

binaire f,,, d'ordre np en l’équation d'ordre p d'une hypersur- 

face S, contenue dans l’espace E,. 

Cette hypersurface rencontre C, en np points. Ce sont les 
images des racines de l’équation f,, = 0 et les points multiples 

d'ordre np de l'involution 1% _;, d'ordre np et de rang (np — 1). 
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Nous pourrons supposer que, lPinvolution 17_; étant fixée, 
l’hypersurface $,, est connue. 

Pour obtenir l'équation deS,, il suflit d'exprimer d'abord f,, 
en fonction de ses dérivées d'ordre n(p — 1); de regarder 
celles-ci comme constantes et d'exprimer la nouvelle forme, 

d'ordre #P — n(p — 1), en fonction de ses dérivées d'ordre 

n(P — 1), et ainsi de suite. Le résultat définitif, qui ne renferme 
plus que des groupements d'ordre n des variables x, et %», 

permet d'appliquer aisément la substitution marquée par les 
formules (17). 

Soit 

PPS UM LEE | 

l'équation ainsi obtenue de l'hypersurface $,,, et appelons £;, 

C9s «+. Em41 les coordonnées d’un point Z de l'espace E,.. 

Les espaces linéaires à (n — 1) dimensions, polaires de ce 

point relativement à la courbe C, et à lhypersurface S,,, ont 

respectivement pour équations 

I 2 
A A Te | | Can FA | ape ne NE 2 Ne aa 0, 

n n 

2” 2” 2” 

Co — + Co ———— + + C——=0 

À ? dx "Xe ji dX2 * 

où il est entendu que les dérivées, qui sont relatives à 

Lan (Gus + En+1), Ont subi la substitution (17), les quantités € y 

élant affectées d’accents. 

Si nous considérons en outre les cspaces linéaires b, €, … l, 

polaires de (n — 1) points donnés B, C, ... L par rapport à C, 

bts + Dites + +. + Don = 0, 

lb: ai Lite LP 2 Lis 0, 

ns lat 

CORRE TE 2 

=. rh 
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l'équation du lieu des points Z tels que les (n — 1) espaces 
polaires envisagés, soient concourants est 

à & 2% 
Enst = |£, | Er tr: E) À 

n n 

2" 2" >” >" 
D M Ar. LT UE Dx3 = 0. (18) 

b, b, b, CRE b, 

4 le la din de 

L'hypersurface 2, ainsi obtenue, d'ordre p, rencontre C, en 

np points; ceux-ci ont pour paramètres les racines de la forme 

binaire 

DR Ti AB TS Tres  Æ À 

AC d d de 

NÉRUNOEST dTe JET rs dx 

LE b, b, b, EUR AN (19) 

L l, Le l 

— En particulier, pour l'espace euclidien, n égale trois et le 

premier membre de l'équation (18) est un déterminant du qua- 

trième ordre. La surface qu'elle représente passe par la droite 

joignant les points B et C. 

Cette surface peut être obtenue par un raisonnement analogue 
à celui qui est employé au numéro 4. 

Soit Q un point de l'intersection des plans b et c, polaires 

de B et C par rapport à la cubique gauche C>, ici courbe nor- 

male. Supposons-en construite la surface (p — 1)° polaire par 
rapport à S, et le plan polaire relatif à la courbe normale. 

Cette surface et ce plan se coupent suivant une courbe d'ordre 

(p— 1) située tout entière sur la surface X,, car les plans 
polaires de chacun de ses points, pris par rapport à $,, et à Cx, 
concourent au point Q. 
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12. Pour que le groupe des np points obtenus par l’intersec- 

tion de X, et de C, soit un groupe de l'involution 157 _:, il faut 

el il suffit que l'on ait 

(ns En)? = 0. 

L'invariant qui constitue le premier membre de cette relation 

peut se déduire de la forme (19) en substituant aux groupements 

de variables 

ae, Aus, Ad, MIT (20) 

respectivement les constantes 

lnps  —— np=is Ayp-2 …. (— 1 ne ‘@, ee I Fa (21) 

Développons le déterminant (19) par la règle de Laplace, l'une 
des séries de déterminants partiels étant formée avec les deux 

premières lignes. 

Il nous suffira de voir ce que deviennent ces déterminants 

par la substitution ci-dessus el même de borner cette vérifica- 

tion au premier d'entre eux, qui peut s'écrire 

d"f, d"f, 

* “Vis Ë TT + Le ——"— |, 
; 2 

ou bien 

Cette dernière expression ne renferme que des groupements 

de la forme (20), et il est évident que la substitution marquée 
par les formules (20) et (21) peut y être faite. 

“Si n est pair, quel que soit p, elle devient identiquement 
dn—1 

nulle; ear la dérivée - est une forme binaire d'ordre impair 
du 

(np — n + 1). La substitution revient à chercher l'invariant qua- 
dratique de cette forme; il est identiquement nul. 

RE 

5 
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Si n est impair en même temps que p, l’ordre (np — n + 1) 
est aussi impair et les mêmes conclusions ont lieu. 

Mais si, au contraire, p est pair, l'ordre de la fonction dérivée 

est pair et l’invariant quadratique d'une forme binaire d'ordre 

pair n'est pas nul. 

On conclut de là, aisément, dans quel cas les intersections de 

l’hypersurface 2, avec la courbe C, donnent sur celle-ci des 

groupes de l'involution 15} _:. 

— Ainsi, dans l’espace ordinaire, nous aurons sur la cubique 
gauche l’image de groupes des involutions d'ordre 5(2k + 1) et 
de rang 2(5k + 1), dans l’espace à quatre dimensions, ce sont 

des groupes d'involutions d'ordre 4p que nous pourrons obtenir. 

Tous les groupes des involutions considérées ne se présentent 

pas, en général, sauf pour p = 1. À cause du choix arbitraire 

des points B, C, … L, on a une infinité d'ordre (n — 1) de 

groupes. | 

13. Les hypersurfaces £, passent par des points de base dont 

nous déterminons le nombre en cherchant l'ordre du système 

Cn4 ms rdhdbrie 2 tan A ——— LATE a CIE —— Ai D 

"fan be. WE d'frp () d" fn pres D" {np 

dx? 1/ dx? xs 2/0a 0% dx% 

Car si, dans l'équation (18), nous remplaçons les quantités qui 

entrent ici aux numérateurs par les dénominateurs correspon- 
dants, cette équation est vérifiée. Les points communs aux courbes 

qui répondent à ces rapports sont donc les points de base. 
Des théorèmes connus d’algèbre (*) donnent pour l’ordre du 

système le nombre 

(p— 1)" —1 
pee ne + (p— 1}, où 

p — 2 

(*) Voir le renvoi de la page 16. 
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paice que les fonctions qui entrent en dénominateurs sont 
d'ordre (p — 1) et qu'il y a (n + 1) variables €; il est entendu, 

en effet, que, dans les dénominateurs, la substitution (17) a été 
faite. 

En particulier, dans l’espace à trois dimensions, l'équation (18), 
pour p—3 par exemple, représente une surface du troisième 

ordre dont les intersections avec la cubique gauche marquent 
un groupe de points de l'involution du neuvième ordre et du 
huitième rang. 

Cette surface passe par la droite joignant les points B et C 

choisis arbitrairement dans l’espace et par un ensemble de quinze 
points fixes servant de base à une infinité de surfaces analogues, 

obtenues en faisant varier la situation des points B et C. 

Il y aurait peut-être lieu d'étudier de près cette surface 
cubique, en se servant plus spécialement des propriétés de l’in- 

volution }2. 

14. En appliquant actuellement aux résultats qui précèdent 
les théories exposées dans notre Mémoire (*) intitulé : « Sur 

une correspondance entre les espaces à n et à (2n — 1) dimen- 

sions », nous verrions qu'ils peuvent être étendus à ce dernier 

espace, dans lequel nous obtenons ainsi la représentation de 

groupes de l'involution 7 _:. 

NOTE. 

Lorsque la forme 

fa =0,=0ax, + ir 

a pour racine le paramètre À d'un point d’un groupe de l’invo- 

(*) Mémoires de la Société royale des sciences de Liége, 3e série, t. IX. 

Se 
E 

3 | 
1 | 
j 
El 
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t 
1 

i | | 
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Jution 152 _;, l’ensemble des (2p — 1) points jo ia ce groupe 

vérifie la relation 

(ab) a,9@,5 … Gray = 0. (22) 

Les points multiples d'ordre (p — 1) de l'involution d'ordre 

(2p — 1) et de rang (2p — 2), 5-3, définie par la formule pré- 

cédente sont racines de l'équation 

(ab) a = 0, 

dont le premier membre est le jacobien de /,, et de f1. 

Construisons donc la courbe K, correspondant à l'équation 

(fps 5) 0, 

courbe dont le point B est sur C et y a pour paramètre 1. 

Comme cette dernière équation s'écrit encore 

(ab) ab, = 0, 

les (p — 1) intersections restantes sont les images des points 

multiples d'ordre (2p — 1) de l’involution 1527}. 

Supposons actuellement que le point B considéré ici soit un 

des (2p — 1) points donnés d'un groupe de l'involution re 
qu'il s'agisse de compléter le groupe. 

Il suffit, pour cela, d'envisager les (2p — 2) points donnés, 

autres que B, comme formant un groupe de l’involution 1527; 

dont nous venons de trouver les points multiples d'ordre (2p— 1). 
Par la formule (22), on voit que la solution du problème pro- 

posé revient à rechercher, dans l’involution 1573, le point qui 

complète le groupe dont les (2p—2) points restants feraient 
partie. 

Supposons encore que le point B représente un élément donné 
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d'un groupe de 2p points de l’involution d'ordre 2p et de pre- 

mier rang, 1#, définie par (2p— 1) équations de la forme 

Anlse 99 na 0. 

En construisant les courbes J, correspondant à ce point B et 

aux (2p — 1) involutions 152_;, qui répondent à ces équations, 

on marque les points multiples d'ordre (2p — 1) de (2p — 1) 

involutions 157. 
Le problème qui consiste à trouver le groupe de (2p — 1) 

points correspondant au point B dans l’involution 1? se ramène 
donc à celui-ci : construire le groupe de (2p — 1) points com- 

muns à (2p — 1) involutions 15-35 dont on donne les points 

multiples d'ordre (2p — 1). 
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SUR 

QUELQUES SURFACES RÉGLEEN 

Je me propose d'étudier la surface engendrée par la perpen- 

diculaire commune à deux droites a et b, dans les cas suivants : 

, 1° a est fixe, b un rayon quelconque d’un faisceau [b]. 

2° a est fixe, b une génératrice variable d'un système réglé V. 

9° a et b sont des rayons homologues de deux faisceaux pro- 

jeetifs [a], [b]. 

4° a et b sont des rayons homologues d'un faisceau [a] et d’un 

système réglé V projectifs. 

5° a et b sont des rayons homologues de deux systèmes réglés 

projectifs V, V;. 

Je désignerai par g la perpendiculaire commune à a et b, par 

À et B ses pieds; la surface engendrée par g et les courbes 

décrites par les points A, B seront représentées par (9), (A), (B). 
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1. La perpendiculaire commune à une droite fixe a et à un 

rayon variable b d’un fuisceau engendre un conoïde de Plücker. 

Bien que cette surface soit connue, nous y consacrons quel- 

ques développements. Soient AB = g la perpendiculaire com- 

mune, E le centre du faisceau [b]. En un point quelconque O de 

a, menons un plan r perpendiculaire à a; soient E/, B/ les pro- 

jections de E, B sur 7, B, le point de rencontre de b avec x. La 

projection OB/ de AB sera perpendiculaire à la projection E/B, 

de b; par suite, le lieu de B'est la circonférence de diamètre OE/, 

et le lieu de B est l’ellipse suivant laquelle le cylindre droit 

construit sur cette circonférence est coupé par le plan du fais- 
ceau [b]. 

On retrouve ainsi la génération du conoïde de Plücker prise 

ordinairement pour définition de cette surface. 

REMARQUE. — Dans la suite, nous construirons souvent la 

perpendiculaire commune aux deux droites a, b comme intersec- 

tion de deux plans «, 8 menés respectivement par a et par b, et 

parallèles à la direction qui est à la fois perpendiculaire aux 

directions de a et b. 

Dans le cas actuel, si l’on mène par E une parallèle a’ à a et 

qu'on élève en E une perpendiculaire p au plan ba/, la droite g 

sera l'intersection du plan bp = 8 avec le plan x mené par a 

parallèlement à p. La droite p engendre un faisceau projectif 

avec le faisceau [b]; donc le plan $ enveloppe un cône du second 

ordre. 

Par conséquent, la surface (g) est le lieu de l'intersection des 

éléments homologues d’un faisceau de plans [a] et du faisceau 
[8] de plans tangents à un cône quadratique, ces deux faisceaux 

étant rapportés projectivement l’un à l’autre. 

Cas PARTICULIERS. -— 4° Si a passe par le sommet du faisceau, 

le lieu géométrique de la perpendiculaire commune est un plan 

perpendiculaire à a. 
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2 Si a est parallèle au plan du faisceau, la surface (g) se 

compose du plan aË et du plan mené par a perpendiculaire- 

ment au plan du faisceau. 

IL. 

2. Lemue. — Les droites qui projeltent un point P sur les 

génératrices d’un même mode d’une quadrique réglée sont les 

génératrices d’un cône À du quatrième ou du troisième ordre 

selon que la quadrique est un hyperboloïde ou un paraboloide; 

lorsque P appartient à la quadrique, À est du troisième ordre 

pour l'hyperboloïde et du second pour le paraboloïde (*). 

8. Le lieu géométrique de la perpendiculaire commune à une 

droite fixe a et à une génératrice variable b d’un méme système 

d'un hyperboloïde V est un conoîde du sixième ordre. Le lieu du 

pied de la perpendiculaire sur b est une RE naine gauche de 

seconde espèce, 

Soient GC le second point d’intersection de 9 avec V, K et L 
ceux de a avec V. 

Les droites g passant par un point À de a sont situées dans un 

plan perpendiculaire à a. Ce plan coupe le cône À de sommet A 
(2) suivant quatre droites g. Le lieu du pied B de la perpendicu- 

laire commune est donc une biquadratique gauche ; elle est de 

seconde espèce puisqu'elle ne rencontre qu’une seule fois cha- 

cune des génératrices considérées. 

Cette courbe passe par K et L. Un plan quelconque mené par 

a la coupe en deux points non situés sur a; il contient done deux 

droites g parallèles. La droite à à l'infini des plans perpendicu- 

(*) NEUBERG et DEGUELDRE, Sur quelques lieux géométriques dans l’espace. 
(MÉMOIRES DE LA SOCIÉTÉ ROYALE DES SCIENCES DE LIÉGE, 3e sér., t. VIIL.) 
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laires à a, est une directrice double du conoïde, tandis que‘a en 
est une directrice quadruple; le conoïde est du sixième ordre (*) 

La courbe d’intersection de V avec le conoïde étant du dou- 

zième ordre, le lieu géométrique du point C est une courbe 

gauche du huitième ordre. 

Le plan normal en K à a coupe le cône À de sommet K sui- 

vant trois droites 4, Ko, k; qui sont des droites g; la quatrième 

droite g est la perpendiculaire k, au plan mené par a et par la 

génératrice de V passant par K. Il en résulte que K est un point 

C pour k4, ke, k; et un point B pour 4, ; en d’autres termes, c'est 

un point simple de la courbe (B) et un point triple de la 
courbe (C). 

La courbe (C) passe deux fois par chacun des points d'inter- 

section de la directrice à l'infini à avec V : car, par chacun de 

ces points, passent deux droites g. 

4. Pour trouver l’ordre de la surface (9), on peut s'appuyer 

sur le lemme ci-après qui interviendra encore dans plusieurs 

autres questions ; cette proposition, avec ses démonstrations, nous 

a été communiquée par M. Neuberg. 

Appelons cône directeur d’une développable, l'enveloppe des 
plans menés par un même point S parallèlement aux plans 

tangents de cette surface. 

Lemme. — Le cône directeur d’une développable W est générale- 

ment de la méme classe que cette surface. Il subit une diminution 

de une, deux, trois. unités si le plan de linfini est un plan tan- 

yent simple, double, triple. de la développable. 

En effet, soit Sx une droite quelconque menée par le sommet 

S du cône directeur. La classe de ce cône est le nombre des 

plans tangents qu'on peut lui mener par Sx ou par le point à 

(*) En général, si entre deux ponctuelles [4], [v] on établit une corres- 

pondance (m, n), la droite qui en joint deux points homologues engendre 
une surface d'ordre m + n. 

ef iv ns dé 
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l'infini de cette droite. A chacun de ces plans il correspond un 

plan tangent parallèle mené à la développable. Donc celle-ei est 

de la même classe que le cône. 

Cependant, si la développable touche p fois le plan de l'in- 

fini, sa classe sera supérieure de p unités à celle du cône direc- 

teur. 

Voici une démonstration analytique du même théorème. 

Posons 

P,=A,x + B,y + C,z + D,i, Q,=A,x + B,y + C,z, 

æ, y, z, t étant des coordonnées cartésiennes homogènes. 

Une développable de la classe » est l'enveloppe d’un plan 

mobile dont les paramètres sont des fonctions de degré n d'un 

paramètre variable b; soit 

P, + P,p + Pop° + ... + P,p" =0 (1) 

l'équation de ce plan. Le cône directeur, dont nous plaçons le 

sommet en l’origine des coordonnées, est l'enveloppe du plan 

Q + Qup + Q2o° + ... + 00" = 0. (2) 

On voit que généralement il est de la classe n. 
Cependant, si les polynômes 

Ào + A4p Can où A3p° = DOC A,p”";, 

A6 4 | AE A AR ES TA (5) 

C, + Cp + Con +... + Cp”, 

avaient un facteur commun 5 — p, et que l'on désigne par «, 6, y 

leurs quotients par o — 04, les équations (1) et (2) prendraient la 
forme 

(ax + By + y2)(o — pi) + (Do + Dyp +... + Dpt = 0, (4) 

ax + 6y + 72 = 0. (à) 
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On voit par là que la développable admet, pour bp — :4, le 

plan de l'infini pour plan tangent (*), et que le cône directeur 
n’est plus que de la classe n — 1. 

Cd 

Si les polynômes (5) avaient p facteurs o — boy, p — po, ... 
p— p, communs, le plan de l'infini toucherait la développable 

p fois, et le cône directeur serait de la classe n — p. 

5. Cela posé, en un point S de a, menons des parallèles aux 

génératrices de V: elles engendrent le cône directeur de V, que 
nous appelons cône S. 

Menons par S la parallèle b! à b; la perpendiculaire p menée 

par S au plan ab’ est parallèle à 9; la droite g est l'intersection 

du plan ab = 4 avec le plan $ mené par b parallèlement à p. 

Étudions d’abord les particularités que peut présenter la 

droite p; elles se répercuteront sur le conoïde. Un plan mené 

par a coupe le cône S suivant deux génératrices 6’, b’,; soient b, 

b, les génératrices correspondantes de V. La droite p perpendi- 

culaire à a et L’ est aussi perpendiculaire à b/,; il en résulte que 

les perpendiculaires communes à a et b ou a et b, sont paral- 

lèles et par suite situées dans un même plan passant par a. La 

droite p engendre un faisceau dont le plan est perpendiculaire à 

a; on peut appeler ce faisceau faisceau directeur du conoïde; il 

doit être considéré comme double, puisqu’à un rayon p corres- 

pondent deux génératrices b, b, de V et par suite deux positions 

de g. Ceci démontre de nouveau que la directrice + est double. 

Les droites b’, L', peuvent être confondues; en effet, les géné- 

ratrices de contact h/, h!,; des plans tangents menés par a au 

cône S satisfont à cette condition. 

Le plan b/p enveloppe un cône de la quatrième classe. En effet, 

si l'est une droite quelconque menée par S, il existe entre les 

plans p = et lb! = y une correspondance (2,2); car à une 

(*) En faisant tendre p vers p4, on voit que ce plan tangent peut être consi-« 
déré comme parallèle au plan représenté par l’équafion ax + fy + y: =0,. 

où l’on remplace p par 4. 
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droite p correspondent deux génératrices b/, b',; du cône S, d'où 

deux plans y, et un plan y coupe le cône suivant deux généra- 
trices à chacune desquelles il correspond une droite p. 

Il résulte de là que le plan 6 enveloppe une développable de 

la quatrième classe (4). 

Cela posé, cherchons l'ordre du conoïde (g) en déterminant le 

nombre des droites g qui rencontrent une droite quelconque u. 

Les plans « et $ qui se coupent suivant une droite g, rencon- 

trent « en deux points X, Ÿ entre lesquels il existe une corres- 

pondance (4,2). En effet, si l'on donne X. on connaitra le plan 

à = ap et par suite p; mais à p correspondent deux génératrices 

b', b,! du cône S, donc aussi deux génératrices d, b, de V, d’où 

deux plans 6. Donnons-nous maintenant le point Y : il passe par 

ce point quatre plans tangents à la développable, enveloppe des 

plans 6, d'où quatre plans correspondants «. 

Les six coincidences de la correspondance entre X et Y sont 

six points de « appartenant au conoïde (*). 

Cherchons les génératrices doubles du conoïde (4). Elles sont 
de deux espèces : 

1° Les droites g étant parallèles deux à deux, il peut arriver 

qu'une génératrice coincide avec sa parallèle. Les droites b/, b,/ 

définies précédemment se correspondent sur le cône S dans une 

involution ayant pour éléments doubles les génératrices de con- 

tact }/, h/, des plans tangents menés par a au cône $. De là, 

deux droites doubles du conoïde. 

Si g, désigne l’une de ces droites, le plan ag, rencontre la 

biquadrique (B) en deux points différents de K et L confondus 

sur 9, ; autrement dit, le plan ag, contient une tangente à la 

courbe (B). 

(*) Un raisonnement semblable établit la proposition suivante, plus 

générale et analogue au lemme (10) : Si l’on établit entre les plans tangents 
a et B à deux développables 2,, 24 respectivement des classes m et n une 
correspondance (1, 1), la droite af suivant laquelle se coupent deux plans 

homologues, engendre une surface dont la classe est m + n. Cependant, si 
2, et >, ont des éléments unis, l’ordre de la surface engendrée par la 
droite «8 subit une réduction d’une unité pour chaque élément uni. 
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2 On a vu qu'une droite p est perpendiculaire à deux géné- 

ratrices D’, b’, du cône S; 1l peut arriver que les génératrices b, 

b, de V et la droite a aient la même perpendiculaire commune. 
Les pieds B, B, de cette perpendiculaire appartiennent à la 

courbe (B) et à la courbe (C), de sorte que BB, est bisécante 

commune. 

Les droites b, b, marquent sur une génératrice c du second 

mode de V une involution caractérisée par une équation symé- 
trique du premier degré, de la forme 

apps + De + ps) + c = 0, (1) 

où p et p, désignent des paramètres qui fixent les points de ren- 

contre de b et b, avec c. 

Soient d, d, deux génératrices de V telles que les perpendicu- 

laires communes à (a, d) et à (a, d,) rencontrent a au même 

point A. Si l’on donne d, le point A est connu et on a trois 
autres droites g partant de À, el par suite trois droites d,. Réci- 

proquement, si l’on donne d,, on a trois droites correspondantes 

d; on en conclut, en appelant p, o, les paramètres qui fixent les 

points de rencontre de d, d, avec c, que ces paramètres sont liés 

par une équation du troisième degré par rapport à chacun de 

ces paramètres et symétrique en bp et P/. Cette équation symé- 

trique donne une relation qui est du troisième degré par rapport 

aux deux quantités po”, p + p'; avec l'équation (1), elle donne 

trois solutions pour les inconnues po’, p + p/ et partant trois 

couples b, bd, vérifiant la condition que les perpendiculaires 

communes à (a, b) et à (a, b4) ont le même pied sur a 

Remarque. — Supposons que les plans perpendiculaires à a 

rencontrent V suivant des hyperboles. Les asymptotes de ces 

hyperboles sont parallèles aux génératrices X, 4’ suivant les- 

quelles le plan perpendiculaire en S à a rencontre le cône direc- 

teur S. Les droites k et k/ sont aussi des rayons du faisceau [p|, 
et les plans menés en S perpendiculairement à Æ ou à k’ ren- 

contrent le cône S suivant deux génératrices l’, l', ou m/, m'; 
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4% l, 4, m, m, les génératrices de V parallèles à /’, l',, m/, 

1. Alors les perpendiculaires communes à (a, l), (a, l4), (a, #), 

* m;) recoupent V à l'infini; on a ainsi les points doubles à 

l'infini de la courbe (C) 

6. Appelons b et c deux génératrices de modes différents de 

V, et soient 3, X, les conoïdes correspondants (4) pour la même 

droite a. Un plan quelconque x passant par a contient, indépen- 

damment de «a, deux génératrices de chacun des conoïdes. Ces 
droites étant parallèles, le plan x est un plan tritangent commun 

à >, et »,; quatre des points de contact appartiennent à a et les 

deux autres sont réunis sur la directrice à à l'infini. 

Cherchons l'intersection de Z, et Z, Elle comprend d'abord 

la directrice quadruple a et la directrice double i. Ensuite, si E 

est un point quelconque de cette intersection, la perpendiculaire 

q abaissée de E sur a est nécessairement une génératrice com- 

mune aux deux conoïdes et doit rencontrer normalement deux 

génératrices b, c de systèmes différents de V, ce qui ne peut avoir 

lieu que si b et c se rencontrent en un point M de q ou sont 

parallèles, 

Dans la première hypothèse, le plan tangent en M à V est 

parallèle à a Soient U le cylindre circonscrit à V dont les géné- 

ratrices sont parallèles à a, W la courbe de contact, W! la pro- 

jection de W sur un plan + perpendiculaire à a en un point F, 

M’ la projection de M sur x. Il est facile de voir que FM’ est 

normale à W’. Comme il part de F quatre normales à W7/, il 
existe quatre normales à V qui rencontrent normalement a (*). 

Dans la seconde hypothèse, soient B/, C’ les pieds sur a des 

perpendiculaires communes aux couples (a, b), (a, c). Les points 

B', C' liés par une correspondance (4, 4) coïncideront huit fois, 

d'où huit génératrices communes à X, et Z, Ces droites sont 

tangentes au cône asymptote de V ; car chacune d'elles est située 

dans le plan de deux génératrices parallèles de V. 

(*) Il suit de là que les normales à une quadrique centrée le long d’une 
section diamétrale engendrent une surface du quatrième ordre. 
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‘7. Si a est parallèle à une génératrice a, de V, le plan de ces 

deux droites se détache de la surface. De plus, si J désigne le 
point d’intersection à l'infini de a avee a,, il y a en J une infinité 

de perpendiculaires communes à & et a; Le plan de l'infini se 
détache également de la surface, et le conoïde (g) est maintenant 
du quatrième ordre. 

Par un point de a il ne passe plus que trois droites g et il 

n'existe plus qu'une droite g de direction donnée. Par suite, 

a est une directrice triple et à une droite simple, ce qui confirme 

que le conoïde est du quatrième ordre. 

L'ordre de la surface, dans ce cas particulier, peut également 

s'établir par un raisonnement déjà employé dans le cas général. 
La droite a étant génératrice de V est aussi génératrice du 

cône S. Tout plan passant par a coupe le cône S suivant une 

génératrice b', autre que a; soit p la perpendiculaire au plan ab’. 

Appelons x, les plans menés par une droite quelconque Sx, 
l'un par p et l’autre par L’. Si l'on donne u, p est l'intersection 

de x avec le plan perpendiculaire en S à a; le plan perpendi- 

culaire en $S à p coupe le cône S suivant a et une deuxième 

génératrice 0’ du cône S; il faut négliger a qui est fixe; donc 

à un plan Lu correspond un seul plan y. Mais un plan y coupe 

le cône S suivant deux génératrices b’, b; auxquelles corres- 

pondent deux génératrices b, b, de V. 

La correspondance entre H et y est donc (2,1); les trois coïnci- 

dences de la correspondance (u, y) sont les plans tangents à 

l'enveloppe des plans b'p. Les plans 6p ont aussi une enveloppe 

de la troisième classe (4). 

La perpendiculaire en S au plan tangent mené par a au cône S 

indique la direction de la perpendiculaire commune à a et à la 

génératrice infiniment voisine sur V de «4. 

Cela posé, soient X, Y les points de rencontre des plans à, 8 

avec une droite quelconque u. X, Y, liés par une correspondance 

(3, 1), coïncideront quatre fois. 

Le conoïde est donc du quatrième ordre. 

8. La perpendiculaire commune à deux génératrices d’un 

même système d’un hyperboloïde V dont l'une a est fixe et l'autre 
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variable, engendre un conoîde du troisième ordre. L'intersection 

de ces surfaces se compose de la droile a, de deux génératrices 

de V normales à a et d'une conique. 

En effet, un plan mené par un point A de a perpendiculaire- 

ment à a coupe le cône À de sommet À suivant trois droites 

dont deux seulement font partie du conoïde; car il faut écarter 

celle de ces droites qui touche l'hyperboloïde en A. 

Donc a est maintenant une directrice double. La droite à est 

une directrice simple; car si a’ et b’ sont les génératrices du cône 
asymptote de V parallèle à a et b, la perpendiculaire commune 

à a et b est parallèle à la perpendiculaire p élevée par le centre O 
de V sur le plan a/b', et réciproquement, si l’on donne la 

direction d’une droite g, le plan perpendiculaire à cette direction 

et mené par O passe par a’ et coupe le cône asymptote suivant 

une droite b’ qui donne la direction de b. Il suit de là (note du 

$ 3) que le conoïde est du troisième ordre (conoide de Plucker). 

Tout plan normal à a donne deux points B; donc la courbe (B) 

est une conique. 

Pour déterminer le point où elle rencontre a, imaginons que b 

se déplace et décrive V. Lorsque b coïncide avec a, le plan a/b' 

est tangent au cône asymptote ; la droite g correspondante est 

done perpendiculaire au plan aO. De plus, cette droite g 

rencontrant deux génératrices confondues est tangente à V. 

D'autre part, les tangentes à V menées par les différents 

points de a perpendiculairement à cette droite, engendrent 

un paraboloïde hyperbolique puisqu'on n'obtient qu’une seule 

de ces droites dans un plan passant par a. La droite consi- 

dérée s'obtiendra donc en cherchant la seconde droite de ce 

paraboloïde située dans le plan mené par « perpendiculai- 
rement au plan a0. 

En menant par le sommet O du cône asymptote de V un plan 

perpendiculaire à a, on obtient les directions de deux généra- 

trices perpendieulaires à a. Soit c l’une de ces génératrices : elle 

est elle-même perpendiculaire à deux génératrices a et a! de 

même mode; elle fait donc partie du conoïde (9). 
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9. Si l’on remplace l’hyperboloïde V par un paraboloïde V!, 

la droite a étant quelconque, le cône À ayant pour sommet un 

point quelconque de a n'est plus que du troisième ordre et le 
pied de la perpendiculaire commune décrit une cubique gauche 
passant par les deux points d'intersection de a et V’ : le conoïde 
est done du quatrième ordre. 

Supposons maintenant que a soit une génératrice de V’. Soit b 

une génératrice du système a et x son plan directeur. La perpen- 

diculaire g à a et b est perpendiculaire au plan +. La droite g 

décrit donc le plan mené par a perpendiculairement à x et le 

pied B de g décrit la seconde génératrice de V' située dans ce 
plan. 

JL. 

10. Lemme. — Si l’on établit entre les génératrices a et b de 

deux cônes U,, U, de même sommet S et respectivement de degrés 

m et n une correspondance (1, 1), le plan ab qui passe par deux 

génératrices correspondantes enveloppe un cône dont la classe 

est m + n. 

En effet, soit v une droite quelconque menée par S. La corres- 

pondance entre les plans va = À, vb = y est du genre (n, m); 
car le plan À coupe U, suivant m génératrices à chacune des- 

quelles correspond une génératrice de U,; par suite au plan va 

correspondent » plans vb. De même à un plan vb correspondent 

n plans va. Les m + n coincidences de la correspondance sont 

des plans menés par v et deux génératrices homologues de U, 

et LU, 

Il importe d'observer que si U,, U; ont des génératrices 

homologues coïneidentes, la classe de l'enveloppe subit une 

réduction d’une unité pour chacune de ces coïncidences. 

11. Le lieu géométrique des perpendiculaires communes aux 

rayons homologues de deux faisceaux projectifs [a], [b] est une 

surface du sixième ordre. 

En effet, soient u, y les plans des faisceaux; M, N leurs som- 

mets et a, b deux rayons correspondants. Menons par M une 
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parallèle b’ à b; par N, une parallèle a’ à a. Nous aurons ainsi 

en M deux faisceaux projectifs [a], [b’]; on sait que le plan ab’ 

mené par deux rayons homologues enveloppe un cône quadra- 

tique F, et que la perpendiculaire p au plan ab’ en À engendre 

un cône du second ordre F,. Ce dernier est le cône directeur 

de la surface. Semblablement le plan ba’ enveloppe un cône 
quadratique l, et la perpendiculaire q au plan ba’ en B engendre 

un cône F",. 
La perpendiculaire commune à a et b est l'intersection des 

plans ap = «x et bg =. D’après le lemme (10), le plan « 
enveloppe un cône l'; de troisième classe; il en est de même du 

plan £. 
Cela posé, appelons X, Ÿ les points d'intersection de deux 

plans correspondants «, 8 avec une droite quelconque u. Si l'on 

se donne le point X, on peut mener par la droite MX trois 

plans à tangents au cône F;,; à chacun de ces plans correspond 

un plan $. Done il existe entre les points de X, Y une corres- 

pondance (3, 5), dont les six coïncidences sont des points de w 

où il passe une génératrice de la surface. Celle-ci est donc du 

sixième ordre. 

Le plan x contient deux génératrices; car il coupe le cône F, 

suivant deux droites k,, k,; soient ay, a», by, bA les rayons corres- 

pondants des faisceaux [a], [b]; si b, et b, rencontrent la droite y 

en E4, Eo. les parallèles à 4, par E, et à k9 par EQ sont deux 

génératrices de la surface. On trouve de mème deux généra- 

trices dans le plan ». 

Les faisceaux [a], [b] marquent sur la droite uv deux ponc- 

tuelles projectives; soient G,, G, les points doubles. La perpen- 

diculaire en G; au plan MNG, et la perpendiculaire en G, au 

plan MNG, appartiennent à la surface. Ces deux génératrices et 

les quatre situées dans les plans u et y sont les six droites de la 
surface s'appuyant sur la droite uv. 

Cherchons les génératrices passant par M. Elles appartiennent 

au cône F, et aussi au cône de sommet M et passant par la cir- 

conférence suivant laquelle le plan y coupe la sphère de dia- 

mètre MN. Ces deux cônes ont quatre génératrices communes ; 
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mais il faut en retrancher la perpendiculaire abaissée de M 

sur y; car cette perpendiculaire appartient visiblement au 

second cône; elle fait partie du premier comme étant perpendi- 

culaire au rayon de [a] parallèle à la ligne uv et à son homolo- 

gue dans le faisceau [b], mais elle ne rencontre pas le second 

de ces rayons. 

Les plans x, y rencontrent la surface (7), chacun suivant 

deux génératrices, et une quartique ayant un point triple en M 

ou N. 

12. Cas PARTICULIER. — Si les parallèles par M ct N à la 
ligne pv sont des rayons correspondants des faisceaux [a], [b], 

on détachera de la surface le plan de ces droites et le plan de 

l'infini, Le lieu de g est actuellement du quatrième ordre. 

On peut établir directement l'ordre de la surface (g) de la 
manière suivante : appelons » et n les parallèles menées par 

M et N à la ligne uv. Les faisceaux [a] et [b/] ayant un rayon 
uni » sont perspectifs, et le plan ab! passe par une droite fixe 

Mm,; la perpendiculaire p en M au plan ab! engendre un fais- 

ceau [p] dont le plan est perpendiculaire à m,. Semblablement, 

le plan a/b fait partie d’un faisceau d’axe n, et la droite q 

engendre un faisceau [g]. 

Le plan ap = « enveloppe un cône quadratique; il en est de 

même du plan bg = £. 

Soient X, Ÿ les points de rencontre d’une droite quelconque a 

avec les plans «, $. À un point donné X de x correspondent 

deux plans «x (tangents à un cône quadratique), d'où deux 

rayons a, a, du faisceau [a] et par suite deux rayons b, b, et 

deux plans 8, 8, Il y a done quatre points du lieu sur w et la 

surface (g) est du quatrième ordre. 

IV. 

13. Si l'on établit une correspondance (1, 1) entre les rayons a 
d’un faisceau et les génératrices b d'un méme système d'un 
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hyperboloïide V, la perpendiculaire commune à deux droites 

homologues a, b engendre une surface du neuvième ordre. 

Soient p. le plan du faisceau, M son sommet, a un rayon 

quelconque, b la génératrice correspondante de l'hyperboloïde V, 
g la perpendiculaire commune à a et b, A et B ses pieds. Si l'on 

mène par M la parallèle b’ à b, on obtient en M le cône direc- 

teur de V; nous le désignerons par cône M. Le plan ab' enve- 

loppe un cône de la troisième classe (10). La perpendiculaire p 

à ce plan menée par M engendre done un cône du troisième 

ordre G. Le plan «ap —=« enveloppe un eône de la quatrième 
elasse et le plan L'p, un cône de la cinquième classe (10). Par 

un raisonnement déjà employé (4), on prouve facilement que 

l'enveloppe du plan 8, mené par b parallèlement au plan bp, 

est de la cinquième classe. 

La droite q4 est l'intersection de deux plans homologues «, f 

Ces plans rencontrant une droite quelconque w en des points 
liés par une correspondance (à, 4), on en déduit aisément que 
la surface (9) est du neuvième ordre. 

L'ordre de la surface (g) peut encore être établi de la manière 
suivante. La droite w étant quelconque, menons deux parallèles 

à p, l’une, 44, s'appuyant sur « et a, l’autre, 44, s'appuyant sur 

u et b. Soient X,, X, les points d’intersection de w avec g4, go. 

Il existe quatre droites analogues à g4 passant par X,; car si par 

ce point on mène une parallèle à une génératrice quelconque du 

cône G, cette parallèle coupe x en un point K qui se meut sur 

une cubique. Si a est le rayon du faisceau homologue de la 

génératrice de G considérée, les droites MK et a, liées par une 
correspondance (1, 3) coïncideront quatre fois. 

Les droites analogues à 42 passant par X, sont au nombre de 

cinq. En effet, menons par X, une parallèle p’ à une généra- 

trice de G et soit À la droite qui projette X3 sur la génératrice b 

de V homologue de p'. Les droites À et p’ étant des généra- 

trices correspondantes de deux cônes À et G’, respectivement 

du quatrième et du troisième ordre, le plan hp! parait envelop- 

per un cône de la septième classe; en réalité, le plan Ap' per- 
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pendiculaire à une génératrice du cône asymptote de V enve- 

loppe un cône supplémentaire de ce cône asymptote. Les cônes 

À et G’ ont done cinq couples de génératrices coincidentes (10) 

qui sont les droites ge passant par Xo. 

Les neuf coïncidences X,, X9 sont les points de la surface 

situés sur 4. 

On pouvait encore prévoir l’ordre de la surface (g) en déter- 

minant sa section par le plan du faisceau. Ce plan coupe le 

cône G suivant trois génératrices qui sont parallèles à trois 

droites de la surface situées dans x Appelons v la droite qui 

projette M sur b, et v' la perpendiculaire à v menée par M 

dans pu. La droite v décrivant un cône À du quatrième ordre, 

il est facile de s'assurer de ce que les droites v/ et a coïncideront 

cinq fois. Car la connaissance de a entraîne celle de v et ensuite 

celle de v/; si l’on donne v', v est l'une des quatre droites 

d'intersection du cône À avec le plan mené par M perpendicu- 

lairement à v’. Il existe donc cinq droites g passant par M. 

Donc, la section de la surface par le plan du faisceau se com- 

pose de trois droites et d’une sextique (A) ayant un point quin- 

tuple en M. 

Il est aisé de prouver que la courbe (B) est également du 

sixième ordre. À cet effet, nous déterminerons le nombre de 

ses points situés sur une génératrice c de V appartenant au 

second système. Appelons P et Q les points d'intersection de c 

avec b et le plan ag. On obtient un point du lieu sur c lorsque 

P et Q coïncident. Or, l'enveloppe du plan ag étant, comme on 

l'a vu, de la quatrième elasse, les points P, Q liés par une cor- 

respondance (4, 1), coïncideront cinq fois. Un plan bc tangent 

à V contient donc six points de la courbe (B), dont cinq appar- 
tiennent à c et le sixième à b. 

14. Supposons que le faisceau et V aient un élément uni 

di —=b4, c'est-à-dire qu'il existe une génératrice de l’hyperboloïde 

qui coïncide avec son homologue dans le faisceau, Dans ce cas, 

les notations restant les mêmes, l’enveloppe du plan ab’ est de 

la seconde classe (10), et p engendre un cône quadratique. 
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L'enveloppe du plan ap = ag = a est de la troisième classe et 

celle des plans b/p ou bg—$, de la quatrième. Les plans 

homologues «, 8 rencontrent done une droite quelconque w en 

des points X, Y liés par une correspondance (5, 4), qui offre 

six coincidences si l’on exclut celle qui provient du plan x, avec 

lequel coïncident « et B lorsque a et b se confondent avec a. 

Donc la surface (g) est du sixième ordre. 

Déterminons sa section par le plan du faisceau. Le cône 

engendré par p étant quadratique, il est coupé par le plan 

suivant deux génératrices qui donnent les directions de deux 

droites g situées dans 1. | 
Pour obtenir les droites 4 passant par M, on observera que le 

cône À de sommet M est actuellement du troisième ordre 

puisque M appartient à V. On en déduira facilement que la 

droite v’, définie au paragraphe précédent, et le rayon a coïnci- 

deront quatre fois. Il ne passe donc plus que quatre droites g 

par M dont une dans le plan «, et la section de (g) par le plan p 

se compose de deux droites et d'une quartique (A) ayant en M 

un point triple. Nous avons exclu la droite a4 qui correspond 

au plan «1. 

La courbe (B) est du quatrième ordre. P et Q conservant leur 

signification, il est aisé de vérifier que ces points coïncident 

quatre fois : il suffit d'observer que le plan aQ = ap enveloppe 

une développable de la troisième classe. La courbe (B) possède 

donc quatre de ses points dans le plan bc, si l'on exclut celui 

qui provient de la droite «4. 

15. Si, à l’hyperboloïde V, on substitue un paraboloïde 

réglé V', la surface (g) est généralement du septième ordre. 

Les méthodes employées pour l'hyperboloïde s'adaptent au 

cas présent. 

Menons par M la parallèle b’ à b. Le plan ab’ enveloppe un 

cône de second ordre. Par suite, la perpendiculaire p en M au 

plan ab’! engendre également un cône quadratique G. Les plans 

ap et b/p enveloppent des cônes de la troisième classe (10); mais 
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l'enveloppe du plan 6g est de la quatrième classe, parce qu’elle 
touche le plan de l'infini qui correspond à la génératrice à l'infini 
de V/. 

Cela posé, cherchons l’ordre de la surface (g) en détermi- 
nant le nombre des droites g qui s'appuient sur une droite 

donnée w. Soient X, Y les points où deux plans correspon- 

dants «, 8 coupent u. On vérifie, comme précédemment, que 

ces points sont liés par une correspondance (#4, 3); il y a donc 

sept points de (9) sur u. 

L'ordre de (g) peut aussi s'établir en menant deux parallèles 

Ya 9e à p, S'appuyant, la première sur a et u, la seconde sur bet 

u. Appelons, comme précédemment, X, et X, les points d’inter- 
section de « avec 94 et go. I passe trois droites g4 par X,. Car si 
par ce point on mêne une parallèle à une génératrice quelconque 

du cône G, elle coupe le plan L du faisceau en un point K qui 

décrit une conique; de là on déduit que les droites a et MK coïn- 

cident trois fois. 

Les droites 92 passant par X, sont au nombre de quatre. La 
parallèle p’ à p menée par X, et la perpendiculaire h à b engen- 

drent respectivement des cônes du second et du troisième ordre; 

le plan hp! paraît envelopper un cône de la cinquième classe, 

alors qu'il décrit une feuillée dont l'axe est la perpendiculaire 

menée par X, au plan directeur de V'; les droites h, p ont donc 

quatre coïncidences qui sont les droites g2 passant par X.. 

Les sept coïncidences X,, X2 déterminent sept points du lieu 

sur 4. 

On peut aussi déterminer la section de (g) par le plan u. Le 

cône (p) étant quadratique, on en conclut qu'il existe deux droites 

q dans u. Pour obtenir celles qui passent par M, on observera 

que le cône À est actuellement du troisième ordre (2) ; par suite 

les droites a et v’ coïncident quatre fois et M appartient quatre 

fois à (g). 

La section par le plan pm se compose donc de deux droites et 

d'une courbe (A) du cinquième ordre ayant un point quadruple 

au sommet du faisceau. 

% 
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La courbe (B) est également du cinquième ordre. Car l'enve- 

loppe du plan ap = ag étant de la troisième classe, les points 

P et Q, définis plus haut, sont liés par une correspondance 
(5, 1) : d'où quatre points de (B) sur b et einq dans le plan bc. 

CAS PARTICULIERS. — 1° Supposons que le faisceau et le para- 

boloïde aient un élément uni a,. Le plan ab’ engendre alors un 

faisceau et p décrit un plan. Les plans ap et b’p enveloppent des 

développables de la seconde classe; l'enveloppe de «x est done de 

la seconde classe et celle de B de la troisième. On obtiendra, 

sur &, cinq points de la surface (9), et celle-ci est du cinquième 

ordre, ou plutôt du quatrième ordre si l'on écarte le plan «; vers 

lequel tendent les plans « et B lorsque a et b approchent indéfi- 

niment de ay. 

Le lieu de p étant un plan, on n'obtient plus qu'une droite g 

dans le plan . Le cône À de sommet M étant du second ordre 

(2), on en déduit aisément qu'il passe par M trois droites g dont 

une est située dans le plan a,. La section par le plan u se com- 

pose actuellement d’une droite et d’une courbe du troisième ordre 

passant deux fois par M. 

Les points P et Q liés par une correspondance (2, 1) coin- 

cident trois fois sur c en des points de (B); cette courbe est donc 
aussi du quatrième ordre. 

2° Si le plan u du faisceau est le plan directeur de V/, la sur- 

face g est un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires 

à . Les plans ap et b'p décrivent des faisceaux ayant pour axe p. 

Le plan ëg = $ enveloppe un cylindre cireonscrit à V’ et dont 

les génératrices sont parallèles à p. {l s’ensuit que les plans 

homologues «x, 6 rencontrent une droite w en des points qui 

coineideront trois fois : le cylindre est donc du troisième ordre. 

La perpendiculaire menée par M au plan x est une droite g 

double, car elle rencontre normalement deux génératrices de V/. 

La trace (A) du cylindre sur x est donc une cubique ayant un 

point double en M. 

Les plans ap et la droite b marquent sur une génératrice du 

second mode c deux ponetuelles projectives dont les points dou- 
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bles appartiennent à la courbe (B); cette dernière est done une 
cubique gauche. Sa bisécante passant par M est la perpendicu- 
laire au plan du faisceau. 

Remarque. — Lorsque l'on considère le paraboloïde, la pré- 

sence d’une génératrice à l'infini rend les recherches plus déli- 

cates. Il n’est pas sans intérêt de fixer le rôle exact de cette géné- 

ratrice dans les questions qui nous occupent en déterminant sa 

parallèle menée par le sommet du faisceau et la génératrice du 

cône À qui lui est perpendiculaire. A cet effet, soient b une géné- 

ratrice du paraboloïde parallèle au plan directeur 7, c et d deux 

génératrices de l’autre système, C et D leurs points d'intersection 

avec b et Cy, D; ceux des mêmes droites avec x. Projetons, 

parallèlement à €, D en D’ sur x. La génératrice b est parallèle 

à la droite CD”. Si l’on suppose que D se transporte à l'infini, la 

parallèle menée par C à la génératrice correspondante est paral- 

lèle à la droite d'intersection D, D’ des deux plans directeurs du 

paraboloïde. 

Soit E la projection sur b d’un point fixe 0. OE est l’intersec- 

tion du plan OCD avec un plan perpendiculaire à CD. Si la géné- 
ratrice b se transporte à l'infini, le plan OCD devient parallèle 

au second plan directeur, tandis que le second plan devient per- 

pendiculaire à l'intersection des deux plans directeurs. 

v: 

16. Étant donnés deux hyperboloïdes réglés V et V,, suppo- 
sons établie une relation de projectivité entre les génératrices du 

système a de V et celles du mode b de Vi. 

La perpendiculaire commune à deux génératrices homologues 

a, b décrit une surface du douzième ordre. 

Menons par un point quelconque S des parallèles a’, b' aux 

génératrices homologues a, b, puis la perpendiculaire p au 

plan a’b’. L'enveloppe de ce plan est de la quatrième classe et 
p engendre un cône G du quatrième ordre : c'est le cône 
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directeur de la surface. Les plans a'p, b/p enveloppent des cônes 

de la sixième classe. Semblablement, les plans « et 8 menés 

parallèlement à p par a et b enveloppent des développables de 

la sixième classe. D'après cela, les plans homologues «, 6 ren- 

contrent une droite quelconque w en des points X, Ÿ qui 

coïncident douze fois, ce qui établit l’ordre de la surface (g). 

Les notations des paragraphes précédents étant conservées, 

il sera aisé de prouver que les points X,, Xo ont six coïnci- 

dences ; en effet, le plan hp' perpendiculaire à une génératrice 

du cône asymptote de V enveloppe son cône supplémentaire, 

ce qui exige six coïncidences hp! et par suite six droites 9, 

passant par X4. 

Les courbes (A) et (B) sont du huitième ordre; car a et le 

plan Üg rencontrent une génératrice du second mode de V en 

des points satisfaisant à une correspondance (6, 1); on obtient 

donc sept points de la courbe (A) sur une génératrice du second 

système de V. 

Cas parTICULIERS. — 1° Si V et V, ont un élément uni a4, 

l'enveloppe du plan a/b’ est de la troisième classe et p engendre 

un cône du troisième ordre. Les enveloppes des plans a/p, b'p 

et par suite celles des plans. «, 8 sont de la cinquième classe; 

mais les plans « et B coïncident lorsque a et b se confondent 

avec ay, done la surface (g) est actuellement du neuvième 

ordre. 

On n'obtient plus que six points de la courbe (A) sur une 

génératrice du second système de V. Les courbes (A) et (B) 

sont donc du sixième ordre, si l’on exclut la droite «4. 

2 Si V et V, ont deux éléments unis, a = by, 49 = Lo, 

a'b' enveloppe un cône de la seconde classe et p engendre un 

eône quadratique; les enveloppes des plans ap, b'p ou celles 

des plans «, 8 sont de la quatrième classe et (9) est du sixième 

ordre, si l’on fait abstraction des plans «4, « vers lesquels 

tendent les plans + et B, lorsque a et b se réunissent en a; ou 

en @o. 
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On obtient cinq points de (A) sur une génératrice du second 

mode de V. Les courbes (A) et (B) sont donc du quatrième 
ordre, si l’on écarte les droites ay et ao. 

17. A l’hyperboloïde V,, substituons un paraboloïde V;. 

L’enveloppe du plan a'b' est de la troisième classe et p engendre 

un cône du troisième ordre. L'enveloppe des plans a/p et 

ag = à est de la cinquième classe; celle de bp est de la qua- 

trième et celle de bg —=$, de la cinquième (4). La surface (g) 
est donc du dixième ordre. 

Les courbes (A) ou (B) rencontrent une génératrice du 
second mode de V ou V; en six points : elles sont done du 

septième ordre. 

Cas PARTICULIERS. — 1° Si V et V' ont un élément uni, les 

enveloppes des plans homologues «, f sont de la quatrième 
classe et (g)-est du septième ordre. 

Les courbes (A) et (B) sont du cinquième ordre. 

2 Si V et V: ont deux éléments unis, p décrit un plan et les 
enveloppes des plans correspondants «, 8 sont de la troisième 

classe et (9) est du quatrième ordre. 
Les courbes (A) et (B) sont du troisième ordre. 
Nous négligeons ici les plans vers lesquels tendent « et $ 

lorsque a et b tendent à se confondre avec un élément uni. 

18. Si a et b décrivent deux paraboloïdes V’ et V;, les 
enveloppes de « et f sont de la quatrième classe et (g) est du 
huitième ordre. 

Les courbes (A) et (B) sont du sixième ordre. 

Cas PARTICULIERS. — 1° Si V/ et V: ont un élément uni, les 

enveloppes des plans «, 8 sont de la troisième classe et (g) est 

du sixième ordre. 

Les courbes (A) et (B) sont du quatrième ordre. 

j 
ù 
j 
f 
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2 Si V'et V; ont le mème plan directeur, la surface (9) est 

un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires à ce 

plan, D'autre part, les plans «, B enveloppent des cylindres 

circonscrits à V’ et V;. La surface (4) est du quatrième ordre. 
Les courbes (A) et (B) sont du quatrième ordre. 

19. Supposons les systèmes réglés projectifs superposés sur 

un même hyperboloide V. Si par un point quelconque S on 

mène des parallèles a/, b! à a, b, le plan a/ b/ enveloppe un cône 

quadratique. En effet, les droites a/, b' engendrent le cône direc- 

teur de V ayant pour sommet le point S. Comme toute généra- 

trice a de V a deux homologues suivant qu'on la range dans l’un 

ou l'autre système, il passe par a’ deux plans a'b/. 

La perpendiculaire p menée par S au plan a/ b’ engendre donc 

un cône du second ordre. 

On détermine l'ordre de la surface (g) en cherchant le nombre 
de ses points situés sur une génératrice quelconque a de V. Les 

perpendiculaires communes à la droite a et aux deux généra- 

trices qui lui correspondent sur V, donnent d'abord deux points 

du lieu. 

On obtiendra les autres en cherchant les génératrices du 

second mode de V qui sont des droites g. Une droite g appar- 

tient à V lorsque la droite p qui lui correspond est parallèle à 

une génératrice de V ; car cette droite g rencontrant V en trois 

points en fera entièrement partie. Or & et p engendrent des 

cônes quadratiques qui ont quatre génératrices communes : les 

droites g parallèles à ces droites sont des génératrices du second 

mode de V. 

La surface (q) est donc du sixième ordre, ear elle est rencon- 
trée en six points par une génératrice quelconque de V. 

Supposons maintenant que les systèmes [a], [b] soient en 

involution. Une droite a/ n'ayant plus qu’une seule homologue b’, 

le plan a/b/ engendre une feuillée et la droite p décrit un 

faisceau. Le plan de ce faisceau coupe le cône directeur de V 

suivant deux droites qui donnent les directions de deux généra- 
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trices du second mode de V qui sont des droites g. A une 

droite a il ne correspond plus qu’une perpendiculaire commune. 

Une génératrice quelconque a de V rencontrant la surface (g) 

en trois points, cette surface est du troisième ordre. 

20. Supposons les systèmes réglés projectifs superposés sur 
un même paraboloïde V’. Les droites a’, b' engendrent le plan 
directeur de V/ et p est perpendiculaire à ce plan. La surface (g) 

est donc un cylindre. Sur chaque génératrice a de V’ on obtient 

encore deux points du lieu qui sont les pieds des perpendicu- 

laires communes correspondant à a. Comme il n'existe aucune 

droite g parmi les génératrices de V’, la surface g est un cylindre 

du second ordre. 

On peut traiter ce cas de la manière suivante : les génératrices 

homologues a, b marquent sur une génératrice « du second 

système deux ponctuelles projectives [M], [IN]. Si l’on projette 

toutes les génératrices du premier système orthogonalement 

sur un plan À parallèle au premier plan directeur, les projec- 

tions enveloppent une parabole. Les projections a’, b’ de a, b se 

correspondent dans une homographie entre les tangentes à cette 

parabole; leur point d'intersection P décrit une conique, car 

sur a! on trouve deux points qui correspondent à a considérée 

comme appartenant à la première ou à la seconde série. La per- 

pendiculaire en P à À est une droite g; la surface (g) est done 

un cylindre du second ordre. 

Soient I et J les points de fuite des ponctuelles projectives [M]. 

[N], & et 7 les génératrices correspondantes du paraboloïde. 

Le cylindre est hyperbolique et ses plans asymptotes sont 

parallèles aux plans menés par t et ÿ perpendiculairement à À 

Si les ponctuelles [M}, [N] sont semblables, le cylindre est 

parabolique. 
Les ponctuelles [M], [N] ont deux points doubles D, E; soient 

d, e les génératrices de V’ passant par D, E, et d’, e/ leurs 

projections sur À. Les plans menés par ces droites perpendicu- 

lairement à À touchent le cylindre. 
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_ Si l'on suppose les systèmes [a] et [b] en involution, une 

V! ne rencontre la surface (g) qu’en un point : le lieu de g 
est donc un plan. 

_ Il me reste à remercier M. J. Neuberg, qui m'a guidé dans 

_ce travail et a souvent simplifié mes démonstrations. 
10 
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SUR 

QUELQUES SURFACES REGLES 

PROFESSEUR A L'UNIVERSITÉ DE LIéGE. 





SUR 

QUELQUES SURFACES REGLEES 

M. Degueldre, professeur à l'Athénée de Tournai, a étudié 
synthétiquement des surfaces engendrées par la perpendiculaire 

commune à deux droites a et b, la première fixe et la seconde 

variable ou toutes deux variables. Il m'a paru intéressant de 

chercher les équations des surfaces et des courbes dont s’est 

occupé ce géomètre. 

Je désignerai par g la perpendiculaire commune, par A et B 

ses pieds sur a et b, et j'appellerai surface (g), courbe (A), 

courbe (B) les lieux géométriques de 9, A, B. 

Les axes étant rectangulaires, un plan sera représenté en 

coordonnées cartésiennes homogènes x, y, z, { par une équation 

telle que 

deduits de la matrice 

 — A,x + B,y à 7 C,z + D,i = 0, = x 1,2, 5, ÉLARrE 

et une droite par un système de deux équations P, = 0, P,—0; 

les paramètres directeurs de cette droite sont les déterminants 
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Pour abréger, nous posons 

BC, —B,C.—as, CA—CA 6 LR RS 

ces quantités sont nulles si les plans P,, P, sont parallèles. 

Soient 
p, — 0, | È == 0, 

P, == 0; ! P, — 0, 

les équations des droites a et b. Les paramètres directeurs de 

la perpendiculaire commune g sont les mineurs de la matrice 

A34 Bai V3 

nous les représentons par À, 1, v. Ils sont égaux à zéro, si a et b 

sont parallèles. 

La droite g est l'intersection des plans «, 8 menés parallèle- 

ment à la direction (à, uv, y) l'un par a, l’autre par b; donc ses 

équations sont 

EP, mes H,P, —= 0, H,P, re HP, = 0, (L) 

où 

À, B, cs 

H,= A, + Bu + Cr —| ay Bus V'12 

A34 Es V3 

I 

a est fixe, b est un rayon variable d’un faisceau. 

1. Soient 

P, SV: P, en à 4 | (4) 

P, + PP, —0, P, = 0 (2) 

les équations des droites a et b ; b est un paramètre variable. 

Les paramètres directeurs de b étant 

As + PX4g Bas ne PB Vas + PV 45 
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ceux de g sont de la forme 

A=l+ lp, m—m+mip, v=n + np, 

ou = Basse — Bs59/ 19 LL = Bi29Y as — Bis as etc. 

Les équations de 9 se déduisent de (L) en remplaçant P;, P, 
par P; + bP,, P,, et H;, H, par H; + bH,, H;; on obtient 

ainsi 

H,P, FE H,P, = 0, 

HUE PU, + HP, — 0 

Les quantités H étant du premier degré en bp, ces équations 

sont de la forme 

E+ Ep—0, F+F, + Fp=0; 

E, E,, F, F,, Fo désignent des fonctions linéaires de x, y, z, t. 

L'élimination de b conduit à l'équation de la surface (9) 

FE; + F,E° Lg EE,F, —= 0. 

Cette surface est donc un conoïde cubique. 

La courbe (B) est la conique représentée par le système 
d'équations 

E + Esp — 0, Ps + pP, = 0, P; = 0, 

ou par 

EP; cz EP; — 0, P, = 0. 

Il 

a est fixe, b est un rayon variable d’un système régle. 

2. Soient 

P, —= 0, P, = 0, (1) 

Ps+eP,=0, P,+pP,—0 (2) 
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les équations de a et b. Le système réglé [6] est d’abord sup- 
posé appartenir à un hyperboloïde V. 

Les paramètres directeurs de b sont les mineurs de la 
matrice , 

das + (a55 + Aus) p + ep”, Bas + (GB + Bas) P + Buse”, Etc.” 

A; + eA, B; + eB, C; S . eC 

L 

Az = E As B, + eB C; + PCs 

ou 

par suite, les quantités À, x, y, H sont des fonctions du second 

degré de p. 

Les équations de g sont 

H,P, — H,P, — 0, 
(3 

(H, —+ pH) (P; + pPi) p— (H; on eH,)(Ps —+ pPe) = 0. ) 

Ordonnons-les par rapport à b; il vient 

E + E,p AS no — 0, (4) 

F on = F,p = F:p° SE F:p° 0e Fo — 0. (5) 

En éliminant © par la méthode dialytique, on obtient 

PEUR 

E FE E 
mi (6) 

E, E, 

F F,. KE: 4, FE, 

FEB E FE 

les éléments non écrits de ce déterminant sont des zéros. 

La surface g est donc un conoïde du sixième ordre. 
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Le point B satisfait aux équations 

E + Ep + Ept=0, Py+pP=0, P, + pP, = 0, 

d'où l’on déduit 

les fonctions w, o4, vo, w; étant du quatrième degré en p. Par 

conséquent, la courbe (B) est une unicursale du quatrième 

ordre (biquadratique gauche de seconde espèce). 

Pour abréger, nous disons que +, w4, w, ®; sont les coor- 

données homogènes d'un point de cette courbe. 

3. Tout plan « passant par a contient deux droites 9; car l'éga- 

lité qui exprime que le plan (4) passe par un point M extérieur 

à a, détermine deux valeurs de p, telles que chacune des droites 
correspondantes b et la droite a ont une perpendiculaire com- 

mune située dans le plan aM. Cependant il existe deux plans 

passant par a qui contiennent deux droites g coïneidentes; ils 

sont représentés par l’équation Eî — 4EEo — 0. 
L'équation qui exprime que le plan (5) passe par un point 

donné M, détermine quatre valeurs de 5; on en conelut qu'il 

passe quatre droites g par M. En particulier, par un point quel- 

conque de a on peut mener quatre droites g; celles-ci sont 

situées dans un même plan normal à a. 

L'enveloppe des plans bg est une développable de la qua- 
trième elasse et du sixième ordre. En effet, on vient de voir 

qu'il passe quatre plans $ par un point quelconque, et l'équa- 

tion de l'enveloppe du plan & s'obtient en égalant à zéro le 
LA 

diseriminant de l'équation (5). 

4. Si la droite a est parallèle à une génératrice b, de V, par 
exemple à celle qui correspond à s — 0, on peut représenter a 

et à par les systèmes d'équations 

s — 0, P, + pt —0, (7) 

Pr Pi, Ps + pl 0, (8) 
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p étant une constante. Alors 

A Bss[9/3s + (936 +945) + Vace"] — Va5[Bss + (B56 + Bas)? + Buse” ], ete ; 

après suppression du facteur commun £ on aura pour À, pi, y et 

pour les quantités H des expressions du premier degré en p. 

Les équations de g sont 

BP; — H:(P; + pt) = 0, (9) 

(Hs + pH) (P: + 64) — (45 + PH,)(P3 + pPe) = 0; (10) 

elles sont de la forme 

E + Ep = 0, 

F + F,p + F;p° + F;p° ==0; 

La surface (g) a donc pour équation 

E’F E’EF, <E E,E°F, pu E°F, —= 0: 

c'est un conoïde du quatrième ordre. 

Le point B, qui satisfait aux équations 

E + E,p = 0, P, + PP, = 0, P; + pPs—= 0, 

décrit une cubique gauche. 

Remarques. — I. Si la génératrice b, parallèle à a, correspond 

à une valeur quelconque : = 0, et que l'on représente encore a 

par les équations P, —0, Po = 0, les valeurs générales de 
À, u, y (2) s’annulent pour p = 4. Par suite, les quantités H 
qui entrent dans les équations (3) ont le facteur commun p — b, 
et les équations de g, après suppression de ce facteur, sont 
respectivement du premier et du troisième degré en p. 

IT. Le plan ab, peut être considéré comme un lieu de droites 

g3 il échappe à l'analyse précédente, parce que la direction de 

la perpendiculaire commune à a et b, est indéterminée. 
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Si l’on fait tendre une génératrice d de V vers la position b4, 

les plans ag et bg tendent vers des positions qui ont pour équa- 

tions E — 0, F — 0, c'est-à-dire 

HP, — H4(P£ + pt) —0, HP; — H}P, — 0, 

où H;, H5 désignent les valeurs de H;, H;; pour la valeur b— 0 

que nous faisons de nouveau correspondre à b4. Donc la droite 
g se transporte à l'infini, et sa direction tend vers une limite 

ayant pour paramètres directeurs 

Bas (55 + Vas) — V5 (Ps + Bus) + (B55% 15 — Y s6046) Ps elec, 

5 Si la droite a coïncide avec la génératrice P; = P; — 0 

de V et que l'on désigne pour abréger le binôme H,P, — H,P, 

par h,,, les équations (9) et (10) de g deviennent 

hys == 0, hs = (Res + hs) p + hop? —= 0, 

ou simplement 

hyz —= 0, ae + hs + hop — 0. 

Comme elles sont respectivement du premier et du second 

degré en p, la surface (g) est un conoïde cubique. Nous avons 

fait abstraction du plan h:; — 0, vers lequel tendent les plans 

ag et bg lorsque b tend vers b;. 

Le lieu de B, défini par le système d’équations 

H,P; EE H,P, = 0, P, + eP, Sand P, + PP TT 0, 

est du troisième ordre. Mais la droite a en fait partie, car les 
équations précédentes admettent la solution b—0, P; — 0, 

P; — 0; cette circonstance a déjà été expliquée ci-dessus. 

D’ailleurs, l'équation h33 — 0 étant de la forme 

(#, Ze pls)P3 — (ks + pks) Ps = 0, 
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si l'on y ajoute les équations P; + pP, = 0, P; + pP, = 0 

multipliées respectivement par — k;, k;, on obtient l'équation 

d’un plan. Donc le lieu de B se compose de a et d’une conique. 

6 Remplaçons l’hyperboloïde V par un paraboloïde V’. Les 

droites a et b peuvent alors être représentées par les systèmes 

P; + pP, = 0, P, + p=0. 

Les paramètres directeurs de b étant 

Us “+ PAigs Bas + PBass Vas + PV 

ceux de g et par suite les quantités H sont des fonctions du 

premier degré de p. 

Les équations de g sont 

H,P, Te HP, = 0, 

H5(Ps + Ps) — (Hs + pH) (Ps + pt) = 0, 

ou 

ha = 0, lys + Ur — H:0) p — H,p° = 0 : 

comme elles se ramènent à 

E + E,p — 0, 

F + Fip + F,p° + F;5 = 0, 

la surface (g) est du quatrième ordre. 

Le point B satisfait aux équations 

E + Ep = 0, Ps + pPa= 0, P,+ 0 

done il décrit une cubique gauche. 

Land dr dr Dos 0 O 
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Si a est parallèle à la génératrice P; — P; —0 de V/, on 
peut représenter a et b par les équations 

P;: 0, P, + pt = 0, 

P; + pP, = 0, P, + pt = 0. 

On a maintenant 

À = Ba5( 35 + PYas) — V'as( Bas + Pas), EtC.; 

on conclut de là, en supprimant le facteur commun bp, que à, pu, y 

sont des constantes, ce qui d’ailleurs est évident, g étant 

constamment perpendiculaire au plan directeur de V/. 

Les équations de 9 sont 

H,(P; Ds ne pP;) = (43 + pH) (P, + pt) —= 0, 

H,P, — H,(P, + pt) — 0; 

la première, indépendante de bp, représente un plan « mené par 

a et perpendiculaire au plan directeur. Le lieu proprement dit 

de g est le plan «; on a fait abstraction du plan mené par a et 

par la génératrice P; = P;—0 de V’. Le point B décrit 

l'intersection de « et V’. 
Lorsque a coïncide avec la génératrice P; = P; — 0, le 

point B parcourt la génératrice du second système de V’ con- 

tenue dans le plan ©. 

REMARQUE. — Pour exprimer que la droite 

Ps +pPi = 0, P,; + PP, = (11) 

engendre un paraboloïde, remarquons que pour une certaine 

valeur pb — p, les plans (11) sont parallèles. Par suite les para- 
mètres directeurs de cette droite doivent s'annuler pour pb = p1; 

les expressions générales de ces paramètres et par suite aussi 

celles de À, a, y sont divisibles par pb — p4. 11 en résulte que 
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les équations (4) et (5) de g sont divisibles par p —p, et 
après simplifications ne sont plus que du premier et du troi- 

sième degré en p. 

JIl 

a el b sont des rayons homologues de deux faisceaux projectifs. 

‘7. Soient 

P, + PP, = 0, 0 

ANS AN LE A2 

les équations de a et b, M et N les centres des faisceaux. 

Les paramètres directeurs de ces droites étant «3 + paoz. … 

et 436 + 456» -- , CeUx de g et par suite les quantités H sont 

des fonctions du second degré de o. 

Les équations de g sont 

H,(P, + pP;) — (4, + pH)l; = 0, 

CP, + Ps) — (H, + PH,)P = 0; 

elles sont de la forme 

É+ Bo + Be PT 

FE + F,p + Fp° Hi F;p° —= 0. 

L'élimination de b donne l’équation de la surface (9) : 

EE, E, E, 
E EE 

E E E, E, 
F F, FE EF, 174 

F F Æ PF, 
FF FF, 

cette surface est donc du sixième ordre. 
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La courbe (A) est définie par le système d'équations 

F + F,p + F;p° mL F;p° = 0, 

P, =. pPa = 0, P; = 0; 

on conclut de là que les coordonnées x, y, z, { sont proportion- 
"nelles à des polynômes du quatrième degré en b. Le lieu de A 

est donc une quartique unicursale; l'intersection complète de la 

surface (g) avec le plan du faisceau [a] se compose de cette 
quartique et de deux génératrices de la surface. 

8. Considérons le cas où les droites menées par M et N 

parallèlement à l’intersection des plans des faisceaux [a], [b] 
sont des rayons homologues. Le plan de ces rayons est un 

élément double des deux faisceaux formés par les plans qui 
projettent les faisceaux [a]. [b] à partir de la droite MN; soient 
P; + P, + p — 0 son équation et Po — 0 eelle du second élé- 

ment double des deux faisceaux de plans. Les équations de a et b 

seront | 

P; + P, + p + pP; — 0, 0, 

Ps + P, + p + gpP: = 0, = 0, 

ou simplement 

P, + p + pPa=0, P, = 0, (1) 

P, + p + qgple = 0, P,= 0, 

q élant une constante. 

Les paramètres directeurs de ces droites ayant les valeurs 

Lys Ÿ PA, . « el Ugg HF PA269 - - 

ceux de g sont de la forme 

Le + lp’, M,p + MP”, Rp + lp”, 
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nous prendrons 

A = li + lp, B = My + Map, Y—= Ni + Map. 

Les équations de g sont 

H: (P, + + pP2) == (H, Ze pk) PE = 0, (2) 

H,(P; + p + qpPe) — (H3 + ges) P, = 0. (5) 

Comme elles sont du second ordre en b, la surface (g) est du 
quatrième ordre. On a fait abstraction des perpendiculaires 

communes situées dans le plan des deux rayons homologues 
parallèles. 

Le point A est déterminé par les équations (1) et (3); il 

décrit une cubique. 

IV 

a et b sont des éléments homoloques d'un faisceau de rayons 

el d’un système réglé qui sont projectifs. 

9. Soient 

Re PET AT à (1) 
P, —+- ePs == A, PR 3 1 eP; = 0 (2) 

les équations de a et b; le système réglé est d'abord supposé 

appartenir à un hyperboloïde V. 
Les paramètres directeurs de a et b étant 

Lys + Pos, Bas Le PB Vas + PY 93 

2 hta 
Lg + (ar £ 4 CM + ay7p', CLC., 

ceux de g et par suite les quantités H sont des fonctions du 

troisième degré de p. 

+ a CT EL 

CE 
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Les équations de g sont 

HP, + pP:) Se (H, + pH)P; —= 0, (3) 

(He + pH) (Ps + Ps) — (4, + pH) (P6 + pP3) = 0, (4) 

qui sont respectivement du quatrième et du cinquième degré 

en p; il en résulte que la surface (9) est du neuvième ordre. 

Le point A est déterminé par les équations (1) et (4), d'où 
l'on déduit pour x, y, z, t des expressions du sixième degré 

en p; il décrit done une sextique unicursale, 

On verrait de même que la courbe (B) est une unicursale du 
sixième ordre. 

10. Si les formes [a], [b] ont un élément uni, a, =b4, qui 
correspond à po — 0, représentons deux éléments homologues 

quelconques par 

P, + pPa = 0, P, + P, — 0, (5) 

P, © PPs = 0, D: = eP; — 0, (6) 

Leurs paramètres directeurs étant 

Ag + (co E C6) P) etc., 

6 + (27 + ayç) P + Ay7P2s elc., 

on trouve pour À, x, y des valeurs qui, divisées par le facteur 

commun p, sont du second degré en bp. 

Les équations de g sont 

(H4 + H6) (Ps + pPe) — (Hs + pH) (P4 + Ps) = 0, (7) 

(6 + pH) (Ps + Ps) — (Hi + Ps) (Ps + pP7) = 0; (8) 

on peut les écrire ainsi 

ha + (hs + ho)p = 0, (9) 

hoc + (y + hos)p + he? = 0, (10) 
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et remplacer la seconde par 

hs + his — he — hé + hosp = 0, (11) 

Les équations (9) et (11) étant du troisième degré en b, la 

surface (g) est du sixième ordre. Cependant les équations (9) et 

(10) admettent la solution pb = 0, HP, — HP, — 0, Het H, 

désignant les valeurs de H, et I, pour o — 0; il en résulte que 

le plan HP, — IP, — 0 peut être considéré comme faisant 

partie du lieu de la droite g. Ce plan est la limite commune des 
plans ag, bg lorsque a et b tendent vers «4. 

Le point A satisfait aux équations (5) et (9); on en conclut 

que la courbe (A) est du quatrième ordre. On peut y joindre la 
droite a. ns 

Le point B vérifie les équations (6) et (9), ce qui semble 
indiquer un lieu du cinquième ordre. Mais à cause de la solution 

p—0,P,=— P;=— 0, la droite a, fait partie du lieu. Pour écarter 

as, il suffit d'observer que 

hi = MP, — HP, — (— HP, + H,P;) Ps 

cc qui ramène l'équation (9) au second degré en p. La courbe (B) 

est donc une quartique. 

11. Considérons le cas où le système [b] appartient à un 
paraboloïde V'. Soient alors 

P, + bP, = 0, EX 

P; + PP, = 0, P, + pt —0 

les équations de a et b. Les paramètres directeurs de ces droites 

étant du premier degré en p, ceux de g et 1 quantités H sont 

du second degré. 

Les équations de g sont 

IH, (P, + eP;) — (IT, —+ PHP; — 0, 

HP, + Ps) — (4, + 0H) (P4 + pt) = 0; 

k 
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comme elles sont respectivement du troisième et du quatrième 

degré en p, la surface (9) est du septième ordre. Les courbes (À) 
et (B) sont des quintiques unieursales. 

Si le faisceau [a] et le système réglé [b] ont un élément uni, 

a = b4, qui correspond à p— 0, on a 

ds © @y = Pis © Pas —= V5 © 46, 

et les valeurs de }, pu, y après suppression du facteur commun », 

ne sont plus que du premier degré en 6. En supposant 

P,= pP, + q9P P;=9p'P, + q'P;, 

on a pour les équations de g 

(p'4, + q'H)(pP, + qP, + pPe) — (pH, + qi + H,)(pP,+ qP:)=0, 

H(P, + Ps) — (H, + 0H) (P, + ot) = 0, 

ou (p'q — pq") he + (P'hus + q'hos) pe = 0, (12) 

LP + (Res = H,0) — Hytp° — 0. (1 3) 

En additionnant ces équations après avoir multiplié la seconde 
par p/q — pq’, on obtient 

P'hus + Q'hçs + (p'q — pq’) (les — Hit) — Hste = 0. (14) 

Les équations (12) et (14) étant du second degré en bo, la 

surface (g) est du quatrième ordre. Les courbes (A) et (B) sont 
des quartiques. 

12. Si le plan du faisceau [a] est le plan directeur de V/, 
les droites (g) sont perpendiculaires à ce plan. Représentons 

alors les droites a et b par les systèmes d’équations 

Per ePs = 0, P; = 0, 

Ps + PP, =0, P; + pt — 0, 

en supposant les plans P, et P, perpendiculaires au plan P;. 
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L'équation du plan ag est maintenant P, + bP9 — 0, et celle 

du plan bg est 

P, + ePs —+ e(P; + et) == 0, 

sous la condition 

YA; (As ee oAy Ze eA;) = 0; 

e est donc de la forme f + ge. 

Les équations des plans ag et bg contenant le paramètre b 

respectivement au premier et au second degré, la surface (g) est 

un cylindre du troisième ordre. On voit aussi que les courbes (A) 
et (B) sont du troisième ordre. 

Cependant, il existe deux génératrices b4, b de V’ qui sont 
parallèles aux rayons correspondants a;, a du faisceau [a]. Les 
plans a4b4, aoh font également partie du lieu des droites g, et 

on peut joindre aux cubiques (A), (B) respectivement les couples 
aid», 01bo 

V 

a el b sont des éléments homologues de deux systèmes régles 

projectifs. 

13. Considérons d’abord le cas de deux hyperboloïdes V, V4. 
Les droites a, b étant représentées respectivement par 

P, + pPe — 0. Ps + pP,= 0; (1) 

P, + PP, = 0, P; + pP; = 0, (2) 

leurs paramètres directeurs sont 

Œ;; —+ (ass —+ &23) P —+ ap” elc., (3) 

dr + (ox + Ge7)P + asp”, ElC.; 

par suite, ceux de la perpendiculaire commune 9 et les quantités 

H sont du quatrième degré en p. 

ec 
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Les équations de g sont 

(H; + eH,) (P, + pP2) — (H, + pl) (P3 + LP,) = 0, (4) 

(H; ms pH) (P; + eP5) —(H, di pH;) (P; + pP3) = 0. (5) 

Comme elles sont du sixième degré en o, les plans ag, bg 

enveloppent des développables de la sixième classe, et la sur- 
face (y) est du douzième ordre. 

La courbe (A) est définie par les équations (1) et (5), qui 

donnent pour x, y, z, t des expressions du huitième degré en p; 

les courbes (A) et (B) sont donc des unicursales du huitième 

ordre. 

14. Si les systèmes [a], [b] ont un élément uni, a =’, 

qui correspond à p = 0, nous supposons 

P, = pP; + qP;, P; = p'P; + q'P:. (6) 

Comme on a 

ya © Agr = Bus © Pyr = V'i5 : Yom 

les valeurs de À, up, y déduites des quantités (3) sont, après sup- 

pression du facteur commun », du troisième degré en bp, et tel 

est aussi le degré des quantités H. | 

Remplaçons, dans les équations (4) et (5), P, et P; par les 

valeurs (6) et, par conséquent, H, et H; par pH; + 4H; et 

pH; + g'H;; nous aurons ainsi pour les équations de g : 

(p'q — pq')hu + (p'hss + Q'ha + phus + Qhin op + hp = 0, (7) 

hs + (lire + ss) p + hosp? = 0. (8) 

Ces équations étant du cinquième degré en p, la surface (g) 
parait être du dixième ordre. Mais la solution p — 0, 5; — 0 se 

rapporte au plan vers lequel tendent les plans ag et bg lorsque 
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a et b tendent à se confondre avec a/. Pour écarter ce plan, 

ajoutons les deux équations (7) et (8) après avoir multiplié la 
dernière par p'q — pq'; le résultat divisé par o prend la forme 

F + F,p + F;p° + F36° + Fp* = 0. (9) 

L'élimination de b entre les équations (8) et (9) conduit à une 

équation du neuvième degré en x, y, z, t pour la surface (9). 

Le point B est déterminé par les équations (2) et (9); il 
décrit par conséquent une sextique unicursale. Il en est de 

même du point A. 

15. Si les systèmes réglés [a] ‘et [b] ont un second élément 
uni, a! —=b//, qui correspond à 5 — œ, on peut poser 

P, —= rl, F5 sP,. P, ——= r'P, Le S'Ps (10) 

Lg © Us —= Los : Bos — Vos : V689 

les valeurs de À, u, y ne sont plus que du second degré en p. 

Les valeurs (10) de P, et P3 ramènent l’équation (5) à 

hs + (rh + Shy + has + S'hys)o + (rs — r8/)hue* — 0. (11) 

La droite g est représentée par les équations (7) et (11), qui 
admettent les deux solutions o — 0, h;; —0 et o — ©, hoy =0; 

ces solutions se rapportent aux limites des plans ag, bg, lorsque 

a et b tendent à se confondre avec a/ ou avec a/’. En éliminant 

h;3 et ho; entre les équations (7) et (11), on obtient pour g deux 
équations du troisième degré en o, que nous présentons par 

D + fhise = 0: (ihyr + D 0; (11) 

f et /1 désignent des constantes, D et D,, des fonctions du 
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second degré de 9. Il résulte de là que le lieu proprement dit 

de g est du sixième ordre. 

Le point A vérifie les équations 

pPs + qgP; + ePa= 0, p'P; + qg'P; + eP,=0, (12) 

fa(M3P3 — HP3) + De — 0, | (13) 

qui admettent la solution p = 0, P; = P; — 0. Pour écarter la 

droite a/ qui correspond à cette solution, nous déduisons de (12) 

et (15) l'équation 

p' q' Por 0 (14) 

— fH; Hs D, 

qui n’est plus que du second degré en o. Des relations (12) et 

(14) on conclut que la courbe (A) est une quartique unicursale. 

On verrait le même que la courbe (B) est du quatrième ordre. 

16. Le système [a] appartient à un hyperboloïde V et le 
système [b] à un paraboloïde V’. Conservons les notations pré- 

cédentes, mais supposons que les plans (2) soient parallèles 
pour p— 04. Alors les expressions générales des paramètres 

directeurs de b admettent le facteur p — 94. Les équations (4) 

et (5) de g, après suppression de ce facteur, sont du cinquième 

degré en p; donc la surface (g) est du dixième ordre. La 

courbe (A), définie par les équations (1) et (5), est une unicur- 

sale du septième ordre; la courbe (B) est également de cet 

ordre. 

Si les systèmes [a] et [b] ont un élément uni qui correspond 
à p — 0, la droite g est représentée par les équations (8) et (9), 

qui, après simplification, sont respectivement du quatrième et 

du troisième degré; donc elle engendre une surface du septième 

ordre. Les courbes (A) et (B), qui sont définies par une équation 

du troisième degré et deux équations du premier degré en b, 

sont des unicursales du cinquième ordre. 
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Supposons enfin que les systèmes [a] et [b] aient deux élé- 
ments unis, qui correspondent respectivement à p = 0, 5 = ® . 

Les équations (11) de g étant débarrassées du facteur p — bp, 

sont du second degré en bp; il en résulte que la surface (9) est 

du quatrième ordre. L’équation (14) tombant au premier degré 
en o, les courbes (A) et (B) sont des cubiques gauches. 

177. Considérons deux systèmes réglés [a], [»] qui appartien- 
nent à deux paraboloïdes V', V:. 

Les droites a et b étant représentées par les équations (1) 

et (2), les expressions (3) admettent respectivement des fac- 
teurs o — o5, p — p,. Les équations (4) et (5) étant divisibles 
par le produit (9 — p1) (o — p4), on voit que la surface (g) est 
du huitième ordre et que les courbes (A) et (B) sont des sexti- 

ques unicursales. 

Si les systèmes [a] et [b] ont un élément uni qui correspond 

à p — 0, les valeurs générales de X, p:,v sont divisibles par le 

produit p(o — p1) (o — 01). Les équations (8) et (9) de g, après 

simplification, sont du troisième et du deuxième degré en p; 

par suite, la surface (9) est du cinquième ordre, et les points A 

et B engendrent des quartiques gauches. 

Si les systèmes [a] et [b] ont même plan directeur sans avoir 

un élément uni, et qu’on fasse abstraction des droites g qui s'ap- 

puient sur deux génératrices parallèles de ces systèmes, la sur- 

face (g) est un cylindre du quatrième ordre; en effet, les quan- 

tités À, a, y étant des constantes, les équations (4) et (5) sont du 
second degré en p. 

Les courbes (A) et (B) sont du quatrième ordre. 

18. Considérons deux systèmes réglés projectifs, [a] et [b], 
qui sont situés sur un même hyperboloïde V. 

Deux droites homologues a et b peuvent être représentées par 

les équations 

P, + pPa = 0, P, + eP, — 0, (15) 

P, + poP: = 0, Ps; + ppP; = 0; (16) 



(25 ) 

les éléments doubles des deux systèmes correspondent respecti- 

vement à p — 0, p— 00. Les paramètres directeurs de a et b 
étant 

2 
ds + (as + a5)p + æuo , ElC., 

&,z + AC + as) P + A24P°' elc., 

les quantités }, a, y, après suppression du facteur b, seront des 
fonctions du second degré de p. 

Les équations de g sont 

(3: + PHO(P, + 2P;) — (H, + pH) (P; + pP,) = 0, 

(Us + polls) (P4 + pePe) — (H, + pps) (P; + peP;) = 0, 

ou 

hs + (hs + hu)e + hep° = 0, (17) 

ha + p(hse + ha) p + p°hap* —=— 0. (1 8) 

Elles admettent les solutions b—0,h;, — 0 et 5 —o , h;y9 0, 

qui correspondent aux limites vers lesquelles tendent les plans ag 

et bg lorsque a et b se rapprochent indéfiniment vers un élément 

double. Pour écarter ces plans, éliminons h;, et h;, entre les 

équations (17) et (18); nous aurons 

3e + hyy + (1 + pjhyp = 0, (19) 

(p + 1)ha + AUP" ba ha)e = (0. (20) 

Ces équations étant du troisième degré en p, la surface (g) est 

du sixième ordre. 
La courbe (A) est définie par les équations (15) et (20); en 

remplaçant };, par 

H3 (— pP2) — Hi(—ePi, 

et divisant ensuite par p, on voit que cette courbe est du qua- 

trième ordre. 
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19. Si les systèmes [a] et [b] sont en involution, on a p— — 1; 

les équations (17) et (18) peuvent être remplacées par les sui- 

vanles : 

EN 2 hu = 0, hi = = h52p° > 0, (21) 

qui sont de la forme 

E + Ep° = 0, F + EF? + Fipt = 0. 

L'élimination de £? conduit à une équation du troisième degré 
en P;, Po, P3, P4, de sorte que la surface (g) est du troisième 

ordre. 

Les points A et B décrivent la même quartique. 

20. Examinons enfin deux systèmes projectifs, [a] et [b], 
situés sur un même paraboloïde V. En représentant encore a et b 

par les équations (13) et (16), nous supposerons les plans (15) 

parallèles pour p = p1, et les plans (16) parallèles pour pb = 04. 

Les équations (19) et (20) sont alors divisibles par le produit 

(pe — pi) (p — p4); il en résulte que la surface (g) est un cylindre 

de second ordre et les points A et B appartiennent à une même 

cubique gauche. 

21. Si les systèmes [a] et [b] sont en involution, la première 
des équations (21), après simplification, est indépendante de p; 
donc la droite g engendre un plan perpendiculaire au plan 

directeur de V/, et le lieu des points À et B est la conique 

suivant laquelle le plan (g) coupe le paraboloïde. 
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LES ELLIPSES TRITANGENTES 

À UNE HYPOCYCLOIDE À TROIS REPROUSSEMENTS 

Dans une étude précédente (*}, nous avons établi géométri- 
quement les propriétés des ellipses tritangentes à une hypo- 

cycloide à trois rebroussements; 1l nous à paru intéressant de 

donner des démonstrations analytiques de quelques-uns de 

ces théorèmes. La démonstration de la propriété des ellipses 

considérées d’être triplement tangentes à une hypocycloïide à 

trois rebroussements dépend d'un théorème d’une portée très 
générale et que nous croyons nouveau. Dans un autre travail, 

nous étendrons ce théorème à l’espace à trois dimensions et 

. nous en tirerons quelques conséquences relatives à la théorie 

des enveloppes. 

1. Soient 

F(æ, y, t) — 0, f(x, y, t) — 0, (1) 

les équations de deux lignes planes u et v, t{ désignant un para- 
mètre variable. Nous supposons les fonctions F et f uniformes 

(*) Sur l’hypocycloïde à trois rebroussements. (MÉMOIRES DE LA SOCIÉTÉ 

ROYALE DES SCIENCES DE LIËGE, 3° série, t. VI, 1906.) 
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et continues ainsi que leurs dérivées partielles. Lorsque t varie, 

les lignes u et v ont pour enveloppes deux courbes U et V, et 

leurs points d’intersection décrivent une ligne c dont l'équation 
s'obtient en éliminant £ entre les équations (1). 

L'équation de U résulte de l'élimination de t entre les 

équations 

o . =. (2) F(x, y; t) 71 0, 

Cette ligne touche généralement une ligne w aux points 
définis par les équations (2). Cependant il peut arriver qu’un 

point défini par les équations (2) soit un point singulier de u; 

nous admettons ici que les systèmes de courbes u et v n’ont 
que des points singuliers isolés. 

Soit (x,, Y1, 4) un système de solutions des équations 

Fay, 0)—0, f(ayn—=0 F(&yt1)=0; (3) 

le point M, (x, y) appartient alors à la fois à la ligne c et à 

l'enveloppe U. Les lignes € et U sont tangentes en M,;. 

En effet, U est définie par les équations 

Fu: FCr LOU 

Supposons que F; — 0; on tire { = w(x, y); l'équation de U 

sera F(x, y, w) — 0 et le coeflicient angulaire de la tangente 
sera déterminé par 

F,(x,y, 0) + F, (x, y, w)y' + Fo, + w,y!) = 0. 

Or, au point M,, F,, est identiquement nulle, parce que v est 

la valeur de £ tirée de l'équation F; — 0; l'équation précédente 
se réduit à 

F,(æ, y, ©) + F,(x, y, w)y' = 0. 

De même, la courbe c est définie par 

F(x,y,1) —0, f(æ, y,t) =0, 2 

RAILS TT LEP PE EE LPRP TER 
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et si de f(x, y, t) — 0 on tire € — e(x, y), l'équation de c sera 

F(x, y, €) — 0. Le coefficient angulaire de la tangente sera 

déterminé par | 

FC, y, €) + Fa, y, e)y' + Fees + eg") = 0. 

Au point M,,e(x, y) est la valeur de t qui correspond aux 

courbes uw et v qui passent par ce point ; donc F; est nulle, car 

le point M, est sur la courbe U. L’équation précédente donne 
donc pour y’ la valeur trouvée plus haut, et par conséquent les 

lignes c et U se touchent en M.. 

Cependant, si au point M, on avait F, — 0, F, — O, c’est- 
à-dire si M, était un point singulier de w, les courbes € et U 
ne seraient pas nécessairement tangentes en ce point. Dans ce 

cas, M, serait aussi un point singulier de c, car les dérivées 
partielles du premier membre de l'équation de cette courbe 

sont | 

, dE ! nr / ol EX / po be. M Pis Rte, 
0% ay 

ces dérivées sont nulles puisque F, — 0, F, — 0, K; — 0. 

2. Le raisonnement précédent est en défaut si #,+€,y/— ; 

or on à identiquement f(x, y, €) —0, donc 

fe + log! + fe x + Eÿ") — 0. 

On en conclut qu’en général l'hypothèse &, + e,y' —æ est 

équivalente à f; — 0 (*). 

Prenons par exemple pour f — 0 l’équation 

fe, y, 0 = g(@ y 0) + Ye, y, 0) E (a, y, D) — 0. 

(*) Le point M, est alors commun aux deux lignes U et V. 
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L'élimination de { entre cette équation et F — 0 donne 

o(x, y) — 0. La fonction & étant arbitraire, la courbe c ne sera 
pas en général tangente à U. On se trouve en effet dans le cas 
d'exception que nous venons d'indiquer, car on à 

fiber Ed 

et les hypothèses F — 0, F, — 0 entrainent f; — 0. 

38. Si au point M, on avait F; — 0, la courbe w aurait en 

ce point un contact du second ordre avec son enveloppe U. 
En dérivant l’équation (4) et en faisant dans l'équation 

vbtenue F, — 0, F; — 0, on verrait que y’ a la même valeur 
vor ds ed bot ue. es à 

pour les courbes € et U; ces courbes ont donc, dans ce cas, « 

un contact du deuxième ordre au point M,. En particulier, si 

la courbe u à dans toutes ses positions un contact du deuxième 

ordre avec son enveloppe, les courbes c et U ont un contact 
du deuxième ordre aux points M;,, Mo, … | 

Cette remarque peut évidemment être étendue aux contacts 
d'ordre supérieur. 

4. Nous passons maintenant à l'étude des ellipses tritan- 
gentes à une hypocycloïde à trois rebroussements. 

Considérons un cercle de centre O et de rayon R et deux 

diamètres rectangulaires AA’ et BB’ que nous prenons comme 

axes coordonnés. Si nous portons sur la circonférence deux 

arcs AM — — 26, AN — 46 (*), l'équation de la droite MN, que 

nous désignerons par uw, Sera 

F(x, y, 0) = x cos 8 + y sin 0 — KR cos 30 — 0. (à) 

(*) L'angle 20 porte le nom d'angle directeur de la droite MN, les points 
M et N sont appelés respectivement point primaire et point secondaire de 
cette droite. 
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Lorsque 4 varie, u enveloppe une hypocycloïde à trois 

rebroussements que nous désignons par U. Soit V la courbe 
symétrique de Ü par rapport à un point C(s, fi), et soit v la 
tangente à cette courbe qui est perpendiculaire à u; son équa- 

tion s’obtiendra en remplaçant dans l’équation (5) x, y par 
Da — x, 26 — y et 6 par - + 6; cette équation est donc 

fæ, y, 0) = (2a — x) sin 8 — (28 — y) cos 8 + R sin 38— 0. (6) 

Soit c le lieu du point d’intersection P des lignes « et v; 

cette courbe sera tangente ($ 1) aux hypocycloides U et V. 

Pour effectuer l’élimination de 6, nous mettons les équations 

(5) et (6) sous la forme 

(@ — a) cos 0 +- (y — B) sin 4 — R cos 30 — « cos 0 — K sin 6; 

(x — à) sin 0 — (y — B) sin Ÿ — R sin 30 + à sin 0 — 8 cos 6, 

on en tire 

z— ù = R cos 20 — à cos 20 — $ sin 2%, 

y — 8 — — R sin 26 — à sin 26 + 8 cos 24. 

En éliminant 26, on obtient 

[BG — à) — (R — à) (y — B)F + [By — B) —(R + à) (& — a)P 
— (œ “2 GB? = R?}. (8) 

Ainsi la courbe c est une ellipse ayant pour centre le 
point C. 

5. D’après le théorème que nous avons démontré au 
$ 1, lellipse c est tangente à l’hypocycloide U en un 

certain nombre de points; nous allons déterminer ces points 
de contact, 
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Ces points sont donnés par les équations 

F(x, y, 4) = (x cos 0 + y sin Ü — R cos 30 — 0, 

Fox, y, 0) = — x sin 0 + y cos 4 + 3R sin 30 — 0, | 

f(æ, y, 3) = (a — x) sin 0 — (28 — y) cos 0 + R sin 38 = 0. 

En retranchant la deuxième équation de la troisième, on 
obtient 

a. sin 0 — $ cos Ÿ — R sin 30 — 0. 

Cette équation détermine les valeurs de 0 correspondant aux 

points de contact. Elle se déduit de l'équation (5) de la droitew 

en y remplaçant a, f,0 par — a, — f, = + 0; elle exprime 
donc que la tangente en chacun des points de contact est 
perpendiculaire à l’une des tangentes menées à U par le symé- 
trique de C par rapport à O. 

Ainsi l’ellipse c est tritangente à l'hypocycloïde, et les tangentes 

communes à ces courbes forment un triangle principal (*) ayant 

pour orthocentre le symétrique C; de C par rapport à 0. 

On sait que le point O est le centre du cercle d’Euler de 
tout triangle principal ; on déduit de là que le centre C de 

D | 

l'ellipse © est le centre du cercle circonscrit au triangle formé par 

les tangentes communes. 

6. Lorsque x et f varient, l’ellipse c varie en restant 
tritangente à l’hypocycloide U. 

Lorsque l’ellipse variable passe par un point fixe Q(x’, y'), « 

et si l’on considère « et 6 comme les coordonnées courantes, « 
l'équation du lieu de son centre s’obliendra en éliminant 0 

(*) Nous appelons triangle principal d’une hypocycloïde à trois rebrous- 
sements, un triangle formé par trois tangentes perpendiculaires aux 
tangentes menées d’un point H à cette courbe. Ce triangle a pour ortho- 
centre le point H et ses droites de Simson sont tangentes à l’hypocycloïde. 
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entre les équations (5) et (6) où l’on a remplacé x et y par 

æœlret y’ : 

æ' cos 8 + y' sin 0 — R cos 3h, (9) 

(28 — y') sin 0 — (2x — x!) cos 0 — R sin 30. (10) 

Si 4,, 4, 0, sont les valeurs de 6 déduites de l'équation (9), le 

lieu de C se composera des trois droites 

(@y — y!) cos À, — (2x — x’) sin 0, — R sin 34,.(4—1,9,3) (11) 

Or, l’équation (9) indique que 8,, 6, 8; sont les valeurs de 4 
correspondant aux tangentes menées par Q à l’hypocycloide, et 

l’équation (10) se déduit de l'équation d’une de ces tangentes 
en y remplaçant æ, y, 0; par 2x — x", 2y - y', = + 0, Les 

droites représentées par l'équation (11) sont donc les homo- 

thétiques par rapport à Q des tangentes perpendiculaires aux 

tangentes menées par Q, le rapport d’homothétie étant 1 : 2. 
Le point Q étant l’orthocentre du triangle formé par ces trois 
tangentes, on voil que lorsque l’ellipse € passe par un point fixe Q, 

le lieu de son centre se compose de trois droites perpendiculaires 

aux tangentes menées par Q à U et formant un triangle inscrit 

au cercle O et ayant Q pour orthocentre. 

7. Il résulte de ce qui précède, que l'équation (8) doit 
être décomposable en un produit de trois facteurs du premier 
degré en « et 8. La possibilité de cette décomposition peut se 

démontrer directement; si l’on pose 

A —$(x— a) —(R— à) (y — B), 

B— By — fB)—(R + «) (& — a), 
CR PR 

l'équation (8) est de la forme 

A BC 
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Si l’on considère + et 5 comme les coordonnées courantes, 
les équations À — 0, B — 0 représentent deux coniques passant 

par le point «—=zx, 8 —=Yy; les trois autres points d’intersec- 
tion se trouvent sur le cercle C— 0, car en faisant le produit 

des deux premières équations mises sous la forme 

(x — a) —(R — à) (y — B), 
By — B)=(R + &) (x — à), 

on retrouve l'équation C — 0. Les trois coniques A — 0, 

B — 0, C — 0 ont trois points communs; donc la cubique 

A? + B2 — C? a trois points doubles et doit se décomposer en 
trois droites. 

8. Si l’on transporte l’origine au point C, l'équation (8) 

devient 

VC + CR — a)] —A4RPay + [+ (R + oÿ] 
= (+ —RY (1) 

Soit w l’inclinaison d’un axe de symétrie de c sur l'axe 
des x. Cet angle est donné par l'équation 

tg w — 2 tgw — 1 = 0. 
É 

Si l’on désigne par + l’angle AOC, on a done 

tg 2w — — tg o, 

d'où 

er à pers DT TE ES nr (12) 

L'équation aux carrés des longueurs a et b des demi-axes est 

Z2 — 2 (où + Be + R:)Z + (o& + Be — R2} — 0 

d'où 

a=$ LR T'HRRET (43) 

à représentant la distance OC. 
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Il résulte des formules (12) et (13) que si l’ellipse c se déplace 

en restant de forme et de grandeur constantes, son centre décrit 

un cercle du centre O et ses axes enveloppent deux hypocycloïdes. 

9. Proposons-nous de construire la tangente en un 

point P de l’ellipse c. Désignons par y son inclinaison sur 

l’axe des x; en dérivant les équations (7), on obtient 

À dy fsin 20 + (R + x) cos 24 
d'en RS EE ee 7 ER CORRE CRT TMRT 

ST dr B cos 20 + (R — x) sin 20 

ou 
ne hais 20 + on (20 — c) | (4) 

— R sin 20 + à sin (24 — ») 

Soit C! le symétrique de C par rapport à la parallèle menée 
par O à la droite MN ; l'angle AOC’ est égal à x + 26 —v et 
les coordonnées de M sont R cos 28 et — R sin 24, donc 

Lu "TC Le L 

tg NP + 

Yu — Le 

La tangente en P est donc perpendiculaire à MC. 

10. Cherchons l’inclinaison y’ de la tangente au point 
P de l’ellipse c sur un axe de cette courbe, par exemple sur 

selui qui fait avec OA un angle égal à — . On à 

1° 
DA 
= 

tgy +18 
tg Y! == , 

1—tgyw4Ë 2 

d'où, en remplaçant tgy par sa valeur (14), 

gy= _ cotg (2 — 5) 
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Il résulte de là que si à est constant, c’est-à-dire si l’ellipse c 

se déplace en restant de forme et de grandeur constantes, les 
formules (7) donnent les coordonnées d’un même point de 
l’ellipse mobile, pourvu que l’on remplace dans ces formules 

Sa ? a et f par à cos + et üsins et que l’on suppose que 20 — ; 

conserve une valeur constante. 

11. Lorsque l’ellipse c se déplace en restant de forme 

et de grandeur constantes, elle à une enveloppe dont fait 

évidemment partie l’hypocycloide ; mais comme une ellipse 
variable touche son enveloppe en quatre points, l'enveloppe 

complète de c doit comprendre une courbe complémentaire 

que nous allons déterminer. 

En remplaçant dans les formules (7) « et f$ par à cos et 

à sin, on peut les mettre sous la forme 

x — R cos 20 + 23 sin 4 sin (4 — v), 
= É 1 

y —— R sin 20 — 2 cos 0 sin (0 —v). : 

Considérons la courbe définie par les équations 

x — R cos 28 + % sin 8, (16) 

y =—R sin 20 — 2% cos 0. 

Cette courbe est une hypotrochoïde k engendrée par le 

roulement d'un cercle de rayon à à l’intérieur d’un cercle de 

rayon 30 et de centre O, le point générateur étant à une 
distance égale à R du centre du cercle mobile. 

Si l’on dérive les équations (15) et (16), on obtient pour 
l’ellipse 

dx + 
Sr 2R sin 20 + 25 sin (26 —v), 

d ns 

—= — 2R cos 20 — 2 cos (26 — v), 
(6 

(17) 

sf she 
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et pour l’hypotrochoïde 

_ — — 9R sin 20 + 24 cos 0, 

(18) 
dy ni — 2R cos 20 + 24 sin 0. 

. T Æ L4 » 

Si l’on LE RE S + les formules précédentes donnent 

dx 
D x a 
trochoïde. Les courbes c et k sont donc tangentes au point K 

Ÿ les mêmes valeurs pour l’ellipse et l’hypo- 

défini par 6 — 5 + w, c'est-à-dire que le point K est situé sur 

la tangente à l'hypocycloïide U parallèle à OC. La courbe com- 
plémentaire cherchée est la courbe #. 

12. Soient c et c/ deux positions diflérentes de l’ellipse e, 

K et K’ les points de contact de ces courbes avec k. Faisons 

coineider c’ avec ce, et soit K, la position prise alors par K’ sur 

l'ellipse c; nous convenons de dire que les arcs KK, de l’ellipse 

et KK’ de l’hypotrochoïde sont des ares correspondants de ces 
courbes. Nous allons démontrer qu’il existe un rapport constant 

entre deux arcs correspondants quelconques des courbes c et k, 

c’est-à-dire que le mouvement d’une ellipse de forme et de grandeur 

invariables qui se déplace en restant tritangente à l’hypocycloïide U 

se réduit à un roulement uniforme sur l'hypotrochoïide k accom- 

pagné d'un glissement également uniforme sur celte courbe. 

Désignons par s et par s’ les ares KK’ et KK, ; les formules 
(18) et (17) donnent 

ds 
6 —9\/R + à — 95R sin 38, 

ds' 
5 = 2 \/R: + SF 2R cos (41 — ©), 



(14) 

d’où, en désignant par C’ le centre de c’ et par +’ l'angle AoC’ 

s—9 R2 3 — Y%ÈR sin 3440, 

CEE [VE + © + 20R cos (44 — 2) dû. 

4 

Il reste à établir la relation entre les limites supérieures 4, 

et 6’. Or K' et K, étant des points correspondants des ellipses 
c'etc, on a (K 10) 

? RE 
20, —  — 24 Le à 

an De 0, — 0! + r 

Done la limite supérieure de la seconde intégrale est 

30! 
MORE ROUE vins 

Transformons la seconde intégrale en posant 

T 

30 — o — ÿ #80; 

on obtient 

e 3| Vus — à — 96R sin 3040 — " 

es LS 

nu 
Le rapport des arcs s et s/ est done constant et és 
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13. Proposons-nous de déterminer les points de ren- 

contre de l’ellipse c avec le cercle tritangent à lhypocy- 

cloide U. 
Mettons les équations (7) sous la forme 

x — R cos 24 +- 2 sin 4 (x sin 0 — 5 cos b) ; 

y — — R sin 26 — 2 cos 4 (x sin 4 — 5 cos 8), 

on en tire 

22 +-y2— R2+ 4(asin 0— $ cos} + 4R sin 30 (xsin4— Écosh). 

Si l’on suppose x? + y? — R?, cette équation se décompose 

dans les deux suivantes : 

a sin 0 — $ cos 4 — 0, 

a sin 0 — f cos 0 + R sin 304 — 0. 

La première indique qu'un des points d'intersection se 
trouve sur la tangente à l’hypocyeloïide qui est perpendiculaire 

à OC; la seconde, que les trois autres points de rencontre sont 
situés sur les tangentes à l’hypocycloide qui sont perpendicu- 
laires aux tangentes menées par C. 

Si deux de ces tangentes coincident, le point C sera un point 

de l’hypocycloide; mais dans ce cas, deux des points de ren- 

contre de c avec le cercle O coïncident. Donc, si une ellipse a 

son centre sur U et est tritangente à cette courbe, elle sera aussi 

tangente au cercle trilangent à l'hypocycloide. 

14. L’hypocyeloïde étant une courbe du quatrième ordre, 
doit avoir, outre ses trois points de contact avec l’ellipse c, 

deux points communs avec cette courbe. Proposons-nous de 
déterminer ces points. 
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Les coordonnées du point de contact d’une tangente à 
l’hypocycloide dont l'angle directeur est 4, sont 

x — 2R cos 20, — R cos 44, 

y — — 2R sin 20, — R sin 44, M 

Ce point sera situé sur c si ses coordonnées vérifient les 
équations 

x cos Ÿ + y sin 0 —=R cos 34, (20) 

(a — x) sin 0 — (28 — y) cos 0 + R sin 39 — 0. (21) 

Pour obtenir 8,, il faut éliminer x, y, 9 entre ces quatre 

équations. j 

Remplaçons d’abord æ et y par les valeurs (19) dans l’équa- 

tion (20); on obtient successivement 

(2 cos 20, — cos 44,) cos 6 — (2 sin 28, +- sin 40,) — cos 3, 

2 cos (20, + 0) — cos (49, — 4) — cos 28, 

cos (28, + 4) — cos (48, — 4) — cos 30 — cos (28, + 6), 

2 sin 30, sin (0, — 4) — 2 sin (20 + 4,) sin (8, — 6). 

Nous écartons la solution 4, — 4 + Kr qui donnerait un des 
points de contact de c et U. On a donc 

30, — 2x + 20 +6, ou 3, == Dér Er 200 

La première solution doit être rejetée, car elle donnerait 

encore 0, — 4 + K+r; la seconde donne 
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Remplaçons 8 par cette valeur et x, y par les valeurs (19) 

dans l’équation (21) mise sous la forme 

2a sin 8 — 28 cos 0 — x sin Ÿ — y cos Ô — R sin 30. 

Nous obtenons 

24 cos 20, — 26 sin 20, 

— (2R cos 21, — R cos 41,) cos 20, + (2R sin 26, + R sin 46,) 

sin 28, + R cos 68, 

ou 

« cos 20, — 3 sin 26, — R. (22) 

Or l'équation à x + By — R? représente la polaire de C par 

rapport au cercle O et R cos 26,; —R sin 20, sont les coor- 

données du point primaire de la tangente à l'hypocyeloïde au 
point que nous cherchons. Done, les tangentes menées à l'hypo- 

cycloïide en ses points de rencontre avec l’ellipse © ont pour points 

primaires les points de contact des tangentes menées de € au 

cercle O. 
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Le Hi à de à 

LES SURFACES ENGENDRÉES 
PAR 

LES QUADRISÉCANTES 

DE 

CERTAINS QUATERNES VARIABLES DE DROITE 

Je me propose d'étudier la surface engendrée par les 

quadrisécantes de quatre droites a, b, c, d dont l’une au moins 

est variable. Une telle droite sera représentée par g et son lieu 

géométrique par ©. Lorsque les droites a, b, c, d, ou certaines 

d’entre elles, décriront des faisceaux de rayons, j'appellerai les 

plans de ces faisceaux «, $, y, à et leurs sommets A, B, C, D. 

Je désignerai par (a, b, c) la quadrique réglée ayant pour direc- 
trices a, b, c, et par cône (P, a, b), le lieu géométrique de la 
droite d’intersection des plans Pa, Pb, P étant un point fixe et 
les droites a, b variant d’après une loi donnée. 

1. Dans la suite, jJ’emploierai fréquemment la proposition 

suivante : 

Le cône (P, a, b) est du second ordre lorsque a et b sont des 
rayons homologues de deux faisceaux projectifs ; il est du troisième 
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ordre si a engendre un faisceau et b un système réglé projectif avec 

le faisceau [a]; il est du quatrième ordre lorsque a et b sont des 

éléments homologues de deux systèmes réglés projectifs. 

Dans le premier cas, les plans Pa et Pb se correspondent 
dans deux faisceaux projectifs; le lieu géométrique de leur 
intersection est donc un cône du second ordre. 

Dans le second cas, Pa engendre un faisceau du premier 

ordre et Pb un faisceau du second ordre; ces faisceaux étant 

projectifs, le cône est du troisième ordre. 

Enfin, si a et b sont des rayons homologues de deux systèmes 
réglés projectifs, Pa et Pb engendrent des faisceaux du second 
ordre projectifs et le lieu considéré est du quatrième ordre. 

Je m’appuierai aussi sur le théorème suivant : 

Étant données dans l’espace deux droites, d et d’, supports 

de deux ponctuelles entre lesquelles il existe une correspon- 

dance (m, m'), la droite qui joint deux points homologues 

engendre une surface d'ordre m + m’; les directrices d, d' sont 
des droites de la surface respectivement d'ordres m/ et m. 

2. M. J. Neuberg à déterminé le nombre uw des quadri- 
ques (a, b, c) passant par un point quelconque de l’espace, 

dans les cas suivants : 

1° a et b sont fixes, c est un rayon variable d’un système 

réglé ju — 25 

2° a est fixe, b et c sont des rayons homologues de deux 
faisceaux projectifs : u — 2; 

5° a est fixe, b et c sont des éléments homologues quelcon- 
ques d’un faisceau de rayons et d’un système réglé qui sont 

projectifs : pu = 3; 

4 a est fixe, b, c sont des rayons homologues de deux sys- 
tèmes régiés projecufs : a — 4; 

»° a, b, c Sont des rayons homologues de trois faisceaux de 

rayons projectifs : u — 5; 

6° a, b, c sont des rayons homologues de deux faisceaux et 
d'un système réglé qui sont projectifs : a — 4; 
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7° a, b, c sont des éléments homologues d’un faisceau de 

rayons et de deux systèmes réglés projectifs ; 
8 a, b, c sont des éléments homologues de trois systèmes 

réglés projectifs : a — 6 (*). 
Ces résultats nous serviront dans notre étude. 

8. à, b, c sont fixes et d décrit un faisceau. 

Une droite s'appuyant sur a, b, c rencontre un rayon d et 
n’en rencontre qu'un seul. La surface E est donc la quadrique 

(a, b, c). 

4. à, b sont fixes, © et d sont des rayons homologues de 

deux faisceaux projectifs. 

Soit P un point de a. Le cône quadratique (P, c, d) (1) est ren- 

contré par b en deux points. II passe donc deux droites g par 

tout point de a ou par tout point de b. Y est donc une surface 
du quatrième ordre dont a et b sont des directrices doubles (1). 

La transversale des droites a et b menée par C est une 

droite g; il en est de même de la droite joignant les points 
d'intersection de a et b avec le plan y. La section de la surface 
par le plan de l’un des faisceaux se compose donc d'une droite 

et d'une cubique passant par le sommet du faisceau. La droite yà 

coupe les faisceaux [c] et [d] suivant deux ponctuelles projec- 

tives dont les éléments doubles E, F appartiennent à la 

cubique. Les deux droites g qui s'appuient sur les rayons CE, 

DE sont : 1° l'intersection des plans Ea, Eb; 2° la droite qui 

joint les points de rencontre du plan CED avec les droites a, 
b. La droite CD rencontre ? en quatre points qui sont C, Det 

les points situés sur les droites joignant les points de ren- 
contre de a et b avec le plan CED ou CFD. 

(*) J. NeuBERG, Sur quelques systèmes de quadriques réglées. (MÉMOIRES 
DE LA SOCIÉTÉ SCIENTIFIQUE DE BRUXELLES, t. XXXIV.) 
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5. a est fixe, b, c et d sont des rayons homologues de trois 
faisceaux projectifs deux à deux. ; 

Il existe trois quadriques réglées (b, c, d) passant par un 

point quelconque de l’espace (2). II passe donc trois droites g 
par un point quelconque de a, et a est une directrice triple de 

la surface. 

Un plan rx, mené par a, coupe b, c, d en B/, C’, D’. Les 

ponctuelles [B’], [C'}, [D’] qui ont pour supports respectifs les 

droites +$, ry, x sont projectives deux à deux ; les droites B'C 
et B'D' enveloppent donc des coniques touchant la droite +8: 

les trois autres tangentes communes à ces courbes sont trois 

droites g du plan x. La surface Z est coupée par le plan x 

suivant trois droites simples et une droite triple : elle est donc 
du sixième ordre. | 

Le cône (B, c, d) est du second ordre (1); deux de ses géné- 
ratrices rencontrent donc a et sont, par suite, des droites g. 

B, C, D sont donc des points doubles de X 

Soit K le point de rencontre de a et 6; le cône quadratique 
(K, c, d) est coupé par le plan f suivant deux droites qui 

appartiennent à Y. Le plan de l’un des faisceaux coupe donc 

la surface suivant deux droites et une quartique passant deux 

fois par le sommet du faisceau. 

Par un raisonnement analogue à celui que nous avons 
indiqué à la fin du cas précédent, on trouve les deux points 

autres que les points doubles C, D, où la droite CD rencontre 

la surface Y. 

6. a, b, c, d sont des rayons homologues de quatre fais- 

ceaux projectifs deux à deux. 

Les quadriques (b, c, d) passant par A sont au nombre de 

trois (2). À, B, C et D sont donc des points triples de X. | 

L'ordre de la surface pourra être établi en déterminant le 

nombre de ses points situés sur la droite AB. Il est d’abord 

évident que cette droite n'appartient pas au lieu, car elle 

s'appuie sur des rayons c et d non homologues. Les faisceaux 

1 
h 



(7) 

[a], [b] sont coupés par la droite «8 suivant deux ponctuelles 

projectives qui ont deux points doubles E et F. Le plan ABE 
coupe les rayons €, d homologues de a — AË en des points 

situés sur une droite g; le plan ABF en détermine une seconde. 

Ces deux droites rencontrent AB puisqu'elles se trouvent dans 
des plans menés par AB. On obtient donc huit points du lieu 
sur AB, et X est du huitième ordre. 

Le plan « contient trois droites g. En effet, les rayons b, c, d 

coupent les droites af, «y, a en des points B’, C’, D’ qui 
engendrent des ponctuelles projectives deux à deux. Les 

droites B’C/, B'D’ enveloppent des courbes du second ordre 

tangentes à la droite «f; les trois autres tangentes communes 
à ces coniques sont les droites g du plan «. La section de X par 
l’un des plans des faisceaux se compose de trois droites et 

d’une quintique ayant un point triple au sommet du faisceau. 

On peut démontrer qu’une droite quelconque ! rencontre Y 

en huit points. A cet effet, considérons une quadrisécante g4 

de !, a, b, c et une quadrisécante 9, de !, b, c, d; soient X, et X, 

les points d’intersection de ces droites avec L. Il passe trois 

droites g, par X4 ou trois droites go par X2 (5). Comme 
quatre droites admettent deux quadrisécantes, les points X,, Xo 

sont liés par une correspondance (6, 6). Mais parmi les douze 

coincidences, 1l faut en excepter quatre qui ne donnent pas 

lieu à des droites de Z. Ainsi, lorsque b et c sont dans le 

même plan, ce qui se produit deux fois, les droites g4, go 
passent par le point d’intersection du plan bc avec ! sans 

coincider. De même, lorsque l’une des droites b, c rencontre !, 

la coïncidence des points X, et X, n’entraine pas celle de 

gi et go. 

7. a, b, © sont fixes, d est un rayon quelconque d'un 

Système réglé. 

Une droite s'appuyant sur a, b, c rencontre deux génératrices 
du système réglé; c’est donc une droite double de la surface. 
Le lieu est donc la quadrique (a, b, c) comptée deux fois. 
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8. a, b sont fixes, © et d engendrent un faisceau de rayons 
et un système réglé projectifs. 

Le cône (A, c, d) qui a pour sommet un point A de a est 
du troisième ordre (1). Ses trois génératrices rencontrant b 

sont des droites g. [l en résulte que Z est une surface du 
sixième ordre dont a et b sont deux directrices triples. 

La droite qui joint les points de percée de a et b avec y est 

une droite double de la surface : en effet, elle rencontre deux 

rayons du système réglé. Il en est de même de la droite 

d’intersection des plans Ca et Cb. D’après cela, la section de Z 
par le plan y se compose d’une droite double et d’une quartique 
ayant un point double en C. 

9. a, b sont fixes, © et d sont des rayons homologues de 

deux systèmes réglés projectifs. 

Le cône (A, c, d) ayant pour sommet un point quelconque A 
de a est du quatrième ordre (1). On en déduit qu’il passe 
quatre droites g par A. Ÿ possède donc deux directrices qua- 
druples et est du huitième ordre. 

10. à est fixe, b, c et d sont des rayons homologues de deux 

faisceaux et d’un système réglé projectifs. 

Il passe quatre quadriques (b, c, d) par un point quelconque 

de a (2); cette dernière droite est donc une directrice quadruple 

de la surface. 

Le cône du troisième ordre (B, c, d) (1) est coupé par le 

plan Ba suivant trois droites g passant par B : les sommets 
des faisceaux sont donc des points triples de Y. 

Le plan Ba contient encore une autre droite g; car ce plan 
coupe 8 suivant un rayon b et en M et N les droites c et d qui 
lui correspondent ; MN est une droite g. 

La surface Ÿ est coupée par le plan Ba suivant huit droites 
dont quatre coincident avec a : elle est donc du huitième ordre. 
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Il existe deux autres droites g s'appuyant sur la droite de 

jonction des sommets des faisceaux; on les obtient dans les 

deux plans qui contiennent à la fois un rayon b et un rayon c. 
Soit K le point d’intersection de a avec $. Le plan 8 coupe 

le cône du troisième ordre (K, c, d) suivant trois droites g. Le 

plan 8 coupe donc Z suivant trois droites et une quintique 
ayant un point triple en B; cette courbe passe par K. 

11. à est fixe, b, © et d sont des rayons homologues d'un 

faisceau et de deux systèmes réglés projectifs. 

Les quadriques (b, €, d) passant par un point quelconque de 
a sont au nombre de cinq (2) : a est donc une directrice quin- 

tuple de la surface. 

Le cône (B, c, d) est du quatrième ordre (1); il passe donc 
quatre droites g par B. Enfin le plan Ba qui passe par un 

rayon du faisceau (b] contient une autre droite du lieu. On 
obtient donc dix droites g dans le plan Ba, et X est du dixième 

ordre. 

Le plan 8 contient quatre droites g passant par le point 

d'intersection K de a avec B; cela résulte de ce que le cône 
(K, c, d) est du quatrième ordre. Le plan 8 coupe donc E sui- 

vant ces quatre droites et une sextique ayant un point quadruple 

en B; cette courbe passe par K. 

12. à est fixe, b, © et d sont des rayons homologues de 

trois systèmes réglés projectifs deux à deux. 

Les quadriques (b, c, d) passant par un point de a sont au 

nombre de six (2); on en déduit que a est une directrice sex- 
tuple de X. 

L'ordre de Z peut s’obtenir en cherchant le nombre de ses 
points situés sur une droite quelconque /. A cet effet, consi- 

dérons une quadrisécante g, du groupe a, b, c, Let une quadri- 
sécante g, du groupe a, c, d, l; soient X, et X, leurs points 

d'intersection avec {. Par X, il passe quatre droites g, (9). A 
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chacune d’elles il correspond un groupe a, b, c qui donne 
naissance à deux quadrisécantes 4; les points X, et X, sont 

donc liés par une correspondance (8,8). Il est facile de prouver 
que quatre des seize coincidences ne sont pas des points de 2. 
Soit P l’un des points où / rencontre le système (c). Les points 

X, et X, peuvent coincider en P sans que g, et g» Coïincident. 

De même, si l’on considère l’un des deux rayons c s'appuyant 
sur a, On obtient dans le plan ac deux droites g,, g2 distinctes, 

mais passant par le même point de L. Il ne reste que douze 
coincidences, et la surface est du douzième ordre. 

18. à, b, c, d sont des rayons homologues de trois fais-. 

ceaux et d’un système réglé projectifs. 

Il passe quatre quadriques (b, c, d) par A. Les sommets des 
faisceaux sont donc des points quadruples de Y. 

Lorsque les rayons a et b sont dans un même plan, on obtient 

une droite g située dans ce plan. La droite AB rencontre donc 

la surface en deux points quadruples et deux points simples, - 
et Z est du dixième ordre. 

Déterminons le nombre des droites g du plan &; soit m une 

droite quelconque de ce plan. Les quadrisécantes de m, b, €,“ 

d engendrent une surface de huitième ordre dont m est une 
directrice quadruple (10). Le plan « coupe cette surface suivant 

quatre droites qui sont les droites g cherchées. Il en résulte 
que la section de Ÿ par le plan de l’un des faisceaux se 

compose de quatre droites et d’une sextique ayant un point, 

quadruple au sommet du faisceau. 

14. à, D, c, d sont des rayons homologues de deux fais- 

ceaux el de deux systèmes réglés projectifs. 

Il passe cinq quadriques (b, c, d) par A (2). Les sommets des 
faisceaux sont done des points quintuples de la surface. Comme 

il existe deux droites g rencontrant AB en des points différents 
de À et B, la surface est du douzième ordre. 
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On prouve aisément que le plan + contient cinq droites g. 

Considérons, à cet effet, une droite quelconque m de ce plan. 
Les quadrisécantes aux groupes m, b, c, d engendrent une 

surface du dixième ordre dont m est une directrice quintuple 

(11), le plan « coupe cette surface suivant cinq droites de E. 
Il s'ensuit que le plan de l’un des faisceaux coupe la surface È 

suivant cinq droites et une courbe du septième ordre ayant un 
point quintuple au sommet du faisceau. 

16. a, b, c, d sont des rayons homologues d’un faisceau 

el de trois systèmes réglés projectifs. 

À est un point sextuple de X, car il passe par ce point six 

quadriques (b, c, d) (2). 
Il est aisé de prouver qu’une droite quelconque / rencontre È 

en quatorze points. A cet elfet, considérons une quadri- 
sécante g4 du groupe {, b, c, d, et soit a' le rayon qui Joint son 

point de percée avec « au point A. Le rayon a détermine deux 

rayons a’; au rayon a/ correspondent douze droites g, et par 

suite douze droites a : en effet, les quadrisécantes des groupes 

l, b, c, d engendrent une surface du douzième ordre (12); 
cette surface coupe a’ en douze points appartenant aux 

- droites g, considérées. Les quatorze coincidences a a! corres- 

pondent à quatorze droites g rencontrant !; Ÿ est donc du 

quatorzième ordre. 

Un rayon a donnant naissance à deux droites g, ces droites 

g percent le plan « en des points situés sur une courbe du 

huitième ordre ayant un point sexluple en A. Pour que la 

section soit complète, il faut que « contienne six droites g. On 

peut du reste démontrer directement ce résultat sans tenir 

compte de l’ordre de Z. Il suflit d'adapter au cas présent le 
procédé employé aux n°’ (13) et (14). 

16. à, b,.c, d sont des rayons homologues de quatre 

systèmes réglés projectifs deux à deux 

Déterminons le nombre des droites g s'appuyant sur une 
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droite quelconque !l; soient g, et g> des quadrisécantes des 

groupes !, a, b, ce et l, b, c, d; désignons par X, et X, leurs 
points d’intersection avec L. Il passe six droites g, par X, ou. 

six droites g2 par X9 (6). Les points X, et X, liés par une. 
correspondance (12,12) coincideront vingt-quatre fois. Il faut 

excepter huit de ces coïncidences qui ne donnent pas lieu à 
des droites de Ÿ, à savoir : les quatre points d’intersection 
de ! avec les systèmes réglés (b) et (c) et quatre autres situés 

dans les plans qui contiennent deux rayons homologues de ces 

systèmes (*). La surface È est actuellement du seizième ordre. 

(*) Il est aisé de prouver que les rayons homologues b et c se rencontrent 

quatre fois. Soit CG l’un des points d'intersection de c avec le système (b)}; 

il passe une droite d, de ce système par le point G, ; si l’on appelle B et B4 
les points d'intersection de b et b,; avec une génératrice quelconque du 
second mode du système réglé b, il suffira d'observer que ces points sont 
liés par une correspondance (2,2). 
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CALCITE DE KELLEYS (ISLANDE) 
ET 

DE GOTLAND (SUEDE) 

FORMES A NOTATION COMPLIQUÉE 

DIRECTION DES STRIES 

Calcite d'Islande. 

J'ai reçu dernièrement de M. l'ingénieur Grebel, de Genève, 
deux échantillons de calcite provenant de Kelleys (lac Erie), 
dont les cristaux semblent, à première vue, avoir la forme 

caractéristique de l’isoscéloèdre de Rhisnes 

He 104840) = br. 

Le premier spécimen, n° 58, consiste en un cristal isolé, de 

3 à 4 centimètres de hauteur, transparent, jaune brunâtre clair, 

ayant la forme d’un isoscéloèdre aigu. Malgré leur apparente 

netteté, les faces de ce cristal sont mal réfléchissantes; or 

l'angle dièdre ne détermine un isoscéloèdre aigu qu’à condition 
d'être précis. Mais la netteté des arêtes du cristal permet de 

+ ASS : . À sir à $ 
(*) Axe des x : L? situé en avant à droite; axe des y : L? situé en avant à 

gauche; axe des x : A5. C'est-à-dire que la face que nous notons hkl s'écrit 

k. h—k. h. L dans la notation employée habituellement. 
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mesurer au microscope, avec précision, l’angle « qu’elles font 

entre elles; d’ailleurs cet angle varie plus d’un isoscéloèdre à 

l’autre que l'angle dièdre + (*) de l’arête culminante, car de 

FLE sin 60° à 

In (a | «Ji 
cos, 

on déduit, par exemple, 

57° 580 59e 
x 190345 16v4!5 110967. 

Des mesures très nettes m'ont donné, comme moyenne, 
dans le n° 58, 

a — 13040). 

Si 21/ est la notation de l’isoscéloèdre, on déduit de l’angle 

ci-dessus 
Œ 

sn 
2 

l EE 0,36253 (CR 

4 (e À 
9 1 o 1 TRIER 2 \/: sin (30 + :) sin (30 | :) 

À: En consultant la liste des isoscéloèdres (**), on voit que 
celte valeur de ! s'approche beaucoup de celle de l’isoscéloèdre 
de Rhisnes, pour lequel on a ". 

= 0,375; à — 14016/40". 

J'ai pu aussi mesurer approximativement dans ce cristal, au 

goniomètre, l'angle de l’arête basique, qui a été trouvé 
24% à 25°; or, pour l’isoscéloèdre de Rhisnes, on a 16 

J 

LL sur d! — 2404598". 

Fe 
Le 

(*) « angle vrai de deux arêtes culminantes contiguës, + angle polaire. 
3 a? 

#4) 5 — — — — 1,02764. ed 

(***) Voir, par exemple : Les formes cristallines de la calcite de Rhisnes 

(ANN. DE LA SOC. GÉOL. DE BELGIQUE, t. XVI, MÉMorres, 1889, p. 361.) 
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Ce cristal montre vers le haut le rhomboèdre premier aigu 
el — 021, dont une face miroilante a pu donner pour l'angle 

avec le clivage 
pet 00030). 

On aperçoit aussi dans la terminaison le scalénoèdre d? — 3521 

sous forme d’un petit biseau à faces peu nettes. Enfin, un dépôt 
plus récent est venu recouvrir la partie supérieure du cristal ; 
on le voit débordant sur les contours des faces e!, qui en sont 

très inégalement recouvertes; ce dépôt, à faces courbes et 

indéterminables, se termine par un rhomboëèdre inverse cou- 

pant le clivage suivant une ligne courbe dont la direction près 

du sommet culminant semble indiquer le rhomboëdre e* inverse 

du primitif; en autres termes, la partie rhomboédrique du 

nouveau dépôt paraît être formée d’une suite plus ou moins 

continue de rhomboëdres inverses variant de el à e‘*; la face 
rhomboédrique courbe est striée horizontalement. 

Les faces de l’isoscéloèdre portent des systèmes de stries 

très nettes, bien rectilignes, dont il sera parlé plus loin. 

Er 

Le second échantillon, n° 59, contient deux grands cristaux, 
ayant de 4 à 5 centimètres de hauteur, formés chacun par 

assemblage à axes parallèles d'individus semblables entre eux. 
Leur couleur est différente de celle du cristal n° 58 : incolores 

vers la pointe, 1ls sont d’un gris presque noir à la base. Ces 
cristaux sont entourés de gros cubes de fluorine jaune et de 
petits cubes de fluorine incolore ou violette. 

Leur terminaison se compose essentiellement : du rhom- 

boëdre premier obtus, b! — 102, à faces arrondies, striées 

suivant les plans de symétrie et coupées par le clivage parallè- 

lement à ces stries, d’un petit biseau dont l’inelinaison des 

traces sur L indique le scalénoèdre d? et enfin d’une suite de 

légers dépôts bordant tout le contour formé par les six arêtes 

d'intersection des faces b! avec les faces L. 

Biseau sur les arétes culminantes latérales. — Tous les cristaux 

de cet échantillon portent sur six arêtes culminantes des 



que 

biseaux; contrairement à ce qui arrive pour les cristaux de 
Gotland, et en général pour ceux de Rhisnes, ces biseaux. 

_affectent les arêtes culminantes latérales B, c’est-à-dire les 

arêtes sur lesquelles ne s'appuie pas le clivage. Nous avons 

trouvé à Rhisnes des modifications analogues, rares et toujours 

assez mal développées (*); 1l en est de même dans les cristaux 

d'Écosse : les faces des biseaux, assez réfléchissantes, donnent 

des images multiples ; j'ai obtenu pour l'angle du biseau 

3822! — 37047! — 370. 

C’est la même forme que j'ai rencontrée à Rhisnes avee un 
angle de 36°26'; on peut consulter mon mémoire, pages 215 à 

218, pour les essais de simplification et pour la discussion qui 

m'a amené à adopter pour celte forme la notation 

1 = 2.8.5 — d'od'hsbts — B4, 

qui correspond à un angle de 37°7. 

La forme ! est l’inverse de la forme connue 3 — bi que j'ai 
trouvée à Rhisnes formant biseau sur les arêtes culminantes 

antérieures b. Dans un peut cristal incolore, ayant environ 

1 millimètre de hauteur, isolé sur la fluorine, j'ai pu obtenir 
d'assez bonnes mesures indiquant une forme voisine de la 

précédente; on à obtenu pour l’angle qu’une face s du biseau 

fait avec L adjacente, 

SL — 90 — 8037! — 8026! — 8052! — 8044/. 

Or, pour la face ! cet angle est de 10°30’; l'incidence 

obtenue correspond à 

$ — 44.16.9 == d'd':3b"/1 — LE 

avec 

sLs=.8"216" 

Il est probable que les images multiples données par presque 
tous les biseaux indiquent la coexistence des deux formes. 

() Loc cit., p. 215 et fig. 15, pl. VI. 
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Calcite de Gotland (Suède). 

Isoscéloèdres n’ayant que de 5 à 6 millimètres de hauteur; 

ils paraissent teintés en brun rougeàtre, mais cette coloration 
est due à une patine superficielle très mince qui n’altère pas le 

pouvoir réfléchissant des faces. Les images données par celles-ci 
ne sont pas toutes également nettes; dans les deux cristaux 

mesurés, je n’ai rencontré qu’une paire de faces donnant des 

images bien précises. Voici le tableau des mesures effectuées : 

Angle surp Angle latéral Angle basique 
Cristal. 

p Ÿ se 

Ne 1 | D809/(0", 0) 

5807/(0", 0) | — * 24040/(0/, 0) 

— 240411(0/, 0) 

| 5804/(0', 9, 1, 1) es = 

8803612, 5, 4,1) | 38043/(3, ZT, 0) 240511(0!, O) 

No 2 8833/(3, 0, 1,2) | 38045! 0!,0, 0, 2% 2451/(0!, T) 

88036131, 1, Z, 3) | 5845/(0', 0, 9, 2) és 

On voit que les angles diffèrent assez bien d’un cristal à 

l’autre ; c'est pour m'assurer de ce fait que j'ai exécuté une 

série de mesures en déplaçant chaque fois le cristal. On peut 
aussi observer que les angles du cristal n° 2 ne satisfont pas 
bien exactement à la relation 

A de 4 x 
sin — SIN — — COS — 

2 F 2 2 

qui se passe entre les angles dièdres d’un scalénoèdre quel- 
conque; si, par exemple, pour obtenir un résultat aussi peu 

divergent que possible, on part de 

p— 08030, y — 2451, 



(8) 

et que l’on calcule L par la formule ci-dessus, on arrive à 

L — 584946" au lieu de 58045! 

donné par la mesure. | 

Si 211 est la notation de l’isoscéloèdre, en ati de 

x = 24°40'30", 

on obtient 

1 = 0,37371 — is L 

c’est donc encore l’isoscéloèdre de Rhisnes : 16.8.3. 

Ces cristaux se terminent par les faces p du rhomboèëdre 

primitif, toujours scabreuses et recouvertes par un commen 

cement de dépôt plus récent, dans lequel on aperçoit des. 
faces b! néogènes; la matière de seconde formation se déve= 
loppe quelquefois en un petit cristal incolore à faces courbes 
orienté comme l’isoscéloèdre sur lequel 1l a pris naissance. 

Biseau sur les arétes culminantes antérieures. — J'ai décrit, 

dans les cristaux de Rhisnes une série de formes, dont 

quelques-unes très complexes, formant biseau sur les arêtes b 

de l’isoscéloèdre (*). Dans l’échantillon de Gotland que je 
possède, plusieurs cristaux sont modifiés de la sorte ; dans l’un: 

d’eux (n° 1), J'ai mesuré pour les angles qu’une face du biseau 

fait avec les faces de l’isoscéloëdre, se coupant suivant l’arête, 

qu'il modifie, 

> 1). 

Ces angles correspondent nettement à la forme 

S' = 44,989 = d'hdib'er = b} 

8°59/(6!, 3, 3, T), £ 
5,1 + 49°14/(8!, 8, 

trouvée aussi à Rhisnes (**), forme dont la face fait avec L un 

angle de 8°47. È 

(*) Loc. cit., pp. 179 à 205 et fig. 5, 6, 7 et 10, pl. VI. 
(**) Ibidem, p. 194. 
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S'!! est l'inverse de s — 44.16.9 des cristaux d'Écosse; les 

deux formes constituent des biseaux géométriquement iden- 
tiques, la dernière sur les arêtes culminantes latérales, l'autre 
sur les arêtes culminantes antérieures de l’isoscéloèdre L. 
La notation de ces formes devient très simple lorsqu'on les 
rapporte aux arêtes de l’isoscéloèdre; ainsi, la forme de 
Gotland se construit comme il suit : sur les deux arêtes 
basiques de l'isoscéloèdre placées devant le spectateur on 
prendra, à partir de leur point de jonction, des segments 
respectivement égaux au cinquième de l’arête et à l’arête 

entière, et par la droite joignant les deux points ainsi obtenus 

on mènera un plan parallèle à l’arête culminante supérieure 

placée devant soi; en autres termes, en prenant pour axes les 

trois arêtes de l’isoscéloèdre dont il vient d’être parlé et pour 
paramètres leurs longueurs, le biseau de Gotland aurait pour 

notation 510. 

Les faces S/’” vont souvent en s’élargissant vers le haut et 

sont alors remplacées par les faces que J'ai désignées par c, c! 

et c/’ dans les cristaux de Rhisnes (*). 

Stries. 

Comme les cristaux de Rhisnes (**, les isoscéloèdres de 

Kelleys et de Gotland portent sur leurs faces des réseaux de 
Stries qu’il est difficile de déchiffrer sans mesures. Pour arriver 

à la détermination de leur orientation, j'ai d’abord calculé les 
angles que les traces, sur les faces de l’isoscéloèdre, de certains 

plans importants tels que b!, p, e!, font avec les arêtes culmi- 

nantes de ce solide. La comparaison des angles mesurés au 

microscope avec les angles calculés permet de savoir quels 

sont les plans auxquels les stries sont parallèles. 

J'ai trouvé que dans les cristaux de Gotland les plans de 

Strie sont parallèles à b!, comme à Rhisnes, mais que dans 

les cristaux d'Écosse les stries sont dirigées parallèlement aux 

plans de clivage. 

(*) Loc. cit., pp. 206 à 212 et fig. 7, pl. V. 

(**) Ibidem, p.259. 
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Section de l’isoscéloèdre L par le plan bi. — En prenant 

pour axes les arêtes culminantes de lisoscéloèdre, et en 

appliquant les formules de transformation (*), on obtient 

bt — 112 — 18.17.1514, 

c'est-à-dire que pour obtenir la section il faut prendre (fig. 1) (*). 

Th 

41 4 1 
æ 7 & el des arêtes culminantes à partir du sommet de 

sent et joindre entre eux les points ainsi obtenus. 

(*) Loc. til., p.110: 
(**) Projection horizontale; on y a tracé à droite une demi-section bi, à 

gauche une demi-section p. 
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On calcule alors aisément les angles æ et y (*) que la trace 
de b! sur l’une des faces de l’isoscéloèdre fait avec les arêtes 

1 4 
eulminantes : on à, par exemple, dans le triangle z : & * 2, 

a — 1406'4Û/, 

| 23 2 8256407, 
Le 

Ph 251 bieci Ms à 
On obtient ainsi : 

SECTION b1. 

Triangles. x y 

À : e 95°56/35/! 69056/45/! 
11 16 

: s 56097 71 109-4415! 
47 15 

s : où 98030/45/! 67022/35/! 
15 14 

Section de l'isoscéloëdre L par le clivage p. — On a de 

même (fig. 1) 
p = 111=6.7.9.10; 

puis 
a 

SECTION ?. 

Triangles. æ y 

41.41 
IS o À oA8I9(!! 6 7 o1° 9 114°48/20 

: 20 | 
ER 128°13/41! 37039/39/! 
1.9 

- 9909426! 10505854! 
9 10 

(*) Les angles sont comptés vers le sommet de l’isoscéloèdre, x étant 
celui qui se rapporte à l’arête culminante sur laquelle s’appuie le clivage. 
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Le cristal d’fslande, n° 58, a donné au microscope (fig. 2) 
: « 
11 
1 

1980 — 1270 — 198 — 12705 

60° — 60°,5 — 60. 

En consultant les deux tableaux et la figure 1, on voit que 
les plans de strie sont parallèles à p; le quadrillage est formé 

par des plans parallèles aux deux clivages latéraux, le clivage 
s'appuyant sur l’arête culminante située dans la face considérée 

SSD Bb 
RS SE 
RSS CSSRSSES< 

n'intervenant pas. On a aussi mesuré l’angle aigu de la maille 
parallélogramme dessinée par les deux systèmes de stries; on: 

a trouvé 67°,5 (calculé : 68°19/). | | 

Dans un cristal de Gotland à stries bien rectilignes, les. 
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arêtes culminantes n'étant pas bien nettes, j'ai mesuré (fig. 3) 

les angles « et 6 que les stries faisaient avec l’arête basique de 
l’isoscéloèdre. 

J'ai obtenu 
a — 26°,5 — 260,5 

B == 45° — 45° — 16e: 

on en déduit, pour les angles faits par les stries avec l’arête 
culminante sur p, 

56°27! et 98017. 

En consultant les tableaux et la figure 1, on voit qu'ici les 
résultats se rapportent à deux plans b!. 

NOTE. 

En examinant les mesures données à la page 7 pour la caleite 

de Gotland, on pourrait se demander s’il ne serait pas possible 

de trouver une autre notation presque aussi simple que 2.1. 

pour représenter les résultats obtenus, en autres termes si la 

valeur de ! est bien celle que nous avons adoptée, ou bien si 

elle ne reste plus ou moins indéterminée à cause de la variation 

assez notable constatée dans les angles. l’our répondre à cette 
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question, j'ai calculé les différentes valeurs de / en prenant 
pour point de départ, successivement, toutes les incidences 
obtenues par la mesure, développé les résultats en fraction 

continue et formé les réduites à termes abordables; en prenant 

ces différentes réduites pour valeurs de !, j'ai alors calculé 
l'angle qui n’a pas servi de départ; la comparaison du résultat 

du calcul à celui obtenu par la mesure permet de juger de la 
probabilité de la valeur de / essayée : 

3| "50e . . 2 ne v5/9 Ile = ,49 — — 3 —3 - Premier cristal.  @ — 58°5"20"; { — 0,420874 1’ 10° 19 

1:40 
— D8°39/; | — 0,360039 — …. =, —, —,. ? PT 2304108 

. , L 1 27 Second cristal. & D — 58045'; ! — 0,337470 — +. =, —, 
3 60 

1 2 3 32 
VU — 9 a l. — É 1 44 = 00 — à — 9 —3 se. 4 = 245; 1 — 0,3764H 3388 

y cale : 2809/,5 27024", 27041 Mes : 2404()',5 

L 4 1 3 

11 3 8 

y cale : 24091 2904! 5 24045! ,5 Mes : 24051! 

On voit que la seule notation, pour laquelle on pourrait 
à 4 

avoir un doute, correspondant à !{ — ;;, est 

22.114 — d'a’; 

RP om dd gérer men, 

Der: 
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mais, d’abord, elle est plus complexe que 

16.8.3 = did'eb"", 

ne eZ 
et ensuite l'écart est plus grand que pour ! — : : 

l = - Calculé. Mesuré. 

o 580928! 58: 5/,5 — 58:35/ 

d 58028! 58045! 

‘à 94045/,5 24040/,5 — 94051! 

On comprend facilement pourquoi la détermination d’un 

isoscéloèdre aigu par la mesure de son angle dièdre culmi- 

nant © conduit à une incertitude : lorsque le segment ; que la 

face coupe sur l’axe vertical varie, par exemple, de Sc jusqu'à cœ, 

ne varie que de 58°28' à 60°, en tout 1°32’ d'amplitude, de 

sorte qu'une légère altération de © influencera notablement la 

valeur de ss ce procédé de mesure, qui serait d’une grande 

sensibilité pour un cristal idéal, devient inapplicable pour les 

cristaux réels, l’excès de sensibilité conduisant ici à une 

incertitude. Au contraire, dans les mêmes conditions, l’angle 
basique varie de 24°45',5 à 0°; une légère altération de cet 

angle laissera toujours visible la vraie notation, sans la 

masquer. 
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RECHERCHES 

AUSTEMES DE CONIOUS DE L'ESPACE 

ù Lucien GODEAUX 
DOCTEUR EN SCIENCES PHYSIQUES ET MATHÉMATIQUES 





AVANT-PROPOS 

L'étude des systèmes de coniques de l’espace se présente 

comme une généralisation de la Géométrie Réglée. Le premier 

problème qui se pose est celui de déterminer les différents 

types de congruences linéaires de coniques, problème qui est 

en quelque sorte l’extension de celui que Kümmer a résolu 

dans un mémoire classique (*). Ce problème avait déjà été 

abordé par M. Montesano, qui avait déterminé les types fonda- 

mentaux de congruences linéaires, et par M. Pieri, qui en avait 

déterminé les solutions quand la conique s'appuie en deux 

points sur une autre conique. Moi-même, je m'étais occupé de 

ce problème et l’avais ramené à un problème de géométrie 

plane en m'inspirant des recherches de M. Stuyvaert sur les 

congruences linéaires de cubiques gauches. Dans ce nouveau 

travail, je suis parvenu à déterminer toutes les congruences 

linéaires de coniques dont les courbes ou s'appuient en six 

points sur une seule courbe, ou s'appuient en quatre points 

sur une courbe et en deux points sur une seconde courbe, ou 

enfin passent par un point fixe et s’appuient en quatre points 

sur une courbe. Les congruences que j'ai rencontrées avaient 

du reste déjà été signalées par M. Montesano. Les autres cas 

qui peuvent se présenter (congruences dont les coniques s’ap- 

(*) Ueber die algebraischen Strahlensystem. (MONATSBERICHTE DER KONG. 

AKkAD. Berlin, 1866.) 



(4) 

puient en trois points sur deux courbes, etc.) pourront se 

traiter de la même façon que les premiers. De plus, la méthode 

‘employée pourra être étendue à la détermination des con- 

gruences linéaires de courbes planes d'ordre quelconque, 

comme le lecteur s’en rendra facilément compte. 

Résumons rapidement notre Mémoire : Un premier chapitre 

traite des recherches antérieures sur les systèmes de coniques 

de l’espace. Nous résumons les recherches de géométrie énu- 

mérative dans un premier paragraphe, les recherches sur les 

congruences et les complexes de coniques dans un second. 

Nous avons donné les formules établies par M. Severi, expri- 

mant les conditions d'appui des coniques sur des courbes 

gauches : elles pourront servir à vérifier nos résultats. 

Dans un second chapitre, je reprends une représentation 

analytique de la conique dont je m'étais déjà occupé antérieu- 

rement, puis je définis la géométrie de la conique dans l’espace 

au point de vue moderne. 

Enfin, le troisième chapitre contient les recherches sur les 

congruences linéaires de coniques dont j'ai parlé au début de 

cet avant-propos. 

Je ne puis terminer sans exprimer mes vifs remerciements 

à mon Maître, M. J. Neuberg, qui a bien voulu présenter 

ce travail à la Société royale des Sciences. 

Liége, 26 avril 19414. 



RECHERCHES 

SUR 

LS SISTÈMES DE CONIAUES DE L'ESPACE © 

CHAPITRE PREMIER 

APERÇU DES RECHERCHES ANTÉRIEURES. 

$ 1. — Les recherches de géométrie énuméralive. 

1. Après avoir établi la théorie des systèmes de coniques 

satisfaisant à quatre conditions dans un plan, Chasles voulut 

construire une théorie analogue relative aux quadriques de 

l’espace. Les coniques de l’espace s’introduisirent dans cette 
théorie comme dégénérescences des quadriques, et c’est ce qui 

amena Chasles à s'occuper d’abord des systèmes de coniques 

de l’espace. 

Huit conditions sont nécessaires pour déterminer une 

conique dans l’espace : trois de ces conditions pour fixer le 
plan de la conique, les cinq dernières pour fixer la conique 

dans son plan. Chasles (5) (**) a considéré les systèmes de coni- 

(*) Travail présenté à l’Université de Liége comme thèse de doctorat 
(juillet 1911). 

(**) Les nombres placés entre parenthèses renvoient à la liste bibliogra- 
phique à la fin du chapitre. 
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ques satisfaisant à sept conditions (systèmes simplement infinis) 
et il a soupçonné le théorème suivant : 

Etant donné un système de coniques È, simplement infini, 

désignons par pu, v, p respectivement le nombre de coniques 

de Z dont le plan passe par un point arbitraire, le nombre de 

coniques de È s'appuyant sur une droite quelconque et enfin 

le nombre de coniques de È touchant un plan arbitraire. 

Le nombre des coniques de Ÿ satisfaisant à une huitième condi- 

tion indépendante, sera égal à 

au + By + Ye, 

a, $, y étant des nombres qui dépendent uniquement de la huitième 

condition. 

Ce théorème fut démontré rigoureusement, sous quelques 

conditions restrictives, par Halphen (18) quelques années plus 
tard, et ce géomètre le généralisa de la manière suivante : 

Soient Z, Z’ deux systèmes de coniques respectivement 

n fois (n < 8) et 8 —n fois infinis. Supposons È et Z/ indé- 
pendants. Le nombre de coniques appartenant à la fois à et 

à Z' sera égal à un polynome de degré 8 — n en pu, y, p dont les 

coefficients seront des nombres dépendants uniquement de Z! et où 

l’on remplacera chaque expression de la forme | 

M nl ils G LB, NP) 

par le nombre de coniques de Y dont les plans passent par 1 points, 

qui s'appuient sur k droites et qui touchent 8 — n — i — k plans. 

Rappelons brièvement le calcul symbolique utilisé par 

M. H. Schubert (30) dans ses recherches de géométrie énu- 
mérative, en nous imitant au cas où l'élément envisagé est la 
conique. 

Toute condition à laquelle une conique de l’espace peut être 

assujettie est représentée par un symbole (lettre) ; le produit de 

deux symboles indique que l’on considère simultanément les 

conditions qu'ils représentent. Une condition est de dimen- 

À 

4 
* 

ù 
À 

4 
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sion x quand il y à æ*” coniques satisfaisant à cette condi- 
tion (8 > n). 

Considérons un système de coniques, æ *”, X, et une condi- 

tion À de dimension n. Il y aura un nombre fini de coniques 
de Z assujetties à la condition A ; ce nombre sera encore repré- 
senté par le symbole de la condition. 

Si nous fixons l’attention sur un certain nombre de condi- 

tions A4, A9, ..… À, de dimensions < n et que, quel que soit le 

système 2 de dimension 8 — n, on a toujours l’équation 

F (A,, A, …, Az) = 0, 

on dit que l’équation lie les symboles envisagés. On remarquera 

que chaque terme de cette équation représente une condition 

de dimension n, produit de quelques-unes des conditions 

A4, Ao, ..., À,. 
D’après ces conventions, le théorème de Halphen donne 

pour chaque condition A de dimension n 

À — f(p, y, p), 

où à est un nombre et f (1, v, 9) un polynome homogène de 

degré n. 

Cela étant posé, adoptons les notations suivantes : 
u exprime que le plan d’une conique doit passer par un 

point ; 

y exprime qu'une conique doit s'appuyer sur une droite; 
e exprime qu'une conique doit toucher un plan; 

à exprime qu’une conique dégénère en deux droites; 

_ nexprime qu'une conique (enveloppe de droites) dégénère 
en un segment de droite double; 

p' exprime qu'une tangente à une conique passe par un point, 
P exprime qu’une conique doit passer par un point; 

t exprime qu’une tangente à une conique doit faire partie 
d’un faisceau de rayons ; 

T exprime qu’une conique doit toucher une droite. 
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La condition T est de dimension trois, les conditions P et € | 
sont de dimension deux, les autres sont de dimension-un. 

M. Schubert (30) donne les formules suivantes : 

— uy — 2u?, 6 

op — 2p, 
L = pp, 

2d—=p+2u+n, 
20 — v + à, 

T = pp — 2. 

Signalons encore une formule établie plus tard par M. Schu- 
bert (31) : 

DB — 220 + vo? — 295 — Guy? + Auov + 1Iu2v — Sup = 0. 

L'exposition donnée par M. Schubert (30) est basée sur le 
principe de correspondance et sur le principe de la conserva- 

üon du nombre. 

Le théorème de Halphen ramène la détermination du nombre 

de coniques satisfaisant à huit conditions déterminées au caleul 

des nombres 

priviof, (GG +j+k—8). 

On a pour ces nombres les valeurs : 

wird, 8, Ne 04, v— 92, 

pôvto — 92, mo = 14 py$o — 52, vo — 116, 

uSyi0? — 4, vie? — 24, ap? — 16, Vo? — 128, 

DR UE FR vies — 24, pee DE w65 — 104, 

pévoi = 2, pvp — 16, aviof — 48, voit 64, 

10° —"1, VE” — LV — 24, V5 — 32, 

pp — 4, ve$ — 12, 05 = 16, 

MG. on VE 
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La table précédente à été donnée par M. Schubert (30), 
quelques-uns des nombres qui y figurent étaient déjà connus. 

Plusieurs avaient même été calculés par les procédés de la 
géométrie analytique par MM. Lüroth (22 et 23) et Hierhol- 

zer (19). 

Récemment, M. J. de Vries (8), en se basant sur le principe 
de la conservation du nombre, à calculé de nouveau le nom- 

bre »8. La même méthode à servi à une élève de M. J. de Vries, 

Mie Dalhuisen (7), pour reconstruire toute la table précédente. 

Signalons enfin que M. Schubert à calculé les nombres de 
coniques d’un espace linéaire à n dimensions dont les plans 

passent par des points, qui s'appuient sur des espaces linéaires 

et touchent d’autres espaces linéaires en nombre suffisant (32 

et 53). 

2. À part quelques résultats obtenus incidémment, on ne 

s'était pas encore oceupé, avant 1900, de déterminer par la 

géométrie énumérative les nombres de coniques satisfaisant à 

huit conditions parmi lesquelles se trouvent des appuis sur des 

courbes données ou des contacts avec des courbes données. 
A cette époque, M. Berzolari (4) s’est proposé de déterminer 

le nombre de coniques passant par à points, s'appuyant en 

j points sur une ou plusieurs courbes et touchant Æ plans : 

PRES Tir 3 

Il résolut le ‘problème dans un grand nombre de cas au 

moyen du principe de la conservation du nombre, mais sans 

donner de démonstrations. Ses recherches furent étendues à 
l'espace à n dimensions par un de ses élèves, M. Crepas (6). 

M. Seyeri a abordé simultanément le même problème que 

M. Berzolari et il l’a résolu complètement. 

Désignons par «, (n, r) la condition pour une conique de 

s'appuyer en k points sur une courbe gauche d'ordre n et de 

rang r, et admettons que cette condition ne dépend que de 
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l’ordre et du rang de la courbe. Dans un premier mémoire (35). 
M. Severi donne les formules suivantes : 

n I 
œ(N, r) — à VE 5"HY + (n + rju, 

LUBT}— Co) — re — 2)uv + ju(n —1) 

F r(n — 3)}pèv + 2rus, 

ne 4) He HO OR 
+) 0 

ds (n, 7) — Cr + {fa — re) = 3" + ar| LLv* 

n r 

LOMOMIOMOEUU 
— 2. 4, 2,38 | E . Æ fe 

8 mnt a + ù 

— h (a) — Inr + Gun — Sr DOVE 

a(n, T) — d ,) “h ( $ y * — sr(s) + %rn 

b) É h n\ 5Y42 (nu teen) 10-20) 
n 4,/n\ fr 39 ï 

#3) +46)() +70) 710 
11 É: 15 Mq n 111 r 

_— D!" + Sn + w! u2yi + fe) 8 :) 

1er 1/4 | ) EL. & Er 

# s(s) Lu (ae a () 2 
; 471 

nr () — DOn + Tr Lu, 



Dr br où +) r(4) ‘ie ;'(s) F (
2) Fa ar) 

nacre) ea 
a: s(*) Lr Ci) 3r() 16) + 7 . 

È . ORAOBOBESS, 
rfues +) 18 )—40() + FC )+ +1) 

mm (3)(3) 4") +#(8)() 
D lg ue fe 

san) En 
PO ORNE 
_329 n 239 861 r\ /n 

46 r() FT CRETE CN () () 

Aa) + 8(a)() (a) + #0) 2/\3 8 \2/\2 4 \2 8 \2 

A/r\/n 3/7 fr 

ee 4 (à) lu : TS (e LA 

Une autre expression de «4 (n, r), en fonction du genre p de 

la courbe, avait été communiquée par M. Tanturri à M. Se- 
ver1 (36) : 

as(n, 2n + 2p — 2) — oe(" 4 je ca 206" : à 

(es (7 Ve 
(55) -(590) 
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Dénotons maintenant par 8,,., (n, r) la condition pour 

qu’une conique ait avec une courbe d'ordre n et de rang r un 
contact d'indice à — 1, un contact d'indice k — 1, ..., un con 
tact d'indice ! — 1. La seconde note de M. Severi (36) est 
relative à l'évaluation de cette condition. On a 

Bt, r) = (te — Sun + (3 pv pe), 

ñ ED n À: SC 52) USA A | (7) dise > | pv 

+4lr— (9) Va + rue À 

ln — 92 | 1 
Bu (= "à = Jrpus + (,) HO — 10 + mn 

LL (2) f er purs + [2(,) — A8r + 2rn 

+ 12n | pUv + LEUR )+ nr — (Br ur, 

eng Der MG) 
| _. ()= Ce )+ Tr 2(.)- Ar | eu 

L 24 é.) opak 2r() = Mere 560 

nl 1e) 
— 16n + #( ) — 1orn + B6r |, Lys, | 

set") -2() 40) 
to 1(s) +r(5) +41 (8) 36) 0) 
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1 r 55 n 
+ 2n() —. lArn. — 5(?) + Sr PUÈvt + | #6() 

or n 0 fn 193 
— 7 és J+ Ga +2(e)— 18 C)+ 

PP PUrT 133 /r 

Meme act re (0) 
2117 | n n n 3,3 A 

rene + f18(s)—10($)—32(,) 
à + 36rn — G7r| és 

Buu(n, r) — 12(,) —48( ) fl 12()— 120(, + 168n 
| 9 201 1449 5 | 3 n 

tn DR + (5) ()6) 
\/n 447 /r n | n 
Go) FF ,)" +- t2r(%)—30r() 

. 
op" 

9 
D 7e F Ce) nl + ru 

—() + 3r — 4n È 

Me. r) = pu on ()— ()- 

+85) a(s) 
out 

le oun 

m1) 
n ,(n r\ /n 

Bau(n, r) = 24 () — 96 (à) + 199n + 2 (.) 4 
| n g j 

— 93r (a) + Tô6rn — 12n (a) Gr (a) 

107 /r 3/T 1107 

à (D) ges ra me 

9 

8” 
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En dehors de ces formules très générales de M. Severi, un 
autre théorème général du même genre à été obtenu par 
M. Stuyvaert (39 et 40) en s'appuyant sur un théorème clas- 
sique de M. Le Paige donnant le nombre de groupes communs. 

à deux involutions unicursales placées sur le même support. 

Étant donné, dans l'espace, un ensemble de lignes unicursales 

d'ordres respectifs n, n! ..., de manière que l’on ait 

n+n +..,—=6, 

et si toutes ces lignes sont deux à deux sans points communs, les 

plans qui les rencontrent en six points d’une conique enveloppent 

une surface dont la classe est égale à 

v—8—(n—5i)—(n —i)... 

En particulier, si l’on a deux lignes, une conique et une 
biquadratique gauche de seconde espèce, on à un résultat dû 
à M. R. Sturm (37). 

M. Stuyvaert (39, 41) à montré comment la surélimination 
pouvait s'appliquer au problème qui nous occupe. 

[l nous reste à signaler un dernier résultat dû à M. Bot- 

tasso (4). Si l’on représente par +3 (n) la condition pour qu’une 

conique touche deux fois une surface générale d'ordre n, on a 

van) = Gn(n —1){8(n — 3)p? — 2(4n — 7)» 
+ 2(n? — n — 1)" + (4n — 9) ve + 207}. 

Avant de terminer ce paragraphe, signalons une belle étude. 
de M. Schuh (34) sur les méthodes employées en géométrie 
énumérative, et contenant de nombreux détails sur les recher- 

ches dont il à été question plus haut. 
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$S 2. — Les recherches de géométrie analytico-projective. 

3. Par analogie avec la géométrie réglée, appelons con- 
gruence, un système de coniques de l’espace dépendant de deux 

paramètres. L'ordre d’une congruence de coniques sera égal 

au nombre de coniques de la congruence passant par un point 

arbitraire, la classe sera le nombre de coniques s'appuyant en 

deux points sur une droite quelconque. 
En 1892, M. Montesano (24) a considéré la congruence de 

coniques engendrée par les intersections des éléments corres- 
pondants d’une gerbe de plans et d’un réseau de quadriques 

homographiques. Cette congruence, dont l’ordre et la classe 

sont égaux à l'unité, peut être considérée comme le lieu des 
intersections variables des surfaces cubiques d’un réseau dont 

les éléments ont en commun une courbe gauche du septième 

ordre et de genre cinq sur laquelle chaque conique s'appuie 

en Six points. 

Le problème qui s’est posé alors est celui de la détermina- 

ion des différents types de congruences de coniques d’ordre 

un; M. Montesano (25) l’a abordé l’année suivante. Il com- 
mence par démontrer que les plans des coniques d’une con- 

gruence linéaire enveloppent une surface rationnelle, puis 

qu'une congruence linéaire de coniques peut toujours être 

considérée comme le lieu des intersections variables des sur- 

faces d’un réseau et qu'il existe une infinité de ces réseaux. 
M. Montesano établit ensuite des relations entre les caractères 

de la congruence et des courbes sur lesquelles les coniques de 

la congruence s'appuient. 

Vers la même époque, M. Pieri (29) s'était proposé de déter- 

miner toutes les congruences linéaires de coniques qui s’ap- 

puient en deux points sur une conique et celles qui sont de 

classe deux. Pour résoudre le premier problème, M. Pieri 

rapporte projectivement les quadriques passant par une conique 

fixe de l’espace aux hyperplans d’un espace linéaire à quatre 

dimensions ; le problème est alors ramené à la détermination 

des congruences linéaires de plans dans cet espace, problème 



(16) 

connu. M. Pieri ramène aussi le second problème à une pro- 
priété de l’espace à quatre dimensions, mais la résolution est. 

incomplète, comme M. Montesano (26) l’a montré dans un 
mémoire publié en 1895. | 

Dans ce nouveau travail, M. Montesano remarque qu’une 
congruence linéaire de coniques est complètement déterminée 

lorsque l’on connaît soit un réseau de surfaces dont les fais- 

ceaux ont pour bases variables les coniques de la congruence, 

soit un faisceau de surfaces sur chacune desquelles se trouve 

un faisceau de coniques de la congruence. Les congruences 

sont classées d’après le type de linvolution qu’elles détermi- 

nent sur un plan quelconque de l’espace. Ces involutions ont « 
\ 

été ramenées par des transformations birationnelles à trois 

types fondamentaux par M. Bertini et, plus tard, par M. Kan- 

tor (*), et M. Montesano détermine des congruences de coniques 

d'ordre un qui marquent sur un plan quelconque un de ces 

types. À la fin de son mémoire, M. Montesano démontre que : 

Une congruence linéaire de coniques admet un faisceau géné- 

rateur de surfaces rationnelles à sections planes rationnelles ou 

elliptiques, ou admet un réseau générateur de surfaces rationnelles 

à sections planes elliptiques. 

M. Montesano en déduit qu'une congruence de coniques 

admet un réseau ou un faisceau générateur de surfaces d'ordre 

< 8. Ensuite il déclare qu’il a examiné séparément toutes les 

transformations birationnelles involutives du plan possédant 

des courbes unies de genre un, et qu’il a cherché quand il 

pouvait y avoir une congruence linéaire de coniques, donnant 

une telle correspondance, mais M. Montesano ne donne aucune 

démonstration de ce dernier point. 

S. Kantor (21) a démontré que toute congruence linéaire de 
coniques peut se ramener, par des transformations biration- 

nelles, à une congruence ayant toutes ses courbes dans les 
plans d’un faisceau, ou toutes ses courbes dans les quadriques 

d’un réseau. 

(*) Consulter : G. CASTELNUOVO, Sulla raxionalita delle involuxione piane. 

(MATH. ANNALEN, 1893, XLIV, pp. 195-155.) 
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M. Veneront (42) à démontré que la seule congruence de 

coniques d'ordre et de classe un est la congruence étudiée par 
M. Montesano (24). 

On sait que M. Stuyvaert (41) à ramené la détermination des 

congruences linéaires de eubiques gauches à celles des réseaux 
de degré (effectif) un de courbes planes rationnelles. Je suis 
arrivé au même résultat pour les congruences linéaires de 

coniques. D'abord, j'ai observé (12) que les équations 

dr 0: À 0 

bb rbbrll «1 à 

ou encore les équations 

(pe dé As — 0, 

y) Vs, +. étant des formes linéaires quaternaires et À, B des 

constantes, représentent respectivement une conique, J'ai 

étudié (15) les congruences linéaires des coniques les plus sim- 

ples dont l'élément générateur peut être représenté ainsi; tous 

les types rencontrés l'avaient déjà été par M. Montesano (26), 
Dans une petite note récente (16), J'ai démontré que toute 

congruence linéaire de coniques possède des points singuliers. 

Quelques congruences de coniques dont l’ordre est supérieur 

à un ont été considérées. M. J. de Vries (9) a étudié la con- 
gruence lieu des coniques situées sur les surfaces cubiques 

d’un faisceau ; éette congruence est d’ordre 27 et de classe 42. 

M. de Vries (10, à encore étudié la congruence d'ordre et de 
classe deux formée par les coniques intersections des éléments 

correspondants d’une quadrique enveloppe de plans et d’un 

réseau de quadriques homographiques. 

Enfin, j'ai étudié une congruence particulière d'ordre deux 

et de classe un (13). 

4. Appelons complexe de coniques, un ensemble triplement 

infini et algébrique de coniques de l’espace. L'ordre d’un com- 

plexe sera le nombre de coniques situées dans un plan arbi- 
| 9 

si 
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traire, la classe sera celle du cône enveloppé par les plans des 

coniques du complexe passant par un point. 

On sait que le lieu des points de contact avec un plan des 
cubiques gauches passant par cinq points de l’espace est une” 

conique. Lorsque l’on considère la gerbe formée par les cubi- 

ques gauches passant par cinq points fixes, on définit ainsi 

dans chaque plan une conique dont le lieu est un complexe 

d'ordre et de classe un qui a été étudié par M. G. Humbert (20). 
Dans son grand ouvrage sur la géométrie réglée, M. R: 

Sturm (38) a considéré le complexe engendré par les coniques 

enveloppes des droites d’un complexe quadratique; ce com- 

plexe est d’ordre un et de classe deux. 

M. Montesano (27) s’est occupé d’un complexe d’ordre un 

et de classe deux engendré de la manière suivante ; soient 

ki, ko, ks, k, quatre complexes linéaires de droites; on consi- 

dère tous les faisceaux de rayons tels que les droites de 
chacun de ces faisceaux appartenant aux quatre complexes 

ki, Ko, k3, k4 Ont un rapport anharmonique donné. Un plan 

de l'espace contient une infinité de pareils faisceaux et leurs 

sommets sont sur une conique qui engendre le complexe. 
C’est dans ce travail que M. Montesano a défini l’ordre et la 

classe d’un complexe de coniques comme nous l'avons fait 

plus haut. 

Un problème s’est alors posé : Quel est le type le plus 

général de complexe bilinéaire de coniques? Ce problème a 
été résolu par M. Montesano (28) (*) par ce théorème : 

Le complexe bilinéaire de coniques le plus général peut étre 

engendré par les intersections des plans de l'espace avec les qua-. 

driques correspondantes d'un système linéaire triplement infini 

rapporté projectivement à l'espace (lieu de plans). 

Indépendamment de M. Montesano et avant la publication 
de son mémoire, j'avais démontré un théorème un peu moins. 

(*) Je cite ce mémoire d’après la REVUE SEMESTRIELLE DES PUBLICATIONS 
MATHÉMATIQUES. Amsterdam, 1910, 4re livraison. 
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précis (11) et j'avais étudié avec quelques détails le complexe 

auquel M. Montesano est arrivé (14). 
Dans un mémoire couronné par l'Académie rovale de Bel- 

gique, M. Bordiga (3) s’est occupé d’un complexe d'ordre un 
et de classe quatre lié à une congruence de droites d'ordre 

quatre et de classe deux. 
Récemment, je me suis occupé d’un complexe de coniques 

d'ordre un et de classe quatre (17) que j'obtiens en considérant 
tous les triangles ABC dont les côtés appartiennent respecti- 

vement à trois complexes linéaires de droites et dont deux 

sommets B, C se trouvent respectivement sur des droites de 

deux congruences réglées bilinéaires. Tout plan de l’espace 
contient æ ! de ces triangles et le troisième sommet A décrit 
la conique engendrant le complexe. 

Signalons enfin une étude faite par M. Bordiga (2) d’un 
complexe de cercles d'ordre quatre. 
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CHAPITRE IF. 

LA GÉOMÉTRIE DE LA CONIQUE DANS L'ESPACE. 

$ 1. — La représentation analytique de la conique. 

5. Considérons six quadriques, linéairement indépendantes, 

sans point commun, et dont les équations sont respectivement 

AA 0 427 0.22 065 = 0; 

aili — 1, 2, …, 6) étant des symboles et a, représentant une 

forme linéaire homogène à quatre variables x}, 9, Æz, dy. 

Toute conique de l’espace peut être représentée par des 

équations de la forme 

Aali + La +... + À a6e = 0, (1) 

Uli + Uolo Æ Us + Us = 0. (2) 

En effet, la seconde de ces équations représente le plan de 
la conique. D'autre part, par cinq points de l’espace passe une 

et une seule quadrique (1); en particulier, si ces cinq points 
sont choisis sur la conique, la quadrique déterminée contient 
la conique toute entière. | 

Ainsi, à une conique de l’espace correspond généralement 
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Ua Uz dy )e ds. 
( | in seul système de valeurs des rapports “ ne ne 0 1e 

et inversement. Ces huit rapports sont en quelque sorte les 

coordonnées de la conique; nous allons voir qu'on exprime 

simplement par des relations entre ces rapports quelques 

conditions simples auxquelles on peut assujettir les coniques. 

6. Exprimons en premier lieu qu'une conique, donnée par. 

les équations (1) et (2), s'appuie en un point sur la droite qui 
joint deux points (y4, Yo, Ys, Va), (1, Zo, 25. 44). Les coor-. 

données du point d’appui sont de la forme 

Yi en kz,; (à Te 4, 2, Eh 4), 

donc on doit avoir 

Ÿ ai + k D kaiai, + ke à ai? = 0, 
4—1 

u, + ku, = 0. 

En éliminant k, on trouve l'équation 

EXai Ekaiai, ai 

Uy Uz 0 —0 

0 üy U: 

On obtient done une relation linéaire en À et quadratique 

en U. 

7. Recherchons maintenant l'expression de la condition 

pour une conique de toucher un plan 

CAES | À 



( 25 ) 

I suffira d'exprimer que la droite située à l'intersection des 

plans 

touche la quadrique (1). Pour que le plan 

Us + kvy = 0 

touche la quadrique (4), on doit avoir 

uk w+kv, 3 +kv u, + kr, 0 

6 

Dhain  Ÿ his ee Ein + Eu 
1—1 

U> su kv, RS 0, 

U3 + kv; 

Y ha, Na 24 Dai ui + kv, 

c'est-à-dire 

v, O0 |® uÿ 0 “0 
F2 + 2% _ = U: 

D hdin Un Ein Un EE Xdir Ur 

Les deux racines Æ de cette équation doivent être égales, 
donc la condition cherchée est 

2 UP 0 | ü 0 Uj 0 

— — 
DE TER Ein RD Mtim Ur 

8. Cherchons en dernier lieu quelle est la relation existant 

entre les À et les u quand la conique dégénère en deux droites. 

(*) Cette notation représente le discriminant de l'équation (1) bordé. 
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Cela arrive évidemment quand la quadrique (14) touche le 
plan (2); alors, on a 

u, Uo U; Uy 0 

6 

» Xaiy 2 ais CH 2: OUEN Un 

i—A1 

| = (3) 

DUT 3e ….. Ma 

Soient maintenant d, d' deux droites qui se coupent. Par 
trois points de d et deux points de d' passe une seule quadrique 

du système (1) et cette quadrique contient entièrement les 
deux droites, donc elle touche le plan déterminé par ces droites. - 

Par conséquent, toute conique dégénérée de l’espace peut être 

représentée par les équations (1) et (2) moyennant (3). 

$S 2. — Interprétation hyperspatiale. 

9. Si l’on adopte la terminologie introduite par M. Klein. 
dans son célèbre Programme d'Erlangen (*), on dira que le 

groupe fondamental de la géométrie de la conique dans l’espace 

est constitué par l’ensemble de toutes les transformations qui 
mutent une conique en une conique, et que cette géométrie 

consiste en la recherche des propriétés de l’espace invariantes 

par rapport à ce groupe. On peut donner une interprétation 

plus claire à ces mots en utilisant la notion d’hyperespace. 

Rappelons en premier lieu ce que l’on entend par surface de 

(*) Ces théories ont été développées par M. KLEIN dans louvrage : Einlei-. 
tung in die hôhere Geometrie, Il, Vorlesung gehalten im Sommersemester 
1893. Ausgearbeitet von Fr. Schilling. Gôttingen. 
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Véronèse (*). Soient, dans un plan de coordonnées homogènes 

(æ1, &o, Æ3), six Coniques linéairement indépendantes 

HE 0, BE 0 4,065, — 0. 

Toute conique du plan à une équation de la forme 

DD, — 0. (1) 
i=1 

Soient X,, Xo, X3, X4, X5, XG les coordonnées homogènes d’un 

espace linéaire à cinq dimensions S;. La surface définie par les 

équations 

pX;—bi£ (i—1,2,...,6) (2) 

est du quatrième ordre et a reçu le nom de surface de Véronese, 

du nom du géomètre qui l’a le premier étudiée. 

Moyennant (2), l'équation (1) s'écrit 

AX, un XX ni MA XX — 0, 

donc la surface de Véronèse s'obtient en rapportant projecti- 

vement les coniques d’un plan et les hyperplans d’un espace à 

cinq dimensions. 

On conclut de là que le plan et la surface de Véronèse sont 

en correspondance birationnelle. Aux points d’une conique du 

plan correspondent les points d’une courbe du quatrième ordre, 

section hyperplane de la surface. Aux points d’une droite du 

plan correspondent les points d’une conique de la surface et 

ainsi la surface de Véronèse contient œ? coniques ayant deux 

à deux un point commun. Cette propriété est caractéristique. 

(*) On trouvera une théorie détaillée de la surface de Véronèse dans : 
BERTINI, Introduxione alla Geometria protettiva degli iperspaxi, con 
appendice sulle curve algebriche e loro singolarità. Chap. XIV et XV. 
Pisa, 1907. 
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10. Considérons de nouveau le système de qi : 

(chap. IF, $ 1) 

6 

Ÿ Lait, = 0, : | (1) 
—1 

et rapportons projectivement les quadriques de ce système aux. 

hyperplans 

0 PP, RSR PE ner Le À 

de l’espace linéaire à cinq dimensions S;. On aura, & étant u 

facteur de proportionnalité, 

HAN T-MNRN TEE NUL (2) 

A tout point (x) de l’espace correspondra un point (X) de S;, 
par suite les équations (2) représenteront une variété V à trois. 

dimensions. À un point de V correspondra un seul point (x) de 
l’espace. L'ordre de cette variété sera égal à huit, car trois 

quadriques (1) ont huit points variables en commun. A une 

.quadrique (1) de l’espace correspondra ainsi une surface du 

huitième ordre section hyperplane de V. 

En résumé, nous avons une variété à trois dimensions V, du 

huitième ordre, en correspondance birationnelle avec l’espace 

linéaire à trois dimensions, de telle façon qu'à ses sections 

hyperplanes correspondent les quadriques du système (1). 
Considérons maintenant le plan x d’équation " 

UUr + Us + Us + UT; — 0 

À une conique de ce plan correspond une quadrique du 

système (1) la contenant, et, par conséquent, un hyperplan 

de S;. Ainsi les coniques du plan + et les hyperplans de S; sont 
ra DpoRLes projectivement, donc les points de la variété V 

correspondant aux points du plan x forment une süfface de 



(29) 

Véronèse. On voit ainsi que la variété N contient un système 
linéaire triplement infini de surfaces de Véronése. 

À une conique de l’espace correspond sur la variété V une 

courbe du quatrième ordre entièrement située dans un hyper- 

plan, puisque la conique est située sur une quadrique de (4). 
A une droite de l’espace correspond une conique de V. Deux 

surfaces de Véronèse de V ont en commun une conique. 

En résumé, la variété V contient un système linéarre x de 

courbes rationnelles du quatrième ordre ; il y a œ#* de ces courbes 

qui dégénèrent en deux coniques, et ces œ* coniques sont les 

intersections du système linéaire œ5 de surfaces de Véronèse 

situé sur V. 

Une transformation de l’espace à trois dimensions qui 

change une conique en une conique devient une transfor- 

mation de la variété V en elle-même, qui échange les courbes 

du quatrième ordre du système %$. Le groupe formé par 

toutes ces transformations de V en elle-même devient le 

groupe fondamental de notre géométrie. 
Nous voyons en particulier que le groupe formé par les 

transformations projectives de S; qui laissent invariable la 
variété V, c’est-à-dire qui portent un point de V en un Do 

de V, est un sous-groupe du groupe fondamental. 



CHAPITRE HI 

LES CONGRUENCES DE CONIQUES. 

$ 1. — Généralités. 

11. Reprenons, pour définir une conique, les équations 

(ch. IF, $ 1) 

Xafe, EH La UE Kat 0; CE 

ls + Url + Ulis À Ua = 0. (2) 

el, pour abréger, désignons les quantités A4, gs, +, Àgs Uy, os 

u;, U, Sous le nom de coordonnées de la conique. « 

On appelle congruence de coniques, l’ensemble des coniques. 

de l’espace dont les coordonnées s'expriment en fonctions. 
algébriques effectives de deux paramètres 4, 9. D'une façon 

générale, on aura huit équations algébriques indépendantes 

F,(@, de, .……, À, : U, U:, …., U,; 2 t2) == 0, (à = 1: 2 …. 8) (3) ] 

homogènes par rapport aux (À) et par rapport aux (u). 
Entre les équations (3), éliminons les (À); nous obtiendrons . 

trois équations algébriques, homogènes en (u) : 

Pis Us es Ua; le) 0. (1,9, 38). (4) 

Il se peut que les paramètres {, & entrent effectivement 
dans ces équations, ou n’y entrent que par une de leurs com- 
binaisons 

Û — US l2), 
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ou encore n’y entrent pas du tout, mais nous laisserons ce cas 

banal de côté. Dans le premier cas, les plans des coniques de 
la congruence enveloppent une surface, dans le second une 

développable. 
Les équations (2), (3) et 

Ua + We + UYs + Uaÿa — 0 

où les (x) et les (y) sont fixes, ont en commun un nombre 
généralement fini de solutions; ce nombre est appelé classe de 

la congruence. On voit qu’il correspond au nombre de coniques 

de la congruence dont les plans passent par une droite fixe. 

Selon que les plans des coniques d’une congruence enve- 
loppent une surface (*) ou une développable, la classe de la 

congruence est supérieure ou égale à zéro. 

Éliminons les (u) entre les équations (3), nous obtenons 

cinq équations indépendantes, algébriques, homogènes par 
rapport aux (À), 

BOL oise) ir=1,2,..:,5) (5) 

Dans ces équations, les paramètres {4, & peuvent entrer effec- 

tivement, ou par une de leurs combinaisons 

(1 — Q'(és 2), 

ou enfin peuvent ne pas y figurer du tout, mais ce dernier cas 

sera encore laissé de côté. 

En correspondance, on aura une variété doublement infinie, 

ou simplement infinie de quadriques. Il est à remarquer que 
cette variété dépend du choix du système linéaire (1). 

Terminons ce paragraphe en observant que puisque nous 

avons supposé que les fonctions qui figurent dans les équa- 

(*) Pour abréger, cette surface sera dite surface-enveloppe de la con- 
gruence. 
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tions (3) étaient des fonctions effectives des deux paramètres 
l, to, Ceux-ci ne peuvent pas entrer à la fois dans les équa- 

tions (4) et (5) par une même combinaison, ce qui est géomé- 

triquement évident. | 

12. Étant données des valeurs quelconques des (x), les équa* 
tions (1), (2) et (3) ont un nombre fini de solutions; donc par 
un point de l’espace il passe généralement un nombre fini de 

coniques d’une.congruence. Ce nombre est appelé ordre de la. 

congruence. 
Il existe des points exceptionnels, ce sont les points focaux." 

Par chacun de ces points passent (au moins) deux coniques. 
coincidentes de la congruence. M. Darboux (*) a montré que 

dans une congruence de coniques, chaque conique possède 
six points focaux. Les points focaux d’une congruence de 

coniques décrivent les six nappes d’une surface appelée surface 

focale. | 

Exceptionnellement, il peut exister des points de l’espace 
par lesquels passent une infinité simple de coniques d’une 

congruence : ce sont les points singuliers. Un point singulier 
prend la place d’un point focal et le lieu des points singuliers 
d’une congruence ne peut être qu'une courbe, dite courbe sin= 

guliere. | 

D'une façon générale, si les coniques d’une congruence. 
possèdent h(< 6) points singuliers sur une courbe C, celle-er 

est dite courbe h — singulière et h nappes de la surface focale” 

dégénèrent en la courbe C. 

Enfin, il peut exister un point, dit point principal, qui est 

commun à toutes les coniques d’une congruence. Deux nappes. 

de la surface focale dégénèrent évidemment en un pareil 
point. | , 

Une congruence de coniques d’ordre un ne possède pas de 

points focaux, mais seulement des points singuliers et des 
points principaux (éventuellement). | 

(*) Leçons sur la théorie générale des surfaces. Paris, 1889, t. II, chap. I: 
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S 2. — Sur les congruences linéaires de coniques. 

13. Soit lune congruence linéaire (c'est-à-dire d'ordre un) 

de coniques. Les intersections des coniques de F avec un plan 

quelconque x forment une involution. D'après un théorème de 
M. Castelnuovo (*), cette involution est rationnelle. Or, cette 
involution est birationnellement équivalente à la congruence F, 

donc : 

Une congruence linéaire de coniques est rationnelle. 

De ce théorème de M. Castelnuovo, nous pouvons encore 
conclure que dans les équations d’une conique de la con- 

gruence FL : 

ali + Aa, L ... + Àa62, — 0, 

Us + Uolo + Ut + Ut = 0, 

les (À) et les (u) sont des fonctions effectives, homogènes et 

rationnelles de trois paramètres f4, lo, t;, ou des fonctions 

non homogènes d’un paramètre. 
Soient (ch. II, $ 1), 

ouu.uu, tt, L) —0 281004) 

les équations définissant la congruence F. D’après le théorème 

établi plus haut, les fonctions F, sont rationnelles en {4, tb, 

algébriques et homogènes en (À) et en (u). Résolvons ces équa- 
tions par rapport aux (À) et aux (u) el substituons à 4, to les 
x li Lo rapports +, ;:, nous obtenons 

ds t-cobtha trahi ne): Diranit So 

WU Us U — UAU l» la) : D, : UE (PR 

les et les 4 étant rationnelles, entières et homogènes. 

(*) Sulla raxzionalità.… (Loc. cir.) 
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Üne conique de la congruence F a donc pour équations 

6 

Lx x (ls box 13). AK = 0, (2) 
R=—1 

D Di to ts)ti = 0. (3) 
11 

Comme nous l’avons déjà fait remarquer (*), 1l peut arriver. 

que dans la résolution des équations (1) on obtienne soit des 

fonctions +, soit des fonctions d dans lesquelles un des para- 

mètres { manque, le même paramètre ne pouvant du reste pas 

être absent simultanément dans les © et dans les 4. Cette 
remarque nous conduit à répartir les congruences linéaires de 

coniques en deux catégories, suivant que la surface enveloppe 
des plans des coniques est une développable ou une surface 

proprement dite, c’est-à-dire suivant que l’équation du plan 
d’une conique de la congruence a la forme 

4 

D Lits L)t; — 0, - 

ou la forme (3), dans laquelle f,, & et t; entrent effectivement. 

On serait tenté d'introduire une nouvelle subdivision basée 

sur la dimension effective du système formé par les quadriques 

d’équation (2), mais cette subdivision serait artificielle, comme. 

on s’en rend facilement compte sur un exemple. Supposons, 

en effet, que le système de quadriques (2) soit un faisceau. 

Nous pouvons toujours choisir, et d’une infinité de manières, 
un système linéaire æ 5 de quadriques ne contenant pas ce 

faisceau. Les quadriques de ce nouveau système contenant les 

coniques de la congruence envisagée, seront généralement en 

nombre æ ?, ce qui prouve notre assertion. 

(*) Sous une forme un peu différente. 
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14. Congruences de la première catégorie. Soit F une con- 
gruence linéaire de coniques dont la courbe générique a pour 

équations 

6 

pu Pr (la la, l)ak; — 0, (2) 
k=—1 

2 bi(l b)x; — 0. (4) 

Désignons par ® le système formé par les quadriques d’équa- 
tion (2), système que nous supposons doublement infini, et par 
W la développable enveloppée par les plans d’équation /4). 

Sur un plan + de W se trouvent æ 1 coniques de F'; par un 
point quelconque de x ne peut passer qu'une de ces coniques, 

par suite elles forment un faisceau, car autrement la congruence 
ne serait pas linéaire. Désignons par + le système formé par 

les æ ! quadriques de ® qui marquent sur + les coniques de F. 

Le plan x ne peut faire partie de l’enveloppe de +, car autre- 

ment toutes les coniques de la congruence dégénéreraient ; par 

suite © est un faisceau. 

Supposons que la classe de la développable Y soit supérieure 
à un. Par un point P de l’espace passent plus d’un plan de W, 

et dans chacun de ces plans se trouve une conique de F pas- 

sant par P; la congruence F ne sera donc linéaire que si la 

développable Y est un faisceau de plans. 

D'après ce que nous avons vu, à un plan du faisceau Y cor- 

respond un faisceau de quadriques ©, mais inversement un de 

ces faisceaux peut correspondre à ‘un certain nombre y de 

plans de W. 

Les fonctions e; ({4, ta, t;) sont rationnelles, de sorte que la 

variété de quadriques ® est rationnelle, cette variété est donc 

une série rationnelle simplement infinie de faisceaux +. Les 

groupes de y plans de W correspondants à un même faisceau © 

forment une involution |; et cette involution est rapportée 

homographiquement à la série des faisceaux g. 
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La droite a, axe du faisceau de plans W, est évidemment 
une droite bisingulière de la congruence F. Dans chaque plan 

de W se lrouvent encore quatre points singuliers pour la con- 

gruence, ce sont les points-base du faisceau de coniques de E 
situées dans ce plan. Trois cas peuvent se présenter : 

a) Aucun de ces quatre points ne se trouve généralement 

sur la droite a; 

b) Un de ces points se trouve toujours sur a; 

c) Deux de ces points se trouvent toujours sur a. 

On obtient ainsi trois types de congruences que nous déno-. 

térons par F, La Eee 

15. Le lieu des quatre points singuliers d’une congruence P, 

situés dans un plan de W en dehors de la droite a est 

évidemment une courbe C, d’un certain ordre n, s'appuyant 

n — 4 fois sur la droite a. Soit k le nombre de points d'appui 
distincts de C sur a. Un de ces points d'appui est à la fois. 
un point-base pour les faisceaux de coniques de F, situés 

dans y plans de Y, donc il est multiple d'indice v pour C. Par 
suite, on à 

n — ky + 4. 

La congruence V', la plus générale est le lieu des coniques s'ap- 

puyant en deux points sur une droite et en quatre points sur une 

courbe d'ordre kv + 4 ayant k points multiples d'indice » sur la 

droite singulière (*). | 

D’après une remarque déjà faite, la congruence F, est de 

classe zéro. "4 

Remarquons enfin que si # — 0, y — 1, la courbe C est une 

(*) Cette congruence est signalée par M. Montesano dans le cas y=4* 
(Sui varii tipi .… Loc. cIT.) 
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quartique gauche qui peut être de première espèce, et ainsi 

commune à æ ! quadriques. On aurait trouvé directement cette 

congruence en supposant le système (2)  f. 

16. Dans une congruence F,, le lieu des trois points singu- 
liers situés en dehors de la droite a dans tout plan passant par 

cette droite, est une courbe C d’un certain ordre n s'appuyant 
n — 3 fois sur a. Soit £ le nombre de points communs distincts 

à G et à a. Deux cas peuvent se présenter : 

1° Le point-base sur a des faisceaux de coniques F, situés 
dans les plans passant par a est variable sur cette droite; 

2 Ce paint est fixe. 

Dans le premier cas, chaque point d'appui de C sur a est 

multiple d'indice y pour C et on doit avoir 

n — kyv +3. 

Dans le second cas, la courbe C passe évidemment par le 
point fixe si 4 > 1. Soit P ce point fixe (principal pour sa 

congruence), p sa multiplicité pour la courbe C. Les k — 1 

points d'appui restants de C sur a sont multiples d'indice y» 

pour C, et l’on à 

n—=(k—1)v + p +3. 

Les congruences FF} les plus générales sont : 

1° Le lieu des coniques S'appuyant en deux points sur une 

droite à et en trois points sur une courbe d'ordre ky + 3 ayant k 

points multiples d'indice y» sur la droite singulière. Les coniques 

de la congruence situées dans un plan passant par a forment un 

faisceau ayant un point-base sur à et les coniques passant par un 

point de à se distribuent en y» faisceaux analogues; 
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2 Ou bien le lieu des coniques passant par un point fixe, 

s'appuyant sur une droile passant par ce point, et s'appuyant en 

trois points sur une courbe d'ordre (k — 1)y + p +3 ayant k - L 
points mulliples d'indice » sur la droite singulière et de plus un. 

point multiple d'indice p au point principal. 

Les congruences F, sont de classe nulle. 

17. Dans une congruence F,, les points singuliers situés. 
dans un plan passant par a sont au nombre de quatre, deux 

sur a, deux en dehors de cette droite. I peut se faire que les” 

points singuliers situés sur a soient tous deux mobiles, ou que 
l’un deux soit fixe, ou enfin qu’ils soient tous deux fixes. 

Dans chaque cas, le lieu des deux autres points singuliers 

est une courbe C, hyperelliptique, d'ordre n, s'appuyant 
n — 2 fois sur a. 

Dans le premier cas, on à Æ points d’appui multiples 
d'indice y et 

n = ky + 2. 

Dans le second cas, la congruence à un point principal 

multiple d'indice p pour C et k — 1 points de a sont multiples 

d'indice » pour C; on à 

n=(k—1)y+p+2 

Enfin, dans le troisième cas, la congruence a deux points 

principaux, l’un multiple d'indice p, l’autre d'indice n — p —2. 

pour C. 

Les congruences 1’, les plus générales sont : 

1° Le lieu des coniques s'appuyant en deux points sur une 

droite et en deux points sur une courbe d'ordre ky + 2 ayant k 

points multiples d'indice y sur la droite singulière. Les coniques 

passant par un point de la droite singulière se distribuent en 

y faisceaux dans y plans passant par la droite singulière el ces 

faisceaux ont un second point-base sur celte droite ; 
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20 Ou bien le lieu des coniques s'appuyant en deux points dont 

un fixe sur une droite et en deux points sur une courbe d'ordre 

(k— 1)v + p + 2 ayant un point multiple d'ordre p au point 

principal et k — 1 points multiples d'indice v sur la droite singu- 

lière. Les coniques passant par un point de cette droite se 

distribuent en y faisceaux de plans différents. 

5° Ou enfin le lieu des coniques passant par deux points fixes 

et s'appuyant deux fois sur une courbe d'ordre n ayant aux points 

fixes des multiplicités d'ordres p, n — p — 2 respectivement. 

18. CONGRUENCES DE LA SECONDE CATÉGORIE. — Soit mainte- 
nant | une congruence engendrée par les intersections des 

quadriques 

Y On (ls (ES t)ak;, — 0 
k—=1 

d'une variété D doublement infinie, et des plans correspon- 
dants 

4 

2 Di to ts)di — 0 
1 

d'une surface-enveloppe W. 
La variété ® et la surface W sont rationnelles. 

Nous désignerons par nr l'indice (*) de D, par n, la classe 
de W, et nous supposerons que dans un plan tangent à W se- 

trouvent y, coniques de F et que sur une quadrique de ® il s’en 

trouve vo. 
Supposons qu'aux plans tangents à W et passant par un 

point P correspondent des quadriques de ® formant un système 
simplement infini © d'indice x et qu'inversement à une qua- 

drique de + correspondent k,(< ») plans passant par P. De 

même aux quadriques passant par P correspondent les plans 

(*) Nombre de quadriques passant par deux points. 
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d'une développable d'indice (classe) x, circonserite à Y, un 

plan de cette développable correspondant à k{< v1) quadriques 
passant par P. On à d’ailleurs 

bake = bol. (1) 

Considérons maintenant le lieu des coniques de la congruence 
dont les plans passent par un point générique P. Ce lieu est 
une surface F passant simplement par P, puisque par ce point 

passe une seule conique |. Les plans des coniques de F 
s'appuyant sur une droite passant par P contiennent évidem- 
ment cette droite, donc ils sont au nombre de n,. Chacun d’eux 

contient y, coniques de F et, par suite, Fest d’ordre 2nyvy + 1. 

Les coniques de la congruence T dont les plans passent par un 

point fixe engendrent une surface d'ordre 2n;v1 + 1 (*). 

Mais nous pouvons calculer l’ordre de cette surface d’une 

autre manière. Soit (x) une ponctuelle quelconque. Par un 

point X, de (x) passent n, plans tangents à Wet passant par P, 

à ces plans correspondent n,, quadriques de ® marquant 

sur (x), 2n,v, points X,. Inversement, à un point X, corres- 

pondent 9h, points X,. D'après le principe de Chasles, 11 y a 

2n1v1 + v1k1 Coincidences des points X,, X, et un de ces points 

appartient à F; nous trouvons donc pour l’ordre de cette 

surface un nombre plus élevé que tantôt. 

Pour éviter cette contradiction, nous devons admettre qu'il 

existe une développable A de classé à, circonserite à W, dont 

tout plan forme, avec = (uk — 1) plans d’une seconde déve- 

loppable A’, de classe à’, des quadriques de la variété D. Nous 

n’excluons pas la dégénérescence éventuelle de la dévelop- 

pable D et par suite de la développable D'. Les coniques de F 

situées dans les plans passant par P forment une surface 

d'ordre 2nv1 + uok,, mais chaque plan de D passant par P 

(*) Ce théorème a été établi par M. MonTEsANO, Su le congruente 
(Loc. cr.) | 
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entre (bats — 1) fois dans cette surface; il reste donc une 

surface d'ordre effectif 2n,y, + 1, ce qui est conforme au 

théorème établi plus haut. 

19. Considérons une droite a appartenant à la surface W, 

de sorte que Lout plan passant par a contient des coniques de 
la congruence F. Ces coniques seront marquées par les qua- 

driques d’un système À, simplement infini, appartenant à ®. 
ll peut arriver que À se scinde en deux systèmes, dont 

l’un, A’, est tel que chacune des quadriques lui appartenant 
contient a. Alors dans tout plan passant par a se trouvent un 

certain nombre « de coniques dégénérées. Ces coniques dégé- 
nèrent en la droite a et en une autre droite, ou bien en la 

droite a comptée deux fois. Nous aurons à distinguer ces deux 

cas dans la suite. Pour le moment, remarquons que la droite a 
est multiple d'ordre « pour toute surface F. 

Pour atteindre la plus grande généralité, nous supposerons 

qu'il existe p droites ay, 4, .…., 4, analogues à a, et nous indi- 

querons par «y, œo, .. a, leurs multiplicités respectives pour 

chaque surface F. 

20. Une congruence linéaire de coniques ne peut posséder 

de points focaux. Supposons, de plus, que la congruence F ne 
possède aucun point principal, quitte à examiner ce cas plus 
lard. Chaque conique de possède six points singuliers qui 

peuvent se répartir sur k courbes singulières Ci, Co, .…., C 

respectivement d'ordres À4, À, .…, À,, de telle manière que la 

i” courbe C, soit m, — singulière. On aura évidemment 

M + mm +... + m, = 6. (2) 

Les courbes C4, .…, C, appartiendront à chaque surface F 
avec certaines multiplicités que nous représenterons par 

di» os .…, q, respectivement. 



(4) 

Envisageons deux surfaces F relatives à deux points quel- 

conques P, Po. Ces deux surfaces auront en commun les 

courbes singulières, les droites a4, ..…., a, et enfin n4 »4 Coni- 
ques de L dont les plans passent par P, P,. On aura done, s'il 

n’exisle aucune droite singulière admeltant des coniques 

infiniment voisines (*), 

k 

nn + 1} = Ann + Y'kgé + 0, (3) 
1 

moyennant 

p 
mer À a. (4) 

nt 

Considérons maintenant une surface F et une conique de F 

n’appartenant pas à F. Les points de rencontre de cette conique 

avec F se trouveront nécessairement sur les lignes singulières 

de la congruence, donc on à 

2(2nv, + 1) = mi + Moge + +: + Mine (5) 

Reprenons l’examen de la droite a considérée au numéro 

précédent. Si les coniques dégénérées de F situées dans les 

plans passant par a sont composées de a et d’autres droites, 
ces dernières s'appuient sur a et sur les courbes singulières, 

mäis elles doivent engendrer une surface, donc les points 
d'appui sur les courbes singulières sont au nombre de deux. 

La droite a devant former une conique de la congruence avec 

une bisécante de l’ensemble des courbes singulières, s'appuie 

nécessairement en quatre points sur cet ensemble. 

Si les coniques dégénérées situées dans les plans passant 
par a se composent de la droite a comptée deux fois, cette 

droite s'appuie naturellement six fois sur les courbes singu- 

lières. 

(+ ) Voir MoNTEsANO, Suit varti tipi.. (Loc. cr.) 

| 
| 
| 
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rt 

_ $ 3. Congruences linéaires de coniques ayant une courbe 

tin | sexlisinguliere. 

| l'APCENSS 

21. Proposons-nous maintenant de rechercher les con- 

gruences de coniques F n’ayant qu'une seule courbe singulière. 

Les formules (2), (3) et (5) deviennent alors 

(nu + 1P = nn + À + 5, 

(2niv + 1) _ 3q. 

_ L'élimination de q donne 

Cn + 1} (9 — À) = 18n,w + I. 

Le second membre étant au moins égal à l’unité, on a pour 

M les seules valeurs possibles 6, 7 ou 8. Nous allons examiner 

ces différents cas en détail. 

22. Commençons par le cas À — 6. On a 

4(n;v) "até nv + 1) HE i ès Æ 0, 

1 dat 
QUE (1 + \/195 — ) 

4 ÊLe signe — doit évidemment être rejeté. De plus, » = 1. 

125 — 3 — 2?, 

un == 

32" + 1 — do, 32441 dm, 
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Par soustraction, on voit que 33? — 3x est multiple de 4, 

c'est-à-dire que z’ (3! — 1) est multiple de 4. On en conclut 

que 3’ est multiple de 4 ou multiple de 4 augmenté d’une 
unité. Dans la première alternative, en supposant z! — 4e, on 
aurait 

An, — 1%e + 1, 

ce qui est impossible en nombres entiers. Dans la seconde 

hypothèse, posons 3! — #4: + 1, = étant entier positif; alors 
on à 

n, = 8e + 1, q = 2e + 1, os — 19e + Ge +1. 

Une conique de la congruence ne peut évidemment dégé- 

nérer en une droite comptée deux fois, car une telle droite s’ap- 

puyerait en six points sur la courbe singulière C, du sixième 
ordre. Les droites que nous avons appelées &4, &, .…., 4, 

forment done, avec d’autres droites, des coniques dégénérées 

de la congruence. Mais ici on à v, — 1, donc «y — 1, % 

— 1,..., 4, — 1. D'autre part, une sextique gauche a au plus 

six quadrisécantes (*) et chacune des droites a, ..… a, est 

nécessairement une quadrisécante, donc on à p < 6 et, par 

suite, S 

19% LGe+HAS 6. 

La seule solution possible en nombre entier est es — 0, donc 

hi — 1, Q —=1; 5 — À. 

Les surfaces F sont des surfaces cubiques passant simple- 

ment par C et a, donc le genre de C est égal 2 et cette courbe 

ne possède que la seule quadrisécante a. Deux surfaces F ont 

en commun une conique de la congruence et ces surfaces for- 

2 — ——— ———— 

(*) F. Dervyrs, Note sur la configuration formée par les quadrisécantes 

des courbes gauches rationnelles du sixième ordre. (BULL. DE L’ACAD. ROY. DE 

BELGIQUE, 1898, (3), XXXV, pp. 421-438.) 

du dre L'é pl 
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ment un réseau générateur. Les plans des coniques de la 
congruence passent par un même point (n; — 1), ce point est 

situé sur la droite a. En effet, dans le cas actuel, la surface W 

dégénère en une gerbe et la droite a doit appartenir à cette 

gerbe. 

A) La congruence linéaire de coniques ayant une courbe gauche 

du sixième ordre sextisingulière est le lieu des intersections varia- 

bles des surfaces cubiques passant par la courbe singulière et par sa 

quadrisécante. Celle-ci est unique, la courbe singulière est de genre 

deux et la congruence est de la classe un ; tous les plans des coniques 

de la congruence se coupent en un méme point de la quadrisécante. 

Cette congruence a été rencontrée par M. Montesano (*) ct, 

plus récemment, par M. Stuyvaert (*). 

23. Envisageons maintenant le cas À — 7. On a évidem- 

ment v, — 1, et 

Bn? — 10n, + 2 — q5 = 0. 

On en déduit 

= (5 VE + 1) 

85 + À — 2°, 

Posons 

d’où 

Sy — D + 32, 

car il est évident que le signe — est à rejeter. Additionnons 

les deux dernières égalités après avoir multiplié les deux mem- 
bres de la première par 5; nous voyons que z (53 + 3) est 

multiple de 8. Un calcul simple, analogue à celui que nous 

avons effectué plus haut, montre que l’on doit avoir z — 8e +1, 

e étant un nombre entier positif. Alors, on à 

Ni —= 3e + À, q = 2e + 1, os — 2e(4e + 1). 

(*) Sui varii tipi.… (Loc. CIT.) 

(**) Sur certaines courbes gauches du sixième ordre. (KONINK. AKAD. VAN 
WETENSCHAPPEN TE AMSTERDAM. Verslag, 1908, pp. 400-406.) 
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Supposons d’abord qu'il n'existe pas de coniques de la con- 
gruence dégénérées en des droites comptées deux fois. Alors 
les droites 44, 4, ..., a, sont toutes des quadrisécantes de la 

courbe singulière C. Cette courbe aura le plus grand nombre 
de quadrisécantes lorsqu'elle sera rationnelle, donc, d’après un 

théorème de F. Deruyts (*), on a p < 20. 

Par une des quadrisécantes éventuelles a de C, menons un 

plan +. Ce plan rencontre encore C en trois points et la droite 
qui Joint deux quelconques de ces points forme avec a une 

conique de la congruence. Le plan x contient donc trois coni- 

ques dégénérées de la congruence et, par suite, la droite a est 

triple pour chaque surface F. Ainsi, on à 4 = 49 — .… — 0, 

==06l 

af — Jp = 8e + 2e. 
Is 

Une première solution est fournie par e — 0, p — 0. Voyons 

s'il peut exister d’autres solutions, en nombres entiers et 

positifs, de l'équation précédente. On à nécessairement 

1 —_—— 
a (—1 + 1/72 p + ) 

Posons 3? — 72p + 1. Le produit (z — 1) (z + 1) doit être 

divisible par 72. L'un des facteurs doit être multuple de 9. 
D'autre part, si l’un des facteurs est multiple de 4, l’autre est 

mulüple de 2, il suffit done de considérer les cas suivants : 

3 — 36n + 1; 3 — 18n + 1, z — 18n — 1, z — 56n — À, 

n étant dans chaque cas un nombre entier et positif. Les valeurs 

correspondantes de p sont : p — 72n (18n + 1), p—306n (n +1), 

p = 56n (n — 1), p — 72n (18n —— 1). Dans chaque cas, p doit 

être au plus égal à vingt, ce qui exige toujours r — 0. Nous 

voyons donc que la courbe C ne peut avoir de quadrisécantes, 

(*) Notes sur les sécantes multiples des courbes gauches rationnelles. 
(BULL. DE L’ACAD. ROY. DE BELGIQUE, 1898, (3), XXXV, pp. 287-294. 

, : m sad" CE TR 
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car de n — 0, on conclut p — 0. On a n, — 1, q — 1, de sorte 

que les surfaces F deviennent des surfaces cubiques. Les plans 
des coniques de la congruence forment une gerbe dont le 
sommet O est un point singulier et, par conséquent, se trouve 

sur la courbe singulière C. Les surfaces cubiques F forment 

un réseau, chacune de ces surfaces étant le lieu des coniques 
de la congruence dont les plans passent par une droite conte- 

nant le point O. 
La classe de la congruence est égale à l'unité. 

La courbe C, du septième ordre, étant la base d’un réseau 

de surfaces cubiques, est de genre cinq (*). Donc : 

B) Une congruence linéaire de coniques possédant une courbe 

singulière du septième ordre est constituée par le lieu des intersec- 

tions variables des surfaces cubiques d’un réseau ayant pour base 

une courbe gauche d'ordre sept et de genre cinq. 

Une courbe gauche d'ordre sept et de genre cinq peut dégé- 

nérer en une courbe gauche du sixième ordre et de genre deux 

et en une quadrisécante de cette courbe. On voit ainsi que la 
congruence A) du numéro précédent se présente comme cas 
particulier de la congruence B). 

La congruence B) à été étudiée par M. Montesano et ren- 
contrée par M. Veneroni, comme nous l’avons déjà indiqué 
(ch. [, K 2). 

24. Passons au cas général en supposant que la congruence 

possède des coniques dégénérées en des droites comptées deux 
fois. De pareilles droites sont des sextisécantes de la courbe 
singulière C, d'ordre 7. | 

S'il existait deux sextisécantes de la courbe C, ces droites 
et la courbe elle-même seraient situées sur une quadrique lieu 

des droites s'appuyant sur C et sur les sextisécantes. Toute 
conique s'appuyant en six points sur C appartiendrait à cette 

quadrique, de sorte que ces coniques ne forment certaine- 

(*) STUYVAERT, Cing études. (Loc. cr.) (Étude I.) 



( 48 ) 
“ 

ment pas une congruence. On supposera done que la courbe C 
admet une seule sextisécante a; et quelques quadrisécantes 

dois, 47190, : 

La droite a, fait partie d’une seule conique dégénérée, donc 

a —= 4. Chacune des p — 1 quadrisécantes de la courbe C fait 

partie de trois coniques dégénérées appartenant à une même 

surface F, donc ao —: 43 — ... — à, — 3. On à ainsi 

8e? + 2e + 8 — Jp — 0, 

équation que l’on obtient en égalant les deux valeurs de o : 
P . \ = L-J L La 

Ya, 8e2 + 2. Un raisonnement analogue à celui qui a été 
CS | 

développé au numéro 23 montre que la seule solution possible 

en nombres entiers est p — 2, e — 1 (on tient compte dans le 

calcul de la limite supérieure de p). 
Pour e& — 1, on à n, — 4, q — 3. Les surfaces F sont des 

surfaces du neuvième ordre passant triplement par la courbe C 

et sa quadrisécante a, simplement par la sextisécante a. 

Considérons un point P quelconque sur la droite æ& et 

construisons la surface F relative à ce point. La surface F,, 

lieu des bisécantes de C s'appuyant sur a, va évidemment faire 

partie de F. Supposons que par un point arbitraire de & 

passent k bisécantes de C, alors F, est d'ordre £ + 3. F, faisant 
partie d’une surface F, d'ordre 9, on a k 6. La courbe C, 

d'ordre sept, possédant une sextisécante a, est rationnelle, 

elle se projette du point P sur un plan + en une courbe ration- 

nelle C' possédant un point quadruple et k points doubles. La 

courbe C’ possède donc en outre un certain nombre de points 
singuliers équivalents à 9 — Æ points doubles, car une courbe 

plane d'ordre sept est au plus de genre 45 et un point quadruple 

abaisse le genre de 6 unités, £ points doubles de k unités. Remar- 
quons que par un point quelconque de a& il ne passe Jamais 

de trisécante de C, car une pareille droite rencontrerait chaque 

surface F (d'ordre 9) en douze points et appartiendrait ainsi 

à toutes ces surfaces, ce qui est impossible. Les nouvelles sin- 
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gularités de la courbe C’ proviennent donc de points multiples 
effectifs (non apparents) de C. Un point multiple de C se trouve 

nécessairement sur la sextisécante a, et il est au plus triple, 
car autrement il apparuiendrait aussi à &, Ce qui n'est pas 

possible. Supposons donc que sur a, se trouvent x, points 

simples, æ2 points doubles et x; points triples de C. On a 

évidemment 

Lo + 3% + k — 9. 

La surface F, passe doublement par la courbe C et une sur- 

face F triplement par la même courbe, de sorte que F, n’est 

certainement pas d'ordre neuf. La surface F relative au point P 
se scinde alors en deux surfaces, la surface F,, d'ordre k + 3, 

et une surface F5, d'ordre 6 —k, passant simplement par C. 

Cette courbe n’est certainement ni plane, ni située sur une 

quadrique, car alors la congruence cesserait d'exister. On a 

donc k < 3. 
Une section plane de la surface F, à certainement 7 points 

doubles (sur C); le genre de cette section ne pouvant être 

négatif, l’ordre de F, est au moins égal à 6, ce qui donne 

k > 5. On a donc finalement £ — 3. Un simple calcul donne 
alors 1 — Zoe — 0, x3 — 2. 

Ainsi la courbe C possède deux points triples sur la droite 

ay (*). 
La surface F, est du troisième ordre, elle contient la courbe C 

et les droites a,, a2. À chaque point P de a, correspond une 

surface de F, et toutes ces surfaces F) forment un faisceau, 

puisque la congruence est linéaire. 

Reprenons la surface F, relative au point P de &. Les 

coniques de la congruence situées sur F, forment évidemment 

(*) Ces points sont évidemment doubles pour toutes les surfaces PF, 

puisque toute section plane d’une de ces surfaces par & a des points 
doubles en ces points. 

4 
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un faisceau dont l’axe d appartient à la surface et passe par P, 

puisque par hypothèse tous les plans des coniques envisagées 
passent par ce point. La droite d s'appuie aussi sur la droite a,, 
puisque celle-ci intervient sur F, comme conique dégénérée 
du faisceau. Enfin la droite d s’appuie sur C, car toute conique 

du faisceau contient seulement six points de C. Nous en con- 

cluons donc que la surface-enveloppe des plans des coniques 
de la congruence est le lieu des droites s'appuyant sur la 

courbe C et les droites a,, as. Cette surface est du quatrième 

ordre (nous avions déjà trouvé n1 — 4), car toute quadrique 

lieu des droites s'appuyant sur a,, & et sur une droite arbi- 

traire b, rencontre C en quatre points en dehors de a, et @. 

De plus, cette surface passe simplement par C et @, triple- 

ment par da. 

C) Une seconde congruence linéaire de coniques possédant une 

courbe sextisingulière d'ordre sept est constituée par les coniques 

s'appuyant en six points sur une courbe gauche d'ordre sept ayant 

deux points triples et une seule quadrisécante. L'enveloppe des 

plans de ces coniques est la surface. d'ordre quatre lieu des droites 

s'appuyant sur la courbe, sur la quadrisécante et sur la droite 

joignant les deux points triples. 

Cette congruence a été signalée par M. Montesano (*. 

25. Envisageons le cas À — 8. On à 

Ann — 14) +1 — 9c — 8, 

d'où 
| PAPE r 

NN — (7 + 3/45 + ;) 

On voit immédiatement que le signe — est à rejeter, n1 
devant être positif et le radical étant au moins égal à 3. 

(*) Sui var tipi… (Loc. ctr., IL, p. 18.) 
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Posons 45 + 5 — 29, il vient niv (37 + 7} =? (z +1) +1. 

On voit ainsi que z + À est multiple de #4, c’est-à-dire que l’on 
a 3 — Àe — 1, e étant entier et positif. [l vient alors 

Mi = 8 —+ À, q = 2e + 1, o — 4e? 9e — 1. 

Soit a une quadrisécante éventuelle de la courbe singulière C. 
Un plan x passant par a rencontre encore C en quatre points 
variables et la droite a forme, avec une droite unissant deux 

de ces points, une conique dégénérée de la congruence; par 

suite, chaque surface F passe six fois par la droite a. 

Une sextisécante éventuelle de la courbe C est évidemment 

simple pour chaque surface F. Remarquons qu'il ne peut 
exister trois pareilles droites, car, dans ce cas, la courbe C 

serait tout entière sur l’hyperboloïde ayant ces droites comme 

directrices, et la congruence cesserait d'exister, toutes ses 

coniques étant situées sur la quadrique. 
Nous avons donc à examiner les cas suivants : 

a) La courbe C possède p quadrisécantes et ne possède 
aucune sextisécante. Alors 

5 — Y'a — 36p. 
11 

b) La courbe C possède p' — p — 1 quadrisécantes et une 

sextisécante. ei 

s —= 30p! + 1. 

c) La courbe C possède p'! — p — 2 quadrisécantes et deux 
sextisécantes. Dans ce cas, on a 

s — 30p'! + 2. 

On à vu que 

gs — Àe — 2e — 1. 
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Donc, dans le premier cas, on doit avoir 

36p — 4e — 2e — 1 

ou 

Cette équation est impossible pour p, e entiers et positifs, 

donc le premier cas doit être rejeté. 

Envisageons le second cas b). Alors 

18p' — %?—e — 1, 

d'où 
À PARU Pots 

} 2 <(! Sd a dE! iGp') 

Posons 1 + 16p° — z?. Alors (3 — 1) (x + 1) est multiple 

de 16. Si l’un des facteurs est multiple de 8, l’autre sera pair, 
il suffit donc de considérer les cas z — 8n + 1, = — 8n — 1, 

1 étant entier positif dans chaque cas. Ces cas donnent respec- 

tivement pour e les valeurs & — 6n + 1, & — Gn — ï La seconde 

est évidemment à rejeter. 
Ainsi, dans l'hypothèse b), on a  — 6n + 1, p'— n (4än + 1). 

Plaçons-nous enfin dans l’hypothèse c). On doit avoir : 

1 
A8pl' = 2 — 61 —-, p  — € 9 

équation impossible en nombres entiers. 

En résumé, lorsqu'une congruence linéaire de coniques pos- 

sède une courbe sextisingulière d'ordre huit, on a 

mu = 2(n +2, g—=34n+1), s— 14409 + 36n FE 

La courbe singulière possède une sextisécante et n (4n + 1) 

quadrisécantes. 

UE se 



( 53 ) 

Soit a une des quadrisécantes éventuelles de la courbe C 
(n < 0). Si nous désignons par x le genre de C, il passera 15 
— x bisécantes de cetie courbe par un point P de a. Mais la 

surface F relative au point P passe six fois par a et contient 

la surface lieu des bisécantes de C s'appuyant sur a, donc 

15—7r<6et x > 9. 

D'autre part, si nous projetons la courbe C sur un plan 
quelconque d’un point commun à C et à la sextisécante, nous 

voyons que x < 5. Nous arrivons ainsi à une absurdité prove- 
nant de ce que nous avons supposé n >0. Ainsi onan—0et 

ny V1 = 4, q = 5, os — 4. 

Soit Q un point quelconque de la courbe C. La surface F 

relative au point Q va se scinder en une surface F, lieu des 

coniques de la congruence passant par Q, et en une surface 

résidu F,. La surface F, est du sixième ordre, car la courbe C 

étant triple pour F', une droite issue de Q est la corde de trois 
coniques de la congruence passant par Q. La surface F, est 
alors du troisième ordre, elle passe simplement par C et par 
la sextisécante d. La surface F, passe doublement par C. 

Les surfaces F, construites en partant de tous les points de 

la courbe C forment nécessairement un faisceau et les coniques 
de la congruence situées sur une de ces surfaces forment un 
faisceau, sans quoi la congruence ne serait pas linéaire. La 
courbe C et la droite d forment donc la base d’un faisceau de 
surfaces cubiques. 

Considérons une conique de la congruence et la surface Fo 
qui la contient. Le plan de la conique rencontre cette surface 

en une droite qui s’appuie nécessairement sur d et deux fois 

sur C. Ainsi, les plans des coniques de la congruence enveloppent 

la surface lieu des bisécantes de C s'appuyant sur d. 

Si nous construisons la surface F relative à un point de la 

droite d, nous voyons qu’elle comprend autant de surfaces Fo 

qu'il passe de bisécantes de C par le point choisi. Si k est ce 
nombre, comme F est d'ordre 9, on a nécessairement k < 3. 

La surface enveloppe Ÿ des plans des coniques de la con- 
gruence est alors d'ordre £ +1. Si un plan tangent à W conte- 
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nait deux coniques de la congruence (y, > 1), il y aurait deux 

bisécantes de C s'appuyant sur d dans ce plan. Donc si » > 1, 

k > 4. D'autre part, & + 1 doit être un diviseur de 4, puisque 

n1Y1 — 4. Le seule solution possible est évidemment n, — 4, 
Vy—1,k— 3. La courbe C est alors de genre 5. 

Les surfaces F, marquent sur un plan passant par d, un 

faisceau de coniques dont les points-base sont nécessairement 

sur C; par suite, deux de ces points se trouvent sur la droite d. 
Par conséquent, la courbe C s’appuie sur la droite d en deux 

points distincts, et ces points sont nécessairement triples pour 
la courbe C et doubles pour les surfaces F2, puisque toute 

section plane d’une de ces surfaces passant par d a des points 
doubles en ces points. 4 

D) L'unique congruence linéaire de coniques admettant une 

courbe sextisingulière du huitième ordre est constituée par les 

coniques S'appuyant en six points sur une courbe du huitième 

ordre et de genre trois ayant deux points triples (*). 

On voit que si la courbe du huitième ordre dégénère en 

une courbe rationnelle du septième ordre, dotée de deux points 
triples, jointe à sa quadrisécante, on retrouve la congruence c) 

du numéro 24. | 

En résumé : Si une congruence linéaire de coniques possède 

une courbe sextisingulière, cette courbe est 

4° D'ordre huit, de genre trois, dotée de deux points triples, 

éventuellement dégénérée en une courbe rationnelle du septième 

ordre jointe à sa quadrisécante et dotée de deux points triples ; 

2 D'ordre sept, de genre cinq, éventuellement dégénérée en 

une courbe du sixième ordre, de genre deux, jointe à sa quadri- 

sécante (**). 

(*) Cette congruence a été signalée par M. MoNTESANO, Sui var tipi… 
(Loc. ciT., pp. 45 et suiv.) 

(**) Ces congruences ont été rencontrées par M. Montesano, mais ce 
géomètre ne prouve pas que les congruences A (n° 22) et C (ne 24) sont les 

seuls cas particuliers des congruences B (n° 23) et D (n° 25) donnant une 

seule courbe sextisingulière. 

EL 
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$ 4. — Congruences linéaires de coniques 

ayant une courbe bisingulière et une courbe quartisingulière. 

26. Considérons une congruence linéaire de coniques F, 
possédant une courbe bisingulière C,; d'ordre X, et une courbe 

quartisingulière C3 d'ordre À9. On à 4 = 2 (*), À9 = 4. 
Les équations (3) et (5) du numéro 20 deviennent ici : 

(nv + 1} = Ann + Ag? + kg + 0, (1) 

uv + 1 = qu + 2. (2) 

Éliminons 2n,», entre ces équations, elles deviennent 

QG — 2 —1)g +— lg +qg+s—1—0 (8) 

Le diseriminant de l’équation (3), où q est considéré comme 
inconnue, doit être positif ou nul, car g est un nombre entier 

et par suite est réel. Ainsi 

GA + h— AR) — hu —1)—(—#Ho—8>0 (4 

On à g =1, 2 = 4, de sorte que Ào(gs — 1) + (Ào — 4)s +3 

est certainement positif. L'inégalité précédente entraîne donc 

PCR ED EN 1 () 

Puisque À > 2, 14 — 1 est positif et l’on a 

A, 
MONT à 

La plus grande valeur de la fraction —-, est atteinte pour - 
À = 2; donc X<8. L'ordre de la courbe C peut donc prendre 
les valeurs 19 — 4, 5, 6, 7. 

_ (*) Le cas À —1 rentre dans la première catégorie (chap. IL, $ 2). 
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Pour 9 = 4, le polynôme 414 + )o — Àjlo est positif 

quelle que soit la valeur attribuée à A4. Pour À = 5, on à 
44 + Xe — ho = 5 — À1>0, et À, peut prendre les valeurs 

2, 3, 4. Si À9o — 6, 7, À, peut seulement prendre la valeur 

}4 —="2, Ainsr': 

Si une congruence linéaire de coniques possède une ligne bisin- 

qulière C; et une ligne quartisingulière Co, ou bien C9 est une 

quartique et C,; est d'ordre quelconque (= 2); ou bien Ca est une 

quintique et C; est une conique, une cubique ou une quartique ; 

ou enfin C, est une conique et l’ordre de Cà est égal à six ou sept. 

27. Considérons en premier lieu une congruence linéaire 

formée par les coniques s'appuyant en quatre points sur une 

quartique gauche C de première espèce et deux points sur 

une courbe C1, d'ordre À4. Soit k le nombre des points d'appui 

de la courbe C, sur la quartique Co. 
La courbe C est la base d’un faisceau de quadriques |Q|. 

Une quadrique Q de ce faisceau |Q[ contient toutes les coniques 
de la congruence passant par un quelconque de ses points (en 
dehors de C3). Ces coniques sont en nombre simplement infini 

el forment par conséquent un faisceau, car autrement la con- 

gruence ne serait pas linéaire. Les plans des coniques situées 

sur la quadrique Q ont donc en commun une droite d. Lorsque 

la quadrique Q varie dans le faisceau |Q{, la droite d décrit 

une surface W’, la surface-enveloppe de la congruence.. 

Une quadrique Q rencontre la courbe C; en 21, — k points 
en dehors de (; par chacun de ces points passent des coniques 

de la congruence en nombre infini, et toutes ces coniques 

appartiennent à Q. On en conclut que les points d’intersection 

considérés sont aussi les points communs à la quadrique Q et 

à la droite d relative. Par suite 2}, — k — 2, c’est-à-dire 

k— 2(11 —1). Les droites d sont des bisécantes de la courbe C; 
et celle-c1 possédant une série linéaire d'ordre 2, est hyper- 

elliptique. 

Si dans un plan tangent à la surface W se trouvent générale- 
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ment y, coniques de la congruence, une même droite d de W 

correspond à y, quadriques du faisceau |[Q|. Chaque droite da 

2y, points communs avec la courbe C,. Si », > 2, cette courbe 
admet donc une infinité de 2y, — sécantes. On à 2» < À,. 

Reprenons les équations (4) et (2) du numéro 26; elles 

deviennent | 

4m) + Ann + 1 = fé + QE + 5, 

niv + 1 = qu + IQ 

On à g, — 1, car un plan tangent à la surface W ne contient 

qu’une conique de la congruence passant par un des points de 
C4 situés dans le plan considéré. Par suite, go — ny"1. 

Nous distinguerons deux cas, suivant que la courbe C, est 

gauche ou plane. 

a) C; est une courbe gauche, hyperelliptique, de genre +. 

Soit a, une droite qui forme, avec une infinité d’autres 

droites, des coniques dégénérées de la congruence. La courbe 

Co n'ayant ni quadrisécante n1 trisécante, la droite a, est 

nécessairement une bisécante commune aux courbes C4, Co, 

dont les points d'appui sur ces courbes sont distincts. Un plan 

passant par a, contient une seule droite qui forme, avec &, 

une conique dégénérée de la congruence, donc a, est simple 
pour chaque surface F. Le nombre des droites analogues à a, 
est égal à A4 —2r — 1 et l’on à & — 4 —2r — 1. On en 

déduit nyyy — À —T— 1. 

Si une congruence linéaire de coniques admet deux lignes sin- 

gulières gauches dont une quartique de première espèce quartisin- 

gulière, la surface-enveloppe de la congruence est une réglée 

d'ordre n, et la courbe bisingulière, d'ordre X,, est hyperelliptique 

(de genre x), s'appuie en 2{\4 — 1) points sur la quartique et 

rencontre chaque génératrice de la surface enveloppe en 2y, points. 

La classe de la conguence est égale à nv1. 

Un exemple de congruence linéaire pour lequel y, est supé- 
rieur à un est donné par 14 — 9, ny — 24, y — 2. On sait, en 
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effet, que sur une quadrique on peut tracer une courbe 

d'ordre cinq rencontrant toutes les génératrices d’un même 
système en quatre points (*). 

b) C; est une courbe plane, hyperelliptique, de genre x. 
Soit 7 le plan de la courbe C;. Les points d’intersection de 

C2 avec y sont des points multiples d'indice t{ pour C;, et l’on a 
M=ATLaL 

Dans le cas actuel, x est certainement nul, de sorte que l’on 

à 11 — Zn + 1, C'est-à-dire ny, —t. La surface-enveloppe W 

devient une courbe de classe n, du plan +. 

Si une congruence linéaire de coniques possède une quartique 

gauche de première espèce quartisingulieère et une courbe plane 

bisingulière, celle-ci est d'ordre 21+ 1, a quatre points multiples 

d'indice t sur la quartique, et est hyperelliptique de genre infé- 

rieur à t. 

Les congruences rencontrées dans ce numéro ont été signalées 

pour v,—=1 par M. Montesano (**). Quelques cas particuliers ont 

été étudiés par M. Pieri (**). 

28. Considérons actuellement une congruence linéaire de 
coniques ayant une quartique gauche de seconde espèce Co 

quartisingulière et une courbe C;, d'ordre À,, bisingulière 

(u > 9). 
Soit & le nombre de points communs aux courbes C;, Co. 

La courbe C; ne peut se trouver sur la quadrique lieu des tri- 

sécantes de C9, car alors la congruence de coniques serait 
d'ordre zéro ; donc k<2. 

Une trisécante a de C s'appuyant sur C;, forme, avec une 

(*) BERTINI, Sulle curve gobbe razionali del 5° ordine. (In memoriam 

D. Chelini. COLLECTANEA MATHEMATICA. Milano, Hœpli, 1881, pp. 313-396.) 
(**) Sui varii tipi… (Loc. CIT.) 
(***) Sopra alcune congruenxe.… (LOC. CIT.) 
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droite s'appuyant sur a, C1, Co, une conique dégénérée de la 

congruence. Dans un plan passant par a se trouvent Àj —1 

droites formant avec a de pareilles coniques dégénérées, donc 
la droite a est multiple d'ordre À, —1 sur toute surface F. La 
surface F relative à un point P de a se scinde en deux surfaces 
dont l’une est le lieu des droites s’appuyant sur a, C4 et Co. La 
multiplicité de a pour cette dernière surface ne peut donc 

excéder À —14. Cette multiplicité est égale au nombre de 
droites s'appuyant sur C;, C (en des points distincts) que 

l’on peut mener par P, c'est-à-dire à 4, —k—3. Ainsi 

4ly—k —3<)1—1, c'est-à-dire kZ3 14 — 2. 

S'il existe une trisécante de C s'appuyant sur C4, on doit 

donc avoir 24>k=3)11— 2, c'est-à-dire 112, k —4. Il 

ne peut donc pas exister de telles trisécantes, c’est-à-dire 

k—2 4. 
Supposons qu’il existe une droite a/ s’appuyant deux fois sur 

chacune des courbes C4, C2 (en des points distincts). Toute 
bisécante de C s'appuyant sur a’ forme avec cette droite une 
conique dégénérée de la congruence. Un plan passant par a’ 

coupe encore ( en deux points, donc a/ est simple pour toute 
surface F. Si nous construisons la surface F relative à un 
point de la droite a’, nous voyons que cette surface se scinde 

en deux autres dont l’une est le lieu des bisécantes de C 

s'appuyant sur a’. Par conséquent cette droite doit être simple 

pour cette dernière surface. Mais, d’autre part, par tout point 
de a! passent encore deux autres bisécantes de C et la surface 
formée par ces bisécantes passe doublement par a/. Pour éviter 

toute contradiction, nous devons supposer que les courbes 

C1, Co n’ont aucune bisécante commune (les points d'appui 

étant distincts). En utilisant un théorème classique de Halphen 
donnant le nombre de droites communes à deux congruences 
réglées, on trouve 

6x — (À — 2) (À, — 3), 

zx élant le genre de la courbe C4. 
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Considérons les coniques passant par un point P, de C,, 

elles rencontrent encore C,; en un second point P, qui peut 
être mobile ou fixe. 

Si le point P, est variable, nous avons une correspondance 

birationnelle entre les points de C, et les coniques de la con- 

gruence passant par P,. Le lieu de ces coniques est une sur- 

face algébrique sur laquelle elles forment un faisceau, car la 

congruence est linéaire. Ce faisceau a un point-base P, et par 

conséquent, d’après un théorème de Lüroth, il est linéaire (*). 
Par suite rx — 0. 

Si le point PA est fixe, les coniques passant par P;,, Po 

engendrent une surface Il, d'ordre +2, passant b fois par la 
droite P,P, et ayant des points multiples d'indice p + 1 en 

P;,, Pa. Mais, d’après un théorème de M. Bertini (**), « si la 
surface générique d’un système linéaire à un point muluple 

d'indice £ variable, le lieu de ce point est une variété-base 

multiple d'indice t— 1 pour le système linéaire ». La sur- 
face IT engendre un faisceau lorsque P, varie sur C;,, car par 

tout point de l’espace passe une conique de la congruence 

déterminant deux points sur la courbe C;, l’un de ces points 

pourra être pris pour P;,, l’autre pour P,, mais chaque 

arrangement donnera évidemment la même surface II. La 

droite P, P, décrit une surface réglée qui ne peut faire partie 

de la base du faisceau des surfaces II, donc b<1. Les sur- 

faces IT passant par Co, si l’on à p— 0, cette courbe serait de 

première espèce (commune à une infinité de quadriques), ce 

qui à été exclu par hypothèse. 

Lorsque 5 —1, les surfaces IT sont du troisième ordre et 

passent par C1, Co, donc À,<5. Nous avons vu que 

Gr—(11 —2)(À4 —3), donc pour 4 —5, x —1, pour 4 —4, 

(*) Voir par exemple CASTELNUOVO et ENRIQUES, Sopra alcune questioni 
fondamentali nella teoria delle superficie algebriche. Chap. II, $ 6, observa- 
tion. (ANNALI DI MATEMATICA, 1901, 3e sér., t. VI, pp. 165-225.) 

(**) BERTINI, Introduzione alla Geometria proiettiva degli iperspazi. 

Chap. X, n° 8. Pisa, Spoerri, 1907. 
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r— 3, pour À1—2,5, xn—0. Mais la courbe-intersection de 

deux surfaces cubiqués est de genre dix, et par conséquent (*), 

si 4 —5, x —5, Ce qui est en contradiction avec ce qui vient 
d’être dit. Le genre d’une courbe étant entier, le cas 14—4 

doit aussi être rejeté, et nous voyons que dans chaque cas, que 

le point P, soit mobile ou non quand P, est fixé, on à x —0, 
4 = 2,5. 

Si A, — 2, il existe une infinité de quadriques passant par 

la conique C, et par une conique quelconque de la congruence. 

Ces quadriques rencontrent ( en #+4— 8 points, donc il est 
possible de trouver une quadrique contenant C,, @ et par 

conséquent toute conique de la congruence. Le cas À4 —2 doit 

ainsi être exclu. 
Lorsque À, —5, on a &—6 et la courbe C; est une cubique 

gauche, car si c'était une cubique plane, elle aurait au moins 

deux points doubles sur C, ce qui est impossible. 

Par treize points de C et par quatre points de C; passent 

des surfaces cubiques formant un réseau et contenant les 

courbes C1, C9. Une conique quelconque de la congruence est 

située sur une infinité de ces surfaces cubiques. On en conclut 

que la congruence envisagée ici est un cas particulier de la 
congruence du numéro 25 (la courbe d'ordre sept et de genre 

cinq dégénère en deux courbes rationnelles C;, C> ayant six 
points communs). La congruence est donc de classe un et les 

plans de ses coniques passent par un point fixe de C4. 

Si une congruence linéaire de coniques possède une quartique 

gauche de seconde espèce quartisingulière et une courbe bisingu- 

lière, celle-ci est une cubique gauche s'appuyant en six points sur 

la quartique, et la congruence est de classe un. 

(*) Nous employons ici la formule x — 71 +72 + —1 donnant le genre x 
d'une courbe composée de deux courbes de genres #1, x ayant à points 
communs. Pour des détails, consulter : ENRIQUES, Intorno ai fondamenti 

della Geometria sopra le superficie algebriche. (ATTI DELLA R. ACCAD. DI 
Torino, 4901, XXXVIL.) 
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Comme vérification, si l’on fait n4— v1 — qy — ge —1, 
11 —=3, Ào = 4, so —0 dans les formules (1) et (2) du numéro 26, 

on trouve des identités. 

29. Du théorème énoncé au numéro 26, on déduit que si 
une congruence linéaire de coniques possède une conique GC, 

bisingulière et une courbe ©, d’ordre À quartisingulière, on à 
Xo — 4, 5, 6, 7. Le cas À9 — 4 à déjà été examiné implicitement 

(n° 27), nous nous bornerons donc à étudier les cas 2 = 5, 6, 7. 
Au début du paragraphe 2 de ce chapitre, nous avons fait 

correspondre à chaque congruence linéaire de coniques un 

système doublement infini de quadriques ® relativement à un 

système linéaire quintuplement infini, choisi d’une façon arbi- 

traire. Remarquons que toute conique d’une congruence 

linéaire ayant une conique bisingulière C; est située sur une 

quadrique d’un système linéaire triplement infini dont les 

éléments contiennent C,. Ce nouveau système peut évidemment 
être substitué au système quintuplement infini et le système D 

sera formé par des quadriques contenant C,. Si alors on 

construit la surface F', lieu des coniques de la congruence dont 
les plans passent par un point fixe, on voit que cette surface, 

d'ordre 2n1v, +1, passe n1v1 fois par C4. Les formules 

(1) et (2) du numéro 26 deviennent ainsi : 

2 (nn) + 2m) + 1 = k + 5, 

24 — NiVi À 4 Le 

On en déduit 

de gx (2 VIF CEA) 
Un caleul simple montre que les solutions sont de la forme : 

L=1,, Mmu—=%+S pet), ce” 

L—6, mn —%e+i4, qg—e+1, o—Te1, 

L=5, mu=%+bliiq=eté, homer 2 

e étant, dans chaque cas, un nombre entier positif. 
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Supposons qu'il existe une trisécante a de C3 S'appuyant sur 
la conique CG. Cette droite est multiple d'ordre À9—5 pour 
chaque surface F', car elle forme une conique de la congruence 
avec une droite s'appuyant sur a, C4, Co. Or, le lieu de ces 

droites est une surface passant 219 —4k—3 fois par a, k étant 

le nombre de points communs à C4, CG. Si l’on construit 

la. surface EF relative à un point de a, on voit que 

D\o—k—3<)2—3, C'est-à-dire &Z)X9. Mais la courbe Ce 
étant d'ordre À, elle ne peut rencontrer le plan de C, en plus 

de X points, done £—X, (dans l’hypothèse où GC admet des 

trisécantes s'appuyant sur C4). 

Considérons une droite d et un point P. Les plans passant 
rm nl 

par d marquent sur C les groupes d’un série linéaire g.,» ceux 
2 

qui passent par P marquent une série linéaire g.. D’après une 

formule de M. Schubert (*), le nombre de groupes de trois 

points communs à ces deux séries est égal à do ss) — (19 —2) 

Vo +r—1), x étant le genre de C9. Ces groupes sont les 
groupes marqués par les trisécantes de C s'appuyant sur d 

et les ia) groupes de trois points situés dans le plan joignant d 

et P. On en conclut que le lieu des trisécantes de C est une 

surface d'ordre : A9 (A9 — 2) (A9 — 4) -— (lo — 2) (x —1). Cette 

[)e Aa £ ; 
surface passe |”, ]— 7 fois par Co, par conséquent, le 

nombre des trisécantes de C s'appuyant sur C, est égal à 
À r » = y 8 Vo —2) (44, — (16 +54) +3 (4+3k)] — x (29 —k —4). 

Ce nombre doit être supérieur ou égal à zéro. S'il est supérieur 
à zéro, nous avons vu que l’on à £ — À. On vérifie facilement 

que cela est impossible (pour &— 29, on trouve un nombre 
négatif). On doit donc avoir 

(92) [4X — (16 + 3E)X + 3(4 + 3k)] — 67 (2h — k — 4), 

(*) Une démonstration simple et élégante de la formule de M. Schubert 

a été donnée par M. SEVERI dans ses Lexioni di Geometria Algebrica. 

Padova, Draghi, 1908, pp. 236 et suivantes. 



(64) 

c’est-à-dire qu'il n'y à pas de trisécante de C2 s'appuyant 
sur Cy. 

Les solutions en nombres entiers (5 <X 7) de cette équa- 

tions sont : 

Examinons ces cas séparément : 

Une courbe d’ordre sept et de genre =5 n’admet pas de 
quadrisécante, donc si r—5, ko—=6, 19—7, on à s—0, 

c’est-à-dire e2-—3, équation impossible en nombre entier. 

Si 9 —7, r—6, k —5, les courbes C;, C ont une bisécante 

commune, multiple d'ordre 10 pour toute surface F'; donc 

s—100 et e2—97, équation impossible en nombre entier. On 
voit donc qu'il n’existe pas de congruence pour 9 —7. 

Lorsque l’on à 2. —6, x —2, k—6, la courbe C> admet 
une seule quadrisécante a, et cette quadrisécante est simple 

pour toute surface F. Par suité 5 —1, e—1, n;y1= 5, go —2. 

On a d’ailleurs y, — 1 et une première congruence. 

Lorsque 9—6, x —4,k—4, la courbe C9 n’admet pas de 

quadrisécante, mais elle admet une bisécante dans le plan 

de C,;. Cette droite est multiple d'indice 6 pour chaque sur- 

face F et on à s — 56, c'est-à-dire 2e?—37, ce qui est impos- 
sible. 

Si o—5, x —1,k—5, la courbe C n’admettant pas de 
quadrisécante, on à s —0, c'est-à-dire e— 0, n, v, —1, go =1. 

Évidemment »y,—1, n,—1. 

Si enfin À9 —5, tr —2, k— 4, on a 5 —0, e—0, n—1, g, 1 

En résumé, nous avons trois corigruences possibles : 

a) À=6% Mb. Mel Mug, ei — k 

b) À, —5, w=t, =, le; =, o+(), Rs k—5, 

€) L==5, nt, = L'RERMEEET k 

int nrtée St tien dt 
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Nous avons déjà vu (n° 22) qu'il existe un faisceau de surfaces 

eubiques passant par la courbe C, d'ordre six et de genre 

deux, par la conique C; et par la quadrisécante a de Ce. Par 

un point P de l’espace passe une conique de la congruence a) 

et une surface cubique contenant ses courbes singulières ; donc 
cette surface rencontre la conique en sept points et par suite la 

contient tout entière. Nous voyons ainsi que les coniques de 

la congruence a) se distribuent par faisceaux sur les surfaces 
eubiques d’un faisceau. Considérons une de ces surfaces. Les 
coniques de la congruence qu’elle contient sont dans les plans 
d’un faisceau dont l’axe appartient à la surface cubique et par 

suite s'appuie sur a et deux fois sur C. La surface-enveloppe 
de la congruence est donc le lieu des bisécantes de C 
s'appuyant sur a. C’est une surface cubique passant doublement 
par a. 

Passons à la congruence b). Par la conique C, et par une 
courbe quelconque de la congruence passent une infinité de 

quadriques formant un faisceau. Les dix points de rencontre 
de C, avec une quadrique de ce faisceau se répartissent en cinq 

points fixes sur C,, quatre points fixes sur la conique de la 

congruence choisie, et enfin un point mobile. Il en résulte que 
les points de la courbe C, peuvent être rapportés birationnelle- 

ment aux quadriques d’un faisceau, ce qui est en contradiction 

avec l'hypothèse r—1. La congruence b) n'existe donc pas. 
Enfin, les surfaces F relatives à la congruence rc) sont du 

troisième ordre et forment un réseau. Les plans des coniques 
de cette congruence passent par un point fixe P situé sur la 

courbe C dans le plan de C;, mais en dehors de cette courbe. 
En effet, une droite d passant par P et située dans le plan de C,, 

forme, avec une trisécante de C, s'appuyant sur d, une conique 

de la congruence, et il existe une infinité de pareilles coniques 

dégénérées. La congruence c) est un cas particulier de la con- 

gruence du numéro 23. (La courbe d'ordre sept et de genre 

cinq dégénère en deux courbes C,, Co, l’une rationnelle, l’autre 
de genre deux, se coupant en quatre points.) 
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Si une congruence linéaire de coniques possède une conique 

bisingulière et une seconde quartisingulière d'ordre au moins égal 

à cinq, celle-ci est : 

1° Une courbe d'ordre six, de genre deux, s'appuyant en six 

points sur la conique, et la congruence est de classe trois ; 

20 Une courbe d'ordre cinq, de genre deux, s'appuyant en 

quatre points sur la conique, et la congruence est de classe un. 

Ces congruences ont été signalées par MM. Pieri (* et 
Montesano (*). 

30. Il nous reste à examiner s’il peut exister une con- 

gruence linéaire formée par des coniques s’appuyant en quatre 

points sur une courbe C d’ordre cinq et en deux points sur 
une courbe C, d'ordre trois ou quatre. 

Supposons d’abord que C, est du troisième ordre, et soit k le 
nombre de points communs à C, et C. 

S'il existe une trisécante a de C s'appuyant sur C,, elle 
forme une conique de la congruence avec toute droite 

s'appuyant sur a, C,, C2. Par conséquent, la droite a est qua- 

druple pour chaque surface F; mais elle est multiple d'ordre 

12 — k pour la surface engendrée par les droites s'appuyant 

sur 4, C4, Co, donc 12—k<4, k>8. 

Les trisécantes de C engendrent généralement une surface 

(sauf dans le cas où @ à un point triple), et cette surface est 

d'ordre 8 — 3%, x étant le genre de la courbe C (n° 29) ; cette 
surface passe 3 —- x fois par C, car le cône qui projette C d’un 

de ses points est de genre x et a donc 3 — x droites doubles. 

La courbe C, ne peut se trouver sur la surface lieu des trisé- 
8-3 s L PL Là 

cantes de C, donc F<3 er Les deux inégalités trouvées 

exigent x —0, £ —8, et ainsi, dans l'hypothèse où il y a des 

trisécantes de C s'appuyant sur C,, et où les trisécantes de Go 
forment une surface, on trouve que la courbe C, rencontre 

(+) Sopra alc. congr… (Loc. cit.) 
(**) Sui varii tipi. (Loc. cIT.) 
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cette surface seulement en des points de C, et que par consé- 

quent on peut admettre qu’il n’y a pas de trisécante de C, 
_ s'appuyant sur C;. 

Dans cette nouvelle hypothèse, si rx > 1, on doit avoir 

3(8— 8x) —K(3— 7), 

c'est-à-dire r—2, &—6. Six -0, la courbe C (on exclut le 
cas où (à à un point triple) a ou une seule quadrisécante, qua- 

_druple pour la surface des trisécantes, ou une infinité de qua- 
drisécantes formant une quadrique (*). Dans le premier cas, on 
trouve k — 8; dans le second, k— 2e et la courbe C, à 3 —e 
bisécantes s'appuyant quatre fois sur C9, e étant entier et 

positif. 

Il nous reste à examiner le cas où la courbe C à un point 
triple P(r—v). On vérifie comme précédemment que l’exis- 
tence d’une droite issue de P s’appuyant une seule fois sur C, 
est impossible, par suite, &—6. Si C, est gauche, il existe une 

-— bisécante a de C, issue de P; cette droite forme, avec une 

droite issue de P et s'appuyant une seconde fois sur C, une 

conique dégénérée de la congruence. 

Ainsi, les différentes congruences qui peuvent se présenter 

. sont caractérisées par les faits suivants : 

a) La courbe C est de genre deux et C, s'appuie en six 

points sur Co. 
b) La courbe (à est rationnelle et admet une seule quadri- 

sécante. C, rencontre C, en huit points et est donc une 
cubique gauche. 

c) La courbe (2 est rationnelle et admet œæ! quadrisécantes 

dont 3 — e sont des bisécantes de C,; cette courbe s’appuie en 
2e points sur Co. 

d) La courbe C a un point triple et s’appuie en six points 

_ sur C4. 
TE 

(*) BERTINI, Sulle curve gobbe…. (Loc. cIT.) : 
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Dans les hypothèses a), c) (e — 5), d), la courbe C4 pourrait 

être plane et avoir par suite un point double en un de ses six 
points d'appui sur CG. Une conique de la congruence ne peut 
pas dégénérer en deux droites dont l’une soit dans le plan 
de C, ; par suite, chaque surface F rencontre ce plan seulement 

en des points de C, et, dans les équations (1), (2) du numéro 26, 
on aura 2n,”, + 1 —=5q. Cela amène à l'équation 3q; + x —1, 

impossible en nombres entiers tels que g, 1. C; est donc 

toujours gauche. 

ConGruENcE a) : Les courbes C;,, C ont une bisécante com- 

commune a, triple pour les surfaces F. La courbe (à se trouve 

sur æ5 surfaces cubiques formant un système linéaire (*), done 
C1, C et a forment la base d’un faisceau de surfaces cubiques. 

Toute conique de la congruence est sur une de ces surfaces et 

les coniques situées sur une même surface forment un faisceau, 

car autrement la congruence ne serait pas linéaire. On en 

conclut que l’enveloppe Ÿ des plans des coniques de la con- 

gruence est le lieu des droites s'appuyant sur C;, Co, a. C’est 

donc une surface du huitième ordre passant cinq fois par a, 

trois fois par C, et une fois par Co. 
Cherchons à évaluer q,, c’est-à-dire la multiplicité d’un 

point Q de C, pour la surface F, lieu des coniques dont les 
plans passent par un point P. q, sera égal au nombre de droites 

de la surface-enveloppe W s'appuyant sur la droite PQ, 

c'est-à-dire à cinq. De même, go — 7. Mais nous avons trouvé 

n, = 8 et de plus on a y, — 1. Il est maintenant facile de voir 

que l'égalité (2) 

Any + À = qi + 24 

du numéro (26) ne subsiste plus, de sorte que la congruence a) 

n'existe pas. 

ConNGRUENCE b) : Les courbes C,;, CG et la quadrisécante a 
de C sont la base d’un faisceau de surfaces eubiques. En rai- 

(*) STUYVAERT, Cinq études .. (LOC. cIT., pp. 38 et suiv.) 
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sonnant comme précédemment, on voit que la surface-enve- 
loppe Y est le lieu des droites s'appuyant sur a, C,, C, c’est-à- 

dire une surface d’ordre dix passant sept fois par a, une fois 
par C, et trois fois par C2. On en conclut que q, — 9, g =7 et 
la congruence b) n'existe pas pour la même raison que la 

congruence à). 

ConNGRUENCE c) : Si les courbes C;, C3 ont une bisécante 
commune a, celle-ci est triple pour chaque surface F, mais 

quintuple pour le lieu des bisécantes de C3 s'appuyant sur a, 
de sorte qu'il ne peut exister de pareilles bisécantes. En éva- 

luant le nombre des bisécantes communes à C,, C et en 

comptant chaque quadrisécante de (% bisécante de C, six fois, 

on ne trouve jamais zéro, de sorte que la congruence c) n’existe 

pas. 

CoNGRUENCE d) : Soit P le point triple de C9, a la bisécante 

de C, issue de P. Par le point P, par dix points de C, et par 
sept points de Cà différents de P passent æ1 surfaces cubiques 

formant un faisceau dont la base est composée par a, C, et Co. 

Répétons le raisonnement déjà fait pour la congruence a); on 

voit que la surface-enveloppe Y est la surface du cinquième 

ordre (n, — 5) passant trois fois par a, deux fois par C, et une 
fois par Co, lieu des droites s'appuyant sur a, C,; et Co. On a 
évidemment y, — 1. De plus, q, — 3, ge — 4 et la formule (2) 

du numéro 26 est possible. 

La droite a est double pour chaque surface F, de sorte que 

c — 4, et la formule (1) (n° 26) est également vérifiée. 

Si une congruence linéaire de coniques possède une quintique 

quartisingulière et une cubique bisingulière, la quintique a un 

point triple, la cubique est gauche et s'appuie en six points sur 

la quintique. La congruence est de classe cinq. 

Cette congruence à été rencontrée par M. Montesano (”). 

(*) Sui var tipi... (Loc. cr.) 
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31. Pour terminer l’énumération des congruences linéaires 

de coniques, admettant une courbe quartisingulière et une 

courbe bisingulière, 1l nous reste à examiner le cas À, — 4, 

lo = 5 (n° 26), le raisonnement présentant de grandes ana- 
logies avec celui du numéro précédent. 

On commence par démontrer qu’il ne peut exister de trisé- 

cantes de C s'appuyant sur C,. Alors si (@ n’est pas unicursale, 
il peut se présenter les trois cas suivant : 

a) C est de genre deux, C, de genre un et s'appuie huit fois 

sur C. Les deux courbes n’ont pas de bisécantes communes. 

b) CG est de genre deux, C, est rationnelle et s’appuie en 

buit points sur C. Les deux courbes C,, G@ ont, si C est 

gauche, quatre bisécantes communes, | 

c) C est elliptique, C, est rationnelle et s'appuie en dix 

points sur C,. Les deux courbes n’ont pas de bisécantes com- 

munes. C, est certainement gauche. 
Lorsque C» est rationnelle et possède une seule quadrisé- 

cante a, la courbe C, doit s'appuyer en huit points sur G et 

en deux points sur a. C, est certainement gauche, de plus cette 
courbe est rationnelle, car autrement C, et C auraient un 

nombre négatif de bisécantes communes. Si C, est rationnelle, 
le nombre de ces bisécantes est égal à quatre. Donc : 

d) Co est rationnelle ainsi que C;, et cette courbe s'appuie 
huit fois sur C et deux fois sur son unique quadrisécante ; de : 

plus, les courbes ont quatre bisécantes communes. 

Si (Co admet une infinité de quadrisécantes (formant une 
quadrique), on n'obtient pas de congruence pour les raisons 
déjà invoquées dans le cas analogue au numéro. 30. 

Enfin, nous avons un cinquième cas : 

e) C à un point triple et C, s'appuie en huit points sur Ce. 
Comme précédemment (n° 30), on peut démontrer que la 

courbe C, ne peut pas être plane. | 
L'hypothèse a) est à rejeter, car les courbes C4, CG sont la 
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base d’un faisceau de surfaces eubiques (*). On trouve alors 

n, = 16, y = 1, qi — 9, go — 14, ce qui est incompatible 

avec l’équation (2) du numéro 26. 

Dans l’hypothèse b), par la courbe du quatrième ordre C;, 
par Co et par les bisécantes communes aux deux courbes, il 

passe une surface cubique IT. Celles des coniques de la con- 
gruence situées sur cette surface sont en nombre simplement 

infini et y forment évidemment un faisceau. Les plans des 

coniques de ce faisceau passent par une droite d s'appuyant 

deux fois sur C,, une fois sur C. Mais les bisécantes de C,; 

s'appuyant sur une section plane C,; de IT forment une surface 

d'ordre quinze passant cinq fois par GC, et trois fois par GC. 

Cette surface rencontre C en dehors de C,, de C,; et des bisé- 

cantes communes à C;, C, en douze points; donc il y a douze 

droites de la surface IT, bisécantes de C, et sécantes de Co. 

Par suite, par un point quelconque de IT passent douze 

coniques de la congruence, et celle-ci n’est pas linéaire. L’hy- 

pothèse b) est donc à rejeter. 

L'hypothèse c) est aussi à rejcter, car les courbes C{, Co 
suivent la base d’un faisceau de surfaces cubiques qui com- 

prennent toutes les coniques de la congruence. On trouve 

ny = 15, y — 1, qy — 10, go — 9, ce qui est incompatible 

avec l'équation (2) du numéro 26. 
Dans l'hypothèse d), chacune des bisécantes communes à 

C4, Co est triple pour chaque surface F, mais quintuple pour le 
lieu des bisécantes de C s’appuyant sur elle; donc l'hypothèse 
doit être rejetée. 

Enfin, dans l'hypothèse e), on à une surface cubique ayant 
un point double au point triple de C et contenant les courbes 

C1, Co. Le même raisonnement qui a servi pour rejeter l’hypo- 

thèse b) permet de rejeter également l'hypothèse e). 

On voit ainsi qu'il n’existe pas de congruence linéaire de 

coniques ayant une quintique quartisingulière et une quartique 
bisingulière. 

(*) STUYVAERT, Cing études. (Loc. cIT., pp. 38 et suiv.) 
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$ 5. — Congruences linéaires de coniques ayant un point 

principal. 

82. Nous avons exclu précédemment le cas où la con- 

gruence linéaire examinée possède un point principal (n° 20); 
nous allons maintenant reprendre cette hypothèse. 

Soit T une congruence linéaire de coniques possédant un 
point principal O, c’est-à-dire que toutes les coniques de la 

congruence passent par O (*). En conservant les notations du 
$ 2 (ch. II), on a ny — 1. 

La surface F, lieu des coniques de la congruence F dont les 

plans passent par un point P, passe simplement par la droite 

PO, puisque la congruence est linéaire. Un plan passant par 
PO contient y, coniques de la congruence, donc l’ordre de F 

est 2», + 1. D'autre part, F passe v, + 1 fois par O, car une 

droite partant de ce point ne rencontre plus la surface F qu’en 

v4 points. 

La surface lieu des coniques de la congruence dont les plans 

passent par un point de l'espace, est d'ordre 2y, + 4 et passe 

vy + 1 fois par le point principal. 

Supposons que les coniques de la congruence F s'appuient 
m, fois sur une courbe C d'ordre À, .…., m, fois sur une 

courbe C, d'ordre À,, avec 

PE EE 2 22 (1) 

Les courbes C,, Co, ..…., C, appartiendront aux surfaces F 

avec les multiplicités respectives qy, go, .…., Qne 

(*) Les congruences possédant deux points principaux ont été examinées 

plus haut (chap. IIL, $ 2, congruences de la première catégorie). 
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Les droites qui forment des coniques dégénérées de la con- 

gruence F avec une infinité d’autres droites appartiennent à 

toutes les surfaces F. De pareilles droites sont nécessairement 

des droites issues de O et s'appuyant en deux points (en dehors 

de O) sur l’ensemble des courbes singulières. Si dans un plan 
mené par une de ces droites a se trouvent « droites formant 
avec a des coniques dégénérées de la congruence, la droite a 
est multiple d'ordre « sur chaque surface F. Nous supposerons 
qu’il existe p droites 44, &9, .…., à, analogues à a et nous 

indiquerons par y, %o, .., &, leurs multiplicités respectives 
pour les surfaces F. On posera 

F— ÿ CHR (2) 

Deux surfaces F ont en commun, outre les courbes C,, Co, 

…, C, et les droites 4,, 4, ...,&,, v, Coniques de la congruence, 

donc on a, pourvu qu'il n’y ait pas de droite singulière à 

coniques infiniment voisines (*), 

k 

(y, + 1} = 2v, + » Àqi + 0. (3) 
1 

Les intersections d’une surface F et d’une conique de la 

congruence n’appartenant pas à cette surface ont lieu au point 

O ou sur les courbes singulières C,, Co, .…., C,; donc 

k 

3 += Y mg. (4) 
IA 

Les équations (1), (2), (3) et (4) permettent d’étudier les 

congruences linéaires de coniques ayant un point principal. 

Nous déterminerons ici celles qui possèdent une courbe C 
d'ordre À, quartisingulière (m4 — À). 

(*) Voir MoNTESANO, Sui varii tipi.…. (LOC. CIT.) 
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33. Sila congruence FT possède un point principal O et 
une courbe quartisingulière C, les équations (3), (4) deviennent 

(y + 1 = Du + XP +0, 6) 

4q = 3 + 1. (6) 

L’élimination de », entre ces deux équations donne 

42 (64 — 9À) = 8q — 7 + Vo. 

On à g = 1, donc le second membre est positif et l’on doit 
avoir 91 < 64, c’est-à-dire À 7. On a évidemment À > 4, 

donc : 

Si une congruence linéaire de coniques possède un point prin- 

cipal et une courbe quartisingulière, celle-ci est d'ordre 4, 5, 6 

ou 7. 

Dans le cas où la courbe C est d’ordre 4, on a nécessaire- 

ment y, = 1, d'où g —1 et par suite s — 3. On en conclut 
que l’on peut mener trois cordes de C pour un point extérieur 

et que C est donc une biquadratique de seconde espèce. 

Si une congruence linéaire de coniques possède un point prin- 

cipal et une biquadratique gauche quartisingulière, celle-ci est de 

seconde espèce. 

34. Considérons une congruence linéaire de coniques 
ayant un point principal O et une quintique C quartisingu- 

lière. 

Si C passe par O, on a nécessairement », = 1, d’où q = 1, 

s — 2. Une droite a passant par O et s'appuyant encore deux 
fois sur C est évidemment simple sur les surfaces F (a — 1); 
donc par un point de C passent deux trisécantes de cette 

courbe et elle est elliptique. 
Si C ne passe pas par O et ne possède pas de point triple, 

une corde a de C, issue de O, est triple pour chaque surface F, 
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de sorte que l’on a s — 6.9, ou x — 5. 9 ou enfin s = 4.9. 

Alors les équations (5), (6) sont impossibles en nombres 

entiers. 
Si C possède un point triple P et ne passe pas par O, une 

des trois cordes de cette courbe passant par O est triple pour 
chaque surface F, et la droite OP est double pour ces surfaces, 

donc s— 51. Les équations (5), (6) donnent alors q — 4, 

= D. 

Si une congruence linéaire de coniques possède un point prin- 

cipal et une quintique quartisinguliere, celle-ci est : 

4° elliptique, passe par O et la congruence est de classe un; 

2° rationnelle, a un point triple et la congruence est de 

classe cinq. 

35. Considérons maintenant une congruence linéaire de 
coniques possédant un point principal O et une sextique C 
quartisingulière. 

On à », < 15. Les solutions en nombres entiers des équa- 

tions (5), (6) satisfaisant à cette inégalité et telles que À — 6, 
sont 

a) a —# FÉES g— 1, 

b) MED) y = À, os #5, 

c) Te HET, D — 20 

d) M3 cg 10; oc —4105, 

Supposons que la courbe C passe t fois par O (6 < 2). Les 

droites a, qui forment des coniques de la congruence, peuvent 

être de trois espèces. Si a est une bisécante de C issue de O, 

elle est multiple d’ordre S (4 — t)(5 —t) pour chaque sur- 

face F; si c’est une droite joignant O à un point triple de C, 



(76) 

elle est multiple d'indice 35 — t) (2 — 1) pour les surfaces F; 

enfin, si c’est une droite joignant O à un point quadruple de 

C, elle est multiple d'ordre 5 (2 — t) (4 —t) pour les F. Soient 

respectivement k,, k, k; les nombres de pareilles droites. On a 

lu (4 — D (8 — 6 + k(8— 02 — 0 + RC — IP — = 40 "T0 

La courbe C ne pouvant être rencontrée par un plan en plus 
de six points, on a l'inégalité 

3k, + 4k; +1 6. (8) 

D'autre part, le cône projetant C du point O est d’ordre 
6 — t et possède k, droites doubles, k droites triples et ks 
droites quadruples. Si r > 0 est le genre de C, on a 

(D — 1) (4 — à) == Qn + 9 + 66 + 12. (9) 

Dans l'hypothèse a), s—1 et on a t—92, k, —1, Ko —k3 —0; 

T2. 

Dans l'hypothèse b), « — 15; les solutions entières fournies 
par (7) ne satisfont jamais à (8) et (9). Cette hypothèse doit 
donc être rejetée. Des calculs analogues montrent qu'il en 

est de même des hypothèses c), d). Par suite : 

Si une congruence linéaire de coniques possède un point prin- 

cipal et une sextique quartisingulière, celle-ci est de genre deux et 

passe deux fois par le point principal. La congruence est de 

classe un (*). 

386. Examinons enfin le cas où la congruence linéaire pos- 
sède un point principal O et une courbe quartisingulière du 
septième ordre C. 

(*) Cette congruence n’est pas signalée par M. Montesano. 
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Les solutions en nombres entiers et positifs des équations 

AN + 2, + 1 =7@ + 0, 

4q = 3 + 1 

sont | 

q = 3e + 1, V = 4e + 1, s—e(e — 92), 

e étant un entier positif. On a y, < 21, d’où & < 5. 
Soient { la multiplicité de O pour C, n le genre de C, k, le 

nombre de droites issues de O s'appuyant encore deux fois 

sur C, ko, Kz, k, respectivement les nombres des points triples, 
quadruples et quintuples de C en dehors de O. On doit avoir : 

ES — PCA — 1} + EE — (3 — 1? + K(8 — 1} (2 — 1 
+ (2 — (1 — EP = 4e(e — 9), 

AR GE bind hi CT, 
>= 

(G— 1) (5 — 1) — 2x + 2, + 68 + 19%, + 20H, 

Les solutions entières et positives de ces équations donnant 
€ < D sont : 

a) ER —R—k—0, 1=9, Kr—=3, E— 

b) RE —=E, 0, 12; r—(6 

Dans chacun de ces cas, la surface des trisécantes de la 

courbe C existe effectivement, et cette surface passe quatre fois 

dans le cas a), trois fois dans le cas b) par le point principal O, 
ce qui est incompatible avec o — 0. Donc : 

Si une congruence linéaire de coniques admet un point principal 

el une courbe quartisingulière, celle-ci est : 

1° Une quartique gauche de seconde espèce ; 

2° Une quintique elliptique passant par le point principal ; 

5° Une quintique rationnelle dotée d’un point triple ; 

4° Une sextique de genre deux passant doublement par le point 

principal. 



THÈSES ANNEXÉES. 

[. L’énumération des congruences linéaires de courbes 
gauches d'ordre quelconque n peut se faire par la considération 

des surfaces engendrées par les courbes de cette congruence 
s'appuyant sur les droites de l’espace, et par le calcul de 
certains nombres finis de courbes d'ordres inférieurs àn: 

II. La considération du lieu des points de rebroussement de 

Segre des courbes d’un système linéaire quadruplement infini, 

situé sur une surface algébrique, peut donner deux invariants 

arithmétiques relatifs de la surface. 

IFT. La considération des matrices dont les éléments sont 

des formes à deux séries de variables peut donner des résultats 

intéressants dans la théorie des coïncidences (couples de con- 

nexes). 

IV. L’énumération des congruences linéaires de coniques 

s'appuyant sur les arêtes d’un trièdre peut être facilitée par la 
considération des surfaces de Steiner et des cônes du second 
ordre passant respectivement deux fois et une fois par les 
arêtes du trièdre considéré. 

V. Le concept d’isomorphisme holoédrique de deux groupes 

continus et finis, s'établit en rapportant projectivement les 
transformations infinitésimales d’un groupe à celles de l’autre. 
La considération de deux groupes continus et finis dont les 
transformations infinitésimales sont en correspondance crémo- 

nienne peut aussi fournir des résultats intéressants. 
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SUR LA RÉSOLUTION 

NOMBRES ENTIERS ET PONTS 

L'ÉQUATION ax + by — c 

Le but de cette note est de faire connaître un théorème 
conduisant à une méthode aisée et uniforme pour la résolution 

de l’équation ax + by — c en nombres entiers et positifs (*). 
Je reprends d’abord la démonstration de la règle qui donne 

le nombre de ces solutions. 

* 
*x x 

L'énoncé habituel : « Le nombre de solutions entières et 
positives est l’un des quotients entiers de la division de c par 

ab (**) » n’est pas exact : il suffit, pour s’en convaincre, d'exa- 

miner par exemple l’équation 

2x E Su = 12, 

dans laquelle 
C ar 
ab 

(*) a, b, c entiers positifs premiers entre eux, a et b premiers entre eux. 

(**) FALISSE et GRAINDORGE. Trailé d'algèbre élémentaire. Seconde partie; 

pp. 100-101. 
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et qui, cependant, n’admet qu'une solution : 

æ —=3, N— 7 

Ce défaut d’exactitude provient de ce que dans la démon- 
stration habituelle on suppose que les limites 

A B 
Nb 
b a 

entre lesquelles doivent être comprises les valeurs de £, sont 
des nombres fractionnaires et que l’on n’envisage pas le eas 
où l’une de ces limites est entière, ni celui où les deux limites 

sont des entiers. 

En rectifiant la démonstration, on arrive à l’énoncé suivant : 

4° Sic est divisible à la fois par a et par b, le nombre de 
solutions entières et positives est 

| 
SP i 

2 Si cest divisible par l’un des coefficients a ou b et non 

par l’autre, le nombre de solutions égale le quotient par défaut 

de la division de c par ab. 

5° Si c n'est divisible n1 par a ni par b, le nombre de solu- 

tions est l’un des quotients entiers de la division de c par @b. 

On peut arriver à ces résultats par la méthode habituelle 

précisée : æ — A, y — B étant une solution entière, les solu- 
ions générales sont 

x — À — bt 

y = B + at. 



(5) 

_ En outre, pour que x et y soient positifs, les valeurs entières 

de t doivent satisfaire aux relations 

UN 

L< 
b a 

B ) 
(> —— 

a 

Ces limites ne sont jamais contradictoires, car de 

Aa+Bb—c>0 (2) 

on déduit 

À s B 
= Tr ne 1: 

b a 
L] {il 

mais il peut se faire qu’elles ne comprennent pas un entier. 

Le nombre de solutions entières et positives est celui des 
entiers satisfaisant aux relations (1). 

À 
… PREMIER cas. — .c est divisible par a et par b. 

A cause de la relation (2), b, divisant c, doit diviser Aa et 
par conséquent À, vu qu'il est premier avec a; la première 
li mite de t est donc entière et il en est de même de la seconde; 

on à donc 

| > 
t 
} 

M et N étant des entiers positifs où négatifs. Les valeurs de t 
qu i satisfont à (1) sont 

I=N+1, N+2,...,M—1, 



et leur nombre (*)}, qui est celui des solutions entières et 

positives, est | al 

MN 1 NS NES 
F1 _ ab 

DEUXIÈME cas. — .c est divisible par a et non par 6. 

M étant le quotient par défaut de la division de A par b, de. 

sorte que M est un entier positif ou négatif et r un reste 

positif. Les valeurs de t, qui correspondent à des solutions 
entières et positives, sont 

NE, se 

et le nombre de ces solutions est 

C à 
M—N— —— —-; 

ab b 

ce nombre de solutions est donc un entier qui diffère de 2 

de moins d’une unité et, comme il est plus petit que _ il 

représente le quotient par défaut de cette division. 

(*) Le nombre d’une suite d’entiers consécutifs 

a, a +1, ..., b, 

est 

b— a +1. 
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(21 }) 

TROISIÈME Cas. — .c n’est divisible ni par a ni par b. 

Dans ce cas les deux limites de € sont toutes les deux des 

nombres fractionnaires. Soit N l’entier immédiatement infé- 
. \ B | L R Là 

rieur à — — dans l'échelle des grandeurs, M l’entier immé- 
L] LL ., e \ A 

diatement inférieur à >, 

B 
M, — ...:E dé 

a 

de sorte que 

A I 

os (3) B 1 
ne 

et : étant des nombres positifs plus petits que l'unité. Les 

valeurs de €, qui donnent des solutions entières et positives, 

sont 

IN EAN ES, ..M; 

le nombre de ces solutions est donc 

M — N. 

Or, en soustrayant membre à membre les (3), il vient 

C | 1 1 

MN + (5) 
1 "ES : D k CAE 
; et; étant des fractions positives plus petites que l’unité, 

leur différence = — À est un nombre, positif ou négatif (*), 
œ B 

plus petit que l'unité. 

: STE : : À C Ë 
(*) — diffère nécessairement de —, vu que Tr est un nombre fractionnaire. 

a a 6 
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Donc M — N est un entier difiérant du nombre fraction- 
. C . , CT , ’ « 

nalre — de moins d’une unité; c’est, par conséquent, un des 

quotients entiers de la division de c par ab. 

* 

*X _*X 

Les deux premiers cas peuvent être traités plus simplement 
comme il suit : 

PREMIER Cas. — Supposons c divisible par a et par b, °2 
par conséquent par ab. En posant 

on voit que l'équation à résoudre 

ax + by = qab, 

admet comme solution particulière 

L'=yb} y= 0 

et que ses solutions générales sont 

x = qb — bt 

dat 

Pour que les nombres x et y soient positifs, 1l faut que 

t<q 

one : © 

Il existe donc q — 1 solutions entières et positives corres- 

pondant à 
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= Ces solutions sont : 

x —(q—1)b, (q—2)b,...,b 

4 Yy— «a , da ,...(q9 —1)a. 

Deuxième CAS. — Eos eu ce divisible par a et non par b. 

En posant GE 

LES 
a 

on voit que l'équation proposée 

ax + by = ak 

a pour solutions entières 

æ = k—bt 

y = al. 

Pour que x et y soient positifs, 1l faut que 

n Herr 1 

bnslate MT à 

t > 0. | 

_ De l'hypothèse suit que ” est un nombre fractionnaire, et, 
] 

_si g est sa valeur à moins d’une unité près par défaut, les 
valeurs de £ qui CT de à des solutions entières et posi- 

tives sont 

ER ? 5 AMAR A 
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THÉORÈME. 

Si l’on développe en fraction continue le rapport = des coeff- 
2 

cients de l'équation 

y + AB = €, (4) 

en désignant par a, celui des coefficients qui donne un rang pair 
“ , . à « m , . , . . 

à la réduite —, si — est l’avant-dernière réduite, q le quotient 
+ 2 

par défaut, r le reste de la division de © par a4ao, si l'on effectue 

les divisions 

a MP | @ 

£a Q, P2 Q@ 

suivant que les quotients de ces divisions seront égaux ou différe- 

ront d’une unité, le nombre de solutions entières et positives de 

l'équation proposée sera 4 ou q + 1. 

En outre, les plus petites valeurs de x1 et X9, qui entrent dans 

la composition des solutions entières et positives, sont 

di = Pe el Lo FE un ren 4° 

On suppose que © n'est divisible ni par ay ni par à. 

En effet : de 

Mo — Myle = À, 

on déduit pour les solutions entières de (1), 

La = Mol — ht 9) 

Te = — MAC + dl. ( 

Pour que ces solutions soient positives, il faut donner à t 

des valeurs entières satisfaisant aux relations 

m,C Me (a + Tr mr 
A “6 me _ RME) 

Ua Ua dy 

MC Mag +r nur 
En ES 
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Considérons à présent l’équation 

la + oo =T, (3) 

ayant évidemment pour solutions générales 

Li = MN — AÀ 

Ts = — MT n ah. 

Pour que ces valeurs soient positives, il faut donner à 8 les 

valeurs entières satisfaisant aux relations 

eu pre 
a d; 2 

LS, 

a UN 4 

__ces valeurs de 8 sont 

0 — Q, + 1, Q + die., (Ds 

le nombre de ces valeurs, qui est donc le nombre de solutions 

entières et positives de l’équation (3), est 

N, = 0 —0,; 

et, comme le nombre de ces solutions est O0 ou 1, on doit 

avoir 

Œ—=Q ou Q—Q, +1. 

Mor P ; : : Re 
(*) —— est évidemment un nombre fractionnaire, car si ae divisait Mer, 

üe : 

étant premier àvec M», il devrait diviser r et par conséquent €, ce qui est 
x à nur 

contraire à l'hypothèse. Il en est de même pour _ 
4 
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Les limites de £ relatives à l’équation (1) peuvent s’écrire 

 < mag + Q + À 
2 

> mag +Q + 
À 

les valeurs de £ qui satisfont à ces relations sont 

t— mag + Qi + 1,..., mag + Q: | (4) 

le nombre de ces valeurs, qui est le nombre de solutions 

entières et positives de l'équation (1), est 

Ne = q(mea — mat) + Q —Q = q + N,. 

On voit donc que le nombre de solutions de l’équation en c 
égale le nombre de solutions de l’équation en r plus le quotient 

par défaut de la division de c par a;a; N,égalera donc q ou 

q + 1, suivant que N, sera O ou 1, c’est-à-dire suivant que les 

quotients (, et Q seront égaux ou différeront d’une unité. 
Calculons la plus petite valeur entière et positive de x4, en 

remplaçant dans (2) & par la plus grande valeur comprise dans 

la série (4) 

L— mag + Q: 

il vient 

D = M(udg + 7) — (MA + Q) 

= my — 02; 

—=— Pa 

Ainsi : la plus petite valeur entière et positive de x, est le reste 

de la division de mor par ào. 

De même, on obtient pour la plus petite valeur de x, 

Lz = — Ma(ddq + Tr) + (m,a:q OR 

= — mr + a, + & 

= 4" fi 
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Ainsi : la plus petite valeur entière et positive de x est le reste 

par excès de la division de m,r par a. 

* 
*X *X 

Si l’on désigne, comme ci-dessus, par Nc le nombre de 
solutions entières et positives de l'équation (1), ces solutions 
sont 

di — fe » Pe + lo, SU se ce. , 0 + (N;, —1)a;, 

Dans ces formules Ne représente donc g ou q + 1 suivant 

que Qo — Q1 ou Qi +1. 

Lorsque l’équation 

UT; _ EU =T (3) 

admet une solution entière et positive, celle-ci se compose 
précisément des deux plus petites valeurs relatives à l’équation 

A%y + doXo — €, C'est-à-dire que cette solution est 

Vi — P2 

Le — A — i. 

Il suffit de démontrer pour cela que cet ensemble vérifie 
l'équation (3). Or, de 

mir = Qi, + Pa 

mr = &(Q: + 1) + Pa 

on tire, par l'élimination de Q;, 

Gpz + A2(Q3 — ps) = Fr. 

Donc, etc. 



Exemples. 

* 
*X * 

4Tx + 191y — 21673. 

FFC CRUE 
En développant — en fraction continue, on obtient 

AT FAT T0) 20 T0 A 

07 1.301 dl re 

DU Le. ie 18-- 121 

MS ae D 2 nn 

La dernière réduite est de rang pair; nous écrivons donc 

& 121 M. 10 

& Tr mu 1 

l’équation proposée devant s’écrire 

1x, + 472, = 21673. 

On a ensuite 

r = 4612 le 

mr — 83016 | 191 mr — 32284 

10  Q,— 686 pe = 42 
Fr 

Q; = 686 
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Les quotients Q, et Q2 étant égaux, il s'ensuit que le nom- 
_ bre de solutions entières et positives est q — 3; les plus petites 

_ valeurs de x, et x sont 

La = Pr = 42 et La = Qi — Pa = 111. 

Les trois solutions sont 

% = 42, 89, 136 — 14 

Fe 5 2 2392, 1 = x. 

* 

*x _* 

17x -L 18y — 1369 

1/3 )4 
4 4: pi 

this du ti. |:1 le GET 

Abri LE 0 

413%, + 172; — 1309, 

1369 | aa, — 221 
F 49 ge — 6 

myr — 129 | 13 my = 172 | 17 

: p—=12 Q—)9 pp—2 Q—10 

_ Comme Q — Q, +1, le nombre de solutions entières et 
positives est 

qg+1=7. 
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Les plus petites valeurs de x, et x sont 

L—=p—=2 et —UM—p =. 

Les sept solutions sont 

di — 2, 19, 36, 53, 70, 87, 104 — y 

Le — 19, 66, 53, 40, 27, 14, 1 — x. 

* 

* x 

Lorsque c est divisible par le coefficient d'une inconnue, ou 

par les deux, il est en général plus simple de recourir à la 

méthode ordinaire (voir p. 8); cependant, la règle générale 
donnée par le théorème précédent se modifie très simplement : 

1° cest divisible seulement par l’un des coefficients des incon- 

nues. Dans ce cas, l’un des restes désignés par p4 et po S’an- 

nule. Si p4 — O, la règle générale subsiste; si pa = 0, la plus 

petite valeur de x, est a. Le nombre de solutions est q, DANS Tous 

LES CAS (*). 

2% € est divisible par les coefficients des deux inconnues. En 

examinant les formules données à la page 9, on voit que la 

plus petite valeur entière el positive d’une inconnue égale le coefji- 

cient de l’autre inconnue. Le nombre de solutions est q — 1. 

Exemples : 

13x + L1y — 564 

11/5 9 
1, 6 13 RES mi  _Ù 

13 [11,2 a 1.5 A à, NE 
2| 110 

(*) Lorsque po =0, Qe = Qi +1. 
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_ d61 Late = 143 

r—=139% g—=3 ” 

mar — 660 | 11 mar — 192 | 13 

Pa = 0 Q, = 60 ” pe — 12 te — 00 

nn: — 3; plus petites valeurs : x, = p; — 12, x; = & — 0, = 11; 

a, = 19, 25, 38 — y 
2 = 83, 99, 11 — à. 

13æ + 11y — 346 

à 546 | aa, — 143 
Lt ANNE, Lt ERP 

mir = 585 | 11 mr = "102 | 13 
Pa = 2 Q = 53 pe — 0 Q: — 54 

… N,—3; plus petites valeurs : 4 —4—13 et 4 —a4—p;—9; 

di = 13, 26, 39 — y 

X = 31, 20, I— 7. 

17x + 192y — 612 

tÉ 612 

aa 204 

N, = 2; plus petites valeurs : x —12 et y — 17; 

x — 12, 24 

y = 34, 17. 
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Nombre de solutions entières non négatives de 

l'équation ax + by — c (*). 

_ THÉORÈME. — Le nombre de solutions entières non négatives 

de l'équation ax + by — € égale le quotient q de ce par ab (quotient 

exact ou par défaut) augmenté du nombre de solutions entières 

non négatives de l'équation ax + by — r — € — abq. 

PREMIER cas. — .c est divisible par à et par b. Aux g —1 

solutions positives il faut ajouter les deux solutions 

el 
aq D —"bl; 

donc, si X, est le nombre de solutions entières non négatives 

de l’équation en c, on à 

X, = qg +1. 

Quant à l'équation en r, 

ax + by = 0, 

elle admet l’unique solution non négative 

ainsi 

a et X=q+X, 

% : - . 

(4) CATALAN, Paouis et E. CESARO se sont occupés de cette question. 

Lucas, dans sa Théorie des Nombres, donne de la propriété un énoncé 

inexact. 
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DEUXIÈME cas. — .c est divisible seulement par l’un des coefji- 

cients. Soit c — ak. Aux q solutions entières et positives de 

l'équation 

ax + by — ak, 

il faut ajouter la solution 

donc 

Xi EE 

Quant à l'équation en r, 

ax + by =r = ce — abq — a(k — bg), 

comme, de 

g<—<q+t, 

on déduit 

O <k— bq < b, 

elle admet la solution non négative 

æ = k — bq, D'RER À 

de sorte que X; — 1 et, par conséquent, X; — q + X, 

TROISIÈME cas. — c. n’est divisible ni par à ni par b. Les 

équations en cet en r n’admettent dans ce cas aucune solution 

dans laquelle une des inconnues à une valeur nulle; le nombre 

des solutions non négatives est donc celui des solutions posi- 
tives déterminé antérieurement, et l’on a vu (p. 12) que N. égale 

q ou q + 1, suivant que N; est O ou 1. Donc, etc. 
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Autre énoncé. — En examinant les résultats obtenus ci- 

dessus, on peut observer que la propriété peut aussi s’énoncer : 

L'équation ax + by — © admet q + 1 solutions entières non 

négalives, sauf dans le cas où, € n'étant divisible ni par à ri 

par b, l'équation ax + by — r — € — abq n’admet pas de solution 

entière nor négative; dans ce cas seulement le nombre de solutions 

est q. 

RE —— 
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SUR 

UNE CONIQUE 
ASSOCIÉE 

A UN TRIANGLE 

1. PRÉLIMINAIRES. — Soient (C) et (c, deux coniques polaires 
réciproques par rapport à un cercle de centre P; désignons 

par À et B les pôles des axes a et b de (c) et par f, f' les 

polaires des foyers F et F’ de (c) par rapport au cercle (P). 

Les droites f et f! ont été appelées les congointes de P par 

rapport à la conique (C) (M. d'Ocagne, Les propriétés focales 
des coniques obtenues par la méthode des polaires réciproques, 

NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES, 3° série, L. XIV, p. 553). 

Les propriétés de ces droites sont les corrélatives des pro- 

priétés focales de (c); nous indiquons les propositions les plus 
importantes concernant les points À, B et les droites f, f’. 

a) Les points À et B sont les points de rencontre de la polaire 

de Pet de l'hyperbole d’Apollonius de P par rapport à (C); ils 

sont silués sur les bissectrices de l'angle F,PF,’, F, et F,' étant 

les foyers de (C). 

En effet, 1° les droites a, b et la droite de l'infini forment 

un triangle conjugué à (c) ; le triangle PAB est donc conjugué 
à (C), et comme il est rectangle en P, la polaire PB de A par 



(4) 

rapport à (C) est perpendiculaire à PA; l’hyperbole d’Apollo- 
nius de P passe donc par A (*); 

2° les droites a et b sont les bissectrices de l’angle des 
asymptotes de (c); done PA et PB sont les bissectrices de 

l'angle formé par les tangentes menées de P à (C) et, par 
suite, de l’angle F,PF,;'. 

b) Si M et N sont deux points situés sur l’une des droites f, f’ 

et conjugués par rapport à (C), l'angle PMN est droit. 

En effet, deux droites passant par F ou par F’ et conjuguées 

par rapport à (c) sont rectangulaires. 

c) Les droites f, f’ sont les deux cordes réelles communes à la 

conique (C) et à un cercle de rayon nul et de centre P. 

Cette propriété résulte de ce que les tangentes menées de F 

ou de F’ à (c) sont des droites isotropes. 

On conclut de là que si f — 0, f’ — o sont les équations des 

droites f, f’, el «, 8 les coordonnées de P, l'équation de (C) est 

de la forme 

a — a) + (y — 6} = ff. 

Par suite, si {, d, d' représentent les distances d’un point 

variable de (C) au point P et aux droites f, f’, le rapport 

. est constant. 

d) Les droites {et {’ passent par À et sont également inclinées 

sur chacun des axes de (C). 

La première partie de cette proposition résulte de ce que F 

et F’ sont situés sur a, la seconde résulte de la proposition (c). 
e) Les droites f, {” et les asymptotes de {C) forment un quadri- 

latère inscrit dans un cercle de centre P. 

En effet, si de P on mène à (c) deux tangentes PQ, PR, 

les bissectrices des, angles FQF’, FRF’, QFR, QF'R passent 

par P. 

(*) On sait que l’hyperbole d’Apollonius d’un point P par rapport à une 

conique (0) est le lieu d’un point M tel que la perpendiculaire abaiïssée de 
M sur sa polaire passe par P. 
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f) Une droite quelconque rencontre (C) aux points «, 6 et 
les droites f, f’ en + et à; les tangentes en « et 6 rencontrent 
f'en x’ et P” : les angles «P$, -Pà ont les mémes bissectrices, et 

la droite Py est bissectrice de l'angle 'PB". 

2. Soit un triangle ABC; considérons la conique + définie, 

en coordonnées normales par l'équation 

2 + ÿ + & + 2yz cos À + 2x3 cos B + 2xy cos C = 0. (1) 

On reconnaît aisément que cette conique est une ellipse 

imaginaire lorsque les trois angles du triangle ABC sont aigus; 
c’est une hyperbole lorsque ce triangle possède un angle obtus. 

Le cercle de rayon nul ayant son centre en À a pour équa- 

tion | 

y? + 2 + Qyz cos À — 0; 

les cordes réelles communes à ce cercle et à la conique >, 

c’est-à-dire les conjointes ($ 1, c) de P par rapport à y sont 
donc les droites 

æ — Ù, Ca = ? + y cos C + 2% cos B — 0. 

Chaque côté du triangle ABC est donc une des droites 

conjointes au sommet opposé par rapport à la conique +; en 

d'autres termes, les droites qui joignent les sommets du 

triangle aux points de rencontre de + avec les côtés opposés 

sont des droites isotropes; en raison de cette propriété nous 

dirons que - est la conique isotropique du triangle ABC. 

Inversement, le triangle ABC sera dit isotropique par rapport 

à y. 

On peut appliquer au point À et aux droites BC et à, les 

propositions établies au $ 4. Nous laissons au lecteur le soin 
d’énoncer ces propriétés. 

On pourra évidemment énoncer des propositions analogues 
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relativement aux côtés AC et AB et aux droites 5, et à? ayant 

pour équations 

2x cos C + y + 23 cos À — 0, 

2x cos B + 2y cos À + 3 — 0. 

. 8. L’équation (1) peut se mettre sous la forme suivante 

2x? cos? À — 2Èyz cos B cos C + (Ëx sin AY — 0. (2) 

Il résulte de là que la conique y à les mêmes asymptotes 
que la conique y représentée par 

Lx? cos À — 2Eyz cos B cos C — 0. (3) 

Cette dernière conique a pour centre le point de Lemoine K 
et touche les côtés aux pieds des hauteurs: elle a été dénommée 

ellipse K (Vicarié, Inventaire de la géométrie du triangle, A. K., 

Congrès de Toulouse, 1887); il faut cependant observer que 

cette courbe est une hyperbole lorsque le triangle est obtus- 

angle. Les asymptotes à et ©’ de (y/) ont déjà été étudiées 

(NEUBERG, Sur un groupe de trois paraboles. GoB, Sur deux 

transversales remarquables du triangle, Marnesis, 2 série, 

t. VIT, pp. 129 et 151.) I nous sulflira de rappeler les prinei- 

pales propriétés de ces droites. 
1° Ælles passent par le point de Lemoine K ; 

2 Les points de rencontre des côtés du triangle avec ces 

droites sont les projections d'angle 8 et d'angle — 0 des sommets 

opposés sur ces côtés, l'angle Ü étant déterminé par la relation 

cos 4 — — cos A cos B cos C. 

L'angle 8 n’est réel que si le triangle est obtusangle ; \ est égal 

à l'angle sous lequel se coupent le cercle circonscrit et le cercle 

conjugué au triangle ; 

3° Chacune des droites à et à' passe par l'inverse triangulaire 

du pôle trilinéaire de la transversale réciproque de l'autre ; 
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4° Les droites à et à' sont les tangentes communes à trois 

paraboles ra, vo, ce déterminées comme suit : la parabole rx est 

_ langente aux côtés AB, AC et à la droite qui joint les pieds des 

hauteurs issues de B et de C; son axe est parallele à la symédiane 

partant (le À, et son foyer est la projection de l'orthocentre sur la 

médiane partant de A. 

»° Les droites à et à! sont perpendiculaires aux tlangentes 

menves par l'orthocentre à l'ellipse minimum circonscrile au 

triangle. 

4. L'équation de y peut encore se mettre sous la forme 

Zyz sins À — Èx sin A. Ëx sin B sin C — 0. 

La conique Zyz sin5 À — 0 est l'inverse triangulaire de la 

droite de Longchamps; elle a ses asymptotes parallèles à celles 

de y et rencontre cette courbe en deux points de la droite de 

Lemoine. 

5. L’équation 

Zyz sinÿ À — kÈyz sin A (4) 

représente, lorsque Æ varie, une conique variable passant par 

les points d’intersection du cercle circonscrit avec la conique 
Zyz sin5 À — O et ayant, par conséquent, ses axes parallèles à 

ceux de cette dernière conique et, par suite, à ceux de y. En 

particulier, si l’on pose k=,> sin? À, l'équation (4) devient 

Zyz cos À — 0; 

elle représente alors l'inverse triangulaire de l’axe orthique. 

Nous désignons cette conique par y/’; son centre est le point 

de Lemoine et, par suite, elle a les mêmes axes que la conique +. 

L’équation (4) peut s’interpréter comme suit : les coniques 
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inverses des parallèles à l'axe orthique ont leurs axes parallèles à 

ceux de 7 (*). 

6. L’équation tangentielle de y est 

Zu? sin? A + 2Zvw (cos B cos C — cos A) — 0. (5) 

Cette équation peut s’écrire comme suit : 

Lu? — 2Evw cos À — Eu? cos? À — 2LEvw cos B cos C 

Si l’on égale à zéro séparément les deux membres de cette 
équation, on obtient les équations tangentielles des points 

cycliques et de la conique yÿ/’. Il résulte de là que la conique y"! 
est homofocale à . 

77. Les coordonnées des tangentes menées à y par le point 

de Lemoine K vérifient l'équation 

Eu sin À — 0. (6) 

En retranchant de (5) le carré de l’équation (6), on obtient 

Zvw cos À — 0, 

c’est-à-dire l'équation tangentielle de y’, ce qui montre que les 

coniques 7 et y’ ont les mêmes asymptotes à et 2’ (5). Si l’on 

représente par x, y, z les coordonnées du pôle trilinéaire de 

l’une des droites à, à’, ces coordonnées vérifieront les équations 

sin À 
» — (0, Xxcos A — 0. 

Z 

Ainsi, les droiles à et à! sont les polaires trilinéaires des points 

de rencontre du cercle circonscrit avec l’axe orthique. 

(*) Ce théorème est un cas particulier d’un théorème connu : Les coniques 
inverses l'un système de parallèles ont leurs axes parallèles. 
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8. La distance d’un point (x, y, z) à la droite ux + vy + wz 

— 0 est égale à 
Zur 

d = 

Du? — YEvw cos À 

Appliquons cette formule à la droite à, ($ 2) ayant pour 
équation 

æ + 2y cos C + 23 cos B — 0 

on obtient 

F x + 2y cos C + 2x cos B  æ + 2y cos C + 22 cos B 

V1 —8cos A cos B cos C V1 + 8 cos? 0 

Ainsi, les droites à,, à,, à, forment un triangle A’B'C' tel 

que si (x, y, z), (&', y', z!') sont les coordonnées normales 

absolues d’un même point M par rapport aux triangles ABC, 
A'B'C', on a les relations 

px! — x + 2y cos C + 23 cos B, 

py' = 2x cos C + y + 23 cos A, (7) 

pz' = 2x cos B + 2y cos À + x, 

p désignant la quantité V1 + 8 cos? 4. 

9. Les triangles ABC, A'B'C' sont inversement semblables, 
car leurs côtés correspondants ont des directions symétriques 

par rapport aux axes A et A’ de la conique y ( 1, d). Ils ont 
même point de Lemoine, car si l’on remplace, dans les for- 

mules (7), æ, y, z par Æsin A, £sin B, k sin C, on obtient 

px — 3ksinA, py'—3ksinB, pz'— 3ksin C. 

Le rapport de similitude des triangles ABC, A’B’C' est égal 
au rapport des distances du point de Lemoine commun à deux 

côtés homologues. Ce rapport est donc égal à S. La quantité p 

élant toujours inférieure à 3, le triangle A'B'C’ est toujours 
plus grand que ABC. 
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Deux points M et M’ homologues dans les deux triangles ABC 
et A'B’C’ sont des points correspondants de deux figures inver- 

sement semblables; les droites doubles de cette transformation 

sont les axes À et A de y et le rapport de similitude est £, 

10. Si, dans les formules (7), on remplace x, y, x par les 

coordonnées h,, O0, O0 du sommet À, on obtient 

pX' = 1h, by "2h cos C, pz' — 2h, cos B 

d’où 

y! cos PRE 
— (== d. LÉ ps LE 

3! cos B 0 3 

h', désignant la hauteur issue de A’ dans le triangle A’B/C. 

Par conséquent, les sommets du triangle ABC sont les projections 

du centre de gravité de A'B'C° sur les hauteurs de ce triangle. 

On voit par là que l’orthocentre eï le centre de gravité de 
A'B'C’ sont deux points diamétralement opposés du cercle 

ABC. Autrement dit, le cercle ABC est le cercle orthocentroïdal 

de A'B'C'. | 

Les propriétés des couples de triangles tels que les sommets 

de l’un sont les projections du centre de gravité de l’autre sur 
les hauteurs ont déjà été étudiées. (Maruesis, 1" série, t. X, 

p. 166.) 

11. Les coordonnées absolues du symétrique M, d’un point 

M (x, y, z) par rapport à BC sont 

— x, y+2xcosC zx + 2x cos B. 

Par conséquent les coordonnées du centre de gravité M’ du 

triangle réflexe (*) M, M, M, de M sont 

1 
m (æ + 2y cos C + 23 cos B),.… 

(*) Le triangle réflexe d’un point M par rapport à un triangle ABC est le 

triangle qui a pour sommets les symétriques de M par rapport aux côtés 

de ABC. 

(art tr ie 2 ché es 
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On conclut de là que M’ est l’homologue dans le triangle 

ABC du point M, considéré comme appartenant au triangle 

A'B'C’. Ainsi : un point et le centre de gravité de son triangle 

réflexe se correspondent dans deux fiqures inversement semblables, 

ayant pour droites doubles les droites À et À’ ; le rapport de simi- 

litude est <. 

12. Soient A//, B’’, C/’ les projections du centre de gravité 

de ABC sur les hauteurs de ce triangle; on déduit la figure 
A''B/’C” de la figure ABC de la même façon que l’on déduit 
ABC de A’B’C'. Le triangle A''B//C/' est donc inversement 

semblable à ABC (et directement semblable à A'B'C'); les 
droites doubles sont encore A et A’ et le rapport de similitude 

est =. | 
Il résulte de là que si l’on considère le point M comme 

appartenant à ABC, son homologue dans la figure A/'B//C 
sera M’. Mais M,M,M, est maintenant le triangle réflexe de M 

par rapport au plus grand des deux triangles inversement 

semblables ABC, A’'B//C/'. Comme on peut remplacer A//B''C/ 
par ABC et ABC par A’B'C/, on voit que M’ est aussi le centre 
de gravité du triangle réflexe de M par rapport à A'B’C'; par 
conséquent les triangles réflexes (ou les triangles podaires} de 

M par rapport aux triangles ABC, A'B’C' ont même centre de 
gravité. Ainsi : si l’on construit une suile de triangles tels que 

chacun d'eux ait pour sommets les projections du centre de gravité 

du précédent sur les hauteurs, les triangles podaires d'un point 

quelconque par rapport à tous ces triangles ont même centre de 
gravité. 

13. Lorsque le point M décrit le cercle ABC, le point M’ 

décrit le cercle orthocentroiïdal A’7B//C/’. Donc le cercle ortho- 

centroïdal est le lieu du centre de gravité des symétriques d'un 
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point variable du cercle ABC par rapport aux côtés du triangle 

ABC. 

14. Soient 

ux + vy + wz =0, u'x + v'y + w'z = 0, 

les équations d’une même droite d par rapport aux triangles 

ABC, A’B'C'. On a, eu égard aux formules (7) 

u = ü! + 2! cos C + 2 w' cos B, 

v — Ju! cos C + v! + 2 w' cos À, 

w — Ju! cos B + 2v' cos À + w'. 

Chacune des droites À et A’ a la même équation par rapport 

aux triangles ABC, A'B/C'. Donc si d coïncide avec A ou avec 
v w 

à’ ,<ôh'4 À = — — —. Les coordonnées des droites A, A! véri- 
g'._ ww 

fient donc les équations 

u + 2v cos C + 2w cos B Au cos C + v + 2w cos A 

u fc v 

2u cos B + 2v cos À + w 

w 
k 

ou 

u (1 — k) + 2v cos C + Zw cos B — 0, 

2u cos C + v (1 —k) + Aw cos À — 0, (8) 

2u cos B + 2v cos À +: w (1 — k) = 0. 

En éliminant w, v, w entre ces équations, on obtient 

1— k 2cosC 20cos B 

2coSC 1—#% 2cos A | —0 

2cosB 2cosA 1—Kk 

ou 

(1 — k) — 4 (1 — k) (cos? À + cos? B + cos? C) 

+ 16 cos À cos B cos C — 0. 
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Si l’on remplace la quantité cos? À + cos? B + cos? C par 
14 — 2 cos A cos B cos C, cette équation devient 

(A — &)[(1 — EP — 4] +8 cos A cos B cos C [(4 — k) + 21 = 0. 

On trouve d’abord la solution 4 — k = — 2 ou k — 3. Les 

équations (8) se réduisent alors à 

— u + v cos C + w cos B — 0,... 

Elles admettent la solution évidente w — sin À, v — sin B, 

w = Sin C, qui correspond à la droite de l'infini. On à ensuite 

l'équation 

E = 1 — 8 cos À cos B cosC ou k = + p. 

Si l’on remplace k par ces valeurs dans les équations (8), on 

pourra tirer de ces équations les coordonnées des droites A 
EU. 

15. Les équations (8) peuvent s’écrire comme suit : 

v cos C + w cos Bu cos C + wcos A  u cos B + v cos A 

u v x, w (9) 

ou 

(uv? — w?) cos À — uw cos C + uv cos B = O, 

(w? —. u?) cos B — uv cos À + vw cos C — 0, (10) 

(u? — y?) cos C — vw cos B + uw cos À — 0, 

Les équations (10) représentent trois paraboles x;, x, % 

tangentes aux deux droites A, A’. La parabole +; est tangente 
aux droites u — 0, v + w c’est-à-dire aux bissectrices de 

l’angle A, d’où il résulte que sa directrice est la symédiane 

partant de À ; elle est aussi tangente aux droites (v — 0, w — 0), 

(o = 0, w cos À + u cos C—0), (w — 0, v cos B + u cos B — 0), 

c’est-à-dire au côté BC et aux hauteurs partant de B et C. 
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Ces paraboles ont déjà été rencontrées (Marnesis, 1"° série, 
LÀ, p. 160! 

16. Additionnons les équations (10) multipliées respective- 

ment par cas B cos C, cos A cos C, cos A cos B; nous obtenons 

Zvw cos À (cos? C — cos? B) — 0. 

Les droites À et A’ passant par le point de Lemoine, on a 

Zu sin À — 0. 

Si æ, y, z sont les coordonnées du pôle trilinéaire de l’une 
des droites A et A’, on a donc 

2x cos A (cos B — cos? C) — 0, Yyz sin À — 0. 

Ces équations représentent respectivement la droite d’Euler 

du triangle ABC et le cercle circonscrit à ce triangle. Done, 

les droites À et A sont les polaires trilinéaires des points de ren- 

contre « et B de la droite d'Euler avec le cercle circonscrit. 

Les droites À et A’ sont d’ailleurs parallèles aux droites de 

Simson des points «, 3. En effet, si l’on cherche la condition 

pour que la polaire trilinéaire ux + vy + wz — 0 d’un point 

(£ £ . =) soit parallèle à la droite qui joint les projections de 

ce point sur AB et AC, on trouve l'équation 

(0? — uw?) cos À — uw cos C + vu cos B — 0, 

qui représente la parabole x; à laquelle sont tangentes les 

droites À et A’. De là résulte aussi une nouvelle définition des 

paraboles x, ty, me 

17. Additionnons les équations (10) multipliées respective- 

ment par cos À, cos B, cos C, il vient 

Eu? (cos? B — cos? C) = (0. 
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Cette équation représente une parabole tangente à A et A’ et 

conjuguée au triangle ABC. Elle est tangente à l’axe orthique 

aux côtés du triangle orthique, aux interbissectrices et à la 

droite qui passe par les pieds des bissectrices extérieures. 

18. Il existe une relation simple entre les angles «, 6, y que 
forme la droite A avec les côtés BC, CA, AB du triangle ABC. 

Pour trouver cette relation, nous remarquons que si P;, Ps, Pc 

(ig. 1) désignent les projections d’un point M de A sur les côtés 

B 2 le C 

é fx 1. 

du triangle ABC et P le centre de gravité du triangle P,P;P.;, 

le symétrique M’ du point M par rapport à P est le point de la 

figure A/'B/'C/' qui correspond à P considéré comme appar- 
tenant à la figure ABC (12). Comme A est une droite double 

de ces deux figures, les points M’ et P sont situés sur À, et on 
a la relation 

KM : KM! — 3: p. 

S1 Qa, Q», Qc sont les projections de P,, P;, P, sur À, on a 

d 
EMQ, — 3MP — > MM! (11) 

Soient S:, S5, Sc les points de rencontre de A avec les 
côtés du triangle ABC, on a les égalités 

MQ, = MP, sin à — S,M sin? à — S,K sin? « + KM sin? a, 

MM! — KM — KM' = EL KM. 
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Par suite, l'égalité (11) peut s’écrire comme suit 

3 — p 
ES, K sin? & + KMËE sin? « — eus KM. 

Cette égalité doit être vérifiée quel que soit le point M, par 
suite 

Z sin? à — at (12) 

ES, K sin? a — (. (43) 

L'égalité (12) est la relation cherchée entre «, 6, y; la 

relation (13) exprime une propriété connue : le point de 

Lemoine K est le centre de gravité de son triangle podacre. 

La relation (12) peut aussi se mettre sous la forme 

soper-Ll hé, (491) 

des relations (12) et (12) on tre 

Z cos 2a — p. 

19. Désignons par 4, b, L les distances d’un point M de 

la conique aux points À, B, Cet par x, y, z et æ', y', z' les 

coordonnées normales absolues de ce point par rapport aux 

triangles ABC, A'B'C'. En mettant l’équation (1) de y sous 

la forme 

y? + 22 + 2ys cos À + x (x + 2y cos C + 2x cos B) — 0 

et en tenant compte des égalités (7), on voit que l'on à la 
relation (comparer 1, c) 

l, sin? À Æ pxx! — 0, 

loù 

sin A sin B sin C 
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20. On a les relations 

y? + 2 + 2yx cos À — [, sin? A, 

a? + 2 + 2x3 cos B — /; sin? B, 

a? + y? + 2xy cos C — sin? C. 

Si l’on additionne membre à membre ces égalités, on 

obtient 

2x? + 2Eyz cos À — 4, sin? À, 

où, en tenant compte de l'équation de y 

Za? — 2, sin° À — EP,P?, (14) 

PaP,Pe étant le triangle podaire de M (fig. 2). 

C Pa 
Fr È 

Soit P le centre de gravité de P,P,P4 et M le symétrique 
de M par rapport à P,ona 

Da? — EMP,? — 3MP° + L EPP?. 

Par suite, l’égalité (14) devient 

2 2 
MP = LEP, — 9 24, sin? A. (15) 

OI © 



(18) 

21. On démontre aisément la relation suivante, dans 
laquelle M désigne un point quelconque 

St. 19R? sin? A sin? B sin? C 
ZE sin À = KM S'én A TT 

: | ke Ÿ sin? A Ge 

Si le point M est situé sur y, on a la relation (14) et 
l'égalité (16) devient 

Sue — KM? Y sin À L 12R2 sin? ss + sin C 

2 sin? À 

Le lien d’un point tel que Ÿx? soit constante est une 

ellipse e de centre K. L'égalité précédente montre que les 

points de rencontre de cette ellipse avec y sont situés sur une 
circonférence de centre K ; par conséquent, les axes des ellipses e 

sont les droites À, A. 

22. L'égalité (16) permet de déterminer simplement 

l'équation de + rapportée à ses axes de symétrie À, A’; comme 

M M’ — 2MP, cette égalité peut s’écrire, si l’on tient compte 
de (15) (fig. 3) 

2 32R? sin? A sin? B sin? C 
A! : 

ee 32 sin? A “ae 

de 
. KM° X sin? À + 

n 
M 

4 

| /3. 3. 

Or, M, M’ sont des points correspondants des deux figures 
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semblables ABC, A/'B//C''; par suite, les droites KM, KM’ sont 

symétriques par rapport à A et l’on a 

KM :KM'— bp :5. 

Si X, Y sont les ar F M par rapport aux axes 

A, A’, celles de M’ seront ; : PX, — > PV. d’où 

MM* — À LG — Xe + (+ DT 

En remplaçant, dans la relation (17), MM” par cette valeur 
Sa L- Ê E (5 0) 

et KM par X° + Y?, on obtient l'équation de y 

: [GB — 9x2 + (94 pPYE] — : (X2 + Y2) Y sin? À 

32R2 sin? A sin? B sin? C 

3Z sin? A 

Si l’on remarque que 

Q— 2 

Z sin? À — 2 + 9 cos À cos B cos C — 2 sin?0 — Z FAR 

cette équation se simplifie et devient 

GB — BE + (8 2 JV? — 9 (0 — pr) (KE HV) 
384R? sin? A sin? B sin? C 

9 — p? 

ou 

Ce? — 20 — 3)X2 + (p°? + 2p — 3)Y? 

12%8R?2 sin? A sin? B sin? C 

SU Motone 2 cts) 

Nous supposerons que le triangle ABC est obtusangle; la 

conique y est alors une hyperbole dont À est l’axe imaginaire. 



(20) 

23. Supposons l’hyperbole y fixe et considérons la série 
des triangles ABC isotropiques par rapport à cette hyperbole. 
Il résulte de ce qui précède que tous ces triangles sont obtus- 

angles et ont pour point de Lemoine commun le centre K de 

l'hyperbole +. Nous allons indiquer quelques autres propriétés 

de ces triangles. 

24. Soient «, 6 les axes de y; on tire de (18) : 

$ 198R2 sin? A sin? B sin? C 392$? (| 
LE == ————————————— — . PE RE UE 

eE—18—9)G+e) RE (—1)8—b)G+e} (19) 
4198R2 sin? A sin?B sin? C 392$? 1 

7 E—DG-YG+) À E-DB—#G+e) 

d’où, en représentant par 2 l’angle des asymptotes de y 

(ep +1) —p) 
(p—1)(8-4 0) 

ro 

Il résulte de cette dernière formule que op et, par suite, 

l’angle 8 ont la méme valeur pour tous les triangles isotropiques 

par rapport à une hyperbole donnée. 

Les relations (19) montrent ensuite que le rapport de la 

surface au rayon du cercle circonscrit est le même pour tous ces 

triangles. On peut remarquer la formule 

ga 

EE 248 sin50 cos 0. 

25. Les asymptotes à, d’ de y (fig. 4) rencontrent le côté 

BC en des points U'et V symétriques par rapport au pied de 

la hauteur AD et les angles AUD, AVD sont égaux à 0 (3) ; on 

a donc 
28 cot 0 

DU — AD cot 6 = ————: 
è EL R sin A 



(A) 

Soit KL la perpendiculaire abaissée du point de Lemoine K 

sur BC, on a 

2Sa S sin À 4S sin A 
Ronnie ue cb TNTE gps si 

A0, RASINEA à R(Q=— 0?) 

d’où 

S2 6 
DU KL — AS? cot 4 

R2(9— 0?) 

La surface du triangle KUV est donc constante et, par 

conséquent, le côté BC enveloppe une hyperbole. Aïnsi, les 

À 

V 

fs: 4. 

triangles isotropiques par rapport à une hyperbole y sont cir- 

conscrits à une autre hyperbole ayant les mêmes asymptotes que + 

el qui touche chaque côté au pied de la hauteur correspondante. 

Cette hyperbole est évidemment la conique y’ rencontrée 
plus haut (5). 

26. Le triangle variable ABC étant circonserit à une 

conique fixe est inscrit à une autre Conique; on peut démon- 



(22) 

trer directement cette propriété en remarquant que la hauteur 

DA est proportionnelle à UV, c’est-à-dire au diamètre de y 

conjugué à KD; on déduit aisément de cette remarque que le 
lieu de À est une conique ayant ses axes dirigés suivant ceux 

de y. Cette conique est évidemment la conique y” (6). Ainsi, 
les triangles isotropiques par rapport à une hyperbole > sont 

inscrits à une autre hyperbole homofocale avec +. 
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INTRODUCTION 
‘4 

Rappelons d’abord, sur un exemple simple, ce que l’on 
entend par développement asymptotique (*). 

Soit donnée l’expression 
: 
a 

=. | à “ad L 2 415 

La 

ps l . 

où æ est un nombre positif que l’on a à considérer dans le 

_ voisinage de + c. | 
_ En intégrant par parties, on à 

( k # dx 21. | is c Tax. 
Z æ a? de à æ 

_ Une nouvelle intégration par parties donne 
LA 

È 1 1 on | 
È x x LE, … 

LA: 

Pi 

: 6) Cf. Leçons sur les séries divergentes (Chapitre 1) par EMILE BOREL. 

Paris, Gauthier-Villars, 4901. 



(4) 

En continuant ainsi, l’on aura 

AE COR RE 5 CAPE l 
AO ne be di ++ TA 

ue @) 
avec hou = (14. Ji +1. À re dx 

| représentant, selon la notation anglaise, la factorielle 4.2.3....j. 

Mais la fonction c—% est décroissante. Donc sa valeur dans 

tout l'intervalle (x, œ) reste non supérieure à c—*, et l’on a 

ê TR es = pe: Fed 

: ait? dit? (j —- 1) à CARE 

x 

Par suite, en représentant par 0 une indéterminée comprise 

entre 0 et 1, la relation (2) donne 

Re 7 

[j +1 ï 

ea +erEei] 
La somme entre ! } est égale à 

Qu 1) 4 (1 — 6), 

donc de la forme 

En représentant par 



4 (5) 

_ l’expression entre { } dans (3), c'est-à-dire la somme des j pre- 

. miers termes de la série 

s SR LE AA 9 PE 

A Te me el 

_ Ja relation (3) s’écrira 

(x) = u(æ, j 4); Ê ô 5 fe) = un(e, ÿ) + (0 (5) 

En particulier, pour 7j — 1, on a 
D 

fe) = 2 2.1 

et l’on voit que la courbe 

ou 
æ 

est asymptotique à la courbe 

y = f(x) 

à et possède donc vers l’infini une allure pareille. 
_ Pourj —2,ona 

12 M 
a 

1 1 
Nes t 

% 

_ et l’on voit que, dans le voisinage de + æ, la courbe 

ESS 

EU 

_ épouse encore plus fidèlement la forme de 

y = f(x). 



(6) 

] 

En un mot, à mesure que l’on augmentera 7, on obtiendra, 

par la fonction u (x, j), une représentation de plus en plus 
fidèle, pour x très grand, de la fonction 

HAE 1e : "Hat 2 

æ 

C’est pourquoi nous dirons, avec M. H. Poincaré, que la 

fonction uw (x, j) est une représentation asymptotique de la 

fonction f(x), pour x = + +. 
1 

Remarquons bien que la série (4) est divergente, quelque 

grand que soit x. 

On ne pourra donc, pour calculer f(x) avec une erreur infé- 

rieure en module à un nombre donné e, utiliser cette série (4) 
à la manière ordinaire; c’est-à-dire en faisant croître suffisam- 

ment la valeur de j dans uw (x, j), x restant fixe. 

C’est le contraire que nous ferons : 

Nous donnerons à 7 une valeur fixe (j — 1 si l’on veut), et 

nous remplacerons le nombre donné x par un nombre x, que 

nous ferons croître Jusqu'à ce que la différence 

(a) — U(&, j) 

soit, en module, inférieure à e4, ce nombre e, étant lui-même 

plus petit que e. 

Comme on a 

CO à Par ça ee md 

“ti a Res — dx + c — dx 
- VA T 
æ x Ta 

1X—00 | æ SA — — ee + C : ie » — dx 
- 5 X 
æ CA 

re ce — dx + € %f(æ,) (6) 

x 



(4 ) 

_on voit que l’on aura 

T4 Rd es - 

Î(&) — « | — da + C4 {u(as, j) E he, } "A x 

et à fortiori, puisque 

TEE 

LEE re | — dx + c°—Au(x,, j) + e,. (7) 

L'intégrale du deuxième membre s'étendant à un intervalle 
_ fini (x x,), il sera facile de la calculer, par exemple comme 

limite de somme, avec une erreur inférieure en module à 

noet(e.-- €). Donc | 

| - dx = S +U(e— )e (8) 

et par cette substitution la relation (7) devient 

FC) = e%.S + em ua, j) HÔ{(e —e) +} 

ou 

[(E) = 6%. S + cn u(x,,j) +0. e. (9) 

Et l’on voit que 

SET SE; 1) 

donne bien la valeur de f(x) avec une erreur inférieure en 
module au nombre donné &. 

* 

*X * 

La considération de séries divergentes analogues à (4) est 



(8) 

une nécessité qui s'impose dans la jee des équations difté- 
rentielles. 

Il est bien connu, en effet, que les séries de Thomé, satisfai- 
sant formellement à l’équation 

d” ane se db + Ps te +P.)y=0 (0) 

où 

1 
(= -, 

TL 

sont en général divergentes quand P, s’annule pour t — 0, 
quand bien même les coeficients P, P,...P,, sont des fonc- . 
tions holomorphes de 2. 

Le fait est encore vrai pour les solutions de l’équation 

(PDF + Brad LOTO (11) 

quand on développe ces solutions en séries ordonnées par 

rapport au paramètre variable x, tendant vers + œ, si P, 

s’annule pour æ — æ. Pour en avoir des exemples, il suffira de 

remplacer dans l'équation (10) £ par = =. 

* 

*X * 

Enfin, et c’est la raison déterminante qui nous engage à 

présenter ce travail, la théorie des développements asympto- 

tiques constitue une méthode tout à fait pratique, dans la 

plupart des cas, pour décider de la convergence ou de la 

divergence d’une série, et cela sans se tenir à la convergence 

absolue. 

Nous montrons, en effet, dans une note annexée à ce travail, 

uù D d'a Li ss. 1 babe. 



(9) 

qu'on ne change pas l’état de convergence ou de divergence 

d’une série | 

X—=o 

L Y() (12) 

— dans laquelle chaque terme Y(x) est développable asym- 

ptotiquement sous la forme 

Ste) = Ta). 1 + © mea A7 baban at iofjs) 
ar x ai 

où € représente une fonction qui tend vers zéro quand x tend 

vers l'infini — 

nous montrons, dans cette note, qu'on n'altérera pas la 

convergence ni la divergence de la série (12) quand on rem- 

placera chacun de ses termes Y(x) par le premier terme T(x) 

de son développement (13). 
On ramène ainsi la série (12) à une série équiconvergente 

beaucoup plus simple 

X—=N 

YLT(E). (14) 
X=X09 

Si l’on nous dit que, pour ce faire, point n’est besoin de 

savoir former tout le développement (13), mais seulement son 
premier terme, nous répondrons que l’on peut avoir à consi- 

dérer une série (12) dans laquelle Y(x) est donné par une 

fonction composée 

Ye) = Far), (x)... 

et que si dans F on remplace «(x), 5(x),... par leurs dévelop- 
pements asymptotiques, 1] pourra se faire que les premiers 

termes des développements de «(x), 3(x),... se détruisent 
entre eux, de sorte que, pour avoir le premier terme du déve- 

loppement de Y(x), il faudra employer plusieurs termes dans 

les développements de &(x), B(x), … 



( 10 ) 

L'emploi des développements asymptotiques fournit donc 

une méthode très générale, peut-être même la seule qui soit 

pratique et un peu générale, pour l’étude de la convergence. 
À ce titre, on ne saurail trop, ce nous semble, multiplier les 

recherches sur ce sujet. 

Nous ferons les deux remarques suivantes, relativement à la 
portée de l’étude que nous allons développer : 

PREMIÈRE REMARQUE. 

Dans les équations différentielles que nous allons considérer, 

la variable de différentiation 3 n’est pas la même que la varia- 

ble ordonnatrice x. Ce seront des équations différentielles 

linéaires semblables à l’équation (11), avec ou sans second 

membre. 

Mais si l’on voulait étudier le cas de z — x, il n’y aurait que 
bien peu de moditications à apporter à ce travail : | 

Il suffirait tout simplement de supposer que le signe D 

représente, non pas l'opérateur _. mais l’opérateur 22, pour 

avoir, presque sans autre changement, la théorie des équations 

différentielles lorsque la variable de différentiation est x. 

Et la théorie que l’on obtiendra ainsi sera tout à fait géné- 

rale et sans aucune restriction. Résultat qui n'avait pas encore 

été atteint jusqu’à présent, même au point de vue purement 

formel. 

SECONDE REMARQUE. 

Dans ce travail, nous recherchons des développements 

asymptotiques indéfinis, et, pour pouvoir les obtenir, nous 

serons contraint d'exiger des coeflicients de l'équation diffé- 

rentielle (114) qu’ils possèdent eux aussi un développement 

à | Vos tt tnt st nnnts dés dit iit bat mtfé de 1408 at 



3 

LA 

(11) 

asymptotique indéfini et qu'ils soient indéfiniment dérivables 

par rapport à 3. 

Au cas où ces coefficients ne posséderaient qu’un dévelop- 

pement asymptotique limité et où ils ne seraient pas indéfi- 

niment dérivables par rapport à z, nos raisonnements seront 

encore applicables, mais à condition de se contenter pour le 

développement asymptotique de y d’un nombre de termes 
limité, nombre de termes qu’on reconnaîtra à mesure que l’on 

développera les calculs, mais que nous ne fixerons pas à priori, 

parce que la formule générale serait par trop complexe. 

* ; * 

Notre travail est divisé en quatre parties : 
Dans la première partie, après avoir défini, sous le nom de 

calcul des classes de fonctions, une extension de la théorie des 

inégalités destinée à faciliter les recherches d’analyse, nous 

passons en revue les principales règles de notre calcul asym- 

ptolique, en élargissant un peu le point de vue de M. H. Poincaré. 

(Non pas dans un vain désir de généraliser quand même, mais 
parce que nous faciliterons nos démonstrations.) 

* 

> * 

Dans la deuxième partie, nous étudions la structure des 

fonctions algébriques (irrationnelles) dans le voisinage de 

æ = œ. C'est-à-dire des solutions ® de l'équation algébrique 

P,Dr + Pi 2. + p, D + P,—0 (43) 

où les coefficients P sont des fonctions de x. 

Dans le cas où ces fonctions sont holomorphes pour x — %, 

la question est complètement élucidée par le mémoire de 
Puiseux (*). Et elle se trouve très clairement exposée dans le 
Traité d'analyse de Picard (**). 

(*) Journal de mathématiques (de Liouville), t. XV (1850). 
(**) Tome II, p. 399. 



(429 

Mais ici nous avons besoin de considérer le cas où les coeff- 
] 

cients ne sont pas holomorphes à l'infini, mais seulement 

développables asymptotiquement sous la forme 

un Ur a; 

œ(a, + FLE hs ME à #). 

C'est pourquoi nous nous sommes vus obligés de faire une 

théorie qui ne fût point basée sur les propriétés des fonctions 

holomorphes, mais seulement sur la notion de croissance. 

* 

* *k 

Dans les deux dernières parties de ce travail, on considérera 

les équations différentielles linéaires de la forme 

(BD + P,D" + … + P,)y = 0 (41) 

ou bien, avec second membre 

(PD" + PDP) —K (46) 

où les coefficients P et le second membre K sont des fonctions 

de la variable de différentiation z et d’un paramètre variable 

æ, que l’on fera tendre vers l'infini. 

Et l’on se proposera de mettre en évidence, par des déve- 
loppements asymptotiques appropriés, l'allure que ce mouve- 

ment du paramètre æ impose aux fonctions définies par 

l'équation différentielle. 

D'abord, la troisième partie étudiera la structure des solu- 

tions formelles de l'équation différentielle (11). 



Mr F2 ei dns 

gt” 

(13) 

Pour montrer la dépendance qui existe entre cette troisième 

partie et la seconde, signalons cette propriété (nouvelle) que 

ces solutions formelles sont constituées d’un produit de deux 

facteurs, facteur principal et facteur secondaire; et que le 

facteur principal est de la forme 

c'?dz 

où © est un polynome en x qui, dans le cas général, est égal à 

la partie principale d’une racine ® de l’équation algébrique (15). 

* 

* * 

Enfin, la quatrième et dernière partie démontrera que ces 

solutions formelles, construites dans la troisième partie, 

permettent de développer asymptotiquement les solutions 

exactes de l'équation (11) et de l'équation (16). 

* 

* * 

La littérature mathématique, abondante pour'les dévelop- 

pements asymptotiques dans les équations différentielles sans 

paramètre variable, est bien peu nombreuse pour les équations 

avec paramètre variable. 

Après les théorèmes bien connus de M. Poincaré (*) et de 
M. Picard (*), qui s'appliquent au cas où les coefficients 

P, P, .... P, sont holomorphes pour x — , sans que P, s’an- 

nule pour cette valeur æ — æ, et qui annoncent que dans ce 

cas la solution y est également holomorphe pour x — æ, si les 

conditions initiales le sont, 

après ces théorèmes, nous n'avons rencontré que les deux 

beaux mémoires de J. Horn publiés dans le tome LIT des 

Mathematische Annalen (1899). Ces mémoires se limitent aux 

équations différentielles du deuxième ordre et emploient des 
méthodes qui ne suffisent plus pour les ordres supérieurs. 

(*) H. Poincaré, Acta mathematica, t. XIII (1890), p. 9. 
(**) E. PicarD, Traité d'analyse, 2me édition, t, III, p. 88. 
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DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES 

DANS 

LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINEAIRES 

PARAMÈTRE VARIABLE 

PREMIÈRE PARTIE 

Calcul des classes et calcul asymptotique. 

a — 

CHAPITRE PREMIER 

CALCUL DES CLASSES DE FONCTIONS. 

$S 1. Opérations logiques. 

1. Dans tout ce qui suit, une lettre surmontée d’un trait 

horizontal représentera, non pas un nombre ou une fonetion 

déterminée, mais toute une classe de nombres ou de fonctions. 

2. Par exemple : 

n  — ensemble des nombres entiers, ou classe des 

fonctions dont les valeurs numériques sont des 

nombres entiers. 

P — ensemble des nombres > 0 (ou elasse des fonc- 

tions...) 
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— intervalle de O à 1, frontières comprises. 

— ensemble des nombres dont le module est < 1. 

I(z129) — classe des fonctions indépendantes de z, et de zo. 
eff) — classe des fonctions qui tendent vers zéro en 

même temps que f. 

a 

Ÿ 
pi 

1 

3. L'algèbre de la logique de Leibnitz, retrouvée et déve- 
loppée par Boole et Schrüder, comporte trois opérations sur 

les classes (classes de fonctions ou d’êtres quelconques) : la 

multiplication et l'addition logiques et la négation. 

Æ. La multiplication logique de deux classes a b, que, afin 

d'éviter toute confusion avec la multiplication mathématique, 

nous appellerons intersection des deux classes a b, est la classe 

—TSNS— 

a b 

formée de tous les éléments contenus à la fois dans a et dans b. 

De même l'intersection 

de a b c est la classe formée de tous les éléments qui appar- 

tiennent à la fois à a et à b et à c. 

5. L’addition logique de deux classes a b, que nous appel- 

lerons réunion des deux classes a b, est la classe 

a) -b 

formée de tous les éléments contenus soit dans a, soit dans 6. 

De même la réunion 

te —— 

adbroie 
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de a b c est la classe formée de tous les éléments qui appar- 

tiennent ou bien à a ou bien à b ou bien à c. 

6. Enfin la négation d’une classe a est la classe 

a 

formée de tous les éléments qui n’appartiennent pas à a. 

Pour une théorie de ces trois opérations nous renverrons au 

petit ouvrage de M. Couturat (*). 

7. Nous signalerons seulement les formules de De Morgan, 
qui permettent de définir l’une des deux opérations : intersec- 
tion ou réunion au moyen de l’autre et de la négation : 

ETS 

a b— négation dea b 

a b— négation dea b 

et plus généralement : 

a b ce— négation dea b c 

a D c—négationdea b c 

etc. 

(*) Louis CouTuraT : L’Algèbre de la logique. Collection Scientia. Paris, 

Gauthier-Villars, 1905. 

Il suffira de considérer seulement l'interprétation conceptuelle ii. e.). Comme 

M. Couturat ne considère pas simultanément les opérations logiques et les 

opérations mathématiques, il a pu, sans inconvénient, employer les signes 

ordinaires de l'algèbre X + < au lieu des signes = < introduits par 

Peano, et du signe + de Schrôder que nous définirons plus loin. 

2 
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{ 
4 

.$ 2. Opérations mathématiques sur les classes. M: - 

8. Notre calcul, au lieu de s'étendre à tous les concepts 

possibles, va se limiter aux classes de nombres et de fonctions. - 
En ce sens il sera moins général que le calcul logique de Boole, - 

Schrôder et Couturat. Mais, d'autre part, nous pourrons consi- 

dérer d’autres opérations que les trois opérations logiques que - 
nous venons de définir. Nous pourrons considérer toute espèce | 

d'opération mathématique sur les classes. Et ces opérations 

seront pour nous beaucoup plus importantes que les opérations - 

logiques. ; | 

9. L'opération mathématique | | 

Foot. Ris) (4) 

ayant été définie pour toutes les fonctions «442... qui appar-. 

tiennent à la classe a; et pour toutes les fonctions 6,82... qui 

appartiennent à la classe b; ..., nous représenterons par $ 

Fa a, BD) à @). 

la classe composée de toutes les fonctions de la forme (1), où: 

429 … Sont des fonctions, égales ou inégales, appartenant à a, - 

8,89 .… des fonctions, égales ou inégales, appartenant à b, 
etc. 

10. Par exemple : 

3 +50 1 

représentera tous les nombres de la forme 3 + 5 6, où 8 est 

nombre arbitraire renfermé dans 0, c’est-à-dire un nombre 

compris entre O et 4 (inclusivement). Donc (1) représentera 
l'intervalle (3,8). û 



11. Autre exemple : 

CE) rt) 

représentera l’ensemble des nombres de la forme 4, -— 6, où 

4, et 6 sont des nombres quelconques renfermés dans 4. Donc 

(1) représentera l'intervalle (— 1, + 1). 

12. Insistons sur ce point que le symbole 

F(a, a, à) (4) 

représente, non pas seulement la classe des fonctions 

F(æx, &, a) (2) 

où « est une fonction quelconque de a, mais bien la elasse de 

toutes les fonctions 

F(œ, dy a) (9) 

OÙ «1%923 Sont trois fonctions quelconques, égales ou inégales, 

appartenant à a. 

13. Si l’on voulait considérer l’opération (2) au lieu de (3), 

on ferait, non pas le calcul des classes, mais le calcul des 

fonctions variables dans une classe. Et l’on n'aurait, pour 

indiquer cette opération, qu'à supprimer les barres horizon- 

tales dans le symbole (1), ce qui n’aurait aucun inconvénient, 
puisque ce calcul n’est pas autre chose que le calcul ordinaire. 

14. En définitive, le même symbole a, dans notre notation, 
représente indistinclement l’une ou l’autre des fonctions 

dydoaz … de la classe a. 
En supprimant tous ces indices différents pour les rempla- 
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cer par un simple trait horizontal, on obtiendra un résultat 
évidemment moins riche en détails, mais on gagnera énormé- 
ment en simplicité. 

Et cela sera souvent d'un très grand avantage, surtout pour 
les recherches et les démonstrations. 

$ 3. Équations aux classes. 

15. Pour exprimer qu’une classe u est renfermée dans une 

classe b, c’est-à-dire que tous les éléments de a appartiennent à 
b, Schrôder emploie la notation 

a + b. 

16. Cette relation à des propriétés formelles analogues à 

celles de la relation mathématique < (plus petit que) ou plus 
exactement <; notamment celle de n'être pas symétrique; et 

celle, fondamentale, que les deux relations simultanées 

ab b+c 

entraînent 

ae 6 

17. Lu notation 

a ++ b 

signifiera que les deux classes sont équivalentes, c’est-à-dire 
que l’on a simultanément 

a + b a + b. 

NTI LS 

PE 
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18. Il est facile de voir que des inclusions de même sens 

4 + D 

RUE (1) 

ay + ds 

peuvent se combiner membre à membre, de façon quelconque ; 
c’est-à-dire que, quelle que soit l'opération F, les relations (1) 

entraînent : 

F (a, à, as) + F(P, b ba). (2) 

19. Mais si l’on veut, dans une inclusion, faire passer un 

terme d'un membre dans l’autre — comme on peut le faire 

dans une relation algébrique, en changeant simplement le 

signe du terme —, la chose se complique. 

Pour pouvoir commodément transformer une inclusion, sans 

diminuer sa portée, il importe de distinguer par un signe les 

termes qui proviennent de l’un ou l’autre membre. 

La relation 

a +b (1) 

exprime que n'importe quel élément de à est égal à un certain élé- 

ment de b. 

Représentons la première expression soulignée par le sym- 

bole 
x4 
a; 

et la deuxième expression par le symbole 

Si 

Alors l’inclusion (1) sera représentée par l'égalité 

à (2) 
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20. D'une manière plus générale, la notation 

LS SRR 

signifiera que, A4Ao … étant des fonctions choisies comme 

on voudra dans la classe A,; B4, … comme on voudra dans la 

classe B, … ete.; la notation (1) signifiera qu’il est possible de 

trouver des fonctions aya> … appartenant à a, des fonc- 

tions b4, .… appartenant à b, .… etc., de façon à satisfaire à la 

relation 

FAX... cb CP (2) 

21. En respectant les accents, on pourra, maintenant, 

effectuer sur les équations telles que (1) les mêmes transfor- 

mations que sur les équations ordinaires. 

22. On pourra en outre effectuer, sur ces équations (1), les 

substitutions suivantes : 
1° Remplacer une classe à accent aigu par une classe — à 

laquelle on donnera même accent — qui y soit contenue, ou 

par une fonction qui y soit contenue ; 
2° Remplacer une classe à accent grave, ou une fonction, 

par une classe qui la contienne et à qui on devra donner 

l'accent grave; | 

5° Enfin on pourra remplacer un accent aigu par un accent 

grave. 
De toutes ces substitutions, il n’y à que le remplacement 

d’une classe par une classe équivalente, avec même accent, 

qui soit réversible. 

23. Il va sans dire que les transformations non réversibles. 
diminuent la portée de la relation et ne doivent être employées 

que si elles s’excusent par une simplification. 

sr" Giles @n 
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$ 4. Emploi des classes. 

24. Dans la plupart des relations que nous aurons à consi- 
dérer, il n’entrera pas d'autre accent que l’accent grave. Nous 

_ supprimerons alors cet accent, puisque cela n’entraînera aucune 

ambiguité. 

25. Par exemple, pour exprimer la relation 

a Z b, 

on écrira 

a = b + P, 

Et en remplaçant ainsi une inégalité par une égalité, on 
rendra les calculs plus faciles. 

26. La relation 

&.<b 

pourra se représenter par 
Si — 

a=b+P 6. 

Si la classe P 6 devait être souvent employée, on la repré- 

senterait par un signe spécial, par exemple par Q (lettre 
employée par Peano). 

27. Lorsqu'une fonction f(x) tendra vers une limite A 
pour æ = a, on aura la relation : 

f(æ) = À + e(x — a), 

ou en abrégé 

f(&) = A+e. 
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28. Veut-on faire entrer dans un calcul la condition que la 
convergence de f(x) vers A est uniforme par rapport à un para- 

mètre z? On utilisera la relation 

f(æ) sa) GE 

ou en abrégé 

fa) À EVE 

29. IL arrive souvent que, pour chaque valeur déterminée 
de yz.., le module d’une fonction |f(xyz...)\ est borné quand x 
varie dans son domaine. On aura alors 

(4, à 3...) . l@) & 

30. Si le module était borné à la fois par rapport à toutes 
les variables x, y, 3 ..., on écrirait 

IE, 0,2: Jo ECæ, 9,2) 

etc. 
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CHAPITRE IT. 

CONGRUENCES GÉNÉRALISÉES. 

31. Étant donnée une classe 

UO 

qui entre dans une ou plusieurs relations de la forme 

a = b + 00, 

nous dirons que cette classe 00 forme une base, si la somme, 

la différence, le produit de deux fonctions quelconques de 00, 

appartient aussi à 00. 

Telles sont par exemple : 

d’abord la classe composée du seul nombre 0, 
ensuite les classes : 

CO) œ 

et encore, m étant un entier donné, la classe m . n des mul- 

tiples de m. 

32. Nous appellerons zone de la base 00 la classe z définie 

par 

Autrement dit, une fonction f sera dite appartenir à la zone z, 

quand son produit, par une fonction quelconque de 00, sera 

encore une fonction de 00. 
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83. Si, par exemple, la base se réduit au seul nombre zéro, 
la zone sera formée de tous les nombres finis et de toutes les 
fonctions finies en chaque point de leur domaine. 

34. Si, au contraire, la base est la classe m . n des multiples 

de l’entier m, la zone sera l’ensemble n des nombres entiers. 

Et une relation 

a=B8+m.n 

où « et 5 sont dans cette zone n, sera équivalente à la con- 
gruence de Gauss : 

a—=f$ (module m). 

35. Les relations, ou systèmes de relations, de la forme 

a = bi + 00 4 4 + Le (1) 

(PS — b, - 00 | 

où l’on ne considère que des fonctions appartenant à la zone z, 
constituent donc une généralisation des congruences de Gauss. 

36. Il est facile de voir que, en combinant ces relations. 
membre à membre, par addition, soustraction ou multiplica- 

tion, on obtient encore des relations de même forme. 

Pour l’addition et la soustraction, cela résulte, en effet, 1° de 

ce que, si a, et & sont dans la zone, il en est de même de 

ai + à et de ay — &, c’est-à-dire que 

et 2° de ce que 
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_ 87. Quant à la multiplication, si l’on multiplie membre à 

membre les deux premières relations (1), on obtient 

did ns bb, + 0,00 “| b,00 + 00. (2) 

_ Mais comme, ainsi qu'il est facile de le vérifier, 

_ les termes a, et b,b, seront dans la zone, et, de plus, puisque 
b, et sont dans la zone, les trois derniers termes de (2) se 

: A 

_ réduisent à 00. Done, en multipliant membre à membre les 
deux relations (1), l’on obtient 

did = bibe + 00 

où 4,4 et b,b, sont dans la zone. C. Q.F. D. 

. 

__ 38. Enfin, si les inverses de a et b sont dans la zone, la 
relation 

a = b + OÙ 

entraînera 
Pad 50 

_ Car on aura 

1 Â 5 ASCTE 

UN DRE 
4 Ut 
= g—00.3.3 

1 nas 

DRE EST PES 

D'OR 
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CHAPITRE HE. 

CALCUL ASYMPTOTIQUE. 

S 1. Définitions. 

89. Nous aurons à considérer trois variables indépendantes 

Lg 

La variable x parcourra, dans l’ensemble donné E, toutes 

les valeurs dépassant un certain nombre positif x,, indépen- 

dant de x et de z. On pourra, selon les besoins, choisir ce 

nombre fini x, aussi grand qu'on voudra, si bien qu’en défi- 

nitif on ne considérera l’ensemble E que dans le voisinage 

de æ — +. Il faudra donc que l’ensemble E possède des 

points au delà de n'importe quel nombre positif. Autrement 

dit, l’ensemble E doit admettre le point + æ comme point 
d’accumulation. 

Ce sera, par exemple, l’ensemble des nombres plus grands 

que l’unité; ou bien encore l’ensemble des nombres entiers 
positifs; etc. 

40. La variable z est celle par rapport à laquelle s’effec- 
tueront les dérivations 

2 d 
D = —— y D? ne LL 

de de 

qui entreront dans nos équations différentielles. 

Nous supposerons que le domaine de cette variable z est un 

intervalle réel 3132 (31 < 29). 

Le cas où l’on voudrait faire parcourir à z un arc z4% de la 
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courbe C, dessinée dans le plan représentatif des imaginaires, 

se ramène facilement au cas de l'intervalle réel. 
Supposons en effet que l’on ait 

Lg ge 3 ent 

La courbe C sera donnée par les expressions des coordon- 

nées «8 en fonction d’un paramètre réel z’. 

a fa)  B=g() 

La substitution 

8 = f(x") + ga) —1 

permettra de considérer, au lieu de z, la variable réelle z! par- 

courant l’intervalle réel 3:32. 

41. Enfin la troisième variable que nous aurons à consi- 
dérer, la variable 7, ne prendra que des valeurs entières, posi- 

tives. Nous l’appellerons le numéro de la fonction. 
Comme exemple de fonction de ces trois variables x 37, 

exemple que nous rencontrerons souvent, nous citerons la 

somme des } premiers termes de la série, convergente ou 

divergente : 

Ur UE HE + + 
æ Z 

où les a ne dépendent que de z. 

FONCTION ASYMPTOTIQUEMENT NULLE. 

42. Nous dirons qu’une fonction f(xzj) (*) est asymptoti- 
quement nulle si, pour chaque valeur de j dépassant un certain 

(*) Par exemple f(xzj) — C} ou bien f(x4j) = ©” 
x 
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nombre 79, la fonction f(xzj) tend vers zéro, uniformément par 

rapport à z, quand æ tend vers l’infini (dans E). | 
Et si en outre : 

4° Pour chaque valeur de j dépassant un certain nombre j,, - 

le produit x, f(xzj) tend vers zéro, uniformément par rapport 
à z, quand x tend vers l'infini (dans E); | # 

2 Pour chaque valeur de } dépassant un certain nombre je, 

le produit æ?, f(xzj) tend vers zéro, uniformément par rap- 

port à z, quand æ tend vers l'infini (dans E). 
Etc. 

En un mot, la fonction f(xzj) sera asymptotiquement nulle 
si, quel que soit n, l’on peut trouver un nombre 7, tel que, 

__ pour toute valeur de j dépassant 7,, l’on ait 

x'f(æzÿ) = X . € o rer 4 
L 

43. Remarquons que la relation (1) entraine 

Er S [(æ, 2) RS 

et que, réciproquement, si, quel que soit N, l’on peut trouver 
un nombre /, tel que, pour j > 7x, l’on ait 

a f(æzj) = À. [(&, 2) Er 

alors, en posant | 

N—n+T1;, 

l’on aura 

x 
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Donc on peut remplacer la première définition par la sui- 

vante : 

44. Une fonction f(xzj) est asymptotiquement nulle si, 

à tout nombre positif N, on peut faire correspondre un 
nombre 7\ tel que, pour tout numéro j dépassant 7x, l’on ait 

NOT SE rh 4e 
À.I(x, 2) & 

21 : f(x, &; Î) @ (2) 

quel que soit x > x dans E. 

45. Toutes les fonctions asymptotiquement nulles que nous 
considérerons dans la suite seront indéfiniment dérivables par 
rapport à z, et toutes leurs dérivées successives par rapport à z 

seront elles-mêmes asymptotiquement nulles. 

Nous représenterons désormais par 

00 

la classe de ces fonctions. 

46. Nous dirons que deux fonctions u, v sont asymptotique- 

ment égales, lorsque leur différence (u — v) sera asymptoti- 
quement nulle. Donc lorsque 

u.— y — 00 

ou 

À u = v + 00, 
LL 

relation que l’on pourra, si l’on veut, représenter en abrégé par 

U=—=V. 
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47. Il est facile de voir que cette classe 00 est une base au 

sens du n° 31 et que sa zone renferme, entre autres, toutes 

les fonctions formées en prenant un nombre de termes fini, 

mais pouvant croître indéliniment avec j, dans une série telle 
que 

UT + URt + ULe Æ 

où les u et les « sont de la forme 

Fu L(4 2) e 

ainsi que leurs dérivées successives prises par rapport à 3. 

On pourra appliquer à cette base et à sa zone 3 toute la 
théorie et toutes les formules du chapitre précédent. 

Nous ajouterons les remarques suivantes : 

PREMIÈRE REMARQUE. 

48. Deux fonctions étant égales asymptotiquement, si l’une 

est dans la zone, l’autre y sera aussi. 

Démonstration. 

On a 

DE Li: 
00 — 00, 

NE 

f= 9 + 00, 

donc, en multipliant membre à membre, 

ee 1 2 
f.00 = g. 00 + 00, . 

ou, puisqu'on suppose que g est dans la zone 

c'est-à-dire que f est dans la zone. C. Q. F. D 
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: 00 
nr SECONDE REMARQUE. 

_ 49. Deux fonctions étant égales asymptotiquement, si l’in- 

verse de l’une est dans la zone, l'inverse de l’autre y sera aussi. 
D 

Démonstration. 
" 

# Supposons donc | 

pes | | nd 
Ô 2 

* On ne 
; 

1 q Â ge — Re Ed 8) OS NU ES à 

or, de (4) on tire | 

4 lac RE “À 9 3 

ou, à cause de (2), 
à Rae 

R 
9 

_ Donc | ,; 
1 - 

g = ML 7 (*) 

Ê 4400 

_ Par suite, (3) devient 

3 “ 1 EUR RL 2 

Re: + PR PC 

4 f “ER 
; C. Q.F.D 

s (*) Se démontre en s'appuyant sur les définitions des nos 32 et 44. 
T6 
Be: 

".: 

3 
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S 2. Intégration. 

PREMIER THÉORÈME. 

50. Si une fonction est asymptotiquement nulle, son inté- 

grale sera asymptotiquement nulle. 

En termes précis, si 

[ — 00, 

on aura 

| | fdz = 00, 

À 

z, et z étant deux points du domaine D(z) (c’est-à-dire l’inter- 
valle 3:59). 

Démonstration. 

Il suffira de supposer M — 1 dans la généralisation qui sera 

donnée au n° 54. 

Corollatre : 

51. Si 

g = h + 00, 

on aura 

[ou | hdz + 00. 
à dy t 

Il suffit en effet de poser g — h — f pour être ramené au À 

théorème qui précède. 
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SECOND THÉORÈME. 

52. Si une fonction est dans la zone, son intégrale sera 
dans la zone. 

En termes précis, si 

on aura 

(zo et z dans D). 

Démonstration. 

Supposer M — 1 dans le n° 55. 

GÉNÉRALISATION, 

53. Soit M(x,z,j) une fonction telle que, pour chaque 

valeur fixe de x choisie dans E, et pour chaque valeur fixe 

de j suffisamment grande, le module | M | soit non décroissant 

quand 3 varie de z, à zo (z1 < %9 OU 34 > Zo) (*). 

Nous allons pouvoir généraliser les deux théorèmes précé- 

dents, en y remplaçant : 

la classe 00 par la classe M. 00 
et la classe 3 par la classe M. z. 

GÉNÉRALISATION DU PREMIER THÉORÈME. 

54. M satisfaisant à la condition précédente, je dis que la 

relation 

f—M.00 (1) 

(*) Telle est par exemple, si & < %, la fonction M = e*-. Cette fonction 

n’est pas dans la zone. 
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entrainera 

Fr fdz — M .00. (2) 

Démonstration. 

A cause de (1) on pourra, quel que soit N, lui faire corres- 

pondre un j, tel que, pour j > jo, l’on ait 

nn 1 

où I est une abréviation de 

(x, D à. 

De (3) l’on déduit 

f=Àl.n, 
Z\ 

el, par suite, 

Jr ‘ut À. |M| de. (4) 

Mais par l’hypothèse du n° 55, la plus grande valeur de |M| 
dans (z,z) est celle atteinte en z. Donc 

ki x. IM|. “ \d3 =M. IG) M. EE” — MX.I. 

Z4 

Et par suite (4) devient pour tout j > Jo, 

1% fdz - — hu 

ce qui démontre la formule (2). 
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GÉNÉRALISATION DU SECOND THÉORÈME 

_ 55. La fonction M satisfaisant à la condition du n° 53, je 
dis que la relation 

(3, et z dans D). 

Démonstration. 

56. Il faut démontrer que 
] 

L 

“| fdz = 3%. 

Donc il faut démontrer que pour toute fonction « de 00 l’on a 

af im (4) 



5'7. Or, puisque 

& — 00, 

on pourra, quel que soit le nombre positif n, lui faire corres- 

pondre un nombre positif J(n) tel que pour j > J{n) l’on ait 

te: 
Ci Loi (2) 

58. Remarquons que cette fonction J(n) peut être supposée 
non décroissante quand n croît : c’est ce que nous supposerons. 

59. Donc pour j > J(n) on aura, en vertu de (2), 

Æ 1 (1 AE 
RE = ie 3 ae | | fdz (3) 

6O. Cela posé, à chaque valeur de 7 faisons correspondre 
le nombre positif K satisfaisant à la relation 

JCK) — j. (4) 

À cause du n° 58, K sera une fonction de j qui croitra avec j 
au delà de toute limite. 

Il s'ensuit que l’on aura 

{ 2 
ré ES 00. 

Et puisque 

4 Ph 

Mr. our 
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Donc on pourra trouver un nombre 7, tel que pour 7 > Jo 

l’on ait 

ss a 
2Ÿ 

[= (5) 
ml = 

1 
FE 

61. Remarquons que ce nombre j, ne change pas quand on 

change la valeur de n. 

En effet, (5) fera connaître ce nombre quand on connaîtra N 

et la fonction K(j). 
Mais cette fonction K(j) est par (4) déterminée quand on 

connaît la loi de correspondance entre une variable v et la 

fonction J(v); et cette correspondance est déterminée au n° 57, 

dès qu'on connaît la fonction «, sans qu’on soit obligé de 
prendre telle valeur de n plutôt qu’une autre. 

62. De (5) on déduit 

= je t3 K 

ET M = 

Donc 

22 Lx 2-2 

fs TE | k|M | @. (6) 

Sur cette dernière intégrale, répétons un raisonnement fait 

au n° 54 : 

En vertu de l’hypothèse du n° 53, la plus grande valeur 

de | M | dans z,z est celle atteinte en z. Donc 

| X M | dz = | | dé|=2X.M.I. 
Z4 Z1 

Donc (6) devient 

fs = RTS M (D) 
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Portons cette valeur dans (3), nous aurons que pour j > jo 
(nombre j, déterminé au n° 61) l’on aura 

— (8) 

63. Cette formule suppose que les valeurs données à n et N 

sont arbitraires, mais fixes. Tandis qu’au contraire K est une 

fonction de j déterminée par (4). 

Si nous considérons pour n une suite de valeurs telles 

que nynonz .…, la formule (8) sera applicable pour chacune de 

ces valeurs; seulement la fonction représentée par L variera 

avec la valeur de n. Ce sera une fonction ©(7, n) telle que, pour 
chaque valeur fixe de n, l’on aura 

o(ÿ, n) = I(x, 7) br 

Si l’on donne à n des valeurs variables avec 7, selon une 

fonction de 7 indépendante de x et z (et finie pour chaque valeur 

finie de 7), on aura encore 

o(j, n) = [(&,#) - &. 

Nous pouvons choisir pour cette fonction de 7 la fonction K, 

donc pour 

n = K 

la formule (8) est encore vraie. Et l’on a ainsi 

ET 1 —— 
= | fx 

x 

C’est précisément la relation (1) qu’il s'agissait de démon- 

trer, la valeur correspondante de 7, étant celle du n° 61. 
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$ 3. Fonctions pseudo-convergentes. 

DÉFINITION. 

æ 64. Nous dirons d’une fonction u(j) qu’elle est pseudo-con- 

| vergente, lorsque l’on aura 

4 | | u = 3%; | (1) 
» Do  u(j+1)—u(j) = 00. (2) 

Telle est, par exemple, la fonction u formée par la somme 

_des j premiers termes de la série 

++ + ur 

où les a sont de la forme 

RSC TR: 

PROPRIÉTÉ. 

_ 65. De la condition (2) l’on déduit que l’on a, quel que soit 
l’entier p, 

2 

uG +) — u() = D. 
_ Par conséquent, si à chaque numéro j l’on fait correspondre 

un numéro J(j) de façon que J{j) tende vers l'infini en même 
temps que 7, l’on aura 

euG)] = u[i] + 00. 

_ (*) I y a des fonctions qui sont dans la zone, sans être pseudo-conver- 

-gentes. Par exemple, les fonctions af, æmj?, æmj5, ete. 
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Conséquence. 

66. Si fluvw...) est un polynome en uvw... à coefficients 

appartenant à la zone et si l’on représente par uvaws … ce 
que deviennent les fonctions pseudo-convergentes uvw … quand 

on remplace dans chacune d’elles le numéro j respectivement 
par les numéros J,(7), Jo(j), .… qui tendent vers l'infini en 
même temps que j, l’on aura 

fuvw, …) = f(uvw…) + 00. 

OPÉRATIONS DU GROUPE. 

6'7. Représentons par c la classe des fonctions pseudo-con- 

vergentes. | 

Je dis que la somme, la différence, le produit de deux fonc- 

tions de la classe c seront encore des fonctions de la classe c. 

Démonstration. 

Posons 

u(j + 1) — ü(7) = Au. 

Pour que 

u— € 

il faut et suffit que l’on ait à la fois 

U = 4 Au = OÙ. 

u = 0€ V—=C (1) 

entrainent 

ù (2). 



( 43 ) 

Démontrons que ces relations (1) entraînent aussi 

uv = C0, (3) 

c'est-à-dire 

uv — 2 Auv — 00. (4) 

_ La première de ces deux relations résulte de ce queuetv 

sont dans la zone. 
Démontrons la deuxième : 

Auv = u(j + 1). Av(j) + v(j). Au(ÿ) 

Auv = 3.00 + 3.00 

Auv = 00. | 

€. OF. D: 

INTÉGRATION. 

68. Je dis enfin que si une fonction est dans la classe €, son 

_ intégrale sera dans la classe c. 
En termes précis, les relations 

= Au — 00 

doivent entraîner 

l udz = % | AU. dx = 00. 

RQ] [=] ne 

Démonstration. 

La première de ces deux relations résulte du n° 52 et la 

deuxième du n° 50. 

GÉNÉRALISATION. 

69. M étant défini au n° 55, si la fonction f est dans la 
classe M. 6, son intégrale f£/dz sera dans la classe M. c. 
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Démonstration. 

Comme ci-dessus, en utilisant les n°° 55 et 54. 

CLASSE Pix). 

01. Les fonctions pseudo-convergentes que nous aurons le 
plus souvent à considérer seront des fonctions asymptotique- 

ment égales à la somme des j premiers termes d’une série … 
génératrice | ‘4 

g" (a ne: æ) Où 

où m est un entier fixe et où apaa> …… sont des fonctions 

de z, indépendantes de x et de j, et bornées ainsi que chacune 

de leurs dérivées successives prises par rapport à z. 4 

Nous représenterons par (x) la classe de ces fonctions 
pseudo-convergentes particulières. | ail 4 

02. Done, si l’on représente par 

a 

la classe des fonctions (x, j) qui sont bornées dans l’inter- 
valle z,%9, ainsi que leurs dérivées premières, deuxièmes, ete., 

l’on aura 
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Exemples : 

Fonctions de la classe P(x) ! Séries génératrices : 

4 
re. ai H ar HE xs + 

x—1 
AMm+1 

am + ANA — m-2 _ am—3 —— les 

x —1 

ALrAILa + ee + x LH at La Las +... 

ax? x! (p, q étant des entiers fixes). a? + x1 

x 0 

akc®. 0. 

04. La somme, la différence, le produit de deux fonc- 

tions S(x) sont encore des fonctions £(x). Il en est de même 

de l'inverse d’une fonction £(x) quand le premier terme de la 

série génératrice ne s’annule pas dans l'intervalle z,29 (fron- 

tières comprises). Auquel cas le premier coefficient de la série 

génératrice est une fonction de z qui reste supérieure, en 

module, à un nombre positif fixe, cela en raison de sa conti- 

nuité, continuité assurée par l’existence d’une dérivée. 

Enfin la dérivée prise par rapport à z et l’intégrale (entre z, 
— 

et z, ces deux nombres étant dans 3,32) d’une fonction ®x) 

sont encore des fonctions £(x). (Pour la dérivée, cela découle 
de la définition, et pour l'intégrale cela est une conséquence 

du n° 50.) 

SÉRIE GÉNÉRATRICE. 

7705. La série (1) du n° 70 est dite série génératrice de toute 
fonction u(x, x, j) de la forme 

: un ai 
ua, ?, j) = HC +++ &) + 00. 
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Plus généralement, si k est une fonction nas e ; 
la série, convergente ou non, = DE 

k.æx "(a+ + — 2 as …. \ ; ee | à 

sera dite série génératrice de la fonction 

k.u(x, 3, 7). à 

{1 #e 

ii 111100 PS 

DL 142 

ui 

10) “ste 

RRÉAONMMPTEC 61 QUE 
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DEUXIÈME PARTIE 

Irrationnelles algébriques. 

CHAPITRE PREMIER 

PROBLÈME FORMEL. 

$ 1. Énoncé du problème. 

D 71. Nous allons nous occuper du problème suivant : 
- Étant donné un polygone en ®, 

F(D) = P,. Dr E Pr +... LP, +P, (1) 

dont les coefficients P,, P,, .…... P, sont des fonctions de la 

_ classe 

| (x), 

4 il s’agit de satisfaire à la relation 

F(®) — 00 

par une fonction formée avec les j premiers termes d’une série 

Aa + A,2%2 + (3) 

où les A et les « sont 
£ 

I (x, j) 
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et où 

| A2 MR > ve 

S 2. Abrégé de la théorie. 

Voici la suite d'opérations qui fournira la série (3), géné- 
ratrice de ® : 

2. 1° On déterminera l’ordre 4, de ® par la condition 
que dans F® les termes dont l’ordre est le plus élevé soient à 
plusieurs, afin qu'ils puissent se détruire entre eux. On trou- 
vera que les valeurs ainsi admissibles pour «, sont des nombres 
rationnels, positifs, nuls ou négatifs. (Voir n° 82 à 85.) 

Soit #1 une telle valeur de «1. 
1 

73. 2 Ayant choisi «y, on déterminera À, en égalant à 
zéro la somme de ces termes d'ordre plus élevé que les autres, 
ce qui fournit une équation algébrique à coefficients L(x, j). 

fi(As) = 0. 

(Voir n°“ 87 et 88.) 

Pi 

‘74. 3° En possession du premier terme A, x%: de ®, on 

posera 

d — x£!, 

P— x? (As sm ®,), 

cette substitution faite dans 

FD — 00 

donnera une équation 

E,®, == 00 
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à coefficients de la forme 

æP (&), 

équation dont il faudra chercher la ou les solutions d'ordre 
inférieur à zéro. 

5. 4° On recommencera les mêmes calculs sur l’équation 

F,®, = 00 

afin de trouver le premier terme de ®», c’est-à-dire qu’on 

déterminera l’ordre (négatif) 12 de 9, puis son premier coefi- 
2 

client À, qui sera racine d’une équation algébrique, à coeff- 
——— 

cients L(x, j) 

f2(A2) TE 

Et ainsi de suite. 

6. La fonction (x, 7), formée avec les ? premiers termes 

de la série (3) ainsi obtenue, satisfait-elle à la relation 

FD — 00? 

On verra facilement que oui, quand on connaîtra la propriété 

suivante relative aux ordres «4 .… des termes de cette série (3). 
Les exposants ayasaz …, qui sont des nombres rationnels, 

peuvent étre tous réduits à un même dénominateur M < n. 

De sorte qu’en posant 

DEAR, 

m 
Œ — 9 

à «M 
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les termes de la série (3) seront, dans lé même ordre, les. 
termes non nuls d'une série 

QE DR 4 x Renbubes EU (4) 

où [est une abréviation de (x, j). 

Et l’on voit que les ordres successifs ayao ...… tendront 

vers — %. 

AE 

Pour démontrer cette propriété des ordres Me 5 OÙ 

raisonne comme suit : k 

777. 1° On prouve que /,(A) est un polynome en A1" (voir n° 89), 

de même que f,(A) est un polynome en A, etc. 

On en déduit que, si A, est une racine def, de multiplicité ny, 

À, une racine de f, de multiplicité no, ete., 

on en déduit que 

n,9, = degré m, de f.(A) en-A, 
n24» degré ma de fo(A) en À, 

etc. Donc 

Ma LM 

M2 ZM | () 

. + 

78. 2 On sait que le degré m, de f, est n, on prouve que 

le degré m de fà est Zn. (Voir n° 90 à 100.) 

De même que le degré m; de f; est no, 

etc. Donc 

(6) 
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9. 5° En comparant les formules (5) et (6), on voit que 

UE 

Ne LM: 

NsU3 Z Ne 
(7) 

80. 4 En multipliant membre à membre les relations (7), 
on obtient 

123 ee Ar Nr LAN 

et à fortiori 

ie Je Age Qr LAN 

quelque grand que soit r. 

D'où l’on conclut qu’au delà d’un certain rang s tous les q 

sont égaux à l’unité. Et par conséquent tous les produits tels 

que 419993 .…. 4, Sont des diviseurs du produit 

M= 4 .Q.Q30o & Ne 

81. 5° Comme on a 

ANT S NE 
Ja  iz  id2de 12 + Gr 

on voit que le produit M . «, est un nombre entier. 

C. Q.F. D. 

. K à. Développement du numéro 72. 

82. Pour déterminer l’ordre «1 de ®, nous rappellerons la 
construction de Puiseux, en la simplifiant un peu et en faisant 

en sorte de pouvoir considérer à la fois les ordres d’infinitude 

positifs, nuls, négatifs. 
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Soient toto .…. sr, les ordres respectifs de P,P,Po … P, 
(coefficients du polynome F). C'est-à-dire que 

BY  B9 
re Fm ) B, + 0 | 

B® B? (1) 
= a (B,+ + +) B,+ 0 

etc., les = et les B sont tous Ir, 7). 
L'ordre (inconnu) de ® étant «, parmi les (n + 1) termes 

de KF® 

PRE op PTE OP 

distinguons ceux dont l’ordre est le plus grand 

Pin s P,° »n—b AUS Pet 

(a <b<..<k). 

En écrivant que les ordres de ces termes sont égaux entre 

eux et surpassent l’ordre de lout terme non distingué P,d7-", 
on à 

Ra + (n— a)a = 7, + (n — ba = 
= Ty + (n —kja > LCR 

ou, en supprimant partout nx, 

Ta — A Ty—ba—. = my — ka > 7,—7rx« (2) 

83. Pour trouver les valeurs de « satisfaisant à ces condi- 

ions, nous allons opérer graphiquement. Portons en abscisses 

les indices 

42... + 

et en ordonnées les ordres correspondants 

T 
To Ty 1La .… Van: 

panda? 7". 

1 



« 
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De la relation extraite de (2) 

Fa — A = Ty — ba 

on déduit 

np (3) 

Et l’on voit que « est le coefficient angulaire de la droite qui 
_ Joint les points x, et my. 

Comme on a, à cause de (2), 

les points 
ur? u7 … 7 

seront donc sur une même droite. 
Pour que la valeur de «4 soit convenable, il faut, d’après (2), 

que pour aucun point x, l’on n’ail 

La TS A 

Or (rx; — a. a) est l’ordonnée à l’origine d’une droite de 
_ coefficient angulaire « menée par le point r,, 
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Et (x, —s.a) est l’ordonnée à l’origine d’une droite de 
même coefficient angulaire « menée par le point x.. 

On voit donc que la valeur de « donnée par la formule (3) 
sera convenable si, en déplaçant parallèlement à elle-même 

vers le haut la droite passant primitivement par x,xy ... my, On 

ne rencontre aucun des points 

To u71 To .… Le 

De là la construction suivante : 

84. Recouvrons tous les points romymo .…. 7, par une ligne 
polygonale convexe vers le haut, partant de x, pour abou- 

tir à x. 

Les côtés de cette ligné convexe auront chacun pour coeffi- 

cient angulaire l’ordre « d’une solution possible D de FD — 00. 

85. Choisissons donc un côté de ce polygone de Puiseux et 

supposons qu'il passe par les points x,7y, ... r,. On aura comme 

valeur de l’ordre de 

x — Ta x — Th ne ge pr LS AR RE À 
“4 k— a k — b @) 

Et l’on voit que le nombre «, est rationnel. 

86. Posons 

la fraction étant supposée réduite à sa plus simple expression, 

et g, élant supposé ol (p1 de signe quels ou nul, 

auquel cas on aurait g; — 1). 

6 PC 5 ne 

à VOA 
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On voit par (4) que les nombres 

(PE) … 

sont tous multiples de q4. 

Cette remarque nous servira plus loin. 

S 4. Développement du numéro 75. 

87. Ayant choisi « conformément à ce qui précède, il 

s'agit de déterminer le premier coefficient À, de la série 

Audi + Ant + 

_Ce choix de o, est fait de telle sorte que, si dans F® l’on 
considère ® comme étant d'ordre «,, c’est-à-dire si lon pose 

se me D = au, 

t étant d'ordre zéro, les termes en . 

ER PE AEEN 

se distingueront des autres comme étant d'ordre plus élevé. 
L’équation VUE 

——— 

FD — 00 

ou plutôt 

F(x“6) == 00, 

_ après division par une puissance convenable de x, pourra donc 

se mettre sous la forme 

ER + BP ee + BU] 
us 

+ Qu" + QT ++ QT (G) 
1 

Dans cette équation (5); les B sont des nombres (x, j) 
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différents de zéro (voyez formules (1) du n° 82), x, est mis pour 

Enfin les coefficients Q,Q,Q2:... Q, sont des fonctions d'ordre 

T0 de la forme 

I [ | [ _ 
Qt ee s LEE 

où Ï est une abréviation de 

[= (x, j). 

Pour abréger, nous représenterons dans (5) par G;(é) le 

polynome entre { } et par H,(1) le polynome entre [ ]. De sorte 

que l’équation (5) s’écrira 

GC) + à HO — V0 (6) 

88. Des relations 

D — zut — A ,%" + AT + 

on déduit que la fonction inconnue t doit avoir la forme 

t— A, + ®, 

1 

T 

Ainsi que nous l'avons annoncé au numéro 73, nous devons 

déterminer À O0 de facon que dans F® et, par conséquent, 1 Ç | ) 

dans F(x2"t) ou dans 

avec 

GO + LH(D 
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les termes d'ordre le plus élevé se détruisent entre eux. Cette 

condition se traduit par 

G,(Ai) = (0. (7) 

Mais G;(A) est le polygone entre { } de l’équation (5) où l'on 
remplace t{ par A. Et l'on voit que ce polynome est divisible 

par Ak—4, C'est-à-dire que 

Gi(A) = A. fi(A) (8) 

avec 

A(A) = BA*T + BA? + + + B, (9) 

où les B sont [(x, j) et +0. 
Comme A, doit être +0 et doit annuler le produit (8), 

A, Sera racine de 

A(A) — 0. (40) 

S . Développement relatif au numéro 77. 

89. Nous avons montré au numéro 86 que les nombres 

(k— a), (k— b), .… sont tous divisibles par g,. Donc le poly- 
nome /1(A) défini par la relation (9) du paragraphe ci-dessus 

est bien un polynome en A%, comme nous l’avons annoncé 
au numéro 77. 

S 6. Développement relatif au numéro 78. 

CONSTRUCTION DU POLYNOME fo. 

…—_ 90. Rappelons comment, d’après le numéro 75, on doit 

_ former ce polynome f2(A) : 
Ë Pi 

a). Ayant choisi convenablement le premier terme A,x% 

de , on posera 

æ — x{! 

D — af(A, + D) 
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et en faisant ces substitutions dans 

FD — 00 

on obtiendra une équation en Do 

F,d, — 00 

dont il faudra chercher les solutions ®, d'ordre < 0. 

8). On trouvera la valeur de l’ordre (négatif) 22? de 2 comme 
étant égale au coefficient angulaire d’un côté du polygone de 

Puiseux, polygone relatif à l'équation 

F,®, — 00. 

x . & ÿ à 

7). Connaissant le nombre il on formera le polynome G2(A) 
go 

en distinguant les termes de l’ordre le plus élevé dans 

F,{a%(A +E)}. 

5). On obtiendra enfin le polynome fo(A) en divisant le poly- 
nome Ga(A) par la plus haute puissance possible de A, 

G,(A) = A". f (A). 

PROPRIÉTÉ DU POLYNOME fo. 

Enoncé. 

91. Le polynome f,(A) étant ainsi défini, il s’agit de prouver 
que si la valeur qui à été choisie pour A, parmi les racines 

de /,(A) (conformément au n° 73) est une racine de mulüpli- 

cité n, de fi(A), il s’agit de prouver qu'alors le degré "9 de fo(A) 

Sera Z ny. 
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Démonstration. 

92. Pour mettre cette propriété en évidence, nous allons 
reprendre les opérations (x) (3) (y) (à) du numéro 90, opération 

_ que nous devons effectuer successivement pour obtenir /,(A). 

Opération (x). 

93. Pour obtenir l'équation 

F,®, — 00, 

nous devons remplacer ® par 

P = af (Ai + P,) — 2% (A + D) 

dans 

0. 1 

Mais nous avons vu au numéro 87 que cette équation est 
_ équivalente à | 

1 Es 
GO + — HD = 00, 

4 4 

_ la fonction t étant définie par 

| D = vaut. 

Donc, au lieu de remplacer ® par 

 P=at(A +) 

dans | | 

| FD — 00, 

_ilest équivalent de remplacer € par 

t — À, + D, 
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dans 
1 ES 

GC) + — H(0) = 00. 
Li 

94. On obtient ainsi l'équation 

| =. 
Gi(A; + ,) En L, H,(A; + ®,) — 00 

a. 

représentée en abrégé par 

F,®, — 00 

et qui, ordonnée par rapport à Po, s'écrit 

RD + RDA +. LR, = 00 (11) 

avec 

1 
R, — G(A;) + + H, (A) 

1 

LA 1 4 

1. Rs an Gi(A) LE r. H, (A) 
4 

1/4 1 1/4 1.2. R, = Gi(Ai) + < H,(A,) | 
1 \ (42) 

i 

[ru Byn, Ga Ge (A) En Lg: H°#(A,) 
1 

1 
[ne Ro; — G/?(A;) 7: %, re (A;) 

: 1 

où les accents représentent des dérivés par rapport à A et 

où |n représente, selon la notation anglaise, la factorielle 

2,00 
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95. Nous avons dit que A, est racine de multiplicité n, de 

fi(A) = 0. 

} Mais comme on a, formule (8) 

G,(A) = A2 (A) 

et que de plus 

A4 + 0, 

alors À, sera racine de multiplicité n, de 

G;(A) ES 0. | 

On aura donc dans les formules (12) 

Gi(As) = Gi (As) = GE (Ai) — ++ = GED (A) = 0 
Let... (43) 

G£# (A) + 0. 

Opération (B). 

_ 96. Pour construire le polygone de Puiseux relatif à l’équa- 

üon (11), nous devons, comme nous l’avons fait au numéro 83, 
porter en abscisses les indices 

| iQ AT EMUIENS R, 
LA 

de l’équation (11). 
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- 

Or, les formules (12) et (13) montrent que ces ordres ont 
les propriétés suivantes : 

4° Tous ces ordres sont < 0; 

> L'ordre de R, _,, — 0, c’est-à-dire que 7? R, _,, est une” 

quantité finte + 0. 

Cette quantité est en effet G,(9{A,) + 0, d’après (13); 
3° Les ordres relatifs aux indices > n — n, sont tous < 0. 

9'7. Le polygone de Puiseux relatif à l’équation (11) satis- 
fait donc aux conditions suivantes : 

1° Il n’a aucun sommet au-déssus de l’axe des abscisses ; 

2° Le sommet bp, _,, est sur cel axe ; 

3° Tous les sommets à droite de pb, _,, sont en dessous de 

cet axe des abscisses. 

Les côtés à coefficients angulaires négatifs sont done tous 

ceux situés à droite de bp, _,,, et ceux-là seulement. 
Choisissons l’un de ces côtés situés à droite de p, _,,. Nous 

assignons ainsi à l’ordre de 4 une valeur 2? (négative) égale 

au coefficient angulaire de ce côté. - 

L'opération (3) est maintenant terminée, mais avant de 

passer à l'opération suivante, faisons une remarque qui sera 

pour nous capitale. 
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98. Supposons que le côté choisi passe par les points 

Puisque tous ces points sont à droite de pb, _,,, donc com- 

pris entre o, _,, et p, (inclusivement), la différence des abscisses 

des points ox et ow sera < la différence des abscisses des 
points p, et Pr — nie 

Donc on à 

k'—a'Zn—(n—n,) 

ou 

TETE (14) 

Opération (y). 

99. Le côté du polygone de Puiseux et l’ordre = 

ainsi choisis, si dans Fo(2) on pose ; 
de Pa étant 

Da 

D, = æE(A + E), 

les termes qui se distingueront par l'élévation de leur ordre (*) 

sont les termes aux indices 

Pa’ Por aùt el” ea e ?k' 

situés sur le côté choisi du polygone de Puiseux. 

On aura donc 

GA), Am# pp, Amd 1.4 p, Af%. (15) 

(*) A'étant I(æ) et E (0, son ordre est nul. 



Der A 

Opération ® 

100. D'après 3) on aura 

Ge (a) = 1 ann. FO 

avec 

BA)= ES AMC HR, AMV Hu 
et l'on voit fo de fa(A) en À est 

| ie k'— a! 

et que d’après (14) on à mo Z m1. 
\ 

te 

| | #}eûi PRET 

Er à Ë More  - r 
Re n : < 

Eres 
RAT | 

; LE - PQ: s 2) 
TE. F 

“-t + 
te" 

m ep sal sl 
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CHAPITRE I. 

PROBLÈME FONCTIONNEL. 

THÉORÈME. 

101. Le polynome F® étant celui défini au numéro 71, 

chacune des fonctions ® construites dans le chapitre précédent 
pour satisfaire à 

FD — 00 

est égale asymptotiquement à l’une des n racines © de l'équation 

Fo — 0. 

RÉCIPROQUE. 

102. Chacune des racines © de l’équation 

Fo — 0 

est égale asymptotiquement à l’une des fonctions construites 

dans le chapitre précédent pour satisfaire à 

FD — 00. 

* 

* *k 

103. Ces deux théorèmes ne devant pas être utilisés ici, 

nous reportons leur démonstration dans une note annexée à la 

fin de ce travail. 
* 

Ko Æ 

104. Nous avons signalé au numéro 704 (p. 45) que la 
| 5) 



( 66 ) 

classe P(x) forme un groupe pour les opérations algébriques 

rationnelles (addition, soustraction, multiplication, division). 
Représentons par R l’ensemble des nombres rationnels. On 

pourra conclure de ces deux chapitres que la classe 

P(x*) 

forme un groupe pour toutes les opérations algébriques, ration- 

pelles ou irrationnelles. 



Li 

TROISIÈME PARTIE 

Équations différentielles à paramètre variable. 
Problème formel. 

CHAPITRE PREMIER 

ENONCÉ DU PROBLÈME. 

105. Représentons par a la classe des fonctions de z, indé- 

pendantes de x et de j, (Txp)), bornées ainsi que leurs déri- 

vées 1°, 2, …, quand z parcourt l'intervalle réel 3,239. 

106. Et représentons par &(x) la classe des fonctions de æzÿ, 

asymptotiquement égales à la somme des 7j premiers termes 

d’une série génératrice de la forme 

107. Le problème qui va nous occuper dans cette troisième 

partie est le suivant : 

Étant donné l'opérateur différentiel, contenant un paramètre 
variable x, 

FD = P,D" + P,D"1-+ P,D"2+.…. LP, (4) 

(*) C’est la même classe P, qu’au n° 70. 



et où les coeflicients P sont des fonctions de xzj de la forme 

la P(x), 

il s’agira de satisfaire à la relation 

par une fonction Y(xzj) de la forme 

Y=T.u (3) 

où T est le facteur principal, 

T — cars + axes +. ax) (4) 

(les « étant des constantes positives, décroissantes) et où u est 
le facteur secondaire, 

u = am + axe … + ga (5) 

(les & étant des constantes réelles, décroissantes). Cette fonc- 

uon Ÿ sera appelée solution formelle de (FD). 

* 
* * 

108. Comme on peut mulüplier la fonction Y par une 

fonction indépendante de 3, très largement arbitraire, sans 

cesser de satisfaire à l’équation (2), le facteur principal T se 

trouve entaché d’indétermination. 

C'est pourquoi, au lieu de calculer directement T, nous 

calculerons l'expression 

p= — (6) 

à. 
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que nous appellerons la radicale (*) de Y. 

Cette radicale © sera d’après (4) et (6) de la forme 

= aa + axe +. + ax (7) 

où les « sont des constantes positives décroissantes. 

109. Enfin nous restreindrons l’indétermination du facteur 

principal T en supposant 

#1 RARE 

T (8) 

zo étant un point qu'on choisira dans l’intervalle 7439. 

110. Voici dans quel ordre nous traiterons notre problème : 

Dans le chapitre If, nous nous occuperons de la recherche 

des radicales que peuvent avoir les solutions Y qui ont la forme 

mentionnée ci-dessus. 

Le chapitre IT sera consacré à l'étude du facteur secon- 

daire u. 

Enfin dans le chapitre IV on démontrera qu’on peut toujours 

former un système de n solutions formelles linéairement indé- 
pendantes. | 

(+) Nous verrons que l'opération FD possède n radicales, égales ou 

inégules, dont le calcul est parallèle au calcul formel des » racines du 

polynome F®. 
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CHAPITRE IT. 

CALCUL DES RADICALES. 

S 1. Abrégée de la théorie. 

19 RECHERCHE DU PREMIER TERME. 

111. Nous verrons que le premier terme A,x% de la capitale 

p = At + AXE + +. 

est le même que le premier terme de la fonction & des numé- 
ros 70 et suivants, astreinte à satisfaire à l'équation algébrique 

— 

FD — 00. 

(Voir n‘* 121 à 125.) 

112. La méthode précédemment exposée donnera donc à 

chôisir la valeur de «; parmi les coefficients angulaires des 
côtés d'un polygone de Puiseux. Ce sera un nombre rationnel 

113. Puis la dite méthode donnera à choisir A, parmi les 
racines d’une équation algébrique à coefficients indépendants 

de x, j 3 

fi(A) = 0 (). 

(*) Dans une note à la fin de ce travail, nous montrerons que si A, est 

rarine simple de f1(A), la radicale tout entière sera égale à toute la partie 

principale de ®, 
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20 RECHERCHE DES TERMES SUIVANTS. 

114. Ayant choisi le premier terme A,x# dev, on posera 

et cette substitution faite dans l’équation (2) donnera une nou- 

velle équation 

= 0 (9) 

à coefficients de la forme æ(x;,), équation dont il faudra consi- 

dérer les solutions ayant des capitales de la forme 

qe = Auf + A2 + 
c’est-à-dire des capitales dont l’ordre à SOI < «4. 

115. Le deuxième terme A9x% de & sera le premier terme 

de vw. Il se déterminera en recommençant sur l'équation (9) les 
mêmes opérations que nous venons d'indiquer sur l’équa- 

uon (2). 

On calculera donc, par la construction de Puiseux appliquée 

à So, l’ordre _?, puis on aura à choisir Ag parmi Îles 
2 

racines d'une équation algébrique à coeflicient I(x,7) 

BU) = 0. 

116. Et ainsi de suite... On continuera ainsi jusqu’à ce 
qu'on arrive à un exposant | 

Vph  Ü, 
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auquel cas l’on aura 

o is A4 + A,x”° | 2201 +- AE, 

p étant indépendant de j. 

LIMITATION DU NOMBRE DE TERMES 

1177. Que l’on finira toujours par atteindre un exposant 

Aph 0 

après un nombre limité d'opérations, cela résulte de la pro- 
priété suivante relative aux exposants œyao 

Les exposants 22 .… sont des nombres rationnels pouvant étre 

tous réduits à un méme denominateur M = n. 

De sorte qu’en posant 

DEA 

m 
AS Fr 

M 

on aura 

développement nécessairement arrêté, en vertu de cette stipu- 

lation que nous avons faite dans la formule (7) que les expo- 

sants doivent être positifs. 

Le nombre des termes de la radicale & sera donc Z m. Mais 

il faut démontrer la propriété soulignée. 

Démonstration. 

118. Nous savons déjà que les « sont rationnels. Pour 
démontrer l'existence du commun dénominateur M, il suffit de 

DT LL 
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répéter le raisonnement des numéros 77 à 80 et de remplacer 

le numéro 81 par celte phrase : 

« Comme on a 

tale 
j 12 ++ Ur 

Œ » 

on voit que le produit M . 4, est un nombre entier. » 

CR OF. R. 

Ce raisonnement fait aux numéros 77 à 80 est subordonné 

à la démonstration de deux points : 

PREMIER POINT. 

119. f.(A) est un polynome en A9:. 
La démonstration qui est faite pour le problème algébrique 

n’est pas à refaire pour le problème différentiel, puisque le 

polynome f,(A) est le même. 

SECOND POINT. 

120. Il faut prouver que si la valeur qui a été choisie 

pour A, parmi les racines de f.(A) est une racine de multi- 

phicité n, de f,(A), il faut prouver qu'alors le degré mo de fo(A) 

sera FA nm 3 

La démonstration faite pour le problème algébrique doit 

être modifiée convenablement pour être transportée dans le 
problème différentiel qui nous occupe. 

(Voir n° 126 à 144.) 
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$S 2. Développement du numéro 111. 

121. Nous avons à rechercher une solution de 

(FD)Y 
—— —= 00 

 & 

qui soit de la forme 

= Ex 

avec 

pee RES 

® — À,a* —- A,x°*? —+- ir —|- A ;x* 

u = ax + axe +. + ax. 

Les A doivent être de la classe a définie au numéro 105: 
les à doivent être des constantes positives décroissantes ; les & 

doivent être des constantes réelles décroissantes. 

122. Nous restreindrons éventuellement l’étendue de l’in- 

tervalle z,39 qui sert de domaine (5 à la variable z — ou plutôt 

nous partagerons cel intervalle en intervalles paruels — de 
façon que les valeurs trouvées pour les coefficients A,Ao .… ne 

s’annulent pas dans (©. 

123. Nous ferons également en sorte que le premier coeffi- 

cient de u (coefficient de (x81) ne s’annule pas dans @. 

124. Cela posé, si dans 

FD)Y = = ox _ Lo EAN ET (6) 
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on remplace Ÿ par une expression T . w de la forme ci-dessus 

mentionnée, on voit que chacun des termes 

D'Y D"1Y 
B, 2 Pi 

à à Y 
Lu Di (7) 

prend la forme 

ax + ax? + … + ax + OÙ 

où les y sont réels et décroissants. 
Puisque nous avons à satisfaire à la relation 

110) 00, 

les deux premières conditions qu'ont à remplir les imdétermi- 

nées qui sont dans © et dans w sont que, dans le second 

membre de (6) : 
4° Les termes dont l’ordre est le plus grand soient à plu- 

sieurs qui puissent se détruire entre eux; 
% Que ces mêmes termes se détruisent effectivement (au 

moins pour j suffisamment grand). 
DAY 

4 
terme de l’ordre le plus élevé est égal au produit du premier 

DE rY 
Y— 

On voit donc que pour vérifier les deux conditions énoncées, 
on n’a à connaître que le premier terme de chacune des 

expressions 

Dans chacune des expressions (7), telle que Pr , le 

terme de P, par le premier terme de 

- or (8) 

Or, nous allons démontrer que chacun de ces premiers 
termes de (8) est respectivement le même que dans 

RTE (9) 
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c’est-à-dire qu'il est respectivement égal à 

(Ada), (Ar=P, ... (Aa) 

Il en résultera que A,x% se déterminera exactement comme 

le premier terme de la fonction ® astreinte à satisfaire à l’équa- 
tion algébrique 

P,D* + P,Dr-1 + … Ep. — OÙ 

représentée en abrégé par 

—— 

FD — 00. 

Le premier terme de « sera par conséquent égal au premier 

terme de ®. 

X 

125. Pour montrer facilement que le premier terme 
m D"Y 

de — 

par b la classe des fonctions de la forme 

est égal au premier terme de 4”, nous désignerons 

b+ a+ at + ax + + + art + OÙ, (40) 

les étant des constantes négatives décroissantes (*). 

Remarquons que, par suite de la condition du numéro 195, 
on aura 

Donc de 

(*) Une fonction étant de la classe b, ses dérivées successives par rapport 

à + sont aussi de la classe b. 



on déduira 

Donc 

Do 00e... Dre bo, 

De ces relations et de la relation (11) 

DY = (o + b)Y 

on déduit 

DEY = (@? + bo + b)Y, 

puis 

DSY = (gt + Der + bo + e)Y 

D'Y = (07 + bo" + ee + bo + D)Y. 

Comme & est un infiniment grand (pour x — + +), on voit 
m 

que le terme prineipal de 5 est égal au terme principal de +”. 

CG. Q.F. D. 

S 3. Développement du numéro 120. 

CONSTRUCTION DU POLYNOME fo (*). 

126. Rappelons comment, d’après le numéro 115, on doit 

former ce polynome f{J(A) : 

(*) Nous prions le lecteur de lire deux fois les nos 126 à 132, la première 

fois en passant les remarques a! $! y!. 
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a) Ayant choisi convenablement le premier terme A,x% de 
la radicale ©, on posera 

£ A TU Y ee et 1X ge (1) 

et, en faisant cette substitution dans 

Ses DRE 2 y =, (2) 

on obtiendra une équation en Yo 

CAULCEE 
ee = OU 3 * (3) 

dont il faudra chercher les capitales 9 d'ordre < «y. 

Le premier terme A,2% d'une capitale « sera le premier 

terme d’une solution W, de l’équation algébrique 

SW) — 00, (4) 

équation dont il ne faudra considérer que les solutions 

d'ordre < «1. 

127. «') Remarque : 

En posant 
WW, — 24, (à) 

on voit que le premier terme Az de 2, qui est égal au pre- 
mier terme de W,, sera égal au produit par x# du premier 

terme de ®,. Nous poserons 

FEV, = F,d,, (6) 

el nous représenterons par (x') l'opération fournissant le poly- 

nome F,®,. Ce polynome s'obtient en remplaçant D par 

xd, dans FD. 
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_ 128. &) On trouvera la valeur de l’ordre 9 < 41 de % 

comme élant égale au coellicient angulaire d'un côté du poly- 
nome de Puiseux, polynome relatif à l’équation 

FX, — UÙ. 

129. $') Remarque : 
Comme corollaire du numéro 127, on pourra trouver 

l’ordre «9 < «, de w, en augmentant de «, le coelficient angu- 

laire négatif B9 d’un côté du En to de Puiseux, polygone 

relatif à l'équation 

F,D, — 00. (T) 

La recherche du coefficient angulaire 8, dans ce nouveau 

polygone de Puiseux sera l’opération (8). 

* 

* * 

130. y) Connaissant le nombre «>, on formera le poly- 
_nome G(A) en distinguant les termes de l’ordre le plus élevé 

dans 

Pix (A + E)}. 

131. y’) Remarque : 

De (5) et (6) on déduit que, quel que soit , l’on a 

La, } — F,d.. 

En remplaçant dans cette relation ® par 

x" (A + €) 

gA 

, | 2/1 ES | 23 F, {æfe(A + €)} 

— x (A + ©), 

ona 

ga 
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ou 

F,{a%(A + E)} = F,{æ%(A + €}. 

Ces deux polynomes étant égaux quel que soit x, on obtiendra 

le même polynome GA(A) en distinguant les termes de l’ordre 
le plus élevé soit dans 

F,{as(A + E)}, 

comme nous l’avons fait en (-), 

soit dans 

F, {æfe(A + €)}. 

Cette dernière façon d’opérer sera appelée l’opération (-'). 

*k 

*X _* 

132. à) On obüendra enfin le polynome fo(A) en divisant 

le polynome Ga(A) par la plus haute puissance possible de A 

G,(A) = A"f(A). 

PROPRIÉTÉ DU POLYNOME /o. 

Énoncé. 

133. Le polynome (A) étant ainsi défini, 1l s’agit de 
prouver que si la valeur qui a été choisie pour A, parmi les 

racines de /,(A) est une racine de multiplicité n,, 1l s’agit de 

prouver qu’alors le degré m de {o(A) sera Z ru. 

Démonstration. 

134. Pour mettre cette propriété en évidence, nous allons 
reprendre les opérations (x) (x), ainsi que les opérations 

(B’) (y’) (à) des numéros 126, etc., opérations qu'il suffit d’effec- 
tuer successivement pour obtenir fo(A). 

aid /Éé art dé Lo dde sde -û ide, tonte on ddl 



(81) 

Opération (a). 

135. Pour obtenir l'équation 

ADS PT 
cp) — U, (3) = (8) 
Y 

nous (levons remplacer Y par 

Y — do. Y, ARTE) 
avec 

2 Axa 
re (10) 

dans 
FD)Y — 
CC = oo. 2-4) 

136. Mais nous savons, d’après le numéro 87, que l’opéra- 

_ teur (FD) est égal à 

FRERE! (G,ô) “te x, (H,Ô) | (12) 
pe : TE 

| avec 

K — une certaine puissance de æ (43) 

1 LES 
— Opérateur PA DE. 3 (14) 

4 | | 
di = &4 (q étant le dénominateur de «,). (15) 

Donc, au lieu de faire la substitution (9) dans (11), on pourra 

_ faire cette substitution dans 

LG) + + CH) 4 Y — 00 (16) 

137. Dans cette relation, les opérateurs 

MDP ONG 5 LIU 
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devront donc être appliqués au produit 

Ÿ = Te 

Représentons par à, l’opération à s'appliquant seulement au 
premier facteur, c'est-à-dire TE 

et représentons par à l'opération à appliquée seulement au 
deuxième facteur, c’est-à-dire 

MER A EEE PA Ci 

On aura donc 

Ô — ù %: À 

et 

07 — (0, + de)”, 

le deuxième membre devant être développé comme le binôme 

de Newton (*). ; 

138. Cela posé, l'équation (16), avec la substitution (9), 
devient 

RE Re _ 
{ GiQQi + 0) + eS H, (0, + Ô2) À db, . Y: — 00 db, . Y:. 

Cette équation, ordonnée par rapport à à, s’écrira (**) 

ELRÈE + ARE + DRE? + + + JR, } Y, — OÙ db, 

ou bien 

{ROZ + RP 1 + RO 2 + LR, } Y, = 00. Y,, (47) 

(*) Nous retrouvons, démontrée de façon fort simple, la formule de 
Leibnitz sur la dérivée d’un produit. 

(**) Les expressions de BR; .… R, sont données au numéro 139 qui suit. | 
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3 s 1 7 » | 

telle est, en y remplaçant à, par A D, l'équation (8) 
1 

(#,D)Y, — 00 Y.. 

139. Dans cette équation (17), on a 
| 

dbiR, (Gi), À . (H,)d, 

4 

1e 1 1 

1 . db,li,_; =— (Gi0,) db, = x, (H8,)db, 

1 

> 1 LAN 

1 . 2 . db,R, » EE (Gi), + æ. (H0,), 

4 \ 

y (18) 

| 
LA AR, ,, 7 (G£8,)eb, = e Fi (H{0,)db, 

4 

A 
[n LR; — (G{0,)eb, à Z, (H{M0,) db, | 

1 2489 

où l’on peut écrire à à la place de à, et où les accents repré- 
sentent des opérateurs dérivés par rapport à à. C'est-à-dire 
que si, par exemple, l'opérateur Hô est égal à 

Hô _ Qo Ë AE Q,0"-1 + RS + Q._20° 3e Q, 0 LC qd 

l'opérateur H'à sera 

MD — n0,0" 1 + (mn —1)0,87: + … | 90, 5 + Q,., 

l'opérateur H/'à sera 

“4 ; H!0—n(n —1)Q002 + (0 —1)(n—92)Q,03+ + 2.1.0, , 

D etc. 
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Rappelons, enfin, que [n représente la factorielle 

| [n—1.2.3...(n—1).n. 

140. Pour simplifier ces expressions (18), nous utiliserons 

encore la notation b déjà employée au numéro 195. 

b++ a + am + ax + + + ax + 00, 

où les y sont des constantes négatives décroissantes (*). 
Je dis que l’on aura 

| 
0 == D). 

“| is 

et comme, d’après (10), 

Z A1x%1 
db, — Fe ti = 

on aura 

Deb, = x°a . A, . db, 

où (19) 

À, — b 

ensuite, 

| D’, = x*A,Db, + æ*(DA,) . db,, 

ou, en tenant compte de (19), 

D'fb, — { 24A2? + xD } db,. 

no Rappelons que Db, D, … sont de la classe D. 
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Supposons démontré que 

DR, = {amant LE gp} A. (20) 

On aura | 

D, — { . } Ddb, + db,D { -.. }, 

le premier terme est 

daAr Jo, + ab), , 

dans le deuxième terme on a 

{ Re | = | ar AT A 2e am-24p } AE ap 

: el 
, 

D$..}— gp, 

donc le deuxième terme est de la forme 

. gap eos. 

En ajoutant ce deuxième terme au premier, on a 

Dr, — {2147 + gimp} JL | (21) 

c’est la formule (20) après qu’on à augmenté m d’une unité. 
Les formules (20) et (21) ont donc lieu quel que soit l’entier m. 

Mais nous avons d’après (14) 

D — x%10, 

_ et, par suite, 
: D” — d"2107 : 

en substituant dans (21), on a 

1 
all, = {AT + = D}. ds, 

ce que nous voulions montrer. 
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141. On déduit de là que dans (18), on a : {° 

| À me 

(Giô)db, = { Gi(A) ji Pr A b}. Pb, 

 PAECR 
(G9) db, EE G;(A:) + 1" b ÿ. db, , 

ele., 

et a fortiori, puisque æ%1 = (x3)"1, 

l ke 

(G12)db, Eu G;(Ai) Ê r L, b } . db, 
4 

S , 1 == 

(G9)db, = { Gi(As) + a b}.db,, 

etc. 

Do 

1 LS \ | Fe | — (H$)db, = — B. db, 
1 Ti 

: ME D 
= (H8)db, = — E. db, 
T; T} - 

elc. 

Donc, enfin, les formules (18) deviennent : 

| F4 

R, = G(A;) Æ — 5 
Ti 

’ he 

1 Ron = Gi(Ai) + D 
4 

| : de 

1.2.R2 = GA) +0 . 

: (425) f 

: me 
LA Let vd Gi (Ai) + 2, b 

12 
je Ro GA) + 2 D Î 
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142. Nous avons dit que A, est racine de multiplicité n;, 
de 

fi(A) = 0. 

Mais comme on à 

G.(A) = AT (A) 
et que de plus | 

on + 0, 

alors A, sera racine de multiplicité n, de 

G,(A) = 0. 

On aura donc dans les formules (1205) 

Gi(A:) VE) G;(As) 1 Gi(As) uit GA (Au) = 0 

GH(A,)—ÆE 0. | SR 

Opération (a). 

143. Le polynôme Fo ®, s'obtient en remplaçant (D) par 

(x D), ou (à) par (D) dans (F9D), où dans l'expression 
entre { } du premier membre de (17). 

L'équation algébrique 

EP, — 00, 

ordonnée par rapport à D», s’écrira donc 

RP? + RE LE … LR, — 00, (4401) 

où les coefficients R sont les mêmes qu'aux numéros précé- 
dents et satisfont aux relations (12his) avec (13Pis). 

Opérations (B') (') et (à). 

144. Nous ne pouvons que répéter ce qui à été dit aux 

numéros 96 à 100. Les notations sont les mêmes. Il n’y a qu’à 
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*rÉTg 

remplacer les formules (11), (12), (13) par les formules (His), - 
(42bis), (13bis) que nous venons de trouver. La différence entre 
les formules (12) et (12h) est insignifiante et n’a aucune 

influence sur le raisonnement. La conclusion sera donc la 
même, c’est-à-dire que l’on aura | "= 

M ZM. 

C0: FE 
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CHAPITRE IT 

CALCUL DU FACTEUR SECONDAIRE 

S 1. Abrégé de la théorie. 

145. Dans l'équation 

(FD)Y = 00. Y, (1) 

L nous avons, Conformément au chapitre précédent, calculé une 
1 

radicale © (c'est un polynôme en X — a). Nous connaissons 
i 

par suite le facteur principal 

7 wd Te (2) 

Pour obtenir le facteur secondaire w, on posera 

= Pit: (3) 

. et cette substitution faite dans (1) donnera une équation diffé- 
rentlielle en u. 

146. Réunissons dans le premier membre de cette équation 
les termes dont les coefficients sont de l’ordre le plus élevé. 
Faisons en sorte, en divisant éventuellement cette équation par 

_ une puissance convenable de x, que cet ordre le plus élevé 
_ soit zéro. 

L’équation en uw s’écrira donc 

(GD)u — : (HD)u + 00, (4) 
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où l'opérateur (GD) est de la forme 

GD = BD" + B,D1 +... + B, (5). 

(m étant 7 n) 

(les B étant des fonctions de z de la classe a) 
(B, ne s’annulant pas dans 3,32 [Voir n° 147 qui suit) 

et où l’opérateur (HD) est de la forme 

ÉD 00" 2 QD 300 (6) 

les Q étant eux-mêmes de la forme 

147. Dans le chapitre I (n° 122 et 123), pour trouver plus 

commodément le polynôme +, nous avons supposé que l'inter- 

valle z,%2 était délimité de telle sorte que les coefficients du 

polynôme © ne s’annulent pas dans cet intervalle, non plus 

que le premier coefficient de u. 

Maintenant que le polynôme © est trouvé, nous affranchirons 

l'intervalle z,z de ces restrictions. Mais nous en introduirons 

une autre. 

Nous supposerons l'intervalle z,z2 tellement délimité, que 

la fonction de z, représentée par B4 dans Ja formule (5), ne 
s’'annule ni à l’intérieur ni sur la frontière de cet intervalle | 
31239. 

Les zéros des fonctions B, et ceux du premier coeflicient 

non identiquement nul de la génératrice de P, seront les. 

seules valeurs critiques de z exclues dans toute la suite de ce 

travail. | 
* 

* * 

148. Le degré m de l’opérateur, polynôme en D, (GD) de . 
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la formule (5) sera appelé par nous la multiplicité de la radi- 

cale o (*). 
Cette multiplicité m est toujours S 4. (Voir n° 159.) 

149. Nous allons voir que, m étant la multiplicité de la 

radicale considérée, la série génératrice du facteur secondaire 

u est complètement déterminée quand on donne pour z — %, 

les séries génératrices de 

REDT SEC RIAT, 

ou, ce qui revient au même puisque le facteur principal T est 

connu, quand on donne pour z — 7, les séries génératrices de 

(AE) à L'OEIL ae à 724 

150. Montrons d’abord que ce problème comporte au 

moins une solution. 

Soient 
PA PQ LE (7) 

les fonctions formées par les ? premiers termes de ces généra- 

_ trices données en dernier lieu. 

151. Nous supposerons d’abord que ces b. soient des 

‘constantes, done (x . =: j). 

152. Construisons la fonction w,{z) déterminée par l'équa- 

tion différentielle d'ordre m 

(GD)w, = 0, (8) 

(+) En d’autres termes, la multiplicité est » lorsque, dans l'équation 

différentielle du facteur secondaire w, les coefficients de l’ordre le plus élevé 
sont multipliés par une dérivée me"e de u, sans l'être par une dérivée 
d'ordre supérieur à m 

Ou plus simplement : La multiplicité m est l’ordre de l'équation différen- 
tielle en , équation écrite pour æ— +- ce. 
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et par la condition que pour = = z%, l’on ait 

W = by Du = Bb, PURES (9) 

153. Construisons ensuite successivement les fonctions 

WyWo .… w,.., dont chacune, w,, est déterminée par voie de 

récurrence au moyen de l’équation différentielle d’ordre m 

(GD)w, — = (HD)w,_,, (10) 

et par la condition que pour z — z, l'on ait 

ne Pins = D) (41) 

154. La fonction w, est de la classe a, donc I). 

On en déduit, à cause de la forme de (HD) donnée par la 

formule (6), que w, est de la forme 

at a® a® a 

Ma SE SNS RTE OUR 
VERS 
TE + 00 

où les a sont de la classe a: 
puis on déduit de là que 

a®” ua armes 
ME et nee ea dd 

et d’une façon générale 

an ag a 

w, = 

155. La fonction 

U = Vo HU + EW; (13) 

nd DS RS GS EEE 
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_ sera donc de la forme 

s® s® $ (3) Rs 
d=wm+ ts ta te + +00 

avec 

0 = af + a” + + + af, 

c’est-à-dire qu’elle aura pour génératrice la série 

4) s® s® | 

_ Da de nie 0 dé Sa 1 KR NES D 

Or, cette fonction uw satisfait à la relation (4) 

(GD)u . (HD)u +- 06, 

(Voir n°160.) 

et à la condition que pour z — z, l'on ail 

=D h=.:= Du 0,0, 

_ cette fonction w et sa série génératrice (14) satisfont donc 

aux conditions du problème. 

156. Nous avons donc une solution du problème proposé 

_ quand les valeurs initiales données au numéro 150 sont des 
constantes. | 

En particulier, nous savons former une solution u,, et sa 

génératrice, telle que pour 3 — z, l’on ait 

Du, —1 

_el | 
Dfu; —0 (pour s +r). 

157. Il est bien facile maintenant de former une solution , 

_et sa génératrice, quand les valeurs initiales du numéro 150 ne 
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sont pas des constantes, mais naturellement de la classe P(X) 
La solution est en effet donnée par 

u = bus + bus + ++ + LE PR 

fonction qui est évidemment de la classe 

————— 

P(X), 

et dont on forme facilement la série génératrice. 

158. Pour achever de démontrer la proposition annoncée 
au numéro 449, il ne reste plus qu’à établir le théorème sui- 

van : 
La série de la forme 

Peas 2 

est unique, qui satisfasse à la condition d’engendrer (par la 

somme de ses } premiers termes) une solution u de 

(GD}u — = (HD)u + 00 

el qui, pour 3 — 9, Se réduise, ainsi que ses (m-— 1) premières : 

lérivées, à des séries données. 

(Voir n° 161.) 

S 2. Dévelopyement du numéro 148. 

159. Je dis que la multiplicité m d’une radicale de l’opé- 
rateur (FD) ne peut être nulle. 

En effet, la radicale de 
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_ étant la même que la radicale de T, la fonction w aura la radi- 

cale zéro. 
Donc l'équation en u doit posséder une radicale zéro. 

Or, si la multiplicité était nulle, cela signifierait que l’équa- 
ion en u serait de la forme 

Î GED" + QD + Que. @) u — 

Le premier terme de toute radicale + de celte équation 

différentielle est égal au premier terme d’une racine ® de 

l'équation algébrique 

1 r à QG + QE HO (2) 

_ Cette équation n’admel aucune racine ® qui reste finie 

quand æ — + œæ. Autrement dit, aucune des racines n’a sa 

partie principale égale à zéro. Donc l'équation (4) n’a pas de 

radicale zéro, ce qui est absurde puisque nous avons vu que la 

fonction u, dont nous sommes parlis, avait la radicale zéro. 

Ilest done impossible d'admettre que la multiplicité est nulle. 

C:9..F. D: 

Lrd 

$ 5. Développement du numéro 155. 

160. Je dis que la fonction 

U = Wo + Wy + + + VW; 

satisfait à la relation 

(GD)u — : (HD)& — 00. 
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En effet, 

sr LE Du =D De Op ap) b ( ail Ju = (G FR )Wo + ( X iT 

1 1 
FÂCD x HD)w; = [(GD)w] + [— x (HD)w, + (GD)w,] 

l 1 
+ [—$ HDDu + (GDho] + + + [HD à + (CD) 

1 

Tous les termes entre | ] sont nuls en vertu des formules (8) 
et (10) des numéros 152 et 155. 

Il reste donc 

1 1 
(GD— < HD)u — —  (HD)w,. 

Mais en vertu de la formule (12) du numéro 154 où l’on . 
faitr—),ona | 

el, par suite, 

FE. NE 
x (HD)w; — O0. 

Donc on a bien 

(GD)u — : (HD}u — 00. 

C0: 



CD 

$S 4. Développement du numéro 158. 

161. Je dis qu'il ne peut y avoir qu’une seule série de la 

forme 

qui satisfasse à la condition d’engendrer (par la somme de ses 

j premiers termes) une solution uw de 

(GD)u — © (HD)u + 00 

et qui pour z — 3, Se réduise, ainsi que ses (m — 1) premières 
dérivées, à des séries données. 

Démonstration. 

S’il y avait deux telles séries, leur différence serait une série 

XP? 3 | 1 ++ te) 1°! 

dont les coefficients a seraient des fonctions de z de la classe a, 

se réduisant à zéro, ainsi que leurs (m — 1) premières dérivées 
pour z — %. 

De plus la fonction 

1 1 
v — X? m+u gta) 

satisferait à 

(GD)v — + (HD)e + 00. 
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Donc on pourrait trouver une valeur de j telle que l’on ait, 

quelque grand que soit x (dans E), 

X? 

(ED)o — + (HD)o = T1. € 

ou 

| 

: NET ee 
(GD)KP a + Le + 0 5) — DDC) = 

ou, en divisant par X?, qui se comporte comme une constante 

relativement à l'opérateur D, 

as OR EE SEE QG) (ar + Lee +) EDG) TT 

Cette relation devant avoir lieu quelque grand que soit x 

(dans E), 1l faut que 

(GD)a, = 0. (2) 

Donc a, est une fonction de z satisfaisant à l’équation diffé- 

rentielle (2) qui est d'ordre m, et s’annulant ainsi que ses 
(m — 1) premières dérivées pour z — z,. La seule fonction 
de z satisfaisant à ces conditions est ay — 0. 

Donc le premier terme de la série (1) est nul. 

Mais alors le deuxième terme devient le premier, et il est 

nul aussi, etc. On voit donc que dans la différence des deux 

séries génératrices chaque terme est nul. 

C. QE. D. 

CE ERP 7 PR NT S PTT NE Et D 

LAS Pass T0 

vas enr 
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CHAPITRE IV 

SYSTÈME FONDAMENTAL DE SOLUTIONS FORMELLES. 

$S 1. Abrégé de la théorie. 

162. Pour chaque radicale, on pourra, par le chapitre pré- 

cédent, en variant les conditions initiales, construire plusieurs 
solutions formelles de l'opérateur (FD). 

Soient Y,Y: .… Y, des solutions formelles ainsi construites, 

les radicales étant égales ou inégales. Désignons par 

MOT, Vs) 

le Wronskien : 

| LRO FER EE 

DESDITS ES DY 
LL 0 FE De (1) 

Dar, D Ye D-!Y; 

L'expression 

UT este de PNR Un) Op T 
+ ° 1e .… | 1 

sera une fonction de la classe ®(X). Elle possédera donc une 

série génératrice 

(4) A® À XP (AO + — ne +) (3) 

où les A sont de la classe a. 
_- Nousdirons que les génératrices des fonctions Y,Y: ... Y, sont 
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linéairement indépendantes lorsque la série génératrice (3) 
n'aura pas tous ses termes identiquement nuls dans l’inter- 
valle 3139. 

C'est-à-dire lorsque l’on n'aura pas 

LEA PEER D 
ARE À Ms 

163. Nous dirons de plus que ces génératrices sont unifor- 

mément indépendantes lorsque le premier coefficient de la 

série (3), qui n’est pas identiquement nul, ne s’annulera pour 
aucun point de l'intervalle z,z9. À cause de la continuité de la 

fonction de z que forme ce coeflicient, continuité assurée par 

l'existence d’une dérivée (*), ce coefficient restera, en module, 

supérieur à un nombre positif fixe dans tout l'intervalle 3439. 

164. Dans ce chapitre, nous allons montrer que l’on peut 

toujours trouver un système de n (**) solutions formelles de 

(FD) dont les génératrices soient linéairement et uniformément 
indépendantes. 

Un tel système sera appelé système fondamental de solutions 

formelles de (FD). 

165. La multiplicité de la radicale & étant m, il est facile 

de construire un système de m solutions formelles, 

FE CN A A pd à 

ayant la même radicale +, et dont les génératrices soient 
linéairement et uniformément indépendantes. 

(*) Les A sont de la classe &, donc ils ont chacun une dérivée bornée. 
(**) n est l’ordre réel de l'opération (FD) = P,D7 + P,Dri E ... EL Ph, 

c’est-à-dire que l’on n’a pas Po — (0, sans quoi les solutions formelles Y de 

(FD)Y = YU0 satisferaient à (P4Dr4 + ..-+ P,) Y — UOY, et l’ordre réel 
serait € 7. 

Re NN NII NO ININNINNOUT hante : * k os se — ' “ Cu 2 En: : MT FE LE, 119 ae Rs Sd om à dd nid ns à à à 
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En effet, il faut qu’en aucun point de l'intervalle 3,39 l’on 

n'ait 

WTA, D Tu) 17:00. 

166. Or, quelles que soient les foncuüons T et u, on à 

identiquement 

OR PE ON (A, un," us). 

(Voir n° 173.) 

167. Donc, 1l nous faut trouver un système de facteurs 

secondaires uyu, … u,, tel qu’en aucun point de 3,3, l’on n'ait 

W (us Un) = 00. 

Nous déterminerons ces fonctions secondaires, conformément 

au numéro 149, par les valeurs au point z — z, de ces fonc- 
üons et de leurs (m—1) premières dérivées. Et nous choisi- 

_ rons pour ces valeurs en z, des nombres constants (T{x, z,j)) et 
tels que pour z — z, l’on ait 

Wuu, ….u,) + 0. 

— Par exemple on pourra choisir les facteurs secondaires 

du numéro 156 — | 
Les génératrices des m facteurs secondaires ainsi déterminés 

seront linéairement etuniformément indépendantes. C'est-à-dire 
qu’en aucun point de l'intervalle 3, l’on n'aura 

W(uyu Um) — 00, 

et par conséquent non plus 

NRCEU tue) — TT". 00. 

- (Voir n° 174.) 
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168. Le cas où les radicales ne sont pas toutes les mêmes 

se ramène au cas où les radicales sont toutes égales par un 
théorème en vertu duquel, pour qu’un système de solutions 

formelles 

d'pR PRe 0 

ait ses génératrices linéairement et uniformément indépen- 
dantes, il faut et il suffit que cette propriété appartienne à 
chacun des groupes formés en réunissant celles de ces solu- 
tions formelles qui ont la même radicale. 

(Voir n°° 175 à 186.) 

169. Nous sommes donc en état de construire un système 

de y solutions formelles de (FD), à génératrices linéairement 

et uniformément indépendantes, lorsque ce nombre » est 

V = M + Me + ee + My, 

où my, Mo, … M, Sont les multiplicités de toutes les radicales 
différentes 

Pa Po Listid Ep 

que l’on peut construire conformément au chapitre IF. 

Il ne nous reste plus qu'à montrer que ce nombre » est 

nécessairement égal à n. | 

1770. Pour cela, nous DER nn d’abord que le nombre y 
ne peut être supérieur à n. 

(Voir n° 187.) 

1771. Puis nous montrerons que ce nombre 

a Me cle 

ne peut être inférieur à n. 
‘(Voir n° 188 à 205.) 



( 103 ) 

172. On aura donc bien 

Ma + Ma + ve + My =, 

c’est-à-dire : 
La somme des multiplicités de toutes les radicales est égale à 

l'ordre de l'équation différentielle. 

S 2. Développement du numéro 166. 

1773. Pour démontrer la formule 

PROMO OR SEX LUE, D) 0. NC, 4, 2 0), 

multiplions, colonne par colonne, les deux déterminants 

PDT DT... Dr: 
O T 2DT … Ci, _,D"=T 
PORT. Es beeT| — Tr 

AU T 

et 

1 À Us Us st Île 

Due. Das: :.: Du 

Du, Du, Du  ... Du, — Mu su,), 

on obtient le déterminant 
* 

EU, Las Tu; dire ie 

DIR D TE... DTu, 

DORE IP ES te, = W(Tu; Ta, …. Tu,). 

DD tue Du... D Tu, 
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Donc 

Te. Wu... u,) = NT, Fa Tu 

C.Q.F. D. 

S 5. Développement relatif au numéro 167. 

174. La multiplicité de la radicale © étant m et les facteurs 
secondaires UyUo .....…. Un étant relatifs à cette même radicale, 
et ayant, ainsi que leurs (m— 1) premières dérivées, des valeurs 
constantes [c’est-à-dire I(xzj)] au point z = z,, il nous faut 
montrer que si en ce point z, l'on a 

Wu. (4) 

il nous faut montrer qu’alors cette relation s’étendra à tous les 

points de l'intervalle z429. 

Démonstration. 

D’après ce que nous avons vu au numéro 155, chacune des 
fonctions u, (r — 1,2, ... m) aura une génératrice de la forme 

1 1 
s9 + «D x + Le us 

où les s sont de la classe a 
Etle Wronskien Wluiuo ....… U») aura par suite une généra- 

trice de la forme 

1 1 
AO AO — Xe — ……. rs x kr Te rc 

les A étant de la classe a. 
Nous allons démontrer que le premier terme A(°) de cette 

série ne s’annule en aucun point de l'intervalle 3,39. 
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En effet, on a 

AO = W(s0a0 … 50). (2) 

Par hypothèse, pour z — 34, on à 

FT) 
Up = Sy 

donc le deuxième membre de (2) est égal à la valeur en z, de 
Wluiuo … u) et par suite, à cause de (1), on a, au point z — z 

MPa a) et 0. (3) 

Mais (d’après le n° 152, où l’on remplace w, par s0) (*) les 

fonctions de z représentées par s®s® ... s@ satisfont à 

(GD)s® — 0, (4) 

c'est-à-dire 

(BÇ,D" + B,D"1 +... B,)s0 — 0, (4) 

où, d’après la restriction du numéro 147, le coefficient B, est 
une fonction de z restant en module supérieure à un nombre 

fixe dans tout l'intervalle 3,29 (**). 
D’après un théorème de P. Appell, les solutions s®s0 ...s0 de 

l'équation (4) satisfont à la formule 

Z B4 

W(SLS0 … 59,) = [W]... ie (5) 

AT 
(*) Cela résulte d’ailleurs directement de ce que u = s® + Hs donc 

AT es 
s0= nu + a le facteur secondaire satisfaisant à (GD)u — (HD) + 00. 

(**) Cette restriction exclut seulement les zéros de B, Mais à cause de la 

continuité assurée par l’existence d’une dérivée (B, est de la classe a), cette 
fonction B, reste en module supérieure à un nombre fixe. 
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| : 3 
Comme la fonction Le est une fonction de z bornée dans 

0 
l'intervalle z,z9, on voit que la fonction 

W (959... s9,) — A0 (2) 

« 

reste en module supérieure à un nombre fixe dans l’inter- 
valle 3,29. 

C. 0. EP. D: 

$ 4. Développement relatif au numéro 168. 

THÉORÈME. 

175. Les fonctions 

SE CAE 08 

étant chacune composée d’un facteur principal 

1 Zodx 

(@ étant un polynome en X) et d’un facteur secondaire 

u = P(X), 

je dis que, si ces fonctions se partagent en groupes 

AAA IE Con re PO Pl Cm 

groupes tels que dans chacun d’eux la radicale & (et par suite 

aussi le facteur principal T) soit la même, tandis qu'elle diffère 
d’un groupe à l’autre; je dis qu’alors la relation 

NOM) 7 

PEMTERTS 
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ne pourra exister que si une relation semblable existe dans l’un 
des groupes; par exemple dans le premier, donc si 

Le A A 
LT CE 

(où l, — do = = Fe) 

Démonstration duns le cas de v—9,. 

1776. Si Y, et Yo ont même radicale, le théorème est 

évident, puisqu'il n’y a qu’un groupe. 

177. Si les radicales 1 et © sont différentes, je dis que la 
relation 

VOM)T L Se | @) 

ne pourra pas avoir lieu si l’on n’a pas soit 

— TRES 
T, — 00, c’est-à-dire T. +00: 

W(Y ee MR 
soit (M) — QU, c'est-à-dire = — 00. 

T2 LE 

Supposons en effet que, en posant 

r == Tu, se C 2 — lo; | 

l’on n’ait ni 

Ui = 00 | 

ni | (3) 

U — 00 | 

Alors w, aura une génératrice : 

X? (a + $ + +) avec dy E 0, 
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de même % aura une génératrice 

b 
XAb, +.) avec h +0. 

En posant 
CP CAR 

UN 

el 

: FD à 

Le ee X2Y,, 

nous aurons 

W (MY) — AP AG R 
TT: DT 

el pour que 

= mi 
44 

il faut et suffit que 

W CV) Lg 

Le 

ndaires u, et u ur. généra- les facteurs secondaires uw, et w de Y; et Y; ont pour généra 

trices | 

et 

Nous sommes donc ramenés au cas où p — q = 0. 

178. Nous supprimerons les accents et nous supposerons 

donc 

Y, = : mn . U; (4) 
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avec 

a pronss Mot gt + +00 id 
-(aç + 0), 

@) 
el 

Mae Lois 
() 

avec 

Us — bo cu SUR re 5 00, 
ï 

re à 
On a 

Y, #: Ph DY W(Y,Y,) — mn ( 4 2) | DY, DY e Ke LA 
DT, Du, Dr, Du, 

= (T,u;) (Tout) ES BL % Je: re F7 on | 

Du, Du, | 
1), M [ee + — a 

donc, 

WAY) . | ZT. Se WU2(De — ?1) Li de Du, je 

À cause de (6) et (9), l’expression 

Ua - Uo(D> — Di) 

est, quel que soit j, un infiniment grand (pour x = + >) dont 

_ l’ordre est celui de (99 — 4). 
Au contraire, l'expression 

Uy WU 

Du, Du, 

reste finie pour x — + œ. Donc le second membre de (10) est 
infiniment grand pour x — + æ, quel que soit j. 

Il ne peut donc pas être de la classe 00. C. Q.F. D. 
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Démonstration dans le cas de v > 2. 

1779. Nous allons maintenant étendre le théorème pour un 
v quelconque > 2, en le supposant vrai jusque ( — 1). 

Si les fonctions Y,Yo ....… Y, ont toutes la même radicale 

et ne forment donc qu'un seul groupe comprenant les y fonc- 

tions, le théorème dégénère en une simple tautologie. 

Si l’un des groupes renferme (y — 1) fonctions, nous donne- 
rons l'indice 1 à l’une des fonctions de ce groupe. L’autre 

groupe ne renferme dans ce cas qu’une seule fonction, et ce 

nombre 1 est inférieur à (v — 1), parce que nous supposons 

V > 0: 

180. De toutes façons, le cas de la tautologie étant mis de 

côté, nous voyons que les groupes qui ne renfermeront pas Y, 

posséderont un nombre de fonctions inférieur à (y — 1). 

181. Cela posé, rappelons la formule du numéro 166, qui 

peut s’écrire : 

WOLX LM.) = YEN 

Si dans cette formule on fait 

vu À 
Mec ei 

on obtient 

Y: *, 13? 
Wa 22e Ne D EAN ENS 
( Y. _) + ee. 

où 

NP UC 
Me OP à ae Pie Mn ce LES AP Mn pe 2 ( = 5) 
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ou enfin 

WAY, Vas ve Ys) = YYW L () D Cv) so D ÿ)| (1) 

On voit que cette formule ramène un Wronskien d’ordre y 

à un Wronskien d'ordre (v — 1). 

182. Nous poserons comme d'habitude 

Y; = Ts . Us 

u, étant le facteur secondaire de Y;. 

183. Si l’on a 

U — 00, 

alors on aura 

TY, —= OU. pe 

et pour tout Wronskien renfermant Y,, tel que W(Y;,, 

: FAR Y,), on aura 

NB NE M IMEELT 

le théorème est alors démontré. 

184. Supposons donc que l’on n’ait pas 

u, = O0. 

Par la formule (1), la relation 

MONEY es Nes OT. T.. TT, 

entraînera 

Y Y, sa 
T'W L Ÿ) … D (5) Que TT... T,. 
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ou, en posant 

A T, T: 
RL EEE 2 D OT OST (2) 

Ÿ, Y, ve 
WID{—),.. D })|—00.0.0..40,. LOMOIRES e 

Mais 0o, 03, ....…. 4, sont les facteurs principaux de 

Y, Y. et 
D'ETAT ARE CCE 

et comme le Wronskien qui entre dans la formule (3) est 
d'ordre (v—1) < y, le théorème proposé est applicable à cette 
formule. 

La relation (5) exige done qu’une relation semblable existe : 
A) Ou bien pour le groupe 

RS A Ye Ps 
D(—)},D| —}),,. D — }; GE) 2) 0) 

dont toutes les fonctions possèdent le même facteur prin- 

cipal G5— 03 — ...— 0, ; 

B) Ou bien pour un autre groupe tel que 

D (+) D (<) LA () 
Fax moe Y 

dont toutes les fonctions possèdent le même facteur prin- 

cipal 044 = Oa+9 b— 6,. 

185. Examinons d’abord l’éventualité A. 

On a alors 

Y, 1 0 es w L Q! D (D: D (+) 56 6 4.6 

he rite 
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ou 

7 EEE , 2 ; .… D "à —= . ù . .… a» OOTOMO)RESSES 
ou par la formule (1) appliquée à rebours (après avoir remplacé 

dans le premier membre de la relation ci-dessus T, par Y,, ce 
qu’on peut faire parce que w4 + 00) : 

W(Y,, + sn … Ta) = UÙ . 1 . T, . T, … Es; 

et le théorème est vérifié. 

186. Examinons maintenant l’éventualité B. 

On a alors 

Y ie 
W L (+) SD (+) — 00.0, 0 

À 

om Tan TL — (0. ES Gal de 

ou 

7 Y ai 
Ven MN D( A 9 D e | = 0 . sp Ho lai T;, 

ou, puisque l’on n’a pas w4 — 00, 

NS Y re 
eme . W LD ( æ), … D (+) = 0 . T, , Pr … T;, 

ou par la formule (1) 

\,/ à FPMO DISONS 4) PTS ES PASS OR AL CHERE 7 

Dans cette relation, les fonctions Y{Ya+1Ya+9 … Yy se par- 
tagent en deux groupes : | 

Le groupe (Y,) dont le facteur principal est T,; 

Le groupe (Ya41, Ya+o, Ys), dont les facteurs principaux 
sont Tor4 = Toto. = Ts. 

8 
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Ce dernier groupe ne renferme pas Y,, donc d’après le 

numéro 180 le nombre des fonctions qu'il renferme est infé- 

rieur à (y—1). Et par conséquent le nombre des fonctions qui 

entrent dans le Wronskien de la formule (4) est inférieur à ». 
1 

Mais alors le théorème proposé est applicable à cette for- 

mule (4), et cette relation (4) exige que l’on ait 

«) ou bien 

W(OM) — 00. T, 

6) ou bien 

Wat  PUES .… Y;) _— 00 . Léa . Los … T,: 

L'hypothèse (a) s'écrit 

r = Ü T, 

ou 

U = 00. 

Nous avons exclu cette hypothèse au commencement du 

. numéro 184. Il ne reste donc que l’hypothèse (8). Elle con- 
firme le théorème proposé. | 

$S ©. Développement du numéro 170. 

187. Si l'opération (FD) est effectivement d'ordre n, c’est- 

a-dire si dans 

ED — P,Dr LÉ PDE EL ANR 

le coefficient P, n’est pas asymptotiquement nul, 

P; + 00, 

je dis qu’il sera impossible de construire des solutions for- 

melles, à génératrices linéairement et uniformément indépen- 

dantes, en nombre y supérieur à n. 
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Car si Y4, Yo, .… Yn, V4 étaient de telles solutions for- 

melles, on aurait 

P,D'Y, +- P,DTY, + TP 'RTSLÈRE —- Pr, Lu (1) . à 

P,D'Y, + P,D'"Y, + RON +- 4 À = 0 . Y 

P,D'Y, +- P,D’ |A + CEST +- JA —= 00 . Fr 

_et en résolvant par rapport à P,, on obtiendrait 

DR ML LUE PR LS PO PROS Pr 2) j 
as L'ART PE I ch 

Divisons haut et bas par YiY2 ... Y, ... Y441 et remarquons 

que le dénominateur 

neo ken) 
LA? .… *. … 1 

est de la forme 

A® AU de 
X? () Dre cé CE ET - 00, (a +++ T)+ 

où AO reste supérieur à un nombre fixe, et que, par consé- 

quent, l’inverse de ce dénominateur est de la classe P(x), donc 

dans la zone z, ainsi que ses dérivées, et nous en conclurons 

que la formule (1) donne 

ms P, — (200.2). 3 — 00. 

Donc on voit bien que y ne peut surpasser n si l’on n’a pas 

Eu 00. 

G. 9. F. D. 
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$ 6. Développement du numéro 171. 

188. Soient 61, vo, … w, les différentes radicales de (FD) 

et soient m4, Mo, … m, leurs multiplicités. Je dis que la somme 

Mi TL MT EM 

ne peut être inférieure à l’ordre n de (FD). 

Démonstration. 

189. Pour n — 1, il suffit d'appliquer le théorème démon- 

tré au numéro 159. 

190. Pour n > 1, nous démontrerons le théorème pour un 
opérateur d'ordre n, en le supposant vrai pour les opérateurs 
d'ordre € n. 

Désignons par +, une des radicales +399 ... +, choisie de 

telle sorte que pour x suffisamment grand, c’est-à-dire pour 

æ > %o, l'on ait 

R(gr — vo) > 0 (1) 

(R désignant la partie réelle; par exemple R(3+5l/—1)=3) 

Si cette relation (1) ne pouvait à s'étendre tout l'intervalle 

Z1Z9, On partagerait cet intervalle en intervalles partiels pour 

chacun desquels on puisse écrire la relation (1) moyennant un 

choix convenable de 45. Et nous verrons que pour chacun de 

ces intervalles partiels on aura 

My + Mo + + + My ZEN, 

donc aussi pour l'intervalle total. 
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191. Nous considérerons donc l’un de ces intervalles par- 
tiels et nous le désignerons, dans tout ce paragraphe, par z,29. 
Donc dans tout l'intervalle z,z9 l’on a 

R(e, — %) > 0 
(= A;S 4 D 

192. Soit Y, une solution formelle de (FD) ayant la radi- 
cale vo. 

Y étant une autre (*) solution formelle de (FD), la fonction 

Y 
D — — Z 2 

Yÿ @) 

sera solution formelle d’un certain opérateur (KD), d'ordre 

(n—1) en D, et à coefficients de la forme P(x), opérateur que 

nous allons former. 

Mais avant de construire cet opérateur (KD), remarquons 
que, T et T, étant les facteurs principaux de Y et Y,, Z aura 
la forme 

(X), 

ce sera donc bien la forme d’une solution formelle, avec le 

facteur principal È donc avec la radicale 
0 

Ye CD 

193. Il nous reste à montrer l'existence de l’opérateur (KD) 

d'ordre (n—1 ), à coefficients P(x), et tel que 

K DZ — 00. À ET mn 

c’est ce que nous allons faire aux numéros 195 à 197. 



(118 ) 

194. Quand l'existence de (KD) sera établie, comme cet 
opérateur sera d'ordre (n—1) < n, nous pourrons lui appliquer 
le théorème proposé, et nous parviendrons ensuite à étendre 
ce théorème à l'opérateur (FD). C’est ce que nous ferons aux 

numéros 198 à 202. 

OPÉRATEUR (KD). 

195. Soit Z, la valeur pour 3 — z, de D(S). La relation (2) 

donnera 

Yo Vo 2, + [£ Zdz (3) 

Posons pour abréger 

2, + TS Ze = V, (4) 

donc 

EE A 

cette substitution faite dans (FD)Y donne 

(FD)Y = V.(FD)Y, 
DV D?V 
CT | (F'D)Y sa (PPD)Ye ee + TE (PDT À: 1.2 [re 

Dans l’expression entre { }, le coeflicient de D’V est 

+- 

1 1 EPA _ de me Poe Yo = Poe Yo 

et toute cette expression entre Di est de la forme 

{ "à es Y [P,n°1 + (OA Le mr à Q, DV, 

où les Q sont de la classe L(x). 

196. Nous représenterons l'opérateur entre | | par (KD). 



(449) 

197. Donc l'expression entre { } dans (5) est 

{ de } — Ÿÿ: (KD)DV, 

mais, d’après (4), | 

| DV — 7, 
donc, 

fe = Y .(KD)Z 

et la relation (5) devient 

(FD)Y — V.(FD)Y, + Y,.(KD)Z, 
ou 

1 V.(FD)Y, 
KD)Z = — (FD)Y — —————, (KD)Z — > (FD) e 

mais 
(FD)Y, — 
A à 

et 

(FD)Y = 00.T, 
et par suite 

DD EC T durs CT 
= 0 —— —= RE | 7 NT PRO à 

donc (6) devient 

'ÉRE SRE 
(KD)Z = 00 - — — 00. V. 

To 

Enfin, dans la relation (4) 

V=Z + f5,2Ldz, 

on à 

(6) 

(7) 



donc 
Free 

FAR | 
= 

et, pour z — Z, 
Z, 2 Â ° %, 

et a fortiori, puisque 4 < T. (à cause de (1)), 
0 

Li 
Li = — 3. 1 T, 3 

Donc (4) donne 

V — L 3 + [ ee d 8 + L “ed 3. (8) 

Mais, à cause de (1), dans l'intervalle (z139), le module 
To 

est non décroissant, et l’on peut appliquer le théorème du 

numéro 55, qui donnera 

par suite (8) devient 

donc 

En portant cette valeur dans (7), on obtient enfin 

(KD)Z — 00 = 0% 

Et l’on voit que l’opérateur (KD) défini au numéro 196 pos- 

sède toutes les propriétés requises au numéro 193. 
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RELATION ENTRE LES MULTIPLICITÉS DANS (KD) ET pans (FD). 

198. Nous savons par la formule (2bis) du numéro 192 qu’à 
chaque radicale 4 de (KD) il correspond une radicale « de (FD) 
donnée par la relation 

=? —%0; 
ou 

p = Ÿ + Po. (9) 

Toutes les radicales de (FD) sont d’abord celles qui se 

_ déduisent des radicales de (KD) par cette formule (9), ensuite 
la radicale vs. 

Cela posé, nous allons démontrer que, a étant la multiplicité 

de 4 dans (KD), | 
4° Si D + 0, la multiplicité m dans (FD) de 

Ne d + Po 

sera 

m = br; 

2 Si & — O0, la multiplicité m dans (FD) de 

ns RE 
sera 

m=p + 1. 

199. Quand ces deux points seront établis, notre proposi- 
tion du numéro 188 sera démontrée. 

En effet, soient 

Qas Das + Va 

les radicales différentes de (KD), et 

Mas Mes + Ma 
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leurs multiplicités, dont nous admettons que 

Pa D ee ee SEE 

1° Si tous les 4 sont + 0, les radicales différentes de (FD) 
seront | 

Pa = di + D 

D = de + Lo 

Da = + 

et 

Po 

et leurs multiplicités seront 

Mi —= Pa 

Me = He 

Ma — Ma 

mo _ 4, 

donc, 

Ma + Me + 2e Mo + Mo = Qu HE BE UNE 

> (n —1) +1, 

donc 

Mu + M + M +M EN, 

ce qui est conforme à l’énoncé du numéro 188. 

2 Si l’une des radicales 4, … à, est nulle, par exemple si 

La = 0, 

alors les radicales de (FD) seront 

O1 —= Don dl Do 

M. 0 + Los 
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et leurs multiplicités 

Mans — Fo 

Ma = Ba + L 

donc, 

Ma + Ma + 2e + Mo + Mo = (ua + Bo + ee + ho) +1 

EL St Gr 
Sn 

et l'énoncé du numéro 188 est encore confirmé. 

| Démonstration du premier point. 

200. Il faut montrer que si la radicale 4 de (KD) est + 0 
et possède la multiplicité u, il faut montrer qu’alors la radicale 

P = Ÿ + (9) 

de (FD) aura une multiplicité m égale à u. 

Dire de ÿ est radicale de multiplicité m dans l’équation 

(FD)Y—00.T, (40) 

cela veut dire, selon la définition du numéro 148, que si dans 

cette équation l’on pose 

Y—T.u (11) 
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cela veut dire que l’on obtiendra une équation en w de la 
forme 

(GD)u — © (HD)u + 00, (12) 

où l’opérateur (GD) est d'ordre m. 

De même, en disant que 4 est radicale de multiplicité pe 
dans Ù 

(KD)Z — 00 Z, (13) 

nous exprimons que si dans cette relation l’on pose 

Z—06.0 (14) 
avec 

G — RES (4495) 

nous obtiendrons une équation en v de la forme 

FA 
GD)o = (D)v + O0, (15) 

où l'opérateur (gD) est d'ordre pu. 

201. Mais pour obtenir l’équation en uw (12), qui fait 
connaître la valeur de m, nous pouvons, au lieu de faire la 

substitution (11) dans (10), nous pouvons rechercher la rela- 
tion qui existe entre u et v, et ensuite remplacer v dans (15) 
par son expression en fonction de u. De cette façon nous 

aurons le moyen de trouver m connaissant (15), c’est-à-dire 

connaissant 1. 
On a 

NLTY (11) 

et d’autre part, d’après (2) et (14) : 



on à 

D — — 0... (16) 

Nous allons éliminer Y entre (41) et (16) pour avoir la 
relation entre u et v. 
De (11) on tire 

donc 

en comparant avec (16), on a 

ÉD EU (A7) 

D'ailleurs, la radicale de Y, étant w,, on a 

)F — À . Uo (1 8) 

avec 

2 Pod 
T, = ere D 

HTC) 

Donc (17) devient 

La 
D (19) 

Mais de (14bis) 

de 20 REG — Po) d+ 
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et de 

T [podz 

À 0 

on tire 

donc (19) devient 

T LE T u T u 
— VU — Dl= Nm = — | D— |} 

To D ( ") U 2e a > 

mais 

T 
M mme Di Ÿ T./ 

donc 

T T u u 
PE, Sa su ei Re AS | Vs 
To, T, ? pu Un 

et 

v = LU UAIRE 20 rt (20) 

202. Faisons la substitution (20) dans (15) : 

u u 1 u u 
(gD) œ + D 2) nr (AD) œ h pi) +00; (21) 

comme l'opérateur (gD) est d'ordre u, le premier nombre 

de (21) sera de la forme 

(MODE + MDP + + Mu + (GD)D À, 
0 

où 

M, = a 

Uo 

tandis que M,, Mo, .… My ont des ordres d’infinitude (pour 
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æ — + æ) qui ne dépassent pas l’ordre de M, — # Quant aux 
0 

. u . . . , . « 

coefficients de (gD)D Ts ils sont finis, donc d’ordre inférieur à 

celui de M,. e | 
Enfin le deuxième membre de (21) est de la forme 

(NoD* + ND + + + N,)u + O0, 

où tous les coefficients N,, N,, .… N, ont des ordres d’infinitude 

inférieurs à celui de M, — 
uo 

Donc on voit que si l’on ne conserve dans le premier nombre 

de (21) que les coefficients de l’ordre le plus élevé, ce premier 
membre prendra la forme 

(BDE + B,DE 1 +. + B,)u, 

avec 

By Ur 

Donc y est bien la multiplicité m de , et l’on a bien 

nr 

C. Q.F. D. 

Démonstration du second point. 

203. Dans le cas où 4 = 0, la substitution (20) se réduit à 

D _ 

Ur 

cette substitution faite dans 

1 Es 
(gD)v — x (hD)v + 00 (45) 

donnera l’équation en u. 
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Les coefficients de l’ordre le plus élevé dans cette équation | 
en u seront encore Compris parmi ceux de | 

u GD)D 

Leur réunion formera un polynôme en D d'ordre (+4). 
Donc la multiplicité m de 

Pa 

dans (FD) est ici 

m=p + 1. 

C. Q.F. D. 



QUATRIÈME PARTIE 

Équations différentielles à paramètre variable. 

Problème fonctionnel. 

CHAPITRE PREMIER 

RELATIONS ASYMPTOTIQUES ENTRE SOLUTIONS FORMELLES 

ET SOLUTIONS EXACTES. 

204. Dans la troisième partie de ce travail, nous avons 

étudié les solutions formelles 

ER (1) 

satisfaisant à ; 

(FD)Y — 00.T. (2) 

Dans cette quatrième et dernière partie, nous considérerons 

les fonctions y satisfaisant exactement à l'équation 

(ŒED)y — 0, (3) 

et non plus asymptotiquement comme dans (2). 
Et nous montrerons que toute solution y de l’équation fonc- 

uonnelle (3) peut être développée asymptotiquement en utili- 

sant ces solutions formelles étudiées dans la troisième partie. 

On utilisera pour cela un système fondamental de solutions 
formelles 

: FA MA De 
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Ces solutions formelles pourront servir au développement 

de y, gràce au théorème suivant que nous démontrerons. 

THÉORÈME. 

205. Les n solutions formelles Y,, Yo, .. Y, et les.n fonc- 

tions Yy, Yo, .… Y, Satisfaisant exactement à 

(FD)y = 0, 

et déterminées en outre par la condition que pour 3 — %, il y 

ait égalité entre ces y et les Y, ainsi qu'entre les (n - 1) pre- 

mières dérivées de ces fonctions, ces fonctions sont liées par 

la relation 

Yr — Re 00 . T, 

ef (CEA 

relation indéfiniment dérivable par rapport à z. 

*k 

* * 

206. Ces n fonctions y#o .… y, Seront linéairement indé- 

pendantes, c’est-à-dire que leur Wronskien ne sera pas iden- 

tiquement nul, puisque pour 3 — z, On aura 

W(UaUo aus Va) = Wa ce Ÿ,) + 0. 

* 

x x 

207. Une fois assurée l'existence de ces n fonctions yyyo ... YU» 

linéairement indépendantes dont nous connaissons les déve- 

_ loppements asymptotiques Y,Y, ... Y,, il sera facile d'établir 

le développement asymptotique de n’importe qu’elle solution y 

de 

(FD)y = 0. 
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Veut-on en effet développer la solution y déterminée par la 

condition que pour z — z9 l’on ait 

— b,; Dy — Ds … DT y =: D, 

où bob, … b,_, sont des fonctions données de x et du numéro 7? 

On remarquera que toute solution y est de la forme 

y = Cia + Coyo + + + Cu, 

où CCo .. C, sont des quantités PRRnUAnE de z qu'on 
pourra déterminer par les relations 

[Caya de Cy2 + à sa LP = b, 

n 4 + C Ne Are: os = b, 

fu ren La Gp ns RUE HE Log EE Le 

Mais puisque pour z — z, les fonctions y et Y sont égales, 

ainsi que leurs (n—1) premières dérivées, ces relations peuvent 
s'écrire : 

CC Ya sm CY2 ne Cr L S b 

[CDY, D CoDY; STE PA Là PAL = b, 

CD" -Y, + CDMY, + + CD TL, = b, 

Le déterminant de ces équations est W{Y, Yo... Y,) qui 

est + 00 parce que Y, .. Y, est un système fondamental. 

Done ces relations feront connaître C,C9 ... C,, qui pourront 

être développés asymptotiquement, selon les valeurs données 
à bob .. b,_.. On aura ensuite y par 

y == Ciÿa + Cao + + + C, y, 

ou 

y = Cf + 00 T,) + CA(Y, + OÙ Te) + + + C,(Y, + OOT,), 
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el même 

D'y = C(D'Y, + 00T,)-E G(D'Y, FOOT). + C;(DE +-00T,) 

(= PER | 

* 

* * 

208. Voici sous quelle forme nous démontrerons le théo- 
rème du numéro 205. 

Rappelons que l’on a 

(FD)Y, = 00.T, (1) 

et, d'autre part, 

(ED)y, = 0. (2) 

Donc la fonction | 

ot 
satisfait à 

(FD)r = 00. 1,, (3) 

et de plus pour z — z, l'on à 

EE —= DT = 6.0 —= Dir — (). (4) 

Le théorème du numéro 205 consiste à aftirmer que les 

conditions (3) et (4) imposées à + entraînent la relation indé- 
finiment dérivable 

Tes OU. () 

tout le long de z,2o. 

209. Nous démontrerons ce théorème sous la forme un peu 

plus générale suivante, que nous appellerons le grand théorème. 

« Si l'expression +(x, 3, j) satisfait à 

(FD)r — 00.T,, (6) 
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FD — P,D* + P,D"1 + … + P. 

et où P,P,.… P, sont de la classe P(x), et où T, est un facteur 

principal de (FD). | 

Et si, de plus, au point de z — 3, de l'intervalle z,% l’on a 

———— — 

r—=007,; Dr = O0T,.: …. Di — Ü0.T,, (7) 

alors ces dernières relations s’étendront à tout l'intervalle 3,39.» 

210. Il s'ensuit que l’on aura tout le long de z,z, la relation 

indéfiniment dérivable (5) 

T—=00.T,. 

En effet, on pourra dériver indéfiniment par rapport à z la 
relation (6) 

P,D'z + PDT + + P,Tt — VOT,. 

Et les relations (7) qui auront lieu pour tout l'intervalle z4%9 

donneront, en tenant compte de ce que P, + 0, 

Dnr — OO T,; Drtir — 00.7T,.; etc. 

En un mot, on aura tout le long de 3,3, la relation (5) indé- 

finiment dérivable par rapport à z, 

T—00. 14. 

* 

*x * 

211. Il nous reste toutefois à dire comment cet inter- 

valle z,% doit être délimité. 
Nous supposons toujours remplies les conditions du nu- 

méro 147 relatives aux fonctions B, et au coefficient P,. 
_ 
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Nous supposerons de plus que les radicales +102 .… ©, (égales 
ou inégales) sont numérotées dans un ordre tel que 

Ro, = Rp, = … = Ro, l”, à (8) 

et nous supposerons que ces relations (8) se maintiennent tout 

le long de 3429 (z1 < 29). 

Si, par exemple, le signe de R(o; -v9) changeait en un 

point z de l'intervalle z,z3, 1l faudrait appliquer notre théorie 

séparément aux intervalles z,% (inclusivement) et z°z; (inclu- 

sivement). Et il arrivera généralement que les développements 

asymptotiques trouvés pour y dans l'intervalle z,z%9 et dans 

l’intervalle z9Zz; ne seront pas le prolongement l’un de l’autre. 

Remarquons que ce point z n’est pas exclu de notre étude, 

puisque compris dans 2,2% et dans z9z;. Les seuls points exclus 

sont ceux signalés au numéro 147. 

212. Dans le chapitre Il qui suit, on fera la démonstration 

du grand théorème pour le cas de T, = T,,avec z9—2%1 (71 < 29). 

Et, par suite, aussi pour le cas de T, — T, avec z5 — 2, 

puisque ce dernier cas se ramène au premier par le change- 

ment de z en — z/; et de z4, z, respectivement en — ze et— 31. 

Le grand théorème sera démontré ensuite dans toute sa 

généralité au chapitre ET. 

NOTA BENE. 

213. Il résulte de l'hypothèse faite relativement à P, 
1 EM 

au numéro 147, que P. est de la forme ®(x). 
0 

(*) Ro — partie réelle de ©. 
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Donc, au lieu de considérer l'opérateur (FD), nous pourrons 
: ù 1 , 

considérer l'opérateur p.(F D) qui a comme le premier tous 
0 

ses coefficients de la forme Æ(x), mais dans lequel le coefficient 
de D? est l'unité. 

En d’autres termes, nous pourrons supposer, sans diminuer 

la généralité, que 

et c’est ce que nous ferons dans ce qui suit. 



CHAPITRE II 

CAS PARTICULIER DU GRAND THÉORÈME 

$ 1. Énoncé. 

214. Nous avons à démontrer dans ce chapitre le théorème 
suivant : 

Si l'expression +{x, z, j) satisfait à la relation 

(FD)r — 00.T,, (1) 

(FD) = D" + BD +. Hp, 

et où P,Pa .. P, sont de la forme 

E(&), 

et où T, est un facteur principal de (FD) dont la radicale +, 
est telle que 

Re = Ro > … = Ro,, (2) 

et si, de plus, à l’extrémité z — z, de l'intervalle z,z9, l’on a 

T = 00.T,; Dr = OU.T, ; … Dir = 00.T,, (3) 

alors ces dernières relations s’étendront à tout l'intervalle 

Z1%9 (*). 

(*) soit K la valeur de T; pour + — 2%,. En posant rt =—K. +1! on sera ramené 

au cas où pour 4 — #, l'on a T, — 1. C’est pourquoi nous supposerons dans 

ce chapitre que pour += x, l’on a T,—1. 
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S2. Abrégé de la démonstration. 

215. Pour faire cette démonstration, nous introduirons la 

notion de système capital de fonctions. 

Nous dirons que le système des n fonctions 

LE, CS | 
n 

forme un système capital pour l'opérateur (FD) si ces fonctions 
remplissent les trois conditions suivantes : 

_ 4° Elles sont indépendantes du numéro j ; 

2 Le rapport 

T, . 1 ..… T, (3Ps) 

NM, Vo V,) 

est dans la zone; 

3° Les n fonctions 

bu Ù, 

définies par 
W 

V, — + (FD)V,, (4) 

où 

W = WViVo ue Van Ve) (5) 
We = Wa Ve Vois ve V,) (9) (6) 

ces n fonctions viv9 ..…. v, restent bornées quand x tend vers 

+ æ, et cela dès que le numéro j, contenu éventuellement 

dans les coefficients de (FD), dépasse une certaine valeur 75. 

216. Nous construirons notre système capital en partant 

du système fondamental de solutions formelles : 

YG), Ye), + (7) 

(*) W; est un Wronskien d’ordre (n — 1) qui ne renferme pas la lettre Vr. 
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par les formules 

Vi Yi): Vo = Yo) 5 eV, = Ya); 

OÙ J1J0 .... Jh Sont des nombres fixes, choisis suffisamment 

grands (*). (Voir n° 238.) 

217. Cela posé, représentons par K la valeur de (FD)r; et 
par bo, D, ....b, _. les valeurs pour z— 2, de x, Dr, ...… Dre 

Donc + est solution de 

(FD) = K (7) 

et satisfait, pour z — 3,, aux conditions 

= = bo: De =: x 200 (8) 

relations où, d’après les hypothèses (1) et (3) de l'énoncé, 

l’on a 

K = DOS Ke (9) 

bo, = 00:12 00: …b,.2 = 00. (10) 
| 

(Dans la formule (3) de l'énoncé, on donne 00 T, au lieu 
de 00. Mais puisque l’on suppose en même temps que 3 = 4, 
alors on à T; — 1, d’après la note du n° 214). 

218. Cette fonction + et ses dérivées d'ordre 1,2, ....(n—1) 
pourront se représenter par 

TO M EE A 

Dr Givet COVy | à 

Dir — C,DrV, +: 2 DAV, | 

V Jus Ê 
(*) Les rapports (7 —1, 9... n, seront, ainsi que leurs inverses, de la 

LS 

classe (x). 
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Il suffira, en effet, de donner aux fonctions C les valeurs qui 

résultent de la résolution de ce système, dont le déterminant est 

WAV, Vas cu V,) + 0. 

219. Éliminons = entre ces relations (14) et la relation (7) 

(FD)r = K. 

Nous obtenons pour déterminer les C un système différen- 
tiel linéaire 

DC, — (1) DER 4 (pr, Ete + + 2 
é 4 6 ne 

6, ((42) 

(Voir n° 239.) 

220. Que l’on peut écrire 

Ge + (ape (| LE Kds+ (ay (1 
34 

F we, (qe Cy + > Li G, 

Z1 

les c étant les valeurs que prennent les C pour z — z, (*). 
En vertu de (8), ces valeurs c sont déterminées par les 

relations 
DSC, + + eV), = b, 

(s=0,1,2, (un —1)). ie 

221. Dans ces relations l’on voit immédiatement, parce 
que le déterminant de ce système d’équations en c est 

MON: NL) 

(*) Les c sont indépendantes de z, donc De — D?c — .… — 0. 
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et parce que les deuxièmes membres b,, b,, ... b,_., sont, en 

vertu de (10), de la classe 00, on voit immédiatement que les c 

déterminés par ces relations (14) sont 00 

222. Il est facile de vérifier, en reprenant les calculs en 

sens inverses, que lorsque les C sont déterminés par les for- 

mules (13) et (14), la fonction 

= CV; + #5 + C,V, 

satisfait bien aux relations (7) et (8). 

* 

* * 

228. Désignons par W, l’une des fonctions W,,Wo,...W» 

définies par la formule (6), pour laquelle on ait, pour æ suff- 

samment grand (&æ > æo) : 

DW, DW, 
R _ 1 
Wii , W, (49) 

(rs ER ns 

Ces relations (16) ont pour conséquences : 

224. 1° Que les fonctions 

W.. 

Wo 

sont non décroissantes. (Voir n° 240.) 

225. 2 Que 

Mo LT T (17) 

le facteur secondaire uw, étant, ainsi que son inverse, de la 

forme z. (Voir n° 241.) 
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Comme on a 

j W, =— | # .… Pas lis .… Tr: . Us 

u, étant, ainsi que son inverse, de la forme Æ(x) (*), 1l s’ensui- 

vra que 
\ AS À 

=) D 

u élant, ainsi que son inverse, de la classe z. 

* 

* * 

226. Ces remarques faites, représentons par y, la fonction 

W 
ro Lies ï W, (19) 

(s— 1,9, n). | 

Notre théorème sera démontré si nous prouvons que 

Y: = 00 
(s=1,;2 x 1) 

Car on a, pour r — 0, 1,2... (n — 1), en vertu de (41), 

DR ex Ci: DEV, 

= EC.T,.7 

W se 
|... RONA 8 

ou, par la formule (18), 

De l;.Z; 

donc si 

ds — OÙ 
(=,2,; ni) 

(*) C'est une conséquence de la note du numéro 216. 
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on aura, tout le long de 2,2 

D'7 — 00 . T: 

(r = 0,1... (nu 1)) 

ce qui est bien la relation qu’il faudrait démontrer. 

227. Nous allons donc tàcher de prouver que 

ds 00? (20) 

228. Pour transformer les relations (13) entre les C en des 
relations analogues entre les y, nous ferons dans ces rela- 

tions (13) la substitution (19) 

W, 
= — W,, 

NE, 
C, (4 ge) 

On obtient ainsi pour caractériser les quantités y les rela- 

tions 

> 
22 W W pu=e+(—1) +) (21) 

: W, 
| qe Qi He ne) dé 
4 ne 

229. Ces relations (21) permettent de calculer les fonc- 

tions y par une méthode d’approximations successives. 

On détermine les n suites 

Bi=dd,onds 

[de] = on. de, D ôs, "en 

[8,1 — 2, dL, 2, à, 
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pour les termes initiaux par 

és W ‘ Z W, 

SA W. | Cp + (— 1} | ww kaz | (22) 

et, pour les termes suivants, par les formules de récurrence 

o | W, 7 W, s S . 

T > 0 
ZA 

230. Et l’on démontre : 

4° Que dans les termes initiaux 

W MM 
DES “Aer A Ar 70 Perd = ge + C0) 1 ve Kds 

l’on à séparément 

231. 
W Es 
qu = 0. (24) 

r 

(Voir n° 242.) 

232. 

W 7 W, —= | 
= DEA — { ÿ | Ke — 00, (25) 

(Voir n° 243.) 

233. Donc 

| à — U0. (26) 

234. 2° On démontre que la série 

de BL 
t 
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est convergente, uniformément par rapport à z et x. 

(Voir n° 244.) 

Elle représente donc une fonction 4, | 

235. 3° On démontre encore que, pour j > jo, 

dr = + + DIE RE 
dvec 

pre 2 27 
À. I(æz) ED 

E— =. 
Fc | 

(Voir n° 245.) 

236. 4 On démontre enfin que 

d, à Ÿr (28) 

(Voir n° 246. 

* 

* * 

2387. Cela établi, la relation (27), où l’on remplace 4, par y, 

et où l’on fait s — 1, nous donnera, pour } > jo : 

Donc, quel que soit N, on pourra trouver un nombre }5 

(donné au n° 235) tel que, pour tout j > jo, l'on ait 

50 
À. I(x, x ti@2) 

Z\ 

Cela veut dire que l’on aura 

, 

t … * 

A r , 

"+ 
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Mais par (26) on a déjà 

Done, il reste : 

ce qui est la relation (20) qu'il fallait établir. 

$ 3. Développement du numéro 216. 

238. Soit Ya(j), Yo(j), ..…. Y,(J) un système fondamental 
_de solutions formelles de (FD). 

Formons le produit 

WC, … L… _ | PAC UF | | es 

ARE TA WAV Y,) de. 

Le premier facteur est de la forme 

XX). 

Il en est de même du deuxième facteur, parce que le système 
-Y,Yo .….…. Y, est fondamental. 

Donc chacun de ces deux facteurs est dans la zone z. 

Quant au troisième facteur, il est de la classe 00. 

Donc pour tout le produit x, on a 

x — 00. 

Remarquons maintenant que ce produit + forme le quotient 

de deux polynômes en 

DY, D2Y, D"Y, UE : 

DY, D°Y, D'Y, sn A 

DY, D.Y, D'Y, AT Et + 

10 
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et que toutes ces fonctions sont pseudo-convergentes. Par 
conséquent, d’après la propriété des fonctions pseudo-conver- 
gentes énoncée au numéro 66, si l’on représente par J,(j), 
RÉPÉTÉ SE J,(J) des numéros astreints seulement à tendre vers 
l'infini avec 7, en posant 

Y,(0))= Z(), (1) 
on aura 

Wire Des Ba) ae Bron La 7] ED) oo 
ZA VA.Aet)l | 4 [OU 

ou, 
WIRE 
RE CERN EM 
WiLi 4) M. 

Par suite, on pourra trouver un nombre 7, tel que, pour 

tout j > jo, On ait : 

Wire 2) Wa ve Lee D) og LT TE 
WA 2.2) UE EN 

Donc, en particulier, en posant 

Z; (jo) Ti N; | (I) 

on aura 
WOMEN aa TEE 
ACTA PE ne ne | 

NE à VO X.1(x, 2) 

Remarquons d’ailleurs que dans la formule (If) on a, 

d’après (1) : 
2, (Go) = Y, (4 G)} 

donc en posant 

Fii=u ere un) 

on à | 

V, ns Yy)s 
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_ CONCLUSION : 

On obtient un système capital V;, Vo, ....….. V, par les for- 
mules 

V, ss Y, (Jr) 

(r = 1,2, .….n), 

à condition de choisir pour j4, jo, +. J, des numéros fixes 

suffisamment grands (comme l'indique la formule JT). 

S 4. Développement du numéro 219. 

239. Les fonctions C4, Co, .… C, sont déterminées par les 

relations 

GM Es +CM=T 

CDV, + + + C,DV, = Dr 

EN TRS SS DO Le CROP D à NN EN EN ER @ 

CDrV, + + + C,D'AV, = Dr", 

r étant une fonction qui satisfait à 

| _ (FD =K. (1) 

Si l’on dérive chacune des équations ([) et qu’on en soustraie 

la suivante, on obtient : 

FAR EENTTSR ET 
DC,). DV, + + (DC). DV, — 0 (DC) it DC) ab) 

Moon. UDC). DV 0, 
et | 

| (DC,). DV, + … + (DU,). DV, 
[V 

+ QDAV, + 2 + Ge DAV, = D, fe 
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à cette équation ([V) ajoutons les équations (1) multipliées 
respectivement par 

PL PR 

nous obtenons 

(DC): DV, + + + (DC). DV, 
Ci. (FD)V, + + + C, .(FD)V, = (FDyr. 

En vertu de (IT), le deuxième membre est égal à K. Done, en 
posant pour abréger 

DUREE 0e 

on à 

(DC). DriV, + 2 + (DC,). DV, = K — (0 + + E,0,) (N) 

Les n quantités (DC), (DC), .........…. (DC,) sont done 

déterminées par les n équations du premier degré (I) et (V) : 

(PQ). Ts ARS 20 

(DC). DV, + … met DV, — 0 
(DC). DV, +. -E (DC). DV, =2K (AC CES 

En résolvant, on obtient : 

W, 
DC, = (AP EEK — Rs — + — EG (VI) 

où W et W, ont les significations données par les formules (5) 

et (6) du numéro 215. 
Mais d’après la formule (4) du même numéro 215, on a 

et notre formule (VI) devient : 

W 
DC, {RUN RSS DHW, a+ 
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$S 5. Développement du numero 224. 

240. Je dis que la relation 

DW, DW, 
es ; | R W — R A É) (1) 

a pour conséquence que 

W, 
W, 

est non décroissante quand z croît. 

Posons, en effet, 

W, 
or f- @) 

La relation donnée (I) s’écrira 

R>0, 
Î 

ou 
RD log fZ 0. (LL) 

Or, on 

log f = log | f| +iarg (f) 
D log f= D log | f] + iD arg (f) 

RD log f = D log |f]|. 

Donc (III) équivaut à 

Dog |f| > 0. (IV) 
Ek l’on en conclut que log {fl et par suite [f| ou, d’après (IT), 

W, Père 
wi est non décroissante. C0: EF: D: 
Wo 

(*) R signifie partie réelle. Par exemple R (e +3 Le 0 — 
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$S 6. Développement du numéro 225. 

241. Représentons par « toute fonction qui est, ainsi que 

son inverse, de la classe P(x). 

On à 

LS VASE PT De = (D) 

et, en désignant par le chiffre O l’un des indices 1, 2, ..., n, 

choisi conformément au numéro 293, 

W,= Tia sam (H) 

De (1) et (I) on déduit 

donc 

(HD) 

Mais, d’après le numéro 240 précédent, la fonction 

W, 
Wo 

est non décroissante. [l faudra donc que dans le deuxième 
membre de (IT) on ait 

R (go — #) > 0. (IV) 

Rappelons les relations (2) du numéro 214 

Roi > Rae >. > Rp, (2) 

comme la notation +, désigne l’une des radicales v,90 .… ©, 
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il faudra, pour satisfaire à la fois à IV et (2), que l’on ait 

Ro — Ru (Y) 

(ce qui ne veut pas nécessairement dire que © = v1). 
De (V) on déduit | 

| aeuds | | aout | 
ou 

[To = IT |: (VD) 

Représentons par GB toute fonction qui est, ainsi que son 

inverse, dans la zone z. 

On aura évidemment 

a + F, 

el aussi, à cause de (VI), 

| Det Ti, 
ou 

Mie (VI) 

La relation (Il) peut s’écrire 

= 
W, == (T; . FE, .… 7: … T, , a œ, 

ou, à cause de (VID), 

PAL ES 1e à 

S 7. Développement du numéro 251. 

242. Il nous faut montrer que 

W, _— 

W, Cyr —= 00? 



On a, par (148), 

(18) 

est non croissante. Donc Mais, à cause des relations (2), T | 
1 là 

Lol 
T, A A |Za 

et par suite 
x . Le. 

QU : 

donc (18) donne 
Nc 
— = % 

WE Lo 

on aura enfin 

C: 0Q:F7h; 

W:L=T ENT 

243. | 

W, (2W, E 
De — 00? W, w Kdz = 0 

On a 

2W, SUN [M TN LE 

Fawn |) ( ) (GS 
mais, : | É 

AT) 



et 

1 | v à 2 RARE MG gbis 
MIA T ( | 

donc 

sr VE MD 
= À IT vw =? (I) 

D'autre part, | 

RAS 
Re 1 9 F — 00 (9) 

Par (ID) et (9), la relation ([) devient 

a AN Poe 
{x == * Kdz — ( (&) + 00 . dx. (ID) 

Mais, d’après le numéro 224, est non décroissante. 
W, 

Wo 
Donc on peut appliquer le théorème du numéro 54, d’après 

lequel on aura 

EN, PRE Me 
F) Tu 

Donc (II) devient 

et enfin 

C. Q. F. D. 
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$ 9. Développement du numéro 254. 

244. [La suite 
nos 0 RES 

étant déterminée pour le terme initial par 

Ww ah FEU - 
Ÿ = + (—A1y+ KE | (22) 

et pour les termes suivants par la formule de récurrence 

= W, 

et = (—_ 4j DU) Cr +. + dv,)dz, (23) 
Te 

il s’agit de démontrer la convergence uniforme par rapport 

à z et à æ de la série 

Bt D + DE 
D’après la définition du numéro 215, on pourra trouver un 

nombre fixe 

M — I(x2), () 
tel que l’on ait 

v, = À. M; D = À.M: 0, = X.M, 

la formule (23) donnera donc 

— | LS 
OS — + ee + 8 Dds (D) 

W, Se 
Mais (n° 224) A est non décroissante, donc sa plus grande 

0 
valeur dans z,% est atteinte en z, et l’on a 

| PAPA | à TA CBI + + Jde, 
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et la formule (IT) devient 

gx. (° (BE) ee + [ds )de. (1) 

Nous poserons 

DEEE (LV) 

On aura donc, par (HD), 

Z 

jh] < M { sd. (V) 
Z1 

En écrivant cette formule pour r — 1, 2, ... n, et en ajoutant 
membre à membre les n relations ainsi obtenues, il vient 

sHt—A.n.M. | ‘dx. (VD) 
34 

On a, par (IV), 

= [++ [à 
donc, en vertu de (26), on voit que 

5 — UO. 

Donc, quel que soit N, on pourra trouver un 7, tel que 

pour j > jo l'on ait 

PES, x) 
0 

e7 a" 

Nous représenterons par S, la fonction représentée par 2 

dans le second membre de cette relation. On aura donc 

= TS, (VIT) 
avec 

IG) 
S— (VU) 
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A cause de (VI) et (VIT), les quantités (positives) 

seront respectivement plus petites que les quantités (positives) 

a St, .. re ... 

déterminées, à partir de S°, par la formule de récurrence 

SH—n.M. ( S°dz. (IX) 

Z4 

Or, on a, par (VIT) et (IX), 

à 
— 

Sn. M. | SR D ; &) 

Z Z el à 

S—n.M. | Suds —(n.Mys° | EN 5 

(3 — 2%} 

ES 
= (nl) 67 ? 

et en général 

Ss — [n.M.(z — a) 

Ê 
done, puisque 

58 < S$, 

on aura 

- LOlt-M-G—a)f = T.S (X) 
(é 

Or, on a (V) 
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donc, en remplaçant os par la valeur (X), 

[n.M.(3— PAT js — TX. S°. ; S AE (XD) 

donc, en posant 

n.M.(%— 2%) = 9, (XI) 

on voit que les termes de la série 

9 + De + D à (XH) 

sont, en module, respectivement plus petits que les termes de 
la série 

2 Q Qs 
ir (XIV) 

s° Q 
= A++ 
n 1 

Or, cette série, dont les termes sont indépendants de x, 

converge uniformément par rapport à 3 et x. 

C. Q.F. D. 

S 10. Développement du numéro 255. 

245. Le reste Rÿ de la série (XIII) du paragraphe précédent 
est plus petit en module que le reste correspondant de la 

série (XIV). Or, ce dernier reste est lui-même inférieur à 

S? O° 
nr NO 
n |s "ar 

où, d’après (VIII), on a, pour j > jo, 

I (x, 2) 
ILES Ne 2 

et où (XII) 

Q=n.M.(z — 2) = 1(x, 2). 
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Donc, pour 7 > Jo, on a 

—  1(&, 2 
RS = À: GE 

C. Q.F. D. 

S 11. Développement du numéro 256. 

246. Il nous faut démontrer que 

Nous rappellerons pour cela que les fonctions y;, Ya, ... y» 

sont caractérisées par les relations (21) : 

Y»— ou dE = yet No ( We (ya He. + Y V,)dZ, (21) 
We. W, 

où, 

W | « Wo à r RE À: LL +. g 9 Je +( Fe y KE (22) 

Il nous faut donc montrer que les fonctions d, satisfont à ces 
mêmes relations, c’est-à-dire que 

L W, (W, 
D, = 0% à (— 10 SES. | W. (uv = nà FE = = U,v,) dx? (1) 

2 04 0 

(= 125700 

Ô2 ayant la valeur donnée par (22). 
Pour cela, posons 

20 + BE + DA = (I) 
donc 

qi = Ÿ 5. (ID) 
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De la relation (23) 

7 D À gg (= pr À AE Gin + + + pd 
M 

on déduit 

S W, W, S S 

Sen = (— Ayo x ae de ) dx. 

Le second membre est égal à 

(—Ayern ww Re ue 

Quant au premier membre de (IE), on a 

S S+1 SH Ë 

D = De Db—E = pri — à. 
0 nl 0 

Donc (II) devient 

pit — à — (— Aya — AS W, OURS + vbs )dz. (LV) 

Mais on à, en vertu des numéros 234 et 235 

ÿae+re() 16 (M) 

donc (IV) devient 

AS W, (* W. de (e)= 8 + (ire | bi + + ob )ds 

+ x] Et x ri 10 6e (VI) 
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Mais, 

NU TE TAN sfr We Seine (2) Rome Eee) PES 
W 1e AE () jm 

est non décroissante, 
r 

Wo 
et comme, d’après le numéro 224, 

on à 

donc (VI) devient 

n W (:W, 1 
— a 0 — nATr+ ——— ——— .…. | M — 

v+a(=) 00. + ( 1) K) SAUCES +de +e(=), 

et en faisant tendre s vers l’infini, on trouve 

à W, (°W, de + (ape at (EE God + bd 
TV > 0 

Z4 

ce qui est la formule (1) qu'il fallait établir. 
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CHAPITRE II. 

GRAND THÉORÈME. 

$ 1. Énoncé. 

247. Dans ce chapitre, nous devons établir dans toute sa 
généralité le théorème suivant : 

: HYPOTHÈSES : 

A. Si la fonction +(x,z,j) satisfait à la relation 

(FD)7 — 00 ET,, (4) 
où | 

FD=D'+PD"t+.…. + P.. (2) 

B. Et où P,P, ..…. P, sont des fonctions de la classe 

æ(æ). 

C. Où k est une fonction arbitraire de x, 7, indépendante 

de z. 

D. Et où enfin T, est l’un des n facteurs principaux (égaux 

ou inégaux) TiTo .… T, de (FI). 

ÉVENTUALITÉS : 

E. Alors, suivant qu’au point z, de %,z2 On aura simulta- 

nément : 

r — 00.4T,, Dr — 00 4T,, … Dit — 00 ET, (3) 
11 
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F. Ou que l’on n’aura pas toutes ces relations à la fois. 

THÈSES : 

E'. Alors, dans l’éventualité (E), les relations (3) s’étendront 
à tout l’intervalle 3,79. 

F'. Dans l'éventualité (F), les relations (3) ne seront vérifiées 
simultanément pour aucun point de z,39. 

REMARQUES : 

248. Rappelons tout d'abord que pour 

D —= Zo; 

on a (4) 

249. Nous ferons remarquer ensuite que, en posant 

+ — kr!, 

on ramène le théorème au cas où 4 — 1. Nous ferons donc la 

démonstration en supposant 

k — 1. (@) 

S 2. Abrégé de la démonstration. 

250. Pour n — 1, la proposition résulte facilement du cha- 
pitre précédent. (Voir n° 270.) 

251. Pour n > 1, on fera la démonstration en supposant 
la proposition établie pour les équations différentielles d'ordre 

< n. 
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252. Dans cette démonstration, T, sera, non pas l’un quel- 

conque des n facteurs principaux (égaux ou inégaux) 

| T, en Hz, Us 

mais seulement l’un quelconque des (n—1) facteurs principaux 

LAS TE OM 

Nous pouvons faire cette supposition sans diminuer la géné- 
ralité de notre démonstration. (Voir n° 271.) 

253. Nous supposerons enfin que z, coïncide avec l’extré- 

mité z, de l'intervalle 3,39 (31 < 39). Cela non plus n’altère 
pas la généralité de la démonstration. (Voir n° 272.) 

* 
* *k 

264. Soit Y une solution formelle de (FD), possédant un 
facteur principal T,, et construite de telle sorte que sa série 

génératrice soit de la forme 

4) st 

= (0) ur M .…. = (+ Et Ste), (@ 

où |s°| doit être une fonction de zx qui reste supérieure à un 
nombre positif fixe quand 3 parcourt l'intervalle 3,2. 

(Voir n°: 273 à 279.) 

De sorte que l’on aura 

a —— 

Y=T,.2X), 
et même 

D'Y —T,.@(X) (62) 

HU 250%) 

et aussi 

“A æ X). (Gter) 
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255. Et soit y la solution de 

astreinte à satisfaire, pour z = z9, aux conditions 

y — Y, Dy = DY, D DT (8) 

256. De (7) et (8) on déduit, par application du chapitre 
précédent et des remarques faites aux numéros 212 et 210, 
que, dans tout l'intervalle z,z2, on a la relation indéfiniment 
dérivable 

y—= Y +00.T,. (9) 

De sorte que, à cause de (6Pis) et (6ter), on aura, dans z43o, 

D'y =T,. T(X) (9°) 

(6 = 0,1,2 0) 

el 

1 — Li æ(X) gter 
y ne jf È ( ) ( ) 

25'7. En remplaçant dans (1) 

(FD)r — 00.T, 

Tr par 
T = y f wdz, (10) 

on obtient, en tenant compte de (7), une relation qui, après 

division par y, sera représentée par 

(GD)w — 00 : Pr 

1 2 
ou, puisque d’après (9ter) L est de la forme T L(x), 

n 

La (GD)w = 00 > (11) 
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où 

GD = Di + QD + + + 0, . (12) 

(Voir n° 280.) 

258. Nous allons montrer que la fonction w et l’opérateur 
(GD) satisfont aux hypothèses A, B, C, D de l’énoncé du 
numéro 247, où l’on remplace 

T par w 

FD » GD 

n » (n — 1) 

PabacsbssP, » de: Dur:s0 4 

k » 1 

FRS Pare Mr À » . .. Fe = 

259. On voit déjà, par (41) et (12), que la fonction w et 
l'opérateur (GD) satisfont à l’hypothèse (A) (mutati mutandi). 

260. L'hypothèse (B) est aussi satisfaite, c’est-à-dire que 

les coefficients Q,, Qo, … Q,_, sont de la forme ®(x). 

(Voir n° 281.) 

261. L'hypothèse (C) est satisfaite avec & — 1. 

262. Les facteurs principaux de l’opérateur (GD) sont 

(Voir n° 282 à 287.) 

Et l’on voit que l’hypothèse (D) est aussi satisfaite (mutati 
mutandi). 
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263. Donc, comme nous l’annoncions au numéro 258, 

toutes les hypothèses A, B, C, D de l'énoncé sont vérifiées par 
la fonction w et l’opérateur (GD). Comme cet opérateur est 

d'ordre (n—1) < n, nous pourrons appliquer à la fonction w 

la thèse E’ ou F’ selon que se présentera ee cette fonction w 
l'éventualité E ou F. 

Mais cette éventualité, qui se présentera pour w, sera en 

général la même que celle qui se présentera pour +. On peut 

voir en eflet que : 

264. 1° Sir subit l'éventualité E, w subira aussi l’éven- 

tualité E (avec [n—1] au lieu de n). (Voir n° 288.) 
Et, par suite, puisque le théorème proposé est applicable à 

la fonction w, cette fonction w vérifiera la thèse E/ tout le 

long de 2,29. 

265. 2 Si, au contraire, + subit l'éventualité (F), alors 
ou bien 

r—y.I(z) P(X) + 00T, (‘), 

et le théorème est vérifié. (Voir n° 289.) 

266. Ou bien 

r+y.l@ LOHOÛT,  (r—1,9,.….n), 

et alors w sera, comme +, soumise à l’éventualité (F). 

(Voir n° 290.) 

Et, par suite, cette fonction w vérifiera la thèse (F) tout le 

long de 342. 

() On ne peut avoir t—y.I1P+00.T; avec |T;|-Æ|Th|, car alors on 

aurait |l,|>|T}| et, par suite, t — 00. T}, relation indéfiniment dérivable 

tout le long de 4% Ge qui est en contradiction avec l'éventualité 1F). 
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267. Dans le premier cas (cas du numéro 264), on déduit 
que + vérifie la thèse (E/) en tout point de 3,2». 

(Voir n° 291.) 

268. Dans le deuxième cas (cas du numéro 266), on obtient 
que + vérifie la thèse (F’) en tout point de z4z9. 

(Voir n° 292.) 

269. Le théorème se trouve ainsi complètement démontré. 

S 3. Développement du numéro 250. 

270. Pour une équation du premier ordre, c’est-à-dire 

pour n — 4, auquel cas on a T, — T,, je dis que si l’éven- 

tualité (E) de l’énoncé (n° 247) se présente en un point z, de 
Z139, la thèse (E’) sera vérifiée tout le long de z,70. | 

En effet : 

1° Sizo — 24, a proposition résulte directement du théorème 

établi au chapitre précédent ; 

2 Si z0 — Z9, la proposition résulte encore de ce théorème 

précédent, en tenant compte de la remarque du numéro 212 

et de ce que T,, — T,; 

3° Si z, est un point intérieur à z,%9, On divisera l’inter- 

valle z,z% en deux intervalles partiels z,79 et z039 pour chacun 

desquels le théorème sera vrai. Il sera donc vrai pour l’inter- 

valle total. 

Le théorème proposé étant ainsi établi en ce qui concerne 
l'éventualité (E), pour un point quelconque z, de 3,39, on en 
déduit immédiatement, par l’absurde, la proposition relative à 

l'éventualité (F). 
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S 4. Développement du numéro 252. 

271. T, est l’une des fonctions TT, … T,, Elle appartient 

donc soit au groupe 

Ts de, … AS 

soit au groupe 
LA ARE 

Le deuxième cas se ramène au premier par le changement 

de z en — z/ et de z,z2 respectivement en — z; et — z;. 

$S ». Développement du numéro 255. 

272. Tout point de l’intervalle z,z9 doit nécessairement 

réaliser une et une seule des deux éventualités (E) ou (F). 
Si l’on arrive à démontrer que celle de ces deux éventualités 

qui existe en l’extrémité z, doit exister tout le long de z,3o, 

on en conclura immédiatement, par l'absurde, que celle de 

ces deux éventualités qui se trouve réalisée au point quel- 
conque z, de l'intervalle z,z9 est aussi celle qui existe en 

l'extrémité z,, et par suite tout le long de 2439. 

S 6. Développement du numéro 254. 

273. Il nous faut montrer que l’on peut construire une 

solution formelle Y de (FD) dont la génératrice soit de la 

forme 
s® s® 

bois (so +<+S+ +) 

où |s(°)| reste supérieur à un nombre positif fixe quand z 

parcourt l’intervalle 3,29. 
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274. Soit m la multiplicité du facteur principal T,. 
Conformément au numéro 174, dont nous conservons les 

notations, nous pourrons trouver m facteurs secondaires 

Us Us, .… u 

ayant des génératrices 

sé (1) s® 

[u,] = s® FT “a re 

D. Ar LENE) 

telles que le Wronskien 

W(sPs0 … 10) 

reste, en module, price à un nombre fixe dans tout l’inter- 

valle 3,20. 

275. La fonction s® de z ne peut être identiquement nulle 
le long d’une portion quelconque de 7,39. Car si cela était, les 
dérivées Ds®, D?s® ...... seraient nulles aussi, et l’on aurait, 

par suite, dans cette portion : 

W (259 … s0) — 0, 

ce que nous savons être impossible, par construction. 

Comme s® est continue (parce que de la classe a et par 
conséquent pourvue d’une dérivée bornée), les zéros de sŸ seront 
en nombre limité dans l'intervalle 3,29. 

Représentons les par 

20, Z®, …. Zn, 

276. Faisons remarquer qu'aucun de ces points ne peut 
annuler à la fois 

(0) 0) (O0 .(0 
S4 . so, so, .… 0, 
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car si cela avait lieu, on aurait, pour cette valeur de z, 

W (sf, so, …. Sn) = 0, 

ce qui, encore une fois, est impossible. 

2777. Parce que les fonctions 

(0) &(0) (0) 
S9 , S3 9» ee Sn 

ne s’annulent simultanément en aucun des points 

. 1) 7C 

il sera facile de trouver (m — 1) constantes co, €, ..….. ©, telles 

que la fonction 

ME C2 Gi a EEE F wi LE CS 

ne S’annule en aucun de ces p points 

Z, 70, .. Z®,. 

Cette fonction w est continue (puisque les fonctions s® le 
sont). 

Par suite, on pourra construire un ensemble €, formé de p 

intervalles dont chacun possède dans son intérieur l’un des 

points Z0Z® .... Z), ensemble e, dans lequel |w| restera supé- 
rieur à un nombre positif fixe À. 

278. Dans l’ensemble c;, formé en enlevant de l'inter- 
valle z,z l’ensemble c, et en adjoignant aux intervalles res- 
tants leurs points frontières, dans cet ensemble c; la fonction 
|s0)] ne s’annule pas, et, comme elle est continue, elle restera 

supérieure à un nombre positif fixe h4. 

Dans ce même ensemble c,, comme dans tout l'intervalle 

z129, la fonction |w| est bornée, done inférieure à un nombre 

positif fixe g4. 
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Donc, en désignant par c,; un nombre fixe tel que 

h 
[al => + 

h, 

la fonction 

sO — Qs° + W = C89) + C8 + + + CnSm 

sera, en module, supérieure à k dans tout l’intervalle z,z9. 

279. Donc, en prenant comme facteur secondaire 

U = Cala + Cole + ++ Cm 

la solution formelle 

RE ERA: 

aura une génératrice de la forme 

s2 
Mer (ot. 

dans laquelle le premier coefficient s® reste, en module, supé- 
rieur au nombre positif fixe k dans tout l'intervalle 3,7. 

S 7. Développement du numéro 257. 

280. En remplaçant = par 

T—V0.Y (1) 

dans (FD)7, on obtient : 

(FD)r = v.(FD)y pe a (FD) FE = (F"D)y 5 da 

D’ 
— (F®DyY, + m ( y 
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mais 

. (FD)y =50, 

et de plus 

(FPD)y = |n.y, 
donc, 

F' 2 7 À po De (PD)y Le D (ED) ES 
y 1 y E,210%47 

D’après (1), on a 
= 

Do =D 5 

y 

et d’après (10) (du n° 257) : 

D — = w, 
| A 

donc 

Dv — w. 

Si l’on fait cette substitution (IE) dans (ID), on à 

w - F'D)y  Dw ADS 
- = (FD) — — TE +. + DA, 

ou 
= | 

de Len = 00, + Dw. 0, + 

+ DT Lo. À, +. + D 

avec 

| FU-ND ee 
PES y 

+ 
(IT) 

Can 

(D) 

0 
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$ 8. Développement du numéro 260. 

281. Je dis que les coefficients Q1Q2 … Q:41 de (GD) sont 

de la classe P(x). 
En effet, d’après la formule (V) du $ 7 qui précède, cela 

revient à montrer que 

FOD sr Me ES ÿ: 
y 

UE, 

ŒSD)y _ (EPD)y Te 
y F5: 4 

et, d’après (9t+), 

— = P(X). y ( 

Mais cela résulte immédiatement de la formule (9bis), d’après 
laquelle 

y Dy Dy 
T.| T.” T. » etc. 

sont de la classe 

F(X). 

La proposition est donc établie. 
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S 9. Développement du numéro 262. 

282. Il nous faut montrer que les facteurs principaux de 
(GD) sont 

Soit 

EEE 

un système fondamental de solutions formelles de (FD) aux 
facteurs principaux 

RAP T CR 

Les facteurs principaux de 

Q, = D = Q, — D Le … Q,_, = D _ (D 

seront 

Libé es 
UT 

La propriété proposée sera donc démontrée si nous prou- 

vons que les génératrices de 

bo 607 

sont les génératrices d’un système fondamental de solutions 

formelles de (GD). 

283. Or, il est d’abord facile de voir que ces génératrices 
de Q4, O2, .…. Qh41 sont linéairement et uniformément indé- 

pendantes. 

En effet, 

en dd LS W(@,, ©, 0, )=W LD (+) … D ( æ) 
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et par la formule (1) du numéro 181, on à 

Yi Y - Ÿ ve 1 

W D () D +) S D( : ) = 5 WOYY Ye. Y, 

Puisque YY,Yo ..….. Y,_, est un système fondamental pour 

(FD), le premier coefficient A° de la génératrice de 

W(NY Yo Y, 
est 

A° + 0. (IL) 

D'autre part, en vertu de la formule (6) du numéro 254, le 
CORRE 1 

premier coefficient de la génératrice de Ÿ est 

| > 

= +0 (IL) 

Done, le premier coefficient de la génératrice de 

W(Q,Q, …Q,_,) 
sera 

A° 

—— + (0. IV AR (IV) 

284. Il ne reste plus qu’à montrer que Q, à même généra- 
trice qu'une solution formelle de (GD). 

Mais, d’après (1), 

donc il suffira de prouver que 

(GD)Q, — 00 ” (V) 
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285. Pareillement au $ 7 avant-précédent, si l’on remplace, 
dans (FD) Y,, Y, par 

Ye = V.Y, (VI) 
on obtient 

1 (FD)Y DV (F'D)Y 
= e (ED)Y, = Ve + —. 
É he. Y pe 1 ji y 

D?V (F''D)Y ny (a 

Fe : RP 

D’après (VI), on a 

L 
DV = D}, D) 

et d’après (I), 

—)=Q D(+)-0.. 
donc 

DY=6S (VI) 

Si l’on fait cette substitution (VII) dans (VII), on a 
l 

s | (FD)Y, = V QE Q. PET E à (DQ) Ds FES (IX) 

avec 

2, + = œ ll Y Ex 

el 

1 (FUD)y 
RE In — s CRE. (XL) 

s —1,2,...(n —1). 

286. Montrons qu'entre ce coefficient 9, et le coefficient Q, 
de (GD) donné par la formule (V) du $ 7 avant-précédent 

existe la relation 
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En comparant cette formule (V) du $ 7 avec la formule (XI) 
du présent $ 9, on voit que la relation (XIT) est équivalente à 

CDN (F°D)y 

+ y 
s—1,2,...(n —1). 

+ 00? 

Donc nous devons démontrer que 

PT D ES CEPD)gonn ee 
a ui 

Or, de la relation (9), indéfiniment dérivable : 

on déduit 

FOD)Y  (FD)y ( x 2 LD ï 

Il ne reste donc plus qu’à montrer que 

T "| (7 
pi ee 

Or, on a 

T à : "LDeE : EE ET. ie. XIII RE EURE EU (XII) 
el par (9) 

y — Y — 00 Des 

par (Gt; 

1 De AR 
ei X), 
Ÿ , +) 

par (9fer) 

À | 2.50 
y n 

12 
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En faisant ces trois dernières substitutions dans le second 

membre de (XI), on obtient enfin 

L EDS 
— — — = 00. 
Y "TES 

La relation (XII) se trouve donc établie : 

9, = Q, + 00. (XI) 

28'7. En vertu de (X) et (XID), la relation (IX) devient 

{ pie Z (FDY, = V.004+ (0, +0,,D+.+Dr40, (FD) + {Qu + QD + + Dr De 
+ [00 Q,. + 00 DQ, + … + OÙ D'20,. | 

Mais puisque Y, est solution formelle de (FD) au facteur 

principal T,, on a 

(FD)Y, = 00.T,. | 

D'autre part, par (6t+), 

Donc le premier membre de (XIV) est 

1 Eh à 
——- == HS V g DIV, = 00 (XV) 

D'après (VI), on a 

+ Là = 
V —— LE = a; É Ÿ L(X) 

donc 

V.00 = 00 : 7. (XVD) 
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D’après la formule (12), on à 

POS DE. DAC — (GD)0,:. : (XVID 

Enfin, on a, d'après (1), 

donc 

et par suite 

rs + Pa 
(00 .@, + 00. DQ, + … + 00 D°20,]+ 00,7. (XVII) 

À cause de (XV), (XVI), (XVII), (XVII), la relation (XIV) 

devient 
T (GD)9, = 00; 

ce qui est la relation (V) qu'il fallait établir. 

$S 10. Développement du numéro 264. 

288. Je dis que si + subit l’éventualité (E), w subira aussi 
l'éventualité (E) (avec (n — 1) au lieu de n). 

DÉMONSTRATION. 

D’après (10),ona 
T 

ES à (=) (D) 
| y 

Et puisque + subit l’éventualité (E), on a en z — 2, : 

rt — 00, Dr — 00, … D1r — 00. (ID) 



( 180 ) 

D'après. (9hisLet (9er), 

1 

Hey (1 = 

sont pour 3 — z, de la forme 

PR): 

Donc on voit que les produits des premiers membres de (LI) 
par les quantités (Il) sont de la classe 

00. 

Donc on a en 3 — Z;: 

T At T pad: d 
D (©) — D, D: (©) Te 

y y 

Et en vertu de I, il viendra pour z — 2, : 

Ce qui montre que w subit l’éventualité (E). 

$ 11. Développement relatif au numéro 265. 

289. Si & 

T—y+00.T,, 

le théorème proposé est vérifié avec l'éventualité (F) et la 

thèse (F’). 

Car alors on a 

(FD): = 00.T, 
avec 

T, — Le 
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et la relation 

ne peut être vérifiée pour aucun point de z,z,, parce que Île 

premier coefficient de la génératrice de y ou de Y est, d’après 

_(6) et (9), égal à | 
s(0) 

qui est différent de zéro en chaque point de 3,2». 

S 12. Développement du numéro 266. 

290. Je dis que si pour z — z, on n’a pas simultanément 

tr — 00, Dr = 00, .…. D — 00, (D) 

et que si de plus 

r+y.l@) EX) +00.7,, (11) 

je dis qu’alors on ne pourra avoir simultanément, pour 3 — 21, 

w = 00, Dow = 00, … D'2w — 00. | (III) 

Car si les relations (Il) étaient réalisées simultanément au 
point z — z4, la fonction w subirait donc l’éventualité (E), et 
puisque le théorème proposé est applicable à w, cette fonction 
vérifierait la thèse (E’), c’est-à-dire que la relation (II) aurait 
lieu tout le long de z,22. 

Mais alors la relation (10) : 

T = y [ wdz, 
qui peut s’écrire 

T = Y(b4 + [5, wdz) 

avec 

Om | 1 
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cette relation ([V) se réduirait à 

Lie | 
CRE ds) (V) 

et comme T- est non décroissante, et que par conséquent on 
n b- 

peut appliquer le théorème du numéro 54, la relation (V) 

donnerait 

en Le ET ES — (+ 00 5) —y.1G) 2 + 00.L,, 

ce qui est impossible en vertu de l'hypothèse (II). 

$ 13. Développement du numéro 267. 

291. Si au pointz—7z,;0naà 

= OL Dr = 00 DEEE Fr 

nous savons, par le numéro 264, que w vérifiera tout le long 

de z479 les relations 

EU ein + 131 -1e 
= 00 -, Dow = 00 - —> … D'w = 00 - — Il w T. w ‘7; W = Ne (I) 

Je dis qu’en outre, tout le long de z,32 on aura 

r—=O0T,, Dr — OÙ.T,, + Di = OUT, # (HI) 

DÉMONSTRATION. 

On a, d’après (10), 
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En substituant dans la première relation (Il), on a 

ou 
(2 + r. RER à 
= (©) — | 00 . — dz, 
y y 74 LA n 

31 

mais T est non décroissante; donc on peut appliquer le 
ñn 

théorème du numéro 54, et l’on a 

T T y à 
EE Ge OT: (iv 
y G). T, 

et par (9er) 

donc 

et a fortiori, puisque 
" t 
HAN RS Rd RAS 
AE EN 

a fortiori, on a 

| () ae 
y Z4 nl 

Donc ([V) devient arte 

= = 00 (V) 
En posant 

T 
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cette relation (V) s'écrit RULES AT 
F1 

ct RETRSE 
S0 T. V 1) le 2. 

Mais de (VI) et (10) on déduit 

40 —%Dv, 

donc les relations (Il) deviennent 

| — T, — Lg — T, : | TR 

= rh D: —= TE = RE DD Du 00 pe D we "4 
n ; n nl 

Dre 

en y adjoignant (VII), on a LES 

Me RS d FE; ; * 173 

= ds | = e—» … DAY — — ; v — 00 T. Dv = 00 T, D'1y = 00 T, (VID) À 

Ce 

D'autre part, d’après (9Pis), on à 

et même 

On déduit de là que, pour m — 0, 1,2, … (n—1), on à : 

(D'v) . y — 00. TL. 

(Dr). Dy = 00.T, 

ve D'y O0 

donc 
F4 

C2, . (Dre) . y + CE. (Dm). Dy + + CT. v. Dry =T0.T, 
— 

ou : 

D'iv.y} Fe 00: L,; 



ou, puisque d’après (VI), 

10 — 

y 

Dr — 00.T, 

m = 0, 1,2, .….(n—1) 

S 14. Développement du numéro 268. 

292. Si w véritie la condition (F’) en un point z, je dis 
que + ne peut vérifier que la condition (F’) en ce point. 

Car si + satisfaisait à la condition (E/), on aurait en ce point 

Tr —00T,, Dr — OO T,, … Dir — 00. T,. (1) 

Et à cause de la relation (10) 

où, d’après (9Pis) et (9ter), on à 

——— 

D‘y — La . LC \) 

| 1 
me T@), 
HR à 

r 1 T L 

— »9 — ns DU — PAR II T. Dw = 0 D 1 0 ï (11) 

Donc w satisferait, en ce point z, à la condition (E'), € 

qui est absurde puisque w est A vérifier en ce point La 

condition Jp 
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CHAPITRE IV. 

ÉQUATION AVEC SECOND MEMBRE. 

$ 1. Enoncé du problème. 

293. Proposons-nous de trouver le développement asymp- 
totique de la solution y de | 

(FD)y = K, 

FD = D" + PDr1+ .… +P, 
avec 

————— 

P.:= (0) 

et où K est une somme de termes 

K—K+K+.+K,, 

dont chacun est de la forme 

— 

K, = TG). V0). &(x), 

P,(x) étant un polynôme en x, à coefficients de la classe a. 
Nous nous proposons de trouver le développement asympto- 

tique de la solution y qui pour z — z, satisfait aux conditions 

y = 09, Da. pee DEPMERNSE 

où 00, 0), ..., bu) sont des fonctions données, indépendantes 

de z. | 

à AY Me" tie ils d NT 4 { 
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S 2. Solution. 

294. Soit y, la fonction satisfaisant à l’équation sans 
second membre 

(FD)Yo E< 0, 

et à la condition que pour 3 — z, l’on ait 

M DD =D Re DE, — De, 

Et, pour r — 1,2, .... m, déterminons la fonction y, par 

l'équation 

(FD)y, = K, 

jointe à la condition que pour z = 2, l’on ait 

Yr == Dy, = — D 1, = 1), 

295. Alors la fonction 

Mo RE h E Ur 

satisfera à l’équation 

(ŒD}y— 0H KR +K TE. HE, K 

et à la condition que pour z — z, l’on ait 

DD = 0e, y = DD, 

Ce sera donc bien la fonction qu’il s’agit de développer 

asymptotiquement. 

296. Et l’on voit que tout revient à développer séparé- 
ment chacune des fonctions 

Yo> PE UPE Ye 
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Le développement de la fonction y, à fait l’objet des recher- 

ches des chapitres précédents. Cherchons donc le développe- 

ment d’une fonction y, 

*k 

* * 

297. Nous sommes ainsi amenés au problème suivant : 

Chercher le développement asymptotique de la solution y de 

(FD)y = K, 
où | 

FD = "Dr SPL ES ER 
avec 

. = P(x), 

el où 

(æ (x) étant un polynôme en x à coefficients de la classe a). 

Solution qui, pour z — z9, doit satisfaire à 

y =D RER 

298. Remarquons que, à cause de ces dernières relations 

et à cause de l’équation 

D'y + PD y + ee + P,y = K, 

on aura, POUr z — Zo, 

D'y = (K):- 

Cette remarque faite, posons 

DK 
RAGE EN 

K 

On voit facilement que 
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La fonction y devant satisfaire à 

(FD)y — K 

devra aussi satisfaire à 

(D —#) (FD)y = (D — E)K, 

mais le deuxième membre est nul, parce que 

DK 
k 

K 

D Donc la fonetion y doit satisfaire à l’équation d'ordre 
| (n + 1) sans second membre 

(D — #) (FD)y — 0 
ut". 

et à la condition que pour z — z, l’on ait: 

y ES Dy TC —— D — 0, 

et 

D'y DE (K)z 

Comme les coefficients de l’opérateur polynôme en D 

| (D —#) (FD) | 
sont de la forme 

on voit que nous sommes de nouveau ramenés au problème 

résolu dans les chapitres précédents. 
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CHAPITRE V. 

VARIATION DE L'ARGUMENT DE %. 

299. Nous avons supposé jusqu’à présent que æ tend vers 

l'infini par valeurs réelles positives. 

Dans le cas où l’on voudrait faire tendre x vers l’infini avec 

un argument w, fixe, différent de zéro, on poserait 

DCS 

et l’on aurait à faire tendre x’ vers l'infini par valeurs positives, 
ce qui nous ramènerait au cas que nous avons étudié. 

3800. Qu’arrivera-t-il de nos développements quand on 

remplacera l'argument de x par un autre? 

Supposons que pour une valeur w, de l'argument de x, les 

radicales 

Pi» P2» 2, 

soient numérotées de telle sorte que 

RE Rp > + > Res. (1) 

Soit y, une solution développable asymptotiquement avec la 

radicale +,. Quand w s’éloignera de w,, tant que les coefficients 

P,P: …. P, de (FD) conserveront les mêmes développements 

asymptotiques, et tant que l’on continuera à avoir les relations 

(s=—r+1,r+2,..n), 

la fonction y, conservera le même développement asympto- 

NE MT 4 VE a 

à re À 
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tique (sauf que w aura passé, par un chemin continu, de sa 
valeur initiale w, à sa valeur finale). 

Mais si l’on atteint une valeur w, de w, au delà de laquelle 

les relations (I) n’ont plus lieu, alors il arrivera généralement 

que, dès que w dépassera w, (si peu que ce soit), la fonction 
y, ne sera plus représentée par le même développement 

asymptotique qu'en deçà de w,. [Il y aura, en passant par w, 

un changement brusque dans la forme de ce développement. 
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Note relative à l'emploi du calcul asymptotique 

dans l'étude de la convergence. 

Conformément à ce que nous avons annoncé dans l’intro- 

duction, nous allons montrer qu’on ne change pas l’état de 
convergence ou de divergence d’une série 

= 

à, Y(@) (4) 
%—A1 

dans laquelle chaque terme Y(x) est développable asymt? 
quement sous la forme mo $ 

À A. = : 

(r) = TA ET ES (2) 
IS LUETS DR à 

Où A9 .… À,_. sont des constantes, 

où B est une fonction qui reste bornée quand x tend vers 
+ æ et où les exposants œyao .... &,._,a,. Sont positifs et vont 

en croissant de façon à atteindre une valeur à, plus grande que 

l’unité 

% > À, (3) 

nous allons montrer qu’on n’altère pas la convergence ou la 

divergence de la série (1) quand on remplace chacun de ses 

termes Y(x) par le premier terme T(x) de son développement (2). 

En un mot, nous allons montrer que (1) est équiconvergente 

à 



( 193 ) 

Rappelons d’abord que, d’après un théorème d’Abel, la 
convergence de la série 

Y u(x) (5) 

ne sera pas altérée si l’on multiplie ses termes respectivement 
par les termes de la suite 

v(1), v(2), - U(æ), de | (6) 

à condition que cette suite soit à variation bornée, c’est-à-dire 

que la série 

DIT) (7) 
X—A 

-onvergente (*) (*). 

aarquons qu'en vertu de cette condition (7) la série 

D—=0 

ÿ Av(x) 

sera (absolument) convergente. Donc la fonction 

v(&) = v(1) + {Av (1) + Av(2) + Av(3) + + + Ao(x —1)] 

tendra vers une limite finie et unique pour & — + +. 

Je dis que si cette limite n’est pas nulle, donc si 

(+ ©) + 0, (8) 

je dis qu’alors les deux séries 

>) u (x) (8) 

> u(&) -v(@) (9) 
seront équiconvergentes. 

(*) Jorpan. Cours d'analyse, % édition, t. F, p. 286, no 300. 
(+) Au(æ) = v(x + 1) — (x). 

13 
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Nous savons déjà, par le théorème d’Abel, que la convergence 

de la série (5) entraine la convergence de la série (9). I reste à 

montrer que, réciproquement, la convergence de (9) entraine 
la convergence de (5). 

Pour cela posons 

u(x).v(æ) = w(t), 

la série (9) s'écrit 

L w(x) (on) 
X—A 

et la série (5) devient 

y w (æ) L (Pis) 

—— v(æ) 

La propriété à démontrer, c’est-à-dire la convergence de 

(5bis), résultera de la convergence de (9bis) encore par le même 
théorème d’Abel, si nous parvenons à prouver que la suite 

1 l 1 £ 

(1) v(2) v()  v(x) 

est à variation bornée, c’est-à-dire que la série 

Se PS 
> |A æ (10) 

est convergente. 

Or, on a 

dr 1 A: v(t) EE 

v(a) væœ@+1) v(& v(x).v(x +1) 
Av(æ) 

va). v@ +1) 

Re 1 
Et puisqu’en vertu de (8) la fonction Tv el par suite aussi 
1 

—— — ————, tend vers une limite finie et reste donc en 
v(xæ) v(x +1) 
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module inférieure à une nombre fixe (A) : 

(11) 
ORTEUN de 

il en résulte que la convergence de 

X—=n 

D 
X—A1 

X—1n 

+ 
AA 

__ Av(x) ns Eu Av (x)| 1 

V v(æ). V v(œ + 1) Su œ=1 

rt 
v(x) 

sera une conséquence de la convergence de (7). 

C. Q.F. D. 

* 

* * 

Cela posé, revenons aux séries (1) et (4). Les termes de la 

série (1) se déduisent des termes de la série (4) par la for- 
mule (2), c’est-à-dire en multipliant chaque terme T(x) par 

B 
+, ds x°r-1 Lg à 

TES ae use 

ces fonctions v(x) ont pour æ — + æ la limite 

v(+ œ) = 1 +0. 

Il nous suffira donc, d'après ce qui précède, pour établir 

l’équiconvergence des séries (4) et (4), de montrer que la 
suite 

18) 02), .-0(œ) 

est à variation bornée, c’est-à-dire que la série 

=D 

À JAv(x) (13) 
X—A 

- est convergente. 
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Or, on a, d’après (12), 

1 1 | 
SAv(æ) = AXA — + AXA +. + A, LEA 

Lr-i 

SENTE 
| AT 

donc 

ZIA SAT SNS y sie AAv(æ)| Z JA EAST + + |A. a 
Lg 14) 

| B. 
ÈA = 

L°r 

Il nous suffira donc, pour montrer la convergence de (13), 

d'établir la convergence des séries 

%A—o Â 

Al æl (13) 
où 

a À, 

et 

X—=0 B 

Pr 
X— LT 

(16) 
où 

Aer PR 

: 1 
La convergence de (15) résulte de ce que, la fonction — 

U A0: 

étant décroissante, on a 

donc 



Lt Où 

La convergence de (16) résulte de ce que, en désignant par 

C un nombre fixe supérieur au module de B, on a 

Ra 
œ°r x°r 

donc 

2—=0 B %=x À 

RER ee à , 
> dr es ar 

1 » | 

la dernière série È — est convergente parce que 7, > 1, donc, 
H Rue 

a fortiori, (16) est convergente. 
C. Q. FE. D. 
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