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PRÓLOGO. 

La designacion por la Academia de Ciencias Exactas, Físicas y Na— 
turales, como asunto de utilidad incuestionable y digno de premio, del 

tema sobre que versa este libro, nos dispensa buenamente de escribir 

una palabra más acerca del interes que inspira en los hombres de cien- 
cia esta rama importantísima de las Matemáticas, que se llama, de 

no mucho tiempo acá, Zeoria de los Números. Iniciado su estudio por 
Diofanto en la resolucion de las ecuaciones que llevan su nombre, y 
proseguido con éxito, muchos siglos despues, por Euler y Legendre, 

los problemas que hoy comprende—gracias en primer término á las in- 
vestigaciones de Gauss, y á los trabajos posteriores de Lejeune-Diri- 
chlet, Poinsot, Kummer, Eisenstein, Schwarz, Liouville, Lebesgue, De- 
dekind, Krónecker, y otros eminentes matemáticos—constituyen un ver- 
dadero cuerpo de doctrina, si no completo todavía, hasta cierto punto bien 
definido: en el cual se descubren, y explican con sorprendente claridad, 
relaciones no vislumbradas ántes, aunque muy íntimas y fecundas, entre 
asuntos al parecer inconexos de la Aritmética y el Análisis, del Algebra 

y la Geometría. Y por lo que á su peculiar carácter se refiere, podemos 

tambien afirmar, ampliando una idea de Hankel, que la Zeoria de los 
Números guarda con la Aritmética propiamente dicha casi la misma 
dependencia ó semejanza que la Geometria, llamada superior, 6 de Stei- 

ner, con la denominada elemental, 6 de Euclides. 
Para corroborar lo dicho, y mostrar mejor el enlace de las partes en- 

tre sí, y con el todo, hemos dividido en tres este libro. 



En la primera parte, con el título de Principios fundamentales, se 

trata, en general, del Número y de sus Formas; se expone el modo como 
se establecen, por relacion de igualdad, las Formas numéricas, en la 

Aritmética vulgar ú ordinaria, ya tomando explícitamente por base el 

concepto cuantitativo, ya mirando al órden de los elementos de que se 

componen; y se indica, por último, cómo se desentrañan, en la Teoría 

de los Números, penetrando para ello en su organismo é íntima estructu— 

ra, hasta encontrar loque de esencial y comun poseen todas: 6 la Forma 
final y superior que las sintetiza, y de la cual, segun el principio de la 

permanencia en las leyes formales, pueden como subalternas desprender— 

se. Este fin de la Ciencia pide, ante todo, que se determinen, respecto de 

ciertos tipos de comparacion, 6 módulos, los caracteres de los números, 

para así clasificarlos y distribuirlos en grupos que representarán en 

conjunto el mismo papel que uno solo de los individuos en ellos com—- 

prendidos. 
Estudiados los números aisladamente, como materiales de construc 

cion, y sus más sencillas relaciones, procede buscar otras, fundadas en 

los mismos principios, pero de órden más elevado, que deslinden bajo 

nuevos conceptos los grupos numéricos, por las primeras constituidos. 

Y así como el Álgebra, supuesta la igualdad entre las formas institui- 

das por la Aritmética, inquiere y examina las condiciones necesarias y 

suficientes á que deben satisfacer los diversos elementos de aquellas 

formas, para que tal supuesto se realice, en la Resolucion de las Ecuacio- 

nes; así la Teoría de los Números, dada la congruencia de dos cantidades 

respecto á un módulo, investiga los caracteres de conexion, 6 lazos de 

analogía, entre las formas posibles de aquellas cantidades y el módulo, 
en la Resolucion de las Congruencias. Y de esto precisamente trata la 
segunda parte de nuestro libro: en la cual hemos comprendido las pro- 
posiciones elementales, y de carácter general, acerca de las congruen— 
cias; y, como ampliacion 6 complemento, la teoría más detallada de las 
congruencias binomias, y entre ellas, especialmente, de las de segundo 

grado. En esta parte además consagramos un capítulo, el último, á la 

teoria de la division del circulo, segun Gauss; no sólo porque se funda 
tal doctrina en una propiedad notable de las raices de la congruencia 

binomia, respecto de un módulo primo; sino para evidenciar la conexion 

admirable, como dice el mismo Gauss, entre los conceptos de la exten- 
sion y del número; y probar la utilidad práctica de las investigaciones 
aritméticas. El estudio de la division del círculo explica y esclarece 



tambien el sentido y la representacion de las cantidades complejas. 
constituidas por raices de ecuaciones binomias, y que deben conside- 

rarse como instrumentos fecundos de generalizacion, destinados á eslabo- 

nar y compendiar, conforme esperan eminentes geómetras, en muy po- 
cos principios, muchos, hoy sin trabazon expresa, de los que compren- 
den las ciencias matemáticas. 

Cimentada en la segunda parte, y aún esencialmente inclusa en 

ella, la tercera, que abraza la Teoría de las Formas cuadráticas, consti- 
tuye principalmente por sí sola, en su propio y genuino carácter, la 
rama de las Matemáticas á que está consagrado este libro. 

La Teoría de las Formas cuadráticas comprende, en efecto, la construe- 

cion 6 representacion de todos los números por aquellas formas. Y las 
ideas apuntadas, y como en gérmen, en los comienzos del libro, y más 

minuciosamente desenvueltas en su segunda parte, adquieren en la ter 
cera, hasta donde la ciencia matemática, aún en vía de progreso, per- 
mite que lo adquieran, su natural y completo desarrollo. Las formas nu- 
méricas, en un principio definidas 6 consideradas como simples núme- 
ros aislados, 6 como individualidades múltiples, sin dependencia con— 

creta y precisa, se comparan, caracterizan y relacionan luégo, mediante 

tipos ó módulos conocidos, y figuran últimamente restringidas y condi- 
cionadas por determinantes de propiedades invariables, pero libres de 
cuanto en ellas existiera de vaguedad 6 incertidumbre, y dispuestas, en 

consecuencia, para ser distribuidas, sin ambigiiedad ni dudas, en clases 
bien marcadas, cuyo número, para cada determinante elegida, ha logra- 

do expresar el ilustre Dirichlet, analiticamente, de un modo explicito, 

valiéndose para ello del poderoso auxilio del Cálculo infinitesimal. 
Las dificultades que hemos tenido que vencer para desenvolver el 

argumento, en estas breves líneas bosquejado, y redactar una obra ele- 

mental sobre asunto tan elevado y complejo, eran bien conocidas por la 
Academia, como en su programa se declara. Memorias, libros, artícu— 

los....., muchos y de no escaso valer, habian visto ya la luz pública 
antes de comenzar nuestro trabajo; pero ninguno en castellano, ni á 
propósito para ser traducido á nuestro idioma, sin notables alteraciones 

en el fondo y en la forma, si habia de corresponder á los deseos genero- 

sos por aquella ilustre Corporacion manifestados. 
Lo que pedia la Academia era una obra consagrada á exponer el es- 

tado actual de la parte de las Matemáticas, denominada Teoria de los Vú- 
meros; á facilitar la lectura de las magistrales en que se halla esta doc- 



trina ampliamente tratada y discutida; y, muy principalmente, á di- 
fundir en España un órden fecundo de ideas matemáticas, hasta el pre- 
sente, para la mayoría de los jóvenes que al estudio de las ciencias 
exactas se dedican, casi de todo punto desconocido: y á satisfacer aque- 

lla legítima peticion hemos consagrado nuestros esfuerzos, sin prescin— 
dir por completo de nuestro propio criterio al diseñar el plan de la 
obra. Por eso en el presente libro, verdaderamente elemental, dado su 

carácter, y didáctico, nos hemos atrevido á incluir teorías y principios 
no absolutamente necesarios para el desenvolvimiento lógico de su pri- 
mordial objeto; mas de importancia reconocida, de interes general para 
la Matemática, y dignos, á nuestro juicio, de no ser calificados de su= 
pérfluos por nuestros benévolos lectores. 

Que al proceder de este modo, apilando los materiales reunidos en 
largo tiempo de tenaz lectura, con ánimo de elegir lo mejor, no hemos 
sido de todo punto desacertados, lo demuestra el fallo favorable de la 
Academia: dictado seguramente, no como premio ú honra merecida, sino- 
más bien como graciosa recompensa á nuestro buen deseo, y como estí- 

mulo para que otras personas, más competentes, prosigan, con gran pro= 

vecho para la Ciencia en nuestra pátria, el trabajo por nosotros co- 
menzado, 



PARTE PRIMERA. 

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES 

DE LA 

TEORÍA DE LOS NUMEROS. 

CAPITULO 1. 

De la Aritmética propiamente dicha. —Cómo se consideran 

y estudian los Números en esta parte de la Matemálica. 

1.—Magnitud, cantidad, número. 

La idea de número, en general, se despierta en nosotros por la con— 

templacion de objetos distintos. Mas estos objetos, entre obros vários 

modos, pueden determinarse, ya por su colocacion relativa, ya teniendo 

en cuenta, además de su situacion, y áun aparte de ella, ciertos carac— 
leres comunes á todos, en los cuales se funda exclusivamente su cuali- 

dad de Zomogéneos. 

Esta cualidad nos permite considerar una série, 6 conjunto de co- 
sas, como resultado de la repeticion en su posicion de cualquiera de 
ellas, y áun concebir una sola cosa como producto de la aglomeracion 

sucesiva de otra de su misma especie, cuya repeticion, hasta formar el 

total de la primera, determina el tamaño relativo de ambas. 

Siempre que un conjunto de objetos, 6 un objeto solo, puedan efec 

livamente mirarse como un todo constituido por la repeticion de al- 

gun otro objeto, de su especie, se dice que tal conjunto, 6 tal entidad, 

1 
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es una magnitud. El objeto cuya repetida posicion 4 aglomeracion com- 
pone la maguitud se llama unidad; la magnitud por ésta determinada 
toma entonces el nombre de cantidad; y la determinacion de la canti- 

dad por la unidad se llama, segun los casos, medir ú contar. 
Los signos representativos de los resultados de estas dos determina— 

ciones se denominan 2ímeros. Estos números, por consecuencia, 6 expre- 

san, en un caso, cuántas veces se ejecuta, ú piensa, un acto cualquiera, 
y se hallan sujelos entónces á la sencilla condicion de ser una multitud 
de unidades (cardinales), 6 á la doble de indicar además el lugar que tal 
multitud ocupa en la escala de la pluralidad (ordinales); 6 bien repre— 
sentan, en otro, las veces que un objeto sensible se haya debido juntar 

consigo mismo para formar un total igual á otro objeto con aquel compa- 

rado. En el primero, los números son esencialmente enteros, su unidad 
es abstracta, indivisible é invariable, habiendo desaparecido de su con— 
cepto toda idea de sustancia, y se denominan vulgarmente abstractos 6 

absolutos; pero la unidad á que los números se refieren, en el segundo, 

conserva su carácter concreto, sus cualidades sustanciales, y es, en ge 

neral, divisible y variable, por cuya razon se llaman concretos. Sólo en 
este sentido pueden los números, por extension, representar las canti- 
dades. 

2.—Vímeros enteros, fraccionarios é inconmensurables. 

Designada la unidad (concreta) en la determinacion de estos núme- 
ros, en el sentido de ser símbolos expresivos de relaciones cuantitati- 
vas, resultados de una medicion, pueden ocurrir tres cosas: 

1.* Que la magnitud que se trata de medir contenga á su unidad un 
número exacto de veces. ' 

2." Que no contenga un número exacto de veces á la unidad entera, 
pero si á una parte cualquiera de la misma dividida en partes iguales. 

3." Que no contenga exactamente á la unidad entera, ni á ninguna 

de sus partes, por pequenísimas que éstas se supongan. 

La cantidad resultante en el primer caso, se llama entera; en el se- 
gundo, fraccionaria; en el tercero, inconmensurable: denominaciones que, 

comprensibles sólo en el terreno concreto, han invadido, sin embargo, el 

abstracto para aplicarse tambien á los 24mer0s. 



3.—ARITMÉTICA.—Su Objeto. 

Para patentizar el alcance de éstas y otras denominaciones del nú- 
mero, en su doble carácter de abstracto y concreto, la extension que 

sucesivamente nos veremos precisados á conceder al significado genui- 

no de aquella palabra, y los artificios y recursos, de forma y fondo, á 

que necesitaremos apelar á fin de armonizar todos los conceptos del nú- 

mero con la propia indole de la 47¿fmeética, en sus dos sentidos de par— 

ticular (numérica) y umversal (simbólica), recorreremos brevemente las 

dos partes que hoy constituyen esta Ciencia, á saber: las Operaciones de 

cálculo, y las Operaciones coordinatorias. Estas dos partes corresponden 
al doble carácter que envuelve la idea de número: en la primera se 
atiende á las cualidades de los objetos numerados, y en la segunda al ór- 
den de estos mismos. Para expresar los resultados de las primeras ope- 
raciones hacen falta diversas clases de números: para expresar los de 
las operaciones coordinatorias, los números enteros (los verdaderos nú- 

meros abstractos) solamente. 

4.—OPERACIONES DE CÁLCULO. —Sérics fundamentales. 

Las cantidades aritméticas, propiamente dichas, son por esencia ho- 

mogéneas: resultados de la repeticion de un objeto solo que, juntándose 

consigo mismo sucesivamente, engendra las séries fundamentales. 
La série fundamental cuyo objeto ó unidad generatriz es el uno (la 

unidad abstracta) se llama especialmente aritmética, conforme con la 

etimología de esta palabra; y entera ú natural, segun su naturaleza y 
modo de constituirse. 

Las Operaciones de calculo se dividen en dos clases, de agregación y 

de disgregación: en la primera figuran la adicion, la multiplicación y la 

elevación d potencias; en la segunda, la sustraccion, la division, la extrac— 

cion de raices y el cálculo logaritmico. La adicion, sustracción, maultipli—- 

cacion y division se llaman tambien fundamentales; las otras tres supe 

riores. 



5.— A dicion. 

Sumar un número a con otro hb es lo mismo que tomar la unidad 4 
veces y juntar despues con estas 4 unidades otras h veces la unidad. 
El procedimiento que se usa en esta operacion es igual al indicado an— 

teriormente para formar la série fundamental numérica entera 

por agregaciones sucesivas del 420. 
Esta operacion produce un solo resultado 6 suma determinada, y sus 

leyes fundamentales están expresadas en las igualdades siguientes: 

a+ (b+c=(a+b)+c=a+b+C, 

IA) = MER 

la primera de las cuales se refiere á la asociacion y la segunda á la con— 
mutación de los sumandos. 

6.—Multiplicacion. 

Esta operacion se funda en el enlace de un número ordinal % con 
otro cardinal 4, y expresa que el primero debe tomarse por sumando 

tantas veces como unidades contiene el segundo. 

El resultado de esta operacion, el producto ab, puede considerarse 

como número formado por el /actor b de igual manera que lo está el otro 
factor «a por la unidad numérica. 

Tratándose de números absolutos, goza tambien esta operacion de 
las mismas propiedades, asociativa y conmutativa, que la adicion, y 

produce, como ella, un resultado determinado; pero, enlazadas ambas, 

posee además la multiplicacion la propiedad que se denomina distri- 
butiva. 
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Estableciendo la igualdad necesaria 

todas las propiedades de la multiplicacion sola, y enlazada con la adi- 
cion, se expresan como sigue: 

a (0.c=(0.0.)e=4.b.c (asociativa) 

a.b=b.4 (conmutativa) 

M+c).a=b.a+c.a 
(distributiva) 

a.(b+c)=4.0+4.cC 

7.—Sustraccion. 

Enseña á encontrar uno de dos sumandos, dada su suma y el otro 

sumando; 6 bien, expresándonos simbólicamente, á deducir el valor de 

zw de la ecuacion 

a+b=cC. 

Segun las propiedades de la adicion anteriormente explicadas, solo 

un valor de z existe que satisfaga á la ecuacion 

+b=C, 

que es el designado por la igualdad 

== 

8.—Vúmeros negativos. 

Se comprende bien pronto que cuando sea 5b>c, ningun número z 

existe en la série (1) entera 
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que resuelva la cuestion de que tratamos: es decir, la sustraccion, den- 

tro de los límites de esta série, es imposible. En este caso, sin embargo, 
la diferencia 7, definida completamente por la igualdad 

(c—b+b=cC, 

puede considerarse, sin que envuelva este nuevo concepto contradiccion 

alguna, como un símbolo que resuelve el problema propuesto, y con el 
cual podremos operar como si fuese un término de la série numérica ex- 
presada. 

La variabilidad de los números 6 y c parece, pues, que exige el es- 
tablecimiento de una nueva série que comprenda los resultados de la 
sustracción, siempre que sea h>c; mas, si admitimos la existencia de 

un símbolo 0 que satisfaga á la igualdad 4+0=au, y hacemos, por 
consecuencia, 

(1—a)=0, (b—=b)=0, (c—c)=0, ete., 

y convenimos en escribir, en lugar de 0—z, el símbolo —z sola- 
mente, esta série, aparentemente nueva, y la antes establecida, pueden 

reunirse en una sola que, comenzando por el origen comun 0, se pro- 

longue hácia la izquierda tantos lugares como hácia la derecha, mar- 

cados unos y otros con los mismos índices 1,2,3,4....., pero ante— 

poniendo á los primeros el signo —. Esta série ampliada se expresará 
del modo siguiente: 

A AE E A A o 

aquellos de sus términos que están á la derecha del 0 se llaman positi— 
vos, y los que se hallan á la izquierda del mismo origen, con el sig— 

no —, NEgativos, 



9.— Division. 

Enseña á encontrar uno de dos /actores, dado su producto y el otro 

factor; 6 bien, simbólicamente , á deducir el valor de z, de la ecuacion 

10.—Vúmeros fraccionarios. 

Siendo a y b dos términos de la série fundamental numérica (1), 
se concibe fácilmente que no siempre será z tambien un término de 
la misma. En este caso, el cociente x, definido completamente por la 

igualdad 

expresará una operacion impracticable, segun la idea que acerca de la 
multiplicacion expusimos en su lugar oportuno; mas, si consideramos 

dividida la unidad en a partes iguales, y tomamos, como nueva unidad, 

1 : NÓ 
una de éstas, — , los nuevos números /raccionarios, — , quedarán tam- 

7 a 

bien comprendidos en la definicion dada antes de la multiplicación, ex- 
presando así el cociente 



; 1 Ñ 
que la unidad subalterna, —, debe tomarse por sumando, ó repetirse, ) 

17) 

veces. 

Si á esto agregamos que la multiplicación indicada, ——. bh, represen- 
7) 

te la operacion de dividir la cantidad 6 en a partes iguales, podremos 

escribir sin inconveniente: 

e 
a 

lo cual manifiesta que, en tal caso, tiene tambien lugar el principio 

conmutativo. 

Estos nuevos números fraccionarios, 6 quebrados, originados en la 

operacion de que ahora se trata, tampoco se encuentran explícitamente 

incluidos en la série fundamental numérica; pero pueden facilmente in— 
clujrse en ella, amplificándola entonces como sigue: 

0 n— (mn — 1) n—1 " n+1l n+2 n+>3 2n—1 

pa ECO DAA CTA IA AS 

y a 
28 A O A Abono 

7) 7) 

11,—Llevacion d potencias. 

Como de la adicion se pasa á la multiplicación, suponiendo iguales 

los sumandos, así de la multiplicación se pasa á la elevación d potencias, 
suponiendo iguales los factores. 
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Dos números 4 y 2, relacionados por el algoritmo de esta nueva 

operacion, deben satisfacer á las condiciones siguientes: 1.* la de pro- 
ducir un resultado igual á la unidad, cuando uno de ellos, el 2%, por 
ejemplo, sea igual á cero; y 2.* la de producir un resultado igual al 
inmediatamente anterior, multiplicado por 4, cuando el 2%, cual- 
quiera que sea en el caso precedente, aumente en otra unidad. 

Estas dos condiciones 6 propiedades fundamentales de esta opera— 

cion se expresan simbólicamente de este modo: 

El número a, se llama hase; el número 2, exponente; el resultado 
. MN . 

de la operacion, 4 , potencia. 

En esta operacion no se verifica el principio conmutativo, pues, en 
a Nh q . . . . 

general, no es igual 4 que 2 ; miel asociativo, porque no es lo mis- 
e 

(o ) bYe ; ó 
mo 4 que (a ; pero sí las leyes que se expresan en las igual- 
dades siguientes: 

que corresponden al principio distributivo. 
En la igualdad 

podemos suponer que la incógnita sea c, que lo sea 4 6 que lo sea 2. 
Si la incógnita fuese c=x, como implícitamente se supone hasta 

aquí, a entero 6 fraccionario, y n entero, los resultados, z, de elevar 

el número q al exponente entero 2 se encontrarian en la série numé- 



10 

rica, amplificada (10), que encierra todos los números, enteros y frac— 

cionarios, únicos que arroja la elevacion á una potencia entera de una 
base entera d fraccionaria; puesto que toda potencia entera de un nú- 

mero entero 6 fraccionario, es entera ú fraccionaria. 

El exponente 72 es esencialmente entero (2), y sería absurdo supo- 
ner otra cosa en el caso de que ahora se trata. 

12.—LEztraccion de ratces. 

Si la incógnita fuese a=x, la solucion de la ecuacion 

se expresaria por el nuevo signo 

MAS 

=D 

que se lee: raiz n de c. 
Ahora bien, segun lo que acabamos de decir, si e es entero, su 

raiz 7 será entera; y, si no fuese esta raiz entera, tampoco podria ser 
fraccionaria: de donde se infiere que, mientras no sea c una potencia, 

entera 6 fraccionaria, de exponente ó grado igual al índice » de su 

raiz, los números radicales 1, esto es, las raices de los números €, ni 

serán enteros ni quebrados. 

13.—Vúmeros irracionales. 

La extraccion de raices exige, por consecuencia, para representar 

sus resultados, la creacion de nuevos símbolos que, dentro del campo de 
los números, llevan el nombre de ¿rracionales, los cuales, no solo se dis- 

tinguen de cualesquiera otros por el signo radical y, sino que, sin 

duda, para que su irracionalidad resalte todavia más, se expresan lam- 
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bien como potencias con exponentes fraccionarios, de modo que: 

Con tal artificio se enlazan estos signos entre sí, y con los demás ya 
definidos, mediante los algoritmos explicados; mas no bastan estas rela- 

ciones puramente formales en la estima y representacion aritmética de 
aquellos signos. ¿Cómo, pues, manejaremos aritméticamente los núme- 

ros irracionales? 
Segun las definiciones dadas en el párrafo (2), y el modo de consti- 

tuir la série (10), se comprende fácilmente que los números que la for 

man son todos conmensurables; y de lo dicho en este mismo párrafo se 
colige, que áun cuando hiciéramos crecer el número de los términos de 

la série (10) mencionada, y aproximarse unos á otros tanto, que la dife- 
rencia entre cada dos consecutivos llegara á ser menor que cualquiera 

cantidad pequeñísima dada, en lo cual no habria inconveniente , no 
lograríamos que alcanzasen su completa expresion en ella los números 

irracionales, que, por tal y tan justo motivo, se denominan tambien 

inconmensurables (2). : 
Pero no es dificil de concebir ahora tampoco que todo número incon- 

mensurable puede considerarse comprendido entre dos conmensurables, 
muy poco, tan poco como queramos, diferentes uno de otro, y, por con- 
secuencia, ménos todavia de aquél entre ambos comprendido, y que en- 
tónces cualquiera de ellos aproximadamente representa. Los números 
conmensurables asi determinados respecto de los inconmensurables, son 

los que efectivamente caben en el campo de la ArrrmérIca. 
Mediante estos números conmensurables, como aproximaciones de 

los irracionales, pueden rellenarse los huecos existentes entre los tér— 

minos de la série (10, hasta el punto de transformarla casi en una ver 

dadera série 6 fluencia de términos, variables por discontinuidad apenas 
perceptible. 

14.—Calculo logarttmico. 

Supongamos ahora que la incógnita sea % en la igualdad que veni- 

- Ios examinando, y que tratamos de hallar, mediante la ecuacion 



el exponente z á que debe elevarse la base 4 para que el resultado 

de tal elevacion sea c: habremos de verificar una nueva operacion, ú 

calcular el logaritmo de un número c, de base 4; y la solucion de 

la ecuacion propuesta se expresará como sigue: 

El modo de hallar efectivamente este logaritmo se deduce de su 

definicion simbólica 

y el exponente de la que sea igual al número c será el log aniias de 
este número, de base 2. 

Wentome á los principios expuestos (11) y (12), los números que 

sean potencias del que haga de base, son los únicos cuyos logaritmos 
son racionales y enteros; mas desde el momento que miremos todos los 
números, sin distincion, como potencias de uno constante, los números 

comprendidos entre las potencias de éste deberán tener logaritmos irra- 

cionales 6 inconmensurables., 
Es evidente que variando la base obtendríamos tantos sistemas de - 

logaritmos como quisiéramos; pero en todos ellos sería el logar itmo de 
la unidad cero, y la unidad el logaritmo de la base. 

15.—Gradacion de las operaciones de cálculo. 

De las ideas que dejamos apuntadas en los párrafos anteriores se in— 
fiere que todas las operaciones aritméticas se clasifican en tres catego- 

rías, entrando en cada una de ellas una operacion agregatoria, y una ó 
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dos disgregatorias. A la prímera categoría corresponden la adicion y la 

sustraccion; en la=segunda figuran la multiplicación y la division; cons— 

tituyen la tercera la elevacion «d potencias, y la extraccion de raices y el 

cálculo logarttmico. 
Resumiendo los principios indicados oportunamente acerca de las 

dos clases (4) de estas operaciones, diremos: 

Sumar con el número 4 el número 5), esagregaral a la unidad 
b veces; multiplicar a por b, es agregar al 0 el sumando «4 suce- 

sivamente bh veces; elevar a, á la potencia b, es agregar al 1 el fac- 

tor a sucesivamente hb veces. Así, por ejemplo, tenemos 

6+4=6+(l+1+1+1)=6+1+1+1>+1 

6<x4=6+6+6+6=0+(6+6+6+6)=0+6+6+6+6 

6=6x<6x<6x6=1x(6.6.6.6.)=1.6.6.6.6. 

Restar de a el número b es disgregar de a el sumando 0; di- 
vidir a por b es disgregar de a el factor b; extraer de a la raiz b 
es disgregar de «a el exponente bh, cuya base se supone positiva; 

calcular el logaritmo de a, de base b, es disgregar de a esta base ele- 
vada á una potencia, cuyo exponente se supone positivo y entero. Así, 
por ejemplo: 

EE y O A 

IIS (RAS == ZAS 243 

3 Bra 

== E = 9 

log. 729 = log. 3 = 6 
3 

Se sobreentiende que el factor y el exponente que se disgregan no 

pueden ser nulos, ni la base que se eleva al exponente-logaritmo puede 

ser nula, ni igual á la unidad. 
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Las leyes á que obedecen estas operaciones, tanto respecto del órden 
en que se efectúan con los datos, como del enlace ó relaciones que en- 
tre las mismas pueden establecerse, se expresan con claridad en los tres 

cuadros siguientes: 

IES === =50=5 ly 

RO IO=M BO O 

a+b=c=0=c=3Hb 

DTO =48 BS 

M==0=M=—6= ly 

DIE = 1203 

(A 
2.2 a+(b+c)=a+b+0c a—(b+c)=a=b=c 

MO Na DEE (DC) Oe 

13 NO be q 

(a) =(a") ya = va 

a+ (b—c)=4a+ bc a—(b—c)=4a=+(c—b) 

7 
a e a E 

C C 0 

Y ida C 

A cs 7 
a =Va? va =4 



h RR 

. 

3.0 (a+ b)je=ac=H+be (a—b)je=ac—bc 

d aby=a 0 (a:b=a : 0 

a+b a b a=b a 0 
== == ee= a AE 

C C C C CERO 

| ds A 
1 A NO E 
c AA == 0 

(ab) =a Y (57 6 

1) 
log. (ab) =1lo0g. a +1og. b log. 7 = log. a— log. » 

| 

alb+c=ab+ac a(b—c)=ab—ac 

b+e Y) c b=c Ú e 
== DA 

Vamos á decir ahora, en lenguaje vulgar, el alcance y gradacion 
respectiva de las leyes antes simbólicamente expresadas, que rigen en 
las diversas categorías de operaciones aritméticas; mas, para evitar 

toda oscuridad y generalizar en la materia, conviene advertir prévia— 

mente que las letras que figuran en las fórmulas anteriores no solo pue- 

den representar números abstractos, sino tambien cantidades; y recor— 
dar (5) que toda cantidad puede considerarse como un producto de la 

unidad de medida por un número. Así, por ejemplo, si 4 es una canti- 
dad, será: a=ex0; donde e representa su unidad y la letra griega a 

su valor numérico. 
Con esta aclaracion conclúyese que las leyes de la segunda cate 

goría se deducen de las referentes á la primera, elevando un grado las 
operaciones inclusas en ésta; pero dentro unas y otras, naturalmente, 
de la misma clase, y sustituyendo el cero por la unidad; y que las fór- 
mulas de la segunda categoría, si en ellas figurase por lo ménos una 
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cantidad (concreta), pueden transformarse en las fórmulas de la tercera, 
excepcion hecha de los logaritmos , elevando tambien un grado, dentro 

de la misma clase, las operaciones correspondientes á aquella, y sustitu— 
yendo además el cero por la unidad; mas advirtiendo, respecto de la ope- 

racion exceptuada, que á ella (calcular logaritmos), 4 ála extraccion de 

raices sube, del modo que hemos dicho, la division, segun que sea el di- 

visor concreto, 6 abstracto, 

Asi, todas las leyes de la adicion y la sustraccion están expresadas, 
como sabemos, en las siguientes fórmulas: - 

a+ (0+c)=a+b+c, a+b=b+4, a—b+b=4a, a+ b—b=4 

a+0=04; 

de donde se deduce que las referentes á las operaciones de la segunda 
categoría, segun lo que hemos dicho, serán estas: 

a(be)=abec ab=b0 a:b.b=4 a. b: 1=0 

e 

Nótese aquí tambien, como ya indicamos (6), que la ley de la per 
mutacion de los factores en la multiplicación no es en general aplica 
ble cuando juegan cantidades (concretas), y debe sustituirse diciendo 
que el órden en que dicha operacion se efectúe es indiferente para el re- 
sultado. Designando, pues, por letras latinas las cantidades y por grie- 
gas los números, tendremos: 

a(By)=ceby=07P7 02 B. PB=dp-P=05 Ma 

de las cuales se desprenden las de la division (medicion) 

a 
ad b. >. 
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Las fórmulas referentes al enlace de operaciones, dentro de la misma 
clase, de la primera y segunda categoría, son las siguientes: 

aB+y)=0aB+ay, (a+b)y=ay + by, 

de las cuales pueden deducirse todas las restantes. 
Las correspondientes á la tercera categoría serán: 

A A o NA a? 

16.—Conceptos diferentes del Número. 

La necesidad de someter tambien á las leyes por que se rigen los 
algoritmos aritméticos, los resultados de estos mismos, incomprensibles 
en el terreno numérico propiamente, nos ha obligado, como se ha visto, 
á buscar en el concreto representacion efectiva para los signos de im- 
posibilidad en la verificacion de las operaciones antes definidas. 

Asi, respecto de los números negativos, hemos tenido que admitir 
implícitamente entre los objetos 4 magnitudes mismas, cuyas relaciones 

de cierto género expresaban los primitivos números, otras nuevas, de po- 

sicion, calidad d influencia recíproca. Por ejemplo, dada una série de 
objetos : 

si designamos por +1 la dependencia, de cualquier clase que sea, 
entre 

Ains Gir y Diehetes 

la dependencia de la misma clase entre 

ww 



se representará por —1. 

Respecto de los quebrados hemos tenido que admitir la division en 
partes iguales, no del uo primitivo, indivisible, sino de la unidad 
concreta, del objeto-medida; y, en cuanto á los ¿rracionales y inconmen— 

surables, hemos tenido que acudir á la idea de /¿mite para manejar arit- 
méticamente los quebrados, conmensurables, que se acercan á ellos in- 
definidamente, pero nunca hasta confundirse ambos. 

Ahora bien, ¿alcanzarán siempre estos números, negativos, fraccio- 

narios é irracionales, representacion efectiva? No es dificil contestar ne- 

gativamente á esta pregunta, si pensamos que existen muchos objetos 
entre los cuales no se da oposicion de conceptos, ni se concibe depen— 

dencia invertible; y no pocos séres, individuos, que no permiten, sin 

perder su esencia, particion alguna: ésto por lo que toca á los números 
negativos y fraccionarios. En cuanto á los irracionales, su mismo nom-= 
bre indica que no poseen representacion total aritmética; pero, si bien 
es cierto que la série de operaciones numéricas, que para valuar un nú- 

mero inconmensurable se necesita, es interminable, tambien lo es que 

tales operaciones se consideran posibles cuando el sistema de cantida— 

des homogéneas, con el cual se opera, se supone continuo; es decir, que 

la representacion efectiva del número irracional necesita de magnitu- 
des continuas; y, en efecto, la Geometria, que opera con estas cantidades 

independientemente del concepto numérico, demuestra la existencia del 

irracional para la Aritmética. 

Asi, por ejemplo, el número irracional Y 2 está representado por la 
hipotenusa de un triángulo isósceles cuyos catetos representan la mag- 

nitud ú objeto que sirve de unidad de medida. 
Infiérese de lo dicho, que, al indagar si tales 4 cuales números son 6 

no son posibles, no nos preocupamos de que sean lógicamente imposi- 

bles; sino de ver si existe ó nó, real y efectivamente, alguna sustancia 
ú objeto mediante los cuales puedan alcanzar aquellos, segun Su idea, 
adecuada manifestacion. Por no discurrir de este modo han corrido sin 
contradicción, como posibles siempre, los números fraccionarios, que 

pueden, sin embargo, ser en muchos casos, como hemos indicado, ver— 

daderos imposibles en el campo, no de la lógica, sino de la representa 
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cion efectiva; y otros, por el contrario, posibles, han pasado por ¿ma- 

yinarios. 
Estos números, compuestos de la unidad imaginaria 

E E 

que es un irracional aritméticamente, por no existir potencias de grado 

par con signo negativo, se han mirado por mucho tiempo exclusiva—- 

mente como meros símbolos sin correspondencia ninguna con la reali- 

dad; mas, desde que las cantidades complejas (enlaces de real é imagi- 

nario), 

EVA O 

se estudiaron más profundamente y se encontró para las mismas una 

construccion geométrica, y una significacion de esta clase para los re— 

sultados de sus operaciones, cambió su carácter imaginario, mirándose 

hoy los números complejos como de realidad semejante á la de los posi- 

tivos y negativos. 
Las consideraciones que acabamos de hacer para salvar, ú ocultar 

al ménos, la contradiccion de lo abstracto y concreto, contínuo y dis- 

contínuo, real é imaginario, que va envuelta en el concepto de cada 

una de las especies de números que hemos mencionado, demuestran que 
el punto de vista bajo el cual miramos tales números no pertenece á una 

teoría pura, indépendiente de la sustancia 6 contenido de los objetos 
cuyas relaciones sean por aquellos expresadas; y de aquí se deriva tam- 

bien la necesidad de fijar clara y suficientemente el significado de los 
números, teniendo en cuenta los dos extremos indicados. 

Para evitar, pues, la oscuridad que pudiera nacer de las denomina— 

ciones y clasificaciones numéricas ya conocidas, los matemáticos llaman 
hoy trascendentes, mentales 6 puramente formales á los múmeros cuyo 

concepto está completamente determinado, pero que no es susceptible 
de representacion sensible; y actuales, á aquellos que alcanzan propia 

representacion en la doctrina de las magnitudes efectivas y sus rela- 

- ciones. 
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Otros números hay que son intermediarios entre los dichos y que se 
definen completamente; pero de los cuales no se sabe, en general, de an- 
temano si estarán ó no sujetos á una construccion visible: tales números 

llevan el nombre de potenciales, mientras exista posibilidad de conver 

tirlos en actuales; de mentales, si pueden ser desde luego concebidos 

solamente por nuestra inteligencia y no objetivamente representados; 6 

de formales, por fin, cuando no expresan sino relaciones de esta clase. 

17.—Leyes formales.—Principio de su permanencia. 

Estas relaciones formales no comprenden sólo aquellas que exis- 
ten 6 pueden existir entre objetos reales (como las particulares, de opo- 

sicion, en los números negativos), sino que abrazan tambien las gene 
rales, cuya posibilidad sea independiente de nuestras limitadas represen- 
taciones empiricas, y las cuales deben considerarse establecidas áun 

entre objetos intelectuales y entre relaciones de éstos, para despojarlas, 

si se quiere, de la limitacion que pudiera caber en ellas, originada por 

la contingencia de su realidad objetiva. El fundamento, por consecuen- 

cia, para instituir una Aritmética general, cuya demostracion no com- 
prende, aunque sí algunos ejemplos, la Aritmética ordinaria, es una: 

teoría puramente de formas, en la cual expresarán los números relacio- 
nes entre objetos mentales, entre cosas pensadas, cuyos objetos reales 

sensibles, ú relaciones actuales, podrán tambien, pero no deberán siem- 

pre, representar necesariamente. Esta parte formal de las Matemáticas, 
que pudiera llamarse Cálculo de los símbolos, 6 quizás propiamente A/- 
gebra (*), arranca de un principio capital, el de la Permanencia de las 

leyes formales, fecundo para todo el organismo matemático, y que se 
aplica, sin definirlo expresamente , desde que se dan los primeros pasos 

en el estudio de esta Ciencia. 

Expliquemos en breves palabras la significacion de este Principio. 
_ Sea d,0,c..... una série de objetos materiales ó mentales, 6 de re- 

laciones de los mismos; y supongamos que, ligados a y 6 de un modo 
cualquiera, pero mental y formal puramente, sea e el objeto 6 relacion 

(*) Segun Vallés, Estudios filosóficos sobre la ciencia del cálculo. 
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nueva que resulta de tal enlace: es claro que este resultado c podrá 
reemplazar á .os dos términos 2, b, en cuanto se consideren unidos, y 

mirarse como igual á ellos juntos, esto es, á su union, en todas las con- 

clusiones ulteriores. Establecidos tales enlaces, sujetos á ciertas reglas, 
entre los resultados de enlaces 6 uniones diferentes, surgirán nuevas 
relaciones, que se deducirán de las primitivas lógicamente, y con ente— 
ra independencia de la naturaleza de las cosas enlazadas. Mas, como las 

reglas á que tienen que sujetarse estos encadenamientos, y que definen 

las operaciones que deberán efectuarse con los objetos mentales que 

constituyen sus términos, son arbitrarias, deberemos poner cuidado en 
que no vaya envuelta en ellas alguna contradiccion lógica: contingen- 

cia que podremos evitar si, al dictar dichas reglas, las establecemos tan 

independientes entre sí que ninguna de ellas esté contenida en otra bajo 

ningun concepto, y nos limitamos en su establecimiento á lo que sea 
suficiente. 

De este modo, es óbvio que formaremos un sistema de operaciones 
mentales, donde éstas y los objetos á las mismas sometidos se hallarán 
definidos suficientemente nada más, y el cual, respecto de la interpreta 

cion de sus resultados y sus aplicaciones, será absolutamente estéril. 
Para no lHegar, pues, á parar en un sistema tan vano como abstruso, 

habremos de someter las operaciones con objetos mentales á reglas for— 

males á cuyo dominio y régimen estén tambien sujetas las operaciones 
con objetos 6 magnitudes efectivas, cuyas relaciones expresan los núme- 
ros ordinarios. 

La Aritmética, en sus dos sentidos, de particular (de guarismos d sig- 

nos especiales) y universal (literal, de signos más generales, de letras), 

nos presenta un sistema de reglas que gozan realmente del carácter de 
independencia antes exigido, y nos señalan el camino para definir una 
operacion formal de manera, que sus resultados, dentro de la Aritmética 

universal, se conviertan en los de la particular, siempre que los objetos 

mentales, que juegan en la primera, se sustituyan por objetos actuales 

cuyas mútuas relaciones representen las cifras 6 números vulgares. El 

principio comprendido en las anteriores líneas es el de la Permanencia 
de las leyes formales, que puede enunciarse de este modo: 

Siempre que dos formas expresadas por signos generales de la Arit- 
mética universal sean iguales entre si, permanecerán tambien iguales en— 

tre sí cuando se sustituyan aquellos signos por simples cantidades; y las 
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operaciones, por consecuencia, en aquellas indicadas, abrazarán cualquiera 

otro contenido. 

18.—Aplicacion de las leyes formales. 

No es nuestro ánimo, ni sería oportuno tampoco, entretenernos aquí 

en desenvolver esta doctrina, y en examinar su generalidad y limita 

ciones, en cuanto se refiere á las diferentes propiedades de las operacio- 

nes aritméticas y áun de otras superiores; pero no dejaremos este asun- 

to sin presentar algun ejemplo de la misma, que evidencie en parte su 

trascendencia, conforme á las ideas anteriormente indicadas. 

Sean a, b, c tres objetos combinados, segun los algoritmos arit- 
méticos, de tal modo, que del enlace, mediante operaciones disgregato—- 

rias (4), de «a y b, resulte c. Este enlace de a y b, que se expresa 

oa, by=0, 

se caracteriza estableciendo que siempre que su resultado c se combi- 
ne, mediante operaciones agregatorias, con uno de sus términos, 0, 

debe resultar el otro, «4, necesariamente. Designando por «(c, 6) la 
union por agregación de c y b, tendremos, segun lo dicho, 

CC) IAE 

0 bien 

o (5(a,0),0j=4, (1) 

Suponemos aquí que, dados a y 6, tanto las operaciones a (a, b), 

como las 5(4, 6), son posibles, y tienen una sola significacion: es de- 
cir, que todos los resultados en cada una de estas dos clases opuestas 
de relaciones, son iguales entre sí y pueden, por lo tanto, mutuamente 
sustituirse. 

De esta hipótesis se deducen las consecuencias siguientes: 
Dada la igualdad 
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(a, b)=5(4', b), 

tambien necesariamente debe existir esta otra: 4=4'; pues, si así no 

sucediera, tendríamos que la igualdad 

a[5(a,d),0j =2(8(a',b),0] 

sería imposible, por ser su primer miembro igual á 4, y el segundo 

áda (1). 
Si en la operacion 5ó(4, bh) varía el término 4, permaneciendo 6 

constante, variará necesariamente el resultado; de donde se infiere que 

la ecuacion 

9(2, 0) =4 

tiene una solucion única, que se halla uniendo, mediante operaciones 
agregatorias, sus dos miembros con bh, como sigue: 

2(5(2, 9),5) =a(a, b); 
de donde (1) se deduce 

y de aquí, la identidad 

3a(a, b),5] =4. (2 
a, 

Cuando en las dos formas 

9S(a,b) y a(a, b) 

varíe el primer término, siendo constante el segundo, el resultado de 

las operaciones variará tambien; de modo que, de las dos ecuaciones 
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(a, d)=5(0,b), ala, b)=x(a, D), 

se concluye siempre que es 4=4. 

Si, en lugar de las hipótesis antes sentadas, admitiésemos ahora que 

la operacion «a. (4, b) tiene ciertamente una significacion única, y que 

su resultado varía siempre que lo verifique su primer término, las mis- 

mas propiedades se deducirian de tal suposición para la operacion cor- 

respondiente 3(a, b). En efecto, si la operacion 3 (a, b) produjese re- 

sultados diferentes, c, c', por ejemplo, sería 

a 15(a,b),b ) =0(c,b) =4(c, 0) =4; 

pero, segun lo admitido antes, la igualdad 

OO IAH) 

sólo puede verificarse en el caso de ser c”=cC: luego la operacion 

5 (a, b) es determinada en cuanto á su resultado, el cual variará cuando 

a varie. 

Apliquemos estos principios á los números reales y á las operaciones 

ya explicadas en su lugar correspondiente, que con los mismos pueden 

efectuarse. 

1.2 Sea, pues, 

a (a, b)=4+0, 

operacion que posee las dos propiedades de que venimos haciendo mé- 
rito: la operacion inversa será 

5 (a, b)=a—0, 

puesto que 

o[5(a,0),d | =2o(a—b,0)=a0—b+b=a; 

de donde se infiere que 5 (4, b) es tambien determinada, y varía cuando 

a varie. 
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2.” Sea ahora 

a (a, 0) =a0; 

la inversa será 

E a 
9 (a, b) = E 5 

segun la demostracion que acabamos de dar para la suma. 
Puesto que el producto 4) arroja un resultado único, y varía sola- 

: ta o Y 
mente cuando 4 600 varien, la operacion inversa, esto es, el cociente y 

gozará tambien de las mismas propiedades. Pero si fuese b=0, como 

el producto de «a, y de todo otro número finito, por cero, es cero, la 

operacion sería indeterminada. 
a 
b 

3." Sea, por fin, 

y la inversa 

entonces será (1) 

de donde se deduce 

Tambien aquí las operaciones, directa é inversa, varian en sus resultados 
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cuando sus términos lo verifican; pero, cuando sea b=o0, la operacion 

agregatoria a producirá un resultado único, cualquiera que sea el va- 
log. a 

lor positivo de 4; mientras que la inversa € "será respectivamente 

igual á infinito, 0 á cero, sí a es entero, 6 fraccionario, y tomará un 

valor indeterminado, en el supuesto de ser 4 igual á la unidad. 

-— Deteniéndonos á pensar un poco en estos ejemplos, se nota que á 

cada operacion agregatoria corresponden por lo ménos dos inversas. 
Así, en efecto, á la suma 

a+b=s 

corresponden las dos restas 

al producto 

ab=p, 

los dos cocientes 

P 2N. 7 y a 

y á la potencia 

7 e P ; 

la raiz y el logaritmo 

Y) 

Vaio GO pe LE 
log. a 

Considerando la cuestion en general, podemos establecer que estas 
operaciones inversas, disgregatorias, resuelven respectivamente los dos 
problemas expresados en las dos ecuaciones 
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a(a,b)=a, y a(b, 2)=4. 

Refiriéndonos al caso 3.”, por ejemplo, estas dos ecuaciones tomarán la 

forma concreta 

la solucion de la primera será, como sabemos, 

log. a 

Y 

la de la segunda, 

y es evidente que estas dos soluciones coincidirian, si en las operacio- 
nes correspondientes se verificase el principio conmutativo (6) y (11), 

esto es, si fuese cierta la igualdad 

a (a, Y) =a(0, a). 

Del mismo modo, que hemos procedido para deducir formalmente las 
propiedades de las operaciones de cálculo sujetas al principio asociativo 
y no al conmutativo, procederíamos en el exámen de las operaciones 
sometidas á este último; pero estas investigaciones nos llevarian muy 

léjos de nuestro principal propósito: por cuya razon las abandonamos 
para emprender otras que nos interesan más inmediatamente. 



19.—OPERACIONES COORDINATORIAS.— Definiciones generales. —Notacion. 

En la Teoria de las coordinaciones, cuyos elementales principios va- 
mos á exponer ahora, se atiende meramente al número y colocacion de 
ciertos objetos, reales 6 mentales, que se miran como unidades siempre 

indefinidas, como puros individuos, que no se trata de aglomerar y 
fundir aquí, como se reunen efectivamente los elementos numéricos 

mediante las Operaciones de cálculo, sino, en general, de ordenarlos. 

Llámase coordinacion un conjunto de objetos marcados por números 
6 letras, puestos unos al lado de otros. 

El número de objetos, elementos, de que consta una coordinacion, 

determina su clase. Estas clases se llamarán unarias, binarias, terna- 

rias, cuaternarias, etc., segun que las coordinaciones contengan 420, 
dos, tres, cuatro, etc., elementos. - 

Las coordinaciones, en cada clase, pueden diferenciarse, ú por el d7- 

den de sus elementos, 6 por la naturaleza de éstos. Cuando en una mis- 

ma clase no existan dos coordinaciones formadas por los mismos elemen- 

tos, tomarán estas el nombre de combinaciones 6 productos diferentes; y 

de variaciones, si tal limitacion desaparece. 
Tanto las variaciones como las combinaciones, se dirán sin repeticion 

ó con ella, segun que no contengan, 6 contengan, elementos repetidos. 

Las coordinaciones resultantes de permutar todos los elementos de 
una coordinacion cualquiera, esto es, haciendo que cada uno de ellos 

ocupe sucesivamente todos los lugares posibles, se llaman permuta- 

ciones. 
Las permutaciones sin repeticion, por consecuencia, son variaciones 

en las cuales el grado de la clase es igual al número total de los ele— 
mentos coordinados. Las permutaciones con repeticion son las que se 
derivan de una coordinacion donde existen elementos repetidos. 

Finalmente, en las coordinaciones con repeticion (variaciones y com- 
binaciones) es preciso tener en cuenta si cada elemento puede repetirse 

tantas veces como unidades contenga el número que expresa el grado 
de la clase, ó si, por el contrario, deberá repetirse solamente un número 

de veces con antelacion señalado. En el primer caso se dice que la re- 
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peticion es ¿limitada, y en el segundo, limitada: á la repeticion ilimita- 
da nos referiremos siempre que usemos esta palabra. 

El número de variaciones, sin repeticion, de la clase 2, que pue- 

den formarse con 4 elementos, se designa por a y pora". si 

fueren con repeticion. 

- El número de permutaciones de una coordinacion formada por 2 ele- 
mentos, todos diferentes, se expresará por 2!; y, sien la coordinacion 
permutanda existieren: q elementos iguales entre sí, de una especie; 

b elementos iguales entre sí, de otra especie; ec elementos iguales en- 

tre sí, de una tercera especie..... etc., por (a, b, C.....)!. El número de 
combinaciones, sin repeticion, de la clase 2%, con 4 elementos, se 

E » .N . O .. DN 

designará por 4”; y, si fuesen con repeticion, por 4 

20.—Vúmero de variaciones sin repeticion. 

El mimero de variaciones, sin repeticion, de la clase n, con a ele- 

mentos , es igual al producto de n términos consecutivos, de mayor d 

menor, de la série numérica, comenzando desde el número a. 

En signos: 

a =a(a—1)..... (a—2n— 1). 

En efecto, las variaciones con a elementos de una clase cualquiera 
se obtienen juntando cada uno de dichos elementos sucesivamente, con 

las variaciones de la clase inferior, inmediata, que pueden efectuarse 
con los a—1 elementos restantes. Luego tendremos: 

a” =a(a— AAN 

Y, aplicando el mismo razonamiento al segundo factor del segundo 
miembro de esta igualdad, resultará esta otra: 

¡E a(a— A 
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y, despues de repetido este procedimiento m veces, la siguiente 

¡N— a a A a) 

Haciendo ahora 

m=n=—1, 

será por fin: 

a =a(a—=1)..... (a—n +1). (1) 

21.—Vúmero de permutaciones sin repeticion. 

El mimero de permutaciones, sin repeticion, con n elementos, es igual 
al producto de los n primeros términos de la série numérica. 

En signos: 

En efecto, las permutaciones sin repeticion, dijimos, son variacio- 
nes en las cuales el grado de la clase es igual al número total de los 
elementos coordinandos; luego 

ni=.w" =n(0n— 1)... (nm—a2a+1); 

esto es, 
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22.—NVúmero de combinaciones sin repeticion. 

El mimero de combinaciones, sin repeticion, de la clase n, con «a 

elementos, es igual d un quebrado cuyo numerador expresa el múmero de 
variaciones de la misma clase y con los mismos elementos, y el denomi- 
nador su número de permutaciones. 

En signos : 

y 
7) q 

(1 —— AS 

n! 

En efecto, las combinaciones, sin repeticion, de una clase cualquie— 

ra, se obtienen juntando con cada una de las combinaciones de la clase 
inmediata, inferior, sucesivamente, todos los elementos que no entren en 
ellas. Segun ésto, de las combinaciones de una clase, se obtienen las 

variaciones colocando sucesivamente cada uno de los elementos que 

existan en aquellas en todos los lugares posibles: de donde se deduce 
que cada combinacion produce tantas variaciones, como permutaciones 

pueden efectuarse con los elementos de que consta; ó bien, que el 
número de variaciones de una clase es tantas veces mayor que el de 
combinaciones de la misma clase, como permutaciones pueden formar— 
se con un número de elementos igual al grado de la clase men- 

cionada. 
Reemplazando los simbolos del segundo miembro de la igualdad úl- 

tima, por las expresiones algebráicas en ellos compendiadas, resultará, 

por consecuencia : 

e Je... (3) 

Multiplicando los dos términos del segundo miembro de esta igual- 
dad por 
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1.2.3... (a—»=(a—0m)! 

se convertirá en la que sigue: 

7) a! y 

é a la—m!' 1) 

Pero, como de aplicar la fórmula (3) se deduce esta otra 

la cual á su vez, multiplicando los dos términos de su segundo miembro 
por 2!, se transforma en la siguiente: 

.0—=N a! 

(a—2)!1 2! ? 

resulta, por fin, la más importante de todas: 

.0U—ÑM «NM 

a =D 0 (5) 

Esta fórmula simbólica en lenguaje vulgar, dice: que el múmero de 
combinaciones de la clase n, con a elementos, es igual al mimero de 
las que pueden efectuarse con los mismos elementos, pero de la clase 

a—M. > 



23.—Vúmero de combinaciones con repeticion. 

El múmero de combinaciones, con repeticion, de la clase n, que pue 

den formarse con «a elementos, es igual d un quebrado, cuyo numerador 

es el producto de n términos consecutivos, de menor ad mayor, de la série 

wumérica comenzando por el número a, y cuyo denominador es el pro- 

ducto de los n primeros términos de la misma série. 

En signos: 

En efecto, para obtener las combinaciones con repeticion de la cla- 
se 2, con a elementos, se habrán de juntar sucesivamente cada uno de 

los a elementos con cada una de sus combinaciones de la clase (2—1), 
y además en cada combinacion de estas mismas cada uno de los (n—1) 

elementos que entran en ellas. 

El resultado de esta operacion, designando por a"? el múmero de 
combinaciones con «a elementos de la clase (1 — 1), segun sabemos, 

será: 
1 n—1 .1—1 

+(n—itja.”. =(a+n—1)a 
$ 

a“ =a0 

Mas de este modo, cada combinacion resulta / veces repetida; y, 

por consecuencia, el número de las combinaciones realmente distintas 

será 

an a tE == 1 
(l > 

n 
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de donde se deducen: 

q a+1 —a(a+1) 

A O a PR 

a mar a+2  a(la+1)(a+2) 

" Si ud MARA 

A a+n—1 aa+1)..... (a+4+n—1) (6) 

n dto: 7 

24.—NVúmero de variaciones con repeticion. 

El mimero de variaciones, con repeticion, de la clase n, que pueden 
efectuarse con n elementos, es igual d una potencia cuya base es el mi- 
mero a de elementos, y cuyo exponente es el mimero n, que indica el 

grado de la clase. 

En signos: 

En efecto, las variaciones, con repeticion, de la clase 2, con a ele- 

mentos, se obtienen juntando cada uno de éstos, con cada una de las va- 

riaciones de la misma especie, de la clase (4—1), que pueden hacerse 
. ; n—1 

con dichos 4 elementos. Designando, pues, como sabemos, por a" 

el número de variaciones con repeticion de la clase (n— 1), con a 
elementos, será: 

me DO 

Aplicando esta misma ley al segundo factor del segundo miembro, 
tendremos: 



nn—1l ma—2 
= ¡030 

y, sustituyendo en la primera fórmula, será: 

ÓN nn—2 2 m2. 
= Do oin = úl, 

la cual, despues de aplicar 7m veces el mismo procedimiento,-se con 
vierte en esta otra: 

112 mM nA—M 

Haciendo aqui 

y, recordando que 

” 1 

EA 

se llega, por fin, á la fórmula 

¡2 n—1 ia—2+1 n—l oa 
A ie = aidir 

6 bien 

nn Y - 

DANA (7) 

25.—Viúmero de permutaciones con repeticion. 

El mimero de permutaciones, con repeticion, de n elementos, es igual 

ad un quebrado cuyo numerador expresa el número de permutaciones de 

estos n elementos como si fuesen todos diferentes, y cuyo denominador es 

un producto de tantos factores como especies distintas de elementos existan 

en los n mencionados, expresando cada uno de estos factores el número 
de permutaciones que podrian efectuarse con los elementos iguales entre 
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si, que constituyen cada una de las referidas especies, considerados como 

si fuesen diferentes. 

En signos : 

en cuya fórmula se supone que de los 2% elementos son: 4 iguales en- 
tre sí; ) iguales entre sí, pero diferentes de los anteriores; y € igua— 

les entre sí tambien, pero de una tercera especie, etc. 
En efecto, admitamos por un momento que los 4» elementos son to- 

dos diferentes; señalemos «a elementos cualesquiera, y distribuyamos 

las 2! permutaciones que producen los 2 dados en grupos, de mane— 
ra que en todas las coordinaciones de cada uno de estos grupos ocupen 

los mismos lugares los otros elementos no señalados. Es claro que, pro= 

cediendo asi, en cada grupo habrá tantas permutaciones como se pue— 

dan formar con los «4 elementos marcados, esto es, a! permutacio- 

nes, las cuales se reducirán á una sola en el momento que consideremos 

iguales los 4 elementos prefijados. Por consecuencia, el número a! 

de permutaciones, en la hipótesis de ser los m2 elementos diferentes, 
es qa! veces mayor que el número de permutaciones, en el caso de ser 
iguales «4 elementos de los a dados; luego este número de permuta— 
ciones con 2 elementos, de los cuales sean «4 iguales, tendrá por ex- 

presion el cociente 

Si admitiésemos ahora que, además de los 4 elementos iguales de 
cierta especie, existieran en los 2 dados, Y elementos iguales entre sí 
de otra especie, e elementos iguales entre sí de una tercera, etc., lle- 

gariamos fácilmente, mediante el mismo razonamiento empleado para 
deducir el cociente anterior, á la fórmula general 

(ANORICA. 19) ss 



26.—Relaciones entre números coordinatorios. 

Entre algunos de los diferentes números coordinatorios , cuyas defi- 

niciones hemos dado, existe la dependencia expresada por las igual- 
dades siguientes: 

(,D)!=(0+D0) =(a+5)"=(B+1)=(04 19? (9) 

En efecto, aplicando directamente la fórmula (8) tenemos: 

e ON La e déboobe (a+ b) 

no ap! MD. DNI 

Suprimiendo de los dos términos de este quebrado sus 4 primeros 
factores comunes, tendremos (23): 

NAS on a+b) o 

(0 m1 > q - NA 

6 bien, invirtiendo el orden de los factores del numerador (22), 

% NN ACA a) o ria 1 a 

Suprimiendo, por el contrario, en vez de los «4 factores antedichos, 

los MactorestH28...2 5 en el mismo quebrado, llegaremos fácilmente á 
las dos fórmulas que siguen: 

/ 2 ) a aa E A (0 +4) O 

rada a 
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(011 AAA — a 

que demuestran la presupuesta (9). 

27.—Número de todas las combinaciones posibles. 

Determinaremos, por fin, el número de todas las combinaciones posi- 

bles de todas clases, con repeticion ó sin ella, que pueden formarse con 
n elementos dados, diferentes. 

Sean estos elementos 

donde los exponentes 

indican las veces que en cada combinacion pueden estar á lo más repe- 

tidos los elementos á que afectan. Es evidente que el elemento «a, solo, 

produce las u« combinaciones 
PA 
— 

1, 00d, AAd..... a0AdAdAd..... 

y que el elemento 5, solo, produce f; el e, solo, y, ete.; todas de 

la misma especie que las anteriores de 4. 

Los dos elementos 4 y bh producen, por consecuencia, «+ com- 

binaciones de un solo elemento respectivamente; mas, si combinamos 

tambien las «4 combinaciones del elemento «4 solo, con cada una de las 

£ combinaciones del elemento ) solo, obtendremos «f nuevas com- 

binaciones que contendrán los dos elementos 4 y b. De modo que es- 

Los dos elementos producen 

a+prap=o0+(1+0)8 

combinaciones. 
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El elemento c, solo, como dijimos, produce y combinaciones, á 
saber: 

mas, combinando con cada una de éstas, todas las formadas antes por 
los a y 0, resultarán 

rla+(1+2)8) 

combinaciones, en todas las cuales figurará el nuevo elemento c. 

Reuniendo ahora el número de combinaciones que produjeron los 
dos elementos 4 y b, con el escrito últimamente, y con el número y 

de las combinaciones que forma el elemento c, solo, obtendremos el total 

a+ (l+op+ryla+ (+ 0)B ey; 

6 bien, sumando y restando la unidad, 

(1 +4) (1 +8) (1 +y) —=1 

Tomando sucesivamente otros elementos, y razonando siempre del 

mismo modo hasta concluir con los » diferentes, propuestos, se obtiene 
la expresion 

e PR (10) 

que representa el número que buscamos. 

Si los exponentes 

fuesen todos iguales á la unidad, la diferencia anterior, se convertiria 

en esta otra: 

AS2DA+S+D(1+De... E SS UN 
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28.—POTENCIA DE UN BINOM10.— Preliminares, 

Aunque de los principios de la teoría coordinatoria, anteriormente 
demostrados, se deducen importantes consecuencias, principalmente 

aplicables al desarrollo en série de las potencias de una forma binomia; 

sin embargo, apartándonos del uso más comun, vamos á estudiar este 

desarrollo con independencia de aquella teoría, 6 algo más directamente 

que en los libros elementales de Algebra suele verificarse. Para ello de- 

terminaremos empiricamente el coeficiente de la série binomia, y, sin 
más consideraciones extrañas al asunto, procuraremos demostrar su ge- 

neralidad y exactitud. 

Si, mediante las reglas conocidas de la multiplicacion, formamos las 

potencias sucesivas del binomio (1 +2), resultará el cuadro siguiente: 

(Esa ES ae 

(1 o I930+30 +20 

Uro =1+140+460 +40 +0 

Iza =1 50100 100 +50 +. 

+0 =14+601 10 +00 + 150 +60 +0. 

A A 

que figuran en el desarrollo de la sexta potencia, y dividiendo cada uno 

de ellos, comenzando desde el segundo, por el inmediatamente anterior, 

en los cocientes resultantes, simplificados, 



se manifiesta una ley á que obedecen los coeficientes de todos los demás 

desarrollos expuestos, y con arreglo á la cual puede escribirse el de la 
sexta potencia elegida, de este modo significativo: 

6 ODA 6.5.4 3 6.5.4.3 4 
ii dl asar o rain 

bd el 
EAST SAS 

La cuestion, pues, se reduce en este momento á probar si esta ley 
puede 6 no generalizarse para toda potencia. Para llegar á la demostra— 

cion procederemos por partes. 

1.* En primer lugar observamos que la forma general de los coefi- 
cientes fraccionarios del último desarrollo, es evidentemente 

aqa—..... (a=nm-+ 1) 

A A 
> 

que ya (22) designamos por el número a”. 

Este número, por las razones allí expuestas, se llama combinatorio; 

a, su base; y n, su exponente. Prescindiendo de esta significación, y 
atendiendo sólo á que representa la ley de los coeficientes del indicado 
desarrollo, el quebrado 

.n—l NM 77) 

a—nu->l 

(donde 2% se supone entero y positivo) que se deduce facilmente del 
anterior, nos dará para los valores de 2 menores que 3, á saber, 
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las relaciones siguientes: 

DIA 

.0 

CA 

-1 
ARO 

la última de las cuales no cambiará para cualquiera otro valor de 2 
inferior á cero, y puede, por consecuencia, escribirse de este modo: 

2.* Sobre el número combinatorio 4” emitiremos ahora algunas 
reflexiones, indispensables para la buena inteligencia de lo que ha de 
seguir. 

El exponente 2% del número 4, que siempre es entero, puede ser 
negativo, nulo 6 positivo. En el primer caso, es, 

en el segundo, 

segun acabamos de demostrar; réstanos considerar el tercero, esto es, 

aquel en que 2 sea positivo. 
Si 2 es positivo, puede ser 

en el primer supuesto será 

y nulo, por consecuencia, sólo cuando sea 4=0, único entero menor 
, NM z 

que 1; en el segundo supuesto, 24 >1, el número 4. será un que- 
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brado, y nulo, por tanto, sólo en el caso de que su numerador lo sea: 

pero este numerador, que es el producto 

será cero cuando lo sea uno de sus factores, esto es, cuando sea a=0 

0 bien 

Luego el número combinatorio a'” será O solamente: 
1.* Cuando su exponente n sea negativo; 
2." Cuando su base a sea un múmero entero, no negativo, y su expo- 

nente yn mayor que dicha base. 
3.% Y, por último, demostraremos que 

La igualdad simbólica 

M 0) ML ; 
(a+1) =4 +4 (12) 

es cierta. 
En efecto, escribiendo con los signos ordinarios algebráicos los dos 

términos del segundo miembro, tendremos: 

7 n—1 == becobo a=n- +1 OS a, Ú ) ( y EA 

AT INN 

LA 7) 
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29.—Desarrollo simbolico de un binomio. 

El notable desarrollo simbólico 

A A A (13) 

es cierto. 
Siguiendo en la demostracion de este teorema el método inductivo, 

supondremos que se verifica para un valor cualquiera 2, y probaremos 

que tambien entónces tiene lugar para el valor 21 +1. Aplicando la 

forma del número combinatorio de que partimos, tendremos: 

ee == Mleca =- a : UE A OMA 1) (a+b Le 1) 

a (n + 1) n-+1 
(a+.b) 

_ a(a+b— 1) + D(0+b— ye 

n+!1 á 

Considerando separadamente cada uno de los términos del numera— 

dor del último quebrado, y distribuyendo el trinomio 

a+b—=1 

en las dos partes 

(a—1) y 0, 

segun la hipótesis admitida, el desarrollo del primer término 

ala+d=1)"=a[(a—1)+0]”, 
será 

aa a A NS (1 +(1—1) 

puesto que los términos siguientes (28-2.*) son nulos. 
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O bien, efectuando la multiplicación por «4, y teniendo en cuenta 

el significado de la forma que nos sirve de base, el siguiente: 

+ d AZ 17) 
(04 la” ; a AN de +a)b 

Cambiando la 4 en 6, por el mismo procedimiento obtendremos 

para el segundo término 

MA 

el desarrollo 

ENE o o A 

el cual, escribiéndolo en orden inverso, y anteponiendo la base «a al 
factor bh, se convierle en este otro: 

+2 O | .2 «/ 2 1 

AAA A A ID TARA 

Colocando esta série y la encontrada antes para el primer término, 
una debajo de otra, de manera que figuren en columna sus términos se- 
mejantes respecto de 4 y b, como sigue, 

a 1 ¿ n—1,.2 0 (mia pa dla As di aia ado 

«NN 

se ve que los coeficientes en una y otra, 

nl, nn, n—l,.... il. 0, 

DA ile. CN RAS n, nl, 

se corresponden de modo que la suma de cada dos de aquellos es siem- 
pre igual á (n+1). Sumando, pues, dichos desarrollos y separando 
este factor comun en la suma, tendremos al fin: 
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ala+o—1)"+b(a+d—1) = 

.n+1 (n + DÍ a ERA +0) : 

y la expresion primeramente escrita para la potencia 

(a ES E 

se convierte en esta otra: 

n+1 .n+1 =1,.2 .2n+1 
= Y Y 

(a+ D) pa 

Esta igualdad demuestra que si la ley (13) se verifica para un ex- 

ponente 2%, tambien es cierta para el inmediato superior, 2 +1. Ahora 

bien, la mencionada ley tiene lugar para 2= 1, puesto que (28-2.”) 
efectivamente es: 

.1 Sib 
(a+ by =a +—b 

- =0 SL 3 1 : 
=4 +4 b+4 

luego es cierta para todo valor positivo de 2. 

Mas tambien, cuando n sea negativo, los dos miembros de la fór— 

mula en cuestion se convierten (28-2.*) en cero; y, cuando y sea cero, 

la referida fórmula (13) se transforma en la identidad 1=1: luego es 
general para cualquiera valor entero de 2. 

30.—Séries binomias.—Definicion. 

La série 

2.2 NES 
lIS222+E+N DRNA. 

se llama binomia, zx su base, y n su indice, 
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No siendo la base x= 60, esta série comprende (+41) términos 

diferentes de cero, siempre que 2 sea entero, positivo 6 nulo, y el úl- 

timo de ellos es entónces 2"; pero, si n fuese negativo 6 fraccionario, 

dicha série contendría infinitos términos diferentes de cero. Así se des— 
prende de los principios antes demostrados (28); mas conviene advertir 
aún que, por más que el indice 2 no tenga igual sentido que la base «q 

en los números combinatorios, le miraremos, sin embargo, en adelante, 
como entero y positivo exclusivamente. 

31.—Producto de series binomias. 

El producto de dos 4 más séries binomias, de igual base, es otra sé—- 

rie binomia de la misma base, y cuyo indice es la suma de los indices de 
las séries—- factores. 

En efecto, tomemos primeramente dos séries binomias nada más. 

Efectuando su producto resultará: 

e 5% Y 
=l+al|z+a DH... +0 ds OS 

—]1 
Y) +00 +40 0 

2 r—?2 SA 

+/0 +0 0 

go 

A e (a ta cD) e atenas 

segun lo demostrado (29). 
Ahora bien, si tomásemos várias séries 4, B, C..... con los índi- 
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CESUD AD. lOrtas respectivamente, la série-producto 448, de las dos 
primeras, tendria por índice 4+0b, segun acabamos de demostrar; 
mas la série-producto 48BC, del producto anterior 4 4 y de la otra 

série €, por igual razon, tendria por índice 

a+b+c; 

y así aconteceria para cualquier número de séries: luego el teorema es , 
general. 

32.—Potencia de una série binomia. 

La potencia entera de una série binomia A, de indice a, es otra 

série binomia cuyo indice es nd. 
La proposicion es evidente con sólo advertir que 

. , > 7) 
y que, segun el teorema anterior, el indice de 4. es 

d igualá 24. 

33.—Potencia de un binomio. 

Para un exponente real cualquiera, n, se verifica la igualdad 

; 5002 
(I+o =!1+n2+n E Ens 

Concretándonos al caso en que mn sea entero y positivo será 

Y 

A 
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9 z AS RO 

¡ESO qué. 110 dl bone son cero (28); y, por consecuencia (32), 

1 AZ 
(+ =1+n2 en 2 bh... 

La conocida fórmula del binomio, mediante los símbolos admitidos, 

puede escribirse del modo siguiente :, 

. 4 1 n—l 2 1n—2 ,2 
(ED 0 EA a DA a O As 

Para demostrarla basta saber que 

Mn n Don n 0 -2 1D 
(a+ b =a4a 1+>) =4 [o +n == Eroeceo 

a a sb 

luego, efectuando la multiplicacion indicada, resulta 

CE a acia e A 

Esta fórmula puede escribirse abreviadamente de este modo: 

(14) 

en la cual el signo sumatorio comprende todos los valores que toma la 
expresion á que afecta cuando la letra « recibe sucesivamente los de 

la série 

Poniendo —b por 5, esta fórmula simbólica se transformará en la 

siguiente: 

WED do: 

y, suponiendo además que a y b sean iguales á la unidad, aquella y 
ésta se reducen respectivamente á estas otras: 

2=30* y 09-=2X(-0 2”. 
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La segunda de las cuales prueba evidentemente que la suma de los 

términos de lugar par vale tanto como la de los de lugar impar; y la 
Ñ o ; , (qn—1 

primera nos manifiesta que cada una de estas sumas es igual á 2 z - 

34.—Potencia de un polinomio. 

Tomemos ahora un trinomio 

(a+ b+cC) 

y considerémoslo como un binomio cuya primera parle sea (a+ 0) y la 
segunda Cc. Aplicando la fórmula del binomio tendremos: 

(a+ d+ <c= Nata aló NED o; b) 

y, como segun la misma, es 

n— == (a+) T=3 (My Pa | TA 

escribiendo la suma del producto en lugar del producto de las sumas de 
los factores, será 

(a+ o” = 30m * (my) Pa 1 BP El 

¿ bien, desarrollando los números combinatorios 

la siguiente: 



donde se ha supuesto 

B + Y =2. 

Aplicando este mismo procedimiento al cuatrinomio 

(aA+b+C<+d) 
tendremos: 

A s SS 
(o) n—o0 0 

arbrerd)=[(0+rb+co)+d] =3n (a pbro 0d 

eN (n— 5) (n—8—1)..... (n—5=y—B=+1) AE y 38 
) PI A 

donde se ha supuesto 

BEy+ib=a. 

De igual manera se hallará el término sumatorio, general, para un 
polinomio cualquiera, el cual tendrá por expresion la siguiente: 

donde 
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CAPITULO II. 

De la Teoria de los Números.—Cómo se consideran y es- 

tudian los números en esta parte de la Matemática. 

35.—/Ídeas generales. : 

En el capítulo precedente hemos procurado exponer en breves tér— 
minos el objeto de la 4ritmética vulgar, 6 propiamente dicha. Resu— 
miendo y ampliando ligeramente ahora las principales ideas ya enun- 

ciadas, intentaremos de igual modo definir y caracterizar lo que se en— 

tiende y debe entenderse por Teoria de los Números. 
De lo expuesto en casi todos los párrafos del capítulo anterior se co- 

lige que en el concepto de cantidad matemáticamente considerada se 

contienen dos ideas opuestas: una, abstracta, que corresponde á la de 
pura relacion entre los objetos finitos, con formas propias, que para de- 
lerminar aquella se comparan; y otra, concreta, que es la misma de la 
entidad ú objeto que por tipo de comparacion se hubiere adoptado: el 

número representa la primera, y la unidad la segunda. 

La cantidad matemática, por consecuencia, el yuantum determinado 
que dicen los filósofos, comprende dos ideas y determinaciones muy 
distintas, que vulgarmente se denominan discreta y contínua; cada una 
de las cuales prepondera sobre la otra en las diversas ramas dde la Ma- 

temática, fundiéndose, por fin, con igual valor, en el quantum del And- 
lisis: en la cantidad ¿nfinitesimal. 

Es sabido que la determinacion numérica predomina en la Aritmé- 
tica; pero, si bien el número d cantidad discreta, que constituye su 
propio objeto, se nos presenta, en absoluto, como conjunto de unidades 

idénticas, como resultado de la repeticion 6 engendrado por el uno cons- 
tante é indivisible (4), tambien hemos visto que, para la completa rea— 
lizacion de su concepto, hemos tenido que concretar aquel uno genera- 

dor, calificándolo en unos casos (8), y dotándole en otros de la propie- 
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dad de dividirse en unidades subalternas de distintos órdenes, como 
acontece en los quebrados, aunque sujetándose siempre, y con depen- 
dencia ineludible, á la unidad fundamental. 

De aqui se infiere que, no obstante la supremacía de la discrecion en 
el número, debemos no perder de vista un momento, para darnos cuen— 
ta cabal del resultado de las operaciones aritméticas, que su unidad 

generalriz, ya realmente, ya como ideal, conserva su carácter contínuo 
y concreto: y así se explica que las palabras número y cantidad se usen 

muchas veces indistintamente. El problema que, en general, resuelve 

la Aritmética, consiste en hallar diferentes formas para un mismo nú- 
mero. Estas formas fundamentales son, como sabemos, 

n 
DE N=0) MU=06, == ly) o 

que, con la introduccion de los números negativos, fraccionarios, irra— 
cionales é imaginarios, comprenden todos los casos posibles, real y efec- 

tivamente, 6 de un modo formal nada más, y son la base para la natu— 

ral division de dicha ciencia. 

Más ampliamente considerada, abraza tambien la Aritmética la re- 
solucion de los problemas cuyo objeto es convertir unas formas en 
otras. 

Pero tanto en la resolucion del primer problema, como en la del se- 
gundo, la Aritmética propiamente dicha, como se nota á poco que se re- 

flexione acerca del carácter y verdadera indole de sus operaciones, y 

sobre el esencial papel que representan los términos que figuran en 

ellas, se limita á las relaciones puramente externas, digámoslo asi, de 
los números, guardando en sus procedimientos no poca semejanza con 
la Geometria, que tambien se concreta á enseñarnos las relaciones de las 

magnitudes extensas, pero sin intentar siquiera medirlas en sí mismas, 

sino puramente compararlas en cuanto respecta á los efectos totales de 
sus dimensiones; y sujetándose en gran parte á la manera como tales 

números y operaciones se efectúan y representan dentro de un sistema 

determinado. 
La Teoria de los Números, 6 Aritmética trascendente, como algu- 

nos (*) la llaman, por el contrario, sin preocuparse para nada de los sis- 

(*) Poinsot. Réflexions sur les principes fondamentaux, etc., Schwarz, etc. 
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temas de numeracion , estudia los números en sí mismos y sus propie— 
dades permanentes en todos los sistemas posibles; y, sin pararse en esta 
envoltura superficial, penetra en la íntima constitucion del número, que 

considera como resultado exclusivamente de la reunion de unidades 
discretas, cuyos modos de union y enlace examina íntimamente para 

explicarnos cómo adquiriera aquél su propia y total existencia. 

La expresion simbólica, característica, del modo como estas partes 

discretas se reunen para constituir el todo, se llama /orma numérica. 

Toda forma numérica debe necesariamente componerse de las fun— 
damentales que determina la Aritmética; y es claro que los elementos 
constituyentes de una cualquiera pueden tambien ser á su vez formas 
numéricas, suballernas, y abrazar éstas otras inferiores, desempeñando 

así el papel de individuos constituidos en diferentes órdenes gerárqui- 

cos, respecto de la superior inmediata, todas las en ella comprendidas. 
Mas para que tal gradacion pueda establecerse es preciso que dichas 
formas contengan dos clases de elementos: constantes unos, aunque 
generales y como indeterminados, que las caracterizen y definan; y 
otros, variables 6 arbitrarios, de los cuales podremos disponer para que 

la forma principal represente ciertos números ó formas particulares 
dadas. 

Desde luego se concibe que lo esencial y permanente en toda forma 

numérica es la ley ó relacion entre sus varios elementos constitutivos: 
ley de las relaciones y propiedades de dichos elementos, y de las opera— 
ciones que con ellos deberán efectuarse para construir, mediante una 
forma dada, las clases y subclases de números y formas subalternas que. 

implícitamente contiene. 
Una forma numérica general, por consecuencia, es el compendio de 

las propiedades comunes á las subalternas, é individuos correspondien- 
tes en ella contenidos; y no será dificil, en cierto sentido, deducir las 

últimas, dada la primera. 
Como ejemplos sencillos de tal deduccion presentamos las formas 

que á continuacion se expresan. 
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36.—Vúmeros figurados. 

La forma general 6 compendiosa de los aúmeros figurados, de una 
clase cualquiera 2%, hallada ya (23) en otra ocasion, es ésta: 

Sus clases subalternas se obtienen dando á 2 sucesivamente los 

valores de la série entera 1,2, 3..... etc., y son las contenidas en el 

adjunto cuadro. 

NÚMEROS FIGURADOS. 

Clases. Sus formas. Individuos de éstas. Sus nombres. 

[e a a OA oi Naturales. 

+1 
ga a LO LO LO Triangulares. 

+41) (a +2) 
E A ALO 20d ¡Piramidales. 

+1 2) (a+3 
aL ele ALS Ea OO DUES DAR Triángulo- 

MEE ? e : SIE triangulares. 

1 2 3 4 y A ae: ranas 
ER AS n a piramidales. 

Las denominaciones de estos números proceden de que pueden agru- 

parse, formando triángulos, pirámides, etc., tantos objetos (de igual for- 

ma, se entiende) como unidades aquellos contengan. 
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37.—Niúmeros poligonales. 

La forma representativa de los números poligonales es como sigue: 

cuyas clases subalternas é individuos figuran en este cuadro: 

NÚMEROS POLIGONALES. 

Clases. Sus formas. Individuos de éstas. Sus nombres. 

E ala+1) : q 
ile === BO O o el riconales: 

2. a” 1, 4, 9, 16, 25,....| Telragonales. 

3. elpa 1, 5, 12, 22, 35,...| Pentagonales. 

AÑ a(2a—1) 1,6 15.28, 40, .: ] Exagonales. 

ál, a(5a— 3) E 
. - y — 1, 7, 18, 34, 55, ...| Eptagonales. 

Haciendo, en la forma general, 2 = A —2, la de los números 470- 

nales será finalmente: 
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Con tantos objetos de igual forma como unidades contienen los nú- 
meros de cada una de las clases comprendidas en el cuadro anterior, se 

pueden formar los polígonos regulares de donde se derivan sus respecti- 
vas denominaciones. Mas conviene saber de antemano cuántos objetos 

habrá que colocar en fila para formar el lado 6 raíz del poligono que se 
trate de construir; y, como consecuencia tambien, algunas de las pro- 
piedades que se desprenden de la estructura de los números poligonales. 

Supongamos, pues, que // sea un individuo cualquiera de la clase 
de los trigonales, tendremos: 

de donde, considerando el lado a como incógnita, se deduce la ecuacion 

2 O 
a +a—2N =0, 

cuya solucion entera y positiva es 

_—1+/48N+1 a ' 

Ahora bien, para que «4 sea entero, conforme exige la última igual- 
dad, es necesario que SV +1 sea un cuadrado; y de aquí se despren- 

de la propiedad notable de que el óctuplo de todo número trigonal, su- 
mado con la unidad, produce un cuadrado. Por igual procedimiento se 
descubre que los tetragonales son cuadrados; que lo son tambien los 
productos por 24, más la unidad, de los pentagonales; que los exagona- 
les coinciden con los trigonales en la propiedad de que en éstos hici- 
mos mérito; que los eptagonales satisfacen á la condicion de ser tam- 

bien un cuadrado la forma 40Y +9; los octagonales á la de serlo la 
forma 3V +1; y, por último, que si // representa, como en los ca- 
sos ya considerados, un individuo cualquiera de la clase 4, sus pro- 
piedades están compendiadas en la expresion general 

AA A E AAN 
E 2(4 —2) 
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En cuanto á las relaciones de estas especies de números entre sí, y 

con los términos de la série natural (5), ya indicó Fermat; pero sin de- 

mostrarlo, que uno cualquiera de estos términos, «4, por ejemplo, mul 
tiplicado por el que sigue (4 +1), da un producto a(a4 +1), igual al 

duplo de su número ¿riangular correspondiente, que es, segun hemos 
visto, 

alas 1). 
2 y) 

que el producto del mismo número 4 por el triangular, correspondien- 
le al superior inmediato (4 +1), que es 

(a+1)(a+2) 
) ) 

es igual al triplo del piramidal del primero a; etc. 
Tambien se deduce de la forma conocida de los números poligonales 

(a—1)a alar E = (| 
da 1.2 e 

(a 1) a 

1.2 

que representa, como sabemos, el de 4=2+2 lados iguales á a, 
que este número poligonal está compuesto de » triangulares: uno de 

ellos igual á 

a(a+1) 
B ) 2 

cuyo lado es 4, y (N— 1) iguales á 

cuyo lado es (4— l). Sin demostrarlo tampoco, sentó además Fermat 
que todo número, 6 era trigonal, d estaba compuesto de dos ú tres nú- 

meros trigonales; que, 6 era él mismo cuadrado, 6 estaba compuesto 

por dos, tres 6 cuatro cuadrados; pentagonal, 6 compuesto por dos, tres, 

cuatro ó cinco números pentagonales; etc. (*) 

(*) Fermat, Notes sur Diophante, 1. IX.—£Le Besgue. Introduction a la théorie 
des nombres, 



Pero todos estos pormenores curiosos de los ejemplos que hemos 
examinado, si bien indican el carácter, y el modo como consideramos 
ahora los números, no penetran en el fondo del asunto tan de lleno como 

si hubiéramos tomado por objeto de nuestras investigaciones las formas 

más generales 

2 2 3 
a+bu+cxz y a+bo+cx +d2 

en las que están incluidos no solamente los números poligonales y, en 

cierto modo, los figurados, sino otros muchos números además de varias 

especies. 
De esta observacion se desprende que, al estudiar en esta parte de 

la Matemática los números 6 formas numéricas, habremos de preferir 

aquellas, cuya composicion sea la más general y significativa, y com- 
prenda, por consecuencia, mayor número de formas particulares. Pro- 

cediendo así, desde lo sencillo á lo complicado, es óbvio que deberemos 
comenzar por la investigacion de las propiedades más generales tambien 
de los números, como nos los presenta la Aritmética y ya conocemos, 
convenientes para agruparlos en el menor número de clases posible, y 
en las cuales hemos de fundar la institucion de las formas generales á 
que antes aludimos. Dadas estas formas, no será dificil averiguar des— 

pues las relaciones que deban existir entre un número cualquiera y los 
elementos ya caracterizados que en aquellas figuren, para que dicho 
número logre ser por las mismas construido 4 representado; y de esta 

manera, unas veces ascendiendo desde los números, ó formas indivi- 

duales, á las genéricas, ya en sentido inverso, descendiendo, llegare— 
mos á plantear y resolver el problema de la construccion de los números, 
que constituye realmente el objeto de nuestra 7eor/a. 

A la verdad, el estudio que, segun lo dicho, hemos de emprender 

desde luego, acerca de las propiedades de los números para clasificarlos, 
y representarlos así por el menor número de formas posible, debiera di- 
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rigirse, para ser completo, sobre todas las especies de números definidos 
al tratar de las operaciones de cálculo, partiendo de la forma compren— 
siva de todos ellos, de la forma compleja, conjunto de los reales é ima- 

ginarios, en su total y doble significado, discreto-contínuo; pero, ni la 

Matemática ha dado solucion cumplida todavía á este problema general, 

ni las tentativas que para resolverlo han hecho últimamente los más 
conocidos analistas son de tan escasa importancia que quepan dentro de 
la índole y extension del presente libro. Términos, pues, de la série 

numérica (5) son los individuos que comprenden las formas particulares, 
anteriormente escritas; y sobre los números enteros, mientras expresa 
mente no digamos otra cosa, versarán nuestras inmediatas investiga— 

ciones para determinar sus caractéres comunes, esenciales y más fe- 

cundos, con el objeto poco antes manifestado. 
Desde luego se ocurre que la série entera 

A ES E AS OEA A 

puede dividirse en dos, tres, cuatro, etc., séries subalternas, á saber: 

ME 

cuyas formas respectivas son: 

/4z+0 
3+0 

(22+0 dla+l 
| ) elc. 

l2a+1 42+2 
3I+2 

A 

todas comprendidas en la general 

kx r: 

Examinando estas clasificaciones, se ve que para formarlas hemos 



tomado por tipos los números 2, 3, 4..... elc., y los menores que 
éstos 

respectivamente; y esta observacion nos conduce como por la mano á 
investigar las propiedades de los números que contengan por factores á 
los tipos 2, 3, 4..... etc., mencionados, y las de aquellos otros que 

no los contengan exactamente: en una palabra, las clasificaciones na= 
turales de los términos de la série numérica, que preceden, nos indu— 

cen lógicamente á tratar de la Divisibilidad y de la Congruencia de los 
números, 

CAPITULO II. 

De la Divisibilidad de los Números. 

39.—Proposiciones elementales. 

Dícese que un número a es múltiplo de otro b, 6 que a es divi- 

sible por b; ó bien que bh es divisor 6 factor de a, 0 está contenido 
en 4; siempre que exista otro número z que verifique la igualdad 

MI 

De estas definiciones se desprenden las consecuencias siguientes: 

1% Todo número está contenido en sí mismo, 0 es divisor de sí mismo. 

Puesto que, si 4 es un número cualquiera, tenemos (6) 

=1.4. 

De aquí se deduce además que /a unidad se considera tambien como di—- 
visor de todos los números. 

2." Si b se halla contenido B veces en a, y e está contenido y ve- 
ces en b, estara c contenido By veces en a; pues, por hipótesis, te- 
nemos: 
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a=0f 

b=cr; 

y sustituyendo este valor de hb en la primera igualdad resulta esta 
otra 

=cPy =c (By), 
que demuestra el teorema. 

En general, dada una série de números, cada uno de los cuales sea 
imiltiplo del siguiente, umo cualquiera de ellos es tambien múltiplo de 

todos los posteriores. 

3." Si 0d está contenido f veces en a, mb estara tambien conteni- 
do en ma igual múmero [ de veces; y la recíproca es cierta. 

En efecto: 

1." Segun la hipótesis, tenemos 

== 0/9 

luego 

ma=m(bf) =mb(P) 

2." Si mb está contenido f vecesen ma, será 

ma=mbp=m(0f): 

de donde resulta: 

a=bf. 

4.* Si dos múmeros a y b son múltiplos de un tercero c, la suma 
y la diferencia de los dos primeros será tambien múltiplo del tercero. 
Puesto que de las igualdades que expresan las hipótesis, 

a=cy 

b=cy', 

se deduce esta otra, 

que demuestra la tésis, 
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40.-—Máazimo comun divisor de dos números. 

Todo número, contenido en otros vários, se llama su d2v2507 comun. 

Problema. Dados dos números a, b, el primero a de los cuales sea 

igual 4 mayor que el segundo b, hallar todos sus divisores D comunes. 
Dividiendo el número a por el número 5h, y llamando y al co- 

ciente, y c al resto correspondiente, tendremos la igualdad 

a=xyb=+c<. 

Si el resto c fuese cero, el divisor 6 contendria los divisores co- 
munes de a y 6; pero, no siendo c nulo, como los divisores del di- 
videndo a y del divisor 6 lo son tambien, con mayor-motivo, del pro- 
ducto y), y, por consecuencia (39-4.*), del resto c, diferencia entre 

el número a y el mencionado producto yb, resulta que tales diviso- 
res, comunes al dividendo « y al divisor 6, referidos, coinciden con 

los de éste último 6, y el resto c. 
Operando ahora con estos números b y c, del mismo modo que 

antes lo hicimos con los 4 y b, hallaremos la segunda igualdad 

b=0c+d 

en la cual 6 y d representan el cociente y el resto respectivamente 
de esta nueva division. 

Si en esta segunda igualdad el resto d fuese cero, el divisor e con- 

tendria todos los divisores comunes de los números dados a, 6; pero, 
si tampoco d fuese aquí cero, como los divisores de 6 y c son los 
mismos que los de e y d, por iguales razones que antes expusimos, 

dividiriamos nuevamente c por d, y obtendríamos una igualdad se- 
mejante á las anteriores acerca de la cual haríamos análogo género de 
consideraciones. 

Asi continuaríamos, dividiendo cada vez el divisor por el resto, hasta 

llegar á un resto cero: lo cual necesariamente debe ocurrir despues de 
un número finito de divisiones; puesto que los restos sucesivos c, d..... 
son todos menores que 5, y van disminuyendo constantemente, El pro- 
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cedimiento para resolver el problema propuesto, tal como lo hemos ex- 

plicado, y las igualdades que de cada division se deducen, figuran en 
el cuadro siguiente: 

Da e a=yb=+c 

ms BETO b=05c +d 

ao € c=ed+e 

e d | E d=le+f 

m | ll y lI=vwm+ D 

DI m| m' m=w D 

0 

Ahora bien, segun el razonamiento en que motivamos las divisiones 
sucesivas para resolver el problema propuesto, y el modo como se han 
establecido las anteriores igualdades, es claro que los divisores comunes 
de los números 4 y b coinciden con los del penúltimo resto ú último 
divisor D: y, como este número es su mayor divisor (39-1.”), re- 

sulta que es tambien el máximo comun divisor de los a y 0. 
La série de igualdades arriba escrita ha sido deducida lógicamente, 

en el supuesto de ser 4 mayor, 6, por lo menos, ¿gual á b. Esta limi- 

tacion, sin embargo, desaparece considerando que, en el caso de ser q 

menor que b, tendría que ser y=0, y por consecuencia, 4=(; y 
entónces los números hb y c estarian sometidos á las condiciones an 
tes exigidas para los a y 60. La série de igualdades mencionada se ve- 

rifica, pues, sin excepcion alguna; como debe suceder para que así po- 
damos dar por terminada la cuestion propuesta, 



41.—Vúmeros primos entre si.—Teorema fundamental. 

Dos números, cuyo máximo comun divisor sea la unidad, se llaman 

primos relativos, primos entre sí 6 primos uno con otro. 

Teorema. Si los números a, b, son primos relativos, y N, otro 

número cualgwiera, todo divisor comun de los múmeros aN, 0, lo será 
tambien de los números NV, 0. 

En efecto, multiplicando por el número V la série de igualdades 
del párrafo anterior, despues de hacer en la penúltima el máximo comun 
divisor YD =1, obtendremos esta otra série: 

aN=ybVN+cN 

bBN=05cN+daN 

eN=edN +eN 

IV=wmN=V. 

Ahora bien, todo divisor comun 0 de los números a4V, 0, lo será 

de y0V, y, por consecuencia (39-4.”), de 

CNN y0Ñ. 

Siendo D divisor de eV, y por tanto de 8cV, como lo es, por hi- 
pótesis, de /, y con mayor razon de 5/V, lo será tambien de 

aN=bN—iócW. 

Prosiguiendo el mismo razonamiento concluiremos que D es divi- 
sor necesariamente de /V y vmÑN, y, por consiguiente, de 

N=IN—ymN, 

que es lo que pretendíamos demostrar. 
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De este teorema se deducen los corolarios siguientes: 
1. £l producto aN de dos múmeros a, N, primos ambos con un 

tercero b, es tambien primo con éste. 

Pues, segun el teorema, los números a y b contienen los mis- 

mos divisores que VV y b; pero éstos son primos entre sí: luego «4 NV 

y b lo son tambien. 

2. Siel producto a N es divisible por b, y bl es primo con a, debe 

ser b divisor de NV. 
Puesto que, segun la hipótesis, 6 es divisor comun de los núme- 

ros aN y b; y, como es primo con «a, conforme al teorema funda— 

mental, será tambien divisor de /. 
El primer corolario puede generalizarse de este modo: 

3." Si varios nÚMECros 

será tambien primo con el segundo a. 
O bien, todavía más, diciendo: 
Si tenemos dos séries de mimeros 

tales, que cada término de una de ellas sea primo con cada uno de la otra, 
el producto de todos los términos de la primera será primo tambien con el 

producto de todos los términos de la segunda. 
Pues, segun el corolario aludido, los productos 

ab, abe=(ab)c, abed=(abc)jd, 
y al fin 

abede.... 

son primos con a: del mismo modo se patentiza que el producto 

UCI 
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es primo tambien con f, y con y, y Con 0... elc., y, por consecuen- 

cia, con el producto 

4.” Si suponemos ahora que los factores 

UC 

sean todos iguales al primero «4, y los del segundo producto 

sean todos iguales al primero tambien <, resultará que 
Las potencias enteras de dos múmeros a y «, primos entre st, serán 

tambien números primos relativos. 

De este principio se deduce el siguiente: 
5 Laraz m de un número entero A, des irracional, 0 es tam- 

bien un número entero. 
En efecto, supongamos que dicha raiz fuese un quebrado ¿rreduci- 

ble «a: b, cuyos dos términos son primos entre sí; lo cual puede siem— 
js . m m 

pre admitirse. La potencia m de este quebrado, 4 :b , que, se 

gun acabamos de demostrar, tambien sería irreducible, habría de ser 
. 2 mn m . 

igual al número entero A; pero, como a. y hb. son primos rela- 
. mM £ oo. . mn . 

tivos, 4. no podrá ser divisible por % sino en el caso de ser 
m . 

b =1; y, por consecuencia, b=1, y el quebrado supuesto 4: b=4, 
número entero. Luego, si la raiz del número Á noes entera, lampoco 

puede ser fraccionaria, y será, por tanto, irracional. 

42.—Mázimo comun divisor de varios números. 

El problema resuelto (40) para dos números solamente, podemos am- 
pliarlo ahora á varios números, y enunciarlo de este modo: 

Hallar el máximo comun divisor de varios números. 



Sean estos números 

los cuales, para que se vea bien claro el procedimiento que hemos de 
explicar, colocaremos del modo siguiente: 

en cuyo cuadro representa £ el máximo comun divisor de los dos pri- 
meros 4, b; 0" el máximo comun divisor del máximo comun divisor 

o delos dos primeros, y del tercero c; 3”, de igual manera, el má- 

ximo comun divisor de 5', d; etc. 

Segun demostramos (40), todos los divisores de los números a, b, 

están contenidos en su máximo comun divisor 5; luego los divisores 
comunes de los números 4, 6, e coinciden con los de los números 0, 

Cc; y recíprocamente. Por igual razon los divisores comunes de los nú- 

meros 9, c están todos contenidos en su máximo comun divisor 0; 

y, por consecuencia, los divisores comunes de los números a,b, ce 

coinciden con los del número 8', Del mismo modo se demostraría que 

los divisores comunes de los números a, b, c, d están contenidos en 

el número 5”; y, razonando así sucesivamente con todos los números 

dados, 

DOC A 

deduciriamos, por fin, que existe siempre un número, donde se hallan 
contenidos los divisores comunes de los propuestos; y el cual, obtenido 
mediante el encadenamiento de operaciones indicado, es realmente el 

máximo coman divisor de todos ellos. 
No hay para qué demostrar, despues de lo dicho, que el máximo co- 

mun divisor de varios números puede hallarse tambien como indican 
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las igualdades siguientes que tampoco necesitan, para ser inteligibles, 

nuevas explicaciones. Designando, pues, por 9(d, b,C.....) el máxi- 
mo comun divisor de los números 4, b, C....., tendremos: 

o(a, b,c)=5( o(a, b),c j =8 ( o(a, c), 0 j =0 ¡ 9(0, Y) a) 

5(a,b,c,d)=5(8(a,b,c), 4d) =5(5(a,b),5(c, d) | =etc., 

cuyas fórmulas pueden extenderse naturalmente á una multitud cual- 

quiera de números. 

Los números cuyo máximo comun divisor sea la unidad se llaman, 

en general, primos relativos 4 primos entre sí; pero, si cada dos cuales 

quiera de ellos fuesen tambien primos relativos, se denominan especial— 
mente primos entre sí dos d dos. 

Teorema. Si designamos por o un divisor comun de los múmeros a, 

EA , Y los cocientes enteros, 

b: [a7) ll 1RO=E- 

no son primos entre si, existe otro divisor comun de los mismos números, 
múltiplo de 3, y, por consecuencia, mayor que 0. 

En efecto, por hipótesis tenemos 

y, si los cocientes 4, f, y..... no son primos relativos, contendrán un 

factor comun d>1, y podremos escribir, por consecuencia, las igual- 
dades, 

PI 

Sustituyendo estos valores de 2, f, y.... en las primeras, resultan 

estas otras: 
VAL IIA O EY : 

6 bien, haciendo 64d=D, de donde se deduce D>05 por ser d>1, 
las siguientes: 

UD O DIST: 

que demuestran el teorema. 



70 

Corolario. Silos cocientes %, PB, Y..... fuesen primos entre sí, no 

tendrian más factor comun que la unidad; y, por lo tanto, no existi- 

ria ningun divisor comun, 2>0, de los números 4, b, C..... ES 

decir, que 6 sería entónces el máximo comun divisor de estos núme- 

ros; y recíprocamente: si 0 fuese el máximo comun divisor de los 

números 4, b, C..... los cocientes 

DI O A 

serian primos entre sí. 

43.— Minimo comun múltiplo de dos números. 

A 

Todo múltiplo de varios números se llama su múltiplo comun. 
Problema. Hallar todos los dividendos 4 múltiplos comunes de dos 

NÚMCTOS. 
Sean estos números 4, b; y, pues los que buscamos han de ser 

múltiplos de «4, tendrán la forma ma, siendo m entero. Designe— 

mos por 3 el máximo comun divisor de los dos números «, b, los 
cuales podrán entónces escribirse bajo las formas 

mM 
o7| a 

o 

Pero este múltiplo 

ES 
ma=m-=:0 

0 

debe ser divisible tambien por 

b= 

o] = 

2 
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y, para que ésto sea posible, como 

son primos entre sí, es necesario (41-2.”) que mw sea divisible por. 

Haciendo, pues, 

rap 
mM=M —= 

(0) 

(siendo m' entero), y sustituyendo este nuevo valor de mw en el múl- 

tiplo ma, resultará esta nueva forma, 

, ab 
M— , 

10) 

para los múltiplos de los números 4, b; por cuyos números, como in- 

dican las igualdades, 

O O O 
WM—=W =:4u=%w-+=:0b, 

9 0) 
= 

(0) 

es aquella en efecto divisible. Luego todos los múltiplos comunes de los 
dos números 4, b, son múltiplos de cierto número, determinado por 

ab ¿O Ai 
la forma ——, que representa el minimo comun múltiplo de los dos 

(0) 

propuestos. De esta forma se deduce, en lenguaje vulgar, la regla que 
sigue: 

Para hallar el minimo comun múltiplo de dos números, se multiplica 

uno de ellos por el cociente que resulte de dividir el otro por el máximo 

comun divisor de ambos; y bien, se divide sw producto por este máximo 
coman divisor. 
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44.—limimo coman múltiplo de varios números. 

Razonando ahora como en el problema (42), € indicando de un modo 

semejante la resolucion del actual, tendremos: 

a) 
p 

y) po 
yy cabida 

d E 

en cuyo cuadro representa p. el mínimo comun múltiplo de los dos nú- 

meros 4, b, siendo, por consecuencia, 

ab. 
u = — 

Ty) 
0 

y.” el mínimo comun múltiplo de los números p., e; p” el de los nú- 
meros p', d; etc. Y así se demuestra sencillamente que los múltiplos 

comunes de una série de números 

coinciden con los múltiplos de un solo número, que se llama minimo co- 

mun maltiplo de todos ellos, y se obtiene mediante el procedimiento en 
el adjunto cuadro señalado. 

Este mínimo comun múltiplo puede tambien obtenerse, como indican 

las fórmulas siguientes, análogas á las del máximo comun-divisor: 

p(a,d,c)=p[ p(a,d),c =p 1 pla, 0,0) =p 4 p(b, c), a) 

y(a,b,c,d)=e[ p(a,d, 0), 4) =p [ y.(a, D), p.(c, d) | =etc. 

que pueden ampliarse para cualquiera otra multitud de números, 
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Corolario. Silos números dados 

fuesen primos entre sí dos á dos, cada par de ellos, tal como a, b, ten- 

dría por máximo comun divisor la unidad, y su minimo comun mlti- 

ab 2012 : : 
plo, —, sería simplemente ab; pero c es tambien primo con 4 y 

19) 

b, y, por consecuencia (41 -1.”) con su producto 4b; luego el mi- 

nimo comun múltiplo de los números a, b y c sería abc; y, asi 

razonando. se concluiría que: 

El minimo comun múltiplo de varios números, primos entre si dos d 

dos, es el producto de todos ellos. 

De esta proposicion se deduce esta otra: 

Todo múmero, divisible por otros varios, primos entre si dos d dos, es 

tambien divisible por el producto de todos ellos. 

Teorema. Si designamos por y. un múltiplo comun de los múmeros 

ESP , y los cocientes enteros, 

o E e 
Ú Ú 

no son primos entre si, existe otro múltiplo comun de los mismos nÚMErOos, 

divisor de y, Y, POr CONSECUENCIA, MENO? QUE y. 

En efecto, por hipótesis tenemos: 

y, silos cocientes a, P, y..... no son primos relativos, tendrán un 

factor comun M>1, y podremos escribir, por consecuencia, las igual- 
dades 

MU == MU a == 1 od 

Sustituyendo estos valores de a, PB. y..... en las primeras, se ob- 
tendrán estas obras: 

pam =bmP" ==... 
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ó6 bien, haciendo ¡.=%w M, de donde se deduce” M< y. por ser m> 1, 
las siguientes: 

M=qa' =b8 =ey=..... 

que demuestran el teorema. 
Corolario. Si los cocientes a, PB, Y..... fuesen primos entre sí, no 

tendrían más factor comun que la unidad, y, por lo tanto, sería 

NE Y => E 

esto es, no existiría ningun múltiplo 17 de los números dados menor 
que y. Y recíprocamente, si p fuese el minimo comun múltiplo de 
los números a,b, cC.... los cocientes a, PB, y..... serían primos en- 

tre sí. 

45.—Vúmeros primos absolutos. 

Dijimos (39), que todo número es divisible por sí mismo y por la 

unidad. 
Tratándose de la unidad estos dos divisores coinciden y se reducen 

á uno solo. Prescindiendo, pues, de este factor necesario y general de 
todos los números, llamaremos primo absoluto y sencillamente primo, y 

tambien simple, al número que no sea divisible sino por sí mismo y por 

la unidad. 
De esta definicion se deduce, que el máximo comun divisor de un 

número cualquiera y otro número primo, sólo puede ser este número 
primo ó la unidad ; luego 

Todo número primo que no sea divisor de otros múmeros cualesquiera 

es primo con cada uno de ellos, y por consecuencia (41-3.”) con su pro- 

ducto. De donde: 
Para que un número primo sea divisor de un producto de varios fac— 

tores, es necesario que divida a alguno de estos factores. 



46.—NVúmeros compuestos. —T'eorema fundamental. 

Todo número que, además de sí mismo y de la unidad, contenga 

algun otro divisor, se llama compuesto. 
Teorema. Todo número compuesto es siempre el producto de un nú- 

mero finito de factores primos. 

En efecto: sea /Y un número compuesto, el cual, segun la defini- 

cion, contendrá al divisor a. Si este divisor q4 no es primo, conten- 
drá á su vez otro divisor 5h; si tampoco fuese 5 primo, contendrá otro 
divisor c: y continuando del mismo modo, como los divisores a, b, C..... 

son menores que /V/ y van disminuyendo, por precision tendremos que 

llegar á un número primo, único caso en que la série de los divisores 
CARO no podría ya prolongarse. Sl 

Sea, pues, p este número primo en que termina la série mencio- 
nada: desde luego podremos escribir sin inconveniente la igualdad 

Na D4uM1> 

Ahora bien, si el número /V/' fuese primo, el teorema estaria de- 
mostrado; pero, si fuese compuesto, buscaríamos, como antes para /V, 

un divisor suyo primo. Designando por p' este nuevo divisor, podre— 
mos escribir la igualdad 

NEON 

y, por consecuencia, esta otra: 

Ñ — 008 UVA 

Razonando, respecto de este nuevo número //”, como lo hemos 

hecho respecto del V'”, y prosiguiendo así, hallaremos, por fin, que el 
número propuesto Y es efectivamente un producto finito de factores 
primos, y puede expresarse por la forma 
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Hemos demostrado la posibilidad de descomponer un número com- 
puesto en factores primos; pero falta demostrar ahora que tal descompo- 

sicion puede efectuarse de un solo modo, ó lo que es igual, que 
Dos productos de factores primos no pueden ser iguales, si los facto- 

res del primero no son respectivamente iguales ú4 los del segundo. 
Supongamos para ésto que se verifique la igualdad de los dos pro- 

ductos 

Puesto que el segundo producto es divisible evidentemente por a”, 
deberá serlo tambien el primero; y por tanto, es necesario que un factor 
cualquiera de éste, 4, por ejemplo, sea divisible por a4': pero q es 
primo y no contiene, por consecuencia, otros divisores sino él mismo y 

la unidad: luego para que a sea divisible por a', es necesario que 
sean iguales, esto es, 4=4'. Del mismo modo que hemos demostrado 
la igualdad de estos dos factores, podríamos demostrar la de los restan= 
les, y probar, la exactitud del teorema enunciado. Mas conviene advertir 
que en el razonamiento empleado en esta demostracion, no hemos te- 

nido en cuenta para nada que los factores primos de cada producto en 
tren en ellos una sola vez Ú se hallen varias veces repetidos; por cuya 

razon podemos afirmar en definitiva, que: 
Para ser iguales dos números compuestos es necesario que consten de 

los mismos factores primos, y además que cada factor esté contenido en 

ellos igual número de veces. 
En conformidad con este principio, la forma general de todo número 

compuesto puede expresarse como sigue: 

a 

Ne 

donde a, b, C..... designan números primos absolutos, y los exponen 

te el número de veces respectivamente que cada uno de 

aquellos se halla, como factor, en /VV repetido. 
Aunque la forma anterior la hemos deducido en la hipótesis de ser 

NV un número compuesto, nótese, sin embargo, que tambien compren 
de á los números primos. 
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47.—Forma de los divisores de un número. 

El mimero 

, 
, OO a 

no sera divisible por a” cuando sea a >4. 

En efecto, hagamos 

a =a+/1, 

en Cuyo caso será 

a o / 

Nia. =5" 0... aÑe 

y, como los factores 0, C..... son primos con a, el cociente 

ada 

/ 
EEC a 

no puede ser entero: esto es, V/ no puede ser divisible por « 
Segun lo dicho, para que un número 

ME 

sea divisible por otro 

EUA 

deal 

es necesario que los factores inclusos en éste no sean diferentes de los 
contenidos en el primero, y además que los exponentes que figuran en 
el divisor representen: 



a' uno cualquiera de los (+1) “números 0,1, 2..... 0, 

p" (B+1) 0, t, 2... f, 

Y" . (cl A Ad Y 

Tal es el criterio tambien para conocer si un número es divisible por 

otro. 

48.—Multitud de todos los divisores de un mimero. 

Todos los números d, resultantes de dar á los exponentes a, $, Y ..... 

los valores que acabamos de expresar, son efectivamente divisores del 
número /V/. Las séries de estos divisores, por consecuencia, que produ- 

cen respectivamente los factores primos de NV, son 

2 1) 
ob E a 

2 B 
IESO OS cas 0 

2 
Cr Ci o 

y, como cada combinacion de un valor de «' con otro de [”, con otro 

de yes etc., constituye un divisor tambien de VV, pero diferente 
de los que resulten de otra combinacion cualquiera, es claro que el nú- 

mero de todos los divisores de /VV, «la unidad y este mismo número in- 

clusive, es igual al de todas las combinaciones posibles, de todas clases, 

que pueden formarse con los términos de las séries anteriores. Este nú- 

mero, incluyendo la unidad como divisor, sabemos (27) tiene por ex—- 

presion el producto 

(a +1) (B+1) (y +1)..... 

que es independiente de la naturaleza de los factores de /V. 
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Los diferentes divisores del número /VV se hallarán, segun hemos 
indicado, multiplicando sucesivamente cada uno de los lérminos de las 
séries correspondientes á sus factores primos, antes escritas, por todos 

los términos restantes; obteniendo así con estos términos productos de la 
forma 

De un modo semejante se obtendrá la suma de todos los divisores del 

número /V: multiplicando entre sí las sumas parciales de todos los di- 
visores contenidos en cada una de las séries mencionadas. Pero estas 

sumas parciales son-las siguientes: 

2 2 riada 

Izarra mt... Da bs 
a= 1 

, pi 

¡EN E DO + pb Ei 

: Ñ a 
e le ad ADE — 

a 

Luego la suma de todos los divisores del número /V será: 

A O CEC 
a—1 == il B= il 

Ejemplo. Dado 

O A E 

el número de todos los divisores de este número será: 
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GE=DO+D0e+0d=1=67.4.9= 144 

y la suma de estos mismos divisores 

3 4 2 
A E TA po o PEN [STE 
Ad A A PRE = 63. 13.156.8 = 367012. 

50.—Determinacion del maximo comun divisor y minimo comun mwltiplo 

de varios números mediante sus factores primos. 

La descomposicion de los números en sus factores primos absolutos 
nos proporciona un medio sencillo de resolver nuevamente los problemas 
resueltos ya de otro modo (42) y (44), y en este epígrafe enunciados. 

En efecto , segun las definiciones correspondientes (40) y (43), y el 

criterio establecido (47) de la divisibilidad de un número por otro, des— 

compuestos varios números A, B, C..... en sus factores primos, su 
máximo comun divisor será el producto de las menores potencias de cada 

uno de estos factores primos que sean comunes á los números dados; y 

su minimo comun múltiplo será el producto de todos los factores primos 
que figuren en las respectivas descomposiciones de los números pro= 

puestos, pero entrando en dicho producto las mayores potencias de cada 

uno de aquellos factores primos. 
Es evidente que si los factores primos del número 4, son todos di- 

ferentes de los del número 4, y los de 2 diferentes de los de (, etc., 

no existirá ningun factor comun á los números dados 4, B, C..... cuyo 

máximo comun divisor será entónces la unidad. 
Sean los números 

A=504, B=2880, C=864. 

Descomponiendo estos números en sus factores primos tendremos las 

igualdades: 

504=2? 312%, 11028802 53964 vih Sea rdS 
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Los factores comunes á los tres números dados son 2 y 3, y los 
exponentes menores de cada uno de estos factores comunes son 3 y 2: 

luego el máximo comun divisor que se busca será el producto 

EE 
AMA 

Todos los factores primos que figuran en las descomposiciones de los 
números propuestos son 

y sus mayores potencias 

SE E 

luego el mínimo comun múltiplo de los números dados será el producto 

O .5.7= 60480. 

La descomposicion en factores simples sirve tambien para conocer 
si un número es potencia de otro. Así, dado un número 

Y e 
N=WI DA ss . 

para que sea una polencia XK”, por ejemplo, de otro número A, es 

necesario que los exponentes, %, B, Yo... de los factores del primero 
sean divisibles por el de la potencia, 2, del segundo, pues este nú- 

mero MX no puede contener factores diferentes de los contenidos en 

N'; y, si K contiene «' veces al factor a, la potencia V=X” lo 

contendrá na' veces: luego será 24' =uw, y, por consecuencia, Y 

divisible por 2%; pudiéndose demostrar lo mismo de los exponentes de 

los otros factores. 
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al.—Ley de Euler. 

De la expresion general (49) se desprende que lo primero que con— 
viene hacer para hallar la suma de todos los divisores de un número (la 

unidad y el mismo número inclusive) es descomponerlo en sus factores 

primos. Así formó ZLuler la tabla siguiente, donde al lado de cada uno 

de los 100 primeros números, figuran los que expresan las sumas de 

todos sus divisores. 

114 91 132 41 | 42 61| 62 81 121 
21 3 22136 42 | 96 62.96 82 1126 
E 23 |24 43 | 44 63 | 104 83 | 84 
4 7 24 | 60 44| 84 64 | 127 84 | 224 
516 25131 45 | 78 65| '84 85 | 108 
6112 26112 46| 72 66 | 144 86 | 132 

8 97 140 47 | 48 67| 68 87 | 120 
8115 28 156 48 |194 68 126 88 | 180 
9113 29130 491 57 69| 96 89| 90 

10 118 30 172 50 | 93 70 | 144 90 1234 
11 112 3132 511 72 711011072 91112 
12 128 32 163 52| 98 721195 92 | 168 
13114 33 148 53| 54 73| 74 93 128 
14 124 34154 54 | 120 741114 94 | 144 
15 (24 35 | 48 55 | 72 751124 95 120 
1631 36191 56 | 120 76| 140 96 | 252 
17118 37|38 57| 80 77 | 96 97| 98 
18139 38 | 60 58 | 90 78 | 168 98 1171 
19120 39 156 59 | 60 79| 80 99 1156 
20 142 40 90 60 | 168 80 | 186 100 1217 
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«Si contemplamos, dice Luler (*), la série de los números 

que representan las sumas de todos los divisores de los términos de la 
série aritmética, ninguna ley parece vislumbrarse entre ellos; empero, 

meditándolo despacio, he descubierto que la série en cuestion obedece á 

una ley constante, segun la cual uno cualquiera de sus términos puede 
ser formado por algunos términos precedentes.» 

Representando por S(WV) la suma de los divisores de V, la ley de 

Kuler se halla expresada en la igualdad siguiente: 

SW) =S M4) AS =D US 15) (ME 13) 

SS (ES 1 Sa 99) iS Ar 198) 

35) + S(W—40)— (WES) SW 57 +S(V 

NE ES 2) SU 399) 7 M0) dy «dd: 

Aunque esta série pueda prolongarse indefinidamente, se tomarán de 
ella, en cada caso, los términos desde el principio hasta el primero que 
resulte negativo exclusive; teniendo además en cuenta que, si al apli- 
carla se encontrase el término S(0), en lugar de este valor indetermi- 
nado, debe siempre ponerse el mismo número //. 

Dividiendo la série para S(V) en dos, de modo que comiencen res- 
pectivamente por los dos primeros términos positivos, y vayan alter 

nando luego en ellas los signos + y —>; y fijándose en los sustraen— 

dos solamente que figuran en cada una de ellas, esto es, en los números 

a A LIADaAS por Poda: 

para la primera, y en los 

para la segunda, se halla facilmente que la forma del término general 

(*) Commentationes arithmetice, t. I, pág. 147, y t. II, pág. 105 y 639, 



de ambas es 

== a ao), 
2 2 

la misma que representa los números pentagonales (37). Esta forma, para 
valores positivos de a, dará los términos de la primera série de sus- 
traendos, y los de la segunda para valores negativos del mismo 4. 

Dando, pues, al número «a sucesivamente los valores 0, 1, 2..... y 

los valores 0, —1, —2..... la série resultante de números pentago— 
nales, prolongada naturalmente por la derecha y por la izquierda, será 

ésta: 

e 77, 157, 401265 M5, 7019. 0% 1 BUD 009 E SD O 

Finalmente, ordenando estos números segun sus valores absolutos, 

tendremos la série de sustraendos 

E AUTO LITA Le 

que figuran en la fórmula de Zuler. 
Este célebre matemático confiesa ingénuamente que no encontró la 

demostracion rigurosa de tal ley; pero el camino que para definirla ó 
enunciarla siguiera, con escasas variantes, es el que á continuacion 
trascribimos. 

Al producto infinito 

s=(1+4a)(1+0)(1+c) (1+4.)..... 

puede dársele la forma siguiente: 

s=(l+4)+0b(l+0)+c(1+0)(1+0+d(1+a)(14+0)(l 4c+. 0: 

y, haciendo 

esta otra: 

s=1-a=é(d0=0 (dol) 0 10 ll ==)". 
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Establezcamos ahora por analogía las igualdades 

AN O a e A BN A 

(1) mM n 7 ml 2 7 n+1 n +2 

s =l-xa +2% (l—2) (l—2 )J+2x (l—2) (le Jl—e Je: 

(n-+1) n+1 n+l n+1 n+2 21+2 n+1 n+2 n+3 

O O O e 

. Y . 

Separando el factor (1 —2”) en la série se le resulta la que sigue: 

(nm) es +1 2n n+1 = (1010) +0" (Io Mes |d—=z") 

Efectuando esta multiplicacion y ordenando respecto de 2, será el 
producto 

(1) MN “+41 2 m4 1 n+2 
s =l+2x(l—=x2 )+uw (1— )(1 — e... 

0 21 m1 
== a O ==:0b a (1 = ) EA to... 

y, despues de sencillas reducciones, 

(nm) 2n+1 31 +2 n+1 11+3, PAS 1n+2 
s =1—g o == )—e == P000S 

0 finalmente: 

am) 2n+1 3n+2 n+41 n+1 n+1 n+2 
só =l=x —2 flo +,e (le NMl—z Cer... 

Ahora bien, si reparamos que la série inclusa en este paréntesis es 
(m+1) 

la correspondiente á s antes escrita, podemos establecer la fór= 
mula general 

22+1 3n+2  (n4-1) 
LD TD $ 
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que comprenderá todas las anteriores, si convenimos en que para 2n=0 
(0) E 

sea s =3. Esto supuesto, tendremos para los valores de 

los de las séries correspondientes, como á continuacion figuran: 

m0 A 

n= 1 SA 

DE= Y A E O 

n= 3 O A 

n=4 E e 

24+5+8+11 q +2 -P5+8+1 o Az 

6, efectuando las operaciones indicadas, esta otra: 

2 5 7 12 15 22 26 35 
s=1l—2—8% EL: +0 8 + El —b —'0..w"* 

cuyos exponentes constituyen la série de los números pentagonales. 

Tomemos ahora logaritmos del primer producto s, y tendremos : 

a E ES O (A a 
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Aplicando á cada uno de los términos de este segundo miembro el 

conocido desarrollo 

2 3 1 
2 2 )) L 1 ==4=+ == 

y sumando y ordenando las séries resultantes, se obtiene la siguiente: 

3 4 5 6 71 8 9 

LS a E. UE PA E O A A A 
; 2 3 4 ) 6 8 9 

2 1 6 8 

ES za ENE: SAR oonoo 
l 2 3 4 

3 6 4) 
Tí TD E EN 

| 2 3 

1 8 
> TD 

a O + ..... 

5 
pa 

l 

6 
LE 

l 
: 

pS 
1 

3 
E 

1 

y) 

PA HE alo 

1 

A poco que en este cuadro se repare, se advertirá que los exponentes 

de zx en la primera fila son los números naturales; los exponentes de 2 

en la segunda fila son los múltiplos sucesivos de 2; los exponentes de z 
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en la tercera, los múltiplos sucesivos de 3; y así de las demás: dedu— 

ciéndose, por consecuencia , la segunda fila de la primera, sustituyendo 

en ésta por zx la potencia segunda o; la tercera tambien de la pri- 

mera, sustituyendo en ésta por z la tercera potencia a, ete. Y ¡en 

cuanto á las columnas, se notará que los coeficientes de cada una de 

las potencias de 2 son quebrados cuyo numerador comun es la unidad, 
y cuyos denominadores sucesivos son todos los divisores de los respecti- 
vos exponentes de las potencias mencionadas. 

: : 0 4 
Así, por ejemplo, los coeficientes de z son los quebrados 

AS 
ar? DAA 

E) 

los de 2 son los quebrados 

o ete. 
3) 

3 . 0 7 E 
De aquí se sigue que el coeficiente total de z tendrá la forma 

e E AE 
1 d' d" a” nm” 

representando 

Me ANA Edo m 

todos los divisores de 2% (la unidad y 2 inclusive). 
Algo más breve y satisfactoriamente puede determinarse la forma 

JO NN 

general de los coeficientes de zx en el desarrollo de L.s, por este 
otro camino, distinto del anterior. Designemos por d un divisor cual- 

a 

quiera del exponente 2 de z. Es evidente que el término E halla 

comprendido en la fila primera del cuadro anterior; y que entre los des— 

arrollos de 

LL) 

se hallará el de 
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A DO o ON: 
que debe contener la potencia 7 de z, y tambien el término 

0 

d d 

Y como d representa un divisor cualquiera de 2, y lo que de uno 

se ha dicho puede repetirse á propósito de los demás, resulta que en la 

suma de los desarrollos mencionados, la potencia 4” se encontrará di- 

vidida por todos estos divisores, en otros tantos distintos términos del 
desarrollo total. 

Si el coeficiente de 2” así deducido, le reducimos á un comun de- 

nominador, se transformará en el siguiente: 

Ne +d"+d+l 
0 

7) 

que podrá simbólicamente escribirse de este modo: 

y el desarrollo anterior de —L.s como sigue: 

2 3 4 5 

SR) + 756) + 54) A 
) 

z 

9 
e 

—L. s= mE Ss(D)+ 

Diferenciando esta ecuacion (teniendo en cuenta que la variable in- 
dependiente es x y los logaritmos neperianos) y multiplicando el re— 
sultado por zx, tendremos: 

zds 

sdz 
=0S + SDE) ASA) OS (+ 

Diferenciando tambien la ecuacion 

” E 
2 5 1 12 

$s=1l—:—% +% +8 —% —2 +0" 

resulta; 
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E a eE 

y multiplicando ordenadamente este coeficiente diferencial por la 
igualdad 

z z 

s = 2 SRA TAO 
[== + F+]LD=E == Feo“ 

se obtiene la siguiente: 

2 5 Y 12 15 
ads  2+24—5be —12 +10 + <<. 

sdx 2 5 7 
A 

De las dos expresiones para 

se deduce la ecuacion: 

O 5 % 12 15 
+20 —5a —Ta + lla + la e 

: 2 2 5 =(es() +0 S(2)+ Ec | lao 4 qe 

y de ésta, efectuando la multiplicacion indicada en su segundo miem— 

bro, la que á continuacion se escribe: 

O DE LO 15 A 22 26 
+2 —be —Te +12 "+lbx —2%a —2a +. pue 

ES a ON id ÓN 5 ” 2¿S(1)+5S2)+2 S(3) +0 S(4) 0 S(5) +0 S(0) +0 S(M)+r Ss (8) +" 

—1 S(1)—0 S(2)—5 S(3)0 (Ma S(5)—0 S(6) 0 8 (7) =:0--* 

Ss 1)—*s2)-0*s(3)—0s(0)—0 5) (7) == 

+08) +0 2) +0 (8) + 

+eS ae 
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Comparando ahora los coeficientes de las potencias del mismo grado 

de 2 en ambos miembros, resultan las igualdades: 

1=5S(1) 0=S(3)—S2) —S(1) 

2252) =S(1) 0=S(4)—5S(8) —S(2) 

—5=8S(5)—S(4)— $18) 0=8S(6,—S(5 —S(4)+w8(1) 

IES M=SSO) SES) 1=88)=SM=SM RS ES 1) 

de las que facilmente se induce que la expresion general que compren- 

de todos estos casos es por fin: 
a 

SV) —=S(V—0—S(V—2) +SIN—5) ES(N—VD)—=..... (0100 

admitiendo, como al principio dijimos, que por =ES(0) se ponga el 
valor +. 

»2.-—Vúmeros amigables. 

Repetidas veces hemos indicado anteriormente, que entre los divi- 
sores de un número compuesto comprendíamos este mismo número y la 
unidad. 

Los divisores de un número, excepto el mismo número, se llaman 

partes alicuotas. 

Dos números se denominan amigables (amicabiles) cuando la suma 
de las partes alicuotas de uno de ellos es igual al otro. 

Así, por ejemplo, los números 220 y 284 son amigables, porque la 

suma 

ls ara) e AN) 220 all iS o UD = Pda 

de las partes alicuotas del primero, 220, es igual al segundo, 284; y la 
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suma de las partes alicuotas de 284, á saber: 

1+2+4+71 + 142 =220 

es igual á 220. 
La cuestion actual para nosotros, dentro de la índole de los princi- 

pios que venimos desenvolviendo, es averiguar si estos números poseen 
formas generales; 6, al ménos, si, fundados en las propiedades que los 

caracterizan, podremos instituir algunas formas que, en ciertos Casos, 
los representen. 

Siguiendo á Euler en estas investigaciones, designemos por a, bh 

dos números amigables, y por A, B respectivamente las sumas de 

todos sus divisores: segun la definicion de tales números tendremos las 

igualdades: 
A=4a=b, B=b=a4 

de donde se deducen estas otras 

A=B=az0. 

Supongamos que sean 

D=PB 4 == GI e 

siendo x é y primos: y designemos por 4 y Q, respectivamente 

tambien, las sumas de todos los divisores de p y 7; tendremos (49): 

A=Plet41). B=0(Yy 4) 

6, segun la última igualdad, 

Ple+D)=0(y+1)=pr+9JI- 

Si hacemos ahora 

Plz 0 EE, 

en cuyo supuesto serán 

a+1=0z2, y+1=Pz 

y tambien, por consecuencia, 



93 

a=02.=1, y=P2=1, 

llegaremos á la ecuacion 

nas Pp 9 , 
Op Pg PQ? 

y, sustituyendo este valor de 2, á las siguientes: 

O(p+40) P(p=J9) 
Op+PI=P0O 

que expresan las condiciones para que pz y y sean números ami- 

gables. 
Representando por 4 el máximo comun divisor de los números 2 

y 94, y estableciendo las igualdades 

Eg 3 M0 

y, de consiguiente, 

2L= NI: O=AJV, 
xXx 

las formas de los números amigables serian 

EMI, 0NY: 

en las cuales 2, y deben ser números primos que satisfagan á las 

ecuaciones 

ob (m == 7) 04 (m =4 n) 

Nim+M8n—AMN?” A io —Nim+Mon—AMN 

Es bién patente la dificultad de encontrar por tanteo, una vez deter- 

minados arbitrariamente m y n, valores convenientes de £ para que 

los números 2, y adquieran por las últimas fórmulas, no sólo valores 
enteros sino además primos; y, aunque este trabajo pudiera simplifi- 

carse, en parte, mediante una tabla que contuviera las sumas de los di- 

visores de los números primos y de sus potencias hasta uno muy ele— 
vado, siempre sería, sin embargo, muy embarazosa la aplicacion de las 
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ecuaciones arriba escritas. No por su utilidad práctica é inmediata, sino 

por el modo de instituirlas, y el espíritu que á su investigacion preside, 

conviene, sin embargo, fijar la atencion en estas fórmulas, 

53.—NViúmeros perfectos. 

Un número se llama per/ecto, cuando es igual á la suma de sus par- ) S 1 
tes alicuotas. 

Conservando para las letras mayúsculas la misma significacion que 

les dimos en el párrafo anterior, si designamos por «q un número per 

fecto, será a=A—a, y por tanto, 4=2a: ley principal de tales ? E) ? 

números. ! 

Para deducir de esta esencial propiedad, segun hicimos tratándose ) to) 

de los amigables, una forma general de los números perfectos, procede= 8 > S 1 > 
remos de la manera siguiente. 

Un número perfecto, a, será par d ¿mpar. Siendo par, contendrá una 
. . c nÑ 

potencia cualquiera de 2, y podremos representarlo por la forma 2), y 

entónces tendremos (49), y segun la ley antes escrita, 

n+1 do A 
de donde se deduce: 

B E 
1) yr +1 E 

Ahora bien, como el numerador y el denominador de este quebrado 
numérico son primos entre sí, puesto que se diferencian en la unidad, 

dicho quebrado es irreducible; y, por consecuencia, los dos términos 

del primer miembro de la última igualdad serán iguales respectivamen= 
te 4 equimúltiplos de los del segundo; luego tendremos: 

n-+1 
b=2 — 1 

6 bien 
1y.a+1 / 

hb = (2 =1l)c, 

siendo c entero, 
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En el primer caso, 6 sea cuando 

n+ 1 
b=2 —=1, 

debe verificarse tambien la igualdad entre los numeradores de los dos 
miembros de la que venimos examinando, es decir: 

n +1 

y para ésto es indispensable que 

n+1 

DER | 

sea número primo; porque sólo entónces la suma de sus divisores es 

an +1 == I0= SP DIN=E 

y, por consecuencia, la de sus partes alicuotas es 1; de donde resulta 
finalmente que, cuando 

n—- 1 
Me —1 

sea número primo, la forma 

o +l E A) 

representará números perfectos. 

En el segundo caso, á saber: 

las partes alicuotas de Y serían 

n+1 
A A 

y la suma PM=S(b) no sería menor que 

n+1 
2 +>c+b; 

. B , 

de donde se infiere que el quebrado q » podría ser menor que 



pero este último quebrado es mayor que 57 ; luego no puede admi- 

tirse el caso de que sea 

NE 

Conclúyese, por fin, que todos los números perfectos, pares, se ha= 

llan contenidos en la forma 

siempre que 

represente un número primo. 

Para aplicar esta forma daremos á mn valores numéricos sucesivos, 
y veremos, en cada una de estas sustituciones, si 

es efectivamente número primo. Asi, por ejemplo, hallamos que para 
m1 Tes 

n+1 
2 —1=3, 

número primo; y, por tanto, 

a=6=1>+32-33, 

número perfecto; para n=2 es 

n-+1 
Oi ds 

número primo; y 

a=28=1+2+4+71>+14; 

para n=4 es 
a 
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número primo; y 

a=49=1 +2+4+8+16+31 +62 + 124 + 248; 

para n=6 es 

n+1 = A E 

número primo; y, por consecuencia, 4=8128; ele. 

La cuestion de si existen 6 no, además de los dichos, números per— 

fectos, ¿mpares, no se ha resuelto científicamente todavía. 

d4.—Mázxima potencia de un mimero primo contenida en el producto n! 

Reanudando ahora el hilo de nuestras investigaciones sobre la divi- 
sibilidad de los números, resolveremos el siguiente problema. 

Hallar el exponente de la máxima potencia de un número primo p, 

contenida en el producto 

RUZ LD A DR. 

, , : , mM Designando por 2' el entero del cociente completo —, que tam- 
4 7) y a bien se expresa por El los factores múltiplos de p, contenidos 

en el producto 2!, serán 

DN A np; 

y, como para nuestro objeto los restantes factores de 2! nada signifi- 
can, tendremos que averiguar únicamente cuál es la máxima potencia 
de fp contenida en el producto 

PELA Sn n.p 

Procediendo con el producto 

-i 
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; Mm 
del mismo modo que con el 2!, y llamando 2'” al entero [2], con— 

sideraremos el nuevo producto, análogo al anterior, 

Y 

PXIPAXIMA ciu SAO A EA to E 

Continuando el mismo procedimiento, puesto que los enteros máxi- 
mos 1, Mos contenidos respectivamente en los quebrados 

m "w 

Pe 

van disminuyendo, y su número es finito, por precision habremos de 
llegar á uno, por ejemplo, 2 "<p, en cuyo caso será el cociente en- 
Lero 

| ny" ] EN o. 

ONE 

De donde resulta que la potencia máxima de p contenida en 2! será 
entónces 

n 42" +42'" 
P 

cuyo exponente es la suma . 

DA 

Sean, por ejemplo, 

DEAD O == 

Tendremos: 

Al E > 13 LO 1 da 
|| =13; n= |] 4, 7) Sa. 

luego el exponente de la máxima potencia de 3, contenida en el pro- 
ducto 

será 

13+4=+1= 18. 
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Nótese que los cocientes enteros 

son los mismos que estos otros: 

nm mM DO ; E EA 4-: 
Le 1 LI 

: ; , ; M o 
y tambien que, si fuese %' el cociente entero —, y 2” el cociente 

0% A 
enlero eN sería n' el cociente entero 7 Refiriéndonos al ejem- 

) UY 

plo anterior, vemos efectivamente que 

ss 13 40 E 4 40 Eos To 3 3” 2 Loy 

Corolario. El producto 

A m= mm! 

será divisible por el producto 

si se verifica la igualdad 

M=MHPAY ce... 

En efecto, sea z un factor primo cualquiera del divisor 

ES : 

y designemos por 
, ,r r TORTAS 

respectivamente los cocientes enteros 

blusas dodo: 
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Evidentemente tendremos la relacion 

m Sw +p +9 +. 

Dividiendo de nuevo por = estos cocientes, y representando por 

MA O A: 

los cocientes enteros 

AA 
respectivamente, tendremos tambien la relacion 

MWEZW EP EQ te 

Continuando del mismo modo hasta que todos los cocientes enteros 
sean menores que , y sumando ordenadamente las relaciones halla= 

das, se obtendrá la siguiente: 

"rr mr rr 
Mm" Em derros 22M EAN EN eo +pPpoep per 

HH EY ek 

Pero estas sumas expresan respectivamente los exponentes de las 
máximas potencias de = contenidas en el dividendo %w! y en el divi- 

SOL Mp : luego no existirá en este divisor ningun factor pri- 
mo con un exponente superior al que tenga el mismo factor en el divi- 

dendo; y, por tanto, el cociente completo 

será entero. 

De este corolario se deduce que el producto de n números enteros 

CONSecutivos, 
(m +1) (m—+ 2) (m+3)..... (mn), 

es siempre divisible por el de los n primeros números de la série natural, 



los dos enunciados, tendremos estos otros: 

Ms m>< m + 1) (m2) (m+3)..... (m2), 

AS Ms eo Eon. M. 

Segun el corolario demostrado, como el último factor (m=+mnm) del 
producto total primero, es la suma de los dos últimos factores', m y 

n, de los parciales del segundo, el cociente completo 

(mn)! 

m!n! 

será entero; y, por consecuencia, lo será tambien su igual, expresado 

por los signos ordinarios algebráicos, 

(m+1)(m-=+2).... (m+mn) 

Md m 

>5.—De los múmeros primos con otro dado e inferiores d éste. 

Problema de suma trascendencia para nuestras ulteriores investiga— 

ciones es el que nos proponemos resolver en este párrafo, á saber: 

Hallar cuántos números primos con N. existen en la série natural 

A A 

Designando por a, b, C..... los factores primos relativos, de /, 

distintos de la unidad, es evidente que la cuestion se reduce á indagar 
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cuántos lérminos quedarán en la série propuesta, 

A e WN W) 

despues de separar lodos los que sean divisibles por los factores men— 

cionados. 
Ahora bien, los términos de la série (2/) divisibles por « son 

DILE RAS ele la 

NÑ . NV É 
cuyo número es —. Quitando, pues, estos — términos de los V/ de 

> 1 a 

la série dada (V), restan en ella 

N=N=T=w(1=-) 1) 

términos que no son divisibles por 4. 

Veremos ahora cuáles son los múltiplos de 5), en la série (/) con- 

tenidos, y que no han sido ya descontados en el concepto de múltiplos 

tambien de «4. Múltiplos de 5 contiene aquella série los siguientes: 

mas, por ser 4 y b primos entre sí, los múltiplos de 6 que tambien 

lo sean de «4 deberán hallarse contenidos en esta otra série: 

, to dVe ! 
y ascenderán, en suma, á— .. Resulta, pues, que de la série (1), efec- 

ba 

tuada la supresion de todos los múltiplos de a, sólo habrá que supri- 

mir, en el concepto exclusivo de múltiplos de 5h, estos términos: 
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En la citada série, hechas ambas supresiones con relacion á los dos 
factores 4 y b, quedan todavía los siguientes términos: 

A 
Suprimamos ahora los múltiplos de c. En la série primitiva estos 

múltiplos son los que á renglon seguido figuran: 

Los que entre ellos sean múltiplos de 4 6 de 5h, y se hayan ya su- 
primido 6 descontado por este motivo, deben buscarse en esta otra série, 

análoga á la primitiva y que contendrá 

22 =+) 
términos no divisibles por 4 ni por b, conforme lo acabado de expo— 

ner: estos serán precisamente los múltiplos de € que deberemos su— 

primir para encontrar los términos de la série (/?, independientes de 

los tres factores a, b, y c, hasta ahora considerados. Resulta, pues: 

al 
Y aplicando el mismo razonamiento al caso de cuatro, cinco, 0 más fac- 

tores del número //, nos resultará para expresion (*) general, ¿(), 

(*)  Gauss.—Disquisitiones arithmetice, $. 38, 
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del total de números primos con // é inferiores á él, la siguiente: 

1 1 1 
o = ==) (13) A (1). 

E Ñ 0 D S 

Si damos al número /VV la forma (46) 

AG A 

la funcion ¿(V) tomará la siguiente: 

AÑ =(06 a TA 

0 esta otra: 

A NW | ¿mE ARA = AO NOA). 

Escolio. Sifuese /VV igual á un número primo, p, evidentemente 

sería 

e) 224 
. . , . . T , . 

y, si fuese // igual á una potencia cualquiera p” de un número pri- 
mo p, aplicando la fórmula general tendríamos: 

ya == 

e(p")=(p=1p 

Si entre los números inferiores y primos con // existe el número 2, 

existirá tambien el V —u: luego, hallados los números menores que 
la mitad del propuesto, V/, los restantes serán complementarios de 

aquellos. Del mismo modo, si /V/ es par, entre los números inferiores y 
primos con él se hallarán estos dos: 

V+<ao; 
29] = 

y, si Y fuese divisible por un número cualquiera, 2%, los números 
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primos con /V tambien se hallarían entre los siguientes: 

O 3 ME 

: a) da A qa 
n N Nn N 

Por último, la expresion general de ¿(V) patentiza que dicha fun- 
cion es siempre un número par, exceptuando los dos casos en que sea 

IES EN 
Ejemplo. Sea 

Tendremos 

son los 16 siguientes: 

1, 7,14, 13, 47, 19, 23, 29, 31, 37, 48,43, 47, 49,53,:59. 

56.—Demostracion de la ley ¿(NNV”) =¿(WV)¿(V”), cuando N y N' 

son primos entre st. 

De la expresion hallada para la funcion + se deduce este impor— 

tante 

Teorema. Silos múmeros N y N" son primos entre st, se verifica— 

rá la igualdad 
, y y 

NN) =p) p (41). 

En efecto, si los números /V/ y V” son primos entre sí, los facto— 
res primos absolutos 2, b, C..... del primero serán todos diferentes de 
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los factores primos absolutos, 4”, 0”, C..... , del segundo; y, como en 
el producto de ambos, VV*, no puede existir ningun factor primo 

absoluto, diferente de los factores contenidos en cada uno de ellos, será: 

e 
e 

Pero tambien tenemos: 

e(VNN)=NN" 

luego la ley 

PNV) =>2 (WM) (NW) 
es cierta. 

Apoyándose en lo acabado de demostrar, fácilmente se probaría 

tambien que la ley se verifica cuando son tres los factores considera= 
dos; y, en general, para un número cualquiera de números primos en— 
Lre sí. 

S1 designamos, pues, por Pp, Y, P..... los factores primos relativos 
del número /V/, tendremos: 

AN)=P (Mel) pl)... 

Corolarios. 1.” Si los dos factores en que se descompusiere el nú- 
mero Y fuesen los dos inseparables de todo número (excepto la uni- 

dad), á saber: el mismo número, y el uno, tendríamos: 

Ye NS eN) =>9(1) 9 (07); 

de cuya igualdad se desprende que es necesario hacer 6 suponer 

lo 
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Ahora bien, entendiendo que la ¿(WV) comprenda los números 

primos con XV y no mayores que NV, segun exige el valor de (1) 
antes establecido, no existirá ya para tal funcion excepcion ninguna. 

2. Sifuese V=2p, siendo p impar y, por tanto, primo con 2, 

tendríamos tambien 

es decir, que no existen en la série natural, aritmética, más números 
primos, y no mayores que el duplo de un número impar, que cuantos 
haya primos y no mayores que este impar mismo. 

” 

51.—Demostracion de la ley Y 9(4) =N, en la cual d representa todos 

los divisores del número NV. 

Determinada la significacion del símbolo ¿(WV) del modo que aca— 
bamos de manifestar (55), demostraremos ahora una propiedad del 

mismo, de grande importancia por sus aplicaciones en lo sucesivo, á 
saber: 

Todo número Nes igual d la suma de los valores de la funcion 

sucesivamente aplicada d todos los divisores, primos y compuestos, de di- 
cho número. 

Para ésto recordemos que cualquier divisor 4 del número 

Wa. 

tiene la forma 

, an, , 
(0 3 
GRADE 
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son tambien números primos entre sí, tendremos la expresion (56): 

¿(== 0 

en larcualtar pass pueden tomar todos los valores desde 0 hasta a, 

desde 0 hasta f..... etc. respectivamente. 
El símbolo ¿(d), equivalente al producto de los símbolos análogos 

en el segundo miembro de esta igualdad contenidos, puede considerarse 

como expresion general de un término cualquiera del producto de las 
siguientes séries: 

Mas la primera de estas séries, en términos explícitos (55) , equivale 

á la siguiente: 

A A o 

0 bien á esta otra: 

+ (01) 1+a+a* + EEES +01 + (01) E 

y una cosa semejante podría decirse de las demás. 
Luego el producto de todas ellas, 6 la suma de los términos que de 

la expresion ¿(d) se derivan, podrá representarse de esle modo: 

AN NA 

6 igual al número propuesto /V. 



109 

Ejemplo. Sea 

7 EAS 

Las sumas de las progresiones correspondientes á sus factores son: 

l+42+4 

+3 

IS 

El producto de estas progresiones es: 

1+42+4+3+6+12+5+10+20+ 15 +30 +60. 

Las séries de la funcion «y correspondientes á las progresiones an— 
teriores son: 

+05) +e8)2 5) +22) 9 (8) 5) +2 (2(3)7 (5); 

6 bien, en guarismos, este otro: 

1+1+2+2+42+44+44+4+8+8+8+16=60. 

Cada término de esta suma es el valor de la « de cada uno de los 
términos del producto anterior de las progresiones correspondientes á 
los factores primos del número 60, cuyo producto comprende todos los 
divisores de este número. La suma de los valores de la funcion «+ apli- 
cada á estos divisores es, efectivamente, el número 60; y el producto 
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de las sumas de los valores de tal funcion, aplicada á cada uno de los 

términos de las progresiones correspondientes á los faclores primos de 
60, es tambien 60. 

>8.—Nueva deduccion de la funcion +. 

La simple condicion que expresa la igualdad 

29(4) =0, 

en la cual d representa sucesivamente todos los divisores del núme- 
ro NV, caracteriza y puede servir para determinar la funcion o, an- 

tes (55) por otro método encontrada. 
Pero, como tal determinacion es un corolario de otra proposición 

más general, comenzaremos por estudiarla para deducir despues aquella, 
y otras no ménos interesantes consecuencias. 

Sea ' 

La expresion (desarrollada) 

A 

comprende todos los divisores simples y compuestos de 2, mitad pre—- 
cedidos del signo +, y del — otra mitad. Si representamos, pues, 
por d, uno cualquiera de los divisores positivos, y por d, otro cual- 

quiera de los negativos, podremos escribir esta igualdad: 

(a A ANA a e (1) 

Y si por d designamos un divisor cualquiera de 2, distinto 6 

inferior á 2, vamos á demostrar que en el grupo 3d, existirán tan- 
Los términos divisibles por d como el Yd.,. 

La cosa es evidente cuando 2=a4b, porque entónces 
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=(ad+1)—(a+0). l 11) 

2d,_¿— 2d, 3=(2d,2—2d9.9)(c—1)= 

(c2d,_+2d32)—(c2d3+2d,_2). 

Ahora bien, si d divide á varios términos del grupo 3d,_¿ los divi- 
dirá, ó6 por pertenecer al grupo 2d, 6 al cX%d,_,; pero en el 

grupo 3d, , existen los mismos términos divisibles por d que en 
el $d,_,, segun hemos visto; y los mismos, por consecuencia, exis- 

tirán en el cd, , que en el cXd, ,: luego tambien en el caso 

que ahora consideramos la proposicion es evidente. Y, como el razona— 
miento es aplicable sin modificacion á todos los casos sucesivos, pode- 

mos dar por demostrado el teorema en general. 

Consideremos ahora no el número 2, compuesto de factores pri- 

mos, distintos, elevados á la primera potencia, sino el 

y formemos esta otra expresion analítica, análoga á la (1), poco antes 

estudiada: 

pil CANO AA 

Ema e 
en la cual los grupos de términos 23D, y 2D, no comprenderán to- 
dos los divisores de NV, á diferencia de los grupos anteriores 3d, y 
YE d, que comprendian todos los divisores de P, sino solamente los di- 
visores de Y que resultan de multiplicar los de 2 por V''. Desig- 
nando, pues, por D, y D, dos términos cualesquiera de los grupos 
2D, y 20D,, en los NY d, y Ed, existirán otros dos términos cor- 
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respondientes, y entre unos y otros mediarán estas relaciones necesa— 

rias: 

DN VS DIV: 

Si representamos ahora por 2D un divisor cualquiera de //, inferior 

á IN, fácil nos será demostrar que existen en el grupo 22D, tantos 

términos divisibles por D como enel 3D,. 
Para ello designemos por 3 el máximo comun divisor de D y WN”: 

desde luego podremos escribir estas tres igualdades: 

DEDO IN NO E IO 

Puesto que, por hipótesis, D divideá V dividirá D'0á PNV” o, 
ó6bien D'á PN"; pero, como D' y NV” son primos entre sí, ésto 
pide que D' sea divisor de 2: por lo tanto, 2' en nada se dife— 

rencia de lo que antes designamos por d, y asi tendremos: 

D=d0: 

Sea 2D, un número cualquiera del grupo 20,. Para que 

D,=NV'd, 

sea divisible por D forzosamente ha de ser d, divisible por d: lue- 
go las condiciones de divisibilidad de los términos comprendidos en 
2D, y 2D, por D, son las mismas que las de los términos repre 

sentados por 3d, y 2d, por d. En el grupo 2D, habrá, pues, 
tantos términos divisibles por D como enel 20D,. 

De esta propiedad de los números D, y D, se deducen varias 
importantes consecuencias. 

1,2 Supongamos que dos funciones /” y f, de forma indeterminada 
6 desconocida, satisfagan á esta condicion: 

PWN)=2f(D); (3) 

en la cual por /Y representamos un número cualquiera, y por D todos 
sus divisores simples y compuestos. 
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Entre estos divisores, elijamos, y separémoslos en dos grupos dis- 

tintos, los que antes designamos por los símbolos D, y D,: al pri- 
mero de los cuales pertenece el mismo número propuesto /V. 

Si á todos estos números, 2, y D,, aplicamos sucesivamente la 

igualdad (3), y efectuamos despues la suma de las igualdades que cor- 

responden al primer grupo, y luego la de aquellas que se refieren al 
segundo, ambas sumas sólo pueden discrepar por la F(WV) que figura 

entre los términos de la primera y no entre los de la segunda. Por lo 

tanto, será en símbolos: 

FN)=2F(D,)—2/(0,) (4) 

igualdad, en cierto modo inversa de la anterior (*). 

+) Esto, que es casi evidente, para el lector poco familiarizado con la notacion 

demasiado general del texto, tal vez presente alguna dificultad. Desmenucémoslo 

para disiparla por completo. 
Por 

JD) é . It q DR 87 N. 

representemos los diversos términos del grupo *D,. Y por 

D , D ” D nr ¿ EIA > HU E 

los comprendidos en el X D,. Por definicion, ó en virtud de la igualdad (3) apli- 
cable á todos estos números, tenemos: 

F(D/)= á la suma de las funciones f, extensivas á todos los divisores de D/' 

F(D/")= á id. extensivas á todos los divisores de D,” 

á la suma de las funciones f, extensivas á todos los divisores de los términos com- 

prendidos en el grupo *D,, y entre ellos al número propuesto N, 

Pero: 

PDD) FF (D/) + =YF(D)= 
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Como aplicacion de esta igualdad supongamos en la (3) que 

IN MEE OE 

La (4) se convierte entónces en esta otra: 

FV)=2D,—2D, 

6, recordando el significado y equivalencia (2) del segundo miembro, 

en ésta: 

pm 
de donde resulta que, si 

N=%Ef(D), 6 2 p(D), 

la funcion ¿ queda determinada por la relacion anterior. Precisamente 
lo inverso fué lo demostrado y conseguido páginas más atrás (57). 

2." Sientre las funciones ' y f establecemos ahora, en vez de 

la relacion (3), esta otra, 

F(N)=U 1D), (5) 

enla cual Y representa un número cualquiera, y 1 es inicial de 

producto, extensivo á la funcion f£ de todos los divisores D, de 4, 
concluiremos tambien, mediante un razonamiento análogo al que mi- 

nuciosamente explicamos en el caso anterior, que: 

á la suma de las funciones f, extensivas á todos los divisores de los términos 

comprendidos en el grupo Y D,, entre los cuales no figura el número NV. 
Y como se ha demostrado que en ambos grupos existen los mismos divisores, 

inferiores á N, resulta que ambas sumas , 

EF(D) y *YF(D,, 

sólo pueden diferir por la F(V), que figura entre los sumandos de la primera, y no 

en la segunda. Luego, en conclusion: 

FIN) =YF(D)—YF(D). 



en la cual D, y D, conservan la significación restringida que al de- 
finirlos se les asignó. 

Si en la igualdad (5) suponemos que 

F(N)=N=U5Uf(D), 

la (6) se convertirá en esta otra: 

Detengámonos un momento en la interpretacion de esta última igualdad. 

Si V=1, los números D, y D, serán iguales entre sí, é igua- 
les á la unidad; y á la unidad equivaldrá tambien el cociente indicado 

en el segundo miembro. 
Si V fuese un producto cualquiera de factores primos, fácil es 

comprender, recordando el procedimiento empleado en la demostracion 

de la propiedad de los números D, y D,, que los productos HD, 

y HD, son tambien iguales entre sí; y por lo tanto, F(V)= 1. 

Mas, si NV fuese igual á un número primo, a, por ejemplo, sería 

ADA DS 

y, por consecuencia, los términos comprendidos en el grupo 2D, que- 

darían reducidos al 4, y en el segundo al 1. La funcion f(V), que 
discutimos, sería entónces igual al número propuesto V' 6 «a. Y lo 

propio sucedería si V=a”, 6 igual á una potencia de un número 

primo; porque, en este supuesto, sería 

a=1 
2D,—2.D,= la == a S 

: a z a z == 
y los términos D, se reducirianá a. ylos D, á a ; CUYO CO- 
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ciente, 6 la funcion f(V), es igual al mismo número a, base del 

propuesto NV = ce 
Para terminar este capitulo, y por el interés que ofrece, insertamos 

á continuacion una tabla de los valores de ¿(V) para los 100 primeros 

nÚmeros. 

VALORES DE 0. 

114 211142 41 140 61 160 81154 
214 22110 42 | 12 62 130 82 40 
312 23 | 22 43142 63 136 83 82 

412 24| 8 44/20 64 32 84 24 
514 9 | 20 45194 65 |48 85 164 
6| 2 96112 46 (22 66 20 86142 
116 97 |18 47146 67 66 87156 
8| 4 98 | 12 48 116 68 (32 88 140 
916 99 |28 49 | 42 69 (44 89188 

101 4 30| 8 50 120 70 24 90124 
1110 31 130 51132 71.170 91172 
121 4 32|16 52 | 94 72 | 24 92144 
13112 33 |20 53152 73 172 93 60 
141 6 34116 54118 74 136 94 46 
Bl8 35 | 94 55 | 40 75 140 95 72 

16 8 3612 56 24 76136 96132 

17116 37 | 36 57 136 77|60 97 196 
1s| 6 38 | 18 58 (28 78 | 24 98 142 
19118 39 24 59 158 79 178 99 60 
2018 40 16 60/16 80 | 32 100 (40 



117 

CAPITULO 1V. 

De la congruencia de los números. 

29. —Defimiciones. 

Elegido, como tipo (38), cualquier número entero, /, todos los de- 
más enteros pueden ser representados, mediante aquél, por la forma 

Ssk=+1, 

en la cual s representa tambien un entero, y + uno de los / números 

Entre cada dos múltiplos consecutivos de / existirán siempre % 

números, á saber: 

sk, sk+1,sk+2.... sk+(k— 1); 

de modo que en la forma general, 

a=sk+r'r, 

á cada valor de s corresponden / valores de 7; y, si hacemos que s 
recorra sucesivamente todos los enteros, desde — o hasta +00, la 

forma mencionada representará todos los números 4. Mas no basta 

decir ésto para determinar completamente la forma en cuestion, sino 
que es necesario añadir que, por el procedimiento explicado, la for 
ma sk+>"r produce una vez sola cada uno de los números 4. Para 

demostrar este aserto supongamos, por un momento, que sean iguales 

dos valores de esta forma, á saber: 

Sk+5r=sk+v". 
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De esta igualdad se deduce esta otra 

(a — 1) =(s=8)k; 

ahora bien, 7 es uno de los / números, 

y el valor absoluto de la diferencia (4 —7) es al mismo tiempo uno de 

estos números; pero, segun la última igualdad, (1 — r) debe ser múlti- 

plo de k: luego necesariamente 

PE= RES 0 

y, por consecuencia, 

En adelante llamaremos al número + resto del número «, respecto 

del tipo l, que se denomina módulo. Dos 6 más números que produzcan 
iguales restos, respecto de un mismo módulo, se llaman cóngruos 6 con 

gruentes (Gauss), 6 equivalentes (Caucny). 

La congruencia entre dos números a,b, la escribe.(rauss con un 

signo especial, semejante al de igualdad, de este modo: 

a=b(mod. k); 

y los franceses, en general, valiéndose efectivamente del signo de igual- 

dad, de este otro: 

a=sk =D. 

Siendo 4 y b congruentes, respecto del módulo k, y 1 su resto co- 
mun, tendremos, segun la definicion y modos de escribir las congruen- 

clas, 

a=+>(mod. /), 

b=r(mod. k), 

ó bien, las igualdades 

a Sr 

=$ R25 AS 
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de donde se deduce esta otra: 

(a—b)=(s—8S')hk 

la cual, en lenguaje vulgar, expresa que la diferencia entre dos múmeros 
congruentes es divisible por el modulo; y tambien que la recíproca es 

cierta; puesto que, si 4 y b diesen restos distintos, tendrian las formas 

a=sk +1 

b= s'k Eg 

y de ellas resulta la igualdad 

(a—=b)=(s—s)k=+(r—"'); 

de la cual se desprende que, si por hipótesis fuese (4 — b) divisible por 
k, tendria tambien que serlo (39-4.*) la diferencia de los restos (+—1"): 
lo cual, segun hemos dicho ha poco, exige que éstos sean iguales, esto 

es, 7 ="", 6 bien que los números 4, b sean congruentes. 
Podemos, en consecuencia, decir tambien que son congruentes dos 

números cuya diferencia es divisible por el módulo; y además que cada 
uno de dos números congruentes es resto del otro. 

60.—Restos y no-restos de un módulo. 

Conforme con estas definiciones, todo número a es congruente con 
el resto r que resulta de dividirlo por el módulo k; en signos: 

a=>"(mod. k). 

Sin dejar de ser exacta esta congruencia, y permaneciendo q cons- 

tante, puede recorrer el resto 7, tomado en su más general acepcion, 

las dos séries de valores, 

a, ak, a—2k, a—3k,..... 

a+k, a+2k, a+3k,..... 
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Así, por ejemplo, la congruencia 

22 = 5 (mod. 5) 

no se altera, aunque se sustituyan por 7 los valores de la série 

e A DL 

En general, si se verifica la congruencia, 

a=>'"(mod. k), 

se verificará tambien esta otra: 

a=(r+Hmk) (mod. k); 

en la cual es +=mMk, suponiendo que % recorra los números 0, 1, 

Ditos , la forma general de los restos del número 4, respecto del mó- 

dulo lk. Todos los números, por el contrario, no comprendidos en tal 

forma, serán ¿ncongruentes con a, 6 no-restos de a, respecto del mó- 

dulo k. 
Entre estos restos, salvo contadas excepciones, sólo se consideran 

los menores que el módulo, llamados m4n4mos, ya positivos, ya negati- 

vos, cuyas formas respectivas son: 

(a — mk) para los positivos, 

—[(m-+1)k—a) para los negativos, 

cuando el número «4 se halle comprendido entre los múltiplos conse- 
cutivos del módulo, mk y (m+1)k. Concretándonos, pues, á estos 

restos minimos, resulta que un número cualquiera tendrá dos, cada uno 

de los cuales figurará en una de las séries siguientes : 

O ga Lo afan (k= 1) 

0, =1, Lynn —(k—1), 

siendo, por consecuencia, uno positivo y otro negativo, escepto en el 

caso de que el resto del número dado sea cero. 
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Las formas de los restos, anteriormente escritas, prueban que la suma 

de los dos restos correspondientes á un módulo, fuera del signo. es 

igual á este módulo; pero, siempre que los valores absolutos de tales 
restos sean diferentes, uno de ellos será menor que la mitad del módu- 

lo; y los dos iguales á esta mitad, en el caso contrario. Estos restos 
menores 6, cuando más, iguales á la mitad del módulo, se llaman 

minimos absolutos, y á ellos nos referiremos con frecuencia en nuestras 
ulteriores investigaciones. Estos restos m4nwmos absolutos, cuando el 
módulo k es par, están comprendidos en la série 

- k=2 k k—2 P y 
DA a ie Ey> EN A 

y, cuando lk sea impar, en esta otra: 

5 ki =1 ki. =.1 

PLA SA. + OA par GE —3, 2, —1. 

Ejemplo. El resto mínimo, positivo, de 13 (mod. 5) es 2, tambien 

minimo absoluto, y el negativo —3; respecto del módulo 7, el nú- 

mero 5 es él mismo su resto mínimo, positivo; y el negativo es — 2, 
que es al mismo tiempo mínimo absoluto. 

61.—Propiedades de los mimeros congruentes. 

1. Designando a y k dos enteros cualesquiera, se verificira siempre 
la congruencia 

a=a (mod. k); 

lo cual es evidente. 

2. Si tienen lugar las congruencias 

a= b (mod. k) 

b=c(mod. k) 
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se verificará tambien esta obra: 

a=c(mod. /). 

Puesto que los restos de los tres números a, hb, c, respecto del mó- 

dulo k, son iguales entre si. 
3.2 De las congruencias, 

a=b (mod. k) 

m=0m (mod. k), 

se desprende esta otra : 

(atm) =(0 E 2) (mod. k). 

En efecto, segun la hipótesis, las diferencias, (a—b) y (m—m), 

son múltiplos del módulo k; luego tambien lo serán su suma y su di- 

ferencia (39-4.*), á saber: 

(aA—b) + (m—n) =(a Em) — (bn) =miltiplo de h, 

cuya última igualdad demuestra el teorema. 
Generalizando esta ley se puede enunciar diciendo: 
Dada una série de congruencias, respecto al mismo modulo, se pueden 

sumar y restar ordenadamente, y los resultados de estas operaciones serán 

tambien congruentes, segun el módulo comun. 
4,2 Si se verifican las congruencias, 

a= b (mod. k) 

m.=mn(mod. he. 

será tambien cierta la congruencia, 

am = bn (mod. he). 

Pues, siendo (4— b), segun la hipótesis, múltiplo de %, lo será 

tambien 
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(a — b)m= am — bm, 

ó, en otros signos, será 

am = bm (mod. k): 

y, siendo tambien (m—m2) múltiplo de k, y, por consecuencia. 

(m—a)b=bm— bn; 

ó, en otros términos, 

bm = bn (mod. k), 

será (2.*) en conclusion 

am = bn (mod. k): 

que es lo que pretendíamos demostrar. 
Esta ley puede, como la anterior, generalizarse diciendo: 
Dada una série de congruencias, respecto al mismo módulo, pueden 

multiplicarse ordenadamente, y los productos respectivos serán tambien 

congruentes. 

Corolario. Si los números congruentes que figuran en los primeros 

miembros de las congruencias fuesen iguales entre sí, y los de los se 
gundos miembros tambien, al multiplicarlas ordenadamente, obtendría— 

mos potencias en vez de productos, y la ley anterior se convertiria en 

esta otra: 

Las potencias del mismo grado de dos múmeros congruentes son asi- 

mismo congruentes. 

5.* De la igualdad 

DD am — bm 

LA km 7 

cuyos dos miembros expresan respectivamente las congruencias 

a= b (mod. k), 

y 
am =bm(mod.km , 

se deduce la proposicion: 
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Si los dos miembros y el modulo de una congruencia contienen un fac- 

tor comun, puede este suprimirse sin que la congruencia se altere. 

Así, por ejemplo, en la congruencia 

127 = — 3 (mod. 15) 

puede suprimirse el factor 3 contenido en sus dos miembros y el módu- 

lo, y se obtiene esta otra : 

42=-— 1 (mod. 5). 

6.* Dada la congruencia de dos mimeros, a y b, segun diferentes 

modalos, 

a saber: 

a=b (mod. k,), a=b(mod. k,), «a=0b (mod. ky)....., 

se verificara tambien la que sigue: 

a = b (mod. y), 

donde y. representa el minimo comun múltiplo de los módulos 

ka, lo kg ....s 

Puesto que, segun la hipótesis, la diferencia a —b es divisible por 

todos los números 

res : 

y, por consecuencia, lo será por el minimo comun múltiplo p. de estos 

divisores. 

Si los módulos 

fuesen primos entre si dos dá dos, los múmeros, a y b, serian congruentes, 

segun el producto de todos aquellos, el cual forma, en este caso (44-Cor.), 

su minimo comun múltiplo. 
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7. Dada la congruencia 

a="(mod.k'k”) 

y estas otras dos, correspondientes á cada uno de los factores del módulo 
de la primera, 

a=»"' (mod. k' ) 

a=r" (mod. £”), 

se verificarán tambien entre los restos de las tres, las siguientes : 

r=0r (mod. k') 

mn” r="" (mod. k'”. 

En efecto, escribiendo en forma de igualdad las congruencias refe— 

rentes á la hipótesis, siendo %, 2, p, números enteros, tendremos: 

a=mk k"++— 

a=nk  =En 

a = fi k" IL q" . 

de las cuales se deducen las que siguen: 

r=(mM—mk)k +05 

r=(pmk)k' <+.,", 

que demuestran la conclusion. 
8. Dada la congruencia 

am = bm (mod. k), 

no puede, sín excepcion, asegurarse que se verificara tambien esta otra: 

a = b (mod. k). 

En efecto, sea £ el máximo comun divisor del factor comun 2, que 

figura en la primera congruencia, y de su módulo k; y designemos por 
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m' y k' los cocientes resultantes de dividir por ú respectivamente m y 
l:. De la congruencia citada se desprende que (a—b)m es divisible 
por k; y de aquí, que (a—Db)m' debe serlo tambien por /'; pero, como 

y | m' y k' soh primos entre sí (42-T.), necesariamente (41-2.”% tendrá 

que ser (a— bh) divisible por k': luego de la congruencia 

am = bm (mod. k) 

sólo puede, en general, deducirse esta otra: 

a=0 (mod. k'). 

Mas, si el factor comun m y el módulo k, en la congruencia dada, 

fuesen primos relativos, sería 6 = 1; y entónces se verificaria siempre 
tambien la congruencia 

a = b(mod. k): 

lo cual manifiesta: que los dos miembros de una congruencia pueden ser 
divididos, sin que se altere, por un factor comun, primo con el módulo. 

Corolario. Una congruencia 

am = bn (mod. k) 

sera divisible por otra 

m == n (mod. k) 

siempre que los dos miembros de la segunda sean primos con el módulo 

comun de ambas. 

En efecto, de esta última se deduce (4.*) la siguiente: 

am= an (mod. k), 

que, en combinacion con la primera, nos da esta otra: 

an = bn (mod. k); 

6 bien, como % es primo con k por hipótesis, 

a= b(mod. k): 
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congruencia que representa el cociente de dividir ordenadamente las dos 
propuestas. 

8. Las propiedades referentes á la adicion, sustraccion, multiplica— 
cion y elevacion á potencias de los números congruentes, pueden com- 
pendiarse de este modo: 

Si f(2, Y, 2.....) representa una funcion racional, entera y con coe= 

ficientes enteros, de las indeterminadas 2, Y, %..... . y se verifican las 

CONJIUENCIAS, : 

e=4, b=U0, c=C... (mod. /), 

fla, db, Cc...) 00.0) (mod kh): 

Vota. Aunque sólo hemos hablado anteriormente de módulos positi- 

vos, adviértase, sin embargo, que la misma significacion tienen los 

números congruentes para los módulos negativos. 

62.—Sistema completo de números incongruentes. 

De los principios demostrados (59) se deduce que todo número a es 
congruente con su resto respecto de un módulo cualquiera k, y, por 

consecuencia, congruente con uno, y uno solo, de los términos de la 

série de los restos de (e, 

ME (k — 1). 

Tomando, pues, por tipo de comparacion, 6 módulo, un número 
arbitrario /k, es evidente que todos los números enteros podremos dis- 
tribuirlos en clases, figurando en cada una de ellas exclusivamente 

los números congruentes (mod. k) con cada uno de los restos míni- 
mos positivos que constituyen la série poco antes expresada. Es decir, 

en una clase deberán estar comprendidos todos los números divisibles 
por k 6, en otros términos, = 0 (mod. 4); pero nada más que ellos so- 
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los; en otra los números = 1 (mod. k); en una tercera los = 2 (mod. £); 

y así sucesivamente. 

Si de cada una de estas /k clases diferentes elegimos un individuo 

cualquiera, formaremos un sistema compuesto de k números que po 

see la notable propiedad de que alguno, y uno solo, de sus términos 

es congruente con cualquier número entero, comparados ambos con el 

mismo módulo /. Este sistema, como lo es en efecto el de los números 

Nuria ola ce de 

lleva el nombre de sistema completo de restos, 6 sistema completo de nú- 

meros incongruentes, respecto del módulo £. 

Es claro, segun lo dicho, que los números 

constituyen tambien un sistema completo de números incongruentes; y 

que forma, en general, un sistema de esta especie cualquiera série de 

k números enteros, consecutivos. 
Todos los individuos comprendidos en cada una de las clases enume- 

radas poseen várias cualidades comunes, y representan, con relacion al 

módulo, el papel de un individuo solo. Ya hemos visto, para corroborar 

este aserto, que una congruencia no se altera aunque sustituyamos 
cualquier sumando ó factor que figuren en ella por otros números con 

eruentes con los mismos. 
Tambien se deduce de la equivalencia entre dos números, 4 y 6, 

a=b+sk, 

que todo divisor comun al módulo /, y áuno de ellos a, lo es tambien 

del otro 6, y del mismo módulo; es decir, que los números congruen— 

tes poseen un máximo divisor, comun con el módulo. 

Tomando, pues, por base este elemento, 6 divisor comun, podemos 

dividir los números tambien en clases de modo que cada una de ellas 

contenga todos los números cuyo máximo comun divisor sea uno de los 

divisores del módulo. Ahora bien, como segun acabamos de manifestar, 
todas las clases de números incongruentes, segun el módulo /, están 
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representadas por el sistema completo de restos 

¡SS A k; 

si designamos por ¿2 un divisor cualquiera de /, y establecemos la 

igualdad consiguiente k= 20, será (56) ¿(n) el número de las clases 

que contienen números cuyo máximo divisor, comun con /, es AA 

Y, como caso particular, representará tambien «¿ (%) el número de las 

clases cuyos individuos sean todos primos con el módulo 4. 

63.—Proposiciones fundamentales. 

Definido lo que se entiende por un sistema completo de restos, 6 de 
números incongruentes, vamos á demostrar ahora, con la minuciosidad 

que su importancia merece, las proposiciones que siguen: 

1.* Silos números a y kk son primos entre sí, los restos resultantes 

de dividir por k. los (k— 1) múltiplos sucesivos de 4. 

DINA k=Da, 

son todos diferentes. 
En efecto, si admitiésemos que dos cualesquiera de estos múltiplos, 

ma y na, por ejemplo, verificáran la congruencia 

(*) Los números divisibles por 2 en la série 

son evidentemente 

Ahora bien, para que o sea, en efecto, el máximo comun divisor de uno de estos 

últimos números, s3, por ejemplo, y de h, es necesario que los cocientes s y 2 

que resultan de dividir por 3 los números s8 y l, sean primos entre sí: pero 

¿(n) expresa cuántos números primos con % existen en la série 

LA cos AS 

luego tambien expresará cuántos tienen con k el máximo comun divisor o enla 

série 
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ma =02ma (mod. k), 

tendria tambien que verificarse necesariamente esta otra: 

m=m (mod. k); 

puesto que 4 es primo con k (7.5. Pero m y 2 son, los dos, meno- 

res que k, y no podrán ser congruentes, 6 lo que es lo mismo, no po- 

drá ser divisible por k su diferencia, sino en el único caso de ser ésta 

Cero, y, por consecuencia, Mm y n iguales; lo cual es contrario á la 

hipótesis: luego los expresados múltiplos de a son todos incongruentes 

(mod. k). 

De otro modo podremos decir: 

Si a y k son primos relativos, los terminos de la serie 

DIAS AA. k= Da 

son, prescindiendo del órden, congruentes (mod. k) con los de la série de 

restos 

A O E k—=1. 
O bien: 
Sien la expresion ax, siendo a primo con lk, damos d 1% sucesi- 

vamente los valores de un sistema completo de números incongruentes res- 
pecto de k, los valores correspondientes de los productos ax formarán 

tambien un sistema completo de números incongruentes (mod. k). 
2 Siendo a y k primos, en la série interminable, 

DLE OR ZAS) DARE. 

los términos que ocupan los lugares 

kasa olsiols. eLCie 

dan restos iguales: y cada grupo de k términos consecutivos produce res- 

tos diferentes, segun el módulo k. 
En efecto, designemos por 

b+ma y  b+na 

respectivamente los términos que en la série propuesta ocupan los luga- 
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res k y 2k; en cuyo caso será evidentemente 

n=m->+bk: 

y escribamos las congruencias 

b+ma =>" | 
» (mod. 4). 

b+na = "1" | 

De estas dos congruencias se deduce (3.”) esta otra: 

(n — m) a = (1 —1) (mod. ke): 

ó% bien, sustituyendo por % su valor m-+k, la siguiente: 

| ka = (+' — r) (mod. k). 

Pero ha es. como se ve, múltiplo de /, es decir: 

la =0 (mod. k): 

luego, comparando las dos últimas congruencias, resulta que /'—7 

tiene que ser ce7o: y, por tanto, iguales + y 7': con lo cual está de- 

mostrada la primera parte de nuestro teorema. 
Para demostrar la segunda basta considerar que siendo «4 y k pri- 

mos entre sí, para que un múltiplo cualquiera, 4x, de «a, sea divisi- 

ble por k, es necesario (41-2.”) que x sea divisible por k; y, si esta 
condicion no se cumple, segun la demostracion anterior, no producirán 

restos iguales los múltiplos 42. 

De otro modo podemos tambien aquí decir: 

Los términos de la série 

b, b+a, b+24, b+34..... d+ (k—1)a 

son congruentes (mod. k), cualquiera que sea b, con los de la série na— 

tural 

O bien que 

La expresion ar+b, siendo a primo con k, puede hacerse com 

yruente, segun el módulo k. con cualquier número dado. 
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3. Las dos proposiciones que anteceden se compendian en la si- 
guiente: (*) 

Si a es primo con k, yen la expresion ax +b sustituimos por x 
un sistema completo de múmeros incongruentes (mod. k), los valores tor 

respondientes de dicha expresion formarán tambien un sistema completo 

de múmeros incongruentes (mod. k). 
En efecto, si admitimos que dos valores cualesquiera de la expresion 

mencionada son congruentes (mod. k); 6, hablando de otro modo, si su- 
ponemos que se verifica la congruencia 

av+b=at=+b(mod. k), 

tendrá por necesidad que verificarse la siguiente: 

av=at(mod. k): 

y, por consecuencia, siendo «4 primo con k (61-8.”), esta otra: 

v = t(mod. k). 

La cual manifiesta que la congruencia entre dos valores, 

ao+b y  at+b, 

de la expresion propuesta 42+b, exige que sean tambien congruen- 

tes los dos valores »,t, de la indeterminada z que figura en ella: 
luego, si damos á esta indeterminada zx, todos los k valores de un 

sistema completo de restos (mod. l), los valores correspondientes de la 

expresion 42+b serán incongruentes; y, como no pueden distribuir— 

se sino en /£ clases, formarán asimismo un sistema completo de lales 

números, segun el módulo 4. 

64.— Teorema de Euler. 

Enunciadas y demostradas, hasta con prolijidad, las últimas propo— 
siciones, la demostracion de este importantísimo teorema no presenta ya 

dificultad alguna. 

(*) Gauss, Disquisitiones arithmetice, $$. 24 y 26. 
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Sustituyamos, pues, sucesivamente por zx. en el producto ax, 

donde se supone «4 primo con k, un sistema de números á la vez pri- 
mos é incongruentes con el módulo %, los cuales designamos por 

Gia e OU nesd 

y cuyo número sabemos (56) es ¿(%). Los productos resultantes de tal 
sustitucion, á saber: 

Ad QA, ¡Ags 

poseerán tambien la doble propiedad de ser incongruentes y primos 
con k, y, por consecuencia, los restos respectivos 

RO Do 

de dichos productos, segun /, coincidirán, aunque en orden diferente, 

con los números 

Pa oo la aso le 

siendo, por tanto, el producto de estos nÚMeros, 4, l, Ly... , Igual 
al producto 7, Py Pio... de los mencionados restos. Escribiendo, pues, 
las congruencias 

44= 1 

4d, ="Y2 ( (mod. k) 

4d = 13 

y multiplicándolas ordenadamente, obtendremos esta otra: 

k 
a+! UNA == O AS (oda e): 

de la cual, como los productos iguales 

DUAL Veis 

son primos con f, se deduce (61-8.*) la siguiente: 

| (mod. k) 

que expresa el teorema de Euler (*). 

() Buleri Commentationes arithmetice, XX—55, 
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Traducida esta congruencia al lenguaje vulgar, dice asi: 

Siempre que «a represente um múmero primo con k, la potencia a 

del primero, cuyo exponente designa cuántos números, primos é inferiores 

ú k, existen en la série natural 

IA ko. 

es congruente con la unidad respecto del segundo; 0 bien, la potencia 

a?W de a disminuida en la unidad, es divisible por k. 
Ejemplo. Sean 

SA SR EI A 

A E e 

Ó, en Suma: 

Multiplicando por cada uno de estos números sucesivamente el número 

dado 4=31, y fijándonos en los restos minimos absolutos (60) de es- 

tos productos, respecto de k=24, resultan las congruencias siguien 

les: 

l.31= 7 E 

5.31=11 es 

7.31= 1 o A 

l1.31= 5 M.3i= 5 

RO E AS a 

17.31=23 colegio lord 7 

19.31 =13 NEC AREA 

23.31 =17 ¿8-18 gombolia) 

Multiplicandolas ordenadamente, y suprimiendo de ambos miembros 
los productos compuestos de factores iguales, se llega, por tin, á esta 

otra: 
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31= 1 (mod. 24); 

que puede comprobarse directamente, si se quiere, elevando 31 á la po- 

tencia 8 y dividiendo luego por 24. 

Adviértase que algunas potencias de «4, cuyo exponente sea infe— 
rior á pg (k), pueden producir tambien el resto 1 respecto del módulo ¿£. 
Así acontece, efectivamente, en el ejemplo anterior, donde la potencia 

segunda, y la cuarta, de 31, dan el mismo resto 1, respecto del módu- 

lo 24: es decir que, además de la congruencia de Luler 

31= 1 (mod. 24), 

se verifican tambien estas otras dos: 

31%=1 
> (mod. 24) 

31=1 

Escóolio. “Si el módulo lk afectase la forma 

k=p* A as 

será, como sabemos (95), 

p()=(p=Dp97 (e 1)r 
y la congruencia de Euler, por consecuencia, se podrá escribir de este 

modo: 

on 1 577 2 
=mod: papa. ) 

en cuya expresion representan p, Y, Se... números primos absolutos, 
diferentes, y 4 otro número cualquiera, no divisible por ninguno 

aquellos. 
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63.—Teorema de Fermat. 

Este teorema es realmente un caso particular del de Euler, que se 

llama por esta razon tambien Zeorema de Fermat generalizado. 

En efecto, supongamos primeramente que sea k =p" la potencia 

de un número primo /p. En este caso será (b5-Esc.) 

¿=== ; 

y la congruencia de Euler, anteriormente demostrada, se convertirá, 

por consecuencia, en la siguiente: 

T— 1 
»—1)2 T 

0 = 1 (mod. p"); 

donde 4 representa un número cualquiera, no divisible por el número 
primo 7. 

Si suponemos ahora que el exponente r de p en la última con- 

gruencia sea igual á la unidad, resultará esta otra 

HO A Ae 0 =1 (mod. p). 

que expresa el teorema de Fermat. 
Este teorema en lenguaje vulgar dice así: 
Si p es un número primo, y a otro número cualquiera, no divisi- 

. o pl A 

ble por el primero, la potencia a del segundo, cuyo exponente es di- 

cho número primo menos la unidad, dividida por este mismo número pri- 

mo, produce el "resto |. 

Multiplicando por «4 los dos miembros de la congruencia de Fermat, 

lendremos la que sigue: 
DP / Ñ 

a =a(mod. p); 

que se verifica siempre que 4 sea divisible por p, en atencion á que 
entónces sus dos miembros son =0 (mod. p). Mas, si en esla con- 

eruencia suponemos que 4 no sea divisible por p, en cuyo caso es 
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primo con éste, pueden dividirse (61-8.”) por “4 sus dos miembros, y 

así volver á la de Fermat 

66.—Otra demostracion de los mismos teoremas. 

Entre las varias, además de las dichas, que por diferentes matemá- 

ticos se han publicado, ofrece particular interés para nosotros la que 

sigue (7): 

Sabemos (33) que los coeficientes del desarrollo de la potencia de 

un binomio, formulado simbólicamente por la igualdad 

n A n— Q % 
(ab) =YN 4 4 Oña 

en la cual » es entero y positivo, son todos enteros; é iguales á la uni- 
z o 7) 7 o 

dad los de los términos extremos 4 , hb, de dicho desarrollo, que cor- 

responden á los valores tambien extremos que puede recibir a, á saber: 

== 0 00 he 

Los mencionados coeficientes, exceptuando naturalmente el primero y 

el último que acabamos de decir son iguales á la unidad, satisfacen ade- 

más á la condicion de ser divisibles por % siempre que este exponente 
sea un número primo; puesto que la forma general (22) de los mismos, 

0 n! 
Mi == 

0!(n—0)! 

que contiene evidentemente al 2 en su numerador y no le contiene en 

su denominador, puede escribirse de este otro modo: 

VE 
$ 

(*)  Gauss.—D. A. $.—5) 



138 

y asi claramente se deduce que, por ser 2 primo con s y entero el 

Sa 21 ; 1 > 
coeficiente — , el cociente — representa tambien un entero. 

Ss Ss 

Siendo, pues, divisibles por 2, 6.en otros términos, =0 (mod. 2), 

todos los términos del desarrollo antes indicado, ménos el primero y el 
último, sin inconveniente podemos establecer la congruencia 

a+b)'=a +0" (mod. 2); ( ; 

de la cual, por el procedimiento explicado en el número (34), para pa- 
sar del caso de un binomio al general de un polinomio, se deduce la 
que sigue, despues de cambiar la letra 2 por la p: 

(MESS ERA (mod. p). 

Suponiendo ahora que todos los términos 4, b, C..... del polino— 

mio elevado á p son iguales á la unidad, y designando por 4 su nú- 
mero, tendremos por fin la congruencia 

a” = a (mod. PD). (4) 

que se verifica siempre que 4 sea entero y positivo, y, evidentemente 

cuando 4 sea Cero. 

Para demostrar que tambien se verifica cuando «4 sea negativo, 
basta tener presente que la congruencia 

(= 1) = — 1 (mod. p) 

es cierta para todo número primo, impar; y que lo es tambien esta 

otra 

(—= 1)" — 1 (mod. 2) 

para el único número primo, par, 2; es decir, que para lodos los núme- 

ros primos se verifica la congruencia 

(=10%== modo) (B) 

Si se multiplican ordenadamente las.congruencias (4) y (8), re- 

sulta (61-4.”) esta otra: 
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A (mod. p): 

de donde se concluye que la (4) es cierta para todo número entero, 4, 

posilivo, negativo ó cero. 

La congruencia 

a” = «a (mod. p) : 

expresa que ¿odo número a es congruente con sw potencia p, esto es, 
y , . , , . 

con a”, segun el modulo p, siendo este módulo un número primo. 

Y, si admitimos ahora la condicion de que 4 no sea divisible por 7. 
en enyo supuesto (45) el número 4 será primo con p, de la congruen— 

cia última 
yu 

a” =a (mod. p). 

se deducirá (61-8.') la siguiente: 

pi 
a = 1 (mod. p) 

6, si se quiere, la igualdad 
p—1 

a. =1=B54p, 

donde / es entero, que representa el teorema de F'ermal. 
Para pasar de este teorema al de LZuler elevemos la última igualdad 

á la potencia p, y tendremos: 

(»—=1D)2 
UA 

2 
Mp 

donde /' es un número entero; ú bien la congruencia 

WD» 2 
í) = | (mod. p ). 

Elevando de nuevo esta congruencia á la potencia p, obtendremos 

la siguiente: 
2 

(p—1)p* 3 
7) = 1 (mod. p ); 

y procediendo con esta congruencia del mismo modo, y con las que va- 
yan sucesivamente resultando, llegaremos sin duda á esta otra: 

==1 
(p—lp" T 

gr t = mod po 
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Congruencias semejantes á la última obtendremos para cualesquiera 

números primos, 7, 8, L..... que no sean divisores de 4, á saber: 

—1 
(r—1)1+P 

a = 1 (mod. 7%) 

s—1 
s—1)s sg 
| = 1 (mod. s) 

$ pera T 
a =1 (mod. £) 

Si designamos por / el producto de todos los exponentes que figu- 

ran en sus primeros miembros, la congruencia 

á que las anteriores congruencias se refieren; y, como estos módulos 

son primos entre sí, asimismo se verificará que 

a =1(mod.p"res”...) 

Pero, segun hemos supuesto, es 

>! el a—1 TO O : 
h=(p=Dp -(r— Dr Ss AS ONDA SNE NE 

luego la última congruencia expresa efectivamente el teorema de Zuler, 

cuya nueva demostracion buscábamos. 
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PARTE SEGUNDA. 

CAPITULO 1. 

De las congruencias de primer erado. 

67.—Definiciones generales. 

Despues de haber estudiado, en particular, los caractéres y propie— 

dades de los números , sus clasificaciones, y las formas propias de los 

comprendidos en cada clase, nos corresponde tomar ahora por objeto de 

nuestras investigaciones, en general, las formas numéricas, ligadas 

entre sí como doble expresion de la misma cantidad, ó como equivalen- 

les, y compuestas de elementos conocidos é indeterminados, cuyas mú- 

tuas relaciones y caractéres debemos inquirir con la mira de patentizar 
que la dependencia entre aquellas formas, bien respecto de sus partes, 
ya en cuanto á su conjunto, se halla justamente establecida. 

La representacion, pues, de las congruencias en la Teoría de los Nú- 

meros es muy semejante á la de las ecuaciones en el Algebra: por cuya 
razon no diferirán gran cosa en su sentido ciertos términos en ambos 

casos empleados. Así, llamamos aquí tambien miembros, primero ú se- 
gundo, de una congruencia, á las expresiones ó formas que figuran res- 

pectivamente á la izquierda 6 la derecha del signo =; ¿ncdgnitas á sus 

elementos indeterminados ú desconocidos; coeficientes á los factores de 
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estas incógnitas; y raices á los valores determinados de las mismas que 

transforman en otra, idéntica, la congruencia propuesta. 
La forma general de la congruencia con una sola incógnita es ésta: 

7 n—1 1 
4d) 1 +04 + (3 2 He +4,_¡ 1 +4, =0 (mod. k) 

que tambien se escribe abreviadamente como sigue: 

f (1) =0 (mod. k), 

y en la cual designa el exponente 2 un número entero y positivo, y 

los coeficientes 

TUTO 
2 n> 

números enteros, determinados. 
Todo valor entero de z, que haga divisible por el módulo £ el pri- 

mer miembro de esta congruencia, es 7413 de la misma. Mas acerca de 

estas raices hay que hacer una observacion de importancia, y peculiar 

de la Teoría de los Números: supongamos que el valor hallado de z. 
6 raiz de la congruencia dada, sea a; todos los números congruentes 

con a, esto es, todos los individuos de la clase (62) á que este número 

4 pertenece, respecto del módulo /, son asimismo raices de la expre 

sada congruencia , y en número infinito; pero todas ellas representan 

una sola raiz: luego el problema ó dificultad de resolver una congruen— 

cia se reduce á buscar todas sus raices ¿congruentes; teniendo sólo en 

cuenta, además, en cada una de estas clases de raices, las menores que 

el módulo, ó bien las comprendidas entre sus dos restos minimos abso- 

lutos, extremos, negativo y positivo. 

Es evidente tambien que toda raiz de la congruencia arriba escrita 

lo será asimismo de esta otra, 

n—1 n—2 7 D4 > ; 

IDEA SAA e BTS +0,_17+0,=0 (mod. k). 

siempre que se verifiquen las relativas á sus coeficientes 

a, =b, (mod. k): 

es decir, que dos congruencias, 
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f(x) =0 (mod. £) 

FP (a) =0 (mod. £) 

son entre sí congruentes, 

f(x) 

y pueden realmente considerarse como una sola, cuando sus coeficien— 
les de iguales potencias de la incógnita sean tambien congruentes. 
Para hacer esta comparacion entre los coeficientes de las dos congruen- 

cias mencionadas pueden, sin obstáculo, suponerse iguales á cero cuan- 

tos falten en cualquiera de ellas, y debieran corresponder á los de igua- 

les potencias de la incógnita en la otra. 
Infiérese de lo dicho, que no hay inconveniente en suprimir de una 

congruencia todos los coeficientes divisibles por el módulo; y, efectuada 
esta supresion, el exponente de la mayor potencia restante de la incóg- 
nita se denomina grado de la congruencia. Así, por ejemplo, si el tér— 

ll F (2) (mod. £), 

mino permanente de la dada fuese el primero 4, Lo (y esto probaría que 

su coeficiente 4, no era múltiplo del módulo 4), dicha congruencia se 
llamaria de grado 2. 

Una congruencia se apellida ¿déntica cuando lodos sus coeficientes 

son divisibles por el módulo: lo cual equivale á decir, que entónces no 
existe realmente semejante congruencia. Y una congruencia será im- 

posible evidentemente, siempre que sus coeficientes sean divisibles por 

algunos de los factores del módulo, y no lo sea por los mismos su lérmi- 
no independiente de z. 

Es claro que todos los coeficientes de una congruencia pueden re- 
ducirse á sus restos minimos, 6 minimos absolutos, respecto del módu- 

lo. Y, por último, que, segun se acostumbra en las ecuaciones, tambien 

puede, como veremos, reducirse á la unidad el coeficiente de la más 
elevada potencia de la incógnita, multiplicando todos los términos de 

la congruencia por un número cuyo producto por dicho coeficiente sea 
cóngruo con la unidad. 
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68. —Congruencias de primer grado. 

Toda congruencia de primer grado 6 lineal, despues de efectuada la 

trasposicion de sus términos, se reduce á la forma siguiente: 

ax = b (mod. k). (1) 

En la resolucion de esta congruencia distinguiremos dos casos: 

1.2 Cuando el coeficiente a de la incógnita sea primo con el módulo k. 
En este caso, segun la proposicion demostrada (63). es posible siem- 

pre encontrar un valor » de 2, que haga el producto 4v congruente 

con el número 6 respecto de dicho módulo k; y, como cualquiera 

otro valor de z, por el cual se obtenga el mismo resultado que con el 
primero », tiene que ser por precision congruente con éste, conforme 

enseña tambien el teorema aludido, conclúyese que la congruencia 

2=0v (mod. h). 

6 bien, la expresion 

c=w>+kz 

representan la solucion completa de la congruencia dada. 
Aplicando las denominaciones que al comenzar este capítulo recor— 

damos, diremos que las raices de la congruencia de primer grado (1) 

son todas entre sí congruentes, 6 pertenecen á la misma clase (62) res- 

pecto del módulo; y por consecuencia, aunque en número infinito, no 

deben considerarse sino como una sold raiz cuya forma general es 

e=0o0>kz. 

siendo 2 un número entero. 
Esto sentado, para hallar efectivamente este valor v de x, ú resol- 

ver la congruencia propuesta, 

ax =b (mod. k), 

por medios ya conocidos, la compararemos con la de Euler (64 
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AO | (mod. £) 

y obtendremos en seguida 

a=0db.a' Are (mod. kk). 

Ejemplo. Sea la congruencia cuya solucion buscamos 

21 =-— 3 (mod. 15). 

Como (59) 

* o (1=8, 1 .2 =128= == (mod. 15), 
tendremos: 

2=-=—3.—7=21=6 (mod. 15). 

Luego la forma que comprende todas las raizes 0 soluciones de la con- 
gruencia dada, y representa su única c/ase, es la siguiente: 

a=6>+>15z. 

2. Cuando el coeficiente «a de la incógnita no sea primo con el mú- 

dulo k. 
Designando en este caso por 4 el máximo comun divisor de los nú= 

meros 4 y k, desde luego se concibe que cualquier valor de x que 

satisfaga á la congruencia (1) 

ax =b (mod. k). 

satisfará tambien á la misma congruencia, segun el módulo 0: pero 

siempre será 

ax =0 (mod. 0). 

puesto que « es divisible por 8; por cuya razon, á no ser h tambien 

divisible por 5, esto es, 

b=0 (mod. 0), 

la congruencia (1) es irresoluble. 
Admitida esta condicion necesaria, y, haciendo 

10 



a= 00, MS. 

obtendremos la congruencia 

a x=0' (mod. k'). (2) 

equivalente á la primera; porque no hay duda que será la diferencia 
a'a—b' divisible por k', siempre que la otra, a'5x—b'5, lo sea 
por k'3; y recíprocamente. Siendo, pues, unas mismas las raices de 

las dos congruencias 

ar=b(mod.k) y  «x=0' (mod. E), 

como el coeficiente 4” de la incógnita en la última es (42-Cor.) primo 
con el módulo k', retrocedemos al caso anterior, siempre posible, y que 
ya sabemos resolver; de lo cual se desprende que la condicion calificada 
antes de necesaria para que fuese resoluble la congruencia (1), es ade— 

más suficiente. 

Ahora bien, segun hemos dicho en el primer caso, la congruencia 

ax =b' (mod. k') 

tendrá una infinidad de raices congruentes (mod. k'). cuya forma ge- 

neral, siendo » una de ellas, será 

a=o»kz. (3) 

Mas todas estas raices lo son tambien de la congruencia 

ax =b (mod. k): 

y es natural que ocurra preguntar cuántos de los números comprendi- 

dos en la expresion (3) serán incongruentes respecto del módulo / de 

esta última congruencia. Para averiguarlo, recordaremos (59) que dos 

números distintos, 

o+zk y o0o+2k, 

de los mencionados (3). serán congruentes (mod. k) siempre que su di- 
ferencia, 



sea divisible por dicho módulo k; y para que ésto se verifique, como 

es k=k'5. es indispensable que 2—2' sea divisible por 5, ó, en 

otros términos, que se verifique la congruencia 

2 =2%' (mod. 0). 

Infiérese de aquí, que dos números cualesquiera de los comprendidos 

en la forma (3) 
a=o+2k', 

pertenecerán á la misma clase, 4 á clases diferentes, respecto del mó- 
dulo k, segun que los números 2 y 2” pertenezcan á la misma clase, 

6 á clases diferentes, respecto del módulo 6; concluyéndose que la 

multitud indefinida de los términos de la série abreviada 

puede distribuirse en £ clases diferentes, respecto del módulo / de la 
congruencia (1) propuesta. Y, en efecto: son los representantes de 

cada una de estas 8 clases las 5 formas numéricas que á continuacion 

se expresan: 

E E AS mo (0= 1) 0% 

El resultado, en lenguaje vulgar, de cuanto queda dicho, es el si- 

guiente: 

Para que una congruencia sin limitación alguna 

az=b (mod. /), 

sea resoluble, 6 contenga raices, es necesario que su segundo miembro 6 

sea divisible por el máximo comun divisor 5 del coeficiente a de la in- 

cógnita y del módulo k; y, si esta condicion se cumple, la congruencia 
propuesta contiene exactamente 3 clases de raices, d 0 raices incongruen- 

tes, respecto de su módulo. 
Es claro que la condicion aquí exigida se cumple siempre que sea 

S=1, como sucede en el caso primero ya explicado; y cuando sea 
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6= kk, en cuyo supuesto es 

a=0 (mod. k). 

con tal que al mismo tiempo sea 

b=0 (mod. /), 

se verifica tambien la condicion exigida en el resumen anterior; pues 
entónces cualquier número « satisface á la congruencia idéntica 

ax=b(mod. /), 

segun al principio de este párrafo afirmamos. 
Por via de ejemplo del caso general nos propondremos resolver la 

congruencia 

8x=— 12 (mod. 60). 

Ante todo observaremos que esta congruencia es posible; porque el 
máximo comun divisor, 4, del coeficiente 8, y el módulo 60, es divisor 

tambien de su segundo miembro — 12; y de aquí se deduce inmedia— 
tamente que tiene 4 raices. 

Para encontrarlas dividamos la congruencia dada por 4 y obtendre— 
mos la siguiente: 

21=-— 3 (mod. 15) 

cuya única clase dle raices está expresada, como sabemos (caso 1.”), por 

la forma 

6+15z; 

de la cual, haciendo 

resultan las cuatro clases de raices de la congruencia dada, á saber: 

2=6, =21, =36, x=51 (mod. 60). 

Tambien pudiéramos haber hecho depender la resolucion de la con 
gruencia propuesta de dos congruencias, segun los módulos 4 y 15 res- 

pectivamente, mas viniendo siempre á parar en el primer caso de que 
antes tratamos, 
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Es evidente que el procedimiento explicado para hallar el valor de 

la incógnita, en los dos casos precedentes, se facilitaría mediante una 

tabla, semejante á la que figura en la página 134, que contuviera los 

(k — 1) múltiplos del coeficiente «4 de la incógnita y sus restos míni- 
mos absolutos correspondientes, respecto del módulo /f; mucho más 
teniendo en cuenta que cada dos múltiplos equidistantes de los extre— 
mos de la série indicada, tales como ma y (k—m) a, producen, fuera 

del signo, restos iguales (mod. k). Pero de lodos modos, la resolucion 

sería enojosa siempre que el módulo y el coeficiente de la incógnita, 
en la congruencia cuya solucion buscamos, fuesen números ya un poco 

grandes: por lo cual necesitamos apelar á otro método más sencillo, 

69.—Segundo método. 

Para explicar debidamente este método advertiremos ante todo que, 
sin menoscabo de la generalidad exigida en éste asunto, podemos con- 

cretarnos al caso en que el coeficiente de la incógnita y el módulo sean 
primos entre sí, y además igual á la unidad el segundo miembro; por 
que evidentemente, si designamos por 7 la raiz de la congruencia 

al 

será +05 la de la congruencia 

ax ==>). 

Llamando 6 al módulo, para que sea mas completa la semejanza 
entre esta notacion y la que se acostumbra en los libros de Algebra, 
nuestro problema se reduce á resolver la congruencia 

ar => l (mod. 0), 

0, si se quiere, la ecuacion indeterminada de primer grado 

ac—=by=xtl1. 

Para efectuarlo hallaremos el máximo comun divisor del coeficiente 2 
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y el módulo 5, y obtendremos (40) el sistema de igualdades: 

a=yb+c 

b=08c+d 

== le 

m=m1=+>0. 

Con los cocientes resultantes de este algoritmo, incluso el de la 1] - 
tima division cuyo resto es cero, formemos la fraccion contínua 

l 

RON 1 ly. 0. € HU. Y. mM 
(0 => = 3 ls 2 M 

Sas 

: | 
Sa 

A=Rk- 

Pp === | 

y => 
mM 

si las reducidas de esta fraccion continua, á saber: 

1 l o+1 l o+l)e+ 
El ya = > =P == | ar5 = 1 ele 

| 0 0 o+ => oe+1 

será: 

*) Apéndice l. 
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en la cual se tomará el signo + ó el — segun que el número de los co- 
cientes 00 Earn. p, Y, M sea par ú impar. 

Pero los dos términos de la última reducida son iguales respectiva— 
z , : a 7) 

mente á los de la fraccion generatriz de la contínua, 3 , esto es; 

ena: Ma e A =0 37 lO. secos Mo del = 08 

luego, sustituyendo estos valores en la igualdad anterior, se convierte 
en la siguiente: 

NOAA w, VE == 1 (mod. D): 

de donde se deduce que los valores de z é y que buscamos son, pres- 

cindiendo del signo, iguales respectivamente al denominador y al nu- 
merador de la penúltima reducida. Y, como respecto de los signos, ya 

indicamos antes la regla que debe seguirse, la cuestion está completa 

mente terminada. 
Hallada por este procedimiento una solucion cualquiera (%', y'), el 

problema está completamente resuelto; porque de las igualdades 

ar—by =1=ax' —0y' 

se deduce esta olra: : 

al—e)=b(y—y); 

la cual exige, como 4 y b son primos entre sí, que (r—') sea di- 
visible por 6, y que y —Y' lo sea por 4. Llamando 2 al cociente co- 
mun, tendremos las formas 

a=Ye+b2, y=y+az 

que representan todos los pares de soluciones de la ecuacion propuesta, 

si 2 recibe sucesivamente los valores de la série numérica entera. 
Ejemplo. Sea la congruencia 

3712 = | (mod, 100). 
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El algoritmo del máximo comun divisor (40) de los números 37 
y 100 se expresará como sigue: 

1001 37 | 0 370. 1005387 
15550) [HADAS 
SIDO 100=2. 37 +26 

74 

lA 3M=1. 26111 
26 

11261] 2 26=2. ll=+> 4 
22 

AA 2 i=20 den 8 
8 

A 4=14. 3=+ 1 
| 3 

l == 

Los cocientes resultantes de este algoritmo son: 

A A E 

Para calcular las reducidas tendremos: 

A e 

A A a 
1 E 151311 

y, teniendo en cuenta que el número de los cocientes expresados es im- 
par, se desprende inmediatamente que: 

a =-— 27 ="3 (mod. 100) 

y = —10 (mod. 37) 

Il 

ó bien 

a==—21+1002 é y=-—10+872. 

Haciendo la comprobacion se encuentra efectivamente: 

31. (2 =100(=10)= 1. 
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Para resolver la congruencia dada 

37% =1 (mod. 100) 

por el método primero hubiéramos tenido que elevar el número 37 á la 

potencia 
p (100) —1 =39: 

operacion más embarazosa y expuesta á equivocaciones que la del má- 

ximo comun divisor de los números 37 y 100, y consiguientes ahora 

explicadas. ñ 
Escólio. De un modo semejante á lo que se hace en las ecuaciones, 

podemos aquí tambien expresar la raiz de la congruencia 

ax =b (mod. k) 

/ : 
por z (mod. (k). Asi, por ejemplo, == (mod. 100) representará todo 

1 

número 

= — 21 = 13 (mod. 100). 

Esta expresion (mod. k), como sabemos, no significará nada real, 
a|o 

silos números 4 y k£ contienen algun factor comun por el cual no sea 

; ara NO, 
tambien / divisible; pero, fuera de este caso, la raiz — (mod. h) ten- 

a 

drá valores reales en número infinito: congruentes segun /k, siempre 

: k 
que 4 y k sean primos entre sí, 4 congruentes, segun -= =/h', cuan- 

0 

do £ represente el máximo comun divisor de dichos números, «4 y 4. 

Por consecuencia, siempre que existan dos múltiplos cualesquiera, 04z 
y bx, que se diferencien en la unidad, de los números 4 y b, éstos 

números serán primos entre si; y, dados estos números, primos entre si, 

siempre será posible encontrar pares, en número infinito, de otros nú- 

meros (2, y), que satisfagan á la ecuacion 

ar—0by=1. 

De estos principios se desprende la importante proposicion siguiente 
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70.—Demostracion de la fórmula an +by +02 +..... =05, donde 0 

representa el máximo comun divisor de los números a, b, ce 

Designando por 3 el máximo comun divisor de varios números 4, b, 

siempre serd posible determinar otros tantos nÚmeros x, Y, 2, 

, de modo que se verifique, entre los primeros y los segundos, la 

ecuacion 
ar+by +c2+du + = 

En efecto, consideremos primeramente dos números nada más, 4 y 

b, y llamemos 8' á su máximo comun divisor: entónces la congruencia 

ar =0' (mod. /) 

será posible. Designando por z' su raiz, y haciendo 

tendremos, conforme al enunciado del teorema, la relacion 

az +by'=0". 

Representando ahora por 5' el máximo comun divisor de 0' y Cc, 

6, lo que es igual (42), el máximo comun divisor de los tres números. 

a, b, c, se determinarán, como antes, dos nuevos números, 2”, Us 

que satisfarán á la ecuacion 

a Boy == 0; 

de la cual, sustituyendo por 5” su valor hallado, se deduce esta otra : 

aca + by +cy"=0". 
. 

Significando por 3'” el máximo comun divisor de 0” y d, 6 bien. 

el máximo comun divisor de los cuatro números 4, b, c, d, determi- 
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naremos tambien otro par de números 2"", y", ligados por la rela- 

cion A E 

que se convertirá en la siguiente: 

acaa" + by +ey o +dy"=0" 

y asi continuaríamos, fuesen cuantos quisieran los números 0, b, €, d..... 

Si estos números 4, b, €, d..... fuesen primos entre sí, su máximo 

comun divisor sería la unidad (42-Cor.), y la relacion entre ellos 

ar+by+ti+4.... == le 

Nótese que, siendo dos los números, 4 y hb, tenemos las igualdades 

== y=Y5 

siendo tres, 4. b, c. estas olras;: 

A pl ”r , ”r 

== LY == YD 

y, siendo cuatro, 4, b, ec, d, las que siguen: 

, mor mr, 
A DD Ud CU Y) 

cuya ley de formacion es patente. 
La resolucion de las congruencias de primer grado es el fundamento 

para la de muchos problemas, entre los cuales debemos estudiar, por su 

importancia, los siguientes: 

711.—Hallar los múmeros congruentes con dos mwúmeros dados, respecto de 

dos módulos dados. 

Sean estos módulos 4, 2, segun los cuales un número zx debe 

ser cóngruo respectivamente á los determinados 4 y bh. Este número % 
debe satisfacer, por consiguiente, á las dos congruencias 

2 =«0a (mod. 4) 

2=b (mod. £) 
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por satisfacer á la primera tendrá la forma 

=a+ Az 

la cual, sustituida en la segunda, nos dará esta otra 

A2=b-—a(mod. 5) (1) 

para determinar el valor de la nueva incógnita 2. 
Ahora bien, si designamos por 0 el máximo comun divisor de los ) to) 

módulos 4. 5, esta congruencia será posible (68-2.”) siempre que su 3 1 l 
segundo miembro h— a sea divisible por 9, 6, únicamente, cuando se 

verifique la congruencia 
= b (mod. 0) (2) 

Cumplida esta condicion, la solucion completa de la congruen- 

cia (1) será, como sabemos 

Y 
Bb EN Bb 

20 (mal ==). Olea, 14=0== == 4 
(0) 0) 

en cuya forma representa » una raiz cualquiera de dicha congruencia 
y 2 un número entero arbitrario. Sustituyendo este valor de 2 en el 

de x obtendremos, por fin, la forma 

AB 
=a4+ ÁAÁD0E——M > 

9) 

de todos los números % que reunen las condiciones exigidas en el 
enunciado del problema; y la cual, haciendo 

aAFÁD=L0> 

puede tambien expresarse del modo siguiente : 

AD 
=D ( mod. o ) > 

Ejemplo. Hallar los números que divididos por 12 produzcan el res- 

to 7, y divididos por 15 den el resto 4, es decir, resolver las con- 

eruencias 

x=" (mod. 12%). y  z=4(mod. 15). 



Haciendo 

2=/14=12 ? 

y sustituyendo este valor de z en la segunda congruencia, obtendre— 
mos la siguiente: 

122 = — 3 (mod. 15), 

que satisface á la condicion necesaria (2) para ser posible; puesto que 

su segundo miembro, —+3, es divisible por el máximo comun divisor, 

3, de los módulos 12 y 15. Simplificándola, pues, se convierte en esta 
otra: 

4z= == (mod. D): 

cuya solucion completa es 

z2=l (mod. 5). óbien, 2=1+50; 

de la cual se deduce 

2=Y+12+60n, 0bien z=19 (mod. 60). 

12.— Hallar los números congruentes con varios números dados respecto 

de varios módulos dados. 

Si agregásemos un tercer módulo (, segun el cual fuesen los nú- 
meros z cóngruos con c, procederíamos del mismo modo; y, desig— 

nando por 5” el máximo comun divisor de los números 

(E 

ae y C, yporiz2 =0' (mo. 5) 
19) 

la raiz de la congruencia 

AB 
—24 + Av0+a=c(mod. (), 
0 

la solucion completa de la cuestion sería entónces: 
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a 1 SN 
9) 

40 ABC 
v' + A4Av+a( mod. =— 

50 

Y análogas soluciones se encontrarían, si en vez de ser de tres, fuesen 

cuatro 4 más los módulos propuestos. 

Adviértase que los números 

A ee ABC 

(9) 00 

son los minimos múltiplos comunes (44) de los módulos 

E O A ON CU E 

respectivamente: asi que, si M representa este mínimo comun múlti- 

plo, la solucion completa de las congruencias de un mismo número Z, 

referido á varios módulos 4, B, C...... tendria, en último resultado. 

la forma 
1 =>" (mod. 14). 

Mas si estos módulos fuesen primos entre si dos á dos, la condi- 

cion (2) se cumpliria siempre, y sería su producto su mínimo comun 

múltiplo (44-Cor.), dependiendo entónces la resolucion de las con- 

gruencias, 

«=a (mod. 4), z=b(mod. B), x=c(mod. C)..... : 

de la congruencia única 

z =>" (mod. 2). 

siendo 
AAN 

Recíprocamente, esta única congruencia puede resolverse en las ante- 

riores, descomponiendo el número 2 en sus factores primos. 

Infiérese de lo dicho que el problema de verdadera importancia, y 

de utilidad para nosotros, será aquél en que se supongan los módulos 

primos entre sí dos á dos, y cuyo enunciado es: 

Hallar los números x que satisfagan al sistema de congruencias 
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x=a(mod. 4) 

w=b (mod. 5) 

x= c(mod. C) 

2=d (mod. D) 

en las cuales representan los módulos 

AO da 

números primos entre sí dos d dos. 

El procedimiento para resolver este problema queda ya anterior 
mente indicado; mas, en lugar de buscar por operaciones sucesivas, 
segun se dijo, la solucion pedida, se puede hallar con ménos embarazo 
por otro método que á continuacion se explica. 

Distribuyamos el producto 

PAD 

de los módulos en dos factores, como sigue: 

PELAS BCIA Y ARA CE DAS CA ABD <<) 

DAA (oe 

y, para mayor brevedad, hagamos 

PESADAS BOS DD 

Determinense ahora los números a, P, y..... que satisfagan res- 
pectivamente á las congruencias 

A'a=l (mod. 4), B'B= 1 (mod. B), Ey = L (mod. Odisea 

y los números z que se buscan estarán dados por la congruencia 

=4Ax10+BPBb+Cyc+.... (mod. P): 

puesto que de la congruencia 
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A's=1 (mod. 4) 

se deduce esta otra 

A'aa=a (mod. 4); 

la cual prueba que el primer término en el valor de z es realmente 
congruente con a(mod. 4), mientras que los otros términos son nulos 

respecto de A: y lo mismo puede demostrarse para cada uno de los 

términos 

que son congruentes con b(mod. Bb), c(mod. ()..... al tiempo que 

todos los demás son, en cada caso, mulos, segun los módulos respec- 

tivos. 
Además de su brevedad posee este método la ventaja de que los nú- 

meros auxiliares, a, P, y..... , determinados mediante los módulos 

exclusivamente, permanecen constantes para cualesquiera restos, mien- 

tras dichos módulos no varien. 

Escólio. La congruencia 

2 =>"(mod. P), 

donde se supone 

representa todos los números que satisfacen á las condiciones del pro- 
blema y son congruentes con 7(mod. 2); mas, como los restos que 

cualquiera de ellos produce al ser divididos sucesivamente por los facto- 

Tes A O de 2. son tambien congruentes con 7 (61-7.”) se— 

gun cada uno de estos divisores, resulta que estos restos y los de los 
números x coinciden, esto es, son los mismos restos dados, 4, b, C..... 

Si, pues, cada uno de estos números 4, hb, C..... recibe los valores de 

un sistema completo de restos (62) segun los módulos 4, B, C...... 
respectivamente, la expresion anterior de zx tomará del mismo modo 

los valores de un sistema completo de restos segun el módulo 

Es evidente que los restos 4, hb, C..... pueden recibir, así como se 
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LAidiCLo A valores distintos respectivamente, y al resto 
r corresponderán 

valores; pero en el caso de ser los números 4, b, C..... , primos con 

sus módulos, solo podrán tener 

ad), a OC)... 

valores, y 
Y (P) = p (A TEO ODA ) 

el número z; y como este último número de los valores de zx tiene 
que ser igual al producto de los valores respectivos de los restos 
Dd , resulta nuevamente la relacion (56) 

Esta conclusion nos proporciona á su vez un nuevo medio para de— 
terminar la forma explicita de la funcion u (*). 

En efecto: si /V es un número primo 4, el número de los térmi- 
nos de la série 

primos con 4, será evidentemente 

o(a) =4a—=1. 

Ze a ETE z pere 
Si V=a", los términos de la série 

A a 

divisibles por «4, se hallarán todos comprendidos en esta otra: 

a—l . (04 a 

que consta de a términos: luego restando de los 4” términos de 
A £ a—1 e % a 

la série anterior los q de esta última, la diferencia 

(*) PBuleri comm. arilhm. XX—16. Serret, Cours d' Algebre supérieure, $. 285. 

11 



z , , . a as expresará el número de los números primos con el propuesto 4”, éin- 
feriores al mismo. Y, finalmente, si Y es un número primo cual- 
quiera, 

y por otra: 

de cuyas igualdades resulta la siguiente: 

¿(am =0(1 hs (1 0 ==) cda 

que representa el valor de la funcion ¿. 
Ejemplo. Hallar los números que divididos por 3, 7, 10, produz- 

can respectivamente los restos 2, 3, 9. 

En este caso tendremos: 

PSA OA 10721 

y. por consiguiente, las congruencias 

70a=1 (mod. 3) a =1 (mod. 3) 

30f=1 (mod. 7) quedan: (f=4(mod. 7) 

21 y =1 (mod. 10) y=1 (mod. 10); 
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de donde resulta, por fin. 

70.1.2+30.4.3+21.1.9= 689 = 59 (mod. 210). 7 11 

Para enseñar prácticamente cómo se debe proceder cuando los mó- 
dulos dados no sean primos, y las precauciones que en este caso con— 

viene tomar para reducirlo al anterior, resolveremos á continuacion otro 
ejemplo. 

Sean los módulos y restos dados respectivamente 

A=6, B=12, C=15, 

1. => 10% c =10. 

Desde luego podremos prescindir del módulo 6; puesto que si un 

número es congruente con la unidad segun el módulo 12, lo será tam- 

bien segun el módulo 6, Por otra parte, todo número = 1 (mod. 12) 
debe tener la forma 

3. 4n=e 1: 

la cual manifiesta que dicho número tambien dará el resto 1 segun los 
módulos 3 y 4; y todo número = 10 (mod. 15) afectará la forma 

3.5310, 

que, dividida por 3, produce asimismo el resto 1, y el resto 0 si se 

divide por 5. Luego los datos del problema propuesto se convierten, 

sin menoscabo de su significación primitiva, en estos otros: 

A=3, B=4, C=5, 

a=1, b=1, ec=0, 

que cumplen ya con las condiciones exigidas á los del primer pro- 

blema. 
Las congruencias, pues, para resolver el actual serán: 

2 (mod. 3) 1 209 = 1 (mod. 3) u 

'l 158= 1 (mod. 4) de donde se deducen: $ = 3 (mod. 4) 

12 y = 1 (mod. 5) = 3 (mod. 5) — ll 
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y, por consecuencia, la congruencia final 

=20.2.1+15.3.1+12.3.0=85= 2 (mod. 60), 

que patentiza ser 
a=2+602 

la forma de los números zx que se buscaban. 

13.—Descomposicion de una fraccion en la suma de otras más sencillas. 

Si escribimos en forma de ecuacion la congruencia 

=4A0a+ Bar COyo+...: (mod, 2), 

tendremos: 

a=»P+4A10+B'Bb+Cyc+ 

6 bien, dividiendo por 

PERDON = Aj AU BE BE AA 

A a. 34 ye 

ld RAT a 

MO O 

representan, como sabemos, números enteros. 

Si designamos, pues, por Y un número entero cualquiera 

mos, como antes, 

PAE 

y establecemos la igualdad 

N Zz Y z 
"2 AT A 

, hace= 



se deducirá esta otra : 

N=»P+4'r+B'"y+C bt... 

y las congruencias para determinar los numeradores 2, Y, %..... se- 

rán evidentemente: 

NV =A'x (mod. 4) 

NV = B"y (mod. B) 

N=0C"'z (mod. C) 

en las cuales figurará tal cual sea el mismo número /VV dado, siempre 

que sea P>V, y por tanto, 2 =0; ó bien el resto resultante de di- 

vidir Y por 2, cuando la fraccion /': 2 sea impropia. 

Ejemplo. Sea la fraccion 

descompondremos su denominador en sus factores primos entre sí dos á 
dos 

SOM ARA AUS ? 

y tendremos, por consecuencia: 

523 zx Y 2 Y 

S40003 5 7 8 

y tambien 
A=3 A" = 280 

DIA LOS 

D=1 (AE120 

MESS Dido 

Con estos datos las congruencias para determinar los numeradores 

Ha o o e 
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serán estas: 

280 1 = 923 (mod. 3) 

168 y = 523 (mod. 5) 

1207 = 523 (mod. 7) ll 

105 w = 523 (mod. 8) 

De las cuales, dividiendo sus dos miembros por el módulo respectivo, y 
tomando los restos mínimos absolutos, se deducen las soluciones 

2 =l (mod. 3) 

1 (mod. 5) 1 

¿ =2 (mod. 7) 

"= 3 (mod. 8) 

Y de aquí la descomposicion que se deseaba: 

A AS 
400 Sali 10D 8 840 

Es claro que, admitiendo cada una de las últimas congruencias in- 
finidad de valores congruentes, el número de soluciones para el proble— 
ma propuesto es tambien ilimitado, pero se limitará desde el momento 
que se imponga á las fracciones parciales que se buscan la condicion de 

E 4 y Ne 3 z 
ser propias. Quitando una unidad al último quebrado e y agregándo- 

2 E 
sela al penúltimo — 7 resulta la nueva descomposicion 

523 1 ze 1 ña 5 De 

SAO USO e 8 

: 2 se 
Agregando una unidad al quebrado — > Y quitándosela, bien al 

quebrado ., biená 3» tendremos otras dos descomposiciones. á 
0) O 

saber: 



A a AS 
a O 
A ds 

que completan las cuatro posibles en el caso particular de que tratamos. 

714. —Resolucion de varias congruencias de primer grado con igual nú- 

mero de incógnitas. 

Sean las congruencias (*) 

UA LHEDYEHC 2 e = 

ad+bly+cz+ Dgo =/ 

Wa+rby dat... =f" 

cuyo número supondremos igual á %. 
Multiplicando respectivamente estas congruencias por los factores 

indeterminados E, E', É£”..... , sumándolas despues ordenadamente, 

é igualando á cero los coeficientes de cada una de las incógnitas, ex- 
cepto la zx, obtendremos las (4 — 1) ecuaciones, 

es NE ce y” az 0 A = 

rEer có+rcé pia a. q =0) 

NY 

y 

(*)  Gauss,—D. A. $. 37. 
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á cuyo fin se tomarán los valores ¿ de modo que $, 8, E", E” 

sean primos entre sí dos á dos. 
Eliminadas así todas las incógnitas, ménos la z, la congruencia 

resultante contendrá solamente esta última, representando en ella las 

letras E números enteros. 
Aplicando el mismo método de eliminacion para todas las incógni—- 

tas, excepto la y, obtendremos un nuevo sistema de (n— 1) ecuacio= 
nes, semejante al anterior, 

a +0 nan +0 a+ =(0) 

co+c' y a q" ON A 0 

para determinar los números 7, NM, My... con la condicion de ser 

tambien primos entre sí, como los E, E, Eu... 
La congruencia resultante, en este caso, contendrá solamente la in= 

cógnita y y las cantidades 7, 719, n..... ya determinadas. 

De un modo semejante llegaremos á otra congruencia con la incóg— 

nita 2 y los números £, determinados por el sistema de ecuaciones 

A 0) 

ODA E des 12 E 

Y, repitiendo el mismo procedimiento, es evidente que de las 2 

congruencias dadas acabaremos por deducir otras tantas en cada una 

de las cuales figure una sola incógnita, á saber: 

(aE+a E pa E e... Ja=fE SFE SNE AR 

A A E AS 

E O A E (cE+c E 

las cuales pueden escribirse abreviadamente de este modo: 



al =3f 

== PA 
A (mod. k) =+ (8) 
ER 

La resolucion de varias congruencias con varias incógnitas, por 

consecuencia, se reduce á la de varias congruencias cada una de las 

cuales contiene una sola incógnita: problema que ya sabemos resolver. 
Mas conviene, sin embargo, recordar algunas ideas y examinar 

aquí tambien los dos casos que en su lugar oportuno (68) consideramos. 

1." Cuando todos los coeficientes Mak, Xbn,..... de las incógni- 
tas son primos con el módulo 4, las congruencias correspondientes son 
posibles (1.”) y la solucion completa del E se expresará por con— 

gruencias de la forma z=p(mod. k), y =q (mod. k)..... etc. 

Asi, por ejemplo, si se dan las congruencias 

+R3SYyt. z= IN 

d+ y+052 ltda 8) 

22+2y +. mE, 

se hallan facilmente £=9, £'=1, E" =—14; y, por consecuencia, 
—l52=-—26 y de aquí 7 = tad 8). Del mismo modo se encuen- 
tran las congruencias 15y=-—4, 152=1, y sus raices correspon- 

dientes y=4, 2=“ (mod. 8). 
2.” Si los coeficientes Ha, Xbn, Ecf..... no son todos primos 

, rr 
con el módulo k, y designamos por 0, 0, O... los máximos co- 

munes divisores e este módulo y de 16% números Nas, Xbn, YcG...... 

respectivamente, el problema será imposible siempre que dichos diviso- 
res no dividan tambien en cada caso á los segundos miembros NG, 

Alo PAC 000% Pero, si esta condicion se cumple, el sistema de con— 

gruencias (65) será posible y su solucion estará expresada por con= 

gruencias de las formas 

Z = p (mod. 5) . y=I (mod. 5) . L=Y (mod. 5) ee. 
19 
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las cuales darán ú valores incongruentes (mod. k) para 2, 0' valores 
diferentes para y, 0” para Z..... etc., que satisfarán tambien á las del 
sistema mencionado. Mas conviene advertir que, si bien todas las solu- 

ciones de las congruencias propuestas (4) se hallan entre las 0, 0' 
AAA etc., de las últimas, no todas las combinaciones de todos los 5 

valores de x, con todos los 6" de y, con todos los 5” de 2..... etes, 
satisfarán tambien al problema de cuya resolucion tratamos, sino sola 
mente algunas ligadas entre sí mediante ciertas congruencias de con— 

dicion (68-2.”). 
Para mayor esclarecimiento de estas ideas resolveremos minuciosa— 

mente el siguiente 

Ejemplo. Sean las congruencias 

ILIFDYHE 2 11 4 

212+3y +22=1 Msi 12) 

LR Maz 

Las ecuaciones para determinar los cocientes 

r, ” erre ”. Y en , É É É n' q 0" Él 2 yn 

7 Y z ) AN , _—— — —— O , a ..... 

son 
” or: ”r 
DES 356 ==0 a 

¡ Para los € 
E 525 -E=3 =07 

3n+21 +57 =0 ) 
; para los 7, 

+27 +87 =0) 

ESA SNE? = 1) 

BERE RHRI CE =0 
OS para los 

de los cuales se deduce: 
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Teniendo presente que en este caso particular son : 

a =3 0. =5 cl fa =4 

IBA ==? A dl 

== == Pe 6 

facilmente hallaremos : 

NUS= 3— 4+5= 4 > 4— 14+6=-—4 

DAS a+ 31= AS d+ T—-6= 5 

Nel =— 13+44— 3 = 28 2 fí=-—352+154-6= 96 

Por consecuencia, el sistema de congruencias que tenemos que resolver 

es el siguiente: 

4D => 

Ty=  5)(mod. 12) 

282 = 96 

ó6 bien (61-5.”) este otro: 

== moda) 

T1y=  5(mod. 12) 

7 S | ¡ = 24(mod. 3) 

que se deduce del anterior dividiendo las congruencias primera y ter 
cera por 4, máximo comun divisor de los coeficientes 4 y 28, y del mó- 

dulo 12. 
Estas últimas congruencias quedarán satisfechas por los valores 

representados en las que siguen 

x= 2(mod. 3) 

y = 11 (mod. 12) 

z= 0O(mod. 4) 

ó bien (68-3.”) en estas otras 
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2=2, 5, 8, 11 (mod. 3) 

y=1l1=-—i1 (mod. 12) 

3,6, 9(mod. 3) S ll e 

Para hallar ahora las combinaciones de estos valores de 2, y, 2, 

que satisfacen al problema, sustituyamos en las congruencias dadas las 

formas 
2=2+30', y=11, 2¿=0+32 =32 

y, despues de efectuada la trasposicion, obtendremos el nuevo sistema 

914 Ye 37 =0) 

30+ 62" +62'=0 (mod. 12) 

l5+ 152 +92 =0 | 

que, mediante la division por el comun divisor 3, se convierte (61—5.”) 
en este otro; 

I0+3="=+ 2 =0 

107220 +22" =0 (mod. 4) 

+62 +32 =0 

ó bien, reduciendo todos los coeficientes á sus restos minimos absolu- 

tos (mod. 4), en el siguiente: 

—(l+e)+ 2=0) 

2(1+:%')+2z2' =0 (mod. 4) 

(I+zx)+ 2 =0 

La primera y última de estas congruencias pueden reunirse en una 
sola, y la de enmedio expresa lo mismo que las otras dos, todavía de un 

modo más general, esto es, con referencia al módulo 2. Así que para 

evitar toda contradiccion estableceremos la congruencia condicional 

7 =(1+0') (mod. 4); 
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de donde se desprende que, para obtener valores diferentes x y 2, res- 
pecto del módulo 12, las cantidades z' y 2' sólo pueden recibir los de 
la série 0, 1, 2, 3: los cuales, en virtud de la congruencia de con- 

dicion, producen exclusivamente las combinaciones posibles 

> do == Ui=2 De 

Ml a = 2 2 =3 2'= 

Dando, pues, á z' y 2" en las formas 1=+32', 2=32', estos 
pares de valores, tendremos: 

AOS E Parar 

3, 6, 9, 0, para los correspondientes de z. 

Y de todo esto resulta que el problema propuesto admite las soluciones 
compatibles, siguientes: 

y=11, 11, 11, 11) (mod. 12). 

2= 3, 

CAPITULO 11. 

Proposiciones generales sobre las congruencias. 

Ya dijimos (67) que dos funciones enteras y con coeficientes tati 
bien enteros se llamaban congruentes, segun un módulo cualquiera, 
siempre que fuesen congruentes, respecto de este mismo módulo, los 
coeficientes respectivos de iguales potencias de su variable comun. Esta 

definicion es general; pero como las congruencias con módulos com- 
puestos se refieren á otras de módulos primos, de cuya resolucion de- 

pende la de aquellas, nos concretaremos en cuanto vamos ahora á decir 
á los módulos primos solamente. Esto sentado, pasemos á demostrar las 
proposiciones que siguen. 
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715.—Congruencia con cero del producto de dos funciones. 

Designando por p un mimero primo, el producto de dos funciones 
de a, enteras y con coeficientes enteros, f 2) y Fa), será congruente 

con CERO, segun el módulo p, sólo cuando lo sea uno de sus factores. 

En efecto, siendo las funciones dadas 

Y) n—1 n—2 
F(T)=077 07 +48 Heros +0, ¡2+0, 

7) n—1 n—2 
Ple) =0¿0 20% "TD, % o A 

para que ninguna de las dos sea =0(mod. p) es necesario y suficiente 

que exista en cada una, por lo ménos, un coeficiente que no sea divisi- 

ble por p. Designemos, pues, por a,_, el primer coeficiente no divi- 

sible por p, contando desde el último, de la funcion f(%); y por b,_, 

el primer coeficiente de la funcion /"(x%) que satisface tambien á las 
condiciones del anterior: de manera que todos los coeficientes, con in 

dices superiores á estos dos, son divisibles por p en ambas funciones. 
Esto supuesto, facilmente se ve que el coeficiente de la potencia 

"7% de la variable z, en el desarrollo del producto f(x) MP'(%), es 

igual á 

a D AS EAS A ES. lO A E n—r*"n—s 

esto es, igualá a, _,.b,_,, más una série de términos que, segun la 
Mo 

hipótesis, son todos múltiplos de p, de donde se deduce que tal coefi= 

ciente será 

=0 0 (mod. 7). 
UA n—S 

Pero este producto, como el número p es primo, no es divisible por 
Pp, porque no lo es ninguno de sus factores; y, por consecuencia, tam- 
poco serán divisibles por p todos los coeficientes de f(z) FP (2), como 
debieran serlo para que fuese f(%) F'(%) =0 (mod. p): luego la suposi- 
cion de que ninguno de los factores f(w), (1) sea =0 (mod. p) es 

inadmisible: resultando demostrado que la congruencia 



f(w) PP (2) =0 (mod. p) 

exige que se verifique una de estas dos, por lo ménos: 

f (2) =0 (mod. p). 
Q- 

F (2) =0 (mod. p). 

76.—Descomposicion de una funcion entera en otras dos. 

En este teorema estriba la demostracion del siguiente, debido á 
Gauss (*). 

Si una funcion entera con coeficientes enteros, de la forma 

m>+mn m+n—1 m>+u—2 
o(a= + (¡7 + (¿2 =P E59os dE o a o E 

no puede ser descompuesta en el producto de otras dos, tambien enteras y 
con coeficientes enteros, 

y Mm m—1 
f(1)= +0,82. +8 <q. Hty 32H 

n—2 
PF(a)=2 +b 0" Edy ee O 

tampoco podra ser descompuesta en el producto de dos funciones enteras, 
de la misma forma, con coeficientes racionales. 

Admitamos, en efecto, que la funcion ¿(z) pueda ser descompuesta 
en el producto de dos funciones, f 2), (2), enteras, con coeficientes 

racionales, pero fraccionarios: consideremos estos quebrados reducidos 

á comun denominador y designemos respectivamente por a y f los de- 
nominadores comunes de los coeficientes en f(2) y F(z). 

Multiplicando cada una de estas funciones por su comun denomina— 
dor, y estableciendo, para mayor sencillez, las igualdades generales, 

() D.A. $. 42. 



el producto supuesto 

o(0)=f(0) P (0) 
se convertirá en este otro: 

C.o(2) =/ (0)F' (0), 

en e, cual ras funciones 

y (1) =20 "+00 a oboor a 
m—1 u + e 

F(a)=f+p0 + os + ¿2+8), 
n— 

tienen evidentemente coeficientes enteros. Ahora bien, segun el teore= 
ma anterior, todo factor primo p, contenido en C, debe dividir tam- 
bien á todos los coeficientes de una de las funciones f' (2) 6 FP” (2), por 
lo cual pueden estos factores primos suprimirse, y resultar así una nue- 
va ecuacion 

p(1) =$" (a) 4" (0), 

donde las funciones f” (%), /"” (2) son asimismo enteras, y con coefi— 

cientes enteros; y los coeficientes de las máximas potencias de su va- 
riable comun deben ser en ambas iguales á la unidad, puesto que el 

producto de los términos que contienen estas máximas potencias es 

igual al término, que en e(%) contiene tambien la máxima potencia 

de x, cuyo coeficiente es la unidad. Luego la descomposicion de « (x) 

en dos funciones enteras, pero con coeficientes fraccionarios, lleva ne- 

cesariamente consigo la descomposicion de dicha funcion en funciones 
enteras, con coeficientes enteros: lo cual es contrario á la hipótesis, y. 

por consecuencia, inadmisible la descomposicion supuesta. 
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77.—Composicion del primer miembro de una congruencia. 

El primer miembro de una congruencia de grado n y de módulo 
primo, que contenga n raices incongruentes, es igual al producto de n 

factores binomios cuyo primer término comun es la incógnita y cuyos 

segundos términos son dichas raices. 
En este enunciado se supone implícitamente que el coeficiente de 

la más elevada potencia de la incógnita es igual á la unidad: lo cual 

puede siempre admitirse; puesto que, dada la congruencia general, 

1 241 
fia) =ac+ax ho +4, 

1 
¿2 +a, =0 (mod. p), 

en la cual no puede ser 4, divisible por p, si hemos de considerarla 
como del grado 2, siempre podremos encontrar (68) un número z que 

satisfaga á la congruencia 4,1 = 1 (mod. p), multiplicar por él la ge- 

neral propuesta, y reducirla asi á la forma particular, ordinaria, á que 
se refiere el teorema. 

Hecha esta advertencia, para que se comprenda bien la exactitud 
del mismo, tal como está expresado, vamos á demostrar ahora que, si la 
congruencia de la forma general 

f(x) =0 (mod. p) (Mm 

contiene las 2 raices diferentes a, B, y..... 7, será su primer miem- 
bro 

Fx) =0, (009) (1 — PB) (0 —y)..... (1 A) +p (0). 

En efecto, siendo «a raiz de la congruencia (1), si dividimos por 

(1 —xa) el polinomio f(x), el resto 7, de esta division será divisible 
por p; pues, designando por f, (x), el cociente de la misma, que será 

un polinomio entero con coeficientes enteros, del grado (2— 1), ten= 

diremos la igualdad 

Fx) = (1 —2)f, (1) +1 (2) 

de donde se deduce. como es 2 =au(mod. p), 7, =f (a) =0 (mod. p). 

12 
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Admitiendo que la congruencia (1) contiene otra raiz f, incon- 

gruente con a, de la última ecuacion se desprende la siguiente: 

(B —3)f, (8) =0 (mod. p); 

y de ésta, como ($—x) no puede ser divisible por p, que f (6) =0 
(mod. p); y, por consecuencia, que f es raiz de la congruencia 

$, (w) =0 (mod. p). Dividiendo, pues, f, (2) por (1 — E), obtendremos la 
igualdad semejante á la anterior, 

f, (0) =(1— P)f (1) +12, 

en la cual 7, representa tambien un múltiplo de p, y f(x) una fun- 
cion entera y con coeficientes enteros, del grado (n— 2). 

Sustituyendo ahora este valor de f, (w) en la igualdad (2), resulta 
esta otra: 

fo) =(1—a) (1 —P) flo) + ro(1—a) +", 

6, como 7, y 7, son múltiplos de p, la siguiente: 

f)=(0—a)(a— Pf, (0) +p (10 +m) 
donde / y m representan números enteros. 

Si todavía la congruencia (1) admitiese otra raiz y, diferente, 6 

incongruente con las anteriores a y f, probaríamos, como antes, que 

dicha raiz y deberia serlo de la congruencia f,(1)=0, en atencion á 

que los factores (y —a) y (y — fB) no pueden ser divisibles por p; y 
obtendríamos asimismo una ecuacion de la forma 

f0=(—3(2—Pl—pf(0+pro+s0+0, 

en la cual 7, $, £, significan números enteros. 

Prosiguiendo del mismo modo, y admitido que la congruencia (1) 

luviera 2 raices incongruentes a, P, y..... A, llegaríamos, por fin, 

evidentemente á la ecuacion, 

f(1) =0/ (202) (1—Ple—=y)..... (14) +p (0), 

donde a, expresa el coeficiente de la mayor potencia de x en los po- 
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linomios f(x%), f,(w), fa(z)..... cuyos grados van disminuyendo, y b(z 

un polinomio cuyos coeficientes son todos números enteros. 

Si la congruencia (1) la suponemos reducida á la forma ordinaria, 

esle coeficiente 4, no figurará en la expresion última, que podrá en- 

tónces escribirse, plenamente de acuerdo con el enunciado del teorema, 

de este modo: 

Flo) =(25—0(1—P (2 Y)..... (a —2)=0 (mod. p). 

78.—Vúmero máximo de raices de una congruencia. 

Demostrado que el polinomio de forma ordinaria f(w), es equiva- 
lente al producto de los nx factores binomios, (a—a), (1—f),..... (1—M, 
es claro que existirán tantos modos de hacer aquel polinomio divisible 
por p, como haya de convertir dicho producto en múltiplo de p, y no 

otros diferentes. Mas, como p es primo, para que el producto 

(1— a) (1 — P) (1 — y)..... (22M) 

sea divisible por p es necesario (45) que alguno de los factores de este 
producto lo sea: lo cual se verifica para todos los valores a, f..... y, 
congruentes con z segun p, y nada más que para estos valores; pues 
para otro cualquiera, ¡., incongruente con ellos (mod. p), el producto 

(— (1 —8) (n— 1)... (un 

no podria ser divisible por p. luego 
Toda congruencia de grado n no puede contener más de mn raices 

incongruentes. 
Y de aquí se deduce, que si la congruencia propuesta de grado %, 

f(x) =0/(mod. p), fuese satisfecha por más de n valores congruentes 

con 2, sería necesariamente idéntica. 
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79.—Relaciones entre las raices de dos congruencias y las correspondien— 

tes de su produclo. 

Si se verifica la igualdad 

Fu) =3 (0) Y (0), 

donde las funciones ¿(w) y Y(x) representan polinomios con coeficientes 

enteros, y la congruencia de módulo primo, 

$ (1) =0 (mod. p), (1) 

contiene tantas raices incongruentes como unidades su grado, las con 

gruencias 
(1) =0(mod.p) y  +¿(=)=0 (mod. p), (2) 

contendrán tambien respectivamente tantas raices como unidades el mayor 

de los exponentes de 2. : 
Desde luego se advierte, en efecto, que toda raiz de la congruen— 

cia (1) lo es tambien de una por lo ménos de las congruencias (2); por 
que de la expresion evidente 

2 (a) 4(a) =$ (2) =0 (mod. p), 1 

se sigue que uno por lo ménos de los dos números q (u) 4 4(a), liene que 
ser divisible por fp. Ahora bien, si una de las dos congruencias (2) 

contuviese ménos raices que unidades su grado , el número de raices de 
la otra deberia sobrepujar á su grado; puesto que la suma de los grados 
de los dos polinomios ¿(w) y v(w), es igual al grado de su producto 

f(x); pero no es posible, segun acabamos de demostrar, que una con— 

gruencia contenga más raices que unidades su grado: luego el número 
de raices incongruentes de las dos congruencias, ¿(2)=0 y d(%)=0 

(mod. p) será igual exactamente á su grado respectivo. 

Escolio. Si el módulo p de la congruencia f(x) =0_ no fuese un 
número primo, el polinomio f(%), igual al producto 
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podria ser divisible por aquél sin que lo fuera separadamente ninguno 

de sus factores, y entónces ocurrir el caso de que alguna de las con- 
gruencias (2) contuviese más raices que unidades su grado. 

80.—Criterio de las soluciones enteras. 

De lo dicho se desprende que existen infinidad de congruencias de 
grado n con 2% raices incongruentes; pero, dada una cualquiera de 
ellas, no se podrá, en general, saber por ésto solo si admitirá, 6 no, so- 

luciones en números enteros. 
Existe, sin embargo, una congruencia notable, cuyas soluciones en— 

Lleras se conocen siempre en valor y número, particular á primera vista, 
mas en realidad general y fecunda para nuestro objeto, que es la con— 

gruencia de V'ermat (65). Refiriéndonos por de pronto al caso más ge- 
neral (64), esto es, al teorema de Euler, 

AN (mod. k), 

podemos decir, en efecto, que esta congruencia contiene exactamente 

tantas raices como unidades su grado; puesto que, en primer lugar, sa- 

bemos que la satisfacen todos los números primos con /, los cuales 
pueden distribuirse en ¿(k) clases; y, en segundo, añadimos que sólo 

estos números la satisfacen; porque suponiendo que así no fuera, y que 

o representase el máximo comun divisor de una raiz cualquiera 2 de 

la expresada congruencia, y de su módulo l, tenia tambien que ser 5 

divisor comun de los números g*% y k; y por consecuencia, de los 

números 1 y k: lo cual es imposible no siendo 6= 1. 
Aplicando ahora esta doctrina al caso particular de Fermat, diremos 

que la congruencia 
p—1 

z — 1 =0 (mod. p) 

contiene las (p — 1) raices incongruentes, segun 7, 

y no contiene ninguna otra, diferente de éstas. 
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Mas, segun la proposicion (77), será 

EFE A pa) = 0 (nod) 

de donde se desprende (79) que, si la congruencia de grado 2, 

f(%) =0 (mod. p), 

contiene 2 raices inferiores á p (como siempre se supone), deberá ser 

f(x) divisor de me 6, con más generalidad : si la congruencia 

f(x) =0 contiene % raices enteras, el polinomio f(x%) y el bino- 

mio 2? '—1 tendrán un divisor comun de grado 0; y, recíproca—- 
mente: si 9 fuese un divisor cualquiera de (p—1) tendríamos la 

ecuacion 2 

a —1=(0—1)p(0), 
siendo «Y(2) un polinomio con coeficientes enteros: de donde (79) se 
sigue que 

La congruencia Ñ 

a” =1 (mod. p), 

cuyo grado sea un divisor de (p—1), contiene siempre 0 raices incon— 
gruentes. 

Conclúyese, por fin, que siempre podremos averiguar si una con- 

gruencia f(x) =0 contiene raices enteras, y cuál sea el número de 
estas raices, hallando el máximo comun divisor de su primer miembro 

f(x) y del de la de Fermat, a 7? 1. Si este máximo comun divi- 

sor existe, y designamos su grado por 5, la congruencia f(1)=0 ad- 
mitirá, segun hemos dicho arriba, % raices enteras; pero, si no exis- 

te, esta congruencia no contendrá raices enteras. Así vemos, como 
indicamos al principio, que la congruencia de Fermat, particular á pri- 
mera vista, es, no obstante, muy general en el fondo, y comprende en 

cierto modo á todas las demás. 
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81.—7'eorema de Wilson. - 

Este importante teorema, demostrado por Waring é impreso por 
Wilson, se deduce inmediatamente de la equivalencia poco antes esta— 
blecida, 

0 —1=(1—1)(0—2)/(0—3)..... (2=(p—1))=0 (mod. p). 

Comparando los términos independientes de 2 en su primer miem- 
bro y en el producto desarrollado del segundo, como el número de fac- 
Lores negativos es par, tendremos, 

—1=1.2.3... (p — 1) (mod. p); 
ó bien 

II ESO (p=1)+1<=0(mod. p). 

Este teorema en lenguaje vulgar se enuncia de este modo: 
Si p es un número primo, el producto de todos los números enteros. 

inferiores d p, aumentado en una unidad, es un múltiplo de dicho nú- 
METO. 

No decimos en este teorema número primo ¿mpar, sin embargo de 
que en tal supuesto lo hemos deducido, porque la congruencia de 
Wilson se verifica tambien para el único número primo, par, 2, siendo 
como lo son +1 y —1 congruentes entre sí (mod. 2). 

Esta propiedad de los números primos, que demuestra el teorema de 

Wilson, sirve tambien para conocer si un número dado cualquiera es d 

no primo. En efecto, si p es el número, siempre que se verifique la 

congruencia 

será primo; pues, si no lo fuera, contendria algun divisor d, diferente 

de la unidad y de sí mismo, que sería precisamente uno de los núme-= 

LOS 2 Blas (p=1), y dividiria, segun lo supuesto, á la suma 

UI ARO y e tas 
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y evidentemente á su primer sumando; de donde resulta que el otro su- 

mando, 1, habria de ser tambien divisible por 4: lo cual es absurdo. 

Luego todo número primo verifica la congruencia de Wilson; y es asi- 

mismo primo todo número que la satisfaga. 
_La forma en cierto sentido particular de la congruencia de Fermat, 

fundamento conocido sobre el cual nos apoyamos para resolver las 

otras, nos induce á pensar que los principios expuestos en esta parle, y 

muy especialmente los contenidos en la última de las proposiciones re 

ferentes al número de raices de una congruencia cualquiera (de módu- 
lo primo), se hallan incluidos en una doctrina más amplia: la de las 

congruencias binomias, cuyo estudio debe ser nuestro punto de partida 
para plantear y resolver, hasta donde se pueda, el problema que princi- 
palmente constituye el objeto de nuestras actuales investigaciones. 

CAPITULO II. 

De las congruencias binomias. 

82. — Preliminares. 

Se llama binomia toda congruencia de la forma general 

V 

ax =b(mod. k) 

en la cual representan las letras 4, ) números enteros, y el exponen- 

te 2 un número entero y positivo. 

Para resolver estas congruencias, de un modo semejante á lo que 

hicimos con las lineales, comenzaremos por estudiar los restos que, se— 

gun un módulo cualquiera, producen las potencias sucesivas de un nú— 

mero dado. Los restos de estas potencias se llaman potenciales, y, en 

particular, cvadráticos, cúbicos, etc., segun la potencia de donde pro- 

ceden sea la segunda ó cuadrada, la tercera ú cúbica, etc., etc. 

Si designamos por «a dicho número dado y suponemos que sea pri- 

mo con el módulo /, es claro que ningun término de la série de po- 
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DS. UE (1) 

será divisible por /k; pero sí habrá alguno congruente con alguno de 

los del sistema completo de restos de £, 

Ahora bien, como este sistema de números incongruentes (mod. k) 
es limitado, siempre será posible encontrar dos potencias de a, prolon- 

gando suficientemente la série anterior, que sean congruentes (mod. ¿): 
esto es, siempre podrá establecerse la congruencia 

s+n $ n 

a "=04 .0 =4 (mod. k); 

de la cual se deduce (61-8.”) esta otra: 

a =1 (mod. k), 

que demuestra nuevamente lo que ya sabíamos por el teorema de Eu- 

ler (64): que, si u es primo con k, existe, además de la potencia 4. 
siempre =1 (mod. k), otra potencia de 4 tambien congruente con la 
unidad respecto del módulo k. Todos los números «4 que satisfacen 
á la última congruencia se denominan raices 1 de la unidad (mod. k), 

, n 

y pueden expresarse (69-E.) por el símbolo Y1 (mod. k). Entre estas 
raices es digna de particular atencion aquella cuyo exponente sea el 
minimo, exceptuando el 0. Representando por d este exponente m4- 
nímo para el cual se verifica la congruencia 

a =1 (mod. k), 

diremos en lo sucesivo que el número a pertenece al exponente dd ves- 

pecto del módulo k. 

De esta definicion, y de lo dicho arriba, se infiere que las potencias 
sucesivas de 4, 

1 2 d—1 

E a edo a (4) 

cuyos exponentes son inferiores á d, son todas entre sí incongruentes 
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. . s+09N Ss E 

(mod. 4); pues, si dos cualesquiera de ellas 4 y a, por ejemplo, 

no lo fueran, tendríamos como antes, 

s+2n Ss 
y «a =1 (mod. k): ll a 

es decir, que no sería, contra lo supuesto, d el mínimo exponente de 4. 

Los restos respectivos (mod. k) de las d potencias (4) constituyen lo 
que se llama un periodo de restos para el exponente d. 

Este período de restos se repite indefinidamente, en el mismo or- 

den, para cada d términos consecutivos de la série (1), que puede dis- 
tribuirse respecto del exponente d del modo siguiente: 

1 2 d—1 a ad+1 2d4—1 2d 2d4+1 3d—2 
0 0 UN 0 Q (. Q 

6 bien en esta otra forma más explícita : 

a dai +2 2 2d=1 0 .a—1 
a =1, 4 = UY == boo ) =40 

2d 2d+1 AE 3d=1__ d—] 
a=tiy va == = 0 EI =40 

qe 3d+1 3d+2 2 4da=1__ d—1 
a =1, a =04,.0 = Me =4 

De aquí se desprende que el exponente s de una potencia cualquie- 

ra 4, puede ser reemplazado por su resto mínimo respecto del expo- 
nente d áque a pertenece; pues haciendo s=Md ++, tenemos: 

$ mdz++'w Y 

a = =a4a (mod. k); 

- . Ss s' . 
y además que dos potencias 4 y a son congruentes (mod. h) siem- 
pre que sus exponentes s y s' lo sean respecto de d: lo cual facilita 
muchísimo, como se observa en el cuadro anterior, la investigacion del 

resto (mod. k) que produce una potencia de 4 por grande que sea su 
exponente. Pero la recíproca (y ésto es lo mas importante) de la propo- 
sicion anterior es tambien cierta; porque, designando por + y 4 los 
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restos (mod. d) de los exponentes s y s', de la congruencia entre las 
dos potencias de 4, 

: s' 
a” =«4 (mod. k), 

se desprende esta otra: 

== (mod. k) 6 bien «a. =1(mod. £k), 

la cual, como 7 y 7' son menores que d, sólo podrá verificarse cuan- 
do estos restos 7 y 7' sean iguales; y, por consecuencia, cuando sea 

s=s' (mod. d). 

Ahora bien, si las dos potencias congruentes de 4 que se conside— 
0 0 S 

ran son estas dos, 4 y a =1, de la congruencia 

a (mod. £), 
resultará la siguiente: 

s=0 (mod. d). 

Y ésto prueba que el exponente de toda potencia congruente con la 

unidad, respecto de un módulo cualquiera, es siempre divisible por el 
minimo a que pertenece la base de dicha potencia respecto del mismo mó- 

dulo; 6, en otros términos, que toda raiz n* de la unidad pertenece d 

un exponente que es un divisor de mn. Así, de la congruencia de Euler 
ya conocida 

a (mod. h), 

se deduce que el exponente d á que el número «4 pertenece, respecto 
de k, es siempre divisor de q (4). 

83.—De las raices primitivas. 

En general llaman los autores que tratan de la materia raices pri- 

mitivas á todos los valores de 2 que satisfacen á la congruencia 2 =1; 
pero no á otra semejante de grado inferior. Nosotros, sin embargo, con- 
formes en parte con alguno de aquellos (*), daremos á tales valores el 

(*) Poinsot, otra ya citada. 



188 

nombre genérico de raices propias de la congruencia a =1; y el es- 

pecial de primitivas á las propias de la congruencia particular |] 

(mod. k), 6 bien á los números pertenecientes al exponente p(k) res- 

pecto del módulo k. Así, un número 4 primo con k será raiz primi- 

tiva de esta última congruencia, cuando ninguna de sus potencias de 

grado inferior á +(k) sea =1(mod. k); y tambien podremos decir que 

las raices 2% de la unidad (mod. k) pertenecientes al exponente d 

coinciden con las raices propias de la congruencia 2"=1 (mod. k). 

Apoyándonos en la misma congruencia de Euler es fácil determinar 

previamente en qué casos, segun la naturaleza del módulo /, es posi- 

ble que existan raices primitivas para dicho módulo. 

Supongamos, y es el más general, que 

T qe y == 0) E 

en cuya forma representan /, 7, S,..... números primos diferentes. En- 

tónces (99) 

y PNTE o) G T—1 OL y a—1l A 

o (k)=p(p Jo) pls )..... =/l (p=1).? r—b.s (s=1)..... 

Si a es primo con k, y, por lo tanto, primo con cada uno de los 

factores de k, conforme con la congruencia de Enler, estableceremos 

las siguientes: 

qlo”) T 
0 =1 (mod. p ) 

o tr? p 
ar l= | (mod. 7") 

a ==) (mod. s”) 

Designando ahora por 2 el producto ¿(k) de los exponentes de 

estas congruencias, ¿(p”), o(r%), e(s”)....., resultará (66) finalmen- 

te esta obra: 

ES 11 | (mod. £). 

Pero (po) PA son números pares, excepto en el 
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caso (56) de que respectivamente sean p=2, n=1; r=2, p=1l;etc.: 

luego siempre que k contenga más de un factor primo impar, ó bien 

un solo factor de esta clase y el factor 2 elevado á una potencia supe 

rior á la primera, dos por lo ménos de los números +(p*), ¿(r*), 

o(s”) pee , tendrán un factor comun, y, de consiguiente, su mínimo 

comun múltiplo (44) será menor que su producto 4: es decir, que exis- 
te entónces un exponente de «4 inferior á ¿(k) que verifica la con 

eruencia de Euler: lo cual prueba que «4 no es raiz primitiva de £. 
Examinemos ahora el caso en que el módulo 

Eo 
AS, 

no contenga ningun factor primo impar. Todo número impar 4, primo 
con 2 naturalmente, podemos expresarlo bajo la forma 

2) 
a=*+=1=+2 82; 

la cual, elevada sucesivamente al cuadrado, produce las siguientes: 

2 43 
a=1+2 mn, 

792) > 
a = 1 (mod. 2”): 

congruencia que se verifica siempre que sea 4>2; y ésto prueba que q 

no es entónces raiz primitiva de 2 

Pero, si fuese: 4:32 , esto es; A =0; 1, 2; az por consecuencia, 

igualá 1,2,4 y e (2?) =1,1,2, la congruencia anterior nos con- 

duciria á un absurdo, y en cambio se verificaria para los tres casos ex- 
presados esta otra: 



la cual manifiesta que 4 enlónces puede ser raiz primitiva del mó- 
A , o ; ERAN 

dulo 2”. Y, en efecto, todo número impar es raiz primitiva de los mó- 
0 1 h : : A . 

dulos 2. y 2; y el número 36 —1 satisface tambien á la congruencia 

u=4 (mod. 4) 
> O 2 

evidentemente, y es, por lo tanto, raiz primitiva de 2. 

Ahora bien, de la congruencia 4=4' (mod. k) se deduce a =a' 
(mod. k), y de aquí que dos números cóngruos pertenecen al mismo 

exponente; y, por consecuencia, que los únicos números que debemos 
elevar á las potencias sucesivas para hallar sus restos, y ver por ellos 
los exponentes á que pertenecen, segun un módulo cualquiera!, son los 
que forman el sistema completo de números incongruentes para dicho 

módulo. Uno de estos números incongruentes a, respecto de k, hemos 
tomado como base de los anteriores razonamientos; y, puesto que lo 

mismo que del número 4 puede decirse de todos los incongruentes 
(mod. k), resulta, por fin, que sólo pueden existir raices primitivas: 

1.2 Cuando el módulo k sea un número primo impar. 
2. Cuando el módulo k sea una potencia superior d la primera de 

un número primo impar ó el duplo de tal potencia. 

3." Cuando el módulo k sea igual a 1, 204. 
Estudiaremos en particular, y con la minuciosidad que la impor- 

tancia de cada uno de ellos exija, los tres casos enumerados. 

84.—De los números pertenecientes 4 un exponente dado respecto de un 

módulo primo impar. 

El teorema de Fermat, 
p—1 

a = 1 (mod. p), 

enseña, conforme á los principios generales explicados en el párrafo 
anterior, que el exponente d á que pertenece el número 4 (no divisible 
por p) respecto del módulo p, debe ser siempre un divisor de y(p)= 

p—=1. 

Admitido que d sea efectivamente un divisor de p—1, ¿existirán 
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siempre números «a pertenecientes á dicho exponente d?; y, si en rea- 

lidad existen, ¿podremos saber cúales y cuántos son en suma? Demos- 

trado ya que es posible, en las actuales condiciones del módulo, la exis- 
tencia de números pertenecientes al exponente p—1, supongamos 
en general que un número por lo ménos, 4, pertenece en efecto á un 
divisor cualquiera d de p—1. Entónces los d números 

6 bien, escribiendo primeramente el último, 

2 a—1 S 
VO? ARENAS E (4) 

serán, segun ya probamos (82), incongruentes (mod. p); y como de la 
congruencia previamente admitida, 

d 
a =1(mod. p), 

se desprende esta otra, 

(a")=(a)"=1 (mod. p). 

es claro que los / números (4) son raices de la congruencia de grado d 
a 

x =1 (mod. p). 

Resulta, pues, que los números buscados, pertenecientes al expo- 

nente d, deben satisfacer á esta congruencia; y como sus d únicas 

raices, verdaderamente distintas, son los números incongruentes de la 
série (4), entre estos se hallarán los que buscamos. 

Tomemos ahora uno cualquiera de ellos; el 4”, por ejemplo; y pro- 
pongámonos averiguar cuál es el exponente, /, á que pertenece. Por 

definicion tenemos que: 

(a*)'=a"= 1 (mod. p). 

Y como a, por definicion 6 hipótesis tambien, pertenece al exponente 
d, resulta que 7/ debe ser divisible por d. Si representamos ahora 
por $ el máximo comun divisor de + y d, podremos escribir estas 

igualdades: 
A TOS , 

de las cuales se desprende que 74="52, debe ser divisible por d= 
do, 6 h por d'. A esta última condicion se satisfará de la manera 
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mas sencilla suponiendo que 4 =d': y, como para este valor d' es 

efectivamente 

(a) = CO 1 (mod. p), 

, 

conclúyese que al exponente d' corresponden d pertenecen todos los 

números de la série (4) cuyos exponentes tienen con d el máximo 

comun divisor 3=d:d'. Y por lo tanto: que al exponente d pertene- 

cen todos aquellos números, ¿(d), en totalidad, cuyos exponentes son 

primos con d; porque entónces 8=1 y forzosamente d'=d. 
Hasta aquí hemos demostrado que, si existe uno, existen precisa 

mente ¿(d) números pertenecientes al exponente d; pero nos queda 

la duda todavía de si no existirá ninguno. 
Para desvanecerla distribuyamos los (p — 1) números incongruen— 

tes segun J, 
rior 30 e) 

en grupos, cada uno de los cuales contenga exclusivamente los que 

pertenezcan á uno solo de los divisores d de (p—1). Si representamos 

por Y(d) el conjunto de los individuos del sistema de restos de p que 

pertenecen á un divisor cualquiera d, de (p—1), como ninguno de 

estos (p—1) restos 6 números incongruentes (mod. p) puede figurar 

sino en un solo de los grupos +(d), es claro que 

2v(d)=p=1, 

siempre que el signo sumatorio se refiera á todos los divisores d de 

(p — 1): mas tambien (57) 

2o(d)=p=1. 
y, por consecuencia : 

2 4(d) =2 p(d); 

de cuya igualdad se deduce que nunca podrá ser Y (d) =0 sino =0(d; 
porque cada sumando +(d) de su primer miembro todo lo más que 
puede valer, segun lo demostrado antes, es tanto como el correspon 
diente ¿(d) del segundo; y, de consiguiente, si aconteciere que una 6 

más veces fuese (4) =0, la suma YY (d) valdria ménos que 34 (4): 
lo cual es inadmisible siendo ambas sumas iguales. Luego 

El conjunto de los números incongruentes (mod. p) que pertenecen « 

un divisor determinado d de o(p)=p—1. es siempre ¿2(d). 
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85.—De las raices primitivas de un módulo primo impar. 

Habiéndonos referido en la última demostracion á un divisor cual- 

quiera de ¿(p), y no en particular á ninguno determinado, muy bien 

podríamos aplicar las precedentes conclusiones á los números pertene— 

cientes al mismo ¿+(p)=p— 1, esto es, á las raices primitivas de 7, 

y sentar desde luego que: 

Etisten siempre ¿(9 (p))=2(p=1) raices primitivas y del mú- 

mero p, cuyas potencias sucesivas 

IN deco NE (G) 

divididas por p, producen el sistema completo de restos (mod. p). 

Y además que: 
Entre las potencias (G) pertenecerán 4 un divisor, d, de (p=1), 

aquellas cuyos exponentes tengan comun con (p—1) el máximo divisor 
o=(p-—1): d. 

Pero, como indispensable para lo sucesivo, demostraremos estos 
principios por otro método, tambien más directo, que se funda en el si- 

guiente 

Teorema. Si establecemos la igualdad 

ul 8 a 

e(p=p=1=a UC... 

(Sendo 0, Ds Cua... múmeros primos diferentes), y A, B, Cu... re- 

» l Te ; *t ¿los y E p? Y Ote presentan amúmeros que pertenecen d los exponentes a”, Dd, Cl... res 

pectivamente, el producto ABC..... =P pertenecera al producto 

a 2 

A =0 (9), 

do será raiz primitiva del número primo p. ¿ 

Para demostrarlo observaremos ante todo que el producto ABC..... 
es raiz de la congruencia 

¿Dl 
= 1 (mod. p); 
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A r a y % 
puesto que p—1 es divisible por los números «-, De as y, 

como los números 4, B, C..... pertenecen, por hipótesis, á los expo- 
o 3 aL p—1 a 

nentes 4, A PRE , resulta que AÁ > Las AE o — 

rá, cada uno, congruente con la unidad (mod. p); y, por consecuencia, 

su producto (4BC..... e lo será tambien. De modo que, si probáse- 

mos que el exponente p—1 es el mínimo para el cual dicho producto 

da el resto 1 (mod. p), la demostracion estaria terminada. Suponga- 

mos, pues, que así no suceda; sino que, por el contrario, sea d, divi- 

sor de p—1, distinto de este número, el exponente á que tal producto 
pertenezca. El divisor 4 contendrá, por lo tanto, ménos veces que 

P»=—1 alguno de los factores, 4, por ejemplo, de este número; y po- 
dremos en este supuesto establecer la congruencia: 

E E 
AZAR AAA = 1 (mod. p); 

en la cual será a'<a; y tambien, refiriéndose al número 4, esta 

otra: 

eN 
= | (mod. p). 

Mas, segun la hipótesis del teorema, es 

A* =1 (mod. p); 

y, como siempre es posible (70) hallar dos números enteros, z é y, 
que verifiquen la igualdad 

2.0 +y.a O 

, "¿B 
a IS CÍA a a 

por ser 4” el máximo comun divisor de 4. y a 
de las dos últimas congruencias resultaría finalmente: 

Ctesino 7 

A" =1 (mod. p). 
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en contradiccion con lo admitido de ser a” el exponente á que per- 

tenece el número A. Luego no puede suponerse que el producto 

ABC....=P pertenezca á un exponente menor que p—1: lo cual 

prueba que tal producto es raiz primitiva de p. 

Pero este resultado, como el que obtuvimos poco antes (84), se funda 
r tambien en la hipótesis de que existan los números 4, B, O..... per- 

tenecientes á los divisores a”, pe, de P—1; por manera que, 

si el género de demostracion que ahora empleamos se ha de diferenciar 

del anterior, es necesario que lo admitido allí préviamente como hipoté- 
tico, lo establezcamos aquí desde luego, directamente, como de realidad 
incontrovertible. 

Comenzaremos por recordar, para esto, que si 4 representa un di- 
visor de p—1, entre los términos del sistema completo de restos 

(mod. p), 

habrá (p—1): «a solamente (78) que satisfarán á la congruencia de 
módulo primo 

pl 

zx * =1 (mod. p); (1) 

y no la satisfarán los restantes hasta el completo de p=— 1. Esta clase 

de términos existirá siempre que el divisor elegido, a, de p—1, no 
sea el mismo p—1; pues en este caso la última congruencia se redu- 
ciría á la de primer grado 

2=l (mod. p), 

que tiene por única raiz 1. Si designamos por gy uno de ellos, esto 
es, uno de los que no satisfagan á la congruencia (1), su potencia 

» . a .. 

(p=1):4, y tambien su potencia (p— 1): 4”, será incongruente con 
, 

la unidad: así que podremos establecer la nueva congruencia 

p=] 

y «% = 7, (mod. P): G (2) 
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z z . 2 . 
de la cual, elevándola á la potencia 4” y teniendo presente el teorema 

de Fermat, se desprende esta otra: 

12 = 1 (mod. PD): 

que manifiesta ser el resto 2, de la potencia (p=—1):a% de y, ele- 
z . 0 . . 

vado á la potencia 4”, congruente con la unidad. Si demostramos ahora 

a PUE y a 
que a” es el mínimo exponente que hace la potencia 2% congruente 

con la unidad, habremos conseguido lo que pretendíamos: hallar un 
, . a . 

número / perteneciente al exponente a”. Pero la demostracion de 
ésto es muy sencilla. En efecto: de la congruencia (2) se deduce que la 

z —1 : z 
potencia a” de /%, congruente con la (p—1):a de y, es in- 

congruente con la unidad; y con mayor razon lo serán las potencias 
a—2 a—3 A a O Ea etc., de /; mas el exponente á que / pertenezca 

debe ser divisor de a”, y esta potencia, por ser 4 número primo, no 
contiene factores diferentes de su base; luego será ella misma el expo- 

nente á que / pertenece. Tenemos, por consecuencia, quesi y repre- 

senta uno de los restos de p que no satisfacen á la congruencia (1), 
, . YA . 

el resto % (mod. p) de la potencia (p—1):a” de y, es efectivamen- 

te un número que pertenece al exponente a”: cosa semejante puede 

afirmarse respecto de todos los otros divisores, pe, ace = le 
y concluirse, por fin, que existen siempre números pertenecientes (mod. p) 

"álos divisores de p—1, y por lo tanto, raices primitivas de p. 
Demostrado por completo el teorema enunciado, es evidente que to- 

dos los productos distintos, 4 combinaciones posibles de los números 

AFPB UCI que pertenezcan á los exponentes a pe, As pri- 
mos entre sí, serán precisamente los números que pertenecen al pro— 
ducto de estos, p— 1, esto es: las raices primitivas de p; y el nú- 

mero de todas aquellas combinaciones, ó productos diferentes, el de es—- 

las raices primitivas. Ahora bien, sabido ya ciertamente que existen 
. 5 . , a 

siempre números A, B, C..... pertenecientes á los exponentes 0”, 
B 
1, c*....., probado tenemos (84) que al exponente a” pertenecerán 
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: 8 : o E fl 
¿(a”) números A; al 0*, ¿(0%) números B; al c*, e(c*) mú- 

/ 

meros (..... etc.; el número total de las combinaciones de todas clases 

que pueden efectuarse con los (a) números A, los 9 (0%) núme- 
y A » 

ros B, los p(c*) números C....., etc., es: g(a”) p(0) Ce e 

como este producto es igual á y (2 ee TA )=w(p— 1), este será 

tambien el número de las raices primitivas de p. 

86.—Método para hallar las raices primitivas de un número primo impar. 

Del procedimiento empleado en la demostracion anterior se des- 

prende una regla sencilla para calcular los números pertenecientes á los 
divisores de p— 1, y determinar, en consecuencia, las raices primi- 

tivas de p, que aplicaremos desde luego á un ejemplo. 

Sea el módulo 
2 

ESTER AS : 

y , por lo tanto: 

y de PR be 
qa A Ea Cs lo Ly 2d 

$ d a” y? 

Los primeros números del sistema completo de restos (mod. 73), cu- 
yas potencias 36 y 24 son incongruentes con la unidad, son 5 y 2; 
puesto que efectivamente tenemos: 

=-9,5=3,5%= 9,5%8, 5%=8.9=-1 
: $ : (mod. 73). 

A O 

Los divisores de p—1=72 son los siguientes: 

A E E PA O O o GTO MO 

Al divisor 1 pertenece solamente el número 1; al divisor 2=4, el 
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. 36 e e : 

número $5 =—l, 6 bien el 72; al divisor 3=b, desde luego el nú- 
24 E a dnde : ; 

mero 2" =—9; y, como los números inferiores y primos con 3 son 1 
: 1 2 

y 2, los restos de las potencias (—9) y (—9),, estoes, 64 y 8, per- 

tenecerán al exponente 3..... etc. El resto de la potencia 5 es 

— 21.3=-—63= 10 (mod. 73); 

el de la potencia e o E : de lo cual se deduce 

que 10 pertenece al exponente 8 = a = 2: y 37 pertenece al expo- 
2 . 

nente 9=2'=3 ; y, por consecuencia, el producto 

10.37 =370 =5 (mod. 73) 

pertenece al exponente 72=p—1, 6 bien, 5 es raiz primitiva del 

módulo 73. Hallada la raiz primitiva 5, todas las demás serán los restos 

(mod, 73) de las potencias de 5 suyos exponentes sean los números pri- 
mios con 72=p— 1, é inferiores á este número. 

87.—Otro método. 

El que acabamos de explicar es muy pesado en la práctica, sobre 

todo cuando se trate de un módulo ya un poco considerable; el ac- 
tual (*), por tanteo, como el anterior, hasta cierto punto, tiene la ven 

taja de ser más expedito. 
Elíjase á voluntad un número «4, primo con el módulo p (que la 

mayor parte de las veces convendrá que sea el mínimo, 2), y calcúlese 
su período, esto es, los restos de sus potencias sucesivas hasta llegar, 

prescindiendo de la potencia cero, á una = 1 (mod. p): si el exponente 

de esta potencia fuese p— 1, claro es que «4 sería raiz primitiva de 
Pp; mas demos por seguro que así no suceda, sino que, por el contrario, 

(*) Gauss, D. A. $..73. 
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pertenezca el número a al exponente m<p—1; y ensayemos otro 
número b, no contenido en el período del precedente a, el cual su- 

pondremos que pertenece al exponente 2, menor tambien que p— 1; 

puesto que, si fuera n=/p—1, ya sería h raiz primitiva. Como el nú- 
mero 5 no figura entre los términos del período de a, es evidente que 
el exponente 2 no puede ser igual á m, ui factor del mismo; pero, si 

fuese 2 múltiplo de m, ya pertenecería el número b á un exponente 
mayor que el del número 4, y más próximo, por consecuencia, del má— 

ximo, p=—1, que buscamos. Ahora bien, este número que pertenece á 

un exponente mayor, y más próximo á p—1, por cuyo medio va pro- 
gresivamente avanzando la resolucion del problema propuesto, podemos 

siempre determinarlo, aunque no sea m2 múltiplo de m. En efecto: 
designemos por y. el mínimo comun múltiplo de los números m y 2; 
y descompongámoslo (43) en dos factores primos entre sí, mw y %, 

divisor el uno de m, yde 2 el otro: y entónces, de las congruencias 

hipotéticas, 
AS 

A => BO) 

se desprenden estas otras: 

mi 

a =A == BS modip): 

y, de aquí, como %' y 2 son primos entre sí, la siguiente: 

(AB)”"=(AB)" =1 (mod. p), 

que determina el número que deseábamos. 

Calculando de este modo números que sucesivamente vayan perte- 
neciendo á exponentes mayores, por precision habremos de llegar á 
uno que pertenezca al máximo, p—1, y este será el que se busca. 

Ejemplo. Sea p="3. Tomemos el menor número primo con 73, 
que es 2, y formemos su período: 

SANS, Eo Al Sa: 

el cual, como tiene 9 términos', prueba que 2 pertenece al exponente 9. 
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Calculando ahora el período del número 3 que no figura entre los tér— 

minos del período de 2, tendremos los 12 términos: 

y AI A e A 

cuyo número indica que 3 pertenece (mod. 73) al exponente 12. El mí- 
nimo comun múltiplo de los exponentes Y y 12es 36= al producto de 
dos números primos entre sí, 9 y 4, que dividen respectivamente á Y y 

12, siendo los cocientes 1 y 3: de modo que 2 <3= 54, pertenece- 
rá al exponente 36. Formemos ahora el período de 54, y obtendremos 

los 36 términos: 

54, 69, 3, 16,61, 9, 48,37, 27, 71, 38, 8,67, 41, 24, 55, 50, 72, 

19, 4, 70,57, 12, 64, 25, 36, 46, 2,35, 65, 6,32, 49, 18,23, 1: 

cuyo cálculo es sencillo, si tenemos en cuenta que un término cual- 

quiera es igual al resto (mod. 73) del producto por 3 del que le precede 

en 3 lugares, por ser 3 el resto (mod. 73) del cubo de 54. 
Fijándonos en el número 5, vemos que no está comprendido entre los 

36 últimos; pero lo está su cuadrado 25 ocupando el lugar 25: lo cual 

manifiesta que 25 es resto de la potencia 25 del mismo 54; y, como 25 
y 72 son primos entre sí, que 25 pertenece al exponente 36; y, por 
consecuencia, 5 al exponente 36 <2= 72, es decir, que 5 es la raiz 

que buscábamos. En este ejemplo hemos visto que ciertas circunstan- 

cias han contribuido á simplificar todavía más el procedimiento gene— 

ral antes explicado. 
Hallada una raiz primitiva, y, de un número primo 7, de la série 

de potencias de esta raiz primitiva, se pueden tambien deducir fácil- 

mente los números pertenecientes á los divisores, d, de p—1, mul- 

tiplicando los números inferiores, y primos con d, por 9 =(p—1):d; 
y calculando despues los restos de las potencias de y cuyos exponen- 

tes sean estos productos. 
Un ejemplo completo, mejor que explicaciones minuciosas, pondrá en 

claro éste y los demás particulares que sobre la misma materia hemos 

indicado anteriormente. 
Ejemplo. “Sea el número 6 módulo propuesto, p= 13; elevemos á 



las potencias sucesivas 1., 2.%..... 12.*, todos los individuos del 

sistema completo de restos (mod. 13), 1, 2, 3..... 12; y asi 

formaremos el cuadro siguiente; 

Exponentes . Restos de las potencias de los números incongruentes (mod. 13). 

a A 2 3 4 > 6 4 Ss 9 10 11 12 

2 RA IAS: 1 O 0 2 a dl 

3 MIS as li e O 

4 O A O AS A: ds A E! 

5 desa DO RI SN 8 tudo a 

6 RIA MS AZ A 1 

4 1 eS A AUS ALS E a LR 

s MEN DAS ESAS A 

9 A A O SS ES 12 

10 EA dis a ina 104 1 

11 hat O Ai DAA rr da 

12 AA A BRISA RNA IA O E dd al 

Los divisores de p—1=12 son 1, 2, 3, 4, 6, 12; y estos 

son los exponentes á que todos los números del sistema completo de res- 

tos (mod. 13) pertenecen. Al divisor 1 pertenece el único número 1; al 

exponente 2 pertenece otro solo número: el 12; al exponente 3 los dos 
números 3 y 9; al 4 tambien dos números: 5 y 8; al 6 otros dos: 4 y 10; 

y, últimamente, al divisor 12 los cuatro números, 2, 6, 7, 11, que son las 
raices primitivas de 13. Estos resultados patentizan que á cada divisor, 
d, de 12, pertenecen 5 (d) números de entre los incongruentes (mod. 13); 

y además, que: 

e()+¿2+9(8) +2 (4) + (6) + (12) =3 e (d) =12. 

Si al exponente 6 pertenece el número 4, las potencias sucesivas de 

4 hasta la 6.*, 6 los restos de estas potencias, formarán el período de 
este número, y entre estos restos, los de potencias cuyos exponentes 
sean primos con 6, pertenecerán asimismo al exponente 6. En efecto: 



3 L Potencias: E DA a O 

Restos (mod. 13): 4, 3, 12, 9, 10, 1; 

donde se ve que 10 = 4? (mod. 13) pertenece al exponente 6 primo con 

el exponente 5 de la potencia 4”. Si formamos el período de una raiz 
primitiva, 2, por ejemplo, tendremos: 

» HO 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Potencias: 2.4219 19 MEE O 

Restos 2 8 8 0, e O Td 

El período de una raiz primitiva comprende, segun vemos, todos los 

términos del sistema completo de números incongruentes (mod. 13); y 

conocido este período de la raiz primitiva 2, todas las demás se calculan 

facilmente. Así; los números 2, 6, 7 y 11, que son restos de po- 
tencias cuyos exponentes son primos con 12, son raices, y todas las rai- 

ces primitivas, de 13. Al divisor 1 de 12 pertenece el 2%, cuyo expo- 
nente tiene comun con 12:1 el máximo divisor 12; al divisor 2 pertene- 

ce el número 12 6 2%, cuyo exponente 6 tiene comun con 12 el máximo . 
divisor 6=12:2; al divisor 4 pertenecen los números 8=32*% y 

, cuyos exponentes 3 y Y tienen comun con 12 el máximo 
divisor 12:4= 3; etc. Con los divisores d de 12, sus complementa— 

rios 0, y los números inferiores y primos con cada uno de los primeros, 
formamos el cuadro siguiente: 

ON 

9 d Primos con d. Productos por 8! de los - ñ 
h ; . Potencias correspondientes de 2. 

primos con d. 

E ME E od 
6d AO 2, 10 e 
31 CAES 370 A 
O me e 
6.25] 4 6, 2” 
a da mos 2” 
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Los productos 1, 5, 7, 11 son los exponentes de las potencias 

de 2, cuyos restos (mod. 13) son los números que pertenecen al exponen- 

te 12; los restos de las potencias DA que son 4 y 10, son los nú—- 

meros que pertenecen al exponente 6; etc. b 

Para terminar este asunto daremos á continuacion una lista de los 

números primos impares, inferiores á 100, con sus mínimas raices pri- 

milivas correspondientes. 

IDEA. Da Ue le O a O Ss US EM b) 
ACES LIS A ZA LO E ZA O 

Números = 43, 41, 09, 99, 61,607, 71, 135 191835:89.197 

Raices A as ll de OS SAD. Il 

Complemento de la doctrina general anterior. 

De los principios antes demostrados se desprenden numerosas con- 
secuencias, entre las cuales merecen fijar nuestra atencion las que se- 

guidamente se expresan: 
1.* Zlmimero de los números que pertenecen d un exponente cualquie- 

ra es siempre par, exceptuando los dos únicos casos en que tal exponente 

sea 162. Pues entónces ¿(1) y ¿(2) son la unidad. 

2.* Dos números cuyo producto sea cóngruo con la unidad (mod. p) 

se llaman socios segun p. 

Todos los múmeros que pertenecen al mismo exponente (mod. p), mayor 

que 2, son sócios dos d dos, segun p. En efecto: perteneciendo el número 
a al exponente d (mod. p), si + es primo con d, y menor que este 

número, pertenecerá a” al exponente d (84); y, como d—r estam- 

bien primo con d (55), pertenecerá asimismo eee al exponente d; 

pero 

a .a” "=4"=1 (mod. p): 

r a 7 ro. . d— 
luego 4. y a son sócios. Falta, sin embargo, demostrar que q 

es el único socio de a”. Para esto admitamos, por un momento, que 
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exista un exponente 7' diferente de d—7, menor que d y primo 
con d, de modo que se verifique la congruencia 

vr 7 7 
+1 / y 

a.a =4 = 1 (mod. p); 

esto pide que 7+>" sea un múltiplo de d; pero 7 y 7 son, por 
hipótesis, ambos menores que d; y, por consecuencia, 7-+1 menor 

que 2d: luego no puede admitirse la suposicion de que a” tenga un 

socio distinto de a”, 
Los exponentes de los números socios son complementarios respecto 

del exponente á que éstos pertenecen. 

De aquí se sigue que: 
3. El producto de todos los números que pertenecen al mismo expo- 

nente (mayor que 2) es cóngruo con la unidad. 
4.* Los periodos de todos los números que pertenecen al mismo expo- 

nente' segun un módulo dado, constan de los mismos términos, aunque 
en diferente órden. Pues, si 4 pertenece al exponente d, y 7 es pri- 
mo con d, pertenecerá tambien (84) a” al exponente d. Los restos 

de la série de potencias (82) 

dde e co At a e: 

se reproducen periódicamente de d en d; y, como en esta série de 
potencias, prolongada suficientemente, se encontrará cualquiera de 

F nv 
0 , por ejemplo, a”, resulta que esta otra série 

producirá los mismos restos, prescindiendo del órden, que la ante- 
rior (63). Asi el período del número 2 que pertenece al exponente 
9 (mod. 73), es: 

e Ú A+. 2 4, 8, 16, 32, 19) 4871905 01; 

y de los mismos términos, aunque en órden diferente, constan los pe- 

ríodos de los números 37, 4 y 55, 16 y 32, que asimismo pertenecen al 
exponente 9. Además son socios: 2 y 37, 4 y 55, 16 y 32, 
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5. Sien un periodo de restos correspondiente d un número cualquie—- 

ra (diferente de 0) prescindimos del último término 1, los equidistantes 
de los extremos son socios. Pues, si establecemos que, en el caso de que 
sea impar el número de términos que queden en el período, suprimido 

el último, el único término del medio entónces existente sea socio de sí 

mismo, podemos, en general, afirmar que las formas de dos cualesquiera 

de estos términos equidistantes de los extremos del período (restringido) 

son a* y a 7% cuyo producto es: a*.a*—*=a*=1 (mod. p) (2.*). 
Con mucha facilidad se demostraria despues de lo dicho que: 

6.2 Los pertodos (fuera de su último término) de dos números socios, 

constan de los mismos términos, pero en orden inverso. 

Y tambien que: 
1% Sise suprime un número cualquiera de terminos sucesivos de un 

periodo cualquiera, los productos de cada dos múmeros equidistantes de los 

extremos en el periodo parcial restante, son entre sí congruentes segun el 

módulo a que dicho pertodo se refiera. 

8." Entre los términos del periodo de un número a, perteneciente dun 

exponente d (mod. p), no se hallará nunca el término —1, cuando d 
sea impar; mas, sí d es par, se hallará una sola vez el término —1, y 

Ss 

este resto correspondera precisamente d la potencia —=] de a, den gene 2 v) 

; d y 
ral d la potencia nd + als En efecto: si d es impar, cualquier nú- 

mero par, 27, dejará un resto 7 <d, al serdividido por d; y decon- 
siguiente, podemos darle la forma 27+=n2d+. Admitiendo ahora 

que se verifique, contra la conclusion primera, la congruencia 

21 , 
a =—1, y. por lo tanto, a. = 1 (mod. p); 

y, poniendo por 27 su valor, se obtienen las relaciones: 

27 nd+ nd yr yr 
MID DS Ma A (od. pp): 

y la última prueba que 4 no pertenece al exponente d: contra la hi- 
pótesis sentada. 
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d 

Si d es par, la potencia a* producirá un resto significativo, que 
pertenecerá necesariamente á un divisor de p—1. Sea 7 este resto, 

diferente de cero, que vamos á determinar, y d' el exponente tam- 

bien diferente de cero á que pertenece; tendremos las dos congruencias 

consiguientes: 

(mod. 7). 

Il 

Elevando la primera á la potencia d', y teniendo en cuenta la se- 

gunda, resulta esta otra: 

ad 

a * =r"=1(mod. p): 

de la cual se deduce, como 4 pertenece al exponente d, que om 

debe ser múltiplo de d; y ésto no es posible sino cuando sea d' =0, 
6 igual á 2; lo primero no puede admitirse, segun ántes dijimos; resta 
sólo la posibilidad de que sea d'=2, y 7, por lo tanto, el número 

que al exponente 2 pertenece; pero este número 7, que pertenece al 

exponente ¡2, es p— 1, cuya primera potencia es =—1, y su se- 

gunda efectivamente =1 (mod. p); luego será por fin: 

d 

E : 
a =-—|l(mod. p. 

9. De este teorema, en combinacion con el anterior, se desprende 

el siguiente: 
El producto de todos los términos de un periodo es cóongruo con +1, 

cuando el exponente a que el pertodo corresponde es impar, y cóngruo con 

— 1, si dicho exponente es par. 

Si el número 4 fuese raiz primitiva, su periodo comprenderia todos 
los números incongruentes (mod. p), 

ps dd 
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cuyo producto, como p— Í es siempre par, áno ser p=2, segun 

acabamos de decir, será =—1(mod. p). Y aquí tenemos una nueva 

demostracion del teorema de Wilson (81). 
Tambien es consecuencia de los teoremas anteriores, que: 

10." 21 producto de todas las raices primitivas de un número primo 

impar (fuera del 3) es siempre = 1. 

11.2. La suma de todos los términos de un periodo correspondiente d un 
número cualquiera es siempre =0. 

En efecto: designando por 4 un número perteneciente al exponen- 
te d (mod. 7), y efectuando la division 

(¿== Dile = 40 

2 as=á 
LRFRGHA + cc... +0 =p PD), 

tenemos: 

d 7 7 . 
pero 4 —1 es cóngruo con cero por hipótesis; luego 

2 
A +4 =0, 

á no ser a—1 divisible por p, ú bien a=l (mod. p). Este caso 

exceptuado puede ser comprendido en el general, si llamamos tambien 
período á un sólo término. 

12." La suma de todas las raices primitivas de un número primo pp, 

serd congruente con 0, si p—1 esun producto de potencias, superiores 

d la primera, de números primos; y congruente con E 1, cuando p—1 

conste exclusivamente de factores sumples. 

Ya demostramos (85) que, siendo 

p=1=a* pe e 

AE BOS números pertenecientes á los exponentes 4”, pY, ad 

todos los productos 4BC..... eran raices primitivas de p. Mas, para 

formar estos productos, hay que combinar todos los valores de 4 con 
todos losde B, etc.; y, por tanto, la suma de todos ellos será igual (49) 

al producto de la suma de todos los valores de 4, por la suma de todos 
los de B, por la suma de todos los de (7, etc.: en signos se expresará 

dicha suma por el producto 



208 

(ARAS A q BABY Bf...) (1) 

cuando A, AMA. y B,B',B"..... representen los valores distin- 

tos de 4,B, etc. 

Por consecuencia, lo que ahora debemos demostrar es que, en el su- 
puesto de ser a =1 (y lo mismo podria decirse de los demás exponen— 
tes (9, y.....), la suma 

ARA RA ss 

es =—1 (mod. p); y, si a>1, =0 (mod. p). 
Ahora bien: cuando «=1, y 4 pertenece al exponente primo 4, 

la suma de todos los números pertenecientes al mismo exponente será 

ya=1 E ae 

puesto que (11.*) la del período completo es 

y . y , 
Y, si a>1, y A pertenece al exponente a, todos los demás 

números que pertenezcan al mismo exponente se obtendrán restando (84) 

de la série, 6 período correspondiente de 4, 

todas aquellas potencias de A cuyos exponentes no sean primos con 
a, cuales son: 

y, como la diferencia entre las sumas de estas dos últimas séries Ú 

períodos (4.* y 11.”) es congruente con cero, tambien lo será la suma de 

todos los números A, esto es, de todos los números pertenecientes al 
lo 

exponente 4. 



209 

Así, pues, cuando p—1 contenga factores con exponentes x, 

B, y... que superen á la unidad, alguno de los factores, cuyo producto 
representa la suma de todas las raices primitivas de p, será =0, y 

tambien lo será el producto mismo, y, porlo tanto, dicha suma; y cuan— 

do p=—1 contenga exclusivamente factores primos en su primera po— 
tencia, la suma de todas las raites primitivas será congruente con el 
producto de tantos factores =— 1, comosean los divisores a, b, C...., 

de p=1; estoes, =3+El: segun que el número de estos divisores 

sea par ó impar. 
Ejemplos. Las raices primitivas de 13 son 2, 6,7, 11, cuya su- 

ma =26= (0 (mod. 18); y 18—1=12=2?. 3. 
Las raices primitivas de 11 son 2,6, 7, 8, cuya suma =23= +1 

(Moa AO O 

Las raices primitivas de 31 son 3,11, 12, 13, 17, 21, 22, 24, cuya 

suma =123=— 1 (mod. 31), y 31—1=30=2,3.5. 

89.—De los indices. 

En su lugar dijimos (85) que las p—1 potencias sucesivas de una 

raiz primitiva y, del número primo 7, 

son todas incongruentes, y que sus restos (mod. p) constituyen, por con— 

secuencia, un sistema completo respecto de este módulo. Infiérese de aquí 
que cualquier número 4, primo con p, por precision será congruente 

Ó =10 6 a 
con una, y una sola, de las potencias ((7). Si designamos, pues, por y 

esta potencia, la congruencia 

a= go (mod. 7) 

será siempre posible. El exponente «u de la potencia de y, congruen- 
te con a, se llama ¿ndice de este número, y la raiz primitiva, elegida, 
se denomina hase. Permaneciendo constante la base, los números incon— 

gruentes (mod. p) tendrán sus índices correspondientes, y estos índices 
14 
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formarán un sistema, muy semejante al de los logaritmos, del cual se 
diferencia, sin embargo, en que las bases de los sistemas de índices sólo 

pueden ser las raices primitivas de un número dado (primo hasta aho- 

ra), y para base de un sistema de logaritmos puede elegirse un número 
cualquiera. 

Determinada préviamente la base de un sistema de índices, para ex- 

presar que un número, 4, es congruente con la potencia «4 de la base 
elegida, se escribe sencillamente: 

ÍInd.a=40. 

90.—Propiedades de los indices. 

1." Ya hemos indicado que dos números congruentes tienen el mis- 
mo índice, es decir que: si se verifica la congruencia 

d4=b(mod. p), sera: Ind.a= Ind. b. 

2. Dada la congruencia 

c=0b(mod. p, 

se verifica tambien esta otra: 

Ind.c= Ind. a+ Ind.b (mod. p= 1) 

ó bien, abreviando, la que sigue: 

Ind.(ab)= Ind. a+ Ind. b (mod. p — 1). 

En efecto, siendo y la base, tenemos por definicion: 

Ind. o Ind. b 
a=J (mod. p)., b=y (mod. p) 
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de cuyas congruencias se desprende esta otra: 

Ind. a + Ind, b 
ab=yg (mod. 7); 

mas, por definicion tambien, es 

Ind. (ab 
ab=y % (mod. p), 

y, por consecuencia, 

Ind.(ab) __  Iud.a+ Ind. b 

“ 
(mod. 7): 

luego (82) 

Ind. (ab)= Ind. a+ nd. db (mod. p —1); 

puesto que y pertenece al exponente p— 1. 

Esta propiedad puede generalizarse para un número cualquiera de 

factores, y expresarse entónces asi: 

Ind.(abce.....) =Inmd.a+Ind.b+Ind.c+..... (mod. p — 1). 

Y, si ahora suponemos que todos estos factores sean equivalentes al 

primero 2, será por fin: 

Ind. (a”) =02 Ind. a (mod. p— 1). 

representando 2 el número de dichos factores. 
3." De la congruencia 

q= - (mod. ) 0 bien bg =«a(mod. p) 

se deduce, como acabamos de ver, esta otra: 

Ind.d+ Ind. q = Ind. a(mod. p= 1): 

y de aqui: 

Ind. ( : ) = Ind. a— Ind. 0 (mod. p— 1). 
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Y por último, de la 

r= A (mod. p) 

se desprende tambien la que sigue: 

n. Ind. r= Ind. A (mod. p— 1). 

4.” De las propiedades estudiadas se colige muy fácilmente la depen- 
dencia entre los índices de varios sistemas. Sean 4 y b dos bases dife- 
rentes, esto es, dos raices primitivas del número p; m otro número 
cualquiera; B y p los índices de 6 y m en el sistema a; a y y 

los índices de 4 y m enel sistema 0; tendremos por definicion: 

b=ar y m=a' 

mb 

DS A 

de las cuales se deducen: 

AS y, por lo tanto: «f =1 (mod. p—1); 

ll : ap =y' (mod. p—1) 

Y By" =y (mod. p— 1). 

Luego, dado el índice f de 0, en el sistema a, el índice de a 
+ 

1 
en el sistema bh, será = al (mod. p —1). 

Pero, si bien un mismo número puede tener varios índices, segun 

bases distintas, todos ellos poseen, sin embargo, un carácter comun: el 

máximo divisor con p=— 1; segun se desprende de las últimas con- 

gruencias. 
5." Es importante notar además que: 

Existen dos múmeros, +1 y —1, cuyos indices son siempre los 
mismos cualquiera que sea la base que se adopte. 
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En cuanto á la unidad positiva, en efecto, como siempre se verifica 
la congruencia 

p—1 0 
y” "=1=yg (mod. p), 

cualquiera que sea la raiz primitiva y, evidentemente será 

Ind. 1 =p=—1=0(mod. p —1): 

lo cual quiere decir, en otros términos, que el indice de la unidad posi- 
tiva en todos los sistemas es siempre cero. 

Respecto de la unidad negativa, de la misma congruencia de Fermat, 
que puede tambien escribirse de este modo: 

p—l 

po p=1 

p—l 

y) ls d E 

se desprende que uno por lo ménos de los dos factores incluidos en los 
paréntesis tiene que ser divisible por p; y, como el primero de ellos 
no puede serlo, porque la congruencia entónces resultante, 

p=1 

Y) i= (mod. p) 

estaria en contradiccion con la hipótesis de pertenecer y al exponente 
p—1, habrá de serlo necesariamente el segundo, esto es: 

p—1 pil 

2 
y +1=0(mod. p) 0 y É =-— 1 (mod. p); 

de cuya congruencia se infiere: 

O 

6, en lenguaje vulgar, que el ¿ndice de la unidad negativa en todos los 
—1 

2 
sistemas es siempre 
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La aplicacion de los indices á los cálculos exije que dispongamos de 
Tablas (*) como acontece en los logaritmos. Dado el módulo 13, y to- 
mada por base su raiz primitiva 2, una muestra de estas tablas es: 

a ESB da 617 8/9] 10 11/12 
10 => ll === l= == di 

Y 
Ind: a ONU DAS 5 us 81 107 

Ind. a po Ai 516 7/89] 10/44 
Do | 

a a A AS AS 5 110| 7 

91.—Uso de las tablas de indices para resolver las congruencias de 
primer grado. 

La resolucion de la congruencia de primer grado 

ax =b (mod. p.), 

se reduce mediante el Canon arithmeticus á una simple division, y ésta, 
en último término, á una resta. En efecto, de la congruencia propuesta 
se deduce inmediatamente (90-3.”) 

Ind. x= Ind. b— Ind. a(mod. p — 1). 

Ejemplo. Sea la congruencia 

>= 6 (mod. 13). 

(*) Jacobi publicó (Berlin—1839) unas tablas de esta especie tituladas: Canon 
arithmeticus sive tabule, quibus exhibentur, pro singulis mumeris primis vel primorum 

potestatibus infra 1000, numeri ad datos indices el indices ad datos numeros perti—- 

nentes, 
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Tomando por base de los índices la raiz primitiva 2, del módulo 13, 
tendremos segun la tabla 1.”: 

Ind. x= Imd.6—Ind.5=5—9=-—4=8 (mod. 12): 

y, como 8 es el índice de 9, segun la tabla 2.”, será finalmente: 

x= 09 (mod. 13). 

Este método para resolver las congruencias de primer grado, que pa- 
rece sólo aplicable, á primera vista, á las de módulo primo, puede serlo 

tambien á las de módulo compuesto, como se concibe desde el momento 
que reflexionemos que una congruencia de esta especie puede descom- 

ponerse en una série de congruencias cuyos módulos sean primos. 
Sea, pues, la congruencia 

ax =b (mod. k), 

en la cual supondremos «4 primo con k. Si p representa un factor 

primo contenido en k=pk', resolveremos primeramente la congruen- 
cia, segun este factor primo, 

ax =b (mod. p); 

y obtendremos la solucion, por ejemplo: 

x=oa(mod. p) óbien =02a+pad', 

siendo z' un número entero. La congruencia propuesta, sustituyendo 
en ella por x su valor hallado, se convierte en esta otra: 

pas =b—«aa(mod. k); 

y, reparando que su segundo miembro, ¿—0a, es divisible por p, y, 

puede, en consecuencia, ser representado por /'p, en la siguiente: 

ax' =60' (mod. k') 
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cuyas raices son las mismas de la primera. Resolviendo nuevamente 
esta última congruencia respecto de un factor primo 7", contenido en 

k', y así prosiguiendo, llegaremos á una finalmente de cuya raiz, por 
sustituciones sucesivas, obtendremos las de la propuesta. 

92.—De las raices primitivas de una potencia superior á la primera de 
un número primo impar, 0 del duplo de tal potencia. 

Supongamos, de acuerdo con este epígrafe, que sea 

bk=p". 06 =2p", 

¿1 
y, por lo tanto, en ambos casos: + (k)= (p= DAA 

En otro lugar demostramos (80) que de todos los individuos del sis- 
tema completo de restos (mod. l) solamente satisfacian á la congruen— 
cia de Euler 

e o (%) , 
a mod 

los ¿(k) números primos con lk é inferiores á este número. Aplicando 
las definiciones y principios anteriormente (84) establecidos, pudiéra— 
mos tambien decir ahora que, si el número a pertenece al exponente 

T 5 T . 
d (mod.k=p" 6 2p”), y claro es entónces que 4 necesariamente 

es primo con /, los restos de las potencias 

2 d—1 
DN caros (1 

son todos incongruentes (mod. k); y, si designamos por 

los números inferiores y primos con d, todos los números pertenecien- 
tes al exponente d serán congruentes (mod. /) con los restos de las 
potencias 
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Si y representa una raiz primitiva de k, los restos de las poten- 
clas 

gaia 

son diferentes entre sí, y coinciden con los números primos con k é 

inferiores á este número; y los restos de aquellas cuyos exponentes ten- 
gan comun con ¿(k) el máximo divisor 6=¿ (k): d, serán precisa= 
mente los números que pertenecen al exponente d (mod. k). 

Mas todas estas leyes que, por analogía hasta cierto punto, hemos 
repetido, se confirmarán directamente en cuanto manifestemos las re- 

laciones que guardan con las otras á que los módulos primos sencillos 
obedecen. 

Para proceder con método en este estudio comenzaremos por demos- 
trar el siguiente 

Léma. Si h representa un entero cualquiera, y => 1 un múmero 
entero y positivo, se verificará siempre la congruencia 

Mai == o) (1). 

En efecto, desarrollando su primer miembro por la fórmula conocida 
del binomio, tendremos la igualdad: 

pa p=1l).2 2, 
E L+php"+ e Pp 

DANA 
a 

6 bien, parándonos en el tercer término del desarrollo, la congruencia 

7) T- Ml 
(1+2p*)! =1+2%p a 2 

ie (mod. a 

de la cual, teniendo en cuenta que el cociente completo (p=—1):2 es 

entero por ser p número impar, y que las potencias 27 +1 y 37 

de p son divisibles por la potencia +32 del mismo número, se de- 
duce inmediatamente la (1) que procurábamos demostrar. 
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a.—KRefiriéndonos primeramente al caso en que el módulo sea una po— 
lencia superior á la primera de un número primo impar, admitamos que 

s A AO ñ T . 
y sea efectivamente una raiz primitiva, no del módulo p”, sino de la 

si . - al , 
potencia inmediatamente superior , esto es, un número perte- 

o A: ( T+1 ) T 1 TORA 
neciente al exponente ¿|p =(p—1)p ", respecto de p y 
designemos por d el exponente, desconocido por el pronto, á que el 

mismo y pertenece respecto del módulo p”. De la equivalencia que 
expresa esta última hipótesis, 

d T 

yg =1+hp*, 

se deduce, segun el lema, la congruencia 

1p TON 
= (mod. P E 

y de aquí, como y pertenece al exponente 

que dp tiene que ser divisible por (p—1)p*, y, por lo tanto, d 
1 E) $ - => (p ; mas, por pertenecer y al ex- divisible por (p=1)p" 

ponente d, segun el módulo PF, debe ser tambien dicho exponente, 

d, divisor de 

T 

olp")=(p=0p luego d=4 (p”); 
. . . yo T . 

y, por consecuencia, y raiz primitiva de p, ó bien 

— 1] pe 

=1+%hp". 
(»=1p* 0 

De esta última igualdad se infiere además que el número % es pri- 
mo con ps porque, si fusra divisible por p, la congruencia entónces 

resultante, 
Ei pl 

ad e =1 (mod. p"*?), 
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estaria en contradiccion con el supuesto establecido de ser y raiz 
LLO as 

primitiva del módulo 
Y de cuanto queda probado se concluye que toda raiz primitiva y 

, T+1l . ñ Te : 
del módulo p lo es tambien del módulo p”; y, extendiendo esta 

conclusion hasta la primera potencia de p, que: 

Toda raiz primitiva, y, de una potencia cualquiera, p", de unnú- 

mero primo impar, es tambien raiz primitiva de p, es decir, satisface ú 

la eguivalencia 

Y) 

A AR 

. . . Y»= 1 
en la cual es dh primo con p, y por lo tanto, el binomio g*. "—1 no 

Do 2 
es divisible por p. 

Admitamos ahora, á la inversa, que y sea efectivamente una raiz 
E cla en T 4 5 E o 

primitiva del módulo p”, esto es, un número que satisfaga á la equi- 

valencia 

wu(p*) E +hp", 

en la cual sea precisamente / primo con p; y designemos por d el 
, ; y A T+1 

exponente á que el mismo y pertenece, respecto del módulo p a 
De la congruencia consiguiente, 

7 
g =1 (mod. A 

se desprende, segun acabamos de demostrar, esta otra: 

ds l (mod. p”) S 

y de aquí, como y es por hipótesis raiz primitiva de p*, que d tie- 

ne que ser divisible por o (p*) ; ás, por pertenecer y al exponente 

d, respecto del módulo e 

)=p»? lp 
d=0w (p*) 6 igual á q (pa+ 4 Lo primero es inadmisible; puesto 

debe ser tambien dicho exponente d 
AS mes 7 

): luego necesariamente habrá de ser divisor de ¿(p 
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que hemos calificado el número % de primo con p; queda, por conse— 

cuencia, lo segundo, á saber: d=4 (pa+0: y esto prueba que y es 
o : a Láma T+1 a A . 

tambien raiz primitiva de p" ' , ó que satisface á la congruencia 

T 
(p=1)p mari 

=. (mod. Y) ); 

de la cual se deduce que en la igualdad consiguiente, 

(o—1)p* +1, T P , 
Y =(1+2p ) =1+/4' p ; 

el número /' tampoco puede ser divisible por p. 

Razonando como en el caso anterior, se concluye que: 
Toda raiz primitiva yg de un número primo impar p, para la cual 

. . Al OO 2 .. . O 
no sea el binomio y —1 divisible por p", es también raiz primi- 

tiva de cualquiera potencia más elevada de p. 

De este resultado se infiere que, si entre las raices primitivas de un 
número primo impar p, que ya sabemos hallar (86), probamos que 

o > G p=—l 2 
existen algunas y, para las cuales la diferencia y —1 no sea di- 

visible por po, no sólo habremos al mismo tiempo demostrado que exis- 

ten realmente raices primitivas de potencias más elevadas de p, sino 
que podremos además determinar cuáles y cuántas son en suma. Repre- 

sentemos'por f una raiz primitiva de p; la expresion y =f+pu com- 

prenderá todas las raices congruentes con f, y, aplicándole la fórmu- 
la del binomio, dará evidentemente: 

q. =i7 (mod. po”). 

1 E A o 0 o pb AAA 
Por ser f raiz primitiva de p, será el binomio f —1, 6 bien 

Y) O 2 o o . 
Ñ —f, divisible por 7, mas no por y ; por consecuencia, sl designa- 

mos por f' el resto (mod. p) del cociente entero (f%-—f):p, podremos 
establecer la igualdad 

is 7 =f +29P 
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de la cual se deduce esta otra: 

Pf=fp +np, o la congruencia f"=f+f'p (mod. p”) : 

Poniendo en lugar de f” su congruente y , y restando despues de 
esta última congruencia, así modificada, la expresion abreviada, escrita 

arriba, de las raices primitivas congruentes con la raiz f, obtendre— 

mos la que sigue: 

y —g=p(f —2) (mod. p”): 

la cual patentiza que sólo podrá ser y —y divisible por p cuando 

f' —«u sea divisible por p, en cuyo supuesto tambien se verificará la 

congruencia, y =9 =$" (mod. p”) . Fuera de esta excepcion, y” — Y, 

6 bien A [, no será divisible por »; y y, por lo tanto, como 

demostramos há poco, representará entónces una raiz primitiva de cual- 

quier potencia de p. 
Habiendo ya explicado cómo se hallan las raices primitivas de una 

potencia superior de p, conocidas las de su primera potencia, para sa 
ber ahora cuántas son, basta recordar que el número de las raices f 

distintas, de p, es e(p—1); y, como cada una de estas produce 

(p—1) raices y, incongruentes (mod. y”), resulta que: 

Todas las raices primitivas de potencias superiores dá la primera de 

un número primo impar, p, constituyen los individuos comprendidos en 

las (p—=1)2(p—1) clases distintas de múmeros incongruentes respecto 

del módulo p”. 

Ejemplo. Las raices primitivas del módulo 7 son 3 y 5: todos 

los números comprendidos en las dos séries abreviadas 

3+47x y 5+712, 

en las cuales puede recibir « todos los valores sucesivos desde 1 hasta 

6, serán tambien raices primitivas de potencias superiores de 7, á ex- 
. 2 

cepcion de aquellos que sean congruentes (mod. 7 ) con 31 6 19, por ser 

3'=31 (mod. 49) y 5'=19(mod. 49). 
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b.—El caso en que el módulo sea el duplo de una potencia cualquie- 
ra de un número primo impar, se refiere al anterior mediante la propo— 

sicion siguiente: 
. . AO . T , . . 

Toda raiz primitiva de una potencia, p, de un número primo úmpar 

p, lo es tambien del duplo, 2p", de dicha potencia, y reciprocamente; y 
. . y T , , , , 

toda raiz primitiva, par, de p”, más 0 ménos este módulo, da un resul- 

tado que es raiz primitiva tambien de 2p”. 
Designemos por z primeramente un número impar, y por d el ex- 

1 A T é o 
ponente á que pertenece z respecto del módulo p”. Por hipótesis 
tendremos: 

d Y T 
a =1 (mod. P ) 

y, por ser z impar, 

d 
xa =1(mod. 2): 

y, de consiguiente (61-6.”) 

d T 

a =1 (mod. 27 le 

Si hiciéramos la suposicion de que otro exponente d'<d verificara 
la congruencia 

) as ll (mod. ON 

como de ésta se deduce la siguiente 

n= 1 (mod. o”), 

se concluiria, contra la hipótesis, que no pertenecia xy al exponente d; 
luego efectivamente pertenece zx al exponente d segun el módulo 

T A. . ys » 

2p”. Si admitimos ahora que sea zx par, y d el exponente á que per— 
, Tr . . 

tenece respecto del módulo p”, de la congruencia evidente, 

2+Hp*=e0 (mod. p”). 
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se desprende esta otra: 

(a Ep”) U=/ (mod. 0”) 

- e T . ] . E 
y, por ser tp impar, la que sigue: 

(a +p”)*= 1 (mod. 2) 

T . , . . an 

de las cuales, como 2 y p” son primos entre sí, resulta (61-6.”) fi- 

nalmente: 

la + p”) == (mod. 297); 

probándose, como antes, que efectivamente pertenece Hp” al expo- 

nente d segun el módulo 2p”. 
Ahora bien, como en el supuesto de ser q raiz primitiva, el expo- 

nente á que pertenece entónces (mod. 2 p”) es (56-Cor.) 

/ 1 o(29) =0+(p7) =(p=0pF"", 
p o . alba T > . OTE 

conclúyese que, si 2 es raiz primitiva de p” lo será tambien de 27”, 
y viceversa. 

93.—De los indices. 

. . y. T . 
Representando por y una reiz primitiva de p”, y haciendo para 

mayor sencillez 

repetiremos ya con plena razon, á semejanza de lo demostrado (85) para 

los módulos primos impares, que las potencias (comenzando por la 
Cc 0 

Yn= 1 = 4 ), 
0 1 2 3 c—1 G 
ISI 39 (6) 
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son todas incongruentes (mod. py”), y constituyen, por lo tanto, un sis- 

tema completo de números incongruentes con exclusion de los divisi- 
bles por p. Por consecuencia, si designamos por 4 un número cual- 
quiera no divisible por p, entre las potencias y existirá necesaria— 

mente una que verifique la congruencia 

== (mod. p”) 

y cuyo exponente « sea un individuo de los infinitos que comprende la 
clase de números =«a(mod. c). Uno cualquiera de estos exponentes se 
llama ¿ndice del número «a para la base y; lo cual se expresa en sig 

nos de este modo: 

Ind. a=« (mod. c). 

Así, cuando el exponente «u reciba sucesivamente los valores de un 

sistema completo de restos (mod. c), los valores correspondientes de « 
formarán un sistema tambien completo de números incongruentes (mó- 

dulo p”) y primos con p”. 
Las operaciones con estos índices se hallan sometidas á las mismas 

leyes que ya explicamos (90) al hablar de las raices primitivas para los 

números simples, esto es, para el caso ==1; de modo que no repeti- 

remos sobre esta materia sino que ahora son: 

1 
Ind.(1)=0 € Inmd.(=1b= y e (mod. c). 

Conocido el índice del número 4, no es difícil determinar el expo= 
A 6 : 5 T 

nente d, á que pertenece dicho número segun el módulo p”. En efec- 

lo, de la congruencia ó definicion 

Ind. a ( 
a=J mod. o”), 

se deduce esta otra: 

da d Ind. a To) 
(mo ) 
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y, como por hipótesis, 

el (mod. p”), 

síguese que d /nd. a debe ser divisible por y (p ” = C. Mas para que 
ésto suceda, si designamos por $ el máximo comun divisor de los nú- 
meros Zad.a y c, es necesario que d sea un múltiplo del cociente 
c:5; y es claro que el mínimo múltiplo de este cociente es él mismo. 
é igual, por consecuencia, al exponente d áque el número 4 perte— 
nece. 

Si suponemos ahora que 0=1, el exponente hallado c:0 se con- 
vierte en c, y los números /nd.a y c serán primos entre si; y en- 
tónces el número 4 pertenecerá al exponente Cc, ó será raiz primiti- 

va de p”, siempre que el exponente /nd. 4 sea primo con ce: de 

donde se sigue que el número de las raices primitivas, incongruen- 
T . . , . Ra . z 

tes (mod. Y) )N es igual al conjunto de los números primos é inferiores á 

== (p s) , existentes en la série de los exponentes de las potencias ((7), 

0 y) 

cuyo número sabemos se expresa por 

94.—De las raices primitivas de una potencia cualquiera del número 2. 

Evidentemente, para la primera potencia del módulo 2, todo número 
impar puede considerarse como raiz primiliva; y ya vimos (83) que, 

para el módulo y 4, el número 3=—l1 (mod. 4) satisfacia tam- 

bien á la definicion de raiz primitiva. Si, pues, —1 es raiz primitiva 
de 4, segun acabamos de decir en el párrafo precedente, todo número 
a, primo con 2, ó impar, será congruente (mod. 4) con una potencia 

de —1, 6 bien satisfará á la congruencia 

a=(=1)* (mod. 4), (1 
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en la cual será el exponente « par ó impar, ó6 lo que es igual, 

=0 (mod. 2) 6 =1(mod. 2), segun que a tenga la forma 4n1+1 

6 4n—1, 6, en otros términos, segun que a sea =1l(mod. 4) 6 

= — 1 (mod. 4). Hasta aquí el módulo 2 no se aparta, en la cuestion de 

las raices primitivas, de los números primos impares; pero no sucede lo 

mismo cuando el exponente A del módulo 2 es igual ó superior á 3, 

en cuyos casos se verifica la ley (83) 

> A 
A—=2 4 2 

2 AS 
a =4q =1 (mod. a 

cierta, además, evidentemente para ¿=3; puesto que siempre es 

a =(4n+1)"=16n"+8n+41=1 (mod. 2); 

y, por tanto, segun el lema (92), para todos los valores superiores de 4; 
, Nay. de o o 

y la cual prueba que, para el módulo 2”, siendo 1> 3, no existen 

raices primitivas en el sentido que asignamos á esta palabra. 
Algunos autores (*), sin embargo, llaman por analogía raices pri- 

no DE A > » 
mitivas de 2% álos números pertenecientes al exponente 3-9 (2 y 

segun el módulo 2?. Sin alterar nosotros el significado de las deno- 
minaciones ya admitidas, veamos si existen efectivamente números de 

esta especie, y la semejanza que pueda existir entre estos números y las 

raices primitivas, verdaderas, de los otros módulos primos. 
Ensayemos para esto el número 5. De la congruencia evidente 

=> EE 9? (mod. a), 

por elevaciones sucesivas al cuadrado, se deducen las que siguen: 

2 3 4 5"=1-+2" (mod. 2*) 

ss 1+2 (mod. 27) 

28 E $ 
OS (mod. 2") 

(*) Schwarz.—Zahlen, Theorie, $. 14. 



y, en general: 

13 . 
2 A A 

5) =1+2 (mod. 2 JE ls 

pero nunca 

De aquí se infiere que el exponente á que el número 5 pertenece 
, » Ia SoE 23 ¿ 

segun el módulo 2”, no será divisor de 2 , y como tiene que ser— 
yA=2 o , : 

lo de 2 , es este mismo número precisamente. 
o E - oA yA? 

Esto probado, si designamos por b el número —2 (2 ) A 

para mayor brevedad, repitiendo lo que acerca de los otros módulos 
expusimos, diremos ahora tambien que los 4 números 

B A 4 
son todos incongruentes (mod. 2”); y que lo propio acontece con los 

siguientes: 

E e ES 

Siendo los primeros, todos =1 (mod. 4), y los segundos =— 1 

(mod. 4), forman juntos un sistema de y (2 ) números impares, im- 
2 ' : 

congruentes (mod. 2 ): luego, si representamos por 4 un número im— 
par, puede éste sin inconveniente expresarse por la congruencia 

a=(=1)*%5% (mod. 22), (2) 

en la cual «4 y f designan cualquiera de los restos respectivamente 
, : A=2 y : 

de los módulos 2, y 2 =0b. Así, cuando x2 reciba todos los valo- 
res de un sistema completo de restos (mod. 2), y f£, independiente— 

mente de «, los de otro sistema completo de restos (mod. 5), los cor- 

respondientes de «4 formarán tambien un sistema completo de nú- 
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: / A c A z 
meros incongruentes (mod. 2”), y primos con 2”, esto es, impares. Por 

a , A B 7 % 
consecuencia, un número impar cualquiera será congruente (mod. 2 ) 

con un valor solo del producto 

A. (20 E 

cuyos exponentes u« y f son los verdaderos ¿ndices en esta ocasion de 
dicho número, sometidos á las mismas leyes que ya conocemos y no 

hay necesidad de repetir nuevamente. Solo advertiremos ahora que será 
a=3+1, 6 =2+3 (mod. 8), segun que f sea par ó impar; puesto que 
el número 5=— 3 (mod. 8), y todas las potencias pares de 3 son =1 
(mod. 8), y las impares =3 (mod. 8). Nótese que la congruen- 

cia (2) que representa los números impares, en el supuesto de ser 433, 
comprende tambien el caso en que sea A =2; porque entónces el nú- 

ll 

mero b=-—09 (4) de los valores de f se reduce á uno solo, que es la 

unidad; y con ésto, y teniendo presente que 5=1 (mod. 4), la con- 
gruencia mencionada se convierte en la siguiente ya conocida (1': 

a= (— 1)“ (mod. 4). 

Y no solamente este caso A=2, sino que además la forma (2) 

puede extenderse á todos los números primos con el módulo 2 áun 
para los valores de A inferiores á 2, A=0 y A=1; porque para 
estos valores comprende aquella una clase sola de números, y los 
exponentes a y f, por consecuencia, no pueden recibir sino un solo 

valor. Haciendo, pues, b=1=%w, siempre que y=0 6 =1, y 
1 A 7 2 

m=2, B==370 ( 2 ), cuando ¿== 2, podremos afirmar en general 

que la congruencia (2) representará todos los números incongruentes y 

> ; A y z o o 
primos con el módulo 2”, sin excepcion ninguna, si los exponentes 

a y fB recorren independientemente un sistema completo de restos 

cada uno, respecto de los módulos m y 0. 
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95.—De las raices primitivas de un mimero cualquiera. 

Sea el módulo 

IRA TE 
(== UEG ona 

en cuya forma representan p,p'..... números primos diferentes, y 

Ta na números enteros positivos. 

Fácil es comprender, despues de lo dicho en los párrafos precedentes, 
que un número cualquiera VV, primo con /, debe satisfacer al siste- 
ma de congruencias: 

NV=(= 1) 5 (mod. 9?) 

WN =p" (mod. pF) 

N= a (mod. 7) 

aa a a a a 

a =0 . . RO : 

en las cuales” gigi an. designan raices primitivas de los módulos 
, T T ELO 6 2 2 

O Ta DA as Y nea (ES) ce 0% yd cocos 

Conservando para los números m y 6 la significacion que les di- 
mos al fin del último párrafo, y haciendo para mayor brevedad 

, 
los indices ó exponentes a, PB, y, Y ..... podrán recibir independien— 

temente los valores de un sistema completo de restos cada uno, respecto 

de los módulos M2, b, €, C ..... A cada sistema de estos valores cor 

responderá (72) una clase determinada de números /V, respecto de /, 

y primos con este módulo; y el número total de estos sistemas, 6, lo que 

es lo mismo, el producto de todos los valores que son susceptibles de 
recibir: los índices a, B, yv, Y ..... será igual al número de clases de 
los números primos con k, esto es: 

MU PB). 



Conocidos los índices «, PB, Y, Y cum. para un número // cual- 
quiera, determinado, es muy sencillo calcular el exponente á que perte— 
necerá este número respecto del módulo £; pues tal exponente es el 
mínimo comun múltiplo de los exponentes á que dicho número pertene- 

ce, segun los módulos De p p 7 o , y divisor además, por lo tan- 

to, del mínimo comun múltiplo de los números M, bh, C, C ..... 

Tambien pudiéramos deducir facilmente de este resultado la demos- 

lracion que anticipamos (83) acerca de la existencia de las raices primi- 
tivas; pero, sin detenernos en más pormenores, pasemos ya á tratar de la 

resolucion de las congruencias binomias, para lo cual tenemos los fun— 
damentos necesarios, comenzando por las de módulo primo á que se re- 
ducen en último término las referentes á otro módulo cualquiera. 

96.—Resolucion de la congruencia binomia de módulo primo. Enuncia— 
do del problema. 

Sabemos que la forma general de esta congruencia es 

n 

ax =b(mod. p): 

la cual, segun demostramos (77), puede convertirse en la de forma ordi— 

naria 

a" =D(mod. p). (1) 

Mas con la advertencia que se supone siempre primo con p; 

pues el caso en que fuese, por el contrario, 1 =0 (mod. p), y, por con— 

secuencia, 1=0(mod. p), carece de importancia y sin inconveniente 

le omitimos. Tambien debemos notar que la congruencia (1) en el caso 

de que fuera 2>p, sería equivalente á otra cuyo grado representaria 
el resto de 2 (mod. p — 1), lo cual es evidente. 

Esto sentado, la cuestion que debemos estudiar abraza dos partes. 
Primera: ¿es posible siempre la congruencia propuesta? 6 en otros tér- 

minos: ¿existen (entre 0 y p naturalmente) números x que, dados 

n y D, la satisfagan? Segunda: si estos números x existen, ¿cudn- 

tos son y cómo se hallan? 
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De las proposiciones generales (Cap. II) podrian inmediatamente de- 

ducirse las condiciones para que la congruencia (1) tuviese soluciones 
enteras, y el número de estas soluciones, mucho más cuando ya hicimos 

aplicacion de las mismas á un caso particular (80). Pero, una vez que 

ya está explicada la doctrina de los índices, preferimos, siguiendo á 

Gauss (*), utilizarla primeramente en resolver la cuestion planteada; 
porque así creemos facilitar tambien la inteligencia de lo que despues 

diremos acerca de la misma. 

97.—Resolucion por el Cánon Arithmeticus. 

Tomando índices de la congruencia propuesta 

=D (mod. 7), (1) 

tendremos (89): ] 

n Ind. = Ind. D (mod. p — 1); 

ó bien, si designamos por E y y respectivamente los índices, respecto 
de una raiz cualquiera de p, de los números x y D, 

né=vy (mod. p— 1): (2) 

de donde se sigue que el problema cuya solucion buscamos se redu- 
ce á determinar todas las raices incongruentes £ de la congruencia (2); 
porque á cada una de estas raices corresponderá una sola de la con- 

gruencia (1), ó un sólo valor de z. Pero la congruencia de primer gra- 

do (2) será posible (68) si se verifica precisamente la condicional 

y = Ind. D= 0 (mod. 0) (3) 

cuyo módulo 3 representa el máximo comun divisor de los números 2 
y p= 1; y entónces admitirá o soluciones incongruentes (mod. p — 1). 

Luego en general: 

(*) D. A., $$ 60 y 68.—Dirichle!.—Zahlen Theorie h. von Dedelkind, $. 31. 
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Si 5 representa el máximo comun divisor del grado n de la con 

gruencia (1) y del número p—1, esta congruencia será posible, y admi- 

tirá 3 soluciones incongruentes (mod. p), sólo cuando se verifique la 

congruencia (3). 
NM 

Expresando por Y D (mod. p), á semejanza de lo que hicimos en las 

ecuaciones de primer grado (69—2), una raiz cualquiera de la congruen- 
MN 

cia (1), podremos decir que VD tendrá un solo valor real, ó 3 valo- 
res incongruentes (mod. p), segun que 2 y p—1 sean primos entre 

si, 6 contengan el máximo divisor 0; pero con la condicion indispen— 

sable en este último caso de que se verifique la condicion (3); porque, 
N 

de lo contrario, y Y no representaría valor real ninguno. 
Ejemplo. Sea la congruencia 

x =3 (mod. 13), 

de la cual se deduce inmediatamente esta otra: 

8 Ind. x= Ind. 3 (mod. 12). 

Tomando por base la raiz primitiva 2 del módulo 13, en la tabla (90- 
1.*) encontramos /ad.3=4, y la congruencia 

8 Ind. =4(mod. 12), (2) 

posible por ser 4 el máximo comun divisor de 8 y 12, admitirá 4 
soluciones. Para encontrarlas simplifiquémosla, y resulta la siguiente: 

2 Ind. x= 1 (mod. 3), 

y de aquí: 

Ind. a =2 (mod. 3), 

ó las cuatro soluciones: 

Td. 2=2) "9, "87 11 (mod. 12): 
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Buscando ahora en la tabla (2.*) los números correspondientes á los 

índices 2, 5, 8, 11, hallamos por último: 

a=4, 6, 9, 7 (mod. 13). 

Con el auxilio de las Zadlas 6 Cánon Arithméticus todas las cuestio— 
nes que al principio planteamos quedan pronta y satisfactoriamente re— 

sueltas; mas no debemos olvidar, sin embargo, que este método es indi- 

recto, y además que no siempre tendremos á nuestra disposicion las 

tablas que requiere. Preciso es, por lo tanto, idear otro medio para co— 
nocer cuándo será posible una congruencia binomia sin acudir á los 

índices, primero, y para encontrar, despues, todas sus raices, 

98.—Resolucion directa. 

Bien pronto se concibe que no será muy difícil hallar lo que desea— 
mos, cuando ya el criterio de la posibilidad de una congruencia binomia 
lo hemos determinado, segun el método anterior, prescindiendo comple- 
temente de especificar y elejir la raiz primitiva del módulo á que los 
índices de la incógnita y el segundo miembro de aquella se referian. 
Sea cualquiera la raiz primitiva y del número primo p, elíndice y 

del segundo miembro 2D, dijimos, en la congruencia posible, 

w=D(mod. p), 

tiene que ser múltiplo de un divisor 6 de p—1, esto es, debe tener 

la forma 2/0, siendo % entero. De la congruencia que define este ín— 

dice de D, 

D =i (mod. Pp, 

elevándola á la potencia =—, se desprende esta otra: 
7 

p=—1 
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Y recíprocamente, si se verifica esta última, 

p—l 

DN =1l (mod. p), 

el índice y de D tiene que ser múltiplo de 8; pues de la definicion 

D=g' (mod. p 

se deduce, por igual proceder que ántes, la congruencia 

p—1 

De =y" = 1 (mod. p), 

la cual prueba, como y pertenece al exponente p—1, 6es raiz pri- 
mitiva de p, que debe ser entero el cociente y:8; y, por lo tanto, y 

múltiplo de 0. 
De donde se concluye efectivamente que: 

Si 0 representa el máximo comun divisor del grado n de la con- 
gruencia (1) y del mimero p—1, estacongruencia admitirá 8 solucio- 

nes, Ó niNJUNA, Segun que se verifique, d no se verifique la condicional 

p=—1 

DIE mod): 

en Cuya conclusion para nada figuran ya las raices primitivas ni los 
índices. 

Sin mentar los índices siquiera, sino admitiendo únicamente que 0 
sea un factor de p—1, podemos demostrar que la posibilidad de la 
congruencia 

> 
19) 

x =-D(mod. p), (1) 

exije como condicion indispensable que se verifique esta otra: 

pl 

ES! (mod. 7”. (2) 
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y, recíprocamente, que, si ésta se verifica, es posible aquélla y ad- 

mile 3 raices. En efecto, elevando la (1) á la potencia tendremos: 

A 
= ” (mod. p); 

y de aquí, como zx es primo con p, por el teorema de Fermat, la (2); 

y está demostrada la proposicion directa. Para demostrar la recíproca 

restemos la congruencia supuesta, 

p—=l 
3 
19) 

D = 1 (mod. p), 

de la de Fermat, y resultará: 

—1 p=1 == 

ID E) ADS A mode, 
pl 

D 

y bien 

p=—1 pl 

(5?) IE A (ode po) 

Mas el primer miembro de esta última congruencia contiene el di- 
o 3 : ; 

visor 1 —D, y lo mismo, por consecuencia, sucede con el segundo: 

luego (80) la congruencia 

ES 

2” = D(mod. p) 

es posible, y admite realmente 3 soluciones. 

Ejemplos. La congruencia 

2 =2(mod. 31), 

es posible, porque se verifica la condicional 

2  =1024= 1 (mod. 31). 
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La congruencia 

e 1 (mod. p), 

admitirá dos soluciones reales, siempre que p sea de la forma 4m->+ 1, 
en cuyo supuesto se verifica la condicional 

(0% =1 (mod. 4m-+ D; 

pero no admitirá ninguna, cuando sea p de la forma 4m>+3; porque 
entónces 

EN = 

De este último ejemplo se desprende el siguiente teorema: 
Siendo p un número primo de la forma 4m>+L, es posible hallar 

2 . ... 
un cuadrado 2 que, sumado con la unidad, produzca un resultado divi- 
sible por p: y noes posible hallarlo cuando p tenga la forma 4m— 1. 

99.—NVimero de restos potenciales incongruentes. 

Conocido el criterio de la posibilidad de una congruencia binomia y 
cuántas soluciones admite, cuando es posible, directamente, sin el au— 

xilio de los índices, conviene antes de investigar cuáles sean estas solu- 

ciones, contestar á la pregunta siguiente: : 

¿Cuántos son los restos potenciales, incongruentes, 0 los amúmeros D 

que satisfacen d la congruencia posible 

4” = D(mod. p)? 

La condicion antes determinada para que un número D sea resto 
potencial de otro z, respecto del módulo p, nos da la contestacion 

que buscamos; pues ella manifiesta que los números representan 

todas las raices de la congruencia 
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do Li p—1 : 
la cual, como el máximo comun divisor de su grado , y del nú- 

mero p—1, es el exponente mismo de zx, es siempre posible, y el 
—1 

número de sus raices incongruentes D es, por consecuencia, 

Infiérese de este resultado, que sustituyendo por z en la congruen—- 
cia dada todos los valores posibles, esto es, todos los términos del siste- 

ma completo de restos (mod. p), 

(A == 1)s 

pi : 
solamente hallaremos =— entre ellos que den restos diferentes, ele— 

0 
vados á la potencia 2; por cuya razon los p—1 restos de p pueden 

— clases, cada una de las cuales contendrá 0 in- 
10) 

dividuos que representarán las % soluciones que admite la con- 

distribuirse en 

, P 
gruencia propuesta para cada uno de los — 

9) 

(mod. p) que es susceptible de recibir su segundo miembro 2. 
Sin y p—1 fuesen primos entre sí, y entónces 06=1l, los res- 

tos de las potencias del sistema completo (mod. p), 

valores incongruentes 

serian todos diferentes, y coincidirian, prescindiendo del órden, con la 
série de números 

cuyos individuos representan en este caso las clases de los valores que 
podria tomar 2, 

Ejemplo. En la congruencia 

a = D (mod. 31), 
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cuyo grado 3 es un divisor de 30, si sustituimos por zx el sistema com- 
pleto de restos (mod. 31) 

solamente encontraremos 30:3=10 que den restos diferentes; de 

modo que los 30 restos de 31 pueden distribuirse en 10 clases, cada una 
de las cuales comprenderá 3 números que darán igual resto. Así suce 
de en efecto: los 10 valores incongruentes que puede recibir 1 son los 

siguientes: 

1, 2, 4, 8, 15, 16, 28, 27, 29, 30: 

Dan el resto 1 los tres valores de x, 1,5, 25; el resto 2, los valores 

4, 7, 20; el 4, los valores 16, 18, 28; los valores 2, 10, 19 el 8; 17, 22, 

23 el 15; 8, 9, 14 el 16; 12, 21 29 el 23; 3, 13, 15 el 27; 11, 24, 27 el 
29; y por último, los valores de x, 6,26, 30, el resto 30 =—1. 

Será en vano buscar para x valores cuyas terceras potencias diesen 
los restos 3, 5, 6, 1, 9, 10..... ete. (mod. 31). 

100.—Modo de hallar directamente las raices. 

Réstanos todavía, para dar por terminada la cuestion que venimos 
estudiando, explicar cómo se halla directamente un valor de la expre- 

MAA 

sion y D. 

Para esto conviene recordar precisamente que, tanto al hablar de los 
exponentes á que pertenecen los números, como despues del número de 
las raices de una congruencia, hemos indicado que tales exponentes y 
el grado de esta congruencia se suponian divisores del módulo ménos la 
unidad. De aquí se colige que debemos enseñar ante todo cómo se re- 

nN 

ducen, si es posible, todas las expresiones VD (mod. p), á otras equi- 

valentes en las cuales sea % divisor de p=— Ll. 

Fácil es encontrar la reduccion que deseamos. En efecto, sea y un 

valor cualquiera que satisface á la congruencia 

a” =D(mod. p), 
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y dá otro valor que verifica esta otra: 

nd =05(mod. p — 1). 

Elevando la primera á la potencia 4 tendremos: 

nd 7) 

y, en virtud de la segunda: 

y, por lo tanto, 

2”= D” (mod. p): 
> 

de lo cual se deduce que todo valor de VD lo será tambien de VD” 
Miel 

y, por consecuencia, que, si y D tiene valores reales, equivaldrá á la 
0 

: d , 
expresion VD que tendrá tantos como aquella. 

Sea la congruencia, por ejemplo, 

x =2(mod. 31). 

El máximo comun divisor 3 de 21 y 30 es 3; y un valor de d, de- 
ducido de la congruencia auxiliar 

21 d= 3 (mod. 30), 

2 
es 3: luego si y 2 (mod. 31) tiene valores reales equivaldrá á la ex- 

3 
, 3 : : 

presion 2 =y8, 6 bien la congruencia dada á esta otra: 

a” =8(mod. 31), 

cuyo grado es un divisor de 30, y sus raices 2, 10 y 19. 
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Con esta trasformacion no tenemos ya necesidad de estudiar sino 
aquellas congruencias (mod. p) cuyos grados sean divisores de p— 1. 

Supongamos que el grado 2 de la congruencia 

== (mod. p) 

sea efectivamente un divisor de p—1. Entónces, si D=1, y « un 

valor de x perteneciente al exponente 2 (que ya sabemos hallar), las 

potencias 

comprenderán todas las raices de la congruencia 

n 

x =1l (mod. p). 

Pero, si Y no fuese congruente con la unidad, y 2 representa un 
MIE 

valor conocido de y D, ú raiz de la congruencia propuesta, todas sus 

raices estarian dadas por los restos (mod. p) de los productos 

2 n—1 
2, 20d, 20d , 24 > 

porque, en primer lugar, todos ellos la satisfacen: lo cual es evidente en 
. r . , . 

cuanto uno cualquiera 24 , por ejemplo, se eleve á la potencia 2, y 
E a p 7 2/7 7) 

veamos que se convierte entónces en 2.4. , ycomo 4 =1l, segun 
, . y. . M 

ántes admitimos, resulta efectivamente 2 =D; y, en segundo, son 
todos diferentes entre sí (63), y tantos además, como raices ú valores 

n 

puede admitir la expresion y. 
Siguese de lo dicho que para determinar todas las raices de la con- 

gruencia 

7) 

x =D(mod. p), 

es preciso conocer préviamente un valor x que pertenezca al exponente 
21, y despues otro z que satisfaga á esta congruencia. 



24] 

¿Cómo encontraremos, pues, este valor 2 que verifique la con- 

gruencia 

"=D (mod. p)? (a) ES] 

Si llegáramos á conocer, caso de que exista, un número congruente 

con cualquier potencia de D, tal como 2 =D”, ya tendríamos lo que 
; a 7) ni 

buscamos; porque entónces sería tambien 2 =D =D: y la cues- 
lion, por consecuencia, se reduce á determinar el exponente 7». Este 

o sE A ni , A . 
exponente debe satisfacer á la congruencia Y "=D, ¿6 bien á la con- 
dicional equivalente (82) 

nr= 1 (mod. d); (8) 

en la cual d representa el exponente á que el número D pertenece. 
Mas la congruencia n7=l (mod. d) será posible, cuando £% sea pri- 

pe Le : 
mo con d, en cuyo supuesto se deduciria 7 = ys (mod. d); é imposi- 

ble siempre (68) que 2 y d contengan algun divisor comun: luego 

en este último caso es inútil buscar valor ninguno de 2 que sea 
congruente con una potencia de 2, porque tal valor sólo puede existir 

en el primero. 
Conocido el exponente d á que el número D pertenece, la cues- 

tion está resuelta; pero, si no le conociéramos, poco 6 nada habríamos 

logrado. Réstanos, por consecuencia, explicar cómo procederemos cuan 
do no conozcamos dicho exponente d. 

Supongamos para esto, como siempre, que sea posible la congruen— 

cia que se trata de resolver, y designemos por y una cualquiera de 
sus raices, de modo que tengamos ciertamente: 

y =D (mod. p). 

- resulta la si- Elevando esta congruencia á la potencia 
ñ 

guiente: 

p=1 

y =D ” (mod. p; 
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y, teniendo en cuenta el teorema de Fermat, esta otra: 

v2=1 

D'*-= U(mod. p): 

la cual prueba que debe ser divisible por d. Esto sentado, si 
nm 

fuese primo con 2, la congruencia condicional (() sería posible 
nn 

para el módulo -; una raiz suya, 7, la satisfaria tambien segun 
N 

el módulo Z, divisor de ; y con esto habríamos hallado, por con- 
7 

- ; .p=1 
secuencia, el exponente + de D que necesitamos. Si —— y 2 no 

a 
son primos entre sí, suprimiremos del primero todos los factores pri- 

1 
, donde y 

, E Po 
mos comunes á los dos, y el cociente resultante 

representa el producto de todos estos factores, ya será primo con 2: 

luego, en el supuesto de que se verifique la condicion antes establecida 

de ser d primo con 2%, será tambien d primo con q, y divisor, por 

lo tanto, del cociente E ; y esto prueba que el valor de 7, dedu- 

1 
cido de la congruencia posible 27= 1, segun el módulo q bs 

7) 
rá una solucion de la misma segun el módulo d, divisor del anterior, 

y el exponente, tambien, del número 7, que buscamos. Segun se 

ve, lo que tratamos de hallar, mediante el procedimiento explicado, 
es un número que pueda reemplazar para nuestro objeto al d que 
nos es desconocido; mas conviene notar que en el curso de la expli- 

cacion, al suponer que y 2 no eran primos entre sí, ni un mo- 

mento hemos admitido que dejara de cumplirse la condicion primera 
de ser % primo con d, sin cuyo requisito fueran erróneas las deduc- 
ciones subsiguientes. Así que de someterse meramente á las reglas 
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prescritas, sin asegurarse de si se verifica 6 no aquella condicion, po- 
dríamos encontrar para z un valor cuya potencia 2% no fuese con- 

gruente con 0D; lo cual manifestaría queno se verificaba. Pero 
falso y todo el valor de z, hallado de esta manera, nos sirve, sin 

embargo, para obtener mas pronto el verdadero: porque si designa— 
nÑ 

. . NÑ 

mos por » un valor cualquiera de la expresion VD: a estores, 
. . n n , . 

que verifique la congruencia v =D:2 (mod. p), será evidentemen— 
n 

te (vz) =D. 

Un par de ejemplos acabarán de poner en claro las explicaciones que 
anteceden. 

Ejemplo. 1.” Sea la congruencia 

x =31 (mod. 37): 

en la cual valen las letras antes usadas: 21=3, D=31l, p=37, 
—1 

p=1=36, 2 = 12, ¿—3. Segun el procedimiento general, de- 
mn 

be verificarse la congruencia 3r=1 (mod. 4) que da +=3, y, por 
y 3 E: y 

consecuencia, 2=D' =31" =6 (mod. 37). Pero efectivamente: 

¿ =6"=31 (mod. 37): 

luego, si conocemos los valores 4 de la congruencia 

3 E 
a =1 (mod. 37), 

6 bien un número a perteneciente al exponente 3 (mod. 37), los 
3 2 : q que buscamos serán 2, 24,204 . Los valores de la expresion y 1 

(mod. 37), son 1, 10,26: los cuales, multiplicados por 2 = 6, producen 
du 

para los de y 31 (mod. 37), los siguientes: 6, 60, 156, ó bien los res- 

tos 6, 23, 8, respecto del módulo 37. 

2.” Sea la congruencia 

a =3 (mod. 37), 
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para la cual son; 1=2, D=3, p=31, p=—1= 36, 2148, 

q =2. En este caso debe verificarse la congruencia 27 = 1 (mod. 9), 

de donde resulta 7=5, y, por lo tanto, z= 37=21 mod. 37); pero 

aquí 2 =21" no es =3, sino =34; lo cual indica que 21 es un 
valor falso de 2, que nos sirve, sin embargo, para determinar el de 

la expresion D:2"=3: 21 3:34 (mod. 37), que es 36 =— 1 (mó- 

dulo 37); y, por éste, los del radical VD MEAN 

(mod. 37), 6 bien, los de x en la congruencia e (mod. 37), que 

son =E 6, de los cuales resultan para z los siguientes: +6.21=>+t 15. 

101.—Resolucion de la congruencia binomia para un módulo cualquiera. 

Resuelto completamente el problema para el caso de un módulo 
primo impar, pudiéramos ahora considerarlo respecto de un módulo que 
fuese una potencia cualquiera de un número primo impar, 6 el duplo de 
tal potencia; en seguida para el módulo igual á una potencia cualquiera 

del número 2; y, por último, en el caso general de ser el módulo un nú- 

número cualquiera. Pero el escaso interes relativo de estudiar así paso á 
paso la cuestion, por una parte, y el tiempo ya empleado en la investi- 
gacion de las raices propias y primitivas referentes á cada uno de estos 
módulos, por otra, nos dispensan buenamente de insistir sobre tantos 

pormenores. 
Diremos, sin embargo, recapitulando y ampliando los resultados ob= 

tenidos para las congruencias de módulo primo que: 

La congruencia de módulo cualquiera k, 

x= D(mod. k), (1) 

serd posible siempre que se verifique la condicional 

2 
> 

D * =1 (mod. k), (2) 
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y entónces admitirá o soluciones enteras, si 0 representa el máximo 
comun divisor del grado nm. de la congruencia y del múmero ¿(k). 

Si este máximo comun divisor £ fuese igual á la unidad, y, por 
consecuencia, 2 y ¿(k) primos entre si, la congruencia (1) admitiria 
una solucion única, á saber: 

2= DÉ, 

estando el exponente 7 determinado por la de primer grado 

nr= 1 (mod. d), 

solamente posible (68) cuando 2» sea primo con su módulo d, que ex- 
presa el exponente á que D pertenece (mod. [.) 

Admitida la posibilidad de la congruencia propuesta, podremos tras— 
formarla en otra 

s 

a”=D (mod. k), 

cuyo grado sea un divisor de ¿(k); y, si por x sustituimos en esta 
última los ¿(%) números primos con k é inferiores á este número: 

podrán distribuirse en ¿(k):vy grupos, cada uno de los cuales com- 
prenderá y números que produzcan igual resto. 

Despues de esta breve digresion á propósito de la semejanza entre 

las leyes á que las congruencias de números primos y compuestos obe— 

decen, hé aquí ahora cómo se procede en la resolucion general de la 
congruencia para un módulo cualquiera. 

Sea la congruencia en su forma mas general 

f(x) =0(mod. 4BC.....) (1) 



en la cual representan 4,-B,C,..... números primos entre sí dos á 

dos. 
La resolucion de esta congruencia puede siempre reducirse á la del 

sistema 

f(x) =0 (mod. 4) 

f(x) =0 (mod. Bb) 

f(x) =0 (mod. C) (2) 

En efecto: en primer lugar, es claro que toda raiz de la congruen- 

cia (1) debe satisfacer tambien á todas las congruencias del sistema (2): 

y, por consecuencia, será imposible aquella siempre que lo sea alguna 
de estas últimas. Recíprocamente: si 4 representa una raiz cualquiera 
de la congruencia f(2)=0 (mod. 4); 6 una raiz de la congruencia 

f(2)=0 (mod. B); c otra de la congruencia f(x) =0 (mod. C); etc.; 
y se determina (72) un número zx que satisfaga al sistema de con- 
gruencias 

zx =a (mod. 4) 

a=b (mod. 5) 

x=Cc (mod. €) (3) 

tendremos evidentemente: 

f(x) =f(a)=0 (mod. 4) 

f(2) =f (6) =0 (mod. 5) 

Fa)=*f(c)=0 (mod. C) 

y COMO. Alo JE LO ovas son primos entre sí dos á dos (72), tambien 

la congruencia 

f(1)=0(mod. 4 BC.....). 
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Es decir, que todo número z que satisfaga al sistema (3) es una 
raiz de la congruencia (1); y, porlo tanto, que el problema propuesto se 
reduce á encontrar dicho número 4. Pero todos estos números zx, que 

satisfacen al sistema (3), son (72) congruentes (mod. 4 B.C.....), y re- 
presentan una sola clase; por cuya razon dicho sistema de congruen— 

cias (3) nos sirve exclusivamente para determinar una sola raiz de la 
congruencia (1). 

Ahora bien, si designamos por 

A el número de todos los valores incongruentes de a (mod. 4) 

pe 1d. de b (mod. 5) 

y 1d. 1d. de c (mod. €). 

podremos formar Ap.y..... sistemas diferentes (3), mediante los cuales 

determinaremos otras tantas raices de la congruencia (1); y, como cual- 
quiera raiz de esta última debe satisfacer, segun ya dijimos, á todas las 

congruencias (2), y ser congruente, por consecuencia, con un valor de- 

terminado de 4 (mod. 4), con otro de ¿ (mod. 5), con un tercero de 

c (mod. €), etc., resulta que la congruencia propuesta (1) no contendrá 

raices diferentes de las que los Ap.v..... sistemas (3) produzcan; y, 

por lo tanto, que el número de todas sus raices incongruentes (mó- 

dulo AB C.....) será )p.v precisamente. 
Ejemplo. Sea la congruencia 

112" =-— 18 (mod. 72). 

De la congruencia auxiliar 

11 y =1 (mod. 72), 

se deduce y ==—13: 

y, multiplicando por este número la congruencia propuesta, y restando 

de los productos el módulo 72, resulta ya reducida á la forma ordinaria, 
la siguiente: 

x =2b (mod. 72, (1) 
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que puede descomponerse en el sistema: 

a =2=  1(mod. 8). (2) 

Para determinar una raiz de la primera de éstas rebajaremos su 
grado hasta el resto mínimo respecto de ¿(9)=6, y tendremos: 

2 
x= —2 (mod. 9), 

la cual nos da las dos raices 

== =áds 

La segunda congruencia, referente al módulo 8 = ye para la cual 
IE ME , a , : 

es 9 (2 )=2%7*=2, contiene las mismas raices reales que la si- 

guiente: 

2 ; 
x” =1 (mod. 8) 

que admite las cuatro raices enteras 

b=1, 3, —3, —1. 

Siguese de esto que 1A=2, p=4, y Ap=8. 
De las congruencias auxiliares (72) 

84.=1 (mod. 9) y 9f8=1 (mod. 8) 

se deducen: == y Ss 'N nn 
p 

y, por consecuencia, los números z que satisfacen al sistema (3) serán 
en general: 

=-—84+90 (mod. 72, 
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de cuya expresion, sustituyendo 'por 4 sus dos valores +4 y —4, 
y por 5h, independientemente de q, sus cuatro correspondientes, 
1,3, —3, —1, resultan los ocho sistemas: 

= ON MESS 

+9.3 +9.3 

—9.3 —9.3 

—09.1 —9.1, 

6, lo que es igual, los ocho valores de zx, 

x=-—23, —5, —59, —4l, 41, 59, 5, 23 (mod. 72), 

ó bien, tomando exclusivamente los restos mínimos positivos, 

e= 65, 413, 23, 31,41, 49, 59, 67 (mod. 72). 

102.—Observacion. 

Si reflexionamos un poco acerca de las leyes consignadas en las pá- 
ginas anteriores notaremos que, tanto para determinar los valores de la 
incógnita en la congruencia 

a"=D (mod. k), 

como para cerciorarnos de si esta congruencia es posible, dados su gra- 
do y su segundo miembro, y áun para prefijar cuántos valores puede re- 
cibir éste dentro de los límites de su posibilidad, representa el módulo 
el papel más interesante. En verdad que esta circunstancia no debe 
sorprendernos cuando ya clasificamos y representamos los números con 
relacion á estos tipos, y de la forma ó estructura de los módulos dedu- 

jimos las propiedades comunes á los individuos comprendidos en aque- 

llas clases. Pero lo que, despues de esto, debe llamar nuestra atencion 
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es que, al tratar de las congruencias binomias, sólo por incidencia, en 
ejemplos ó casos particulares, hayamos discutido las formas del módulo 

correspondiente, que hemos supuesto, una vez establecido, invariable, 

al paso que minuciosamente consideramos las que pudieran afectar los 
otros dos términos ú partes componentes de la congruencia binomia: su 

incógnita y su segundo miembro, en cada una de las secciones que cons 
tituyen la teoría precedente. Para que esta fuese completa, por conse— 
cuencia, sería preciso admitir que el módulo goza de igual variabilidad 
que los otros términos, respecto del mismo congruentes; y entónces el 
problema, que bajo ciertas condiciones hemos considerado hasta ahora, 
debiera ampliarse hasta comprender estas dos partes: una, cuyo objeto 
fuese determinar las formas de los restos potenciales para un módulo 
dado, y las raices de las congruencias correspondientes á cada uno de 
aquellos restos; y otra en la cual se tratase de caracterizar las formas 
convenientes de los módulos para que ciertos números dados pudieran 
ser restos potenciales de aquellos. Con esta reciprocidad é independencia 

alternativas entre las formas, unas veces variables y otras constantes, de 

los restos y de los módulos, se completaria la doctrina de las congruen- 
cias binomias; mas para llegar á este grado de generalidad resta mucho 
que hacer todavía. Sin embargo, aunque no tan de lleno, concretándonos 

á las cuadráticas, podemos afirmar tambien que poseemos ya una teoría 
completa, bien definida, en conformidad con el significado y represen— 

tacion que asignamos al número, ejemplo y acabado modelo del caso 
- general antes enunciado, y de suma trascendencia por sus aplicaciones, 
y porque, si no las resuelve, señala las dificultades hasta hoy invenci- 
bles del problema total, sirviendo al mismo tiempo de guia para lograr— 

lo. Expondremos á continuacion, con la posible brevedad, la teoría 

mencionada. 
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CAPITULO IV. 

De las congruencias de segundo grado. 

103.—Restos cuadraticos. 

Toda congruencia de segundo grado con una incógnita sabemos que 

puede reducirse á la binomia 

¿=D (mod. ¿), (1) 

en la cual se supone siempre á primo con k. 
Si esta congruencia es posible, ya dijimos (82) que el número D se 

llamaba resto cuadrático del módulo l: y, si no fuere posible, D to- 
maria el nombre de no-resto cuadrático del mismo módulo: advirtiendo 
para lo sucesivo que el calificativo de cuadrático suele omitirse siempre 
que no surja de tal omision duda ni ambigúedad ninguna. 

Puesto que los cuadrados de dos números congruentes (mod. k) son 
tambien congruentes, y, por otra parte, la incógnita x y el número D 
en la congruencia (1) no pueden en realidad recibir valores diferentes 

de los términos que constituyen el sistema completo de restos del mó- 

dulo k, un número cualquiera, congruente con un cuadrado cualquie- 
ra, deberá serlo por precision con el cuadrado de alguno de los k—1 
términos del mencionado sistema de restos de l: es decir, que los in— 

dividuos comprendidos en cada una de las k— 1 clases, en que los 

números no divisibles por k pueden segun k distribuirse, serán todos 
restos, 6 todos no—restos cuadráticos del módulo £. 

La teoría completa de estos restos, segun ya en general indicamos 
en el último párrafo, debe constar de dos partes principales: 

1.* Dado el módulo k, hallar los restos D, y las raices ó solucio- 

nes de la congruencia (1) para cada uno de estos restos. 

2." Dado el mimero D, hallar los módulos k para los cuales sea D 
resto cuadrático, 
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PRIMERA PARTE.—104.— Carácter de un número. 

Supongamos ante todo que el módulo k sea la primera potencia de 
un número primo impar p; y así excluimos desde luego el número 2, 
en atencion á que todo número, no divisible por 2, es siempre con— 
gruente con el cuadrado de 1 (único resto de 2), y, por lo tanto, resto 

cuadrático de 2. Si, en conformidad con lo que poco antes dijimos, del 

sistema completo de restos de p, 

elevamos al cuadrado los siguientes: 

eg 
O — 

los restos de los cuadrados resultantes serán todos incongruentes; por— 
Ao , 2 2 z 

que, admitiendo que dos cualesquiera de ellos, 7” y s por ejemplo, 

fuesen congruentes (mod. 7), su diferencia (59) 

n—s$=(r+s)(r—5) 

tendria que ser divisible por p; y, de consiguiente, alguno de sus dos 
factores 7 +s, 6 7—s8: lo cual es imposible por ser ambos menores 

que p. Luego los —lp— 1) cuadrados de la mitad de los términos 

del sistema completo de restos de p, producen efectivamente --(p— 1) 

restos incongruentes, y como los cuadrados de los términos de la otra 

mitad, 
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dan los mismos restos que los anteriores, puesto que siempre, 

(pon =p —2prar =4 (mod. p), 

resulta finalmente que 

Entre los (p—1) restos de p existen — (p—1) que son restos 

cuadráticos de p, esto es, la mitad; y otros tantos, por consecuencia, que 

son no-restos del mismo p. 

Demostrado que de los (p— 1) restos de p, la mitad solamente 

pueden ser restos cuadráticos, veamos ahora si existe un medio seguro 
de distinguirlos y caracterizarlos. 

Para esto comenzaremos por dar una definicion que nos permitirá 
despues abreviar nuestros razonamientos. Así como llamamos (88) sim- 
plemente sócios á dos números cuyo producto fuese congruente con la 
unidad (mod. p), diremos aquí que son sócios en D (*) dos números, y, 
en general, todo par de números cuyo producto sea congruente con D 
(mod. 7). Segun esta definicion, designando por 7, s, los números 
sócios en D, se verificará la congruencia 

rs= D (mod. p), 

de la cual, como es de primer grado, y ”, s son menores que p, se 
desprende que, dado un número + del sistema de restos de p, 

OTE RE OCA pi, (1) 

siempre existirá otro $ en la misma série, y uno solo que sea sócio suyo 
en 2. En general, estos dos números sócios en D son diferentes; pero 
tambien pueden ser iguales, esto es, un número zx sócio de sí mismo, y 

entónces la congruencia anterior de primer grado se convierte en la de 
segundo 

=D (mod. p), (2) 

cuyas dos raices son precisamente los números de que hablamos, y de 
los cuales es D resto cuadrático (mod. p). 

(*) Generalmente se llaman tambien estos números conjugados. 
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Ahora bien, si suponemos que los números sócios en D son dife- 
rentes, en cuyo caso la última congruencia es imposible, y por lo tanto, 

D es no-resto (mod. p), como para ser idénticas dos parejas de números 
sócios basta que contengan uno solo comun, los términos del sistema de 

restos (1) podrán distribuirse en —(p— 1) pares de sócios en D, y 

su producto, por consecuencia, será: 

p—l 

aca (p—1)=D * (mod. p). (3) 

Si admitimos, por el contrario, que la congruencia (2) sea posible, 

y p represente un individuo del sistema (1) que la satisfaga, existirá 
otro tambien « con la misma propiedad que el primero p. En efecto, 
olvidémonos de que la congruencia (2) admite dos raices: de la con— 

gruencia basada en la existencia hipotética del número s, 

5 = o” (mod. Pp), 

se deduce que la diferencia 

2 

o —o =(+p) (0—p), 

tiene que ser divisible por p; y, de consiguiente, como fp y « son 

distintos y ambos menores que p, que sp tiene que ser divisible 
por p, para lo cual, dadas las condiciones de p y s, es indispensa— 
ble que s+e=p. De esta igualdad se desprende que s=Pp—e; y, 

2 A 
puesto que (p—p) =p —2peg+p =p =D (mod. p), resulta efec- 

tivamente probada la realidad, supuesta al principio, del número s, y 
que éste vale p—p¿. Separando, por un momento, esta pareja p y 

P—p,. cuyo producto es p(p—p)==— ES — D, de los (p— 1) nú- 
meros del sistema (1), los (p— 3) restantes pueden distribuirse en 

—(1—3) parejas de sócios, diferentes; y el producto de estas parejas 

de sócios, diferentes, por el de la separada antes, esto es, el producto de 
todos los números del sistema (1), será por fin: 

pl 

nas DE DN intoda 1) (4) 
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La imposibilidad ó posibilidad de la congruencia (2) nos ha condu- 
cido respectivamente á las congruencias (3) y (4); pero es necesario 

añadir que existe un caso para el cual dicha congruencia (2) es siempre 

posible: aquel en que sea D=1= es y entónces admite evidente— 
mente las dos soluciones, 1, y —1 Ú6 p—1. La congruencia (4) para 

este valor particular de D se trasforma en la siguiente: 

ML ns (p=1)=— 1 (mod. p), 

que es la de Wilson; y comparando esta congruencia con la (4), y des- 
pues con la (3), resultan estas otras: 

¿Y p—l 

2 la 
D =+1(mod.p) y D = — 1 (mod. p), 

las cuales expresan respectivamente las condiciones del número D para 
ser resto 6 no resto cuadrático del módulo primo p. 

Esta propiedad de ser el número resto ó no-resto del módulo p, 
se conoce con el nombre de caracter (*) de dicho número D; y se ex- 

presa, además de por las dos últimas congruencias, por el símbolo debi- 
do á Legendre (*) 

e 
de manera que siempre podremos establecer la congruencia 

p=1l 

Lo D 
== a) (mod. p). 

D 

Si el número D fuese un producto 2 -de varios factores abC....., 
como ninguno de éstos será divisible por el número primo p si su pro- 
ducto no lo fuese, de la igualdad 

p=1 pl p=1 p=l1 

(*) Euleri Comm. Arithm., t. I, pág. 260 y 516, aunque no claramente expreso, 
(1 Théorie des Nombres, 3.* ed., t. I, p. 197. 
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se deduce que dicho producto m=A4bC..... serd resto 4 no-resto de p, 
segun que el múmero de sus factores, no-restos de p, sea par ó impar. 

Esta ley, segun el símbolo de Legendre, se expresa en forma de 

ecuacion de este modo: 

ambas LEC 
El carácter, pues, de un producto depende de los caracteres de sus 

factores. 
En virtud de que los números congruentes (mod. p) tienen respecto 

de este módulo igual carácter, si se verifica la congruencia 

m= m4 (mod. p), 

es cierta la igualdad 

(m 
Finalmente, otra propiedad de este mismo símbolo es la que repre— 

senta la igualdad evidente 

576) tr 

105.—7rasformacion del caracter precedente. 

El carácter d criterio de Euler para conocer si un número D, no 
divisible por el número primo p, es resto ó no-resto del segundo, pue- 
de trasformarse muy ventajosamente para nuestras ulteriores investiga- 
ciones (*). 

(*) Gauss, Theorematis arithmetici demonstratio nova. Werke, l. IT. 
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Formemos los productos de D por la série de números 

Como 1 es primo con p, todos los restos », serán (63) significati— 
vos (ninguno es 0), diferentes entre sí, y menores que 7. 

Separemos ahora estos restos en dos secciones: una que comprenda 
1 

los mayores que -—p, los cuales representaremos por 

gr o (4) 

cuyo conjunto es y; y otra en la que estén incluidos los menores 

que —P, expresados por 

b, Bor Dg o... dr (B) 

en número de A: yes evidente que los complementos á p delos y. 

restos (4), 

PA A 

son tambien diferentes, y están comprendidos, como los términos de la 

série (8), entre los límites 0 y —p. Mas, aunque así sea, los térmi- 

nos de la última série no coincidirán con los de la anterior; pues si 
17 
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se verificase la igualdad p —a=b entre uno cualquiera de los térmi- 

nos complementarios p—4, y otro, b, de los de la série (8), se 

deduciria de ella inmediatamente: b+4=p=0 (mod. p); y de- 

signando por 4D y BD los múltiplos de D que dan los restos 4 y 
D, tambien: 

AD+BD=(A+5B)D=0 (mod. p): 

y de aquí, como 2D es primo con p, que A+B sería divisible por 
. . 1 

p: lo cual es imposible por ser los dos, A y PB, menores que -7 p. 

Siendo, por consecuencia, diferentes los p números comple- 

mentarios, arriba escritos, de los A de la série (8), resulla que el 

conjunto, A+u= — (p= 1), de los unos y los otros, 

PA) PA Ms Mrrar930b 

. 1 . 
cuyos valores se hallan comprendidos entre 0 y —>p (con exclusion 

a a 1 ñ 
de estos límites), bo puede ser sino el de los -—(p— 1) números 

y, por lo tanto, que el producto de los primeros es igual al de los se 

gundos, á saber: A 

(p=4,). (P=4,)...... (p=4,)-b A A E IR (1) 
JO de 2 

De esta igualdad, separando los múltiplos de p, se desprende la 
congruencia 

A 00d, Dones. INS -- (p — 1) (mod. p): 
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y de esta otra, evidente, 

poniendo en vez de los productos D, 2D..... sus restos respectivos. 

la que sigue: 

pl 

sd DI bp =1.2.3.... 2 (p-1)D * (mod. p), 

Ñ y — wo 09 SE | S 
b ! wo Co a - (p —1)(mod. p), 

6 bien, suprimiendo el producto comun á los dos miembros. en esta otra: 

1 
2 

(NA = 1 (mod. p): 

de la cual se deduce: 

D = (— 1)% (mod. p), 

6, en otros signos: 

Eo 
Esta expresion simbólica traducida al lenguaje vulgar dice así: 
Un número cualquiera D, primo con p, será resto. d no-resto cua— 
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drático de p, segun que el múmero y., de los restos minimos positivos 

(mod. Pp), Mayores que = p, de los productos 

DVDS IDAS —(p=1)D, 

sed par, 0 impar. 
Ejemplo 1. Nos proponemos averiguar si 3=D es resto 4 no- 

resto del módulo 17=p. Formando los productos de 3 por los 

1 o 7 
—7 (17—1)=8 primeros números enteros, tendremos: 

3.06, 19,019, 1518 DOE 

1 1 4 
que son mayores que ——P=8-—, resulta que 3 es no-resto de 17. 

Ejemplo 2." Veamos si 8 es resto d no-resto del mismo 17. 
Los productos de 8 por los ocho primeros números son: 

8, 16, 24,32, 40, 48, 56, 64, 

y sus restos mínimos positivos, segun 17, 

A O ES AS 

entre los cuales hay cuatro = y, 16, 15, 14, 13, que son mayores que 

—p=8—: luego 8 es resto de 17. 
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Hé aquí una tabla que contiene algunos números primos y sus restos 
cuadráticos correspondientes: 

et Restos cuadráticos. o 

3 |1 l 

5 |1,4 2 

7 |1,2,4 3 

11 [1,3,4,5,9 5 

13 [1,3,4, 9, 10, 12 6 

17 [1,2, 4,8, 9, 13, 15, 16 8 

19 |1,4,5, 6,7, 9, 11,16, 17 9 

23 |1,2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18 11 

29 |1, 4,5, 6,7, 9, 13, 16, 20, 22, 23, 24, 25, 28 14 

31 |1,2, 4,5,7, 8, 9, 10, 14, 16, 18, 19, 20, 25, 28 15 

37 |1,3,4,7,9, 10,11, 12,16, 21,25, 26, 27, 28, 30,33, 34,36 | 18 

En esta tabla se ve perfectamente que el número de restos, para 
, 1 a , 

cada módulo p, es, en efecto, ——(p— 1); en cambio los otros núme- 

ros del sistema de restos de p que no figuran en ella, son no-restos de 
los módulos respectivos. Asi, v. gr.: 2 es no-resto de 3; 2 y 3 no—restos 
de 5, etc. 

Explicada la teoría de los restos cuadráticos, para un número primo, 
fundándonos exclusivamente en las propiedades de los números socios y 

en las elementales (63) de los restos que producen los productos suce— 

sivos de un número no divisible por el módulo, pasemos ahora á confir— 

mar lo dicho, y completar aquella respecto del módulo 2, y de los módu— 
los compuestos, apoyándonos tambien en los principios generales que al 
tratar de las congruencias binomias expusimos. 
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y ' A 
106.—De la congruencia z =D (mod. p', cuando p sea un número 

primo impar. 

Aplicando dichos principios (98) al caso actual, tenemos: n= 2, y 
¿=2= máximo comun divisor del grado 2 y de p— 1 que es par; 

de cuyos datos se desprende que la congruencia 

x= D(mod. p) (1) 

será posible siempre que se verifique la condicional 

p=—1 

D* =1 (mod. D. (2 

y entónces, para cada número 2D, admitirá dos raices incongruentes. 

De esta congruencia y del teorema de Fermat 

pl 1 

RN e ld É eo) = 0 (mod. p), 

se deduce que 2D, cuando sea no-resto cuadrático de p, debe satis- 
facer á esta otra: 

que con la anterior expresa el carácter de Xuler. 
Ambas prueban que el conjunto de los números 2, ó el número de 

los restos cuadráticos de p, es igual, al de los no0-restos de dicho mó- 

dulo, esto es, =-> (p— 1); y de ellas se desprende además que, si y 

es una raiz primitiva de p, las potencias pares de 7, 
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: ES 2 
representan los restos de p, y las impares, 9 9 Y 3 Y) ; 
los no-restos. 

De lo cual se infiere tambien que los restos cuadráticos de p 

no son raices primitivas de p; porque pertenecen al exponen— 
1 . . 

te —(p—1), que es menor que p—1=+(p); y, de consiguiente, 

las raices primitivas de p se encontrarán entre los 20-restos del men- 
cionado número p; (0 son además no-restos de 7. 

Resulta, finalmente, que por el procedimiento seguido ahora hemos 
llegado á determinar, como por el directo y elemental, seguido antes, 
cuáles y cuántos son los restos cuadráticos del módulo primo, impar, p, 

y cuántas raices admite la congruencia =D (mod. p) para cada uno 

de aquellos restos. 

2 7 ; . 
107.—De. la congruencia aw =D (mod. k), cuando k sea una potencia 

cualquiera de un número primo impar. 

Supongamos k =p", y que la congruencia 

=D (mod. p”) (1) 

sea posible; entónces, decimos, esta congruencia admitirá dos raices 

incongruentes. En efecto, sea « una de ellas, que verificará natural- 
mente la congruencia 

5) 

a =D (mod. p”). (2) 

Restando ésta de la anterior, se obtiene la diferencia 

2 

z —u =(8+a) (1 —0) = (mod. p”). 

Ahora bien, de los dos factores binomios de esta diferencia, uno 

solo puede ser divisible por p; porque, si lo fueran los dos á un tiem- 



264 

po, su diferencia (1+u)—(x —a) =20 lo sería tambien; y, como 2 
es primo con p, deberia ser « múltiplo de p; y, por consecuencia, 

segun la congruencia (2), tambien 2 divisible por p: lo cual es con- 
tra la hipótesis que desde un principio sentamos, de ser D primo con 

p. Esto prueba que uno solo de los dos factores expresados, indistinta- 

mente, ha de ser divisible por p”"; y, de la suposicion de que lo sea 
el segundo, ó el primero, resultan las congruencias 

a=a(mod. p"), 6 x=—a (mod. p”); 

las cuales patentizan que la propuesta (1) admite las dos raices «a 

y —a, ó no admite ninguna. 
Segun los principios generales (101), la congruencia (1) será reso- 

luble cuando se verifique la condicional 

a e 
De j = 1 (mod. p”); 

pero se puede tambien reducir al anterior el caso presente, esto es, de- 
ducir la posibilidad de la congruencia dada ahora, 

x"=D(mod p”), (1) 

de la posibilidad de la anteriormente considerada, 

«=D (mod. p). (2) 

Que toda raiz a« de la congruencia (1) lo es tambien de la con- 
gruencia (2) es evidente, y no hay para qué insistir en ello. Mas lo 
importante es saber si, recíprocamente, de una raiz « de la congruen- 

cia (2), segun la primera potencia de p, se puede deducir otra, con—- 
gruente ú equivalente á aquella (mod. p), que satisfaga á la congruen— 
cia (1), segun una potencia cualquiera de p; y para esto es claro que 
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basta indagar si de una raiz u de la congruencia (1) puede deducirse 
T . . 

otra =u (mod. P ) que verifique la congruencia 

pana) 
s= D(mod. P (3) 

Fácil es y muy breve la investigacion indicada. En efecto, si « es 
raiz de la congruencia (1) tendremos: 

a =D(mod. p") óbien a —D=hp" 
? 

siendo / entero. Estableciendo la igualdad 

a=0a+p" y, 

elevándola al cuadrado, restando 2 luego de los dos miembros, y te- 
niendo presente el valor de — D, resulta: 

e —D=hp"+2ap"y+p "y =p" (4+2ay (mod. p"*)); 

y de aquí que, si ha de ser 2 —D divisible por a 6 lo que es 
igual, 

a =D (mod. pita! 

es necesario que ¿+20 y sea divisible por p, ó bien que 

22y =—h (mod. p). 

En esta última congruencia, 2a es conocido, y % está determinado 

por la igualdad /2= (ar —D):p"; de modo que, si la variable y pue- 

de tambien determinarse para que aquella se verifique, quedará demos- 
trado lo que pretendíamos. Mas en esta congruencia de primer grado 
que contiene la y, como D, y, por lo tanto, «%, son primos con p, 
y, por ser p impar, tampoco 24 es divisible por p, el coeficiente 
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2a, de la incógnita y, es primo con el módulo: luego siempre (68, será 
posible determinar y mediante la congruencia expresada; y, por con 
secuencia, deducir de una raiz a de la (1) otra de la congruencia (3). 

Nótese además, que no solamente hemos demostrado que la posibilidad 
de la congruencia (1) lleva consigo la de la (3); y, repitiendo el mismo 

razonamiento, que de una raiz de la congruencia cuyo módulo sea la 

primera potencia de p, puede deducirse otra de la congruencia cuyo 

módulo sea el cuadrado de p; de ésta una tercera cuyo módulo sea el 
cubo de p, etc.; sino que en la misma demostracion se halla indicado 

el medio práctico de encontrar estas raices. 

Veamos, por ejemplo, cómo, dada la congruencia 

27 (mod. 3), (1) 

y una raiz de la misma 2=l, se hallará otra raiz de la congruencia 

== (mod. Se (2) 

Siendo 4=1|l una raiz de la congruencia (1), tenemos: 

= 7 (mod. 3): 

de donde se deduce: 

h==—3==-=—%; y, por lo tanto, 2y = +2 (mod. 3); y =1. 

Sustituyendo este valor de y en la expresion 

E OS 

se obtiene el de a" =1+3=4 para raiz de la congruencia 

== (mod. 3%) 



Con los datos referentes á esta congruencia a =4, D=7, p'" =09, 

se hallan: 

== E ME E A VE O O A e E a 

Siendo 2'=13 una raiz de la congruencia 

2 

a =“ (mod. e) 

como en los casos anteriores tendremos: 

13877 1697 > 
27 27 0 

mode 31): 10: 
? 

a SO: 

Así vemos efectivamente que á la raiz a =1 de la congruencia (1) 

corresponde la «""=13=au (mod. 3) de la congruencia (2); y, si en 
lugar de la raiz 1 hubiésemos tomado la otra 4 =-— 1, hubiéramos 
hallado del mismo modo, «a =— 13, 

5 o 2 s 
108.—De la congruencia ax. =D (mod. k), cuando k sea una potencia 

superior d la primera del número 2. 

Ante todo advertiremos acerca del caso excluido en este epigrafe, 
de ser el módulo igual á 2, que todo número impar es congruente con 

2 : Ñ Eh 
1” (mod. 2, y, por consecuencia, resto cuadrático de 2. 

La congruencia referente á la segunda potencia de 2, 

=D (mod. 4), 
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será posible siempre que se verifique la condicional 

D= 1 (mod. 4); 

porque, admitida su posibilidad, cualquiera raiz x que la satisfaga, tiene 
. que ser un número impar, de la forma 22 +1 por ejemplo, cuyo cua- 

drado, 4n +4n+ 1, es en efecto =1 (mod. 4); y recíprocamente: 
; ; Ed O 

si se verifica la condicional D=1 (mod. 4), la congruencia a =1 

(mod. 4) contiene evidentemente las dos raices 4=>+ 1 (mod. 4). 

La congruencia, segun la tercera potencia de 2, 

=D (mod. 8), 

será posible cuando se verifique la condicional 

D= 1 (mod. 8); 

puesto que el cuadrado de todo número impar 42 1, es 

160 =8n+1=1 (mod. 8); 

y, reciprocamente: si esta condicion se cumple, la congruencia pro- 
2 . 

puesta, entónces convertida en esta otra, a. =1 (mod. 8), contiene las 

cuatro raices =1, 1=3, 1=5, 2=7. 

Pasemos ya á la congruencia más general 

2 
=D (mod. 2 (1) 

en la cual sea 133. Esta congruencia será posible cuando se veri- 

fique la condicional 

eS D(mod. 8), 

y para esto es necesario que 

D=1 (mod, 8). (2) 
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Pero tambien recíprocamente: si esta condicion se cumple, la con- 
gruencia general propuesta es posible, y admite cuatro raices incon= 

A ¿ 00 : 
gruentes (mod. 2 le Para demostrar lo primero, siguiendo el mismo 

método inductivo que en el párrafo anterior, admitamos que sea «4 una 
raiz de la congruencia (1), en cuyo supuesto será 

2 A 
a —D=h.2. 

Estableciendo la igualdad 

—1 
A SS 

elevándola al cuadrado, restando luego D de sus dos miembros, y 
' 2 me ES 

cambiando « —D por su valor 4.2”, tendremos la siguiente: 

=D o 

1 9, reparando en que 21—2 es >21+1 por ser 1>3, la con- 
gruencia: 

ae ep =2 (h+ay) (mod. ge): 

¿ 2 «de A+1 
Ahora bien, para que x — D sea divisible por 2 , 6, en otros 

términos, para que zx sea raiz de la congruencia 

a =DÍmod. id (3) 

es necesario y suficiente que 2¿+ay sea divisible por 2; y, como 

siempre es posible (68) determinar y mediante la congruencia 

ay = —h (mod. 2), 

por ser a impar, y, de consiguiente, primo con 2, resulta que la po- 
sibilidad 0 existencia de una raiz «a para la congruencia (1), exije ine— 
vitablemente la posibilidad de la congruencia (3); y, por conclusion, 

que: 
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Para ser posible la congruencia 

2 ) 
x = D(mod. 2”) 

es necesario y suficiente que se cumpla la condicion 

D=1 (mod. 8). 

Para lo segundo, representemos, como antes, por « una raiz de la 

congruencia (1), será evidentemente: 

aos (102) (1 +) = 0 (mod. 22); 

dal on : 
y, dividiendo por 2” sus dos miembros y el módulo, lo cual es posible 

por ser x y z impares, esta otra: 

TO LHFO 

2 2 
=0 (mod. e 

mas la diferencia 

es un número impar, a; y para esto es indispensable que uno de sus 
, , . = , . . 1 

dos términos, 0 factores de la última congruencia, --(2—) 6 

— (x +0, indistintamente sea impar, y el otro, como exije esta mis- 

ES A—2 et. y / 
ma, divisible por 2 ; luego por precision habrá de verificarse una 

de las siguientes: 

a =4 (mod. e ó. == a (mod. A 

Estas congruencias manifiestan que la suma ó la diferencia de los 
pg N=1 SS 7 

mámeros, 2 y 7, es divisible por 2 lo cual exije que, si uno 
MM , A ) 1 Je que, 
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: SA=1 
de ellos es u, el otro w tenga la forma, ya establecida, “+2 Y: 

2 A c 
cuyo cuadrado es =4a =D (mod. 2 ); y de las mismas se despren- 

den, por consecuencia, los cuatro valores de 2 que á continuacion 

liguran: 

== 2 (mod. 9») T= a +2*=* (mod. 2)) 

x= —a (mod. 2)) == A 2*), 

Que estos cuatro valores incongruentes (mod. 9%) de la variable 

satisfacen á la congruencia propuesta no hay para qué repetirlo des- 

pues de lo dicho. 

En resumen: 

La congruencia 

So 

a =D(mod. 2*), 

serd posible: 
1. Cuando A=1, siempre; y entónces admite una sola raiz. 

2.2 Cuando )=2, siempre que se cumpla la condicion D=1 

(mod. 4); y entónces admite dos raices. 
3. Cuando h>3, siempre que se cumpla la condicion D=1 

(mod. 8); y entónces admite cuatro raices. 

2 , , 
109.—De la congruencia =D (mod. k) cuando k sea un número 

cualquiera. 

Esta congruencia, en la cual se supone siempre 2 primo con k, 
será posible cuando lo sean las congruencias correspondientes á cada 

uno de los factores primos de su módulo; y, como este módulo sólo 
puede contener factores primos impares, potencias de estos números 
primos, y el número primo 2 6sus potencias superiores, ya exclusiva- 
mente una sola especie de estos factores, bien mezclados unos con otros, 
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en los párrafos precedentes queda explicado cuanto para la resolucion 
del caso actual necesitamos. 

Supongamos, pues, que k no contenga el factor 2, por el pronto, y 

designemos por p un factor cualquiera, primo, de k; la congruencia 

a =D (mod. k) (1) 

será posible siempre que se verifique la condicional, referente á los fac- 

lores Pp, 

D Es P (2) 

y, entónces, para cada uno de los factores de la forma p*, de su mó- 
dulo k, admitirá dos raices incongruentes; luego, si p representa el 

número de todos estos factores primos diferentes, p, el de las raices 
incongruentes de la congruencia propuesta (1), será 

a =2*. 

Supongamos ahora que k contenga el factor 2; tendremos que dis- 
linguir tres casos: que contenga simplemente á dicho factor; que le 

contenga elevado á la segunda potencia; 6 á una potencia igual ó supe- 

rior á la tercera. 

En el primero será k el duplo de un número impar, y como la 

congruencia para el módulo 2, 

=D (mod. 2) 

admite una sola raiz, la propuesta (1) admitirá el mismo número s de 

raices que cuando no contenia su módulo al factor 2. 
En el segundo, será k el cuádruplo de un número impar, y á la 

condicion general (2), referente á los factores impares, habrá que aña— 

dir esta otra, 

D=1 (mod. 4), 
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ara que sea posible la congruencia (1); la cual, como la correspondien- p ; 
te al módulo 4 admite dos raices, admitirá entónces 

17 1 
do Lo 

En el tercero, será k el óctuplo de un número impar; á la condi- 
cion general (2) habrá que añadir esta otra: 

D=1 (mod. 8); 

y, como la congruencia 

=D (mod. 22), 

donde 1> 3, admite, cuando es posible se entiende, cuatro raices in- 
congruentes, la propuesta (1) admitirá para este caso 

a gn: 

Con esto la primera parte de la teoría de los restos cuadráticos (103) 
queda por completo terminada; mas, ántes de pasar á la segunda, con 

viene tratar en seguida, como consecuencia de los principios que acaba- 
mos de estudiar, de la generalizacion del teorema Wilson, ya exclusi- 

vamente para los números primos demostrado. 

110.—TZeorema de Wilson generalizado. 

Haciendo D=1 en la congruencia (1) del párrafo anterior, la re- 
sultante 

EA (mod. k) (1) 

es siempre posible, y el número s de sus raices es: 1, cuando k=1, 
ó k=2; 2, cuando k es una potencia cualquiera de un número primo 
impar, el duplo de tal potencia, 6 igual á 4; 6 múltiplo de 4, en 

18 
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todos los demás casos. Omitiendo los dos primeros, k=1, y k=2, 
s E AS e 4 

para los cuales es s =1, este número s puede distribuirse en — 9 

pares de raices, tales como ¿ y —p, las cuales son incóngruas ó di- 
ferentes entre si (mod. k), por ser p primo con k, y, de consiguien- 

te, su diferencia 2p no divisible por k. El producto de este par de 
2 y 

raices, px(—p)=—pe , es ==—1; y, por consecuencia, segun 

que s contenga, 6 no, un número par de estas parejas, esto es, segun 

que s sea, ó no, divisible por 4, así el producto de todas las $ raices 
1 

de la congruencia (1) será =+1 6 =—l1; y, en general, será 

=(—1)%, si p representa el número de las parejas mencionadas, p y 
—p. Pero estas y raices se encuentran entre los ¿(k) números pri- 
mos con k é inferiores á este número; y quitándolas de ellos, los 
restantes ¿9(k) —o, si quedan, pueden tambien agruparse en parejas (*) 
de sócios (1, s) (88) cuyo producto 7s=1, segun sabemos, y los 

cuales son tambien diferentes entre sÍ; pues, si fuesen congruentes, 

s =>", tendríamos AS 1, y sería 7», por lo tanto, una de las í rai- 
ces de la congruencia (1). Luego el producto de todos los «+ (k) núme- 

ros inferiores y primos con k es =+1 06 =—1l, segun que s sea, 
0 no, divisible por 4; ó bien, segun que p. sea par Ó impar; y, por 
consecuencia: 

Si P representa el producto de los ¿(k) mimeros primos con k é 
inferiores d este múmero, se verificará la congruencia 

P==31 (mod. k): | 

a saber: 

P=-— 1 (mod. £), 

siempre que sea k= una potencia cualquiera de un número primo 
impar, el duplo de tal potencia, 6 =4; y 

P=-=+1 (mod. k) 

en todos los demás casos. 

(*) El número ¿(%) es siempre par, excepto en los casos k¿=1, k=2 (55). 
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En cuanto á los en un principio exceptuados, k=1, k=2, siem- 

pre es (k)=1, y el único número no mayor y primo con kh, de con- 

siguiente, =3+E1. 

Tal es el teorema que lleva el nombre de teorema generalizado de 

Wilson. 

SEGUNDA PARTE.—111.— Verdadero concepto del asunto. 

Pasemos ya á estudiar la segunda parte (103) de la teoría de los 

restos cuadráticos, á saber: 

Hallar todos los módulos k de los cuales un múmero conocido D sea 
resto cuadrático. 

Para ésto comencemos por enunciar en términos bien esplícitos la 

indole y extension del problema que tratamos de resolver. 
En general, los módulos lk, para los cuales se verifica la congruen- 

cia f(w)=0 (mod. k), se llaman tambien divisores de la forma f(x), 

dado que existan, por supuesto, números Z, que hagan esta forma di- 

visible por alguno de aquellos módulos. Aplicando esta definicion á la 
congruencia particular 

x =D (mod. k), 6 2 —D=0 (mod. k), 

diremos que los módulos k, de cuya determinacion tratamos ahora, 
son los divisores de la forma 

AO (1) 

Pero los divisores de esta forma lo son tambien de la forma más 

general 

AI (2) 

en la cual representan £,%w dos números enteros indeterminados, y 
siempre primos entre sí, puesto que la última forma se convierte en la 
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primera con solo hacer ¿=w, 4u=1. Y recíprocamente: todo divisor 

de la forma (2), en la cual £,w expresan números primos relativos, es 
tambien divisor de la forma (1); porque designando k un divisor de 
la (2), este divisor sería primo con u (en atencion á que cualquier 
factor comun de k y u lo sería tambien de £, y entónces ¿ y u 
no serian primos entre sí), y podríamos hallar siempre (68) un número 

x que verificase la congruencia 4x= t (mod. k). Elevando, pues, al 
cuadrado esta congruencia posible, y sumándola luego con la su- 
puesta (2), 

¿—=Du=0 (mod. h), 

resultará la siguiente: 

a la” = D) = 0 (mod. ho), 

6 bien, como u es primo con k, esta otra (61-8.”), 

x — D=0 (mod. k). 

Luego la posibilidad de una de las dos congruencias 

e —D=0 *—Dw =0 (mod. O, 

lleva consigo la de la otra: y, por consecuencia, el problema poco 
ántes enunciado, podrá tambien formularse en estos otros términos: 

Hallar todos los divisores de la forma E =D en la cual D 
representa un número dado, y t,u dos indeterminados, sujetos d la con- 
dicion de ser primos entre st. 

Concretándonos tambien en esta parte de la cuestion, como en la 
primera, á los módulos / (siempre positivamente considerados) primos 

con D, y recordando que la posibilidad de la congruencia 

« =D (mod. h), 
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depende exclusivamente de las propiedades de los factores primos impa- 
res contenidos en k, y que la misma congruencia es muy fácil de re 

solver para los módulos de la forma 2 a podremos reducir muestro pro- 
blema á determinar los módulos primos impares p, primos con 2D, de 

los cuales sea este número conocido, D, resto cuadrático. Gomo por 

otra parte, el carácter del número D, respecto de tales módulos, depen- 

de tambien de sus factores, y este número en general, y á condicion 
de ser primo con un módulo primo impar p, puede ser positivo 6 ne- 
gativo, par 6 impar, el problema planteado se concreta en último térmi- 
no al siguiente: 

Hallar los números primos impares, p, para los cuales sea posible una 
de las tres congruencias 

a=-—1, A 2 =q (mod. p), 

designando q tambien un mimero primo impar, positivo y dado. 
O, usando la notacion de Legendre, á 

Determinar el valor de los tres símbolos: 

(5).6),(7) 
= 1 

112.—Determinacion del simbolo ll 

La determinacion de las formas de los módulos p que satisfagan á 
la congruencia 

z =-—1(mod. p), 

no ofrece dificultad ninguna. En efecto, aplicando el criterio gene- 
ral de Euler y Legendre, 

p—1 

(Quo co, 
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al valor particular de 1 =— 1, tendremos: 

11 (5) a Did (mod. p), 

Ú si se quiere mejor: 

ESA 
Esta igualdad manifiesta que el símbolo de su primer miembro 

será la unidad positiva ó negativa, segun que el exponente —, (p= 1) 

del segundo, sea par 6 impar. Ahora bien, todos los números primos 
impares, al ser divididos por 4, producen los restos 1 64 3; y de aquí 

se desprende que todos aquellos números primos se dividen en dos cla— 

ses, respecto del módulo 4, cuyas formas respectivas son 4 +1 

y 1n+3: si p es de la primera, el exponente —(p — 1) es par, y, 

por consecuencia, —1 resto cuadrático de p; si fuese de la segunda, 

+ (p—1) sería impar, y —1, por lo tanto, no—resto entónces de p. 

Luego 

LElmimero —1 es resto cuadrático de todos los números primos de la 

forma An+1, y no-resto de todos los números primos de la forma 
4 +3. 

Al mismo resultado puede llegarse por este otro camino. 
Elevando la congruencia, supuesta posible, 

== (mod. p), 

á la potencia -- (p— 1), se obliene la siguiente: 

p=1 

= (—1) q (mod. p,) 
pl 

Tr 



y, segun el teorema de Fermat, 

pl 

1=(—1) Y (mod. p); 

para lo cual es necesario que p sea de la forma 42+l; y, por con 

secuencia, —1 es no-resto cuadrático de los números primos de la 
forma 42+3. 

Recíprocamente, si p es de la forma 42 +1, el binomio de Fer- 

mat, x?7*—1, es divisible algebráicamente por a (a+ 1) 
2 2 5 

e = 1) y, por lo tanto, por "+1: luego será 

a —1I=(e +1)4(0, 

donde ¿(z) representa un polinomio con coeficientes enteros; de cuya 
E , ; 

igualdad (80) se deduce que la congruencia 4" =—1, 6 mejor el 

binomio 4 +1 será congruente con cero para dos valores incon- 
gruentes de x; y, de consiguiente que el número —1l es resto cua= 
drático de todos los números primos de la forma 41 —>+ 1. 

Este resultado se obtiene tambien muy fácilmente, supuesto el teo- 
rema de Wilson. En efecto, entre los números 1,2, 3, ..... (p=1), 

sabemos que existen + (p—1) restos, y otros tantos no-restos de p; 

y, por consecuencia, el número de los no-restos de p será par, 6 impar, 
segun que dicho módulo sea de la forma 42+1, 06 de la forma 
4n +3; siendo así, en el primer caso, resto, y en el segundo, no-resto 

des mel producto A. ¿D (p=1) de los restos de p; 
mas este producto, segun el teorema mencionado, es siempre = — 1; 
luego —1 será tambien resto de p=42 +1, y no-resto de p= 
4n+3. 

Infiérese además de lo anterior que, si 7 es resto de un número 

primo de la forma 4n +1, será tambien — + resto de este número; 
y todos los no-restos del mismo permanecerán no-restos aunque cambien 
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de signo; pero, si fuese p de la forma 42+3, sus restos se conver 
tirán en no-restos al cambiar de signo, y vice-versa. 

0) 

113.—Determinacion del simbolo e) - 

Elnúmero 2 es resto cuadrático de todos los números primos de las 

formas 8n 1, y no-resto de todos los múmeros primos de las formas 
8233. 

Aplicando los principios generales (104), sustituiríamos en la con 
gruencia condicional 

Pl 

2? =>+1(mod. p) 

en lugar de p, las cuatro formas espresadas (*): 

8n+1l, 8n—1, 8N+3, 8nN—3, 

y discutiríamos en qué casos era su primer miembro =-+l, y en 
cuales =—1; pero creemos más conveniente, conforme nos enseña 

Gauss (**), demostrar esta proposicion por el método inductivo. 

En la tabla de restos cuadráticos (105) vemos efectivamente que el 

número 2 es resto de los números 

O EOS 

entre los cuales ninguno hay de las formas 81 +3 y 8N—3=8N+50. 
Prolongando la tabla hasta el número 100, por ejemplo, veríamos el 

mismo resultado: que ningun número primo, menor que 100, del cual 

(*) Skrivan, Grundlehren der Zahlen—Theorie, $. 84, * 

() D, A., $$. 112 y 113, 
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fuese 2 resto cuadrático, tendría la forma 82 +3, ni la forma 81 +5; 
y, si probáramos, en general, que esta induccion es cierta, podríamos 
afirmar que no existe ningun número primo de las formas 82+3 y 
8n +5, cuyo resto cuadrático sea 2. Supongamos para esto que, pa—- 
sado cierto límite, existan números de las formas 81 +3, de los cua— 

les sea 2 resto cuadrático; y designemos por p el minimo de todos 
ellos; de manera que p será de una de las formas 82+3 ú 8 +5, 
y el número 2 resto cuadrático de p, pero no—resto de todos los núme- 
ros, menores que p, cuyas formas sean tambien 82+3 ú 82—+5. 
Siendo 2 resto de p, la congruencia 

2 (mod. p), 

será posible y admitirá, como sabemos, dos raices, 4 y 4 =P—4, 
cuya suma es p, ambas menores que p, por consecuencia, y par la 
una, é impar la otra. Sea, pues, a la raiz impar y menor que p, que 
verifica la congruencia 

a =2 (mod. p), (1) 

Escribiendo esta congruencia en forma de ecuacion tendremos: 

2 

a —2=pf; (2) 

de la cual, como 4 es impar, y a, por lo tanto, de la forma 82 + 1, 

se desprende que el producto pf= a” —2 es de la forma 8n— a 
para que este producto sea de la forma expresada, 8n— 1, siendo uno 
de sus factores p, que tiene las formas 8% +3, es necesario que el 
otro factor f sea de las formas respectivamente 813. Por conse— 
cuencia, todos los factores primos que puede contener f, afectarán, res— 
pecto del módulo 8, exclusivamente las cuatro formas 81 +1 3, 8n + 1; 

y, puesto que el producto de los números de las dos últimas es tambien 
de estas mismas formas, 8n—E 1, síguese que el número f por preci- 
sion ha de contener un factor primo p', aunque él lo sea, de una de 

las dos primeras 82 4 3. Pero de la igualdad (2) se deduce que la 
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congruencia (1) se verifica tambien para el módulo f, y, de consiguien 
te, para el divisor p' de este módulo, esto es: 

a =9 (mod. p”); 

y, como p' es menor que p, resulta, contra la hipótesis en el princi- 

pio admitida, que p noes el minimo número de las formas 81 +3, 

del cual sea 2 resto cuadrático: luego tal hipótesis debe desecharse, y 
establecerse en general: 

2 
la =—i1, cuando p=8NTt3. 

Para demostrar ahora que el número 2 es resto cuadrático de todos 
los números de la forma 84 +7=8/—1, como 2=—1x-—2, y 
— 1 es no-resto de la forma 42 —1, equivalente á la anterior, bas- 
taría demostrar que —2 es no-resto tambien de esta misma forma; 
pues el producto de dos no—restos (104) es un resto. Pero vamos á tratar 

la cuestion más ámpliamente, probando á un tiempo que el número 
—2 es no-resto de los números primos, contenidos en las dos formas 
8n+5 y 8n+7, aunque para los de la primera 8n+5=42=+1, 

de los cuales es — 1 resto, ya queda más arriba demostrado. 

Desde luego vemos que la ley enunciada es cierta para el número 
5, mínimo de los contenidos en una de las dos formas propuestas; pero 

supongamos que no sea cierta, en general, y que p represente el pri—- 
mero de los números de dichas formas, contando de menor á mayor, para 
el cual sea —2 resto cuadrático. Entónces, tomando, como antes, la 

raiz a, impar y menor que p, de la congruencia 

PZA (mod. p), 

el número f, contenido en la igualdad consiguiente, 

2 
a +2 =Pf, 

será tambien aquí positivo, impar y menor que p; a será de la forma 

8n +1, y, por consecuencia, EN 6 pf, de la forma 81N+3; y 
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para esto es necesario que, si p tiene la forma 82H +5, tenga f la 
forma 8n +7; y, si p es de la forma 81 +7, sea f de la 81 +5. 
Ahora bien, como un producto de factores exclusivamente de la forma 
8n+1, 6 de la 81 +3, es siempre de la primera 6 de la segunda de 

estas formas tambien, y no puede afectar jamás las formas 824+5 ni 
8n +7, resulta que el número f, que tiene una de estas últimas, 

necesariamente habrá de contener algun factor primo, p', de alguna de 
ellas, el cual verificará la congruencia 

O (mod. p'): 

de donde se concluye que —2 es resto tambien del número p'<p; y, 
por consecuencia, que la suposicion que hicimos de ser p el minimo, 
para el cual dejaba de ser —2 no-resto y se convertia en resto, es 
inadmisible, pudiéndose establecer en general la ecuacion: 

2 
(5). cuando p=8nN+5 uu 8Sn+7; 

y, teniendo en cuenta que —l es resto de 821 +5, y no-resto de 
8n +7, estas otras: 

2 
hol =—1l, cuando p=8N +5. 

DP 

2 
(a =-+1, cuando p=8n +7. 

Nos falta considerar todavía la forma 82 +1, ó lo que es igual, 
demostrar que el número 2 es resto de los números primos de esta for- 
ma. El método inductivo en los casos anteriores empleado no es aplica- 
ble en éste; pero muy sencillamente puede suplirse como sigue: 

Siendo p de la forma 8n +1, el binomio de Fermat 

p=l1 
—1, 
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contiene al divisor x —1= (a 1) (ná 1), y, por lo tanto, al 

factor a+ 1; de donde se deduce (80) que la congruencia 

eli 0 (mod. 82+1), 

es posible. Representando la misma x una de sus raices, como 

4 2 2 2 

(0 +1)=(0">1)7320”, 
será: 

la +1)"=+24" (mod. 81 +1): 

: 2 y 40 
de cuya congruencia se concluyeque + 22", y, de consiguiente, +2 

es resto de 82 +1, 6, bajo distinta forma, que: 

+2 
(5) cuando p=8X+1. 

La proposicion enunciada queda resuelta en todas sus partes; pero 
todavía nos resta averiguar si los caractéres del número 2, sucesivamen- 
te determinados para las formas particulares de p, pudieran compen— 

a : y — 1 
diarse en una sola ecuacion, semejante á la que para el símbolo 5 

P 
obtuvimos en el párrafo precedente. Para esto basta observar, que los 
cuadrados de las formas 8n +1, y 8% +3, de las cuales es 2 resto 

6 no-resto respectivamente, son congruentes con 1 (mod. 8), ó bien 
z Saa E 

que la diferencia p"— 1, es en todos los casos divisible por 8; mas 
A : 2 s 

con la distincion de ser el cociente (p" —1):8 un número par en el 
primero, esto es, cuando p=82 +1, y un número impar en el se- 

gundo, cuando p=82 + 3; resultando de estos hechos que la potencia 

pP—1 

8 

1) 
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será la unidad positiva ú negativa, segun que p esté contenido en las 
unas ó las otras formas, y, por consecuencia, que la ecuacion 

p2=1 

2 E 
== (EM ; 

(5) qu 

expresa el carácter general del número 2 para todas las formas que, 
respecto del número 8, pueden afectar los números primos impares. 

114.—Otra demostracion de este carácter. 

El método inductivo que empleamos en la demostracion anterior 
vimos que no era aplicable á todas las formas comprendidas en el enun- 
ciado del criterio 6 carácter del número 2. Conviene, por lo tanto, que 
determinemos este mismo carácter por otro procedimiento igualmente 
riguroso, pero que abrace todos los casos á que la determinacion que 
buscamos pueda referirse. Este procedimiento se funda en los princi- 
pios explicados (105), segun los cuales, para indagar si el número 2 es 
resto ú no-resto del número p, basta determinar cuántos restos mínimos 

positivos, mayores que — p, existen entre los restos (mod. p) de los 

El Pp— 1) productos sucesivos de 2, 

TI a: —(p—-1).2 6 2,4, 6, ..... (p—1). 

Mas estos productos son ellos mismos sus restos mínimos positivos y 
pares (mod. p); y, por consecuencia, solamente tendremos que averi- 

guar cuántos de ellos son mayores que — P. 

Para esto sabemos (104) que de los p — 1 restos de un módulo impar 

Pp, la mitad, esto es, —(p — 1), son pares, y la otra mitad impares. 

Si el número — (p— 1) es tambien par, entre los restos pares habrá 
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, 1 . z 1 . . 

tantos, á saber: —- (p— 1), superiores á ——p, como inferiores; pero, 

si — (p— 1) fuese impar, (+ (0=0+1)==+(0+1) serian 

2 
mayores, y — ( —(p= 1) = 1] = — (p — 3) menores que Y 

Luego, designando por p el número de los restos superiores á a DP, 

comprendidos en la série de los =— (p— 1) restos pares de p, que es 

precisamente la de los productos de 2 arriba escrita, resulta que el valor 

de p. oscila, en todo caso, entre los límites —(P —1) y — (p+1), 

. . 2 1 » . . . 

cuya diferencia es O está determinado, de consiguiente, por 

las condiciones 

p=2 p+2 

E 

de las cuales (54) se deduce: 

p+2 Aaa ex 025074 
Ss az | 

Ahora bien, segun p tenga las formas 82+1, 82£+3, 81+5, 
8n+7, así será p=2m, 2n +1, 28+1, 2 +2, respectivamen- 

te; esto es: par, y, por consecuencia 

2 
(5) =-+1l1, cuando sea p => 1 (mod. 8); 

impar; y, por lo tanto: 

(5) =—1, cuando sea p= +3 (mod. 8). 
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115. —Determinacion del simbolo (2) 20 de reciprocidad. 

Mediante la trasformacion (105) del carácter de Euler acabamos de 
hallar para el correspondiente al número 2 una expresion de y en 
funcion del módulo p. Exactamente lo mismo en el fondo vamos á 
buscar ahora: una expresion analítica de y, funcion de y y p, de 
cuyas formas dependerá naturalmente la de aquel número. 

Designando por [2] el entero máximo contenido en zx, definido 
por las condiciones 

0<:—Í[0]<1; 

cambiando la D en q, y haciendo por abreviar = (p—t=p, 0 

bien p=2p'+1, los p' productos de D (105), que serán ahora de 

q, divididos por p, producirán las igualdades siguientes: 

eos 0 
roo verso. p<$...o»o.. 

.................». 

en las cuales los restos 
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se hallan comprendidos (exclusive) entre los límites 0 y p. Distribu- 
yamos estos restos mínimos positivos de p en dos grupos, segun se 

. z . . z 1 

hizo en el párrafo citado: el uno que comprenda los superiores á —7 p, 

y el otro los inferiores; representando, como allí, por 

los primeros, y por 

los segundos; por A la suma de los y. superiores, por Bla de los 2 

inferiores á —p, y por M la suma 

de los cocientes enteros que figuran en las igualdades (1); tendremos, 

sumando éstas: 

(1+2+3+.....+p9)4=+—(9+1)99 =pM+A+B; 

6, sustituyendo por p' su valor —(p—1), 

2 

2 =p UR AB. 

Por otra parte sabemos (105) que los números ] gq 

cuya suma es pp — A+ B, son, prescindiendo del órden, iguales á 
estos otros: 

2 

AS 7', cuya suma es 2 E Le 



289 

y, por consecuencia, lo serán tambien estas sumas, esto es: 

2 

DO pb, 

Restando esta igualdad de la anterior resulta la siguiente: 

2 
—=1 (1 1)=(M=y)p +24, 

que nos facilita los medios de conocer cuándo es p par ó impar; 
pues, suprimiendo en ella los múltiplos de 2, y teniendo en cuenta que 

P=-— 1 (mod. 2), se transforma en la congruencia 

2 

p= M=+ _— (g — 1) (mod. 2); 

y ésta ya manifiesta que p. será par d impar, segun sea una de las dos 

cosas su segundo miembro. 
De la misma se desprende, cuando y =2, por ejemplo, en cuyo 

caso M=0, la siguiente: 

U= ME (mod. 2); 

y de aquí el criterio ya conocido (113) 

P2—1 

(- ==." 
P 

Y, si admitimos en general que y sea un número impar, y entón- 

ces y —1 es par, esta otra: 

y = MY (mod. 2), 
. 19 



290 

Es) oor P 

es decir, que la cuestion de averiguar cuándo será ¡. paró impar, se 
reduce, por último, á saber cuándo será lo uno ó lo otro, la suma repre— 

sentada por la letra 12. 
Para esto supongamos que, además de impar, sea y positivo é in- 

feriorá p. Entónces, como la diferencia entre dos cocientes sucesivos 

y, por lo tanto 

s( OS: 

11 P 

es <1, y, por consecuencia, entre ambos sólo un entero á lo sumo 

podrá estar comprendido, cada término de la suma 1% excederá en una 
unidad todo lo más al inmediatamente anterior. El último de estos 

cocientes, por otra parte, es 

pg. De — 1 nd: 
Y) 27 2 2p 

y el último término de la série 1%, de consiguiente: 

NN A 
E O de 

luego los términos de dicha série 6 suma 1% irán sucesivamente pre- 
sentando los valores 0, 1, 2,..... q. 

La cuestion ahora es averiguar cuántos de tales términos tendrán el 

valor 0, cuántos el valor 1, cuántos el valor 2..... etc.; y, para 

esto, hallaremos el valor de s mediante la condicion de que dos tér— 
minos Sucesivos, 

[se] y feos ¿Ae ole | 
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difieren realmente en una unidad; de modo que, si el primero se supone 
igual á 1—1, valga el segundo £, siendo £ cualquiera de los núme- 

0 il y Sh, esco q". De la condicion expresada, en atencion á que nin- 

guno de los cocientes completos s9:p puede ser entero, como q es 

primo con p, y s<p, se desprenden las siguientes: 

de donde se deducen: 

É 2 WA) 
SÉ A <s+1, y, de consiguiente: s= | sal / 

VU Y) 

Este valor de s representa el número de términos de la série % 

(A 

Y 
feriores á ¿—1; y, por consiguiente, la diferencia 

belialere sl 
expresará cuántos términos de la série mencionada son iguales á ¿—1. 

inferiores á f; del mismo modo | | representa el de los in- 

, , , . 1 
Además, como el número tolal de estos términos es p" =-=7(p—1), y 

1 

el de los inferiores á 4 =-— (9 —1), segun la expresion de s, es 
2 

al resulta que habrá entre aquellos evidentemente p'— [2] 

Y 
iguales á 4”. Por lo tanto, los productos 

ab (a A a! y Y a 1) 

representan el valor de todos los términos de la série M, iguales res- 

pectivamente á 2£—1 yá q: luego si £ recibe uno á uno los valo- 
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res ill 2e q— 1, sumamos los productos correspondientes, y 

agregamos despues á ellos el segundo de los dos arriba escritos, el valor 

de JM será: 

A 
, coo (ED «(ID 

ó bien, efectuando las multiplicaciones indicadas y las reducciones 

consiguientes: 

P 2] [2] [2 | ride == LA AE A A 
a Es le ) gara de 

Haciendo NV = | só | + [22] — Al les + [E] y Sus- 
A 1 de IDE 

tituyendo por g' y p' sus valores hallamos por fin: 

p=1 g—1 

al de M+N=g p= 

resultado que tiene lugar siempre que los números p, y, sean positi- 

vos, impares y primos entre sí: únicas condiciones que hemos exigido 
para obtenerlo; y, como tambien es simétrico completamente respecto 
de dichos números, no hay dificultad tampoco en suponer inferior al 

otro cualquiera de ellos. Así, pues, aunque en realidad no hayamos en- 
contrado el valor de M4 que buscábamos, sino que solamente lo hemos 
referido al de V, basta esto, sin embargo, para establecer la ley de 
reciprocidad. En efecto, probamos antes que la ecuacion 

YA M A 
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se verificaba siempre que fuese p un número positivo, primo é impar, 
y y otro número impar cualquiera, pero no divisible por p. Si supo 
nemos ahora que y posea las mismas propiedades que atribuimos á p, 

tambien será cierta, segun lo dicho arriba, esta otra: 

Ni N 

y de ambas se deduce la siguiente: 
p=1i qg—l 

P 9 MEN e AOS — | ()=20%*=(=0 : 
7 Li 

que representa la Ley DE RECIPROCIDAD, Esta expresion manifiesta que 

los dos símbolos ES] y (2) tendrán igual valor, si uno, por lo mé- 
Y) y 

nos, de los números p y q, es de la forma 42 +1 (en cuyo caso el 
exponente de (—1) es par, y la potencia = +1); y valores opues- 

tos, cuando los dos números p y y sean de la forma 41 +3 (pues 

entónces el exponente de (—1) es impar). 

Esta ley, en lenguaje vulgar, dice así: 
Si p y q representan dos números positivos, primos é impares, y uno 

de ellos, por lo menos, es de la forma An +1, q será resto 0 mo-resto de 

p, segun que p sea resto d no-resto de q; pero, si los dos tienen la 

forma 4n +3, y sera resto d no-resto de p, segun que p sea no-resto 
o resto de (. 

Atendiendo á su naturaleza dió Legendre á esta ley el nombre que 
lleva; Gauss, que publicó de la misma seis demostraciones (*), la llamó 

Teorema fundamental, porque comprende ella sola, segun dice él mismo, 

casi toda la teoría de los restos cuadráticos; Lejewne-Dirichlet (**) sim—- 

plificó y mejoró algunas de ellas; así como tambien Cauchy, Jacobr, 
Eisenstein, Lebesgue, Kronecher y otros ilustres matemáticos han consa- 
grado sus estudios á este teorema importantísimo; pero por muy apre- 

ciables que sean estos trabajos, es preciso que corran la suerte de otros 
muchos, dado el carácter de nuestro libro. 

(*) Gauss, D. A. $$. 125, 145.—Id., $. 262.—Werke, B. IL, pág. 1450. 

(%) Zahlen-Theorie, 42-51. 
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116.—Casos particulares. 

1.2 Si en la fórmula de esta ley hacemos y =— 1, resulta la que 

ya conocíamos: 

De 

da, deducida en la de ser y impar; pero ya vimos que en este caso es 

=> 0). 3 

2 ME 
(57 ED 4 

3. Sean ahora q =3, de la forma 4n+3, y p=32 E 1: la fór— 

2. La suposicion y =2 no puede hacerse en la fórmula menciona— 

mula fundamental da para este caso: > 

4 p—1 

E] P NOR 

E ) 5)» 

6, sustituyendo por p su resto (mod. 3) 

y) 
3 Eizdl Tm 
A P A 

Pero +1 esresto, y —1 no-resto de 3; luego 3 será tambien resto 
de todos los números primos p=32+l, que tengan al mismo tiem- 
po la forma da +1 (á que se refiere la ley), comprendidos en la que 
abraza las dos, 12% + l; y no-restos de los que tengan al mismo tiempo 

la forma 41 — 1 =42% +3, comprendidos en la compuesta 12n— 5= 
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=12 +7, que representa efectivamente la de los números que dan el 

resto | segun el módulo 3, y el resto 3=— 1 segun el módulo 4. En 

resúmen: combinando las formas dadas, 3 +1, de p, con las dos, 
dn+1 y 4n+3, que figuran en la ley de reciprocidad, se deduce 

la proposicion siguiente: 
- El mimero 3 es resto de todos los números primos de las formas 

l2n+1 y 12n+11; y no-resto de todos los números primos de las 
formas 12n+5 y 12n+7. 

Y, segun lo demostrado (112). 

Elmúmero —3 es resto de todos los números primos de las formas 
12n+1 y 12n+11, y no-resto de todos los números primos tambien 
de las formas 12n+5 y 122n+7. 

4.* Si tomamos ahora el número 5, de la forma 42 => Ll, segun el 
teorema fundamental, será: 

pero sabemos (106) que 

LP Y==1 5 o 

segun p tenga las formas 5m tl 0 5nt2: 
estas formas con las 42 E 1, resulta que: 

luego, combinando 

El mimero 5 es resto de todos los números primos de las formas 

202+1, 202+=9, 202 +11, 202>+>109, 

y no-resto de los comprendidos en las formas 

202+3, 202n+7, 202+13, 202+ 17. 

5.” La ley de reciprocidad, haciendo y =7, de la forma 42=+3, 

se particulariza y expresa de este modo: 
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en cuya ecuacion se tomará el signo + 6el —, segun que sea ) 
de la forma 42 +1, ó de la forma 42 +3. Reasumiendo las ante— 
riores indicaciones, estudiemos este caso, para concluir de ejemplos, 
bajo su aspecto más general y provechoso en lo sucesivo. 

Las diferentes formas que, respecto del módulo 7, puede afectar un 

número primo cualquiera, son las siguientes: 

Tn+1, Ta+2, Ta+3, Tn+4, Tn+o, 71na+06, 

comprendidas en la general 

Tn+r. 

El distinguir ahora, entre los números p que esta forma contiene, 
cuáles son de la 42 +1 y cuáles de la 41 +3, equivale á determi- 

nar dos formas numéricas que divididas por Y den el resto 7, y divi- 
didas por 4 los restos 1 4 3; problema ya en otro lugar (72) resuel- 

to. Las congruencias auxiliares para este caso son: 

42a=1 (mod. 7), 7f=1 (mod. 4); 

de las cuales se deducen: 

y, por consecuencia: 

p=8r+21 =8r—7 

E 
(mod. 28). 

p=8r=21 =8r+7 

Sustituyendo por 7 sus valores numéricos (restos mínimos absolu— 
tos), en este órden: 

+l, +2 —3, +3 —2 —1l, 

se obtienen para p los siguientes: 

sr—7= l, 9 — 3, —1!, 5 13 
p= Ñ (mod. 28), 

8r+7=— 13, —5, lil Sl 
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De estas formas, las seis 

28n+1, 28n+9, 28n—3, 282n—13, 28n—5, 28n+11, 

cuyos restos (mod. 7), elevados á la potencia — (7—1)=3 son con- 

gruentes (mod. 7) con la unidad positiva, representan (106) los restos 
cuadráticos de 7; y las otras seis 

28n— 11, 28n+5, 282+13, 28n+3, 28n—9, 28n—1, 

son no-restos de 7. Las tres primeras de los restos de 7 son tambien 
restos de p, por ser de la forma 4n=+1; las tres últimas son de la 

forma 4n+3=4N— 1l, y, por consecuencia, respecto de p lo con- 

trario que respecto de 7. Y lo mismo acontece con las: del segundo 
grupo ú no-restos de 7: las tres primeras, de la forma 42 +1, son 

tambien no-restos de p; y las tres últimas, de la forma 42 +3, son 
restos de p. 

En conclusion: 

El mimero 1 es resto de todos los números primos de las formas 

28 +1, 28n+9, 28n—3, 281n+3, 28n—9, 28n— 1; 

y no-resto de los representados por las formas 

282 —13, 282—5, 28n+11, 28n—11, 28n+5, 282 +13. 

117.—Determinacion del simbolo de Legendre mediante la ley de reci- 
Pprocidad. 

El teorema fundamental, cuyas aplicaciones estamos estudiando, 
14 sirve tambien para discernir cuándo será 6 no posible la congruencia 

de módulo primo 

¿=D (mod. p). 
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En efecto, esta congruencia será posible cuando 

[Eje 
así que nuestro problema se reduce á determinar el signo del símbolo 

D A 
de Legendre o Para esto sabemos (104) que, si el número D, 

despues de haber quitado de él los múltiplos de p, afecta la forma 

será 

mas evidentemente 

pa a” a 

; ) q E a (5) > (5), P P ? 

segun « sea par 6 impar: luego la determinacion del simbolo que bus- 
camos se refiere á la de los símbolos sencillos 

SO 
correspondientes á los factores primos a, b, ..... que figuran en el nú- 

mero 1D (fuera los múltiplos de p), con exponentes impares. 

da de . a a 2 
Consideremos uno cualquiera de ellos, (E , por ejemplo. Su va- 

Pp 
lor en los casos particulares de ser 4 =2, 3, 5, 7 le conocemos inme- 

diatamente; pero, si así no fuese, por el teorema fundamental converti- 

ríamos su determinacion en la del símbolo (2) Procediendo con este 
a 
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: ; y D : 
nuevo simbolo lo mismo exactamente que con el primero [—-], y asi 

P 

continuando, llegaremos precisamente á símbolos cuyo valor conoz- 

camos. 
Sea, por ejemplo, la congruencia 

2 =365 (mod. 1847). 

y, por consecuencia, el símbolo 

365 

1847 

cuyo valor se busca. Como 365 = 5.73, tendremos: 

365 (5 pa 
1847) 11847) Uis47)' 

Consideremos primeramente el símbolo 6 factor primero. Siendo 5 
de la forma 4n +1, segun la ley de reciprocidad será: 

5 je 1847 
Tr di O ll 

y, puesto que 1847 = 2 (mod. 5): 

e us Le qu 9 
SEPAN 

Para determinar el otro factor observamos que 73 es tambien de 

la forma 42 +1; y teniendo en cuenta que 1847 =22 (mod. 73), 
será: 

TS RN 22 A 
1847) 1 73 =k 3 MIE AED 
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UA UE ( ¡Y 

1847) 173)” 

en atencion á que 73= 1 (mod. 8), y por tanto, 

ON 
Aplicando de nuevo el teorema fundamental al simbolo que falta, 

hallamos: 

IO (SA O, IA 

y TA e led 

y, como 7 y 1l son de la forma 41 +3, 

A o 
EAS A o 0 A 

Luego, por último: 

E O 73 NR 

1847) 1847) 11847) ¡ E n 

Este resultado prueba que la congruencia propuesta es posible; y, efec- 

tivamente: 

ó bien 

(+=496)*= 246016 = 365 + 133. 1847. 
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118.—Generalizacion por Jacobi del simbolo de Legendre. 

Supongamos que 2 sea un número ¿mpar, descompuesto en sus 
factores primos Pp, P', P" ....., 

A E 

y m. otro número cualquiera, primo con el primero: la definicion del 
simbolo de Jacobi es la siguiente: 

AE 
Es claro que el valor de este símbolo será +1, 06 —1, segun que 

sea par, 6 impar, el número de los factores p, p', Pp" ..... de los cua— 
les sea m no-resto cuadrático. Si m fuese resto de P, y, por conse- 
cuencia, de cada uno de sus factores primos p, p', p" 
que 

0 , de modo 

será tambien: 

IIS 
Pero nótese que la inversa de esta ley no siempre será cierta; porque 
mientras m sea no-resto de dos, cuatro, seis, y, en general, de un 

número par de los factores p, Pp", p" ..... del número 2, será +1 

Td 

el supuesto de ser 2 un número primo, los símbolos de Jacobi y de 

el valor del símbolo (5) y, sin embargo, m no-resto de 2. En 

ae 



302 

Legendre coinciden; y en el de ser 24=1, admitimos desde luego que 

el valor del símbolo (+) es siempre la unidad positiva; con lo cual 

abraza nuestra definicion todos los casos posibles. 
Hé aquí ahora las propiedades mas interesantes del símbolo de 

Jacobi que de la misma definicion se derivan. 
1. Si m es primo con los dos números impares P y OQ, y, de con- 

siguiente, con su producto tambien impar PO, será 

Pues haciendo 

y2 =pp pp" 

0 40 ee 

tendremos: 

mxY (| m mM mM mM M MEOn _ (2 mM 
PO p y p" ..... vi CH q" 000 y 7D) no . 

2." Silos mimeros l, M, NM, ..... son primos con P, serd 

tr) Eo) 
Porque, haciendo segun costumbre, 

PEE y 

tendremos: 



y, como (104) 

AR 
y lo mismo puede decirse de los demás factores p', p” ..... ¿nde P, 

multiplicando ordenadamente las igualdades anteriores se obtiene esta 

otra: 

e 
que demuestra el teorema. 

3.* Sim es primo con P (siempre impar), y m=ww (mod. P), y 

de consiguiente, m' tambien primo con P, será 

En efecto, de la igualdad siempre admitida 

DD DN 3 

se deducen las congruencias 

m=m' (mod. p), m=ww' (mod. p') m=wm (mod. p”)..... 

y de éstas las igualdades: 
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que multiplicadas ordenadamente producen la que sigue: 

HERA 
que demuestra la proposicion enunciada. 

119. —Relacion entre los símbolos de Legendre y de Jacobi. 

Aunque las dos últimas proposiciones manifiestan que el símbolo 
generalizado obedece á las mismas leyes que el de Legendre, es impor— 

lante además, y en corroboracion de esto mismo, poner á la vista la 
perfecta analogía que existe entre los valores de los símbolos particula- 
res y la ley de reciprocidad, para números primos, anteriormente de- 
terminados, y los de aquellos valores y ésta ley, cuando á números com- 

puestos se refieran. Mas antes de entrar en materia y á fin de no inter 
rumpir despues el discurso en las demostraciones, comenzaremos por 
exponer los fundamentos en que hasta cierto punto se apoya. 

Lema. Sea 

ALA ” 

un número impar cualquiera. Todos sus factores 7,4%, 4% ..... , Serán 

necesariamente impares; las diferencias + —1, + "—=1, "41... 
por consecuencia, serán pares; y el producto de dos, ó varias de ellas, 

divisible por 4, 6 = 0 (mod. 4). Por lo tanto, si escribimos el pro- 

ducto Ren la forma 

R=[l1+(r=1)]. [1+(=0].[L+(=4)] ....., 
? 

efectuamos la multiplicacion indicada, y suprimimos los múltiplos de 
4, resultará la congruencia 

R=1+(P—=D<+(M—D0+(M=1) ..... (mod. 4), 
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6 bien (61—5.”) esta otra más sencilla: 

En (mod. 2), (1) 

tanto dicho producto como cada uno de sus factores (todos impares), 
serán =1 (mod. 8); divisibles por 8, de consiguiente, las diferencias 

2 ,2 e Ad ; 
Ri yr 1, ri —d, rod... 3 y los productos de dos 6 
varias de estas diferencias divisibles por 8 <8=64. Luego, si damos 
, 2 2 > 
á los factores 7” la forma 1+(4—1), obtendremos por el procedi- 

miento que antes, la congruencia 

R?=1+35 (" —1) (mod. 64). (*) 

y tambien esta otra: 

za (mod. 8), 

a =yL S (mod. 2). (2) 

Ni (*) Si designamos por ll el producto £ de los números impares 1, 7”, 

MS , será tambien 

lr—X (r+—1)=1 (mod. 4) y 17?—X (r?—1) = (mod. 64). 
20 
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Hechas estas consideraciones, determinemos ya el valor de los 
símbolos á que al principio del párrafo aludimos. 

1." Representando 2 un número impar positivo, será 

p—l 

Ny | NE 

En efecto, descomponiendo 2 en sus factores primos p', p", p” 
segun la definicion del símbolo de Jacobi, tendremos: 

refiriéndose el signo sumatorio á todos los factores de 2; y, como es- 

tos factores son impares, es aplicable la congruencia (1), que se con- 

vierte para este caso en la siguiente: 

* 

da yA 
e - l = a Guod, 2): 

es 

luego 
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pues en este caso tendremos: 

Ao 
y, segun la congruencia (2), 

PR =4 A 
SAR 

2 
a Pa Y ad 

3." Si 2 y Q representan dos números impares, positivos y primos 
entre sí, tendremos tambien la ley: 

luego 

P2—1 

PIN 
5) nOs OSI ON 

la (7) 0 

En efecto, siendo 

12 = 0 7 NN 

OR TU. 

y los factores primos 4',9"..... de Q, diferentes de los p',p"..... de 
P, segun la definicion del símbolo de Jacobi y la propiedad del mis- 
mo (2.*”), tendremos: 

O) 
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refiriéndose el signo-producto IL á todas las combinaciones posibles de 
cada uno de los factores p de 2P con cada uno de los factores y de 

O. Y del mismo modo: 

DOS 
y de consiguiente: 

ala 
Ahora bien, conforme á la ley de reciprocidad, es: 

p=1 q—l 

Y) NE RN AN colla doradas 
p=1 ql 

P 0 ETA a 
comprendiendo el signo sumalorio, como antes, lodas las combinaciones 
de cada uno de los factores p con cada uno de los factores gy. Pero de 

este significado del signo 3 se desprende evidentemente la igualdad 

y, por tanto: 

E E 6 7 2 2 2 nd 

y, como segun la congruencia (1) del lema precedente, es: 

p=1_ P—-1 

A 
(mod. 2), 
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y, por consecuencia: 

p=1g9=1_ P—-1 O—1 E 
a > . POT = 9 Al 5] (mod. 2), 

resulta finalmente: 

P=1 (Q— 1 

fórmula que representa una ley de reciprocidad más ámplia, semejante 

en todo á la de Legendre. 
Réstanos advertir que la definicion del símbolo de Jacobi puede ex- 

tenderse tambien al caso de ser 2 negativo, con tal que permanezca la 
condicion de ser % primo con 2. En tal supuesto, el símbolo 

(25) es igual al simbolo (5) 

respecto de todas las propiedades demostradas (118); pero en cuanto á 

los caracteres de los números —1 y 2 referidos al producto 2, yá 

la ley de reciprocidad generalizada, nótase bien pronto que el valor del 

primero exige que 2 sea positivo; que el del segundo es cierto, sea Q 

positivo 6 negativo; y, por último, que la ley de reciprocidad permane- 

cerá exacta mientras uno de los dos números 2 y Q, por lo ménos, se 
considere positivo, y perderá su exactitud cuando ambos se supongan 

negativos. 

120. —Determinacion del simbolo de Jacobi mediante la ley de reciproci- 
dad generalizada. 

El problema resuelto (117) es evidentemente un caso particular del 

enunciado en este epígrafe; pero con la diferencia que la descomposi- 

cion en factores primos del número 2D, despues de reducido á su resto 
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mínimo (mod. p), exigida en el primero, es inútil (con excepcion del 
factor 2) en el segundo, en cuya resolucion vamos á emplear un algo- 

ritmo enteramente análogo al que se usa para hallar el máximo comun 

divisor de dos números. La sencillez de este método se hará patente 
por unos cuantos ejemplos. 

1.2 Tomemos primeramente el mismo que en el párrafo ya citado 
resolvimos. Segun la ley de reciprocidad generalizada será: 

2 1847). 
1847) 365) 

puesto que 365 es de la fórmula 42 +1. Por otra parte 

184 RN aa 
365) 1365) 1365) 1365) ' 

por ser 1847 =22 (mod. 365), y en virtud de las propiedades 3.” y 
2.* (118); y, como 365 =5 (mod. 8), será (2.”): 

2 
Aplicando de nuevo la ley de reciprocidad generalizada tendremos: 

OS 365 11 11 4 

por ser 365=2 (mod. 11), y 11 de la forma 8n>+3. Luego 

365 

1847 
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2.” Conforme á la ley de reciprocidad generalizada, se verifica la 
igualdad 

195 =. ñ 

1901) V195 )” 

puesto que 1901 es de la forma 42 +1. Como 1901 =— 49 
(mod. 195), será 

19014 [749 

195) X 195)" 

para cuyos dos últimos números — 49 y 195, de los cuales uno solo es 
negativo, se verifica tambien la ley de reciprocidad generalizada, y 
podremos, en consecuencia, restablecer la igualdad 

49) (195Y_  /195 
195)  XA-49) 2 

en virtud de que —49 y 195 son ambos de la forma 47 +23. 
Aplicando de nuevo la mencionada ley, teniendo presente que 

195 =— 1 (mod. 49), y que 49 es de la forma 42 +1, resulta: 

(a) 
195 y 
1901) : 

La descomposicion en factores hubiera facilitado la resolucion de 

Y en conclusion: 
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este problema; pues, siendo 49 =71 5 desde luego habríamos hallado. 

AE] E 0 | 
1905) N195) J 

sin otra operacion sino la de suprimir el cuadrado 49 (cosa siempre 
posible, como sabemos, sea cualquiera el término en que los factores 

cuadrados se hallen), del numerador del símbolo (us) igual al 
0/9) 

propuesto. 

3.” Sea, por fin, el simbolo cuyo valor buscamos 

74 

NO 

Como 74=2.37, y 101 es de la forma 81 +5, hallamos desde 
luego: 

TAN ES O (E 

1014) 1 NIN ADE) TY Nos) 

Segun la ley de reciprocidad tenemos ahora: 

Ea) 
y, por ser 37 de la forma 82 + 5: 
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Volviendo á aplicar la misma ley hallamos: 

E BE E EA de 

8 0 E 
y por consecuencia: 

¡Ll E 
101 

El mismo resultado se encuentra más brevemente mediante la serie 

de operaciones que á continuacion se expresa: 

a a 
2 2 

121.—Formas lineales de los divisores de t — Du. 

El segundo problema que comprende la teoría de los restos cuadrá- 
ticos (103), expresado bajo otro aspecto (111), despues de las últimas 

investigaciones se resuelve del modo siguiente. Su enunciado es: 
Hallar los múmeros primos impares q, de los cuales el múmero cono- 

cido D, sea resto cuadrático (refiriéndonos aquí tambien á los números 

primos positivos y, no contenidos en D). 

Como estos números primos positivos, y primos con D, en el 
q qe 2 j 

caso de ser D=a' D', son divisores de a. — D del mismo modo que 

de 2 — D', supondremos para en adelante que el número D no con- 
tiene ningun cuadrado, excepto la unidad. En esta hipótesis, si de- 
signamos por /2 el producto de todos los factores primos impares 
DIA Ds de D, este número podrá ser representado por EP, 6 

por +22; de donde, prescindiendo del particular en que D no con- 
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tenga ningun factor primo impar, para el cual es P=1, ya conside- 
rado (118), resulta que, segun sea 2 de la forma 4n>+1, ó de la 
42 +3, el número D afectará una de las cuatro siguientes: 

D= P=T(mol Di DS PP =3 (mod. 4): 

D=+2P=2 (mod. 8), D=>+2P=6 (mod. 8); 

que señalan los cuatro casos que por su órden estudiaremos. 

l. D==P=i1'(mod. 2). 

En éste, si 2 representa un número cualquiera positivo, primo con 
2D (é impar por consiguiente), conforme á la ley de reciprocidad ge- 
neralizada, tendremos: 

Ahora bien, como el signo del segundo miembro es el mismo para 
todos los números pertenecientes á la misma clase (118—3.”) respecto 
de P, solamente habrá que determinar el valor de dicho símbolo para 
cada uno de los ¿(2) números m, incongruentes (mod. P), y primos 
con este módulo. Pero el valor de dicho símbolo expresa si 4% es resto 
6 no—resto de 2; y, por consecuencia, lo primero que debemos probar 
es que entre los ¿(P) números m, incongruentes (mod. 2), existen 
restos y no-restos de P, y, si existen, averiguar cuántos-son unos y 
otros. La cosa es evidente cuando 2 no contenga sino un solo factor 
primo p, pues ya demostramos (106) que entónces entre los números 

incongruentes del sistema completo (mod. p) hay =(p—= 1) restos 

cuadráticos de p, y otros tantos no-restos. Supongamos, pues, que 2 

contenga un factor primo p, por lo menos, lo cual es de necesidad en 
virtud de que no puede ser D=->+1l, y designemos por f un no-res- 
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to, que ya sabemos existe, de aquel factor p. Si hacemos, en general, 

P=pP" y determinamos un número b mediante las congruencias (72) 

b= Ef (mod. p) b=1 (mod. P”), 

(7) (7) 
y esto manifiesta que el número )b es no-resto de P. Sentado ya que 
existen números 5, para los cuales se verifica la ecuacion 

0 (7) --1 0 

no es dificil hallar que su conjunto es igual á = o(P); y, de consi- 

tendremos: 

guiente, que el de los números incongruentes 4 (mod. 2), que satisfa — 
cen á esta otra condicion: 

donde m puede recorrer el sistema completo de los ¿(2P) números 
incongruentes (mod. 2), y primos con este módulo. Es claro que el va— 
lor de la suma S es independiente, en último resultado, de la eleccion 

6 el orden en que se tomen sucesivamente para mm todos los individuos 
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que representen cada una de las clases en que aquel sistema puede dis- 
tribuirse; y como, si 6 designa uno de aquellos individuos que cum-— 
plen con la condicion (1), el producto bm (siendo m susceptible de 

recibir los valores que hemos dicho) representa asimismo un sistema 
completo de números incongruentes y primos con 2, será tambien 

APREMIO ANA 4 OS 
y (5) 0 6) 

y, por lo tanto: 

Luego el conjunto de los términos de esta suma que tienen el valor + 1 

es igual al de los que tienen el valor — 1; esto es: el número de las cla- 

ses 4 es igual al de las clases 5, 6 igual á = o(P). 

Asi, siempre que 2% represente un número congruente (mod. 2) con 
uno de los que hemos designado por a y definido por la condicion (2), 

D 
el símbolo e será =-+l; y será =—1l, cuando » exprese un 

individuo de las clases bh, ¿0 congruente con uno cualquiera de los 

1 

2 (2) representantes de estas clases. Pero nótese además que estos 

representantes 4 y b pueden tomarse siempre ¿mpares; pues, si uno 
cualquiera de ellos m fuese par, á su misma clase perteneceria el 

impar m-+2P; y con esta advertencia se concluye que: 

(7) =-+l, cuando 2%=a(mod. 2P;: 

(7). n= b (mod, 2.P), 
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Es decir, que cualquiera número 2, primo con 2D, se halla con- 

tenido en una sola de las series aritméticas Ú formas lineales, 

2Dx+4a 0 2D2+0, 

cuya diferencia es 2D, y en las cuales representa z un número 
entero. 

Ejemplo 1.” Sea D=+P=21: los ¿(2)=12 números primos 

con 21, reducidos á sus restos mínimos absolutos, son: 

+1, +2, +4, +5, +8, +10. — (6 

Hallando para cada uno de estos números el valor del símbolo de 
Jacobi, resultan: 

a=+1, +4 +5; -6=+2 +8, +10, 

y, por consecuencia, tomando los impares exclusivamente: 

N 

2 
(A )-+ 1, cuando n= 1, 5, 17, 25, 37, 41 (mod. 42); 

9 (5)- sde m=11, 13, 19, 23, 29, 31 (mod. 42). 

Los números 2, primos con 2D = 42, de los cuales es 21 resto 
cuadrático, se hallan contenidos en las seis series: 

dZer+1, 5, 17, 25, 37, 41; 

y aquellos otros, de los cuales es 21 no-resto, en las siguientes: 

42% +11, 13, 19, 23, 29, 31. 
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2." Sea D=—P=—15. Los números inferiores y primos con 
15, reducidos á sus restos mínimos absolutos, son: 

los cuales se distribuyen en las dos clases siguientes: 

a=+1, +2 +4, —; b==—1, —2, —4, +7; 

y, por consecuencia: 

f >) = +1, cuando n=1, 17, 19, 23 (mod. 30); 
m 

(3) 1 n=", 11, 13, 29 (mod. 30). 

ll. D=w-P=3 (mod. 4). 

Designando, como antes, por 2 un número positivo, primo con 2D, 
tendremos, segun la ley de reciprocidad generalizada: 

n—1 n—1 

O) 
y esto prueba que será: 

D 
55) =-+l1, cuando n=1(mod. 4) y n=a (mod. P), 

NÑ 

0 n= 3 (mod. 4) n=b (mod. P). 
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y, por el contrario: 

(2) =-—4, cuando »=1 (mod. 4) y. 2=b(mod. P), 

ó n= 3 (mod. 4) n =a (mod. P). 

Cada par de estas congruencias determina (72) una clase de núme- 
ros 2 respecto del módulo 4?P; y dando á las letras «a y b todos los 

valores que pueden recibir, se obtendrán ¿(P)= > p(4P) clases de 

números 72, pertenecientes á una misma categoría, y otras tantas cla- 
ses de números 2 que corresponderán á la categoría opuesta, es decir, 

que poseerán carácter opuesto al de los comprendidos en la primera. 

n 

progresiones aritméticas, cuya espresion abreviada es 

- D a 
Las clases de números 2 para los cuales sea e = +1, formarán 

4Prw+x; 

; D 
y las clases de números % para los cuales sea [—-] = — 1, otras 

7 

progresiones cuyo término general es 

4Px>+8, 

representando a y f juntos todos los ¿(42P) números inferiores y 
primos con 4P. Ambas á dos especies de progresiones tienen la dife- 
rencia comun 4D—. 

Este mismo resultado es aplicable tambien al caso D=— 1; pero 
con la diferencia de que entónces no existe ningun número de los que 

hemos designado por 0. 
Ejemplo. Sea D= +15. Segun vimos antes tendremos: 
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D ru 

al O |,cuandon = 1 (mod. 4) yn = +1, +2, +4, —7 (mod. 15), 

ó n=3(mod.4)yn=— 1, —2, —4,+7 (mod. 15); 

leal = — 1,cuando n = 1 (mod. 4) y n= — 1, —2, —4, +17 (mod. 15), 

ó  n=3(mod.4)yn==+1,+2,+4,—7 (mod. 15); 

de lo cual se deduce: 

+1, cuando 2%= 1, 7,11, 17, 43, 49, 53, 59 (mod. 60), 
AS 
SS OS 
7 

ll 

(5) E »=13, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 47 (mod. 60). 

Las series aritméticas correspondientes á las dos categorías de estos 

números 2 no hay necesidad de escribirlas. 

II. D=>+22=2 (mod. 8). 

Representando 4 en este caso un número positivo, primo con 2, 

y siendo +P=1 (mod. 4), tendremos: 

(-0150- 76h 
es decir que, además de la relacion entre 2% y P, hemos de conside— 

rar tambien la que existe entre 2 y 8. 
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Así resulta que será: 

ES +1, cuando 2%=E1 (mod. 8) y n=a4 (mod. P), 
7) 

6 n=>3+3 (mod. 8) y 2=0 (mod. P); 

y por el contrario: 

(7) ==—l, cuando 2 111 El (mod. 8) y 2=0 (mod. DP), 
7 

6 n=>5t3 (mod. 8) y 2=a (mod. P). 

Mediante cada par de estas congruencias se determina una sola cla- 

se de números %, respecto del módulo 8 P; y, como en los cuatro pa- 
res primeros, correspondientes á los números de la categoría 6 carácter 

D , > 
la =-=+l, y lo mismo en los cuatro últimos de la categoría opues- 

7 

ta, a y b pueden en suma recibir 4(2) valores, se concluye que 

D : 
los números 2%, para los cuales [| —]=-+W1, se hallan contenidos en 

m 

- 1 7 4 2 a 
29 (P)=-—v(8P) clases Ú progresiones aritméticas, y en otras tan- 

, D ; : 
las los números 2, para los cuales E =—1, cuya diferencia 

comun es 4D. 
Ejemplo. Sea D=—b, y P, de consiguiente, =3. Conside- 

rando en este ejemplo los números primos con 24, se halla que 

(3) =-+l, cuando 2 111 7, 11 (mod. 24), ? 7 

(3) == »=13, 17, 19, 23 (mod. 24). 

21 



IV. D==22P6i(mod. 8): 

En este caso es +2 =3 (mod. 4), y, por consecuencia: 

E = 2 EPS pa E a 
mn Na 7 E, : PJ” 

de donde se deduce: 

(2) =- 1, cuando 2 
UY 

IN 1, 3 (mod. 8) 
Dl 

=q0, (mod. P), 

0 n=5, 7 (mod. 8) y =b (mod. P); 

y, por el contrario: 

D 
(2) == Euro Y 

0 m=5, 7 (mod. 8) y =a (mod. P). 

= pe s 3 (mod. 8) y =0(mod. P), 

Los números %, pues, se dividen en dos categorías: una que com- 

1 . . FO . 

prende — (8 P) series aritméticas, en las cuales se hallan conteni- 

a , D 
dos los caracterizados por el símbolo [—]==wl; y otra con otras 

7 ; 

tantas séries de los números sometidos á la condicion (7) == 
7) 

Ambas categorías de séries tienen la diferencia comun 4. 
Ejemplo. Sea D=6 y, por tanto, 2 = 3, tendremos: 

6 
Es =-+1, cuando 2=1, 3, 19, 28 (mod. 24), 

(E ==1, n=", 11, 13, 17 (mod. 24). 
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Para concluir notaremos que los cuatro casos considerados pueden 
compendiarse y ser expresados mediante una sola ecuacion ó fórmula 

general. Para esto designemos por £ y e la unidad positiva y nega— 
tiva, bajo las condiciones de ser ¿=+1 06 —1, segun sea +P=1 
6 =3 (mod. 4); y e=+1 6 —1, al mismo tiempo que D sea 

impar 6 par. Los cuatro casos mencionados pueden entónces expresarse 
del modo siguiente: 

D == ¿Pi 1 (uod. 4), 110=- dy e = He ll; 

MES DIES (Med ol = 1 1 + 

=25 2/2 =2 (mod, e), ==. lo ==. 

(ay) D===2P=06 (mod. 8), =p a== 1. 

Y, segun la ley de reciprocidad generalizada, y demás leyes refe— 

rentes al simbolo de Jacobi (118), tendremos: 

n—1 2—1 

D ad E En 'D 

STA E 7 

en cuya expresion general % representa un número positivo, primo 

con 2D. 

Si suponemos que 2 reciba los valores de un sistema completo de 
números incongruentes, segun el módulo 4D, que sean al mismo 
tiempo positivos y primos con 2D, en los cuatro casos será la suma 

Para el primer caso esta igualdad se verifica 6 queda satisfecha sus— 
tituyendo por 2 todos los restos de este sistema completo, segun el 
módulo 2D. 
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CAPITULO V. 

De la division del círculo. 

Como aplicacion de las leyes numéricas, demostradas en los capítu- 
los precedentes, vamos á estudiar en éste una cuestion que pone de 

manifiesto el íntimo enlace entre asuntos al parecer muy distintos, y la 
utilidad y trascendencia tambien de las, en concepto de algunos mate- 

máticos, estériles investigaciones aritméticas. 

122. — Planteamiento del problema. 

El que tratamos de resolver se reduce á señalar sobre la circunferen- 

cia cierto múmero de puntos equidistantes. 
a) Considerémoslo resuelto, y dividida ya la circunferencia en % 

partes iguales. Este número 2 podremos suponer además que es impar; 

1 

2 4 

bre el primero de estos submúltiplos ¿impares de 9H versarian todos 
nuestros razonamientos. 

S1 marcamos por 

a e . 
porque, si no lo fuese, —, 0 —.... lo serian forzosamente, y so- 

los puntos de division sobre la circunferencia, y los unimos sucesiva- 

mente por rectas, formaremos con éstas el polígono regular inscrito, 

n-dgono, cuyo lado será la cuerda de uno de los 2 arcos ó partes igua- 
les en que el círculo se considera dividido. Y conocida la longitud de 

esta cuerda, es evidente que el problema está resuelto. Pero adviértase 

que no es necesario conocer precisamente el lado del a2-ágono, 6 la 
27 

cuerda del arco 7 ? Pues, en rigor, basta conocer la cuerda 
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del arco , siendo k primo con %: porque, llevando esta cuer— 

7) 
da sobre la circunferencia desde el punto a,, por ejemplo, hasta en- 

contrar de nuevo este punto de partida, habremos marcado sobre la pe— 
riferia los 2% puntos que deseamos. La figura ó polígono determinado por 
las posiciones sucesivas, siempre en el mismo sentido, de una de estas 

cuerdas, correspondientes á los arcos que comprendan un número, k, 

de partes de la circunferencia, primo con el total 2% de estas partes, se 
denomina poligono estrellado. 

Cualquiera que sea el número k, la longitud de la cuerda del 
arco compuesto por k partes de la circunferencia, y comprendido 

entre los límites O y z, será siempre igual al duplo del seno de la mi- 
kr 

tad de dicho arco, esto es, igual á 2 sen. — , en general, 6 igual á 
7) í ó 

27 E 
2R sen. — , si damos á k el valor particular 2; en cuyo caso será 

7 
la incógnita del problema el seno de una de las divisiones de la circun- 

ferencia; pues el rádio, /X?, de la misma es conocido. 

El cálculo de la funcion trigonométrica indicada, y áun de otras 

mediante las cuales pueda determinarse la primera, es muy sencillo en 

algunos casos. Así, por ejemplo, sabido que el seno de 90”, 6 de y» vale 1, 

T T T 

4” 8* 16 
y los de sus múltiplos. La Geometría elemental nos enseña, en efecto, 

que los lados del cuadrado, del triángulo y del exágono, suponiendo el 

fácilmente se calcularán los senos y cosenos de los arcos 

rádio igual á la unidad, valen respectivamente VW 2, VW 3, y 1: luego 

Te Ti ! ; eE E PE A YA2 sen 3 0 a ==YV 3; 

T T ; 
sen. -- =C08. —= 

al 6 NE 

y de estos valores se deducen los de sus múltiplos correspondientes. 
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Designando por zx la longitud del lado del decágono (inscrito como 

los anteriores), sabemos tambien que su valor se deduce de la ecuacion 

e =1x<(l=a) ú bien de la => 0 

y es, por consecuencia, refiriéndonos al polígono ordinario, 

MESETA 
V i0+2 5. , : 

y, por éstas, las de sus arcos múltiples. 

Por último, de la igualdad evidente 

se desprende que conocidas, como lo son ya, las líneas trigonométricas 
Tí 

la fácilmente se calcularán las del arco y las le los arcos de de los arcos 6 Y” 7 
[IU 

de sus múltiplos. 
Conclúyese de lo dicho que, por los medios que nos proporciona la 

Geometría elemental, logramos dividir la circunferencia en cualquiera 
número de partes iguales espresado por una de las formas 

A A 
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Dos mil años despues de haber Euclides publicado estas soluciones 

geométricas, generalizó (rauss (*) el problema y lo convirtió en alge— 

bráico, adoptando para esto como incógnita, no ya las funciones trigo 
nométricas simples, sino la compleja 

2 2 
COS ASE 

7) 7) 

siendo ¿= yo , mediante la cual, una vez conocida, se determinan 

aquellas. 

Para hallar, pues, un valor de esta nueva incógnita compleja, recor- 

daremos la fórmula de Moivre, referida á un arco cualquiera £, 

. Y . 

(cos. 4 + 2 Sen. (1) =C0S. 21 +1 Sen. 1. 

Ae de 

Aplicando esta fórmula al arco — , se obtiene la siguiente: 
7 

LT Ñ 2 
cos. —+H+12sen.—]) =1: 

7) 7) 

la cual demuestra que la cantidad compleja cuyo valor buscamos, es 
una raiz de la ecuacion binomia 

z —1=0. (1) 

Mas todas las raices. de esta ecuacion estan compendiadas en la for- 

ma general 

Dr E Dm 
C++ 2 SEN > 

7) MN 
(de) 

á condicion de que la letra / reciba sucesivamente los valores 

(*) D. A., Sectio septima. 
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0, 1, 2..... 2—1; y esto prueba, en efecto, que el problema de la di- 
vision de la circunferencia en 2% partes iguales se reduce á la resolu— 
cion algebráica de la ecuacion (1), cuyas soluciones representan los 
valores de las líneas trigonométricas, mediata 4 inmediatamente, del 

2 kr 
arco — 

7 
b) Así como hemos admitido antes para incógnita la cantidad 

compleja 

2T 2 
COS. — +2Sen.—, 

7) 7 

tambien pudiéramos admitir la funcion simple 

v hallar la ecuacion equivalente cuyas raices delerminarian sus valo- 

res. En efecto, la ecuacion (1) tiene por raiz la unidad, que es precisa— 

mente el valor que toma la forma (%) para l=0; suprimiendo esta 

raiz, 6 dividiendo dicha ecuacion (1) por el binomio (z— 1), el cocien- 

te resultante 

contendrá todas las demás raices. 
Esta última ecuacion pertenece á la especie de las que se llaman 

reciprocas, esto es, de aquellas que no se alteran por cambiar la z 

l : 
en -—. Haciendo en ella 2 =2m +1, y por tanto, m= == (Me, 

z 
to » : 1 

dividiéndola por 2”, y estableciendo despues la igualdad x + E 

se convierte en la siguiente: 



y m bey paa (m — 1) e (m — 2) y m—3 

6 
(m—2) (m—3) m-—í (mM—3)(M—4Á) m=—5 

A A aa 

Ahora bien, siendo 

2k7 : 2k 
% = COS + 7sen. z 

NÑ MN 

una raiz de la ecuacion recíproca (2), como siempre se verifica la 

igualdad 

e 2 kr , 2 kr 2kr : 2Zkr 
COS. + 2 sen. X ¡| C0S. ——— — 28sen. 

7 7) 7) n 

podemos establecer tambien esta otra: 

2kr p .2k rm 1 
== Die 
z 

de donde resulta la expresion correspondiente á la (%). 

de las raices y de la ecuacion (3), en el supuesto de que reciba k 
sucesivamente los valores de la série numérica 1, 2..... (n — 1). 

Pero cada par de estos valores, complementarios respecto de 2, 
sustituidos por k en la expresion de y, producen el mismo para esta 

incógnita; y, por consecuencia, los valores diferentes de y, ó raices 

. , 1 z . 
de la ecuacion (3), serán los m=-—7(n—1) nada más que dicha ex- 
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presion produzca por la sustitucion en vez de k de los m primeros 

términos de la série entera 1, 2..... mM. 

Finalmente, si hacemos y =22, y dividimos despues por MA 
ecuacion (3) se convierte en esta otra: 

mM 1 m— 1 1 m—?2 1 m— 3 
Zo +—2 — — (m— 1)2 — — (m— 2)2 - 

2 4 es 

4) 
l (m—2) (mMm—3) m=a4 Da 0 

AR = A RA = 
16 102 y 

cuyas raices son los valores de la funcion trigonométrica 

2kr 
COS. y PA A 

7) 

. p T . . 

entre ellos el mismo cos. —, yla cual debemos preferir siempre que 
m 

. . . T 

nos propongamos determinar la funcion sencilla cos. —, y no la com- 
n 

Ñ A 2r 
pleja' cos. === 7:Sen. == - 

mM Y) 
Ejemplos.—1.” De acuerdo con los principios establecidos anterior— 

mente, la division de la circunferencia en /res partes iguales depende 

de la ecuacion de tercer grado 

zx =1=0, 

Suprimiendo su raiz 2=1, y haciendo en el cociente resultante 

l sen 
2+—=yY, y despues y =22, segun dijimos, hallamos la siguien- a 

le (4): 

l 
A E 
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l : 
SUN es igual á 

2 T T 
COS. == — COS. — = — Sen. — 

3 : 6 

) 

T 

Y, como sen. es igual á la mitad de la cuerda del arco doble 

y la cuerda de este arco es el lado del exágono, igual al ra- == =600% 

2kr 
COS. 

3 
para k=1. dio, el valor de z es efectivamente el de 

2.” La division de la circunferencia en cónco partes iguales, depen— 
de de la ecuacion 

— ll = 0; 

2, se deduce esta otra (4): Sn 

de la cual, por el mismo procedimiento que antes, y teniendo presente 
que ahora es 1=5=2.2 +41, m= 

de 0 Ni 5) == A =U8; 

cuyas dos raices 

lo ME 
4 4 

deben ser iguales respectivamente á los valores de las funciones 

2 4 
cose Y COS 

.) 9) 

ú bien á los de estas otras: 

T 3T 
sen. — y  —sen. — 

10 
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Y lo son efectivamente; puesto que 

> T . 1 ¿y 7 

sen. 10772 cuerda (5) , 
w 

ú igual á la mitad del lado del decágono inscrito ordinario, cuyo 
valor es 

Pa E VO 
)) 

y la otra raiz 

o ES 
— Sen. qq = SIA 

es la mitad del lado del decágono estrellado, cuyo lado vale 

a 
2 

Por este camino, y sin auxilio de las tablas trigonométricas, logra- 
ron resolver algebráicamente los antiguos geómetras hasta la ecua- 
cion de grado sétimo, pero no la del undécimo; y aquí llegaban, cuando 
Gauss tomó el asunto por su cuenta, y le dió cima por el procedimiento 
que á continuacion explicaremos. 

Ecuacion de la division del circulo. 

Volvamos ahora á la expresion (k) de todas las raices de la ecua— 
cion (1). Siempre que reciba / un valor primo con 2, el correspon 

diente de la expresion mencionada, 

2kr : 2kr 
+ sen. ; 

7 7) 
Tr = COS. 



333 

representará una raiz propia (83) de la ecuacion (1); y las potencias 

sucesivas 

EN 0) LA 1 o lle (7) 

de dicha raiz, serán diferentes y expresarán todas las raices, propias y 

no propias, de aquella ecuacion (84), siendo el número de las propias 

¿ (n). Por lo tanto, segun la ley de la composicion de las ecuaciones, 

será: 

2 == le 0. (m9 * 7) (a—,"). 

El segundo miembro de esta última puede distribuirse en grupos ú 

productos parciales, constituidos por los factores binomios correspon— 

dientes á las raices propias de las ecuaciones 

2 —1=0 (1) 

referidas á todos los divisores 2D, del número %. Designando por 
f, (1) =f(D) uno cualquiera de tales productos parciales, en cuyo 

supuesto la ecuacion f(D)=0 contendrá exclusivamente las raices 
propias de la (1”), y por 7" estas raices propias, dicho producto podrá 

escribirse en la forma explícita 

F(D) = II (z 08), 

con tal que el signo II (producto) se extienda á todas las ¿(D) rai- 
ces 7. Y, como todas las raices propias de las ecuaciones particula— 

res (1') representan precisamente (82) todas las raices de la general (1), 

si D abraza todos los divisores de %, será tambien: 

=D) JD JD ML OD), 
expresando D', D", D'"..... todos aquellos divisores D, de nm: des- 
composicion semejante á la del número 2 en sus factores primos. 
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Si hacemos sencillamente 

a —1= de (1) =P (mM) , 

la última igualdad se trasforma en la que sigue: 

z —1=PF (9) =34U£(D); 

y de ésta se deduce (58) la inversa: 

UP (D pa 
f (0=F/0) BI Ap E (5) UF) me? 1) 

y t 

Esta última expresion, segun el modo como se ha formado, es una fun- 
cion de x con coeficientes racionales y enteros, de grado ¿(m, siendo 

igual á la unidad el de la mayor potencia de x; é, igualada á cero, re- 
as 

presenta, en efecto, la ecuacion cuyas raices son las propias y n dela 

unidad (83). 

Si suponemos 2 =p", siendo p un número primo impar, len- 

dremos: 

D 

T ; => 7) PA ¿— 1 7) =p) 

flp")= 7 pe) Es A aL EAS + 
a” —= 1 

(6) 
==1 

+e +1=0 

Y, por último, si hacemos 4 =p simplemente, resulta: 

al p—1 p—2 a 

A E 
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que es la ecuacion cuyas raices son las propias de la unidad (mod. 7), 
6, lo que es igual, todas las de la ecuacion binomia 

a—1=0, 

con excepcion de la unidad misma; de manera que, si 7 significa 

una raiz de la ecuacion (7), todas ellas estarán representadas por las 
potencias 

Conclúyese de cuanto precede que el problema de la division de la 

circunferencia en un número primo impar, /p, de partes iguales, pue- 
de considerarse como resuelto desde el momento en que nos sea conoci- 
da una raiz cualquiera de dicha ecuacion (7). Y esta ecuacion que, como 

la operacion material de dividir 6 descomponer una circunferencia en 
cierto número de partes iguales, puede reducirse al caso más sencillo 

de ser primo semejante número, será la que en lo sucesivo designare- 
mos con el nombre de ecuacion de la division del córculo. 

Para resolverla necesitamos demostrar ante todo las leyes siguientes. 

Relacion entre dos ecuaciones, siendo las raices de una de ellas las 

potencias p de las raices de la otra. 

Sea una de las ecuaciones, con coeficientes enteros, 

m—1 m—?2 

fe=0"+a 20 +a0 Hora  2+a =0, (1) 
m—1 / 

y sus raices correspondientes, 

Para formar ahora la otra ecuacion, cuyas raices fueran las poten— 
cias p (siendo p primo impar) de estas últimas, podríamos emplear 
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las fórmulas conocidas de Newton, por las cuales sabemos que se calcu- 
lan las sumas de iguales potencias de las raices de una ecuacion en 

funcion de los coeficientes de la misma, 6 inversamente estos coeficien- 

tes mediante aquellas sumas; mas no hace falta este cálculo expresivo, 
concretándonos puramente á determinar la relacion que enunciamos. 
En efecto, el Algebra enseña que, si 2 representa un número cual- 

quiera, la ecuacion 

m—1 —2 m—1 Me 2 m 
DU+0,2x +0,% % =p dbono +4 2 => o == 0, 

tiene por raices los productos por 2 de las raices de la ecuacion (1), á 

saber: 

Sustituyendo en esta última ecuacion por z sucesivamente las po- 

lencias 

id de A 1 

significando + lo que ha poco dijimos, formaríamos contando con la 
propuesta un sistema de p ecuaciones, cuyas raices, inclusas las de 

esta última, son respectivamente: 

0. a eat o. 
po 2? 3 77) 

0 Mea Moi dany "o ra, ra, qa Y z 

2 2 2 2 7” En a 0 o 0 A Pan Mii A ( 

1 p—1 p—1 p—] 
V) , 7 % le) ; a : 
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y cuyo producto If (x)=0Ú contendrá el sistema completo de estas 
raices. 

Ahora bien, de la ecuacion evidente 

(1—1) (1—) (2 —»?) o e E d 

g z Sh 1 
sustituyendo x por — y multiplicando despues por 4 , se deduce 

led 

esta otra: 

(12— 2) (1 — 7d) CA) oo (A AR 

Y de esta forma general de los productos componentes del producto 
11 (2), poniendo sucesivamente por x, 

la de este producto total: 

1) = (2 to a?) (=*— a.) (=*— a?) Sdboo (=*— 2?) : 

. . y) . : 

de la cual sencillamente, sustituyendo 2% por zx, se obtiene la ecua- 
cion 

cuyas raices son, en efecto, las potencias p de las raices de la (1). 
Esta última ecuacion, despues de efectuadas las multiplicaciones 

que se indican en su primer miembro, la representamos por la que sigue, 
de forma semejante á la propuesta: 

% m—l Mm —?2 
Pl)=1" + 0" +b,0" E +b/ z+b 
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Para determinar ahora la relacion 4 dependencia entre las ecuacio- 
nes (1) y (2), recordaremos (65) que los valores de las potencias 

no cambian, aparte del órden, al sustituir por 7» cualquiera poten— 
. e . 

cia 7 , cuyo esponente e sea primo con p; y, como el producto 
IT (2) es una funcion simétrica de aquellas potencias, tampoco cambia— 
rá su valor aunque se permuten entre sí, 6 se sustituya por 7 otra po- 

. , e 

tencia cualquiera 7 . Al producto desarrollado 4 /x), y ordenado se- 

gun 7, despues de haber rebajado los exponentes de esta letra orde- 
natriz superiores á p, bajo este módulo, podremos darle la forma: 

U ()=E +5 r+bjr+ dt il a (r) 

cuyos coeficientes £ serán funciones enteras de z; dela cual, sustituyen- 
. e . . 

do por + las potencias 7, cuyos exponentes reciban sucesivamente 
los valores primos con p, e=32, 3..... Pp=1, se oblienen estas otras 

siempre de igual valor, como antes dijimos: 

UN 21 2 (91) =D) 9-1 Wo) =5 +57 U+E0 Hebe O) 

Sumando ordenadamente los valores, diferentes en forma, del pro- 

ducto H(x), expresados por las igualdades (7), ( e) Eo ( n? 2) : 
resulta la siguiente: 
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2 4 2 (p—1 

Do ODIO O A E iancóa +r”* pes 

—1 2 (p—1 (o=1) (9=1) 

or PE (7 2 o 1) (2 ) 

y, teniendo en cuenta que las sumas, inclusas en los paréntesis, que 
multiplican á Es Esto Se ,» lienen todas por valor — 1 (88), esta PEE 
otra: 

A O SS E 

Mas las cantidades £ se obtienen todas del producto If (x), hacien- 
do en él 7 = 1; y, como en esta suposicion todas las ecuaciones, que 

figuraban como factores distintos del mismo, se igualan á la propuesta 
> >, . Y) das 

/f (2), dicho producto se convertirá en la potencia / (1)", y la última 

ecuacion en la congruencia 

H (2) =/ (2)” (mod. p). 

Sustituyendo por f (2) su polinomio equivalente (1), y elevando éste á 

la potencia p, tendremos (66): 

mp D m—1)p y) (m—2) 
A a ni 

E O a (mod. p) 
m—l 

6 bien, aplicando la congruencia (4) del artículo (66) antes citado; 



+0 e +a , (nod. p). 
m—l 

y, por consecuencia, evidentemente: 

1(0=/ (2) (mod. y) (3) 

5 7) : a TO 
Pero, si reemplazamos z” por x, el primer miembro de la penúlti- 

ma congruencia, 6 el producto H (x), se convierte en el de la ecua- 

cion (2), F (%); y el segundo en f (2); y, por lo tanto, será tambien 

Y (1)= / (2) (mod. p): (4) 

relacion que buscamos, y que en lenguaje vulgar se expresa del modo 
siguiente: 

Siempre que p sea un número primo superior 4 2, la ecuacion, 
TP" (7) =0, cuyas raices son las potencias p de las de otra ecuacion 

f(x) = 0, es congruente con ésta ultima, segun el módulo p. 

125.—La ecuacion de la division del circulo es irreducible. 

Llámase iwreducible toda funcion / (w), entera y con coeficientes 
racionales, que no puede descomponerse en factores con coeficientes 
tambien racionales. Siendo la funcion f (%) irreducible, la ecuacion 

/ (wc) =0, toma el mismo nombre. 

Teorema fundamental.— Una ecuacion trreducible, f (1) =0, no 

puede tener ninguna raiz comun con otra ecuacion, F(x) = 0, de menor 

grado y coeficientes racionales. Pues, si las ecuaciones / (1) = 0, y 
F' (2) = 0, tuvieran una raiz comun, sus primeros miembros tendrian 

un máximo comun divisor (80), de grado inferior á /(x), y con coefi- 
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cientes tambien racionales; y, por consecuencia, / (2) un factor racio- 

nal, contra lo supuesto. 
Corolario.—Si la ecuacion irreducible f (2) = 0, tiene una raiz co- 

mun con otra ecuacion de coeficientes tambien racionales F(x) =0, todas 
las raices de la primera satisfarán «a la segunda, d ésta, en otro caso, sera 

idéntica (67) (). Desde luego sucederá esto último, segun el teorema, 
siempre que la funcion /' (7) sea de grado inferior á / (7). Admitamos, 

pues, que /'(%) no sea de grado inferior á / (2), y dividamos una 
funcion por otra; representando por (€ (z) el cociente y por Ai (z) el 
resto correspondiente, tendremos: 

F (2) =/(0) C (2) +R (2). 

Toda raiz x que satisfaga á las ecuaciones F' (2) =0, y f(1)=0, 
satisfará tambien á la ecuacion Ai (ax) = 0; y, como esta última es de 
grado inferior á / (7) =0, segun ántes digimos, será idéntica con cero. 

Suprimiéndola, por lo tanto, de la igualdad arriba escrita resulta esta 

otra: 

ADOS DEE 

la cual manifiesta que todas las raices de la ecuacion /(%)= 0, satis- 
facen tambien á la ecuacion /' (2) =0, que es lo que pretendíamos de- 
mostrar: 

Una ecuacion /(x%)= 0, con coeficientes enteros, é igual á la uni- 

dad el de la mayor potencia de la incógnita, será irreducible siempre 
que su primer miembro no pueda ser descompuesto en factores con 
coeficientes tambien enteros (76). 

4) — Supongamos ahora que la funcion 

rn—l rn—]l, 
/ —1 7) —2 
A O e E 

que comprende como caso particular la (6), no sea irreducible, sino reso 
luble, por el contrario, en el producto de dos funciones enteras con 

(*) Serret, Cowrs d' Algébre supériewre, 3.* ed., $, 100, 
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coeficientes enteros, «(%) y v(z): podremos establecer la igualdad 

X= (2). d (2): 

la cual, en la hipótesis de ser z= 1, se convierte en esta otra: 

p=<(1).4(1; 

de donde se infiere que uno de los dos factores del segundo miembro, 

o (1), por ejemplo, debe ser igual á E 1. 

Designando por 7 una raiz propia cualquiera de la ecuacion 

2 ds nos . 
a =1, la série de potencias 

T 

cuyos exponentes representan los números primos con p — é inferiores 

á este número, comprende todas las raices propias y de grado 7 * dela 

unidad, esto es: todas las raices de la ecuacion (1), entre las cuales se 

hallarán necesariamente las que satisfacen á la ecuacion e (2) = 0, fac- 
tor de aquella; por cuya razon será cierta siempre la igualdad 

20) rt)... q le) = 0 
Y esto prueba que el producto 

se convierte en cero, cuando en él se sustituyen por zx todas las 

BET (p=1) raices r de la ecuacion (1), y que es divisible, por 
consecuencia, por el primer miembro, Y, de esta ecuacion. De donde 
se desprende que 

c().(0%). (at)... p(07)=X. C(0), 
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cuando el cociente (7 (2) designa una funcion entera, con coeficientes 
enteros, de z. Si en esta igualdad hacemos z= 1, como el número de 
. . . T—l sue des 
factores de su primer miembro es p (p— 1), resulta la siguiente: 

T—] 

Ao "roca 

0 bien: 

METROS 

que expresa el absurdo de ser la unidad divisible por el número p. Y 
de este absurdo, retrocediendo, se concluye que es inadmisible la des- 
composicion supuesta del primer miembro de la ecuacion (1), y, por 
lo tanto, que ésta es irreducible. k 

b) — Demostrado que la ecuacion f (1) =0, cuyas raices son las 

primitivas y 2 “* de la unidad, es irreducible para 2 =p” , vamos á 

demostrar ahora que, si dicha ecuacion se supone irreducible para un 
número %', compuesto de k factores primos diferentes, lo será tambien 
para otro número % que contenga un factor primo más; en cuyo caso 

quedará demostrado que la ecuacion / (2) =0, es irreducible para 

cualquier número 2. 
T , . . 

Hagamos, pues, 2 =p. 1%, constando %' de k factores primos, di- 

ferentes del factor p; y admitamos, por de pronto, que sea 

1.(0=2(0).4(); (1) 

D(=0, W()=0 

las ecuaciones cuyas raices sean las potencias de grado p ” de las rai- 

ces de las ecuaciones 

respectivamente. Aplicando = veces la ley (124), tendremos las con- 
gruencias: 

o (1) = (7) y (1) = Y (2) (mod. p). (2) 
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Sean ahora: 7 una raiz propia de grado a de la unidad, y p y w 

otras raices propias de la unidad, pero de los grados p” yn'; y tendre- 
T T 

mos (85) tambien: 7 =p.w; de donde p 2 =w? ,Y,como p”es 
T 

7 z 0 y!) . z . . 
primo con 2', será asimismo (84) 1 igual á una raiz propia, u', 

de la unidad, de grado »', De lo cual se deduce que, si + designa su- 
cesivamente cada una de las raices de las ecuaciones ¿(%)=0, y 

nde 

b(w) =0, en cuyo caso la potencia correspondiente 1? será una 
raiz de la ecuacion P(%)=0, 6 de la Y (%) = 0, estas últimas ha- 
brán de tener alguna raiz, comun con la 

F,, (2) =f (0) =0. (3) ” 

Y, como ésta es irreducible, aquellas deberán quedar satisfechas por 
todas las raices de la misma, entre las cuales se encuentra la «w que 
antes dijimos: por cuyo motivo de las congruencias (2) se desprenden 
estas otras: 

¿(w)=0,  ¿(w) =0 (mod. p). 

Con lo cual la ecuacion (1) se convierte en la siguiente: 

2 

1,(9)=p .FP (o); (4) 

representando 7 (w) una funcion entera de u. 
Por otra parte, de las ecuaciones 

2 —1=0/(D), 2 *=1=0f(), 

en las cuales D y A representan todos los divisores de » y de 2: p, res- 
peclivamente, estando, por lo tanto, los A comprendidos entre los D, 

y entre los Y exclusivamente el D=m, se deduce que el cociente 
de sus primeros miembros, 



es una funcion entera, divisible por / , (2): esto es que 

M 

IN 
n:p 

TZ — 

F, (0). C(2): 

siendo C (zx) entera. Y, si en esta ecuacion hacemos 2=0w, teniendo 

en cuenta que 2=pP".2',n:p=p e 2, y o” =1, resulta la 
igualdad: 

2=1,(0). 0 (0); 

que, en combinacion con la (4), produce la siguiente: 

1=p. F (0). C (0). 

Suprimiendo del producto desarrollado F'(w). C(w), en virtud de la 
ecuacion idéntica f ,(w) =0, de grado ¿(u'), todas las potencias de 

w, superiores á la ¿+ (1) — 1, hallaremos una ecuacion de la forma 

I=pla +04 o+an + init =) 4 od q,7 35 avobo enn pp 

y de ésta que, por haber supuesto irreducible la ecuacion (3), debe ser 
idéntica, el absurdo 

l=pa,: 

del cual se desprende que tambien lo es la descomposicion supuesta en la 
igualdad (1); y, por último, que la funcion /(m), es irreducible. 
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c—) Kronecker, á quien se debe la sencilla demostracion (4) que 
dejamos transcrita, y sobre la cual se funda la (0) de Arndt, publicó 
otra (*) además para el caso general, como corolario de una propiedad de 

la funcion, /(m), segun la cual, no solo es ésta irreducible en el sentido 

estricto de la palabra, sino tambien en otro más amplio, é interesante 

para nosotros, como en adelante veremos. Concretándonos, pues, á la 

ecuacion que llamamos de la division del circulo (123), vamos á de- 

mostrar en primer término que goza de la propiedad mencionada, como 
se expresa en la proposicion siguiente; y, en consecuencia, que es asi- 

mismo irreducible, conforme con la definicion de esta palabra. 

La funcion 

—1 —2 
RA ic | 

no puede descomponerse en factores cuyos coeficientes sean funciones racio- 
nales y enteras de una raiz o de la ecuacion irreducible /_(w), siendo 

p=1i=e.f. 
Como lema indispensable probaremos que toda funcion racional de 

a puede ser expresada bajo la forma 

en la cual es e= ¿ (€), y los coeficientes 4 no tienen todos con mw un 
PF (a) 

mismo factor comun. En efecto, la funcion racional ——— cuyos dos 
e (a) 

términos son funciones enteras de a, designando por 4, %” .....0 e 

las otras raices de la ecuacion f(e) =0, puede tambien escribirse de 

este modo: 

(*) 3. de Liouville, t. 19, pág. 183, Otra demostracion dió Serret. J. de Liouville, 

t. 15, pág. 296. 
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El denominador de esta nueva forma, como funcion simétrica de to- 

das las raices propias de grado e de la unidad, es tambien funcion en— 
tera de los coeficientes de la ecuacion f(e)=0, y, por consecuencia, 
. z , , rr == 
igualá un número entero, m; yel producto o (2) 9 (2) ..... (o) (a )) 

que figura en el numerador, y áun todo éste, es una funcion entera de 
2, Cuyo grado, por medio de la ecuacion idéntica f ¿)=0 de grado 

p (e) =e, se hace menor que e: la cual puede, por lo tanto, reducirse 
2 eL . 
á la forma 4, +0, 2+.....+0, Es ; y, como cualquier factor, 

comun á m y todos los coeficientes 4, puede suprimirse, la forma de 
toda funcion racional de « será efectivamente la que en un principio 
escribimos (*). 

Dicho esto, supongamos que la funcion Y es descomponible en los 
factores p(%) y Y(7), cuyos coeficientes racionales dependan de «: 
de la ecuacion correspondiente 

X=e/(0). v(0), (1) 

p=4(1). (1): (2) 

en la cual (1) y ¿(1) serán evidentemente funciones racionales y 
enteras de a. Escribiendo estas funciones bajo la forma antes expresa- 
da, tendremos: 

(*) Véase tambien Lagrange, 7railé de la R. des équations numeériques. Note 1V, 
1808. 
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USARA 10400 +0 e A (a) 

o (1) = = 
mM M 

8% (3) 
b +0 AA ED a Bla) 

d:(1)= z == —— 

% N 

con lo cual se convierte la ecuacion (2) en la siguiente: 

p.mn=A (a). B(x). 

Esta indica que sólo en una de las dos funciones, 4 (%), £ (%), pue- 
den ser todos los coeficientes divisibles por p; pues, si se verificaran, 
por el contrario, las igualdades 

AND 610), ARS IO (4) 

siendo C (2) y D(=) funciones enteras con coeficientes enteros de a, 

resultaria: por una parte, segun las condiciones de los coeficientes 4 y 
b de las formas (3), que ni m ni 2 serian divisibles por Pp; y, por 
otra, la igualdad 

mn=p. Ca). D(a) 

que, mediante la ecuacion idéntica f («)=0, puede reducirse á la 

forma 

e—l 
ma=pl0 +0, 44 AOS EAS ) 

y de ésta, al fin, la consecuencia imposible mn =PcC,; porque ni %, 

ni 2 son, como antes dijimos, divisibles por p. 
Vamos á demostrar ahora, inversamente, que las igualdades (4) son 

consecuencia necesaria de la supuesta descomposicion (1) de . 
Designando por 7 una raiz de la ecuacion Y =0, esto es, una raiz 
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propia de grado p de la unidad, los factores ¿(%) y 4(%) de Y po- 
drán escribirse bajo las formas (ordinarias tambien como la de 1): 

e (1) = (2 —»") (a, ”") (ada .) cal 

v()=[(*—,") la, '") la.) E 

donde las / y las 2 representan números primos con p. Fijándonos 
en la primera solamente, y haciendo en ella z=1, será: 

A O A CA 

y así se ve claro que «¿ (1) consta de factores de la forma li =1 e Si 
elevamos esta forma general á la potencia p, como p es impar y 

1? = 1, los dos términos extremos del desarrollo de (1 — 15 le 2 se des- 
truyen; y todos los restantes son divisibles por p; yla última igual- 
dad, elevada á la potencia p, afectará, en consecuencia, la forma 

¿(1)*=p.F(n, (5) 

siendo 7 (7) funcion entera de y. Ahora bien, ordenando segun las 
potencias de z, el producto efectuado 

[2.700] [+=2.70%] Lg [2.7 on], 

: ed . . . DP AS 
se advertirá que el coeficiente del primer término 2”, máxima poten- 
cia de z, será la unidad; y que los de los otros términos son fun 

. . . . 2 D . V) 
ciones simétricas de las raices 7,7, ..... y, de la ecuacion 2 =1, 

multiplicadas por las diversas potencias de p; por lo cual no hay difi- 
cultad en escribir el desarrollo de tal producto sencillamente como sigue: 

2 —p.G(), 
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representando (7 (2) una funcion entera de 2. Mas este producto des- 
aparece, en virtud de la ecuacion (5), sustituyendo en él por 2 el va- 

lor (3) 

Polis: LG 

77) 

y entónces resulta la igualdad: 

AO O: (6) 

en la cual 17 (a) es una funcion entera con coeficientes enteros de a. Y, 
> > O D 

como además, por ser p=ef+1, y, de consiguiente, a” = 4, lene- 

mos (124): 

A (a)? =A (a) (mod. p) 

y tambien 

2 

A()” =4() 6 4(Y =A()+p. 4 (a), 

siendo 27” (2) funcion entera y con coeficientes enteros de «a, conclú- 

yese que la igualdad (6) expresa lo mismo que la primera de las ecua— 
ciones (4). Igual resultado puede hallarse para la segunda; y así final— 
mente deducirse que la supuesta descomposicion de Y, que conduce á 

las igualdades contradictorias (4), no es posible. 

MÉTODO DE GAUSS PARA RESOLVER LA ECUACION DEL CÍRCULO. 

126.—Sus fundamentos. 

Este modo de resolver la ecuacion del círculo consiste en descom- 
poner la funcion Y en factores, gradualmente, y de tal manera que los 
coeficientes de estos factores puedan ser determinados por ecuaciones 



351 

del menor grado posible, hasta llegar así á los factores simples, 0 á las 
raices mismas de dicha ecuacion. 

Manifestaremos, dice Gauss (*), que, si descomponemos el número 
(p—1) en factores, 4, D, C,..... (y éstos pueden ser simples), la fun— 

cion Y puede, desde luego, resolverse en «a factores del grado 
(p—1): a, cuyos coeficientes se determinan por una ecuacion del gra- 
do a; despues, cada uno de estos factores en otros b del grado 
(p—1):4b, con el auxilio de una ecuacion del grado b; y, en conclu- 

sion, que designando por m el número de los factores, 4, 0, C,..... ; 

la resolucion de la ecuacion Y =0, se convierte en la de m ecuacio- 

nes de los grados a, b,C..... respectivamente. Pero todas estas des- 
composiciones graduales son posibles únicamente á condicion de que la 
ecuacion del círculo pertenezca á la clase de las que llamó Kronecker 

abelianas, por haber sido 40el quien demostró primero, generalizando 
el procedimiento de Gauss, que, si dos raices de una ecuacion ¿rreduci- 

ble se hallan sometidas á la ley de ser una de ellas funcion racional de 
la otra, la resolucion de aquella puede convertirse en la de otras ecua— 
ciones de grados inferiores. 

Que la ecuacion del círculo es irreducible lo hemos demostrado an- 

teriormente: veamos ahora cuál es la dependencia establecida por Gauss 
entre sus raices, necesaria y suficiente para calificarla de abeliana. Sa- 
bemos que, si 7 significa una raiz cualquiera de la ecuacion del 

círculo, 

p—l »-2 
Ar +2 Hno +0 +1= 0, (1) 

E A (2) 

Gauss tuvo la feliz idea de sustituir la progresion aritmética 

a EE Y 

por la geométrica, 

() D.A., $. 342. 
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cuyos términos, fuera del órden, son congruentes (mod. p) con los de 
aquella, siendo y, como sabemos (85), una raiz primitiva del número 
primo p. Mediante dicha sustitucion las raices (2) pueden ser escritas 
en el órden siguiente: 

ha? " (4) 

Así colocadas, fácilmente se percibe que cada una de ellas es la po- 
tencia y de la precedente. Y lo mismo sucede colocándolas en círculo, 
cualquiera que sea la que se tome para punto de partida; pues de la 

congruencia y” Ds 1, que define la raiz primitiva y, del número p, 
y 2219 ae 

se deducen las relaciones: le ) —Y = (mod. p): las cuales 
evidencian que la primera raiz de la serie (4) es asimismo la poten- 
cia y de la última. Bajo el uno ó el otro modo de expresarlas, po- 
demos afirmar, por último, que cada una de las raices de la ecuacion del 
circulo es la misma funcion racional de la precedente. 

127.—Reduccion de las funciones de las raices de la ecuacion del circulo 

a su forma normal. 

Ante todo recordaremos que la resolucion algebráica de las ecuacio- 
nes estriba en la posibilidad de formar ciertas funciones enteras de sus 
raices, funciones cuyos valores podamos determinar por ecuaciones de 
menor grado 6 mas fáciles de manejar que la propuesta, y de los cuales 
se deduzcan inmediatamente los valores de las raices de ésta. Con tales 
antecedentes se comprende bien que las funciones de que vamos á tra- 
tar ahora ejerzan una influencia excepcional en la resolucion de la ecua- 
cion del círculo. 



una funcion entera, cualquiera, de las raices de dicha ecuacion. Y, 

por serlo de todas, puede naturalmente considerarse como funcion de 
una sola de ellas, y escribirse bajo la forma: 

2 

ÍF(1) =4, +0, 1 +08 dc... +40 07 

s 

6, bien, reemplazando los exponentes de 7 por sus restos mínimos 

(mod. p), en la siguiente: 

f(1)=b +b r4b,r + del +b 7 

cuyos coeficientes serán funciones enteras de los que figuran en la fun- 
cion dada, /', y, por consecuencia, racionales y enteros, segun y como 

los de la funcion propuesta lo sean. Sustituyendo z por 7 en la ecua- 
cion del círculo, multiplicándola despues por ),, y restando el pro- 

ducto resultante de la ecuacion última, se obtiene la expresion 

2 pl 
AGRA JS bc HA 1 

1 2 pl 

Siempre que los coeficientes de la funcion dada sean números racio- 

nales, 6, más generalmente, funciones racionales y enteras de una raiz 
. . . P—l z 

a, de la ecuacion binomia z =1, la f(») se hallará completamen- 

te determinada por la forma (5): y hé aquí la razon de llamarla forma 
normal. 

Para la funcion f(»), no puede existir otra forma normal, dife- 
rente de la expresada; pues, suponiendo que existiera y fuese la si- 
guiente: 

: cdo e 
BB ah la lo 14 (5) 
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restándolas una de otra, y dividiendo su diferencia por 7, se obtendria 
la ecuacion del grado p— 2, 

A AS + (4 

cuyos coeficientes, que habrian de ser números racionales 6 funciones 
racionales de «u, se reducirian todos á cero, por ser irreducible la 
ecuacion del circulo (1) en el sentido lato que demostramos (125—c): 

y, en conclusion, las dos formas (5) y (5') coincidirian. 

Fuera ya de duda la completa determinacion de la funcion f(7) de 

las raices de la ecuacion del círculo, 6 de la unidad, bajo su forma nor- 
mal, tal y como la hemos constituido, debemos advertir, para armoni- 

zarla con la expresion dada por Gauss á dichas raices, que los exponen- 

les de 7 que figuran en la misma es preciso reemplazarlos por la sé- 
rie (3) de las potencias de y. La forma (5), por efecto de tal sustitucion, 

se convierte en la siguiente: 

2 
FP) =d41HF0 7 H09 1 Hoces A (6) 

Acerca de la relacion entre los,coeficientes de las dos formas (5) y 
a . . . he 

(6), basta notar que, siempre que se verifique la congruencia /=Y 
e AS ; 

(mod. 7), las potencias 7 y 7 serán iguales, y tambien sus coe- 

ficientes correspondientes A, y «4, en una y otra forma; y, como , ; 

md SO A == k= ind. /,;s A. +0, ade 

Conclúyese de todo lo dicho que: una funcion entera, cualquiera que 
sea, de las raices de la ecuacion del circulo, puede reducirse d otra funcion 

entera de una sola raiz de aquella ecuacion bajo su forma normal, cuyos 
coeficientes serán tambien funciones enteras de los coeficientes dados. 

128.—Distribucion en periodos de las raices de la ecuacion del circulo. 

Si descomponemos en dos factores cualesquiera p—1=ef, las 

raices de la ecuacion del círculo, podrán expresarse como sigue: 



e e eS A ce e A 201 
S ¿ y 

F SR A 7 a 5 P O Te 

2 20+1 3e—1 3 
AO oy a cas 

% EA qee Y de DUDO O dt O ODA 

E Ain c+ 1 Grez ES 

YE AY qa? = / 

Cada una de estas raices es, segun sabemos, la potencia y de la 
anterior; pero no hay inconveniente tampoco en distribuirlas en e 

grupos de f términos, con la condicion de que cualquiera de estos sea, 

no ya la potencia y, sino la potencia a del precedente. Represen— 

tando para mayor sencillez por [+] la potencia e y enlónces 

[0)=1, DJ.-[yJ=[A+y], [M%*=[Ay], los e grupos mencio- 
nados, indicada la suma de los f términos correspondientes á cada 
uno, figuran en el adjunto cuadro: 

SO e ADE So 
am =lg 1 + lg 1+ [9 1H»... A 

A O TN 

EN 
En 

HE 
== L.. 

De ALS lI+![J9 JUAN iy qa vel? . 

Estas sumas, que desempeñan el papel más importante para resol- 
ver el problema que estamos estudiando, se llaman periodos f- membres, 
y sus principales propiedades son las siguientes: 
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l. Los periodos definidos permanecen invariables cuando se sustituye 
enellos la raiz 7 =[1] por cualquiera de los términos del primero, 1, e 

Y se permutan circularmente, si por la raiz r se pone otra perteneciente 

d uno de los demás periodos. En efecto, sea el período 

(1—2)0+2 UDeR Ry a, =lg 119]... Lg 1+![g 

cuyo término general tiene la forma 

Ly a 

Es claro que reemplazar en él 7 por »% equivale á multiplicar 
y he e+z F e 1 . ettod tl 

los exponentes SI Bso por Y , y el nuevo periodo que de 

esta operacion resulta, 

LESA es 
2e+h. AER 

a lO 

no difiere del anterior 7 ,. Esto prueba tambien que, en el caso de que 

los índices de los períodos 7, excedan de e—1, siempre serán igua- 
les aquellos cuyos índices sean congruentes (mod. £); esto es: 1,=%,, 

' r e 

si k=k (mod. e): lo cual no debe olvidarse. 
e meo 

Pero, si en lugar de sustituir + por 7% , 6 bien por 7 ,sus- 
h 

tituyéramos 7 por 7% , el término general del período 7, , > antes 

escrito, se transformaria en el siguiente: 

mer l+zk 
[9 + + JE 

y 

el período 7, , por consecuencia, se convertiria en el 7 y los 
hr? 

periodos 
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1 Y UI Ea Y Y ajo Mor ho la AN Lao en los Uy? Un +10 CE 

ó en estos otros: 

tn ll 7 : AAC 7 E 
a TEL pe 

lo cual quiere decir que la sustitucion supuesta produce el cambio en 
% lugares de cada uno de los períodos 7, 6, en otros términos, la per- 
mutacion circular de los mismos. 

2." La distriducion en periodos de las raices de la ecuacion del circu— 

lo.es independiente de la ratz primitiva de p, que se elija para repre 
sentarlas.—Sea (7 otra raiz primitiva de p; entre ésta y la y antes 

usada habrá de verificarse necesariamente (85) la congruencia 

h 
G= y (mod. p) 

á condicion de que el exponente / sea primo con p—1, y, de con- 
siguiente, con cada uno de los factores, e y f, de este número. Si 

designamos por €, € 00... e, ,» los períodos correspondientes á la 

nueva raiz (7, tendremos: 

0 he - Z2he. 

e, =ly 1J+lg 1I+lg  1+.....+ly 

La série de los exponentes que figuran en este período, 

Dean... (f—1)he 

es (63) congruente, aparte del órden, segun el módulo (p— 1), con la 
de los de Mos 

0,8, 28,1... (P—1)€; 

de lo cual se deduce que e =m",; y del mismo modo se demostraria 
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ue son ciertas las igualdades: e. =%89,,8€.=M € =1 
Ca O A o e=E le 
Pero tambien, por ser / primo con e, la série de los números 

0, A,2%,.....(e—1)2, 

es congruente (mod. e), prescindiendo del órden, con esta otra: 

Dt de olaa os): 

luego los nuevos períodos £,,*,.....*,, coinciden, fuera del órden, 

con los antiguos 7,1%, ....=1, ,- Nótese, sin embargo, que un pe- 
et— 

riodo cualquiera, 7,, por ejemplo, no es lo mismo referido á y que 

á (7; simo que sus elementos se convierten, por el contrario, en los del 

período 7, E cuando se sustituye la raiz primitiva y, base del pri- 
(a Y 

mero, por la (7 á que se refiere el segundo; produciendo tal sustitu—- 
cion de raices, % permutaciones circulares, segun antes indicamos, en 

la série de los períodos 7. 

32 Los e periodos difieren numéricamente unos de otros. — En efec- 

to: admitamos, por el contrario, que los dos períodos y A O 

yos índices son menores que e, sean iguales, esto es: que se verifique 

la ecuacion: 

Desde luego podemos asegurar que esta ecuacion no es idéntica, 

porque á diferentes períodos corresponden tambien raices diferentes de 
la unidad. Ahora bien, si reemplazamos los exponentes de 7 que en 
dicha ecuacion figuran por sus restos mínimos (mod. p), y dividimos 
luego por 7, operacion posible por no ser igual á la unidad ninguna 

de las potencias de 7, resultará una ecuacion, no idéntica, del grado 
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P=—2 álo sumo, que tendrá una raiz 7, comun con la irreducible del 

círculo que es del grado p—1; y no siendo esle resultado posible, 

tampoco puede serlo la igualdad 7, O que le sirve de base. 

129. —Horma de las funciones enteras de las raices de la ecuacion del 

circulo. 

Toda funcion de las raices de la ecuacion del circulo que permanezca 
A 

invariable, cuando en ella se sustituya r por 7% , puede ser represen 

tada por una funcion lineal de los periodos 1, cuyos coeficientes serán 
funciones enteras de los contenidos en la funcion dada, siempre que estos 

coeficientes dados sean enteros, y funciones enteras de la raiz a. 

Supongamos que la funcion propuesta de las raices de la ecuacion 
del círculo se haya reducido á su forma normal, en cuyo caso tendrá 
por expresion la siguiente ya conocida: 

2 

FO pa OS ID 

Segun la hipótesis del teorema enunciado, las funciones (1) y 
e 

Y) AE > E 7 
f(r” ) serán iguales, y lo serán tambien por consecuencia: 

2e 3e (fl e 

fir? )=f(r% )=...=f(r* ) 

y, como todas estas f funciones son valores equivalentes de la normal, 
ésta será por lo tanto: ; 

Fa) = 7 lo e o: 

Para efectuar la suma de las funciones inclusas en el paréntesis, del 
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término general 4.77, de la forma normal f(”), se deducen las 
» 

1 
expresiones 3 4,1, y Se halla la siguiente: 

. ! » » » A al o A 

6 bien, reuniendo los períodos iguales (*): 

== 1 Ma EF vooos 7 F(r) Mn +—m ; 

Del procedimiento empleado para deducir esta última expresion re- 
sulta que sus coeficientes %w son funciones enteras, con coeficientes 
racionales, de los coeficientes 4 que figuran en la funcion propuesta; 

y, como estos son enteros, tambien lo serán los coeficientes mM; por- 

que las dos expresiones que comprenden los unos y los otros respecti- 
vamente, como de la misma forma normal f(), tienen que ser, segun 
lo que antes demostramos, idénticas. 

De esta proposicion se desprenden corolarios interesantes: 

1. Toda funcion entera de los periodos 1, puede ser expresada por 

(*) Téngase en cuenta para comprender esto mejor, que si las expresiones de la 

e e 2e (á=1)e 
forma normal, resultantes de sustituir en ella por 7 A E A 

raiz 7”, son equivalentes, se verificarán tambien las igualdades: 

a =4 = Z3 0... =06 

0 e 2e [f—1)0c 

ad =4 = (0 ...=Q4 

1 e+l 2e+1 (f—De+1 
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una funcion lineal de los mismos, cuyos coeficientes serán enteros d racio- 
nales, conforme lo que sean los de la funcion propuesta. Porque tales pe- 
ríodos permanecen invariables cuando en ellos se sustituye + por 

e 

Como caso particular de estas funciones enteras desarrollaremos en 
este lugar el producto de dos períodos, no sólo para patentizar la verdad 
del corolario, ya, en general, demostrada, sino más bien por sus aplica- 
ciones ulteriores. 

El producto de los dos periodos 

puede escribirse así: 

l (¿=/= == 1 : p h es (ég daa, 

De Ns ES 7 
0 le 3 y 

s=0 í=0 

en el supuesto de que, para un valor determinado y constante de s, las 

expresiones t+5 y í representen simultáneamente valores congruen- 
tes (mod. f) con los números 0, 1, 2,..... fi. 

Al efectuar desde luego la suma respecto de la variable s, debe- 
mos distinguir dos casos: 1.” que el factor binomio que figura en el ex- 
ponente de 7, para cierto valor de 7, verifique la congruencia 

1+2g**=0 (mod. DP): (1) 

6 2.”, que dicho binomio satisfaga á esta otra: 

ct+sz e 
+3 Pd. (mod. p) (2) 111 
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en la cual puede recibir % cualquiera de los valores 0, 1,2,.....e—1l, 

y z ásu vez uno de los siguientes: 0, 1, 2,.....f—1. 
En el primero, como los exponentes de 7 son siempre cero, la par 

te correspondiente de la doble suma se reduce á la de f unidades, ó 
á f; y en el segundo, dicha parte se convierte en el período: 

s=/—1 als 

ds = 

s=0 

Mas la congruencia (1), por ser y raiz primitiva y, de consiguien— 
te, no-resto de p, equivale á la ecuacion 

et+k=>+(p=1)=>—ef. 

Esta ecuacion, si f es par, exige que sea k divisible por e, y para 

esto, como k es un resto de e, que sea h=0; y, por consecuencia, 

1 O . o - 
¿== f, único valor de que entónces la satisface; y, si f es im- 

IO 1 . . 

par, que k sea divisible por —] €, sin ser cero; pues, si lo fuera, re- 

. 1 . 

sultaria et =-7 ef=0 (mod. e), para lo cual deberia ser f par, con- 

tra lo supuesto; y, como entre los valores que puede recibir k, sin 

04 OLO 1 . » 

ser cero, solo hay uno, divisible por -- €, que es este mismo, será 

1 . 1 

finalmente h= 7 € y, por consecuencia, ¿==> (f1). 

: : , (%) . Luego, si convenimos en que el símbolo 2” represente la unidad, 

siempre que f sea par y k=0, 6que f sea impar y k= —e, esto 

es, siempre que se realice el primero de los casos en un principio dis- 
tinguidos, definido por la congruencia (1), ó su ecuacion equivalente; y 
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el cero, cuando esto no se verifique; y designamos por este otro simbo- 
h mE 

lo, m, , el número de valores de £ para los cuales ocurrirá el se- 
e 

Rh > 
gundo caso, de tal modo que sea 7, =0, cuando al sistema de valo- 

res h,k no corresponda otro sistema £,z, que satisfaga á la con-— 
gruencia (2), el producto de los dos períodos 1, y m5n,, puede ser 

expresado bajo esta forma más explicita: 

nn .7 
dl 

%) 1 q ; . 
¿0 JAM A 777 $ (3) 

1 e=1l 

1 

Si en esta ecuacion ponemos 7%  envezde 7, con lo cual los pe- 

ríodos 7, 09 My cer. MN, Se habrán permutado circularmente, corrién— Ez 

dose m lugares, se obtiene la siguiente: 

En estas dos últimas expresiones se ve claramente que el producto 
de los dos periodos elegidos es, en efecto, una funcion lineal de todos 
los periodos f-membres; y, si los dos periodos fuesen iguales, el pro- 
ducto se transformaria en potencia (funcion entera tambien) con la mis- 

ma propiedad. 

2.” Estos períodos f-membres, en el supuesto de ser e=1 y, por 
consecuencia, f=p—1, se reducen á uno solo, á saber: 

E CO EIA 

cuyo valor, que es la suma de todas las raices de la ecuacion del círcu- 
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lo, es igual á —1. Toda funcion entera, con coeficientes enteros, 
de este período, 6 bien de las raices de la ecuacion del círculo, puede 

representarse por una funcion lineal del mismo período; y, como esta 
funcion lineal es un número entero, tambien lo será la funcion entera 

equivalente: luego 
Toda funcion entera, con coeficientes enteros, de las raices de la ecua—- 

cion del circulo, que no se altere dun cuando en ella se sustituya 1 por 

rr”, tiene un valor tambien entero. 

3.* Los períodos realizan precisamente esta condicion de permane- 

cer invariables aun cuando en ellos se cambie la + en 7”; y lo mis- 
mo acontece, por consecuencia, en cualquiera funcion simétrica de los 
mismos, de donde se concluye que: 

Toda funcion simétrica, entera y con coeficientes enteros, de los perio— 
dos es asimismo equivalente d un mimero entero. 

130.—De la ecuacion irreducible cuyas raices son los periodos f-membres. 

Los e periodos f-membres son raices de uma ecuacion irreducible de 
grado e, con coeficientes enteros, y del género de las abelianas, como la 

ecuacion del círculo. La ecuacion cuyas raices son los períodos f-mem- 

bres es ésta : 

Ficha) (12) bi E (a) 

cuyos coeficientes, como funciones simétricas enteras de los £ perío- 

dos, son, segun acabamos de decir, números enteros. 
Para demostrar que esta ecuacion es irreducible, supongamos que 

no lo sea, y que su primer miembro, de consiguiente, contenga un fac-- 

tor racional ¿(%). Este factor comprenderá necesariamente alguno 
de los períodos ó raices de la ecuacion (4): y, si designamos por 7, 

tal período, la ecuacion ¿(a e ) = (0) será racional, tendrá la raiz >”, 
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comun con la ecuacion del círculo, y será satisfecha, en consecuencia, 
2 e—l 

, Meta y 014 por las otras raices 27, 7% 0.0... r de esta última (125). Efectuan- 
do esta sustitucion de 7 por las raices indicadas en la ecuacion 

o (1,) = (0, se obtienen las siguientes: 

E (bad ? (Fiz 2) Da a | AN Vales La) af e (a 2 2£1) =0. 

Y este resultado manifiesta el absurdo de que la ecuacion racional 
v(x)=0, cuyo grado es inferior á e, contenga, sin embargo, las € 

ralces 7 Al 5% 
1 e—1 

Para demostrar ahora que la ecuacion (4) es tambien abeliana, d, 
lo que es igual, que sus raices pueden deducirse, como las de la ecua- 
cion del círculo, mediante la misma operacion racional, de cualquiera 
de ellas, recordaremos (129—1.”) que toda potencia (funcion entera) de 

un período 7,, es una funcion lineal de todos los periodos, y, por con- 

secuencia, serán ciertas las igualdades: 

” a , » U ” 0, =W NM EMO AM Y 

AA , (e—1). » LD, EY de 
1 = M migo ly odon EU he) 

á las cuales podemos agregar esta otra ya conocida: 

| =9 Ene E. 
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Despejando un período cualquiera 7, deestas e ecuaciones, se ob- 

tiene otra de la forma siguiente: 

9 
D. n,=4, +4 1, +A ME a Sl 

e—=1 

cuyos coeficientes son enteros que no se anulan en totalidad, y de la 

cual puede deducirse el valor del período 7, ¿ en funcion del Mo di- 
le l 

vidiendo por el coeficiente D, en atencion á que este D no puede ser 
cero; porque, de serlo, resultaria la ecuacion: 

2 

0=4,+4A A A E 

no idéntica, y de grado e— 1, que tendria la raiz 7, Comun con la 
le 

irreducible (2) =0, de grado e: lo cual es imposible (125). 
Conclúyese de lo dicho la exactitud de la ecuacion 

=0 (,)> 

siendo 60 el símbolo de una funcion entera: ecuacion que puede 
desde luego considerarse como racional, y satisfecha por la raiz ”; 
y como invariable tambien, áun cuando en ella se sustituya /7 por 

2 
A etc,; pero de tal sustitucion se desprenden estas otras 

ecuaciones: 

1,,=0 (21) de = 8 (1,) poo ia n.= (0) (cy) 

que prueban finalmente lo que pretendíamos demostrar. 
Resuelta la ecuacion (4), es claro que cada una de sus raices re- 

presentará el valor de uno de los e períodos 7; pero la raiz + de la 
ecuacion del círculo, de cuya eleccion sabemos (128—2.*) depende el valor 

de éstos, permanece todavía arbitraria, y no es posible así decidir cuál 

de los períodos será el que exprese una raiz u de la primera. Supon- 
gamos ahora que, para esta raiz determinada a, de la ecuacion (4) y 
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otra elegida 7, de la del círculo, se verifique la igualdad 7,=«. En- 

tónces sólo tendremos que variar la significacion de 7, haciendo que 
exprese uno de los términos del período 7 ,, para que cambie asimis- 

mo la significacion de los símbolos 7,1, +...-2, ¡> convirtiéndose en 

1, €lqueantes era 7n,. De donde se infiere que, eligiendo un valor 
( le 

conveniente de 7, siempre podremos establecer la igualdad 1 ,=«u: 

con lo cual se concreta la indeterminacion de la raiz 7 á ser uno de 

los términos del período 1. ya en otro lugar (128) completamente 

determinados. 

Conocido de este modo el período ue todos los demas, como aca- 

bamos de ver, se hallan expresados por funciones racionales del mismo, 
y esto quiere decir que, para hallar sus valores, solamente tendremos 

que resolver ecuaciones lineales. 

131.—De la ecuacion irreducible cuyas raices son los términos de un 
periodo. 

Los f términos de un periodo 7, 50m raices de una ecuacion 

F,(1)=0, de grado f, cuyos coeficientes son funciones lineales y en- 

teras de los e periodos T, y cuyo primer miembro no puede ser descom— 

puesto en factores de iguales propiedades que los coeficientes. Los coefi- 
cientes de la ecuacion que tiene por raices los términos, 

N+2e. 

loalgiamtedosi 9 1, (2) 

del período 7, ,, son funciones simétricas de estos f términos, é inva- 
y 

riables, por consecuencia, ante cualquiera permutacion de los mismos; 
y, como entre tales permutaciones se halla comprendida la circular que 

e , E Z p Y 
en dichos términos ó raices produce el cambio de la + por la 7” ,re- 
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sulta (129), en efecto, que los coeficientes mencionados son funciones 

lineales y enteras de los periodos . 
Para demostrar ahora que la ecuacion 108 (1) = 0 es irreducible en 

el sentido que dice el teorema, admitamos, en contrario, que su primer 
miembro contenga un factor q (2, Moe, 1) cuyos coeficientes 

sean tambien funciones lineales y enteras de los períodos 1, y el cual 
debe contener alguna de las raices de la ecuacion 4" (2) =0, 6 con- 

(Y 

vertirse en cero para uno, por lo menos, de los términos (2%). Si reem- 

plazamos los símbolos 7, por sus expresiones correspondientes, obten= 

dremos una ecuacion en 7, con coeficientes racionales, que será satis- 
fecha por todas las raices de la ecuacion del circulo, y, de consiguiente, 
como incluidos en ellas, por los lérminos del período 7, » distintos del 

que antes, 6 de los que antes supusimos convertian en cero el factor de- 

signado. De lo cual resulta, teniendo en cuenta tambien que los perío— 
dos permanecen invariables, aunque se cambie por otra, cualquiera de 

las raices mencionadas, que la ecuacion 

Ns. NALEN = (( q (2, 0 e EE UN 

de grado menor que f necesariamente, es satisfecha cuando menos por 
las f raices comprendidas en el período 1 ,: y esto es absurdo. 

e 

Aplicando la ecuacion a (2) =0 á todos los periodos se obtienen 

las siguientes: 

P, (1) =0,F, (2) =0, ..... dl (b) 
0 

de cuya resolucion depende la resolucion completa de la ecuacion del 
círculo; pero no es preciso resolverlas todas; basta conocer las solucio— 

nes de una sola; porque ya sabemos que, conocida una raiz de la ecua- 
cion del círculo, todas las demás se deducen de ella por elevacion á po- 
tencias. Ahora bien, para poder formar las ecuaciones (0) es necesa- 
rio y suficiente haber antes resuelto la ecuacion (4), 0 haber determi- 

nado los e períodos f-membres; y una vez hecho esto, vemos que la 
resolucion de la ecuacion del círculo, de grado p— 1 =ef, seconvier- 
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te en la mas sencilla de la ecuacion (a), de grado e, y una de las 
ecuaciones (6) de grado f; ó bien que, resuelta la ecuacion (4), pue- 

de descomponerse la funcion Y en e factores de grado f que soná 

la manera de Y irreducibles. 
Prosigamos esta descomposicion y supongamos para ello f=e'.f': 

entónces será p—1=ee'f'; y las raices de la ecuacion del círculo 
podremos distribuirlas en los ee” períodos f'-membres, siguientes: 

5 

o 0 ee! 2ee' (Pp —1)ee", 
a) =Iyilkelg" 1 ly] AS Lg | 

' ll. ee! E 2ee' a (P—1)ee+1 1, =lgla lg "Ie lg ll] 

' e ee +e 2ec"+e "lee +e 

Y, [gl + lg PTA lg Te 

, e: ee" +2e 2ec"+2e. - (P—1)ec +2e 
AA OR A A 

7 ee'—1 2ee'—1 3ec'—1. Fee —] 

O E a E 

Cada grupo de e' períodos de los precedentes constituye uno de los 
f-membres antes definidos, como por ejemplo: 

Ms OA E ..... AT 

Tanto estos como los anteriores están sujetos á las mismas leyes, si 
bien con las consiguientes modificaciones. Sólo recordaremos especial- 

21 



370 

mente aquí la de que cada uno de los periodos f'-membres es una fun- 
cion racional y entera de cualquiera de los otros del mismo género. 

132.—De la ecuacion cuyas raices son los e” periodos que componen un 

f-.membre. 

mn 
ta 

Los e' periodos, tales como 

, , . 20 

o? e A MANE 

que componen un f-membre 1, son vaices de una ecuacion irreducible de 

grado e, cuyos coeficientes son funciones lineales de estos periodos 

f-membres. 

En efecto, los coeficientes de la ecuacion 

0 (mu) = (2 — 1) (2 —= e (2 —*" p 2) dd — (2 — 0 pb = (1 

que tiene por raices los e' períodos dichos, son, como repetidas veces 

hemos recordado, funciones simétricas de estos períodos, las cuales no 
e 

. . y) 
se alteran por la sustitucion de + por +” , y pueden ser expresadas, 
en consecuencia (129), mediante los períodos f-membres primitivos. 

El ser la ecuacion Lied (1) =0 irreducible, se deduce de que lo 

es la anteriormente considerada /' (7)=0. Designemos, pues, por 
, 

(o) (2, 7 oy cren y) un factor (cuyos coeficientes sean tambien fun— le: 

ciones lineales de los períodos f-membres) de la funcion /'/ (1). Este 

factor debe contener alguna de las raices de la ecuacion 1", (1) =0, y 

reducirse á cero, por lo tanto, para el valor ==", , por ejemplo. La 
ne 

ecuacion asi resullante , 
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admitiendo que sea satisfecha por una raiz 7 dela ecuacion /" (2) =0, 
4 

debe subsistir áun cuando se sustituya 7 por las otras raices 
e ze (1) e 

A o . A pesar de esta sustitucion, los períodos 

Aa 1, permanecen inallerables; pero el 7” se convierte 
O e—l y he E 

á S is iv en los períodos +. A nacán, : á causa de la misma, sucesivamente en los períodos NE Mos 

de lo cual resulta que la ecuacion q! =0, de grado menor que e', com- 
prende más raices que unidades tiene su grado: y esto es imposible. 

Determinados por la ecuacion (4) los periodos f-membres, podemos 

establecer las e ecuaciones, de grado e', que á continuacion figuran: 

(== Oca DA (210: (c) 

cuyas raices son respectivamente cada uno de los e” períodos de f'tér- 
minos, 6 f'- membres, y las cuales nos sirven para determinar estos pe- 
ríodos f'—membres en funcion de los f-membres. Pero no hay precision 

de resolver todas las ecuaciones (c): basta resolver una de ellas; por- 
que, conocido uno de los períodos f'-membres, los restantes son, como 

sabemos, funciones racionales del mismo. 

Hallados, mediante la resolución de una de las ecuaciones (c), de 

grado e', los períodos f'—membres, cada uno de los e factores, de gra- 
do f, en los cuales ya se descompuso Y, se convierte en reducible; 

y la funcion Y puede así descomponerse, conforme antes dijimos, en 

ee” factores de grado f', los cuales son tambien, al modo que los otros, 
irreducibles. 

Prolongando estas descomposiciones llegaremos, por último, á resol- 
ver la funcion Y en factores de primer grado, y entónces las raices de 

la ecuacion del circulo Y =0, nos serán inmediatamente conocidas. 
En la posibilidad de estas descomposiciones sucesivas se funda, como 
en un principio indicamos, el método de Gauss para resolver la ecuacion 

del círculo. 
Todo el procedimiento hasta aquí explicado se resume en la regla 

que sigue: 
«Elijase ante todo una raiz primitiva y del módulo ó grado p, y 

calcúlense los restos mínimos (mod. p) de las potencias de y, desde la 
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0 hasta la p—2. Descompóngase p—1 en sus factores 4, b,c,d,..... k, 
y establézcanse las igualdades: 

a ab EA 

Distribúyanse todas las raices de la ecuacion Y =0 en a perio- 
dos 7, de A términos cada uno; y como estos períodos son raices de una 
ecuacion con coeficientes enteros, resolviéndola, hallaremos los 4 pe- 

ríodos 7,, y habremos descompuesto el polinomio Y en « factores, 
de grado 4, cuyos coeficientes nos serán tambien conocidos por re- 
sultado de la misma operacion. 

Distribúyanse luego las raices de cada uno de los períodos 1, en 
h períodos menores 7,, de 4 términos; y, como los períodos 7/, com- 
ponentes de uno de los 1, son raices de una ecuacion, de grado 7, 
cuyos coeficientes son funciones lineales de estos períodos 1, resol- 

viéndola, hallaremos los 40 períodos 7', y habremos descompuesto 
á Y en al factores, del grado PB, perfectamente definidos. 

Distribúyanse del propio modo las raices 6 términos de cada uno de 
los periodos 7', en ec periodos menores 7”, de ( términos; y como 

los períodos 7/', componentes de uno de los ,/, son raices de una 

ecuacion, de grado c, cuyos coeficientes son funciones lineales de 

estos periodos 7', resolviéndola, determinaremos todos los abc pe- 
ríodos 7”, y lograremos descomponerá Y en abc factores, de gra- 

do C, sin ambigúedad ó indecision de ningun género. 
Y repitiendo la misma série de operaciones cuantas veces fuese me- 

nester, llegaremos, por último, á determinar los períodos de un sólo 

término, ó las raices propiamente dichas de la ecuacion Y =0. Cada 
número /, de estas raices, constituirá uno de los periodos inmediata— 
mente anteriores, dependientes á su vez de otra ecuacion del grado k, 

cuyos coeficientes son funciones lineales de los períodos que tambien in- 
mediatamente le preceden. Y resolviendo la nueva ecuacion, y proce— 

diendo luégo, como queda explicado, obtendremos por fin las mismas 
raices de la ecuacion del círculo buscadas. 
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133.—Casos en que puede dividirse la circunferencia con la regla y el 
compás. — Distribucion conveniente de p—1 en sus factores. 

En cuanto precede no hemos determinado la descomposicion en fac— 
tores de p —1, sino que tal descomposicion la hemos dejado arbitra- 

ria. Sin embargo, como lo conveniente en general es que las ecuaciones 

auxiliares para resolver la del círculo sean del menor grado posible, es 
preciso descomponer p— 1 en sus factores simples, ya sean iguales 6 
desiguales. 

Al efectuar así esta descomposicion, puede ocurrir que todos los fac- 

tores primos, contenidos en p— 1; sean iguales á 2: en cuyo supuesto 

tendrá p la forma 2” +1; las ecuaciones auxiliares correspondientes 

serán todas de segundo grado; y sus raices, por consecuencia, se expre— 
sarán por radicales tambien cuadrados. Ahora bien, como todas las ex- 
presiones que no contengan otras cantidades irracionales sino las de se- 

gundo grado, pueden ser construidas geométricamente con la regla y 

el compás, resulta que: 

Cuando p sea un múmero primo, de la forma 2” +1, la division de 

la circunferencia en p partes iguales, e inscripcion en ella del poligono 

del mismo número de lados puede efectuarse con la regla y el compas. 
En este caso se hallan el triángulo y el pentágono regulares, como ya 

sabemos; y los polígonos de 17, 257, etc., lados. Pero, no representando 

la forma 2 +1 un número primo para cualquier valor de nm, se. 

ria conveniente saber, en general, cuáles habrian de ser los valores de 

este exponente que convirtieran aquella forma en un número primo. 
Acerca de esta cuestion interesante sólo podemos decir que desde luego 
el exponente m debe ser potencia del número 2; porque, si fuera divi- 
sible por un número impar, estableciendo la igualdad consiguiente 

m=wm'(2n+1), de la fórmula conocida 
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m(22+1 
resultaria que 2 +1 era divisible por 2” +1; y, por con= 

; 4 mM a 
secuencia, compuesto el número 2 +1. Mas tampoco son primos to- 

he 

y 

dos los números de la forma 2” +1; pues para el valor de 2=5, 

se obtiene el número 

2? 
2% +1=4294967297, 

divisible por 641. De todo lo cual se desprende, en conclusion, que aún 
no podemos decidir si existen, 6 no, infinitos casos en que pueda ser di- 
vidida la circunferencia, mediante la regla y el compás solamente. 

Tambien debemos notar la conveniencia de elegir para último factor 

el número primo 2, en la descomposicion del siempre par, p —1. De 

este modo, cada uno de los períodos contendrá un número par de tér— 

minos, y será una suma de los últimos períodos bimembres, 

P—l pl 
or +1 

A a 
p—l +2 

los cuales, recordando (106) que y es no-resto de p, y, por conse— 
al 

. 2 , qe . . 
cuencia, / =-—1 (mod. p), se podrán escribir del modo siguiente: 

MENE AA A 

Todos estos períodos tienen valores reales; pues haciendo 

2kr ] 2 kr 
+ ¿sen. A 

D P 



serán: 

% h 
pp A 2k gr 
COSA + 1Seh. 

P 

h h 

e od PES E 
7 = (08. ——T— — 1 80M. 

DP P 

y, por consiguiente : 

Y) 

y” y" 2kg 7 , 
ro += = PAIS, E : cantidad real. 

Manifiesta es la ventaja de que tengan valores reales las raices de 

las ecuaciones auxiliares; pero resalta más todavía cuando se pasa á las 
raices imaginarias de la ecuacion del círculo desde los períodos bimem- 
bres, ó raices de las últimas ecuaciones de segundo grado. 

Ejemplos. 

1.2 Dividir la circunferencia en cinco partes iguales, d inscribir en 

ella el pentágono regular. Eligiendo, en conformidad con la regla pres- 
crita, la raiz primiliva y =2 del número p=5, tendremos: 

DIN TZ potencias. 

e A indices. 

IS: números correspondientes. 

Descomponiendo ahora el número p—1=4, en sus dos factores 
: 0) 319 DA ¿ Ñ 

22200. Jf, 1 TAlcEs 47 7 87 ue la ecuacion: propia de, este 

caso, 

al 

a— 1 

m3 

4 3 2 
2-=2 +0. +2 +e+1=0, 
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se distribuirán en los dos períodos bimembres: 

4 2 3 
A TR o 

los cuales son raices de la ecuacion de segundo grado: 

0” AA Na 0 54 (n, 1,)2 +5, 0 

Y esla ecuacion, teniendo presente que 

O 
dencia dd + +,r=>1, 

a 4 
== +1 +']r+'!r=—1l, 

se convierte en esta otra: 

2 
xa +2—1=0 

cuyas dos raices son: 

—1+vV5 ly 
AA ambien ERAN 

representando cualquiera de ellas el valor del período 1 ,, y la otra el 

del 1, . Si establecemos, pues, las igualdades 

=1A+V5 —,. _—1+y5 5 A > O y E LEEN E 

0 3) E 1 2 ) 

deberemos elegir la raiz 7 entre las dos del período 1, ya arbitraria— 

mente determinado. 

La ecuacion de segundo grado que tiene por raices las dos que cons- 

tituyen este período 7, es la siguiente: 

Em 

a—l+ndarrri=x0 —m,0+ == 05 
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Resolviéndola, podemos establecer la igualdad 

que se transforma, poniendo por 51, el valor que le asignamos, en esta 

otra: 

JU NS Y e (245 +10) 
PR= A == 

E E 
a : 

De los dos períodos, 7, y “1 ,» el primero es evidentemente posi- 

tivo, y negativo el otro. Los valores de estos dos períodos, haciendo 

como siempre, y en particular para este caso, 

) 

son: 

Luego habremos de elegir entre k=1 06 k=4 para justificar el 
valor que atribuimos á 7,; resultando en el primer supuesto: 

27 ; 2T Zr 
y = 08. — + 18M. —; y, por tanto: 1, =2c08. 

5 5, 5 



378 

Construccion. —Como el número 5 es de la forma 2” +1 , este problema 
puede ser resuelto mediante 
una construccion geométri- 

ca con el auxilio únicamen- 
te de la regla y el com- 
pás. En efecto: en la circun- 

ferencia que se trata de divi- 
dir en cinco partes, y cuyo 

radio suponemos igual á la 

unidad, trácense los dos diá- 
metros perpendiculares en- 
tressi, AB y :CD., y por 

de sus extremos respectivos 4 
E ES y D, dos tangentes que se 

Se / cortarán en el punto S. Di- 
S o sede 2% vídase, como indica la figu- 

D ra, la distancia 45 en dos 

partes iguales, y uniendo su 
punto medio 4, con el cen- 

tro O, tendremos: 

A A / E 
OE=N/ 04 +FALE = a gv3: 

Haciendo centro ahora en 4, descríbase con el radio Y O un arco 

que cortará en /" á la tangente prolongada AS, y será: 

Ln 1 
ALZEPR ABD 08 — A 08 o 

of 5 27 
= A y 2008 > 

Y, dividiendo por mitad el trozo 4 7", como la figura manifiesta, 
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la paralela (1 J al diámetro 48, trazada por el punto medio (7, de 

dicha distancia 4 F, cortará á la circunferencia en dos puntos 4 y 

J, que son dos vértices del pentágono, siendo el lado de éste cualquie— 

ra de las distancias CH 06 CJ; puesto que 

3 
1 2 
dl il A a Md 

2m 

2 5) 

2."—Dividir la circunferencia en trece partes iguales. Eligiendo la 

raiz primitiva y =6, del número p= 13, los índices (base 13) y los 

números correspondientes serán: 

DS ISO e e E el indices. 

O MOE O A e all ÚMENOS. 

Descomponiendo ahora el número p— 1 =12=3.2.2, las raices 

de la ecuacion 

se distribuirán en los ¿res periodos quatri-membres: 

8 12 5 6 9 1 4 
IN E ANO IO A] Fo da PA 

10 2 3 11 
UP SPA ARE AS 

los cuales serán raices de la ecuacion de tercer grado: 

3 E 
z Ara] Z HA AAA) 2 —a¿n 9, =0. 

Lo primero que debemos hacer ahora es determinar los valores nu- 
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méricos de los coeficientes de esta ecuacion. En cuanto al segundo ya 

sabemos que 

tdo tl 

Para determinar los productos binarios que forman el tercero, apli- 
caremos la expresion (129—1.”). Segun ella, tendremos: 

s 

MANR MN E bid fm TS a Et O A E —Ó : > TD e ME e 

; (1) P 
El símbolo 2» ” escero por ser k = 1. Para hallar el valor del sím- 

1 ; 
bolo mm, en la congruencia 

3141 
1+6 =6* (mod. 13), 

que se deduce de la general (2), haciendo en ella e=3, k=1, /2=0, p=13, 

pondremos en lugar de 2 sucesivamente los valores 0, 1, 2, 3; con lo 

cual se obtienen respectivamente los de las potencias: 

0 3 6 6"=1; 6"=8; 6'=12; 6”=5 (mod. 13): 

y ya no es difícil encontrar cuántos podrá recibir ¿ que satisfagan á la 
congruencia anterior para cada uno de los restos 1, 8, 12, 5. Ahora 
bien, de las cuatro congruencias correspondientes á estos restos, 

ae 1, =8, =12, =5 (mod. 13), 

solamente dos, la segunda y la cuarta, son satisfechas por los valores de 
t respectivamente ¿=2,(=3, y nada más que por estos dos valo- 

res: luego m, será igual á 2, Mediante el mismo procedimiento se en- 

: 1 1 ; 
cuentran para los símbolos M, Y M, Sus valores respectivos que son 
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1 1 , , 
en este caso: Mm, =1, Mm, = 1; y así, el producto de los dos períodos 

en cuestion resulta: 

Mi 2, ra 

y tambien, por el mismo método, se hallan: 

MA 2, he 

De estas igualdades, sumando las tres primeras, se deduce: 

A SS AMES 

y, multiplicando la segunda por mn, despues de las sustituciones y 

reducciones consiguientes, se encuentra: 

mans =4>+5 (6 alan) == 5D = 22 

La ecuacion de tercer grado, cuyas raices son los tres períodos gua= 

tri-membres, 7, ,,1,,1,, Se reduce, por consecuencia, á la siguiente: 

3 2 
+2 —4eae+!1=0, 

Resuelta esta ecuacion, los tres períodos mencionados pueden con- 
siderarse conocidos. Descompongamos ahora cada uno de ellos en dos, 
y por lo tanto, los tres, en seis períodos 1' de dos términos, ú bimembres, 

de modo que sea: 
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Estos dos períodos nuevos, 7, serán raices de la ecuacion 

5 , , , , 
2— (7 * A 0 x (A > 

0 bien, como 7', 1,=1,, de esta otra equivalente: 

2 
Lt —=N,L+ m, 05 

mediante la cual se hallarán los períodos mie y mo- Hallados éstos, se 

formará la ecuacion, cuyas raices sean las dos de que consta el Mo El 

saber: 

12 9 12 9 
bs — lets Jjasrr.r 108 

que tambien puede escribirse como sigue: 

5 2 , 
m =0,12+1=0, 

Y resolviendo esta ecuacion, vendremos, por último, en conocimien- 
to de la cantidad 7 que buscamos (*). 

3." Dividir la circunferencia en 17 partes iguales. —Para la raiz pri- 

mitiva y =3 del número 17, tenemos: 

0,1,2 3, 4,5, 6, 7,8, 9,10, 41,19, 48, 1450 Ladicós 

1, 3,9, 10, 13, Sydo, 11. 16,188. 1 ma o 2 10: Números. 

Descompongamos en cuatro factores p=1=16=2.2.2.2, 

(+) El lector que desee conocer al pormenor este asunto puede consultar, ade- 
mas de la obra de Gauss, la especial de BAacHMANN, Die Lehre von der Kreistheilung; 

y el Algebra superior de SERRET, 3.* edicion, t. 2.*, cap. TIL 
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Formemos primeramente los dos periodos My de ocho tér- 

minos: 

mn, =10+1[9]+1[13] + [15] + [16] + [8] +1 4] +12] 

1, = [B]+ 10I+[5]+[ 1137114] +17] +112]+[6] 

Estos períodos son raices de la ecuacion de segundo grado: 

a — ( UN 58,) 2+0 2 =0. 

La suma de los dos períodos es igual á la de todas las raices de la 
ecuacion 

16 15 14 2 
DTO +H4LE EL +... +ai+e+1=0, 

esto es, igual á — 1: el producto (129) 

LON a) = —4, 

Sustituyendo, la primera ecuacion se convierte en esta otra: 

eat 

cuyas dos raices son: 

E ia PA O 
= ES y 

0 DD) y 2 1 2 

las cuales hemos establecido desde luego que representan respectiva- 
mente los valores de los períodos 1n, y 5”, en el supuesto de que la raiz 

r de la ecuacion del círculo para este caso haya sido elegida conve- 
nientemente, 
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Descompongamos ahora cada uno de los períodos ya determinados, 
de ocho términos, en dos de á cuatro términos, á saber: 

y, =[1 + [13] + [161 +[4] (9, =[31+[5 ]+[14]+ [12] 

"a, =197+ 1157 +183+[2 "7 ,=[(107+[10J+(7]+1[6] 

! 

3 
que componen el 51”, , satisfacen respectivamente á dos ecuaciones de 

Los períodos Moo nm, que componen el Mo> así como los mn 7 

segundo grado, cuyos coeficientes no son en verdad números raciona— 
les, pero pueden ser racionalmente expresados en funcion de los perío- 
dos primitivos 71, y 1, Dichas dos ecuaciones son: 

2 1 " AS 2 UY der: A AE 

z —= (1, +16) 2604 2 0, z a 

6 bien estas otras equivalentes: 

2 2 
va SU z 00) 

y Sus raices respectivas: 

0 1 mn V UÑ == + V ASS El, 

Establezcamos arbitrariamente las igualdades, 

7, m2 7, ACTO O o O AA ? a e Sa 

para discernir ahora qué clase de relacion guardan los otros dos perío- 
dos ne y e con las raices de la segunda ecuacion, emplearemos el 
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medio que (Gauss explica ('). Fórmese, segun el procedimiento tantas 
E 2 A IA LS E > 
veces recordado (129), el producto (a E 3 ( Ae 3) y hallaremos 

la ecuacion: 

(1) (1,1) =2 (1,9) 
6 bien, despues de sencillas sustituciones, la siguiente: 

, (a, 0) =+y 17; 

de la cual se desprende que la diferencia 1, — 11, debe ser positiva, y 3 
para esto es necesario que: 

Descompongamos nuevamente cada uno de los cuatro períodos 7, 
de cuatro términos, en dos períodos bimembres, y tendremos: 

| 2 = U8)+14 

e 
| 9/=115]+12] 

a 

rd a 131 1141 
Ú 1 

"| =151+119] 

1016 [7] 

LS [41] +=£:6] 

Cada dos períodos 1/”, que componen uno de los 1', sabemos que 
son raices de una ecuacion de segundo grado, cuyos coeficientes pue- 
den ser expresados racionalmente en funcion de estos períodos 1'. Con 
sideraremos solamente, y basta para nuestro propósito, la ecuacion 

E DA, 6 352. 
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de segundo grado, cuyas raices son los dos períodos pe y mn , 6 la 

ecuacion 

e Ad E dsd os 

equivalente á 

2 , Y 

NS 0, 

de la cual se deducen los valores de sus raices , pudiéndose estable- 
cer la igualdad 

Y, 12 
lo 

4 

, 
— 7 

, / 2 
" 0 V 

Y == — la E as 

Prosiguiendo el mismo método, la ecuacion que inmediatamente debe- 
mos resolver es, por último, aquella que tiene por raices las dos poten— 

cias de la raiz 7 de la ecuacion del círculo, que componen el período 
” nó la ecuacion de segundo grado 

2 16 16 
a—lr+r lasr.r ==. 

6 su equivalente 
2 

Y — 7, 2 +1= 0, 

de la cual se deduce el valor de la misma raiz 7, á saber: 

7 3 
ll 9) T y TY 

: calida El o asen ES 
TES 4 AA E 

Construccion.—Ante todo conviene recordar que, segun sus valores 
correspondientes, antes expresados, el período 1, es positivo, el 7, ne- 

Tv il A gativo, y los n,, 7, n, positivos; siendo el último 

Zkz 

17 
n= 2 cos. 
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Dicho esto, en la circunferencia que se trata de dividir en 17 partes, 
y cuyo radio es la unidad, trácense dos diámetros perpendiculares en- 
tresi, AB y CD; enlos puntos A y D las tangentes que se cor- 

1 SE 
tan en el punto S, y tómese la distancia 44 = e S. En el trián- 

gulo rectángulo FA 0 tenemos: 

ME e OE =V A0' + AR E CAE 17. 

Haciendo centroen Z' describiremos una circunferencia con el ra— 

dio OZ, que cortará á la línea AS en los puntos FP y FP”; y en- 
tónces: 

rr US TS! UN AP=EP-BA=08-B4A= VW == 

a Y al AF=EF+EA=0E+BA= Y + =p a ==> 

Con estos datos, de los triángulos rectángulos F40 y F'40, se 
deducen los siguientes: 

A NA 5 

OF =VAO'+4F*= yx E 



388 

Alrededor del punto 77, con el radio PO, y al rededor del punto 

F, conel PP'0, tracemos dos circunferencias que cortarán respecti- 
vamente á la línea AS en los puntos 4 y 4H'; y dividamos el frag- 

mento 42, en dos partes iguales, mediante la paralela OJ á la recta 

BH. De esta nueva construccion resulta: o 
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un y nm AN=FH+FA=PO+PA= 34 — +1 =x%, 

CNN o 
AU'=F EV A=ZF'O-FUA= y + quis +1= 5, 

A aa HER TE 

Sobre la porcion 41'S como diámetro, describamos una semicircun- 
> ferencia, y prolonguemos Ab hasta su interseccion X, con esta mis- 

ma línea; con lo cual 

RS A AS A 

Desde el punto AX, como centro, tracemos ahora una circunferencia 
con el radio 4/, y con este mismo radio, desde el punto Z en que 
aquélla corta á la recta AS, el semicírculo MX V; y resultará en- 

tónces que: 

ARK” = AM. AN; 

y, por consecuencia, 

AM.ÁN = y, 

al mismo tiempo que 

AM+ AN =2.AJ=1,. 

Lo cual prueba que AM y AN son las raices de la ecuacion de 
segundo grado 
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he z Señalando el medio de esta dis- 

y) 2kr 
Y Mo = (05. 17 4 

Conocido el coseno del arco que buscamos, es evidente que el punto de 

intersección Q, de la paralela PQ al diámetro 4B, de la circunferen— 

cia dada, con esta circunferencia, será un vértice del polígono de 17 

lados, y uno de estos lados la cuerda QD, cuyo arco tiene efectiva— 

mente por coseno la distancia 4P. 

2 
y la mayor, AM= 1," =2.c05. > 

tancia AM por el punto 2, será el trozo AP = 
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PARTE TERCERA. 

TEORÍA DE LAS FORMAS CUADRÁTICAS. 

CAPITULO 1. 

De la trasformacion y equivalencia de las formas 

cuadráticas en general. 

El objeto de nuestro estudio en esta tercera y última parte, á la cual 

sirven principalmente de lemas las dos anteriores, es ya en toda su pu- 
reza el de la teoría de los números, á saber: la representacion de éstos 
por formas (38), limitándonos, como es consiguiente (102), á las de se— 

gundo grado ó cuadráticas. 

Pero tal representacion 4 construccion de los números depende ín- 
timamente de la equivalencia de las mismas formas, segun más adelante 
demostraremos; y así, para proceder con órden, siguiendo á Gauss (*) 

y con más exactitud aún á su ilustrado comentador Dedekind (**), ex- 

pondremos desde luego la doctrina general de dicha equivalencia, con 

sus antecedentes precisos é indispensables. 

134.—Preliminares. 

Las expresiones analíticas de que vamos á tratar exclusivamente son 
las homogéneas, binarias y cuadráticas, de la forma 

2 2 
az +2bxy+cy: 

(*) D. A., Sectio quinta. 

(%) Dirichlet, Zahlentheorie, cap. IV. 
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en la cual representan las letras a, b,c números enteros, determinados; 

y las z é y números enteros tambien, pero indeterminados y va- 

riables. 
Nótase desde luego en la forma escrita, completamente definida, que 

el coeficiente del producto xy, de las dos variables, se halla expresado 
por el número par 20; mas, si bien este modo de expresion parece en 
cierto sentido particular, tiene la ventaja de facilitar los cálculos, como 
veremos, y.en realidad no envuelve limitacion alguna; porque una forma 
cualquiera, en la cual el coeficiente del producto de sus dos variables 
fuese impar, se reduciria á la propuesta, multiplicándola por 2; y entón— 
ces de las propiedades de la trasformada se deducirian sencillamente las 
referentes á la primitiva. 

Sin embargo de ser 2% el coeficiente del segundo término de la 

forma en cuestion, llámase «a el primer coeficiente, b (y no 20) el se- 

gundo, y c el tercero, por el órden en que están colocados; designándo- 
se ademas los dos, 4 y c, con el nombre de extremos, y el b con el de 

medio; y las dos variables, x é y, respectivamente, con los de primera 

y segunda. 
Bajo la sola palabra /orma comprenderemos siempre la cuadrática 

establecida, y la representaremos brevemente tambien por el símbolo 

(a, b, c). 
De estas formas excluimos todas las que sean susceptibles de ser des- 

compuestas en dos factores lineales, cuyo estudio es fácil y requiere 
procedimientos distintos esencialmente de los que habremos de emplear 
en lo sucesivo. Despréndese de tal exclusion que ninguno de los coefi- 
cientes extremos de las formas, objeto de nuestras investigaciones, pue- 

. , . s 2 
de ser igual á cero; ni tampoco la cantidad b — ac un cuadrado per 
fecto: pues, si lo fuera, de la igualdad 

an +2b0y+0cy = (ax +9 0204) 
| 

a 

se deduciria esta otra: 

: | A FE 
as +2hay+oy == (aa b+V D—ac) yy (ar+(1V %—ao yy! 
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esto es, la descomposicion de la forma en dos factores lineales, contra 
ó 4 : 2 

lo terminantemente establecido. La cantidad $ —ac, de la que de- 
penden principalmente, segun veremos en lo sucesivo, las propiedades 

de la forma (a, b,c), se llama determinante de esta forma, y se represen- 
ta sencillamente por su inicial, la letra 0. Con esta notacion podemos 
resumir lo anterior, diciendo que vamos á tratar en adelante exclusiva- 
mente de las formas, cuya determinante 2, no sea un cuadrado perfec- 

to, 6 en las que y D sea siempre un número irracional. 

135.—Trasformacion ó sustitucion simple: propia é impropia. 

Entre las variables x é y de la forma cuadrática (4, b,c), y otras 
dos nuevas variables z' é y', establezcamos las relaciones lineales 

a=0a0 +Ppy 
JA (1) 

ERA 

en las cuales v, f, y,ó representan números enteros, determinados. In- 

troduciendo los valores (1) de las variables x é y en la forma (a,b, c), 
se convierte ésta en la (a', 0”, e”), cuyos coeficientes están enlazados con 

los de la forma primitiva y los números x, ($, y, %, como se expresa en 

las ecuaciones siguientes: 

2 2 
a=ax% +2lbay+cey 

DU=a0pro(ad +By)+cyo (2). 

c=a8 +20Bo408 

La dependencia así establecida entre la forma (a,b, c) =a0 +2bay-+0y, 
, , ! , ¡2 13 DAN , , ¡2 CUE 

y la nueva (4,0,c)=4 xv +20 xy +c y, se expresa diciendo 

que la primera (4, bh, c), por la trasformacion 6 sustitucion lineal (L), se 
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convierte en la segunda (4', 0”, c'); designándose los números a, fB, y, 6 
respectivamente con los nombres de primero, segundo, tercero y cuarto 
coeficientes de sustitucion. 

Como la eleccion de las letras para representar las variables es en- 
teramente arbitraria, y la naturaleza de las formas y de las sustitucio- 
nes depende exclusivamente de los coeficientes, podemos brevemente 

E, . . a , o 

decir que la forma (a, b,c), por la sustitucion (x, PB, y,5) 6 ( j le se 
Toi 

convierte en la forma (a', 0”, c'); y este modo de expresion supone im- 
plícita y necesariamente que se verifican las ecuaciones (2). Para fijar 
bien las ideas en este punto, cambiando la colocacion respectiva de los 
coeficientes de las formas y los de sustitucion, añadiremos, por ejemplo, 

que simultáneamente: 

(a, b, c) por la sustitucion 1 al se convierte en la (4, b', c') 
e 

(ONDA Er (5) A TN (EA E) 

y 0 RR 
(CADA ol (4) AO (a, 0',c”) 

(ORO SEA: UN Ll IN (c,0', a”) 
B, o. 

trasformaciones muy fáciles de comprender, atendiendo á las citadas 

ecuaciones (2). 

Teniendo ahora en cuenta la representacion de los números por las 

formas, comprendemos en seguida que todo número representado por la 

trasformada (a', b',c'), loestará tambien por la primitiva (a, b, c); pues, 

admitiendo que aquélla represente en efecto el número m, para los va= 

lores determinados 7”, s' de sus dos variables z', y", de la sustitucion 

entónces cierta, 

r=ar +Es 

s=y31 +08, 
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resultaria que dicho número mm, estaria tambien representado por la 
forma (a,b, c) para los valores especiales de sus variables 2=", y =S. 
Segun esto podemos decir tambien que la forma (4,0, c) contiene á la 
(a, 0',c') 6, más claramente, que la forma (a', 0, c') se halla contenida 
en la (2, b, c); porque todos los números representados por la (a, d', c') 

se encuentran comprendidos entre los representados por la (a, b, c). 
Conocidas las relaciones entre los coeficientes de las formas (a, b, c) 

y (a,0',c',), nada más fácil que hallar la que exista entre sus respec- 

tivas determinantes; pues para ello basta sustituir en la expresion de la 
determinante 

por 4,0,c', sus valores (2). Efectuándolo así se obtiene, despues de 

sencillas reducciones, la interesante relacion 

D'=(3— Py D: 

de la cual se desprende que la nueva determinante es igual d la antigua 

multiplicada por un cuadrado; y, en consecuencia, que una y otra tic— 
nen el mismo signo. 

Ahora bien, para que las ecuaciones (1) expresen realmente el con- 
cepto que les hemos atribuido, es indispensable que sean solubles res— 

pecto de las variables z', y”, y para ésto que la cantidad a«8— By, que 
se llama la determinante de sustitucion, sea diferente de cero. Desde 

luego excluimos de nuestro estudio todas las sustituciones cuya deter— 
minante sea cero; pero todavía tenemos que hacer reflexiones más im- 

portantes. 

Si la determinante de sustitucion 40—f y, ha de tener un valor 

diferente de cero, habrá de ser necesariamente positiva ú negativa; la 
sustitucion correspondiente se llamará propia en el primer caso, é 1m- 

propia en el segundo; y se dirá tambien que una forma (a, 0',c') está 
propia 4 impropiamente contenida en otra (4, b,c) segun que la susti- 

ae : no : 
cacon ( El por la cual se convierte esta última en la primera, sea 

nO 

propia 6 impropia. 

Preciso es añadir, para desvanecer dudas y evitar equivocaciones, 
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que una forma puede contener á otra de los dos modos: propia 
é impropiamente; pues ocurre con frecuencia que una forma, me- 
diante una sustitucion propia, y otra impropia, se convierte en la mis- 

ma. Así sucede con la forma (3,13, 18), por ejemplo, la cual, por la 

ll 40 +1,+2 
BE 

—1,+1 —1,+3 

convierte en la misma (—5,— 5, 18); y contiene á ésta, por lo tanto, 

propia e impropiamente. 

Dos sustituciones se denominan homogéneas cuando las dos son pro- 

pias, 6 las dos son impropias; y heterogéneas cuando una de ellas es 

propia, é impropia la otra. 

sustitucion propia ) y por la impropia 

136.— Zrasformacion 0 sustitucion compuesta: propia é impropia. 

Conservando la notacion anterior, supongamos ahora que la forma 

in A a EME 
(1,00) =40 0 +20 Y +0» 

mediante la nueva sustitucion 

pad va e 

yla Bue, 

se convierte en esta otra: 

CAN OA E. E mL: 0 E e 

Es evidente que la primera forma (a,b, C) se convertirá en la ter— 

cera (4”",b",c"), mediante la sustitucion 

a=a(uo +BPy)+Pla +84) 
Y = (a 2 +8y") +8(y 0 eS y”) 
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ó su igual 

1 
a= (20 +BY) 2 +(1p+B0)y 

y=( a+) + (YB +05) y" 

De donde se deduce que, si una forma contiene d otra, y ésta a otra 
tercera, la primera contendrá tambien a la última. 

Para saber ahora de qué modo contiene la primera forma á la terce- 
ra, deberemos inquirir qué signo tendrá la determinante de la sustitu— 
cion última, por la cual se trasforma la una en la otra. Esta determinan- 
te es, como ya dijimos, 

(a+ Br) (8 +00) (28 +88) (qa +37) 
representándola por e, y llamando D” la determinante de la tercera 
forma (a”,b”,c”), será, segun manifestamos en el párrafo anterior, 

Mas tambien, por igual razon, se verifican las igualdades 

D y (a 5 46) By D, ¿DP pro (a! 3 —p YY D' 

de las cuales se desprende esta otra: 

” N 2 rol , , 2 

DAA A NED 

que colejada con la precedente, y teniendo en cuenta que las determi- 

nantes D, D', D” no pueden ser nulas, da para e el valor 

e=(208— Py) (a 0 — P' y”. 

Es decir que la determinante de la sustitucion, por la cual se con- 
vierte la primera forma en la tercera, es igual al producto de las deter 
minantes de las dos sustituciones intermediarias; y de aquí resulta que 
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la primera contendra propia d impropiamente a la tercera, segun que las 
dos sustituciones, de la primera en la segunda, y de ésta en la tercera, 
sean homogéneas d heterogéneas. 

Si prosiguiendo, admitimos que la forma tercera contenga á otra, y 
ésta á su vez se trasforme en una quinta, etc., la ley anterior puede ge- 
neralizarse de este modo: 

En una série de formas, cada una de las cuales contenga d su inme- 

diata posterior, la primera contendrá d la última, propia y impropiamen- 

te, segun que el múmero de las sustituciones intermediarias sucesivas, 
impropias, sea par 0 impar. 

La sustitucion por la cual se convierte una forma en otra que no sea 

su inmediata, se llama compuesta; y el enlace entre esta sustitucion 

compuesta y las dos simples componentes, refiriéndonos á tres formas 

nada más, segun se desprende de las fórmulas arriba escritas, se expre- 
sa como sigue: 

a, BY (PY _ far +Bry, «PB +Po 
y, 8) y ,8) Aya +85, 1B +88 

En general se comprende que no podrá invertirse el órden de las 
sustituciones simples sin que se altere tambien la sustitucion compues- 

ta, resultante. Así vemos, por ejemplo, que las sustituciones parciales 

5 Mi 
producen, en un órden, la compuesta 

—1,1 —=1,=3 

+1,0 Wibal A aos 

—1,1 EAT 2,5) 

y, en el órden inverso, esta otra: 

+1,+2 IN E 

o A E A EE 

Por el contrario, siendo tres las sustituciones sucesivas, S,S”, S”, 
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el mismo resultado se obtiene juntando la primera S, con la segunda 
S', y el compuesto SS' de ambas, con la tercera S”; que uniendo 
la segunda S”, con la tercera S”, y el compuesto S'S” de las dos 
despues con la primera S; en signos: 

SSI SI) 

Y esta relacion se deduce inmediatamente del fondo de la composi- 
cion misma; pues, siendo (2, Y), (2, y), (2, y") (a", y"), las varia- 

bles sucesivas, en las expresiones de x é y en funcionde 2” é y”, es 
lo mismo que figuren como intermedias las (2, y”) que las (2', y”). 

L, : 0 : 
Conviene ademas notar que la sustitucion ha 1 , Cuya determi- 

7 

nante es la unidad, puede suprimirse de toda composicion, puesto que 
en nada la altera. 

Y, finalmente, con estos nuevos signos, la ley anterior puede enun- 

ciarse como sigue: la sustitucion SS''S" ....., compuesta de las sustitu- 
CE O o ona será propia 0 impropia, segun que el miúmero de 
estas sustituciones parciales, impropias, sea par d impar. 

137. —Zquivalencia de las formas: propia é impropia. 

a—) Hasta ahora sólo hemos admitido que una forma se convierta en 
otra; pero es muy interesante saber si esta última podrá á su vez con— 
vertirse en la primera; porque de ser así, el sistema de los números por 
una de ellas representado, seria idéntico al sistema de los números re- 
presentados por la otra. 

Dos formas que mútuamente se contengan se llaman eguivalentes. 
Veamos, pues, cuáles son las condiciones necesarias y suficientes de tal 
equivalencia. 

Desde luego, aplicando la definicion de dos formas equivalentes á las 
expresiones de las determinantes que figuran en los párrafos anteriores, 
deducimos que los cocientes ó razones D':D, y D:D' deben ser mú- 
meros enteros, cuadrados, y, de consiguiente positivos; y para que ésto 
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se verifique es indispensable que D y D' sean iguales; de lo cual se 
desprende que la condicion necesaria para que dos formas sean equiva- 
lentes, es que sus determinantes, D y D', sean iguales. 

Mas esta condicion no es suficiente para calificar por ella sola de 
equivalentes á dos formas cualesquiera; para poder afirmar que lo son, 
es preciso saber ademas que una de ellas contiene á la otra. En efecto, 
admitiendo que las dos formas (a, b,c) y (a, 0',c') tienen iguales de- 

terminantes, y que la primera se trasforma en la segunda, por la susti- 

Lucion 

e=az +By 

y=y2 +0y, 

de la relacion ya conocida 

D=(5-8yD, 

por ser ahora J= D', se desprende esta otra: 

ao— Py =e54: 

Designando por <, para mayor brevedad, esta última, y despejando 

las variables (%',y') en la sustitucion antes escrita, resulta la si- 

guiente: 

ad —=—+ed—eBy 

2 a 15 la 

y, como por esta sustitucion, cuyos coeficientes son enteros, se convier- 

lo realmente, á su vez, la forma segunda (4, 0, c'), en la primera 

(a, b, c), dichas dos formas son equivalentes. 

Las sustituciones que preceden, 

a, B g +:<5,—ef 

Y, 9 y —ey, Hen , 

se llaman cada una de ellas ¿nversa de la otra; y, siendo la sustitucion 
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compuesta de ambas igual á la ; p y cuya determinante es positiva, 
? 

conclúyese que aquellas dos componentes serán al mismo tiempo pro- 
pias, ó impropias. Segun ocurra lo primero, 6 lo segundo, así se dirá 

que las dos formas propuestas son propia, 6 impropiamente equivalentes. 

Demostrado ya que, si dos formas son equivalentes, la una se con— 

? E z 29 0%, ¿ 
vierte en la otra siempre por una sustitucion a cuya determinante 

(9) 
y) 

es a8—fBy=31, podemos afirmar recíprocamente: que, mediante 

toda sustitucion de esta especie, se trasformará tambien una forma 

cualquiera en otra equivalente; pues tal sustitucion exije que las deter- 
minantes de las dos formas sean iguales; y así queda de un modo claro 

establecida la condicion necesaria y suficiente para la equivalencia de 
dos formas. 

De la definicion de esta palabra se deduce inmediatamente que toda 
forma es en el sentido propio equivalente á sí misma; puesto que se con- 
vierte en sí misma por la sustitucion 

= e+ly 1,0 
0) 

y=03 + y 1 

cuya determinante es, en efecto, la unidad positiva. Mas este corolario 
es un caso particular de otra proposicion más amplia, á saber: 

Siempre que dos formas (a, b, c), (a, d', c'), de igual determinante, 

tengan el mismo primer coeficiente a, y sean congruentes entre sí (mod. a) 
sus coeficientes medios b, b', en cuyo caso D'=faz+b, serán propia- 

mente equivalentes; y la primera se trasformard en la segunda mediante 

al. [LL 
la sustitucion propia z (1) 

Dos formas (2, b, c), (a, — b, c), que sólo se diferencian en el signo 
de sus coeficientes medios, se llaman opuestas, y son impropiamente equi- 

valentes; pues la una se convierte en la otra por la sustitucion impropia 

Qo- 

a= 2+0.y le e 

y=0x— y 0,—1 j 

26 
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Dos formas (a,b,c) y (c,b,a) que constan de los mismos coefi— 

cientes, aunque en órden inverso, se llaman socias, y tambien son ¿impro- 

piamente equivalentes; puesto que una de ellas se trasforma en la otra 

mediante la sustitucion impropia 

=p ys lio) 
0) . 

Y = Kie 0) 1,0 

De estas dos sustituciones simples, ¿mpropias, resulta la compuesta 

2=(0.1+0.12'+(1.1+0.0)y" 4 0,1 

y=(0.0—1.1)2"+(0.1 —1.0)y" al 

que es propia, mediante la cual se convierten una en otra, las formas 

(a, b,c) y (e, —b, a), siendo las dos, en consecuencia, propiamente 
equivalentes. 

Más interesantes aún para lo sucesivo que las precedentes son las 
formas que se denominan contiguas. Dos formas de esta especie, 
o=(a,b, 4), y =(4,0', a"), están caracterizadas: 1.” por tener la 

misma determinante; 2.” por ser el último coeficiente 4, de una de 

ellas, igual al primero de la otra; 3.” por ser la suma de sus coeficientes 
medios, b+0', divisible por su coeficiente comun, 4. 

Las formas contíguas son propiamente equivalentes. En efecto, des— 

0, 1 
de luego la forma (a, b, a'), por la sustitucion propia " .], secon- 

—1,0 +) 

vierte en otra equivalente á ella, cuyos coeficientes son: 

a ” , a , 2 

a, U=—b=40, a =4 +2b0+4 0. 

Pero los valores de estos coeficientes dependen de los que figuran en la 

sustitucion empleada: luego siempre que las formas y y ' tengan las 
propiedades arriba escritas, y se verifique la ecuacion 0'+0b=-—d'0, 
de la cual se desprende el valor de 0, la forma q, mediante dicha sus- 

—= 9) 

2 077 
titucion .), se trasformará siempre en otra equivalente á ella, é 

) 

idéntica á la y”. 
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. SL Arabe 0, 1 
El motivo de fijarnos en las sustituciones de la forma se 

O! 

funda en que, como veremos, se componen de ellas todas las demás. 
Advertiremos, por último, que cuando se quiere especificar aún más 

el concepto de las formas contiguas (4, b, a), (a, 0', a”), se dice que 
la primera es contigua por la primera parte, d por la izquierda, de la 
segunda; y ésta, contigua por la última parte, 6 por la derecha, de la 

primera. 
h-) Hasta aqui hemos hablado de formas propia, 4 impropiamente 

equivalentes, esto es, equivalentes de un solo modo; pero tambien exis- 
len formas equivalentes de los dos modos, es decir, propia é impropia— 
mente equivalentes. En este caso se encuentran, como ya indica— 
mos (135), las dos formas (3, 13, 18) y (—5,—5, 18), la primera de 

las cuales se convierte en la segunda, mediante la sustitucion propia 

+1,0 ¿ [+12 k 
La) y la impropia 1 3)? Y reciprocamente: la segunda en 

==“ E 

.0 
la primera, por las sustituciones inversas respectivamente ) 

Ly 

+3,+2 

—1.—1 ) 

Demos ahora por sentado, en general, que la forma (4, 0, c), por las 
dos sustituciones 

(0 
8 aa ; 

o |(propid, y |, .,) (mpropia), 
PY 0 
4 

, 
e > 

se convierte sucesivamente en la (4, 0”, c'): esta última se convertirá 

á su vez en la primera, mediante las dos sustituciones, inversas respec- 
tivamente de las anteriores, 

prepa ON 
E Ces (propia), y ' (impropia), 

| 
a y”, 5 El 

si las dos formas (a, b,c) y (4,0, c') han de ser equivalentes. Y de 
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ésto resulta que la forma (a, b, c) tornará en sí misma por las dos sus- 

lituciones compuestas, y necesariamente impropias, 

(eh tada q o des yl S' +", e Y”, SE =Y, a ? 

y lo mismo sucederá con la otra forma. Luego: 
Si dos formas son propia é impropiamente equivalentes, cada una de 

ellas es impropiamente equivalente d si misma. 
En el ejemplo citado anteriormente se ve confirmada esta ley: la 

forma (3, 13, 18) se convierte en sí misma por las dos sustituciones 

compuestas, impropias: 

+1,0 o E 

| MM) NES 

+1, +2 1,0 A 

—1,—3 il, 4d SS 

Mas nótase en este ejemplo un hecho particular, á saber: que dos 
sustituciones, compuestas de modos diferentes son, sin embargo, idénti- 
cas; y es necesario inquirir si esto sucede casualmente, ó si es general 
en todas las sustituciones impropias, por las cuales una forma torna en 
sí misma. Establezcamos, pues, la igualdad 

a”, p' 4 e 3 a pr y 

Y, SN) + Y”, id a" 

de ella se desprende esta otra: 

Cde NO LE O 
4,3) Voy +) A a] 

y las dos serán idénticas en el supuesto de que los coeficientes a y 0 

| 
ÁS 
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se consideren iguales y de distinto signo. Veamos, por consecuencia, si 

en toda sustitucion impropia Sa e ) por la cual una forma (a, b, c) 
Ya 

torna en sí misma, se verifica efectivamente que sean iguales y de sig 

no contrario los coeficientes primero y cuarto. Para esto, sabemos que, 
si la forma (a, b, c) ha de convertirse en sí misma, por la sustitucion 

o . . . 

impropia : Ñ , €s necesario que se verifiquen las tres ecuaciones: 
2 lo) 

ad +(2b0+cy)y=4 

apre b(auo0+ By) +cyo=b 

ad—Py=-—1. 

La segunda de éstas, poniendo en ella por fy su valor a5-+ 1, de- 
ducido de la tercera, se trasforma en la siguiente: 

acpr(2da+cy)0=0: 

de la cual y de la primera, por la eliminacion del binomio (20 +cy) 
y supresion despues del factor comun 4 (diferente de cero), se obtiene 
esta otra: 

Multiplicando la tercera por «, resulta tambien: 

20 
a o +a=aPy; 

y de estas dos últimas igualdades se deduce al fin que realmente es 
0 == 2% 

c-) Síguese de lo dicho que toda sustitucion impropia, por la cual 
una forma (a, b, c) se convierte en sí misma, habrá de tener precisa— 

. a, + . > 
mente la expresion Ñ a y su determinante será, por lo tanto, 

OS 
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+ By =1. Grande interés para nosotros ofrece el estudio del caso 
particular en que el tercer coeficiente de esa sustitucion, y, sea cero; 
pues entónces «=E 1, y, en consecuencia, Eaf=2b. Toda forma, 

en la cual sea el duplo del coeficiente medio divisible por el coeficiente 

primero, se denomina forma ambigua (anceps). Toda forma ambigua es 

á su vez del modo impropio equivalente á sí misma; pues una cualquie- 

ra de esta especie (a, b, c), en la cual se verifica la condicion consi- 

guiente 2%= af, se convierte en sí misma por la sustitucion impropia 

le , 
0 pp 7 lo mismo acontece con toda forma que sea equivalente á 

una forma ambigua: tambien es impropiamente equivalente á sí misma. 

Pero, recíprocamente: 

Dada una forma impropiamente equivalente d sí misma, ¿existirá 

siempre una forma ambigua, tambien eguivalente con ella? 

La contestacion afirmativa á esta pregunta es de importancia para 

nuestras ulteriores investigaciones. 

Designemos abreviadamente por ¿y la forma dada que, por la susti- 

—B . o , . . . . 

Lucion impropia ) torna en sí misma. Si en esta sustitucion 
Us 

fuese y =0, la forma misma ¿ seria ambigua, y la cuestion estaba 

terminada; pero, no verificándose en tal sustitucion la condicion nece- 

saria para que sea ambigua la forma ¿, es preciso averiguar si de ella 

A, p 
puede deducirse otra sustitucion propia, mediante la cual se 

AS p 

convierta dicha forma ¿ en una forma ambigua Y; y para decidir 

que esta forma / es ambígua, es indispensable demostrar que torna 
en sí misma por una sustitucion impropia, cuyo tercer coeficiente sea 

cero. Ahora bien, convirtiéndose la forma ¿ en la forma Y, por la 

A A L . . NR . - 

sustitucion propia cuya determinante es Ap — py = +1, tam- 
A O 
o 

bien se trasformará la segunda forma «| en la primera y, mediante la 

S 6 a E y +0. —|y 
sustitucion inversa de la anterior, y propia como ella, de ig : ) sí 

Vs N 

1 dicha forma Y, por consecuencia, en sí misma, por la sustitucion 
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evidentemente impropia, y compuesta de las tres sustituciones suce— 

sivas: 

E 2, +8 A 
my EXP" Ny 2 pi)" 

Ya sabemos, pues, que la forma «Y torna en sí misma por una sus- 
titucion impropia, 6 bien que es impropiamente equivalente á sí mis- 

ma; nos resta averiguar si el tercer coeficiente de tal sustitucion es 

igual á cero para calificarla en definitiva de ambigua. Escribamos para 
esto explicitamente las tres sustituciones componentes de la sustitucion 
impropia, antes simbólicamente expresada, como sigue: 

E oo yy a=00 +By" E =10"+yy 

” ” mo 2. 

VAINA YA AO Y 

Deduciendo de estas ecuaciones los valores de x é y en funcion de 

x" € y”, se obtendrá aquella sustitucion compuesta, impropia, tam- 
bien de un modo explícito, y veremos que su tercer coeficiente es en 

realidad: 

2 2 
y —2atdy—Bv. 

Veamos ahora si es posible determinar los dos números, desconoci- 
dos aún, A, y, que figuran en la última expresion, de modo que ésta se 
convierta en cero. Multiplicándola por y, añadiéndole y quitándole 

0) ES 3 2 E ¡ 
a y , y teniendo presente que a +fy=1, se convierte en la si- 
guiente: 

2 S 2 2 
(yA Hoy) —v ; 

de la cual, despues de igualada con cero, se deduce: 
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Por estas igualdades se determinan efectivamente los números A y y; 
pues, siendo y diferente de cero, segun al principio supusimos, y aque- 
llos números A,v, primos entre sí, por satisfacer á la ecuacion 

Ap —pyv= 1, los dos términos de la fraccion («+ 1): y, despues de 

reducida á su mínima expresion, serán iguales respectivamente á los de 
la fraccion A:v. Hallados así los números A, y, podrán determinarse 
en seguida infinitos pares de valores (71) para p y p que satisfagan 
á la ecuacion Ap —pv=1; quedando, por fin, demostrado que de la 

A 
sustitucion dada UR ) puede deducirse otra ds ) por la cual 

Ns O 

se convierte la forma propuesta ¿y en una forma realmente ambigua +. 
Luego: 

Si una forma es impropiamente equivalente d sí misma, existe siem- 
pre otra forma, ambigua, equivalente con ella. 

Sea, por ejemplo, la forma ¿= (3, 13, 18), que por la sustitucion 

+3, +2 
impropia torna en sí misma. Los coeficientes A y y se- 

—4,—3 

rán determinados por la ecuacion 

A Ed 

A 

Tomando el signo superior en el numerador del segundo miembro, 

hallamos: A=31,y=>El; y, por consecuencia, p+p=>3tl, de 
la cual, tomando tambien el signo superior, se deduce, por ejemplo, 

e=1,¡y.=0. Con este par de valores de p y y, y los dos anteriores 

de A y y, se obtiene la sustitucion ) por la cual se convier- ? 

—1,1 

te la forma dada (3, 13, 18) =04 en la anceps (— 5, — 5,18) =k. 
Sea dada ahora la forma (7, 1,—1) que se convierte en sí misma 

+2, 
por la sustitucion impropia 3 —2 ) tendremos: 
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Refiriéndonos siempre, como antes, á los signos superiores, se ob- 

tienen los coeficientes A=1,vy=—1,p=1, p=0, de la sustitu- 

1,0 
cion MA ) por la cual se trasforma la forma (7, 1,— 1) en la 

E 

(4, 2, — 1) que es ambigua realmente. 

CAPITULO 11. 

De la equivalencia de las formas en particular. Sus dos 

problemas fundamentales. 

138.—Clasificacion de las formas.— Sistema completo de formas 
no eguwivalentes. 

Expuestas las consideraciones generales que preceden sobre la equi- 
valencia de las formas, debemos antes de proseguir nuestro estudio de- 
clarar que en lo sucesivo trataremos exclusivamente de la equivalencia 
propia. Así que, mientras explícitamente no digamos lo contrario, cuan- 

do hablemos de dos formas equivalentes, se entenderá siempre que exis- 
te una sustitucion propia por la cual se convierte una de ellas en la 
otra; y, recíprocamente: que esta última se trasforma en la primera 
mediante la sustitucion inversa de la anterior, y, por consecuencia, 

tambien propia. 
Hecha esta advertencia indispensable, el principio que sirve de base 

á la teoría de las formas, ligada estrechamente con la de la equivalen- 
cia, como veremos pronto, y que se desprende del más general, ya de- 
mostrado (136), es el siguiente: 

Dos formas, equivalentes dá otra, son equivalentes entre st. 
Segun este principio, si designamos por f una forma, cuya deter— 

minante sea D, y por /' el conjunto de todas las formas f,f',f"..... 

equivalentes con aquella, cada dos de estas formas f',f”, serán tam- 
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bien equivalentes entre sí; y, por consecuencia, el sistema de todas las 

formas equivalentes con cualquiera f”, de las contenidas en el conjun— 
to F, será idéntico á este conjunto. Este sistema 6 conjunto de formas 
equivalentes entre sí se denomina clase; y es evidente que mediante una 
sola forma, perteneciente á una de estas clases, están completamente de- 

lerminadas todas las demas que á la misma clase pertenezcan; por cuya 
razon dicha forma ó individuo se llama representante de su clase. 

Si consideramos distribuidas todas las formas con igual determinan— 
te D, en sus diferentes clases, y de cada una de estas clases elegimos 

arbitrariamente una forma óú representante, constituiremos un sistema 

completo de formas no equivalentes para la determinante 7. La propie- 

dad característica de tal sistema completo S, estriba en que toda forma 
de determinante 2D, será siempre equivalente á una sola de las conte 

nidas en dicho sistema $. 

139. —Problemas fundamentales de la equivalencia. —Su relacion intima 
con la teoria de las formas. 

Los dos problemas fundamentales en la teoría de la equivalencia son 
los siguientes: 

1.” AVERIGUAR SI DOS FORMAS DADAS, CON IGUALES DETERMINANTES, 
SON, Ó NO SON EQUIVALENTES; Ó BIEN, SI PERTENECEN, Ó NO, Á LA MISMA 

CLASE. 
2.” DADAS DOS FORMAS EQUIVALENTES, HALLAR TODAS LAS SUSTITUCIONES 

POR LAS CUALES SE CONVIERTE LA UNA EN LA OTRA. 
Veamos ahora ya claramente la íntima relacion, varias veces indi- 

cada, entre estos dos problemas y la teoría de las formas, 6 más parti- 

cularmente, entre los mismos y la representacion por dichas formas de 
los números. 

Dícese que un número entero 2, es construido, 6 está representado 

por una forma cuadrática (4, b, c), siempre que existan dos números en- 

teros 2, y, que verifiquen la ecuacion 

2 2 
ax +2bry+cy =m (1) 
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Cada par (x=, y) de los mencionados números se llama una construc 
cion del número 2 por la forma (a, b, c); y es evidente que, en gene— 
ral, habrá para un mismo número diferentes construcciones. Entre to- 
das ellas, sin embargo, sólo tenemos precision de considerar las propias: * 

esto es, aquellas construcciones (w, y), en las cuales los números cons- 
tructores, a é y, sean primos relativos. Porque, si no lo fueran, y 0 

significase entónces su máximo comun divisor, el número m habria de 
2 nl 

ser necesariamente divisible por 6. Estableciendo ahora las igualda- 

des consiguientes 2=x'9, y =Y'0, M= mM 0”, es evidente que la for 
ma (a,b, c) representará el número 2, si los números constructores 

son 2, y'; y, como estos números, primos entre sí, forman una cons- 

truccion propia, de la cual pueden fácilmente deducirse todas las ¿m- 

propias, es inútil tratar de las últimas. 

Hecha esta exclusion, estudiemos las condiciones necesarias y sufi- 
cientes para que un número dado %, pueda ser construido ó represen 

tado por una forma dada (a, b, c). 

a—) Admitamos que el número m sea representado propiamente por 

la forma (a, b, c), cuya determinante es D = D —ac. Siendo propia 

la construccion (1) del número 7, los números constructores (2, Y,) 

serán primos entre sí; y existirán, por consecuencia, (71), infinitos pa- 
res de números (7, £), que satisfagan á la ecuacion 

an—yi=+l (2). 

Pero esta ecuacion es la determinante de la sustitucion propia 

mé : , da : 
e a que contiene un par cualquiera (1, £) de los infinitos, menciona- 

dos, y por la cual se convierte la forma (a, 0,c) en otra equivalen- 
te (137-4); y, por consecuencia, con la misma determinante D. Efec- 
tuando realmente tal sustitucion, se encuentra que el primer coeficiente 
de la trasformada, teniendo en cuenta la ecuacion (1), es el mismo 

número construido 2m; y que el coeficiente medio es: 

n=(ar+ by ¿+ (d3+cy)rm (3). 

En cuanto al tercero /, se deduce sencillamente, como no pue- 
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5 2 

de ser cero, del valor de la determinante de la nueva forma, D=0" —ml, 

y tiene por expresion 

De todo lo cual resulta que la forma (a,b, c), supuesta la cons- 

truccion (1), se convierte en la equivalente (m, nm, l); y, como el ter- 

cer coeficiente 7, de esta nueva forma, debe ser necesariamente un nú- 

mero entero, y esto exige que (nm — D) sea divisible por %m, ó que 
e Po ; E 

se verifique la congruencia n =D (mod. m), D será resto cuadráti- 

co de nm, ó bien 2=m una raiz de la congruencia 

¿=D (mod. 22) (4). 

5b-) En lugar de los dos números 7, ¿, antes elegidos, tomemos otro 

par 31", E, que satisfará tambien á la ecuacion (2): la forma (a, b, c) 

entónces, por la nueva sustitucion ? >), se convertirá tambien en otra 
Y7 

equivalente (mm, na", 1), cuyo coeficiente medio será: 

vn =(ac+byil+(0b2+cy) m1. 

Este coeficiente 2', es asimismo una raiz, como el 2, de la con- 

gruencia (4); é interesa mucho conocer la dependencia que entre uno y 
otro exista. Para esto escribamos las igualdades 2 —y¿=1=x0—yi 
que expresan la hipótesis préviamente admitida de que los dos pares de 

números (1, E), (7, €) satisfacen á la ecuacion (2): de ellas se despren- 
de esta otra: 2 (1 —.1) =y(É —£); y de aquí, como los números 2, y 
son primos relativos, que E — £ debe ser divisible por w. Llamando » 
al cociente de esta division, resultan las fórmulas 

E=ib+g0. 1=N+Y0: 

las cuales, si p» representa un número entero cualquiera, comprende— 
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rán todas las soluciones de la ecuacion (2); y recíprocamente: á cada 
valor de » corresponderán dos números ($', 1”), que satisfarán á dicha 

ecuacion; y ésto sucederá áun cuando uno de los dos números (x, y), sea 

igual á cero, y el otro, por consecuencia, igual á +1. 
Sustituyendo los valores anteriores de £' y mn enel de m', y te- 

niendo presentes las ecuaciones (1) y (3), se obtiene el resultado: 

n=» +mv ¿bien 9 =2 (mod. 2): 

del cual se infiere que todas las raices 2 de la congruencia (4), dedu- 

cidas, del modo que hemos explicado, de una construccion propia, dada 
(2, y), del número m por la forma (a, b, c), constituyen los individuos 
de una clase entera de números congruentes (mod. m), y representan, 
por lo tanto, una sola raiz. Y es evidente además que cada uno de 
los individuos de dicha clase aparecerá una sola vez cuando v reciba 
todos sus valores posibles, esto es: cuando empleemos sucesivamente 
todas las soluciones (n,£) de la ecuacion (2). Así se dice, por conse- 
cuencia, que la construccion (x, y) del número m, pertenece á la raiz 

mencionada % (mod. m); pues, mediante el anterior procedimiento, 

sólo esta raiz 2, y no otra alguna, podemos obtener. 

Nótase al mismo tiempo que la forma (,0,c), mediante todas las 

o a, E . : : 
sustituciones ? ) cuyos coeficientes, primero y tercero, son los nú- 

, 
meros constructores (%, y), se convertirá en infinitas formas equiva- 
lentes (%, n, 1) que tendrán todas ellas por primer coeficiente el nú- 
mero construido M, y por segundos sucesivamente cada uno de los in— 
dividuos de una clase entera (mod. 2). 

D'-) Esta clase de números 2% (mod. 2) puede inmediatamente de- 
ducirse de la construccion dada (x, y) sin recurrir á los números (n, E). 
En efecto, resolviendo las ecuaciones (2) y (3), ambas de primer grado 
respecto de n y £, se obtienen las siguientes: 

ma=0400+(b+m2) y, —mE=(b—2n)2+0cy 

y de éstas, las congruencias: 

—yn=0a0x+by, 2n=bx+cy (mod. m) 

que determinan completamente la clase » (mod. 2). 
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Conviene demostrar aquí tambien otra proposicion que habrá de 

servirnos en lo sucesivo, á saber: siempre que existan dos números (%, y) 

que satisfagan d las condiciones 

ar +2bd0y+cy =m 

az+(b+m2)y=0, (bn) 2 +cy =0 (mod. 2), 

en las cuales m, n, a, b,c representan números conocidos, siendo siem- 

pre m diferente de cero, la forma (a, b,c) sera equivalente 4 la (m, nm, 1). 
Pues igualando á man y —m£ respectivamente los primeros miem- 

bros de las anteriores congruencias, multiplicando las igualdades re- 
sultantes por x é y, y sumando despues, se obtiene esta otra: 
m (a —yk) =m, y, por consecuencia, la determinante 2i—y¿=-+1, 

4 

de la sustitucion lo el por la cual se verifica realmente la trasforma- 
y 7 

cion de la forma (a,b,c) enla (wm, n, 1). Se desprende asimismo de lo 
dicho que, por el contrario, cuando las dos formas (a, b,c) y (m, na, 1) 

sean equivalentes, existirán siempre dos números (x, y) que verifica- 

rán las condiciones expresadas. De donde resulta que la existencia de 
los dos números (2, y) caracteriza por completo de equivalentes á las 
dos formas mencionadas. 

c-) Ya poseemos los antecedentes necesarios para demostrar que el 

problema de hallar todas las construcciones propias de un aúmero dado 

m, por una forma dada (a, b, c), se reduce á los dos fundamentales en 

la teoría de la equivalencia, al comenzar este capítulo expresados. 
En efecto: el primero é indispensable requisito, segun consta en di- 

chos antecedentes, para que una forma (4, b,c), con la determinante D, 

pueda representar un número 2, es que tal determinante D, sea resto 

cuadrático de este número; pues, si esta condicion no se cumple, no 

existe ninguna construccion propia del número %w por la forma (a, b, c). 

Admitamos, pues, que es resto cuadrático de 2, 6 lo que es igual, 

que se verifica la congruencia (4), y determinemos todas sus raices in- 
congruentes (109). Representando » una de estas raices, en cuyo caso 

2 2 2 z 
n  =D(mod. m) 6 bien n —D=wml, será (m, nm, 1) una forma de- 
terminada,con la determinante 2. Ahora bien, siempre que exista una 
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construccion (1, y), del número m por la forma (a, 6, c), que perte- 

nezca á la raiz n (representante de su clase), la forma (u, b, €) será 

equivalente á la (mm, n, 1), y dicha construccion (%, y) producirá en— 

tónces una sustitucion (E " por la cual se convertirá la primera for- 
Y, 7 

ma en la segunda; pero una sola sustitucion, pues entre todas las solu- 

ciones de la ecuacion 21 —y¿= +1, determinante de aquélla, sólo 

existe una (1, £), que hace la expresion 

(a+ byi+(be+cyr 

exactamente igual al individuo 2. Luego para asegurar que existe, 0 

no, una construccion (%, y), del número m por la forma (a,b, c), 

perteneciente á la raiz individual n, de la congruencia (4), es preciso 

saber de antemano si las dos formas (a, Dd, c) y (m, n, 1), que tienen 

igual determinante D, son, ó no son equivalentes: y este es el primer 

problema fundamental de las equivalencias. 

U, 
Supongamos que las dos formas son equivalentes, y ( . ) una sus— 

? 

titucion por la cual se convierte la forma (a, b, c) enla (wm, n, 1); los coe- 

ficientes, primero y tercero, (w € y), de tal sustitucion, representan una 

construccion propia del número mm por la forma (a, b,c), perteneciente 

á la raiz determinada 2; y,como de cada una de estas construcciones (2, y) 

pertenecientes á la raiz n, sólo puede deducirse una sustitucion, Cor- 

respondiendo siempre á construcciones diferentes sustituciones diferen- 

tes tambien, segun hemos visto, y viceversa, resulta que habremos ha- 

llado todas las construcciones propias del número %mW por la forma 
(a, b, c), pertenecientes á la raiz 2, cuando hayamos determinado to- 

r 
> 
hr) 2 PEA z 

das las sustituciones ] ) mediante las cuales se convierle la forma 
a 

ió 

(a, b,c) enla (m, a, 7); y este es el segundo problema fundamental de 

las equivalencias. 
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CAPITULO III. 

Del segundo problema fundamental de las equivalencias 

en general. 

Probado ya que la teoría de las formas, ú de la construccion de los 
números, equivale esencialmente á los dos problemas fundamentales de 

las equivalencias, pasemos á resolver estos problemas. 
El primero, averiguar si dos formas de la misma determinante son, Ó 

no son equivalentes, exije procedimientos muy distintos para su resolu- 

cion, segun que la determinante comun de las formas sea positiva ó ne- 
gativa; pero mediante ellos, y sea cualquiera el signo de la determinan- 
le, se obtiene siempre una sustitucion, por la cual se convierte una de 

las dos formas en la otra. Conociendo, pues, por la resolucion del primer 

problema, no sólo que dos formas son en realidad equivalentes, sino una 
sustitucion además por la cual se trasforman una en otra, el segundo se 
reducirá á deducir de tal sustitucion todas las demas; y, como para re- 
solver este último no hay que tomar en cuenta el signo de la determi 
nante por de pronto, le anteponemos al primero. 

140.— Primera reduccion del segundo problema.—Divisores de las for- 
mas y de las clases. 

El enunciado explicito del problema que vamos á resolver es el si- 

guiente: 
Dada una sustitucion L, por la cual se convierte una forma q, en 

otra equivalente |, hallar todas las sustituciones S, que produzcan el 
mismo efecto que la dada. 

Demos por conocidas todas las sustituciones 7”, por las que torna 
en sí misma la forma q; esta forma se convertirá evidentemente en la 

otra Y, mediante todas las sustituciones 7'£, compuestas sucesiva- 
mente de cada una de las sustituciones 7”, y de la £, que correspon- 
den, por consecuencia, á las sustituciones S que buscamos. Veamos 
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ahora si componiendo, como hemos dicho, cada una de las sustitucio- 

nes 7 con la dada L, se encuentran efectivamente todas las sustitu- 

ciones S, y además una sola vez cada una de ellas. Para esto designe— 

mos por £' la sustitucion inversa de la £; mediante esta sustitucion 

inversa £', se convertiráá su vez (137-a) la segunda forma «Y en la 

primera «+; y, si componemos todas las sustituciones S con la inversa 
L', las resultantes S£' trasformarán la forma primera Y en sí mis- 
ma, y corresponderán, por lo tanto, á las que por 7' designamos. Es- 

cribiendo la igualdad consiguiente SZL'= 7, y recordando que la sus- 

e! 

0, 1 

nante es 1, resultan estas otras: S£'L=S=Y7T L£L: las cuales de- 

muestran que por el método de composicion antes expresado se obtienen 

efectivamente las sustituciones S. Y que por dicho procedimiento se 
halla cada una de estas sustituciones S, una sola vez, se prueba senci- 
llamente. En efecto, de la igualdad 77Z= S se deduce la 7=SL£'", 
y, por consecuencia, que la sustitucion 7, por la cual se obtiene una 
sustitucion S, determinada, es tambien completamente determinada; 

es decir: que á sustituciones 7”, diferentes, corresponden sustituciones 
S, tambien diferentes: luego, del modo ya repetido, cada una de las sus- 

tituciones S, se obtendrá una sola vez. 

Ahora bien, sabido que coincide el conjunto de todas las sustitucio— 
nes S, que buscamos, con el de todas las sustituciones 7'£, com- 

puestas de la conocida £, y delas 7, aún desconocidas, sólo nece— 

sitaremos buscar estas 7”, para encontrar aquellas S; y así el proble- 
ma en un principio enunciado queda reducido al siguiente: 

Encontrar todas las sustituciones por las cuales una forma torna en 

Si MISMA. 
Antes de proseguir conviene, para no interrumpir más tarde nues- 

tros razonamientos, establecer en este punto algunas definiciones indis- 
pensables. 

Sea cs el máximo comun divisor (positivo) de los tres números 
a, 2b,c; es claro que todos los números representados por la forma 
(a, b, c) serán múltiplos de s: por lo cual llamaremos á este número 

s, siempre que no pueda surgir duda ninguna, el divisor de la forma 
(a, b, c). Con relacion á este divisor, debemos considerar dos casos: 

1,” Que el cociente 2b: 3 sea par. Emtónces el divisor s debe estar 

21 

titucion compuesta de las dos inversas es 1 £'= ) cuya determi- 
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contenido en 6, y su cuadrado E por consecuencia, en la determi- 

A recíprocamente: cuando la determinante D 

sea divisible por el cuadrado o, 6 se verifique la congruencia 

D=0 (mod. 0), el coeficiente h será tambien divisible por s; el 

cociente 2b:s9 par; y el divisor s será al mismo tiempo el máximo 
comun divisor de los números a, b, c. 

2." Que el cociente 2b:03 sea impar. Para esto es necesario que s 
: 2 E : 

sea siempre par; el cuadrado s" no estará entónces contenido en D, 

pero síen 4D = (2 1 —d4ac, siendo 

—4-——=1 (mod. 4); 

[o 

ADE El ac 

[oy 

2 2 e h dl 

y, porlo tanto: 4D => (mod. 45 ). Y, recíprocamente: si se verifica 
A 2 2 de ; 

la congruencia 4D =0" (mod. 40), se realizará tambien esta otra 
2 2 2 y y ste 

(2) =05 (mod. 45"): el cociente 20:0, por consecuencia, será im- 

1 es al p 
par; y 7 s el máximo comun divisor de los números 2, b, c. 

2 

De lo dicho se desprende que el divisor s, de toda forma cuya de- 
terminante sea D, ha de satisfacer necesariamente á una de las dos 

congruencias: 

D=0 (mod. 5) ó 4D=5" (mod. 45). 

Y, recíprocamente: siempre que un número positivo «, verifique al- 

guna de estas dos congruencias, existirá una forma (a, b, c), de deter— 

minante 2, cuyo divisor será dicho número s. Así, segun que sc sa- 

tisfaga á la primera ó á la segunda condicion, la forma 

=D , e say 
(=, 0, ==) OLA: (=, 0, hata 

a E 46 

tendrán por determinante D, y por divisor s. Cada una de estas dos 
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formas se denomina simple (simplicissima), y la simple (1, 0, —0), cuyo 

divisor es la unidad, principal. 
Tambien hemos visto en los dos casos estudiados que el máximo co- 

mun divisor 7, de los tres números a, b, c, esen el primero s, y en 

el segundo —>. Si 7=1, y entónces los tres números 4, b, c, son 

primos relativos, la forma (a, b, e) se llama primitiva; y, si 2>1l, y 

establecemos las igualdades a==4', b=70",c==7cC', VVU—ac=0P, 

DES D', la forma (a, b, c) se llamará derivada de la forma primiti- 
va (a, D', e) de determinante D'. Pero en las formas primitivas hay 
que distinguir dos especies: si en la forma primitiva (a,b, c), no son 

pares al mismo tiempo los coeficientes a, e, no sólo los números a,b, e 

sino además los 4,2b,c serán primos entre sí, en cuyo caso tambien 

s=1, y la expresada forma (4,0b,c) se denominará propiamente pri- 

máitiva, forma propia, 6 de primera especie; y, si los coeficientes 4,-c son 

al mismo tiempo pares, y s=2, la forma primitiva (a, b, c), sedeno- 
minará ¿impropiamente primitiva, forma impropia, 6 de segunda especie. 

En este último caso tiene que ser hb necesariamente impar; puesto que 
de otro modo no sería primitiva la forma (a,b, Cc), y, como entónces 

2 z gras 3 E 
b”=1 (mod. 4), y, además ac es divisible por 4, será la determinan- 

ed ae DEA (mod. 4): es decir, que las formas primitivas de 

segunda especie tienen su determinante de la forma 4 +1, cuando 
es positiva, ó de la forma —(4n +3), cuando sea negativa. Todo lo 
cual se deduce de las consideraciones que al principio expusimos. 

Por otra parte, de las fórmulas de trasformacion (135) se desprende 

que, cuando una forma (a', 0”, c') se halla contenida en otra (a, b, c), 

todo divisor comun de los números a, 20, c, lo será asimismo de los 

a, 20',c': luego dos formas equivalentes tendrán el mismo divisor s, 
el cual será, por consecuencia, comun á todas las formas pertenecientes 

á una misma clase, y se llamará divisor de la clase. Lo mismo acontece 
con el máximo comun divisor 7 de los números a,b, e respecto de 

todas las formas (a, b, c), queá la misma clase correspondan. Así que 

. cuando en una clase figure una forma simple, de divisor s, 6 una forma 

principal, ó una primitiva, de cualquier especie, 6 una derivada, todas 

las formas comprendidas en ella serán respectivamente homogéneas con 

cada una de las enumeradas; y dicha clase llevará tambien los nombres 
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correspondientes de simple, principal, primitiva, de primera ód segunda 

especie, y derivada. 
Por último, así como todas las formas de igual determinante D, y 

con el mismo divisor s, constituyen un órden, lo constituye tambien 
el conjunto de todas las clases que tengan la delerminante D, y el di- 
visor s. En consecuencia, y para ser-más explícitos, dos clases, cuyos 

representantes sean las formas (a, b, c) y (a, b', c'), pertenecerán al 
mismo drden, si, mo sólo los números a,b,c y 4,0,c', tienen el 
mismo máximo comun divisor, sino tambien los números a, 2b,c y los 

a,20',c; y pertenecerán á diversos órdenes, cuando una de estas dos 
condiciones. 6 las dos, no tengan cumplimiento. De lo cual se infiere in- 

mediatamente que las formas primitivas de la primera especie consti- 

tuirán un solo órden; las primitivas de segunda especie, otro; etc. 

141.—Segunda reduccion del segundo problema.—Leuacion de Pell. 

El problema que estamos estudiando, reducido ya en el artículo pre- 
cedente á encontrar todas las sustituciones por las cuales una forma se 

convierte en si misma, todavía puede recibir otra simplificacion. 

Aja A : A 
4 sea una sustitucion por la cual torna en sí 

ade ) 

misma la forma (a,b, c), de determinante D, y divisor s. Desde lue- 
go se verificará la ecuacion 

Admitamos que 

Ao —pv=l (1) 

y además (135) estas otras: 

aN+2bhkw+ cv =4 (2) 

adhy+bQeo+py) + +cro=b (3). 

. 

De las tres se infiere por de pronto que la forma (%,b,c), por la 
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A, p 

Pe 
primero y tercero, son a y b; yel tercero c', de esta nueva forma, es 
tambien igual al tercero de la propuesta c, á causa de ser iguales las 
determinantes de ambas: de lo cual resulta que la sustitucion admitida 
se halla completamente caracterizada por las tres ecuaciones anteriores. 

No podria asegurarse lo mismo si, en lugar de la primera de ellas, 
tomáramos la relativa al tercer coeficiente, 

sustitucion ) se convierte en otra equivalente, cuyos coeficientes, 

A y 

pues de aqui, retrocediendo, no se deduce exclusivamente el único va- 
lor de la determinante de la sustitucion establecida, necesario para que 
ésta sea propia, sino el ambíguo Ap —p1 => 1. 

Si las ecuaciones (1), (2), (3) caracterizan y determinan la suslitu— 

A ez 
cion dl , veamos cómo se hallan estos coeficientes 2, y, v, , median 

y 
7 

te aquellas ecuaciones. Para esto sustitúyase en la (3) por 2p su valor 
py 1, deducido de la (1); y, eliminando entre la ecuacion así resul- 

tante 

adhy+2bpY+cvo=0 (3 

y la (2), primeramente 20, y luégo c, se obtendrán las siguientes: 

auy+cy=0, y a(i—pe +-20v=0. 

Estas ecuaciones, como 4 no puede ser cero, quedan satisfechas 
evidentemente por los tres valores: 7 

c 
ia, rc 0 CO (4) 

en los cuales figura una nueva incógnita %, que significará siempre un 
número entero; por ser enteros los coeficientes de sustitucion v, yu, 2 p, 
y 3 el máximo comun divisor de 4, c,20, 
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Poniendo en la ecuacion (1) los valores de y y p., se obtiene esta 

otra: 

ac 
D 2 

c 

2 
w +1: 

de la cual, teniendo en cuenta la igualdad evidente 

2 2 = 

A+ =(M—p¿ +42 

y el valor para A—p antes escrito (4), resulta: 

2 O 
: A D 2 4dac 2 4(Du +3) 
(Ap) = (Ap) += 7 4 — —7 4 +4= 5 

cs [oy g 

0 bien: 

s(A+ o) 2 2 
( 5 ) =D +0 

METE 5 1 , 
Y esta última igualdad demuestra que — 5 (A + 2) debe ser siempre 

un número entero. Designémosle por £, y resultará que: 

2 2 2 
A+hp= y” W=DW Eo" (5) 

En atencion á las ecuaciones (4) y (5), podemos resumir lo antedicho 

como sigue: 

Se , :d expresa una sustitucion por la cual se convierte en sí misma 
MO 
As 

la forma (a,b, c), de determinante D y divisor 3, los valores de los 

cuatro coeficientes de tal sustitucion son los sigwientes: 

a 

t—=bu cu 
A = —_—_—_—_—_—_— U= — > 
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en los cuales designan t y u dos números enteros, por determinar, que 

deben verificar la ecuacion 

2 A (ID 

Nos resta probar todavía, y es de gran interés, que la recíproca de 

esta proposicion es cierta; Ú que: 
Siendo t, w dos números enteros que verifican la ecuacion (1), por 

las ecuaciones (I) se determinan los cuatro coeficientes enteros h, y, Y, P, 

de una sustitucion E 4: por la cual se convierte en si misma la forma : » e 

(a, b, c). 

Para esto demostraremos primeramente que los números 4, 2, Y, P, 
son enteros. Desde luego lo son evidentemente cuando s = 1; pero su- 
pongamos que «s no tenga este valor particular. Entónces, como 4 y € 
son divisibles por s, los números p y y son enteros, segun sus fór— 

: As ; p 
mulas lo manifiestan. Por otra parte «” está contenido en 4D, y,á 

; 2 2 2 > , EA 
causa de la igualdad 4 —4Dw =40, tambien deberá ser 4£” di- 

visible por «$ , y, por consecuencia, 22 divisible por s; y, como s 

está contenido además en 20, resulta (I) que 24 y 2p serán núme- 
ros enteros cuya suma 44:so es par: lo cual exige que dichos suman— 

dos 24 y 2p sean los dos pares, 6 los dos impares. Mas el producto 
de estos mismos números, 

es evidentemente par: luego 24 y 2pg serán pares, y para esto es ne- 
cesario que A y p sean enteros. 

Demostrado que los números y, v, A, p, son enteros, basta sustituir 

sus valores (I), teniendo presente la ecuacion (1), en las (1), (2) y (3) 

para ver que éstas quedan por tales valores satisfechas; y esto prueba 

se A, 
que la forma (a, b,c) por la sustitucion P 

Ye e) 
A 

) torna en sí misma. 
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Conclúyese de cuanto precede que, de una sustitucion conocida 

De , ; ¿ 2 
" *), puede siempre deducirse una solucion 2, w, de la ecuacion (II), 
vB 

mediante las fórmulas (T); y recíprocamente. Mas estas fórmulas son de 

tal naturaleza que á cada par de valores dados (%, w), corresponde un 

solo sistema de valores para los números A, p., Y, p; y recíprocamente: 

á cada sistema de valores dados para 2, p, y, p, corresponde uno solo 

A A 
para £, w. De donde se infiere que á sustituciones diferentes DN , ”e 

corresponden tambien soluciones diferentes (%,u), de la ecuacion (II): 
con lo cual el problema enunciado en un principio se reduce por último á 

e y 7 2 2 2 
Determinar todas las soluciones enteras de la ecuacion t—Du =3 

Esta ecuacion lleva el nombre del matemático inglés Pell que la re- 
solvió, aunque no de un modo general y completo, antes que ninguno. 

142, —Resolucion de la ecuacion de Pell para las determinantes negati- 
vas. —Conclusion del segundo problema para estas determinantes. 

Designemos de una vez para siempre por A el valor absoluto de la 

determinante 2): entónces, siendo ésta negativa, D=—A; yla ecua- 

cion (11) correspondiente, 

2 2 2 
it +HN4 =0 

tendrá un número finito de soluciones (7,w). Para hallarlas distingui- 

remos dos casos (140): 
: 2 ES ¿Le 2 , 

1. D=0 (mod. a); y, de consiguiente, A divisible por 9. Aquí 
: ADE 4 e 

debemos considerar que A puede ser divisible por « , siendo mayor 4 

igual á este divisor. Si ocurre lo primero, esto es, A>0u", la ecuacion 

(TI) tendrá 2 soluciones, á saber: 

=+>0w == 

Y = 0 Y = (0% 
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si lo segundo, A= >, la ecuacion (IT) tendrá 4 soluciones: 

2. 4D=0 (mod. 407, y, por consecuencia, 4A=305" (mod. 45 ). 
Esta última congruencia puede verificarse de dos modos principales: 

siendo 4A>30 y, por tanto, 4A=> "7 0; 6 bien 4A=30. En el 
2 ; OS , 

supuesto 4A>33, la ecuacion (H) admite siempre 2 soluciones: 

== 0 Wes». y == 4 = 0v== ves 

Aplicando estos principios generales á las formas primitivas, llama- 
das por Dirichlet de primera y segunda especie (140), fácilmente encon- 

traríamos las soluciones de las ecuaciones (11) correspondientes, y por 

A 
las fórmulas (I) las sustituciones ; Al Así, por ejemplo: para las for- 

P y, 

mas primitivas de la primera especie, cuyo divisor es s=1, la ecua- 
cion correspondiente 

de Aid ; 

en la hipótesis de ser A>1, tendrá las 2 soluciones opuestas: 

t=+1 t= 51 

vw = 0 UY= 0 
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de las cuales se deducen (1) las 2 únicas sustituciones: 

10 ON 

O e 

y, en el supuesto de ser A=1, dicha ecuacion admitirá las 4 solu- 

ciones: 

t=>+1 t==—1 f= B=. Y 

== 1 0 V= 0 w=-+l w== 1, 

que producen las 4 sustituciones: 

1530 ly 0 —b,—=cC +b,+=c 

Del 0, —1)” Ara, +)” Aa —0)” 

mediante las cuales torna en sí misma la forma primitiva, de la prime- 

ra especie, (a, b, c), cuya determinante es Pa = 4, 

Y análogas consideraciones pudiéramos hacer respecto de las formas 
primitivas de la segunda especie, para las cuales toma la ecuacion de 
Pell la forma 

EN 

En conclusion: si con la sencillez que hemos procedido, tratándose 
de las determinantes negativas, supiéramos tambien resolver la ecua- 
cion de Pell para las determinantes positivas, el segundo problema fun- 
damental de las equivalencias, estaria completamente terminado; pero 

la resolucion de la ecuacion mencionada, referida á las determinantes 

positivas, léjos de ser fácil, presenta dificultades que no pueden ori- 

llarse del todo en este momento; sino despues de haber estudiado el pri- 

mer problema de las equivalencias (139) que, como sucede con la ecua- 
cion de Pell, es mucho ménos complicado para las formas de determi- 
nante negativa que para las de determinante positiva. Por estas razones 
dejamos en suspenso por ahora el segundo problema, en cuanto se refie— 

re á las determinantes positivas, para concluirlo en su lugar oportuno, 
y pasamos á estudiar el primero, respecto de unas y otras determinan— 
les, como se verá en los capitulos siguientes. 



427 

CAPITULO IV. 

Del primer problema fundamental de las equivalencias 

para las determinantes negativas. 

143. —L£Limitaciones en este problema.— Formas reducidas. 

El primer problema fundamental en la teoría de las equivalencias, 
ya anteriormente enunciado (139) es éste: 

Averiguar si dos formas dadas, con iguales determinantes, son ó no 

son equivalentes. 

Así expresado en general comprende, tanto las formas de determi- 
nante negativa, como las de determinante positiva; pero ya en el epí- 

grafe del capítulo se establece una limitacion, concretándole á las de 

determinante negativa; y todavía de esta limitacion se desprenden otras 
para estas formas, que debemos fijar previamente. 

Desde luego, siendo Y = —A, como ya quedó sentado (142), los 

coeficientes extremos 4 y c, de la forma de determinante negativa, 

2 2 
o=4x +2bxy+cy, 

2 ; 
deben tener por necesidad el mismo signo; pues a4aec=b +A es siempre 
positivo; y, como ademas 

2 2 
av=(0L+ by) +Ay, 

todos los números representados por la forma ¿ habrán de tener nece- 
sariamente el mismo signo que 4 y Cc. Si, pues, las dos formas (a, b, c) 
y (a, D0',c') son equivalentes, los coeficientes extremos a', c', de la 

última llevarán el mismo signo que los de la primera; y, como de la 
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equivalencia de dichas dos formas se desprende tambien la de estas 
otras (—4, —d, —c) y (—ad', —D', —C'), podremos concretarnos 
en adelante á las formas llamadas positivas, esto es, á aquellas cuyos 
coeficientes extremos sean positivos. 

Mas con todas estas limitaciones no podemos decidir todavía si dos 

formas de esta especie son, ó no, equivalentes de un modo directo; sino 

valiéndonos, como intermediarias, de otras, aún más particulares dentro 

de aquéllas, que llevan el nombre de reducidas. Se dirá que una forma 
(4, B, C), de determinante negativa, y coeficientes extremos posili- 

vos, es reducida, cuando sus coeficientes satisfagan á las condiciones; 

C24>2(B) 

designando por (£) el valor absoluto del coeficiente medio 4: las cua- 
les en lenguaje vulgar expresan que el último coeficiente no sea menor 

que el primero, ni éste tampoco menor que el duplo (en valor absoluto) 
del coeficiente medio. 

Escribiendo las anteriores condiciones de este otro modo: 

ABE A ASC, 

se deducen con facilidad otras particulares que tienen imporlancia para 
lo sucesivo, á saber: 

(By < VÍA, y especialmente 4 <y +A. 

Para obtenerlas, el camino es el siguiente: de las relaciones que de- 
finen la forma reducida (4,-B,C) se desprenden evidentemente: 

AB SA*, APSAC, y por consecuencia: 4B"<AC 06 3B SAC—B=A, 

de la cual resulta: (8) < Y A. Como, por otra parte, AC=A+B', 

y asimismo 34C=3A+3B", y 3B"<A, será 3AC<4A; y con ma- 
2 : , OS : 

yor razon, por ser A <A0, se verificará la condicion 34” <4A, 6 bien 

la escrita arriba: A<Y FA, 
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144, — Equivalencia entre una forma cualquiera, de determinante ne- 

gativa, y otra forma reducida. 

Veamos ahora si, dada una forma cualquiera, de determinante nega— 

tiva, podemos hallar siempre otra forma equivalente á ella, pero que sea 

reducida. Para esto, como sabemos ya que las formas contiguas son equi- 
valentes (137-a), bastará considerar las formas contiguas de la propuesta, 
y ver si entre ellas existe alguna que sea, en efecto, reducida. 

Sea, pues, la forma dada (a, b, a”): entre sus contiguas por la de- 
recha (a, 0', a”), existirá siempre una (y á veces dos) en la cual se ve- 
rificará la condicion «' > 2 (b”), exigida antes para las reducidas; por— 
que entre todos los números congruentes con — bh, segun el módulo «', 
existe uno, 6b', cuyo valor absoluto (0'), tomando el mínimo, será se- 

. » 0 

guramente menor, 6 igual á lo sumo á 7 a'; (sólo en el caso de ser par 

a, y b=--4 (mod. a'), existirian dos números, 6 valores de Y, á 

1 . . . 

saber: +74). Luego no hay inconveniente en establecer Como cier 

tas la congruencia b'= — b (mod. a'), y la relacion 2(0') < a'; y, de- 
terminado por ellas el valor de /', la igualdad 4+0'=—a'0 nos 
dará el de 5, y, por consecuencia, nos será conocida la sustitucion 

0, >) 

me 
mediante la cual se convierte la forma dada (a, b, a') en su contígua 
por la derecha (a', 0", a”). Para esta última se cumple, como hemos di- 
cho, una de las condiciones, á saber, 2(0') < ae”, que definen las formas 
reducidas; de modo que, si tambien se verificase la otra condicion, 

a <a", aquella forma, (a', b', a”), sería reducida, y además la que 
buscábamos. 

Pero supongamos que así no suceda, sino que, por el contrario, en 
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vez de la condicion a <a”, se verifique la opuesta a >a”: entónces 

aplicaremos á la forma (4, 0', a”) el mismo procedimiento que á la 
propuesta (a, 0, a'): esto es, hallaremos la forma (a”, b”, a”), contí- 
gua de la (4, 0, a”) por la derecha, en la cual se verificará de segu- 
ro, como ya sabemos, la condicion 2(0") < a”, y veremos si tambien 

se cumple la otra a" <a”; en cuyo caso nuestra operacion estaria 
terminada. Mas, si tampoco en la forma (a”, 0”, a”) se cumpliese la 

condicion última, a” <a”, para ser reducida, la aplicaríamos el mis- 
mo procedimiento que á las dos anteriores, y así continuaremos hasta 

encontrar una forma, contígua de la anterior por la derecha, que sea 

reducida. La cuestion ahora está en saber si tendrá fin el número de 

operaciones necesarias, segun el procedimiento explicado, para determi- 
nar esta forma reducida; mas no es difícil desvanecer esta duda. En 

efecto, para que ninguna de las formas contiguas, que por el método 
explicado se van encontrando sucesivamente, fuese reducida, sería ne- 

cesario que no tuviese fin la série de los números enteros 

cada uno de los cuales es menor que el anterior en una unidad por la 
parte más corta; y, como esto no es posible, pues siempre es finito el 
número de enteros positivos, menores que uno dado, resulta que por 
precision habremos de encontrar, del modo que se ha dicho, una forma 

a) (2)  (n+1) 
ADE cate, M0) última (a , en la cual no sólo tendrá lugar la condicion 

: , 2) ¿ : £ ( (n+1 
siempre cumplida, 2 (10m, E pa sino tambien la contingente os lid > 
que será, por consecuencia, reducida. Y no solamente hallamos esto; 
mediante las mismas operaciones que practicamos se encuentra además 

una sustitucion, compuesta de todas las intermedias de la forma 

0 : ; 
pl «|, que convierte realmente la forma dada (a, b, a') en su equi- 

=i 0 
y) 

1 Y ñ n+1 

valente reducida (a! % pe ¿+ ». 

Para mayor claridad resolveremos un ejemplo. Sea la forma dada 
(200, 100, 51) cuya determinante es D= — 200. Por la congruencia 
v' =-— 100 (mod. 51), determinamos el valor de 4 =2; y por la 

igualdad consiguiente, +0 = 102 = —515, el valor de 5 =— 2; 



0, 
PEZ 0) $ - 

y ya tenemos la sustitucion ) por la que se convertirá la for— 

ma dada en su contígua por la derecha. Mas no hace falta valerse de tal 

sustitucion para encontrar esta forma contígua; pues, conocidos sus dos 
primeros coeficientes a', 0', y su determinante D, su tercer coeficien- 

te a”, puede calcularse fácilmente por la fórmula 

que, aplicada al ejemplo propuesto, da: 

4 + 200 4 

Er EIA 

Asi, la forma contígua por la derecha de la dada es (51,2, 4). Pero 

en esta última no se verifica la condicion a <a”, 6 51 <4. Aplican 
do, pues, á la forma hallada (51, 2, 4), el mismo procedimiento que á 

la primitiva, tendremos: hb" = —2 (mod. 4): de donde '=+=2; y, 
por consecuencia, las dos sustituciones, segun se tome el signo superior 

0 (O) ul 
ó el inferior en el doble valor de 0”, 1 ; a Ó ' 0) Ade- 

más, como antes, 

y, unido este tercer coeficiente 51, con los dos, a" =4, 0'=3+2, 
ya conocidos, se obtiene la doble forma (4,+2,51) que es ya re- 

ducida. 

Resulta, finalmente, que la forma propuesta (200, 100, 51), por la 
sustitucion compuesta (136) 

05 A 0, dre de 
20 la =p A Y lá 
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se convierte en la forma (4, 2,51); y, por la otra sustitucion 

Ol O dl ¿00 

== O OS 

en la otra forma (4, —2, 51). 

145.—L£quivalencia entre dos formas reducidas. 

Del ejemplo que acabamos de resolver se desprende que dos formas 
reducidas, distintas, pueden ser equivalentes á una misma forma; y, por 

consecuencia, que aquellas dos formas reducidas pertenecen á la misma 
clase, esto es, son tambien equivalentes entre sí. 

Es de grande interés averiguar en general: 
Cuándo dos formas reducidas (a, b, c) y (a, 0, c), con igual de- 

terminante negativa D=—A, serán entre sí equivalentes. 

Demos por cierto que las dos formas (a, b,c) y (a,0,c') son equi- 

valentes; y establezcamos ademas la condicion 

a <a, 

que en nada coarta la generalidad del asunto. 

a 

(a',D', c'), se verificarán las ecuaciones (135): 

les . . 
Si E es una sustitucion propia que trasforma la (a,b, c) en la 

1=0a85—By (1) 

t 2 2 a=q4. +2bay+cy (2) 

DU=a0P+ 08H Py) +cyo (3) 

y, además, multiplicando por a la segunda, esta otra: 

aa —= (0a+ dy) + Ay (4). 
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Ahora bien, por ser reducidas las dos formas propuestas, se verifica- 
rán las condiciones: 

V'/sA, ad <v*/sA; y, por lo tanto: «4 < */,A. Q IA 

2143 : 2 eS IL ; 2 
La última exige esta otra: y =0 Ú6 y =1; porque, si fuese y >4, 

de la ecuacion (4) resultaria aa > 4A: en oposicion con aquélla. Es- 
tudiemos con separacion cada uno de losdos casos indicados. 

== 

Con esta suposicion las tres ecuaciones (1), (2) y (3) se trasforman 

en las siguientes: 
, 

2 
AAA IAE E 

De la primera resulta: a =9=-=+1; la segunda, por lo tanto, se 

convierte en la a'=a4, y la tercera en esta otra: b—b=Tt af: la 

cual expresa que la diferencia '— 5 es divisible por a= a. Mas esta 

division, como (1) < —a, (0) < = a', y de consiguiente, (0) < a, 

sólo es posible de dos modos: d siendo 60'—0¿=0, y entónces b'= 0, 

y tambien, por ser ya a'=a, será cc=c; en cuyo caso las dos formas 
serán idénticas: 6 siendo 6$'—b=a, en valor absoluto; puesto que no 
puede ser 4'—b>a; y entónces uno de los números b 04 0 tieneque 

. Al . z 1 r 
ser igual á 4, y el otro igualá —-—a. Y, en este caso, como tam- 

bien es c'=cC, las dos formas propuestas se convertirán en las ambíguas 

(ancipites) no idénticas, pero en realidad equivalentes, (4, +—a,c) y 

(a, — > a, C); trasformándose la primera en la segunda por la sustitu- 

É L,—1 
cio . 
NO, 4 

cp a 

28 
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En esta hipótesis, la ecuacion (2) se reduce á la siguiente: 

: 2 
a. E2ba+c; a ll 

de la cual, como al principio sentamos que «' no era mayor que 4d, y 
por consecuencia, tampoco mayor que c, se desprende la condicion: 

a +2d0<0. 

: 2 
Mas, por otra parte, como 2 (1) <a, y evidentemente (o) <a”, lo 

2 
cual prueba que el valor absoluto de 2%u4 noes mayor que aa, le- 
nemos tambien: 

aa +2b0>0. 

Y de las dos se deduce que, no pudiendo ser positivo ni negativo su 
primer miembro comun, por precision: 

y, por lo tanto, a=c: igualdad que exige además, por haber estable- 

cido las relaciones a'€a y asc, que se verifiquen éstas otras: a'=4 

a 2 
y c=40. Teniéndolas presentes, y con ellas la 244 = pas, la ecua- 

cion (3), con auxilio de la (1), toma la forma: 

d+ V=a (aa a+), 

y expresa ser b+060' divisible por 4. De esta circunstancia se co- 
lije fácilmente, como antes hicimos, que la suma ¿+0', 0 es igual á 
cero, 6 su valor absoluto igual al de a. Si sucede esto último, Y y 0 

serán iguales entre sí y cada uno de ellos valdrá + = a 6 — a; y 

entónces nos hallamos con dos formas idénticas, cuya equivalencia es 
evidente, y que no ofrecen ningun interés. Pero, si acontece lo primero, 
esto es, b+HbD=0, 6 0'=—b, y, por consecuencia, 4 =4 y C=4, 
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tendremos, por el contrario, dos formas (a, 5b,a) y (4, —0b,4), que 

(cuando no sea 4 = 0) no serán idénticas, aunque sí equivalentes; con- 

A (000 
virtiéndose la primera en la segunda por la sustitucion li ) Resu= 

y) 

miendo todo lo dicho: 

Las dos formas (a, — a,c) y (a,b, a), que se convierten respecti- 

vamente, por las sustituciones, 

1,—1 0,—1 

Ol Il OJa 

1 AS 
en las (4, — 74,0) y (a, —0,a), representan los dos únicos casos en 

que dos formas reducidas, no idénticas, son equivalentes. 

Es decir, que las formas (a, b, c) y (a, 0', e”) no podrán ser equi- 
valentes si no fueren opuestas, y ademas ambiguas, ó con sus coeficien— 
tes extremos iguales. Mas, como la equivalencia de que aquí se habla es 

la propia, y las formas opuestas son (137-a) impropiamente equivalentes, 
parece que existe contradiccion entre las dos afirmaciones. 

Deteniéndose un poco, sin embargo, á examinar las formas reduci- 
das, presentadas en la conclusion anterior, como equivalentes en el sen- 

tido propio, desaparece semejante duda. Las formas opuestas (4, b, c) y 

(a, —b, c), sin decir más, son, en efecto, impropiamente equivalentes; 

pero, si en ellas se verifica la condicion 4 = c, serán además contíguas, 

y por lo tanto propiamente equivalentes; y, si se verifica la 2)= a, la 

forma entónces anceps (a, b, c), será propiamente equivalente á la 
(c, —b, a), la cual es contígua de la (a, — 0, Cc); y, como las formas 

contíguas son propiamente equivalentes, del mismo modo lo será la 
(c, —b, a) con las (a, b,c) y (a, —b,c); y, por consecuencia, estas 
dos últimas entre sí. 

Para saber ahora tambien cuándo dos formas reducidas (4, bh, c) y 

(a, b', c'), no opuestas, serán impropiamente equivalentes, basta consi- 
derar que así sucederá siempre que las no idénticas (a, b, c) y (a',—0',c') 

lo sean propiamente, y al contrario. De donde resulta que, para ser 
aquéllas impropiamente equivalentes, es necesario que sean idénticas y 
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además ancípites, ó que se verifique en ellas la condicion 4=c; y, por 

consecuencia, que dos formas reducidas que no sean idénticas ni opues- 

tas, lampoco podrán ser propia, ni impropiamente equivalentes. 

146. — Resúmen. 

El problema cuyo objeto es averiguar si dos formas de igual deter 

minante negativa son, ó no, equivalentes, está completamente resuelto 

con el auxilio de las formas reducidas; mas todavía requiere este asun 

to algunas explicaciones que compendien y esclarezcan la doctrina re— 
ferente al mismo, expuesta en los artículos que anteceden. 

Designemos por + y y las dos formas cuya equivalencia se trata 

de averiguar: si no fuesen ya reducidas, se trasformará cada una de 

ellas, como sabemos, en otra reducida equivalente, esto es, p en y y 

y en Y; y, si estas formas y! y Y fuesen idénticas, ó estuviesen 

comprendidas en alguno de los dos casos de excepcion antes marcados, 

lo cual se conoce á simple vista, las propuestas y y Y serian equiva- 

lentes. Ú 
Nótese tambien que, por el procedimiento de reduccion explicado, no 

sólo averiguamos si las dos formas dadas son equivalentes, sino que ha- 

llamos además, al mismo tiempo, una sustitucion por la cual se con- 
vierte una de ellas en la otra. En efecto, al reducir la forma y ála y, 
yla y ála Y hallamos las trasformaciones respectivas S y 7. Por 
lo tanto: si g' y Y fuesen idénticas, y 7” representara la sustitucion 
inversa de 7, la forma «q se trasformaria en la Y por la-sustitucion 
compuesta S 7”; y, si las formas y. y Y no fuesen idénticas, pero 

sí equivalentes, y U designase la sustitucion, siempre hallada como 
vimos, por la cual se convierten una en otra, la forma «4 se trasforma- 
ria en la Y por la sustitucion compuesta SUT”. 

Empero si las formas reducidas q' y Y, equivalentes á las pro- 
puestas, no fueran idénticas, ni estuviesen comprendidas en ninguno de 

los dos casos de equivalencia, definidos en el artículo anterior, no serian 

entre sí equivalentes, y lo mismo sucederia, por consecuencia, con las 
formas dadas q y d. 
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En conclusion: los dos problemas fundamentales en la teoría de las 

equivalencias están ya resueltos para las determinantes negativas; pues 

en el procedimiento mismo para resolver el primero, esto es, para deci- 
dir si dos formas son, ó no, equivalentes, hallamos, cuando las formas 

lo son, una sustitucion por la cual se convierte la una en la otra; y, 

hallada esta sustitucion, con arreglo al método explicado en los artícu- 
los (140) y (141), se deducen de ella todas las trasformaciones de la pri- 

mera forma en la segunda: lo cual constituye precisamente el objeto del 

segundo problema. 

147. —Limitacion del número de clases para las formas correspondientes 

d una determinante negativa. 

La teoría de las formas reducidas nos proporciona tambien el medio 

de constituir un sistema completo de formas no eguivalentes (138) para 

una determinante negativa dada: entendiéndose que tales formas tienen 

sus coeficientes extremos positivos (143). En efecto, como toda forma 

de determinante negativa /=—A, es equivalente á una forma redu— 
cida, y, en general, á una sola, para obtener un sistema completo de 

formas, bastará encontrar todas las reducidas, cuidando, siempre que 

dos de éstas no sean idénticas, sino que se hallen comprendidas en al- 
guno de los dos casos singulares de equivalencia señalados (145), de 
desechar una cualquiera de ellas y conservar la otra solamente. 

Que, entre todas estas formas reducidas, es finito el número de las 

no-equivalentes, se desprende de las condiciones (143) 

2(b)<a, «Se (HE<yTA 

á que están sujetos los coeficientes de una forma reducida (4, /, c). Para 

demostrarlo designemos por A el máximo entero contenido en Y LA, 

en cuyo supuesto será 1A< y LA<1A+1. Dado el valor absoluto A, 

de la determinante D, el segundo coeficiente 5, de la forma (a, 6, c), 
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si ha de satisfacer á la condicion última de las arriba escritas, sólo po- 

drá admitir los 21 +1 valores siguientes: 

0+1, +2 EBdo.. +% 

Atribuyendo á b cualquiera de estos valores, los otros dos coefi- 
S : : 2 Z 

cientes, a,c, en virtud de la igualdad ac=0 +A, se hallarán des- 
: ! - 2 

componiendo el binomio conocido, b +A, de todas las maneras posi- 

bles, en dos factores positivos: uno de los cuales, el menor, si no fueren 

iguales, representará el coeficiente 4, y el otro el c, para que se cum- 

pla la condicion asc. Satisfecha ya esta condicion en la forma así 

determinada (a,b, c), veremos si los valores asignados á sus coeficien- 

tes cumplen tambien con la otra condicion 2()) € a: y, en caso afirma- 

tivo, dicha forma será reducida y la anotaremos, por consecuencia; des- 
echándola en el contrario. 

Con este proceder, y teniendo además en cuenta las precauciones al 
principio indicadas, es indudable que obtendremos todas las formas re- 

ducidas, no-eguivalentes, de que es susceptible la determinante cono- 

cida D=—A. Mas, por una parte, vemos que el número de valores 

que puede recibir el coeficiente 0, es limitado; y, por otra, que tam- 
bien lo es el número de descomposiciones posibles de la cantidad 

0" +A para cada uno de aquellos valores de 2: luego 
El mímero de todas las formas reducidas, no eguivalentes, para una 

determinante negativa, 6 lo que es igual, el número de clases de estas 

formas, es finito. 

Sirvan como aclaracion de lo que precede los siguientes ejemplos: 

1.2 Sea D=-—12; y, por consecuencia: A=12,1=y 4 12=y4=2. 
3 

Los valores asignablesá /b serán: 

Dl 

2 
y los correspondientes del binomio ¿ +A; 

MA OS 
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Descompongamos estos últimos números de todas las maneras posi- 
bles en dos factores, á saber: 

== is le 

NES AE: 

Tomando siempre para valor de «4 el primero de los factores que 

figuran en las inmediatas descomposiciones, hallamos las once formas: 

OA E 0 16) (8.209) 

(1, +1, 13) 

(1,+2,16), Q+2,8), (4,+2,4: 

de las cuales no son reducidas, por no cumplirse en ellas la condicion 

2 (0) <€ a, las siguientes: 

(E 4413) (102 16), (2 E Y 00 

Excluyendo éstas, quedan solamente: 

(1,0, 12), (2,0,6), (3,0,4), (4, 52,4); 

y, como las dos últimas (4, + 2,4) y (4, —2,4), se hallan compren- 
didas en los dos casos singulares (145), desecharemos una de ellas, y 

restan, por fin, las cuatro: 

(1,0, 12), (2,0,6), (3,0,4), (4,2, 4). 

Entre éstas, las dos solamente (1, 0,12) y (3,0,4), son tambien 

primitivas, y ademas de primera especie, por no verificarse la congruen- 
cia D=1 (mod. 4). 
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2.2 Sea D=-—35; y, de consiguiente: A=35, 2= (y 135) =3. 5 

Los valores posibles de 5h en este caso, serán: 

0 +1, +2 +3: ? 

y los correspondientes de DER respectivamente: 

39, 36, 39, 44. 

Descomponiendo estos números en dos factores como sigue: 

39 = 1..39,=/0. 

36 = 1.36 =2. 18=3. 12=4.9=6. 6 

39 =1:39:=8. 18 

44=1. 4=2.22=4. 11, 

se obtienen, del modo ya conocido, 22 formas; entre las cuales sólo cum- 

plen con la condicion 2 (0) < a, las 10 siguientes: 

(15 10,239), (Os 1077) (RAESAOIS) 

(3,351,123) (4351 9), (6 =t M0 n16): 

Entre éstas las dos (2,+ 1, 18), corresponden al primer caso, y las 

dos (6, 1,6), al segundo de los singulares ya mencionados; así que, 
desechando una de cada par, quedan, por fin, las ocho formas reduci- 

das, no equivalentes: ; 

A a DA O o E le Lo) 

(3,31, 18), ME 20159),01(6; 46,116) 

que son todas además primitivas: las seis, 

(1 p) 0, 35), (5, 0, a): (3, ER E 12), (4, =5 de 9) 
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de primera especie; y las otras dos, 

(AS (OTIA6) 

de segunda. 

3. Sea D=—48; y, por tanto: A=48,1=4. Los valores 
para bh serán: 

0, +1, +42, +3, +4; 

y las descomposiciones de los correspondientes á la cantidad O+A: 

48 = 148 = 2. 24 = 3. 16.=4..12=6. 8 

ANA 1 

52 =1. 52 =4. 13 

adi 0 30119 

64=1. 64=2.32 4016 = 858 

De las 25 formas que de estas descomposiciones se deducen sólo son 
reducidas las 11 siguientes: 

(1 > 0, 48), (2, 0, 24), (3, 0, 16), (4, 0, 12) 

(CORSA MEA, ERAS AS: == 08 

y, como los tres pares (7,+t1,7), (4,+2,13), (8, + 4,8) constan 

de formas equivalentes, desechando una de cada uno de ellos, quedan 
solamente las 8 distintas: 

(1,0, 48), (2,0,24), (3,0,16), (4,0, 12) 

(6, 0, 8), (7,1, 7), (4, 2, 13), (8, 4, 8). 
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De las cuales son primitivas de primera especie las 4, 

(1,0,:48), + (390/16), (11D) (4, 2, 13), 

y las otras 4 derivadas. 

148. —Representacion de los números por formas determinadas. 

Estudiados ya completamente los principios fundamentales que á las 
formas de determinante negativa se refieren, vamos á corroborar prác— 
lticamente, apoyados siempre en el de la permanencia de las leyes for- 
males (17), la proposicion demostrada (139), con el exámen y discusion 
de algunas de aquellas formas cuyas determinantes sean números 
conocidos. 

IL. De la determinante D=—1. 
Las formas con la determinante D=—1 constituyen una sola 

clase; pues á tal determinante, como fácilmente se percibe, correspon 
de una sola forma reducida, á saber: 

(d0, 0 = vag 

Segun expresa esta forma, el problema que debemos resolver con 

siste en hallar los números %m, susceptibles de ser descompuestos en 

dos cuadrados; debiendo concretarnos, si hemos de aplicar inmediatamen- 

te los principios establecidos, á las construcciones propias (x, y) de 

dichos números 2, los cuales supondremos además, para mayor sen- 

cillez, que son ¿Mpares. 

Sea, pues, m un número impar, y desde luego positivo. Como la 

determinante Z=-—1 es resto cuadrático (139-a) de m, todos los fac- 

tores primos contenidos en este número serán (112) de la forma 4/+1. 
Y, reciprocamente: si tal sucede, D= — 1 será resto cuadrático de 2, 

y la congruencia 

Z =—1l (mod. m) 
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contendrá 2” raices incongruentes (109), designando y el número de 

factores primos. diferentes entre sí, contenidos en %, áun en el caso 
particular de ser =0 y m=1. Siendo nm la representante de una 

cualquiera de dichas raices, y, por consecuencia, n+1=m l, tene— 
mos ya constituida la forma (m,n,/) de determinante —1, la cual, 

como solamente existe una clase de formas para esta determinante, será 

equivalente por necesidad á la reducida (1,0, 1). Ahora bien, segun el 
procedimiento (144) hallamos una sustitucion por la que se convierte la 

forma (1,0,1) enla (wm, 2, l); y de esta sustitucion, conforme se ex- 
plicó en los artículos (141) y (142), se deducen todas las demas. Por otra 

r 

A , z 
parte el número de estas trasformaciones diferentes ( 2) (por ser 

Y," 

(1,0, 1) primitiva de primera especie, y (A=1) es (142) siempre 4: 

número igual al de construcciones (%, y) del dado 2, que pertenecen 

á la raiz 2; y, como lo mismo puede decirse de cada una de las 2% 
raices incongruentes de la congruencia anterior, resulta que el número 

: , 2 2 
total de construcciones (%, y), del número 2% por la forma 2 .+y", 
está expresado por el producto 

A 

Para averiguar ahora de cuántos modos diferentes puede ser descom— 
puesto el número m en dos cuadrados, sin tener en cuenta el órden 

de éstos, ni el signo de sus raices, basta considerar que á cada ocho 
construcciones de la forma 

ESPASEO) Y (Ey, =2), 

bea Dd 
corresponde una sola descomposicion m=uw +y.; delocual se deduce 
que el número de estas descomposiciones diferentes es el total de cons- 
trucciones, arriba escrito, dividido por ocho, esto es: 

au 9 ad au 

? 
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con la única excepcion de Mm= 1; pues para este número 1 no existen 

ocho, sino cuatro construcciones distintas, á saber: 

1) 

ae 2 2 
que producen una sola descomposicion: 1=1" +0. 

Es de advertir que de las ocho construcciones expresadas, las cuatro 

(2, DN, (0), (=% 2), (Y, — 2) 

pertenecen á una raiz; y las otras cuatro, 

(1, — y), (=8, Y), (Ya — 2), (Y, 2) 

á la raiz de signo opuesto. 
En el resultado general obtenido se comprende el caso particular si- 

guiente: 
Todo número primo positivo, de la forma 4h=+1, puede siempre 

descomponerse de un solo modo, en dos cuadrados. 
Casi supérfluo será notar que estos cuadrados no deben contener 

ningun factor comun. 
Pero no lo es advertir que todo número positivo, de la forma 4/+1, 

que pueda ser descompuesto de más modos, 6 de ninguno, en dos cua— 
drados, no será de seguro número primo. 

Ejemplo 1.7 Sea m= 37, número primo de la forma 4/4 +1. La 
É 2) 2 E , 

congruencia consiguiente 2 =—1 (mod. 37), contiene (81) las dos 

raices 2= +6; eligiendo de éstas la n= 6, se obtiene la forma 

0,+1 
(37, 6, 1), que por la sustitucion a se convierte en la redu— 

E, E 

cida (1, 0,1); y ésta, á su vez, en aquella, por la sustitucion, inversa 

—6,=—1 
de 1 teri e la anterior, del o ] . De donde resulta la descomposicion: 

de 
31=6 +1. 

Omitimos escribir las cuatro construcciones, pertenecientes á la raiz 
6, y las otras cuatro, pertenecientes á la raiz — 6, por ser muy fácil 

de hacer despues de lo que antes al por menor dijimos. 
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En el mismo caso se encuentran los números: 

o A A A 

E O E E A 

2.” Sea m=65=5.13: producto de los dos números primos 5 y 
13, de la forma 4/4 +1 ambos. En este caso, como p=2, el núme- 

; 4 = pa 
ro total de construcciones es 2 = 16, y el de descomposiciones, por 

consecuencia, igual á 2. La congruencia consiguiente 22 =—1 (mod. 65) 
contiene (109) las cuatro raices +8 y +18, con las cuales obtene— 

mos las dos formas (65,8, 1) y (65, 18,5). De esta última se deduce: 

b'= —18 (mod. 5), ó bien b'=— 3 (mod. 5), y, por tanto, b'= 2; y, 
en consecuencia, b+b'=20=— qa 0= —50, de donde sale 5=-—4. 

1 
Así hallamos la sustitucion dl 4 e mediante la cual se con- 

vierte la forma (65, 18,5) en la (5,2, 1); y, como ésta no es reduci- 

da, estableceremos (144) de nuevo la congruencia b"= —2 (mod. 1) 

para determinar el valor de ¿"=0, y el consiguiente de 6= — 2; con 

074 
los cuales se constituye la sustitucion pe 9 ) que trasforma la 

a) 

(5,2, 1) enla (1,0,1) que es ya reducida. Luego la forma (65, 18, 5), 
por la sustitucion compuesta 

0, 1 0 1 (—-1-2 
A A A AA 

se convierte en la reducida (1,0, 1). 
Del mismo modo hallamos, para la forma primera (65, 8, 1), la sus- 

0 1 
titucion ; que la convierte en la reducida (1, 0, 1). Las sus- 

—1,—8 

tituciones inversas de las dos anteriores, por las cuales esta forma re- 
ducida se convierte á su vez, respectivamente, en las dos formas 

(65,8, 1) y (65,18,5) son las siguientes: 
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—8,—1 EW 

asa ora le o 

de las cuales se derivan las descomposiciones que buscamos: 

6=8+ 1374. 

Así se hallaria tambien: 

292 =5 +14 =10 +11. 

1. De la determinante D= — 2. 
Todas las formas, cuya determinante es Y = — 2, constituyen tam- 

bien una clase; pues sólo existe para dicha determinante una sola for 

ma reducida, á saber: 

(1,02) =x% +2y. 

Para encontrar los números ¿impares m, representados por esta for- 

ma, lo primero es saber si la determinante D=— 2 es resto cua- 
drático de m: para lo cual es necesario y suficiente que cada uno de 

los factores primos (impares) p, contenidos en m, satisfaga á la con- 
dicion 

a P 

y, por consecuencia (113), que p sea de la forma 82+1, 6 de la 8/23. 

Recíprocamente: silos p. factores p, del número z, son de las for— 

mas 82/+1, ú 8/+>3, la congruencia 

7 =-2 (mod. 22) 

admitirá siempre 2” soluciones incongruentes. Designando por 2% un 

representante de estas raices, y estableciendo la igualdad nn +2=m e; 
la forma (2, 2,1) será equivalente por precision á la (1, 0,2): y, por 
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lo tanto, hallamos (146) una sustitucion ») mediante la cual se tras- 
Y,» 7, 

forma la última en la primera; pero existe ademas (141) otra sustitu— 

. TS E . A . . 
cion con igual efecto: luego á la raiz elegida 2, pertenecen 

— Y, —8 
dos construcciones diferentes (%, y) y (—2,—Y), del número 22; 

siendo, por fin, 

9 A 

el número total de dichas construcciones. 

Fácilmente se concibe tambien que, si las dos construcciones =E (2%, y) 

pertenecen á la raiz m, las dos + (%, — y) pertenecerán á la raiz —n; 
y, como cada cuatro de tales construcciones producen una sola descom- 
posicion del número %, en un cuadrado y el duplo de otro, el conjun- 

to de estas descomposiciones estará expresado por el cociente 

1 o 

Sólo hay que exceptuar el caso p=0, y, en consecuencia, 
m= 1, para el cual las dos descomposiciones que resultan, por ser 

+8=-—n (mod. 1), se reducen á la única: 1 = 179. 07. 
Comprendido en el problema general se halla el particular, muy in- 

teresante, que corresponde al valor p=1, expresado en lenguaje vulgar 

como sigue: 
Todo número primo p, de cualquiera de las formas Sh+1 4% 

81=+3, puede ser descompuesto siempre y de una sola manera, en un 

cuadrado y el duplo de otro. 
Ejemplos. 1.” Sea m=41: múmero primo de la forma 824=+1, 

para el cual es p=1. Las dos raices de la congruencia consiguiente 

2 = —2(mod. 41) 

—1,—1 
son +11: la forma (41, 11,3), por la sustitucion (ua Ml ») , se 
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convierte en la reducida (1, 0,2); y ésta, á su vez, en aquélla, por la 

+3,+1 
sustitucion inversa 

—4,—1 
) luego =3,y=—4; y, en con- 

clusion: 

Ar A 

2.” Sea m= 383 =3.11, tambien de la forma 8/4 +1, aunque no 

primo; y, por consecuencia, =2. La fórmula general da para este 
caso dos descomposiciones diferentes. En efecto, las cuatro raices de la 
congruencia 

2 =-—2 (mod. 33) 

son +8 y +14. Las dos formas correspondientes 

(33, 8, 2) y (33, 14, 6), 

mediante las sustituciones 

—=1, 0 —=1,+2 

+ ii Ed 

se convierten respectivamente en la reducida (1, 0,2). Las sustitucio- 

nes inversas de las anteriores son: 

—=1, 0 —b,— ñ 

cd li NEO 

luego las dos descomposiciones del número 33 serán: 

O 

TH. De la determinante D= — 3. 
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Para esta determinante existen dos clases de formas, cuyas represen- 
tantes expresan las dos reducidas 

(1,0,3) =+3y' 

(2,1,2=2%0 +20y+2y 

de la primera y la segunda especie respectivamente. 
Por la primera forma sólo pueden ser construidos evidentemente nú- 

meros impares. Sea, pues, m un número impar y, para mayor senci- 

llez, no divisible por 3; si ha de ser representado por la forma (1, 0, 3), 

es necesario que todo factor p contenido en dicho número m satisfa- 
ga á la condicion 

¡adds =(L)=+1, 
P 3 

para lo cual debe ser p de la forma 3/4+1. Y recíprocamente: cuan- 
do esta condicion se cumpla por todos los y. factores primos 7, con- 

tenidos en m, la congruencia 

Z=-=3 (mod. 2), 

CNCA yy: . . . 
admitirá 2" raices incongruentes. Designando por 2 una represen 

. : : 2 ; 
tante de estas raices, y estableciendo la igualdad 1 +3= ml, la for- 

ma (m,2, 1) será de primera especie, puesto que m es impar, y equi- 

valente, por consecuencia, á la reducida (1,0,3). Dos sustituciones, 

Un. NE —, —É 

Ps al 

pueden hallarse, segun el artículo (141), para trasformar la forma 
(1,0,3) enla (%,2, 1); y, dos construcciones, por lo tanto, (%, y) y 

(= 2, — Y), del número m, pertenecientes á la raiz determinada 2. 

29 
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De donde se desprende que el número total de tales construcciones, di- 

ferentes, será 

o 9 ge +1 
S.A =A 3 

el cual se reduce á 

p+1l o, 
NA: 2 =y 

para las descomposiciones distintas de m en un cuadrado y el triplo de 
otro, con la única excepcion de ¡.= 0, y, por tanto, m= 1. 

Es digno de ser mencionado el caso particular siguiente: 
Todo número primo, de la forma 3h +1, puede ser descompuesto 

siempre y de um solo modo, en un cuadrado y el triplo de otro. 

Pasemos ahora á estudiar la segunda forma (2, 1,2). Los números 

construidos por esta forma deben ser necesariamente pares; y, concre— 

tándonos á los de la forma 2m, en la cual representa 7m, como antes, 
un número impar, no divisible por 3, se prueba sencillamente que el 
conjunto de estos números m, es idéntico al de los considerados en el 

caso anterior; puesto que de la posibilidad de la congruencia 

. 

€ 2 - : 
2" =-—3 (mod. 2) se deduce, entónces, que tambien es posible esta otra: 

2 , . , 

2 =-—3 (mod. 21); y recíprocamente. Designemos por 2» una re- 

presentante de las 2% raices que puede admitir la última congruencia, 

y establezcamos la igualdad n"+3=2m1: la forma resultante 
(2m,2', l), de segunda especie, por ser impar su coeficiente medio »' y 
par, en consecuencia, su lercero /, es equivalente de cierto á la dada 

(2, 1, 2); y al probar esta equivalencia hallamos seis trasformaciones 
diferentes de la última forma en la primera; de las cuales se despren= 
den las seis construcciones ; 

E (2, y), (DO E (Y 2) 

pertenecientes á la raiz determinada 2'; y, cambiando en éstas los pri- 

meros números constructores por los segundos, se obtienen las otras seis, 
pertenecientes á la raiz de signo opuesto —%'. Si, pues, cada raiz pro- 

duce seis construcciones, el número 

DO = BRA 
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expresará el total de construcciones del 2% por la forma (2,1,2), 6 
: 2 2 A 

lo que es igual, del mm por la forma ax +xy+Y'. Mas, teniendo en 
cuenta que cada cuatro construcciones, de las formas 

(2, y), (Gi 0) (y, 2), (==) 

no pueden mirarse en rigor como diferentes, resulta que el número 

at 

expresará el de construcciones esencialmente distintas. 

De donde se infiere que para todo número primo m=3/h-=+ 1, exis- 

len siempre tres construcciones diferentes mediante la forma Hoy > 

Merece notarse que entre los números 2, y, -+yYy, siempre existe 
uno solo par; de modo que entre las seis construcciones del núme- 
ro 2m pertenecientes á la raiz £m', existen siempre dos, + (2, y”), 
en las cuales será par y'=2u. Haciendo además «'+uw=t, la 

ecuacion 2 + a y + e m se convierte en esta otra ¿+3w =m: 
es decir, se halla así una construccion (£, w,), del número m por la 

forma (1,0, 3), perteneciente á la misma raiz 2. 

Y en esto estriba el enlace entre las construcciones de los números 
m y 2m por las formas (1,0,3) y (2,1,2) respectivamente. 

Ejemplo. Sea m= 13, número primo de la forma 3/+>1. Las 

raices de la congruencia Me ES (mod. 2. 13), y tambien las de la 

== (mod. 13), son +7: las cuales (eligiendo la positiva) pro= 

ducen las dos formas 

(13, 7,4) .y ((26,7,2) 

que por las sustituciones 

Cee MOS Ona 

se convierte en las propuestas 

(110,3) y (Q,1,2). 
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Las dos sustituciones, inversas de las anteriores, son: 

+1+1 —4,—Al 

2 1) A O)" 

y de aquí se desprenden las construcciones: 

2 

E E A ES 

y de éstas las siguientes: 

2 2 2 2 
13=4+4.(-—-3+(-3 =3+3.1+—1. 

IV.—De la determinante D= — 5. 

Para esta determinante existen dos formas reducidas, no equivalen- 

tes, ambas primitivas de la primera especie, 

O AE 

Vamos á determinar en el presente, del mismo modo que lo hicimos 

en los casos anteriores, el conjunto de los números m, impares y no 

divisibles por 5, que pueden ser construidos por dichas formas. 
Para esto es ante todo necesario averiguar cuándo la determinante 

— bh será resto cuadrático de m; lo cual sucederá siempre que todo 

factor primo p, contenido en m, satisfaga á la condicion 

e 
y, sea por consecuencia (121—II) y (116—4.”) de una de las cuatro 

formas 

202+1, 204+9, 202+3, 201+7. 

Si así sucediere, la congruencia consiguiente 

2 
2 =-— 5 (mod. 2) 
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contendrá 2” raices incongruentes, designando por ¡., como repeti- 

das veces lo hemos escrito, el número de los factores p, contenidos 

en %. 
Llamando 2 á una representante determinada de estas raices, y ha- 

ciendo mM +5= ml, la forma resultante (%,2%,/) será por necesi- 
dad equivalente á una sola de las dos formas reducidas, en un principio 
expresadas; existiendo entónces dos trasformaciones de esta forma re- 

ducida en la (m, nm, /), y dos construcciones, por consecuencia, del nú- 

mero vw por dicha forma reducida, pertenecientes á la raiz elegida 2. 

De aquí se desprende inmediatamente que el número total de construc 

ciones del número 2, por las dos formas reducidas, posibles para la 
determinante dada, es 

p+l 
AA 

Pero resta averiguar, é igual duda ocurrirá siempre en circunstancias 

semejantes, por cuál de las dos formas reducidas, no equivalentes, que 
ahora se nos ofrecen, se habrán de verificar las dos construcciones per 
tenecientes á la raiz 2, de que, sin distinguir, hemos hablado antes. 

Fácil es, sin embargo, desvanecer en el caso actual esta duda. En efec— 
to, cuando el número 7 sea representado por la forma (1, 0,5), ten- 

2 2 2 A 
dremos: M=X +5Y, y, por tanto, m=w (mod. 5), esto es, m 

será resto cuadrático de 5; y, sial contrario, fuese 1% construido por 

la otra forma (2, 1,3), tendríamos: m= 20 + 2ay + 37, ó bien 

2m= (Y + yy == 5y = (Ur + Y) (mod. 5); y, por consecuencia, 
como 2 es no resto de 5, m seria entónces no-resto de 5. De lo cual 

resulta que todas las construcciones del número m se efectuarán por 
la forma (1,0,5) exclusivamente, ó por la forma (2, 1, 3), segun que 

m sea resto, 0 no-resto, del número >: esto es, segun que sea 

m=>El! (mod. 5), 6 m= +2 (mod. 5). 

Inclusas en esta proposicion general se hallan las particulares si- 
guientes: 

Para todo número primo de una de las formas 202+1, 6 304409, 

existen cuatro construcciones por la forma (1,0,5) que producen una 

sola descomposición de dicho número en un cuadrado y el guintuplo de 
0t70. 
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Todo número primo, de una de las formas 20243 0 204+7, 

puede ser construido de cuatro modos distintos por la forma (2, 1, 3). 

Ejemplos. 1. Sea m=29. Las dos raices de la congruencia 

¿E 5 (mod. 29) son === 13; tomando la representante 2=13, 

se obtiene la forma (29, 13, 6) que se convierte en la reducida (1, 0, 5) 

por la sustitucion 

LA 

+23)” 

y de la sustitucion inversa se desprende la descomposicion 

2.” Sea m=327:entónces 1 =“E'1; las dos formas consi- 
El 

guientes 

(27, de 2) y (27, E Y, 2) 

se convierten en la reducida (2, 1,3) por las sustituciones 

0, +1 O5PL 

Er OA EN 

De las sustituciones inversas respectivamente se deducen las cuatro 

construcciones: 

M=2%U=0 +2(E29(E0+3(=E1 

27 =2E3 +23) (ED +3(E0"; 

de las cuales pertenecen á la raiz +7 las dos primeras, y á la raiz 

opuesta —7, las dos últimas. 
No creemos necesario multiplicar más los ejemplos; en la tabla si- 

guiente, relativa á las determinantes estudiadas y á algunas otras, en- 
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contrarán los lectores que lo desearen materia para ejercitarse en estas 

cuestiones. 

Determi- 
A Formas reducidas correspondientes. 

=$ 1(16,0,14) 

AZ (1 ? 0, 2 ) 

= VADER ACA) 

54/1440) 5912 910:8) 

LA E ES 

AE) 

284,08) 0,04, (8,1, 

—10 | (1,0, 10), (2, 0, 5) 

A) 21,0 611.40,.8=1,/0 

—12 | (4,0,12), 2,0,6), (3,0,4, (4, 2,4) 

Esta tabla, como se ve, contiene solamente las formas positivas: esto 

es, aquellas cuyos coeficientes exbremos son positivos; porque ya sabe- 
mos que una forma cualquiera, con la determinante — 1, por ejemplo, 

2 A á 
será equivalente á la reducida (1,0,1) =w4 + y, si sus coeficientes 

extremos son positivos; y á la — (a + Y), cuando fueren negativos. 

Y comprende, por consecuencia, la mitad de las representantes de las 
clases en que pueden distribuirse las formas pertenecientes á cada una 
de las determinantes no cuadradas, que le sirven de argumento. Esto 

prueba asimismo que entre las formas expresadas al lado de cada deter 
minante no existirán dos que sean equivalentes en el sentido propio; 
aunque puedan serlo impropiamente, como sucede con las relativas á la 
determinante —11, entre las cuales se hallan las dos opuestas (3, 1, 4), 
(3, — 1,4), que son impropiamente equivalentes, y nada más; en aten— 

cion á que, ni son ancipites, ni tienen iguales sus coeficientes extremos. 
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CAPITULO V. 

Del primer problema fundamental de las equivalencias 

para las determinantes positivas. 

Resueltos los dos problemas fundamentales (139) en la teoría de las 

equivalencias, para las formas de determinantes negativas, y hecha apli- 
cacion de sus principios á la construccion de los números por dichas 

formas, en algunos casos particulares, vamos á estudiar ya los mismos 
problemas respecto de las formas con determinantes positivas. 

En su lugar dijimos que el segundo de los problemas mencionados, á 

saber: hallar todas las trasformaciones de una forma en otra, conocida 

auna sola de aquellas trasformaciones, se reducia en último extremo á de- 
terminar todas las soluciones enteras de la ecuacion 

2 2 2 

ii —Du =0. 

Y tambien oportunamente (Cap. MI) expusimos las razones que nos 

obligaban á resolver este segundo problema antes que el primero. 
Mas, tratándose de las formas con determinantes positivas, ofrecen 

estas dos cuestiones mayores dificultades; y esta circunstancia exije 
que invirtamos el órden seguido anteriormente, y que comencemos aho- 
ra por el exámen del primer problema: el de averiguar si dos formas con 
determinantes iguales son, d no, eguivalentes; cuya resolucion nos propor 

ciona, en cambio, un ventajoso procedimiento para hallar por completo 

las soluciones de la ecuacion expresada. 

149.—Raices, primera y segunda, de una forma. 

En el método seguido ántes para exponer la doctrina de las formas 

con determinante negativa, no intervenian para nada los números ¿774- 
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cionales; el que adoptamos en nuestras actuales investigaciones difiere 
de aquél precisamente por el papel importante que en él representan di- 
chos números: definámoslos, pues, ante todo, y fijemos claramente su 
sentido. 

Sea 

(a,b,c)=ax +2bay+cy 

. 2 e , 
una forma, cuya determinante 6 —ac=D es positiva. Pues haciendo 
en ella y:2=0, la ecuacion resultante, de segundo grado, 

2 
a+2b0+cw=0, 

tendrá las dos raices reales 

=D a 
0 = ===>» = 

c TD 

De estas dos raices se llama primera la que se refiere ó se halla ex- 
presada por el signo superior, y seyunda la que resulta de tomar el sig- 

no inferior; y distinguiremos una de otra, presuponiendo de una vez para 

siempre que el radical Y D designe sin excepcion la raiz positiva de la 
determinante D. De este modo, cada una de las raices de la forma 

(a, b, c) puede ser determinada por los coeficientes de esta forma; y, 

reciprocamente: una forma se caracteriza por cualquiera de sus raices. 

Así que dos formas (a,b,c) y (a, b',c'), con la misma determinante 

D, serán idénticas necesariamente cuando sus raices primeras, Ó se- 

gundas, sean iguales; pues de la igualdad que expresa esta última con- 
dicion , 

= VENIDAS NO 
AE — E y) 

ya se tomen los signos superiores, ya los inferiores, se desprende desde 

luego, por ser y D irracional, que c'=c; y, entónces, D'=b, y por 

lo tanto, 4= 4. Luego: 
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Dos formas, con la misma determinante positiva, serán idénticas siem- 

pre que una raiz de cualquiera de ellas coincida con la raiz del mismo 

nombre de la otra. 

150.—Dependencia entre las raices del mismo nombre, y de nombres dis- 
tintos, de dos formas equivalentes. — Aplicacion ú las formas contiguas. 

XL 
Sean (a,b,c) y (a,0',c') dos formas, propia 6 impropiamente 

equivalentes, para comprender el caso en su más ámplio sentido; y 

a, B ME : 
3 ) una sustitucion, ó trasformacion de la primera en la segunda, 

y, 3 
cuya determinante será, por consecuencia: 

De la sustitucion admitida, 

=00 + PY) Yy=1U+FOY, 

dividiendo por z', se obtienen fácilmente las relaciones 

ba y+00 ; pol Ca ; 

a+ fo : o—fo 

mediante las cuales, como por dicha sustitucion se hacen idénticas las 
formas propuestas, puede evidentemente determinarse una raiz o, de 
la forma (a,b, c), en funcion de una «w', de la forma (a', b', c'), y re- 

cíprocamente; en virtud de que tales raices son en realidad, como ya 

indicamos, los valores de las razones y: é¿ y':x', para los cuales se 

convierten en cero las formas mencionadas. 
Mas es indispensable, ante todo, averiguar si las dos raices, w y vY, 

así relacionadas, son, 0 no son, del mismo nombre, esto es: si son am- 

bas primeras, ó segundas, ó si, por el contrario, una es primera y la 
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otra, segunda. Para esto sustituyamos en la expresion de «', cambia- 

dos los signos, el valor de 

IM 07) 

C 

y obtendremos la siguiente: 

ye=a(—bEVD)  ba+cytayD 

¿EVD)  —dB=cóFPVD 

la cual, multiplicando sus dos términos por —f—co+HByD, se 
convierte en estas otras: 

—(ba+cy) (1B+co) +apDF(18—Py)cyD 

(Bco) —BD 
! 

== 

(BR (+ By) + 08) + (a0—PyyD 
A EA RAES ag +283+0c3 

Y, teniendo presente que: 

arp+b(ao0+ py) +cyo=0 

2 E a 
ap +20f0+c0 =c 

00 —Py=e 

resulta por fin: 

0 = s EE 
C 

De la comparacion de las expresiones para w y «w' se desprende la 
ley que sigue: 
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Cuando una forma (a, b, c) se convierta en otra equivalente (a', d',c”), 

O : ; : 
por la sustitucion Ñ 2) cualquiera raiz w, de la primera, se halla li- 

Y 

gada con cualquiera raiz w, de la segunda, por las relaciones 

y+0w 
1D = ==>==5=F ayi == 

a+ bw 

O 

o 

y estas dos raices, w y w', serán además del mismo nombre, d de nom- 

bres distintos, segun que la sustitucion expresada sea propia y impropia. 

Excluyendo, pues, la equivalencia y la sustitucion impropias, resul— 
tará que siempre estarán enlazadas, del modo que se ha dicho, dos raices 
del mismo nombre de dos formas equivalentes. 

La recíproca de la ley anterior es esta: 

Cuando dos raices del mismo nombre, w y w, de dos formas 
(a, b,c) y (a,b',c'), con igual determinante, se hallen enlazadas por la 

ecuacion 

+ o w. 

WUI= AR ES 

0 + B w 

y los cuatro múmeros enteros a, , y, 8, queenesta figuran, satisfagan d 

la condicion 

dichas formas serán equivalentes; convirtiéndose la primera en la segunda 

por la sustitucion e le 
move 

Para demostrar que esta proposicion recíproca es cierta, admitamos 
af 

por un momento, que por la sustitucion j 7) no se convierta la forma 
e 

(a,b,c) en la (a',D0',c'), sino en otra, equivalente por supuesto, 

(a”,b",c”); y designemos por «” suraiz del mismo nombre que la o. 
Segun la proposicion directa, estas dos raices w y w” estarán ligadas 

por la ecuacion 
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y+00" 

00 SEBpo”” 

de la cual se desprende w= w”; y como, segun la hipótesis, «w' es del 
mismo nombre que «, y, por consecuencia, que w”; y, por otra par— 
te, la forma (a', D', c') tiene la misma determinante que la (4, b, C), y, 
de consiguiente, la misma tambien que la (a”, 0”, c”), conclúyese, de 

acuerdo con la ley final del párrafo anterior, que la forma («', b',c') es 
idéntica á la (a”,b",c”), 6 lo que es igual, que la (a, b, c) por la sus— 

titucion mencionada, se convierte realmente en la (a', 0, c'). 

Es importante para lo sucesivo establecer tambien la relacion entre 
dos raices del mismo nombre de dos formas contiguas. Recordando (137-a) 

que para dos formas de este género (a,b, a) y (a,0',a”), se verifica 

S 1 A Y 
la condicion b+b'=—4' 0, y que es ) la sustitucion por la 

2) 

¡A N —1,0 

cual se convierte la primera en la segunda, las relaciones que antece— 
den se trasforman en las siguientes: 

e ALS 1 Ay 
E WWA 

(0) (1 (0 

designando w y u', respectivamente dos raices del mismo nombre de 

las formas (a,b, a) y (a, 0, a”). 

151.— Formas reducidas: propiedades de sus raices. 

La equivalencia entre las formas con determinante negativa no la 
establecimos directamente, sino por el intermedio de las formas llama- 
das reducidas; y de análoga manera debemos proceder ahora para tratar 
de averiguar cuándo dos formas con determinante positiva serán, ó no, 

equivalentes. Sólo que el concepto de las formas reducidas, que nos han 

de servir de intermediarias para fallar acerca de la equivalencia entre 
dos formas con determinante positiva, es esencialmente distinto del que 
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atribuimos á aquellas otras intermediarias, al estudiar la misma cues- 
tion, referente á las formas con determinante negaliva. 

Comencemos por fijar bien la definicion, y propiedades consiguien— 
tes, de estas nuevas formas reducidas. 

Una forma (a,b, c) de determinante D, se llama reducida, cuando 
sus dos raices, primera y segunda, respecto de sus valores absolutos, satis- 
facen á las condiciones respectivamente 

¡IA 

C 

AD MH VD al 
C 

) 

y, respecto de sus signos, los tienen opuestos una y otra. 

De esta definicion se derivan las consecuencias siguientes: 
1.* Por ser el valor numérico de la primera raiz mayor que el de la 

segunda, la suma de los valores absolutos de las cantidades d y y D 

será mayor que su diferencia; y, como Y D es siempre positiva, b será 
tambien positivo (pero no = 0). Además, si las dos raices han de tener 

signos opuestos, deberán tenerlos tambien las cantidades 

A DI A OS 

y, siendo la primera evidentemente negativa, deberá ser la otra positi- 
va; para lo cual es indispensable que se verifiquen las condiciones: 

0<b<V D. 

Designando por (c) el valor absoluto del coeficiente c, y, teniendo 
ahora en cuenta los signos, serán: 

b+y =b4yD_, 

Aa a A 
de donde se desprenden las relaciones : 

0O<VD—d<(0<VD—3. 
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Estas condiciones caracterizan completamente (*) las formas reduci- 

das: pues de ellas, retrocediendo, se obtienen las que figuran en la de- 
finicion de tales formas. 

2. Como D=b%—ac, y y< D, el producto —ac debe ser posi- 
tivo; y para esto es necesario que los coeficientes 4 y c tengan signos 

opuestos. Pero la primera raiz tiene siempre signo opuesto al de €, y 
tambien al de la segunda raiz: luego la primera raiz y el primer coefi- 
ciente 4, serán del mismo signo; é igualmente la segunda raiz y el 
tercer coeficiente c: como se infiere bien pronto de ser la diferencia 

vVD—0 positiva. 
3." A las mismas condiciones, antes establecidas para el valor abso- 

luto del tercer coeficiente c, se halla sometido el valor absoluto del 

primero 4. Porque de la igualdad 

D=5 +/(a) (0) 

se deduce: 

()l=: = 

a (o 
Y de las condiciones 

ID+b iD A M V 
— 55 dl Y 0<———<l, 

(e) ' (AS 

las siguientes: 

MOSND=A y "DEV DE 

De lo cual resulta que los coeficientes 4 y c, de la forma re- 
ducida (a, b, c), se hallan comprendidos entre los mismos límites 

UDS b y VD=+b; y, por consecuencia, si la forma (a,b, c) es re- 

(*) Gauss. D. A., $. 183. 
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ducida, lo será tambien su socia (c,b, 4); y, no siéndolo aquella, tam- 

poco lo será ésta. 
4.* Interesa para lo sucesivo demostrar tambien que de las condi- 

ciones 

VD—(A<b<YD y (0)>(0) 

se desprende que la forma (a, b, c), de determinante D, es reducida; 

por más que la recíproca no sea cierta. Para ello basta dar á las condi- 

ciones precedentes la forma 

0<vD—0<(a)< (e); 

y así inmediatamente deducimos que la segunda raiz 

C 

es numéricamente < 1; y que la primera 

—=b=yYD Q 

c VvD—b 

es, en valor absoluto tambien, > 1. De estas propiedades de las raices 

se infiere, como antes, que 2 debe ser positivo; puesto que y D-+b 

es numéricamente mayor que y D— b; y, como además es ¿<y 0D, 
que las dos raices tienen signos opuestos. 

152, —Limitacion del múmero de formas reducidas para una determinante 
positiva, dada. 

De las propiedades características que, segun hemos visto en el 

párrafo anterior, se desprenden de la definicion de las formas reducidas, 
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resulta que el número de dichas formas, para una determinante positiva, 

dada, es finito. 
En efecto, si por A representamos el máximo entero contenido en 

VD, de tal modo que sea A<Y D<hi+ l, y, por consecuencia, A 

por lo ménos = 1, el coeficiente D<yD, de la forma (2,6, c), sien 

do ésta reducida, sólo podrá recibir los A valores diferentes 1,2, 3,..... A; 

y el que para cada uno de estos valores tome la expresion A (a) (c) 
habrá que descomponerlo, de todos los modos posibles, en dos factores: 
los cuales deberán estar comprendidos entre A—0 y A+1+0 ex- 

clusive, ó entre A+ 1—0b y A+0 inclusive; tener cada dos de ellos 
signos opuestos; y permutarse cuando sean desiguales, si hemos de for— 

mar todas las reducidas correspondientes á la determinante D. Y como 
el número de los valores de A es finito, y lo es tambien el de las des- 

composiciones de D — D, lo será asimismo el de las formas reducidas, 

determinadas. 

Ejemplos. 1.” Para D=13, es A=3, y los valores de ), y des- 
composiciones correspondientes: 

b=1 D=$=12=3, 4 

b=2 9:=3,.3 

b=3 4 =4, 4=2,.2. 

Los cuales producen las 12 formas reducidas: 

ES) 30 ME E 32, 28) 

Esso (Edo, ls (ES 30): 

2.” Para D=19 es 1=4, y los valores de b y descomposicio- 
, 2 ; 

nes del número D— 6, las que siguen: 

¿=1 D-b0=18: no da descomposición útil ninguna. 

b=2 15=3, 5 

b=3 10=2, 

b=4 == 1038 

QU 
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Con estos datos se constituyen las 12 formas reducidas: 

(5372, 15) (E 2:92) E2A, $328) 

(E5,2, +73), (5,3, 72) (+3,4 +1). 

3. Para D=35, es A=5, y por consecuencia: 

=1 DY =34: no da descomposición útil ninguna. 

0 2 31 » 

b=3 26 » 

b=4 19 

b=5 10=1.10=29, 5. 

De donde se deduce que, para la determinante 35, existen solamen- 
te las 8 formas reducidas: 

E1,3, 240) (820, 20) 

(510,5 1) ((65/5,5,558): 

4, Para D="9 es 1=8, y, por lo tanto: 

2 Ds, AESTAN 
b=1 D—b =718: no da descomposicion útil ninguna. 

b=2 75 » 

b=3 == 0 

b=4 15 

b=5 »4=6. Y 

b=6 43: no da ninguna descomposicion útil. 

== 30=2. 15=3. 10=5. 6 

6=8 15=l0 11 =8% de 
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Y con estos datos se constituyen las 32 formas reducidas: 

(57,3) 210 MEE 7,439), 1(5/6, 9929), * (52, Y, $215) 

(23,7, 510), (9,736), (1,8, 715), (3,8, + 5) 

(210,377), (94377 (495,376) (215,7, $42) 

E ess Eat o esto Se Do (E 0, 8, 38). ) 

153.— Equivalencia entre una forma de determinante positiva y otra 
reducida. 

Guardando toda la semejanza posible con la doctrina de las formas 
de determinante negativa, vamos á demostrar ahora tambien que 

Toda forma con determinante positiva es equivalente 4 una forma re- 

ducida. 
Y aquí lo mismo que antes (144) vamos á servirnos de las formas 

contiguas en la demostracion. 
Sea (a,b, a') una forma dada, con determinante positiva. Para ha- 

llar la forma (a', 0", a”), contigua de la propuesta, recordaremos (137-a) 
que el coeficiente medio, /', de esta nueva forma, sólo puede tener un 
valor =— b (mod. 4'), y no otro alguno. Si, pues, hallado el valor de 

1", vemos que satisface á las condiciones 

vD—=(1)<4<yD 

ya tenemos mucho adelantado para calificar á la forma (a', 0, a”) de 
reducida. Pero dicho valor de /', determinado por la congruencia 
b' = — b (mod. a'), se halla comprendido efectivamente entre los lími- 

tes y D—(4) y y D; pues los números enteros 

A+ 1— (0), Ae (4), 0.0... Me lyrd 
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entre aquellos límites contenidos, constituyen un sistema completo 
de restos (mod. a'), entre los cuales se encontrará, y una sola vez, el 
valor de b'= — b (mod. a'). Luego, si por la sustitucion ya conocida 

0,1 S ' 
, ) en la cual 0= —(5+0'): a', trasformamos la forma (a, b, a”) 

11,0 
? 

en su contigua (a, b' a”), sólo nos resta averiguar si el tercer coefi- 

ciente de esta última forma satisface á la condicion (151-4.”) 

(a) = (a); 

en cuyo caso la forma (4, b', a”) sería ya reducida, y la demostracion 

estaria terminada. Si no sucede así, y, por el contrario, es (a) > (4”), 
calcularemos para la forma (4',b', a”), como lo hicimos antes, su 

” 

contígua (a”, 0”, a”), en la cual se verificarán desde luego las condi- 

ciones 

VD = ka DES D: 

y veremos si tiene lugar la otra, 

que probaria ser la forma nueva (a”, 0", a”), reducida. Y si esto no se 
verifica todavía, y, por el contrario, es (a”)>(a”), seguiremos apli- 

fl AS (a) ,(m)  (n+1) 
cando el mismo procedimiento hasta encontrar una forma la Dd e ) 

que sea reducida: y á esta tal forma vendremos á parar necesariamente 
despues de un número finito de trasformaciones, por ser finito el conjun- 
to de los números inferiores á otro positivo, determinado, (4). 

Conviene tener presente que, por el método explicado para obtener 
al fin una forma: reducida, no logramos conocer directamente si antes 

de esta última forma hemos ya pasado por alguna que fuera reducida; 
pues, como ya indicamos (151-4.”), existen formas de este género para 
las que no se verifican las condiciones especiales en dicho método em— 
pleadas. Mas, aparte de esto, el procedimiento anterior nos proporciona 

siempre, y es lo que realmente importa, una sustitucion, para convertir 
la forma dada en otra reducida, la cual está compuesta de las sustitu—- 
ciones sucesivas que en el mismo hayan ido presentándose. 
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Ejemplos. 1.” Sea la forma dada (4, 6, 7); su determinante D=8); 
y, por consecuencia, A=2. Como en este caso es (a') =7, la série 

Atl— (2), A2—(4), A43— (4), A4—(a), A5— (a), A1,) 

se convertirá en la numérica : 

—4, 3, —2, —1,0, 1, 2, 

entre cuyos términos existe uno solo = — 6 (mod. 7) que es | =7'. 

La forma contígua de la propuesta será, por lo tanto (7, 1,— 1), que 
no es reducida; pero, como en ella es (a) =1, se deduce en seguida 
D"=A= 2, y la forma nueva, contígua, (—1, 2, 4), que ya es reducida. 

Po e o. 
La sustitucion para pasar de la forma dada á su contígua es pe A : ) 

ed pie 

la sustitucion para pasar desde la segunda forma á la tercera y última 

1 AO S e 
es a 3); Y la sustitucion compuesta, que convierte la primitiva for- 

Eo! 

ma en la última, reducida, será, por consecuencia: 

1,=+0 RANA OS 

(asia E? 

2.” Para la forma (713, 60,5) es D=35 y, por lo tanto, 1=5. 

Con estos datos se halla la forma (5, 5, — 2), contigua de la propues- 

ta, pero en la que no se verifica la condicion (4) > (a'): por lo cual, si— 

guiendo el método expuesto, pasamos á su contígua (— 2, 5, 5), que sa— 

tisface á la condicion mencionada, y la declaramos, en consecuencia, 
reducida: debiendo de paso advertirse que lo era ya tambien la anterior 
(5, 5, —2). La sustitucion compuesta de las dos sucesivas, para pasar 

de la forma primitiva á la (5,5, —2), y de ésta á la (—2, 5, 5), me- 

diante la cual se convierte la forma dada en esta última, reducida, es: 

0,+1 A 
Pda NA AS 60): 
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3." La forma (62, 95, 145), cuya determinante es D= 35, por las 

sustituciones sucesivas 

0,1 0, 1 0,1%, 0 

E O A E a a 

se convierte respectivamente en las formas 

(145, —95, 62), (62, —29, 13), (13,39, (=2, 5, 5); 

de las cuales son reducidas la primera y la última. La sustitucion, com- 
puesta de todas las anteriores, que trasforma en esta última la propues 
la, es: 

—3, +10 

+2 ==) 

Demostrado plenamente que existe siempre una forma reducida, 
equivalente á cualquiera forma dada, con determinante positiva, y que 
el número de aquellas formas reducidas, para una determinante particu- 
lar, es finito, conclúyese tambien que: 

El mimero de clases de formas no-equivalentes, para una determinan- 

te positiva dada, es siempre finito. 

EQUIVALENCIA ENTRE DOS FORMAS REDUCIDAS. 

Si fuera tan sencillo probar la equivalencia entre dos formas reduci- 
das, mo idénticas, con la misma determinante positiva, como entre 

dos formas reducidas, distintas, con igual determinante negativa (146), 

bien fácil sería tambien determinar la equivalencia entre dos formas, 

cualesquiera fuesen sus determinantes; pero esta cuestion es algo emba— 

razosa, respecto de las determinantes positivas, y exige que vayamos es- 
tudiándola paso á paso hasta llegar á su solucion definitiva, 
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Comenzaremos por resolver el problema siguiente: 

154. —¿Evxiste siempre una forma, contigua de una reducida, que sea 
tambien reducida? 

1 
Admitamos por de pronto que así suceda, y que ) es la susti- 

id 

—1,0 

tucion consiguiente, por la cual se convierte la forma reducida (a, b, a”) 
en su contigua por la derecha, y tambien reducida, (4, b',a”). Entón- 
ces las raices «w y «', del mismo nombre, de cada una de estas dos 
formas respectivamente, se hallarán ligadas (150) por las ecuaciones 

1 1 1 
wm =09=— —— y Mw = = — 

1 S Se. 
10) 2) w—o0 

Supongamos, para mayor facilidad, que estas dos raices del mismo 

nombre son primeras; aunque las mismas relaciones existen entre las 

segundas. Como en toda forma reducida tienen signos opuestos los dos 
coeficientes extremos, y la primera raiz el mismo signo que el primer 
coeficiente, las dos fracciones impropias, w y «w', tendrán respectiva 

mente los mismos signos que 4 y 4'; y, por consecuencia, opuestos 
entre sí: en atencion á que el primer coeficiente «', de la segunda for- 

ma, es al mismo tiempo el último de la primera. Despues de esto, de las 

ecuaciones anteriores se desprende que w-—ó debe ser un quebrado 

propio, de igual signo que w; y 5, por consecuencia, un entero com- 

pletamente determinado: ya respecto de su valor absoluto, inmediata— 
mente inferior al de «w; yaen cuanto á su signo, que coincide con el de 

esta raiz. De todo lo cual resulta que una forma reducida (a, b, a') tie- 

ne, á lo más, una contígua de ella por la derecha (4,0 ', a”), que es 
tambien reducida. 

Mas, probado que la forma reducida (4,0, a”), puede tener una sola 

contigua por la derecha (4', 0', 4”), tambien reducida, ¿será posible 

demostrar además que esta forma (4, 4, a”) existe realmente? Para 

contestar á esta pregunta, designemos, como antes, por «w la primera 



472 

raiz de la forma propuesta (a,b, a), la cual será, por consecuencia, 

una fraccion impropia y del mismo signo que a; y determinemos el 

número 3 de modo que su valor absoluto (8), sea el máximo entero 

contenido en (w) (nunca = 0), y su signo el mismo de o. Por la 

; 0, 1 A, 
sustitucion así determinada 1 «], se convertirá la forma (a, b, a) 

= 19) 
? 

en una contígua, (4,0, 4”), cuya primera raiz 

1 

Í—w 
(y E 

será un quebrado impropio, de signo contrario al comun de w y a, é 
igual al de «'. Designando ahora por w,, y 4, las dos segundas 
raices respectivamente de las formas (4,0,4') y (4, 0, a”), entre 
ellas existirá, como sabemos, la relacion 

1 
Wi = _——— : 

00, 

de la cual, como «w, es un quebrado propio, de signo contrario al de o, 

y, por lo tanto, al de %; y 0 es un entero diferente de cero, se des- 

prende que 6 —«w, es una fraccion impropia, y, en consecuencia, w, 
una fraccion propia, cuyo signo coincide con el comun de 8, w, y 4; y 
es opuesto al de w' y 4. De donde se concluye que las dos raices, 
primera y segunda, w' y ws, de la nueva forma (4, 0', a”), tienen 

signos opuestos, y además que la primera, «', es un quebrado impro— 
pio, y otro quebrado, pero propio, la segunda «w',: condiciones que ca- 
racterizan á la forma (a', b', a”) de reducida. Luego: 

Toda forma reducida tiene siempre una sola forma contigua por su 

derecha, que es tambien reducida, y puede hallarse fácilmente del modo que 

hemos explicado. 
Siguiendo el anterior procedimiento pudiéramos demostrar además 

que para toda forma reducida existe una sola, contigua por su izquier— 
da, que es asimismo reducida; pero es más sencillo fundar esta demos- 
tracion en el principio ya conocido (151-3.%) de que dos formas socias, 
(a,b, a) y (a,b, a), son simultáneamente reducidas, ó no reducidas. 

En efecto, cuando la forma reducida, (a, b, a”), tenga una contígua 
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por su izquierda (4, 'b, 4), que sea tambien reducida, la socia de la 

primera, (a, b, a), y reducida, por consecuencia, tendrá la contígua 

por su derecha (a, 'b,'4), que será tambien reducida; y recíprocamen- 

te: si esta forma (a, 'b, 'a), es contigua por la derecha de la forma re- 

ducida (a, b, a), y á su vez reducida, la (a, 'b, a) lo será asimismo, y 

contígua además por la izquierda de la (a, 5, a'): y, como acabamos de 
demostrar que para una forma reducida (%',b, a), sólo existe una, con- 
tígua por su derecha (a, 'b, 'a), que es tambien reducida, resulta final- 

mente que: 

Toda forma reducida tiene siempre una sola forma, contigua por su 

izquierda, que es tambien reducida. 

155.—Distribucion en periodos de las formas reducidas correspondientes 

4 una determinante positiva. 

En conformidad con los principios demostrados, pueden todas las 
formas reducidas, correspondientes á una determinante positiva D, 
distribuirse en periodos, los cuales se formarán del modo siguiente: 

Elíjase una forma reducida cualquiera ¿,, para la determinante 

dada, D, y marquemos con indices positivos sus contiguas reducidas, 
sucesivas, por la derecha, y con negativos las contiguas por la izquier— 
da. La série constituida por estas formas, 

Seta pul ia palia Il Pag] AID depa anos a 

está completamente determinada por la forma elegida Py) de la cual 

se deducen todas las demás, equivalentes con ella. Ahora bien, siendo 

finito el número de formas reducidas para una determinante D, claro 
es que todas las formas comprendidas en la série infinita, anterior, no 

podrán ser diferentes; y, por consecuencia, prolongando dicha série des— 
de cualquiera de sus términos, por precision habremos de tropezar con 
otro, idéntico al que tomamos como punto de partida. El conjunto de 
formas ó términos distintos, que median entre uno de éstos y su próximo 
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idéntico se llama pertodo de la forma fundamental de la séric. Fijémo- 
nos en una forma ó término de esta série, P siendo de signos opues- 

Los los primeros coeficientes de dos formas ó términos consecutivos, ten- 
dremos que pasar por un número par =2m, de estos términos, hasta 1le— 

gar á la forma opi idéntica á la elegida P,.5 Y, Como cualquiera de 

las dos formas, A Ú tiene una sola reducida, contígua por la p 
Sp 20? 

derecha, y otra sola por la izquierda, las 4 , y tambien 
p.+1 y Puy 142 

las O dela rl LO general, cada dos formas, entre cuyos Ín- 

dices exista la diferencia 21, serán asimismo idénticas. Luego en toda 

la série mencionada existirán á lo sumo 22 formas ú términos diferen- 

les, á saber: 

NS ; 
to Py Pa Pan—2 Pan—0 

con tal que ninguna de las formas q,, P,> +... Pano Sea idéntica á la 

primitiva ,; porque, si fuesen idénticas, por ejemplo, ¿y Poca lo 

serian tambien PTA Si admitimos, pues, que 2n es realmente PS 

el número de formas distintas, la série que las contiene se compondrá 
de este período con 2% formas, sucesiva é indefinidamente repetido, 

por derecha é izquierda, siendo idénticas cada dos formas, EOS 
L va 

siempre que la diferencia de sus índices (y — y) sea divisible por 2m; 

y recíprocamente: cuando dos formas, f, y ,, sean idénticas, sus 

índices satisfarán á la congruencia p.= (mod. 22). 
Puede suceder que el período definido, de 2% formas, contenga pre- 

cisamente todas las reducidas para la determinante propuesta 2D; pero 

tambien es posible lo contrario: esto es, que, además de las 2 exis 
tan para dicha determinante otras reducidas todavía. Designando, en 
este último caso, por Y una de las formas no contenidas en las que 

componen el período 2%, no habria inconveniente en constituir un 
nuevo período con 2m formas, 

/ ! 
a y U 

OU da am—2? 2m=1 ? 

que serian entre sí diferentes, y diferentes tambien de las inclusas en el 
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primer período; pues, si los dos tuviesen una forma comun, esta última 
série y la primitiva, que sólo de un modo podrian entónces deducirse de 
tal forma comun, serian idénticas: contra lo supuesto. 

Si todavía no estuviesen agotadas por los períodos 2% y 2m, todas 

las formas reducidas, correspondientes á la determinante 2D, formaría- 

mos un tercer período; y así proseguiríamos hasta concluir de agrupar 

en períodos todas las formas reducidas para la determinante dada. 
El conjunto de estos períodos es necesariamente finito; y el número 

de términos que cada uno de ellos contenga podrá diferir de unos á 
otros, pero siempre, como se ha dicho, será par. 

Ejemplos. 1.” En el artículo (152) hallamos el sistema de formas re— 

ducidas para la determinante D= 13. Tomando como punto de parti- 
da una de ellas, (3, 1, —4), por ejemplo, se obtiene el siguiente pe- 
ríodo de 10 formas: 

2, =(3, 1, —4) 7, =(-4,3,1) 

2, = (1,3, —4) 7, =(—4, 1,3) 

?, = (3,2, —3) o. =(—3,1,4) 

o. =(4,3,—1) o, =(—1,3, 4) 

2, =(4, 1, 8) e, =(— 3, 2, 3) 

El cálculo de este período se efectúa como sigue. Ya dijimos que 

para hallar la forma (4, 0, a”) contigua por la derecha de la (a, b, a) 
sólo teníamos que buscar su coeficiente medio /', completamente de- 
terminado por la congruencia b' = — b (mod. «'), y las condiciones 

HEN) <= N 

y el cual es conocido inmediatamente por el sólo aspecto de la forma. 
En el ejemplo propuesto es (a,b, a) =(3,1, —4) y 4=3; de modo 
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que el coeficiente )' de la forma , estará determinado por las condi- 

clones 

y =—1 (mod. 4), 0<D<3, 

y será, por consecuencia, b' =3W3. Hallado /, y-despues 06=1, re- 
sulta: 

a” = ———= =4+(0—b0)0=3+(1—3).1=1 

y la forma e, =(—4,8, 1). Ahora buscaríamos la forma contígua por 1 
la derecha de la ya conocida ¿,, y así continuaríamos hasta encontrar 

nuevamente la forma primitiva q: lo cual ocurre en el ejemplo pro- 

puesto con la ¿,,, contígua tambien por la derecha de la forma 

e, = (3,2, 3). Hallemos, pues, para verlo claramente dicha forma 

eN => 3 (0, - : cos ? y: Su coeficiente medio 2%” estará determinado por las condiciones 

¿2 = 2 (mod. 3), 1<8' <3, 

am 7 10 : 
y será, por lo tanto, n= l; y, en consecuencia, ó=—1,a —á, 

y, al fin, 9... = (8,1, 4 =p, 

Pero las diez formas primitivas, de primera especie, que componen 
el período así hallado y antes escrito, no son todas las formas reducidas, 
correspondientes á la determinante 13; quedan fuera de él dos todavía, 
primitivas, de segunda especie, , 

o, = (2, 3, — 2), a = (— 2, 3, 2), 4 

que constituyen evidentemente un segundo período. 
2.” Para la determinante D= 19, existen los dos periodos de seis 

términos cada uno: 



477 

e, = (3, De == 5) Pr = (= >, 3, 2) 

2=0,3-5) 4 =(55,33) 
o, =(3, 4, —1) o, = (1,4, 3) 

y 

Y (— 3, 2, 5) An A 

d, = (— 2, 3,5) 0 (5, E) 

1, =(=3,4,1) Y, = (1,4, —3) 

3.” Para la determinante D=35 los cuatro períodos, de dos térmi- 

nos cada uno: 

9 =(1, 5,10)" q =(=10,5, 1) 

4 =(10,5,— 1) y =(= 1, 5,10) 

Xx. =(2, 5,— 5) 1 =(= 5,5, 2) 

(DN Dr 0) (ON) 

4.* Por último, las 32 formas reducidas, correspondientes á la deler- 

minante D= "79, se distribuyen en cuatro períodos de á seis térmi- 
nos, y dos de á cuatro. Uno de los períodos de seis términos es el si- 
guiente: 
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De este solo período se deducen fácilmente los otros tres. Para esto 
permútense los coeficientes extremos de la forma ¿,= (7,3, —10), y 

resultará esta otra (— 10, 3,7), á la cual, si se ha de conservar la con- 

tigitidad establecida, deberá seguir la ¿. despues de efectuar en ella 

:5 
la misma permutacion; ála y la y y “on igual modificacion, etc. La 

permutacion de los coeficientes extremos en las formas del período es- 
crito, por consecuencia, lleva consigo la inversion de derecha á izquier- 
da en el órden de aquéllas. 

Del modo que hemos dicho se obtiene un segundo período; y, mu- 
dando despues los signos á los coeficientes extremos de las formas con- 

tenidas, en cada uno de los dos períodos ya conocidos, obtendremos los 
otros dos períodos que buscábamos. 

Uno de los de cuatro términos es el siguiente: 

= (1, 8, — 15) Y, =(= 15, 7,2) 

4 =(2,7,—15) 4, =(=18,8, 1) 

del cual se deduce el otro, cambiando los signos de los coeficientes ex- 
tremos de sus términos. 

155 *.—Pertodos de las formas socias, y ancipites. 

Entre las llamadas por Gauss (*) generales, todavía hay algunas ob - 
servaciones acerca de los períodos definidos que merecen ser conocidas. 

Ya dijimos (151-2.”) que dos formas socias (a, b, a') y (a' b, a) eran si- 
multáneamente reducidas 6 no reducidas; y tambien que, si para la for- 
ma reducida (u,b, a”) existe una contígua por su izquierda, é igual- 
mente reducida (a, 'b, 4), para la forma, socia de aquella y reducida 
(a', b, a), existirá tambien otra, contigua por su derecha (a, 'b, 'a), que, 

(*) Werke, t. 1, pág. 170. 
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será asimismo reducida. Desarrollemos, pues, los períodos de las dos 
formas socias (a, b,c) y (c,b, a), y designémoslas, segun el lugar que 
en los mismos ocupan, respectivamente por e, y Y. Conforme á los 

principios recordados, las dos formas brigade Y, , Serán tambien so- 

cias; y, en general, cada dos formas, il Y, y, Siendo % un nú- 

mero entero: de donde resulta que los períodos correspondientes á las 
dos formas socias propuestas constan del mismo número de términos. 

Gauss denomina tambien periodos socios á los períodos de las formas 
del mismo nombre. 

Pero puede suceder más todavía, á saber: que los periodos socios 
sean idénticos, de modo que la forma misma $) , sea un término del 

v 

período de la otra forma iO entónces, evidentemente, las formas so- 

cias de cada una de las formas contenidas en este período serán tambien 
términos del mismo. Representemos, pues, por ¿4 la forma socia de 

la ¿,: en esta hipótesis, como los coeficientes extremos de toda forma 

reducida tienen signos opuestos, y los primeros coeficientes de las for 
mas sucesivas de un período van siendo alternativamente positivos y 
negativos, el índice r de la forma 2 tiene que ser por precision un 

número impar. Designémosle por 212 — 1, en conformidad con las ob- 
servaciones expuestas: entónces las formas , y ?, _,, Serán socias; 

lo mi á ismo sucederá con las q, y con las 2 y, ,» Por P > 12m—1—h 

consecuencia; y tambien, si 22 es el número de términos del período, 

con las 9 = 0 E repre r y AA O A Luego, representando por (4, B, C) 

cualquiera de las formas ES su contígua por la izquierda 
mn? 

será idéntica con la (C, B, 4), y, por tanto, 2.B = 0 (mod. A): lo cual 

quiere decir que las dos formas y y Pr. Son ambiguas; y diferen- 

tes además por no verificarse la congruencia mM =M + mn (mod. 21). 
En el período de cuatro términos antes expresado son ancipites las 

formas (1,8, —15) y (2,7, — 15). Resumiendo cuanto precede, di- 

remos en lenguaje vulgar que: en todo periodo, socio de sí mismo, existen 
siempre dos formas ambiguas. 

Recíprocamente: si en un período cualquiera existe una forma am- 
bígna (4, B, €), lo será tambien su contígua por la izquierda y socia, 
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(C, B, A): en cuyo caso, por consecuencia, no habrá una, sino dos for- 

mas ambiguas en el mencionado período. Luego: ningun pertodo puede 

contener una sola forma ambigua. 

Supongamos ahora que, además de las dos formas ambíguas y y 

in existe otra ¿, en el mismo período. Por ser y, ambigua, las 
im 

y 7, Serán socias, y tambien las y, . y p,5 la forma (do) 
ts—l Pagas 

porlotanto, será idénticaá la Pa y —1 Y £n consecuencia, 25=2m (mod. 21), 

6 bien, s=M, 6 s=m-+2 (mod. 22). Luego: en un mismo periodo 
no puede haber más de dos formas ambiguas. 

En conclusion: los casos enumerados sólo pueden ocurrir evidente— 
mente en el período de una forma que sea equivalente á su socia en el 
sentido propio, y, por consecuencia, impropiamente equivalente á sí 

misma, esto es, en el período de una forma perteneciente á una clase 

ambigua. Que, si la forma es de esta clase, en su período estará conte= 
nida tambien su socia, y, por lo tanto, existirán en el mismo dos for— 

mas ambiguas, se desprende de otra proposicion más general que de- 
mostraremos más adelante. 

156.—Desarrollo en fraccion continua de las raices de las formas redu- 

cidas con determinante positiva. 

Las investigaciones precedentes, acerca de los períodos en que pue- 
den distribuirse las formas reducidas para una determinante positiva, 
nos conducen como por la mano al desarrollo de las raices de estas for- 
mas en fraccion contínua. Elijamos para forma generativa, entre las de 

un período, aquella ¿,, Cuyo primer coeficiente sea positivo: así será 

tambien su primera raiz w,. Designemos asimismo por er la primera 

raiz de la forma uv p,5 Por 5, el cuarto coeficiente de la sustitucion 
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que trasforma la ¿£ en su conlígua por la derecha 2, .: ypor dk, el 
pe 1p+l 

valor absoluto de dicho coeficiente 2, . Como este 5 tiene igual 7 
signo (154) que la raiz o, , y su valor absoluto k , coincide con el 

La (57 

máximo entero contenido en el valor absoluto tambien de aquélla; y, 
por otra parte, las raices sucesivas 07 0,7 Os +:0». SON alternalivamen- 

= DO . . U , . .s 

le positivas y negativas, la cantidad (— D)'w será siempre positiva, 
pe 

y, en consecuencia: 

Entre las raices sucesivas w ,0w w existen las rela- 
[7 abs 

ciones (150): 

p E 0) p+1 Pp+l a E 
p+1 +2 

que, multiplicadas convenientemente por E 1, 06 =p 1, á fin de que 

sus primeros miembros sean siempre positivos, se convierten en estas 
otras: 

l l 
O Je SE) Re === 00000 

l (qS == com cp p---1 pH 1 a 0) 

de las cuales se deduce para las fracciones impropias, positivas é irra- 
a ; 17) > > NO 

cionales (—1) vw, + la fraccion contínua infinita, 

que puede escribirse abreviadamente de este modo: * 

(A a A: 
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Ahora bien, constando el periodo de las formas reducidas +, de 24 
términos, evidentemente será a = o, y tambien Ea =k,: de 

lo cual se desprende que los términos k de la série infinita anterior se 

repiten por grupos, compuestos á lo sumo de 2% de aquellos; y, de 

consiguiente, que la fraccion contínua, equivalente á la raiz w, , es pe- . 
riódica. ' 

Ejemplos. 1.” Para la determinante 7 = 13 tomamos como forma 

generatriz la (3, 1, —4)=+,, de la cual dedujimos el período corres- 

pondiente (155). De las diez formas 2, contenidas en este período, me- 

diante la igualdad O as deduciremos sucesi- 

vamente los valores del coeficiente 0 á saber: 

k=1, k,=6, k=1, k=1, k =1 

y la fraccion contínua, por consecuencia, equivalente á la primera raiz 

eN de la forma o = (3, 1, —4): 

y IN a A 

Si consideramos ahora el otro período de dos formas, para la misma 
determinante, 

y =(2,3, 2), Y =(2,3,2), 
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hallaremos por el mismo procedimiento: 

S o 
d, 1). == 8) 

1 

y. de consiguiente: 

ko = De k, =3, 

de donde resulta que la primera raiz de la forma 4 = (2,3, —2) es 

Tanto respecto del periodo de las formas «4, como del de las Y, nó- 
tase en este ejemplo, que el número de términos, en los períodos de las 
fracciones continuas correspondientes, es la mitad del número de formas 

o 6 L que aquellos periodos contienen: circunstancia de la que habla- 
remos más adelante. 

2." Del período de seis formas para la determinante 7 = 19, se ob- 
tienen los valores siguientes: 

9 =+1, 5 =-3, 8 =-+1, 9, =—2, 6, =+8, 8, =—2 

k=1, k=3, kh =1, k,=2, k,=8, k_=2; 

y, por consecuencia: 

1 MO 
.) 

E ES O 

3. Del período de seis términos, escrito para la determinante 

D="19, se deducen: 

IS 0 O == 10, == 2 0 O. 

A A A A 1 2 

y, por lo tanto: 

3=e y 19 
10 =(1,5,3,2,1,1;1,5,3,2, 1, 1; ......) 
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Del período de cuatro términos para la misma determinante resultan 

los valores: : 

S S ES S 
ON= Yi == (0). = | 0. == 16 A +1 0, / A == lo e 

lb = Il, .=7 po =Al, k.= 16; 
0 1 2 3 

y la primera raiz de la forma 1 = (1,8, —15) será, por consecuencia: 

S+ v 79 : 

15 » 

Por una permutacion ordenada y sencilla en los términos del perío- 
do de esta fraccion contínua se hallan las correspondientes á las prime- 
ras raices de las otras tres formas Y, = (+ 15,.7,2), 00. = (2) 1 — 10) 

que son las siguientes: 

ISE y7S 
: > A 

79 
A As 

.) 

8+y79 : ; 
A AO 

(*) La forma (1, 0,— D) es equivalente á la reducida q, = (1, A, MD): des- 

arrollando el período correspondiente á esta forma, la última de aquél será eviden- 

temente Y Pon—1 = 02 —D,1,1): y de aquí se desprende el desarrollo 

1 : 

E = (kh, > h, AE o k, y Mr RA o ) 

y, por tanto: 

V D=0(; ho h, E h de Ma a ARES SUN ) 
n—2 “n—1 n—2 1 

Análogo desenvolvimiento ocurre siempre que existan en un período dos formas 

ambíguas (155).—Véase el Apéndice I 
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formas de determinante positiva. 

Hemos demostrado que las raices de una forma reducida pueden 

desarrollarse en fraccion contínua; y, apoyándonos en las propiedades 
de las fracciones así determinadas, vamos ahora á resolver la cueslion 

fundamental de si dos formas reducidas, con la misma determinante, 

mas pertenecientes á distintos períodos, podrán ser, 6 no, equivalentes: 

6 bien, si dos periodos diferentes de formas reducidas, para una deler— 
minante positiva podrán contener, ó no, formas equivalentes. Las pro- 

piedades de las fracciones contínuas, de las cuales depende cuanto á 
renglon seguido vamos á decir, no son, sin embargo, las más conocidas 

y vulgares, expuestas en los libros elementales de Algebra; sino otras 

de órden superior, que, para evitar largas digresiones en el cuerpo de 

la obra, hemos condensado al final,.en el Apéndice [, y que, si el lector 

no conoce, debe imprescindiblemente tratar de comprender, antes de 

pasar más adelante. Dándolas ya por sabidas, es como vamos á conti- 

nuar desenvolviendo el hilo de nuestros razonamientos. 
Sean, pues, (%,0,c) y (4, B, UC) dos formas reducidas y equiva- 

lentes en sentido propio. Como todas las formas de un mismo periodo 
son equivalentes entre sí, podemos admitir desde luego que los prime- 
ros coeficientes 4 y A, y, en consecuencia, las primeras raices de 

estas dos formas, son positivas; porque, de no ser así, de seguro se veri- 

ficaria tal condicion en las formas inmediatamente contiguas á las pro- 
puestas. Hagamos, por abreviar, (4,b,c)=w y (4, B,C) = e y 

“0 

calculemos (155) para estas formas los períodos que las contienen; sus 

primeras raices respectivamente w, y 2, se desarrollarán en las frac- 

ciones contínuas regulares: 
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Por ser equivalentes las formas q, y P, existirá siempre una bras- 

%, 

Y 
formacion 7 de la primera en la segunda, cuya determinante es 

0) 

ao—Ppy=1; 

y, entre las raices primeras w, y Q de aquellas formas, la relacion 

consiguiente 

A 200 

6) = 
( ) apa: 

0 
> 

De las dos últimas ecuaciones, teniendo en cuenta que % no puede 

ser Cero, porque entónces sería A =cC, y, por consecuencia, 4 ne- 
galivo, se desprende (*) la igualdad 

o, = CASUAL hosba 7, 8", Q) 

y, por lo tanto, esta otra: 

0, = YE MIME POS, Ko LK, CSS ) 

en cuya fraccion contínua infinita, á contar por lo ménos desde el lér— 

mino Ko no existe irregularidad alguna, y el número de los elementos 

y,Mm,M,....1, 8 es par =2y. Esta fraccion continua será regular 
cuando [$ sea positivo, porque entónces, como «, >1, lo será tam- 

bien +y'; pero, si fuera f£'=0 6 negalivo, se trasformará en regular, 
segun sabemos (Apénd. 1). En tal conversion, tomando p. suficientemente 
grande, permanecerán invariables los elementos A,, XA, ....-5 y los 

1532 1154 

anteriores á éstos, y”, M,M, ..... mp, ES K E 1 + en número de 

(*) -Apéndice I. 
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(27 + y), serán sustituidos por otro número v de elementos, cuya di- 

ferencia con el anterior (27 +) será par, esto es, y = p.(mod. 2), en 
virtud de que es positivo el valor de la fraccion entera, Ahora bien, 

como la raiz 0, puede desarrollarse de un solo modo en una fraccion 

continua regular, los números 

K NA EE 
y y. 1 p 42 

deben coincidir con los 

ke, E, e ko EocaR 

Y, por consecuencia, si p+/ es un múltiplo del número de for— 

mas contenidas en el período de P, y número par, por lo tanto, el 

número v+%/ será tambien par =2%w, coincidiendo así los elementos 

con los 

de lo cual resulta inmediatamente la igualdad 

0. == 

Pero toda forma se delermina completamente, segun sabemos (149), 

por su raiz primera; y esto prueba, como expresa la última igualdad, 
que la forma P_ debe ser idéntica á la q, , y encontrarse, por con- 

2 Ai ñ 

secuencia, entre las que constituyen el período de la y. Luego: 
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Dos formas reducidas, equivalentes, con determinante positiva, perte- 

necen al mismo periodo; dos formas reducidas no serán equivalentes cuan 
do pertenezcan ú periodos distintos. ] 

El método que de esta ley se desprende, para probar si dos formas 
dadas, con igual determinante positiva, son, 6 no, equivalentes, es muy 

sencillo en teoría: se reduce á buscar dos formas reducidas, equivalen 

les respectivamente á las dos propuestas, y ver si las formas reducidas 

halladas pertenecen al mismo período, 6 á periodos diferentes. En el 
primer caso habrá equivalencia; y por el procedimiento indicado se 
hallará tambien una sustitucion que convierte una de las formas en la 

otra; en el segundo, no serán equivalentes las dos formas dadas. 
Ejemplo. Sean las formas (713, 60,5) y (62,95, 145) que tienen 

la misma determinante positiva 1 =35. La primera por la sustitucion 

0, 1 ; , 
p iS se convierte en la reducida (5,5, — 2); la segunda, por 
== 

O 
mm la sustitucion ) en la reducida (— 2,5, 5). Estas dos for 

2 

mas reducidas pertenecen al mismo período de dos términos 

(5, 5, —2), '(— 2,5, 9) 

: 7 OP 
y la primera se trasforma en la segunda por la sustitucion A - |). Lo 

=11,5 2 

cual demuestra que las dos formas dadas son equivalentes; y, como la 

o e —10 O 
Sustitución rm 

¡=2, 3 SL => 7) 

convertirá en la segunda por la sustitucion compuesta: 

0, + 1 0,1) (7% 10 (3,5 
die —1,5 el +41, +68) 

Dos palabras para concluir que no dejan de ser interesantes. Sabe— 
mos (137) que las formas socias son siempre en el sentido impropio equi- 

) es la inversa de la ) la primera se 
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valentes: luego, si las formas reducidas ¿ y P lo son tambien del 

mismo modo, y s es la forma socia de ¿, las formas P y «G serán 

equivalentes en el sentido propio, y, por lo tanto, la forma s estará 

contenida en el período de la forma P. Mas, si las formas y y P son 

propia é impropiamente equivalentes, es claro que, tanto ¿ como «s se 

encontrarán en el período de la forma P: por cuya razon este período 

será socio de sí mismo y contendrá dos formas ancipites, como ya de- 

mostramos. Y así se confirma además el teorema (1557). 

CAPITULO VI. 

Del segundo problema fundamental de las equivalencias 

para las determinantes positivas. 

158. —Resolucion de la ecuacion de Pell para las determinantes positivas. 

En el artículo (142) resolvimos esta ecuacion, respecto de las deler= 

minantes negativas, dando por concluido allí el segundo problema fun= 
damental de las equivalencias para dichas determinantes. Vamos á re 

solver ahora la misma ecuacion, respecto de las determinantes positivas, 

para terminar completamente tambien el segundo problema fundamen— 

tal de las equivalencias, relativo á estas últimas determinantes, funda— 

dos en los principios que nos han servido para resolver el primero, ex- 

plicados al por menor en el capitulo precedente. 

Vamos, pues, á resolver la ecuacion 
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en números enteros, para cualquier valor positivo, no cuadrado, de la 
delerminante D. 

Para esto recordemos ante todo la íntima conexion que existe entre 
la ecuacion anterior y el segundo problema de las equivalencias. Si 

. cl a, f 
(a, b,c) es una forma, con la determinante D yel divisor 9, y | ” Ñ YA, a 

una sustitucion propia, por la que se convierte aquella forma en sí mis- 

ma, siempre se verificará el sistema de ecuaciones : 

t— bw . cu au i+=0b0u 
2) q === == Y = > ==. 

(oy (o [o [o] 

en las cuales representan 7, dos enteros determinados por la ecua— 

cion arriba escrita. Cada solucion (%,w) de esta misma ecuacion pro= 

duce, reciprocamente, mediante las últimas expresiones para a, (3, y 0, 

E ) que convierte en sí misma la forma (4, b, C). 
Y. 0 
4 

una sustitucion 

Los principios, ya aludidos, expuestos en el artículo que antecede, 

nos proporcionan tambien, como veremos, el medio de encontrar direc— 
E 

, a, Pp 

tamente todas las trasformaciones | * 
pee 

determinante positiva /, en sí misma; y, en consecuencia, todas las 

soluciones (1, w) de la ecuacion indeterminada de Pell. Pero antes de 
abordar de frente este asunto, debemos hacer algunas consideraciones, 
conducentes al mismo, acerca de los períodos de las formas reducidas. 

Sabemos ya que la série de los elementos /l, de la fraccion conti- 
nua en que se desenvuelve la primera raiz «,, de una forma reducida 

) de una forma reducida, con la 

¿ , contiene un número par =2m de lérminos, á saber: 
$)? 2 

Pao RSS RS RO O : 
o! 1 2) 2n—1 

que se repiten periódicamente; y que este número 2%, es además el 
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de las formas reducidas, inclusas en un período juntamente con la Pel 

Pero hemos visto tambien, por el contrario, en algunos ejemplos, que los 
períodos de los números k, en las fracciones contínuas, equivalentes á 
las raices de las formas, constaban de un número de términos menor 

que el de las formas contenidas en el período correspondiente á una de 
ellas y del cual aquellos números k sederivaban: como acontece, por ejem- 
plo, con el período de diez formas para la determinante 13, que sólo 
produce un período de cinco términos para los elementos % de la frac- 
cion contínua; é importa mucho averiguar cuándo pueden ocurrir hechos 

semejantes. 
Designemos para esto por 21, el número de los términos de un pe 

ríodo de formas, y por m el de los términos de un período cualquiera 
en la série de los elementos /: entónces, conservando la notación an- 

les usada para las formas y sus raices, tendremos, cuando m sea par: 

de donde vw 059 
Mm 

será idéntica, por tanto, á 2, Y M, en conse— 
in 

cuencia, un múltiplo de 22; y esto prueba que en este caso no puede 
existir ningun período con un número par de términos k menor que el 
que expresa el de las formas de que los números k se derivan. Pero, sí 

m fuese impar, siempre seria 27m tambien el número de términos de un 

período en la série de los números (, y, en consecuencia, múltiplo de 22, 

segun lo demostrado antes: para lo cual deberia ser -%W por lo ménos 

igual á 2. Es decir que el caso de ser el período de los números lk me- 
nor que el 2n de las formas correspondientes, sólo puede ocurrir cuan- 

do 2 sea impar; y entónces, como vimos en el ejemplo citado, el pe- 

ríodo de los números k puede constar de % términos; siendo además, 

por esta razon, + ==—0,, y, por consiguiente, e. = Cy do =0, a. ==, 

No creamos, empero, que así sucederá siempre que 2 sea impar; pues 
tambien sabemos que los dos períodos de las formas correspondientes á 
la determinante D=19, constan de seis términos cada uno, yes, 



492 

por lo tanto, 4 =3; y el periodo consiguiente de los números /k no 

se compone de 3, sino de 6 lérminos (*). 
5 z 2 2 2 

Para resolver ahora la ecuacion indeterminada ¿—Dn =05, en 

la cual D representa un número entero, positivo y no cuadrado, sujeto 
, e eel y 2 2 
á una de las dos condiciones D=0 (mod.7) 06 4D=x (mod.45 ), 

tomemos como punto de partida una forma reducida cualquiera (a, b, €) 

*) La circunstancia de que el número de términos del período en la fraccion 

contínua sea la mitad del número de las formas que constituyen tambien un pe- 

ríodo, se presenta sólo cuando las formas (4. b,c) y (—0,b.—c) son equivalen 
les; y del artículo (157) se colige que así debe ocurrir siempre. Procediendo, para 
determinar la equivalencia de estas dos formas, como en el caso del artículo (141) 

A 125 

encontramos ahora que los coeficientes de toda sustitucion, ( cs DA por la cual se 
Yis e) 

convierte la forma (4, b,c), con la determinante 7 y el divisor s, en la (—4, b.—C), 

se hallan expresados por las fórmulas 

t= bu co au + bu 
== := o PR= Y = == == ==> (1 

y a G G 

donde / y » representan dos enteros que satisfacen á la ecuacion 

PD = 5 (11) 

Y. recíprocamente: deducidos estos números, 7.1%, las fórmulas (1) producen 

una sustitucion con la propiedad antes señalada: lo cual quiere decir que la cir- 

cunstancia, de que antes hablamos, se presentará siempre y exclusivamente cuando 

la ecuacion (II) sea posible. Si tiene lugar en el período de una forma cualquiera, se 

verificará asimismo en todos los períodos de las formas perlenecientes al mismo 
, . A . 2) 2 . pa 

órden (140); y, si además la ecuacion /*—Du*=—1 es posible, ocurrirá en los 
períodos de todas las formas que tengan la misma determinante D. 

Esto último sucederá siempre que sea, por ejemplo, D=¡ 81, y p un núme- 

ro primo == 1 (mod. 4). En efecto, designando por 7, U la solucion minima po- 
ya . y 12 .. = 

sitiva de la ecuacion 7%2=DU?*=+1. 7 será impar. U par. y 

EE e a 
5) Y) 
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con la determinante D y el divisor 3: forma que siempre existe, se— 

gun demostramos (140) y (153). Si admitimos además, en lo cual no 

hay inconveniente, que 4 sea positivo, y ce entónces negativo, la pri- 

mera raiz w, de la forma supuesta (2%, b,c). será positiva, y. por con 

secuencia: 

» A e . MM 
7 a 0 
(A om—2? “am 7) 

designando 2% el número de términos del periodo de las formas, y / 
un entero cualquiera positivo. Estableciendo las igualdades 

será (*), segun la ecuacion tantas veces repetida, 10—fy=1. 

Ahora bien, como los dos factores del primer miembro de esta última ecuacion, 

por diferenciarse en una unidad, son primos entre sí, solo uno de ellos puede ser 

divisible por D. Si hacemos, pues, T—1=2 Df , T+ 1=32f8 UA eS 

sultará y —D/f?=+1. y f<U, contra lo supuesto de ser Y el mínimo: lue- 

go deberemos establecer 7+1=2Dyg?, T—1=2/f?, U=2fg, y entónces 

P2=Dyg?=—1: que es lo que pretendíamos demostrar. 

Dada la posibilidad de la ecuacion (II), se encuentran resultados notables exa- 

minando los períodos de las formas ambiguas. Para coneretarnos al caso más senci- 
llo, supongamos que la ecuacion 

A RN 

es resoluble. Si A represerfta el máximo entero contenido en Y D, la forma 
2 z . , , , . 

v,=(1,4,14 — D) será reducida y ambigua, con su período de 21 términos: y 
5 z ES, E pen 2 : 32 por consecuencia, 2 impar =2m-+1; sa 1 1» Ay DX5)) Po, [DMA 1). 

de donde se deduce: 9, = (a, b,—4), O (a, b, a); y, finalmente: D=44 +0: 

siendo 4 impar y primo con 5, en virtud de que la forma «¿es primitiva de la 

primera especie. La descomposicion en dos cuadrados de un número primo 
D= 1 (mod. 4), fué ya demostrada (148). 

(*) Apéndice I, 
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A AN Us a ; 
[A, IN —2) B [A,, a al 

== lol ona lA == A corola 
¡=[A,, A, 2792) [K, EE La) 2m—1* 

. 
0. (Mm = Dr oo y . y 4 
le 2m—a "omm—10 93 

dm = SOON) y A Ao 2, A, o po 

de donde resulta: 

y —+ 1) 10) 

A A O 
ao Bo NO) 1 2-2" —2m—1 / 

, Y. a, 
Ahora bien, la forma (a,b, c), por la sustitucion e), se con- 

AS : 

vierte en otra equivalente á ella; y entre las dos raices primeras, w y 
w', de una y otra forma, existe la relacion (150) 

a+ 

de la cual, y de la última igualdad se desprende que «+ =0w'; y, como 

una forma está completamente determinada por su primera raiz, resulta 

finalmente que la forma (a,b, c) torna en sí misma por la sustitu- 

A le :) 
cion de 

e 

Dando, pues, al entero / los valores sucesivos de la série natural 

1,2,3,..... los numeradores y los denominadores de las reducidas cor- 

respondientes, que ocupan los lugares 2/m—1 y 2/%n, constituirán 

6 ñ a, 9 . 

una sustitucion f ,) que convierte la forma (4,0, c) en sí misma 
E 

(cuando n=1 y tomemos A¿=1, será a=1, B=k,, y=k,, 0=k, k +1. 
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Los cuatro coeficientes u, ($, y. 0, son siempre positivos; y, por otra 

parte, los numeradores y los denominadores de las fracciones reducidas 

van creciendo constante y necesariamente á medida que / crece; y 
esto prueba que dos valores diferentes de / producen dos sustitucio= 

a, B AE 
nes | >) tambien diferentes. 

des 
Pero debemos demostrar tambien la recíproca, esto es: que del modo 

a 

explicado se hallan todas las sustituciones ¡ Ñ , que convierten en sí 
AS 

misma la forma (a, b, c), y cuyos coeficientes «, f, y, 5, son todos po- 

E a, B 
sitivos. Para esto representemos por . | una cualquiera de estas sus- 

Mao . 
tituciones: desde luego se verificarán las ecuaciones 

E y+00 
ao—By = L RA 

02 10) 

de la última de las cuales resulta la siguiente: 

Bo + (2—0 0 —y=0. 

Esta ecuacion, como de segundo grado, tiene dos raices: una (151) 

de ellas, comprendida entre 1 y +00, yla otra entre —1, y 0: lo 
cual exige que su primer miembro sea negativo para w= 1, y positi- 

vo para «=—1l, y, por consecuencia, que se verifiquen precisamen- 
le las desigualdades: 

y+i>0o+p y PB+ró>a+yY. 

7 
Para hacer constar, como deseamos, que -— y — son dos redu- 

Y ? y) 
Ú 

cidas consecutivas de la fraccion contínua regular Mer kr hero.) 

debemos ante todo dejar sentado que y >% y 05>y; pero estas con 
diciones para los números y, u, y 0, se desprenden inmediatamente 

de las desigualdades arriba escritas; pues, si fuese, contra lo estableci- 
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do, ¿< y, conforme á la segunda desigualdad, deberia ser a<É, y 

tambien en consecuencia, %0<fBy: resultado contradictorio de la 

igualdad ad—fy=1 06 25=Py+1; luego, en efecto, 8>Y; y, 

si fuese y<a, haciendo =y+pg (siendo p entero positivo), segun 
lo exige la primera desigualdad deberia ser 2>f-+p, y. por conse 

cuencia, 
ula 2 

ao—Byr>(PBENE+OE: 

relacion imposible por valer 1 su primer miembro, y 3, por lo ménos, 

su segundo, en virtud de que f,y,p son enteros y positivos: luego 

efectivamente y 2. 
Síguese de lo dicho que no hay inconveniente en escribir la igualdad 

Mí y ' 
AA ña 500) 

donde los elementos y", mM, ..... 7,7, son todos positivos, y su conjunto 

| 
es impar; porque está en nuestra mano resolver 7 en 7— l ar 

cuando así conviniere á nuestro intento. 

Supongamos primeramente que “2 > l; como, segun acabamos de 

probar, y >, y además y noes divisible por a, la fraccion contínua 

igual á la ordinaria y:x, comprenderá, por lo ménos, tres elementos. 

Formemos la reducida inmediatamente anterior á la y:a, 

de lo expuesto antes, y de las relaciones consiguientes a —fy =1, 
ab—By=1, se deducen PB=f+aP', 5=p+vyP8', siendo $ en- 
lero y positivo; pues, si fuera f'=0, seria 6=¿, y, como siempre 

9 <y, resultaria 6< y: contra lo demostrado; y, si fuese $” negativo, 

5 seria negativo: contra lo supuesto en un principio de ser los cuatro 

números au, (3, y, 8 enteros y positivos. Luego tambien podemos esta- 

blecer la igualdad 
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y, por consecuencia. como antes: 

+00 ; 
w= Y = (Y, Mi 0... o Mo 8”, 0) 

a+Bo 

donde los elementos y, mM, ..... q,7, 2", son enteros y positivos, y su 

número par. Conclusion, por otra parte, que se desprende inmediata- 
mente de que, segun las desigualdades que nos han servido de base para 

llegar á ella, los máximos enteros y' y [', contenidos en las fraccio- 
nes y:% y fB:a, respectivamente, son positivos. 

Supongamos ahora que es a= 1: entónces inmediatamente: 

¡+(fy+1 
(5) = Rua EO od (7 787100)k 

I+80 

resultado enteramente análogo al anterior. 
Conclúyese de cuanto precede que siempre podremos desarrollar la 

raiz «wW en una fraccion contínua periódica, regular, 

== (YM Dad o o os ) 

en la cual sea par el número de los elementos y",M,.....q,7, PB. Y 
como, por un lado, los números y',%M, ..... deben coincidir respectiva 

mente con los (, k, ASA ; porque solo de un modo puede ser la raiz w 

desarrollada en fraccion contínua; y, por otro, hemos demostrado que 

todo período de los númeroS k, con un número par de términos, Ú es 
idéntico á la série de los mismos números fl correspondientes á todas 
las 2m formas, 6 se compone de este mínimo período de un número 

par =2m de términos, varias veces repetido, serán r=k 
e y 2/m—2) 

p= erzy? representando / un entero cualquiera positivo; y, por con 

secuencia: 

A ION a ( e le m2)? O ana? Pai —1) vo] 

que es lo que pretendíamos demostrar. 
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Explicado cómo pueden hallarse todas las trasformaciones de una 
forma en sí misma, mediante los cuatro coeficientes positivos, a, 8, y, 9, 

en el supuesto de ser tal forma reducida y su primer coeficiente tam- 
bien positivo, detengámonos ahora un poco en examinar las expresiones 

conocidas de estos cuatro coeficientes positivos, con ánimo de patenti- 
zar, mediante ellas, que las soluciones correspondientes (£,w,) de la 

ecuacion de Pell, constan asimismo de dos términos positivos. Las expre- 

siones mencionadas son: 

t— du cu au t+ du 
(7 == %A=—. e == — (== 5 

s 5 S 5 

Gomo el primer coeficiente 4 de la forma (a, ,c) es positivo, que 
lo es uw se desprende inmediatamente de la tercera fórmula; y de las 
desigualdades 0>y y y= xv, antes demostradas, y de la que de ellas 
se deriva, 9>4, que tambien / es positivo. Mas recíprocamente: si 

1, son dos números positivos que verifican la ecuacion de Pell, la sus- 

titucion que con ellos se forma ls a consta de cualro números positi- 
NS 

DOS. Efectivamente, siendo reducida la forma (4,0, c), su coeficiente 

medio b es positivo; y como por hipótesis lo es su primero a, y en 
consecuencia, su último c negativo, se colige de las expresiones re- 
cordadas, que f, y, 5 son positivos. Para demostrar que tambien lo es 

2) 2 5 5 ae 2 
o, nos fijaremos en que ¿—b6 4 =53 —4Ccu es una cantidad positi- 

IS : 
va; y, como t— bu =(¿+00u)(£— bu), es necesario que ¿— bu, y 

4, por consecuencia, tenga el mismo signo que ¿+0u, el cual es 

evidentemente positivo. 

159. —Solucion minima de la ecuacion de Pell. Formula general. 

Todas las soluciones de la ecuacion de Pell, constituidas por dos nú- 

meros enteros y positivos, £,w, pueden encontrarse, conforme á la 
doctrina del artículo precedente, desenvolviendo en fraccion contínua 
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la raiz «w de la forma (a,b, c). Mas, por otra parte, de la forma misma 

de la ecuacion dicha se desprende que los valores de ¿ y u crecen ú 
menguan simultáneamente; lo mismo acontece, como sabemos, con los 
numeradores y denominadores de las fracciones reducidas; y, por con 
secuencia, el valor de u y el de su compañero £, crecerán al mismo 
tiempo que y, y por lo tanto, que el número /. Así que, tomando 4=1, 
la solucion correspondiente la formarán los minimos valores 7, U que 
pueden recibir respectivamente las incógnitas £ y 4; contando con que 
la solucion ¿=:x, 4u=0 no pertenece á las soluciones positivas. 

Vamos á probar ahora, primeramente, que es muy fácil hallar esta 

solucion minima (7, U), mediante un período de una forma reducida, 

como se colige de lo que acabamos de decir; y despues, que de esta so- 

lucion mínima pueden deducirse todas las demás. 
I. Para el primer extremo, ya teóricamente demostrado, sólo pon- 

dremos un par de ejemplos. 
1.” Sea la determinante D = 79. Una de las formas reducidas per— 

tenecientes á esta determinante, la que tomamos (155-4.%) como genera- 

triz de uno de los periodos, es la (7,3, — 10), de primera especie. Del 
período correspondiente se dedujeron los números 

ú elementos de la fraccion contínua (1, 5,3,2, 1.1). Las reducidas de 

esta fraccion son: 

y los términos de las dos últimas, por consecuencia, componen la sus- 

53, 90 
tituci d itucion ls: 107 ) de la forma (7,3,— 10) en sí misma. Ahora bien, 

si solo queremos hallar la solucion mínima de la ecuacion AD 

bastará formar los denominadores de las reducidas hasta f = 90, 6 los 

numeradores hasta y=63; y por las fórmulas fs =—cu, 0 ys=44, 
se halla el menor de los números w, á saber: U =9, del cual se de- 
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duce el correspondiente 7=y (+D =s (1+-79.81)=y 6400=80. 

Tambien podria calcularse 7' por las fórmulas us+bU, 06 0500. 
Si tomásemos, como punto de partida, la forma (1,8, — 15), ten- 

dríamos: 

Las reducidas consecutivas de la fraccion contínua (1,7, 1, 16) son: 

8 9 152. 
A O EN 

2 x= 8, 135 

9, 152 

misma solucion mínima que antes: Y =9, 7 =80. 
2.” Sea D=183=1 (mod. 4). Para hallar en este caso la solucion 

y las dos últimas producen la sustitucion ) de donde resulta la 

mA a 2 2 : : 
minima de la ecuacion ¿— 134 =4, elegiremos'la forma reducida 

(2,3, —2) que arroja los números 

3 10 

pu gn. 

e , 3 ; o 
de las cuales se desprende la sustitucion a. 10) Y de aquí la solucion 

70 

que buscamos: U=3, T=11. 

II. Cuanto respecta al primer punto está terminado: veamos ahora 
cómo de la minima pueden deducirse todas las soluciones (%,u) de la 

ecuacion de Pell. 

Sean £,u dos números cualesquiera, positivos ó negativos, que sa— 

tisfagan á la ecuacion dicha, 

1) 

RA DN vD=3 
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y designemos las dos expresiones correspondientes 

ty Dd 10D 
y 

g Loy 

para entendernos mejor, con los nombres respectivos de factores, pri- 

mero y segundo, teniendo presente que y D se considera siempre como 

positivo. Es evidente que el producto de estos dos factores es igual á 1; 
y, por consecuencia, ambos tendrán el mismo signo, que será positivo, 
6 negativo, segun que ¿ sea positivo 6 negativo. Por otra parte, cuan- 

do ¿ y v tengan signos iguales, el primer factor será numéricamente 
mayor que el segundo, y, por tanto, >1; al paso que el. segundo será, 

en valor absoluto, <1; lo contrario sucederá cuando los signos de £ y 

w sean opuestos; y los dos factores serán iguales á El, cuando u=0. 

Luego, si los números £ y w son positivos, el primer factor, corres— 

pondiente á tal solucion, será un quebrado impropio, positivo; y recí- 

procamente: si este primer factor es un quebrado impropio, positivo, los 
dos números, £ y %, serán tambien positivos. 

Hecha esta consideracion preliminar, representemos por (£,%w) y 

(1, w”) dos soluciones cualesquiera, idénticas ó diferentes, de la ecua— 

cion que estamos analizando: el producto de los dos primeros factores, 
correspondientes á cada una de aquellas, 

AND TD _t+uy y 

[o 3 oy 

en el cual 

¿+ D4w 0 Cu <+wée 
= ¡MR KK, 

jay [oy 

representa una nueva solucion (f,w). En efecto, de los valores atri- 

buidos á los números ¿ y %w, 6 cambiando y PD en —yY D en la 

ecuacion de donde se derivan, resulta la siguiente: 

U=wyD UND I=uyD 

y [oy fo 
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y, multiplicando una por otra, la propuesta: 

0) 2 2 
G=—IDG =6 . 

Lo que debemos inquirir, por lo tanto, es si los valores de ¿ y u 
son enteros (condicion indispensable para que representen una solucion 

A : 2 2 2 
de la ecuacion última), ya sea D=0(mod.s ), ya4D=0 (mod. 43 ): 

y para esto es suficiente probar que lo es 4; porque, siéndolo w, de la 
2 

misma ecuacion se deduce que £, y. de consiguiente, £ es tambien 

número entero. Ahora bien, si 1 es divisible por s , lo serán £” y 
2 

t'”, y, por consecuencia, s estará contenido en £' y £”': de lo cual resul- 
; 2 2 NO 12 2 

la que y esentero; y, si 4D=05' (mod. 45), será (21) =(9w') (mod. 46”); 
y, por lo tanto, 2£=0w, y tambien 2£'=050w" (mod. 25): de donde 

214" +w1)=20w w =0(mod.20); y u, asimismo, número en- 

lero. 

Esta ley puede generalizarse y extenderse á un número cualquiera 

de soluciones (Eu) E Ue y tendremos: 

EROS EA UD PESE Ni uv D 
SS . 5 . S ....s = s 

representando siempre (£, 4) una nueva solucion entera. Y, si admiti- 
mos además que todas aquellas soluciones constan de números positi- 
vos, los factores del primer miembro de esta ecuacion, compuesto de 

los primeros, correspondientes á cada una de dichas soluciones, serán 
quebrados impropios positivos; lo mismo sucederá con el primer factor 
de la solucion (%, 4); y, por consecuencia, los números £ y u serán 

tambien positivos. 
Supongamos ahora idénticasá la mínima (7, U) todas las solucio- 

nes positivas (6, ww), (1 ui). etc.: entónces la última ecuacion se 

convierte en la siguiente: 
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en la cual representa 2 un entero positivo cualquiera, y (4,4) una 

nueva solucion positiva. Su primer miembro, como potencia de un que- 
brado impropio, aumentará de valor al paso que se aumente el de 2, 6 

irá tambien creciendo, en consecuencia, / + uv D; de modo que á a 

diferentes valores de 2 corresponderán diferentes soluciones (/,u ); 
MN n 

y, como los números ¿,%w crecen ó menguan simultáneamente, cre- 

cerán, 4 menguarán, cuando lo verifique 2. 

Mas recíprocamente: todas las soluciones positivas (£,%w) pueden 

deducirse de la última fórmula. En efecto, supongamos, por un momen- 

to que así no suceda, esto es: que el primer factor de una solucion po- 
sitiva (£, 1), no sea exactamente igual á una potencia del primer factor 

de la solucion mínima (7, ('); entónces, como los dos factores son 
quebrados impropios, deberá estar el primero comprendido entre dos 
potencias sucesivas, 

l 1+1 

( Pa ee ( T+ ana 
[oy p ley 

del segundo, siendo 2, por lo ménos, =1; 6, expresándolo algebráica= 
mente, deberán verificarse las desigualdades: 

T=+ Uy D ¿+u yD i+uyD + uy yD 
—————— E ==————á—— E —— : 

[oy oy [ey oy 

6 bien, teniendo presente que 

a uy D a 4, y D 

[o c 

estas olras: 

i+ayD tu D  T+UYD 
> < 

oy oy [o 
1 
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de las cuales, haciendo 

y DN ACA DA E y UD 
== - 9 

7 [o [oy 

se deduciria que podia existir una solucion (4,w') formada por dos 

números 1,4, menores que los constituyentes 7, U, de la solucion 

mínima; y esto es absurdo. : 
La fórmula en cuestion, por consecuencia, es la expresion abrevia- 

da de todas las soluciones (tf, w), compuestas de dos enteros positivos. 
Desarrollándola por la fórmula del binomio, y separando luego la parte 

racional de la irracional, se obtienen las dos siguientes: 

1 
O EN Pl E E ) 

z cani NA 7 ¡Of D+ SO000 7 y 

a e e v n(n— 1) (n— 2) q UD 

EN AO ES de 

que nos sirven para calcular todas las soluciones (1, ), mediante la 

mínima (7, U), dando á »n sucesivamente los valores enteros y posi- 

tivos de la série natural. 
Mas por otra parte tenemos: y 

NM AB ¿au y yD T= UN D ] E a, 

oy A (oy [oy 

Y esto prueba que, por la fórmula primera 

N 

¿+uyD pes de 

oy o 
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pueden calcularse todas las soluciones (%, uv), en las que £ sea po- 
YY y MM 

sitivo, atribuyendo á 2 todos los valores enteros, positivos y negati- 

vos, con tal que convengamos en establecer las igualdades vw. =—w 
4 1) 

A Como además para 2=0, resultan £ =-+>9, %, =0, 
1 — 1 

conclúyese que todas las soluciones (1, w), sin excepcion, de la ecua— 

cion de Pell, pueden compendiarse en la fórmula 

7 

p) Lea 2 (IED 
(0 [oy 

tomando siempre los dos signos para cada valor entero del exponente 7. 
Y que, de esta manera, no queda fuera de dicha fórmula solucion nin= - 

guna, ni se obtiene más de una vez cada una de ellas, se colige inme- 

diatamente reparando que entre las cuatro soluciones posibles, 

(2,0), (1, 4), (6,0), (=6b = 4), 

cuando no sea 4= 0, existe una sola, constituida por dos números po- 

sitivos. 
Con esto queda por completo resuelto el segundo problema funda— 

mental de las equivalencias para las formas con determinante positiva; 
pues por la resolucion completa de la ecuacion indeterminada 

¿—Dw=w se hallan desde luego todas las trasformaciones de una 
forma en sí misma; y todas las trasformaciones, por consecuencia, de 

una forma en otra equivalente, mediante una sola, conocida, de tales 

sustituciones (140) y (141). Y el problema de la construccion 6 repre— 

sentacion de los números por formas con determinante positiva puede 

considerarse (139) asimismo como resuelto (*). 

(*) Más pormenores sobre la ecuacion de Pell, y la representacion de los núme- 

ros por formas con determinante positiva encontrará el lector en el tomo 1.” de las 

obras de Guuss, pág. 192 y siguientes; como tambien la doctrina referente á las for= 

mas con determinante cuadrada y con determinante igual á cero, omitida en la 

presente. 
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Reduccion á la forma pelliana de la ecuacion general, binaria, de 
segundo grado. 

La forma general de una ecuacion binaria de segundo grado es la si- 

guiente: 

an +baey+cey +dao+ey+f=0, (1) 

en la cual los coeficientes enteros a, b,C,..... pueden ser positivos y 
negativos, y tambien cero. 

Multiplicando esta ecuacion por 44 resulta esta otra: 

daa +4adey+4acy +4ada+ 40cey +4af=0; 

. . AAN 2 
y de ésta, sumando con sus dos miembros la expresion b y +2bdy+d, 
la que sigue: 

Rar+by+d) =(by+d) —4a(ey +ey+f) 

de donde: 

200+by+d=y [09 +0) —4a(ey +ey+/)) 

0 bien: 

2ar+by+d=y4 (0 —4a0)y + (20d—4ac)y + d —40f). 

Establezcamos ahora las igualdades: 
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2a2+by+d=0w 

b—4ac=A 

20d4d-4ac=2g 

di da j=h. 

Con tales suposiciones la ecuacion anterior se convierte en 

Á y +29y +h= W 

de la cual, multiplicándola por 4, resultan sucesivamente: 

Ay +24gy+4h= Aw 

Uy +24gy+g =4w — A Lg 

(Ay+g =4 (0 —M+g 

(Ag A q == Hih: 

Y haciendo: 

Ay+g=t, y —Ah=B 

se obtiene finalmente la forma: 

A o (2) 

Hallados £ y w, los valores de z é y se deducirán de las fórmulas: 
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tg u—=d--by (u —d) A—=b(t—y) 

e 24 A ZAS ER 

Puesto que las variables 1 y w entran elevadas al cuadrado en la 
ecuacion resultante (2), podemos atribuirles indiferentemente valores 
positivos 4 negativos en los fórmulas para z é y; y, si no se exije más 

que sean racionales las soluciones de la ecuacion propuesta (1), sólo 

valores de esta misma especie deberemos obtener de la convertida (2); 
pero, si hubieran de ser enteros los valores de las incógnitas z é y, es 

evidente que sólo podríamos introducir en las fórmulas para estas va- 

riables los valores convenientes de £ y w para que de ellos resulta— 

ran los enteros que para z é y se piden; y entónces siempre seria más 

complicado el problema, y aún imposible muchas veces. 

Ejemplo. Convertir la ecuacion 

304 +820y—3y +202—5y=110 

en otra de la forma 

E A 

Cotejando esta ecuacion particular con la general (1) resulta: 

a 3 VASO SA O IM: 

y, por consecuencia: 

bd—2Zae=y =46 

A = PEA 

D—4ac=A=100 

GA ASS 
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y, al fin, la ecuacion que se busca será: 

200 == 30984 

Con estas brevísimas consideraciones se corrobora la importancia, 

ya bien patente en la representacion de los números, de la ecuacion al 
parecer particular y sencilla que llamamos pel/iana; pero todavía ha de 
manifestarse más su trascendencia en las investigaciones más profun— 

das que todas las anteriores, del capítulo siguiente. 

CAPITULO VII. 

Del número de clases en que pueden distribuirse las formas 

cuadráticas, binarias, con una determinante conocida, 

En el artículo (138) dijimos que todas las formas, pertenecientes á 

una misma determinante 2, podian distribuirse en clases; y que, eli- 
siendo un individuo de cada una de todas estas clases, se constituia un 

sistema completo S, de formas no equivalentes, para la expresada de- 

terminante. El número de formas, 6 individuos contenidos en cada una 

de tales clases, no tiene límite; pero el número de representantes de 

cada una de ellas, 6 lo que es igual, el conjunto de los términos de un 
sistema completo de formas no equivalentes, 6 bien, el amero de cla— 
ses de formas, para una determinante dada, demostramos que era finito: 
ya fuese esta determinante negativa (147), ya fuera positiva (152). De- 

terminar este número finito de clases de formas, para una determinante 

conocida, es el problema de que vamos á tratar ahora: iniciado en sus 
fundamentos por Gauss, y resuelto satisfactoriamente por Lejeune-Di- 

richlet con el auxilio poderoso del Cálculo infinitesimal. 



510 

Conjunto de los múmeros susceptibles de ser representados por un sistema 

completo de formas primitivas. —(rrupos de construcciones. 

Como se indica en el epígrafe, nos concretamos en la cuestion pre- 
sente á las formas primitivas de primera y segunda especie (140); y ade- 

más, tratándose de las determinantes negativas, á las formas llamadas 

positivas (143). 

Consideremos, pues, constituido un sistema completo S, de formas 

primitivas de especie s, y comencemos por definir, 6 caracterizar pre 
cisamente, los números en su totalidad que pueden ser construidos por 

las mismas. 
Estos números, en lugar de designarlos por mw como anteriormente, 

los expresaremos por sm, para comprender así los dos casos, refe— 
rentes á sus formas representativas; en atencion á que por las primiti- 

vas de segunda especie sólo pueden ser representados números pares, Y 
entre tales números, sm, sólo estudiaremos aquéllos, en que m. sea 
positivo, impar y primo con la determinante D. Todavía otra limita— 

cion: las construcciones que emplearemos serán siempre las propias; esto 

es, aquéllas en que los números constructores x é y, sean primos re- 

lativos. 
Esto sentado, para determinar el carácler de los números Mm, re- 

cordaremos que la determinante D, de toda forma representativa de un 
número sm, debe ser resto cuadrático de este número; ú bien que, si 

cualquier número sm es construido por una forma con la determinan- 

te D, la congruencia 

¿=D (mod. sm) 

será posible. Esto exige que todos los factores primos Í del número 

impar 27m, satisfagan á la condicion 

Da 
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Y recíprocamente: si el número %4 contiene solamente factores que 
satisfagan á esta condicion, y su conjunto es y. (sin exceptuar el caso 
de p=0), la determinante 2D será resto cuadrático de Mm, y, por 

consecuencia, de sm, y la anterior congruencia comprenderá 2% rai- 

ces incongruentes (139). 
Designando por 2 una representante de tales raices, podremos esla 

z 2 : E 
blecer la igualdad 1» — D= sm 1, en la cual representará / un ente— 

ro; porque, áun en el caso de ser 5=2, y, por lo tanto, D=1 (mod. 4) (140), 

nm Será impar, y pe D, de consiguiente, divisible por AA 

forma (sm,n,=1), entónces, como m es primo con 2.0, será primi- 

tiva, de la especie s, con la determinante 2D, y equivalente, por con- 

secuencia, á una sola de las formas contenidas en el sistema S: luego, 

si (a,b,c) es esta forma, las construcciones (%, y) por la misma del 

número sm, serán exclusivamente las pertenecientes á la raiz indivi- 

dual 2, de la congruencia mencionada; y tantas diferentes entre sí, 
r 

: T,S EN ; 
como trasformaciones ) puedan existir de la forma (4, b, c) en la 

? 

(sm, n, sl), esto es: tantas como soluciones (*, v), admita la ecuacion 

indeterminada ¿— Du =5 (141 y 158). 
Al conjunto de todas las construcciones (%, y), del número s 2, per- 

a z : O 
tenecientes á una raiz determinada 2, de la congruencia 2 =0) (mod. sm), 

le damos el nombre de grupo de construcciones; y con esta definicion di- 
» 6 10.5 . . . Ps 175 

remos ya que á las 2% raices de la citada congruencia corresponden 2' 

grupos de construcciones del número sw por las formas del sistema S: 

comprendiendo cada grupo tantas construcciones cuantas soluciones 
2 ? . 2 2 

admita la ecuacion ¿ — Du =c. 

En conclusion: el sistema de los números m se halla enteramente 

caracterizado por las condiciones siguientes: 

1 mes postiavo. 

2." mes primo con 2D. 

3* D esresto cuadrático de mM. 
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162. — Vúmero de las construcciones expresadas. 

Acabamos de decir que las construcciones (z,y) del número 5%, 

por la forma (2,0, c), de determinante 2, se dividen en grupos; y 

cada grupo comprende tantas, como soluciones (%,w) admita la ecua- 

cion ¿—Du = o . Pero esta ecuacion tiene un número finito de so- 

lnciones cuando la determinante es negativa; y un número ¿nfinito, 
por el contrario, cuando sea 0 posiliva; resultando de aquí que, res- 

pecto de las determinantes negativas, podremos hallar inmediatamente 

el número de las construcciones mencionadas; mas para encontrar dicho 

número, respecto de las determinantes positivas, es indispensable con= 

verlirlo previamente en finito. Gon esta distincion estudiemos ante todo 

minuciosamente las construcciones pertenecientes á un mismo grupo. 

Determinantes negativas. —En este caso es finito el número de solu- 

ciones de la ecuacion de Pell: designémosle por x; y conservando para 

y y f la significacion que antes les dimos, resultará que el número 

de grupos de construcciones será 2% y el total de las mismas, por con- 

secuencia: 

En esta expresion, como sabemos (142), es: 

 = 2, en general. 

»=4, cuando == 1! 

»=6, cuando D=—3 y s=2. 

Determinantes positivas. —El número de los grupos de construcciones 
. . LL . 

es ahora tambien el mismo, 2”, que antes; pero el de las construccio- 

nes contenidas en cada grupo es infinito; y es preciso convertirlo en 
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finito, segun indicamos, imponiendo nuevas cortapisas á los números 

constructores, á fin de aislar, en primer término, una sola construccion 

de las infinitas que á un grupo corresponden. Designemos, pues, por 
(2, y) la forma general de las construcciones del número sm, conte- 

nidas en el mismo grupo. Si (a, b,c) representa, como antes, la forma 

. a. B 
del sistema S, equivalente á la (3%, 2, a 1), + del 

1 
cion, determinada, de la primera en la segunda, componiendo por la fór- 

mula 

AA [a PB Prrryri+po 
Y, Ea va+ey  pB+ps)” 

la sustitucion dada, con cada una de las trasformaciones 

o ) una trasforma- 
Ó 

A, y 
" “Adela for- ” e 

ma (a, b,c) en sí misma, se obtendrán todas las demás que convier- 

ten esta forma en su equivalente (9%, nm, 31). Pero, al aplicar esta fór- 

mula sucesivamente á cada una de las sustiluciones Ñ el vamos ha- 
” e 

llando tambien todas las construcciones, realmente distintas, del nú- 

mero sm, pertenecientes á la raiz mn: compuestas siempre en cada 

caso (139) de los coeficientes primero y tercero de la correspondiente 
sustitucion compuesta. Luego la forma general de todas las construc 

ciones será la de los expresados coeficientes, á saber: 

a=lae uy Y =v2-E pr; 

y, como los coeficientes a, y, de la sustitucion dada, forman ellos mis- 

mos una construccion (a, y), resulta finalmente que todas las construc- 

ciones (2, y), pertenecientes á un grupo, pueden deducirse mediante 
las últimas fórmulas, de una cualquiera determinada (u, y). Recor- 

dando ahora que, si (£, 1) representa cualquiera de las soluciones de la 
Ñ 2 2 2 

ecuacion £— Du” =0, los valores de 4, p, v,p son: 

3 t— bu cu au t+óbn 
AA A AZ ———, 4 == — — Y —, 2 

7 lo 5 y 

33 
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las expresiones anteriores de 2 é y se convierten en las siguientes: 

Y Mu t 
2=0—— (ba +cy) 

le 

boy G 7 

' 
n= ye (aa 

Multiplicando por «a la ecuacion 

2 Ts 
ar +2b0y+Ccy =5M, 

se trasforma en la (134) siguiente: 

cam=ldx+ bryvDyi<laz=+ by D y); 

é introduciendo los valores anteriores de z é y, que la satisfacen, en 

los factores irracionales que constituyen su segundo miembro, estos fac- 

tores podrán ser expresados por las igualdades 

a+ (0+y Dy= (an 10 0 ED) py ERE 
(o 

t— uv D 

G 
a+ (1b-VD y=(0.+(0—y D) y) 

de las que, designando por T, U los valores mínimos posilivos de 

t, uv, y haciendo por abreviar 

EE Da MD) qe 

oy 

6) 

se deducen estas otras (158): 

ar+b+ VD) y=+(0+(0+y/D) y)0 

ar+ (by Dy=+(Ma+ 0D) y 0” 
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donde el exponente % puede representar un entero, positivo 6 negati- 
vo, 6 el cero, que patentizan ser cada uno de dichos factores una pro- 

gresion geométrica. 

Consideremos solamente la primera de estas igualdades; pues de 
ella se desprende sin esfuerzo cuanto se refiere á la otra. Su primer 

miembro, no considerado numéricamente, 6 en absoluto, sino en el sen- 

tido algebráico, si / designa una cantidad real cualquiera, diferente 

de cero, puede mirarse como comprendido entre los límites £ y 40, 
determinando convenientemente para ello el signo del segundo miem- 
bro y el exponente n. Esta determinacion puede efectuarse de un solo 

modo; en atencion á que, una vez elegido el signo +=, de manera que 

la cantidad +(a.+(10+yD) y concuerde con k, entre este lími- 

te y el otro (0, existirá un solo término de la progresion geométrica, 

cuya expresion abreviada es dicho segundo miembro; con tal que, para 

evitar toda contingencia de indeterminacion, excluyamos Ú pongamos 

fuera del alcance de la cantidad comprendida entre los límites mencio— 
nados uno cualquiera de estos: el 0%, por ejemplo. Con estas condi- 

ciones, impuestas á la expresion ax+(+yD)y, podemos aislar 

completamente una construccion entre las infinitas (%, y) que al nú- 

mero sm corresponden. Pero resta saber todavía cómo habremos de 
determinar el valor de £ de un modo conveniente para conseguir tal 
resultado. 

Admitamos que la forma (2,0, c), representante de todas las de una 
clase de las comprendidas en el sistema S, tiene su primer coeficiente 

a positivo: condicion que se verifica en algunas formas reducidas de 
cada clase, fué exijida antes para las formas con determinante negaliva, 

y no debemos olvidar en lo sucesivo para elegir las formas del sistema S, 

mencionado. Entónces, atendiendo á que sólo tratamos de construir nú— 

meros positivos, no hay inconveniente en atribuir á / el valor positi- 
vo de la raiz cuadrada de sam, y expresar, por lo tanto, las condicio- 

nes para aislar una sola de las construcciones (%, y), pertenecientes 

al mismo grupo, del número s% por la forma (2,5, c), del modo 
siguiente: 

vsamSar+ (br yDy<tbysam, 

donde se manifiesta la exclusion del segundo límite 0%. Estas des- 
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¡igualdades, elevándolas al cuadrado, y teniendo en cuenta la equ 

para 54m, antes escrita, se convierten en estas otras: 

ar+ (by Dy<ar+ (4 /D)y< E (a+ (1—yD y). 

De la primera, como y D se considera positivo, resulta: 

y =0; 

y de la segunda, poniendo por 0 su valor, 

1) 

by > ds ar+by>—/. 1 MA 

Y recíprocamente: de estas últimas condiciones de aislamiento 

; Ti 
y=0, ax+by > 30 

retrocedemos á las anteriores sin obstáculo. 
Pero hay más todavía: en virtud de las mismas se hace positivo el 

2 2 
valor de la forma (a4,b,c)=a4ax +2bxy+cy =05mMm; pues, agre- 

gando +yyD álos dos miembros de esta segunda igualdad, se paten- 
tiza que los dos factores irracionales 

+(+/Dy, ar (by D)y, 

son positivos; que su producto 54m, por consecuencia, será positivo; y, 

como q lo es por eleccion, que lo mismo sucederá con s %, y, finalmen- 

te, con la forma (a,b, c). Esta circunstancia notable, tratándose de las 

mass con enano negativa, no necesita ma ninguna: se des- 

prende naturalmente de que para estas determinantes sólo hemos estu- 

diado las formas positivas. 
Recapitulemos todo lo dicho, relativo á unas y otras determinantes: 
Consideremos constituido un sistema completo S, de formas primiti—- 

vas de la especie s, 
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(ac (us Oc) a DN Clin. : ? 

para la determinante D. En cada una de estas formas (en la (a, b, 0), 
por ejemplo, para podernos expresar claramente), atribúyanse d las va- 

riables todos los pares de valores (z, y) que satisfagan d las condiciones: 

ño ar +2bdry+cy 

to 
primo con 20, 

sp 

IL. y=0, ax+by> 77 cuando D sea positiva. 
E )/ 

lll. 2 é y primos entre st. 

Con estas condiciones las formas S representarán todos los números 

35m exclusivamente que satisfagan « las siguientes: 

1. > m posttiwo. 

2. mM primo con 2D. 

32  D resto cuadrático de 1. 

Y el conjunto de las representaciones y construcciones de cada múmero 
sm, estara expresado por la forma 

en la cual y. significa el múmero de factores primos, distintos, f, conte- 

nidos en m; y x« esuna constante, independiente de m, que vale, segun 
hemos dicho: 

x=1, para las determinantes positivas D; 

=4 para DI 

=6, para D=—3 y 5=2, 

ll 2, en todos los demás casos. 



163. —LPenacion fundamental. 

De los principios expuestos se concluye que el mismo sistema infini- 

to de números sm, puede ser representado de dos maneras distintas: 
6 por el conjunto de los números primos f, de los cuales sea D resto 
cuadrático; 6 sustituyendo todos los pares posibles de valores (1, y) en 
cada una de las formas S. Y este resultado de nuestras investigacio— 

nes anteriores, acerca de la equivalencia de las formas y la construc- 

cion de los números, constituye el principio fundamental de las veni- 

deras. 
Desde luego es óbvio que, existiendo identidad entre los dos siste 

mas numéricos, expresados de los dos modos que hemos dicho, deberá 

existir tambien entre el conjunto de los números 

1 i 

O 2 Rd 7 
y [far +2bry+cy y [tz +2bzy+cY 
Y , , 

[o oy 

y el de los números Y(1); con tal que designemos por Y una funcion de- 
terminada de cada uno de los números, en tales sistemas respectivamente 

p) 

comprendidos, y supongamos que el valor y (m2) de tal funcion, corres— 

pondiente á un indivíduo 2%, entra precisamente en el último sistema 

7.2 veces. Calificando, pues, la funcion Y, de modo que la suma de 
todos estos valores forme una série convergente, con independencia del 
órden de los mismos, la identidad antes indicada se expresará por la 
ecuacion 

Sy 
2 2 Sr 2 

ax +2b0y +cy sy [ax +20zy+cy 
A 

a 

Sl a (0/0) 
3 

que lleva el nombre de /undamental. 
Su primer miembro contiene tantas sumas principales como formas 

(a, DAME ISO el sistema £S; 6, en otros términos, tantas como 
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clases de formas existen para la determinante D. Y cada suma princi- 

pal, como, por ejemplo, la 

o 2 
E pda 

[o 

es una doble série infinita, cuyos lérminos corresponden á todos los 

pares de valores (2, y), definidos por las condiciones I, II, III, del ar- 

tículo último (modificadas naturalmente la 1 y la II cuando se re- 
fieran á la forma (a',0',c') en vez deá la (a,b, c), etc.) 

En su segundo miembro existe un signo de suma tambien que se re- 

fiere á todos los números %w, compuestos de los números primos f; y 

las letras p. y x conservan la misma significacion que antes les dimos. 

Por último, si definimos la funcion «Y por la relacion 

en la cual puede recibir s un valor cualquiera positivo, pero mayor 
que la unidad, las séries infinitas, de que hablamos poco más arriba, 

serán convergentes, como demostraremos luégo, y la ecuacion funda- 
mental se convierte en la que sigue: 

DN AT : 
ar +2bcy+cy a 

y + : 
(o 

expresada, para no escribir tanto, por una sola suma principal. 

164.—Trasformacion del segundo miembro de esta ecuacion. 

Designemos por 

AE 

el conjunto de todos los números primos f, no contenidos en 2D, y 
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de los cuales es 1) resto cuadrático; cualquiera de los números 2, 
antes definidos, podrá ser expresado entónces, y de un solo modo, por 

la forma 

en la cual significan los exponentes M7 My Mc enteros positivos, ú 

Cero. 
Desenvolvamos la suma que figura en el segundo miembro de la 

ecuacion última en las correspondientes á cada uno de los factores pri- 
mos f, del número m, y obtendremos las séries infinitas parciales: 

) 9) 2 2 

A oda 
s 25 3s desp 

o /, 

5] 2 2) 2 

le =>32 58 bons as o 
$ 25 3s O 

a E h 

2 2 2 2 
EP O o A 

s PAS 3s de 

de E dE E 

OOO O IO NOOO O Pou... ss... +. «... 0). 

El producto de un término cualquiera de la primera série, por uno 

cualquiera de la segunda, por otro de la tercera, etc., tiene evidente 

mente la forma general 

donde 4 expresa el número de los factores primos (45) del número 12. 
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Aplicando esta forma se obtienen los términos realmente distintos de la 

mencionada suma X-2—, que es, por lo tanto, igual en su totalidad 
mi 

al producto de todas las séries parciales anteriores. Considerando, - 

pues, que cada una de éstas séries comprende una progresion geo- 

1 
métrica infinita, cuya razon es —,, y Cuya suma, por lo tanto, es 

en general: 

2 CA E 2 
a ala Saro aida dota E orto 

y 

AR f 

podremos escribir: 

refiriéndose el signo-producto !l, como es consiguiente, á todos los 
factores primos f, del número %2. 

El segundo miembro de esta última ecuacion puede á su vez mo- 

dificarse en sentido más amplio del modo siguiente. Designemos por q 
un número primo cualquiera, positivo, no contenido en 2 D; será: 
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puesto que siempre que el número y no pertenezca á los factores, f, 

¿ 5d D 
no será 1 resto cuadrático suyo; el símbolo (E será la unidad ne- 

pool 
galiva; y el factor correspondiente del producto se reducirá á +1. Mul- 

l 
tipliquense por (1— Ea los dos términos del quebrado bajo el signo HH, 

y tendremos: 

Y de este modo el producto infinito en cuestion podemos descompo= 
nerlo en tres, tambien infinitos, segun á continuacion se expresa: 

1 : Ml S 
¡e D l 

| — li = == 
ae Y O 

yy h— 

73 1 
tl - n 

Lo qe 

Cada uno de dichos tres productos se trasforma de nuevo en una sé- 
rie infinita; pues, efectuando la division, se halla fácilmente: 
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y, si sustituimos ahora por y todos los números primos 4.) + %.)- 

no contenidos en 2D, el producto de todos los factores correspondien— 

les á estos números primos será igual á la suma de todos los términos 

de la forma general, arriba para un solo número primo y indicada: 

en la cual representan los exponentes Pio Por Puyo todos los núme- 

ros enteros, positivos, y tambien el cero. Pero, con tales condiciones, la 

forma 

comprende evidentemente todos los aúmeros enteros positivos y., pri- 

mos con 2D, correspondiendo á uno solo de ellos cada sistema deter— 
minado de los exponentes 7; y, por otra parte, conforme con la signi- 

ficacion del símbolo de Jacob (118), se halla: 

refiriéndose el signo sumatorio del segundo miembro de esta igualdad 

á todos los números positivos 2%, primos con 2D. 
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Procediendo del mismo modo con los otros productos, y multiplican- 

do entre sí todos los desarrollos 

1 
== E =239E bono A Ss + 

1 | q qa Y) $ 

0 

correspondientes á cada uno de los números determinados Lola lg ; 

se obtiene: 

| 1 | 
10 ME o O MA 4 o 

l n..* 1 nes 
l—= == == 

q" as 

165.—Modificacion de la ecuacion fundamental para que pueda ser tam- 

bien satisfecha por construcciones impropias. 

En un principio dijimos que las construcciones de un número por 
una forma, de las cuales íbamos á tratar, eran, mientras expresamente 

no se declarase lo contrario, las llamadas propias, esto es, aquellas en 
que los números constructores z,y, son primos relativos. Y con esta 
condicion dedujimos la ecuacion fundamental (163); que procuramos 
trasformar ahora de modo que comprenda tambien las construcciones 
impropias. 



Multipliquemos para ello dicha ecuacion por la série 

l 
SN 

y, teniendo en cuenta el último resultado del artículo precedente, ob- 

tendremos la siguiente: 

uN 12 
a 

A 2 : 
y ys Es a NN; l a 

Efectuando la multiplicacion de las dos sumas, indicada en el pri- 
mer miembro, el resultado 

SS 

sd 

EZ 2 NS) 

(e +20 2y+cn y ) 
a a A 

(oy 

es claramente una série triplemente infinita en la cual pueden recibir 
zx € y todos los valores que satisfagan á las condiciones l, II y III, y n 

representa todos los números positivos y primos con 2D. 

Establezcamos ahora las igualdades 

ME RE 

la série triplemente infinita, anterior, se convertirá en la doblemente 
infinita 

¡2 13 Y ( 12 el 

s fos +20 y +cy ) Y AAA 
[oy 

y la cuestion se reduce á averiguar solamente las condiciones á que de- 
berán satisfacer los nuevos sumandos ó números constructores a é y. 

Estas condiciones se deducen sencillamente de las establecidas ya para 

LT, Y, N. 

En efecto, 2 é y, dijimos, es necesario elegirlas de modo que la 
expresion 
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e 2 
an +2bxy+cy 

[oy 

adquiriera un valor primo con 2D; y, como a es tambien primo con 
Z 2D, en nada habrá que modificar la eleccion de 7 é y para que 

2 0 2 2 2 
ax” +2bx y +CY > az +2b0y+cy 
A AAAAAAAAARÑÓÁ E y 22 

[ey 6; 

adquiera un valor tambien primo con 2D. 
Para el caso de una determinante positiva, sabemos ya que las con 

diciones II, de separacion ú aislamiento, á que deben estar sujetos los 

números x é y, eran: 

E 
y 20 an +by> 79: 

Pues, multiplicándolas por 2, los nuevos números constructores 
a, y', deberán obedecer á estas otras, idénticas en el fondo á las ante 

riores: 
1 

1p 
y 0, an +by > Y 

Y, por último, de la condicion impuesta á los números x é y, de 
ser primos relativos, se desprende únicamente, respecto del caso actual, 
que el máximo comun divisor % de los q' é y' sea primo con 2D; pero 
tal condicion está ya comprendida en la primera que hemos considera— 

do; porque, si z' é y' tuviesen un divisor comun, que no fuese primo 

con 21D, el valor correspondiente de la expresión 

¡2 U , 2 

ax +2bd0 y +cy 

a 

no podria ser tampoco primo con 2D; y deberia, en consecuencia, 

desecharse. 
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Resulta, pues, que las nuevas variables 2', y", sólo deben satisfacer 
á las condiciones antes establecidas, I y II (aunque convenientemente 
acentuadas), sobrando respecto de ellas la otra condicion III. Y recí- 

procamente: que cada par de valores, 6 construccion (%”, y'), puede 

de un solo modo ser producido por otro par (2, y), y un número 2. 

Suprimiendo para mayor comodidad los acentos, la ecuacion fun- 
damental puede ser expresada como sigue: 

n 3 

(e TIN] 

ns d 

donde las variables, 6 letras sumandas, correspondientes á la suma prin- 

cipal, relativa á la forma (a, b, c), deben sólo satisfacer á las condi- 
ciones: 

2 2 
ax +2bry+ey ? 

aldo) AA able ser primo con 2D. 
G 

II. Para el caso de las determinantes positivas deben ser: 

T 
20, an+by>-: a 

conservando 7 y U la significacion que desde luego les atribuimos. 
ó 

166.— Consecuencias interesantes de la doctrina precedente. 

a-) De la última ecuacion se deducen algunas, que completan la teo- 

ria de la construccion de los números, y merecen que por breve rato in- 

lerrampamos el discurso de nuestras principales investigaciones. 
Despues de acentuar la letra 2 en las dos séries, 

1 DR 
2 y a 

ns Ñ 
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para distinguirlas entre sí, multipliquémoslas una por otra; el producto 
resultante 

10) 1 

z (7) (any 

representará una série doblemente infinita en la que, tanto %' como 
” .qoe E , 

2” pueden recibir todos los valores de 2: esto es, los de todos los nú= 

meros positivos y primos con 2D. Pero entre estos números se halla 
evidentemente cada producto %' 2%": luego, reuniendo siempre en uno 

solo todos los términos de la série 4 suma doblemente infinita, anterior, 

en los cuales tenga el producto 2'2” el mismo valor 2, dicha doble 
“suma podrá expresarse bajo la forma 

S T 

UD 
? 

5 
de una série simplemente infinita nada más, en la que, si 6 designa 

cualquiera de los divisores del número 2, es evidentemente: 

Trasformado así el segundo miembro, multipliquemos los dos de la 
. Ss , » 

ecuacion fundamental por s, y tomará la forma 

2 | YT y A 
AS 7 2 5 2 ES 

(a. +2bxy+cy') (5 21) 

y, reuniendo ahora tambien en uno solo todos los términos de igual va- 
lor comprendidos en las dobles sumas del primer miembro, la siguiente: 

DD NE 
bad Z y] zh) 

y (5 22) 

significando y todos los números representados porlas formas (4, b, €), ..... 
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del sistema S, y A el conjunto de las construcciones diferentes para 
cada uno de ellos. Bueno es que notemos que, al hablar aquí de cons- 
trucciones, comprendemos tanto las propias como las impropias; en 

atencion que los números constructores x, y, tienen que satisfacer so— 
lamente á las condiciones 1 y II, del último artículo, pero no á la de ser 
además primos entre sí, como antes exijimos. 

Hagamos ahora una digresion indispensable. Admitamos que para 
todo valor positivo del exponente s, que traspase cierto límite, se ve- 

rifica la igualdad 

o B a p! Y 

—+- En EAS = — + > dh. 
» a / C a / C 

donde, tanto las letras a, 0, C,...... como las (4, b',c', representen va- 

lores numéricos positivos y sucesivamente crecientes, y los coeficien— 

tes a, B, y, 0... y %, PB) Y, +.... valores diferentes de cero. Con tales 

condiciones, las dos séries que constituyen los dos miembros de dicha 
igualdad son enteramente idénticas, 6, lo que es igual, se verifican tam—= 

bien las igualdades: 

Para demostrarlo, admitamos por un momento que sea 4<d'; y 
. . Ss . . 

multipliquemos por 4 los dos miembros de la igualdad propuesta que 
se convertirá de este modo en la siguiente: 

SS 
Como los quebrados 

son propios, que van disminuyendo, y ambas séries convergen, el primer 

34 
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miembro de la última ecuacion, creciendo s indefinidamente, se apro- 

xima al límite a, y el segundo al límite o', d al límite 0, segun que 
sea a=4, 0 a>a. Mas, siendo iguales las dos séries en cuestion, 

deben necesariamente aproximarse al mismo límite; y, puesto que u es 

diferente de cero, deberá ser 4=a'; y tambien, por consecuencia, 

a. =0. Demostrada así la identidad de los dos primeros términos de las 

dos séries 4 miembros de la ecuacion supuesta al principio, fácil seria 
probar que los dos segundos, y todos los demás, son tambien idénticos; 

porque, suprimiendo los dos primeros, en la ecuacion resultante 

se probaria, por el mismo procedimiento, que ¿=0', y por tanto P=f'; 

y así podríamos continuar hasta la demostracion completa de las iden- 

tidades relativas á todos los términos. 
Aplicando este resultado á la ecuacion fundamental, en la forma úl- 

tima que le dimos, se advierte que todo número «2, al cual correspon 

da un valor de =, diferente de cero, será uno de los designados por y, 

esto es, uno de los representados por las formas S; y, por el contrario, 

que si 7=0, el número sm no podrá contarse entre los y, 6, lo que 

es igual, no podrá ser construido por las formas S; siendo, en el primer 

caso, igual á x7 el número 2 de las construcciones diferentes de cada 

uno de los números «n= y. De lo cual se desprende que 
Elmúmero de todas las construcciones de un número an por las for 

mas S, es siempre igual d 

D 
LO == (En 

o) 

conservando 9 la significación que antes le dimos. 

En esta conclusion general se hallan comprendidos algunos casos 

particulares que conviene estudiar. 

1. Sea D=— 1; y, por consecuencia, s=1. En el sistema S 

habrá entónces una sola forma cuya representante definida es (1,0, 1); 

el sistema de los números snm será el de los números impares positi- 

vos MN; y, como x=4, resulta que: 
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El número de todas las construcciones de un número impar positivo, 
. 2 2 z : 

cualquiera, n, por la forma (1,0,1) =wx +y es igual d 

esto es: al cuadruplo de la diferencia entre el número M, de sus diviso- 

res 0 dela forma 4h+1, y el número N de sus divisores de la for— 

ma 4h+3. 

Aqui no existe para los números constructores 2, y, ninguna limi- 

lacion; cada ocho construcciones distintas (148) producen una sola des- 

composicion en dos cuadrados de los números 2, excepto cuando uno 

de los constructores sea cero; que entónces producen una descomposi- 

cion cuatro construcciones solamente, y 2 debe asimismo ser un cua- 

drado. De lo cual resulta que el número de las descomposiciones dife- 

rentes será — M=-N=+1) 6 > (M— NV), segun que el número 

descomponendo sea un cuadrado, ó no lo sea. Asi, por ejemplo: 

2=0+5=344% pues M=3, N=0; y —(U-N+1)=2. 

45=3 46": sus divisores: 1,3, 9,5, 15, 45; M=4, N=2. 

49=0 "+7: » 1,7, 49; MEYLIN 1 

clas 97: » 1,5,13,65;  M=4, N=0. 

Si fuese un número primo, tambien se deduciria de lo anterior ] > 
que podria ser descompuesto en dos cuadrados de un solo modo, ¿ de 
ninguno, segun afectara la forma 42+1, 6 la 42+3: como ya 

sabíamos (148). 

2.” Para la determinante positiva D=2 sólo existen las dos formas 

reducidas equivalentes, (1, 1,—1) y (—1, 1, 1), y, de consiguiente, una 

sola clase, por cuya representante podremos tomar tambien (148) la for= 

ma (1,0,—2=uxw —2y. 
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Como la solucion mínima de la ecuacion ¿— 24 = IE == S. 

U= 2, los números constructores deberán satisfacer solamente á las 

condiciones 

DEV 0 

Pero tenemos por otra parte (114) 

2 4 (0—1) 
(En =+1 6 —1, 

segun 8=8/+=1, ú 825. Luego: 
El múmero de todas las construcciones (2, y), sujetas d las condicio- 

nes expresadas, de un número impar, positivo, a, por la forma e —Y, 

es igual d la diferencia entre el mimero de los divisores de n, cuya for 

ma sea Sh 1, y el de los otros divisores. 
)-) No ya precisamente á la teoría de la construccion de los núme- 

ros, sino al Análisis en general, pertenecen otros corolarios de la ecua= 

cion fundamental de que vamos á tratar seguidamente. 
Acabamos de demostrar que los números «7 se obtienen mediante 

la forma (a,b, c) del sistema S, sustituyendo en ella todos los pares 

(2, y) de valores numéricos que cumplan con las condiciones 1 y II del 
ay artículo (162), representando además 

el número de las construcciones de «% por dicha forma (a,b, c), con 
tal que 3 recorra sucesivamente todos los divisores de 2. Si por Y 
designamos una funcion determinada, cada valor de esta funcion refe— 
ae A 2 2 

rida á cada uno de los números ax +2bxy+cy, esto es, cada va- 
lor de d (snm) podremos así producirlo tantas veces como expresa x 7: 

de donde nuevamente se desprende la igualdad 

dar +2d0y oy)... =x 270 (0m): 

para cuya verificacion es indispensable que se escoja ó defina la funcion 
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Y, de modo que las sumas de las séries infinitas á que afecta, puedan 

ser determinadas prescindiendo del órden de sus términos. Así aconte- 
cerá ciertamente, si dicha funcion «Y se define por la relacion 

Y (2) = 7, 

en la cual representa y una cantidad real, 6 compleja cuyo módulo sea 
un quebrado propio. Aplicando esta relacion, determinativa de la funcion 
y, á la ecuacion anterior, resulta la siguiente: 

2319021 “yl + Y Oz RUDY +] CY 4H cnn 5% A O 
2/ = EDO Y) > 

D : 
que, recordando la significacion de r= Y (5) y haciendo n=%'0, 

podrá escribirse de este otro modo: 

a +42d0y+Ccy 4... = D 0/0 

29 =x2 Y 

en cuyo segundo miembro existe una doble suma, referida á las letras 
an y 3 que pueden recibir todos los valores numéricos 2. 

Examinemos ahora algunos casos particulares, en esta última ecua= 

cion general comprendidos. 
1.2 Sea D=—1, y, por lo tanto, s =1. En tál supuesto, com- 

prende el primer miembro una sola doble suma que es, tomando la for— 

ma (1,0, 1) para representar la clase correspondiente á la determinan - 
te dada, 

ay y? 

21 

En esta doble suma pueden las variables z é y recibir todos los 

pares de valores que hagan impar la expresion d+ Y, y para esto es 

necesario que uno de los números 4 é y sea par, y el otro impar; 
mas, como en cada combinacion posible se pueden permutar entre sí 

tales números, no hay inconveniente en fijar que el x represente sola- 
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mente los impares, y los pares el y; y entónces deberemos multiplicar 

por 2 la doble suma en cuestion, ya restringida, que se convertirá 

en la 
2 2 2 2 2 2 

yg =2%g xd =2%g9 xYf , 

donde la z puede tomar todos los valores impares, positivos y negati- 

vos; y la y todos los pares, positivos y negativos, y el cero. Y, si to- 

davía concretamos los valores que puede recibir x á los impares posi- 
tivos solamente, y los de y tambien á los pares positivos, el último 
producto se expresará del modo siguiente: 

2 2 
Yg <(1=2N7 ): 

Respecto del segundo miembro de la ecuacion general, diremos que 
en el caso actual es x=4, y que en él existe, por consecuencia, la 
doble suma 

y) 

DS $(01) 13 
12 (57)1 480 Y 

0 

en la que pueden recibir 2 y 0 todos los valores impares, positivos. 
Efectuando la suma respecto de 2”, se halla: 

n 0 > 0) PRES O 50 
DA RO AF = === 

y, con esto, la expresion anterior toma la forma: 

—1) Y) a a 

Y la ecuacion general, finalmente, la que sigue: 
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e ARA OO SE EN) Ea 

Para desarrollar esta ecuacion simbólica atribuiremos, en conformi- 

dad con lo dicho, á las 2 todos los valores impares, á la y los pares, 

y á la 3 tambien los impares, de la série natural: y así se obtiene la 
muy notable 

(A En Id ) A a A e 

FEB De a el 

EE NY =p ME 

que pertenece á las determinantes negativas, y juega tambien en la 

Teoría de las funciones elípticas. 
No son tan sencillas las ecuaciones referentes á las determinantes 

positivas; pues las variables x é y, en su primer miembro, deben some- 

lerse además á las condiciones II (162). Así, por ejemplo, para la de- 

terminante D =2, en cuyo caso s=1, x=1, hallamos de un modo 
semejante al explicado, la ecuacion E 

2 2) 2 2 DO ( ( : a ( 
34 "3 (5) 1 Ac es Y Ei ARE 2 

3 2 6 10 Y 
lg IS EY lg 

en la que pueden ser sustituidas las variables (%, y) por todos los pa- 
res de valores que satisfagan á las condiciones y > 0, 21>3Yy; yá 

Pe , 2 2 ¡ 
la de ser además impar la expresion x —2y', yla variable x, por 

consecuencia. 
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167. —Restricciones que deben imponerse a las formas representantes 

de las clases, 

Despues de la digresion anterior, continuemos ahora el exámen de 

nuestro asunto principal, por corto rato interrumpido, reanudando nues- 
tro estudio con algunas indicaciones que enlacen de un modo manifies- 
to lo precedente con lo subsiguiente. En el artículo (165) quedó ya tras- 
formada la ecuacion fundamental poco antes instituida. Esta ecuacion 
ena 

— Ls 2 2 se a Ñ e 
1 

ml 

[oy 

Echase de ver en seguida la dificultad insuperable de efectuar las 

sumas indicadas en su primer miembro, respecto de cualesquiera valo- 

res de 5, superioresá la unidad: sumas que entónces no tendrian lími- 
le, ni serian, por consecuencia, susceptibles de figurar, como elemen— 

los numéricos determinados, en ningun cálculo concreto, como lo es el 

de que ahora se trata. Pero, si establecemos que los valores de s va- 
yan disminuyendo sin cesar y acercándose al límite 1, en cuyo su= 
puesto irá creciendo simultáneamente, sin límite superior por grande 
que nos le figuremos, cada una de las sumas llamadas principales, que 

constituyen el mencionado primer miembro de la ecuacion fundamen- 

tal, se advierte, pensando un poco más en el asunto, que el producto 
de una cualquiera de dichas sumas principales por la diferencia (s—1), 

que tiene, segun lo establecido, por límite el cero, converge tambien 

hácia un límite finito y determinado Z, dependiente sólo de la deter 

minante comun, D, á todas las formas del sistema. Y claro es que, si 
tal producto, que pudiéramos llamar parcial, se aproxima al límite L, 

el producto total, esto es, el de todas las sumas principales, 6 de todo 
el primer miembro de la ecuacion fundamental, por el mismo factor 

(s—1), tendrá por límite el producto / £, designando por /% el nú- 
mero de las sumas principales, 6 lo que es igual, el número de formas 
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distintas (4, b, c), contenidas en el sistema 5, cuya expresion analíti- 

ca, concreta, buscamos principalmente. Esta expresion definida del nú- 
mero /, primer objeto de nuestro estudio en este Capítulo, como ya 
declaramos, exije para su indagacion que el segundo miembro de la 

ecuacion fundamental, multiplicado por el mismo factor (s—1), que 
ha definido el primero, se acerque tambien á un límite fijo. Este 
valor, límite, sabemos hallarlo directamente; pero, antes de exponer el 

procedimiento para ello, y como preliminares indispensables al mismo 
fin, debemos concretar las condiciones de las formas que hayamos de 
elegir para representantes de sus clases respectivas en el sistema $. 

Con este propósito vamos desde luegoá trasformar la condicion 1 (162), 

impuesta á las variables x, y, de modo que exprese claramente el ca— 

rácter de los números, ó del sistema de los pares de valores (2, y), se- 

gun decimos, que la satisfagan. Y de resultas veremos despues que la 
forma (a,b, Cc), representante de una clase, puede siempre elegirse con 

la propiedad de que el cociente 4:s5 no sea positivo solamente, como 

ya se exigió antes, sino además primo con 2D. 

Sea, pues, 

(a, d)o)=5(4a +Bxy+0y)=5P 

una forma cualquiera de divisor s, y 7 un número primo; no hay 
obstáculo en atribuir á las dos variables x é y valores convenientes 

para que el resultante de / no sea divisible por 7; pues, en la supo- 
sicion de que uno de los dos coeficientes, 4 6 € de F, el 4, por 

ejemplo, no fuera divisible por 7, daríamosá zx un valor no divisible 
por r, y á y, porel contrario, otro valor divisible por 7; y, si los 

dos coeficientes 4 y C fuesen divisibles por 7, el 2 no podria ser- 
lo, y bastaba entónces para lograr nuestro objeto atribuir á las dos va- 
riables z é y valores no divisibles tampoco por 7. 

De aquí se desprende primeramente, que los valores para x é y pue- 

den escogerse de modo que el resultante para E sea primo con un número 

cualquiera determinado k: puesto que entónces la cuestion estriba en lo- 

grarque /'nosea divisible por ninguno de los factores primos 7,7",4"..... 
de k; y esto se consigue, segun lo dicho antes, haciendo que las dos 
variables z é y sean divisibles por alguno de aquellos factores, y no 

lo sean por los restantes: condiciones que siempre pueden de infinitos 
modos realizarse. 
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En segundo lugar, las variables zx é y pueden escogerse de modo 
que el valor para IF resulte positivo. En cuanto á las formas con de- 

terminante negativa no hay duda ninguna; porque sólo tratamos de las 
formas de este género, cuyos coeficientes extremos fuesen positivos; y, 
respecto de las formas con determinante positiva, como se verifica para 

ellas la ecuacion 

asF=(az+ yy —Dy, 

sólo deberemos procurar elegir entre los valores para 2 é y, que cum- 
plan ya con la condicion precedente, aquellos que produzcan para la 

expresion (ax +0 y) un valor absoluto, mayor ó menor que y VD, 

segun que 4 sea positivo 6 negativo. 
Últimamente: todavía se les puede imponer 4 los valores de x é y 

la condicion de ser primos entre sí, sin perjuicio de que cumplan con las 

precedentes: de convertir el valor de /” en positivo, y primo con cual- 

quier número k; pues en el caso de que los valores para zx é y, ele- 

gidos con sujecion á estas últimas, tuviesen algun divisor comun, no 

habria inconveniente en dividirlos por él, y los cocientes resultantes, ya 

primos entre sí, satisfarian evidentemente á todas las condiciones enu- 

meradas. 
Hagamos ahora una aplicacion de esta doctrina general á un caso 

particular, que nos será útil en lo sucesivo, para dejar, por otra parte, 

del todo resuelta, la cuestion en un principio enunciada. En el caso 

especial de ser k=2D, y (a,b,c) una forma cualquiera de divisor 

5, y determinante 2D, podrán siempre encontrarse dos números, pri- 

mos entre sí, «4 y y, que, sustituidos en la expresion 

5 ES l 
an +2 buy +Cy 7) 

(oy [ey 

produzcan para ella un valor positivo y primo con 2D. Ahora bien, 

probada la existencia de los dos números 2% y y, mediante la ecua= 

cion «6 —fy=1 podremos determinar (69) otros dos cualesquiera 

a, B > : EEE | 
£ y 3; y entónces la forma (a,b, c), por la sustitucion á a se con- 

NO) € 
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verlirá en otra equivalente, cuyo primer coeficiente «', será positivo, 

y además el cociente «4:59 primo con 2.0: con lo cual queda demos- 
trado que las formas representantes de cada una de las clases en que se 

distribuye un sistema S pueden siempre elegirse sujetas á esta nueva 

condicion. 

168. —Distribucion de los números constructores en un número delermi- 

nado de series aritméticas pareadas. 

En conformidad con lo que acabamos de decir, admitamos desde 

luego que la forma (2, b, c), representante de su clase, está elegida con 

la condicion de que el cociente 4:s5 sea, no solo positivo, sino además 

primo con 2D. ¿Cuál será ahora el sistema de los pares de valores 

(2, y) que convierten la expresion (Condicion 1) 

01 de : 2 
az +2bx2y+cy 

G 

en otro sistema correspondiente de valores primos con 2D? 
Designando, como siempre, por A el valor absoluto de la determi- 

nante 2, podremos establecer las fórmulas para x é y, 

=2A0>+20 y=2Aw=+Y, 

en las que o / representan cualquiera de los 2A números, Y , 

y » y 10, dos enteros cualesquiera; y por cuyo medio sólo de un modo 

puede ser expresada cada combinacion de los valores para x é y. De 
las congruencias consiguientes, 

x=>w(mod. 24). Y = Y (mod. 24). 
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se deduce esta otra: 

] 4 2 2 AA 
la cual manifiesta que entre todas las (2A) =4A" combinaciones 
(a, y), solamente admitamos aquellas que hagan primo con 2D el va- 
lor de la expresion 

2 2 
ad +2bay+cy 

[ey 

Las combinaciones (%, y), así encontradas, se distribuyen entónces 

en un número de pares de séries aritméticas, cuya diferencia es 2A, y 

cuyos primeros términos x,y constituyen á su vez combinaciones 
especiales del mismo género, sujetas á la misma condicion. Lo que más 
nos interesa ahora no es hallar estas combinaciones (<, y), sino su nú- 

mero solamente; porque este número es el que nos ha de servir en ade— 
lante para determinar el que principalmente buscamos. Para hallarlo 
examinaremos diferentes casos. 

1. «c=1. La cuestion que en este tratamos de resolver puede for 

mularse en los siguientes términos: ¿cuál es el número de combinacio= 
: : 2 o 

nes (a, y) que convierten la expresion 42. +2bay+cy, 6 bien, 

como «a es primo con 24, esta otra 

aaa +2b0y+cy)= (0 + by Ay, 

en números primos con 2A? Para contestar á esta pregunta susliluya- 
mos primeramente por y cualquiera de los A números pares 

0 DA 6 leds 2A—2) 

En tal supuesto, si la expresion 

(a+ dy Ay 
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ha de tomar un valor primo con 2A, es necesario y suficiente que 
a a a 

(ar +by),0 (a+ by) sea primo con 2A. Mas, si conservando y un 

valor determinado de los escritos antes, recibe 4 sucesivamente los del 

sistema completo de restos (mod. 2A) 

E Eo A 

la expresion (4 a+) y) producirá tambien, por ser 4 primo con el mó- 
dulo 2A, un sistema completo de restos, segun el mismo módulo (63); 

y, por consecuencia, á cada valor par de los atribuidos á y correspon- 
derán ¿(2A) posibles para o, significando y lo que casi siempre (55). 

Demos ahora á y cualquiera de los A valores impares 

SA AA 1). 

Entónces, si A es par, la condicion para que 

(a+ by) AY 

sea primo con 2A, se reduce á que (aa+0y) lo sea; y, por lo tanto, 
2 puede recibir ¿(2A) valores como antes. Si A, por el contrario, y 

2 A ¿ , 
A y, en consecuencia, fuesen impares, la expresion 

(02 +Dby) EAY 

deberá ser entónces impar y primo con A, y para esto (4% + by) par 
y primo con A, y, lo mismo de consiguiente, el resto (mod. 2A) de 

(au +bxy); y reciprocamente: siendo par y primo con A el resto 
(mod. 2A) de (au +0), la condicion principal, antes enunciada, 

quedará cumplida. Ahora bien, si atribuimos á « todos sus 2A valo- 
res, los restos de (4 +by) recorrerán estos mismos 2A valores, en- 

tre los cuales existirán los A siguientes, pares, 

y entre estos últimos <(A) primos con el número impar A. Este nú- 
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mero, ¿4 (A), es, por consecuencia, tambien el de los valores posibles de 
0, correspondientes á cada uno de los impares, atribuidos á y; y, por ser 
A impar y primo con 2, es lo mismo que ¿4 (24). Luego, en todos los 

casos, á cada valor, par 4 impar, de y, corresponden + (24) de a, que 
convierten la expresion 

(00 +Dby) HAY 

en números primos con 2A; y, siendo 2A el conjunto de los valores 
de y. el completo de las combinaciones (u,y) será finalmente: 

24 4 (24). 

2.” Sea s=2, a y ec pares, b impar, y D= 1 (mod. 4). ¿Cuán= 
tas serán, en este caso, las combinaciones (%, y) que conviertan la ex- 

presion 

9 2 
aa +2bay+cy 

sl - 

1 2 1 2 
== 40 Hbay+- cy 

en números primos con A? Concretémonos primeramente á las combi- 
naciones (z, y) que produzcan para la expresion última valores impa-= 
res. Como somos dueños de elegir la forma, representante de su clase, 

; 1 ; ; des 
(a, b, c), de modo que 7 O sea primo con 2A, é impar en consecuen 

A , Al 2 ; 
cia, la determinante referida á tal forma, D =6b — ac, será 

==, 100. 0 (nou te), 

1 NE y : 
segun que - Cc sea par, 6 impar. En el primer supuesto, si la expre- 

sion 

a o 
La a 

: Do. 1 : 
ha de resultar impar, debe ser y Ue day=4a (14 + by) impar; 
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y para esto es indispensable que sea precisamente % impar, y par y: 
en el segundo, uno cualquiera de los dos números a 6 y, por lo mé- 

nos, debe ser impar. Y, como á cada uno de los A valores impares pre— 

cisamente que puede recibir «u corresponden A pares de y, será 

A<A=A'" el número de las combinaciones posibles (vz, y), en el pri- 
: E 2 

mer caso; y agregando á este número el 2A”, que resulta de suponer 
á y, por ejemplo, impar, y que « recorra todos sus 2A valores, se 

- DIN e o > o 
obtendrá el 3A”, para el número de combinaciones posibles (z, y), en 

el segundo. 
Exijamos ahora que las combinaciones (%, y), no sólo produzcan 

: 42 e. 42 : , 
para la expresion --4a +bay + 3 ey valores impares, sino ade- 

más primos con A. Para satisfacer á esta exijencia es necesario y sufi- 
ciente que el valor de 

2 2 : 1 2 : 
(aa+ by) EA y =20 (300 + bay + cy) 

6, de consiguiente, el de (4%+ by) sea primo con A. Esto pide en el 

primer caso, cuando D= 1 (mod. 8), que y reciba valores pares ex- 
clusivamente, y « impares. Si, pues, damos á y uno determinado de 
los A siguientes 

Ole Es a (2A— 2), 

mientras u recorra todos los A impares 

1,3, 5,..... (QA—1), 

que constituyen evidentemente un sistema completo de restos (mod. A), 

la expresion (a9+b xy), como « es primo con A, tomará A valores 

que á su vez forman un sistema completo de restos, segun el mismo 
módulo A, entre los cuales existirán e (A) = 4 (2A) primos con A. Y, 

por consecuencia, existen entónces Ag (2A) combinaciones posibles 

(a, y). En el segundo caso, cuando D=5 (mod. 8), y uno, por lo 

ménos, de los dos números x,y debe ser impar, se halla primeramen—- 

te, como antes, que á cada valor, par, de y corresponden ¿+(4)= + (24) 
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impares de a; y, por consecuencia, que el número total de combina-- 

ciones posibles (u,+y) es tambien Av(2A). Pero, si y fuese impar, 

y «a recorriera sus 2A valores, como puede tambien ocurrir sin fal- 
tar á la condicion impuesta, la expresion (44 + by) tomaria dos veces 
el mismo sistema completo de restos (mod. A); á cada uno de los A im- 
pares valores de y corresponderian, por lo tanto, 29 (4) =204 (24) 

posibles de a; y el número total de combinaciones (w, y) seria entón= 

ces 2A0(2A). Y sumado este número con el anterior, resultan 344 (2A) 

combinaciones posibles en el caso que estamos estudiando. 

Resumiendo: el número total de pares de séries aritméticas, entre si 

correspondientes, 

D= AUNADO y=2Aw= y, 

que satisfacen á la condicion L, tantas veces recordada, tiene por ex—- 
presion 

o.Ao(2A), 

en la cual: 

w =2, cuando sea 9 = 1 

0) 1, cuando s=2, y D=1 (mod. 8) 

3, cuando s=2, y D=5 (mod. 8). 10) Il 

LÍMITES DE LOS DOS MIEMBROS DE LA ECUACION FUNDAMENTAL. 

Volvamos nuevamente sobre la ecuacion fundamental. Haciendo en 

ella s=1+e, multiplicándola por p, y dividiéndola por e toma 

la forma: 

PA : ia = = Y E == 
(ar +2b0y+cy) * aid E n 
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Y en esta forma, suponiendo que el número positivo p es infinita— 

mente pequeño, vamos á determinar los límites de cada uno de los tér- 
minos que en sus dos miembros figuran. 

169.—Limite del primer miembro para las determinantes negativas. 

Sea, como siempre, D= —A. Las variables z é y comprendidas 
en la suma principal, relativa á la forma (<, b,c), sólo tienen entónces 

que satisfacer á la condicion I; y acabamos de probar que tal suma pue- 
de descomponerse en wAcg(2A) séries parciales, correspondientes á 
cada una de las combinaciones posibles (%, y). Consideremos, pues, 

primeramente una sola suma principal, 

Mb== 
dd , o? 

l 
2 21 

(aa +2db0y+ ey) * 
19) 

en la que puedan recibir las variables 4 é y todos los valores 

a=2A0+aw, y=2Awz+y 

correspondientes á una combinacion posible, determinada, (z, y), yá 

todos los valores enteros imaginables de v y de ww. El límite del pro- 
ducto que constituye la suma principal expresada es idéntica (*) al del 
cociente 7': ft, cuyo divisor £ representa un número positivo, supe— 
rior á todo límite, 6 infinitamente grande; y cuyo dividendo 7' designa 

el conjunto de los números construidos por la forma (4, b,c), que no 

serán mayores que í, y deberán, por lo tanto, satisfacer á la condi- 
cion 

A Y. 
az +2b0ey+ey St, 

6 bien, en otra forma, á la 

(*) Apéndice IT. 
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(7) A) =! 

El límite del cociente 7':f se determina con facilidad mediante 

una consideracion geométrica. Hagamos, en efecto, 

sujetos á la condicion 

aÉ E E Y (2) 

Mirando ahora á £, 1 como las coordenadas rectangulares de un 

punto en un plano, y dando á v y 10 los valores de la série entera, 
los puntos (£, 1), determinados sucesivamente por las fórmulas (1), for 

marán una cuadrícula, constituida evidentemente por los dos sistemas 

de rectas paralelas á cada uno de los dos ejes de coordenadas; siendo 

8=2A:y 1 la distancia constante entre cada dos paralelas inmediatas 
del uno y el otro sistema. De este modo queda dividido el plano en cua- 

draditos, cuya área comun es 

y cuyos vértices son precisamente los puntos (E, 7); y T, por conse- 

cuencia, representará el número de puntos de la mencionada cuadrícu- 

la que no caigan fuera de la curva expresada por la ecuacion 
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b) 2 E 
SE A = (3) 

” 

$ 

9 
Mas esta ecuacion de segundo grado, por ser h —4ac= —A (ne- 

gativo), y «a positivo, es la de una elipse cuyo centro coincide con el 

orígen de coordenadas. El producto 

oz 
II IAN di 

tiene por límite el área 4, de tal elipse, en el supuesto de ser £ infi- 
nitamente grande, y 0, por lo tanto, infinitamente pequeño (Ap. II; y 

el límite de que se trata será, por consecuencia: 

A 
Jo ===> 

4N 

Este límite, segun su expresion manifiesta, es independiente de la 

combinacion (%, y), y el mismo, de consiguiente, para todas las 
wAg(2A) sumas parciales que componen la principal considerada: de 

lo cual resulta que esta suma principal, perteneciente á la forma (a, b, c), 

tendrá por límite 

donde 4 designa el área de la elipse (3), que nos resta determinar. 
Con este objeto trasformemos la ecuacion (3), refiriéndola á los ejes 

principales de la elipse que representa, como nuevos ejes de coordena- 

das; la nueva ecuacion de la elipse, referida á sus ejes será: 

y, como en esta trasformacion de coordenadas rectangulares, la deter- 
: 2 . : , 

minante hb —ac, permanece invariable, y, por consecuencia, 
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M0 2 
De =00= 0) =/N 

y, por otra parte, ya” y ye son los valores recíprocos de los semi- 
ejes de dicha elipse, el área que buscamos será: 

- - 
Te Tí 

Al = == e 
Va  vA 

tomando siempre, por supuesto, la raiz cuadrada positiva. Con este va- 

lor de 4 se halla finalmente que el valor del límite de la suma prin 

cipal 

ez : Pd 1 2 

(aa +2bxy +ey) ó 
50 

perteneciente á la forma (a, b,c), tiene por expresion 

wvro(ZA). 

4AYA 

la cual, y esto merece notarse, es independiente de los coeficientes 
a, b, c, y, por lo tanto, de la individual naturaleza de dicha forma. 

Ahora bien, al mismo límite se aproximará cualquiera otra suma 

principal, perteneciente á otra forma (a, 0", c'), de las que constituyen 

el sistema S: luego, designando por / el número de las sumas prin- 

cipales que figuran en el primer miembro de la ecuacion fundamental, 

0, lo que es igual, el número de clases de formas no equivalentes, de es- 
pecie a, para la determinante D=>—A, el límite de todo el primer 
miembro mencionado será en conclusion: 

wr (24) » 

4AYVA 
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170.— Limite del segundo miembro para las determinantes negati- 
vas. —Número de clases de formas. 

Vamos á estudiar ahora el segundo miembro de la ecuacion funda- 
mental, y á buscar el límite del producto en él comprendido, 

donde el signo sumatorio se refiere á todos los valores enteros, positivos 
y primos con 2A. Designando por v,v', yv", ..... los g(2A) primeros 
de estos números, esto es, los menores que 2A, la suma propuesta po- 
dremos descomponerla en +(2A) sumas parciales de la forma 

pl 1 1 1 
CNE E += ++ === SP os000 

o E E ON 

en la que los términos afectados por el exponente (1 ++) constituyen 
en cada caso una série aritmética, cuya diferencia es 2A. Ahora bien, 

el límite de cada una de estas sumas parciales es (Apénd. II) 

l 

NS 

y, como es independiente de y, el de las ¿(2A) sumas parciales, ó6 el 

de la suma entera, será evidentemente 

y este mismo el del segundo miembro de la ecuacion fundamental 



(2) 
MS A) A : 

24 e 

Pero los dos miembros de la mencionada ecuacion fundamental, para 

valores de s superiores á la unidad, 6 lo que es igual, para valores posi- 

tivos de p, son idénticos; y lo mismo pasará con sus límites respecti- 
vos: luego no hay inconveniente en establecer la igualdad 

DTO 2 D 2 1 A s SÉ 
Vin P 

4AyA 5.24 mM 

de la cual, despejando 4, despues de restablecer el valor Y =—A, 
resulta: . 

E 
== */=D. tm. (2) 

SOT DÁ 330 

para la expresion del número de clases de formas primitivas de especie 
s (con coeficientes extremos positivos) para la determinante negativa, 

D=-—A. 
En esta expresion sabemos además que, por una parte (162): 

x=4, cuando D= ='1 

+= /6) cuando D==3 y 0 =2 

x= 2, en todos los demás casos; 

y por otra (168): 

w =2, cuando o = 1 

1 w =l1, cuando s=2 y D'= 1 (mod. 8) 

w =3, cuando s=2 y D=5 (mod. 8). 
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la segunda especie, para una determinante negativa. 

En la fórmula general para / sustituyamos los valores particula— 
res 9=1,x=2, w =2, que corresponden á las formas de la primera 

especie; el número de clases para estas formas será, por consecuencia: 

con la única excepcion de D= —1 para cuya determinante es x=4, 

La fórmula general para la determinante YD =— 1 se convierte en 

esta otra: 

ó bien, poniendo por el símbolo de Legendre su valor explícito (119-1.>) 

1 (nm — 1) 

lim. Y ¡0 
1-0 TE ñ Í 

E 

Pero más adelante demostraremos, en general, que: 

lím. y (dos ==» (O) 
7) 2 2 n)n 

luego, efectuando la sumacion así resultante Y AN 1. 2, para lo 

cual basta sustituir 2 por la série de los números impares, primos con 
2, se obtiene por fin: 



en atencion á que la série inclusa en el paréntesis, llamada de Leibnitz, 

. 1 r . , 

tiene por valor --7. Y este resultado viene á confirmar de nuevo el 

principio antes establecido (148) de que, para la determinante D=—1, 
sólo existe una clase de formas (con los coeficientes extremos posi- 
LiVoSs). 

Para deducir de la fórmula general de / el valor particular /' 
de este número, respecto de las formas de segunda especie, debemos dis 
tinguir los dos casos, D=1 (mod. 8), y D=5 (mod. 8), para los 

que «w toma, como sabemos, valores diferentes. En-.el primero, es 
2=2,w=lÍ; y, por consiguiente: 

Te 

a D 
MES YA E) 

6 igual al número que encontramos relativo á las de primera ESPocia 
En el segundo, -=2, w=3, y, por tanto: 

1 
a 

6 igual al tercio del correspondiente á las de primera especie; con la 

única excepcion D=—3, en que x= 6; pues, para este valor par 
ticular de la determinante, se confunden de nuevo los números de clases 

de formas, sean éstas de la primera, 6 de la segunda especie. 
En resúmen: designando por / el número de tales clases para las 

formas de primera especie, y por /4' el referente á las de segunda, te- 
nemos: 

h'=  h, cuando D= 1 (mod. 8), y para D= — 

0. == — h, cuando D=>5 (mod. 8), exceptuando D == —3. 
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172.—Limite del primer miembro de la ecuacion fundamental para las 

determinantes positivas. —NVuúmero de clases de formas. 

Sea, pues, D=A. Conforme hicimos al tratar de las determinan— 
les negativas, descompongamos cada suma principal, de las que cons 
lituyen el primer miembro en cuestion, correspondiente á una forma 
determinada (%,b,c), en vAo(2A) sumas parciales, de la forma 

l 
e 2 Ep? 

(ao +2b0y+cy) 

en la cual pueden recibir las variables x é y todos los pares de va- 
lores, 

=2A0+xu, y=2Aw=w=y, (1 

pertenecientes á una combinacion determinada (%,y) y á todos los en- 

teros imaginables v y ww. Pero dichas variables, respecto de las de= 
terminantes positivas, deben satisfacer además á las condiciones aisla— 
doras II (162), 

y 
y 0, ar+by> 7? (2) 

de cuya restriccion, á primera vista inconveniente, se deduce, por el 
contrario, que (134) los dos factores 

v 

ac+b+/D y  ax+(b—yD)y, 

y, de resultas, la forma: 

ar +2bwy +ey 

deben ser números positivos: circunstancia que nos permite aplicar 
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ahora tambien los principios expuestos (Ap. ID), y aplicados antes, al 
estudiar las formas con determinantes negativas. Por consecuencia, si 

designamos por £ un número cualquiera positivo, y por 7 el número 
de los pares de valores (%, y), compendiados en las séries (1), y que 
satisfacen á las condiciones (2), y además á esta otra 

2 2 
ax +2dxy cy <td, (3) 

sólo tendremos que buscar aqui el límite del cociente 7:17, en el su- 
puesto de que ¿ crezca indefinidamente; pues este límite es al mismo 

tiempo el de la suma parcial anterior, correspondiente á una combina— 
cion (u, y). Para hallar dicho límite establezcamos, como anteriormen— 
te, las ecuaciones 

A 
vi EN 

en las cuales y £ significa la raiz positiva. Mirando á (¿, 1) como las 
coordenadas de un punto en un plano, 7 representará el número de los 
puntos de cuadrícula, contenidos en las dos séries 

esto es, el número de aquellos puntos encerrados, sobre el plano de las 
¿ 1, de un lado, por el eje E; de otro, por una recta que pasa por el orí- 

gen de coordenadas; y finalmente, por una rama de hipérbola, cuyo 
centro coincide con dicho orígen. Designando por BP el área de la 
porcion del plano de las ¿7, asi limitada, y aplicando los principios ci- 
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tados (Ap. MI), en la suposicion de ser £ infinitamente grande, y el 

lado 8=2A:yt, de los cuadraditos de la cuadrícula, por lo tanto, 

infinitamente pequeño, tendremos: 

lim.=.8 =44"”. lim. a =B, 

de donde: 

Y, como este límite es juntamente, segun dijimos, el de la suma 

parcial propuesta, correspondiente á una combinacion, (a, y), y en él 

no figuran para nada estos valores a, y y, resulta que será el mismo 
tambien para todas las wA ¿(2A) sumas parciales, pertenecientes á las 

diversas combinaciones (z, y), que componen la suma principal, rela= 

tiva á la forma (a,b, Cc), y, por consecuencia: 

w4 (24) 
ae 

expresará efectivamente el límite de aquella suma total 

1 
t 

/ 

Nos falta determinar todavía el área PB, del sector hiperbólico, de- 
finido por las tres desigualdades 4 condiciones anteriormente escritas. 
Estas condiciones de limitacion, mediante las fórmulas conocidas de 

trasformacion de coordenadas rectilíineas en polares, 

Y SEO 

se convierten en las siguientes: 
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T 
sen. p>0,  «acotang. o -+b> 7 

1? (acos.24 +2 bcos. p sen. p + csen.? 4) < 1. 

Y de las dos primeras se deduce, como advertimos antes, que las 

cantidades 

acos. p + (0 + V D) sen. o, acos.p + (b— VD) sen. q, 

a.cos.? p +2bc0s. p sen. y + csen.? e, 

deben ser positivas para todo ángulo + que las satisfaga: lo cual sig- 
nifica que dentro del espacio angular, por dichas dos condiciones defi— 

nido, no puede caer ninguna asiíntota, sino, por el contrario, un trozo 

limitado de hipérbola, y, como consecuencia, que el sector de que se 
trata es asimismo finito. Aclarado este punto, el área que buscamos se 

halla por la expresion conocida 

B= ffrarar== fas 

Esta integral pide, en primer término, que pongamos en ella por 7 

su valor en funcion de la otra variable ¿. Tomando, pues, el valor del 
radio 7 que corresponde á la misma rama de la hipérbola, tendremos: 

2 1 
== === == et 

- e) 

acos.2w-+2bhc05S. vsen. Y + csen.? q ; Í ? 

r 
6, descomponiendo el denominador, y separando luego factores co- 
munes: 

2 l y 
24D U cotang. 9+b=yD 4 cotang.¿+b+yD) sen2o 
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Antes de sustituir en la integral ya sencilla, antes escrita, conviene 

advertir que 

do 
4 = — dq. cotang. o: 

sen.” y 

de modo que, si consideramos á cotang. 4 como nueva variable, la in- 

tegral pedida será: 

1 / 27 1 ad .cotang. o l > ad.cotlang.o 
=E VAMO == RO APTA ON PRE DAA AA TA 

as - AyYDY acotang.e+b+yD  1yD2 acotang.o+b—yD 

1 : acotang.e+0+yD 
= RT 
AND “acotang. e +0—yD 

Ahora bien, esta integral debe comprender todos los valores de + 
cuyos senos sean positivos, y extenderse, en consecuencia, desde + =0 

hasta el valor de y que verifique la igualdad /) (a cotang. + +b) = 7: 
límite este último completamente determinado por la condicion de ser 
sen. 4 positivo; y, como ya antes indicamos que, dentro de todo este 
espacio angular, las cantidades 

acotang. o +b=+ vD y acotang. + +b— VD 

conservan siempre su signo positivo, resulta que la integral indefinida 

anterior representa una funcion real y contínua de «o, que solamente 
podemos definir, en consecuencia, por los dos límites mencionados. 

Efectuándolo así, esto es, verificando la integracion entre los límites 

¿=0, y g= al valor que satisface á la condicion Y (a cotang. + +b)=7'; 
1 

y, teniendo presente que ¡DAS (T+UYVD(T7—UYD)= o 
obtiene por último: 

, EE 

E 1 TES ND 1 TD 

AVD PANDO YD 6 
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Con este valor de 2%, el límite de la suma principal, correspondien- 
te á la forma (a, b, c), despues de escribir ) por A, se expresa como 

sigue: 

DO D) 7 — ] 0) Y (2 D) ] ll v D ¡ 

8DyD 7 

donde 7, Y, representan, como siempre, los dos mínimos enteros, po- 
2 

sitivos, que satisfacen á la ecuacion DAA 

Esta expresion manifiesta, como la relativa á las determinantes ne- 

gativas, que el límite de una suma principal, perteneciente á cualquiera 

forma (a, b,c) del sistema S, depende exclusivamente de la determi- 
nante D y de la especie 3; y no, por lo tanto, de la particular na- 

turaleza de cada forma: lo cual quiere decir que es el mismo para todas 
ellas. Significando, pues, por % el conjunto de todas las formas com—= 

prendidas en el sistema S, 6 el múmero de todas las clases de formas 
primitivas, de especie s, para la determinante positiva D, 

wY (2 D) log BE UYD 

8Dy D 5 

h 

será el límite á que se aproxima el primer miembro de la ecuacion fun- 

damental, á condicion de que el valor positivo de + decrezca indefini- 

damente. 
Respecto del segundo miembro sólo debemos observar que, para 

las determinantes positivas, es x= 1 (162); y por consecuencia, será 
tambien ahora, como para las formas con determinante negativa: 

y el límite de todo el segundo miembro de la ecuacion fundamental: 

IR 1) : 
c.2D 7) 
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Igualando este límite al del primer miembro, arriba escrito, y des- 

pejando % de la igualdad resultante, se obtiene para el número % la 

expresion: 

173.—Relacion entre los múmeros de clases de formas de la primera, y la 

segunda especie, para una determinante positiva. 

Para obtener la expresion del número /, correspondiente á las for- 

mas primitivas, de la primera especie, deberemos hacer s=1 y w=2 

en la general precedente, y así hallamos: 

2D DR 

log. (77 + Uy D) dea: ES 

donde 7, (7 representan, como sabemos, la solucion mínima de la 

ecuacion 

DA 

Para que existan formas de segunda especie, respecto de la determi- 
nante D, es necesario ante todo (140) que sea D= 1 (mod. 4). 

Admitida esta condicion, y haciendo s=2 en la expresion gene— 
ral de 7, se halla desde luego: 

PEE ENE .lím. Y q) 
log. (7'+ 0D) 

en la cual /' designa el número de clases de formas de segunda espe- 
cie, y 17", U”, la solucion mínima de la ecuacion 
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E 

Recordemos además, como cuestion prévia tambien, y antes de en— 

trar en pormenores, que, duplicando cualquiera solucion (£, u) de la 
A 2 2 A y: 

ecuacion t —Duw =1, se obtiene otra (4=2 1, w=2w), de la ecua— 

cion 1? —Du*= 4; y que, recíprocamente: si tomamos la mitad de 
una solucion par (1, w), de esta segunda ecuacion, encontramos otra 

solucion (t,w) de la primera: de lo cual se deduce inmediatamente que 

((=27,w=2 U) será en todo caso la mínima solucion, par, de la 

ecuacion 1" — Du” =4. Ahora bien: 
Si D=1 (mod. 8), esta última ecuacion admite exclusivamente 

soluciones pares; porque, si cualquiera de los números £', 6 w fuese 
impar, el otro lo sería tambien; y el primer miembro de aquella entón- 
ces divisible por 8, mientras que el segundo es =4: luego efectiva- 
mente: 

METI UI —=210 y por tanto, + (7 + U'VD) = INE Uy D; 

y, como por otra parte es w=l, resulta: 

l =h cuando D=1 (mod. 8). 

Si D= 5 (mod. 8), el resultado ya varia; pues para ciertas deter— 

minantes que satisfacen á esta condicion, la solucion mínima (2", U”) 
sería par, y para otras impar. En el primer caso, tendremos como an- 

tes, 7727, U"=2U; y, por consecuencia, como ahora es w=3, 

== >), cuando D=5 (mod. 8) y 7”, U” pares. 

En el segundo, cuando 7”, U” sean impares, buscaremos entre 

todas las soluciones (1, w') que produce la fórmula (158) 

ED Ei 2 
E 2 
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para valores positivos de 2, la minima par. Busquemos primeramente 

la próxima superior, que corresponde al exponente 2 = 2; para este 

exponente hallamos: 

== O a MO 

y, como uv es evidentemente impar, no nos sirve la solucion hallada. 
Calculemos la inmediata superior, que corresponde al exponente 1 = 3, 

y hallaremos: 

AO TE SDAUÍE, y pa PS DU = ==, —. 

De esta expresion última se deduce, por ser 

2 2 6 9 
T"=U"=1(mod.8), y 3D=—1(mod.8), 

que £ es par, y, por consecuencia, lo es tambien u': esto es, podemos 

como en el caso primero establecer las igualdades, ¿=27,w=2 U: 
luego 

DE ay 
2 

DEE Uy D=| 

log. (77 +U'YD)==+ log. (7 + UD) 

y, teniendo presente que w = 3, resulta por último: 

/ h'=h, cuando D=5 (mod. 8) y 7”, U” impares. 

Inferiores al número 600 existen 75 de la forma 8/5. Entre éstos 
hay 16 (determinantes), para los cuales el número de clases de formas 
primitivas, de primera especie, es tres veces mayor que el de las clases 
de formas de la segunda especie, que son: 37, 101, 141, 189, 197, 269, 

325, 333, 349, 373, 381, 389, 405, 485, 557, 573. Para los 59 restan— 

36 
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tes, los números de clases de formas de la una, y de la otra especie, son 
iguales. 

174.—Reduccion del problema que estamos estudiando al caso de una de—- 
terminante, no divisible por ningun cuadrado. 

En los artículos anteriores hemos visto que el número de clases de 
formas primitivas, de segunda especie, para una determinante cualquie— 
ra, se halla siempre mediante el número de las clases relativas á las 

formas de primera especie. De lo cual se desprende que el problema, 

principal objeto de este capítulo, de hallar el número de clases de for- 

mas para una determinante conocida, puede desde luego concretarse á 
encontrar tal número respecto de las formas de primera especie. 

Pero no sólo á las formas de la primera especie, sino exclusivamen— 

te, además, á aquéllas, cuya determinante no sea divisible por nin- 

gun cuadrado (excepto el 1), puede reducirse todavía el problema que 

estamos examinando: y de esta nueva restriccion trataremos ahora, para 

continuar despues con más facilidad nuestro estudio. 

Sea D una determinante cualquiera; siempre podremos establecer 

) 

contenido en 0D; y D', por lo tanto, será un producto de factores 
primos, desiguales (% tambien = — 1), que tendrá igual signo que 
D. Veamos, pues, cómo el número de clases de formas, para la de- 

terminante 2, se refiere al número de clases de formas, para la deter— 

minante D'. Comparemos primeramente entre sí las dos sumas, relati- 
vasá D y D', 

: a? 2 20 
la igualdad D=D'S”, en la cual S” represente el máximo cuadrado, 

donde, para mayor sencillez, hemos escrito s por 1++p; despues de 

haberlas distinguido, acentuando la segunda, referente á D', en la cual 
representará la letra 2! todos los números positivos y primos con 2/”. 
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Si designamos por y' todos los números primos, positivos, impares, pri- 
mos con 1; y por y, como anteriormente (164), todos los números 

primos, positivos é impares, no contenidos en 2, tendremos: 

EJE 1 

a A DRAE 

Ahora bien, evidentemente el conjunto de los números primos 4, 
sólo constituye una parte del conjunto de los números primos ¿'; por 

que todo número primo y, que no dividaá D=PD' Se tampoco divi- 

deá D', y es por lo tanto, uno de los números g': de lo cual se des- 
prende que el conjunto ó sistema de los números 4”, se compone del 
relativo á los números y, y de otros números primos, impares, 7, no 

contenidos desde luego en 2", pero sí en D, y, de consiguiente, en 
S, cuya totalidad es sin duda finita. El producto infinito, correspon 

diente á la determinante 2D", puede, por consecuencia, descomponerse 
en otros dos: uno relativo á los factores y, y el otro á los 7, del modo 

siguiente: 

po Ed q pants. ei A E 
a 

y, como de la igualdad Y =D'S” se desprende que 

DAD AL), 
resulta, poniendo las séries por los productos equivalentes: 



a o 
y, en consecuencia: 

D 1 DIN A 78) 1 
lim. > = E =111 ( = (5) —) lím. 2 +) MERA 

refiriéndose el signo-producto HI á todos los números primos impares 7, 
contenidos en S, pero noen DP”. > 

Establecida así la relacion entre los dos límites análogos, que figu- 

ran en las expresiones para los números de clases / y /', relativos á 

las determinantes 7 y D', sin haber distinguido el signo de éstas, 
vamos á examinar ahora separadamente aquellas expresiones, respecto 
de las formas con determinante negativa, y de las formas con determi- 

nante positiva. 

Concretándonos, como ya se razonó, á las formas de primera espe- 

cie, si Y" y D, por lo tanto, son negativas, tendremos: 

¡Y mas 
T RL 1 

y, exceptuando únicamente el caso D"= —1, 

hi = 2D lím. 3 a) NS 
T UE 

Despejando de estas dos ecuaciones los valores de los límites en ellas 
comprendidos; sustituyéndolos en su relacion antes encontrada; y re- 
cordando que Y — D, y — D'=5S, se halla por último, con la única 

excepcion tambien de D'=— 1, 

1=><S M1 Pe (+) 
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En el caso exceptuado, D'=—1, en que x =4, 4=1; y 
2 E : 

D=—S”, pero no tambien igualá — 1, y, por lo tanto, S> 1; el 

número de clases de formas para la determinante D será: 

L(m—1 
(E su(s e pe BR 

Relativas á las determinantes positivas obtuvimos las siguientes fór- 
mulas: 

1 

2 

log (7 + Uy D) A ag 

ID , 

¡P= e Es == Jhfíialo Y 5 a 
log (7" + U'yD') AS 

donde 7”, U” representan los números enteros positivos que verifican 
: ¡2 pro : sE 

la ecuacion 7” —D'U” =1. Y, sustituyendo los valores de los lími- 

tes, deducidos de las dos últimas ecuaciones, en la relacion antes ha- 

llada para los mismos, se halla la siguiente: 

EE ES a 
log (7 +UyD) PER 

Resta todavia expresar la razon de los logaritmos en forma racional. 
Para esto reparemos en que toda solucion (£, w) de la ecuacion 

A y A O . 

lo es tambien de esta otra: 

AED 
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á condicion de que se verifiquen las igualdades 

6 de que el segundo elemento v', sea divisible por S. Y recíproca= 
mente: si la solucion (4',u”) tiene su segundo elemento w', divisible 
por S, es tambien solucion de la primera. De esto resulta que los dos 

números 

¿=> 1=S O 

de los cuales el w' es divisible por S, constituyen la mínima solucion, 
positiva, de la segunda ecuacion; y podemos, en consecuencia, estable- 

cer la igualdad 

T+SUVD=T+UYD AT +UYD): 

representando A el mínimo exponente entero, para el cual se hace di- 
visible por S la parte irracional de la potencia correspondiente. Y, si 

lomamos logaritmos en dicha igualdad, la razon entre los números / y 

h' se convierte, por fin, en la siguiente: 

=> SM (E : 
y r/g 

Para hallar, si se quiere, el valor de A, estableceremos, como antes, 

la igualdad 

(7 + UYyD) =f + yD'; 

mediante la cual podrá ser conocido el mínimo valor de y que hace di- 

visible 4, por cada factor p de los contenidos en S; y al mismo 

tiempo la máxima potencia de p, contenida en dicho número Y. 
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175.—Convergencia y continuidad de las séries infinitas que figuran en 

este asunto. 

Circunscrito el problema que estamos estudiando á las determinantes 

D, que no sean divisibles por ningun cuadrado, diferente de la unidad, 

procede ahora discutir la série infinita 

cuyo límite vamos á determinar en forma explicita, en el supuesto, ya 

sentado, de que el valor positivo + disminuya indefinidamente. 

Mientras el valor de ¿ permanezca positivo, esta série será siempre 

convergente; é independiente su suma, por otra parte, del órden en que 

sus términos se sucedan; mas, para el valor de ¿=0, adquiere la 

misma otro carácter, entrando en la categoría de aquéllas en las que, 
tanto la suma de sus términos positivos por sí sola, como la de los ne- 

gativos tambien aislada, representan un valor infinitamente grande. En 
las séries de este género, por consecuencia, al tratar de su convergen— 

cia, y de su suma que no es, como sabemos, sino el límite á que se 

aproxima la de sus 72 primeros términos, em el supuesto de crecer 2 

indefinidamente, debemos preocuparnos del órden en que están estos 
términos colocados; pues de tal órden depende en primer lugar que la sé- 
rie tenga suma finita, precisamente por la compensacion entónces resul— 

tante entre sus dos partes, cada una por sí sola infinita, y compuestas 

de los términos positivos, y de los negativos, respectivamente. 

Toda série infinita del género indicado tendrá, segun lo dicho, di- 

ferentes sumas, segun sea la colocacion ú órden de sus términos. Mas 
supongamos que no sea así la série de que tratamos, sino que, por el 

contrario, admita para el valor ¿=0, uno, finito y determinado; siem- 

pre nos restará averiguar si tal valor es tambien el límite á que se apro— 
xima la série en cuestion cuando ¿ mengúe indefinidamente: lo cual 
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equivale á indagar si el valor de la misma da un salto al llegar p al 

límite 0; 6, bien, si por el contrario, varia continuamente con pe, áun 

el supuesto de p=0. 

Para desvanecer tales dudas demostraremos, por via de lema, la pro- 
posicion siguiente: 

Si Py Oy nas en número infinito, representan constantes, cuya 

SUMa 

e == e ..... => (22 

por grande que sea n, permanece siempre inferior d otra constante de- 
terminada €, la série infinita, 

será convergente, y además funcion contínua de s, para todo valor posi— 

tivo de este exponente (con la excepcion de s= 0). 
En efecto, comparemos la série propuesta con esta otra: 

a A ds eE E E 
A AO IN A a | er gcooo 

1 q y 2 S 3 ) 3 S Al 

y hallaremos que la diferencia entre las sumas de los » primeros tér— 
minos de cada una tiene la forma 

(n—+ 1 y 

la cual, como s es positivo, y B, por hipótesis, finito, disminuirá in- 
a 7) 

definidamente cuando % crezca del mismo modo. Esto prueba que, si 
una de las dos séries fuera convergente, la otra lo seria tambien, y ade- 
más que una y otra tienen la misma suma. Fijémonos, pues, en la se- 
gunda para demostrar que es convergente, primero, y despues, que es 
una funcion continua de s. 
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Sabemos que toda série es convergente cuando la suma de un nú- 
mero cualquiera de términos, siguientes á los » primeros, llega á ser 
menor en valor absoluto que una cantidad tan pequeña como queramos, 

creciendo 72 suficientemente. Segun esto, escribamos la suma de los 
m términos, siguientes á los 2 primeros en la série elegida, que 
será: 

1 1 A 1 1 

AN A la RS al EF ) 
(n +1) (n +2) (n + m1) (n+Em-=+1) 

Como, por una parte, las m diferencias 

l 1 l 1 l | 
Ss s? py $? Ss s? 

mt. (n+2) (42) (n+3) Mm  (n+mel” 

cuya suma total es evidentemente 

1 | 

(M+iy (n+m-+ y 

son todas positivas; y, por otra, sus coeficientes 

[2 2 da A ) 
Par Po PE 

son numéricamente menores que (€; el valor absoluto de la suma de 
los m términos de la série, antes escritos, será menor tambien que el 

producto de (por la suma de las m diferencias antes expresadas: 
esto es, menor que 

l l dt 3 
(n + 1) (n+m +1) 

y, con mayor razon menor que 



Luego efectivamente la suma de los m términos, siguientes en la 

série elegida á los 2 primeros, si 2% crece suficientemente, puede ]le- 

gar á ser menor que cualquiera cantidad dada, por diminuta que la su— 
pongamos; y, por consecuencia, dicha série es convergente. 

Demostrada la convergencia de la série elegida, vamos á demostrar 

ahora que su valor varía continuamente con s, considerando para ello 
todos los valores positivos de s, mayores que uno determinado «; por 

que, por muy pequeño que supongamos á s, no siendo = 0, siempre 

existirá otro número tambien positivo, aún más pequeño, s: de lo cual 

se desprende que la demostracion, al parecer limitada á ciertos valores 
de s, se refiere realmente á todos los valores positivos de este exponen- 
te (el 0 exclusive). 

Dicho esto, descompongamos la série propuesta en dos partes: una 

que comprenda sus % primeros términos, y la otra los restantes. La 
primera, esto es, la suma de los % primeros términos, segun hemos 

probado, se aproxima á un límite finito y determinado; y es, de consi 

guiente, una funcion continua de s; la segunda sabemos de seguro 
que es ' 

€ G 
<—T7 y, con mas razon, < : 5? 

n n 

y menor, por consecuencia, que toda cantidad, por pequeña que sea, 
elegido 2% suficientemente grande, sin que en esto influyan, por otra 

parte, los valores de s>>. Ahora bien, siendo contínua la primera 

parte, si existe discontinuidad en la série entera, es claro que debe de- 
pender de la segunda; pero esta segunda parte para todos los valores 

. —Y 

considerados de s, es menor en absoluto que Un “; y menor que 

2 (nm ”, por lo tanto, la variacion ú salto que en el valor de la série 

total pudiera resultar por el trascurso de un valor determinado de s; y, 
como tal variacion ó6 salto puede hacerse tan pequeño como queramos, 
con solo tomar 2 suficientemente grande, resulta que tal salto, signifi- 
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cativo, no puede existir realmente, y, en consecuencia, la série de que 
se trata es una funcion contínua de s. 

Apliquemos ahora los principios demostrados á la série infinita 

3 (5) 0, 
7) a 

cuyos términos supondremos desde luego ordenados de modo que vaya n 
creciendo constantemente. Con esta condicion se comprende bien pronto 
que la última série es un caso particular de la estudiada en el lema pre- 

cedente. En efecto, hagamos 

D » 
2, =(5,): O = 0 

$ mM 

segun que 72 sea primo con 22D, ó no lo sea. Si m recorre un siste- 
ma completo de restos (mod. 4 D), la suma de los correspondientes va- 
lores de au, será siempre = 0; pues, en primer lugar, los coeficien— 

tes a, correspondientes á los valores de m que no sean primos con 

2D, son desde luego =0; y los coeficientes a, , correspondientes á 
M 

los valores de m primos con 2D, esto es, á los números 2, son por 
mitad igualesá +1, yá — 1. Y, por consecuencia, la suma de un 

número cualquiera de coeficientes sucesivos a, , será siempre inferior 
h 

á la cantidad finita (+2D): condicion indispensable, que exijimos 
en el lema, para que la série allí establecida fuera convergente. Así, la 

série, ordenada como se ha dicho, 

será convergente y funcion contínua de s, para todo valor positivo de 
este exponente; y, en conclusion, cuando 2 disminuya indefinidamente, 

¡Dboo pa = e ==» == 



72 

á condicion de que los términos de esta série, repetimos, estén ordena- 

dos de tal modo que 2% vaya creciendo constantemente. 

SUMA DE ESTA SÉRIE EN LOS CUATRO CASOS QUE PUEDEN OCURRIR. 

En la sumacion de la série 

N=E (2) 
NÑ N 

distinguiremos los mismos cuatro casos principales que en el artícu- 
lo (121), á saber: 

D=tP=i(mod.4),0='551, > 3H 

D==P=3 (mod. 4),0==1,.e=-E1 

D=H2P= 2 (mod. 8),0=+1, e==—1 

D=+*2P=6 (mod. 8),8=—1, e=—1, 

en todos los cuales, segun la ley de reciprocidad generalizada (118), se 
verificará la igualdad simbólica 

(donde 2% representa todos los números positivos y primos con 2D, y 
las letras 2,5,s lo mismo que en el artículo citado); y tambien, en 

consecuencia, esta otra 



Or =i Yu 

siempre que sea 

n= y (mod. 8 P”. 

176.— Suma en el primero. 

Conforme acabamos de expresar, la determinante D, en este caso, 

tiene la forma 42 +1, ó bien es 

D=wP=1 (mod. 4); 

D 
y, por tanto: (E) = Sh designando 2 el valor absoluto de la de- 

l 
terminante D; y, de consiguiente, un número positivo ¿mpar, no divi- 
sible por ningun cuadrado, mayor que 1. 

a-) La série para este caso será 

en la cual 1 representa todos los números positivos impares, y primos 
con P. Y vamos á demostrar primeramente que tal série puede, para 
su sumacion, referirse á esta otra 

donde la letra mm exprese todos los números positivos, primos con 2, 
no sólo impares, sino tambien pares; pero crecientes siempre, conforme 
lo exije su convergencia. Para esto observaremos que la série infinita 
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en el supuesto de que 7 reciba sucesivamente todos los valores 

E AS - de la natural 6 entera, es una progresion geométrica 

2y1 
cuyo primer término es la unidad, su razon == y su suma, por 

consecuencia : 

Multiplicando por esta igualdad ordenadamente la anterior 

any l 
SS a) [E 

A (+) 

resulta la siguiente: 

— a 1 E [EE . 

(5) E e 210 
PI2 

donde se ve claro que los términos, en el producto de su segundo miem- 
bro, son de la forma 

a y , o 
representando los comprendidos en la 2.2, números primos con 2, 
sin distincion de pares é impares; y, como todo número 2, primo con 

P, puede de un solo modo ser expresado por la forma 2.2, los valores 
de ésta serán todos diferentes, y coincidirán, por consecuencia, con los 

números m6. Haciendo, pues, 2.2 =wm en la última igualdad, resulta 
la que buscábamos: 
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Aún podríamos añadir que m representa todos los números posi- 

z ; : m ] 
tivos, sin excepcion, con tal de suponer (5) = (), siempre que m 

y 2 tengan algun factor comun. 
0-) Vamos á efectuar ahora la sumacion de la série infinita /. Re- 

cordaremos para esto que, siendo 7 un número cualquiera, entero y 
positivo, tenemos: 

luego 

k Ed o HEN e ' 
Si recordamos que el simbolo de Jacobi S) tiene el mismo valor 

para todos los números congruentes (mod. 2); y que todos estos núme- 
ros se hallan agrupados en clases, cuyos representantes son los restos 

de Pr 

y admitimos que la letra p designe cada uno de todos estos restos, y 

la funcion f(w) el conjunto de los valores correspondientes á los mis- 

mos (y los solos diferentes entre sí) de la suma 

z (E) o =f(0); 

la de los términos de la série en cuestion, arriba escrita, en los cuales 
sea m< K P, tomará la forma: 

1 KP 

>de l—z 
—— $) —— 

E i la 
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Ahora bien, significando p. un sistema completo de restos (módu- 

lo P), será (121) 

AS (E) = 0, y, de consiguiente, f(1) = 2 (5) e 

lo cual prueba que la funcion f(x) es divisible por r(2+—1), y que 

la fraccion 

dentro de los límites reales de integracion, 0 <x<1l, tiene, por lo 

tanto, valores finitos. Sustituyendo, pues, esta última expresion en la 

integral anterior, resulta la siguiente: 

1 1 

from friga— Pros” ee 

0 0 0 

y, como el segundo término ú sustraendo de esta diferencia, creciendo 

K indefinidamente, se hace infinitamente pequeño, la integracion que 

debemos efectuar queda reducida á la de la expresion 

fra de 1 
P 

2 il=a 

cuyo valor, despreciado el término infinitamente pequeño antes men- 

cionado, representa efectivamente el de la suma 

XNPIm' 

Conocido es el método para integrar una fraccion racional como la 
que ahora se nos ofrece: consiste en descomponerla en fracciones par- 
ciales cuyos denominadores sean los factores simples del denominador 
de la propuesta. Debemos, por consecuencia, hallar ante todo estos fac- 
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lores simples. Para ello recordaremos que el denominador de la fraccion 
actual, igualado á cero, constituye la ecuacion binomia 

á condicion de que a reciba los valores del sistema completo de restos 
(mod. 2) 

IN 

Segun esto, podremos escribir la ecuacion 

donde se refiere el signo-producto á todas las raices de la ecuacion bi- 
nomia consabida, y tambien (*) esta otra: 

RO AiO) 
== 

en la cual se refiere el signo-suma á los valores ya dichos que puede re- 

cibir la letra a. Mas la funcion /, segun la definicion antes estable- 

cida, correspondiente al valor de «= 0% es evidentemente: 

2074 

0%) =Y ta evop 10 == (É 

y esta suma (Apénd. IV—6) 

(*) Puede consultar el lector, si lo cree necesario, el Algebra superior, ya citada, 

de Serret, 3.* edicion, tomo I, pág. 487. 

37 
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en la cual deberá tomarse la raiz de 2 positivamente, y hacer 

( - )= 

= ) =0, 
a 

siempre que u no sea primo con 2. Luego, suslituyendo este valor 

de f (0%) en la expresion de arriba, obtendremos el resultado: 

PON 

AA ( ) 
T il = E ID MER 0 

refiriéndose la sumacion á todos los valores de z, primos con 1? y me- 

nores que este número. 
Las ¿(2) integraciones que debemos efectuar, por consecuencia, 

relativas á cada una de las fracciones parciales que se desprenden de la 

descomposicion atrás indicada, se hallan comprendidas en la fórmula 
conocida 

AÑ dz f (2=a+b1) de dl Ei) az af bido 

a—(a+bi) «Y  (2— y e (a—ay (10 +0 

9 : A 
= — log [toa +7] +ifaro.1g =* ñ ) 

ó0 bien, haciendo 

a+bi= e 

do 1 9 E p COS 0 
Ni == — log (2 — 22005341) +i(aro. ==.) 

a 2 sen 0 



De la cual, cuando 0<5<2x, se deduce la definida: 

1 
dx IEA 1 S 
Ms (2 sen 0) +Hifarc. tg=1Y.-7 0+ arc. y = colgó) 

al E S e 

e x—.e 

con tal que los dos arcos, inclusos en el paréntesis, se tomen entre 
1 1 AS , c 

E 3% Y —-y "5 y,sl 6 se toma entre 0 y rm, 6entre = y 2z, 

la siguiente: 

a : 
"0% LS EE 1 

f¡H=W=w (2 sen 33) +i(> ==> 5). 
Y z—e 
0 

Aplicando esta última fórmula se halla con facilidad: 

1 
Ñ dx : (2 + (E =) 
=> = 103 (WM Al == 

lo) 1) ¿ E A JE 2 12 
0) 

y, por consecuencia : 

1 2 —(P—1) 
as bo (5 e =) e = 
= === ==== TA ASI A ! 

Xp mm PLD 12 Ts 

refiriéndose el signo-suma del segundo miembro á todos los v (2) va- 

lores de au. Y, como de ser esto así, resulta 

(5) =0 el P ANS 

podremos, de consiguiente, despreciar todos los términos independien— 
1 ca 

tes de a, tales como log 2 y —ri: con lo cual se reduce la última 

ecuacion á la que sigue: 
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Todavía puede simplificarse más este resultado si consideramos se- 

paradamente los dos casos 42=1 (mod. 4) y 2=3 (mod. 4). Efecti- 

vamente: en el primero es 

4 2 
—(P—)) 

a = 1 

y, por tanto, como el primer miembro de la ecuacion última es real, 

tendremos: 

(2). La (8) ue ps DJ sE Bi P 08 EROS 

en el segundo, es 

y, en consecuencia: 

(0.4 0. Te 

y (5) log sen B = (0). 

Estas dos simplificaciones pueden aún efectuarse de este otro modo. 

Teniendo en cuenta que la expresion complementaria (P —a) adquie- 

re los mismos valores que «, aunque en otro órden, será: 



0. 0 Tr P—2 P—31) 7 
PY (al log sen a (5) log sen Le = 

S 5) de, AO 
MN log sen pe 

Ahora bien: si 2 = 1 (mod. 4), 

si, por el contrario, 44= 3 (mod. 4). 

Y (2) log sen — =-—Y (Elí — =0 NA to) DA og sen PE 

c—) Hallado ya bajo forma definida el límite de la suma 

a 
para el caso que estamos discutiendo, relativo á una determinante 

D=WP=l1 (mod. 4), no divisible por ningun cuadrado, vamos á 

buscar ahora, en forma finita tambien, el valor del número /, que ex- 
presa, como sabemos, el de las formas primitivas de primera especie, 

para la mencionada determinante 2. En esta investigacion distingui- 

remos, segun costumbre, las determinantes negativas de las positivas. 
Determinantes negativas. —Para la determinante 1 = — P, y, por 

consecuencia, 2 =3 (mod. 4) obtuvimos (171) la expresion del nú- 

mero 



DAA 

E 17 

y, como en este caso es, segun acabamos de probar, 

resulta: 

significando v todos los enteros positivos, primos con P, y menores 
que este número. Esta última expresion de / puede simplificarse me- 

diante las siguientes consideraciones. Si representamos por a' los nú- 
meros «, menores que 42, los complementarios (42 —a') coincidi- 
rán con los números 2, mayores que $2; y, por consecuencia: 

ale 
y, como ahora es P= 3 (mod. 4), y de consiguiente 

EA 0-0 
será: 
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Por otra parte es tambien evidente que los números 2a' y (P—2») 
constituyen por completo la série de los números «, y, por lo tanto: 

0. Za J1= 0h 
A E aa pe all Eo 0 
a) al) a+ El P y a), 

6, despues de sencillas reducciones (118): 

a) 
Restando esta ecuacion de la antepenúltima, multiplicada por 2, se 

obtiene la siguiente: 

P=5125)=-"2(7) 
y por medio de esta se convierte la expresion de / en la sencillisima: 

Traduciendo este resultado al lenguaje vulgar, podemos decir en re- 

súmen: 

Si P es un número positivo, de la forma 42 +3, no divisible por 

ningun cuadrado, y a' representa todos los números primos con P y 

menores que $ P, el número h, que expresa cuántas clases existen de 

formas de la primera especie para la determinante D=—P, se hallara 

restando del conjunto de los múmeros a', para los cuales se verifique la 

condicion 

25 = + > 

12 

el conjunto de los restantes. 

En el supuesto de ser 2 un número primo absoluto, la ley anterior 
se modifica del modo siguiente: 
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Si el valor absoluto p, de la determinante negativa D=—p, es un 

número primo, de la forma 4n +3, el mimero h será igual al exceso 

del número de restos de p sobre el de no-restos: comprendidos unos y 
otros entre los limites 0 y 4p. 

Sea, por ejemplo, la determinante D= — 11: entre los números 

1,2,3, 4, 5, menores que 411, existen cuatro restos cuadráticos de 11, 

á saber: 1,3, 4, 5; y el no-resto 2; el exceso del número de los pri- 
meros sobre el del segundo es 4—1=3. Y, en efecto: 3 es el nú- 

mero de las formas reducidas, de primera especie, no equivalentes, que 
existen para la determinante /=-—11l: siendo tales formas (1, 0, 11), 

(3, 1, 4), y (3, E 1) 

Como de pasada haremos notar que, debiendo ser / un número po- 
sitivo, y nunca cero, el conjunto de los números «', para los cuales 

ds PUNA 

será siempre mayor que el de los números «', para los cuales 

Determinantes positivas. —Para la determinante positiva D=WP, 

y por consecuencia, 2 =1 (mod. 4), obtuvimos la expresion (173) 

y 24 D a 

log (7 + Uy D) 

y, como en este caso es 



resulta: 

9) 

O a (E) 0 T 
==> =>) Mé sen e. 

(SA TO) LA a 

Designando por «a, ó por 6, aquellos de los números v, para los 

cuales sea 

O. 

(5) =+ O 

respectivamente, la última ecuacion puede escribirse bajo la forma: 

refiriéndose el signo producto en el numerador á todos los no-restos b, y 

á todos los restos qa, en el denominador; y representando 7, U los 

mínimos enteros, positivos, que satisfacen á la ecuacion pelliana 

TP 

177.—Estudio de los casos restantes. 

Examinado el caso primero, en que la determinante tiene la forma 

D= | (mod. 4), vamos ahora á estudiar la cuestion de un modo gene- 

ral; y para esto á determinar préviamente la série 



386 

en la cual 2 significa todos los enteros positivos. y sucesivamente cre— 
cientes, que sean primos con 2D. 

Si establecemos, pues, como antes, las ecuaciones 

en las que y representa todos los números, entre los 1 ya definidos, 
que sean menores que 8 P, y recordamos (176) que f(1)=0; en el 
supuesto de que el módulo de la variable z permanezca menor que la 
unidad para que la integral definida entre los límites 0 y 1 tenga 

valores finitos, será (176): 

1 1 

y=f 2. 7 A ON 
Z 1 3 SP) > z=07 

o de 0 

á condicion de que «w exprese todas las raices de la ecuacion binomia 

Lo que ante todo importa conocer ahora es el valor f (tw), que toma 

la funcion f(x), para z=w. Con este propósito recordaremos que las 

raices «w son (101) los vários productos de las correspondientes á las 

dos ecuaciones parciales 

x Ls 2szi 
Dr , Dra ps 257 2ZsT E 

COS. eÑ + 7 sen. ='2+ y COS. 
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bajo el supuesto de que 7 y $ recorran, cada una por su parte, un sis- 

tema completo de restos, segun los módulos 8 y 2. Por consecuen- 
cia, si hacemos 

las raices «w quedarán bien expresadas por la fórmula 

wm = JO; 

y con esto será tambien: 

y 21) FW=1) Sr pos 
A Da (7) ¡Y A 

Designando por y los restos mínimos positivos de (mod. 8), y 

por m los de y (mod. P), es claro que los restos p. serán los cuatro 

números 1,3, 5,7; y los restos m los ¿+(2) números primos con 2; 

y, como á cada par (y, m), de tales restos, corresponde (71) un solo nú= 

mero determinado y, la última ecuacion (Ap. /V—6) se convierte en 

la siguiente: 

— 1) -- (u—1) 0 M ms . 
ROI 0 5 eN E O 

=¿ (1480) (1 +e(— 1)) (5) a 

*) La suma primera es: 

0.07 SS O (. DAA ISA SUEAN 
0E8j F0ej +0 Fo0e7 =J Me Fo +0e7 +08 y 

ARRJOS aa Ns AAA 2r AR AL SSA 
pero y =0%3 06 cmScncaale, y == == =lRie =03 Y 
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donde y 2 se toma positivamente) y el símbolo de Jacobi tiene el va- 

lor cero, siempre que $ nosea primo con 2. Y, si por abreviar, es- 

tablecemos la igualdad 

S de n=) 
e) 

en la que puede recorrer la letra s todos los números incongruentes 
(mod. 2) y primos con este módulo, la expresion de la série // será 

por último: 

donde 7 representa un sistema completo de restos (mod. 8). Dando, 
pues, á r estos valores, á saber, 0, 1, 2,..... 7, se obtienen para los 

cuatro casos en un principio distinguidos, los resultados respectivos si- 

guientes: 

1. DEP '=áA (mod 4): 0 O > La 

> 1 2 

N.2YB=-5 +" (40) —4(4)) 

MI DEÉÓGEAB Moo e 

AT A EN 

las potencias pares de 6 y e son la unidad positiva: luego la suma en cuestion 
será: 

e 2 2 37 de E 37 CA á 31) 7 

a a 

La otra suma no ofrece dificultad ninguna; pues es la misma del Apéndice cita- 

do en el texto. : 
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ID ==29P=2 (mod. 8), d==+*+ 1, e =1 

N.2422=-00 (4048) 96) +40) 

IV. D=+2P=6 (mod. 8); 3=—1, e=-1 

a ip]? 

N.2Y2P==4.% (UD +48) —45) —+(0) 

Estas fórmulas comprenden tambien el caso 2 = 1, esto es, se ve- 

rifican para las determinantes D=—1, D=+2, D=—2. En 

efecto, aplicando á la integral referente á este caso, 

1 

Y n= qe > 
” - 

a 

la fórmula general, antes hallada, se obtiene la siguiente: ro) ) y) 

1 
dz a (2 ' a 1 ( y Se 

z A e o) AR 2; 

0) 
z=J : 

y, dando en ésta sucesivamente á 7 los valores numéricos que figuran 
en las fórmulas TI, TIT, TV, resulta: 

O AA D RV a 

DA a CEM aNta (1) 
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siendo y 2 siempre positiva. Excluyendo desde ahora este caso P=1, 
y designando por 2 los restos mínimos positivos (mod. 8 2) del nú- 

mero (Pr+8s), para lo cual es indispensable (72) que se verifiquen 
las relaciones 

m=-Pr(mod. 8), m=8s(mod. P),) 0<m<8P, 

, 

sera: 

1 
dx 08 (2 22) (E zo) 4 

=——— = log. (2 sen. 5 == , fi 08 en Sp =5 9 8p 2, 

0 ay 0 

y, en consecuencia: 

l E) ( m ( ma E 7) 5) 
X] y y MiS 5 y(r) = (E py 5) (108. 2 sen. o =5 97 ED ip: 

donde m designa los ¿+ (4) números positivos, primos con 2, me- 
nores que 8 P, y al mismo tiempo = 2 r (mod. 8). Mas estos números 
m son tambien incongruentes, segun el módulo 2: por lo cual 

y pueden, de consiguiente, suprimirse en la última expresion todos los 
términos independientes de 2, y quedar entónces reducida á la forma: 

y EN ma Pie 
wi(9)= 2D) NG O E 

m=-P+r(mod. 8), 0<m<8P. 

(2) 

Con esto la série infinita // se convierte en una suma de un núme- 
ro finito de términos en todos los casos que pueden ocurrir; mas toda— 
vía dicha série es susceptible de importantes modificaciones, fundadas 

en algunas propiedades de las ocho expresiones para + (7), que vamos 
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á deducir de la definicion antes establecida para tal funcion. Esta defi- 

nicion es, como sabemos: 

Y (1) OE 

la cual, si hacemos por abreviar 

A EA EE AO (3) 

donde las letras 4 y 0 tienen la significacion que les dimos (121), se 
convierte en la siguiente: 

1 

dls) = fa. a 
0 

con tal que el módulo de la variable 2 permanezca siempre <l, en 
el intervalo de 0 á 1; ó bien, en esta otra: 

=/" 

J 

y (1) = 0 P(2); 

0 

si, admitida la representacion [geométrica de las cantidades complejas 

por puntos en un plano, el punto x, enel intervalo de 0 hasta EN se 

mueve de tal modo que no salga del círculo trazado al rededor del pun- 

to 0 con un radio igual á 1. Los ocho puntos / dividen la circun- 

ferencia de este círculo en ocho octantes iguales, sobre los cuales se 
. . $ ” 

distribuyen los ¿+ (2) puntos Ú que se reparten á su vez en las dos 
a Y) 

clases, Y y 0. 
Ahora bien, de la definicion de /"(x) se desprenden algunas conse- 

cuencias interesantes. Desde luego, si designamos por x el valor com- 
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plejo conjugado de x, tenemos que dicha funcion, /" (2), es conjugada 
de esta otra 

na 

y, por consecuencia, que Y (1) y 

E al (7) far (0) (5) in 
0 

son asimismo conjugadas. Haciendo para abreviar 

A a 

To=+=0-(53)+0 

será, de consiguiente, RE real, y J puramente imaginaria, Ó cero; y 

no será difícil averiguar que la suma /V/ se reduce á expresiones de la 
forma Ri, ó de la forma /, segun que la determinante D sea positi- 
va 6 negativa. 

De la definicion de /"(w) se desprende tambien la relacion 

2 

MDF (=x=?7 (0) 4 (5) 

y, como si 4 va desde 0 hasta ¿”, retrocede — 2» desde 0 hasta 
— (r+4) < ao 
is y x desde 0 hasta j 7”, resulta: 

2 un+rve+ o (5) (6) 

poseyendo igual propiedad las expresiones R y J. 
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Por último, la funcion /"(2) comprende tambien esta otra: 

E —1 

44 

de la cual, teniendo presente que cuando zx, dentro del círculo, va des- 

de 0 hasta j , su valor recíproco, y, fuera del círculo, retrocede 

desde «o hasta 7, se deduce que: 

a ry=(3),0: 

y, en consecuencia: 

IS fe log F (2,) , 

0 

cuando 2, marcha dentro del circulo desde 0 hasta e y fuera del 

mismo desde j hasta oo. Esto prueba que la diferencia J (1) —J(r+1) 

es una integral definida, en la cual gira la variable en sentido positi- 

voal rededor de los puntos y que se hallan sobre el octante determina- 

do por los j y o y, por lo tanto: 

r+1 
Ss 

Jm) —J (r+1)= 2: al (*) 

pudiendo recibir s todos los valores que satisfagan á la condicion 

UNE E l 

Sp 

Y de aquí resulta: 

(*) Véase la nota final. pág. 600, 



y tambien, cuando 7 es positivo: 

Jm) =J(21)=2 7 E 

Si introducimos los valores de J (+ +4) y 4 (21), deducidos de las 

dos últimas ecuaciones, en la siguiente que se desprende de la (6), 

2 

TW5+I(+4)= ( Bed P ) ren, 

se obtiene: 

po) AA) 
y, teniendo presente que 

e 

DNS) 
estas otras: 

6 a] SÁ al E w a Se. 

AS yl > == 
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Como, por último, segun las ecuaciones (6) y (4), tenemos tam- 

bien: 

0 —.m=|2- (5) 40 

IS 

—= AN ( —]1 po E) o) 0 + (E) 0» 

se hallan, para la determinante negativa D, y, por consecuencia 

P = 3 (mod. 4) en los casos primero y tercero, y =1 (mod. 4) en el 

segundo y cuarto, los valores de la série infinita /V, que á continua— 

cion se expresan: 

ME == (5) 

pe 
O PA (5) 

30-70 
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habiendo atendido á que. en el segundo y cuarto caso, 

0 

Para las determinantes positivas se obtienen asimismo notables sim— 

plificaciones en los valores de la série V. 
De la expresion real (4) 

il 

= log. (20) E) 7) E 

mediante la (7), se desprende esta otra: 

R (1) =108 [e P(7")): 
en la cual 

$03, En . 3 z 

== a o =1, 

segun 2=38, (6 diferente de 3. Por otra parte, segun las ecuaciones 

(4) y (6), tenemos: 

10 -+9= (2 —(5)]+0 

+ (E) ]10= 0) 
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0 (7) 0=2 8 

y De (F)0=40 

¿0+ (5). =20) 

Luego, por ser, en el primero y tercer caso, 2= 1 (mod. 4), y en 
el segundo y cuarto P=3 (mod. 4), serán: 

a iaa | (5) 7) 18 1) 

IL. N.2yP=—ldg(ÍfcF” (1)) 

2/3 

A APIS nde) 
ED 

IV. N.2V2P== 18101") 

178.—Pormulas finales para determinar el número de clases que bus- 
CAmoSs. 

Determinado el valor de la série infinita /Y, para todos los casos en 

que la determinante D no sea divisible por ningun cuadrado, excepto 
la unidad, pasemos, por último, á expresar en forma concrela el núme- 
ro h de clases de formas primitivas, de primera especie, relativas á 
dicha determinante. 

a) Para las determinantes negativas, obtuvimos (171) la ecuacion 



exceptuando la determinante — 1, para la cual se duplica el segundo 
miembro. 

De esta ecuacion se desprenden los cuatro resultados siguientes: 

IV. D=-—2P=6(mod.8); 2=2 ¡2 ” z =)! 

donde siempre se refieren los límites de la sumacion al valor 8s: P; 

y exceptuando en el II y IV respectivamente los casos referentes á 
D=-—i1,D=—2 para los que es 4 = 1. 

b) Para las determinantes positivas hallamos (173) la expresion 

hlog (7 + UyD) =N.2YD, 

en la cual 7, UY representan los mínimos enteros, positivos, que satis- 
facen á la ecuacion 

AN A E 

y pueden hallarse siempre por el método explicado (158). 
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El valor de V.2y.D queda ya en el final del último párrafo deter- 
minado; pero en lugar de las fórmulas allí establecidas pueden tambien 
emplearse las siguientes, deducidas de la ecuacion (2) que figura en el 
mismo: 

1 D= P= 1 (mod, 4) 

: S 1 

hlog (7 + Uy P) =— 12 (5)| (5) log sen = 

i 0 

TL. D= P= 3(mod. 4) 

SS 1/2 NT 
hlog (7 + Uy P) = A (E) og sen 03 

TI. D=2P= 2(mod. 8) 

8 po 2 Ed 

N 

IV.  D=2P=6 (mod. 8) 

ES] 
55 = 2 T 

log (7 + Uy2P) = — NE) (5) log sen E 
0 

donde 2 puede recorrer todos los números primos con 2.2, para los 
cuales 1: P caiga entre los límites de sumacion establecidos. 

Las tres últimas fórmulas se compendian en la fórmula comun 

2 —= AD mi 
hlog (7 + Uy D) = - (E) rg son 1, 

en la cual 2% representa todos los números primos con 4 y menores 
que este último. 
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NOTAS 

Para aquellos de nuestros lectores que no conozcan al pormenor la teoría de 

las cantidades, llamadas por Gauss complejas, no dejarán de ser útiles las conside- 

raciones siguientes: 

Designemos por 2, é y, y por rcosg, y rsenz, las coordenadas rectilíneas, 
y polares, de un punto, en un plano, referido á un sistema de ejes rectangulares si- 

Luado en el mismo: la cantidad compleja 

2=2%+1Y, 6 z="/(cosu.+ sen), 

estará representada por un punto en dicho plano, ó por una recta cuya longitud 

sea 7 y q el ángulo que forme con el eje principal. La cantidad » se llama módu- 
lo; y la expresion coso + 1¿seng coeficiente de direccion. 

Siendo las coordenadas z é y independientes una de otra, el punto 2 recorrerá 

un camino ó trayecto enteramente arbitrario; y sólo podrá exijirse, para que la va- 

riacion de 2 sea contínua, que tal trayecto lo forme una línea cualquiera, pero sin 

rotura. 

Esto sentado, si hallamos la diferencial de una funcion 

Fl) =w=w+ ¡0 

tambien de la misma forma que la cantidad compleja 2=w+2y, y en la cual u 
y » significan funciones reales de 2 y de y, encontraremos que la condicion ne- 

cesaria y suficiente para que la funcion + lo sea realmente de la cantidad com ple- 

ja 2=x + iy, se contiene en la ecuacion diferencial 

Con estos antecedentes podemos ya fijar el concepto de integral definida respec- 

to de las variables complejas, sin entretenernos en demostraciones, para explicar 

más clara y minuciosamente la que figura en el texto. En su fondo no difiere el 

concepto de integral definida, ya se refiera ésta á variables complejas, ya á varia- 

bles reales; pero existe, sin embargo, entre unas y otras una diferencia notable, que 
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se deriva de la misma naturaleza de aquellas cantidades, á saber: que para marchar 
de un límite á otro en la integral de variable compleja pueden seguirse, no uno de- 

terminado, sino infinitos caminos, de los cuales depende el valor de la integral de- 

finida correspondiente. Por esta razon la ley 

fr di=P (2) —P (20) 

que es exacta para las variables reales, siempre que /(2) exprese la derivada de 

F (2), no lo es, en general, para las variables complejas; puesto que, segun hemos 

indicado, el valor de la integral para estas variables no depende solamente de sus. 

límites, superior é inferior, ó extremos; sino tambien de los valores que adquieran 
sus elementos diferenciales para valores comprendidos entre aquellos límites. 

Imaginemos ahora una porcion de plano, determinada de cualquier modo; y 
admitamos que P y Q son dos funciones reales de x é y, que no dejen de ser 

finitas y contínuas para todos los valores que puedan recibir estas variables dentro 

de la porcion superficial marcada. La integral que comprende toda esta porcion, 

dQ ap 
(a a a 
de dy 

es igual á la integral lineal, 

AGE +Qdy), 

que abraza el contorno entero de la misma. 

Si la expresion 

Pdr+Qdy - 

fuese una diferencial completa, la integral 

Jrs +0dy) 

referida al contorno entero de una porcion de plano, dentro del cual permanecierau 

P y Q finitas y contínuas, sería igual á cero, como se demuestra en los Cálculos. 

Así, pues, siendo la condicion, para que Pdx+0dy sea una diferencial completa, 
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y esta obra, ya conocida, 

dio do  d(iw) 
A O 
dy dz de 

, 

para que 20 sea funcion de z, la diferencial 

wdx+iwdy=w(dr+1idy)=wd:=f(2) d2 

será completa, y por consecuencia: : 

frio 

con tal que /(z) permanezca finita y contínua dentro de la porcion de superficie á 

cuyo contorno se extiende la integral última. No variará ésta de valor, aunque se 
refiera á dos contornos diferentes, pero que comiencen y acaben en los mismos pun- 

tos, si la funcion f (2), dentro de la porcion de superficie enteramente definida por 

aquéllos, satisface á la condicion ya expresada. Sólo cuando no suceda esto, es de- 
cir, sólo cuando deje de ser finita /(z) para alguno ó vários puntos de la superficie 

encerrada por el contorno á que la integral en cuestion se refiere, no podremos afir— 

mar que tal integral sea cero; pero entónces, cualquiera que sea su valor, no se al- 
terará porque añadamos ó quitemos á la superficie, dentro de la cual hay puntos 
para los cuales / (2) no es finita ni contínua, porciones de superficies en las que se 

verifique la condicion antes impuesta á / (2). 
En general, siempre que existan puntos de discontinuidad en una superficie se 

reemplazan porcurvas cerradas muy pequeñas que. los rodéen, y seconsideran estas 

curvas como pertenecientes al contorno de la superficie propuesta. 
En conformidad con la doctrina anterior hemos impuesto á la variable 2 la con- 

dicion de mantenerse dentro del círculo desde 0 hasta ¡”, y fuera de él, desde 7” 

hasta 00; pues los únicos valores que, en el caso del texto, hacen infinita la funcion 

diferencial, son los 6%, distintos todos de los ¿”, y situados sobre el mismo círculo 

unos y otros. Designemos por «4 uno de los puntos 6*; teniendo en cuenta que el 

elemento diferencial es 

( ES ) de =( Ss ) dz 

PJ) aj" 08 PE A 

puesto que 2=2j7" Ó x=27"; la integral correspondiente deberá extenderse, ó 
tomarse á lo largo de una línea cerrada que rodée al punto 4, y que no contenga 
ella á su vez puntos de aquella especie; y entre todas estas líneas, la más sencilla 

es una circunferencia cuyo centro sea a, y su radio ”. infinitamente pequeño. 

Podemos escribir en consecuencia: 
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2—a=r(cosp + ¿sen 9), 

de donde, considerando que, cuando 2 recorre el pequeño círculo, en el sentido de 
aumentar los ángulos, permanece constante, y y varia desde 0 hasta 27, re- 
sulta: 

di=r(—senq +1c0sq) de=11 (coso + ¿senq) do; 

y por tanto: 

a 
2—( 

Con esto la integral del texto adquiere el valor 

para el punto «a; y como otro tanto puede decirse de los 0” puntos, comprendidos 

en el octante determinado por los j" y ¿"+1, resulta finalmente la expresion ano- 

tada (pág. 593). 
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De las fracciones continuas. 

|.—Algoritmo de Euler. 

Este algoritmo (*), de grande importancia en las fracciones contí- 
nuas, y de influencia tambien, como hemos visto ya, en otras investi- 

gaciones, se funda en los sencillos principios que á continuacion se ex - 

ponen. 
Sean 

a, d, (1) 

dos cantidades indeterminadas cualesquiera, y 

AO AN TEN (2) ) 

una série de cantidades, tambien indeterminadas, hasta en su nú- 

mero ó conjunto; y con las unas y las otras formemos otra série, 
c,d,C,.. ..1,m,n, del modo siguiente: 

c=yb+a 

d=05c=+b 

e=ed+c 
(3) 

n=vwm-l 

(*) Euleri, Comm. arithm., t. 1. De usu novi algorithmi.....etc. Gauss. D. A. $. 27, 
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Introduciendo ahora en el valor de d el que corresponde á c, ten 

dremos: 

d=00+(y0+1)0, 

que consta de dos términos: uno que contiene al factor a, y el otro al 0. 
Sustituyendo, en el valor de e, la d por su valor últimamente hallado, 
y la c por el establecido, resultará una expresion para el valor de e, de 

la misma forma hallada para el de d; y, prosiguiendo así hasta obtener 
el de 2, por él veremos que la ley, reconocida en los dos casos mencio- 

nados, es general: circunstancia cumplida necesariamente en cuanto 

demos por sentado que / y m tienen ya la forma de los dos primeros 

términos. En consecuencia, podemos escribir la igualdad 

n=Ga+ Hb: 

en la cual (7 y 2 serán independientes de 4 y 0; sin que haya in— 
conveniente tampoco en expresar el coeficiente 47, que depende exclu- 

sivamente de los elementos de la série (2), por el símbolo 

=— 5) 
o Fe (0 = Xx (2 _ e Y 

que vamos á utilizar en la demostracion de algunos teoremas interesantes. 
Concíbese desde luego que si, en vez de las séries (1) y (2), tomá-- 

semos como puntos de partida estas otras, 

A (2') 

podrian obtenerse, segun el mismo procedimiento de antes, los térmi- 
DOS eN l,m, nm; y los dos valores de n, deducidos, primero de los 

elementos (1) y (2), y despues de los (1') y (2'), serian respectiva- 
mente: 

n= a = [y,:0) Es quo Mo y, y] 0 

n= (Gb +[8, €, ..... A, p1, Y] €. 
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Si ponemos en esta última expresion por e su valor yb+a, se 

obtiene esta otra: 

n= [S, e, nn... A, vla + (y [S, e, 00UOs A, Y] +65) 0 

y, comparando los coeficientes de 4 en las dos expresiones de. 2, re- 

sulta: 

esto es, (7 representado por un simbolo semejante al de 2, mediante 
el cual la primera de aquellas se convierte en 

de la comparacion de los coeficientes de 2, en los dos últimos valores 

de 2, resulta finalmente: 

[OEA Ele A, pa) Y] EE, ..... 2, y, v] (5) 

que expresa la ley de formacion hácia la izquierda de los símbolos (4). 
Una ley semejante, para la formacion hácia la derecha de estas ex- 

presiones simbólicas, se obtiene por la consideracion sencilla de que, en 
el supuesto a=0, b=1, las cantidades /,m.2 se convierten res- 

pectivamente en los símbolos: 

ira E e oso A, ulv+![Y, .... A]. (6) 

39 



Para demostrarla, admitamos que se verifica para expresiones con 

menor número de elementos: de modo que, por ejemplo, sean: 

de la (5) entónces se deduce: 

oca == o soos e,0] y + [v; . ...el 

y, combinando ésta con la (6), se prueba inmediatamente la exactitud de 
la (7). Mas la ley en cuestion se verifica en realidad para los primeros 

casos; pues, cuando el simbolo contiene un solo elemento, y, es eviden- 

le; y, cuando contiene dos, es tambien: 

[13] =y0+1=B 1): 
luego será cierta para cualquier número de elementos y, 0, ..... 4, Y. 

Las ecuaciones (3) que expresan la ley de formacion de los términos 

c,d,C,.....1,m, nn, pueden escribirse además de este otro modo: 

—c=(=y)b+(=4) 

+d=(—0(—c) +0 

—e=(—ed+(—C) 

+2=(—vY(EmM>+ (=D); 

debiéndose tomar en la última el signo superior, ó el inferior, segun que 

el número de los elementos y, 5, €, ..... A, y, y sea par, ó impar. De es- 

tas nuevas ecuaciones se colije que la série —c, +d,—€,..... EN 



611 

puede formarse, por el mismo procedimiento antes empleado, partiendo 
de los primeros términos, 

—a, 0, (15) 

y de la série : 

— Ya — Ó) — Ej ono — A, —p, —y (2) 

Entónces será tambien: 

O aa —=vY (—=0) +[= Y, 0, — Ej 0... —v]0 

y, por consecuencia: 

[= Y, —8, ..... — yv] == y, 0, | (8) 

en cuyo segundo miembro deberá tomarse el signo superior, 6 el infe— 

rior, segun que el número de los elementos y, 0, ..... y, sea par, 6 
impar. 

Por último, las ecuaciones (3) pueden escribirse además, en sentido 

inverso, como sigue: 

l=(—vm->+mn0 

k=(— p)+m 

En consecuencia será: 

E 
La = [== M .... — y] 1H [=V, — fl) 0... —Y] 7, 

6, aplicando la ley (8): 



E ave es y] m; 

ú, si se tiene en cuenta la (7): 

SI lA: p]a + [y, 5, ..... p,v] Mm. 

Si suponemos ahora a=1, 2=0, los términos 2,2 quedarán 
representados por los símbolos, 

a odo Pl p, Y] — [8, ..... o OS y]: (9) 

debiéndose tomar el signo superior, ó el inferior, segun que el número 
de los elementos y,0..... p, » sea par, 6 impar. 

Aplicacion. —Escribamos las ecuaciones establecidas (69) para re- 

solver la ecuacion de primer grado az—6by=1 del modo siguiente: 
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y, por consecuencia, la solucion: 

a [Eo A e o: 

y una raiz 7, tambien, de la congruencia 

ax=1 (mod. d). 

Por via de ejemplo resolveremos la misma congruencia 

37x=1 (mod. 100) 

del artículo (69). Del cálculo allí efectuado se deducen: 

== Des. EE di == WEE 

y, como el número de estos elementos es par, será 

x= — [2, 1, 2, 2, 1] (mod. 100). 

Efectuado el cálculo del símbolo =wx, de derecha á izquierda, ten- 
dremos: 

Mia 21 122 11107 [2,162,210 24 

y, de consiguiente, 

=.—27="3 (mod. 100). 

Este modo de calcular el valor de x, empezando por la derecha y 
hácia la izquierda, es ventajoso para obtener el de y, que se halla en- 

tónces sencillamente, segun la ley (5), en cuanto conozcamos los valo— 
res de los símbolos 

[Eee p, y] y [ot p, y]. 

Siempre que sea y=0, como acontece en el ejemplo actual, el va- 
lor de y, conforme á la citada ley (5), se reduce á este otro: 



luego finalmente: 

y =—10, 2, l, 2, 2, M5 Me 10. 

2.—Pracciones continuas. 

a) Sea e una cantidad positiva, racional ó irracional, y establez- 

camos la série de igualdades: 

1 S 
A T=0+ KT n= VE RKÑ 

1 , 2 

n—l 7 YN 

en las que y,0, .....», representan los máximos enteros, contenidos en 

Do Dos e, respectivamente: todos ellos iguales, por lo ménos, 

á 1, excepto el primero y, que tambien puede ser 0. 
Si la cantidad zx fuese racional, alguno de los números AS 

sería entero, y en él terminaria la série (1); pues el siguiente, conforme 

á la ley de su formacion, llegaria á ser infinito. Para demostrar que la 

série (1) es finita, siempre que z sea racional, hagamos esta cantidad 
igual al quebrado irreducible a4:b. De la série de igualdades que se 
derivan del algoritmo ya demostrado (40) para hallar el máximo comun 
divisor m delos números a y 0, resultan las siguientes: 

Ah i= 

a C 0 

MOS 

donde se ve patentemente que el cociente z es entero; y, por conse- 
Y) 7 



615 

cuencia, 0, el residuo de su division correspondiente, é infinito ya el 
cociente sucesivo. 

Si zx fuera irracional, ninguno de los términos 2, Dyno se- 

ría entero, ni áun racional; y aquella série podria entónces prolongarse 
indefinidamente; porque, si alguno de dichos términos fuera racional, 
es claro que lo habrian de ser tambien todos los precedentes. 

Esto sentado, eliminando las cantidades Ly lr entre las 2 
n— 

igualdades primeras de la série (1), la expresion del valor de z será la 
siguiente: 

15) H0D 

Esta expresion será finita, esto es, podrá en ella suprimirse el tér— 

1 
mino 7, en el supuesto de que z sea racional; pues ya hemos de- 

a 

mostrado que entónces existe siempre un valor de 2 para el cual es 

x =00. Esto no podrá efectuarse en el caso de ser zx irracional; 
Ñ 

mas luego probaremos que, áun en esta hipótesis, el segundo miembro 

de la fórmula (2), despues de suprimido el quebrado a, converge há- 
UY 

cia el valor de x, si 2 crece indefinidamente. 

Las expresiones de la forma 
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se llaman /racciones continuas; los términos de la série (1) cocientes com- 

pletos; y los enteros, y,0,..... y, contenidos en aquellos cocientes com—- 
pletos, se denominan cocientes incompletos. Las fracciones contínuas, 

como la escrita (3), cuyos numeradores son todos iguales á la unidad, se 
llaman ordinarias; y llevan además el nombre de regulares, si todos 
sus elementos y, 0, ..... e donas excepto el primero que puede ser 0, 

son positivos. 

Las fracciones contínuas se representan abreviadamente por medio 
de un paréntesis que comprende todos sus elementos. Así, por ejemplo, 
la fraccion contínua ordinaria, regular (3), en el supuesto de ser finita, 
ó terminar en el cociente y, será igual á 

Y, por consecuencia de este simbolismo: 

1 
===> = (+, A E 
(05 S7 bocad A, u, Y) y 

Veamos ahora si este nuevo símbolo se comprende en el empleado 

para el algoritmo de Euler, d bien, si se verifica en general: 

CARA) E A (4) 

Admilamos, pues, que así sucede para un número menor de elemen- 

tos; y que sea, en consecuencia” 

Poniendo el segundo miembro de esta igualdad por el primero en la 
precedente 
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resulta esta otra: 

de la cual, teniendo presente la ley (5) del artículo anterior, se des- 
prende la (4). 

Mas esta igualdad (4) se verifica evidentemente para un solo elemen— 

to; y es cierta tambien para dos, porque 

luego lo será, en general, para cualquier número de elementos. 
b) Las fracciones parciales 

Y 

(y, (Y, 0), (Y, 9, e), (e O, Ss, 5), ES (5) 

se llaman aproximadas 6 convergentes; pues se van sucesivamente acer— 
cando á la (4), que es igual á la cantidad z; y el número de elementos 

que contienen marca su órden, 6 lugar en la série. El procedimiento 
para convertir en continva la fraccion ordinaria, irreducible, 

queda ya suficientemente explicado; el que habrá de emplearse para 
convertir, por el contrario, las contínuas (5) en ordinarias, se colige 

inmediatamente de la fórmula (4). Así efectivamente se hallan: 

lios a dls 6) Y 

HE 

6 bien, aplicando la ley (6) del artículo anterior para la formacion de 
estos simbolos: 



618 

y 18+1 (yi+e+y ((y ++ pNi+(y+1) 
e S - —————S (6') 
1 0 de-+l (0e+1)8+05 

, 

Con esta explícita representacion de las aproximadas es fácil tradu— 

cir la ley (6) del art. 1 al lenguaje vulgar del modo siguiente: forma- 
das como de ordinario las dos primeras, que corresponden ú los dos pri- 

meros cocientes, cualquiera de las otras se formará multiplicando por el 

cociente respectivo los dos términos de la inmediata anterior, y sumando 
con cada uno de los productos los dos términos de la anterior en dos lu- 

yares respectivamente. 
Efectuando las multiplicaciones indicadas en los términos de las 

fracciones (6'), se obtienen estas otras: 

y yo+1 sóy+re+y Lfeoy+le+rEy+oyr+l 

ARA a ¿60.350 

donde se ve que los denominadores de cada una se deducen fácilmente 

de los numeradores de las inmediatas anteriores, sustituyendo los ele- 
mentos que figuran en éstos por los inmediatos siguientes: esto es, y 
por 9; /9 por 's; ¡etc. 

De la ley para la formacion de las aproximadas se desprende asi 

mismo, que los términos de cualquiera de ellas son mayores respecti- 
vamente que los de cada una de las precedentes; y además que son en 
teros, si lo son los elementos y, 0 ..... y 

c) En la ecuacion (9) del art. 1 se fundan algunas propiedades in 
teresantes de las aproximadas. En ella figura la diferencia de los pro= 
ductos en cruz de los numeradores y denominadores de las dos aproxi- 

madas consecutivas, 
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siendo % el número de los cocientes y, 0, ..... p, », que entran en la 

última, podrá escribirse de este modo más breve: 

E Loa E Q, er] E A y (1) 

Importa advertir, antes de pasar adelante, que se halla á nuestro ar- 

bitrio hacer que el exponente 2, ú el número de los elementos com- 

prendidos en la última fraccion P : Q , sea par 6 impar. En efecto, el 
M NN 

último y, de tales elementos, segun el procedimiento para desarrollar 

una fraccion ordinaria en contínua, no puede ser 1; porque, si lo fue— 

ra, se agregaria al anterior p, convirtiéndose éste así en p +1; y, 
debiendo ser y por-lo ménos igual á 2, no hay inconveniente en ha- 

1 E 
cer yv=y—1l + am con lo cual será 

e [aa (Y — 1), 1). 

La igualdad (7) prueba desde luego (69) que los términos de las 
aproximadas son primos entre st; y, por consecuencia, que tales fraccio - 

nes son irreducibles. 
Y esta otra, derivada de aquélla, 

Pp P E M 

7) n—] == 1) , e =p EE (8) 7) O ORO 

manifiesta que la diferencia entre dos aproximadas, consecutivas, es igual 
d un quebrado, cuyo numerador es la unidad, y cuyo denominador es el 
producto de los denominadores de aquéllas. 

Por el aspecto mismo de las aproximadas se colige, y reparando en 

ellas se prueba inmediatamente, que la primera es menor, la segunda 
mayor, y, en general, las de lugar par mayores, y las de lugar impar 
menores que la cantidad 2: comprendida, por lo tanto, entre dos apro- 

ximadas consecutivas; y además, que á dicha cantidad xv se van acer 

cando sucesivamente las aproximadas, justificándose de este modo su 

nombre. Si, pues, la diferencia entre dos aproximadas, consecutivas, es 
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la escrita (8), la diferencia entre la cantidad z y una cualquiera de 

ellas será 

E 1y 

<< G=>=> 0 

7) 1n—l 

Designemos ahora por a:b una fraccion irreducible, comprendi- 

da entre dos aproximadas; es claro que las diferencias 

P Par op 
1n—1l 7) n—l 

Q 

a ; ) 

l n—1 as 

tendrán el mismo signo, siendo el valor absoluto de la primera menor 
que el de la segunda, ya conocido (8); por lo cual: 

y A a) 1 

ad ODE 
—1 nm on—l 

oO bien: 

(040, =P, <> 
Y) 

Mas el primer miembro de esta desigualdad es un entero: luego ne- 
cesariamente habrá de ser 6>0Q , y con mayor razon >(Q__. En len- 

Y n— 

guaje vulgar quiere decir lo demostrado que entre dos aprorimadas con— 

secutivas no puede existir fraccion irreducible, cuyo denominador no sea 
mayor que los de aquellas. De esta proposicion se deduce la consecuen— 
cia importante de que no puede existir fraccion irreducible, con denomi- 

nador menor que el de una aproximada, que se acerque más que ésta al 

valor de x. 
Y hé aquí por qué se da tambien justamente á las aproximadas el 

nombre de reducidas. 
d) Siendo las reducidas de lugar par mayores, y las de lugar im- 
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“par menores que la cantidad xr, generativa de la fraccion contínua (3), 

y aproximándose todas ellas cada vez más y sucesivamente al valor de 
zx, resulta que las reducidas de lugar impar formarán una série crecien- 

le, y las de lugar par, por el contrario, una série decreciente. En el 
caso de ser x racional, dichas séries son finitas; y no lo serán en el 

caso contrario, esto es, cuando y sea irracional. Respecto del primero, 

dijimos que la última reducida, la que comprendia todos los elementos 
Y, 8, ..... p1, y, de la fraccion contínua, era igual á la cantidad racional 

zx; en cuanto al segundo, haremos notar que la reducida P,: Q, tiene 

por expresion la siguiente: 

y, por lo tanto, la cantidad x es el límite de la série (ecuacion 8) 

CN LARA NE Aa OS a + 

1 

que, por estar compuesta de términos, alternativamente positivos y ne- 
gativos, y todos ellos decrecientes, se halla dentro de las condiciones 
de convergencia. 

Mas el justificar de este modo el empleo de las fracciones contínuas, 
infinitas, en el cálculo, supone que los cocientes incompletos, 6 deno- 

minadores parciales de las mismas, son enteros y positivos. Prescindien- 
do de pormenores (*) acerca de tales fracciones infinitas, despues de lo 

escrito en los artículos 155 y 156 del texto, y concretándonos á lo más 
indispensable, vamos á tratar ahora de las fracciones contínuas, cuyos 

elementos no sean todos enteros y positivos, esto es, de las que llama- 

mos ¿rregulares. 

(*) Puede consultar el lector que lo necesite: los dos primeros Capítulos del 
Serret, Alg. sup., tomo I; el IX de la segunda parte del Berkhan: Die Auflósung der 

Dioph. Gleichumgen; y el $-6 de la Zahlen-Theorie por Selawarz. 



622 

e) Sabido es que el valor de una fraccion regular, finita d infinita, 

es siempre positivo; como tambien, recíprocamente, que toda cantidad 

positiva, racional ú irracional, puede desarrollarse siempre, y de un 

solo modo, en fraccion contínua. Mas el valor de una fraccion ¿rregular, 

cuyos elementos, á contar desde uno cualquiera de ellos, no sean posi 

tivos, no puede saberse, por lo dicho antes, si será positivo 4 negativo; 
6 interesa mucho convertir en regular una fraccion de aquella especie 
para de este modo afirmarlo. 

Dada la fraccion irregular, que se ha de trasformar, 

(ea anos TS Aaa e) 

supongamos que sea y el último elemento, no positivo, y que no sea 

además el primero de toda ella. El procedimiento de conversion consiste 
en apartar la irregularidad de su sitio extremo v, y correrla un lugar, 
por lo ménos, hácia la izquierda; repitiendo esto mismo cuantas veces 

sea necesario. Por tal procedimiento se manifestará que todos los ele— 

MEntOS Uy D, ..... , Gcontar desde uno determinado u, situado d distan— 

cia finita, permanecen inalterables; y que la diferencia entre el número 

de los elementos variados d sustituidos, y el número de los sustitutos, 

es par, o impar, segun que el valor de la fraccion entera sea positivo, 0 
Negativo. 

Consideremos, pues, y basta para nuestro objeto, la fraccion infinita 

CO IA AA 0d MolDáioocos ) 

que puede expresarse tambien bajo las formas finitas, 

(1, Y. 9), (y, Y D, ES IE IO 

si por abreviar establecemos las igualdades 

(NS tes Dei MES A os AS 
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Al calificar al elemento y de no positivo, en lugar de negativo re- 

sueltamente, ya indicamos que y, sin ser positivo, podia ser cero, 6 ne- 

gativo; de modo que en esta cuestion debemos examinar dos casos. 

1.2 y=0. En tal hipótesis será 

(1, 0,9) =p + E O a 
0+—, 1 

P 

y, por consecuencia: 

(u, 0,P,9, ) Pe (y +P,4). 

Lo cual prueba que la irregularidad se ha corrido un lugar, por lo 
menos, á la izquierda de v=0; y que en vez de los tres elementos va— 
riados, p,0,p, figura uno solo, y. +. 

2. y=>—m que comprende dos particulares: 2 >1 y n=1. 

51 2>1, con auxilio de la igualdad evidente 

l l 1 
o A a o 

A 

obtendremos las siguientes trasformaciones: 

; l l 
(1, —2,p)= p+ Il MS 

MAS 
Pp 

1 
= (y —1, A Le 00 
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y de esta última expresion, aplicando de nuevo la misma igualdad: 

(1,2, Pp, 1) = (p—1, 1, 2—2, 1,9 —1) = (u—1,1,2—2,1, 91,9). 

Cotejando las dos fracciones extremas, inmediatas, se nota que, en 

lugar de los tres elementos y, —2,p, que figuran en la primera, apa— 
recen los cinco, p.—1,1,2—2,1,p—1, en la segunda; de los cua- 

les el primero, á lo sumo, puede ser negativo. Si, por otra parte, fuese 

uno de los dos elementos 2% — 2, p— 1, ó ambos, iguales á cero, con- 

forme á la regla del' caso 1.”, una ó dos veces aplicada, convertiríamos 

en positivos tambien todos los elementos, entre los que se hallan los dos 
expresados, excepto el primero. De todos modos, por lo tanto, es par la 
diferencia entre el número de los elementos sustituidos y el de los sus— 

titutos; y la irregularidad se corre un lugar por lo ménos hácia la iz- 
quierda. 

Cuando v= — 1, la regla anterior no es aplicable; pero, si al mis- 

mo tiempo es p>1, sumando y restando 2, tenemos: 

y, por consecuencia: 

(1 —1,,4) = (4 —2, 1, p —2, 9”). 

Si aquí fuese p =2, y entónces p —2= 0, procederíamos con 
arreglo al método del caso 1.” Pero, si fuese p = 1, tampoco podría— 

mos usar esta fórmula; aunque entónces evidentemente: 



y, por lo tanto: 

(1, = 1,1, 9,1,5) = (p —2—q,1,1 — 1,8). 

Si aquí ocurriese ser 7 = 1, procederíamos como en el caso 1.” y 

asi continuariamos. 
Por tal procedimiento se consigue, en todos ellos sin excepcion, des- 

viar la irregularidad de la fraccion dada un lugar, por lo ménos, hácia la 

izquierda; y se vé además que la diferencia, entre el número de los ele— 

mentos variados y el de los elementos nuevos que los reemplazan, es 
siempre un número par. Aplicándole sucesivamente lograremos conver— 

tir la fraccion propuesta irregular 

(A DDD US SEño. Ma Dedos) 

en otra 

cuyos elementos todos, ménos el primero, sean números enteros y posi- 
tivos: los cuales coincidirán con los de la fraccion primitiva, á contar 
desde uno determinado %, situado á distancia finita; siendo además un 

número par la diferencia entre el número de los elementos sustituidos 

segun hemos visto en todos los casos de trasformacion estudiados. 
Verificada la trasformacion 4 conversion expresada hasta aquí, pue 

10 
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de ocurrir que «a' sea positivo, ú cero, 6 un número negativo. En el pri- 
mer supuesto, la conversion está completamente terminada, y el valor 

de la fraccion convertida es positivo; pero, si «' fuese negativo =—4, 
aquella fraccion sería negativa, é igual á la 

— (dC 

6. cuando b=1. á esta otra: 

= (14 = Ml, 03510 co): 

Y entónces se ve que el número de los elementos variados es menor, 
ú mayor, en una unidad, que el de los elementos nuevos por los cuales 
fueron aquéllos sustituidos: quedando así probado el último extremo de 

la proposicion al principio establecida. 
Ff) Apoyados en las conclusiones anteriores, y en otros principios 

ya conocidos, vamos á demostrar ahora la siguiente: 
Si entre cuatro mimeros enteros %, 2, y, 0, de los cuales sea el prime- 

ro, a, diferente de cero. existe la relacion 

ab—fy=1, 

y entre otras dos cantidades w» y Q, la que sigue. 

se verificará tambien la igualdad 

== (Ms y. B".0) 
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donde el número de los elementos enteros y POSÍÍiTOS, M, NM, ..... 7, eS par; 

y los dos y, Y, pueden tambien ser nulos, 4 enteros negativos. 
Para demostrarlo supondremos que « es positivo: lo cual no per 

judica en nada á la generalidad que requiere el asunto; puesto que, 

si 2 fuera negativo, podríamos cambiar los signos de los cuatro ente- 
ros a, f,y,0; y este cambio no alteraria la dependencia establecida 

entre los mismos, y entre las dos cantidades w y Q. 
Esto sentado, hagamos primeramente o. =1. Entónces =P y+1 

é inmediatamente: 

A IA O 

PEO 1789 Os az (y, B, 9). 

Po: 

Y en este caso la proposicion es cierta. 
Supongamos “ahora 4 >1. Desarrollemos el quebrado y:% en la 

fraccion contínua ES O: VO dee q,7), cuyos elementos son todos po- 
sitivos, excepto el primero y”, que será positivo, nulo, 4 negativo, se- 

gun que y sea positivo y mayor que a, positivo y menor que a, 6 
finalmente, negativo; y hagamos siempre par, como podemos (c) el 

número de los elementos positivos Mm, 2, ..... 7. Desde luego será (0): 

LY) My Mi ón. ES 

[My Mia q,17] o. 

y, como la reducida del primer miembro es un quebrado irreducible, y 
la fraccion generatriz y:0 es tambien irreducible, tendremos 

bado dos q,1] y Es TUD IE g, rl. 

Por otra parte, como el número de los elementos +y",M,M, ..... 9,7, 
es impar, se verifica la ley 

[Ao Gl LY MM q, 1] —[m,M,..... MIlYS Mi qd=-=1; 
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y, por consecuencia, estas otras: 

0 bien 

y, finalmente: 

1) E 2 
Z=(y,M,M,..... 9.1, PB). 
16) 
V 

Segun la ley de formacion de estas expresiones se verificarán tam- 
bien las igualdades 

y +00 = y", M,M; 00... q,r,B',9] 

o. +f0=[m, 2, ..... q,1, 8,0]: 

y, por lo tanto: 

que es la que prelendíamos demostrar. 

Réstanos advertir que, siendo las fracciones y: y f:u iguales 
respectivamente á las fracciones contínuas (y, M, NM ..... AA 
BOP aaa m), los números y' y [% son los máximos enteros, con- 

tenidos en aquéllas. 
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Limite de una série infinita. 

|.—Caso particular. 

La proposicion, relativa á las séries llamadas armónicas, que procu- 

ramos demostrar aquí, es la siguiente: 
Si a y b representan dos constantes positivas, la série infinita 

1 1 1 1 
e + —_—_—_—_—_— 

O (Sa 

serd convergente para todo valor de e, tambien positivo; y, si este núme— 

ro e disminuye indefinidamente, el producto eS se aprozimard al l- 

mite —. 
a 

En efecto: dado un valor (positivo) de p, construyamos la curva 
representada por la ecuacion 

l 
NE (1) e 

referida á ejes rectangulares. El área de la superficie comprendida evtre 
dicha línea y el eje de abscisas prolongado indefinidamente, á contar 

desde la abscisa determinada x= b, tendrá un valor finito, expresado 

por la integral 
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Las ordenadas de la curva (1), correspondiente á las abscisas 

by b+a, b+2a, d+34,..... 

son: 

1 l 1 l 

A E 

cuyos piés, equidistantes entre sí, dividen el eje de las 4 en un núme- 
ro infinito de trozos iguales todos á la constante a. Ahora bien, como 

las ordenadas sucesivas de la curva (1) van disminuyendo á medida que 

las abscisas crecen, sobre la base comun 4 podemos considerar dos 
séries de rectángulos: unos menores, y otros mayores que las superfi- 

cies correspondientes, comprendidas entre la base comun a, y las dos 

ordenadas consecutivas hasta la curva solamente. Menores serán los 

rectángulos, siempre que por su altura tomemos la segunda ordenada de 
las dos consecutivas que lateralmente los limitan; y mayores, en el caso 

contrario: esto es, cuando por su altura tomemos la primera ordenada. 
La suma de las áreas de los rectángulos de la primera série, por conse- 

cuencia, será menor que el área (2) de la superficie comprendida entre 

el eje de abscisas, la curva y las dos ordenadas extremas; en signos: 

7) 7 ( | 

(Pra e esa) (0+ a) mE 

ó bien, agregando á los dos miembros 
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y esto prueba que la série S, formada sólo de términos positivos, es 
convergente para todo valor positivo de p. 

La suma de las áreas de los rectángulos de la segunda série será ma- 
yor que la misma área (2), esto es: 

a ( QU = l Ad ri Y ———— Ad = 48 > —. 7 
A ed? 

Y de uno y otro extremo se deduce que la série S, y, por lo tanto, 

el producto ¿S, se halla comprendido entre dos límites, á saber: 

los cuales, cuando el valor positivo e disminuye indefinidamente, 
se aproximan á uno mismo, 4-1: que es tambien, en consecuencia, el 
límite á que se acerca dicho producto 2£. 

2.—Caso general. 

El teorema anterior es un caso particular del siguiente: 

Designemos por K un sistema de números positivos k, y por T la 

/uncion discreta, de una variable t, positiva y continua, que expresa 

cuántos de los números k, contenidos en el sistema K, no exceden del 

valor de t. Cuando el cociente T': t, en el supuesto de crecer t indefi- 
nidamente, se aproxime d un limite finito y determinado, w, la série 

será convergente, para todo valor positivo de 2; y el producto eS se 

aprozimard al mismo lúmite w, si e disminuye indefinidamente. 
4 
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Detengámonos un poco á explicar este enunciado. Desde luego se 

colige; por la significacion de 7, queá todo valor finito de ¿ habrá 
de corresponder otro, tambien finito, de aquella cantidad; porque, si 
existiera un conjunto infinito de números k, que no sobrepujasen al 
valor finito de 2, á todo valor más grande de £ corresponderia un nú- 

mero infinito 7; y el cociente 7': £, por consecuencia, seria entónces 

infinitamente grande: lo cual se halla en contradiccion con el supuesto 
establecido, de que tal cociente 7':£, creciendo /, se aproxima á un 

limite finito w. Y además es evidente que el número entero 7” varia 
rá tan sólo cuando adquiera £ un valor, igual á uno, ó á varios, iguales 

entre sí, de los números k; y variará de pronto en tantas unidades 

cuantos números lk existan iguales á dicho valor de £. 

Si el sistema X se compusiera de un número finito de individuos k, 

fácilmente se probaria la exactitud del teorema enunciado; pues desde 

el momento en que llegara / á igualarse con el mayor de los números 

ko, permaneceria T' constante para todo crecimiento ulterior de ¿; el 

límite «w, de consiguiente, seria 7': 0% =0; y, como la suma 

1 
== 

k 

tendria entónces un valor finito, el producto pS, disminuyendo p in- 

definidamente, tendria tambien por límite 0. 

Con igual sencillez se prueba que el caso particular, antes estudia- 

do, se halla comprendido en el general que prelendemos demostrar 

ahora. En aquél se compone, en efecto, el sistema A” de todos los nú- 

meros, b-+=na, correspondientes á todos los valores de n=0, 1, 2, 3, 

y, como cualquiera que sea 2, siempre podremos establecer las rela- 

ciones 

b+nazt<b+(n+ la, 

á las que corresponde el valor 7=2%+1, resulta que el cociente 

T: t, creciendo t, y, por consecuencia, 2, indefinidamente, se apro= 

ximará al límite 

1 
Me= 5, 

Us 
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el mismo que hallamos para el producto ¿S, en el caso particular 
mencionado, bajo el supuesto de que el valor positivo ¿ menguára in- 

definidamente. 
Pasemos ya á la demostracion del teorema general. Con este fin or- 

dénense, ante todo, segun su tamaño, y márquense con índices sucesi- 

vos, áun cuando haya varios de ellos iguales, los individuos 4% del sis- 
tema £, que formarán entónces la série 

siempre realizable; por existir, debajo de un valor determinado de £, un 
número finito de los términos que la constituyen. Para referir ahora 

este caso general al particular, ya demostrado antes, y prescindiendo 
del que supone limitado el número de los elementos k, sin interés para 

nosotros, debemos probar que el cociente 

N 

CN (1) 

se aproxima tambien al límite «, si n crece indefinidamente. Sea, 

pues, 0, una cantidad positiva, dada, tan pequeña como queramos; 

siempre hallaremos otra, tambien positiva, 7, correspondiente á la pri- 
mera, de tal naturaleza que, para todos los valores (>, se verifique la 
condicion 

Ye a S 
O RSS 

Designemos por y el valor de 7 que corresponde al de ¿==: 6, 
lo que es igual, sean 

todos los números /, contenidos en el sistema X', que no traspasan 

el valor 7; y por 2 cualquiera de los números enteros positivos 
IS SS ; entónces evidentemente será k >; y, cuan- 

n 
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do existan en el sistema AX, varios individuos, iguales todosá / , tales 
M 

como 

n será igual tambien á cualquiera de los números m-+l,m-+2,..... des 
Ahora bien, mientras el valor de t vaya creciendo desde k, y apro- 

ximándose á k , permanecerá 77 =%m, y el cociente 7':£ irá dismi- 

nuyendo y aproximándose al m:%k: de lo cual se desprende, por ser 
Md 

m<n, que 

rn 

SR 
£ 1 

mientras / permanezca, aunque muy poco, inferior á lk : y, por el 

contrario, que 
rr 7 SO 

1d 

cuando llegue á ser 77 =1+ 22m. Mas en este crecimiento de la varia 
ble £, desde valores inferiores al k hasta igualarse con este número, 

dy e 

mayor que 7, el cociente 7':f permanece siempre entre w—0 y 
w +8; y como, segun hemos visto, salta desde valores <% hasta 

MN 

uno > 2, tambien se verificará la condicion w—5<%/ <w-+8. Lue- 
== Y) dy 

go, por diminuto que sea 5, siempre podrá elegirse n jan grande, que 
h se diferencie de « en ménos todavia de lo que £ valga: esto es, 

e 7 

/. se aproximará al límite «w, cuando nm crezca indefinidamente. 
Y 

Esto sentado, desenvolvamos la série, que se desprende de la com- 

prendida en la ecuacion (1): 
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Si representamos por 17 la constante, bajo la cual permanece A, con— 

forme acabamos de manifestar, áun cuando % crezca indefinidamente, 

la suma S', de los 2 primeros términos de la série última, será me- 

nor que el producto de qee por la suma s', delos 2% primeros tér— 

minos de la que sigue: 

| 1 l 
1 = === ER 

e m5 9 1+P 5 SE 

y, como ésta es convergente para todo valor positivo de p (caso 1), 
convergirá tambien la otra S. Haciendo ahora S=S'+58"”, 
s5=s +5”, y expresando por / simplemente el promedio (siempre 

na - , ML 
posttivo) delos valores 1% A ss , será S"=h Pg": 

n41 1n+2 +3 

luego, si tomamos 2 suficientemente grande (lo cual siempre es posi- 
ble, por pequeña que sea 0) para que todos estos valores caigan entre 

S S o : 1+ 
w—ó y +8, su promedio %, y tambien % * para un valor de 

bastante pequeño, caerán entre dichos límites; y entre los mismos se 

hallará comprendido además el producto pS” = TO: es”, en atencion 

á que ps” converge hácia la unidad (caso 1) cuando 2 disminuye 

indefinidamente. Por otra parte, como S' comprende un número finito 

de términos, ¿5 será infinitamente pequeño; y, por lo tanto, ¿S=p98'+98" 
tendrá los mismos límites laterales, —0 y w-+08, que pS”: de todo 

lo cual resulta finalmente que el producto ¿28 converge hacia el limite 
w, siempre que el de e sea 0. 
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TIL. 

Estudio de una ley geométrica. 

Alguna semejanza guarda con lo dicho en el artículo precedente la 
proposicion geométrica que vamos á demostrar ahora, y cuyo enunciado 

es como sigue: ' 
« Supongamos construida sobre un plano una figura /”, limitada por 

todos sus frentes, de área 4; y en el mismo dos ejes rectangulares, Y 

é Y, y dos sistemas de rectas paralelas respectivamente á cada uno de 
ellos, y equidistantes todas entre sí. Expresando por 0 la distancia co- 
mun entre las paralelas á los dos ejes, y por 7' el número de cruces 6 

puntos de la cuadrícula formada por ellas, que se hallen dentro del 

contorno finito /"; el producto 7' 3, disminuyendo 0 indefinidamen- 
te, se aproximará al límite 4. » 

Fijémonos en el sistema de paralelas al eje Y; y, para mayor faci- 
lidad, admitamos que cada una de estas rectas corta dos veces solamen— 

le el contorno de la figura /. Si designamos por / la longitud del 
trozo, comprendido dentro de /, de una cualquiera de aquellas parale- 
las, será /0 la expresion aproximada del área de la parte de superficie 
11, limitada por dicho trozo y el de la paralela inmediata; y ya sabemos 

que la suma de todos estos rectángulos /0 (digámoslo así), 6 elementos 
superficiales, segun las leyes de las cuadraturas, se aproxima al área to- 

tal, 4, si 0 mengua indefinidamente. Representemos ahora por 2 el 
número de puntos de la cuadrícula que estén sobre el trozo 7 (incluyen- 

do en él, ó6 no, los que caigan sobre el mismo contorno de la figura); es 
evidente que 7 se compondrá de n—1 partes igualesá 0, y de un 
resto que lo más llegará á 20: de modo que podremos establecer la 
igualdad /=2%0++<0, siendo e un quebrado propio, positivo 6 nega— 
tivo; y multiplicándola por 5, escribir con razon: 

< AO 2 A PES 
2 18=YH(n0 +:0)=T0 +0)Y<0. 
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Mas, como < numéricamente puede valer á lo más 1; y la suma 
eo podrá llegar, en consecuencia, cuando más valga tambien, á ser 

igual á la amplitud limitada de la figura /', en la direccion del eje de 
las Y; la expresion 6X<0 será, simultáneamente con 6, infinitamen— 

te pequeña; y de resultas el producto TO se aproximará, disminuyen 
do sin fin 6, al mismo límite que 2/05, esto es: al área A; que es lo 

que pretendíamos demostrar. 

Falta advertir que la ley anterior no se limita por la condicion, im- 
puesta al sistema de las paralelas al eje Y, de cortar solamente en dos 

puntos el contorno de la figura /; pues no hay obstáculo para consi- 

derar ésta como conjunto de superficies parciales, positivas y negativas, 
mas sujetas todas á la condicion mencionada; y, aplicando entónces la 

ley demostrada á las partes separadamente, se logrará confirmar su exac- 
titud respecto del todo. 
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IV. 

Algunas proposiciones de Gauss referentes á su teoría de 

la division del círculo. 

Cualquiera que sea la raiz representada por 7 (126-(2)), dice Gauss (*), 
siempre se verificarán las ecuaciones: 

5 [2] —E [VW] =>+yv'p, cuando p=1 (mod. 4); 

3 [R]—3[W] =+=ivp, cuando p= 3 (mod. 4): 

en las cuales /£ y /VV expresan los restos y no-restos de p, inferio— 
res á este módulo; y los símbolos [R] y [V] tienen la misma signifi- 

cacion que les dimos (128), Y, si k designa un número cualquiera, pri- 
mo con p, tambien, como consecuencia de aquéllas, se verificarán es- 

tas otras: 

R.2kz NV.2kzr (Ev, cuando p= 1 (mod. 4) 

ALA A ===> 

id ze 0, cuando p= 3 (mod. 4) 

R.2kx w.2k. ( % cuando p=1 (mod. 4) 
Y sen ——— — Y sen ——— = / 

ES de (> V p, cuando p=3 (mod. 4) 

Fácilmente se colige que estas sumas comprenden ciertas potencias 
de las raices (122-») de la ecuacion del círculo (123) como sumandos. 

Gauss (**), antes que nadie, determinó el cuadrado de la siguiente: 

(*) D. A. $: 356. 
(1) Werke, t. II, pág. 23. 
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e 1 o 
W=l+r+53r+f +... + 

mediante un procedimiento exclusivamente algebráico; pero Dirichlet. 
valiéndose del Calculo, estudió con más generalidad y elegancia este 

asunto; y nosotros vamos á trasladar aquí, con la exactitud y claridad 

que podamos, las investigaciones de este ilustre matemático acerca del 

mismo, compendiadas hábilmente por Dedekind (*). 

|.—Lema concerniente a las series de Fowrier. 

En la teoría de estas séries se demuestra que, para los valores de 7 
desde =0, hasta = 7 (estos límites inclusive), se verifica siem- 

pre la ecuacion 

1 
0(1)= 7 1, +4, C0S 7 +4, 00824 + a,c0s 31 + 

cuando, dentro del expresado intervalo, representa ¿ (2) una funcion 

contínua y finita; determinándose los coeficientes 0, %,, 0, ..... por la 

fórmula 

ys 

a =—)/e(mMcosseda: 

de la cual, si suponemos x= 0, resulta esta otra: 

T fo TF 

220 =) femossodo: 
=D 

(%) Dirichlet, Zahlen- Theorie, Suplemento I. 
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donde el signo sumatorio se refiere á la letra s que puede recibir su- 
cesivamente todos los valores numéricos enteros, positivos y negativos, 

sin excluir tampoco el cero (*). 

Establecida esta ley, consideremos ahora la integral más general 

2/7 

fro cossz da 

(*) Para determinar los coeficientes 4, 0%], da, ..... multiplíquense los 

dos miembros de la ecuacion (1) por cossadz; é, integrando despues, se obtiene: 

1 T T 

1 
v(1)cossadz=-> ay fo sodiH+4, Jrescossziz+ a 

e e 

0 ' 0 
as: 
Ahora bien, de las dos fórmulas conocidas: 

COSMESENST  M 
cos mMacos sed —— += sen masenseoda 

senMECOSST  M " 
sen 1 0 Sens 2d1=— 2 4 77 cos mácossidz, 

E € 

se deduce: 

$ COSM 7 SEN ST—MSOENMICOSS TD 
cos a 7 os sl — ———A2424=2A=>A 2 2 2 4 5 E 

soe— me 

Esta integral, definida entre 0 y *, esigual á cero mientras m y s sean di- 
ferentes; pero, en el caso de que fuesen iguales %M y s, tomaria la forma 0:0, y 

su verdadero valor entónces se hallaria, como sabemos, sustituyendo por sus deri- 

vadas respecto á 2 los dos términos del segundo miembro, y haciendo en la nue- 
va fraccion ms. Procediendo así encontramos para valor de aquella integral, de- 

finida entre 0 y z, el quebrado z:2; con lo cual: 

T 

frircosszira, : =+ 
€ 
0 
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en la que / representa un número entero, positivo, $ un entero, posi- 
tivo 6 negativo, y f(w) satisface á las mismas condiciones que e (2). 

Esta integral, á condicion de que la letra 7 reciba los valores 
We erécoano 2h%—1, puede ser descompuesta en 2/ integrales parcia= 

les de la forma 

y de aquí se desprende la fórmula: 

Te 

) 
o = — f* (2) coss ud”. 

que sirve para determinar los coeficientes 4 > %] + 0) ..... haciendo en ella 

respectivamente s=0,1,2,..... 

La ecuacion (1) para 2=0 se convierte en la 

1 
Odo +H 0 +% +4 +..... 

ó. aplicando la fórmula última, en la siguiente: 

T T T 

el0J=— fria A 

0 0) 0 

que puede escribirse abreviadamente: 

3-00 E Ñ 

7 4(0)= > f* (1) coss ad. 

AS 0 

En esta fórmula se refiere la sumacion á la letra s para lodos los valores desde 

— 0 hasta 4%: porque sumar entre estos límites equivale á dnplicar todos los 

términos, excepto el correspondiente á s=0, de la suma que se verificase desde 

0 hasta +00. 

n 
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r+1) T 

Jfrocssoas 

la cual, si tenemos en cuenta que su variable z puede ser sustituida 
por (ra+2x) 06 ((r+1)=— 2), segun 7 sea par 6 impar, se conver 

tirá en una de las dos siguientes: 

frurrocossoda (0) Jurada: 

1) 10) 

de donde, aplicando el lema anterior, se desprende: 

D rela 

Y fro cssrdr== 0 o =af(r+=1r): 

refiriéndose la letra s, en la suma del primer miembro, á todos los nú- 
meros enteros. Y, si damos ahora á la letra 7 sus valores 0, 1,2,.....2/—1, 

y sumamos las ecuaciones resultantes, se obtiene finalmente la que 

sigue: 

+0 Mz 

y f fíx)cos sido. 

LO) 
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2.—Valor de la suma e (h,1n) cuando sea n=0 (mod. M, y h=1. 

Estudiemos ahora las dos integrales 

+ 00 +00 
a 5 

»=/ cos ( a”) AS a= solas. 
109 —.00 

Lo primero que debemos demostrar es que estas dos integrales re- 
presentan valores finitos, determinados, áun cuando las funciones com= 

prendidas bajo el signo de integracion no llegan á ser infinitamente pe= 

queñas para valores infinitamente grandes de su variable zx. Para esto 
trasformaremos las dos integrales propuestas, haciendo x= yy, en las 

siguientes: 

oe) 9.2) 
od 2 

DARAN SCOS ET D= 
: 2 YVy 

0 A 

Y 

7 ER “sen y 
2 f sn (0 lada =$" dy; 

; A 

y de este modo se ve ya claro que, distribuyendo el desarrollo infinito 
de la integracion respecto de la variable positiva y, en grupos que 
contengan, cada uno, valores del mismo signo de la funcion integrable, 

las partes constituyentes de dicho desarrollo, que corresponden á los 

mencionados grupos, forman una série infinita, cuyos términos van al- 
ternando de signo y menguando todos indefinidamente, y es, por lo 
tanto, convergente. 

Demostrado que las integrales p y y son finitas, pasemos á deter- 

minar sus valores numéricos. Designando, con este fin, por $ un án- 
gulo cualquiera, constante, y haciendo por abreviar 

e S > == 

Es (2) 95) SS 
A, 
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p coso — q seno == 

dichas integrales pueden reunirse en una, á saber: 

00 

( S 2 a 2 y Y 
== [cosócos(x ) —senosen(x ))dx; 

22 

ú bien, son casos particulares de la siguiente: 

000 

7 2 S S 
a= ficos(s+ a") de=pcos5— gsent: 

18 

— 0 

la cual, si representamos además por u una constante cualquiera, y 
por ya su raiz positiva; y sustituimos por yu la variable zx, se 

convierte en esta otra: 

v D. 

ho 

a = fosbrasias: 

—x 

donde habria que invertir los límites de la integracion en el caso de 
que yu fuese negativa. Introduzcamos una nueva constante ff, y des- 

compongamos la integral precedente en un número infinito de partes, de 

la forma 

s+1)f8 

2 p 
COS (5-4 oa ) dx, 

e 
sE 

en la que puede recibir la letra s todos los valores enteros desde — oo 

hasta +00. Esta última integral, á su vez, reemplazando w por sg+x, 

se reducirá á la siguiente: 
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e 
3 ' 

S 2792 2 
pos iras B +20spr+ad)dx. 

e 

Ú 

Si definimos las constantes positivas 4 y f, hasta ahora comple 
tamente arbitrarias, por las ecuaciones 

y tambien: 

COS (G+os p+2aspatran) =coslo+sotad); 

a : 20 2 
en atencion á que, siendo s un número entero, s. 48 =s. 2mx re- 
presenta un múltiplo de la circunferencia; y, sustiluyendo % por su 
nuevo valor, 

2 2 
E 2 e 07 E z 

COS 6 SO )- COS ( =+ —=) COS $ Z— SCA (2+ ) sen sz: 
S MT SMMT 

de lo cual resulta: 

s4 1) 6 

E 2 

Cos (o +20)dx 

53 

ma . mz 5) 5) 

e Z AL y 
= ficos (? + - =) coss dz ES (? + — —) sen sz d 7. 

S MT S MT 
0 0 
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Pero la segunda integral del segundo miembro de esta ecuacion, por 

contener el factor sens zx, desaparece evidentemente para s=0, y 

adquiere valores iguales y de signo contrario para cada dos valores, 
tambien iguales y de signo contrario, de s: luego, efectuando la suma 
de todos los valores que tome dicha ecuacion, correspondientes á todos 

los de s, desde —uw hasta + 0, será: 

Les dm 2 

7 =Ay8mr= y cos (0 + )eossada. 
V e 8 mr 

Ya estamos en aptitud de aplicar la última fórmula del artículo an- 
terior, cuyo segundo miembro coincidirá con el de la ecuacion inmedia= 

ta, haciendo en ésta 

9) 

(1) = cos (? deb ) NE Pdo 
Sm T 

De la aplicacion de la fórmula recordada resulta esta otra: 

Ayv8mza= 2 10+/80+ ¡Se +/(20n—1)0) += fadma) y 

| d 
en la cual deberá tomarse y8ma = ña positivamente. Para modifi- 

carla establezcamos la igualdad 

fáma+2s 7) =f(257), 

evidente por representar s un entero cualquiera, y ser así 
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dm (Os? 
E sE Bn) a A a ES E a 

Smar 8mar 

= COS ( + Esa) =P (Um): 
SMT 

De ella se desprende que: 

f25)=>/0 50) +/(22m+s8)7); * 

y dando ahora á s los valores 0, 1, 2,..... 4m— l, que representan 
un sistema completo de restos (mod. 4 22), se advertirá claramente que 
la suma, inclusa en el paréntesis de la fórmula que tratamos de modi- 
ficar, puede ser expresada simbólicamente por 

1297. 

Introduciendo, pues, este nuevo simbolo en aquella fórmula, y no 

olvidando que la variable 2 es ahora 257, obtendremos la siguiente: 

A S 22TN. 
a yema ==" Dicos (8 s. ) 

MM 

De acuerdo con el epigrafe de este artículo hagamos ahora 4mM=1, 
esto es, designemos por » un entero cualquiera, positivo, mas divisible 

por 4; y por yn y vas de y y de 

2: la última expresion tomará la nueva forma: 
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2 2 
Ayan=vyv>r. eos (os E): 

7 

donde la letra s puede recibir los valores de cualquier sistema comple 

to de restos (mod. 2). Por otra parte tenemos: 

A =p cos 6 — y sen O, 

representando p y y, como sabemos, valores finilos de integrales que 

son independientes de 2% y 0. Haciendo, pues, primeramente 2= 4, 
que es la más simple de las suposiciones que pueden sentarse, confor 

mes con las condiciones de 2, se halla: 

a 
A.2=y=+ mn cosd + COS ( => y +c0s (0427) + Cos (0+4n+ >) 

0 bien: 

2 (p coso — y sen 0) =2(c050 — seno) y +; 

y atribuyendo ahora á la arbitraria 0 los valores sucesivos 0 y —, 

resulta: 

Determinados así p y 4, la ecuacion que principalmente estudia- 

mos se reduce á la siguiente: 

N 

ES 2 2a > AS 
S cos (0+s = (0080 — sen 0) y 1 

mal 

que se descompone en las dos: 
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s22T TA 
cos ( =) =V? 

7) 

22T 
> sen $ y == LO 

DD 

significando en ellas 2% un múltiplo positivo de 4, y yu la raiz posi— 
tiva de m. Y éstas, á su vez, representando, como siempre, por ¿ la raiz 
vV —1, y por e la base de los logaritmos neperianos, se compendian 

finalmente en la simbólica: 

y: 

donde s, puede recibir los valores de un sistema completo de restos, 
segun el módulo 2. 

21 

a» =(1+vVa2: 

3.—Leyes generales de las sumas ¿+ (h, 1). 

Desechando las restricciones impuestas en el artículo precedente á 
los números 2 y /h, supongamos ahora que 2% sea un número entero 

cualquiera, positivo, y / un entero, tambien cualquiera, mas positivo 6 

negativo; y escribamos abreviadamente: 

ye ” =0(4,2), 

conservando $ su anterior significado. Es claro que, con la nueva no- 
tacion, la ley particular, antes demostrada, podrá expresarse como sigue: 

2 (1,1) =(1+2yn, cuando 2 =0 (mod. 4). 



650 

Mas esta suma particular, y otras varias, se hallan comprendidas en 

la anterior 9 (2,2), cuyas propiedades generales vamos á estudiar se— 

guidamente. 

1% Sies h=0h' (mod. n), será tambien 

o (h,n) = 0 (h', 1). 

Porque para todo valor entero de s siempre se verifica la igualdad 

214 9 2/7i 
y == Ci 

7 n =€ “ 

2.2 Si a es primo con 9, será tambien 

2 > 
o(ha,n) =0w(h4,m). 

Pues evidentemente: 

2 2) T1 
2 8 A as) — 

c(ha,n =y , al 
. dual 

y cuando $ recorra un sistema completo de restos (mod. 2), el producto 
as lo recorrerá (63) tambien. 

32 Sim y n son números primos entre st, y ambos positivos, serd 

E (han, 2) o (ha, 7) =D (%, MN). : 

En efecto: 

5 2 /miri y ni 
A 2 A — 

2 (hm, n) = > AAA o (ha, m) = y eo 

representando las letras s y % un sistema completo de restos, cada 
una, segun los módulos 2 y m respectivamente; y, por consecuencia: 

ms? nt , 
— +4 — )2/4Ti 
1 

1 
7) o (ln, nm) 2 (hn, m) = y A 
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refiriéndose el signo sumatorio á todas las ma combinaciones de cada 

uno de los valores de s con cada uno de los valores de /. Ahora bien, 

como 

2 2 ; 2 
MS mE ms —+=0 () 
Ea == ———— —sl, 

n + m ma 

y todos los múltiplos de 274 pueden suprimirse en el exponente de e, 

tendremos: 

y 211 
/ s nt ohm, n)o (ha, m) = a 

MEN DAS 0 el 

Mas, si establecemos la igualdad 

ms +00. =", 

se concibe bien pronto que, cuando s y £ hayan recibido todos sus 
valores, habrá adquirido 7 tambien m0 valores, incongruentes todos 

segun el módulo zm; pues de la congruencia evidente, dada la signi- 
licacion de s y l, 

ms+0ut=ms +2 € (mod. mw, 

se desprenden estas otras: 

ms =mMs' (mod. 1), nt=M2MÉ€ (mod. mu); 

y, porser M y 2 primos entre si, las siguientes: 

s=s' (mod 2),  £=¿ (mod. m): 

las cuales patentizan que sólo podrá adquirir 7 valores congruentes 

(mod. mm), cuando los valores de s sean congruentes (mod. %), y los 

de / congruentes (mod. Mm); y por consecuencia, que á las mm com- 

binaciones diferentes de los valores de s y £, corresponden mm va- 

lores de 7, incongruentes (mod. 2 2), que constituyen un sistema com- 
pleto de restos segun este módulo m2: luego 



y (hm, na) q (ha, m) = y e um =G(h, mn): 

que era lo que pretendiamos demostrar. 

4. — Determinacion general de la suma 2 (1,2). 

El valor de la suma ¿ (1,2), hallado antes para el caso particular 

1 = 0 (mod. 4), puede ahora determinarse, respecto de cualquiera otro 

valor de 2, con auxilio de las leyes que acabamos de demostrar en el 

artículo precedente. 

Supongamos desde luego que 2 sea un número cualquiera, pero 

impar. Haciendo en la ley 3.* de las mencionadas, 

bello e= 

tendremos: 

o (4, 1) p (2,4) = + (1, 42). 

Conforme á la ley 2.*, 

por otra parte: 

¿(m, 4) A 
2 21 Ti y ii y ri MT 

ye =o+e + oo+e 

ON 

y, de acuerdo con la ley (2): 
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¿+ (1,4) = (1+3 y 41 =2 (1 +2) yn: 

luego 

0 (1,1) .2(1+47)=2(1+2y 2, 

de donde: 

l+=:3 
Dl) = YM 

+: 

Ahora bien, segun sea n=1, 6 =3 (mod. 4), así será 

NM ñ 
C=b 0. == 

y, en consecuencia: 

+1 É +4 , 
+ O >= nm e E 
A 

y finalmente: 

CV A E A 

pudiéndose compendiar estos dos resultados en la única fórmula: 

m1? 

o (1) =¿4*" vn. 

Supongamos ahora que 2 sea par, mas no múltiplo de 4 (caso ya 
estudiado (2) ), sino duplo de un número impar. En la citada ley 3.* del 
artículo anterior haremos 



654 

y pondremos $% por 2, para que se realicen todas las condiciones 

que la misma exije; será, pues: 

y, COMO 

resulta por último: 

o (1, n)=0. 

En suma: 

1 l c(l,n)=(l +1ym, cuando 2 =0 (mod, 4) 

1 2 
— 1m—!; a 

O va ...... n= 1(mod. 2) 

o (1,2)=0 A . n=2 (mod. 4) 

Vamos á determinar ahora el valor de la suma ¿(/, 2), para cual- 
quier valor de /, mas imponiendo al número 2 la condicion 6 limita 
cion de ser impar. Designemos este número impar por p; por «a sus 

4(p — 1) restos incongruentes, y por f sus 4 (p— 1) no-reslos; en- 

lónces 

S Meri 2hri 

A 

puesto que, si atribuimos á s los valores de un sistema completo de 

=S 
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D) 

restos (mod. p), sus cuadrados s son congruentes entre sí dos á dos, 

y con los 4 restos cuadráticos de p(104); esceptuando el 0 para el 

cual es e =1. Mas por otra parte 

2/1 i 2/4T 4 2hr: 4 
ula ceda a A 

l+ ARTE CT A 0% 
Lacal 

en atencion á que, mientras / no sea divisible por p, el simbolo 

2) Ti 
Ss 

> ve) 

representa la suma de las raices de una ecuacion hbinomia de grado p: 
luego, sustituyendo en la ecuacion primera el valor de 

29 Ti Mi 
y po REE 

| + (IIA eo» 

deducido de la última, hallamos: 

9NTi 2NTi 
/ y o == 

9%, p)= e A (SIDA LO 

y como, empleando el simbolo de Legendre, 

y ri o e , qe B 2ri 

ci —Ó (A A E A 

será finalmente: 

y ri a gan sy 2ñi 
A 

sana da) P 

donde s puede recibir los valores 1,2,3,..... Pp=1. Esta última 
expresion puede modificarse todavía. Recordando (104) que 
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ADE re DE IIS 

puede, en efecto, convertirse en esta otra: 

ar 
% bien, en la siguiente: 

o (h, p) = (5) De (E) emo, 

en virtud de que, no siendo % divisible por p, la letra s y el pro- 
ducto /s recorren simultáneamente un sistema completo de restos 

(con excepcion del número = 0), segun el módulo p. 
Haciendo ahora /=1, hallamos: 

NN Z 
o (1, p) - Y (2) 

e” Do” 

y de consiguiente (4): 

aran 
o (h, = (7) 21.9 = 75 a VD, 

debiéndose tomar siempre y p positiva. 

Si 2» es divisible por p, de la misma definicion de estas sumas se 
deduce inmediatamente: 

o (h, p) =p. 

Mediante el último resultado, y la ley 3.* del artículo (3), se puede 

demostrar fácilmente la ley de reciprocidad entre-dos números primos, 
impares y positivos, p y (. En efecto, de acuerdo con dicho resul- 

tado, tenemos: 



e 2) LA 
0 (PD, Y») a (2 2 VJ; 

y, segun la ley citada: 

¿(9,0 (0,7) =3(1,p 9). 

Mas (4): 

1 2 

(1,9) = 13420 Y pq, 

siendo 

VPI=VDP.V 9: 

luego 

NE STO IN 

A O 

y, por consecuencia: 

M- / P 

habiendo escrito el exponente A, en obsequio á la brevedad, en vez de 
la expresion 

2 9 9 
E E E O A ' (91 ae (41) =P LA + 0+1 2). 

Y, como evidentemente se verifica la congruencia 

(Pp+bDGq+1-2=2(mod. 4), 
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resulta por último la ecuacion 

(E) a Le 
Y P añ 

que expresa la ley de reciprocidad (115). 

Con igual sencillez, basados en los mismos principios, podríamos 
demostrar casi todos los teoremas referentes á los restos cuadráticos: 

mas ésto nos apartaria de nuestro propósito. 

6.— Demostracion de una formula empleada en los articulos (176) y (177) 

del texto. 

En la hipótesis de ser p un número primo impar, y / un entero 

cualquiera, no divisible por p, hemos encontrado en el artículo prece— 

dente la fórmula que sigue: 

Ni) ¿7 = (5) 2 (1, 2); P 

ó bien, poniendo por ¿(l,p) su valor, ya conocido: 

A h e 
ARA e Dd. = (—) 2 e '/ : ( 1) a 

en la cual, si ha de comprender tambien el caso exceptuado en que 

h=0 (mod. p), debemos hacer 

siempre que / sea divisible por p; porque, en tal supuesto, se redu- 
ce su primer miembro á 
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por ser el número de restos igual al de no-restos. Y, extendiendo este 

resultado, referente al símbolo de Legendre, al definido por Jacobi (118), 
podremos asimismo establecer la igualdad 

(5) =0. 
siempre que % no sea primo con 2. 

La ecuacion (1) es general para todo número primo impar, positivo, 

p, y cualquier entero /, pudiendo abrazar tambien la suma que consti- 
tuye su primer miembro la clase de números s = 0 (mod. p). Vamos á 

demostrar ahora que todavía puede dicha ley (1), en igual forma, abar— 
car los números compuestos, con tal que sean impares y no divisibles por 
ningun cuadrado (excepto el 1). Designemos por 

uno de tales números, cuyos factores p,p',p"..... serán números primos 
impares, diferentes; y establezcamos para mayor facilidad las igual- 
dades: 

P P, NEL do 
E: P PD P 

Aplicando la ecuacion (1) á los factores p,p',p” ..... sucesivamen— 
te, hallaremos estas otras: 

o pi 1 A 2 

(5) e 7» e vV?' 

2 hr S INR NE 8 h ) =D " 

5)" 5 iS v? 
.e.o..o.opopocoo a rs ooocroa oo. Lobo... ...... 
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de las que, haciendo por abreviar, 

sO-+sSO0S+S O do... =M, 

y, teniendo en cuenta (118) que 

A es 
se deduce por multiplicacion la siguiente: 

> INES y ri 

(2) 

donde y 2 se toma positivamente, y el signo sumatorio se refiere á to— 

das las pp'p”.....=2 combinaciones de todos los valores de s,s', $... 
Desde luego se concibe que á cada dos de estas combinaciones, diferen- 

tes, corresponden tambien dos valores diferentes de %m; pues, si estos 

valores de m no lo fueran, y se verificara, entónces, la congruencia 

SOI OS OA =SO0FPEO0S E O qbo. (mod. 2), 

como los cocientes (Q', Q”,..... son todos divisibles por p, se verifica- 

ria tambien esta otra: 

sQ=t0(mod. p); 

y asimismo la que sigue: 

s = tf (mod. p), 

por ser Q primo con p; é igualmente las que se desprenden del mis- 

mo supuesto: s' =1' (mod. p'), s' =t" (mod. p”)..... Lo cual quiere 
decir que dos valores congruentes de m exigen tambien dos combina- q 3 
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O tU, tl ....., idénticas; y, en consecuencia, que 2 
po ) ) y) AO) ) 1 

representa ó recorre un sistema completo de restos segun el módulo 2. 
Por otra parte: 

(2) a ESdGO ) (E). (ES) 

pros > ñ ?P 

ciones, ss, Ss” 

y del mismo modo: 

56. 
y multiplicando todas estas ecuaciones ordenadamente: 

O IO AS 

IES A 

Mediante esta ecuacion, y la (2) multiplicada por 

INE 
se obtiene la que sigue: 

A P 

en cuyo segundo miembro hemos hecho por abreviar: 

—(p-1+ — (PY + (WI + a = Mm -|- = L ÉS 

Además, segun el simbolo de Jacobi: 



y, por consecuencia: 

DOD.. E) 
refiriéndose el signo-producto 11 á todos los pares posibles de factores 
primos, diferentes, tales como p y p'. Mas, segun la ley de reciproci- 
dad, es 

? 

E) ( Pp ) SN - P—1). —1—=1) ne 11) (A 

y generalizando: 

DO. e, 
P P P 

refiriéndose el signo-sumatorio aquí tambien á todos los pares posibles, 
p,p', de factores primos diferentes. Y evidentemente: 

z 1 +22 (91). (941) = 

= (+ (921) +> (91 +> p—I+..... 0 



Luego 

(A) a yA (2) gr PD = E): [ 2 (2 1) +4 3 y 1) el VILO 

ecuacion que, mediante la congruencia ya conocida (119) 

P=1_ pl pi pil 
A 3 le 5) TS (mod. 2) 

y su consiguiente 

2 JD 2 e pe | e] 2 

( > = +5 += SE aenos ) (mod. 4), 
mo 

se convierte, por fin, en esta otra: 

2 pri A IA 
que es, en efecto, la que pretendíamos demostrar. 

Si en ella suponemos, como anteriormente, 4 =0 (mod. /), se ob- 

tiene de nuevo la ley (121 —I) 
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INE 

Sobre los sistemas de numeración y la divisibilidad de 

los números. 

|, —Lopresion de un múmero en sistemas diferentes de numeracion. 

Suponiendo conocido lo que se entiende por sistemas de numeracion, 

y las reglas de las operaciones fundamentales de la Aritmética en cual- 
quier sistema (*), el problema que tratamos de resolver ahora es el si- 

guiente: 

Dado un número, escrito en un sistema de numeracion, hallar su ex- 

presion en otro sistema. 

Para conseguirlo se nos ofrecen dos caminos distintos: 1.” ejecutar 
las operaciones necesarias con arreglo al nuevo sistema; 2.” ejecutarlas 

conforme al antiguo: lo cual exije ante todo: ó que se conozca la base 
antigua en el nuevo sistema, d la base nueva en el sistema antiguo. 

Sea, pues, 

= n—1 A 
NV, Vos. +4,b+4, = Ma a, 4, a, (1) 

n—1 u—l 

el número, de 2 cifras, escrito en el sistema regular, 4 de base cons— 

tante 0, el que tratamos de expresar en el sistema tambien regular, de 
base 0. 

1.” Escribase la base antigua b en el nuevo sistema; y, como en 

(*) Véanse las Lecciones de Aritmética por D. Ambrosio Moya, pág. 129 y si- 
guientes. 
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este mismo se conocerán tambien las cifras 4, determinaremos los 

productos respeetivos de estas cifras por las potencias sucesivas de la 

base, y sumaremos despues tales productos para obtener el número 4, 

escrito en el sistema que se pide: todo conforme manifiesta la igual- 

dad (1). 

2.” Escribase la base nueva, /', enel sistema antiguo; y por esta 

base, así escrita, divídase despues el número dado VV,, y los cocientes 
Y 

sucesivos; los restos sucesivos y el último cociente serán los valores de 

las cifras a! en el nuevo sistema, y en el mismo órden que van obte- 
niéndose. 

Puesto que la base menor es conocida siempre, y tiene una sola cifra 
en el sistema de base mayor, siempre será posible ejecutar en éste las 
operaciones para resolver el problema de que se trata; mas, si uno de 
los dos sistemas fuera el decimal, convendrá ejecutar en éste todas las 

operaciones por la costumbre que ya tenemos de hacerlas, Por la mis- 

ma razon se toma el decimal como intermediario, generalmente, para 
pasar de un sistema á otro. 

Ejemplos. 1.” Escribir el número guinario 431, en el sistema 
decimal. ; 

Primer procedimiento. —La base antigua 5, en el nuevo sistema, de- 

cimal, vale 5; sus potencias sucesivas son las siguientes: 

y sus productos por las cifras 1, 3,4, en el sistema decimal, estos 
otros: 

cuya suma constituye el número que se busca, á saber: 

A a SS HO 

Segundo procedimiento. —La base nueva 10 en el sistema antiguo 
vale 20; ejecutando en este sistema (de base 5) las operaciones, ten- 
dremos: 
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431/20 
6 5 5) 

Ap LE Y, por consecuencia, como antes: 431_=116 . 
dd A Mal > AS 

(5 

Nótese que, no alterándose la totalidad de unidades que un número 
contiene, porque varie su modo de ser escrito, segun el sistema de nu- 

meracion que se adopte, no habrá inconveniente en establecer la 

igualdad: 

0 1 2 

TT. -=NVN.=428 +42 2% No yA a ar +42 +... 

relativa á los sistemas decimal y binario. Y, como las cifras en este úl- 

timo sistema sólo pueden ser 0 y 1, es claro que la forma polinómica 
del número Y es en realidad la suma de la progresion geométrica, 

completa ó incompleta, 

de lo cual se colige que todo número decimal es una suma de potencias, 

sucesivas, 6 no, del número 2. Así sucede, por ejemplo: 

A 5 2! 93 2 1 0 

63. UL A A 

, SO 1 _ 

75, =1001011,=2 IO O 

l 55) 1 

A OM Os E 

En los principios demostrados se funda el teorema que sigue: 
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Teorema. Si p representa un entero cualquiera, positivo, y el nú- 

mero NV, de n cifras, se escribe en el sistema de base p, esto es: 

1—1 2 
N=4, +4, PDAMP dh... +40 

está expresado por el cociente 

Er AN NV (0,40, Hb) do A) 

pl 

En efecto, dividamos la forma polinómica del número /V, sucesi- 
a MES n—1 . 

vamente, por las potencias Pp, P, P,+..... P —; designando por 

y lyr Crono los cocientes resultantes, se obtiene el siguiente cuadro: 
y y M— 

ON 
PO 

NV PS a, Ss e 2 
o c+ 3 

PD P 

2 
N 0 LN + a, Pp > a, P 

O AS 
Pp P 

2 3 a—2 
N : E un == a, DE a, 0. =5 a, 10 Fédocs => dea P 

E O es a A =d sE 

Pp ? 
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La suma 

expresa evidentemente cuántos números existen en la série natural, 
oí ALO ZO 2 3 n—1 ñ 

a aos ZV, .divisibles por pp, por: pi, POR Praia POL PRO 

bien, el número de factores p contenidos en ella; y la cuestion ahora 
queda reducida á encontrar el valor explícito de tal suma. Para esto su- 
memos las igualdades (1); y, teniendo presente que 

y que 

se halla la siguiente: 

n—1 n—1 1n—2 
Nv( —1) —| =/ 
¿ => =X(0)+4, —— +4, a 
Pp (p=1 p  (p—-1) p “(p-1) 

N—3 
1 

Pz e ) =F v0000 

PARADA 

1 
de la cual, separando como factor comun . —;=—, se deduce: 

¡EA 

1 ( n—1 7 2 | 
A) = | P (a —Y (0) —N-+l 0,0, PA, PA cc ) 

A) 

0 por fin esta otra: 



que demuestra el teorema. 

Como el primer miembro de esta última igualdad es por su signifi- 

cado siempre entero, se desprende de la misma que la diferencia 
N— Y (a) es siempre divisible por (p—1). 

Ejemplos. 1.” El número decimal 73 escrito en el sistema guinario 
es 243; en la série natural 

por consecuencia, se hallará contenido, como factor, el número 5, 

713 — (24+4-+3) 
a = 16 veces. 

2. El número decimal 53, €s equivalente al 1222, en el sistema 

lernario: luego en la série 

se hallará contenido el factor 3 

== (MS 
Ma == CE O cen 

» 

Corolario.—Si p representa un aúmero primo, y el número N, de 

nm cifras, se escribe en el sistema de base p, el número de veces que el 
factor p se halla contenido en el producto 

tiene tambien por expresion el cociente 
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En efecto: este mismo cociente expresa el número de veces que en- 

tra, como factor, el número p (aunque no sea primo) en la série 

AU: /V.; mas no puede asegurarse que las mismas veces entra- 

rá tambien p en el producto VV!, sin fijar de antemano que p es 

primo; puesto que, si p no fuese primo, sino compuesto de los facto- 
res a,b, por ejemplo, siempre existirian dos factores en /V!: uno 

= a (mod. p), y otro =b(mod. p), cuyo producto seria =4b =p; 
y, por consecuencia, el número de factores p, contenidos en aquél, 
sería mayor que el expresado por el cociente del teorema. No sucederá 
así cuando p sea primo; pues entre los restos (mod. p) de los términos 
de la sere 2 de: VV, no habrá entónces dos, cuyo producto sea 
Pp. Y en este caso, en el de ser p número primo, se verificará, por con= 

secuencia, el corolario enunciado. 

Ejemplo. El número decimal 42, es equivalente al quinario 132: 

luego el número 5 se hallará contenido en el producto 42! 

42—(1+3>+>2) 

$= il 
= 9 veces. 

2.—Divisibilidad. de los números. 

Dividamos ahora el número 

escrito en el sistema de base ), por otro cualquiera, d. Designando 
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POr PP 7, _, los restos respectivos (mod. d) de las potencias su— 
% um— 

. 1,2 n—] o “o z 
cesivas b.b ..... b de la base 5h, es indudable que se verificará la 
congruencia: 

= : A IEA ”  _) (mod. d 2 AM E AA ) (2) 

de la cual se colige, haciendo para mayor brevedad, 

R=4 + A ES A a 

que /V será, ó no, divisible por d, segun que *£ lo sea, ó deje de 
serlo. Las condiciones de divisibilidad del número /V/ por el número d 
se fundan, por consecuencia, en las propiedades de los restos (mod. d) 
de las potencias sucesivas de la base del sistema de numeracion en que 
estén escritos aquellos números; y, como todo lo que á dichos restos 

potenciales se refiere queda ya dicho en el texto (84, 85, 88), nada nue— 
vo en realidad vamos á decir ahora; sino puramente á aplicar á la doc- 

trina particular de la Divisibilidad los principios allí consignados. 
1.” Consideremos primeramente los divisores representados, por po- 

tencias de la base, por factores de la misma, 6 por potencias de estos 
factores. 

. Ss . , . 
a) Si d =b,se verificará la congruencia 

N= o W=a 0, 0,0, (mod. 5): 

y, como las cifras qa son todas menores que 6, y en consecuencia, 
Ss . E O $ 

CAI a, a, a, <b, resulta que, si V ha de ser divisible por ), las 

s primeras cifras de la derecha deben ser ceros. 
b) Si el divisor d es un factor cualquiera, f, de la base ), será 

cierta la congruencia 

N=a, (mod. f): 

la cual exije que a, sea cero, 6 múltiplo de f, para que // sea lo 

último. 
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AN .. . . . s . 

c ) Si el divisor es una potencia, f , de un factor f de la base, pri- 
z . da S , Ss . 

mo con los demás factores, dicho divisor, f', lo será de b, y se verifi- 
cará, por lo tanto, en este caso tambien, la congruencia 

s= 
; 

N= SS a, 0,0, (mod. f), 

. Odo Ss . . 
la cual pide, para que /V sea divisible por f, que las s primeras ci- 

fras de la derecha del dividendo sean ceros, ó compongan un múltiplo 
Ss 

de f. 

Conviene advertir que, sólo en el caso de ser el factor f, primo con 
todos los demás factores de la base 5h, se puede asegurar que su poten- 

cia, f”, será divisor de la misma potencia, D”, de la base, sin serlo de 
potencias inferiores; y tal caso ocurrirá siempre que la base contenga 
solamente dos factores primos, desiguales, y elevados á la primera po- 
tencia. 

2.” Consideremos ahora los divisores primos con la base y, por lo 

lanto, con sus potencias sucesivas. Si designamos por 4 la mínima de 
estas potencias congruente con la unidad (mod. d), y escribimos el nú- 

mero Y en el sistema cuya base sea b, lo cual equivale á descompo— 
nerlo en grupos de e cifras cada uno (comenzando por la derecha na- 
turalmente), es indudable que la congruencia (2) se convertirá en esta 
otra: 

1V =y, (mod. d), (3) 

representando y_ la suma de los grupos mencionados: cada uno de los 

cuales significa, respecto del número /V, escrito en el sistema de base 

D”, lo mismo que cada una de las cifras a de aquel número /V, escri- 

to en el sistema de base 0. 

Mas, si el exponente e, á que pertenece bh segun el divisor d, fue- 
se par, no sólo se verificará, como antes, la congruencia 

1% = 1 (mod. d); sino tambien: RA (mod. d); 
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y entónces, descomponiendo el número V' en grupos de %e cifras 

cada uno, y designando por da la suma de los grupos de lugar par, 

y por y,_ la suma de los grupos de lugar impar, será cierta tambien 

la siguiente: 

N=(9,. —Y,.) (mod. d). (4) 
1 
1 

a) Sea el divisor d =(%—1), esto es, la base ménos la unidad: de 
la congruencia evidente 

6 = 1 (mod. (0 — 1)) 

se deduce e =1, y, por consecuencia: 

N=y=4 + E oo a (mod. 4—1). 

La misma condicion para todo factor de (6—1). 

D ) Sea el divisor d =p — 1; y de la congruencia entónces cierta 

D"= 1 (mod. (e 

se desprende esta otra: 

N =g/ (mod. (0— 1) 

aplicable tambien á cualquier factor de (9-— 1). 
c ) Sea el divisor d=(b=+ 1), esto es, la base más la unidad: de 

las congruencias consiguientes: 

b=— 1 (mod. (06+1)) 

0 =->+1 (mod. (B+1)) 

se deriva la que á continuacion se expresa: 

NV =(J3—yY) (mod. (d+ 1)). 
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El mismo carácter para todo factor de (% +1). 

d) Sea d=(0' + 1): de las congruencias 

Ss 

y ==1 (mol (0 = 1) 

FS sl (mod. (0 + 1)) 

se deduce la que sigue: 

N= (9, —Y ) (mod. (+ 1), 

que expresa, como las correspondientes, anteriores, la condicion de di- 
0d inono ñ s . 

visibilidad del número Y por (b +1), y, en consecuencia, por cual- 

quier factor de (9 +1). 

Ascuenta del lector corre la traduccion de las congruencias que 
preceden al lenguaje vulgar, así como el aplicarlas al sistema de nume- 
ración que mejor le convenga. Sólo advertiremos que las comprendidas 
en el $. 1.”, tomando por base 10, indican los caracteres de divisibi- 

lidad por 10% por 2 y por 5; por 2 y por 5; así como las del 
$. 2." contienen las condiciones de divisibilidad por 9 y por 3; por 

== y sus factores. 3, 9, 11, 33, 99, etc.; por 11=10 + i; 

por 101 = 10 por PLODAy= 10 +4 y sus factores que son 

1, 14,138,717, 915 143 ete: 

Para concluir diremos que la condicion de divisibilidad de un nú- 
mero NY (de base 0) por otro cualquiera, d, puede hallarse, en ge- 

neral, descomponiendo este divisor d en sus factores primos; y la con- 

dicion que se busca será la reunion de las concernientes á estos facto— 

res primos. 
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