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X

Depuis que Newton a fait connaître la grande loi de la gravi-
tation universelle, les géomètres se sont efforcés d’en déduire
toutes les conséquences qui en résultent pour le mouvement des
divers corps de notre système planétaire. Rien de plus facile que
d’écrire les équations différentielles du mouvement de chacun de
ees corps considérés comme de simples points matériels, en tenant
compte des actions qu’ils exercent les uns sur les autres. Dès lors
la recherche des particularités de leurs mouvements est ramenée à
1 intégration de ces équations différentielles, et c’est là qu’est toute
la difficulté de la question. On ne sait effectuer cette intégration
d’une manière générale que lorsque le nombre des corps dont il

s’agit est supposé se réduire à deux; et l’on trouve alors que
chacun de ces deux corps se meut autour de l’autre suivant les

lois du mouvement elliptique. Tel n’est pas le cas de notre sys-
tème planétaire, puisque, outre le Soleil, il comprend un grand
nombre de planètes, dont plusieurs sont accompagnées de satel-
lites. ïî s’ensuit qu’on ne peut tirer des équations différen-
tielles du mouvement de tous ces corps les diverses consé-
quences qui s’y trouvent contenues implicitement, qu’en ayant
recours aux méthodes d’intégration par approximation. Heu-
reusement 1 état de notre système planétaire se prête à merveille
à remploi de ce mode d’intégration, en ce que, abstraction faite
du Soleil, chacun des corps qu’il renferme est sous l’influence
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X PREFACE.

prédominante d’un corps principal qui produit a lui seul les cii

constances les plus saillantes de son mouvement, les autres corps

n’ayant pour effet que de modifier ce mouvement dans d étroites

limites. Pour les planètes, ce corps principal est le Soleil
,

pont

les satellites, en tant,que l’on considère leur mouvement par rap-

port à la planète dont chacun d’eux dépend, c est cette planète

même qui joue le rôle principal dont il est question. Il est natine!

d’après cela de considérer d’abord uniquement le mouvement des

planètes et de leurs satellites, tel qu il résulte de la seule action du

corps principal correspondant a chacun d eux, mouvement qui

n’est autre chose que le mouvement elliptique; puis de partir de la,

comme d’une première approximation, pour arriver par une suite

d’approximations successives à satisfaire de mieux en mieux aux

équations différentielles du mouvement de ces divers corps. 1 elle

est la marche que l’on suit en effet. Les approximations que 1 on

effectue ainsi les unes après les autres introduisent successivement,

dans les expressions des coordonnées de chacun des mobiles, des

parties nouvelles que l’on obtient sous forme de développements

en séries de quantités périodiques; et 1 on s arrête lorsque I on

juge que les approximations suivantes ne fourniraient plus aucun

terme d’une valeur sensible. Les divers termes périodiques qui

se trouvent ainsi introduits dans les expressions des coordonnées

d’une planète ou d’un satellite constituent ce qu’on nomme les

inégalités de cette planète ou de ce satellite.

On comprend sans peine que le nombre des approximations

successives que l’on a besoin d effectuer, pour obtenir toutes les

inégalités sensibles d’un des corps de notre système planétaire,

n’est pas le même pour tous. Pour tel d entre eux, les termes que

l’on obtient ainsi vont en diminuant très-rapidement, et l’on peut

se contenter des inégalités qu une seule approximation intioduit
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dans les formules du mouvement elliptique; pour tel autre, au

contraire, les approximations sont beaucoup moins convergentes,

et l’on est obligé d’en faire un certain nombre à la suite les unes

des autres, si l’on ne veut négliger aucune des parties sensibles

qu elles peuvent introduire dans les expressions de ses coordon-

nées. De là résulte une grande différence de difficultés entre les

théories du mouvement de ces divers corps. De toutes ces théo-

ries, celle qui a pour objet le Mouvement de la Lune autour de

la Terre est sans contredit la plus épineuse. La grandeur de la

force perturbatrice qui émane du Soleil rend les approximations

beaucoup moins convergentes que dans les théories relatives aux

diverses planètes *, et par suite les inégalités qui en résultent

sont beaucoup plus nombreuses. Mais, d’un autre côté, la con-

naissance des lois du mouvement de notre satellite est d’un très-

grand intérêt pour la détermination des longitudes terrestres;

aussi est-ce vers la théorie de la Lune que se sont principalement

tournés les efforts des géomètres qui se sont succédé depuis

Newton. L’objet du travail dont je publie un premier volume est

d’apporter une nouvelle pierre à l’édifice qu’ils ont si laborieuse-

ment construit. Je vais esquisser rapidement la série des travaux

qui ont été effectués avant moi sur la théorie de la Lune, et mon-

trer par quels moyens j’ai essayé de reculer les limites de nos

connaissances sur ce sujet.

Newton n’a pas fait, à proprement parier, une théorie du Mou-

vement de la Lune. Il s’est borné, dans son immortel ouvrage

des Principes mathématiques de la philosophie naturelle

,

à mon-

trer comment la loi d’attraction qu’il avait découverte pouvait

* La théorie du Soleil est comprise parmi les théories des planètes, puisque ce n’est autre

autre chose que la théorie du mouvement de la Terre autour de cet astre.

b.
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expliquer quelques-unes des inégalités lunaires dont l'observa-

tion avait antérieurement dévoilé l’existence; et il esta remarquer

qu’il ne dit rien de la plus grande de ces inégalités, celle qui a

été désignée sous le nom d 'élection. Quelque temps après, vers

le milieu du xvme
siècle, la théorie du Mouvement de la Lune a

été attaquée à peu près en même temps par Clairaut, d Alembert

et Euler. Ces trois grands géomètres ont établi d’abord les équa-

tions différentielles du Mouvement de la Lune autour de la Terre;

puis, par l’intégration approximative de ces équations différen-

tielles, ils ont retrouvé, chacun de leur côté, non-seulement toutes

les inégalités connues jusque-là par l'observation, y compris

î’évection dont Newton n’avait pas parlé, mais encore quelques

inégalités nouvelles dont l’observation n’avait pas encore signalé

l’existence. Ces premières tentatives ont amené un incident d’un

grand intérêt. Clairaut, s’en tenant d’abord à une première ap-

proximation relativement à la force perturbatrice du Soleil, ne

trouva pour le mouvement du périgée lunaire que la moitié de

la valeur que l’observation lui assigne. Ce désaccord entre Sa

théorie et l’observation le conduisit à émettre des doutes sur

l’entière exactitude de la loi d’attraction trouvée par Newton, et

a penser qu’elle devait être complétée par un terme qui, insen-

sible aux distances du Soleil aux diverses planètes, pouvait

produire des effets appréciables à la distance beaucoup plus

petite de la Lune à la Terre. Mais bientôt il reconnut qu’en

poussant l’approximation jusqu aux quantités du second ordre

par rapport à la force perturbatrice du Soleil, on obtient pour le

mouvement du périgée lunaire une valeur beaucoup plus grande

que celle qui résulte de la première approximation seule, et peu

différente de celle que l’observation a fait connaître depuis long-

temps. Il fut ainsi conduit à abandonner les idées qu’il avait



PREFACE

i

XIII

emises sur Ja correction à faire à la loi de Newton, idées qui

d’ailleurs avaient été vivement critiquées. Cet important résultat

obtenu par Clairaut n’a pas tardé à être confirmé par d’Alembert,

qui s assura qu’en poussant les approximations encore plus loin,

on trouve un accord de plus en plus satisfaisant entre l’observation

et la théorie. Cette circonstance qu’avait présentée la détermina-

tion théorique du mouvement du périgée lunaire, pouvait faire

prévoir les difficultés considérables que l’on rencontrerait pour

pousser la recherche des diverses inégalités de la Lune jusqu’à

un degré de précision comparable à celui que les observations

avaient atteint elles-mêmes à cette époque.

Les résultats fournis par la théorie avaient déjà permis d’amé-

liorer notablement les Tailles du mouvement de la lame. Elles

acquirent bientôt une exactitude inespérée entre les mains de

Tobie Mayer. Cet éminent astronome, prenant les recherches

d’Euler pour base, porta la détermination théorique des inéga-

lités lunaires beaucoup plus loin qu’on ne l’avait fait avant lui;

puis, adoptant seulement la forme des inégalités auxquelles la

théorie l’avait conduit, il en détermina les coefficients de manière

à satisfaire le mieux possible aux observations. C’est ainsi qu’il

parvint à construire les premières Tables qui aient pu servir à

la détermination des longitudes en mer. Un si important résultat

valut à la veuve de Tobie Mayer, enlevé prématurément aux

sciences à l’âge de 3q ans (en 1762), une portion du prix de

20000 livres sterling, que le gouvernement anglais avait pro-

posé en 1 7 1 4 pour la découverte d’une méthode propre à donner
la longitude en mer à un demi-degré près.

Laplace fit faire de nouveaux progrès à la théorie de la Lune,
non-seulement parce qu’il poussa les approximations plus loin

que ses prédécesseurs, mais encore et surtout parce qu’il y fit
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plusieurs découvertes importantes, parmi lesquelles figure au

premier rang celle de la cause de l’accélération séculaire du moyen

mouvement de cet astre. Nous aurons l’occasion de parler en

détail de ces découvertes dans le second volume.

Malgré tous ces pas que la théorie avait faits successivement,

elle était encore loin d’avoir atteint la perfection qu’on voulait

obtenir. Laplace caractérise lui-même nettement le degré de pré-

cision auquel il est parvenu. On lit, en effet, dans le préambule

du livre septième de sa Mécanique céleste : « L’erreur des Tables

» formées d’après la théorie que je présente dans ce livre ne

» s’élèverait à cent secondes * que dans des cas fort rares. » Ce-

pendant, par l’application de la méthode de Mayer, les Tables

lunaires s’étaient perfectionnées de plus en plus, soit par 1 intro-

duction de nouvelles inégalités indiquées par la théorie, soit par

femploi d’observations plus nombreuses et plus exactes pour la

détermination des coefficients de toutes les inégalités connues.

C’est ainsi qu’on avait eu successivement les Tables de Mason, de

Biirg et de Burckhardt. Celles de Burckhardt, à l’époque ou elles

ont paru (1812), présentaient une exactitude suffisante pour les

besoins de l’astronomie ;
elles ont été employées jusqu a ces der-

nières années pour le calcul des éphémérides. La théorie restait

donc en arrière, et de nouveaux efforts étaient nécessaires pour

l’amener à un degré de précision comparable à celui qu’on avait

pu. donner aux Tables, au moins pour un certain temps, en em-

ployant la méthode empirique de Mayer. C’est ce qui fit que

Laplace, « désirant de voir toute l’astronomie, fondée sur la seule

» loi de l’attraction, n’emprunter des observations que les données

* Il s’agit ici de secondes centésimales. On sait que 100 secondes centésimales équivalent

à 32", 4 de la division sexagésimale.
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» indispensables, obtint de l’Académie des Sciences qu elle pro-

3
)
poserait pour le sujet du prix de Mathématiques qu’elle de-

vait décerner en 1820, la formation, parla seule théorie, de

33 Tables lunaires aussi exactes que celles qui ont été construites

33 par le concours de la théorie et des observations *. 33 Cet appel

de l’Académie fut entendu, et le prix fut partagé entre deux pièces,

l’une de Damoiseau ,
l’autre de MM. Plana etCarlini. Le travail de

Damoiseau a été imprimé dans le tome III du Recueil clés Savants

étrangers. Celui de MM. Plana et Carlimi n’a pas été publié; mais

quelque temps après M. Plana fit paraître sous son nom seul un

ouvrage considérable ayant pour titre : Théorie du Mouvement de

la Lune (trois forts volumes in-4°), ouvrage qui n’est que le déve-

loppement du Mémoire fait en commun par M. Carlini et par lui.

Dans ces travaux remarquables de MM. Damoiseau et Plana, les

calculs ont été poussés extrêmement loin, et les inégalités de la

Lune ont été obtenues avec le degré d’approximation que deman-

dait le programme de l’Académie, c’est-a-dire avec une précision

comparable à celle que comportent les observations elles-memes.

Damoiseau a même complété sa
r

l héorie de la Lune par la con-

struction de Tables lunaires qui ont été trouvées aussi exactes que

celles de Burckbardt.

Devait-on dès lors considérer la question de la détermination

théorique des inégalités lunaires comme résolue d’une manière

définitive, et se contenter pour toujours des résultats obtenus,

en renonçant à faire de nouvelles recherches sur le même sujet:

Non, certainement non. On pouvait se demander d’abord si les

calculs effectués par MM. Damoiseau et Plana étaient tout à fait

exempts d’erreurs, et aussi s’ils avaient bien réellement tenu

* Mécanique céleste, livre XVIe
,
chapitre I

e ''.
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compte de toutes les quantités auxquelles ils devaient avoir égard

d’après le degré d’approximation qu’ils avaient en vue. Les quel-

ques légères différences qui existent entre les résultats obtenus

par ces deux savants suffisent pour montrer que la révision de

leurs calculs sous ce double rapport était loin d’être inutile. D un

autre côté, les limites de précision qu’ils ont atteintes, conformé-

ment au programme de l’Académie, ne sont pas telles, que 1 on

puisse s’en contenter pour toujours; il suffit même que-ces limites

aient été atteintes, pour qu’aussitôt l’esprit humain, toujours insa-

tiable de vérité, conçoive le désir d’aller au delà. Aussi les remar-

quables travaux dont il s’agit ont-ils été le signal d’une recrudes-

cence dans les recherches ayant la théorie de la Luné pour objet.

M. Lubbock, en suivant une marche toute différente de celle de

M. Plana, se proposa de vérifier l’exactitude des formules de

F éminent géomètre de Turin; les résultats auxquels il est parvenu

sont consignés dans une série d opuscules qu'il a publiés succes-

sivement à partir de i83a. Poisson, dans un beau Mémoire, pré-

senté à l’Académie le 17 juin i833 *, proposa d’appliquer à la

théorie de la Lune la célèbre méthode de la variation des con-

stantes arbitraires qu’il avait contribué à établir, et s’en servit

pour élucider diverses questions spéciales de cette théorie,

M. Hansen refit complètement la théorie de la Lune en suivant

une marche particulière, qu’il fit connaître dans l’ouvrage inti-

tulé : Fundamenta nova investigationis orbitœ verœ quarn Lima

perlustrat (Gotha, 1

8

3 8
) ;

puis, à l’aide des formules qu’il avait

obtenues pour les coordonnées de la Lune, il construisit des

Tables de cet astre qui ont été trouvées supérieures à celles que

l'on possédait avant lui. Ces Tables, publiées aux frais du gou-

* Mémoires de PAcadémie

,

tome XIII,
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vernement d'Angleterre (en 1867), scm t maintenant adoptées

pour le calcul des éphémérides. Enfin M. de Pontécoulant publia

en 1846 une Théorie de la .Lune qui forme le IVe volume de son

ouvrage intitulé : Théorie analytique du Système du Monde.

Après avoir étudié les divers travaux dont je viens de parler, la

matière m’ayant paru loin d’être épuisée, j’essayai d’apporter

aussi mon contingenta la détermination théorique des inégalités

lunaires; en suivant une méthode entièrement différente de celles

qui avaient été employées avant moi, je parvins à effectuer com-

plètement le calcul de ces inégalités, avec une approximation nota-

blement plus grande qu’on ne l’avait encore fait. Je vais tâcher de

faire bien saisir les motifs qui m’ont guidé dans le choix de la

marche à suivre pour exécuter ce long travail.

Clairaut, d’Alembert et Euler avaient établi les équations dif-

férentielles du mouvement de la Lune en prenant la longitude

vraie de cet astre pour variable indépendante. Leur exemple a

été suivi par Laplace, et depuis par MM. Damoiseau et Plana,

qui n ont fait qu’appliquer la méthode exposée dans Je livre VII

de la Mécanique céleste . En intégrant ces équations différen-

tielles, on obtient la latitude de la Lune, son rayon vecteur et le

temps (ou la longitude moyenne de l’astre, ce qui revient au

même), exprimés au moyen de la longitude vraie; puis en renver-

sant la série qui donne le temps en fonction de la longitude vraie,

011 en conclut cette longitude exprimée en fonction du temps.

Voici ce que Laplace dit à ce sujet dans le livre XVI e de la

Mécanique celeste : « La force perturbatrice du mouvement
« lunaire dépend des sinus et cosinus de son mouvement vrai et

3) de son élongation au Soleil : leur réduction en sinus et cosinus

v d’angles dépendants du moyen mouvement de la Lune est

» pénible et peu convergente, à cause de la grandeur de son

T. XXA IIL c
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» équation du centre et de ses principales inégalités. Il y a donc

» de ravantage à éviter cette réduction et à determinei d a'boid

» Sa longitude moyenne en fonction de la longitude vraie, ce qui

» peut être utile dans le cas où l’on cherche Se temps correspon-

» dant à la longitude vraie. On détermine ensuite, par le retour

» des séries, la longitude vraie en fonction de la longitude

» moyenne, et l’on 11a point à craindre, dans ce retour, le peu de

» convergence des approximations, que ! intégration des équa-

» rions différentielles laisse toujours incertaine. A la vérité, il

» faut, dans cette méthode, convertir le mouvement vrai du

« Soleil en fonction de la longitude vraie de La Lune. Mais dans

» cette conversion les grandes inégalités lunaires sont multipliées

» par le rapport du moyen mouvement du Soleil a celui de la

y Lune, ou par un treizième environ, ce qui les rend fort petites. »

Les raisons mises en avant par Laplace, pour justifier la maiche

indirecte qu’il a adoptée d’après ses prédécesseurs, sont-elles suf-

fisantes pour qu’on ne donne pas la préférence a la marche beau-

coup plus naturelle qui consiste à chercher directement les ex-

pressions de la longitude de la Lune, de sa latitude et de son

rayon vecteur en fonction du temps? C’est ce que n’ont pas pensé

MM. Lubbock, Poisson, Hansen. On conçoit que les considéra-

tions mises en avant par Laplace aient prévalu tant qu on n avait

pas encore poussé les calculs jusqu’au degré d’approximation que

réclamaient les besoins de l’Astronomie. Tous les efforts devaient

tendre vers un but unique : c’était d’atteindre ce degré d’ap-

proximation. Pour cela, il était naturel de suivre la méthode

qui avait semblé tout d’abord apporter le moins possible de com-

plication dans les calculs. Mais à partir du moment où ce but a été

atteint par MM. Damoiseau et Plana, les idées se sont tournées

d’un autre côté, et l’on a voulu arriver au même résultat par la
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méthode directe et beaucoup plus rationnelle que l’on suit dans

la théorie des planètes, et où le temps est pris pour variable indé-

pendante. MM. Luhbock, Poisson, Hansen sont entrés tous trois

dans cette voie nouvelle et ont proposé, chacun de leur côté,

une méthode propre à atteindre Je but qu’ils avaient en vue.

Convaincu comme eux que l’emploi du temps comme variable

indépendante dans la théorie de la Lune était un véritable pro-

grès, je n’ai pas hésité à adopter leurs idées à ce sujet.

Après m’être complètement fixé sous ce rapport, j’ai dû faire

un choix entre les deux manières de calculer les coefficients des

inégalités lunaires dont on avait fait usage avant moi. Les valeurs

des coordonnées de la Lune étant développées én séries de sinus

ou de cosinus d’angles qui varient proportionnellement au

temps, il est aisé de reconnaître que les coefficients de ces sinus

ou cosinus dépendent des excentricités des orbites de la Lune et

du Soleil, de l’inclinaison de l’orbite de la Lune sur l’écliptique,

du rapport des moyens mouvements des deux astres et du rap-

port de leurs moyennes distances à la Terre. Quand on détermine

ces coefficients, on peut les obtenir sous deux formes différentes,

suivant que l’on suppose connues à priori les valeurs numériques

des diverses quantités qui viennent d’être énumérées, ou bien

qu’on introduit ces quantités clans le calcul en les représentant

par leurs symboles algébriques. Dans le premier cas, les coeffi-

cients des inégalités se réduisent à de simples nombres; dans le

second cas, ce sont des fonctions complexes des petites quantités

dont ils dépendent, fonctions que l’on ne peut guère considérer

que sous la forme de développements en séries ordonnées sui-

vant les puissances croissantes, entières et positives de ces petites

quantités. Ces deux formes différentes ont été adoptées l’une et

l’autre par les savants qui ont effectué le calcul des inégalités de
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la Lune. Damoiseau a pris la première, et M. Plana, au contraire,

a choisi la seconde. Plus tard, M. Hansen a, comme Damoiseau,

déterminé les coefficients des inégalités lunaires sous la forme

numérique; et il a eu soin de donner dans ses Fundamenta nova

les motifs qui font, décidé à agir ainsi. Ces motifs sont de deux

sortes : d’une part, M. Hansen considère la détermination des

coefficients des inégalités sous la forme analytique comme presque

inabordable par la longueur des calculs qu’elle entraînerait pour

aller jusqu’à un degré d’approximation suffisant
;
d’une autre part,

il attaque vivement les développements en séries comme pouvant

souvent induire en erreur sur le degré d’approximation qu’ils

fournissent, et comme ne pouvant jamais donner avec certitude

des valeurs suffisamment exactes pour les inégalités que l’on

cherche. Après avoir bien pesé les raisons données par M. Han-

sen, il m’a été impossible de me ranger à son avis. L’exemple de

M. Plana montre suffisamment que la détermination analytique des

coefficients des inégalités de la Lune n’est pas inabordable; et ce

qu’il a fait lui-même, on peut bien tenter de le faire de nouveau

avec l’espoir de pousser les approximations encore plus loin, sur-

tout si l’on parvient à modifier la marche des calculs de manière

à en rendre l’exécution moins pénible. Quant au second reproche

adressé par M. Hansen au développement des coefficients des iné-

galités sous forme de séries, il m’a paru dénue de fondement, et

je ne m’y suis pas arrêté davantage; on peut voir dans les

Comptes rendus des séances de L’Académie (t. XLVI, p, 9 5

3

)

quelles sont les considérations sur lesquelles s’appuie mon opi-

nion à ce sujet. Le développement analytique des coefficients des

inégalités lunaires m’a semblé, au contraire, présenter des avan-

tages inappréciables, avantages que M. Plana avait bien compris,

et qui lui ont donné le courage nécessaire pour exécuter le 1110-
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miment scientifique dont nous lui sommes redevables. D’abord il

est incontestable que cette détermination analytique des inégalités

de la Lune présente une solution plus complète, plus satisfaisante

pour l’esprit, que la recherche de ces inégalités sous forme numé-

rique. Mais ce qu’on doit surtout considérer, c’est que les fac-

teurs numériques qui entrent dans les divers termes du coefficient

de chaque inégalité déterminée sous forme analytique, sont tous

des fractions ordinaires dont la valeur s’obtient, non pas avec ap-

proximation, mais rigoureusement. Quelle que soit la méthode que

l’on emploie pour obtenir les coefficients des diverses inégalités, on

doit trouver une identité complète, absolue, entre les diverses dé-

terminations de chacun de ces facteurs numériques. On comprend

tout l’avantage qui en résulte pour la comparaison des valeurs

trouvées par divers savants pour le coefficient d’une même inéga-

lité. Les différentes valeurs obtenues pour ce coefficient doivent

être identiquement les mêmes, terme à terme; et s’il y a une diffé-

rence pour l’un de ces termes, on est bien plus facilement mis sur

la voie de l’erreur qu’on doit rechercher, que si l’on n’avait pu

comparer que les valeurs numériques et approchées du coefficient

tout entier *. Avec ce mode de développement sous forme ana

Ivtiqne, le degré d’approximation du coefficient d une inégalité

dépend, non pas de l’exactitude plus ou moins grande avec la-

quelle on a calculé chacun des termes qui le composent, puisque

ces termes peuvent être obtenus rigoureusement, mais bien du

nombre plus ou moins grand de ees termes dont on a déterminé

la valeur. Lorsque, par la comparaison des résultats obtenus par

* On en trouvera un exemple remarquable dans ce qui est arrivé relativement à la valeur

de l’accélération séculaire du moyen mouvement de la Lune, par la comparaison des formules

que M. Adams et moi avions obtenues chacun de notre côté
(
Comptes rendus de l’Académie,

tome XLVllI, page 817).
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divers savants, un certain nombre des termes qui composent le

coefficient d’une inégalité développé en série seront fixés dans

leurs valeurs rigoureuses par 1" identité des différentes détermina-

tions qui en auront été faites, ces termes seront définitivement

acquis à la science; et si l’on veut obtenir le coefficient de cette

inégalité avec une plus grande approximation, on n aura qu à

chercher la valeur de quelques-uns des termes suivants. Ces avan-

tages considérables m’ont tellement frappé, que je n’ai pas hésité

un seul instant à entrer dans la voie ouverte par M. Plana.

Ainsi, à l’exemple de MM. Lubbock, Poisson, Hansen, j’ai

pris le temps pour variable indépendante dans les équations dif-

férentielles du mouvement de la Lune
;
et à l’exemple de M . Plana,

j’ai adopté la forme analytique pour les coefficients des diverses

inégalités fournies par l’intégration de ces équations différentielles.

Mais je me suis écarté de tous mes devanciers par la manière dont

j’ai effectué cette intégration. Dans tons les travaux antérieurs au

mien, on cherche, par une première approximation, les inégalités

qui sont du premier ordre par rapport à la force perturbatrice;

par une deuxième approximation, celles qui sont du second ordre

par rapport à cette force perturbatrice, et ainsi de suite. Il est

aisé de voir que, à chaque nouvelle approximation, les inégalités

précédemment obtenues se combinent les unes avec les autres pour

produire d’autres inégalités; et que ces combinaisons conduisent

bientôt à des calculs vraiment inextricables, ce qui empêche de

pousser les approximations aussi loin qu’on le désirerait, sans

cesser de conserver une entière sécurité sur l’exactitude des résul-

tats obtenus. Aussi n’y a-t-il pas lieu d’être surpris de ce que,

malgré tous les soins apportés par MM. Plana et Hansen dans

leurs calculs, les coefficients qu’ils ont obtenus pour les inéga-

lités de la lame présentent des différences dont l’ensemble forme
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un total de plus de 5o secondes. Si j’avais adopté le même mode

d’intégration par approximations successives, il m’eût été bien

difficile de franchir les limites auxquelles M. Plana s’est arrêté,

et mon travail se serait réduit à contrôler l’exactitude du sien.

Mais je voulais atteindre une approximation plus grande que celle

qu’il avait obtenue, et c’est dans ce but que j’ai imaginé une mé-

thode spéciale pour intégrer les équations différentielles du mou-

vement de la Lune. L’idée fondamentale de cette méthode con-

siste à attaquer la difficulté par petites portions, et à. remplacer

ces quelques approximations successives qui se présentent avec

un caractère de si grande complication, par un nombre beaucoup

plus grand d’opérations distinctes, dont chacune est au contraire

très-simple, et peut être effectuée avec toute l’exactitude dési-

rable, sans que l’esprit cesse de pouvoir en embrasser très-facile-

ment l’ensemble. Quelques mots d’explication suffiront pour faire

comprendre la nature de cette méthode, que j’ai présentée à

l’Académie dans les séances des 5 janvier et 16 novembre 1846.

D’après le beau Mémoire de Poisson de i 833
,
j’ai pris pour

point de départ les équations différentielles fournies par la théo-

rie de la variation des constantes arbitraires, et j’ai adopté un sys-

tème d’éléments elliptiques tel, que ces équations aient la forme

la plus simple dont elles soient susceptibles. La fonction pertur-

batrice, dont les dérivées partielles, relatives aux éléments ellip-

tiques, fournissent précisément les valeurs des dérivées de ees

mêmes éléments par rapport au temps, peut être facilement déve-

loppée en une série de termes périodiques. Si l’on n’y prenait

garde, l’introduction de cette série périodique dans les équations

différentielles serait accompagnée d’un grave inconvénient : le

temps sortirait des signes sinus ou cosinus, ce qui gênerait con-

sidérablement l’emploi de ces équations différentielles pour la
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détermination des inégalités lunaires. Je fais disparaître cet incon-

vénient par un moyen très-simple, qui diffère essentiellement de

ceux employés avant moi pour atteindre le même but, et qui a le

grand avantage de laisser aux équations différentielles la forme

qu’elles avaient d’abord; quant à la fonction perturbatrice, elle se

trouve par là modifiée de telle sorte, que le temps n’y entre plus

explicitement qu’autant qu’il y est introduit par les valeurs des

coordonnées des astres troublants, et qu’en outre elle renferme un

terme non- périodique indépendant des actions perturbatrices de

ces astres. Gela étant fait, je supprime de la fonction perturbatrice

la totalité des termes périodiques qu’elle renferme, à l’exception

d’un seul
,

que je choisis parmi ceux qui ont le plus d’influence pour

produire des inégalités. En introduisant cette fonction ainsi simpli-

fiée dans les équations différentielles, je trouve qu elles s'intégrent

complètement. Alors je profite de cette intégration pour en déduire

des formules destinées à remplacer les six variables que j’avais par

six autres de même nature. Lorsque, par 1 emploi de ces formules

de transformation, les nouvelles variables sont substituées aux

anciennes dans la fonction perturbatrice et dans les expressions

des coordonnées de la Lune, il en résulte que : i° un des termes

importants de la fonction perturbatrice disparaît (c est le terme

périodique que l’on avait conservé seul tout d abord); 2° diverses

inégalités correspondant à ce terme s’introduisent dans les valeurs

des trois coordonnées de la Lune : de plus, les valeurs des six

nouvelles variables en fonction du temps sont déterminées par

des équations différentielles exactement de même forme que celles

qui déterminaient les valeurs des six variables auxquelles elles ont

été substituées. Dès lors, l’intégration des équations différentielles

étant ramenée au même point que précédemment, sauf la dispa-

rition d’un terme périodique dans la fonction perturbatrice, une
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nouvelle opération analogue à celle qui vient d’être effectuée, fait

de même disparaître un autre terme de cette fonction
;
un troi-

sième terme peut également lui être enlevé au moyen d’une troi-

sième opération analogue, et ainsi de suite. De telle sorte qu’a-

près que l’on a effectué successivement un nombre convenable

d’opérations de ce genre, la fonction perturbatrice se trouve dé-

barrassée de ses termes les plus importants, et que la question est

ainsi rendue assez simple pour pouvoir être traitée de la même
manière que s’il s’agissait des perturbations d’une planète ou du

Soleil.

Ce qui fait toute la difficulté de la détermination des inégalités

de la Lune, c’est la grandeur de la force perturbatrice qui émane

du Soleil. En appliquant la méthode d’intégration que je viens

d’esquisser rapidement, j’ai du concentrer d’abord toute mon
attention sur la recherche des inégalités produites par cette force

perturbatrice. Ainsi, j’ai provisoirement laissé de coté les effets

très-faibles dus à quelques causes secondaires, telles que l’attrac-

tion ries planètes et la figure de la Terre, et en outre j’ai fait

abstraction des inégalités du mouvement apparent du Soleil

autour de la Terre, me réservant de tenir compte ultérieurement

des effets dus à ces diverses causes.

Dans le calcul des inégalités lunaires, on considère les excen-

tricités des orbites de la Lune et du Soleil, l’inclinaison de l’orbite

de la Lune sur l’écliptique et le rapport des moyens mouvements

du Soleil et de la Lune, comme des quantités du premier ordre de

petitesse; le rapport des moyennes distances de la Lune et du

Soleil à la Terre est une quantité du second ordre. Laplace, dans

sa Mécanique céleste, a déterminé « toutes les inégalités du pre-

» mier, du second et du troisième ordre, et les inégalités les plus

» considérables du quatrième, en portant la précision jusqu’aux

T. XXVÏIÏ. d
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)
quantités du quatrième ordre inclusivement, et en conservant

,) celles du cinquième ordre, qui se sont présentées d elles-

» mêmes » (préambule du livre Vlî). M. Plana, par des calculs

immenses qui lui ont demandé un temps considérable, a déter-

miné les valeurs des coefficients des inégalités lunaires jusqu’aux

termes du cinquième ordre inclusivement; il n a poussé plus loin

le développement des coefficients que pour ceux ou la lenteur de

la convergence des séries lui a paru nécessiter la considération de

quantités d’un ordre supérieur au cinquième. J’ai voulu, moi,

aller jusqu’aux tenues du septième ordre, sans en omettre aucun,

sauf à pousser l’approximation plus loin encore, comme M. Plana,

partout o ii j’en reconnaîtrais la nécessité. Ceux qui ont quelque

peu l’habitude des calculs de ce genre comprendront combien
j
ai

agrandi la tâche en ajoutant deux ordres de plus cà ceux que

M. Plana a considérés.

Déterminer, sous forme analytique, toutes les inégalités du

mouvement de la Lune autour de la Terre, jusqu aux quantités

du septième ordre inclusivement, en regardant ces deux corps

comme de simples points matériels, et tenant compte uniquement

de l’action perturbatrice du Soleil, dont le mouvement apparent

autour de la Terre est supposé sefaire suivant les lois du mouve-

ment elliptique
,
telle est donc la question que je me suis proposé

de résoudre, et que
j
ai résolue en effet, à 1 aide d un travail

assidu de plusieurs années. Dans l’accomplissement de cette tâche

énorme, pour laquelle je n’ai pu me faire aider par personne, je

n’ai négligé aucun des nombreux moyens de vérification que la

théorie m’a indiqués. En outre,
j
ai lait tous les calculs deux fois,

sans aucune exception, en ayant soin de séparer chaque calcul de

sa répétition, par un temps aussi long que possible, et par d’autres

calculs tout différents, afin de rompre les habitudes de 1 esprit,
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qui, sans cela, feraient facilement retomber dans une faute com-

mise une première fois. Je m’estimerai très-heureux si mon tra-

vail peut contribuer à augmenter encore le degré de précision

auquel on est parvenu dans la construction des Tables de la

Lune.

Ce premier volume contient : i° l’exposition de la méthode

analytique que j’ai employée; 2 ° le développement complet de la

fonction perturbatrice, avec les modifications qu elle a subies suc-

cessivement par suite des cinquante-sept opérations effectuées

pour la débarrasser de ses termes les plus importants
;
3° enfin le

détail de l’établissement des formules de transformation relatives

à ces cinquante-sept opérations. Le second volume comprendra :

i° les diverses formules destinées à tenir compte des termes qui

restent dans la fonction perturbatrice, après que les cinquante-

sept opérations précédentes ont été effectuées; 2 ° les expressions

des trois coordonnées de la Lune, avec toutes leurs inégalités jus-

qu’au septième ordre inclusivement pour la longitude et la lati-

tude, et jusqu’au cinquième ordre pour la valeur inverse du

rayon vecteur
;

3° enfin divers chapitres destinés à compléter ces

expressions des coordonnées delà Lune, en tenant compte de tout

ce qui avait été mis provisoirement de côté pour n’avoir à consi-

dérer que la partie capitale de la question.

Paris, !e 17 Décembre 1860.
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THEORIE

DU

MOUVEMENT DE LA LUNE.

CHAPITRE PREMIER.

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT DE LA LUNE. — MOUVEMENT
ELLIPTIQUE. - VARIATION DES CONSTANTES DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE

I. Soient X, Ir
,
Z les coordonnées de la Terre rapportées à

des axes rectangulaires Fixes dans l’espace; £, n, £ les coordon-

nées de la Lune, et f , /, Ç' celles du Soleil rapportées aux

mêmes axes; M la masse de la 1 erre, ni celle de la Lune, et rri

celle du Soleil.

Te Soleil, la Lune et la Terre étant supposés s’attirer mutuel-

lement d après la loi de Newton, les équations différentielles du
mouvement de la Terre seront

rf
2 X_ «(?— X) w'

(;r— x)
dn

[(5— x)*+(« — y)>-h(ç_
3 *

3 5

z) 2

]

2 [(r-x)*+(« '— Y) 2 -p(ç'— Z)']
2

æx m(n — Y) m’ (Y-Y)
dt

3

[(?-— X) J — Y)
2 +(<;— Z) 2

]

2 [(?'-X) 2-h(«'-Y) 2 H-(Ç'-Z) 2f
d 2 Z

rit 2

m{%— Z) wi'(

s
H 1

S'— Z)
î
—i

[(?—x )

2+ („— y) 2 +(<;— zyy [(£'— x)
2 -p (>?'— Y) 2+ (<;'— zyy

T. XXYII1. !
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Celles du mouvement de la Lune seront également

æi
1F3

d 2
A

IF

d 2
Ç

IF

M (Ç— X)
-h

(ç_x)*-H«—Y)’-h(ç— z)*p [(5'— »)’+( — OT

M(»— Y) +
[(ç_X)M- (»— Y) 2+ (Ç— Z )*]* [(?'— Ç)

2 -4- (-V— «)
2
-i- {%'— ?)T

M
( Ç— Z

) ,

/«'(g'— ç)

[(Ç— X)’+ («— Y) 2+ (Ç— Z)
2
]' [(?'— — Ç)

2

]

2

Si maintenant on imagine qu on lasse passer pai le centre de la

Terre des axes coordonnés parallèles aux axes fixes, et qu on

désigne par x
, y y

z les coordonnées de la Lune, et x
, y ,

z celles

du Soleil rapportées à ces axes mobiles, on aura

x =, % — X , y — a — Y
,

z — Ç Z

,

,r'=r— X, y'— A — Y, z' = g'— Z.

Posons en outre

\jx* y-

z

2= /’, \/.r
, 2 -|-,y

' 2+ z'
2= /';

r et r' seront les distances de la Lune et du Soleil à la i erre.

Au moyen des équations différentielles écrites précédemment,

on trouver a facilement les suivantes, qui sont celles du mouvement

relatif de la lame autour de la Terre :

d 3 x
(
M -+- m

)
X m' x

dt 7
- ,.3 r' 3

(M + w) y m' y'

dt 1 r 3 r' 3

d 2 z
(
M 4- /m

)
z m' z'

<* 2

_
T 3 r'3

m' [x'— x)

[(.*'— x)--\-
(
y

’

— x)
! -+-

[
z

'

z
)

2

]
2

m' (/— j)
7

[(*'— *)»+ (/— j)
2+ (*'— Z)T

m'
(
z

'

— z)
“ ' 7

[(*'— x)’H- (/— /)*+ (z' —

z

)

2

]

5
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Posons enfin

M -+- m =
m' (xx'-\- jj'

-

h zz')

{y— j)
2+ (z'

—

z
)

2

et ces équations deviendront

cl
’
1X

ch 2

cl
2

y yy cl R
dc‘ r l dy ’

2 . Les seconds membres des équations (1) étant petits relati-

vement aux seconds ternies de leurs premiers membres, nous

commencerons par intégrer ces équations en supposant les se-

conds membres nuis : nous obtiendrons ainsi les équations du

mouvement relatif de la Lune autour de la Terre, tel qu’il aurait

lieu si le Soleil n avait pas d’influence sur ce mouvement relatif.

Les équations dont nous devons nous occuper d’abord sont donc

Si l’on multiplie la seconde de ces équations par 3 et la troi

sième par y, et qu’on retranche, on trouve
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on trouvera de même

d 1 z d 1 x

HP
~~ z

~dP
~ °

d 2 x d'y
y -dt>-

X
*’
= o.

Ces trois relations peuvent être intégrées et donnent

dy dz

~dt
J

dt

dz dx
!x z— =lr

dt dt

dx dy
y- x——h .

dt dt

Si l’on ajoute enfin ces trois intégrales, après avoir multiplié la

doc d/v

première para?, la seconde par / et la troisième par z, •>

,l± disparaîtront, et le résultat se réduira simplement à

O = k

x

-h h'y k" z.

On déduit de là immédiatement cette conséquence que, si le So-

leil n’avait pas d’influence sur le mouvement relatif de la Lune

autour de la Terre, la Lune ne sortirait pas d’un plan de direc-

tion constante passant par le centre de la ferre, et se transpor-

tant par conséquent parallèlement à lui-même, en même temps

que la Terre se déplace.

Supposons que nous prenions pour plan fixe des X Y le pian

de fécliptique à une époque particulière que nous considérerons

comme étant l’origine du temps t. Soit h la longitude du nœud
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ascendant de l’orbite de la Lune sur le plan mobile des xy paral-

lèle au premier, longitude qui sera comptée à partir de l’axe

des x
;
soit en outre i l’inclinaison de l’orbite de la Lune sur ce

plan, et c l’angle compris entre la ligne des nœuds et le rayon

vecteur qui joint la Lune à la 'Ferre. On aura

|

x — r cos v cos h— r sin c cos i sin h
,

( 3 ) \ X — r cos ç sin h -\- r sin v cos i cos h
,

\
z = r sin v sin i.

Pour avoir les intégrales complètes des équations
(
2 ), il suffira

donc de trouver r et c en fonction de t et de quatre constantes

arbitraires, puisque les formules (3) donnent a?, y et z en fonc-

tion de r, c et des deux constantes arbitraires h et i.

5. Si l’on remplace x et y par leurs valeurs en r et v dans les

deux premières équations
(
2 ), on obtiendra les équations sui-

vantes, pour déterminer r et c :

La seconde de ces équations donne immédiatement

G étant une constante arbitraire.

En multipliant la première des équations (4) par dr
,

la seconde
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par rdv, et ajoutant, on trouve une autre équation qui s’intégre

aussi, et qui donne

1 dr 2+ r 2 di’
2

[x

2 dt 2 r

C étant une nouvelle constante arbitraire.

En éliminant dt entre les deux équations intégrales qu’on vient

d’obtenir, on trouve

— G’
\

équation qui peut s’intégrer facilement. Pour mettre son inté-

grale sous une forme convenable, nous allons remplacer les con-

stantes C et G par d’autres plus commodes. Pour cela, considé-

rons l’équation

qui détermine les valeurs maximum et minimum de r : cette équa-

tion a nécessairement ses racines réelles, puisque pour r = o son

premier membre est négatif, et que, pour d’autres valeurs de r. il

doit être positif, sans quoi la valeur de dv serait imaginaire. Soient

a h _|_ e
)

et a(i — e) les deux racines de cette équation; nous

aurons entre les constantes C et G qui entrent dans l’équation, et

les nouvelles constantes ci et e, les relations

C = — , G = — e 2
).

2 a

Gela posé, la valeur de dv deviendra

— d .
—
r
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cl où l’on tire, en intégrant,

(
5

)

i e cos [v— g)

g étant la constante arbitraire.

bette équation, qui est celle de la courbe que !a Lune décrit

dans le plan dont nous avons parlé précédemment, représente
une ellipse ayant pour un de ses foyers le centre de la Terre

;
a est

le demi grand axe de cette ellipse; e est son excentricité, ou îe

rapport de la distance des foyers au grand axe
; g est la valeur

de r correspondante à la plus petite valeur de r, c’est-à-dire au
périgée de la Lune.

La relation

donne d ailleurs, en y remplaçant clv par sa valeur en fonction
de r et r/r,

rdr
dt =

d où, en intégrant,

c étant une nouvelle constante arbitraire, et l’intégrale du second
membre étant prise depuis la limite inférieure r = a ( i e).
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Les deux équations (5) et (G) déterminent r et v en fonction

de t et des quatre constantes a
,
e, g, c

;
ces équations, jointes aux

relations (3), représentent donc les intégrales complètes des équa-

tions
(
2 ).

4. Revenons

plètes :

Dans les deux numéros qui précèdent, nous avons intégré ces

équations en supposant R nul, et nous avons trouvé ainsi pour

,t, y, z des valeurs fonctions du temps t et de six constantes arbi-

traires. Pour intégrer les mêmes équations, en ne supposant plus

R. nul, on pourra conserver les mêmes valeurs de x, y ,
z, poui v

u

que les six quantités supposées constantes précédemment de-

viennent variables. Seulement, comme on 11 a que trois équations

pour déterminer ces six nouvelles variables, on pourra les assu-

jettir à satisfaire à trois conditions prises arbitrairement. Si 1 on

prend pour ces trois conditions arbitraires celles d’après lesquelles

"if, ‘Il sont exprimés de la même manière en fonction de t et

cit rit dt 1

des six constantes devenues variables que lorsque R était nul,

on sait, d après la célèbre théorie de la variation des constantes

arbitraires, que, en supposant que x
, y, z aient été remplacés pai

leurs valeurs en fonction de t et des six constantes dans R, les

dérivées de ces constantes, prises par rapport au temps, sont

maintenant aux équations différentielles corn-

d~ x IX.

X

rfR

dt-
H Tr3 dx ’

rPy
, IL d R

dt 2 r 3
~~

dy ’

d 2 z fXZ dR

~dF
H 7 dz
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égalés à des fonctions linéaires des dérivées partielles de R rela-

tives a ces six constantes, les coefficients de ces dérivées partielles

ne renfermant pas le temps t explicitement.

Par là 1 intégration des équations (i) sera ramenée à celle de six

équations du premier ordre qui déterminent les constantes du mou-
vement elliptique en fonction du temps. Ces six équations sont plus

ou moins simples, suivant qu’on adopte tel ou tel système de con-
stantes pour le mouvement elliptique. Si des six constantes qui

enti eut dans les équations (3), (5) et (6) nous ne conservons
que c, g, A, et que nous remplacions a, e, i par les deux con-
stantes C et G du n° 5, et par la nouvelle constante fl égale à

G cos/, nous aurons, pour déterminer ces six constantes, les équa-
tions suivantes :

|

dC cl R r/G f/R rf H f/R

)
dt dc ’

fit
~ tlg* ~dt ~7th

’

( 7 )
\

I p __ f/R dh __ dK
l cit f/c dt f/G’ 717 7iï\

{f oir, pour la démonstration de ces équations, le Mémoire de
Binet, qui est msere dans le XXVIII e

cahier du Journal de
/ Ecole Polytechnique

. )

S. Ces équations ne sont pas encore celles que nous conser-
verons. Elles présentent pour l’intégration un grave inconvé-
nient que nous ferons disparaître en remplaçant les deux va-
riables C et c par deux autres.

Si, d après les équations (5) et (6), on cherche les valeurs de r
et v en fonction du temps t, la valeur de v se présente sous la

forme suivante :

t' = £' + /? p4-c)-f- une série de termes périodiques,

T. XXVIII.
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n étant égal à
Vf*

, ou bien encore a , et les termes

a\Ja
^

périodiques renfermant les sinus des différents multiples de l ang e

n (t n- c). De même la valeur de r se compose d’une partie con-

stante suivie d’une série de termes périodiques qui contiennent

les cosinus de ces multiples de n (

t

+- c). D’après cela, il est clair

que, quand on aura mis dans la fonction R, à la place des coor-

données x, f 7 z de la Lune, les valeurs de ces coordonnées four-

nies par les équations (3), (5), (b), R prendra la forme d’une

fonction périodique dans laquelle les divers multiples de n(t -+- c)

entreront sous les signes sinus et cosinus. Il s’ensuit que, quand

on introduira cette valeur de la fonction R dans l’équation diffé-

rentielle

de

lit

f/R

dC
'

qui fait partie du groupe des équations ( 7 ), le temps « sortira des

signes sinus et cosinus, puisque son coefficient n est fonction de C.

La présence de t comme facteur dans les coefficients des sinus et

cosinus serait extrêmement gênante pour l’intégration ries équa-

tions
( 7 ); c’est pour l’éviter que nous allons adopter deux non-

velles variables à la place de C et c.

Posons

Nous aurons d’abord

JR _ c/R

de dl

et par suite
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Nous aurons ensuite

di

dt

dn d C

dC dt

I ï

or si nous désignons par ïa dérivée partielle de K prise par

rapport à C, après qu’on aura remplacé n. (

t

-h c) par /, on aura

évidentment

rfR_/rfR\ dR
Tic
_

\rfC
/

+
Jt

dn

rfC’

et par conséquent

de

Jt

d R

dt )

dR
Jï

dn

dC

de d(2*
En mettant maintenant à la place de -y- et -7- les valeurs que nous

venons de trouver, il viendra

Posons encore

dl

Jt
n — n

L — \/a F-
:

y-

\j-—Jc
5

nous en déduirons

et aussi

dC _ p / rfR \ t f/R

ai L* ’ \dC ) n d].,

2
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D'après cela, nous aurons

dh _ f/R

777 ’

dl _ etR
dt d L

Ges deux équations remplaceront celles des équations (7) qui

donnent et ^ ;

quant aux autres équations (7), elles ne sont

évidemment pas changées par l’introduction des nouvelles va-

riables L et / à la place de G et c. Il est aisé de voir d’ailleurs que

l’inconvénient que nous avons signalé dans l'emploi des variables

G et c, a complètement disparu par suite du changement de va-

riables que nous venons d’effectuer.

6. La seconde des équations (8) est un peu moins simple que

les cinq autres équations auxquelles elle doit être jointe
;
mais on

peut la rendre aussi simple que les autres de la manière suivante.

D’après la relation qui existe entre C et L, nous avons vu qu on a

dC ___

7l ~~

d’ailleurs, G ne dépendant que de L, ses dérivées partielles rela-

tives à G, H, /, g', h sont nulles. Il s’ensuit que, si nous posons

R — C = R' ,

f/R' dR d R' d R f/R' f/R
T! —.

—

‘ - - . A — ~ — a

dL dl, ’ dG dG dH du

f/R' dl\ f/R' f/R f/R' f/R

~cïî ~~dï" dg ~ dg ’ dh dh

nous aurons
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En introduisant donc cette quantité P/ à la place de R dans

les équations (8) et dans celles des équations (7) qui donnent

dTT’ T7T’ ’ i77’ Pu’ s supprimant l’accent de SV pour simplifier,

nous trouverons les équations suivantes auxquelles nous nous

arrêterons définitivement :

/ c/L __ dR dG _ dR dll _ c/R

1
dt dl de dg de dh

9
1 dl_ c/R dg _ c/R dh dR
( de d L de dG ’ de d H

Nous nous rappellerons que

l désigne l’anomalie moyenne de la Lune,

g la distance angulaire du nœud ascendant au périgée,

h la longitude du nœud ascendant comptée à partir d une

ligne fixe
;

et que, en appelant

a le demi grand axe de l’orbite de la Lune,

e l’excentricité de cette orbite,

i son inclinaison sur le plan des xy,

on a

L — pou, G = L y 1 — e'
2

,
H = G cos/'.

Enfin on a

p __ _g_ m'
(
xx' -+-yy'+ zz'

)
^

ni’~
2 LJ r

' 3 "
;

et dans cette valeur de R, on doit remplacer x
, y, z par leurs va-

leurs déduites des formules du mouvement elliptique, et expri-

mées en fonction des six quantités L, G, H, /, g y
h.
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D’après la substitution de la variable / à la quantité n(t -+- c),

les coordonnées de la Lune déduites des formules du mouvement

elliptique ne contiennent plus le temps explicitement; les xaleuis

de ces coordonnées ne sont plus que des fonctions de L, G, H,

/, h. Il s’ensuit que Va fonction perturbatrice R ne renferme

le temps explicitement qu autant qu’il y est introduit par les

valeurs des coordonnées du Soleil. D’un autre côté, l’introduction

du terme dans la fonction R fait que cette fonction ne se

réduit plus à zéro quand on y suppose rri nul, c’est-à-dire quand

on fait abstraction de l'action perturbatrice do Soleil. Si l’on met

dans les équations (9) la valeur à laquelle se réduit R dans cette

dl

hypothèse, on trouve que L, G, H, g, h sont constants, et que ^

est égal à n
;
de sorte que les valeurs des coordonnées de la Lune

redeviennent ce qu’elles étaient dans le mouvement elliptique

avant la substitution de l à n{t -h c).
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CHAPITRE ïï

DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION R. — EXPRESSIONS DE LA LONGITUDE DE LA

LUNE, DE SA LATITUDE ET DE SA PARALLAXE.

7. La fonction R est donnée par la formule

s! (
æ '— -\- {y'— j)

2+ (z'— Z

et nous devons y remplacer a?, y, z par leurs valeurs en fonction

des six quantités L, G, H, /, g, h déduites des formules du mou-
vement elliptique. Cependant, au lieu des trois quantités L, G,
H, nous introduirons dans R : i° le demi grand axe a de l’orbite

de la Lune
;
2 ° l’excentricité e de cette orbite; 3° le sinus y de la

moitié de son inclinaison sur l’écliptique fixe. R n’en pourra pas

moins être considéré comme nue fonction de L, G, H, /, g, h
puisque a, e, y sont des fonctions connues de L, G, H. En effet,

d’après les relations

L = y/a p ,
G = L y/ i — U — G cos ?

, y = sin - i.

on a

\f s/
1

H
2 2 G

a
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La substitution de a ,
e, 7 à U G, H permettra de développer

facilement R en mettant de côté tous les termes qui ne donne-

raient aucun résultat sensible, eu égard à la petitesse de e, de y,

et du rapport de a au demi grand axe de l’orbite apparente du

Soleil.

8. Outre que x, y, z doivent être remplacés par leurs valeurs

déduites des formules du mouvement elliptique, et exprimées en

fonction de a, e, y, I, g , h, nous devons aussi mettre, au lieu de

x r

,
y'

,
z , les valeurs de ces coordonnées du Soleil, qui sont cen-

sées connues en fonction du temps.

Soient donc

h! la longitude du nœud ascendant de l'écliptique mobile,

comptée sur l’écliptique fixe correspondant a 1 origine

du temps, à partir de la ligne fixe qui a été prise pont-

axe des x
;

i> l’inclinaison de l’écliptique mobile sur l’écliptique fixe;

y le sinus de la moitié de cette inclinaison;

/ la distance angulaire du Soleil au nœud ascendant de

l’écliptique mobile.

On aura, d’après les formules (3) dans lesquelles il suffit de

mettre un. accent à chacune des lettres qui y entrent,

x' = r' cose' cos h' — r' sin v' cos / sin h
,

y> — r
' cos v' sin h' -h r' sine' cos / cos//,

z' = r' sin v' sin /.

En combinant ces valeurs de a/, y ,
z avec celles de .r, y ,
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données par les mêmes formules (3), on trouvera facilement la

valeur de xx' yy' -h zz'; et si l’on pose

xx1 yy' -(- zz! = rr’ S ,

on aura la valeur suivante pour S, qui n’est autre chose que le

cosinus de la distance angulaire du Soleil et de la Lune :

S = (cos v cos h— sin v sin h cos i) (cos v' cos h'— sin v' sin h' cos i'
)

H- (cosc sin h -f- sin v cos h cos i)
(
cos v' sin // -+- sine' cos h' cos i')

-+- sin v sin i sin v' sin i'
;

ou bien, en remplaçant sin i, cos i

,

sin i', et cos i', par leurs valeurs

en fonction de y et de y', et effectuant des calculs convenables,

(i — 7
2 — 7

,J+ yV 2

)
cos [v -+- h — </ — h!)

+ [f— 7
2
7'3 cos (e — h -+- v' -f- h'

)

-i- (y'
2— 7

2

Y°) cos

(

e-f-h 4-1/— h!)

7
2 <y' 2 cos (e— h — v' -(- h')

+• 2 77' \) i — y
2

i — y' 2 cos
(
v— v')

— 277 '
\j 1 — 7

' — 7
' 2 cos (c -(-*/),

Remarquons maintenant que l’on a

{*'— (/— j)
2 + (z'— z) 2= r *— 2/r'S,

et la fonction R deviendra, en remplaçant L par yjafjt, dans le

premier terme,

n--g-_^-T. c
2a r " sJr'^X-r 2— 2 rr' S

i étant très-petit relativement à r
r

,
nous pouvons développer la

dernière partie de R, suivant les puissances croissantes entières

T. XXVIIL 3
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et positives' de et nous obtiendrons ainsi une série très-con-

vergente. Si l’on pose

\fr
n -

= = ^, + ^U 1+püJ+ f’üJ
+^U

( +^ü t+ ''

'
‘«s > ' '

%7'f'S

on aura (Legendre, Exercices de calcul intégral ,
tome II,

page 2É17)

Uo= I,

u, = s,

u <
= ï Si“I SJ+ r

t]
_63 35 l5

Ui ~ b
-

4
+

8
'

et R deviendra, en supprimant le terme qui est indépendant

de L, G, H, /, g ,
h, et qui disparaîtrait dans les dérivées partielles

prises par rapport à ees quantités,

(.2) R =—+ ni --
(
U, +• -7 U 3 -h ~r2 U 4

4-
-ji

Us + • •

ici r 1

\ r 7 1

9. Les valeurs de U
2 ,
U st ... étant calculées en fonction de

y\ it
,
ti

,

r et v au moyen de la formule (1 1), R deviendra une

fonction de ces quantités et des deux rayons vecteurs r, r'

.

Il ne

nous restera plus dès lors qu’à y remplacer : 1 / et r par leuis

valeurs déduites des formules du mouvement elliptique
;
2
0
r' et v'

par leurs valeurs connues en fonction du temps.
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Les valeurs de r et v en fonction de a, e, /, g, peuvent s obte-

nir au moyen des formules (5) et (6), dans la dernière desquelles

/
on devra remplacer t-\- c par -• Mais nous prendrons ces valeurs

toutes calculées dans la Mécanique céleste (livre II, chapitre III,

n° 22 ), où elles sont données avec une approximation suffisante

pour notre objet. Nous aurons ainsi :

(
1 3

)

(«4)

1

— e 1

1

3 5
e— n e3 — <?

5
I cos l

o 192

1 1 1

- e3— - é' -1 7T e6
) cos 2 l

2 3 ib

1 2 , ,

2
« — ~ e6

)
cos 4 1

e5 cos 5 /

125

384

~ ee cos 6 /,
8o

-8+1
1 5

ie— -7 e3 -\ tï eb

)
sin l

4 96

,
5

H- t é1— 1

1

24

i'

[92
sin 2 1

i 3 43 \
. „— e 3— --

7

e i

)
sin 3 l

12 t>4 /

( io3 45 1 \
. ,

VÿT ïSid
8'” 4 '

9bo

sin 6/.
900

Les valeurs de r' et e' se composent chacune : i° d’une partie

3.
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principale qui est due au mouvement elliptique du Soleil, et dans

laquelle les éléments sont affectés de leurs inégalités séculaires
;

2° de quelques termes très-petits qui représentent les inégalités

périodiques du mouvement apparent du Soleil dues aux actions

perturbatrices des planètes sur cet astre et sur la I erre. Les pre-

mières parties de ces valeurs de r' et / se déduisent évidemment

des valeurs précédentes (i3) et (i4) de r et e, en y accentuant

les différentes lettres qui y entrent.

Pour simplifier, nous ferons abstraction tout d’abord des iné-

galités tant séculaires que périodiques dont le mouvement appa-

rent du Soleil est affecté. Nous prendrons donc simplement, pour

r' et e', les premières parties que nous venons d indiquer, et nous

y regarderons les éléments elliptiques comme constants. Par la

même raison, nous supposerons y nul, puisque c est le sinus de ia

moitié de V inclinaison de F écliptique mobile sur l’écliptique fixe

correspondant à l’origine du temps; et h’ sera une constante qui

sera partout réunie à la constante g', de telle sorte que h' H- g
'

représentera la longitude du périgée solaire. L’angle V aura pour

valeur rit + une constante, ri étant donné par la formule

y/M -(- m'
n' = •

a' \Ja'

Nous verrons plus tard de quelle manière nous devrons modifier

nos résultats, pour tenir compte de ces inégalités du mouvement

du Soleil, dont nous faisons provisoirement abstraction.

De la valeur de ri qui vient d’être écrite, on déduit

Le rapport —, de la masse de la l’erre à celle du Soleil est très-
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petit, et nous le négligerons dans ce qui suit
;
en sorte que Ton

aura simplement

Lorsque nous introduirons ensuite, dans la théorie de 3a Lune,

les effets dus aux inégalités tant séculaires que périodiques du
mouvement du Soleil, nous tiendrons compte en même temps

,
M , .. ,

de ce rapport — que nous aurons négligé.

10. En substituant la valeur (i i) de S dans les formules qui

donnent U
2 ,
U

3 ,
U 4> ... en fonction de cette quantité, nous y

ferons y' — o, conformément à ce qui a été dit ci-dessus. De

plus, en raison de la petitesse du rapport p dont les puissances

i
,
2

, 3, . . . multiplient respectivement U
3 ,

LJ
, ,
U

5 , . .

.

dans la valeur

de R, nous négligerons : i° dans U
3
les termes qui sont d’un ordre

supérieur au quatrième par rapporta y: 2° dans U. les termes qui
sont d’un ordre supérieur au second par rapport à y; 3° dans U
tous les termes qui dépendent de cette quantité y; 4° enfin tous

les termes de U
6 ,
U

7
,.... D’après cela, nous aurons

(3 3 3 \

\4
_

2
7 +

4
7 '

)

C°S 2 (A -h v— h r— „')

3
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8
— ^ Ÿ

3

-f- cos
(
;* — h '

—

5 i5 i5 ;

8 TT 7 + T 7
,

9 , _l5 A

4
7 "

2
7

/

COS ( t

i5 i5
,

\
\

¥ 7 'T r cos

i5 i5
,\

j r-v I COS

v— h -+- h' -+- v'

}

^Sh— Sh'— Zv')

— ÿ cos (3c— h -+- h' -+- '

8
1 x

“H TT 7' cos
i
v— 3 h + 3 h' -+- 3 ;

_2 — 7
2

64 i6
7

5 COS 2 {h -h V— h' — v')

+
(b|
—

i5
7*)

cosRA *' — 1/)

45 ,
-1-^ 7‘ COS 2 C

ib

_|_ l£<y 7 COS 2 (/l h' .(>')

ib

+ f COS (2 A -+- 4 <’— 2 A ' — 2 P')

^ y
2 COS

( 4 ^ -4” 2 P 4 ^ 4 p
) »

4-4 COS (k -h V— h'— v’
)

64

-I
—4jL cos 3 (

h -+- v — h' v'
)

120

-]

—

cos 5 [h 4- v— h' v
r

).
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II. Pour faciliter la substitution des valeurs (i3) et (i4) de r

et p dans la fonction R, on a calculé les formules suivantes :

r 2 3- = H
<v

2 2

1 1
ile — -7 e3 -\ e 5 cos i

4 9e

-e‘ T7 C' —(
— "ttt CD

| COS 2 /
2 b 48r‘)

—
( ^

<?
3— |L e5

) cos 3 /

-(s e,-^G

)
cos4/

25—— e5 cos 5 /

192

— R- eG cos 6 1-,

("i

+
8 64

e5 cos /

- e 4 cos 2/
2

+ l r’
_
T^ e>| “s3 '

3 e4 cos 4 /

O

1

5

H h c3 cos 5 / ;

1 28

(*) La partie de —
2

qui est indépendante de L ne contient aucun terme en e\ e6

,
<A

(**) La partie de R qui est indépendante de l, ne contient aucun terme en c'.
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'±[\

r i

rt
1

i 4-
^

e'

— L\e cos/

4- e1 cos 2 l
;

— cos
(
2 e -+- a) (*)

a 2
—

2 Tg^"
- C0S

(
2 ^+ 2/_i_ W

)

(<•— ^ e3 4- cos (2g -h 3 /H- a)

f3c — ~ e3 — e 5

]

cos (2g 4- / -h a)

V 8 192 y

fe’— ^
e4+ cos

( 2 g 4- 4 1 -+- a
)

4- -<?’ cos (2g 4- a)

25

24 384

>7 5

? e3 -
47

e5

]
cos (2 g 4- 5/ 4- a)

' — / 4- «)
ST ' 334

e

)

cos<2 ^

(gc-—^ <4
COS (2g- H- 6/ -+-

—
( 7g

et
-i~ 4^4

e6
)
cos

(
2 g— 2/_f~ *)

2401

1920
e5 cos

( 2 g 4- 7 / 4- « )

(*
)
Dans cette formule et dans les suivantes, a désigne un angle quelconque.

(**) Ce coefficient de cos(2g4-«) ne renferme pas de terme en e\ ni en é.
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<î

I 1
J

e 5 cos (2g— 3 1 -h «

)

64o

64

45
e6 cos

( 2 g -|- 8 / -f- a
)

e( cos
(
2 g — 4 ^ -H <* ) î

72°

COS (('-+- a) = 41
i + 2e !— e4

j
cos

(

£

- e — <?
3

)
cos

( g H- 2 / -+- a
]

—
IT**)

(*' C0S (^ + a
V

3 11

g
e%— —

;

e '

)

cos
( g -h 3 / -+-

+ (

~ e2 -h P c") cos (g— / + «
)

-y <?
3 cos

( g -h 4 1+ “ )

H- -r c 3 cos (g— 2/ -h a)

96
O? T1 cos

( g -t- o t -ha)
o4

-h cos (g— 3 / -h a);

2 5

(*) Ce coefficient de cos(g+ «) ne renferme pas de terme en e 5
.

T. XXVIII. f
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— cos
(
3 v 4- a

)

a 3

;!9I*
64

^

^
cos

( 3 g 4- 3 / 4- a

£') cos (3 g 4- 4^ 4“ a
)

33 \
cos ( 3 g 4- 2 / 4- a)

T )

4- ^ cos
( 3 g 4— 5 / 4- a)

57

8

65

16

4- 2 ^ cos
( 3 g 4- 6 / 4- a

J

35
g- e3 (*) cos (3g- 4- a)

343

75

e 1 cos ( 3 g 4- 7 ^ 4- «)

4-
-^g e4 cos (3g— / 4- «)

cos
(
2 c -+-«) = (î 4- e J

)
cos

(
2 g 4- 2 / 4- a

4 e COS
(
2 g 4- l 4- a

) (

*

J

—
^

e1 cos
(
2 g 4- 4 / 4- «

)

21
4- cos

(

2g 4- a);
4

(*) Ce coefficient de cos (3g ne contient pas de terme en e\

(**) La valeur de — cos( 2 e-fa), calculée jusqu’aux quantités du second ordre par rap-

port à e, ne renferme aucun terme en cos( 2g 4- 37 4- a).



CHAPITRE II. — DEVELOPPEMENT DE F»..

— COS
( 4 V -+- a

) = (
I IIP) COS

( 4g + 4 1 •+ K
)

-h 2 e cos
( 4 £ -f- 5 / + a

)

— 6e cos (4g- + 3/ H- a)

3 c 2 cos
( 4 g -f- 6 / -f- a

)

H- l4<? 2 C0S(4^ + 2/-K a);

7’ 5

-- cos
(
o -f- a

)
= cos (g

— - e cos (g -f- 2 l -f

^
c cos -+- a).

12. De même, pour substituer dans R les valeurs elliptiques

de r et v qui se déduisent des expressions (i3) et (i4)
;
en y

accentuant toutes les lettres, on a calculé les formules suivantes :

= i —h - e
1 5 35 ,

8
+

,6

+ I
3 t? H- ^ -+- ~ e'* ) cos 1'

Se'<+le-+'4±
2 2 3 a

53
,

3o3

8
~"' +

748
'

e'e

)
cos 2 V

+
(

cos 4/

1778-;-W‘eos5/'
I 2,8

3167
,— - e 6 cosô/';

ibo

4 .
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a' 5
„ . iod „- = i + 5 e'+-g-f’

/ 1 35
-i- (5 é H g-

— i o cos 2 /'

_l_
1+2 ef* cos 3
D

cos /'

eos(a— 2/) (*) =
(

I
— -e 2

, i6

i 3—; e'
4

)
cos (a— 2g-' 2/'

—e' z Ar C0s(a— 2g'— il')

2 l6 I 20 J

l
I e

' L e
'î _i i- «?'~

1

2 16 '384
COS (a 2 g' L\

_h (il^__414^)cOs(a-2g'-4^)

845 ,, _
32525 \

r .ns , _ ,

.

_ 5 vW **

48 768

-h 2^. e'
4 cos (a— 2g

1 — 6/'
i

ib

24
e 4 cos (a— 2g'+2/')

228347

384 o

81

e
' 5 cos (a— 2g'— 7

l')

— e'
i cos (a — 2

g' -+- il')
;

1280

;
-

)
Dans cette formule et dans les suivantes, a désigne un angle quelconque.

(**
,
La valeur de ^ cos (a -2 c'), calculée jusqu’aux quantités du cinquième ordre par

rapport à e '

,
ne renferme aucun terme en cosla - 2g').
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cos («— i/
) = (

i -h 2 ef ‘ H—

e

'4

|
cos [y.— g'— l’ )

23g
154

|

3 e' -f- ~ e'z\ cos { a — g
7— 2 /'

«'“H" e
'3

j

cos a— g’
\

H-^ e
' 5 H- e

,%

j

cos
(
a— g'— 3/'j

-i- ^e73 cos (a— g'— 4/'}

23
e
73 cos a— g' -f- 2 /'

12

2q55
7Ï8~ e

' 4 cos [ y— g
7— 5 /'

,

c°s(“— g' + S/');

— cos a — 3 p') =
|

l — 6e ,:!

-i- ip- e'
4

^

cos (a — 3g' — 3/'

-{- (5 e'— 22 e'3
)
cos (a— 3 g'— 4

/'

— ( e'— 7 e'A COS (a— 3 g'-— 2 /'

;

127 ,
3o65 /— P 1 P 4

8 48 j
COS y— 3 g'—

r
\8

° +p tf
'4

J

co8{— 3g'-^)

i63
, o/,2 ,/

H — e - cos a— 3 g — b /

+- -
33
^- e cos a— 3g — 7 / J .

-+- j^T e
'
4 cos (a— 3g7

;

(*) La valeur de -71 cos(a— 3 p'), calculée jusqu'aux quantités du quatrième ordre par

rapport à é. ne renferme aucun terme en cos (a— 3g .
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— cos (a— 2 v '
)
= ( i -4- e '

)
cos

(
a 2 g'— 2/')

-f COS (a— 2 g'— 3 l'
)

2

-|— e' cos (a— 2 g'— /'
)

2

53 — («— — 4/'
:

4
e 2 cos

(

3
-+- y <?'

2 COS (a 2g);
4

COS (a— 4c') = (i— il <--'
2

)
cos(a— 4g'— 4^')

_l_ e' cos
(
a— 4 g'— 5 /'

)

- e' cos (a— 4g'— 3 ^
)

2

— c'
2 cos (a— 4 g' — ^ ^ )

-4 c 2 cos — 4g'— 2 O ;

— cos (a— c'
)
= cos (a— g' — ^ )

r' e V

-4- 4 <?' cos (a — g' — 2 /'
)

-+- 2 e' cos (a— g'
)

-

15. l)ans les formules des deux numéros précédents, a désigné

un angle arbitraire auquel on donnera successivement différentes

valeurs, dans chaque formule, pour obtenir le développement des

diverses parties de R. Un exemple suffira pour mettre complète-

ment en évidence la marche qui a été suivie dans la recherche de

ce développement.

Prenons la portion^ U, fie la valeur (la) de R, et rempla-
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çons-y U
2 par le développement de cette quantité donnée au

nu 10
;
un des termes du résultat sera

m'r' ( 3 3 3 \
~pr -

7

4

7
/

COS2 (* + •'— h'— p').

Nous remplacerons d’abord r et v par leurs valeurs dans ce terme
en l’écrivant ainsi

ni' a 1 /3 3 3 \ r 2

\4
—

2
7J+

4
7
7
•^ cos(2^+2A— 2/r— 2/),

2

et nous servant de la formule qui donne cos (2c -+- «) (n° |{^

dans laquelle nous ferons

u — 2 h— 2 h'— 2 v'

.

Ce terme se trouvera ainsi remplacé par plusieurs autres dans
lesquels il n’y aura plus qu’à mettre pour r' et v' leurs valeurs ellip-

tiques. Soit

m’ a 2

r ' 3

107
4- cos (2 g 4— 3/—|- 2 h 2 h’

un de ces nouveaux termes; nous l’écrirons d’abord de la manière
suivante

ni a

+
6^

e5
) ’TTi

C0S
(
2 £4- 3/4- ih— 2/4

puis nous nous servirons de la formule qui donne ~ cos (a — 2 c

(n° 12 ), en y supposant

K=2g-±-3l-\-2.h 2 h'.
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On conçoit de suite, par cet exemple, avec quelle facilite le

développement de R se forme à l’aide des formules données dans

les n“ H et 12.

14. Pour pouvoir distinguer immédiatement, parmi les termes

obtenus dans le développement de R, ceux qui peuvent être né-

olices sans crainte d’erreur, et ceux qui doivent être conserves,

on a considéré suivant l’usage y, e, e’, dont les valeurs sont a

très-peu près égales aux fractions 2.,^, comme des quan-

tités du premier ordre de petitesse. 1 .e rapport £ étant égal à peu

près à

Enfin

JL, on l’a regardé comme mie quantité du second ordre

4oo

le rapport — des moyens mouvements du Soleil et de la

Lune, qui est à peu près égal à À, a été considéré connue une

/ 2

quantité du premier ordre
;
de sorte que le facteur dont le

P de R est— ou, ce qui est la

2 a V-
arapport au premier terme

même chose, a'4 (n*9), a été traité comme une quantité du se-

eond ordre.
,

En se basant sur ces considérations, on a conserve dans e

développement de R tous les termes du huitième ordre et des

ordres inférieurs, sans aucune exception. De plus, on est allé jus-

qu’aux quantités du neuvième ordre dans les termes dont l’argu-

ment (angle soumis au signe cosinus) contient ï sans contenir /,

et jusqu’aux quantités du dixième ordre dans les termes qui ne

renferment ni / ni Enfin, dans certaines parties, on a conserve

exceptionnellement des termes d’un ordre supérieur a celui
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auquel on aurait dû s’arrêter, d’après ce qui vient d’être dit, et

cela pour des raisons spéciales qui seront indiquées plus tard

(chapitre IV).

Ajoutons encore que, e étant environ trois fois plus petit que y

etc, dans le rejet des termes d’un ordre supérieur à celui auquel

on voulait s’arrêter, on a regardé e
/3

,
e "'

,
e
/5

,
comme des quan-

tités des quatrième, cinquième, sixième ordres; e
,b comme une

quantité du huitième ordre, etc.

En opérant conformément aux explications qui précèdent, on

a trouvé pour R la valeur suivante :

R= A
elfL

ni' a 1
1 i 3 „ 3 ,

3 3 9 o •>+ g^ + g^+âV -
J
1 e-

9 2

V e
' - e e

9
,4 pi 2

^7
2 pl pli

16
- fe-‘— ~ t e‘ e

"

4 4 »

45
•y" G

16

— e
2 c“

64

32

45 2 ,

45

64 16 64

45

64

'3 3 ,

.4 2
;

1 5 1

5

. i5
,

7 +T 7 c 7 jtt £ ~t t: £ e
64 16

3q „ i5 . , i5 , „ 6a.,, 75 , , „ 65 . 345

64 ¥ 7 6 T 7 e "
35 7 C - \feei~ 2 s7

e ~~
TT**'

5 ,A a2l
cos

16 (7 ' J

384 ' 128

cos
(
2 h-\-2 g

-

—I—

a

+ 3 7 £ H—n c
,!

2 10
3^_3/e._3 fe3+.5 f ^2__l_ e5

+ <?" e
32

15 „ 9 « 1— et-'* ^ c
16 16 a -J

cos /

'3
, 9 , ,- e — - 7 e

-4 2
^+»7V-^ 7W
32 2 4

81
2 « ,

81
,

~â 7 e + 77 c ' c
ib b4

T. XXVIII
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57 j
3‘2 B

285
"644_ Al. (^+ 3^ 4 e'

2 4- ^7 ec
,i"1 cos [ih + 2g + 3/

256 64 *>4 J

2//' — 2g' — 2 /'

iq5 , „ 117 «*
- g3 g

2 ce
64

"os
(
2 II -H 2 ^

ih! — ig' — 2/')-'>-1
64 ' 64 4

"" J

<-‘--fc‘ + ^v‘,'+^ ïvv+ |2 ,

e2 (,'• __i

1A.Z 4» 4- — 4 ZL.1 cos (2 A 4- 2g+ 2/ — 2//'— 2g-' •

5 ï 2 32 «-J

69 „4 „/

U 2 1 ,
21 2 ,

iQJ

[
1T *

4
^

''

16 64

i 845
+
738

'-3 V

r 3
,

3 2 ,
,

15 ,
3 !£-*«.* 4- -f- fen \ée

L
_

8
e +

4
7 <?+

T6 ^64 "8 7 8 7 32 ^ 128

_ ZA c - e
,3 — e'

5 4- — e' Al cos
(
2 4 4- 2 g 4- 2 / — 2 A —

5 i 2 32 a

r 1 4- — *v
2 4 4 C

4 x C6 ^
4

' ^ 24

_3_

16
1^.-1^- + \fe^

— e6+ -4 <?
4
e'

2
-

I 9'2 i o
— e

2 —1 cos 2 /

64 *'2

J

! + i ,> «•+ A e' e'- ÎZ - | 7
‘ «- - r’e'e'ee' 4- - T ee

4 2 32

-7_eV— ce'— 1 cos ( /+ Z

)

256 32 a 1

J

f 3
, . 9 •> i ,

3 . ,
27 ,3 9 «

f(
,' -L'ire3 4

+
L
-

4
ï' 3î ^ »' 16

-I^TW-n
32 a J256

* 6

4- [X'2-^
Ls 4

'f e
"2+ 7k e

‘
c

21
2 ,4

45

+ 7o'
,f - e'

24l C0S '2/
'

1 a ' J
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3 - - i 5 i 5 „ .
3

. . i 5 . , i 5
. (r

^ T 8
<?" - -g- «* e

r‘+ y e--\- ~ f e
.4 a 8 4

* '4

5 « 2 ~1

64
6

TP* J
C0S

(
2 1 + 2.8 + 4/ ih' — 2 g' - il')

1 5
,

1 5
c — 2 „2 ^5 „2„/2

I

7^ 1 J » ,
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128
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e
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C0S
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I
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5
/" - |ïv,'

32 1 T
—

375
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f 63
,
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L~ T“ + 1" 64

35
, 45

,
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.

+ 57

5
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2 /( 2 g -f- / 2 h' 2 g' — 3/')

4
7

’œ'-

5 5 (î~
”1

~ 5^ eV ~ 8
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[
c
2
c'

2-^ r«+ 5
-l y e

»
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2

ff
2 4 2
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, ,, 255

T r ~ï re j-^’+g-rf+y?'

173 o4 „,2
,

265 «*'

64 «' 2128
e" e +

- 7 — - 72 2 T7
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|
7v+ T?

-,-. r ,- +5ÏÏ

COS
(
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)

45 , 2 „ 45 .. an .

T 7 e +
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'2 cos(3 A + 3 g- — 3 /i' — 3 g' — 1’)

2385

64
7

2
<?<?'

2
cos {h —g — h' — g' — 3 /'

)

495 , ,, , ,

-
Ifj

- f ee cos
(
h —

•

T- 7
2

<?
2
e' cos (// — g + l — h' — g '

)

5i5~
64

-
‘ï
'" e3 cos

(
A + 3g - A'- g/ - /'

)

2565+ 7
2
<?
2
c' cos (A + 3 g + / — // — g' — 2 /')

45
+- 7

2
c

2
<?' cos ( 3 /i + g+ 3 / — 3 h' — 3g' — 2 /'

)

05^5
- T^g- 7

2 ^'2
cos

(
3 h +g — 3 h' — 3g' — 5/'

)

-
7^ 7

2 ^'2
cos

(
3 A 4- g- 3 A'- 3g' - /')

75
- Tg7

4e cos
(
3 h —g — 3k'— 3g'- 3/')

5^5 1

-
G4
- f e

'
e

'

cos (A + 3g - h' - g'
)

•

» 1

5

cos(aA + ag+ a /_ 2 A'- 2 g')

[35 35
2 385

2 385 ,,1
, ;

L64 16
/

64
e

64
e

J
cos

( 4 ^ + 4# 4- 41 — 4 ^
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— t? cos (4 h + 4g + 5 / - 4 h' - 4g' - 4 1
)

3%

— r ros {^h-\-^g-\-3 t l\h 4 g 40
32

-j- f ' cos( 4^ 4- 4g’ + 4 ^ — 4/'' — 4g' - 5 / ^

128 -

— 51! c' cos
( 4 h 4- 4 g 4- 4 1 — 4 ü — 4

g' — 3O
3 28

-f-
5-1 r1 cos

(

4 /< 4- 4
g' + 13 ^ ~~ 4 1 — 4 g 4^ )

64

+ jOl r -' cos

(

4 // + 4 g + 2 ^ — 4 1 - 4g' — 4

O

32

+ 00 ce' cos

(

4 /' 4- 4g + 5/- 4 /*'— 4g' — 5 O
t>4

_ !0«.'cos( 4/' + 4g + 5 / -4 A'~ 4g'- 3 O
64

_ lOl (V ' COs
( 4 /* 4- 4 g 4- 3 ^ — 4 M — 4 g — /

;

b 4

+— tv-' cos ( 4 A -H 4g 4- 3 1 - 4 A' - 4g' - 3
)^64 v

_j_ iOl e'
2 cos

( 4 4 -U 4 g 4- 4 ^ — 4 ^ 4 g 6 /
;

ï 0.8

ü cos ( 4 h 4- 4g 4- 4 * - 4!'' - 4g' - 2 /'
)

128

-u — 7- cos ( 2 /< 4- 4 g 4- 4 ^ 2 g 2 ^
)

36

-4- — 7- cos
( 4 // + 2 ^ + 2 / 4^ 4 g 4 O 1

16 '
.

11 • -00 cos ( 5 4 4- 5g + 5 1 — 2 h 5 g 51 ).

ft
"‘ 128

15 . Au moyen du développement de Pv qui vient d être donné,

on pourra déterminer les valeurs de T,, G, H, /, g, h, en fonction

du temps, en se servant des équations (9). Les valeurs de ces six

quantités devront ensuite être substituées dans les expressions des

coordonnées delà Lune, ee qui donnera définitivement ces coor-

données en fonction du temps.
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i\ous avons donc besoin de connaître Ses expressions des coor-
données de la Lune en fonction de L, G, H, /, g-, 4, ou bien, ce
qui revient au même (n° 7), en fonction de a, e, y , /, g-, 4. Ce
'«ont ces expressions que nous allons déterminer maintenant. An
üeu d’adopter, comme nous l’avons fait jusqu’à présent, les coor-
données rectangulaires x, j, s, pour fixer la position de la Lune,
nous prendrons les trois coordonnées adoptées pour les astro-

nomes, savoir :

i

u
. La longitude V comptée sur le plan des xj, à partir de

l’axe des x

;

-î La latitude U, ou hauteur au-dessus du plan des xy

3°. Enfin, la valeur inverse ~ de la distance de la Lune à Ja

ferre, qui, étant multipliée par le rayon de l’équateur terrestre,

donne la parallaxe équatoriale de la Lune.

*ur de r
La valein de

^

se déduit immédiatement de la vaîei

donnée par la formule (i3). En effectuant les calculs convenables
et s arrêtant aux termes du cinquième ordre par rapporta e, on
trouve

56 )

/-=q
r n )

c~r 195
r cos 1

(
e- — - e'

]
cos 2 l

u e n O cos 3 !
1 20

4
7 e' cos 4 t

62.5
ei cos 5 /

304
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16. On a, pour déterminer V, la formule suivante, qui se

déduit sans peine de la considération d’un triangle spherique

rectangle,

tan g (
V— h) = tang <> cos i.

Si l’on remarque que sin - i est égal à 7, et qu on développe S

en série, en s’arrêtant aux termes du sixième ordre par rapport

à y, on trouvera

v— /f +('— (y
2 -4- y' -h y

e

)
sin 2 c -h f- f''-hy

6
'j sin 4 <’ —

3
A sin

En remplaçant ensuite e par sa valeur (1 4) dans cette formule,

développant en série, et ne conservant que les termes du sixième

ordre par rapport aux petites quantités e et y, on auia

— h -H g l

2C— 7 cH 7: e
qb

sin l

é' A — é ) sin 2 f

H r 9?'

1 3 43 A • ,— ë ) sin 3 l

1 2 64 /

/
ïo3

,
45 1

\ / ,

AAE ^ sin 5/
96°

ï 223
ë' sin 6 /

ç)
6o

— 7*— y* H- 4 y
2 e 7

(— 2y 2 e— e A-
-f-

y- ë'
)

sin
(
2 g

\ T-

55 \
6 -H 4 7

' e^_ fë\ sin
(
2 g -f- 2.1)

31 )
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H- (a Ÿ e ~\~ ife — 7yV] sin (2 g -f- /)

\ 4 /
»

/ 1 3 i3 a5q \ . ,
H-

y
— r 7

2
<?

j- y\
e 7 -+- y

2

e*J
sin (2 g H- 40

/ 3
,

3 1 \

+ ^— j 7
e

|
7<e

’—
g

7
2

^
|

sin 2 g-

5q .

4 7
2 g3 S1IJ

(
2 g -f- 5 0

— ~7 2 «3 sin
(
2 g—

0

1

1

5 .

7X
?Je< sin (2 g+ 60

7 7
2 ^ sin

(
2

24
CT
O 2 0

-+- (^7
i + 7

,:— 8 7 4e2

)
sin (4 g + 40

-f- 27+ sin (4g + 50
— 27^ sin

( 4 g- + 3 /)

2 j

H— 7+ sin
( 4 g + 6 0

-f- y- 7
'1<?2 sin (4 g' -4- 2 /)

— ^ 7
6 sin (6g + 6/).

fi 7. Le même triangle sphérique rectangle, qui a servi à trou-

ver la valeur de V, fournit encore la relation suivante :

sin U = sin v sin i.

Si l’on introduit y dans cette relation, et qu’on développe la

valeur de U en série, en négligeant les termes du septième ordre

et des ordres supérieurs par rapport à y, on trouve

Ü =
( 2 7 —

^ 7^
sin f — 7

3 + f
7

5

j
sin 3 f -h -4

- 7
5 sin 5 v,

T. XXVTII. a
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En remplaçant enfin v par sa valeur (i4)> développant et

tant aux termes du sixième ordre par rapport h e et y, on

l’expression suivante :

(18) U = 27 — 27 e
2— 4- y 7 c*J

sin [g+ l)

27c 7 e-
7 e,-77 i e + -7 1 sin 2 0

24

-H (— 27 e -h ~^t e
)

sw

|
7 e 2— ^-7 e

y
sin (g -h 3/)

(c~V
e

'^"k
ie

')
<w[s ~ l)

| 7 e3— y 7 C5

'j
sin (s -I- 40

+ l

— + sm(^— 2 O

4- *-4^
7 g» sin (g- -4 5 /)

192

—
||

7 e4 sin
( g — 3 0

+ — 7 e s sin (ÿ + 6/)

— y 7 4 sin
( g— 4 0

_j_
[ — ^

7
3— b

7
5
-t- 3 7

3 e2

J
sin

(
3 g H- 3 /)

_|_ (— 7
3 e— 7 7

5 e 4- y 7
3 4

J

sin
(
3 g I 40

+ (V<? 4- 7 fe — y 7
3 e3

j

sin (3 g 4- 2I)

s’arrê-

obtient
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— 7
3 é1 sin

( 3 g 4- 5 / )

— g
fe- sin (3g- -b l)

— — 7
3 e3 sin

( 3 g -+- 6 /)

-|- ^ 7
3 e3 sin 3 g

b- — 7
5 sin (5g -b 5 /)

20

b-
|
Ÿ e sin (5 g b- 6/)

3— jÿ c sin (5g b- 40-
4

8
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CHAPITRE III.

EXPOSITION DE LA MÉTHODE ADOPTÉE POUR EFFECTUER L INTÉGRATION DES

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

18 . Nous avons vu, dans le premier chapitre, comment la

recherche des valeurs des coordonnées de la Lune en fonction

du temps est ramenée à 1 intégration des équations diffét en-

tiches (9). Lorsque nous serons parvenus à intégrer ces équa-

tions (9), il ne nous restera plus qu’à substituer les valeurs de

L, G, H, /, g, h
,
ou bien, ce qui est la même chose, celles de

a, <?, y, /, g, h dans les formules (16), (17), (18), qui donnent

la parallaxe, la longitude et la latitude de la Lune en fonction de

ces quantités.

Nous avons dit (n° 9
)
que, pour simplifier, nous ferions abs-

traction tout d’abord : i° des inégalités séculaires et périodiques

des éléments elliptiques du Soleil; 2
0 d’une portion très-petite de

la valeur de m'

.

Nous prendrons donc, pour la fonction R qui

entre dans les équations (9), Sa valeur obtenue au 11
0 14

,
et nous

y supposerons l' égal à n t une constante, et a
,

e
,
h

, g

indépendants du temps. L’intégration des équations (9), en y

attribuant à R la valeur qui vient d’être indiquée, constitue a peu

près toute la difficulté de la détermination des formules qui repré-

sentent le mouvement de la Lune. L’objet de ce chapitre est
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1

d exposer la méthode que nous avons adoptée pour vaincre cette

difficulté.

Nous commencerons par établir les principes sur lesquels cette

méthode est basée.

19. Soit à intégrer le système des équations

<pR dG _ fiR dH __ r/R

dl
1

dt dg dt dh

f/R dg _ f/R dh _ dR
dh dt dhj dt dH

5

U9)

qui sont exactement les mêmes que les équations
( 9 ), si ce irest

que R, au lieu de représenter la fonction dont le développement

est donné aun° 14, représente une fonction quelconque de même
forme. R sera donc supposé renfermer : i° un terme dépendant

seulement de L, G, H; 2
0 une série de termes dont chacun ren-

ferme le cosinus d’un angle formé par la réunion de divers mul-

tiples des angles /, g, h
,

g'

,

//, ce cosinus ayant pour coef-

ficient une fonction de I,, G, H. On doit y regarder l' comme
égal a n t -h une constante, et n\ g h' comme constants.

Prenons séparément, dans R, le premier terme qui ne dépend
que deL, G, H, et que nous désignerons par — B, avec un des

termes suivants qui pourra être représenté par

— A cos
(
// -+- /' g -f- i" h -j- i’" l' rj)

,

q se composant de multiples de h’ et de g\ et A étant une fonc-

tion de L, G, H. Soit enfin R, la somme des antres tenues de R,

en sorte qu’on aura

(30) R =— A cos
(
// i’ g -+- i" h -f- i"’ V -j- q) — B -+- R,.
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Gela pose, nous allons d’abord intégrer les équations (19), en y

supposant R, nul, c’est-à-dire en ne prenant pour R que la valeur

(
2 9 R. —— A cos

(
il -H i ' g -h 1

" h -h ' l
'

-+• q )
® 5

puis nous nous servirons des intégrales ainsi obtenues pour trou-

ver celles des mêmes équations (19) en ne supposant plus que R,

soit nul.

20. En remplaçant R par la valeur
(
21 ), les équations à inté-

grer deviennent

dL
_= Ai sin ( il -4- i

'

g" H- h -f- i'" l
' + cl) 5

dt

dG
dt

— A i' sin
(
il 4- 'g + '

" h 4- i ?

dB = Ai" sin (// + i'g-h i" h -h i"' l' q )
•>

dt

(22)
<

, dl

dt

dA
:
-- — cos
d L (

il 4- i'ë + i" h 4- i'" l' q )

d B+ dh
"

dg

dt

dk—
dG

COS
(
il 4~ i'g + i" h -h i"'l'G-q

d B

1 dh

\ dt

d A= — cos
dB.

(« + i'g^r i" h -h i'" l' 4- q

d B

On déduit de là immédiatement

1 (/L 1 dG 1 a H

7 Ht
~~ 7' ~dt

~~
i" dt ’

en sorte que, si l’on pose

l = /©,

on aura

G = /'0 + (G), H=i'0 + (H);
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(G) et (H) étant deux constantes arbitraires. Substituons ces va-

leurs à la place de L, G, H, dans A et B, et ces deux quantités ne

dépendront plus que de la seule variable 0. Posons en outre

il H- i'g -f- i" h H- V" V +9 = 9,

et nous trouverons

d®
dt

dL
la
— À sin i

de

dt

dk

IL
dA

dG
dA

cos f

rfB

IL
d B

dG
dB

rfH

Si nous remarquons enfin que

dk
,
dk dk dk

d®-~’lL,~^
1 dG^' rfH’

dB dB
,
d B „ d B— = i (- i

'

h i — i

d® dL dG d Fi

et que nous désignions par B, la somme B -h i"' n'Q, nous ob-

tiendrons les équations suivantes pour déterminer 0 et ô,

i

d®— = A sin 0 ,

dt

de dk d b,
—tc — —— cos 0 H
dt d® d®

En multipliant la première équation par dQ, la seconde par d@,

et retranchant, on trouve une relation qui s’intégre immédiate-

ment et qui donne

À cos 0 + B, = C.

Si l’on tire de là la valeur de 9, qu’on la substitue dans la pre-
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mière des équations (23), et qu’on intègre, on trouvera encore

c de
t + C |

-

.

==’

J \/A 2— (C B,) 2

C et c sont deux constantes arbitraires nous supposerons que

l’intégrale qui entre dans le second membre de la dernière équa-

tion soit prise de manière à être nulle lorsque 9 est nul, c’est-à-

dire lorsque l’on a Â = C — B,

.

Au moyen des deux relations que nous venons d’obtenir, 0et h

sont connus en fonction de t
;
les relations

L — / © ,
G = i' 0-H(G), H=i'0 + (H),

établies précédemment, feront donc connaître L, (à, H aussi en

fonction de t : reste à déterminer Ses valeurs de /, g ,
h. Or la

première des équations (23), combinée avec une des intégrales

de ces mêmes équations, donne

de
dt ---

..
-- •

sj A-— (C — B, Y

En remplaçant dt par cette valeur dans les deux dernières équa-

bons (‘22 ), y mettant -—^

—

1

au lieu de

cos (il -\- i' g -h i" h -+- i" l' -+- 7) ?

et remarquant que, d’après la manière dont (G) et (H) sont in-

troduits dans A et B, on a

d A dk dk _ dk dB_ dB,

dQ
=

dJG)’ TH
—

d( H)’ TCt
-

rf{G).’

d B _ d B,

7m ~ d( H)’
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65

on trouvera, après avoir intégré,

dA C— B, dB,

y (G) A d(G)

1<1^ -(C--B,) 2

dA C — B, d B,

d( H) A rf(H)

A'1—-(G- B,) 2

d® -h (h).

iS') (h) sont deux constantes arbitraires, et les intégrales sont

prises de manière à être milles lorsque 0 satisfait à la relation

A = C — B,.

Knfin /se déterminera en fonction de t au moyen de la formule

il i' g -1- i" h + i'" l' -|- q = 9 ,

qui a servi à définir ô.

21. fin réunissant les diverses équations qui ont été obtenues

dans le numéro précédent, et qui représentent les intégrales des

équations
(
22 ), on aura

( 24 )

L — i©

,

G = 1 '

0

-
1- (

G
)

,

H = G7 © -f- (
H

)

,

1

1

-f— i ' g —|— 1 " h ~j— i I
'

-

A cos 9 -|- B, = C,

d®
t ~\~c —=

./

d,

dj(})

sJA 2— (C — B,) 2
:

d B,

.

dA C — B

f/(G)

V'V q: d: f

dA C — B, </B,

h C d
(
H) ' a

+
d~(H)

d®

^A2— (C — Bi

rf© -h (A).

T. XXXVIII
9
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Si l’on élimine 0 et 0 de ces huit équations, il en restera six qui

détermineront L, G, H, /, g, h en fonction de t et des six con-

stantes arbitraires C, (G), (H), c, (g), (h). Les quantités A et

B, qui entrent dans les trois dernières équations, sous le signe j>

doivent être considérées comme des fonctions de 0, (G), (H),

obtenues par la substitution des valeurs de L, G, H, données pai

les trois premières équations (24) dans A et B -\- i n 0.

Les trois dernières équations (24) peuvent être eciites plus

simplement de la manière suivante. Soit

r c — b,
,K — | arc cos — « © ;

J A

F intégrale étant prise depuis la valeur de 0 pour laquelle on a

C— B,
arc cos — = o

,

A

ou, ce qui revient au même, pour laquelle on a

A — C— B,

,

jusqu’à une valeur quelconque de 0. K sera une fonction entiè-

rement déterminée de 0, C, (G), (H). La limite inférieure de la

valeur de Iv est une fonction de G, (G), (H); mais comme 1 élé-

ment de l’intégrale est nul ,en même temps que 0 est égal à cette

limite inférieure, on aura simplement

dli. Ç d®

dC J sJA 2— (C— B ,)
2

’

dA C — B, r/B,

d* f
8

d[ G) A d[Q)
d ©

,

d( G) J y/A 2— (C— B,) 2

d A C— B, d B,

dK /
’ d

(
H

)
A

+
d

(
H

-- d®
^ (

H
) J sjA 2— (C— B,) 2
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On pourra donc remplacer les trois dernières équations (24) par

celles-ci :

r/K

Je'
,

' r/K
( 2.5 g

h —
d(G)

d K
-h (Al

d
(
H

22. Maintenant que nous avons intégré complètement les

équations (19), en prenant pour R la valeur (21), c’est-à-dire en
supposant R

(
nul, nous allons chercher à déduire des intégrales

trouvées celles des mêmes équations (19) dans lesquelles on ne
supposera plus R, nul. Pour cela, nous conserverons entre L, G,
H

1 li Si h et C, (G), (H), c
t (g), (

h
)

les relations qui résultent

des équations (24) et (26); seulement nous n’y regarderons plus

C, (G), (H), c

,

(g-), (A) comme des constantes, mais comme de
nouvelles variables. Ces relations, qui étaient les intégrales des
équations (19), dans le cas où nous supposions R

(
nul, ne

seront plus que des formules de transformation servant à rem-
placer les six variables L, G, H, /, g, h par les six autres C, (G),

(
H

)> (é>
r
), {h).

En mettant pour R, dans les équations (19), la valeur donnée
par la formule (20), ces quatre équations deviennent

(26)

= A / si n (
// —l— >' g i" h -+- i'" L' -

— A i' si n
(
d -)- i' g h i"' l' -

— A/" sin
(
il 4- i' g 4- i" h -+- i"' /'

cos
(
il -+- i' g -f- i" h + i"' l' -

dt

d&
dt

dH
dt

dl dA
dt d L
dg d A
df = Jq

cos
(
il + + i" h -h i"'l'

dh d A
Jt
=

rfH
cos (''/ +ù”-H'"G/"/'

7)

' ?)

- 7!

7)

7)

7)

<7 R,
’

~JT

r/R,

d R,

~~dh

<7B

dl,

d B

Jg'
d B

Jh ‘

r/R,

’ dh
r/R,

dG
r/R,

Jh

9 -
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Pour y introduire les nouvelles variables C, (G), (H), c, (g), (h),

nous remarquerons que, d’après les équations (2/1) ^ (
25 ), on a

d’abord

JC

~dt

d A „
d B,

cos 0 H—

—

d L d L

JL [d A JB,

* + UG COS,H
-rfG

J G
77

A sin
.
dl

' Jt

dg
-f A- >'

dt

d/i

dt

dA
Th

COS !

d B,

Th
d H

J?

J
(
G

)
JG i' JL

dt dt / Jf
’

J(H) JH /" JL

dt dt i dt

de J 2 K 1 JL

dt
1

JC J0 / dt

d (g) dg J 2 K 1 JL

dt dt J (G) J© / J?

d (h) dh J 2 R 1 JL

dt dt J (H) J

0

/

J 2 R dC d 1R J (G) J 2 R ^(H)

Te7’ JCJ(G) rfr JCJ(H) f*

r/
2 R <r/C J 2 R d (G) </

2 K d
(
H

)

r/(G) f/C 7*
~~

J (G) 2
rff f/(G)f/(H) dt

d- R f/C_ J 2 K f/(G)
__

d 2 K d (H)
_

J(H) JC ~cü J(H)J(G) dt d (H

)

2 dt

JL JG JH J/ Jg .
dh

Si l’on remplace, dans ces formules,
377

> 5

J/
-

’ dt’ dt
et

dt ’

par leurs valeurs (26), et que 1 on remarque que, b, étant n-

gardé comme fonction des nouvelles variables C, (G), (H), c,

(o-), (A), on a

r/R, JR, /JA d B,\ /' f/R, j" JR,

Tc~
—

Tl \jl
+ jl/ / f/(G) /r/(H)

JR,
j

1 d 2 R J 2 R /JA J B,\
cos6+ ïl)

,V J 2 R J J 2 R I

de
|

i JC J0
+

JC 2 \JL / J C J
(
G j

/ JCJ(H)J

d R,

J(gd

1 J 2 R f/
2 K /JA

,

JB,\
— 1—

I
— cos 9 —

, T )

i d
(
G

)
d© J

(
G

)
d C \JL JL /

/' J 2 K_
F J(G) 2

/" J 2 K
7 J(G) J (H)

f/A r _AA_ + _£1A_ /A cos9 +
d(h) 1/ J(H) J© J(H) JC \JL dL)

i' f/
2 K i" J’R ]—

7 J(H) J(G) / J(H) 2

J’
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r/R, r/R, (d A d B,'

r/G “ TTC \ r/G
C0S

5

r/G-

r/R,

r/R, r

r

/
2 K

de
|_
d C 2

d{ G)

K l dA d B,

r7G
C°S&H

-r7G

d 3 K
r/C rf(G)_

r/R, T r/
2 K /r/A r/B,\ r/

2 R]
~
d[f) [

d (G) r/G \r/G
°°S > +

i/G I

4"

^7[gJ
2

J

r/R, T r/ 2 R /r/A r/B,\ r/
2 K

|~
rf(/i) U (

H
)
r/c \i/G

C0S 0 +
TgJ

+
r/(H)r/(G) J

’

r/ R, r/R, / r/A f/B|

rTTf
~ 7C 1^H

C°S0 + ^H

r/R, F r/
2 K

de
[_

r/C 2

r/R,

rTTTT)

r/B,/r/A

Ul COS0 +
r/H

r/
2 K+

d G d
(
H

)

r/B,\ d 2 Rr/R, r r/
2 K /r/A

' d[g) [r/
(
G

)
r/C \i/H

C° S ° +
r/îf /

^ r/(G) r/(H

r/R, T r/R /r/A r/B,\ r/
2 R

d
( )

LrTTHTrTc \ ^7h
cos j +

TiT r/
(
H

)

2

r/R,
i A sin 5

|

/r/R, r/R, d 2 K r/R, r/
2 R

dl
V r/G de r/C 2

(
§

)
r/

(
G

)
r/ C

r/R,
/'A sin ù

j

/r/R, r/R, r/ 2 K r/R, r/
2R

dg V r/C de r/C 2

r/(o )
r/( G) r/C

r/R,
/"A sin 6

|

/r/R, r/R, d 2 R r/R, r/ 2 K
dh

V r/C de r/C 2

'/(S) r/( G) r/C

r/R, r/
2 K

r/R, r/
2 K

r/R,

r/R,

et que l’on a aussi

r/B, r/B r
,

r/B, r/B r/B, r/B

i/77
= -

7
=-+ —

r/I. r dG ~~
i/G’

~~ 7m

r/A r/B d A
r/ 2 R — r d 2 R _rfG

“s9 + dG r/ 2 R i/I

dC d® A sin 0
7

r/
(
G

)
r/0 A sin 0 r/(H) r/@

cosô-G
r/B

r/H

A si n 0

on trouvera les équations suivantes, pour déterminer les nou-
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velles variables G, (G), (H), c, (g), (h)
:

d C rfR, d{G) fG H j _
d[g) dt

(
2
7)

j
de rfRi <*(g) _ ^R

'

! Jt
—

dC ' dt d (G) dt

L’intégration des équations (19) est donc ramenée à celle des

équations (27), qui n’en different que parce que R est remplace

par K,.

25. Si l’on fait attention a la manière dont il, est composé an

moyen des nouvelles variables G, (G), (H), c, (g), (h), on verra

q,ie cette fonction ne se présente pas sous la même forme

que R.

En effet, la cinquième et la sixième des équations
(
24

)
donne-

ront pour 9 et © des valeurs de la forme suivante :

Q __ Q o (
? _J_ c) -j- 0, sin 6„ (* H- c) —l— © 2 sin 2 0

O
(t -+- c) -b ©3 sin 3 0„ (f -1 c )+-- •>

@ =;

e

0 -f- O, cos0 o p -H G -H ® 2 cos 2 9
0
(r -H c

)
•+ ©s cos 3 0„ (r -h <0 -H • ;

comme on peut s’en assurer facilement, en faisant attention que 9,

et t+ c doivent être nuis en même temps (n° 20). Les nom-
dt

_
,

breuses applications que nous aurons à faire de tout ce qui pie-

cède le mettront d’ailleurs complètement en évidence. Dans ces

r û û û RB©,..., sont des fonctions
formules,

“
0 , 0,, u>

0 ,
ci,, w 2 ) 1

de G, (G), (H).

En remplaçant 0 par sa valeur en fonction de t -t- c dans les

deux dernières équations
(
24 ) ,

un tiouveia

h

( g )
_|_ go (

f -f- c) -h g, sin 0„ (/ H- c) + gt sin 2 0„ (H-e) + gs sin 3 Ô0 (f+ c) -h • •
•

,

(/q -f- /, 0 (é —j— c) -h /1
,
sin ô 0 (U-H f) -h /u sin 2 0 sin 3 9 0

[t -h c) 4- . . .

,
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g 0 , g , , g2 ,
h

0 ,
hn h

2 ,
étant encore des fonctions de

G, (G). (H). I se déduira de la quatrième des équations ( 2

4

- ) ,
qui

donnera

I i' i" i
m

(j

1 = J
Q»{t -\- c) — r[(g)+îi(f + c)]

7 [(^) H- ^0 {t -b c) ]
/'

rII l II
/

1

sin 0 o (

t

-f- c
)
-j— l2 sin 2 0 o (t -{— c

) —f- lA sin 3 9
0 (t —(— c

)
—\— . ,

.

,

/, ,
/
2 , 4, .. étant déterminés par les relations

il, -\~ i' g, -j- i" h
1
= 0,

,

-f- l' g2 H- î" ^2 — ®2 J

'"è “f" ^3 H- '"G— 635

Enfin, d’après les trois premières des équations
(
24 ), on aura

L = L
0 + L, cos 0

O
(f+ c) -+- L 2 cos 2 0O (f -f- c) + L, cos 3 0„(f+ c)+ - ..,

G = G0 + G, cos 0 O (t -+- c) -t- G 2 cos 2 0„ (f -|- c)-)-

G

3 cos 3 0 o (?-(-c)+...,

H — H„ H, cos0 u (t c) -b H 2 cos 2 0 O (/--j- c) -f- H, cos 3 0„ (f -h c) . .

,

^-J o>

par

11 c cJU,
,
Ll

2 ,
. . . ,

VT
0 ,

VJ
j

les relations

, G 2 , . .
. ,
H

0 ,
H,, H 27 ... étant déterminés

*

L 0 — i @0

,

L, — i 0, ,
L 2 — 1 0, ? ,

G 0 = i' ©« -+- ( G)

,

G, i 0
1 j

G 2 = i
r

02 9
. . .

,

H„ = i' @0 -j—
(
H

)

,

H
1
= i

,, 0
1 , H 2 = i"0 2 ,

R, se compose (n°19) d’une série de termes dont chacun est

égal à une fonction de L, G, H, multipliée par le cosinus d’un

angle formé par la réunion de divers multiples de /, g, h
,

/', g\ h'. Si l’on y remplace L, G, H, /, g ,
h par tes valeurs

qui viennent d’être indiquées, il en résultera pour R, une valeur
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formée d’une série de termes périodiques; chaque terme auia

pour coefficient une fonction de C, (G), (H), et les angles sou-

mis aux signes cosinus seront formés par la réunion de diveis

multiples de

l£)-+-boU + c )> (
A

)
-h h» (l -+- c)

,
l',g',h.

La valeur de R,, qui doit être mise dans les équations (27), dif-

fère donc de celle de R [équations (19)], quant à la forme, en ce

que dans R les variables L, G, H n’entrent que dans les coeffi-

cients des cosinus; tandis que dans R, les variables C, (G), (H)

entrent à la fois dans les coefficients des cosinus et dans les angles

soumis aux signes cosinus, puisque 0
O , g 0

et h
0
sont fonctions de

ces trois variables.

Cette circonstance, que nous venons de signaler dans R
t ,

de

renfermer C, (G), (H) sous les signes cosinus, donne lieu à un

grave inconvénient que nous avons déjà rencontré dans les équa-

tions (7) du chapitre I : trois des équations (27) étant formées des

dérivées partielles de R,, relatives à C, (G), (H), le temps t se

trouvera, dans ces équations, en dehors des signes sinus ou cosi-

nus. Pour faire disparaître cet inconvénient et ramener en même

temps R, à avoir une composition entièrement semblable à celle

de R, nous allons effectuer un changement de variables analogue

à celui du n° 5 .

24 . Mais avant de définir les nouvelles variables que nous

substituerons à C, (G), (H), c, (g), (h), nous avons besoin de

démontrer un lemme qui consiste en ce que
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sont les dérivées partielles d’une fonction de C, (G), (I

par rapport à chacune de ces variables.

Nous avons posé (n° 2 S
)

K
I

arc c
c — B,

os de

prises

cette -quantité K est une fonction de 0, C, (G), (H). Si Ton y

remplace 0 par sa valeur en fonction de t + c, arc cos -
C~ Bl

A
deviendra égal a 9, et l’on aura, d’après les valeurs de 9 et ©

,

écrites dans le numéro précédent,

K = 1

3, ©, -+- 2 02 ©2 -h 3 6, ©3 -K ..)(*+ c) +. . .

Nous ne mettons ici en évidence, dans la valeur de K, que le

tei nie proportionnel à t + c, parce (pie c’est le seul dont nous
allons avoir besoin.

En remplaçant© par sa valeur en fonction de t + c, K devient

mie fonction de t H- c, C, (G), (H)
;
désignons par

etK
7c

d K \

\djG)j
dK

les dérivées partielles de cette fonction relatives à C, (G), (H),
tandis que

rfK

7c’

d K
dJÔ)'

d K
d(H,

désigneront, comme précédemment, les dérivées partielles de K
prises relativement aux mêmes variables, avant que © y ait été

T. XXVIII.
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remplacé par sa valeur en t H- c. Il est claii qu on «

(
dK\ dK

;

dK de

l 7c j
~ rfC c/0 ^C’

d K \ d K
.

rfK de

7{G))~d( G)
+

r/© fi(G)
1

j
d K

^
d K ^K d e

\T(H) j

=
rf(H) ^ d 0 d (l\)

dKa iv a

et, par suite, en remarquant que ^@
-

riK
7/T;

rfK\

Te )
d c’

r/K / rfK \

r/(G)
_

U(G)j ^(G)

d K _ / rfK \ Q

U( H )/
f^ H)

r/K flK dK
i k ^ ^ (

-—

i

dans les équa-
Si l’on substitue ces valeurs de ^ ^(G )’ d (H)

lions (-25), qu’on remplace KJ et 0 par leurs valeurs en t + c,

et qu’on identifie les termes proportionnels a t + c,à ans es eux

membres de chacune de ces équations, on trouvera

1 r/f fU9,Q, -+j?.9, 0 2 + 3 9,03+ - • 03

dC
d0 „

, 0 (9, 0,-h20 2 0-.+ 303 ©s-K • •) rfC
’

r/ C 2

I r/ [0 O (Ô. ®, + 2 9 2 0,+ 3 9 3 0s+ -_dj

~d{G)
d(j]

)

— 0
O ^-4-^(0,0. + 2 0>0*+ 39j0ï+ ---

) rf(G)'

, 0, + 2 0 2 0 5 -G 3 9 3 0ad--- )]

d ( H :

d0„

__ Q _

r/0
Ji- 1

( 9, ©, -+- 2 0, 0 , -h 3 0 3 0 3 + • •

) d , H \

° d
{
li

)
2

V V
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d’où î on tire immédiatement

cl

I

©0 -h
^

(0,0, 4- 2 02 02+ 3 0,03+ ••)]

0»~ d C

cl

§0
©0+ ^(0,©, + 2 0202 + 3 0 3

© 3 +. •

.)j

00 d( G)

/, "1 ®,+ ^(e, 0 , + 2 0 .., ©2 3 0
3 © 3+ . .

.

)
|

0
U d( H)

donc les trois quantités

L _ s» .
K

00 0, 0«

sont les dérivées partielles de la fonction

©0 ~\~ ~
(
Ô| 0| —|— 2 Q > © ; —f— 3 Ôj @3 —

f— .

prises relativement aux trois variables G, (G), (H). c. q. f d.

25. Posons maintenant

( )
A = 0

O
-j- —

(
9, O, -f- 2 0. © 2 -(— 3 0 3 0j . .

. ) j

et aussi

(
2g) \ = 0 o (t+ c), y = (g) -h g,, [t -+- c), Yi = (h)-\-h

t
(t->r c)

I) après ce qui vient d’être établi, nous aurons d’abord

d A l_ dC g„ d (G) fl
0
d (H.)

dt 0
O

dt 0„ dt 0„ dt ’

1 O.
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et ensuite

ri\

Tt
+ (' + <)

/ d ô 0
d G

\JC Ht

d 9, d (G) d 0„ d
(
H )

\

tTfcT) dt
+

rf(H) a j

dv.

T
dgo ‘[C llg»

d C dt d
(
G

)

d[ G) GG]
dt d

(
H

)
dt

dn d [h]

t = -T1 + h
°

dt dt

/ dh 0
d C d/>„ r/

(
G) dh„ GfM \

\ 7ÎC Tt
+

d
(
G

)
* r/

(
H

)
dt )

En supposant que les variables G, (G), (H), c, (g
1

),
(h) aient été

remplacées, dans R,, par les nouvelles variables A, (G), (H),

A, », a, et en désignant par et
(zfTT])

^es dérivées par-

tielles de cette fonction, par rapport à (G) et (H), après cette

substitution, nous aurons aussi

IL- = £K, : ^ + ^, (r+c)
d C r/A 0

O
r/> G/c dv. de dn

dh 0

dT

d R, af R, t/Rd R, _ /

r/( G) \d{G)j d A 9„
' d\

- (t+ c)
d 0„ t/ R

i «G
rf(G)^ rf„

(t+,,)
rf(G)

t/R, . .. t/A,

t/R, / t/R, \ r/R, A, r/R, t/9
0

c/
(
H

) \ t/
(
H

) / d A 0 O </X
1

' '/(H) (1y
{t +• c

) d
(
H

)

r/R,
,

dh0+
^/7 (

' + c)
tmT

t/R, _ r/R,

de d\

r/R,

r/ y.

r/R, .

r/R, _ d R,

r/(g)

t/R, r/ R,

d [h) dn
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nous servant de ees diverses relations, et remarquant que,
d’après le numéro précédent, on a

d.~

d( G]

d.^
Qo

d G
;

d.
h„

0Ô"

dC

d.£ d.'±
0» _ 9o

d (G)d
[ H

ou bien, en développant,

/ 0o^ = .

rf 0 o

:3o)

d G

djh,

h/C

rf(G)

rt
7

0 O
:

rf(Hl

dh 0 dga

d (G) rf(H'

dO 0

, dC
,

dOo
’ rfC

= A»
^0o

rf(G) b 0

d 0,,

rflHl

nous trouverons que les équations (27), destinées à déterminer
les valeurs des variables G, (G), (H), c, (-), (A), doivent être
remplacées par les suivantes, dans lesquelles les variables sont
A, (G), (H), A

,
x, n :

d A <7 R, d[ G) d R, rf(H) rfR,
dt d \ dt dy. ’

dt dn
•>

d\— — 0 U
— dR, dy d R, dn d R,

dt d A dt ,/(G
)

7

dt
— n 0 —’ d

(
H

)

’

simplifier
,
et aussi pour établir la symétrie des formules

nous avons supprimé les parenthèses de (—R|
\ et (

r/P
’ V

\d((j) ) \ r/(H) J

26. Les équations (3i), auxquelles nous venons de parvenir,
n ont pas tout a fait la même forme que les équations (27 )

qu’elles
sont destinées à remplacer

;
mais il nous sera bien facile de les

ramener à cette forme. Pour cela, démontrons d’abord que 9
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o'
, h sont les dérivées partielles d’une même fonction prise par

rapport aux variables A, (G), (H).

Nous avons trouvé, dans le n 2‘i, cju on a

d A

Je
g*

’9„

d A

JW)'

d A

d ( H

A étant donné par la relation

0.8) A = @0 - ( 0, 0, H- 0 2 ©2 H- 3 0 3 ©3
+• • )•

Nous pouvons regarder cette équation (28) comme déterminant

G en fonction de A, (G), (H). Supposons que nous en ayons tire

la valeur de G et que nous remettions cette valeur à la place de G

dans l’équation (28) elle-même, son second membre se réduira

identiquement à A. Cette équation étant devenue ainsi une iden-

tité, différentions-la successivement par rapport à A, (G), (H),

et nous aurons, en nous rappelant que les dérivées partielles du

second membre par rapport à G, (G), (H), avant la substitution,

sont — go K
%

ï dC

% Ja'

1 d C

Q
0
d (G)

1 d C

0 O
d ( H

s> "

0»'

K
'

0.1

donc on

d C
9

«
=

rfÂ’

d C

d
)
G

)

A.=
d C

JJf
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D’après cela, si rions posons

R, — C = R',

les équations (29) se trouveront remplacées par les suivantes :

(
32

)

' dA _ d R' •

^
dt d\

’

j

d\ dK'

dt dA

d (G) _ d R'

~dT
~

TÛT’

dv. _ d R'

dt d(G)
’

d
( H ) _ d R'

dt d 7j

dn _ d R'

dt ~ d{ H)'

Nous sommes donc ramenés encore à des équations
(
3 a) pa-

reilles aux équations (19) d’où nous sommes partis; mais cette

lois on n’y trouve plus le défaut que présentaient les équa-

tions (27) : Sa substitution des variables A, z, «, aux quantités

O
0
(f-|-c), {g) -|-g\,(f+ c). (A)'+/(„(/ + c),

fait que le temps t ne sort plus des signes sinus ou cosinus dans

les équations différentielles. Les transformations opérées dans les

n° s 5 et fi du chapitre I ne sont évidemment qu’un cas particulier

de celles que nous venons d'effectuer pour passer des équa-

tions (27) aux équations (32).

Nous pouvons remarquer que G est le résultat de la substitu-

tion des valeurs des anciennes variables L, G, H, /, g, h en fonc-

tion des nouvelles variables A, (G)-, (H), A, z, n, dans la quantité

A cos 0 —f- B — i'" //' 0

(
n°2!), et que, par conséquent, IV s’obtiendra en faisant cette

meme substitution dans

R
1

— A cos 9 — B — n' ©

,
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c’est-à-dire dans l’ancienne fonction R (n° 19
)
diminuée de

i!" ri®.

27 . D’après tout ce qui vient d’être dit, l’intégration des équa-

tions (19) est ramenée à celle des équations
(
3 a), qui non-seule-

ment sont de même forme que les premières, mais encore ren-

ferment une fonction R' de même nature que la fonction R con-

tenue dans ces premières équations. Les variables L, G, H, /, g, h

des équations (19) sont liées aux variables A, (G), (H), A, *, «

des équations (02,), par les douze relations (if\)i (28) et (29),

entre lesquelles on doit éliminer les six quantités 0
, 0, C, c ,

(g)i (/*)> Pour obtenir les formules destinées à effectuer le chan-

gement des variables.

Mais nous ne nous en tiendrons pas encore là, et nous cher-

cherons à remplacer les variables A, (G), (H), À, x, m, auxquelles

nous sommes parvenus, par d autres qui aient des rappoits plus

intimes avec les variables primitives L, G, H, /, g ,
h. Si nous

supposions que le coefficient A du terme périodique, que nous

avons conservé seul dans la valeur (21) de R, devînt égal à zéro,

nous verrions par les relations (24)5 (28) et (29) que les nou-

veaux angles variables À, x, n se confondraient, non pas avec les

anciens angles /, g ,
h, mais avec les angles il -h i'g -h 1 h H- i l 4- 7,

Lr h\ et de même les nouvelles variables A, (G), (H) se rédui-
& ’

’ p i"

raient, non pas a L, G, H, mais bien a - L, G -r L, H — L.

Nous allons faire une dernière transformation, afin d arrive! a

des variables définitives qui soient telles, qu elles ne diffèrent des

anciennes variables L, G, H, /, g, h que par des quantités dépen-

dantes du terme périodique — A cos (il -h 1 g -h i”h -\- i l -hq),

considéré spécialement dans la fonction R; et qu elles se con-

fondent avec ces anciennes variables, dans le cas où 1 on suppose
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1

que A se réduit à zéro. Pour cela, nous poserons

(
33

)

G' = i'A4-(G), H' = i"A + (H),

Il est facile de voir qu’en vertu des équations (32) les six va-

riables A7

,
G 7

, H 7

,
A

7

,
x, ,

n seront déterminées par les équations

suivantes :

I

rfA| _ c/R( dG' _ d R' dW d PE

f/ d dt dy. dt d o

dV _ </R/ _ ,
o? z __ c/R' c/„ __ c/R'

dt ~ d A' T"’ c/7
~~

c7(7’

INous n’avons plus maintenant qu’a poser

R' -+- = R"

et nous arriverons aux équations

d A'
__

d R" d G' c/R" c/H' c/R"
dt ~ c/y

’

dt dv.
' JJ ~ d n

dY d R" dy: c/R" d ri c/R"
dt
~ ~~ JW dt JW dt

_
JW

qui, comme les équations
( 27 )

et (32), sont encore de même
loi me que les équations

( 19 )
d’où nous sommes partis,

I! est aisé de reconnaître que le dernier changement de va-
riables que nous venons d’effectuer nous a conduits au but que
nous voulions atteindre, car les variables A 7

,
G 7

,
H 7

,
A

7

, *, *, aux-
quelles se rapportent les équations (35), se réduisent bien aux

T. XXVIII.
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variables primitives L, G, H, l,g,h quand on introduit ( hypo-

thèse A = o dans les relations qui servent à passer des unes aux

rLitres •

La fonction R", dont les dérivées partielles entrent dans les

équations (35), a pour valeur

i>"

R' H—r *' A',
l

ou, ce qui est la même chose,

R' -4- i'" n! A ,

ou bien enfui

r' _|_ f «'
J

0 O -t-
^

(0, 0, 4- 2 0, ©2 H- 3 9 3 03 -t- • •

) J

Mais R' n’est autre chose que le résultat auquel on parvient en

remplaçant les variables primitives L, G, H, Z, g ,
h par leurs

valeurs en fonction des nouvelles variables dans 1 ancienne fonc-

tion R diminuée de i
m
ri ® (n° 26) : donc R" s’obtiendra en fai-

sant cette même substitution dans

r f" n
' 0 i'" n'

|^0
„

- (0, ®i -h 2 9-i ©2 H- 3 0 3 0 3 -h- • )

Si nous nous reportons aux formules du n° 23, nous verrons

que nos variables définitives A', G', H' sont déterminées par les

équations

A' = L„
(
0

t
Lt -t- 2 9, L, 4 3 0 3 L -+-•••)>

2
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dont les deux dernières peuvent être remplacées par les sui-

vantes :

i
r

I

G ' = G„ T-
• ( 0| L, -f- 2 G 2 L 2 -f— 3 0 3 L3

-+-

-

‘ y

l 2

i" i

H 7 = Hy H—

7

• —
(

L[ —}— 2 0 2 L 2 —}— 3 0 3 L 3
—}— • • - )

•

l 2

INous verrons aussi que 7\ n’est autre chose que le terme non

périodique

r
>' i

" i'"
, q- 8,(l + e) — - [(g-)H-g-o (t +«)] — - [(A) -(- A

0 (e-hc)]— j
/ — -

de la valeur de /, de même que z, n étaient déjà les termes non

périodiques

is) + g« d+ c
)> i

h
)

-+- h
° R-+- c

)

des valeurs de g et h. il en résulte que ô
0
(iq-c) se trouvera

remplacé par i7\ H- i' z -t- i" n -h- i" l' H- q

.

Quant à la fonction

R", elle sera donnée par l’équation

i"'

R /; = R — — n! [L, cos ô 0 (^+ ^) + L 2 cos 2 0O [t c) -f- L 3 cos 3 0
e
[t+ c) -h . . ,]

i'
n

1+ — n' (0, L, -f~ 2 0 2 L 2 -f- 3 0 3 L 3 -b. . )

,

12

ou, ce qui est la même chose,

i'" i'" J

( 36 )
R/ = R— — n!

(
L— L 0 )

H— 7- n!

.

—
(
0, L| —\— 2 0 2 L 2 -f- 3 0 3 L3 —1

— . .
. ) ?

R étant la fonction complète de la formule
(
20 ). Rien entendu

que, dans cette valeur de R /;

,
les variables primitives L, G, H,
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/, g, h doivent être remplacées par leurs valeurs en fonction des

nouvelles variables A'

,

G', H ,
A, k, h.

28, Résumons tout ce qui précède, depuis le n° 19 inclusive-

ment.

Nous avions à intégrer les équations
( 19 )’ dans lesquelles R se

composait, i° d’un terme — B dépendant seulement de L, G, H;

•2
° d’une série de termes dont chacun est égal à une fonction de

R, G, H multipliée par le cosinus d’un angle formé par la réunion

de divers multiples de /, g, A, l'
,
g', h'.

Nous avons intégré ces équations en ne prenant pour R que je

terme — B, avec un seul des autres termes que nous avons dési-

gné par — A cos (il -h 1 g -h i"h + l"l H- cj )

’
®es intégrales sont

données par les équations suivantes déduites des équations
(
24 )

•

0 — 0„ (t-+- c) 4- 0, sin 9
0
(t -+- c) + 0, sin 2 0

0
(t+ c) + 0 3

sin 3 90 [t + c) +• • »

0 = © 0 -h 01 cos 9
0
(t -f- c) -f- 0, cos 2 9„ (f+c) -H © 3 cos 3 9„ {t -h c) -+- . •

- ,

g = {g) -+-g
0 (f-b c) + g

-

.
sin9

0
[t -f- c) -h g2 sin 2 9„ (f-b c) -\-g-. sin 3 9„ (t -b c) 4- .

.

,

h — {h) -h h„ {t -b c) -+- h
,
sin 9

0 (f-h c) -f- A, sin 2 9
0
(f •+ c) -b hz sin 3 90 (f -b c) +...,

r •//
i"' q

1 = — 9
0 (

t+ c
)
— r[(gr

) + g'o(^+ c )] ~ [ G ) ~b f ~b c
) ] y

l

j

-b 1
1
sin 9

0
[t -f- c) -+- sin 2 0

O
(t -+- c) -f- lz sin 3 9

0
(t c) -+- . .

L = L 0
-|- L, cos 9 0 [t -h c) -+- L, cos i0

o
(t -\- c) -b L, cos 3 9

0
[t -h c) H- . . .

,

G = G 0 -b G, cos 9„ (t -(— c) -f- G, cos 2 90
(t -j— c

) -f- G 3 cos o 9 0 (? -b c) -j— . . .

,

11 = H„ H, cos ô
0 (f-b c) -b H, cos 2 9

0 (
t -j- c) + H, cos 3 9

0
{t -b c) -f- . . .

Enfin, par une série de transformations, nous avons été cou-
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duits à poser

* — {g) H- go ('4- c),

15 = (^) + ^«(l+ c)i

y = - 9„ (f -h c) — ~ y. _ L „ — G l>_ 1
,

' l l I i

A ' = L
« -4-

^ (©, L, -)- 2 0, L, + 3 0, L, + . . .),

T j— fo 4“
j

- • ~ (Si L| 2 0. L 2
-\- 3 0 3 L 3 —|— . .

. ),

i" I

^ 4- — • — (0! L, -\- a 0 2 L, -+- 3 0
3 L, -j—

. . . ),

de sorte que, par F élimination de c, C, (g), (G), (h), (H) entre
ces relations et les précédentes, les variables L, G, H / g- h

peuvent être exprimées en fonction de A', G', fi', a', *, w; et nous
avons vu que la recherche des valeurs de L, G, H, /, g, h qui
satisfont aux équations

( 19 )
est ramenée à celle des valeurs de

A', G', H', a', jt, w qui satisfont aux équations de même forme (35).
La fonction PG qui entre dans ces équations (35) se déduit d’ail-

leurs de la fonction R des équations
( 19 )

par la relation

i'Ù •///

f3<>) R = R
j

n'
(
L • L

0 )
-+- — ri

.

- (0, L, -f- 2 0 2 L, -f- 3 0 3 L, . .)

dont le second membre doit être exprimé en fonction des nouvelles
variables A, G', H', A', *, n.

SI est aisé de voir que, par cette substitution des variables Ab
G', H', A', *, ti aux variables L, G, H, /, g ,

A, on s’est débarrassé
du terme périodique

— A cos
(
il -ri i' g 4- i" h 4- A -+- q )

de la fonction R, c’est-à-dire que ce terme n’entre plus dans la
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nouvelle fonction R77

qui remplace R. En effet, si nous nous

reportons à ce qui a été dit précédemment, nous verrons que

Von a

R" = R (
0

,

0
,

2 0 , 02 3 0 ®3 >]

ou bien, en mettant en évidence les termes que nous avons consi-

dérés d’abord seuls dans R,

R" — — A cos
(
il -h i' g -h >" h -h l' -h ?) R ' n ©

-4— R, —(— i'" n
'

|

©o + - (6i ©i -+- 2 ®2 ©2 3 0., 0 3

Or, d’après les équations (24), la première ligne de cette valeur

de R" se réduit à —G, quand on y remplace L, G, H, /, g, h

par leurs valeurs en fonction de G, (G), (H), c, (g), {h);

cette même portion de R 77

doit donc se réduire simplement à une

fonction de A
7

,
G7

,
H 7

,
c’est-à-dire à la valeur de - G exprimée

au moyen de ces trois quantités, quand on substitue les variables

définitives A
7

,
G7

,
H 7

,
A

7

, *, « aux variables primitives L, G, H,

/, g, h. Ainsi la fonction R 77

ne contient plus que les termes pério-

diques de R,, modifiés bien entendu par suite de la substitution

des nouvelles variables aux anciennes.

Remarquons en passant que la réduction de

— A cos
(
il i' g -f- i" h i'" l' H- <j) — R 1 n ©

a une simple fonction de A
7

,
G 7

,
H 7

,
quand on y remplace les

variables L, G, H, /, g ,
h par leurs valeurs en fonction des varia-

bles A
7

,
G 7

,
H

7

,
A

7

,
n, M, fournit une importante vérification des

formules qui servent à passer des premières variables aux der-
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nières. Cette vérification, consistant en ce que tous les ternies

périodiques qui proviennent des diverses portions de

— A cos
(
il i' g + i" h + i"' l' -f- ff) — B — f n ' 0

se détruisent mutuellement, se fera de même quand, au lieu de
cette quantité, on considérera la suivante

i"'— A cos (il -h i'g-h i" h -h i’"r -+- q)
— B r n'

(
L — L

0 ),

qui n’en diffère que par le terme non périodique — i
mn'®

,
et

I on aura naturellement l’occasion de l’effectuer quand on cher-

chera la valeur de la fonction R" au moyen de la formule (36).

29. il n’est pas indispensable que les variables primitives L.

G, H, /, g, h soient exprimées explicitement en fonction des

nouvelles variables A', G', H', a', *, n, pour effectuer la transfor-

mation dont nous nous occupons. On pourra, par exemple,
exptimei L, G, H, /, g ,

ti en fonction des angles v\
5
et de

trois autres quantités a, e, y ,
liées à A', G', H' par des relations

connues.

D’un autre côté, après que le changement de variables aura été

effectué, rien ne nous empêchera de mettre les lettres L, G, H.

/, g, h à la place des lettres A /

,
G', H', A

7

, u, qui désignent les

nouvelles variables, et de même de nommer R la nouvelle fonc-

tion R".

Au moyen de ces remarques, nous pouvons poser la règle sui-

vante :

Règle. — Si l’on a intégré les équations différentielles
( 19 )

en

réduisant R aux deux termes

— A cos
(
il -f- g -f- t" h -f- i"' V q )

— B,
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et si l’on a trouvé de cette manière (9 désignant l’angle

il -t- i g -+- i"h -h i'" l' -H ç)

e =e0 (t 4- c) -h 0, sin Q„[t c) H- 0 2 sin 2 0
o
(t + c) -H 0 3 sin 3 Q

0
[t -h c)

g- = (g) + g a
p-hc) -h g', sin 6„ [t-hc) -h g, sin 2 0

O («-h c) + g, sin 3 0„ [t + c) 4- • • •
,

h = (A) H- A 0
(t-+-cj -h A

,
sin 0, P 4- c) -H A, sin a 0

O
p4-c) 4- sin 3 0O

(f+c )+...,

j-// î',/

f q

l = I@
( p + c) —

J-
[(g) H- go (

^ -t- c
) ]— yï» -M 0 p+ ^)]— 7 l

' — J

/, sin 0
o p+ c) -h /, sin 2 0

, p + c) Hr /, sin 3 0, p 4- c) +. • - ,

L = L
0 4- L, cos 0„ (f+f) + L, cos 2 0

O p -h c) -+- L, cos 3 9 0 (t -h c) 4-.

G = G 0 4- G, cos0„ p 4- c
) + G 2 cos 2 0 O

[t -+- c
) 4- G 3

cos 3 9„ P 4- c) 4--

H= H„ 4- H, cos0„ p 4-c) 4- H 2 cos 2 0 O p 4- c) -+- H 3
cos 3 0 O P -h c

)
4- • • 5

c, (g), (h) étant trois constantes, et 0
O ,

9
t ,

9
2 ,..., g 0 , g t , gPv?

h 07
A,,..., /*,-••> Lo» L i>

G «’ G ‘»
H ®’ H ”

H ... étant des fonctions connues de trois autres constantes a,

e, y. on pourra remplacer

L par L0 4- L, cos p7 4- i'g + i" h + l
' + V)

4- L, cos 2
(

1 / 4- i' g + i" h -\- i'" l' -\- q)

G par G 0 4- G, cos [il 4- i'

g

-H i" h 4- i l 4- q)

-h G 2 cos 2 [il 4- /'? + «"A 4- i"'l' + 7) +•
>

H par H 0 4- H, cos [il 4- >'

g

+ i" A 4- i"'
l' 4- ?

)

4- II 2 cos 2
(

1 / 4- i
7

g -h A 4- i" l' -t- q )
-L - •

,

/ par / 4- /i sin
(

1 / 4- ''g -H >" h + l

'"
l

' + ?)

4- /2 sin 2
(

1 / 4- >' g + i" A 4-i'7 ' 4-î)+...,

g par g 4- gi sin
(
1 / 4- >' g + >" h + L

' + r/)

-h g 2 sin 2 (i7 4- i'g 4- /"A 4- /'"/' 4- q) -h -
,

A par A 4- A, sin
(

1 / 4- ''g H- /''A 4- /'"/' -H 7)

4- A 2 sin 2 (i7 4- i'

g

4- i" A 4- H~ ?) H- - • >

et l’on aura, pour déterminer les nouvelles variables /, A,
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e
i y 1 précisément les memes équations (19), pourvu, i° qu’on

y mette pour R la fonction qu’on obtient quand on fait les substi-

tutions précédentes dans l’ancienne fonction R (complète) de ces

équations (19) augmentée de la quantité

i!"
, , T

i‘"
, 1

T" n
\
L Lu )

-j—— n . — L| -f- 2 O-, L.. -f- 3 0-, L, -f- \
•

Z 12.

" *
' ' 7

2 qu on regarde les nouvelles variables L, G, H comme liées à

a, e, y par les relations

L = L 0 -h 1 10, L, -+- a 0, L. -|v 3 0
3 L 3

-j-. . . ),

i
f

j

G = Go — • -
(
0

,
L, -f- 2 0j L, -|- 3 0

3 L 3 -H-. . .

H=H„+R.i (0, L, H- 2 02 L, + 3 0
3 G +...).

fjC changement de variables ainsi opéré aura pour effet prin-

cipal de faire disparaître le terme périodique

— A cos [il -)- i' g -f- i" h -h i
m

l' -f- q )

de la fonction R, sans qu’il y ait rien de changé dans la forme

des équations différentielles à intégrer.

oO. 1 out ce qui précède peut s appliquer, sans aucune modi-
fication, quand un ou plusieurs des nombres d, G, i!" se réduisent

à zéro; mais i! n en serait pas de meme si i devenait mil. Pour
voir comment on devra opérer dans ce cas particulier, en suppo-
sant toutefois que i, i

,
i ne soient pas nuis tous trois en même

temps, il suffît de remarquer que, en raison de la symétrie de nos

équations différentielles (19), rien ne nous empêche de faire jouer

T. XXVIII.
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à G, g et ï ou bien à H, h et ï\ les rôles que nous avons fait jouer

à L, / et i. Nous pourrons donc appliquer la règle du numéro

précédent, en y changeant i en i '
,

i en i, L en G, G en L, l en g ,

g en /, ou bien en y changeant i en i"
,

i" en i, L en H, H en L,

/en h, h en /. Pour plus de commodité, nous allons énoncer ce

que devient cette règle pour chacun des cas qui peuvent se pie-

senter quand i est nul, et que i' et i" ne sont pas tous deux nuis

en même temps que i.

I
er

Cas. i nul, i' différent de zéro.

Règle.— Si l’on a intégré les équations différentielles (19) en

réduisant R aux deux termes

— A cos [i
1

g A- 1
" h -h i'" l' A- q

)

B,

et si l’on a trouvé de cette manière (ô désignant 1 angle

i' g 1 h H- 1" l' H- q)

6 = 0
o
(f+ c) A- 9, sin 0

O
(t A- c) A- 9-- sin 2 0, (t + c) A- 9. sin 3 0

O
[t A- G +• •

,

l — (/) A- l
0
[t A- G A- l, sin0

o
(t-\-c) G sin 2 0

o
{t A- G A- h sin 30

o {( A- G -A - • ,

h = (h) A- /<„ (f-t-c) A- h
t
sin 9 U (t A-G -\-h 2 sin 2 0

o
(fA-c)A-A 3 sin 3 0„ (t-+-c)

i" i
1" q

g = - 0
O
(f A- G — Y [

[h) A- K P a- G ] Y 1

J<

A- g, sin 0„ p A- c) A- £2 sin 2 9 0 p A- G A- sin 3 P + c
)

• • ’

L = L 0 y

G = G„ A- G. cos 0 O (ï A- c) A- G-, eos 2 0
O
(f + c) A- G 3

cos 3 0
O p -h G A- • • •

,

H = H 0 A- H, cos 0
O (

t A- c) A- H, cos 2 0 O (
t A- c) A- H 3

cos 3 0 O (
t A- c) A- • • »

c, (/), (h) étant trois constantes, et 4
0 5 1 K 1 ! ^2
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A
n ,
hn L

0 ,
G

0 ,
G,, G.,..., H

0 ,
H

( ,
H,,... étant

des fonctions connues de trois autres constantes r/, e, y, on pourra

remplacer

L par L 0 ,

G par G, -j- G, cos (/g + i" h -b G'/'-b?) -+- G 2 cos 2 (?'g -+- ?" /? + ?'"/'+ ijr) +
H par H

0 + H, cos(?'g -b ?" h -+- G' l' -b «7) -b H 2 cos 2 (?'g + '"/? -+- ?"'
L' -b 7) -b-.,

/ par T + /, sin (?' g+ ?" h -\~ i'" /' b- 7.) -b G sin 2 (T g- -b ?" /? -+- ?'" /' b- 7 ) -b. .
.

,

g par g b- g, sin (?'g -b ?" /?+?'"' /' + 7) -b g. sin 2 (?'g -b ?" h -b + 7}+...,

/? par /? -b /?, sin (?'g -b ?"/? -b ?'"/' -b ?/) -b /?., sin 2 (?'g H- ?"/? b- ?'"/'
-+- 7) -b.

et Ton aura pour déterminer les nouvelles variables /, g , A, «, e, 7,

précisément les mêmes équations (19), pourvu, i° qu’on y mette

pour R la fonction qu’on obtient quand on fait les substitutions

précédentes dans l’ancienne fonction R (complète) de ces équa-

tions. (19) augmentée de la quantité

i'" i'" j— — /? (G — G 0 ) -b y n '
•
—

(
9

1
G, -b 2 9 , G; b— 3 03 G, b- • . . ) ,

2
0 qu’on regarde les nouvelles variables L, G, H comme liées à

a, e, y par les relations

L — L
0 ,

G = G 0 -b —
(
0

|
Gi -b 2 G 2 -b 3 0 3 G 3 b- • ) ,

?" r

H — H„ + -p
• — G

1 b- 2 9 2 G, -b 3 S.-; Gj b- . . . )

.

II
e
Cas. i et 1 nuis, i" différent de zéro.

Réglé. — Si l’on a intégré les équations différentielles (19) en

réduisant R aux deux termes

1 2.

— A cos
(
i" h -b ?'" l' -b 7 )

— B

,
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et SI l’on a trouvé de cette manière (9 désignant l’angle

i"h+-ï"l' + q)

e = Q
o p + c

) + Ô, sin 0
o
(f-b c) -b 0 2 sin 2 0„ ( « -b c) 4- 0 3

sin 3 0O (
? 4- c) -b- • -

,

/ = (0 + 7o(^+ ^)H: ^ sin9o(^ c
)+ ^ sin26 “ (

'-hc)+ ^ Sin36o( '+ C)+ ‘ ”

g = (g) ^- go [t-hc) H-g
-

!
sin 0

O
(f H- c) -+- g-t sin 2 0„ (r-be) H- £3 an 3 0

O p 4-c) +• •>

1
i'" 9

A = JF ®o (
f -+- c

) — g?
^ —

4

_j_ h, sin 0 O
(f H- c) -b G sin 2 0

O 9 4- c
) + ^ sin 3 0 O 9 4- G 4- . .

,

L = L 0 .

G = G„

,

H= H, + Hi cos0,(f-bc) + H 2 cos 2 0
o (/ + c) + H 3

cos 3 0,((f+<)

c n\ lg\ étant trois constantes, et ô 0 , 0,, 0
2v>

/. z, i G H H , H , . . . étant des fonc-
g-

0 , g'n S'a ,
• - - > «n n "’ ” 2 ’

lions connues de trois autres constantes «, e, 7, on pourra rem-

placer

JL par L„ •

G par G 0

H par H 0

l par l

g par g

h par h

H
,

cos
(
i" h + l' + 9 ) -H H cos 3 9" 7' + r + 9 )

/, sin
(
i" A + ï" f + 9) + sin 2 (/"A 4- *' + ?)

g, sin 1
i" A -b /' b- ? ) + g : sin 2 (i"A 4- 4- 9)

A, sin p"A + Ï"V -b 9) G- G sin 2 (i"A -b i"’ l' + 9)

/b
et l’on aura pour déterminer les nouvelles variables Z,

e, 7, précisément les mêmes équations (19), pourvu, i
ü qu'on

y mette pour R la fonction qu’on obtient quand on fait les substi-

tutions précédentes dans l’ancienne fonction R (complète) de ces

équations (19) augmentée de la quantité

_ n' (H — Ho) -b
J,

ri
(
0

,
H, -b 2 0 2 H 2 -b 3 0;, H 3 -b. • •) i
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rju on icgarde les nouvelles variables L, G, H comme liées à

a
->

e, y par les relations

l = L
0 ,

G = G
0 ,

G — H„ -)- — (9, H i
— |— 2 0 2 IJ, -\- 3 Q

:

, H
:j

').

31. 11 nous reste a examiner le cas où i, ï et i" sont tous trois

nuis, c est-a-dire le cas où 1 angle soumis au signe cosinus, dans
le tenue périodique que nous voulons faire disparaître de R, se
réduit à i"'l -f- g. Mais pour cela il est nécessaire de modifiei

complètement la théorie précédente, qui n’a pu être établie qu’en
admettant implicitement qu’un au moins des nombres /, ï, i"

n était pas nul.

Dans les applications que nous aurons à faire de tout ceci i i
• n

et i ne seront nuis en meme temps qu autant que g sera aussi
nul; de sorte que l’angle dont il vient d’être question se réduira
a un multiple de V

.

D’un autre coté, nous pourrons alors, sans
amener aucune complication, prendre en même temps dans R les
divers termes périodiques dont les arguments (angles soumis aux
signes cosinus) sont des multiples différents de au lieu de ne
considérer qu’un seul de ces termes à la fois. Nous supposerons
donc d abord que R se réduise à

(
3 7 ) R = — A cos l' — A/ cos 2 Ï — A " cos 3 /'

. .

.

N°us ne mettons pas, dans cette valeur réduite de R
,
le terme non

périodique que nous avons précédemment désigné par — B,
parce que cela ne nous serait pas utile ici; de sorte que, en repré-
sentant par R, l’ensemble des termes périodiques de R non com-
pris dans la formule (37), joints au terme non périodique — B,
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nous aurons pour la valeur complète de R

38 )
R — — A cos /' -h A' cos 2 l' — A" cos 3 /' —

. . . -h R
t

.

Cela posé, si nous remplaçons R par sa valeur ( 3;

équations
( 19 ), nous trouverons

cos 3 .

cos 3 /' G-

cos 3 /'
-f- •

c/L
~ O

;

d G
= 0

,

c/H

Té
~

c/c dt

dl c/A c/A' d A"

dt
=
Tl

cos /' G" AT COS il'
c/L

d& c/A c/A' c/A"
0 _

dt
=
Tg

cos /' -4-
TÔT

cos 2/' G' Tg"

dh c/ A c/A'
2 T G

d A"

dt
=
Th

cos /' -|-
Th"

cos ~ TT

dans les

d on, en intégrant,L
,
u.

L= const., G= const.
,

H = const.

,

1 d A T d A' .

I = ( /) -R —— sin /' A 7
— sin 2 /

x ’ ri d L 2 ri d L

1 c/AT

3T Th sin 3 i H- •

dA .
1 d A'

i 5 ) H— ,
sin / 1 j c

-> ri d G 2 ri d G
sin 2 L’

I c/A . „ 1 «A
. ,

i cm 2 /' _l_

» = w+ïS a" / + ÏF 51" 2
' rfH

s,n3/
1 c/A/ .

2 «' d H

1 d A
. ,

sin 3 l

3 ri d G

1 c/ A

Revenons maintenant à la valeur complète (38) de R. Si nous la

substituons dans les équations
( 19 )

et que nous remplacions en

même temps les trois variables /, g, h par les trois autres (/),

( g), (A), liées aux premières par les relations qui viennent d’être

écrites, nous trouverons, après des calculs faciles à refaire,

c/L

dt

d{D
d L

d R,

W)
d G d R,

is

d H

dt

^R l

c/R,

Tl
\

d ig ]
/c/R,\ d(h) _

( d R, \

y ^ - 1 Tg )’ dt
—

’

V d H /
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Dans ces équations, ^ ~rp
j

5

( T/Tf )
représentent Ses

dérivées partielles de R, prises par rapport à L, G, H, après

que /, g, h ont été remplacés dans cette fonction par leurs va-

leurs en (/), (g'), (/?,). De là il est facile de déduire la règle sui-

vante :

Règle. — Si l’on a intégré les équations différentielles (19) en

réduisant R aux seuls termes périodiques

— A cos l' — A' cos il' — A'" cos 3 l'— . .

,

et si l’on a trouvé ainsi

l
—

(/) -)- /, sin /' 4 sin i 1' l3 sin 3 l' -h . . .

,

£ = (§)+ sin l> -+- g* sin 2 /' -+- g3 sin 3 1'
. .

,

h = ( h )
-)- h

t
sin l' -f- h-, sin 2 /' -f- h % sin 3 ,

L, G, H étant d’ailleurs constants, on pourra remplacer

l par l l, sin /'
-f- l2 sin 2 /' -+- /, sin 3 ,

g par g -h g sin /' -+- g., sin 2 l' -+- g, sin 3 /' + . .

,

h par h -4- /;, sin l' h, sin 2 /' 4- h
3 sin 3 l' -+- . . .

,

et 1 on aura pour déterminer les nouvelles variables, /, g,
jointes aux anciennes variables S., G, H, que I on conserve, pré-

cisément les mêmes équations (19), pourvu qu’on y mette pour R
la fonction qu’un obtient quand on fait les substitutions précé-

dentes dans l’ancienne fonction Pc de ces équations (19), après

en avoir ôté les termes

— A cos l' — A' cos il'— A" cos 3 l' — ...

52 . Tout ce qui précède, depuis le n° 19 inclusivement, con-
stitue, à proprement parler, la base de la méthode d’intégration
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que nous avons adoptée, pour déduire des équations (9) les ex-

pressions des coordonnées de la Lune en fonction du temps. Il

nous sera bien facile maintenant de faire voir en quoi consiste

cette méthode.

Nous avons donné au n° 14 du chapitre II le développement de

la fonction perturbatrice R, dont les dérivées partielles entrent

dans les équations (9). Cette fonction est de même nature que la.

fonction plus générale que nous avons désignée par la même lettie

R dans les équations (19). Supposons que, au lieu du développe-

ment entier du n° 14
,
nous ne prenions pour R que le terme non

périodique avec le premier terme périodique qui renferme le cosi-

nus de l’angle 2 h -+- 2 g H- 2 1 — 2// — -ig' — 2 l'
;
avec cette

valeur réduite de R, nous pourrons intégrer complètement les

équations (9), comme nous S’avons vu au 11
0 20 . Cela fait, nous

n’aurons qu’à appliquer la règle donnée au n° 29
,
et alors, par le

changement de variables qui y est indiqué, nous ramènerons l’in-

tégration des équations (9) à celle d’équations toutes pareilles, si

ce n’est que R ne contiendra plus le terme en

COS (2 /( + 2 g -h 2 l 2 h’ 2 g' "> /').

Dans la nouvelle valeur de R, les termes restants seront un peu

différents de ce qu’ils étaient avant le changement de variables;

de nouveaux tenues auront meme pu s’y introduire: mais on n en

aura pas moins fait un pas vers la solution de la question dont 011

s’occupe, parce que les nouveaux termes introduits dans R seront

nécessairement petits par rapport à celui qu’on aura fait dispa-

raître. (Les différents termes périodiques du développement du

n° 14 sont du premier ordre par rapport à la force perturbatrice

du Soleil
;
tandis que les termes périodiques introduits dans R par

le changement de variables dont il vient d’être question, prove-
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nant de la combinaison du terme qu’on veut faire disparaître avec

les termes restants, sont du second ordre par rapport à cette force

perturbatrice.)

Après avoir effectué 1 opération qui vient d’être indiquée, et

qui a eu pour résultat de faire disparaître de R le terme en

cos (2 h -f- ‘2 g -|- 2/ — 2 h'— 2g
f — 2C), nous pourrons en

faire une seconde pour faire disparaître de R un autre terme pé-

riodique, puis nous en ferons une troisième destinée à enlever

de R un troisième terme périodique, et ainsi de suite. En conti-

nuant de cette manière, il est clair que nous pourrons parvenir à

faire disparaître de R tous les termes périodiques capables d’in-

troduire des inégalités sensibles dans les valeurs des coordonnées

de la Lune. Dès lors la question sera ramenée à l’intégration

d équations différentielles identiques de forme avec les équa-

tions (9), et dans lesquelles R sera réduit à être simplement une
fonction de L, G, H. Ces dernières équations s’intégreront immé-
diatement, et fourniront, pour les variables /, g ,

h
,
des valeurs

proportionnelles au temps, tandis que L, G, U seront constants.

Si nous appliquions littéralement ce qui vient d'être dit, nous
aurions a faire un nombre extrêmement grand de ces opérations

successives, dont chacune a pour objet de faire disparaître un des

termes périodiques de R
;
mais il n’est pas nécessaire qu'il en soit

ainsi. Pour le faire comprendre et pour donner une idée nette de
la marche qu on doit suivre en réalité, nous allons examiner tout

d abord les différents termes du développement de la fonction R,
afin de nous rendre compte du degré d’importance de chacun
d eux, au point de vue des inégalités qu’il peut introduire dans
les expressions des coordonnées de la Lune.

33 . Pour juger du degré d importance d’un terme périodique

T. XXVIII. ,3
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de la fonction R, nous le réunirons au terme non périodique, puis,

regardant R connue se réduisant à l’ensemble de ces deux termes,

nous déterminerons, à l’aide des équations (9), les plus fortes iné-

galités qui peuvent en résulter pour les variables L, G, H h.

Mais comme L, G, H n’entrent pas explicitement dans R, où ils

sont remplacés par «, e, y ,
il faut tout d’abord établir certaines

formules à S’aide desquelles la valeur de R en fonction de n, e, y ,

/, g, h puisse être introduite dans les équations (9), où les va-

riables sont L, G, H, /, g, h.

Les relations (10), qui expriment a, e, y en fonction de L,G,H,

donnent, en mettant n pour —

da 2 da da

dh
~ 1

an 7/fr
= 0,

~dtt

de 1 — é1 de
\J 1 — e- de

d L
~

a‘ ne d G a 2 ne d H

d y
O,

d y 1 — 27’ r/y

r/L
~

d G
4 a- n y é i — c‘ d H

11 en résulte que l’on a

r/R 2 d R i

1

..

i — e'dR .

d L " an da a 2 ne de

r/R \J 1 — e 2 d R 1 — 2

dG
"

a* ne ^ 4 ^ 7 é*

r/R I r/R

r/H
“

4 ^ n y \
,/i — ^7

Cela posé, ne conservons dans R que le premier des termes

périodiques que contient le développement de cette fonction
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donné au n° 14
,
et laissons de côté toutes les quantités qui sont

d’un ordre supérieur au quatrième, nous aurons

R = a‘ i a
m —

I y
1

3 3
,

8
+

8 "

A
3 i5 i5 .

- 7- — c — e 2 cos : 2 h
2 O O 7

-2/-2/l'-2f'-2/
r
).

En introduisant cette valeur de R dans les équations (9), se rap-

pelant que m! est égal à a
' 3 n

' 2
(n° 9 ), et ne gardant partout que

les termes qui ne sont pas d’un ordre supérieur au second, on

trouve

dlu 3= n ' 3 a- sin
(
2 h -f- 2 g 2 / — 2 // — 2 g' — 2 L'

)

,

dG
dt

n'

-

a 2 sin ( 2 // 2 g + 2 / -— 2 h' — 2 g — 2 /'
)

,

-VH 3= n ' 2 a sin ( 2 // -f- 2 g -4- 2 / — 2 // — 2 2' — 2 /'
)

,

dt 1
v 0 b

-// 7 3 «'2

,— = n T h 7 COS 2 // —f— 2 g -h 2 / 2 // 2 g
'

il'),
4 n 4 ndt

dg 3 n 1

„ « 2— = — 3 — cos f 2 h 2 ^ -f- 2 / — 2 U — 2 g — 2 /'
)

,

dt 2 n n

dh 3 »' 2 3 //2

7- — 7 -, COS (2// + ??+?. / 2 h 2 g il j.
dt 4 n 4 n

Si l'on intègre ces équations, en négligeant d’abord les quantités

qui sont du second ordre, puis recommençant, pour tenir compte

de ces quantités, on reconnaît sans peine que les principales iné-

galités de L, G, H, /, g, h
,
produites par le terme de R dont l’ar-

gument est 2 h 2g 2 l— 2 h
! — 2 g' — 2 /', sont des quan-

tités du second ordre.

i 3 .
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Prenons pour second exemple le terme de R dont l’argument

est /, et posons

R =
2 a a 1 '

\ 4
f + « ^ + ft

c
'

/w' -T, I
c + 3 7

' f +
16

^ ee'~ 1 cos /.

Les équations (9) nous donneront encore, an même degré d ap-

proximation que précédemment

,

(IL

dt

d H

~dt
~ •)

dl _
dt
_ ”

n 12
1 n‘

1
— cos

n 2 «e
l,

<lg

dt

3

2 72

I

2 /Z 6’

COS /,

rf/z 3 /z
/2

di
~

4 «

L’intégration de ces équations montre que le terme périodique

de R dont l’argument est l introduit des inégalités du premier

ordre dans les valeurs de / et g.

Soit encore, pour troisième exemple, le terme de R qui a pour

argument 2 h-+- zg— 2// — — 2/'. Posons

<7 - / i5

71
V's y 7

2g2— t|
rV

*)
C0S

(
aA — 2 //
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I n mettant cette valeur de R dans les équations (9), et ne con-

servant que les quantités du second ordre, il vient

d L

dt
= O

»

dÇf

Lit
= O

5

rftl

dt
= O »

dl n n'- i 5 n ' 1

COS
(
2 // -h 2 g 2 h' — 2 g'

dt
= n

4 n 4 n

dg
_ 3 n ' 2

1 5 n ' 2

dt
h

n J
— cos

(

n
2 h + 2 g — 2 11' — 2 g' — il')

dh 3 n ' 2

dl 4 n

En intégrant ces équations et remarquant que le coefficient de t

dans la valeur de l’argument ‘ih -f- 2 g — 2/// — ‘ig' — 2 l' a

pour partie principale — 2 n', on voit encore que le terme de R
qui contient cet argument introduit des inégalités du premier

ordre dans les valeurs de l et g.

Soit enfin, pour dernier exemple, le terme de R qui a pour

argument 2g. Si nous posons

JL.
1 n

— c~ —t— — e
8 ^8

1 5 1 5 1

~1 e e- e 1

)
cos •>. g,

les équations (9) deviendront, en conservant les quantités du qua-
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trième ordre dans les coefficients des termes périodiques,

clL

~dt
—— o

,

d G _
7/7
— ° ’

rfH

~dt
= o,

cil— = «
clt

COS 2 £,
n

r
!l.

de

i5 \ n

-a e- — cos
8 j

n

cil,

de

i5

TT

n -— cos 2 g

.

n

I je coefficient de f, dans la valeur de 1 argument 2 g ,
étant égal

à 3— , on voit (lue le terme en cos 2 g de la fonction R intro-

n

duit des inégalités du second ordre dans les valeurs de /, g ,
h.

Ces divers exemples nous montrent que ce n est pas 1 ordre de

la partie principale du coefficient d un terme périodique dt R

qui détermine le degré d importance de ce terme au point de vue

des inégalités qu’il fournit; tandis que les coefficients des quatre

termes périodiques que nous venons de considérer sont du

deuxième, du troisième, du quatrième et du sixième ordre, les

principales inégalités qui en résultent pour les valeurs des variables

L. G, H, /, g', h sont respectivement du deuxième, du premier,

du premier et du deuxième ordre.

Les deux derniers exemples, en particulier, doivent faire con-

cevoir pourquoi, dans le développement de R du n° 14, tout en

ne conservant, en général, que les quantités du huitième ordre
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dans les ternies qui renferment /, on a dû pousser l'approxima-

tion jusqu’au neuvième ordre dans ceux qui, ne contenant pas /,

contiennent et jusqu’au dixième ordre dans ceux qui ne ren-

ferment ni /, ni

34. Si, en opérant comme nous venons de le faire dans les quatre

exemples que nous avons choisis, nous cherchons quels sont les

termes du développement de R qui peuvent fournir des inégalités

du premier ordre dans les valeurs de L, G, H, /, g, h
,
nous trou-

verons qu’il y en a 5. Ce sont les termes qui ont pour argu-

ments

i,

a h -j- 2 g -f- 3 / — a h' — 2 g
1 — 2 t’

,

2 // -f- 2 g l— 2 h' — 2 h' — 2 ï,

2 h -+- ig — 2 h' — :2 g

'

— 2 ï,

2 h — 2 h'— ns' — ni'

Si nous cherchons ensuite, parmi les termes restants, ceux qui
peuvent produire des inégalités du second ordre, nous en trouve-
rons 18 . De meme nous verrons que a5 autres termes peuvent
produire des inégalités du troisième ordre, et ainsi de suite.

Supposons maintenant que, en procédant successivement à

diverses opérations comme nous l’avons dit au n° 32, nous nous
attachions à faire disparaître de R les différents termes capables
rie produire des inégalités du premier, du deuxième et du troi-

sième ordre. Les termes périodiques restant dans R, après que
toutes ees opérations auront été effectuées, ne pourront pas pro-
duire d’inégalités d’un ordre inférieur au quatrième. Dès lors on



1o4 théorie du mouvement de la lune.

comprend que, pour intégrer les équations (9), dans lesquelles on

attribuera à K sa valeur complète ,
mais modifiée par suite des

opérations dont on vient de parler, on rencontrera incompara-

blement moins de difficultés que si l’on avait voulu intégrer ces

memes équations en y mettant la valeur primitive de K telle qu élit

est donnée au 11
0 14 I /intégration des équations (9), avec la va-

leur de R modifiée comme nous venons de le dire, se fera au

moins aussi facilement que s’il s’agissait des équations analogues

que l’on rencontre dans les théories des planètes et du Soleil

Cette intégration pourra s’effectuer sans qu’on tienne compte des

quantités du second ordre par rapport à la force perturbatrice a

laquelle correspond la valeur modifiée de la fonction R.

Q’est de cette manière que nous avons appliqué la méthode

d’intégration exposée dans ce chapitre. Nous avons donc effectué

successivement les diverses opérations nécessaires pour enlever à

la fonction perturbatrice R la totalité des termes périodiques ca-

pables de fournir des inégalités d’un ordre inférieur au quatrième.

D’après ce que nous avons dit plus haut, ces termes sont au

nombre de 48 dans le développement du n° 14 . Mais il arrive

qu après avoir effectué un certain nombre de ces opérations^suc-

cessives, plusieurs des termes qu’011 a fait disparaître de R s y

introduisent de nouveau, avec des coefficients qui toutefois sont

d’ordres supérieurs à ceux des coefficients qu’avaient ces mêmes

termes dans la valeur primitive de R. 11 arrive aussi que, dans les

modifications que la fonction R éprouve successivement, cette

fonction acquiert des termes dépendant d arguments qui n en-

traient pas dans la valeur primitive de cette fonction, ou qui y

entraient avec des coefficients de moindre importance. Il en résulte

qu’au lieu de 48 opérations destinées à faire disparaître de R tous

les termes périodiques capables de produire des inégalités du
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premiei
,
du deuxième ou du troisième ordre, nous avons dû en

effectuer 57.

Parmi ces 67 opérations, cinq ont eu pour objet d’enlever à la

[onction K les cinq termes indiqués ci-dessus comme produisant
des inégalités du premier ordre. On peut les distinguer des autres
en les désignant sous le nom d ' opérations du premier ordre. Dix-
buit antres, qui seront des opérations du deuxieme ordre, ont
sm\i a enlever de la fonction R les termes qui peuvent produire
des inégalités du deuxième ordre. Enfin, trente-quatre opérations
du troisième ordre ont fait disparaître de cette fonction les tenues
capables de fournir des inégalités du troisième ordre. La longueur
des calculs que nécessite chacune de ces opérations est extrême-
ment différente, suivant qu’il s’agit d’une opération du premier
ordre, du deuxième ordre ou du troisième ordre.

Quant à l’ordre dans lequel on peut fkire disparaître successi-
vement les termes les plus importants de la fonction perturbatrice,
û est évidemment arbitraire. On verra dans le chapitre V quel
est celui que nous avons adopté.

33 . Si I on intégrait immédiatement les équations (9), en tenant
compte de la valeur complète rie R, on trouverait les valeurs de
1 ., G, H, /, g, h en fonction du temps, et ces valeurs devraient
Hie ensuite substituées dans les formules

( 1 6) , (17) et (18), qui
donnent les trois coordonnées delà Lune en fonction de L, G, H,
/, g', k - Mais il n’en est pas ainsi dans la méthode que nous
adoptons : nous intégrons ces équations (9) au moyen d’un assez
grand nombre d’opérations successives, et à chaque opération
nous changeons de variables. Au lieu de déduire de tous les caï-
eu s, apres leur entier achèvement, les valeurs complètes des va-

T. XXVIII ,J4
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riables L, G, H, l, g ,
h, qu. entrent dans les équations (9), et

de les substituer ensuite dans les formules (ib), (17), (1 )>
1 e

bien plus naturel d’effectuer les changements de variables, a

chaque opération, non-seulement dans les équations à intégrer,

mais encore dans les expressions des coordonnées .le la l ame, e

cette manière, les inégalités qui doivent entrer dans ces expres-

sions y seront introduites successivement, et, au lieu d elfectuei

nue seule substitution, qui serait extrêmement compliquée, apres

l’intégration complète des équations (9), nous en effectuerons

une beaucoup plus simple après chacune des operations qui

doivent nous conduire à cette intégration complété.

36. Nous terminerons ce chapitre en donnant quelques for-

mules générales que nous avons dû établir, et qui nous ont etc <1 un

grand secours pour exécuter les calculs dont se composent nos

opérations.
, .

Chaque fois que, après avoir réduit R à son terme non pério-

dique et à un seul de ses termes périodiques, nous avons etc cou-

dnit à deux équations différentielles, telles que les équations (23)

du n° 20, nous avons effectué directement 1 intégration de ces

deux équations différentielles en séries, sans nous servir de la

forme générale sous laquelle les intégrales des équations (20) ont

été données au n° 20. Pour cela, nous avons habituellement em-

ployé la méthode d’intégration par approximations successives.

Mais il est arrivé plusieurs fois que Tune des deux équations dif-

férentielles contenait la variable e en diviseur; alors nous avons

employé les formules suivantes, établies pour ce cas particu-

lier.
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Soif a intégrer les équations différentielles

107

/ de

j

— = M (i -b M, e'
1 -\- sin 6,

(3q) d S

71
— IS

(
i -f- N, -f- N j

€' 4- N
:)
ec

'

)

_|- p, 4 4- P 2 e‘) cos 6 .

étant une quantité du second ordre au moins, et les autres

lettres M,, M
2 ,
N, N,, N2? N 3 ,

P.,, P
2
désignant des quantités de

! oidre zéro : les intégrales rie ces équations seront fournies par
les relations

1
4° )

e cos 0 — ÏSo H— ( <?
0 —T- E|

)
cos 9

0 (t -)- c)

+ E2 cos 2e,(f+ r) + E, cos 3 0„ (t -h- c)

,

' r sin 9 = O sin 0
1 (f+ e)+ E, sin 2 0 O (f -+- c) -+- E, sin 3 0„ (i -f- c)

,

it
0 ,
E

( ,
E

2 ,
E, et 9

0
étant déterminés par les formules

E,

N

+
jÿ f

3 N '
— 3 N

;

+ ~ M, N, +• f P, N, — - M a
— - P L,

\ C

MWr ,

K )

(;M, + -P._N^ c,

’

( N ) ( 2
N

'
+ Mj ~

t
~ E— SN,— E4 M, K, — 3 p N

i

I m!+- M, P,
)v ' x T 4 2 o /

Kj ~ N
+ -M. —4P,

I c;

M+ N (
2 N

'

~
i;
M

>
N

'

— - P. N, — a N,— -f M. 4- - p
* )

>

f 4
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MV I 9 a,

t

w __ 2 p.N,-+-?N';—

^

M ,P- -+-
7
M

-

+ î
P

-

H"i
Ns

1 08

4 4

e 0 = N (t + N|«] -H N,<?
4

,

M 2 _ ip 2 -|- - M 2— ^P,.+ 6 N 2

j

e\

+ (_ 7 n
2 +?.m,n, + 4p i

n
'

— - MiP
' 2

Si d’ailleurs la valeur de 0 eu t est représentée par

) = 9. (t H- c) + 9, si" 0,(1 + <0 -4- «. »" * ». (< + c >>

on aura, avec un

elles-mêmes,

degré d’approximation qui ressort des formules

(4P

[»’=i"['
+ ("yG N

' +
?
M

' +
ï
p
')
+(p,' 3N 'K

\ _|_ (SK, — P, N, — 2M1N, + Ps 5 N 2 )

1 / M
l N

Les lettres e. et c désignent les constantes introduites par inté-

gration

Dans le cours des calculs, on a eu très-souvent à développer

le sinus ou le cosinus d’un angle ?, don. la valeur est de la

forme

T = ,. + f ,
si" 9 + ,, si" " 9 -r »i" 3 9 +- T,

si" 4 » 4- T. si" > 9-

Ce développement se déduit facilement de la formule suivante, où

l'on a poussé l’exactitude jusqu’aux quantités du sixième or re

inclusivement dans le coefficient de sin?, et jusqu’aux quantités
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<hi cinquième ordre dans les autres coefficients, en supposant
que <p t: <p 2 , ..., <p 5

soient du premier, du deuxième, ..., du cin-

quième ordre :

4?-
)

sin œ = 1

4
‘‘ p ?' dz~4 *?)

sin?*

1 f
, A

. ,—
7
fîf3+ 7g f ,

?S 1 Sin
(çp # -H G)

?'— 7g
-+- 7 fl ?»— 5 T> fs H- T7Ï

1

6

1

384

7
f s ?3
— ~t; ?2

j

sin (f „
— 9

)

f 2 + g f , — g f , fs—
^

?,
— —

.

?
j

sin (?„+ 2 S)

1
2

1
2

I I \

g fi
g f i fs + 7

f, f* H- -g fî
|

sin
( f 0
— 2 G

)

1 1- m
2

2

a
,

* 3 ,

1 1 , 1

f 3 + 7q fi “f
- T f' ?*— 0 fîf 348 16 768

*

4
?l ^ —

32
® 2

)
sin (?» + 3 &)

-d.
\2 ‘

3 _t“p Tl_ 4?' -

2—
3 T .

?3
16 f, f;

768

ff

1

?* +•
37 ?, ?2 )

sin
(f,
—

3

9
)

11 iii
I ^ + 46 ^ 2 f' f 3 + 8

+
384

f >

)

sin
(f» + 4 e)'

1

I

1

s
1 I~ ?4 n 7? fs 7 #1 TT

2 1 b 1

4
f

8 387 /

sil1 ^ ~ 4
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î

?; ' +
T6 ? '

?3 + "î6‘ l?2
'+'3840 ?l ' ^

?|Cp<

JO 4

i i

7 0 , 0 ,
-+- <?; ?2 sin (<p

4 9h /

^ + 76
H-^ ? TÎ + 384^ *'

4
*

— 4 «Pj?-, ^ <p'> 2 )
sin (©o— 5 9).

4 DO '/

Si . dans cette formule, on remplace <p et <p 0
par <p

4- - et

t _i_Ü, on reconnaît de suite qu’il suffit d'y changer tous les
v 0 -1-

2
7

signes sin en cos pour qu’elle fournisse la valeur de coscp.



CHAPITRE IV. FONCTION PERTURBATRICE.

IV.

VALEUR DE LA FONCTION PERTURBATRICE, AVEC LES DIVERSES MODIFICATIONS
QU’ELLE A SUBIES SUCCESSIVEMENT.

li

Nous avons donné au n° 14 le développement de la fonetio
perturbatrice R, dont dépendent les équations différentielles

( 9 )On voit plus loin, dans le chapitre III, comment nous avons pro-
cédé à l'intégration de ces équations différentielles, en faisant
d’abord une suite d’opérations distinctes dont chacune nous a
amené a effectuer un changement de variables. Par suite de ces
divers changements de variables, la fonction perturbatrice s’est
modifiée successivement : chaque opération a fait disparaître un
de ses termes les pins importants, quelquefois meme plusieurs
termes, et en même temps y a introduit, soit de nouveaux termes,
soit des modifications aux coefficients des termes existant déjà.
Ce sont ces changements successifs de la fonction perturbatrice
que nous nous proposons de faire connaître en détail dans ce cha-
pitre. Mais nous n’avons pas besoin pour cela de donner séparé-
ment la valeur complète de cette fonction après la première opé-
ration

,
puis la valeur complété de la même fonction après la

deuxieme opération, et ainsi de suite pour chacune des 57 opéra-
tions dont il a été question au n° 34. Cela nous entraînerait dans
de grandes longueurs et dans des répétitions bien inutiles. Repor-
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tons-nous aux règles (jui ont été données aux nos
29, 50 et 51,

ou mieux encore aux applications que nous en avons faites et

qui sont exposées en détail dans le chapitre V ;
nous verrons que

3e changement de variables auquel conduit une quelconque de

nos opérations consiste à remplacer les diverses lettres a, e, y, /,

h par les mêmes lettres suivies de termes dépendant de la force

perturbatrice partielle que l’on a spécialement considérée dans

cette opération. En effectuant ce changement de variables dans

la fonction perturbatrice, on trouvera donc exactement la même

fonction, augmentée de parties provenant des termes dont il vient

d’être question, et diminuée du terme périodique que i opéra-

tion a eu pour objet de faire disparaître. On conçoit dès lors

qu’il nous suffira de donner en une seule fois le développement

complet de la fonction perturbatrice, pourvu que nous mettions

eu évidence, dans les coefficients des différents termes, les parties

qui y ont été introduites par chacune de nos opérations succes-

sives. Ce développement comprendra non-seulement les divers

termes contenus dans la formule du n° 14, mais encore tous ceux

qui s y sont ajoutés successivement avec des arguments nou-

veaux.

Pour que l’on puisse trouver sans peine, dans ce long déve-

loppement de la fonction R., le terme périodique correspondant à

un argument donné, nous avons rangé les divers termes à la suite

les uns des autres dans un ordre méthodique que nous allons indi-

quer. Nous avons d’abord divisé l’ensemble de ces termes en

deux grands groupes : le premier comprenant tous les termes qui

ont pour facteur ?n ^ ou m , et le second comprenant tous

les termes qui ont pour facteur m ' yji’ Ensuite, pour ranger les

différents termes de chaque groupe, nous avons considéré leurs
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arguments comme formés de diverses

tités

i 1

3

combinaisons des quan-

h -|— g -f— l— h l, /, /',

de telle sorte qu’un argument quelconque soit représenté par la

formule

k [h -+- g /— h'— g' — i>) v
( g + 1) + h"i — ri

k, //, /r^, étant des nombres entiers ou zéro. On obtiendra évi-

demment les arguments de tous les termes de Pi, en attribuant à

k, //, k", k'" Ses diverses valeurs o, i
, 2, 3

, 4 ,
.

• ,
et aussi à //, k'\k"

r

les valeurs négatives — 1 ,
— 2, — 3

,
— 4 ->---

5
car on peut tou-

jours s’arranger de manière que k ne soit pas négatif. Les termes

des deux groupes dont il a été question plus haut se distinguent

entre eux en ce que, dans tous ceux du premier groupe, k est nul

ou égal à un nombre pair, tandis que, dans tous ceux du second

groupe, k est égal à un nombre impair. Quant à k\ il est partout

nul ou égal à un nombre pair, et les deux autres indéterminées k"

et k'" peuvent recevoir toutes les valeurs 0,1,2, 3 , . .
.

,

— 1

,

— 2,

— 3 ,

—

D’après cela, pour obtenir les différents arguments du

premier groupe, nous avons attribué à/c successivement les valeurs

o, 2, 4 ?
6 ,...

;
pour chaque valeur de k, nous avons attribué à k'

successivement les valeurs o, 2
, 4 ,---, — 2, — 4 v ••

5
pour chaque

système de valeurs de k, k\ nous avons attribué à k

"

successive-

ment les valeurs o, 1,2, 3 ,..., — 1, — 2, — 3 ,...; et enfin, pour

chaque système de valeurs de /:, //, k"
,
nous avons donné à k'"

successivement les valeurs o, 1, 2, 3 ,..., — 1, — 2, — 3 ,

Nous avons opéré de même pour obtenir les arguments du second

groupe, avec cette seule différence, qu’au lieu de donner à k suc-

ï. XXVIII. 1 5
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cessivement les valeurs o, a, 4, 6,..., nous lui avons donné les

valeurs i, 3, 5,.... Les termes ont été rangés à la suite les uns

des autres dans l’ordre dans lequel on les obtient ainsi : c est-a-dire

que, dans le premier groupe, par exemple, on a écrit d abor

tous les termes qui correspondent à k = o, puis ceux qui cor-

pondent à k= 2, ensuite ceux dans lesquels k = 4, etc. ;
dans

chacune de ces portions du groupe total, on a pris d’abord Ses

termes dans lesquels k'= o, puis ceux 011 k'= 2, puis ceux ou

Jf
f— d?---? ensuite ceux 011 k

r = 2, ceux ou /* 4 1
etc. ,

les valeurs’ successives de k" prises dans l’ordre o, ï, 2, 3,...,

j
;

_ 2i 3 J# .. ont de même servi à ranger entre eux ms

termes qui correspondent à un même système de valeurs de k

et k'
;
et enfin les termes correspondant à un même système de

valeurs de k, k\ k" ont été rangés d’après les valeurs de k prises

, ,, 5 „ o T 9 3 Il est aisé de
dans 1 ordre o, 1,2, 3,..., b 2

-> '

’
,

voir, d’après cela, comment on trouvera le terme penouique

correspondant à 1111 argument donné : on opérera absolument de

la même manière que quand on cherche un mot dans un c ic-

tionnaire. Soit, par exemple, le terme qui a pour argument

2 h H- 4 g H- 3 /

donner à />:, k\ k"
,

k'" les valeurs

2 /y 2 o-
;

;
pour former cet argument, il ivuü

* = 2, *'=2, h "=— 2 ;

le tenue dont il s’agit est donc du premier groupe, et compris

parmi tous ceux qui correspondent à k= 2 ;
mais dans l’ensemble

de ces termes correspondant à k= 2, il n’y a que la portion ou

k'= 2 qui puisse renfermer le terme cherché; dans cette poi tion

correspondant à A-= 2 et 2, on doit s’arrêter spécialement

aux termes dans lesquels k
r/= - 1 ;

et enfin, parmi ces derniers

on trouve sans peine celui où 1 on a k = ‘2 .
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Les différents tenues de la fonction II ayant été rangés comme
nous venons de S’expliquer, nous leur avons attribué à chacun un
numéro d ordre destiné à îe désigner d’une manière simple. Le
numéro (i) s’applique au terme non périodique tout entier, terme

qui se forme d’une première partie —- indépendante de Faction

perturbatrice du Soleil, et d’une seconde partie produite par cette

action perturbatrice et ayant m' pour facteur. Les termes pério-

diques portent les nos
2 à 46 1 ;

le premier des deux groupes indi-

qués ei-dessus comprend les termes (2) à (3o8), et le second les

termes restants de
(
3oq) à (

46 1).

Lc.-< nombres en petits caractères placés au-dessous des diverses

portions du coefficient de chacun des termes, en font connaître
i origine. Ainsi, dans le coefficient du terme (16), par exemple,
on trouve ceci :

02
[2 •

,
. i3^ +

64

n

‘

n~

2 1 nu

1 28
C

« 4
1

• • • 2 il

ies deux nombres 2 et 2 3 renfermés entre crochets, et reliés F un
à 1 autre par une ligne de points, indiquent que cette partie du
coefficient a été produite par la deuxième opération, et qu’elle

pi ovient de la substitution des formules de transformation four-
nies par cette opération dans le terme qui porte le n°

(
23 ). Il en

est de même partout; le nombre de gauche est toujours le nu-
méro de ] opération qui a fourni la portion de coefficient sous
laquelle ce nombre est placé, et le nombre de di'oite est le numéro
du terme d où provient cette portion de coefficient par suite du
changement de variables auquel cette opération conduit. Le
terme non périodique seul renferme des indications un peu plus

1 5 .
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complexes : on y trouve, par exemple,

Ci» •

-f 7
45

16 64 n‘

1,12 3

45 2
16 16

y 2
e'-

[9

81
e’ e.

1079 1
.
4^479 /,

n'°

256 n' 5i2 n‘

Cela veut dire que cette portion du terme (1) provient de la sub-

stitution des formules de transformation fournies par la 9
e opé-

ration, dans l’ensemble des termes (1) et (12), ce dernier étant

le terme périodique que la 9
e opération avait spécialement potu

objet de faire disparaître de la fonction perturbatrice ;
mais ce

n’est pas de là seulement qu elle provient : en réalité, c est le

résultat de cette substitution joint à la valeur de la quantité

— ,/ (
L — L„

)

-+- —- n'.~ (9, L, 4- 2. 0,L, -h 3 03 L, 4- • •)>

i
' '

1 1.

qui, d’après la formule
(
36 ), doit être ajoutée à la fonction R a

la suite de chaque opération. On se souvient que le tout se réduit

à une simple quantité non périodique (n° 28 ), et c’est cette quan-

tité non périodique qui porte l’indication t»
"

terme (i) contient d’ailleurs quelques indications plus simples,

telles que celle-ci :

i n' G

128 n e

£2 • • 2 3

3

'

cela signifie que cette partie du terme (1) provient, de la substi-

tution des formules de la 2
e opération dans le terme

(
23

)
seul.

Les parties des divers coefficients qui ne sont pas accompa-
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gnées de ces indications en petits chiffres placés au-dessous sont

celles qui existaient dans la valeur primitive delà fonction R, celle

qui est donnée au n° 14 .

On comprendra sans peine, d’après cela, ce qu’il faudra faire

pour avoir la valeur qui doit être attribuée à la fonction pertur-

batrice après une opération quelconque, après la 10e
par exem-

ple. On ne devra prendre, dans les coefficients des différents

termes, que la partie qui existait dans la valeur primitive de la

fonction avec celles qui y ont été introduites par les 10 premières
opérations, et on laissera complètement de côté les parties four-

nies par les opérations qui suivent la 10e
. De plus, on devra laisser

de côté dans un certain nombre de termes, les portions qui ont
disparu par le fait même des 10 opérations qu’on suppose déjà
effectuées, portions qui portent pour cela une indication spéciale,

comme on peut le voir dans les coefficients des termes (2), ( 3 )

( 7 )> (
8 7 )> etc......

Les coefficients des divers termes ont été tous calculés com-
plètement jusqu’aux quantités du huitième ordre inclusivement;
aucune portion de ces coefficients n’a été omise jusqu’à cet ordre
quelque petit que soit d’ailleurs son facteur numérique. De même!
on n’a laissé de côté aucun terme périodique dont le coefficient
soit du huitième ordre ou d’un ordre inférieur. En outre, pour
les tenues dont l’argument ne contient pas / et contient l'

,

on p
poussé le calcul des coefficients jusqu’aux quantités du neuvième
ordre, sans en omettre aucune, et pour les termes dont l’argument
ne contient ni /, ni /', on est allé jusqu’aux quantités du dixième
ordre. Enfin, le terme non périodique a été calculé jusqu’aux
quantités du neuvième ordre. Dans certains termes, l'approxima-
tion a été exceptionnellement poussée plus loin encore que nous
ne venons de l’indiquer, mais seulement pour une partie du
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coefficient de chacun d’eux, comme on peut le voir dans les

termes (9), (a5), (46),.... Des notes mises au bas des pages où

se trouvent ces termes font connaître les motifs de ces exceptions.

On se souvient que, pour évaluer l’ordre d’une quantité quel-

conque, nous sommes convenus (n° 14) de regarder 7, e, e', ^

comme étant du premier ordre; —,•> rri -Ti
comme étant du

second ordre, et enfin, vu la petitesse de e' par rapport à y et e,

de traiter e
/3

,
e'\ e'

5

,
comme des quantités des quatrième,

cinquième, sixième, huitième,... ordres.

Faisons enfin une remarque qui n’est pas sans importance, sou.

pour la conduite des calculs que l’on a a effectuer, soit comme

moyen de vérification pour les résultats que l’on obtient. Nous

savons que l’argument d’un terme quelconque de R peut être

représenté par la formule

j, jj jJ'
_ étant des nombres entiers qui peuvent être nuis, et

déif ies trois derniers peuvent être négatifs. Si l'on considère

l’argument d’un terme sous cette forme, on reconnaît qu’une por-

tion quelconque du coefficient de ce terme contient le facteur y

a une puissance au moins égale à k’

,

et en général égale à U, ou

• fi , on à //+ 4,... ;
quelle contient le facteur e à une puis-

sanceau moins égale à k", et en généra, égale à C, ou a *" H- a,

ou à
jJf _|_ 4 ,

• • • ;
enfin qu’elle contient le facteur e' a une pins-

sauce au moins égale à U", et en général égale à ou à /.'"V a,

ou à r+ 4 ,..-- H n’est question, bien entendu, ici que des

valeurs absolues de k
,
k

,
k .
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R=
la

O
\-b'+r'+r‘'+b'-!^-|^"+^«v.+ i5 ,* + 2
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7
..

I
4 2
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2
e
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.
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n
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'
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Cette partie non périodique de R se continue à la page suivante.
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On a dû pousser ici 1 approximation jusqu’aux quantités du neuvième ordre, avant la 2e
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* On a dû pousser ici l’approximation jusqu’aux quantités du neuvième ordre, avant la '4
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mais seulement dans les parties qui contiennent ri ou ri en facteur, afin de pouvoir calculer complètement
la portion du coefficient du terme (334) qui provient du terme (310) dans cette 4

e
opération.
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* On a du pousser ici l’approximation jusqu’aux quantités du neuvième ordre, avant la 2
e opération,

afin de pouvoir calculer complètement la portion du coefficient du terme (334), qui provient du terme (340)

dans cette 2e opération.
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* On a dù pousser ici l'approximation jusqu’aux quantités du neuvième ordre, avant la 4* opération afin

de pouvoir calculer complètement la portion du coefficient du terme (370), qui provient du terme (359,

dans cette 4
e opération.
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Ce coefficient du terme ( 367) se continue à la page suivante.

' 0n a dù Pousser ici l’approximation jusqu’aux quantités du neuvième ordre, avant la a" opération mais
seulement dans les parties qui contiennent c

2 en facteur, afin de pouvoir calculer complètement la portion
du coefficient du terme (370) qui provient du terme (365) dans cette a e

opération.
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On a dû pousser ici l’approximation jusqu’aux quantités du neuvième ordre, avant la 2" opération,

afin de pouvoir calculer complètement la portion du coefficient du terme (370) qui provient du terme (373)

dans cette 2 e
opération.
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Celle portion du coéllicient du

)
terme (38S) a disparu par suite

de la 19” opération.

Ce coefficient du terme (385) se continue a la page suivante.

* On a dù pousser ici l’approximation jusqu’aux quantités du neuvième ordre, avant la T operation,

mais seulement dans les parties .qui contiennent ou é en facteur, afin de pouvoir calculer complètement

la portion du coefficient du terme (334) qui provient du terme (383) dans cette 3- operation.
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opération.
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CHAPITRE V. DÉTAIL DES OPERATIONS.

CHAPITRE V.

DÉTAIL DES 57 OPÉRATIONS EFFECTUÉES POUR FAIRE DISPARAITRE LES TERMES LES PLUS
IMPORTANTS DE LA FONCTION PERTURBATRICE.

Nous avons expliqué, dans le chapitre III, la marche que nous avons suivie

pour faire disparaître successivement de la fonction perturbatrice les divers

termes capables de fournir des inégalités d’un ordre inférieur au quatrième.

Nous avons dit qu’il nous a fallu, pour cela, effectuer 5y opérations distinctes,

dont chacune se traduit en définitive par un changement de variables. Nous
nous proposons de donner ici le détail des calculs qui se rapportent à ces

diverses opérations, pour chacune desquelles nous n’avons autre chose à faire

que d’appliquer une des quatre règles données aux n
os

29, 50 et 51.

On se rappelle que les équations différentielles qu’il s’agit d’intégrer sont les

suivantes :

(IL d R dG _ r/R r/H _ r/R

(lt cil <lt
~~

dg ’ clt
~

clh ’

dl r/R dg r/R

dt
~ d L’ dt

~
r/G’

d/i d R
dt d H

La fonction perturbatrice R qui entre dans ces équations, est donnée en fonc-

tion du temps t et des éléments variables de la laine par le développement du
n° 14; mais on peut aussi la prendre dans le chapitre IV, en ayant soin de ne

conserver, dans les coefficients des divers termes, que les parties qui ne sont

pas accompagnées d’indications en petits chiffres placés au dessous.

Des six variables L, G, H, /, g-, A, auxquelles se rapportent les équations

différentielles précédentes, il n’y a que les trois dernières qui entrent explicite-

ment dans la valeur de R. Les trois autres L, G, H, y sont remplacées par les

éléments a, e, y, auxquels elles sont liées par les relations

L = \Ja [J-

,

G
\

i
—

t. xxv ni

H — G
(
i — 'i y

2

)

.
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Si I on développe ces deux dernières relations et qu on s arrête aux quantités du

huitième ordre, elles deviennent

„ z— \
i

,
i

,G = \Ja\j. i
— - e- — - e - e -

128 \

11 Æj + Ia8
ffh

p

Ce que nous venons de dire pour les équations différentielles (pie nous avons

à considérer tout d’abord, avant d’avoir effectue aucune des diverses opéra-

tions qui doivent nous conduire peu a peu a la solution de la question dont

nous nous occupons, nous pouvons le répéter pour celles auxquelles nous

serons ramenés après avoir fait un nombre quelconque de nos opérations suc-

cessives. Ces équations différentielles seront toujours les mêmes que les précé-

dentes. Des six variables L, G, H, /, g, h qu’elles seront destinées à détermi-

ner en fonction du temps, les trois dernières seules entreront dans la valeur de

la fonction R, et les trois fonctions L, G, H seront remplacées dans cette fonc-

tion par trois quantités «, e
, y, auxquelles elles seront liées par des relations

que nous aurons soin de faire connaître à la suite de chacune des opérations.

Nous donnerons les valeurs de L, G, H en a, e, y sous forme de développe-

ments en séries, comme nous venons de le faire ci-dessus pour les valeurs pri-

mitives de G, H, et dans ces développements nous nous arrêterons toujours aux

termes du neuvième ordre pour L, et à ceux du huitième ordre pour G et H.

• i ,
dl de dh

Les équations différentielles qui fournissent les valeurs de -jg gji ren-

fermant Ses dérivées partielles de R relatives à L, G, II, nous devrons exprimer

ces dérivées partielles au moyen des dérivées de la même fonction R par rap-

port à «, e, y. Nous aurons ainsi :

ytt

dl

r/R

r/G

(IL

d H

r/R (la r/R de

lui dL + 7ië 7TL

r/R da_ r/R de

da dU de d G

dR da

rfa dTl

r/R de_

de d H

r/R dj

TTl

r/R dj_
'

r/7 7ÏG
'

r/R dy_

r/y d H*

il faudra donc, avant d’entamer une quelconque de nos opérations, que nous

, au moyen des expressions de...
, , , da. da da de

calculions les valeurs de -rn -m ’

a L dG d H d L
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L, G, H en fonction de a, e, y ,
telles qu’elles résultent des opérations déjà

effectuées. Ces valeurs de s’obtiendront avec une ap-

proximation qui dépendra de celle avec laquelle L, G, H seront donnés en
fonction de a, e, y.

Nous allons commencer par donner les valeurs de ces quantités, telles qu’elles

résultent des relations primitives entre L, G, fl et a, e, y, relations qui ont été

rappelées ci-dessus. Ces valeurs, dont on devra se servir pour effectuer la pre-

mière opération, sont, en y mettant // poui
vG

da 2

d L an

So-

da

dG

du

77h

de

7TL

de

dG

de

7m

dj_

d L

±

7

dG

±L
dH

a- ne <

[_ \

a7 ne I

= o,

,2 |

1 i
,

8
& ~

76
C

4 « n 7
8* -

4
7
'"

D

]6
'

4d1 n 7 (

1 , 3 5 ,. 1

i + - e
2 + - «?- + — e 6

[•
2 S i G

On peut effectuer dans un ordre quelconque les diverses opérations neces-

saires pour faire disparaître de la fonction perturbatrice les termes principaux
dont on veut se débarrasser. Nous allons indiquer ici ! ordre que nous avons
suivi pour cela, en mettant en regard du numéro de chaque opération : i° I ar-

gument ou les arguments du terme ou des termes que cette opération a eu pour
objet de faire disparaître de R

;
2° l’ordre de cette opération, c’est-à-dire l’ordre

des principales inégalités que ce terme ou ces termes de R sont capables d in-

troduire dans les valeurs des variables L, G, H, /, g, h (n° 34).
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i

NUMÉROS

des

opérations.

ARGUMENTS DES TERMES

que ces opérations sont destinées à laire

disparaitre de R..

ORDRES

de ces

opérations.

I r
,
2 a, 3/', 4 a', 5 /' 2

e ordre.

1
i
CT ordre.

2

3 2 h -Y 2g+ 3 / — 2 A' — 2g’ — 2 / i
er ordre.

4 2// + 2g-+ / — 2 A' — 2g' — 2 A i
er ordre.

5 2 h-Y- 2g+l — 2. h' — 2 g-' — 3 /' 2
e ordre.

6 2 A + 2 g + A - 2 A' - 2 g' - /' 2e ordre.

2 A 4- 2g+ 3 / — 2 A' — 2g' — 3 A 2e ordre.

8 2/1 + 2 g —U 3 l *2
A' — 2g' — A 2e ordre.

9
l+l' 2

e ordre. 1

l - A
2
e ordre.

IC>

] I / (une seconde fois)
3
e ordre.

12 / -+- 2/' 3
e ordre.

i 3 / — 2/' 3
e ordre.

14 2 /; g_ 2g H- 3 / — 2 A' - 2g' - %l' ( une seconde fois) 3
e ordre.

i 5 2 A -j— 2 g —(— 3 / — 2 A' — 2g — 4 A
3
e ordre.

16 2 A + 2g -+- A — 2 A' — 2g' — 4 A
3
e ordre.

r 7 4 A + 4 g+ 3 / — 4 h
1 — 4 i

g' — 4 A 3
e ordre.

) 8 4A + 4# 4- 5 / - 4/*' - 4 g' - 4
^' 3

e ordre.

19 3 A + 3 g -U 4 A — 3 A' — 3 g' — 3 1 3
e ordre.

20 3 /, _|_ 3g 4- 2 ! — 3 A' — 3 g' — 3 /' 3
e ordre.

21 A +g+ 2/ — A' — g' — A 3
e ordre.

22 2g + 3 /
3
e ordre.

3
e ordre.

23 2g+ 1

M 2 h + A — 2 A' — 2g' — 2/' 3
e ordre.

25 2/1 — I — 2/1 ' — 2g' 2/' 3
e ordre.

26 ‘2 A -f- 2 g 2.1 2 h 2 g 2 L 2
e ordre.

27 2 /i + 2g+2/-2 A' — 2g' — 3 A 3
e ordre.

-28 2 A + 2g+ 2/ - 2A' - 2g' - A 3
e ordre.

2
e ordre.

^9
’

2 g+ 2 /

3
e ordre.

3o 2g+ 2 /+ A

2 g —f— 2 A — A 3
e ordre.

3 1

2 /
2
e ordre.

3-2

3
e ordre.

33 2.1+ 1

2 l — ï
3
e ordre.

34

35 2 A + 2 g + 4 A — 2 A' — 2 g
— 2 / 2

e ordre.

36 2 A -4- 2g+ 4/-2A'- 2g' - 3 A 3
e ordre.

37 2 A + 2g + 4 A - 2 A' - 2g' - A 1

3
e ordre.
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NUMÉROS

des

operations.

ARGUMENTS DES TERMES

que ces opérations sont destinées à faire

disparaître de R.

ORDRES

de ces

opérations.

38 3/ 3
e
ordre.

3q 2 h -+ 2 g -f- 5 / — 2 h
1 — 2 g

1 — 2 /' 3e
ordre.

4o 2 h + 2 g — / — 2 h’ — 2 g
1 — 2 /' 3

e
ordre.

4i 2 h -)- 2g — 2 h' — 2 g' — 2 /'
x
cr
ordre.

42 2 11 -\- 2 g — 2 K — 2g' — 31' 2e ordre.

43 2 h + 2 g — 2 h' — 2 g' — l' 2
e
ordre.

44 2 h A— 2 g — 2 !)' — 2 g-' — 4
/' 3

e
ordre.

45 2 /1 2 g — 2 h' — 2 g' 3
e
ordre.

46 h + g - V — g' - /' 2 e ordre.

47 h+g- h' —g' - 2 1 3
e
ordre.

48 h+g- h' - g' 2
e
ordre.

49 ig 2e
ordre.

5o 2/1 2 g — 2 h 1 — 2 g' — 2 I (une seconde fois) 3
e
ordre.

5i 2 g (une seconde fois) 3
e
ordre.

52 2 h — 2 h' — 2 g
' — 2 /'

i

l
“ r
ordre.

53 2 h — 2 h' — 2g' — 3 /'
2
e
ordre.

54 2 h — 2 h' — 2 g' — /' 2e
ordre.

55 2 h — 2 li' — 2 g
- ' — 4

/'
3
e
ordre.

56 2 // — 2 /(' — 2 g' 3
e
ordre.

57 /', 2 /', 3/', 4

(

une seconde fois) 3
e
ordre.

I
re OPÉRATION

destinée a faire disparaître les termes
(
2 ), (3), (4), (5) et (6) de R.

Prenons dans R les termes
(
2 ), (3), (4), (5) et (6) *, dans lesquels les

arguments sont l -il!

,

31', L\l'

,

5/', et supposons que R se réduise à ees

termes seuls, de sorte que l’on ait

,
(7

2 F 3 , q
7*,' + l«V+2Z. 27

32
'/ « - 8

1

..
,,

81

76 7 e'
3

-I

64

745 ,
22 5

\64 l6

261

256
- e

27 , ( 45 ,
225 , , ,

225 ,
A d1 1+ T

1,

” +
(
l
64' T6-l’V+ 64-V)^J cos/'

II ne faut prendre pour ces termes, dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la valeur primi-

tive de la fonction 1t.
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7
' fl F 9 e* - — fen + % e

1 en + \ e" + ^ f c'
2 -~f'

a‘
s 8 4 16 8 4 8

^+76^'
,

45^,<1 c
T;, ci

12

j
COS 2 /'

,/L r“,, _ iÿ,v.+i^ ev cos 3 1'

a '3 p2 16 ' bA 5 i 2

,

'
a ~

f ZZ _ 231
+ w ^L3a 16

64

2 _j_
2,81

^,2 f
; ' 64

^ «

l l cos 4
1'

m' — •

1 — c'
5 cos 5 /'.

a
'3 5 12

Les équations différentielles à intégrer nous donneront d’abord

flfL

777
= O,

rfG (/H

777

L, G et H sont donc constants et, par suite, il en est de même de «, e, •>.

Ouant à /, g', A, si l’on tient compte des valeurs qui viennent d être données

(page .59 )
pour 7R<£-">°“ ve™

<I
Be CeS «* ™riaHe8 801,1

déterminées par les équations

G - 'É [7 - ? ïV

+

" +%- + ? +f 'S] “s/
'

n '2 pv 189

11 L 8 4

n
' 2

cos 3 /'

n 32

n '2

.

539 ^ cos 4 /'

n 3^

d[h g+ l)

dt n L

27
f e + T

2-Z,V
8

27 „ . ,
45 o , ,

243 0 „ ,
9

, ,,— g'3 -U q 7
h e — —

-
7 " c" c — —TT- 7 <? + 7j— c c

8
J '

4 ib 32

243 , ,,
261 45

,

a 1
1 ,,

_1_ Tir e
2 e ’i -J e = + — e' cos /^ 64 64 8 72

J

81 81
*e'‘- -Tfen + -é e* e"+ '~ ,y

h 1 2 4 16 2

27 4 ,

T 7 *
i 35

8
+

T '"G C0S1 ''

ï[
53

,3 477

,6
7

‘
f

4ZZ^ e '= + M^l cos 3 /'

b4 iî8 j

— • c'
4 cos 4 /'«8

*7
_

ï773

« 1 28
c

' 5 cos 5
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OPERATION.

[p_2 7v+pv+ £•* -nw + £,,+f4]
-ï[f.«^f-A" + f^'

>+ ¥«"] COSÏ ''

.26 3

« -

n

n'
1

\ 5q—
• e cos 3 1

n 32

n rl
23 1

,— s
'

cos 4 f

.

n 32
1

•Si l’on intègre ces équations, en se rappelant que l est égal à rit + const..
et qu 'ensuite on applique la règle du n°5l, on sera conduit à effectuer là
transformation suivante :

On remplace

Formules de transformation.

I par

63
I e 1^9-3

32
e e

4o 5

17

189
„,2 .,12

|

27 1
c H T e e

16
— sin 2 1
n

n' .— sin /
/)

3yi

96

n
,— sin 3 1’

n

539 ,4
ii'

128 ' n
sin 4

1'
;

t-'r g+ l par

t g / — (3 e ' — — y
2
e' -f- — é*e' -4- r

'3
-A- m; 5 /»' 45 , , , 243

, 9
\ ^8 .~8

" + 97 ^ — y ye-e' 7^-

7

V3 +i e f
e'

32

~ r
2

I

261
,

45 ,
a- \ «'

.

64
+

64
~ ^) 7 Sin/

4
1

4

i3i
, r

sin 3
/'

sin 2/'

77 r n’ .-
3ÏÏ

e<
7T

Sln4/'

1 7?3 ,5
«'

. . „
-P7~ e — sm 5 / ;64o « ’
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/. - (% l + \e'e'+ S 97'
, , ,

8

1

il, 225 ,
«2 \ ri

21 „\ >>

( en _ ÎZ e'
2 + 3Z eV 2 + -- d>'

4

)

- sin 2 /'

—
I
— 6

8
7 8 it> / ri

53
,

'i o i'

e — sm 3 /

32 n

23 1 ,
ri . „

r — sin 4 ' •

128 «

La nouvelle valeur de la fonction K «obtiendra en faisant les substitutions

précédentes dans la valeur qu'avait primitivement cette fonction, après en avoir

Ôté les termes
(
2 ), (3), (4), (5) et (6).

Les quantités L, G, H ne changent pas; elles sont exprimées en a, e, y par

1
„

|

, da da

les mêmes formules que précédemment (page Les valeurs de jj-p

da de
sont donc aussi les mêmes que celles qui ont été employées pour

d H’ d L

effectuer la i
ie opération.

‘2
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme
( 7 )

de R.

V/Prenons dans R le terme non périodique (1), avec le terme périodique

îans lequel l’argument est /, et supposons que R se réduise à ces termes sems.

de sorte que fou ait

\ l
a ri

1 4

3,3.,
- 7 ô c
1 O

3
y _ Ü fc- — - f e'- 4- f.é*

e'
2 + ^ c'

1

4- j 7 '
<" + 7 Y c

'~

2
1

. 4
1

4
' lb 32 4 4

o- /ci 45 45 ,
,

45 , 3\ ti
)

- y 7
2 e

2
f''-' 4-

(54 ~ 76
r +

64
C ' +

64 '

) <d
S

S— - - <? + 3 7 e H

—

r.e'
n’* I O.

1 l6 7 ee
' 2 - 3 V e -

| T
«•’ + | Y 384

r’ + 32
e

4

3

^± ceu + ^ ccr-'f-fc'f
{

cos/.

128 rr ib a ~
\16

* Il ne faut prendre pour ces termes (I) et (7), dans le chapitre IV. que les parties qui existaient dans h

valeur primitive de la fonction R, avec celles qui y ont été introduites par suite de la i operation.
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D’après la valeur de l’argument du tenue périodique que I on a conservé seul

dans cette exoression, on a

l = I
,

l -- O, l — O . l — o.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

clG d\\.

clt dt

G et H sont donc constants, et par suite y l est aussi. La relation qui lie G aux

variables a et e peut être regardée connue déterminant a en fonction de e; en

la résolvant, on trouve

G“ f

y. i — e~

Si l’on remplace a par cette valeur en e dans S expression de L, il vient

I. =
v/i -

,

i , 3 5 .

i -f- - <r - e' H e 35

i G 128

. , ,
d L d Pi *

et si I on remarque que •> on en déduit

de. « ,2 G3

\ 1 0 ,
,

3 3 9 ; q , 6i 9 i 5 .

i
—,

-

— ~ i~ 3 r

/ H—— e H—- e -1-3 7
' — — 7 e~ — —

’/ f ' + 53-7 e -f- 7— ce' -|
^ c

i dt u- ! 2 16 4 8 2 384 32 16

(C
s )

'

j 44 1 n n'-Gh

9 G'
I

. .—n e -

—

1—7 1 &in /.

1 28 [
j. 16 ur a -

)

D’ailleurs on a ^ en tenant compte des valeurs de -^r-, —>
dt d L 7 1 dï, dL d L

et remplaçant a par sa valeur en e, on trouve

I dt __
[G 3

- 75 l
1 — r e + â e '

dt G" \ 2

/A2 G'
5

n' 2 G 2 t , 27 , 21 ,

p.
2

\4
~ T r + T e ' +

s"
6
"

1 l 1 „ , ,

33 , 3
, qq , , 9 , „ 1097 , 99 .. „

-
\

3 7
'

-|—7 c ~ G- - e'- + 3 7' - ^ fe2 - 27V 2 + e4 4- ~ <?V 2

e
(
2 16 4 8 2 384 32

1 5 441 ,2

«' 2 G6

9 G 1

jH—p — —0 e -—— -)—— —,—- cos /.

16 128 u ib u.-

a

-
\

Ces deux équations différentielles (C
2 ), (D

2 )
correspondent aux équations (ü 3)

du chapitre III
;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui n’est autre

chose que L) a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction, et aussi en

T XXVIII 34
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ce que l y est mis à la place de 9. Elles rentrent d’ailleurs par leur forme dans

les équations (3g), et si on les intègre à l’aide des formules (4o), on trouve

e cos l

i
‘2 i 3 63 0 o „ 8o5 , 63

, 2
io ,,\ n G c

_- 3 f + T e \-+ - <?
2 + 3 1 - j y e- 7^?° + 76

e '' e +
76

e
)

~
7 2i 33q jo5 ,,\ n'" G12

1 43 ^'"G 18

9 J 2 G 1

’ G'
1

8 2 ' 32
e ~°

128
e

/ u.

8 64 p
12 iG >/' [j.

1 a
'1

(K, + G
i5 43

76 ^
—
T

+
[(js

, 371 45 « ,4 G 12
1 53 /JG 18

! il ,, \Te » + Gï
c
”
i + 7

6

e
°
e j~ïr + iï

e
'> ~pr~

J
u( +<)

g. 12— C0S2/„(/ + C)-, 8l , 943 4
8l

„ ,,

ei -T re ° + w et+
îî

e
'
e

2 Ge 38 1 ,
//‘G12

- e

P
4 64

0

+ W4
r

“ C0S H(' + c );

r sin/ = c
0
sin/

0
(t + c)

1 FJ.

81 ,
,

943
, ,

81 ^ n \
t
/JG*

,

38 1 2
«'4 G12

1

L \ 1 6
ü 8” ;

'
u 1

1

192
0 + 32

'

0 '

, p
4 ^ 64

0

p
8

J
\t + c

847 ,
n ' 4 G 12

. _ , ,~el —— sin 3 /„ (
/ -f c).

384

e
0
et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et /

0
a pour valeur

, F' F 3 3 , /

7

2

1

.-j 27 „
21

, 2 \
«' 2 G° 9 «'“G 12 "]

'•=& l'-z‘'
+ »'‘-{i-T-< + T‘’+T' )

—

-

7
-

77-}

Si de ces formules (E,), (F
2 ), on tire la valeur de e

2

,
et qu'on l’introduise

dans la relation (A>), on en déduit la valeur de a en fonction de t
,
qui est

G 2
l

,

, 1 ~
,
73 , 3 . 219

, , , ,,, 8467 219 ,2
\ « ,4G 12

+ ^,4~ 3r+ T6
e

'' +
4
e ' + I27

4
Te *

~ 9Te ' +
5̂6

eo + ^6 e '° e
'

16 jJ 16 u 8 a 1a '2

(G,

(7 63 , 7 5i , 63 ,„\ « ,|! G 18

49 «"G24
9

*'4 G 12 G4

+ G-T T
'+ 3T e

- + TÎ5'7

.... 3 1 3 ,, 93 , , , ,,

6 T e
0 + y e

0 + ~ e
o
e + 67' c

0 - 0
— 97

'
e

0
e

‘

1820 , 93 „ ,, i5 \ n 1
'

2 G6

H <?î + ^ e\ e
' 2+— <?„ J'

1 —
192 ib 8 j y.

7 409 ,
io5 ,.\ « ,4 G 12

189 n'6 G 1
* 9 « ,2 G6 G" "j

, ,

-^-217-^+—

e

0 — G f '

)
—^r~ + -37 G "JIÏ2-

+ ~£T' jTV 2

]
CÜS

L \ 4 ^
~ 37 tf

“ + 76
e

“ +
4

t'" e

;

_

7F~^T^ 17T“J
COS2/o(^ +c

).
j'
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Désignons maintenant par a
0
la partie constante de la valeur que

de trouver pour a

,

de sorte qu’on ait

26 '

nous venons

a
°
~

p }

1 + c

l

+ e\ + el +

- 3 A ,

73
2 ,

3
,j

4
j/+

7<G»
+ G

3I 9 .2 >
2 ,

8467 aiq \ « 4 G 12

-+- (l 63
(J\ « ,6 G 1S

,
49 "'»G 2i

, 9 *
4 G 12 G 4

J

\8 4
7 +

32
'« + 7^ )~ + 76^- + TG-y--^(-

De cette relation nous pouvons tirer G en fonction de a
0 ;

nous pourrons en-
suite remplacer G par la valeur ainsi obtenue dans les formules (E„), (F.,

), (G, ; ,

et elles deviendront, en mettant n
0
pour -

a 0 V« 0

« cos ;= -
( j
- 3 7’+ | el + ? + 3 / - Hf< _ 2 V - -A

„J+ 2Z t . + I| ,.9
*

16 / ni

1 _ 21 ^ . izi a _ 12! pA 'j! _ us ^ 9 « ,2 g
8 2 3 a

0

128 y «J 64 16 » 2 n~

(G) f i 5 45 11 , 45

\ 16
e

° 4
7 e

“ +
64

e
" +

7fo'«
e

'
*'? 1 53 « ,c l— + -5— c

o
—ê COS

«o 3a n\ J
COS L

(
t -f- r

)

A- f/îZ a _ 81
.,2

29 4
,

Bi
2

\ /T
2

38 1
,
n n 1

L\i 6 0
8

y 0
192 "

+
3a/

üdî

J ^ +
J

C0S2/"(^ + c
)

847 -

384
e
“< cos3/

0 p+ c);

• sirx /= e
0
sin l

0 (
t 4- c

)

(f;)
HZ e2_ii
16 0

8
fel ~ + en

)\ + ^ ]
sina/

“
1 t -h c)

~F
384

C
" n*

s’ n F + c
) i

« = «„ 1 — [(^0
— 6y 2

8
ffo: e

0^ + 6 y
4 e

0 + - fel- g f

(fo)

1

192 16

n ~

ni

7 „ , . , 17^3 io 5 \ «
4

157 « ,e

9 /T2
r/

2

+ lJ
eo~^fe0+ f^e

ni 32 0 ni 8

nn «n
0 ^2 ° ^ J

cos
{
( + f)

[(^8- 3 7
2
C

8 ~7
6
e

» + |
e

»
e

' 2

) ^ j

cosa/„(; + c)

J-
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La valeur de /
0
deviendra de meme

L = fh
r ( 7 21 ,

,

3 ,
2i

jl2\ _ 12 fÉH.
?o[‘- (4 -T 7 +

4
r

" + ^ )"» 8

Calculons maintenant les valeurs de h + g- -t- / et de h en fonction de t. Ce

valeurs nous seront fournies par les équations différent ielles

<l(h-\-g-\-l) L11 —

,

clt
~ dL (/G d H

d/l _ dR
dt dW

où nous devons mettre pour R l expression simple a laquelle nous supposo

<jue celte fonction se réduise. Nous aurons ainsi

5 Ü1 1

8 a"2 J
<l(h+g+ l)

dt

» . ._îZ
7v. + é ,- + ^-v. +

+
n L4

13

2 8 2

3

9 ^3 /ü
8379 135^1

64
1 (

256 ri- 32 «'"J
cos /,

r//

C! I -
n

l 4

3 , 3 , 9
- 7" H—- c- -t-
‘2 2

3
3f« + ie‘+pe"]cos<;

remplaçant <i, <?, / par leurs valeurs en l données par les loi mu les (E
2 )

(F
2 ),

(G'.,), puis intégrant, nous tirerons

d’où, en

/(+ g+

1

—
(
h

) + ( g ) -t- ( L + S 0
c

+ [(f-
33 ,

-T 7 É—t , 39 e
»

„+ g
*. £

/ 175 483 ,
262.)

(ù6"« "T
'r ‘

»+ 128
e

°
_

L5<r
e

°

4L

99 2 ,,
/2 1

5 „S _ 2Z t,3 e '2 \ fi_

Jl e
»
e +

Ï56 “ 64
0 )<

,i
i 1283 n'° >89, Ll.fi

Z+ IT B
°

«S 32
<0

» 2

0

' Ĥ 1 sin /
0 p + c)

- ejj —r sin 2 /„ [t + c)

,

2 n*„

h = (
h) + L ( * + c)

f / 3 , 2 , I
9 ,9 .A ’ll + 11 e ü! 1 Sin /„ (f ++ LW 7 ^ 4 4

#

«î

J
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(A) et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration; A
0

et g 0
sont

des quantités qui, comme /„, dépendent de «
0 ,

e
0 , y, n '

,
e', mais dont nous ne

donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin.

Les cinq formules (E'
a ), (F'J, (G'J, (K

2 ),
(L

2 ),
jointes à la condition que y

est constant, constituent les intégrales de nos six équations différentielles, dans

le cas où la fonction R y est supposée réduite aux deux termes (i) et (7) ;
des

lors nous n’avons plus qu’à appliquer la règle du n° 29, et nous serons con-

duits à effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation.

O11 remplace

c cos / par

3 7
a

^ /> Q 4 FJ 2 •> 9 •} /2 ^ ^
. F~J 2 l '2

-e'- -h 3 y
4

7- X e" — ~T e ô e +-7<? e
/2

4 4 2 128 16

io . \ //

Ï6* J/7

Il ‘2i
2 171 2

io^ * 119 //
" 9 n “ a

\8 1
*

32 1 28
'

/ /C 64 16 ri
1

ri
'

2

f / 1 5 45 , n
, 45 „\ ri '

1 53 n 16 1+
|_

e +
\rt

e ~ J 1 c + Ff +
F>

ee
) ri

+
ri \

+ rfe e._iL 7v-i2. e. + |i e=,

|_\i6 8 192 32

cos/

38 1
;2

fri

64
C

ri
cos 2/

,

B47
3
n ''

+
384

e
ri

C°S3/;

e sin / par

e sin/

+ 1 f 27 - 8i
2

L(i6' 8
y É

20 . 81 n\ ri
2

38 1 ,
«'4— e* + 3-c-e

' 2

)
— + -rj- e —

32 / /i
2

64 n'192
sin 2 /

847 ,,
«'*

. „ ,+ fr? e ~ sin 3/;
384 ri

a par

— [(e — 67V— f c
3 + ^

eri
'

1*'2 4- 6 i e + 9 7 et'
‘ 5

3
3 , 2— e » eV 2

16192

n \ tri

8
” Cr

) ri

7 2 ,
17 3

io5
,

7 e — 21 fe + — ez -— ce'
4 32 64

1 57
_

//'

82 ri

9 « cr

8
cos/

[(r’-^-ir'+LOï + T î? ]
cos 2 '

! ;
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h —

g

-f-

1

par

^ + g ~t- l

r
i 3 33 , 9 39 , 2 27— e y e — e — ce + —

[Q 32
f e + — y

2
e° —- — 7

2 ee
12

-J
—

F

e
5 —

-di <?
:i

e''

2 16 4 256 64

3 ,72 . ,

H— e~ — sin 2 / ;

2 n‘

175 483 , ,
4o5 ,

2625 ,A ra'
4— e — -— Ÿ e + —— <? T7T- ee

1

)

— -+-

16 4
' 128 256 J n

1283 w '6 189 n'
2 cf

,
. .—— e —r- —t— -r-— e — —7 I sm /

32 n e 32 n a =]”

h par

h+ I (
~-e- 3 -fe

9 9 il\ n'~ 21 n"' 1
4e' + yee'2

)
— + -7- e —

16 4 J n 4 « J
sin l

9 •>
n

'J

,—— e — sin 2 /.

1 6 n"

y ne change pas.

On remplace

Formules qui s en déduisent .

par

7
— 3 '/

2 + ^ e
2 + 7 e'

2 + 12

7

4 - ~
y

2
c
2 — 97v

' 16 4 44

7

8 4

7 63 _., , 38z^3 _!_ + +
128 / n l;

8 « s 16 ci-

— <àfe

3 , ri*
,- e

2 — cos 2 / :

4

9 „3 1

3
,e<é)?Z A-l;e^ 1 cos /

/ « 4 « J

e
1
cos-2 f * par

/1 , 2 ,

33
,

3 W4

( 4
-^ +Tëe+r )-

9..

7 /?

8

[(
27

1 |e-6fr + ^
3 + ^r'! + 6 7V-- r r 97-cc

64
<?

5 + — c
3
e
n

. 7 , 171 ,+ (4 e _ 2I7 - e + _^ io5

"ëT

1 49 n '

32 ^ /?
6

9 «
— e
8 «

7 «71
2 « ,2

J
cos /

* To/r a la fin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué l’usage de cette formule et des sui-

vantes.
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COS 1

1

\f- H]
s _L ËI-,3 I2 \ ,l

' 2
38

1 , n'
1

96
+

it>
6

J 7P «>£] <-08 3 /;

c- sin 1 1 par

-
[
(„ - 6 VV + f

+ î «' + 6y „ _ 2 ,,,, _ 97,„„
i i . 17 , ,

64
e ' + ¥ e

"
e

> ï 7
J[. <?J _ i

«5 ,.A ng
. 9

,/'*
r e 21 7

* C + ——
- e — «"

)

—
_f_ _ÜZ e 4_lt> 64 / 32

F • 3 ,«'n
e ~ 7 e — sin 2 /

L 4 J

9 ri - a 1

j
.

L V B

à cos 3 /

1

8 ^

96 j 6 4—5— e
n 32 //

r
j

sin 3 /;

par

3
C - Q-/ 2

/' 4- lî3
,.3

. ,
9 „„/î\ ri*

.

21

lv 4

”-
97V + — e3+ ïee12

e
~ — 972e ' + ~ <?

4 + -e- J2 \ 11
1

21

O /

4 j n

21 //"n

¥*>] COÿ/

21 //' ‘j

COS 2 /

cos 3 1

81 . n

n, 6
CV cos 4 /

;

e
3
sin 3 / par

-e — q,Va™j ,9 „\
,

21 //'H
4

9
32

+
4

£É?

j F + T d
'

,

7 "

J
s,n/

—
I I

- e- 9 7

8 i
, ii~

TE t"— sin 4 / ;io >r H ’

21 „
«' 4

j

T e Zj S1sin 2/

sin 3 /

e* .
'
cos

,,
sin <

4 ^ Par

- V-. cos
i /

2 n*
j sin (

Cette formule se continue à la pa°e suipage suivante

.

27 i
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!,,^.! C0S
(
il

> a'
(
sin \

i 2 7
' e -h 3 e

z e
ri

1

n 2
z e

3^ 1 .i
G0S U/

i n* j (
sin \

4 /

\
cos

/

)
sin y

5/.

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E’
s),

(F
s)

la valeur de e
2 en fonction de t,

on introduit cette valeur, ainsi que celle de « donnée par la formule (G ),
dans

les expressions de L, G, H en «, e, y, on aura, en supprimant les indices de

«
0 ,

et "'0 5

S = ancienne valeur de L
(
page 957 )

»

3

-j— \Jn\j.
t 6

2 r>
2 — — é 4- —X <

A
I

—
t

64 16V e

71
: j

L, = \/r

rf 52 je
l

9
< - 3 7

2 r - ^ r‘ 4-

\
«'- + 3 7’ r + J V

2 - ~ V 'r '' + 384
'

3a

3 .
I c)

4 +

21 ,

c 7
"
f

' ‘

1

<->4 128

«^_i 5z«Z_JL r ^ü_ (

64 ' «B 16 « «'*
\

\
3 2

«' s

I .

L
=
= v^f*

j

- 4 r

(T o
= ancienne valeur de G

(
page 257

)

V a !-'

i 3 j
43 ,

8 2 ' 32
+ 67 ’ Ü9

7V- 9
VV:

8 ' 2

1267

5l2

129
"

3^
‘

n '

63 o 457

,

63
, 0
\ /4 169 fl'

8 ‘ 9 '4 rr
j

(ï6
-“T 7 + 64

f
' +

Z56
t
"

/ ??
6 128 fl

S 32 fl' fl'* i

H, -- ancienne valeur de II (page 257)

+ S
-

( \ - iJ + T2
e

'

: +
î

r
' 2 + 97

’ - vV?
j ‘267

5l2

129
‘

3T
/?'•
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D’ailleurs, en calculant 9, et 9
2 à l’aide des formules (4 1 )’ OM trouve

2 7 :i

i /?
j

8 //'

1 35
7 e0

2
ni i 35 ,

,

i 384 32
9 : L

l5+
Té'

21
2

"23 ,
io5 n 4

77

2 ^ 64
r

128
e

/ M 1

64 « B

9
«' 2 « 2

)

76 7F 7F
’

De là on conclut

^(0 ,
l, + 20

2
l

2
+

)
=

f 1

16
e
n 4- 67"

33 , ,

JT C- f e
' 2 - /— F + ^ e

2 en + y
e'*\ C-

5 12 10 4 J ri

/_7_ _ 63
2

Kh
2

63
^ y2 \ /?

/(;

169 7?
/8

\i6 8
1

32
' ^

256 '

J n 6 128 « s

9 ri
1

)

32 ri
1 a 1

i

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n°29, et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i'
,

i ", il"
,
on voit que d’abord la nouvelle l'onction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 269 et 270
)
dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 2
e opération. Par ces substitutions, l’en-

semble des deux termes
(
1

)
et

( 7 )
de R doit se réduire à une simple fonction de

a, e, 7 ,
ce qui fournit une vérification des formules de transformation em-

ployées. Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

L = J,y a y- \ «

8
-

2
^ pd' ,’+ 6 ?‘ 9T e 9 2 r-fe

2

83

-(à
63 , 6q ,

TT 7 + 76
e

5i 2

63

256
'

e
4 + ^ e

2 e +

169 «7
128 « s

9 n cr

32 n * a
''

G = 1/.y au-

43 , 3 „ . 129 , ,

ta +
8
e +Gv

8
7 c

' 9 , ,, 1267
- 7 e + ”r

— ^
2 5 I 2

129 « "

+ ^— Gr

( 7 63 457 a
|

63 \ _ H39 //“ _ 9
_

/F; £ i

\i6 8 ' 64 256 / « e (28 /F 32 h* a ' 2

(

’

H = s
/au.

\
1
- if -

l

-e2 + 7V -5^+7 ^ ^ + \f

3 „ 4

8
e ' + 97

I 2Q

32 /2
4

35^2 ' 457
2 ^3_ , 2 \ £p9 'il Ci

I

4
^ ^ 64

"
256 "

) n ° 128 « 5 32 «' an
j

T. XXVIII. 35
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De ces valeurs de L, G, H, on déduit

da i

d L an 4
7 7 +

64 ^ 4 / 8 ne
)

da

dCr

I

an
?-s,r +|ri 64

27 , 2 \ n 4 201 « '

« 4 8 n e

<r/« 1
\
/ 3 , 3q , , 9 „ \ nH 63 n'6

)

dH an
( \2 4 2 / n 8 n

)

de_ _ 1

d L a 2 ne

1

(
‘9 57

v
2 4

11 55
,

57^
\i6 4

7 4
64 16 )

de_

dG
1

\

a 2 ne I

- e
’

2 8 16
,_Ufi_£

7
. + as,> + S',

16 4 64 16

181 f \

1T i

_ i_ 63 2

('/Il rt
2
/i<? 16

(

<7 4

fG _ 1

<7 G \ a
2 n r

i

,
,

1
, 2 ,

,

3 4 3 , 5
ar4--«*-7’*- + 8* -

4
7

'
e +76 l-lf

8 4
‘

*L e
> + l e

».

32 8

l.’all,
16 n6

i

dj_

d H 4 rt
2
« 7

3 ,
,

47

2 ^
+ 3^

3 ,,\
«"*

s*')*
.L )

16 nü r

3
e OPÉRATION

destinée d faire disparaître le terme (87) de R.

Prenons dans R le ternie non périodique (1), avec le terme périodique (87) *,

dans lequel l’argument est 2/1 h- 2 g H- 3 / — 2 h' — 2 g' — 2 /', et supposons

que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

R = ÉL
2 a

+ ni
3 , 3 3,,

V' + l
e +r R 16

10 , Q— e
4 + - y

1

32 ^ 4
/

9 ,

4

* Il ne faut prendre pour ces ternies
(
1

)
et

(
87 ), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R
,
avec celles qui y ont été introduites par suite des deux premières opérations.
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- — 7=eV
2 +

(
j.
- 3 7= + + ^e ' 2 + 1 a f - 1 5 f e 2 ~

9f^ ^ -4
6;

4
" '

'

4
~

1

4

1 , 335
,

1 53 ,,\ n ’
1

+ Tï e
-TT%

e
)rf

+53 /P4

(

147 « ,s

128 >f
fjL _ 45

L.64 16

256
1

4

, 4 -T
-, 45 /I

''- + tr-
+ tr

c-c - —

16 n j a’
1

(

,
a 2

\
3 3"Xr *

3 , 57 i 5 ,, 3 . 57 ., i 5 .^ ^ Si''
^ TT'-‘"+

4

7V +
TB'''

6' + T r

/ )3 5 ,, 243 2 ,, 1701 ,A «' / 1 5 5i 273 6555

VT" ~—'' er -~W* e )^+{j e -J re-^ e ~^ ce

X cos (2/1+ 2 g- -+- 3 / — 2 h! — 2 g' — 2 /' )

.

321
,

256
,
285 ,+ 64""

3Z! e
3

6555

25632 '

81 „ ;

H TT ee * -

16 /

£9
64

1) après la valeur de 1 argument B du terme périodique que i on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 3
,

1" —
2, i" = 2, ï" — — 2.

Si 1 on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

1 <7 L 1 r/G 1 <7 H

3 dt 2 f// 2 f/?
J

et par suite, en intégrant,

G = |l + (G), h = |l + (H).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e; en les résolvant, on
trouve

(A,)

1

y (G
)

2

p
1 + 3 e- +— é4 + — <?

6

2 4

1 209

32

» (G),-(H) .71

2 (G) .16
167 (G) —(H)
8 (G)

+
r'

2+K“
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2 (G)
e

1

-(HP
(G)

>

_ 50767

256

5 1 3
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12
(G) 12

16
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8 (G)

« ,e
. 3

,s

(
G )'

49 « ,8
. 3

2i (G) 24

16 a ,,:

SL
«'4

- 3
i 2 (G

)

12
3

4

(G
)

4

1 6 (

7.

S

J
2

2
rt

' 2

(B
3 ) 7

3
i (G) — (H

)

6 (G)
21 ^,«'4

. 3
12 (G

)

12

1 6 ^
y.

6 •

35 .
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Si l’on remplace a et y' par leurs valeurs en e dans l’expression de L, d

vient

l 3 , 21
,a , 75 eL=3(G

)
> + -^+T e +

T6
e

*077
e8

128

r 63 63 (G)-(H)
f ,

,

12909
c ,

,

l89.,-.»1
«' 4 -3' 2JGT ^ ÉËË

4

I
32

/'
16 (G) T56'

e ‘'h^ e ' ] 64

et si l’on remarque que •> 011 en déduit

/

de «'*. (G) 3
I 3 1 (G)- (H) + i,_^ + JL

\dt
= )4”4 (G)

+
32 8 4§V (G) J

. 7 (G)-(H)„2 5 (G)- (H] M _ i* «V* + ji

+ 3^ (&T^ 8
(
G

)

256 4
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3 )

T i35 „ 8

1

(G) -(H) „ (2
,

5859

[-r" "T^IgT- 64 J

»'.3 3 (Gf

+ r
i5 _

L 3

D’ai •s on a

(G) -(H)
(G)

6555
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81 ,+ -r.e
16

dh dg ,
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= 2
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+ 2 —

dt
+ 6

dt
— 2 n

„
r/R d R r/R

- 3
in.

— 2
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2
r/H

. da da da de
cie JL’ dG ’ 7/ÏT’ 771

,1 n'\ 3«(

J
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— 2
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~

3
3

2
e opération, et remplaçant a et y- par leurs valeurs en e, on trouve

el_ i 3 _ îz — 1
"'• 3

‘i
(i|

-

TU G) 3 a 8 r
U i5 i3 (G) — (H) * 39 -, ^45 , i ^ . 3
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j~ LT ~ T (G)
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r
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5
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3
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f

?
+
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Ces deux équations différentielles (C
3 ),

(D
3 )
correspondent aux équations (a3)

du chapitre III
;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 ^qui n’est autre

que
7

a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Elles rentrent

d’ailleurs par leur forme dans les équations (3g), et si on les intègre à l’aide des

formules (4o), on trouve

e cosQ r~—

~

L 4 12

[i-

(G — (H) ,5.., 5.^,j
,

i f(G) — (H)\ 2
43 (G) — ( H) __ 2

(G) ^ .6
0

8
' ^

144 V (G) ) 48 (G)

, A (°) ~ <
n

) vî
, AZZ e'

2 a- il 1

24 (G) 256 u 3a 0 ^64 J

n
' 2

. 3
6

(
G )'

(G) — (H) 29 i 45

6 18 (G) 8
0

24 ' 216 V (G)

(G) — (H)V 79 (G) — (H)

72 (G)
'

62 (G) — (H) 4 i 63 _ 449 3
2 „

9 (G) 128
0

32

. „'l
«' 3

. 3
:i (GP

«-J—

1 5

1

121 (G) — (H) 5765 29665 ^,2 ]
«'4

. 3
I2
(G)‘

2

144 108 (G)
G n

192 2304 J F
8

49 323 (G) - (H)
,

5o29„2 48853
|

«' 5
. 3

18 (G) 15

.54 324 (G)
+

144
0 3456

e
J

1 p'°

(E,)
+

208535 «'6 .3
18 (G) 18

3 1 38 17 //
;

.3
21 (G) 21

41472 fx’ 62208 y‘

+ «?

T 33 29 (G) — (H)
^ ,

1941 1 65
e'

2
1

n'
i

. 3
12

+
L<i4 9« (G) 256 64

0
' J P

1

. 7 /a'
5

. 3
15 (G) 1 5

5oi /+ f'
- +

64
G

65
,

.

3
^“ 19

3s

(G)— (H)

(G)
• u +

1801

1^8
e

°
~ Af! e'*\

64 J
1-

3
r'{G)s

U.*

\— el
3 i (G)-(H)„

2 + 2̂l t
i4

i 55og
0 2 ^'2

1 n'\ 3

L 48 $CO IQ2 192 J F

,
19409 „ 2

«'4
. 3

12 (G) 12
,

16459 n'

je ois /a\“

|

cos e
0 ( (+')

I i 52
0

ig ej^ïl msmi+e);

864 " y
' 0

COS 2 0 . (£ -4- c)
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j
c sinO = sinG,,p -f - e)

(F,

I T
65 . _ 19 (G) - (H) . 1801 _ 325

| 1 .
32

11

32 (G) 1 28 64
0

//' 2
. 3

C (G) B

f^L , _ il (S)-(H ) r .
I

457 3 , i
5509 1

l
48

0
48 (G) " 192

0
192

0

J

’. 3
3 (G Y

19409 j

/

î'4
. 3

12 (G) ,j
. 16409 2?'5

, 3
15 (G) 1

T 102 “

j 743 , /A.3
I2 (G)'

2
. , ,-LL-et sin 36

0 p + r ).

5 1

2

u

f*
864 ] J

sin 2 6
0 (
t+c

r
0

et u sont les deux constantes introduites par F intégration, et S
u

a pour

valeur

r
3
3
(G)'

1

1 35

~Y
//. 3

3 (G) 3

i 5 i 3 (G) - (H) i 59 s ,

45 , 2
1 «'G 3 e (G) 6

4 4 (G) J ^
1_2

A. 3
12 (G) I:

2 p.
S

Si de ces formules (E
3 ), (F

3 ), on tire la valeur de e
2

,
et qu'on l’introduise

dans les relations (A
3 ),

on en déduit les valeurs de a et de y
2 en fonction

de t, qui sont

3
2 (G) 2

p.

1 + 3 cl + 69

4

1209

IT'

f 7 5 (G) — (H)
_

1209 2
3

,

35 f(G)— (H)\ 2

}
16 8 (G) ^ 64

0
16 96 \ (G) j

_ 83 . (

G

)
— ( H

)

_ 7 (G)- (H) 349525 _ 5t 3
'J

//G 3
' 2
(G)'

2

32 (G)
0

8 (G) 1024
u

64
0

J p
s

MG)- (H)
,

55 ^ 155^1 »' S
. 3

* S
(G)‘

S

6 (G) 4 “ 16 J

f^-L _ 469 (G) - (H) 10363
2 _ 14743 jI2 l ff'

6
. 3

IS (G) 15

[32 96 (G) 6[
'°

5n ' J p
12

347 « ,7
. 3

21 (G) 2
'

,

428777 « ,s
. 3

2,
‘ (G) 24

9 «'L 3
,2
(G)'

2
* 3

4 (G) 4

}+
144 p

u +
27648 '

p
lc +

16 p
8 ‘ p'V 2

\

3
2 (G) 2

[ f 3— 1H
2 t

(H) 281

ï 6
le en + —
4

"
+

24

69 (G)- (H)

,6 (G) *

5
(
G

)
—

(
H

;

4 (G)
<?„<?* + » 097 :

128

11 55
3

°
e

' 2 â«*]
/?'2

. 3
6 (G)

6

Cette formule (G 3 ) se continue à la page suiYanle.
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(G,)

+ U--^-~ (H)
g + LH e>- lJS

e e"+ 1

((
G)~(G)Y

e
L ° 3 (G) 0 +

8
0

4
0 +

36 \, (G) )
0

_ H (
Q )~ (

h
>,.3 ,

I24 (G)-(H) . 7367 s 17249 3 , 2 1 //
:i

. 3
9 (G) 9

8 (G) 3 (G) 0
+_

6T
e

“ “
J

7

I“i 5 i ï 2 1 (
G

) (
H

) 21221
, 29660 „1 «'G 3

,2
(G) l:i

LM 0

18 (G) 0 + IgàT
e

“ 384~ e
°
1

J
^

+ r 49 323 (G)- (H) 17635 , 48853 „“1 /i'\3' 5 (GV S

L 9 • sï
-

Tcr'' + ~ûr
e
-
~
~wr e-‘

J
—
7^-

3*(G )~ ira., 3
(
G

)
— i H )

F i L 16 «
8 (G)

y
._ 1 (G)~ (H)

6 (G)

254057

6912
to

/2
' 8

. 3
18 (G)“

F
' 2

1

2 ,

585
0

64
u

16
0

J

j
21

2+
Ï6

f'“

rï\ 3
15 (G) 1S

p
19

r±_ 1 (G)- (H)

io368

64
0

p'
2 p

UB

_ 3
4 _ 5 r_L 1 (G)— (H) 23i

, 5 ,.,1 V4
. 3

' 2 (GV
4
e

“
8‘-"

LiG
—

24 (G) + 64
- e«-

76
e

J ]F~

- _L
//5

- 3
15 (G )" 53 «'G

. 3
' s
(G)' 8

|

12 p'° 96
~ y

~
2 '

\

(H,)

_ £ (G_)-(H) 1 fi _ i (G)-]H) 49 5 -1

6 (G) {La 0

6 (G) ^ + 76^ ~ 4^ 6

J

// 2
. 3B

(G)'
:

+ f,i (G ) -(II) 85 ^ 145 1 3*
(
G )

9

L 3
0

9 (G) °^24 8
12 »

e

J

_|_

5 i V 4

. 3
I 2 (G

)

12

49 « , 5
. 3

' 5
(G)'

72

1 1 (G) - (H) i 3
3 «

,4
. 3

12 (G) 12

+
6 (G) 32 0

p.

s
cos 2 (

/
-f~

c

27
COS 0,(f + f)

Désignons maintenant par a
0
et y*

o
les parties constantes des valeurs que

menons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu'on ait

nous

3
2 (G) 2

(

32

r 7 _ 5 (GP-JR) 2209 2. 35 /(G)-(H)V
L i6 8 (G)

+
64

0 16" ^ 96 \ (G) )

83 i (G) - (H) ^ _ 7 (G)- (H)
, 2 349525 57 3

8 (G)
L

1024

Cette formule se continue à la page suiTanle.

r - t
57 3 , , 2

1 //4
. 3

I2 (G
3 ^ (G) 8 (G)

e
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e
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e
J
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.
1 (G) — (H)

7o
6 (G)

i _ I (G)— (H) 55 _ i55 1 • G

46 (G) ^ 4
0 16 J p'°

81 _ 469 (G) — (H) io363
__ 14743

e
,;\ n ,e

. 3
I 8 (G )

18

3a 96 (G) 64 5 i 2
6

J p
12

j_ Ml
^' 7 -3

21 (G
)

21

4^8777 »' S
- 3

24 (G)
2<

1

144 p
11 27648 p

16

,
3 5 ri 1 (G)- (H) 23 !

1 e
“ 4

<0
8

u

[_
16 24 (G) 64

9 n" 3'
2 (G )

12
3

1 (G
)

1

16 p
8

p
2 «' 2

5 ,1/^.3'W
16 * J p

8

5

1 /2
,;
.3

IS (G
)

15 53 « ,(i .3
ls (G

)

18

G p
10

9 fi y-'
2

De ees relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0
et 7 *; nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par Ses valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E
s ),

(F„), (G
3),

(H,), et elles deviendront, en mettant n
0

pour

vV >

1

a
o V"o

cos 0

(Et)

1 1

4 ^

6 “ 3
7 »

1 5 , 5

76
_

8

,12 1 _ . 4

4
7 “ 8

7 256 0 32
11

64 J "c

üp _ J
45 „ £ <

8
e

» 24 6
7ü

12
/o ‘

1 5 1 121 , 2141 -,

144 18 ^ 192
' “

194927 nm 281741 n'

41472 «J 62208 n\

V

6

29665

23o 4

ia 4 2 „n _ 44£ 4 _ (J 2 e
/2 ’

3
/l’ ' 128

11 32
11

! ni

565 n'
i

,

/ 40 323 2089 , 48853 ,+
V54

_
54

7u+ i44
0 3456

/ 33 29 , 435 ,
165

G
0 “h

\64
(
0 “ 76 7 " 256

u '
64

''° r

/ 65 57 53q ,
325 .«A " ri

\3a
e

o
—

l 6
7 i

e
i
—

128 64
e „ e i

—
J ,r

o

/ IOI 3i 881 i55oo
+

(
~& eL

o ~T7> »
—

1 92
'

0

1 92
1

°
1

y
?'4

7 « 8

--
: 'W

5oi «'“l

eTxJ COS 6
0 P -+- c)

194^9 16459 2 1
cos a 0 p + c

)

11 52 '“«J
H

864
0
"î j

01 '
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,

csin0 = P
0
sin6„(ï -j- r)

|_\3» |6' - • n8 • 64

i55og3i
2 2

88

i

-Q- 7o
- — <?î

48
0

8 192 192

1 9409 -2
«'

i i 52 0 n

28

16459 «^1
j

r

« 4 + 864
ü

«SJ
° (

1 + c
,

(G',)

"°
î

1 +
[( 2

'°° ~à e
° ~ J e

°
e
"j+ |vSfo + y7î‘

l5 v2 ,
321 s

285
, 2

39 „\«-
+ T * *•"+â *5 + :ë :<*‘*+ïï '•«*)*

2 19 ,
145- 27 ;

c
0
- -fe] — e

0
c '

8
-0

4

248 7
2
p e

12+— <?
s + l8^‘

r
> 3 e'A Y.4 0 0 +

64
" +

32
0

j ni

(
l5l

e
121

2 _ 4*47 29665

\24
0 O / Ü ^0

192
0

384

( 49 323 2357 , 48853

\J
e*~ 7»c

0
-

" Tu £
'

ü
~

576
(

1

235gi3 n'
6

338927 n’ "]

H

—

7* c
0 — H 7 ,.7,

- c
0 —- ! cos 0

„ (
/ -|- c)6912 ni io368 /?,; J

FÉ9. c»_ 9
v

* iZi e * _ — +—<?* — 4-
L \ 1 6 " 4

Al ' 64
0

16 ' ) ni
+

16 °nl
+

64 " ««
.

cos 2 0
O (

t + c
)

|

:

/ 2 , fY J
2 4

i5
9 9 5 2 „\

7 = 7Î -
[_W°

e°~ Vo e°

~

- 7g 7o c
0

' -v e
*
e

)

(H'
3 )

1
2

3

2 4

3

i45

12

,/3
» , , , ,, v /i

,
iJI /4

4

4o /)'• 1
c; 7oC0 9 /o f

« 8 /• f
i / «

C
‘>

l:
)

~ “F ~ TTî r~ c
0 —j I cos 0

# (
t -T- cj

2 "» 27 /4
0 J

13
2 2

«'4

3^ 7 » *î 77 cos 20
o
(/+e).

La valeur de 0
o
deviendra de même

2
/?' / 1

5

«0 \ 4
+ 3c 2 + f c'

2

«j

209 « ,j T
32 «S J

t. xxvm. 36
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Calculons maintenant les valeurs de h H- g -f- / et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d(h 4-# + /) _ c/R c/R f/R

Tft cl L clG cl II

dh c/R

c/7
= ~~

cTÏÎ'

oii nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

tIt

T ) cr
+

16 rt
^

8 a r:

J

l8<) , ,
,
75 2

7 e + V 7
//

2 r2i 1 5 , 279 ,
Io5^ ,

9
- “[t' T 7 64 “"Te

+ 8' , +
32

+ Ë<5 e. +lM ev>-iZji5«'>-
512 128 16 ii

(185 867 2 23i3 , 124547 _, 2 \ n rl

,

i<5i 3/

+
VTiT

c“^ 7
'" _^ t' - "

5iT- J^
+

.28
(’ ^7

J
COS 6

,

flh

dt

n ri

f 3 3 .3 ,
, 9 „„ ,

3 «'HV +
l
e +

8
6 + 4^J

45 ,
i 5

'11 fl e _ - Ÿe — — e3 — — ee'
:

/? l 4 4 32 8
MiU«^ + ÿ*^lco8ô;
4 « 8 cr J

d’où, en remplaçant a, 7, e, 9 parleurs valeurs en t données par les formules

(E'
3 ), (FJ, (G,)

,
(H'g), puis intégrant, nous tirerons

h +g + l =
^

[h) + ^ {g) + \ + 2F + 2 C + 3
1
9

° f* + C
1

f / 1 3 it , 207 65 9 ( , IZL^e*
lA^ eo- T 7oe°

_
64"

^

0_
16 °

+
8

/^« + 32
U 0

55 , ,, 857 ,
,

io35
,, , 2

\ nn

+ Y'ne*
e

'+
TxF'*

+
128

t<0

J n\

(K,) _]l^ e eA -
V
12

0 6
/o 0 32

0
48 “ y <

, (
3775

„
2783 _ 31693 _ 74 i 625

£
,
A «2

+
V^88~

0 36
/o 0 768

u 46o8 u

j <
4. Fi9

e 'il + 79°744l ,, iÇl sin 0+
108 x 82944 X J

\%\ - +— e \
sin20

o
(<+c),

fi 28 0 n \ 192 ni J
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h —
(
h

) + h
0 (

t c
)

(L,

- CG'- 32
0

8

1 1 ,
5

, 62 ,A n'
:'

a (\
-

« 7 o <?.
- — ^ e *

—
16

0
3

lii //' 323

le
7 r

° a +
738

' 3] sm,
‘

77 e
o ~r sin 2 9

0 p 4- c).
t>4 /?„

(A) et (^) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); h
0
et g 0

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de /z
0 ,

e
0 , ’jp, «ù e

,
mais dont

nous 11e donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -h g -h / vient de ce que l’on a

h
i + g-\-l = f 6 + h + '-g + (2// + ig' 4-2/').

Les six formules (E'
3 ),

(F'
3 ),

(G'
3 ),

(H'
3 ),

(K
a), (L

3 )
constituent les intégrales

de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est supposée

réduite aux deux termes (1) et (87) ;
dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer

la règle du n° 29, et nous serons conduits à effectuer la transformation sui-

vante :

Formules de transformation.

On remplace

e cos
(
2 h 4- 4- 3 / — 2 h' — 2 g' — il') par

1 1 , i 5 , 5
,

4 2 7 16 8

5 ,, 65 1

V'
e'~^ e

<3 „—— e
64

Jl
n

n 1

29. 445

1 28

1 883

32

1 5 1 121 , 2141 , 29665 ,A ri* / 49 3 i 3 , .

2089 ,
48833 ^,A n

i44 18 ^ 192 23t>4 '

) ri V 54 54 ^ i44 3456 / ri

194927 rie 281741 n n

41472 62208 ri'

! 33 29 , 435 ,

\¥f-F> re~^ e
1 65 ri' 7 ri‘

F\
ec

)ri
+

ï
e
ri

cos (2/1 4— 2g 4— 3 / ih' ig r— 2/'
)

64 ri J

Celle formule se continue ù la page suirante

36 .
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5>7

16 128

891 „
1 55oq ,A tf_

192* 192 jri1.

19409 i
n "

,

16459 2
«'5

~]

1

1

52 n“ 864 n h

J
cos 2(2 h + 2 g 4- 3 / — 2 h' il')

A- — cos3(2/< + 2 g 4- 3/- 2 //- 2g'- 2 /');

5 1 2 /r

c sin
(
2 h -f- 2 g + 3 / 2 /< 2 g 2 / )

pai

r sin (2 A + 2g- + 3 / — 2 h' — 2 g' — 2 /'
)

325

64"
n "

i?
+ 881

4
1 5509 2 , 2

\

192 192 y //

19409 -3 n
"

,

I I 52 22
7

16459 n’n

864 22* J
sin 2(2/i + 2^ + 3/- 0J1 — 2g' — il')

12̂ - e
3 — sin 3(2/2 4- 2g 4- 3 / — 2/2' — 2 g'— 2/');

5 i 2 22

"

« par

« 1 +
[ (^ - 3 fe ~ % S - y ee

'2 + \ Ÿ
* + f f e* + f ee

'2 + e* + -0- c'
32 32 / 22

2

-Mc - 27'ev 2 /» — üe 3 —— ec'
2 -H74

e 4-

-y 7V 4- 248 7- ec'
2 + ^y

e>
5 +

-ff"
e

'’

1 5 1 121 „ 4*47 3
29665 n \ n u

/ 49 „
323

,..a -,

'2357
3

48853
, 2^

Ti
1
" T re—~w 384” Jnr + \9’ F' >44 576 L' s

^ ,_ 2f)
6912 22

e io368 « 7

J

[(s-
9 V- 171 g4_ vA '4
' 1 64 16 / 22

21 «' 5 537

16
1

« 5 64
e
2

y J
cos 2 (2/2 4- 2g + 3 / — 2/2' — 2g' — 2/')

;

7 par

[(;’

i 5

r^-7-- T6 7^
3 --

4
v2ee

' 2

/ 22-

5 . ,
i45

Ÿ c — -i e — -r
rr e — 7* ce'*

)

—
3 ' 3 ' 8 ' 12 / 22

'

1 5 1 22

e
72 22

- 4- — e 1 COS
(
2 h 4- 2 g 4- 3 / — 2 h’ — 2 g' — 2 /'

27 n J

ÿ fe^C0S 2
(
2/2 4- 2 g + 3 /- 2/2' - 2 g-'- 2 /');
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h —
j- g -f- / par

h+g+l
64

65
,,, q , i 77

32
3 .

55 , 857
e + tt 7

' ee + ~
» 312

io35

128
'jl
ri

1

, ,
19 17 > ,t — e T e e3 7— ce'

'12 6 32 48

107 2755 A /A

/ /;
3

h par

(
ZJnl e -S v

2
e - 3l693

*3 _ 74 1 6a5^ n*

\ 288 36 768 4608 )ï
i5i 9 ’F ,

79°744 1
,

>t_

108 n b
82944

C

n'‘‘ _

sin
(
2 h -f- 2 £ H— 3 / — 1 h' — 2/'

f 1 37 n 427 ,
n lh "1

,

[128
e

«7 + T92
6> Sin2(2Â + 2£+3/-2//-2S'-2/');

\ [ 1
„

1
,2

i 5 5 ,,\ nn / I 1 5 62 ,,\ nn

lU'T'-S' “8" )?+(6'-6r‘-Î6^-T“ )?

1 2 1 n'
i 323 «'5

1 . , ,+ +
7ë8

e
<J

Sln
(
2/' + 2g-+3/-2//- 2g'

1 -2/')

+ 777 e
2 -r sin 2 (

ih + 2g -f- 3 1 — ih' — 2?'
64 n o & 2 /'!

Formules qui s en déduisent.

On remplace

par

16

1 , 63
~

4
7 +

64
"

16

55

16

2083

1024

3 1 5

64
~ 'F

i^e'A— É—
48 ) rf \g6

ÜZ V 2
, £££3 _ 1 499^* .A

48 64 1 536 J 7/
f:

347 «f
432 /2

7

311219 n's

82944 7/
s

T e
35

16
'

n
“T

"4“
n 3

i 45 « '3

n 3

,

1 5 1 n"' 4q //5 1
, ,

H e— H e —r- I cos (1 h + 2 g -f- 3 / — 2 /< ' — 2
£

' —
72 /r 27 J

v & )»
2/')

cos 2(2/1 + 1g 4- 3/ — 2/2' — 2g-' 2/');
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c ~
cos 2 (

2 h 4- 2 g + 3 / — ï ri — 2 g 2 / )
par

i ,63 , 5 ,A *'4

,

/ 1 l 7
, }± e2 _lril e’*\

7L
76“V+n e‘~l6

e )^ +U“ 3
7 +

8 48 ) n 9^

i 5 ,
1 55 ,,\

«' 5
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53 ri
6
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ÿ n K 482 h
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f
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;
7

'e_
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,v ?

65 i , 75—7:
£

77 «

128 16

/z
"
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+ \r-'r'
2 e +T ei i^ee'^4

12

1 5 I 121 ,

e 7 e
72 9

2141 , 29665 4
96 1

1

52

1 „ ri* _ 4i e
i° ri 48 ri J

65 , 57 2 v,3
539

16
f

8
7

-
64

4q rt'
5 200273^ e— H 57T- e.

27 /r 20756

,g 4- 3 / — 2/1' — 2 g' — 2/')

^ J
cos (2/1 + 2g- 4- 3 1 — 2//— 2g' — 2/')

32

101 „ /z'
3

,

i94°9
+

M-
e°ri^~5^ e

1

J
cos 3(2/i + 2g + 3 / — ih ' 2g'— 2/');

4 sin 2 (2 h 4- 2 g + 3 / — 2 ri — 2g' - il'

)

par

i 5 5

ta-
-?e + T e „ ,

I
- „

11
fV> -*— 7 6 7

"

2 4
:
et f e- + - '

' 22 128 16 ] n

I e _^ 7V+ü f3 -^r4
3 3 ' 4 >2

1*1 * _ Hi 7V + ÎÜ1 4 -^ ce'A '4
* ' ^ I T^O j /?

72 9

,49 « ,5

,

1 94927

27 » 5 20736

n'H .

^J
S1

96 II 52

sin
(
2// + 2 g+ 3 / — 2//— 2 g' — 2/'

'«* - t«*£ - §«*£] *.(**+**+»'-

_ r 1 s.. _ îz,v - 5^ - -
[_\i 6 8

1 64 32

il

101 g3ÿ + 19^9 e3^ Sin 3 (2 h + 2g+ 3 / - ih' - 2g' -2/');
H 7“ e “7 I 7—

T

- ^
24 7Z

3 576

e3
cos 3(2// 4- 2g + 3 / - 2//- 2g'- il') par

3 n"’ 1 ri'

64 ri 32 ri

[(* V
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128
'

i5

76
1

1 53 «' 6

1 11 ,
_ 1 2 /

7«— + cos 2 //
4- 2 g 4- 3/

4 » 5 32 « J
2 /l — 11 il)

* Voir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué l’usage de cette formule et des sui-

vantes.
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05
8 /2

3

-287

+ 1 5 1 , ri* 49

18
COS 2 (

2 h + 2 g + 3 / — '2 //' 2 g’ -il1

)

+ [
tf3 ~ C0s3

(
2/* + 2 b + 3 /— 2 A' — 2g-' — il')

riq5 nn- 101 ./a'
3-

] , . ,,

l^T
e

7? + 76’^J
cos4(aA+ 2g-+ 3 /— ih - ig -2/);

1?
5
sin 3

(
2 h + 2 g-+ 3 / — 1 h'— 1g

1 — 2 /'
)
par

TÉ 3 3 >
,

279 3
i 5 \ n'

i
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45 i 5
2 ,,\ nn ( 1 2 2

33 i 45
, ,,\+
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e~ 7" e*
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i 5 i 0
//'4 49 9

^ ,5

1 i7 0/ 7/ ,
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(
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e3 ~ 77^77] sin 3 (2 A H- 2g

-+ 3 / — 2Â' — ig' — il')

T iq 5 . n ' 2
101 ,

11' 3 "1

~ 7^ + Të" ^ 77 J
Sln 4 [ih + ig+ïl—ih'—ig'—il')-,

\
cos

/ sin
4(2// + 2g-+3 / — 2 h' — ig' — il') par

l H &
l COS

ïë^' sin (
(
2// + 2 !?+ 3/ - 2/i'- 2^'- 2/')

+ r 3 2«'4
1 ,«'5 7

|_8
e'^ + 7

e
',yJ

\ cos

I sin
2 (

2 /« -}- 2 g+ 3 / — 2 h'— Ig’ — il"

+ P (

e

3 — 1 7
2
e
% + — e3 — - <

L \ 42
2 ,

«'3
1 5 1 ,

«'4 *1
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3
e ^ +

l6
_e

/T
-

J
•

| sin i

3 (^ + 2
ff+ 3 /- 2 A'- 2£-- il'

!

cos

sin 1
4 (
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_ 5 «7 l cos

« 2
) sin

e 5 — • rr^5(2A + 2g-+3/— 2 A'— ig' — il').
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Nouvelles valeurs de R, L, G, H

Si, après avoir déduit des formules (Ë3),
(F.) la valeur de e’ en fonction de t,

on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y- données par les formules

(G.), (H
,)
dans les expressions de G, G, H en a, e, y, on aura, en supprimant

les indices de a 0 ,
e 0 , y 0

et n (n

L, — anciennne valeur de L (page 273)

/— S ( 9 1 9 2 „2 _ e
171

256
_ ^jpipN 'N _ /

’

64 / n' \ 16

3

4
;

64 64 J n

_ 1*9 _ 24Z<?» — - — — - — — ! >

128
f

rf 192
' n 1 64 16 ré

1

64 ] n 2

1 , 19 3
i 45 , 2

e ~t& e -~T ee + '-f e + l

i v
2
/'

3 + 1 *4 f + 7^ +
llf ) TF

4- (
>5<

f _ IÜ 7V _ 4i47
e3 _ Ï9665^A ^

V 48 6
‘

384 768 ) *
s

( 4q 323
2

2357 ,
48853 \ *'5 -»388 i rF 3i68q5 rF_

j+ \T8
e
--T8 fe ~ 189

e ~TNF ee
)TF

+
13824

+
20736 n>

\

\ 27 n" 27 , n
5

f .

L, = \ a y. >. — 777e — — T~ e
71 (1

'

( 64 » J2 « 1

G = ancienne valeur de G (page 273)

+ \
/a é 32

- 57
2 + 97

128'

89 2
333

32 76 7 ~3Ï 7 +
8
7

' e
‘ _

2o48
<

485

128
'

24 6 ^

3i

24'

1 55 ,A rré _ (}}_ _ 217 .2 , 9^ = _ ’4993
en\ 'N

96 °
) rf V92 96

1
96 3072

347 ré_ _ 20327 tF_
j _

864 N io368 té
\

’

H„ = ancienne valeur de H (page 273)

r—
\ (

i 3 , 97
-r-V^ ~

V 3^
_

T6 7 + 778
'

5 7 4-37"' +
T6 7

2QI , ,——
*v

z e
64

/ +Av'’- 333 4

2048

485 2^,2

128

1 55 ,\ n" /
' 53 45,

y
3 1

98 3 J
1 499‘3

e
,.>

N

\

""

96 ) ré \,192 16
; ^ 96 3072 / ré

347 n’ 1 20327 n’
s

|

864 TF io368 rf
)



CHAPITRE V. T OPÉRATION. 289

D ailleurs, en calculant 0
t

et à l’aide des formules
(4 i), on trouve

1 „ o5- - r + t- 6
2 32

: +
4

vl 79,

16

1 7 29 4

2 56

475

64

i 3 ,A /A

64 /

6

/

1

5 1

\ '44

167

48

] 8

2 '45 „ . ' ,
c — c -j- — 7

—
2.4 6

i5i
j

24
7 C

l2

-t-

124

32255
, 29665 ,, ^

1

""
1

CO to CO

Il 52
f

23o4 ‘
)

/?' fo4 54

3o97 ,
26807 „ ,J\

384 ‘92
'

'

,)
w

28993 2 48853 ,,\ /r'
1

864
1

3456
£

J

0 = 1 \
1 n li

e
2

(
32 n2

JL fo I.

24 i

186989 //c 253553 h
/

41472 62208 A
j

’

De là on conclut

- b, b + 23
2
l,t-. ..) =

/ 3 3 57 . i5
'
7 “

I U ~
8
r +

64
e

,6

9 " jj. ' 5 2 ,, 1028) 285
. ,, î 89 //'~ 1C + T T<:'--^ C ~

64'
eV" +

i56
r

8 2

53 217

55

4' 32

1

3

661

r 6 7
2
(,n -_ 4795

, _ "93 .. ,A
5 12 16 )

„i

'477 a , ^ZLZ ,7
86969 ,,:\

'44
' +

'44 2.3o4 /
«’

19841 3o2.43 «'9

|

3456 « s
3456 A

{

Cela posé, si I on se reporte à la règle du n° 29 et qu’on tienne compte des
valeurs de 1, i

,
i

,
i

,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R s obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 28 0 à a 85
)
dans la

valeur qu avait cette fonction avant la 3 e
opération et y ajoutant

+ |«'(L — L„) - \
n'\

(

0,b + 20..L,

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (87) de R, joint à la

quantité H- (L — L
0 ), doit se réduire à une simple fonction de a, e. 7, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées
;

la fonc-
tion de «, e, 7, ainsi obtenue, réunie à la quantité

-|»'.f(0,L
1
+ 2e

a
L

a +...),

3
7

T. XXV lit
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se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (i) et de quelques

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec 1 indication >

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

nou-

L = \Ja\j.
\

i
— 5 57 , 3 io5 , 5i

2
21

2
'

a

r 72 + 3^
c " ~~

3â
6 ’ +

TiT 7 “T 7 ^

2048 .

3a 256 y

38.

/?
4

1 , 3 . .55 ,..3
,

29 ,,,661 5
^
5 , 5^37

e2e
,A ^

-2 7
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ê' --3E

C
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4
7 “T 7 ' 5 , a

' 64 J

469 2
'24 59 2

-4743 ,W" +-^7+ Tis
e

.44
' + 576 23o4

fr = l/ 1

v
' n y
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,

8
e “
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£

'
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1 5 2 345 j2 _ A
E 7

‘ +
778 ' 32

roj

1

6

Ü73

32

l I , 29 .

8
-

2
7 + E

1 55 n ' 3
/ 8. 4^9 3

ET / E
—

V64 32
;

12283 »’ s 30469 A _ 1- — —
|

•

1728 nH 3456 n a 3a « i

21 .. , 2
2119 349 , , 2 \ A

T 7 e " —
2048

e
T28

É

J»
4

5089 2
14743 A n b

192
'

1024 y

347 «’ 7 12283 «'*
JL A A

288 /?
7 1728 « s 32 //' «'

1 1

H i/ÎE -, 1 — a-r — -c‘ +T e
' + 7 7 6'
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é +

8
1 128

2 .
1 9 4

349

2048
1

128'

>4743 A Hm

.024 / tf

''

12283 n '*

1728 « s

De ces valeurs de L, G, H, on déduit

dtl - _L
S 2 + f— -^

7
2 - ^ + (f- 4572 - E? “ EÉ

2 "' 2

) V+ \.6 4 256 16 /" ^ 4 4 7

1999 235o 3 A *

16 /z
6

>44 1,1
i
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'ih
7g

1
\ ( 543 . o38o ,,\ //' / 33 63 5om „ 2040 \

“ 7n 1 (,
9 8~ 7 ~ rfG*'

“ 9 "‘) 77 + {j- T 7
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~nt (
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8
C

J 17

x 83 n' 6
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|
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'
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1

1

6

469 n n:
j 477 n

'''

)~ C ‘
)

— + "5 5
—

1

-
> 1 n 32 // 144 //'
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Tl
117 265 8091 , 23 ,,\ 2 5 //" 2801 /2' 1

64 16 2.56 64 y n *
24 « 5

192 « l;
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^

1

r/G rr ne ) 2
'

1 1

8
r

'

7g
^

I ‘7

64

265 ,

77 r
6099

f
2

23
^, s

\ nn 2 5 //' ' 2801 /T
s

|

2 56 64 / h" 24 /C 192 « i:

i

de 1 295 2
/?'

c/H a 2 ne 64 A

rfL a 2 n y 8 ' /z
f

'

r/G

r/H

4 «' // y

I I ,
> 1 — 27- -+- - e - -- ’fv

I
e*” 4^

o

16 ' 32 16
7

3 o.5 7

+ -

24 n '

x 37 n
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j

192 n 1 '

j

-L-\,+le-
4 cr n y (

2

3 , 5
,

ô £ 1 G—77 ^
'

8 i b

3o5
..

(
7

128
n

32 / /?’

1 n 1

24 » 5

1 3y n":

j

f 92 n"
I

/j

e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (1 16) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (j 16) *,

dans lequel l’argument est 2 A H- 2g- -f- l — 2/R — 2g-' — 2/', et supposons

que Pt se réduise à ces ternies seuls, de sorte que l’on ait

R 7=

,
a1

\
t 3

4 2

3 „ 3 „

ïT'
+

8
'

4 iu

\> o

3i
f: +

4

7<( '

9

,

4 -, 27

Cette formule se continue a la patte suivante.

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (116), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de la fonction R, avec celles qui y ont été introduites par suite des trois premières opé-

rations.

° 7 -
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1

\ IG 4
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n , 3 (î
io5

4
e

1
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i 5
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+
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6
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1
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^3/4- eC--e^ \ cos ( 2 A + 2 g-+ / - a A' - 2 g-' - 2 /'
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)

D'après la valeur de l’argument 0 du ternie périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

7 = i, i'
- 2

,
i" - 2

,

i" = — 2 .

Si I on introduit cette valeur de 11 dans les équations différentielles, on ania

ri L i_rfG __
1 rfH,

dt 2 dt 2 de

et par suite, en intégrant,

G = 2 L + (G), H= aL + (H).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e; en les résolvant, on
O

trouve

a =
32

r

+ \
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16

1 5 ( H ) — ( G ) 99 .
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+
27648 ;2

lb "
16 p

s f*V2
i



T —
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1
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2 (P)
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Si I on 1 emplace a. et y par leurs valeurs en e clans l’expression de L. en
ayant soin de tenir compte de ce que (G) est négatif, il vient

L— + +

fill (H) — (<G) _ M65
>4 17 s
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et si l’on remarque que ~ = on en déduit
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-i

"''(G) 13

_ 761 , n'
e (G) 18

I _

lo
p

10

96
(

a 1212

/$ =
|

g - g ÜLl- _IÉZ , 2 _45 9 / (
H

)
—

(
G

)
V

,

75 (H) -(G)
,dt F (4 4 (G) 32 8 16 V (G) J

+
32 (G)

e

45 (H) - (G) 967 735 2 ,
1

1 7 ,

8 (G)
' +~

6
e +

Sf
c e +TÏ‘

(C,)
O + 2(M.l-(G) g° + Sl ev

t

67 12
'

Ï6 8~

4 (G)

12.5 (II) - (G)

e«j
"'(G )

3

64

(G)

1153
...»

j

*' 2
(G) 6

256

1 _ 1
(
R ) ~ (G) _ 19 ^2 _ 2245

,2

j

»'»(G)r-L-i
L 24 6 (G) 96

e
96

C

D’ailleurs on a
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+
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r/o- f//-= 2-a 2 ^a':-,»'- r/R r/R rfR
dt (lt dt dt d L

2
r/G

2
r/H

2/* ’

en tenant compte des valeurs de • • • données à la suite de fa

3 opération, et remplaçant a et y- par leurs valeurs en e, on trouve

(Dd

( dO

dt
F I,

,

3
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Celle formule se conlinuc à la page suivante.
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THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

;

(
G f i

\ 9 o (HWjGj _ 5 i 3 45 „ 9_ Y ffi ~ (G)
'V- + ^97 (Hj^jg)

P
- '

c
| 4 4 (G) 3'2 8 16 \ (G) J 32 (G

45 (H) — (G) 6587
4

2565 ' u 7 .
,

^ Y (Gl
-

256 ' 64 64

+ |_T
+ T

~
'(GT

.

«4 J K

U 6; 125(11)— (G) 1 267
^

,
n53

f
, 2 l ""MG )

1

+
L 7 g 8~ (G) 16

'

'256 J p
4

U 1 I
(
H

)
—

(
G ) _ (U ^ __

2245 ^ 1 w ,3 (GV

[24
_

6 (G) 96
'

9*5 J /•''

35893 //MG)
13

_ Ü773 «'MG)'
8

,

5 (G)'
) cos 9 _

23o 4 p
s 3456 p

10
4 PGM )

Ces deux équations différentielles (C,), (U.) correspondent aux équa-

tions (a3) du chapitre III ;
elles n'en diffèrent tpi’en ce que la variable 0 (qui

n'est autre que T.) a été remplacée par la variable e, dont 0 est fonction. Elles

rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations (3g), et si on les intègre

à l’aide des formules (4°); on trouve
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Si de ces formules (EJ, (FJ on tire la valeur de e~, et qu’on l’introduise

dans les relations (A
/( ), (BJ, on en déduit les valeurs de ci et de y~ en fonction

de t, qui sont
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Celle formule se continue à la p.-ge suivante.
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Désignons maintenant par a
0
et yl les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

y (
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De ces relations nous pouvons tirer (G) et (ÏJ) en fonction de a
0
et y°~

; nous
pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dims les

formules (EJ, (FJ (G
4 ), (HJ, et elles deviendront, en mettant n

(

V u.
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Celte formule se continue a la natte suivante
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d’où, eu remplaçant «, y, e, 0 par leurs valeurs en t données par les foi-mules

(FJ), (F'J, (G',), (H'.), puis intégrant, nous tirerons
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(//) et (g’) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° *21); h
a

et g'
0
sont des quantités qui, comme ô

0 ,
dépendent de //„, e

0 , y a ,
n

,
e

,
niais

dont nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n en avons pas besoin.

La forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h H- g H- / vient de ce que l’on a

h 4- g -f- / — 9 — h — g 4- 2// 4- 2 g
' 4- 2/'.

Les six formules (E'J, (FJ, (G'J, (H'J, (KJ, (LJ constituent les intégrales

de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est supposée

réduite aux deux termes (1) et (116); dès lors nous n’avons plus qu à appliquer
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la îègle du n 29, et nous serons conduits à effectuer la transformation sui-

vante :

Formules de transformation.
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Formules qui s’en déduisent.
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\

ri
b 2 /r a 2

J
0 h23o4

Celte formule se continue à la page suivante.

* FoiVà la fin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué l’usage de cette formule et des sui-

vantes.
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[(f

44 891——

1

4
/? ' 1

6

2
45 '

4 |

COS 2 (2 II 4- 2

219 , 3
54 i

5
! 4 j 5 3 ,3

r
V~ f*

8
‘

e 5— c c
32

4-

+ / — 2 h' — 2 g' — 2/'

^99 n
J_

1 t4 ,lJ
J
cos 3

(
2 II + 2 g -e —

ri
c

64 «'
'Il — 2 g‘ — 2 l')

;

ri sin 2
(
2 h + 2 g + l — 2 h' — 2 g' — 2 /'

)
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[(!

n , i

G

5 ,

a.-- 9vv--r « f «"+ * y. +fw + f v>^ + ?§,, + $?*•) Ç

9e- 1 8

7

2 e — ^4 117 \ 43 / 55
, , 6739 , 8785 )2
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7
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<

~j'
!

sin [2 h
«J

2g 4-

1
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'
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8
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T 4
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)

it> 4 J

54 i
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(455
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'
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2

/r
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8 4
1 24 5q"
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“
v.i

sin 3
(
2/1 4- 2 g 4- l — 2 ri 2 /'

) ;

L'OS 3 (
2 /c + 2

g- 4-/— 2 ri — 2 g' — 2/) par

729 ri
" 2187 4 '

64 ri
' 32 /?'

r f 243 243 23733 ,

|_Ur
r-T 7

' e—
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“ e
16

a43 ri
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1971 46

4
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ri" 8
' n" ]

COS (2/(4- 2 g+ l — 2 4 — 2 g' — 2 /'
)

657 35 1

e ~

8
''

8+ [(¥«- S

+ -

1— e
2 — 86 c

2 —
I cos 2 2 h 4- 2 g — 2 ri — 2g' — 2 /'

)

4 4 !

4- T O + C
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(
2 /c + 2 g- 4- / — 2 ri — 2 g
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)

'

I
128 II' J

» '97
,,

16 ' 4 j
cos 4 (

2 h 4- 2 g- 1 — 2 4 r'-2/')
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c" sin 3 (2 4 + '2g l — 2/1 — 2g' — 2/') par

/ 243
^

243
_ , __ 23733^ 1 2

1

5
rj

\ 16 4 128 16

243 1971 n'G
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ië
+
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(
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1
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)
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;
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' 2
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' L 32 /r
+
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C
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'

j g jn |

4(a/< + 2g -f- / — 2/1'— 2g'— 2/') par

729 /2
6

COS
• e

16 “ ,f
\
sin

\

(
9 ,t -Jr*g-+-t- a/i' - ag' - 2/')

f 243
2 243 /U H l cos i

, ,

I. 8
+

2 ' TrJ'jsin
\

2
(
ï/, + 2g + , ~ ‘‘k' - ’>s'— >-!’

|
(9 ,.-,8 v

=
c

.

+ l8<..g + 55e
.g').jcoS

J

3
« J j

sin \
' 1 ^ ^ — 2// — 2g' — 2/'

)

^
COS J

, ,"
'

{
sin

j

4M + 2g + /— 2//'— 2g' - 2/'

291 « i COS
I _ , ,

8 | sin (

Dl2// + 2g+ / ~ 2h'-2g’~ 2/').

Nouvelles valeurs de R, L, G, SI.

Si, après avoir déduit des formules (E'J, (FJ la valeur de e
2 en fonction

de £, on introduit cette valeur, ainsi cjue celles de a et y données par les for-

mules (G'J, (H.), dans les expressions de L, G, H en a
,
e, 7, on aura, en sup-

primant les indices de a n ,
e

n , y 0
et n

u ,

L„ — ancienne valeur de L
(
page 290

)

81 , 81 „ „ 35 1

\Jn T’ e "

~T e
'

04 ib '

256

4o5

64

\
n>i

( 81 0 8l
, 0 35

1

COCO

) n
-
U'"~N ‘

r ~

6V
É
'’ '

«4
ee ') n -

657 ,
71

*
1011 , n

' 3

4617 n '*
1 1745 /?'

:l

|

32
'

71
* 16 rr 5l2 />* 256 ri

'
i
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9 , _ 2 M « _ £ ,/ + 2 V « + î| fV +f >’

4 2

<•' - 97'
89 3

n.

16
C

8

,v* . 9^,.

4

, i^ ev 2 +^'A
256 64 64 y

+ |7
,

'- + y7-''+9r«'

y 55 , 1019 3
8785 ,,\

«' / 86 _ 539 ,

j_ c._z^ e» e«yi;
128 64 y /?
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384 j n
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,
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/C„0
" e „ü Km-l 7)’ 4 n * 2
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i 243 ,
//' 729 -7 7 i

•

u = vV j- 64-
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G = ancienne valeur de G (page 290)

/ 81 81 ,
1

3

77 ^ ,863 A»' 5

/

V 8
“ T 7

'“
8

‘

32 ) ri \

H = ancienne valeur de H (page 290)

128*-v a P\ \32 16
7 32 16

(
Hl 2,43 2

l377 j
1 863 V--(

\ 8 "T 7 “
8

e
32 / ri \

+ T'V ’ + 244251
f

2048
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h
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657 1 665 2

16 8
^

4 1 5665
,

5,2

225657
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101 1 ri
7 537855 /ri 45 ,

8 n 1 2048 ri 16

-1 W_ -y-,/'^ 64
1
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"^ 24425i

j4
23895 2

2048 128

657 1161 ,

le -T r " 4 1 5665 ,

^ Y <r
5 12,

225657

1024

,01 v iri
_ _ 537 855 /ri _ 45 7

8 n 5 2048 ri 16 ri

D’ailleurs, eu calculant 9, et ô.2 à l’aide des formules (4 i), on trouve

0. = - - 9 9 „ .2

4 2
1

621

KT ^ _ Y 6'” + , . 45
" + 7— 7

2
201 5

256

3io5

64

117

64

837

,6

7
8

Y 693

1T 7
2
c' + 9 T

2951

128

Cette formule so continue à la page suirante.
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/ 5 > , 25q37 ,
878.5 , 2

\ ri
'
1

f 86 53g 2 23417 ,2
3üogi

, 2
\

\ 4
1

128 226
1

) //' \ 3 6 ^ 48 384 / n ’
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|
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6
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e
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De là on conclut

~
( 6, L, + 2 6, L_, + )

=

!— ^
/ 81 81

V 17 “
! V 32 T ~

1 485 , 4o5 ,, ,

• 7.7- 5 £ ' H TT- 7 +
64 32 1 •>

243 ,
1 323

-4- H T- T ri
4oo

16 16
f*'

423oo
, 742 3 7 ,, ,

5xo3 ,A ri

+ 1548
“ e

' + sr e L" + 7x ': )-
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2 32 4 2 1 0 5 12 8 / «
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657

16

1 665 128487 , 223657 ,A n ' 533
1 ,

2 i 8323
2
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à
n
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8
‘ 256 1024 )ri \ § 8

‘ 128 256 ) ri

319387 ri
s 25 i 5 i ri

'-'

45 ri ' a 2

45 ri - a 2

-1-

2048 ri 768 ri 16 ri a
’ 2 + TA Cl

2

Cela posé, si I on se reporte à la réglé du n° 20, et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i\ i"
,
i"\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 3oi à 3o3) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 4
e opération, et y ajoutant

+ iri
(
L — LJ — 2 ri

.

f
(
0

,

L, + 2 6, L a + )•

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (i) et (i 16) de Pt, joint à la

quantité h- 2/é (L — L 0 ), doit se réduire à une simple fonction de n, e, y ,
ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de «, e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

—
'A. // . —

(
0 L —}— 2 0., L .

—}— • . .
)

'

2 ' '

39 .
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se compose de lu valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques

nouvelles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication

Ensuite les valeurs de L, G, H seront

[ 4
- • • 1 ,

116 '].

T. ; y
/a y. > i

37 33
2

io 5 0
‘20 ï ,C 77- c

1 6 4
‘

4 l 6
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*

1 5 1 1 o3 ri*
81. /ri

_

<r_ + 4^ n^ ri_\
“*

55296 ~ri
~

1 728 //'
+

32 ri ri
1

1

4 ri ri
1

(

G = y a y./a iJ- \ i <

2
- c' T. ri 5

e

8 1 b 128

+ ( 37 33 753 eJ _î2i t,î+ Ç9 4 + 917 ,^ +^ f e
« _ZMZ et + ^Z e =A ^

\70 ~ J ‘

~
64 16

+
8

/ ib
/

4 >024 64 J n

+ 10—40 f
,

i 39 2 427 iï\
1 / a547 6191 2

' “— e

e

1
— + 1

— -
32

‘

33556l , 105457 ,2
\ //

\ 64 1 536 5l2

36o49 ri
1

1 3 1 3 1 707 'ri_ 8i_ +
288 5529 () « s 32 ri ri'

1

II = \!o* '
- ~ - S + ?V “ + I

'/V ~
76

C
'

: +
8
fe° ~

128

37 _ 23
r 2 _ 7^ e

-

2

16 8
/

64 16 --
c

' -
HT 7
1 iç)

4
235 , 2

227

32 T 7
"*'

78757 ^
3o77 ç+'A V

1024 “ 64 y
«*

+ 10
59 ,

i 39 , 427
, f'

1V 7 1 3 i 9 2
33556 i ,

- -5-7 e ~ ~
1T Ê"

) ri
+

\“6V 12" 1 536

105457 , 2
\ «

5l2

36o49 11' 1
1 3 1 3

1 757 /ri ^ 81 tri
_

ri_

288 Tri ^ 55296 ri
+

32 ri an



CHAPITRE V. 4
e
OPÉRATION.

De ces valeurs de L, G, H, on déduit

3o ()
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théorie du mouvement de la lune.
3 ï o

5
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (117) de R

.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (1 1 7)

dans lequel l’argument est 2 A + ag- -h / — 2 h' - *g'— 3/'» et supposons

que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

R = —
•2 a

+ + j 4 2
' ^ 8

' 8

ÉL A4 :

16 3*2

327 A»'
3

/ 10915 28655 2
56877 i , 220193 ^y/;

“X e
J 4 ~~

V I92 96
1

768 768 /»*—
(

i 5 — 607
2 — 162.

45041 _ 56443o3 /A 1“
9. _ 45 ^ + 45 fJ + |5 ^ _ 8f

«J

288 4 i8432 4 l.6z64 16
1 +

64
1

64 16

m —,
a

63
,

63
,

273 3 ,

1 107
re« _ zi. 1/+ +- Y e

" e
’

_ — <+ -+- — 7 ^ 4- 777- e e + -7-7- ' ( o / v> '

64

63

8

, 273
_

la"'

35 , ,— e5 e
5l2

2-7
, 27 .,

,
,

II79
3 ,

-- ,4 + 4- T « + -(-'-
32 ' 8

11 07 ,-A —— 7+4— e* e
’

)
’f

i^ ce
) « ~ V32 s

/e
64

I ^7 -

4J 442813 , >p_ __ 45 , fl (

32 4 3072 4 8 a -

\

COSs (
2 h 4- 2 g -4- / — 2 /// — 2 g 3 / )

.

•après la valeur .le l'argument 9 du terme périodique que l’on a conservé seul
D’apres

dans cette expression, on a

1=2. 4 = 2. 4'= -3.

* )l ne faut prendre pour ces termes (1) et (117), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R ,
avec celles qui y ont été introduites par suite des quatre premières opérât,ons.
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Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

d L _ 1 dG idE
dt i dt 2 dt ’

et par suite, en intégrant

G=aL + (G), H = aL4-(H).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e; en les résolvant on
trouve

( ,
1 I

1 — e- H— e 1 — - — 33 (H) — (G) 3717 , 201

U
1

2 4 L 8 4 (G) 32 ' 8
'

J

'(G )
1

(AJ

f
20 — 40 -
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c2 4*7 .,1 « ,5
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c
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4
+

,

2 S

Si l’on remplace « et par leurs valeurs en e dans l’expression de L.

ayant soin de tenir compte de ce que (G) est négatif, il vient

L = — (G)
|

, - fo 2 + è s ~ - - 6 +— e 2 ^-.
(G )l2

- 2ai
c

2
" ( d"

({
'

I 2 8 16 ^ 64 u' 3
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et si l’on remarque que ^ ^ , 011 en déduit
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3
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J 1
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D 1 :

1

D’ailleurs on a

r/9 _ clh

de
~~

de
— 3/?'

r/R r/R r/R
—

dT,
2
dG * d H

3 /e
'

;

données à la suite de,
du dci da de

en tenant compte des valeurs oe ’ Jl

la 4
e opération, et remplaçant a et y- par leurs valeurs en e, on trouve

r/9

de (G f

«'(G)»

F
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,

3 (H)-(G)

L 4 4 (
G

)
I
e’ H 8 (G

)

6

F
4

5 i i «'MG )

12

)

8 F
8

S

«'MGV1 M 63
,

63 ( H) — (G)
,

359 i 1^7 „„ ^ 63 ([HHG)V ,,,^ 64
,+m (&) ;

ao79 (H) — (G) , ,
46io9

t>4
^r+

64 (G) Sia

27 ,, ,

27 (II) — (G)
,

i377 e
,.
e

,
1107

,

j

d n '

(
G V

32
' +

>6 (G) 2.56 128 J [G

1
CT-1

Ui

Y 1 867 (H) - (G)
,

1 loi
2 ,

1 >r-[G y

32 16 (G) 4 J F'

167 ,
/e

'3 (G y 90 '67
r

,
" ,4

(G

r

lT
é

Y 3072
'

u.
8

45 ,
(G

)

4
) ,

V ' -Vdj cos ®-
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Ces deux équations différentielles (C
5
),(D

5 )
correspondent aux équations

(
2 3

)

du chapitre lïï; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui n’est autre

que L) a été remplacée par la variable e, dont 0 est fonction. Elles rentrent

d ailleurs par leur forme dans les équations (09), et si on les intègre à I aille des

formules (4o), on trouve

r 63 _ 63 (U) — (G)

L 8 8 (G
)

K)1 I

32 64
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32

63 /(H) - (G)

V
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Celte formule se continue a la page suivante
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3
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et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 0
O

a pour

valeur

9
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Si de ces formules (E.), (F j, on tire la valeur de e
2

et qu’on l’introduise

dans les relations (A
5 ), (B

s ), on en déduit les valeurs de a et de y
2 en fonction

de t
,
qui sont
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Cl —
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1642 35G65 ,/j « ,5 (G) I!

3
+ TaîT *

J p
2547 //'(G)'* 36049 n

'

(G) 2i

)

32 p'
2

144 p
n

i
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(G,)

s r
ü3

,
63 (II) --(G)

. / 2289 , ,
1 1 07

e
‘*

i 1.4
°

4 (Gd
(
o
e

32
(

°
C

32 “

;tI)-(G)\

(G) J
- r, c + i 785 (H) — (G)

32 (G)
H,/ +40957

0 ^ 256

[783 ,
35 1 (II) -(G

,
36549 3 , -Z*2

L
0

8 (G) 128
°

64
0

.

[*77
e c

,
.857(11)- (G)

,

T 06 3

5

,]
« ,4 (G) 12

L iG
°

8 (G) G'
8

G
J P

s

G4 °
ç

fJ

..o ,536
°
6 ^ H

4 » ,,4 r rt
,!

)

" 1)1

(G)
2

3969 ,,, //*( g y-

~ir -HT '

;
v ç°sa M* + '

1 (H) -(G)
i . , ,

3
) 4 , e

«'4 (G )

12
...i /;' 5 (G) 15

, - -—(âj— )+'.+ r* +

5

--
6

ivnl ,

1 (H) - (G)
| f 03

.. ..<• 63 (H) — (G)_, 1029 nJ n ,

1 hl
\ '2 (G)

\ L 4
0 '

4 (G)
'

“
e

32

/l
' !

(
G

)

i;

U?

7 33 ,

n!

16
e

°
f
'

*(G
)

9
2877

,

«'' (G
)

12

) ,
,+ Cü86'( , + r

-

Désignons maintenant par et 7'j ies parties constantes des valeurs
<

j s 1e nous

venons de trouver pour a et 7% de sorte qu’on ait

=
(G y r 37 _ 33 (H) - (G)

_
37117

,
^361 ,/j

n'* (G) 12

|_
3 4 (G) 32 " 64 J p

8

4o
(II) — (U )

(G
)

1 642 35665 «' 5 (G) ir
’ 2547 «"‘(G) 18

,

36o49 n"‘ (G)
21

)

128
C

J p
10 '32

p
12

’ i44 p
14

i’

, lEziG)
/ü

2 (G)

O «''(G)
12 121 « ,5

(G)‘
5

~ië “6 ë7
»"
-

De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
u
et 7^; nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les
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formules (E.), (F,), (G,), (H
5 ), et elles deviendront, en mettant n

u
pour-

vu
«o \'a

a

I e cos 0 ( (p 63 , ,
1 i5'5

2 ,
1107

, 3 63 , . <)u3
,

653 1 A
V « 4

Al
3 st

£ 0
£

64
' + T 7o e + 1g ?• e

°
e + TTT

e
*
e
)

(Ej) /

783
,

35
1 2

. 17757 .2 7749
32

'

8 b e —
128

0
-

128 '
/ n

\

2877

32
'

1857
~8 7o

41925~
èj
~ Ci C')

n-‘
35975

,

/z J
^ 12S

£

n '

5 H-
7/

o

1 5398 1 5 ,

Z/'
1

45 (
nn al

3072
//J

_r
8 ' n

;
’ T2

A 1
)6579

c
2 56

"

r)
U u

< J
COS 0„ (/ + r)

j 2037 1 533 3787

À 64
C

„
C

32
/ü 6

Ü
^

256 ° J «ü

33417
,
nn 3o663 ,«"'1

256
C

°
e

ni
+ “fep Ci C

7

1

J
cos * °« b + c

) I

e sin 9 = <?
0
sin0

o
(f -f- c

r / 2o3 7 2 -, 1 533 , 2 ,, 3787 ..

A
(17 / L V“G4~ s

- ~W Vü £ ,,c

256
r

°
e
)

,

334i7
2 ,

n r° 3g663
,
n"

\+ ^56" ^ + c sm20»b + G;

« = <'
5 ,

1

1 107 6363
,

63 , , 273

T* e ~ t t*
e
»
r ~

37 "V
e - ir e»

+

f 7^ <•'

783 ,
35 j

£

(G'd

,
^73 , , ; 35 (

A n ,J

+ 77
‘

)
'» £

"
e ~

756
e“")^

4
U

128 64
J

) K

/ 2877
_

18 57
2 ,

1 I 3 1

a
A «'4

v 16
£

°
£ ~4~ /ü £

°
£ 16” '

) 771

35972 ,
n '*

1 1 58349
,
n "''

43 ,
//" 1

64
£ '“

“
“7536“ G £

' < + 7 r
«
£
'

771 ’ TP j
cos 0

°
t + r

3969 n "'
. )

AÏT C’« cosa0,(* +c) ;64

f/ 63

(H'd

I -, >
| j ( 63

,
63 , ,

2i \
«'*

l r - r. + [(T« ~ T»- " îî« 'î '
) ^

7^3 j -, /A 2877 , .

«'*
! „ .

r 6
'uc *

n **“
16

7#e
«

£
‘

]

cos 0,u-t-

4 o.
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La valeur de deviendra de même

[0„ = /?„ i — 3 7 ,;ô
«0 4 »

0

Calculons maintenant les valeurs de h H- g + / et de h en [onction de t. Ces

rs nous seront fournies par les équations différentiellesvaleurs

cl [h t)

dt

r/R r/R r/R
__

4 R

cTh r/G
_

cl H
5

dt Tiw

ou nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

il (h + g+ / )~
777

n'- r 9 , ,
q 2

,

3 » a59 n ' 2

or, ÇM
-lïl'-*r +V + ï

e ~
J

nn f 44 « ,
3 1 5 2 1^39 , _ 7749

'T Lfc 8
~ ^ “

44

7ïï

/ 35 1
, ^97+ \H

ee ~h
16

Il'
2

1 3 3 .. Q 33 //'
’

v|ù- - 7' +
2 »

1 + CO,C

1
8 72

2

u ri
Ir63

,
63

2 r
2! 3

27
-!Lt“ 8

‘

> ee “64 e 6
iG

*

128 128

i3oa3
,
3 //

5l2 / «

«' 8835 ,
u 11 4*7^

,+
64

eC
n 2
+

64

d’où en remplaçant <2, 7, e, 9 par leurs valeurs en t données par les formules

RM. (F ), (G'J, (H'J, puis intégrant, nous tirerons

I // —j— g- — / =

—

(h) — (g) + ih' -)- 3/'+ (90 §o)(^ +

(KJ

,
r / 819

_
r

(i93 „ 2 ,,

2877 3 ,

i 439 i
, C:U V 16

r r 700 128
0 128 u

) «ï

+ / 14877
„ . Mz v 2

r' e' - 34083
r1 e'\ —

V
-
64~“ 0 ~

16
/o 0 512

u

J «J

, ZL1Z2 ,, Z! + ^ ! sill ô
0
(t + c

)

,

1

64 “ C ^ 256
0

ni .

J

h = (h) + h„(t + c)

+ [(?''-
35

1

iG )6 «' J
sin 0

o (/ + c).



CHAPITRE V. 5
e OPÉRATION.

[h] et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 2 1 ) ;
h

0
et g n

sont des quantités qui, comme Q
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n'
,
e'

,
mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h H- g H- l vient de ce que l’on a

// 4- g 4- / = 9 — h — g •+- 2 h'+ i g
'+ 3

Les six formules (E'J, (F'J, (G'J, (
13 '.), (K,), (L

5 )
constituent les intégrales

de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est supposée

réduite aux deux termes (i) et (117); dès lors nous n’avons plus qu’à appli-

quer la règle du n° (29
,

et nous serons conduits à effectuer la transformation

suivante :

Formules de transformation.

O11 remplace

c cos
(
2 h 4- 2 g 4- / — 2 h' — 2 g' — 3 /'

)
par

63
,

63 , ,

p _ — fc
ri 55 „ ,

t 107 „ ,
63 , , ,

oo3
“3

é

re
&T

£
’

'

+ T 7 e +~âi e e +
5.2

653 i
Q , ,

\ ri'
c c

( 783
35

1 _ 17737 , , _ 7749 «A f , ( ^77 , _ , , _ 4 »9^ , A f
\ 32 8 ^ 128 128 J n 3

\ 32 8 64 J ié

35970 ,

n
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1 28 ié

11V 17707
/

*

128

153981 5 n ' 6

3072 ri

-ï] cos (2

1 533 ,
C2 C

1 —~
32

“ /

COS (

2

h 4- ’ig 4~ / — 2// — 2 g' — 31')

33417 , ,
n'

3 3q663
,
li"

+ ~àr e e f ri
COS 2 (

2 II -*r 2 g + l lté — 2 g
' — 3 /'

)
:

e sin
(
2 /« 4- 2 g- 4- / — 2 /T — 2 g-' — 31') par

e sin (‘2. h 4- ig 4-

1

— ih' — ig' — 31 '

)

F [ io3n „ ,
1 533 , „ , 3787 , ,\ ri

1

+
[{-H

e
'
e'-ir rtre -^

56
ce

)ri

33417 „ ,
Il

3 39663
2 ,

n
1 . , . ,

4 ^4 p- p' _ 4- ri c- c — sin 2 (
2 h 4- 2 g 4- /

256 « 64 H J
— il/' — ig'
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16

,
273 Se-FFl

y>.

63 4
ee'

273 , j ,
35 .

,
A « ,2^ - 3F et- ' + 7 7

—
-
7- e

3

e
ib

“
F5?3

e
'

6

) F

35 X
, ^097 3 , 7749 *\ n '6

-1-

00
vj

VI 1857
,2 - •

' T r ee ~
r 28 «4 "

) n3 V-T6— 1~‘/
ee — 1 x 3

1

i6

35q75 ,
n'

h
1 1 5834q ,

n '°
45 ,

ee' — — — ce' — + --ce —
64 » 1 536 n 4 "

cos
(
2 h -+- 2 g 4- / — 2 A' — 2 g

1 — 3 /'

r - ,.' 2 cos 2(2// + 2g + / — 2 A' — 2g' —3/')
[ ;

64 «

7- par

[(î--
63

,
2 1 , A w -

— 7
' «' ——T cc —

2 32 / /r

+ 783 ..
,
/A

3
2877 - /

’!

—r.- T ee — H r- 7 n —
j b /r 16 // J

COS
(
2 A + 2 g- + / — 2 A' — 2 g

J — 3 1
) ;

par

A -+- g 128

i43ç)i

128

n'~

tr

5967 ,
a4°83

7- cr r
l() ' 5l2

/A3

rt
3

ce'
/A’

/A

I I 15225
,

/A I

256 FJ sin (2 A + 2 g' + / — 2 /A — 2g'— 3 /'^

A par

, r 463 , 63 , ,
21

. ,

'

\ n'- 35 1

,,+
[

(
— ce -yy-«' — 77T e c

1

—?’ ”4 77~ ce
\8 b4 /

/?- 16

«

«3

1867 ,
/A’ 1 ,—— ee —r Sin 2 h 4- 2 g'

16 //* J
v & 2 A' — 2g' — 3 /').

On remplace

r2 par

Formules qui s en déduisent

.

( 3969

\ 64
e

242109
c

206
F _i_ F) 229 «j
/?' 128 rf

206809;

1024
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r cos 2
(
2 ^ +• 2g / — 2 // — î j' — 3 /'

)
* par

e
'î 'Il ,

49329 ,, «2
64 «“ 128 *

/?
5

3 l 9

*44
,

63 11 55 , ,— ce 7 - <?e r
'3 <?'

4 2 ' 16

1 107

IhT'
;83

7(7

301
-, .

I 7757 ,\ «'3

' T 7 “
(7 " ’' ~

2877 ,

«'4

35q75
,

«'5 "1
»+ 71T

c’6
' Z + 1r w T J

cos
(
2// + *g + ’ - a/'' - 27 - 3/'

+ 7 COS 2 (2// + 2g -f- / — 2//— 20'— 3 /')

P 2o37 3 ,
n rl

33417
, , n’n

L 32
re ^^~Y^T e

"
c
^j cos 3

(
2 /i + aff+ /- a A'_ 2 g

r'_ 3 /');

sin 2 (
2 /1 -f- 2 g + / 2 />' — 2g- ' — 3 /'

)
par

63
, 63

2 ,
11 55— cc 7 ce p 3 p

L \ 4
t— c“ e

16

1107 \ n
-5

—

1

32
,

,

783
! +( Te

- "

2g77 ,
«'*

,

3597 5
-7T-ce
ib n

ce
64 n

35 i , 17757 ,
\ «'3

r 7 « -fr~ cV )
—

4 64 / «3

'H
r Sln

(
2/1 4- 2g+ / - 2 h’ - 2 g' — 3 /':

-f- e 1
sin 2 ( 2 // + 2g- + / — 2 // — 2g

3 — 3 /')

+ rî^z,,,/ï2 + Hiiz,.,,'ï!
!_ 32 —3 sin 3 (

2 // -f- 2 £ -j- / — 2//- 2P' - 3/'

3 # j

/ sin
3 (

2 // -(- 2
g- -j- / — 2 // — 2g

-
'

3 /') par

64
*'

1 cos 1

(
2 H “f- 2 g + / -

I sin
\

co1
6-C

<N
1!

1

8

q , 9 , 3405 ,

<>- (> x>'
\«' 2

T' 7
’

1

32

,
2349 2

,«'3
863 1 ..+

32
c c — 4- ~^—ee

n 32
V^l

J

cos

sin
2 (

2 h + 2 g’ 4- l “• 2 // — 2 g ' — 3 /'
i

cos
,

sin 1

3(2/1 4” 2g* -f- / — 2//— 2g'— 3/'

fini

~JT
cos

sin
4(2/1 4- 2g--}-/— 2//— 2g-' — 3 /').

/ w-à la fin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué l’usage de cette formule et des sui
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Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (ET,), (F.) la valeur de e* en fonction de I,

introduit cette valeur, ainsi que celles de « et y données par les forum es

(
G' ), (IV.) dans les expressions de L, G, H en a

,
e, y ,

on aura, en supprimant

les indices de a
0 ,

e
0 , y 0

et «
0 ,

L„ = anciennne valeur de L (page 3o 8
)

(,
3969 ,, >ri_ _ r

2 e
' 2

'-C|,
-L- V"f*

j

-
' ri 5 ia ri i

on

-
i _ rri _ ^ y

2 ^ G
3
G' ^^ <’««) Ç - (Ç «*' -~ f «*'

L, = A F- i
-

( -R 64 64

ancienne valeur de G (page 3o8
)

T- V
7

7 2.8

783 .
35 1 2097 J,A

V- r'

32
7 ” CY' --

8
' 256

‘
^

)

2877 ,

ri' 35975
ô

—

€C
32 ri' 1 28

9 " 2063097
.12 ^ (

i rr 2048 \

ip - ancienne valeur de H (page 3o 8
)

„ 7 -x34, 7 . „\ _ 49329 ,.3 _ gonsog; pi ).

-G V^'P
)
~

\ ~iN
r _

64
'

7 5ia J»
1 256 «- 2°4 8 " I

D’ailleurs, en calculant 8
,

à l’aide de la première formule (4 P, °» trouve

M Z'
63 -

63 y rie’-—
9

,

= "
j

~
( 8 ' 4

7 64 64

,A
**

... ÉzH,' _ 3li.yV - _ 68981 rV\ 'G
c

) ,r \ 32
1

8 256 / «

2877 , «1 _ 35975
c

,

fri

32
^ 128

De là on conclut

(
ô

(

L, + 2 6, L, + •

, 1 f 3969 _<2 8969
2 e

".

V r,
l

J-

1 Uï 32
1 256 312 in

72765^^,, _ 69741
c
,<\ ’1_

(
49329 „ _ 93555

, a
12

\ 256 128

126441 > 12 \
n

— f* ! —

r

64 / «

2063097 /G
__ 1129779

r
r. n_‘

2048
'

ri' 256

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29 ,
et qu’on tienne compte des

valeurs de /, i"
,
ï"

,

on voit que d’abord la nouvelle fonction R s obtiendia
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en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 3
1 7 et 3 18) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 5
e
opération, et y ajoutant

+ 3 n' (L — L
0 )
— 3 n' -

( 6, L, -J- 1 0
2
L

2 + .

.

.).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (i) et (i 17) de R, joint à la

quantité -+- 3/i'(L — L
0 ), doit se réduire à une simple fonction de «, e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a, e, y, ainsi obtenue, réunie à la quantité

3 n '

2 (
L, H- 2 0

2
L

2 + . . .),

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques

nouvelles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication

1. Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront1,115],

L=hd ,+ G-f-'
=-f

35665
+ (

10 — 40 y
2 — 1

1

5 é»
2

—J

—

^
e

'- + 607* -f- 4 1 9 y
2 —

2265
•rrn

32
/

(

28549
..4

22335
2 „ 60297

1024 128 5l2

7486 7

128 ;
e

'2

,

7349
f,

73276i

64 5 12

,
/ 2.547 619* , i3866i , 1641269 n'°+
V"64 3T 7

" +

/ 36049 9448 l , 2069437 2 8577119 n\ «'
~T

~

\ 288 x 44 ^ 11 5a
e " ' e

n 3

n 9

23o4 7 n‘

1 3 1 3
1 7.67

/?'s
i 5 iio3 ri* 81 /?'4 rr 45 /z'

5
ci

1

55296 n %
1728 n 9 32 « 4 an 4 n 9 a ' 1

|

?

128

- / HZ _ H 7
* _ 7^1 + e >, ,

69 . 9J[7 j 2 _ ^65
\i6 4

1
64

+
128

+
8

* +
16

1
32 1

_ 7^7-V __
3227 3 r£_

» 1024 5 l 2

' 7
3 ^ 256 J n 9

\ 64 32
/

1 536
1

2048 / «»

36o49
,

i 3 i 3 i 7 57 n '9 81 n'* a 2

j

288 /P 55296 /z
8 32 n k a

' 2

i

’

4 *
T. XXVIII.
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IT • ' ~ *
,H = \ a 2 i — av e

*
- I 2

I . „ , I I , I .
1 '

- •=- ' ' :< — o i
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De ces valeurs de L. G. H. on déduit
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destinée à faire disparaître le terme (121) de il.

Prenons dans R le ternie non périodique (i), avec le terme périodique (i ai) *.

dans lequel l’argument est a/i -+- 2 g + / — 2/1' — 9, g'— et supposons
que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

K = JLm

+ w '

a- + + ré - f
P 1

7'
j *' 2 + ^ cV

3a
9 <

4
vr"

37 33 , 373
,

a 36 i
2 69 3

5

1
, , 2260

,T - T' ~T e

+-H
e +i c---*r T-

24341 i 00 5q
3 ? r — ——r r

.'

3a

I 1 5 — 60 p- — 1 62 e 1

-f- cn ^
U

G 4

(

109 l5 _ 28655 _ 568771
„ 2

,

34 i 36o5 X n "
45041 X 56443o3 ri

V J 9 2 9G 768 3o7>. y //' 288 /C i 843a //

+ [> ^ 7Î+
45

p
2 + 45

e,,._
8 . /^-l

L t>4 16 64 64 j 6 /r J

81 //' "j </-'
)

ir i

,
a

i ec ' ~ t f ce' — e' e' — ff° 4- f y
4
*-<?' 4- — vV r' —

4
7

64 F7 w + o 7'^ H~ X 7‘ <?” c -— c» c
04 o 32 j

7
, «'+ J 35 «'

T28 ) 77

_J_ É fa3
,

1

1

7 2 ; >9 5 ,\n
,

[ 63
,
ri3 aq 1 5/ 1 ,

//’ 5 ,,7- 1

\ iÀ » 64 J n 3a 3072 /T 8 cri i

X cos
(
2 A -h 2 g -ri l — a h' — 2 g' — l').

1) après la valeur de 1 argument G du terme périodique que I on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 1
,

4 = 2, /" = 2,
/"' -- — 1

,

11 ne iaut prendre pour ces termes (I) et
(
121 ), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de la fonction R, avec celles qui y ont été introduites par suite des cinq premières opérations
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Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

dh iiG_
dt 2 dt 2 dt

1

et par suite, en intégrant,

G = 2L+ (G), H = aL 4- (H).

*

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent etre

regardées comme déterminant « et 7 en fonction de e
;
en les résolvant, on

‘O

trouve

7 —

(G
)

2

1 - e
2 + - e

4 - 7 4
'

2 4

r 37 33 (H) - (G) _ 3717

LT “
4 (G) 32

40
(H) -(G)

(G)

1 (H) — (G

2 (G) 1

is+sitm.
4 ^

236 .
"1 ri* (G)

12

64
r

J P-

3

35665 ,,1 jz
,5 (G)

15

128
e

J p
10

121 «'5 (gvg
6 p

lü

\

2547 n 'v' 36o49 n '‘ (G )'*

| ^

32 nr' .44 p'
4

\

Si l’on remplace a et y
2 par leurs valeurs en e dans 1 expression de L, en

ayant soin de tenir compte de ce que (G) est négatif, il vient

L = — (G)
1 .

,

1001
2
n'

4 (G)
12

— e° -A ;
— e ;

—

16 64 p

221 „«' 5 (G)'
3

“T
" e

p'°

et si l’on remarque que ou en déduit

(le_

dt

(C„)

2 (G) 3

^9 9(HGl1G] i 47 eV _ 9. e« + iL GH)" (GjY
g

'

“p
i
8 8 (G) 64 64 32 \ (G) /

4-
7 5 (H) gg7^ e

,

64 (G)

j-27
, 27 (H) -(-G)

, ,

53 i ,
i 35 T «'(G)

G‘- + rs4 ,

63
,

1
1

7

32 16 (G) 32

32 [J-

1 35 ,q a

* ~T~
128 J

/I
ri’

2 (G) 6

J a4

(G) 3 66771

p° 3072

(G )

4

- e -
-r: î sillô.

8 u
2 a (
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D’ailleurs on a

3 2 fj

»

M
dt

dh

dt

dg dl+ ~-n = d_R _ r/R _ r/R
_

dh E/G 2
r/H

~

en tenant compte des valeurs de |î, . .

.

données à la suite de I;

à opération, et remplaçant a et y~ par leurs valeurs en e, on trouve

dO

dt (G
)

3

3 , Q
1 +

â
C_+

8
C

"'(G )

3

LL~

[i

3 (H)-(G) '9a
,

3 „l/r' 2 (G
)

6

,

5 i i nn (G
)

12

|

4 (G) 8
£ +

S‘" + —
|

Effü. 1
| 9 V 9 (H) - (G) , 5 i 3 , , 9

'd' e
) 8 8 (G) 64 64 '

9 /(H) — (G
3a \ (G)

tay (
„

297 (H) — (G) , , 6587
, ,

64 (G)
rr+

JTï
ec

+

f |Z c . + 2Z WifG] e , + 1^7 e2 g
, 135

cj
„ H «W

L 02 16 (G) 256 128 J u 2

f63 ,
1 17 (H) - (G)

,
6o3

, ,1 n'
2 (GY

L32 16 (G)
e

~dî
e

'
C
i~id~

163
e

,
n ' 2 (GY + 66771

1

j
/;

,4

(G) 12

_ 5
^

(G) 4
-)

32 3072 8 u- a
' 2

(

cosS.

Ces deux équations différentielles (C
G), (D

6 )
correspondent aux équations

(
28

)

du chapitre III
;

elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui n’est autre
que L) a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Elles rentrent
d’ailleurs par leur forme dans les équations (89), et si on les intègre à l’aide des
formules (4o), on trouve

e cos 9 = f 9
, __ 9 (H) - (G) 273

L8 8 (G) 32 64

9 /(H)-(G)V
,

32 \ (G) )

6

201 (H) — (G)

32 (G)

n 445

5l2

+
!

r 63 .

L^
e + 9 (H) — (G)

16 (G)

1 371 ,

Tâ8~
e
°
& 3

1

1j
-

—

'

'~v>

-I 99 (H) - (G)
, 3057 ^ 1 n'*( G

)

12

!L 32 •6 (G)
f

64
0

J y*

«“(G)*

Celle formule se continue à la pane suivante.
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1255 ,«'5 (G) 15 48o3i9
.

«'8 (G) is 5 y (
GJ! .

j-^8 '
[J-

10 3072 y
rj

8 y“ y-' rt

'

e> _iâÿ (.,„'.2!M;!coS 9.(<+,)
I

0 256 y 1

\ f m. e* e' -^ e' - <?* «' 1 -- T
IL 64

0 64 (G) 256 J y

_ Ü5Z *121 +M ,5 ! cos 2 9, [t+ c),

256
0 7 16

0

y- )

e sin 0 = f
5

,,

Sin 0„ (
t + c

)

(FJ
j

219 (H) - (G)
,

i l"G4“
" 64 (G)

"

4°33
r > c

256
0

]

JG) 6

_ 1497 g, ,, 399 g, g,
j
sin 2 0

O (
t + c).

256 0

y
,: 16

11

y
s

)

et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 9
n

a pour

valeur
1

3 „ ,

1 «'JG )

6

(Gfi
t + rJ

“ +
y-

2
4 y*

Si de ces formules (EJ, (FJ, on tire la valeur de e
2

,
et qu'on 1 introduise

dans les relations (AJ, (BJ, on en déduit les valeurs de « et de y
2 en fonction

de t, qui sont

(G)' ,
1 , 1

6

1 ~ r
" + “

4
r

°

«'MG )

12

f 37 33 (
H

)
—

(
G

) _ 37^7 -
, i e

n

[_ 8 4 (G) 32
0

32 J

f (
H) - (G) 1642

,
4529 1 //' h (G )’

L
ao -4°—

[g] 3
,r

" ^ ï6~ e
J y

10

2547 «'"'(G)
18 36o49 h'' (G J

1

i

Ü2
-

y
12 +

144 y" \

255 (H)-(G)
,

3851^/1 ^JGT
~JGJ ° 256

0

J y

_ f Ë! , + S W-Ül r,r' - rf r' + Vr G/'
,3

1
L 16

0 ^
8 (G)

1 128 64 J

n 13

(
G

)

!’

Celle formule se continue à la page suivante.
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i-TiM,. 99 (H) (G
) ,

i 7 3i
,

,~\ n
1 ' (G)

L ig ° p)— --ïr e
°
e \-js~

(
Ge)

HJ

ia55

64

(G) 2
81 , , 2 «'MGV

(X 64
0 '

P*

(H) -(G) 1

(G)
j

1 r+~ c'o

(H) — (G)
| F

9
,- -

(G)
| 14

0

1 536 "

J e i _i_ 5
"bGV 2

_ JJL (G J’

4 “ y-
s

6 y.
10

4
e°-'

J ‘

f
C«' 2

(

cos9o( t + r '>

9 (H) - (G)

4 (G)
' -IM «'•(G)*

63
, «'JG)

9

,

1 35
,
,/<(G) rj

l

16
'"' + nr''»*

j

cos6»( /+ t

Désignons maintenant par a
0
et y

2
les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

]
1 — G + -

(’l
— f e 6 — 33 (H) -(G) - 37 'G 2 4

1221
, 2 ~] //‘(G) 12

( 2 0

4
0

L 8 4 (G) 3 a
“ 1

3a J y.
s

, r . (in -(&)
+

1

20 —
40 (G)

< 1642 J+^ag,' 2

]
i

«' 5
(.GV

5

2547 «'6 (G) 18

,

36o 49 «'JG) 21

3 1

6

y.
ul

3 a w 12

144 ui<

„r._ 1 (H>— (G)
/ü ~2-(G) 4 p

121 «'5 (G) ,S

~6 y
75

De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0

et y ;; nous
poumons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E
0 ), (F

e ), (G c ), (H
a ), et elles deviendront, en mettant n

0 pour
vV

a
a V/

a

o

(E'J

e cos Ô = - (
— 9 -y* e '.

63

9.V3 , 9 < , ,

J 29 933 .
,

3a
0

64
+

8
ht + T^ 7^"^ + n *

/Gi

e'+V e'~^lp (.'n-ÜZ-c
3a ^8 /oe laS^+GfG

/ 1 35
, 99 , < 437 2 ,L p 1 p

'

64
0

ia551

,
w' 5

528271
,

// 5 ,

«' 2
<7 2

128 ' n\ 3072
£

J;
+

fi' ~il' ~n
F-

L " a56^ C

«,;J
cos e„

( ^ + c )

LV «4
, , , 53i

3a
"

U r
“
r ~ i56^

*A «Ü ,
*497

2
,nn 399

,
,p 1

j « 2 + ^56~'" f

J 3 + hG'“
P
JT J

COS20
o
(?-|-c) :
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e sin 0 = e
0
sin9

0
(t 4- c)

(f;
Cfoxn . . aiq . . ,

54i * A»'*
,

j 497 , . , Mo**' 2Ü1 sin 20
,

( f -t- A,;

' l\lk
e >

e - 17 7i *• ‘
"
j Â + *56

e
“ *

»i
+

16 '*
«S J

a = fl. { i

(G g) \

(H'«:

U9 P ,9 , v _ 39
, p/_ 9. e

L\4
0 2

/o 0 3a
0 32

0
e'

3 +77ï9 „* p e
'

,

39 , 3 e
, L 4A A

^
7 o

e
o
e “F

l6
(o p

o
e

256 0
} n\

Q ,
1023 , ,

1 17 >3 \
n

bî e
*
e + T* e

°
e +

6l
e
°
e

)n;;""64

/ 1 35 , 99 , , ,

i59 » A^H
( TiT

e
°
e -T^ e

«
e + lï e

° ni
\

'JÊle c'
nA + i^>ee''A->e

Q e'A -%\™».(*+«
64

0 » 5

0

+
1 536

0
ni 4

° "0 « J

" J:
c°s20

o (ï+ c)
j

;

64 w
n

7
2 = 7o - [ 7o - f 7Î y' - | 7o *î

An* 63 .
,*'3

,

1 35
1 \ I r\! * O /> —1—--’

l \ e\C )- + - 7o ^ l6

, , ,,
n'n

cos 6
0
{t 4- c

La valeur de 9
0
deviendra de même

Calculons maintenant les valeurs de h -h g -h / et de h en fonction de t r Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d [h + g 4-
1) __

dJ{ _ ^R dR

dt d L dG d H

d/t dR
dt
= “ dÜ ’

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d
(
h + l

)

dt
-?[- ^9 îl’ -35^1

i6 n n J

12Z.V_.S1 ce'

128 128

/ 35i 297 , ,+ Ur +^ /

i3o23

5l2
(d e'

64 n

4075

64

5 ,
n’

3

j cos 6
,

dh

dt

n ’-

r 3

n L 4 7
3
- e‘ 4-

2 8 8 « 2

J

F 9 ee ' _ 9 ï
-

ee > _ L 4 e
37 1 8 8 ' 64 î6

n 117— H 7f
CC

« 16
7'] cos 0 ;
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d où, en remplaçant a
, y, <?, 9 parleurs valeurs en t données par les formules

(Eg), (F
6 ),

(G
6 ),

(H
6 ),

puis intégrant, nous tirerons

h 4- g 4- / =

I

[h)~ [g) 4- 2 // 4- xg' 4- /'+ {%— h
0 - gv) (f + c)

7"7 , 99 , 4« i
, ,

i(7 „\
A-â e

'
e--T* e

'
e

)

.

é"97 , .
'53

2 . 17.617 .
A //3

^ \'6T 0 +
Ï6 7 “

r«" +

3375 _,//*

r
+ “6T^'7-

38905

^56
si 11 f)

0
{t 4- c),

(L
e )

h = [h) + h
0
{t + c) 9

76
f'» 6

'
99

16
si n 0„ (i+ c

(À) et (g
-

)
sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); A

0
et g-

n

sont des quantités qui, comme 0
O ,

dépendent de #
(1 ,

e
0 , y 0 ,

ri, e\ .mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n en avons pas besoin. La
forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -h g -h / vient de ce que l’on a

h g -h / 0 h — g 4- 2 h' -j- 2 g' -f- /\

Les six formules (FJ, (F'
6 ),

(G'
c ), (H'J, (K

s ), (L
6 )

constituent les intégrales

de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est supposée

réduite aux deux termes
(
1

)
et (3 2, 1

) ;
dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer

la règle du n°29, et nous serons conduits à effectuer la transformation sui-

vante :

Fortnu les de transformation.

On remplace

g cos
(
2 h -f- 7,g

-j- / — ri h' — 'ig

'

— l' ) par

/ 9 , 9 .2 „/ 2 / 9 ,3 . 9 ,
( , ,

129 , 0 , 933 . \ ri

~\y -4" ~s" ' -
64

e
'

‘+V' + -âr*-'

4 63
, 9 , , 237

e +ife J
-e/e‘

3a 8 128 1 28 ) rr V 3a 8
^

/(35 i 99 2 >

-rr— e —Y e
i43-
"64"

Cette formule se continue à la page suivante
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1255
,
/ri 528271

t _ o ,
<

7^8 ^ + ° --1 "' 2

5 ,
n'

2 a

ri
2

h -1- ig + l—ih'— 2 g
1

'497
^ î t

-' |_ C
2
e '^-r 1 COS 2 (

2 A 4 2 g 4- l

250 « :i ^ 16 ' J
V

:
A'

r sin
(
2 A 4- 2 g 4- / — 2 A — 2 g / )
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e si 11
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)

64 32 256

l49Z eV — sin 2 (a/i + a ff
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256 « 3 16 J
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a
\
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«- - Ü «• *- - fe
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! f
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*
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! 63
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’

,
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(
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1 536 » c
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— e
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64 ri

.s'-t
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f- [(|
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7
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ri 16 ' ri J
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,

r /117 , 99 ^ri e>-Ul ee»\- + [
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I y j 6
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8
^
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128 128 Jri \ 64 1 6 5 12 J n

3375 ,/ri
,
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“64 e^ + Â5T ee
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4 5 1

» s

J
Ssin (2 A 4- 2 g 4- / 2 A' — 2 g' — /')

;
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_

3
_

64 ) 16 «'
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l6«V l
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^
2/'+2 ‘ a h'

-
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D

On remplace

e- par

Formules qui s en déduisent.

tr
64 16

‘

4g4i , , 2 \
«'*

. 567 „«' s i368q—
-z~r g e —- -j c

'— -4- — e'*
256 J ri' 128 « 5

1024 « 6

63 ,//'3 (35 ,«'0

76 " ^ + l6
ee FJ

C°S( 2 /(-f

t'
2
cos 2 (

2 /( + 2 g 4- / — 2 ii — 2 g' — /'
)
* par

81 ,,
n'i

567
)2
n '*

64 />'
1 28 ' nh

1 65

16 1^' ri
"

tr

COS ( 2 II —}— 2
g’ -j— / — 2 II' -

-1- e
2
cos 2 (

2 h 4- 2 g 4- / — 2 A' — 2g'—/')

F £51
L 32

//
2

rr
cos 3(2// + 2g- + / — 2// — 2g ' —

;

e
2
sin 2 (

2 // 4- 2 g 4- / — %h! — 2 g' — /'
)
par

9 9 , ,
1 65 , ,

o
7 ce 7 ce' T e e — ee'
4 2 16 32

255
,
n'à

1

64
"

4

J
sin

(
2/i +^+ /

(35
,

«'

1 6 « s — 2/;'— 2g' — /'

e
2
sin 2 ( 2 /( + 2g 4- / — 2 // — 2g' — /'

)

[

29 1 , ,

«'2
i 4Q7 , ,

« ,3 "1

IT®
e ^ + Tri*

e F J
s,n 3 [ih + 2g 4- / - 2 h' - 2g' - /'

C>i '

|
sin |

3
(
2 ^ + 1 — 2 ’ — O par

243 « ,!i

l cos )
, ,

jsin
i

(2/, + ^+ / “ 2/i - 2 g -/')

Cette formule se continue a la page suivante

T mrk la fin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué l'usage de cette formule et des sm
vantes.

lyi.

1
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_[(^,v_¥yVC_#^AS
3a

1Ë2 ,*e'-+^- c
2
e' '-C ! • S

C°S
!
» (

» h + 2 g+ 1

3a «’ 3a j }
sin

\

a h' — a ÿ' — /'
)

<?
J

•

C°S
3

(
2. h + ag + /- a /*' — ag' - O

j Sltl

873
, >( >£_

Gf
^ 6

« s

cos

sin
4(a/> + ag+ l ïh'- 2g'- n-

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'J, (F'J la valeur de e
2 en fonction de t,

on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y
2 données par les formules

(G'.), (H'
e ),

dans les expressions de L, G, H en a, e, y ,
on aura, en supprimant

les indices de a
0 , <%, y t)

et n 0l

L
0
= ancienne valeur de L (page 3ai

)

,— 1 81 „«' J
567 ,

«’ 5
1

+ ^'JrG56
r,'V _
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r ''

L, = GG
j

(!“' - -
§~N

C') "n-
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256
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r< N 128 « 6
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(
page 3a 1 )
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5
1 3689 ,Gl,+ V«f*

\ 1 28
f G 7 c —
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(
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/ë
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u
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-

5 l 2 J «’ a 56 /ë 2048

D’ailleurs, en calculant 0, à l’aide de la première formule (4 1 )?
0,1 floim

°- = ?

1
\ 9 ,

f'-G"
6a 1 , , 9 n'- / 63

, 9 , ,

N\
c

~
c ~tN )lë + \T2

e +VfL
256 / «

1 35 ,n
'4

3a
6

n‘

a55 ,
/ë

128
^
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De là on conclut

O Q Q300

/
\

(l
\
J-

^(Ô,L, + 2 0
2
L

2 +...) =

(ër
8 i_

3i

1 485

a 56 Si 2 ) n ‘

,12
4«5 , (2

128
'

783

64

13689 ,12

,/li:

2475

2048 « 6 128 iv

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29
,
et qu’on tienne compte des

valeurs de z, z
v

,
i\ i"'

,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 3^q et 33o) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 6
e
opération, et y ajoutant

+ «'
(
L - L

0 ) -
^

L, -t- 2 C +••)•

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (121) de R, joint à la

quantité n (L — LJ, doit se réduire à une simple fonction de a
, <?, 7, ce qui

fournit une vérification des formules de transformation employées
;

la fonc-

tion de a, e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

~~ n '

‘ ~
( C 2 0, L 2 + . . . )

,

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques nou-
velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication c<

• •

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

103 69 .

64
rJ 2 2

1 1 7^ 2 f
‘ e

28540 .

H f
- e —

1024

1 559

64

i

30 l 8g rt \
256

1

/II
'
1

+ (10- 407
2 - n 5 e

2 +^ 42 + 6o/ + 4i 97V 9409 2 n
|

7349 „

16 '
64

92 449

64

/ 2547 _ 6191
^ 2 _ 1 3866 1

2 827479 j)S
\ n'e

\ 64 32
/

256
t

1024
C

)

n

K

/ 36049 94481
2 2069437 2

8621669 n
\
n ''

\ 288 1 44 ^ 11 52
'

23o4 '
) n 1

1 3 i 3 i 757 il*

55296 n 8

1 5 1 io 3 n "'

8i /
32 ni

a!'
ê

45 »’5 a 2

j

T ? V)’1728 ri
'
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G: - fuu.\ i(/
'

128
^

t6 4
7

78757 16717 .A ” 4

7^ ^56 /
«'*

i3q 4529 ,A «'5
. / 2547 6191 , 335561 , 827479 ,A ^

4° 7 3
e + pp e

) ~ri
+

\
Ü4 32~ 7 “"ÏSST*

+
.024 /

«“

H = y a y 1 — 27

64
+ ~rr c

64

* 39 „2 ,
4529 v

3
1

32

fri -
-r" + i

7 53
_

1 '22 1

2 -1— f

64
' +

64

f 39 2 4529 ^

16
nzV
16

'

36049 /ri
t

1 3 1 3 1 7 57 ,

81 ^ „ fl

288 /r
+

55296 « 8 32 ri cri 1 ’

1 ,
o

[ 37 23 753 ,
1221 119 23a , ,

1 1

T

7 2 1:

tr‘''
+ _

sr' -—i+tï 1 '

3a

_ 78757
f

,

>67»

7

C 2 C
/A ^

102,4 256 /

/ 59 2 3q , ^ 4529 ,\ «' 5

,

/ 2547 £319 , _ 33556, 827479
gn \ p

l
l0 “T 7 "3" <" + _

3r ]F + V“6r >2 ' >536 ^ 1024 3 ri

36o4g ri
:

,

,3,31757 /z'
8

|

8, /^ ^
288 /T 55296 « 8 32 ri cri

J

De ees valeurs de L, G, H, on déduit

iln 1
\

,

/ 359 3 75 4537 • , 7M5 A
,71

' m 1+ lT- +
3. I

„ , , ,

i 84 h
,

*9985 \ ri

140 — 3967 H —t H ^g— e I <

41875 /ri 488281 ri

+ DÛT Z +
288 ri

1 ’

dn

d. { j

l

<7//

387 __
1473

r . _
~4 V ‘ 128

22933
,

5

1

g 3 ri_

~ n
8

'
_

] Ç + (
420 - > 476 7

2 - pp + 5 i 9o e
'

n

ri

,26279 «'6

^ i 88o475

64 A 288 ri

da

ÜTïï

, \ / 33 69 _

,

r,// I \ 4 4
^

77*

8

**73 ,,\ 4
,6 /

-T + U» , 20 7
2 — 399 e

- G ^0- /n
9409

e
, a \

6,91 cri 9448i ri
'

j

32 ri ^ >44
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-J-
= -d—

S
I -e2 4-(w _ ®91

_

36549 , 295 >0 ,A«'
4

I

4 ia «'‘
.

4q64o5 )

V 3* s' .'28
+ ~AT' J V

+ — ^ + -^T7F r

4~ j
I _ i e

* _ * s _ ^ + (W _ 69£ . s _ 57693 295.9 \
J « «M 2 8 16 ^ l 32. a >

~TtfT
+ ~^r c )~

o o r
5 .) 5

de

rtt

de 757 ,
22'

«'/H 32

1 28

.
4.2 « ,J

496405 22'®
)

3 /2
5

768 22
e

(

±L = . tL 2 _
c/ L « 7 4

' ’

±L
d G

^7

4 «’ » V !

1 - 2 +A -
+R -

ï
ÏV + A « + (§ + 5|2 v

. - f|Z t, + irn e») £
6. 22 8021

G 22
S

.92 22
6

d H 4 2?
2

22 -y

3 ,

I -T- -e* -f-
-É><

8 1

6

^ — HZ 2 __ A27 2
, J229 \ 22"* 61 22' 5

8021
>6 4 ' 64

+ +
192 7f

}

fmm 6 OPERATION

destinée à faire disparaître le ternie (88) de R.

1 renom dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (88)
*

dans lequel l’argument est 2/2+ 2g- + 3 / - 2/2' - ag-'- 31', et supposons
que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

R =2

,
a- i I 3

, 3W
Z* \4

~ +
8
e‘^8 e

'

. r _ |,v-pv. + i. ev
32

9
2,2 .

9 2 2, *1,..:

Ç_H
7
>_ 3

z
3

, 1221
(S 69 35 . 2

8 •>
/ « +

32
C + J V +— fe

"73 , „
,

24341
,- ~â 7 e H e*

Cetle formule se continue à la patte suivante.

5'205
? ('

.6 /
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6861

3a ri
1

/ 1001 5 28655 568771 , 1722710 „, 2\ X __
45o4 < _ 56443o 3

^T~ 7 “ 768
' +

1 536 ) rù 288 « 5 18432 n'

9 45 , 45 a 45 _ ËlfC'
64 16

'
' 64 64 16 n-

’‘L\™ ee
1 - - fee' - ^ ^ ^X3 + y 7* ÿ 7W

X ) 8 4
/ b 4 b4 b 5(2

i35
,

243 , ,

1701 3 <
^535 , 3\ — _|_ ( il ee' — fcc'- ^ <”

3 e'\ ^
17

eC ~ T- r ev ~ ^56~
_

,28 ] « \ 4 8
y 32 Jn

1 53ç.)
,

X 307898 .

,

’
f/

1

[28 //
3 1024 «'

X VOS
(
2 h X 2 g + 3 / — 2 h' — 2 g' 3 / )

.

D’après la valeur de l’argument ô du terme périodique que Fou a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 3, t' = a, ?=%,. ~ 3.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

i il L i <7G i é/H

3 Ht ~ X ~ 2 flt

et par suite, en intégrant,

G = |
L + (

G ) ,
H = ^

L + (
H )

.

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ges deux relations peuvent etre

regardées connue déterminant n et "y en fonction de e, en les résolvant, on

trouve

=M| I + 3r +^,X^-f
u. 2 4 L

3 7 n (G) -(H) 443_.

8 4 (G) 32 32 J

« H .3
,3 (G) I!

(A,) *2 (
G )
— Ujl + 722 r

3 (G)
3

4529 , 2
1 X.3'°(G) la

16

2547 X.3 18

(
G

)

,s 36049 n n .
3' 1

( G T
|

32 f/.

1 - 1 44 y-
1

’
1
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Si I on remplace a et y
2
par leurs valeurs en e dans l’expression de L, il

vient

1 , /n i ,

3
, ,

-21
, ,

75 0
3oo 3 fl\ 3 ‘ 2 (G

)

12

,
fl'

5
. 3

15 (G
)

15
J(28 ib 64 {a

10 p

. • 1 > a? L dR l'i-et si 1 on remarque que -p- — -jr > on en déduit

± = _ (G) :|

\ 21 7 (G)-(H)
,

21 369 7 /(G)-(H)V
dt [>- |8 8 (G) 64 64 ' 96 \ (G) )

49 (G)- (II)
,

2 i 63
,

64 (G) 5 12

(c,: f i 35
, __ 81 (G)- (H)

, 5859
,2 ,, _ 5535

/3
1 a'. 3

3 (G) 3

[
32 16 (G) 256

6
128

c

J p
2

f '5 59 (G) -(II)
,

387 ,1 «'2
- 3c (G Y

r

LT “ T [g7~ +^ ee
j ud

1 539 a'
3

. 3
9 (G)9

_ 248673
j(

fl"
(

. 3
12 (G Y

2

\
.

128
'

f/.

li

1024
1

d )

SU1

D’ailleurs on a

r/0 dh dg „ dl
—— 2 —

j
2 —(— 3 ~r — 3 fl'

dt dt dt dt

„ r/R r/R r/R 0 ,

T/L 2
r/G

2
r/H ’

en tenant compte des valeurs de 4T 4n> 4r-’--* données à la suite der
«? L dG d\i d L

la 6e opération, et remplaçant a et y
1 par leurs valeurs en e, on trouve

r/0

dt 3
3

(
G

)

3

_ r , 27 2
,

135
4 „ fl'. 3

3 (G)
3

3 r
2 + e 4 - 3

2 8 u.
2

FT _ li
(G) -(H) jV) ^ + 45

^,-J
a'

7
. 3

|;

(
G )‘

:

^ 229 ^''- 3
I7 (G) 17

{

L 4 (G) T’] +

21
, 7 (G) —

(
H) v (

1239 369 ^ ,

7fl
12

.

3

3

(
G

)

3

1 ) _ . _ ^

P <?
|

8
4

8 .(G) 64 64 96

(G) —
(
H

) \
2

,

(G) J

(D, 245 (G) — (H)
, , 29463 , ,~ -p-, rpri e " e H 7: c1

<
’

64 (G) 5 12

1 35
,

8. (G) -(H) 25 i 37
C

2 /
5535

n ,,
j

// • 3
3

(
G Y

32
6

>6 (G)
G

1

256 1 28 '

J f
2

ï 5
, 59 (G) - (II) 2001 i-'l

2
- 3

' ! (G Y

4
c

16 (G)
- ~T~

32
e

J p
4

1 53g ,
fl'

3
. 3

9 (G)9 248673
,

fl'G 3
,2 (G) 12

128
P-

B 1024 F*

43T. XXVIII.
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Ces deux équations différentielles (C
7 ), (D 7 )

correspondent aux équations (23)

du chapitre Tl I ;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 ^qui n’est autre

que - a été remplacée par la variable e, dont 0 est fonction. Elles rentrent

d ailleurs par leur forme dans les équations (3q), et si on les intègre à l’aide des

formules (4o), on trouve

(E,

ccosQ - rZ g
>.2-(G)-(H) gt 357

L8 24 (G)
+

32

7 ((G)-(H )Y e
,

64
e

' 3 ~h
288 [ (G) )

3oi (G) -(H)
. 32739 ,

,1 /2
' 2

.

3

,:

( G-)
Ci

96 (G)
t0 ''

1

5 1

2

T 73
, 95 (G)— (H)

,
i

663g , , 2091
, 7

_

|
/2

,3
.3

9 (G) 9

L 32
* ~

48 (G)
e + TÈ C

«
e ~ 1^8

C
J ÏZ””

r

3

7 , 217 (G) —
l 8

C

48 (G)

*^3

(G) -(II)
, 4207 , ,1 «'L 3

' 2 (GV— 6' —7“
iii

,
« ,5

. 3
15 (G) 15

245905 ,«'G
. 3

l8 (Gy
32 U.

10
3072

'
rx
12

L , IËiZ, , /^. 3
12 (G) 12

)

0_H
256 0

jx
s

cos 0
o (

t + c
)

i
r* 55

,’* ,
1 33 (

G ia6°7 n
1 L 64 64 (G) ü ^

256 ü

J

766'
,+ "256” r

“
''

« ,3
.3

9 (G) 9

UL° 64

e sinô = c
u
sin [t + c

;e)
455

,
1 33 (G) — (H)

, , t

12607 - , 1 «'"'^“(G)
6

64
6
'

64” (G)
£'“ + ”

356
”''“ * 1 7

766! , ,
« ,3

. 3
9 (G) 9

4725 , ,
n'

i
. 3

12 (G) 12

) . , ,_ e
j
e

> - ....-. v_L + ^__ g;e > -1-L
[
8,n20

o p + c) .

64

e
n

et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et Ô
0

a pour

valeur

» - V (G Y

27 //'. 3
3 (G) :l

1 5 n'
1

. 3e

(
G) 6

('n 3 «

4 ^

Si de ces formules (Ë 7 ),
(F

7 ), on tire la valeur de e
2

,
et qu’on l’introduise
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dans les relations (A
7 ), (11), on en déduit les valeurs de a et de y

2
en fonction

de t, qui sont

3
2

(G)

(G,)/

i 4- 3 il e * , k

P (

° +
2

— T— — -1 — (*)) 443 1
2 2295 ,,'j ,3

I2 (G
l-

8 4 (G)
+ -

3T c
- + -64- c

J 7T-
12

P
s

[*” - T + 7» .i

+

— ÜlZ
"'c

- 3
' s (G) lt

36049 « r
- 3

- 1

(G
)

2

3a p-'
2 “

1 44

r H/, „,_ 7 (G-)-(H) 16, 7 , , 369
P ( L 4 4 (G)

f
'
e4"F f

'
e -37 f/

+ -Z-
f
(%JH)y

gf g > _ 483 (G) - (H)
, 76839

,
««..3-(G)-

4 8 V (G) J • 32 (G)
£ «* + ^

e
’ _ El (

G
)
—

(
H

) 256 1 1 6273 1
L 16 ° 8 (G)

C
°
e+ -

8̂
- e

°
e --ôre°^\

fm
,

1

Vt *
e -

'2I 7 (G) - (II)
, 15507

8 (G) /]
n\Vy(G

J
,

2 “

64 J p."

3
1

2

(G
)

1

2

J

. 3 ° (G
)

9

333

iG

,

«'5
. 3

I5
(G) 15

369973 .«'6 .3
l8 (Gr 8

i

« f ~rs ? e„ e A— ! p,

3 -' (G) 2

44 1 />2 ^,2
/i

,4
. 3

' 2
(G)‘

P
1

-
!

cos 6
0 ( t -f c

y. G 4
0 COS 2 0

O p + e).

(H.)/ I (G)-(H)
( r 7 ,

i
6 (G)

,73 ,/P3
. 3a

((+
T6

e
»
e

J T, 37
,
n u

. 3
‘ 2
(G) 12

1 — e e i—L_
e 4 p.

8 cos 0„

Désignons maintenant par a 0 et y] les parties constantes des valeurs que nous
venons de trouver pour a et p, de sorte qu’on ait

„ _ 3
2 (G) 2

j 2
_

l5
4 69

1 ' + 3 ^ + — et-h-fel

— 1 1 ( G )
— ( H

)

4431 „ 2295 H //\ 3 '-(G
- 8 4 'G:

'

“'if "J ^
Cette formule se continue à la page suivante,



THEORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.
3

|
O

40 (G) - (H) . ,
,

34699 »"1

+ 722 e-„ j-^g-
<

j
pr-

(G)

2547 n’
e

. 3
18 (G) ls 3Go4g n

r' (G)-
1

}

1T 7-
1

2

1 44
' y-'

\

/u ~
6 (G)

3 /i'\3
1, (GV î

.

121 3
15 (G) 15

\

'o- 7 e»+ 5 ^ + _
6 ^ !

De ces relations nous pouvons tirer ((3 )
et (H) en fonction de a

0
et 7 0 ;

nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (F,,), (F,), (G,). (H,), et elles deviendront, en mettant n, pour

vV_

"o V«o

cos 0 L' —

7

7 ir'+ -3^- e l
e '

1,4

e * +
8

7l ' ‘
1 1,

' j

8 4

(
73 /

95 , , ^97 2 , ,.gg91 e
- 3 \

“T 7 °
£ +

128 128 )

(.37, 2 1 7 , ,, , i543.A'- + — e
,’£

+ (

v
y'?

B
/o ' +

3a " J n\ 3a «J 3072

+ [
p* +w ,

'
e
’ïd

c“,M '+ '
)

(EV) <

(
/-> '2Ü +^ ei e’ ’Jl 1 COS 2 6

(
t + c

) ;

256
ü n\

^
64 " «J J

e sin 9 = £
0
.sin 9

0 (
* + c

)

-[($
399

, e
t

32
y ° 0

3773

256

Z^I*» + 47^5,3 e
t

sin 2 Ô„(^ + C);+
256

0 r\ 64
0 < J

a = a,, s 1

21
,

21, ,— e
t
e' — — 7 l

e
o
e

4 2

+ TTTT» G ‘ + o TG
* • *

J
«-•

(G')

+ /219 ,

285
, ,

3297 , ,
6273

(l6
f'» e - ~T 1<> °

e ~^ 0 64
„ •

<?n € ‘

64 / ««

Cette formule se continue à la page suivante
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1

,
I II

+ (
— <*,

e

65 x , ,
3 1 4 1 , . \ «

7o r
o
e “ el c

3l

, n,\ i
333

,
n'

h 320245 . ri
,: 1 .

<G’H
^

“ W'1 ‘”|t‘=os 2 8,((+ c
) j;

5
’

3
A ri\

,
7 3 ,ri 3

3 7 ,
“Vu C

fi
^

I

—7 “I
- ' —77 C n C —t H“ “T

- C n C T I COS v

s

0 0

! K 16
0 «» 4

0
«0 J

La valeur de ô
n
deviendra de même

(*+•

( H',) 7
2 = 7 » -

[ ( ^
Vo A,

e
' -

^ 7 o ^0 £

0 . - «.
1 5 ri

1

4 "0

Calculons maintenant les valeurs de h -f- g” H- / et de A en fonction de /. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d
{
h + g + 1

)

.

dt

f/R _ f/R _ r/R

7t ~~
r/G r/ H r/r

r/R

Th
1

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

<l[h +£+/) n rl

f 9 ,
, 9 2 ,

3 „ 209 ri
1 n ' 3 ~|

f/? « 2 8 2 16 « 2 « J

n '1

P 1 47 io 5 , . iq53 , ,

—fee' 77- 7 cri c3 e —
/> L 16 8 128

1755
, 2673 , ,

1 844 1—— ce *v ee
64 16

2583

128

r 7 ee
//' 285

,
n '1

e
J
e’

) L —— ec —
312 ] n 8 nr

38475

256
W'i] COs9

’

dh

dt
_ tri T 3

n |_4

3 , 3 , q-7 +-c* + s
2 2

9 33 ;A 1

8 8 ri j

n ~

n

3 1

5

243 ,
n ' 177 ,

n'-

. ,
c3

c' -4 — ee' 1 77- ce' —
I cos 0 :

64 10 /? 10 n~

d’où, en remplaçant a
, 7, e, $ par leurs valeurs en / données par les formules

(E'
7 ),

(F'
7 ),

(G'
7 ),

(H'
),

puis intégrant, nous tirerons

h + g 4- /=
^
[h) + | (g )

-+- |(2/f' + 2^'+ 3 /') + f
(
9
„ +i?u) R+ C

(K,)

17 £1, - 11 ri e ri - f.'
- 1*22

^

1 V 16 0
8
U 0 ' 128

0
128 0

/

64 l6r 7 0 A e ' -
5l2

925 /A 344 1

—TT- f'„ <’ — H— A <

16 64

'

51
-si n ô„ (

t + c )

,
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(L.)

h

\

(h) + h
0
(t 4- c

)

io5

6^
q .5

,
n

1

+ At r
0
C ~~

3

ib n\

(
h

)

et (g) sont les deux, constantes introduites par l’intégration (n° 21
) ;

h
Q
et g 0

sont des quantités qui, comme ô
0 , dépendent de n

0 ,
e

0 , y 0 ,
n'

,
e

1
mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

// + « + / vient de ce que l’on a

h + g+ / = |
0 4- |

// + \g + \ (
a A

’ + a g'

’

+ 3 /'
)

.

Les six formules (E
7 ),

(F'
7 ),

(G
7 ),

(H
7 ),

(K
7 ), (L.) constituent les intégrales

de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est supposée

réduite aux deux termes (i) et (88); dès lors nous n’avons plus qu’à appli-

quer la règle du n° 29, et nous serons conduits à effectuer la transformation

suivante :

Formules de transformation

.

On remplace

e cos
(
2 // 4- a g 4- 3 / — 2 //' — 2g

1 — 3 /') par

>5
..

,
ia3 ,, 7 , , 77 , , , 4557 ,

A n'-

7 I e + — 777- 4- -
7 '

e

— Ÿ e e — -—- “ r 'L ,7 .

3a 64 8 16

, / 73 , ‘.p ,,2

,

‘Ml 2091
, 3 \ n '3

( i7 217 , , ,

'543 , n "

+ ~T^ e + 7ÂT"' 128"
e

J 4
+

\T e
) TT

in ,

/?
' 208609 n "

3a /T 3072 z*'
1

'

2
fir'
- 3 /')4- c 4- ce'

2 —
J

cos (2/1 4-2 g+ 3 /— 2 //

r 455 399 , 3773 .
, \ a

2

i.ïïT"" Té '
' ’’ -

236'
"'

r
)â

7661 , ,
n '3

4725 , ,
/Al

,

H vu~ e c —H

—

7-7- e e — 0052(2/* 4- 23' 4- 3 /— 2/1 — 2,°' — 3/
226 « 64 « J

' s b
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e sin ('2

h

+ + 3 / - 2/2' ~ ig' — 3 /') par

e sin (2/2 + ig+ 3/ — %h' — 2(o-' _ 3/')

343

4-
7661 S ,

4725
2 ,
+ A

256 n”
4

64
e

J
sin 2

(
2/2 + 2 g- + 3 /— 2 tl 2»'- 3/');

par

a 2 i +
[(T - T § «•" +ff ee

'

+|f*+ |,v
) Ç

+ ( îf ^ V’ ^

-

5îZl

,

128 64 /

(

m
,

65 i—— ee —
4 4

65 i
? ,

3 r 4 1 \ ,}
ee — 7 ee -ü eV X

32 /

333
,

+

5
320245 +<n

16 " « 5
5ÏÏ~

ee
'rf J

cos( 2/2 + 2 g- + 3 / — 2// — 2^'— 3 /')

1 47 2 n n
'

- ~§- C e ^ COS 2(2/2 + 2g -j- 3 / — 2/2'- 2^'_ 3/'

7- par

F F 7 2 „ / 7 « ,
j °5 , ,

\
7 ee

2 ~^ ee
)

+ Z +
J™' J] C0S( 2/4 + 2 g- 4- 3 /- 2 /4'- 2

)?
'_ 3 /')

;

^ +S+ 1 par

ee'
128 / /r

I

/ 1387 lGl5
2 ,

i8537
3 ,

I -g^~ ee — v -1 ee L e 3

16
^--

51
^^'

l

9a5 *'*
344 i ,yi'H^ IÜ Z + "
64
“^ + J

810
(
2/2 + 2^+ 3 /- 2 /2'- 2^'_ 3 /'):

h par

sin (2 h + %g-\- 3/ — 2/2' — 2g' 3/'),
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Formules qui s en déduisent

.

On remplace

<r par

/ta 49 ,, 3o87 2 + +
( 64

e
’ 2 "

Te 7 6
’ 356

" e
J

«’
+

128 " 5 1024

r [ 7 , 7 2
'

î4 "*
*j3

(
L ec — - 7

2
<?<? 5— e e

L \4 2 32

« 2
73

H F ee
„2 “ -n16

« ,s 37 ,

n« 1
ee —r

ri 4 "J
cos a h + 2 g- + 3 / — 2 h' — 2 g' — 3 /'

) ;

e
1 COS 2(î/i + 2^ + 31 — l/l 2

f?
3 ^ 1 Pai

49

04
^ » 4 128 « a

Z e,'_ 4 7Vc'+-re^- 1
-«-23

, /Z^_^VW+^ ev4 -
,6

~ " 32 ' V 16 " 4r + Te ee
64

4-
37 n iu

,
« n

IL ee 1
7- ec —

A ri tb ri J
COS 2 /; + 2g+ 3 / — 2 h ' — ig 3 /)

2'' cos 2
(
2 h -4- 2 g- + 3 / — 2 // — 2 g'- 3T

T
455 7661

g e dT\ cos 3
(
2 h + 2 g+ 3 / - 2 h' - 2 g

'

“ ri
+

t 28 ri \

3 /');

e 1 sin 2 (
2 h + 2g + 3 / — 2 11

' — 2g' 3 /'
)
par

.05 . ,
.03 «. - £ r «' +If «•<") ÿ123

,-— ee'
32

37 rri x 1 r
,
rri 1 . ,— + -rrce

1
' -r sin (2

4 16 « J
fi —|— 2 g I

3 / 2 /î
' 2 g

' — 3 /'
)

2g' - 3 /']

-f- e
2
sin 2 (

2 h + 2 g+ 3 / 2 h

r^V — 4-Z^ie'g'^l sin3(2// + 2g+3/- 2 //— 2g' - 3/'):

32 n 1 128 «’ J

ÉC0S
I
3(2/; 4- 2g + 3/ — 2//— 2g' — 3 /') par

I sin
\

\ÏL ee
- nl, cos

j (2 /t+ 2g+3/-2A'-2g'-30
64 ri sin \

,

Cette formule se continue à la page suivante.

* Voir

vantes.

à la fm de ce chapitre .me note dans laquelle se trouve expliqué l'usage de cette formule et des s...-
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r
' /21 , ,

2Ï , , ,
,

3 i 5
4
A

+
i.U"

e - jye-c' + 17 e e
)

210 o ,

«°—- c e —
32 «3

2(2/1 + 2g"+3/ — 2 /l' — 2#'— 3 /')

+ <A
cos

si n
3(2/1. + 2g"+ 3 / — 2/1' — 2 g"

' — 3 /'
)

1 3G5
. ,

n '

64
6 6

n 2

COS

sin
4(2/1 + 2 g"+ 3 / — 2/1'

Nouvelles valeurs de R, R, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (Ë'
7 ),

(F
7 )

la valeur de c en fonction de t
1

on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y
2 données par les formules

(G'
7 ),

(H
7 )

dans les expressions de L, G, H en a
,
e, y ,

on aura, en supprimant

les indices de e
0 , y 0

et n
0 ,

L„ = anciennne valeur de L (page 333)

,—
\ 44 1 •> n n "'

+ éa fl- ] ^ e - e - —
‘ 230 IV

4599

/?
55l2

7

L, = v/«P- \

i [ 21

8
e" "T 7 ", _ ^9 e

s _ 36?
ec»\ fÇ.ÉHB ^ f ee'_ , 3

,1 \ *
64 64 \ 32 256

iii
,
ri

‘ 333 . /i'
5

ee — + cc —
8 n 32 n

ancienne valeur de G (page 334)

49 2 ;+ T e
32

1

4/53 ;

5 12

5 1

1

/2
A

256
'

/i
5

1 3617
,2
n ’6

j
_

2048
C

n6
)

7

H
0
= ancienne valeur de H

(
page 334 )

v/« [j.
)

/ 49 ,2 147 v+'+
1

4753
f
+'d^

n
"1 5 1

1 n , 2
«'5

1 3617 , 2
n '6

(

1 W 64
/ " Hh

5.2
e e

,
) 256 « 5 2048 ri“ \

D’ailleurs, en calculant 0, à l aide de la première formule (4 1 )’
011 trouve

7 , 7 , . 665 , ,

S
<
’-

4
T ' +

64
"" C

123

DS-
73 ,

92 . ,

3r-Y'^
1 3o55 ,

e ~ e
256

n ‘

ri*

37 ,
«

8
C

111 ,11

ri 32
<

n 5

44T. XXYIII.
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De là on conclut
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-
( 9, L, + 2 0, L, + • •

• )

—

'47 , '2
, ^ ^ J* _^ \ ’jl

32 ^ 256 5i2 / ri

/ 1 533
, 2 5523 2 , 2

1

1

4 8 7 , 2 \ _ 4»85i n rij 5217 ,, rij
)

\ 256
‘

128 ^
( ^ 128

'

'

) ri 2048 ‘ n 6 128
C

ri
\

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n°29, et qu’on tienne compte des

valeurs de i. i!
,

i"
,

i'"

,

on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 34^ et 343) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 7
e opération, et y ajoutant

+ «' (L — L
# )
— - (0,'L, 4- 2 0, L, + ...).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (88) de R, joint à la

quantité H- n (L — L„), doit se réduire à une simple fonction de a
,

e, y ,
ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de «, c, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

0
t

L, + 2 0
2
L

2 ,

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1), et de quelques

nouvelles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’ indication u- • •

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

L = \Ju \j-

37 _ 33
2

16 '

4
7

io5 , 22q5 ... . 69 , 201
H 75

“ e -\ 7T 7' "f” 7
" c

4 128 8 2

2199

32
fri-

28549 4
24735 A ,2

1024
'

128

57793 n \
5 i 2 Jri

— 407
1’ — 1 15 e 2 .

84699
^ 256

e
' 2 + 60 y -+- 419 7

2
ri — ^9749 , ,2

128
‘

4 2547 *3191
,,

1 3866
1 2

1614*07
, 2
\ n'°

\ 64 32
‘ 256

C ^ 2048
(

) ri
1

79° 1 39

5 12
e

2
c
n /r‘

rv
'

/ 36o49 9448 i
r

2

2069437 2 ,

8527763 /2
\ ri

1

\ 288 i 44 ^ ii 5a
C

23o4
6

Jri
1
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G = \/

a

p.
a

3/, 7

33
, 753 ,

4
r ~ 64"

229 5 n
, Ç9

128
^

8 7V’ .

16 ' 3a 7

_ 787^7
,,

1024
‘

^911 „v,\ *2
5i2 y

+ I 1 o — 4° y
2

i39 ;=
,

34699 ;2 \
3

( a547

\ 64

(
:'-

1 )l
_ .y

2 __ 335561 1 614107 ,A /?'"

32 1 536 2048
e

) ri

36°49 + 1 3 1 3 i 757 /A 81 »'j
a-

I

288 «' 55296 re*
+

3 a 7F ’

(

'

H = J\y a y. 2 +/<’-
1 28

753

G4"
<?
2+ 119

8

a 35

3 a

78757
c

1024
4 1 9 1

1

„ 2 „\*2
5 12 / 7/'

_ % 2 _ j3g , 34699
, s
\

3
/

3
e +1ÂT 6

)

n /5

/2
5

J)e ces valeurs de L, G, H, on déduit

( 1 - 1119,2 __
33556 i

(

1614107
V 64 12 ,536

_j_
36o49 ri

(

1 3131757 //8
81 ri" u 2

1

288 ri 55296 /F
+

3a 7F ’

j

& _ 1
|

rfL rt/z
1

* 45371

128

/A

z?
4

+ I 140 — 396 ÿ
1841

1

284955

128

41876 n"

64 râ

483281 ri'
)

~~a88 ~ri \

'

c/a _ i_ 1 / 387

^G an
j y 4

1473 ,

~r r ~
22933

1 28 4*20 -
1 4767= - 299Z + 3601 95 ea \ «2

8 64 J ri

+ I2t>279
1

'880475 « 7

|

64 288 ~ri )’

da

dR
= — \ (H _ Ë9 , _ 77£

an
( V 4 4

‘
8

2 '99 ,A

32 y ri
+ (40 — 399 e 2+ ^9749 ,A

128
6

y

ri*

n h

6i 9' «7 94481 «y
3a //’ î 34 ri'

44 .
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496405 II"'

d L a2 ne) \ 32 b

de_

dG a‘ ne

1 '
,

1

8

1 / 927 691 2
57693 570^9

412 n'
s

4964oo ^
3 n h + 768 râ

de_ __ ^.ZÉZV^C,
d H

_
«2 ne 82 n*

Il = __L_.i2 7
*^

<( L «'«7 4

^7 = 1

r/G 4 «
2 «71

'
— 2 7" G— c

“
1 2

,
3 , 3 2 4 5 ,

7 e +« e
I 7 ^ +

<6
6

É43
,

879 s +
\T6

+ “8" ; 64 128 J «

61 «' 5

,

8021 n '6

)

+ 6 h 5 ' 192 n"

rh- = ——r— |
1 + - 1’~ + o +

, 6
e

(/lt 4««7* ° 8

. o^m \ n
'* 61 n

lb

,

8021 n "

3 . .
5

, i £-'jif -'-g-''+-%nv + t? +—
[6 64 128 192

8
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (92) de R.

P~ d... K W„.« .o»

dans lequel l’argument est ,h + zg + * - »* »

qne R se réduise à ces termes seuls, de sorte que 1 on

R = -1-
2 a

,n
:

\
1

+ m
«' 3

( 4

1
t>?

1
OJ 3 ,+

8
^

3 „+
s

6.

Q L 12
27

.

0 0 J 2

+
4
7ê

8
y-C c

/ 37 33 , 373
— TT

-_ r «
8 a

|y_| ïV-|rr- + -|^- + ^r'- +
|

7<r-

,905 69 ,
35 1 , 2

2I 99 1 e
ti

^r.'' 2 + f 7‘ +— 7^- - -TT /
6

54 4
24341

,< _+
5 1

2

16

Celte formule se continue à la page suivante.
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^
1 5 — 60 y- — 162 rr

1 3029

G4

f 10915

\ '9
'2

28655 ^ , 568771
t>2

3349^19
e
,,\ ^

96
7 768

'
1

3072 J n'

45041 H5 5644303 ri* f 9 4$ * ,
45 ^ 45 ^ ülH fî

288 ri 18432 «° H
L ü 4 i<î ' 6 4 64 *6 n1

J ri

J
(l '

\
^

an
'+.*!<? e' + l ee

'2 - l riX - U 7* *V - H H
64 64

m>—
i

~ ô + 7 V" + «7
6,3 c ' + ee "

g
7

’ eC
32

7 “ “ 5i2

V 32 8
' 25b 128 / «

(

3 , 87 2
. 129 3

,\ n
,— pp* *v

2 er e* e
)
— H z ee T "4“

32

387 ,/i'
3

,
49341 ,

n"
\—- ee —- + — ee — >

ri
1 1

128 ri 1024 n )

X COS 2 A + 2 g- h- 3/ — 2 A' — 2 «' — l'\

D après la valeur de l’argument 0 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 3, i' = 2
,

i"= 2
,

— 1 .

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

1 r/L 1 e/G 1 d II

3 Ht
~

2 <* 2 f//
’

et par suite, en intégrant,

G = ^L + (G), H=-L + (1I).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ges deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e; en les résolvant, on

trouve

(A,

y [gy

F
1 + 3 e~

~[t

—
-

|^20

i (G) ~(H)

4 (G)

443» „2

32

2295 ,,

—ri— e
64

H4 .3
I 2 (G

)

12

4o (G) -(II)

3 (G)
+ 722 e

2 34699 ,j"j
«' 5

.

3

15 (G
)

15

128
6
'

J

_ 2547 /?'6 .3 IS (G) 1S

32 ri
2

36o49 n<1 -3
21 (G

)

21

j

ri i

(B.) _ 1 (G) -(H)
' 6 (G)

H4
.3

12 (G) 12

F
s

121 «'5
.3

i5 (Gy. s

6 ri"
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vient

L = 3l

Si l’on remplace a et y
1 par leurs valeurs en e clans l’expression de L, il

G) i
, ,

3 » 21
, 7$ 3003 /,'".3‘W

(j)
j a'

+
8

C +
.6

e
64 p p" {’

et si l'on remarque que
c~ = on en déduit

de _ . 3
3

(
G

)

J

^
3 , , (G)-(H) 3 3 i / (

G-
)
— (H)

dt y
2 (8 8 (G) 64 64 96 \ (G)

(CJ

7 (G) — (H)
,

309

64 (G) ^5i 2

f 1 35
,

8

1

(
G

)
—

(
H

) 5859 >2 ,
675 ,3

1 /r'.3
3
(G)

(> <>- p —1— —_— p
3a

-
16 (G) 256 128 r::

3
,

29 (G) — (H)
,

423

16 (G)

423 . ,1 « , 2
.36 (G )

6

32
r

J p

_ 387 »' 3 -y(G) 9

_ 40881
g

,
/r'

1

. 3
I2 (G) |:

) ginfj _

128 p 1024 p 5

D ailleurs on a

r/9 d/i de , dl
,

r/R r/R r/R

dt dt dt dt d L dG dH

1 1 1
da da da ds » r 'i *

en tenant compte des valeurs de • • • données a la suite de la

7° opération, et remplaçant a et y
2 par leurs valeurs en e

,
on trouve

r/9

3F
r

~

3
3 (G

)

3

(».)

p i 27 , 1 35 .
«'. 3

3 (G) 3

TGT 1

3 ~ T + ~¥~ P

fi 5 1 3
(
G

)
—

(
H

)
,
159^1 45

,,,q « ,J
. 3*(G)‘

,

229 n'\ 3" (G)
12

}

LT “T M +“ +
s J p +T p |

‘
r! -nGY M 3 1 (G) - (H)

,
1 77 2 t

3 i / (G)-(H)V,
e I 8 8 (G) ^64 64 ' g6\ (G) )

35 (G)- (H) 4209

64 (G) 5 12

, p 35 81 (G)— (H) a5 ! 37 , . .
67 5 1 //. 3

3
(G) 3

|_
32 16 (G) 256 128 J p

|~3
, 29 (G) -(H) i 6°5 , ,-j /z

,2
. 3s (G)‘

L 2 16 (G) 32 J p
387 ,«

,3
. 39 (G) 9

40881
,
n'*'. 3

12 (G) 12
)

o c ;

—

: r e r—— cos 5

128 p 1024 p )
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Ces deux équations différentielles (G,)
, (

D,) correspondent aux équations
(
a3

)

du chapitre III; elles n’en different qu’en ce que la variable 9 (qui n’est autre

ihose que
j
L
J

a etc remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Elles
rentrent d’ailleurs par leur forme, dans les équations (3g), et si on les intègre
a 1 aide des formules (/jo), on trouve

?

e cos 0 =

(E,

-O-j
(G)-(H)

, ,

5 i

24 (G)
288 \ (G)

_ 43 (G)-(ll)
,, , 4677 4

96 (G)
tt>e

+

Trr e
°
r

}
—

f" ^ ,

4319
s , 673 ,3

1 /z'
3

. 3
9 (G

)

9

L9E i 44 (G)
+

128 0 '

384
G

J (G

— 587 (G) — (H) 857 ,3 «\ 3 I2 (G) 12

l3« 432 (G)
e + ^-^ e

J
—

5
^—

3
e (G) c

1021
c

<
/?

'’- 315 (G) 15
1051963

,
« ,S

. 3 IS
(G)'

864

+
r*
+iv

82944

33 /z'\ 3
l2
(G)'

2
1

jcos9
0
(t + c)

l f 65

11.64

'9 (G) - (H)

64 (G)
'

1801
"256"

3 ° (G) 6

i49°3
nl
n'\ 3

9 (G) 9

1429 ,«'C 3
I2
(G) 12

)

768 u ^ -E e
l e (

72
~

s
j
cosa0,(f + <•).

/
e sin0 = e

0
sin9

0
(f 4-cJ

19 (G) — (H)
, ,

1

1801 /]
IL64

9

64 (G)
“h

256
e

°
e
J

14903
~

768
~' .2

n'3
• 3* (G y i42q ,

/z'
4

. 3
12
(G) 12

)
0 77 I r— e

„ c ' sin o
72 i

sin 2 0
O (

f -f- r ).

e
“ et c sont deux constantes introduites p<u 1 intégration, et Q

0 a pour valeur
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Si de ces formules (E.), (
F s)>

tire la valeur de «*, et qu'on

dans les relations (A,), (B.), on en déduit les valeurs de « et 7 en fonction

de t, qui sont

,5. 0, .
n- n(G)^ + 443l e; +a eqï^M:

= + + [g- "J (G) 32 16 J p
-

_ j^o - ^
(

-^f^ + 722 e
a + 270 <?"]

7?' 5 .3
15 (G )'

5

P
10

2547 /?
,6 .3

I 8 (G )'
6

_ 3Go49 »''.3 21 (G)
21

.

TT p
12

! 44 F"

/ (G) — (H)

(G.)

^
|
R ,,

- i <' +# "O ^ “ 15
+

48 V («)

69 (G) — (H)
3 o , 12977 „» /I

•
36

"3i"lG)“ # 256 J **

/^nor
245 (G)-(H) _,_u j

65
Z1

"

24
" (G)

°

,
673

e 3 e
<

1 _Z_e„ e

128
0 64+[^

f 4 t
,

587 (G)-(H) _, + 3M

+ |ir
t’» e -^^îGr^ • 3 J f*

,021 ,«'‘.3“(G) ,S i53o5i_i
e cos e

0

+ 344
“^

P^ ^824 * »

3
2 (G

)

2 ^ , 2 «^lGr cos 2 0
o (^+ c).

p
'

64
0

F
8

r = ë (G) I

• t i-

6 P

\H
8 ,

6 (G) I L4 (G) 3 J

2
' 2

.

3

fi (G
)

6

r

1 3q ,*
B

. 3
# (Gy

,

4x
#>/
,,^nGV

+ ljh
e -7”“ + T5,

COS0„(f + c).

Désignons maintenant par a. et y\ les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour « et r ,
de sorte qu’on ait

n,= 4-^-
|

1 + 3e
»+— c

°
+ T £

’°

F 8 4 (G) 32 16 J

-[ 40 (G) (H) + 722

e

i _|_ 270 c‘
10 ~~ T (G)

]
«' 8 .3

, 5 (G
)

10

2547 » , 6 .3
I 8 (G

)

18

_ 36u49 ^-3 2 i (G]^
"
3T p

12 >44 P"

i_ (G)-(ü)
/l

°
—

6 (G)

3
,

,

r Tl

c
1

<?
..
-j- 5 -

c
0 / 0

.3
t? (G

)

12 isn /j,5
-

3l^G )'
5

F.

6 P'
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De ees relations noos pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0
et yl; nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E
g ), (F

s )
(G

s ), (H
s ), et elles deviendront, en mettant n

{)
pour

VÊ= i

"
0 V^o

j
c cos 9 =

:
E'

1
/

1
, , .

i5
, ,

i „ i il,,,, 65i ,\ n
e ~^ r

ro'- + 57 ;c - 77iT0 c'le - ^ c‘
t
r

«4 i G

/i 3q
,

^45 .. , 1817 , 673— e — -y;

96

^4 '
,

lOl J , , ,

U/O
,3^ 7 »

r + 55îr^ +
334

e
24

5i'.

908107
,
n ’:

/ 4 * , 087 365 , ,N nn

\ 3G
é

72
'

,

°
t

24
e

"
e

J '»J 864 '

«j
r

82944
'

«J

f ,

33 „ ri* ’\

+
[
e

' + ri,]
CÜS

“
t ri-

c

f / 65 , , 57 „ , , 539 , ,\ n’
1

(4903 ,,
.ri3 lAiq . .ri* 1+

L\64
r “'’ “ââ 75 *** ~

256
(

°
e
) ~7&T ^ +

~rT
C

"
e

ri* J
cos 2 0

“
( t + C

> ;

e sin 9 = e
a
sin 0

O
(T 4- c

)

F' i
'«

,
57 , 539

,

s

\
,

1 49°3 ,
,//'3 1429 ,ri‘~\

L\64
0 -35 7 »

c
»
6 ”

256
''° e

,

'

~r H e
l

<’ —
< 72 n\ J

,4

a = (7„ 1

(G',)

/l 3q , 245 , , 1777 , ,
673 ,, \

+ Gr '• ' ~ t ,s ' fsr ' + 5" '• '
) <

,41 , 587 , ,
85

,
A n

'*

+ ( “ir 75 *** ~ ï r,<:
) X

1021 ,

//'5 i3387o3 ,/T0

^ l44 ^ «n 13824 0 /?
!ï

cos 9
0
(r+ c

)

c./
e

o
e

' 2

ZX cos 2 &
o (

? +• c
) iu4 ,1

q )

(H
7

,) 7
2 = 7o

f f 1
, ,

1 , ,
1 5 ,\ ri

'

1
1 3g _ , 41 , ,

1 ,

LU 7Ï *• e -
2 7 “

e -
35 7 »

e
°
e

) K + 4F 7 »^^ +
78 7 °

e
»
e ^ 1

cos b + O.

La valeur de 9. deviendra de même

e. = »,

L ", 4 »; J
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Calculons maintenant les valeurs de h -h g H~ 1 et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d
(
h + g + 0 _ _ ifü

,

dt <7 L clG d H

dh _ rfR

dt
~ dW 1

ou nous devons mettre pour R l'expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d(h + g + l)
_ n _ n

dt

"
2 r 9 .. 9 -,

,

3 '259 n '2

qr, C!]
rL'-i’ + l“'

+
ï nr?- 35

.ej

4-
10 , ,

279
,

,

3 -/
21 „,/

é’C — — GG — c>

«' 2 T 2 I
,

TLïë" ~T'

“

T 28

755 ,
2G73 ,

18441
3 A 4. dlrd

1
- ~^-eë —r

"1
COS0,

il
ee - T6-r 5Ï2

-
y «

1
4 256 4 J

Tit

r 3 3 3,9 33/41
-i?J

f 3^ _ 3 ^ _ 45
e
s ee

,
«' + !7 ,4J ]

cos 0
;

\_%
ee

8
1 G4 Ib n 1(3 11 J

d’où, en remplaçant a, y, e, D par leurs valeurs en t données par les formules

(E’„), (F,), (G',), (H',), puis intégrant, nous tirerons

h +g'+ 1 =
^ CO + 3(1?) + 3

(
2/, ' + 2 S

‘

ô ( + K + Su) 0 4- c
)

KJ

+ I l-'o*' - T 7 » V'' “ TÎs^
6
*' ~ 7^*'*" ) ni

2°7 , j i3

2641
,

4 ib > , , 9977 . 1

C„e —/o f
a
r

!92 38 DI2

1025
,
/J

,

3 1 65 1 ,/4

-TT'''" iç + TTST
1'-'

»;
sjn S„(?-+:c)j

/ h =
(
//

) + //„ (
^ r

)

1 5

64

245
_

,

/4
"48"'

'0

587

i44

'

sin Ô
0
(f+ c).

(A) et (g-) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n°
ii\) \ K

et g n
sont des quantités qui, comme 0

O ,
dépendent de n

0 ,
n

,
e

,
mais
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dont nous ne donnons pas les valeurs, parce cpie nous n’en avons pas besoin.

La forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -f- g -f- / vient de ce que l’on a

h + S + / =
3

ô ^ ^ g + ^
{'ih'+ ig' + /')•

Les six formules (E
g ),

(F
g ),

(G
8 ),

(H
g ),

(K
s ), (LJ constituent les intégrales

de nos six équations différentielles, dans le cas ou la fonction R y est supposée
réduite aux deux termes (i) et

( 92 ); dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer 1

la règle du n° 29, et nous serons conduits a effectuer la transformation sui-

vante :

Formules de transformation.

On remplace

e cos
(
2 h -j- 2 g -)- 3 / — 2 h ' — 2g'— /'

)
par

i
,

8
" -

7 ,
f 5

32 64
; V

4
<?'

76^ nn'

h1

673 \ «y
384 /

f 4 i
,

587 ,
. 365

9 ,\ ri
'

1021 ,/i'
b 008107 . n's— — e — 7 e -{ e e 1

— — e — -4- — e
\36 72 24 ] n *

864 n h
82944 n Q

r 33
l2
n’n - _ 7# ,

+ I
e ^ 556

ee *

ir J
cos b2/< -+- 2 s+ 3

1

— 2 h ~‘2 s — 1
)

65 , ,
57 , , , 53q , ,\ n'

2

[4go3
, ,

n"

FüF
c ~ c

l?

1429
,

72 f] f0S 2 (
2 k -f- 7 g + 3 / — 7. Il

' — 2 g
' — /'

e sin
{
7 h -f- 7g+ 3/ — 2 h' — 7g' — l') par

e sin
(
7/1 -+- 2 g

1 + 3 l — 2 h' — 2 g' — i'
)

4 (

iZ.
32

539

256

+ i4go3

768 72 n
sin 2 (

2 h -f- 7 g+ 3 / — 7 h' — 7 g' V
)

45 .
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pa r

a i
—

I

3
,

3 , , 57 3 ,
3 ,

t

- ce 7 — — e e — — ec

4 2 3a 3a

3
, ,-fce

5n 321 . ri

_-£Zp eV4- -T7r e
5
e' —

i 6 ^ 256 J n-

,’i 3q ,
245 , , 1777 .»>

|

/.

'

4 i
,

587 ,

85 \ n '
1

+^ ee -17 ree f

,44 «
5

i 38a 4

1 02

1

ee
> 'él _ «>' ÿ J

cos (2 A 4- 2 g + 3 / — 2 A' — 2 £io'
- /'

— (
,2 e

'2 — cos 2
(
2 /1 2 g' -4- 3 / ïh 2 g /

) |
5

04 «' >

7" Par

/-'+ _
7
-,, --7«“

âï r*
4 *

1^9 , ee , ^ + 41
, ^ 1 cos

(
2 h 4- 2 g + 3 l - 2 h' - 2 g

' - /'
) ;

.

48 ' n' 18 ' n' J

par

h + g' -T / T~
1 3 ,

11
, ,

207
3— ee — -TT 7' ce 5 £ c

16 8 ' 128

1 3 n -

T28
ee

) n 2

+ 4 a64 i
, 4 i <55

2 , 9977 , A
-Tir 6

J

1023
,
« 1

,

3lfc>5l
,
«

ce' —r H X- ce —
I
sin

72 « 1728 «S] 2/< + 2g+ 3 /— 2/l'— 2g'— /');

par

*+l ( S
«—

3
7’™'-

64

ri
1 245

,

«' 3

,

587

rr
^

48 »' '44

,
1 •

,—
- sm (

2
« 4

J
h 4- ag + 3/ - a h’ - 2g'- /'

On remplace

Formules qui s en déduisent

.

c
1 par

I ,,
1 , /, ,

<33
, 2 \ «— <?'- 7 e'- -1 —, c- C

)
T

/ï / 1 1\ • o ^6 / /z
64 16 i5(i

1 39 ,, 781 5
,a

384
6

« 5 3072
6

« i;

nn— +
rr

189

48
+

n '4

«4
COS

(
2 !l -f- 2 g 3 / 2 il 2g O '
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cos 2(1/1 4- 2 g' 4- 3 / — 2 h' — 2g' — /')
* par

1 ys
”"1

,

l39 n

64 n\ 384 'i
b

, , ,

i 5
3 , 1 ,3

\ n'
2

7 ee + ~T-
e c — 3- ee 3 —

16 52 IV

i 3q . 245 , , 1817 , A n 11

-— ce
’ — 7 ee

'+ c —
48 12 64 / «

41 ,«
4 1021

-3 ee — + -74— ee
18 nH 482

,
n’ h 1

V J
COS

(
2 II + 2 g + 3 / — 2 h' — 2 g' — /'

4- e2 cos 2 (
2 h + 2# 4- 3 / — 2 h' — 2g

' — /')

65
3

,n'- i4ç)o3
3 ,

n
+ |

3T- e3 e
' —

32 n 384 ~r] cos3
(
2 A + 2g 4- 3 1 — 2 h' — 2g' — /')

;

e
2
sin 2

(
2 A + 2 g-+ 3/— 2 A' — 2 g' — /') par

r/i
, 1 , ,

. i 5
, 1

,3
\ «' 2

/

1

3q , 245 , , 1817 .. A n

[XI™ ~2 ree +
7Ü

e € ~^ ee
)
— + \-7t ee ~—fee + -^-e*e »

32 / rt 48
„ Je'
64 / rv

41 ,
1021

,

«' 5

H 0 — + -74— ee —
18 43a _

sin

(

2 A 4- 2g- 4- 3 / — 2 A' — 2g
' — /'

4- c" sin 2 (2 A 4- 2g-+ 3 / — 2/1
1 — 2g' — /'

)

«' 3 1

jj
sin 3

(
2 A + 2 g- + 3 / — 2 A' — 2 g

' — /'
) ;

f 65 .
,

«' 2
i 4qo 3 ,

32 /2
2

384

e
3

•
]

C0S
*3(2/i4-2g4-3 / — 2 1i

' — 2g'—/') par
(
sin i

v 0 ° ' 1

3 „ n"' t cos

64 râ I sin

3 3o /
'-'29

8
*e--fe 2

e

cos

(
2 A 4- 2 g 4- 3 l — 2/1' — 2g'— /'

)

45

32
r

'

/ «'

r 3q , ,

//3

4 > , , 1 1 cos )

"7 e~ e — 4- -— c e t '
1 • [

2
(
2 A 4- 2 g+ 3 / — 2 A'

32 12 J (
sin

)

v 2 g' — /

+ •

!
sin 1

3 (
2 A 4- 2g+3/- 2 A'.— 2g' - /')

ïo5 fi
12

i (jqç j

tï e * e
'l?

) sin î

4UA + 2 ,g+ 3 /- 2A'-2g'-/').

* Voir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué l’usage de cette formule et des sui-

vantes.
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Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E’
s ),

(F.) la valeur de e* en fonction

de f, on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y données par les foi-

mules (G'g), (H'
8 ),

dans les expressions de L, G, H en a
,
e, y ,

on aura, en sup-

primant les indices de a0 ,
e

0 , y 0
et n

0 ,

L, = anciennè valeur de L (page 346 )

' 1

) ti5b n oi i h.
)

fl r, 3
L, = V/«H-U ee--^-ec ^ 6/

,

07 3 „ \ ll
n

( l 3q ,
245 , , S'A—

i ‘‘‘<"

~

ET

“

1

)

-
( 17

"

f -T r " - 75T ‘
)

Ai
,
n 1021

,—
75^ 7ë

~
TtSÎT

cc
~ri

1’

G = ancienne valeur de G (page 347 )

jp = ancienne valeur de H (page 34

3
v C —j— r

128 64' 5i2vV I
-

(
e

' 2 ~ h 72 e
'

2 + c
'

: r
''

n '

4

X 39 II'*
rjn 7 3 1

5

„ /7 6

76S' n b 6144
£

« 6

1 39 „« dl _ /2
«'6

768' nb 6.44
'

« 6

D’ailleurs, en calculant 9, à l’aide de la première formule (4»)’ 011 trouve

•9, fe' + 9

£

64 64

245

gT/£
258o 5

768 ri

+ ri'

V
NN e

'
r.’1 j.

864 ri
)

De là ou conclut

y h

i (6, L, 4-20,1,+. ..) =

2 56

629

128

1081 , „\ «
— c e-

)

—
128 / ri

73

1

5 ,, ^ _ 12419
f

, 2 I.

2048
e

« fi 23o 4 ri \

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29 et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i\ i\ i"\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra
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en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 355 et 356
)
dans la

valeur qu avait cette fonction avant la 8
e
opération, et y ajoutant

+ 3
n '

(
— L

0 ) —
j
n '

.
f

(
0

,

L, + 2 9
S
L, + . . .

Par ces substitutions, l’ensémbîe des deux termes (1) et (qa) de M, joint à la

quantité H-
^
n (L — L

0 ), doit se réduire à une simple fonction de a
,
e, y , ce

(jui fournit une vérification des formules de transformation employées
; la fonc-

tion de a, e, y, ainsi obtenue, réunie à la quantité

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques non
velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication u- , ,

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

= *•>
i

i+G -G 1 -
f‘-

'

+%<•+

+ a85 49
c i _ 387^ , 2 _ 903

'

,A

1024 2 8
f

/ Z?
1

r-
(
10 — 407- — n 5 c'

2
-f- I 35 <•'- + Go y'1

419 y
2 ê — 4407V 2 + r > _ \

V ' 64 2 / K5

2 547 _ G191
2 ^ 1 386G

1 _ 2
200849

, 2 \

64 3a 7 256
e

a56
6

/ ns

.

É 36049 9448
1 2 2069437 177403

, 2
\ «' 7

V 288 '44
7

I

I

5a
e +

48
e )w

1 3 1 31757 n 8

_ i 5 i io3 ri
'

3
81 n u <f 45 u

'

' a 1

55296 1728 n '-' +
35 V’ V2 + V 'V

'

(j = \ (t [J.
\

, _ 1
) 2

4-

— e 1;

5
,s

8 n; 128
(

33 753

4
‘

64
^

32

\ c 1 î 3q 2

-h T 35 e
12

917 ^2 _ V9 _ , ,, 78757 , io52f

, 6 V
'"

'•

s"''' 1024 128

36o49
1

» 3 1 3 1 7
~>7 //

s
81 n

r
' a2

288 «' 55296 //
# 32 /à <7'-
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xë
e +

8
7 * -

738
e

H = s/ay.
j

i
- i'f - ~ e + ?'«' -

g
6 +

4
7 '

3
7 23 , 7 53 „ 57 3 ( . 9 235 , 2 _47>_ ,^_Z!Z2Z^_

64 ^ “8" + 32 ; 16 1024
16 8

Iü52 I

128
• ce -r

i 3510 —7
3

,,\ a'
5

,

É^547 i3ig
, _ 33556. ^

200849 A
+ J* 1536 256 ' n

36o4g rP_ i 3 i 3-1757 8 i_

_

<r_

288 n'
+

55296 « s 32 il a'
2

De ces valeurs de L, G, H, on déduit

da I

\ , f
35g 375 ,

45371. 3
4935

e
,3\ ^ + /

i 4o_ 396 f + l^±e2 + 18c

4Ü= 33 1

2+ ^ 128 16 \

! 890 e'
2

)
-j

+ 4 1 875 /?' a 483a8i n

64 rï
+

288 n 1

da_
. 2_\( - i^ 7

2 - 22933
e

2
I-^ 4 2

^) ^ + ^420 - i 47& 7
* - ^a 2 + 567o 4

2

j ^
4G a«

( \ 4
126279 1880475 1>2_ \ <

64
^ 288 « 7

j

’

4a

4H a« \ 4

33 _ Ë9 ^ - ZZi , 2 4 M9
e
n\ + (

40 _ 1 20 7
2 - 399 e* + 540 e'-)

T 4
‘

8 8 J n“

n

7ï

6191 « ,e
9448 i n

|

3a n* i 44 a 7

1

le 1 \
, / 927 691 36549 , 14*47 A

n= 7̂ 7 )

l
- C + {lï~ 8 ' .28 64 )n<

'• 412 499 4o 3 ^ )
;

4L n 2
rie I

de i_

4G rr ne

1 , 1 , 1

C

â ^ 8
e

16

de __
1

_

757
e
i ’ii _

4H
—

tr ne 32 « 4

3 « s 768

/ 927 6gi
2

576g3 ,
I 4.2.47

t
,l2

V‘32
8~~ 1 128 6/1

4 1

2

a '5
4q64o 5 n*

)

~
3
~

Td
+

768 ne
\

47
4L

1 1 7 „
,
ri_

tr n 7 4
^ a 1

1 \

'Il -

4G ~
4 a

2
« 7 i

I , O 2 . .
3

i

,2r + _ r-_ 7
-, 2 + -r 7 r e

0

16
1

43
,

879 * *4*7
r =

1

6Z2
777 "i o

-
/ A/, ^ 82

n
1

' 61 n l:' 8021 tr.

j <3

1

8 ' 64
' 32 } n' 6 rl 192 n

±L = __ _J
414 4 cr « 7

[ j 3 ,
5 / 43 I2 7 .,2

I+
3

"
J+

8
e
'' +

76
e

' +
V36 4

7

1 427 s 627 \ ^ ,61 8021

1Ï4

” £ + TT j n*
+

6 "
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destinée à faire disparaître le terme (ia) de R.

Prenons dans R le ternie non périodique (i), avec le terme périodique (i a) *,

dans lequel 1 argument est l
'

-f- l\ et supposons que R se réduise à ces termes
seuls, de sorte que l’on ait

R =

m '

a™
{ 4 \

+
I
<>2+

i
^ + l

"î ~
'i

- 1
7

2 + rn + - Ÿ <‘
2

16 32 4

— - — T -— ^ 4- îdl c
n

,

69 .a ,

35

1

2 2 549 2 ..n

8 a ' 8
+

16 ^ T 1 + ~r 1 T 1

4434 * 55o5 , ,

e4 — c 2
e‘

012 16 / rr

J 5 — 60 y'2 — 162 e2 4o5 ,,\ »

)j n

îf

_/ 10915 _ 28655 568771 415999 , 2
\ X 45o 4 i « ,5

56443o 3

V 192 96 768
' +

384 ‘
J ’é 288 18432

T JL __ ^ ^ ,

45 ,
,

45 ,, _ 8 i_ >f n rr
)

L 64 16 64 64 16 n 2

J a"
^

m " ~ 7
ee + 7 7

2 ee
'

3- J-
*" <?' — I7 <X

3 — - f ee' — “7 7V e' L- <?
5
<?'

32 32 2 l6 '
256an

! 4

21
, 63

—rr-
16 7 ce

5 i

128

, ,
63

e e 4- r- ee
32

_ 29Z r , _ 83^ A «2 _ 9129 ,
X _ .368o7

\ l6
„ , y ,

n * 45 ,
a

\

ia8’ j /r 64 /z
3 JF ~ 3Ï*’ ^ «

X eos (/ /').

D’après la valeur de F argument 6 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 1
,

4=0, i" = o
,

i'" = 1

.

11 ne faut prendre pour ces termes (1) et (12), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

Xem primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des huit premières opérations.

T. XXVIII 46
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Si l’on introduit cette valeur de 11 dans les équations différentielles, on aura

G et Ii sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux va-

riables ci, <?, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e. En les résolvant, on reconnaît d’abord que, dans la valeur de y en font -

tion de t

,

tous les termes variables sont d’un ordre supérieur au huitième, il en

résulte que, en raison du degré d’approximation auquel nous nous arrêtons,

nous pouvons regarder y comme constant. On trouve ensuite pont a la

valeur

G"’

(A,)
37 33 , 357 ,

,
.

-t 7 + -~r- e -1

—

— e
Q a ' vi

357 573 va \ A' G'

3-2 16

262 ,.A «'"G 15 2547 /ATT
20-807 + — e" + 27 ot

'

J
-yy 33 T 2

36049 A’ G 21

)

i44 p"
i*

Si l’on remplace a par sa valeur en e dans l expression de L, il vient

3 . 5 1001
2
A 4 G 12 221

2
/AG' 3

1

L = G + 8^ + 76
^“

-ëT"
—""

3
"*“*’

d L dR w 1 •.

et si 1 on remarque que on en déduit

6l

/ ÿ =^ J

3 ^ _ 9 7
2 A + JL A A+ ^ A3 + 5 A - ^ 7

2
e

2 A +^ A
A;

;

A (4 2 ' 32 32 2 Ib 2D0

(C,

63 ... \ AG/ 21
,

63 2 ,
387 , ,

- \Tc,
e “T 7 * + Gs

6" e +
3Ï

fc

) V-

+ Ma-^v 2181

16
7-/' -I 7 Ae' 128

A 2 GC

9 i59 ,,«'3G9
,

A— 1
sin(

154“ + ~384~ 32 Art'O

dl

dt

d H
,

,“ ÂL + " ’

D’ailleurs on a
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en tenant compte des valeurs de —> données à la suite delà 8
e opé-

ration, et remplaçant a par sa valeur en e, on trouve

l
p

2

!dî
= Wi

3 , 3
- c- + - c'
2 8

n' G'

4 2
r

27 , 21 ,

T e +T*
« ,2GS

1

4

1 « ,4 G 12

)

(A.)

ri
2 G3

i
|
3

~>
— * “

{
~

<

2- e
( 4

7'?' + + eV + -±e'-
2 32 32

9 s / 297 2 2/, I097 , /

7 7 tt
-
7 c c ~| —— c c

2 16 256

2 ï
,

63
,

1 665 ,, , 63 ... \ n'

16
' -

T 7-' A ~^
8

e
'
e +

32
e

J

~

375 ,
297 2 /

i 5543 , A /AG"
“âT

0 -—7 c + Q e- e
128 ) y

9159 j n
'°G9

64 U6
384

Ces deux équations différentielles (C
9 ),

(D
9 )
correspondent aux équations (28)

du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui n’est autre

que L) a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Elles rentrent

d’ailleurs par leur forme dans les équations (89), et si on les intègre à l’aide des

formules (4°), on trouve

e cos Ô

256
e

°
e

J p
1

;?
,2 G 6

(À) {

33
,

81 1161 , 45 ,,\ /AG9

ïô “J 7 f + ST e ’ e + 7+

/ 429 , 44 1
2 1

n 5o 5
,
A //'“G'-

(
— e r7 « + -7T7- e\ e' )

-
V 16 4 64

i 8o 3
,
n' h G 15

259781 ,«' 6 G'
S

45 ,
nn G c G 4

16
c

y 0 É4~ £ A+ 3i
e 7"Âr

,

1 35 n ,i G 12

e
“ +

6C
e

»
£' ~y~

J
cos

S

0
(

t

+ c)

il
32"°

4 A /AG*
128

ç359 ^ c ,
«'G 1

,

14079
,
/AG 12

!c a c — r* " ta —— t on
128 128 r j

COS 2 0,9+

Zj6.
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e sin 0 = <?
0
sin

0

O
[t + c)

( F.

r /81 7 ,
243 2 , / . 94 3 i A >agc

~1~

[U**' --rr''
,>e+ és '' 1

J y-
4

>359 ,
,/AG»

COj

[4079 ^«^11 si

128 " y J
sin 2 0

o
(t -h c)

0
et c sont

/aleur

les deux constantes introduites par 1 intégration, et ô
0

a pour

/G 3
7 'A G 6

°» = r “
2
e

° ^ (A 4 y*

Si de ces formules (E,), (F,), on tire la valeur de «*, et qu’on l'introduise

dans la relation (A,), on en déduit la valeur de « en fonction de t, qui es

a = — \
i + G- t’o + (-'l

y

8 2

— I 20 — 8o 7
"+

(G,)
\

~
\

—
- 7 + 32

0

4

262
, ,

8 7 39 ,.A n*®'- *547 'iüil _ ^3^
(— +

) y
10 32 P-

12 J 44 y 1

o V- 27Q . 1825 . A /AG''

£j(|ry- 9éi.<'+|y+A t,
' +91,v,-T/' ! ' + 'dr'iI ) TT

( 33 ,

81 , , 1491 é + 45 e ,A
- \J

e
°
e ~ T 7 0

+
64

ü 8 “ J y

/42Q . 441 A . ,

i5795 , A A}'..

+ {¥*•*-— T e
'
e +

64 )
y*

1 8o3 ,
G 15 3207

1

,

/A<^ + 45 1 ’AlL
.

(
cos &

0
[t +

A -ir-A* -rnr + -ÏT L
°
t

A 2 16 “ A P a
\

_ — • e\ c
"1 cos 2 9

0 (
; + C

)

y. lb
0

y

Désignons maintenant par a. la partie constante de la valeur que

de trouver pour a, de sorte <ju on ait

nous venons

A
!

i + f
5 + A 4- e 0

8 2
7 32

0
4

/AG ' 5 2547 //'“G
' 8 06049 /AG 21

1
,

262 „ 8739 u
20 — 80 y H—j- e; -1

3

— e
J

pto 3a
;

T'J i44 y
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De cette relation nous pouvons tirer G en fonction de a
0 ;

nous pourrons en-

suite remplacer G par la valeur ainsi obtenue dans les formules (E
9 ), (F

9 ), (G à ):,

et elles deviendront, en mettant n
0
pour

a o \/a 0

4 32

(K)

(33
,

Si

U' 64 16 \ 16

i8o3
,
nh 263777

1
n "‘

45 ,
nn a\

16 ni 384 «J 32 n\ a'~

+

r 1 35 « ,4 1

L
r

“ +
6T J

C0s9
“ (

' + c)

I /
’243 , , 29 4

A n ' 1

1359 ,//' 14079 ,
A4 1

LU2 ' 0
J 6 ^ c

°
e

128^ ~~G8
^ 6>

^ +
_
G8

5 e»^J C0S '26d /+ <
);

e sin 9 = <?„ sin 9
0 p + c)

(F,

, ff 8l „2„/ 2 4 3 29 4
,\«' 2

I 359 ,
,/A 14079 ,

/Al+LG 1'• ' " ir ' '• ‘ -nr"• e
) 1?,

~TW- e ^ + -Ar'i ' <1
sin20

ü
(f -f- c

a ~ a„ 1

(g;i

[ (;
V' ~ 97=V - 4 < e’+ % V‘ + 9V'V + S f <•:<•' +A < '•

33 81—
I -TT e' — — A n />' -U —

8 ° ; «

,
/ 429 ^ 44 i

2 ,
8229 A n'\

i 8o 3
,
A 5

32737 ,A6
45 ,

A 2
ci:l~ e

*
e
K +-ir r

°
e

< + Ï6^ ^ ^ I

cos9»C +

- COS2Ô
0 p + c)

La valeur de 9
0
deviendra de même

e.= r.+i'-z'iiT
L «„ 4 J

Calculons maintenant les valeurs de A+ £•-+-/ et de h en fonction de t. Ces
valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

rd h ~t~ g + 0 '"A! dR d ]( d/i d R
dt

~
'

7TL ~ Tîg ~ dïï ’ 77T
=

PTîî
7
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où nous devons mettre [rouf R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d\h +g+ Q
dt

--?[

dh

dt

-ir +F + b*
1tfl®^

1.1

"'-f fee'-k ^ 64

-(f
,

6o3
, ,

ce'+— e c
256 H-

_ 9 33/41
+

8 8 rr J

32

cos 9,

d'où, en remplaçant «, e, « par leurs valeurs en t données par les formules

(E'J, (F'„), (G'
g ),

puis intégrant, nous tirerons

/i+ ?+/= [h
) + [g) - /' + (9„ 4- A, -H g») (

? + r
)

r/ 3q , 99 , /( .» ZZ e'4-—
[ VT

£
’,e 7 0 64 •

+ R/!

Z 627 ,

1 377 7 29— I
-=4- <?„ e 3— 7 44 + 74Â

£ £ î

64 " / ni

32 256
C

° ''

) 7?ü

10725

32
0

ni

15893

3*

( 4 )
A

J
sin9

0
p4-c),

(/î) et (g-) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); h
0
et g»

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y ,

n, e\ mais dom

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n en avons pas besoin. ,a

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur c <

.

h 4- g q- / vient de ce que l’on a

—j— o —)— / = © —
j

— // H— g
- — l

Les cinq formules (E'„), (F,), ((?,), (K,), (U), jointes a la condition que y



CHAPITRE V. 9 OPERATION. 36 7

est constant, constituent les intégrales cle nos six équations différentielles, dans
le cas où la fonction R y est supposée réduite aux deux termes (1) et (12) ;

dès
lois nous n avons plus qu à appliquer la règle du n° 29

,
et nous serons con-

duits à effectuer la transformation suivante :

Formules cle transformation

.

O11 remplace

e cos
(
/ -f- V

)
par

27 27 81

+ (S - - y- Y e' +^ «V+ êï \ £ _ ( 4^9 e , _ 44£ v ,

16 '

4

i8o3

64 16 16

33 \
«' s

256
^

44 1
,

I ^09 \ n
r'

4
Y <'

'

64
6 6 U

_ 1803
(i

< ’il _ a63777 _ 45
,
n'

2 a
16 " 384

6
n e
~

32
e

ri
2

' ~
(l

r ,

135
, 9

/z
/4 1

[
c + Fl

ee '7?\ C0S ù+ O

r/81 243 29
I ir- e e — y

2
e- e — -2- é e

L \32 iü 1
128

\'f_ _ i35p
2

,n'3
14079 n '<l

) n 2 ,28
f 6 Z +

~73ÎT
* e

7F j
cos

2

R+ T

e sin
(
l-\- /') par

e sin (/-)-/'
)

[O'-f' j^9_

128
'

i 359

Ta8
“

‘

1 4o79

128
!V è] slsin 2 (

/ /')

par

°
!

1 “
[ (l

ee ‘ ~ 9 7 ee ' -
76 ^ ee '3 + 0 '/ + I f à e'+ -L

\ f128

8133

s « 2 ^ + I ^ ' + f “*) ? + (I
1 -f f ^ e') Ç

cos(/+/)
i 8o 3

>e '

—

1

% 27^7 ,n 45 ,n
e

„s
"3 77— e

e

TT H x <?e —n 24 16 «2

9 2 ,2
n— e-

1j^e-e ~cos2(/+ /')
j;
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2 _ 22 ,V, - S eV +%A ÿ - (g« - * +& e
') *

ee' — — Y ee et
8 4 6 4 64

368

h+ g+ t par

*+«+'+[(

h par

r/n q , ,
27 3 A /z

’2 A ee'— + A^ 1 sin
(
/ -E O-

/, +
[(

4"' -
»
7 )^" T ' "* 8 " J

+ 2221 ee'- 4-^ «'J! sin (/+ A ;

3a n 32 « J

y ne change pas.

On remplace

Formules qui s en déduisent.

c- par

4'

[(£—*

a7 297 ï ,A »' 1

+A 1 + tt" J^“5î „>
+

.s»

9 7
2 rr

-<Î2~
16 J « 2 8 "

“ pr ' C0S(/ + O ;

cos 2
(
l 4- t

)
* par

9 „ >F _ 99 „ A
1

6

e
3a

27 --,3 \ Il _ / H e"' — — -4 ce' -4-— - 3
”

„ ce . ,

16 ) n-
- ee
8 2 32

4^9 1803 ^X0
Cos(/4-0

8 77» ^ 8 *’ J

4- C" COS 2S2 (/+/'

f
81 _ l££t» cos 3 (/ + /')

[76
e 64

e- sin 2 (/ 4- f) par

-j'[lee'-r,-ee’
+ 'fee'+^

4- e
2 sin 2 {/ 4- 1'

)

f
81

,,V ~ _ li^eV-1 sin3(/ + /');

[76
e

n 2 64

33 81

Hee*]— _ %. ee'-—ree ^ZeV^
32 / n‘

429 ,
n

's

.

- 4-2 ce' — 4-
8 «

i8o3 ,

«

—^— ee —r
8 /?

4-

* Vmr à la tin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué l’usage de cette orformule et des sui-

vantes.
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Hs
C

°n}
3 ('+ '’>Par

27 „ «'*
1 COS

j
. ,

77 ec - — •
. / 4- /'

ib ri
(
sm

\

v

f/9, , 27
j

8 r \ «' 2

qq «'— - e>- c 7W + -p ri — — ^ ri* ri—
L \ 4 2 16 ] jv 16 n

HE} ’('+'>

16 /?
4

J (
sin

^

243 , ,
n'

1

\ COS )

17 e
’ e

~ri

‘

) sin !

4(/+/,) -

369

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'j, (F’
0 )

la valeur de e
2
en fonction de /,

on introduit cette valeur, ainsi que celle de a donnée par la formule (G ,),

dans les expressions de L, G, H en a , e, 7, on aura, en supprimant les indices

de «
0 , <?„, et n

0 ,

L, = ancienne valeur de L (page 35q)

+ \JaŸ
JL
64 ri

99
128

* 1

L| = v
/7

1
_ (],«.' ÿ + (fl

/;

n

429
^ , «J 1 8o3

,

/?'

16 ri
'

16 /C

G
0
= ancienne valeur de G (page 35g)

+ GG j
- (f e'

2 - ^ 4. _ “385 „ /i*
/

i \ 49 X ' I n* 1

/ -h r _ _
c

I. f ?3a 1 '28 ri 64 n 5,

5i2 /?
6

H„ = ancienne valeur de H (page 36o)

\Ja y.

j

— 63 387
o e cT e H
32 t 6 128 / 64 « 5

O ailleurs, en calculant 0, à 1 aide de la première formule (4i), on trouve

M / 3
, 9 ..

,
,

i 35 , , 27= 7 7
'' - 7 r e + -5T- e ' e +e \4 32 32 / ri

33

16

81
,, 2493 , A /?'’

t 7 « + -^-eV
J

—
4 128 j ri

4'2Q
,

«'

iw e ~ i8o3
,
ri"

î6 « 5

47
T xxvin
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070

i)e là on conclut

+7T7 c
‘ e

— (G, L, + ^

®

2
L-. -H • • )

99 - - 81

64 128

99

64

783
“ IfT 7 + TT’’64

/ri

ri'

1

1

385
, 2

ri* 7479 , 2 «2
|

5ï2 w c 256 «'
1

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29, et qu’on tienne compte des

valeurs de i, ï, i"
,
ï\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 36 7 et 368) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 9
e operation, et y ajoutant

— «'(L — L
0 ) -ri ri • ^.(

9
i

L
i
+ 2 0.

2
L .

2
•)•

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (12) de R, joint à la

quantité — 11 (L — L
0 ),

doit se réduire à une simple fonction de a, e, y, ce qui

fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a, e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

-f- H* - —
( 0, L, —f- 2 Ô.

2
L, + • • • ) ’

2

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec 1 indication w I>121 -

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

L = \la\i- < 1 +
28549 3 123 ,

16
r

1 0 — 4o '/
2 —

i ï 5 ri
B 7 39 „

1

64
+ 607'+ 4 '9 f (

i8o63 „

32

78 49 e,

64

2547 6191 ..2
i 3866

1 2
3903 13 _,A ri

*

64 32
‘ 256 5i2 / ri

36o 49 94481 2
2069437 2816011 ,,,\

p l -i- — C '

•n

288 144
‘

I I 32
1

768 ) ri

1 3 1 31767 ri
*

55296 ri

1 5 1 1 o3 ri
'
1

1728 ri
'

81 n
1

'

32 ri

45 ri* ri
jT >



CHAPITRE V. — 9
e
OPERATION. 37 1

G = \rii y.
'

j e 1

8
C

i(j

5

r^s
1

/ 37 33 , 753 1 4 1 , 2 ,69 917 -261
, 78757

,
2727 „\ n H

+U “ T 7 -
«T

+X ' + T 7 +76- -
-T rc

~
-ST •) TF

+ Go - 40V- l22,< + ^ _(P ‘
i7 _ Éi9£ . „ 335561

£
,

39o3ii
£
„\ £

V 3 64 / « 3

\ 64 32 ^ j 536 5i2 / ri'

36o4 q n
'

1 3 1 3 1 757 ri
8 81 ri* ri

1

j

288 ri 55296 //
8 32 ri' cri (

H = \/aij.

j

1 _ 2'/
2 — ÿ

J 1 , ,«r>+- 7 -r-
16A' + ô7

2 ^
128

4 37 7.3
, 7^3 , 1 4 1

,6 ng
4 .

235 , 5 1 78757 2727 -, /GU "T» -tt' +x c'-x’8 + ir 7''"-T 7e -W
,
_ ^9 „. 2 _ j_39 8739 „2

\ / 2547 1 3 1

9

2
33556 1 SgoSiS ,,\ ri6

3
1

3 64 / « 5

\ 64 12 ^
x 536

6
5i2 ‘ J ri

:

De ees valeurs de L, G, H, on déduit

36o49 1 3 1 3
1
7 5 7

«'s 81 n ,:
‘ <r

/

288 ri 55296 ri 32 ri a'-
(

da 1
\

(359 375 45371 „ 645 .A ri' f 1841 1 573o3 \ //'

'

— = —
i
2 + \ -E — T + -

7ZS- r ' +-— e hx + G 4o ~ 3967- G — e- + '

d L an
( \ 128 32 /

41875
|

483281 tri
)

64 G +
288 G (

da

dÜ

1
\ f 387 1473 , 22933 1 43 1 r2 \ri‘ ,

/,
, ,, 5997 2 ,

22383 „\ tri
1

m— «Ht r ' —rar r + -î-'-)7 +
t<“-’»*’

r—r*+—<'*'

126279 tri 1880475 ri

64 ri 288 ri'
|

33 69 , 771 ,
,

261
, 2
\ tri f 1 8o63 ,,\ tri— c
J

-p- + I 4o — 1207: — 399 e- + — e
an

| \ 4 4
1

8 32

6
1 9 r tri 94481 n

1
'

j

32 ri’ 144 ri [

’

de 1
\ T ,,2 | ( 927 691 , 3654g „> 35 *9 -A

«2 «e | A 32 T" /
128

e +
.6“ j

de
1

J

dG a 2 ne
(

1 , 1

1 ~7 C ~
8
r

16

927 691 2 57693 2 .
35i9 n \ ri

32 128 16 / ri

4(2 ri 5
496405 tri

j

3 ri 768 ri \

de ^ 1 757 2
rik

dH d1 ne 32 ri

4 7 -
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JJ 2

±L
(IL

I 1 7 2 «_

<7 - n 7 4
1 n '

±L = 1

<7G 4 ri
1 n-j

- 2 V'

i , , ,
3

4
3

2 4

- e- - r <?* + *
t' ~

7.
7 6

'

16

43 . 879 2

Tü
+

'il = L_
d H 4 « 7

ï 2 ,

3
*

r" + s'' ^ e‘ + (S
127 I427

2

Tr__54" e
109

1 427 ,2

64

1 5q+ Y",)
rri

ri

6l ri
' 802

1

ri°

ri
° 192 ri

ri
* 61

ri
+ '6

8021 /ri

ri 192 71°

10
e OP É H ATION

destinée à faire disparaître Le terme (8) de R.

Prenons dans R le terme non périodique
(

1
)
avec le terme périodique (8)

*

dans lequel l’argument est l — et supposons que R se réduise à ces termes

seuls, de sorte que 1 on ait

K =

,
cr

\
1 3 3 , 3 3 , 9 „.2 2 9 2 _|_ JL e

i
c

'

,l ^|4~2 r+ 8
e +

8
e +

2 ' 4
/

4
/

><>

+ s
7

. e . +
|
ï.«»-f ïw=

32

261 24341
^T 5l2

222 e*e
12

—
(

1 5 — 60 y' — 162 e" + 3285 „\ n

16 ri

28655 568771 2 ,
799^5 )2 \ « ,4

45o4 i >ri 56443o3 ri
\

768
+

768
t

) ri ’ 288 ri 18432 ri

_9_

.64

_ 45 ,

16
‘

45

64 '

43

64'

8i_ fl cr_
)

7ÏÏ ri J an
i

Cette formule se continue à la paj;c suivante.

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (8), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des neuf premières opérations.
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3

3j3

; T ce
256f 4 2 3a 3a 2 ' 16

93 ,

J
2733

,
//

3
I 00U2 I ,ld 45 <r J

-5— ec ==— ce'— — — ce' — V

32 /?' 384 «4 32 a'
1

21
,

63
—? —

7
- ce

16 4
'

128

63 A //'

32
eC

)
~7,

ce - 72 y ce
*4

8385 A X
TaB

-
''

) Ti*

X COS
(
/ — /').

1) après la valeur de 1 argument 9 du terme périodique que l’on a conservé seu
dans eette expression, on a

1 = i
,

i=o, i = o
,

ï" = — i

.

Si 1 on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

tlG

rit

tlR

clt

G et H sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux va-
riables a

,
e

, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e. Ln les îésolvant, on reconnaît d abord que, dans la valeur de y

~

en fonc-
tion de £, tous les termes variables sont d un ordre supérieur au huitième; il

en résulte que, en raison du degré d’approximation auquel nous nous arrê-

tons, nous pouvons regarder y comme constant. On trouve ensuite pour a ia

valeur

35
z ,4, ^ „«G'

8 2
1 ^ 32 ^ 4

e
a — —

\
i + e

2 -4- e' -|- e6

- (ao-Sov’ +^+^Z^'A _ ^47^ _ 36o49^G 2
‘

(

\ 3 32 / y:
0

32 u 12
î 44 u.

u ('

Si l’on remplace a par sa valeur en e dans l’expression de î., il vient

L = G] , + 22,

2 8 1

6

64 y? 3 a 1 "

et si l’on remarque que ~ on en déduit
dt

I
ch _ 1

3 9 „l2 . . 9

di

clt 7 e — - y e'

4 2 32 32 2
'

ib
'

6l

256
'

(CJ 387 63 \„' G 3 / 9 3 , , ,

203 , ,
W2 G '

i 6
C

4
'

+
. 28

e 4 +
3Ï

C
J \J C ~7>f< +— «V'

128

,

2733 ,««GS

4

—

5—

e

—t~32 'JL
'

53633 ,//
4 G 12

45 G‘ /

“.
92

' ' ~ '

“
32

r èxM sin&
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D'ailleurs on a

d9 _ cU_ _ , _ _ d\\

~dt dt
" ~

cl I

en tenant compte des valeurs de ^ % données a la suite de la 9
e ope-

ration, et remplaçant a par sa valeur en e, 011 trouve

d% or l 3,3
â =

<?\
l -i tr+

s
e

»' G :;

7 21 2 27 , 21 ,2\ G” _ i 4
j_ |

4

~ -ïr+ T e ' +
~z ) A 8 C 1

M 3 _ 9 A + 99
eV + ÎZ + 9 , c , _ m f A e' + i^Z A A^74 2

V +
32

f ^ 32 ' 2 16 25b

(
D„ + 1 76

e
4

7

727V

63 , , ,

1 665
j2 ,

63 \ n' G'
1

128 32 / [J
2

o3 , ,
.5021

2 ,\ >r-G*— c — 72 7 " p H —ec
128

2733 h" G 11 53633 «7G7 45 ,
_GA

j
cos g-

—

f —“ + B ^ 32 A a \

32 A +
1 a2 A

Ces deux équations différentielles (C 10 ),
(D 10 )

correspondent aux équa-

tions (2.3) du chapitre III
;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui

n’est autre que L) a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Elles

rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations
(
3 g), et si on les intégré a

l’aide des formules (4o), on trouve

(E-
63

,+
76

e
"
e

. 27+ -cr e
32
«+3

2
fe'-

f 33 ,

8 . 1 161 , >r g 2

U r — -rl
4

"
C + ~W ei c +

i 6
‘-

,) A

740. )>
r
°Cj'

b
i 09

i

5
(
,

A 6 G 18
,
/?

,2 G 6

64 f
10

r 24 r
2 32 uJ*

1 35
-

7TT <’n
cos O.I( + c)

L
1

64 a j

44 e\ c' -
2. q3 c,

2 1—

—

y ri e
16

/ 0

,943
128

C e')
n '2 G“

C

A 2 G"

1

1

3o 1

64

1^9 A ^ + iMÿ A f
'

]
cos 2 A (

/ -f A
.28 J 28
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j
c sin 9 = <?

0
sin 0

U
(e 4- e

(F„
-+-

—

1
00

, 243
, .

<)43 A
[

—

CO

|
s?

1
“ iw re °

nJ
ICC

CQ
F

i35g
,

1 3857
, ,

/î'" G‘
2

+ 777
f?

”
c “77~ h

'TTiT
f'

~V~ sin 2 0
O p + c)..

e
0

et c sont les deux constantes introduites par F intégration, et S
u

a pour

valeur

9 -£ 1,3 2 _^œ_ 7
«' 2 G0

)

° g* r* p.
2

4 v.' r

Si de ces formules (E
l0 ), (F l0 ), on tire la valeur de e% et qu’on l’intro-

duise dans la relation (A
l0 ), on en déduit la valeur de a en fonction de t,

qui est

GM
a — T" 1

1 + t
"a + e

o + <?5

T 7 + 77 c

20 — 8o y
2

G’ i ( 3
^

262

~T

93

iG

(G,

/ 21 3
,

(
— G — 2

1

b y
' c

0
r •

,
555 \ ?P G 12

'
f

.6
'

j 7

+ 270 c'
2

\ A 5 G 15
2547 « ,t: G 18

j
p‘» 32 p

12

' + 3 '. c
'3

+ 97*7-fv , ,
1822

C C H 5
-

128

1491
cM' \

ri
3
G'

J

64
0

) p"

1 556 1 ,
1 p 3

\ AG ' 2

h
b4

0

J P-

8

1 44 p"
S

7401 ,«'5 G15
171427

,
A6 G 18

45 pi 13 G" G' )+
1T'-'1

'' "7®“ + e +
7b

r
°
r ‘ 7TM72 (

COS0.(^4- 0F p « •

G 2

9 .

(
,ï

(
,. 2

w '4
G‘

u 16
0 cos 2 0

„
[t -f- c).

Désignons maintenant par a
0
la partie constante de la valeur que nous venons

de trouver pour a, de sorte qu’on ait

F, = — 1 + ei + et 4- e\

37 33 2 357 555 ,,\ «"‘G 12

*8 T 7 + 77 f’° + 77 e ')

20 - Boy2 +— C 2 + 27o eA^ ^ ^ '77
! j.

' 3
0 ^ y

y* p’° 32 p
12

144 p"
\
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De cette relation nous pouvons tirer G en fonction de a. ;
nous pourrons en

suite remplacer G parla valeur ainsi obtenue dans les formules (E t0 ), ( I0 )

4
(G, J, et elles deviendront, en mettant n

0
pom

^
’

f +% rï «' +g <-+ 1
7‘ »' - T ^ ‘‘ ''' " â < '') %

(G

( Te'" 4
7

'
' ^ «4

' i6' 1 n
;

/ai3 , _ ,
*°77 _ 3 „# \- Io8 '/' p ^"64" 0

/ 64 /?

4-

/
210
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['•+^£] cosM,+c)

74°i
, /4 _ 44^9 , «_

6

_ 45 «J _

«5
' —

96
' n 0

,
32 /?ü cr

f/Bi , ,
^43 2

1 (
— ^ ' - Të"

/ 1

T 2.s
0

) »?.

L \
i3S9 j 3857

128 “
77 J

‘ !20

,

n" 1
cos 2 0„ p 4- c)

;

;
esinô = e

0
sine„(* + c)

(G
r / 81 ,

243 ,

/

29 .* „A
-lé'7 ^ 128

0

)

f 359 2 ,
t4

128
' 0

6

ni

13857

128
J c' — I sin 2 0

o (?
4- c);

K J

« = «, i

(G'„

[(4
C, e' — 97

'

e
0
e’ -

3

' Té
'

. , 27
1

e 4 :

> 16

< 33 81 , 39 ,, 3 -t ,

+ (vT'-'- T r e„ e' 4-
64

£ H

! 2l3 3295

+ 1

- 216 f e
»
e

‘

64

7401 ,

«' 5

4- "3V e
,L

0

: el e
' 2 — cos 2 9

0
[t 4-c0 !•

)

0 n
\ )

+ I2 8
e

“
Ê>

)

•c„ e

*' 5

,

176755
^,

,45
Té

-1-

«; 16
0 a'

2

]
cos0„U4-c)

La valeur de 9,,
deviendra de même
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Calculons maintenant les valeurs de h -+- g H- / et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d [h 4- # -+- /)

dt

dR _ ç/R _ dR
d L c/G d II'

clh

clt

d R

d II

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d\h +g'+ /) _ _
dt

H
n [-Ï-

9 2 3 ,

8
C +

| 4 64'

209 n ' n

16 îr n

. 1 8g ,3+~ «'
64

1

dh

dt

ri
2 P 3 3 , 3

, g
vIj-ïV + î'+s' d

i 767 . ri
2

8
eC

'
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6832 ;

«-'r 7 J
cos 9

,
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T ~ri

f9 / 9 2 , ,
27 , ,

63 .ri ri
2 1

_
|

.„ _
;7 „ + , + + 3() „ ^

j

cos G :

d ou, en remplaçant «, e, ^ par leurs valeurs en t données par les formules

(
F

i 0)’ (
F iJ> (G'

l0 ),
puis intégrant, nous tirerons

f
h +s + 1 = ('d + (g) + i'-ri (0„+/* o+ gB ) [t + c)

( 39 , 99 , , 27

(
K,oH

. . ,
—e e'A —

64 * 64
0

/ «0

, ( 627 ,
1 377 , , 729 ,\ ri'

+ \-ü e
'
e -— re'

c +m e
'
e
)K

5325
,

22q43 i .ri
1

i . , ,

H c» c r -t—
—’—z— c — I sin c i

,

ib 0
128

0

j
0

(K

h —
I /<

) + //„ (
Z -r c

9 >
,

,
27 3 «

,2
81 ,ri

3 >41
. „- 7- G - +3^-0- - T *.^ + 54

j
«n 8, (

/ + c
)

•

, .
<T

0
v' l bg

(A) et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21
) ;

h et

sont des quantités qui, comme Ô
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , 7, n

,
e\ mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous 11 en avons pas besoin, f

T. XXVIII. 48

rid
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forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -j— g h- l vient de ce que l’on a

h + g -T- l = Ô + h -T- g + l' •

Les cinq formules (E'
10 ), (F'

10 ), (G'10 ), (K 10 ),
(L l0 ),

jointes à la condition

que y est constant, constituent les intégrales de nos six équations différentielles,

dans le cas où la fonction R y est supposée réduite aux deux termes (i) et (8);

dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer la règle du n° 29, et nous serons

conduits à effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation.

On remplace

e cos (/—/') par

33
,

Si , , 567 2 45 A n'3

(
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76
e -F 1 " + 64" ‘ \T
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108 7 e + ~H
e
'
e

'

74oi ,
n'

3
4465g ,
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n 1 35q , ,
n— T d <: e —7

n 2 128 n
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i // l! \+ ~nS
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7F J™
81 !'-'!;

e sin (/—/') par

e sin (l — l')

r7 81 , ,
243 , , , 29 4 ,

N
i ri

'
1

.
1 35g

,

<385 7 - «'H

RA 32
e * ‘ -76 r6" e -

128
^ 6

,
/ n 2 128 /O 128

6 sin 2
(
/ — l')

;

<
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,yf ee

27 r ,
,

,
Q , , , ,

ï

4- F ee " + 9 7 ee +
t r 6 e +

128

n'
1

ri

Rettc formule se continue ». la page su h aille-
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33 ,
81 , , 39 3 , ,

45 >\— ec.

8
7- ec 4-

2
— e3 e +
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ee J
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8 256 /
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//'

16 tf

2
.?.9f

1
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> 'il

|

si n
(
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128 /C ' '
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h 4
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, ,
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ee,\ n ' 2
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,
//
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I

—
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T
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(
/ — /
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Formules qui s en déduisent

.

On remplace

par

9

16
2

z

4

*97 y n r - 4- 99 , 2
/2

-h-

fir / 3a' 72
5

, A 33 ,

/?' 3 21 3
e e

) —r + — ee —

r

+ T-

1
<> 8 n

?A] cos (/—/');

e 2
cos 2 (/—/')* par

,
99

16 n“ 3a ' «5

Celte formule se continue à la page suivante.

* Voir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué l’usage de cette formule et des sui-

vantes.

48 .
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-[(ï
3 , 27 , , , \

n '

J ^ «a />*>' _i L /?> *>'4 4- ee 3
I -tt

:
«--9r«'+j**+l 6

W
1 n

e~ cos 2 (/ — /'
)

F 8

1

, ,

'?'
2

1 35e) , ,
/Al , ,, 0 ;

/ 33
,

8 . ,
567 ,

irf -TV w’ +¥ et

21 3 ,
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4

,
74oi
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,
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(
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!

4 n' 32 // J

r sin 2
(
/ — /') par
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I 2

16 / «

-f- e
2
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r 8

1

,
/A i35q
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.

,,
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,

81 .,,

ïa TlT“
667 ,+ -A. e
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,

e
J

•
\

.

[
3 (

/ — l
)

par
sin
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,
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i

-
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/r 10
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3 8 11' J (

sin \

+ e
3
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i
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1 sin 1

^,*^.S
cos
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4 (/

32 n
(
sin

(

n.

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E
10),

(t
i0 )

la valeur de e en fonction

de t
,
011 introduit cette valeur, ainsi que celle de a donnée par la formule (G

10 ),

dans les expressions de L, G, H en <x, e, y, on aura, en supprimant les indices

de a 0 ,
e

0
et /?

0 ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 370)

L, = \/a l
J-

^ ( 3 * ! _ J! e
i e

' _)_ IL et;’
3

\ Aree J3_

32

27 , , \

32 / /r

33
,

81 , ,

. 3g ,
A « ,a 21 3

,

/A 74o!
,

«» ).

--ee' y'/ ee A A ft
)

— - —ee — —ce -
t
- >,

ib 4 128 / n 8 A 64
" >d )’
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G
u
= ancienne valeur de G (page 3yi

)

+ v a i

u
•27

,, 387
e d 5128

n 1 '1

99 ,,
//'

T°
1 1 3 1 3 „ h'v

)

n!'
G/| 5i2

|

’

H
#
= ancienne valeur de 11

(
page 371

)

+ y/ <7 u
387

128
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n4

99 n n '3
1

1

3 [ 3 n le
)

64 /C 5 12
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//' î

D’ailleurs, en calculant O
t
à l’aide des formules (4.1),

32 32 / /r

on trouve

De là on conclut

81 2 2493
,

-r't e'-t
4 128

2 1

3

1T
u Ift

74oi
, j_

64 /é (

( L, d~ 2 0
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L., -f-
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77 - é32 ,.- ¥7,,. + i|
ev. + iL,.)ÿ

64 32 64 J fl

1 1 3 1 3 n—z e 1 —

-

JÏ2 « 256

3626l «'

« T
\

Gela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29, et cju’on tienne compte des

valeurs de i, G, i\ i"\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 378 et 879) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 10e
opération, et y ajoutant

+ n ’

( L — LJ — n' -
( 0, L, 4- 2 0

2
L, + ...).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (8) de R, joint à la

quantité -h n'
(
L — L

0 ),
doit se réduire à une simple fonction de a, e, y ,

ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc

tion de a, c, 7, ainsi obtenue, réunie à la quantité

_ «'.1(9, L, -H 2 9
2
L

2
-p. . .),
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se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (i) et de quelques

nouvelles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication

]. Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront
I ,

s].

L = \Ja p -, i
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De ces valeurs de L, G, H, on déduit
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2 — 399 + 540 e'~
n"‘

4

6 i_9i
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1

9448 i n ' 1

J

32 n°
144
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Æ 1
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2 ne

l 9 27 69 1
2
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49^405 i
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Æ- 1
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V 32

G 1
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412

i
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|

8 128 ^
64 ‘
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s

H
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de
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d H ci
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7

2

«' 4
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£7 ^
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2 n y |
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2
e
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2
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. 645 ,,\ n '* 6î n'
b 8021
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64 32 J «

a
6 n b

192 n 1.
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II
e OPÉRATION.

destinée à faire disparaître une seconde fois le terme
( 7 )

de R.

Prenons dans R le ternie non périodique
(

1
)
avec le terme périodique

( 7 )

dans lequel l’argument est /, et supposons que R se réduise a ces termes seuls,

de sorte que l’on ait

U.

R = —
1 a

JLeV. + iL'. + !•/,=
16 3a 4

9 y P
n _ 3Z f e2 e'-

- 3 _
'8 2

'

49
5 v’+^V -^9£,V

A ' 5 1*2 16

/ .. ..
4o5 ,,\ //' / io9 i5 28655 568771 ,191867

(. 5 -607* -.62,- +—, j„3 \ , 92 96
‘ 768 «9^ J n '

45o4i ri
' 56443o3 tp T jp 45 -,

.
45

[_64 16 ' 64288 ri
' i8432 ri

'

„ ,

43 , 2
e -î r

64

81 »' 2

16 ri

ri
\

/ 3

1

2
3795

,,
465 A n*

_(_ e _IOI 7 P-
6/

,
^

: 4 « J ^ I2g 4 B ri)

D'après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

/=.!. i’^o. i" = O, ï" = o.

Si l'on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

rfG

dt

ft\\

dt
o

;

- Il ne faut prendre pour le terme (4), dans le chapitre IV, que la partie qui existait dans la valeur primitive

de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des dix premières opérations; et dans le terme (7), que les

parties qui proviennent des opérations effectuées après la 1 " jusqu à la -io
p inclusivement.
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G et H sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux va-

riables a e, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e. En les résolvant, on reconnaît d’abord que, dans la valeur de y
2 en

fonction de f, tous les termes variables sont d’un ordre supérieur au huitième;

il en résulte que, en raison du degré d’approximation auquel nous nous arrê-

tons, nous pouvons regarder y comme constant. On trouve ensuite pour a la

valeur

(Au )
U = G 2

j/.

i + e
2 + e4

-h e6 357

32

«' 4 G 12 « , 5 G 15
2547 n 'G G IS

|—
s

20
3â~

\

'

Si 1 on remplace a par sa valeur en e dans l’expression de L, il vient

I r ) , ,

1
,2 ,

3
4 ,

5
e

1001 ,
«"* G 1

-
)

L = G\,.+ - e +r‘ + -e^-
gl

s
i

et si
? dL
on remarque que = -jj- on en déduit

3745 , i 53q \ n' G 1

~ e
j
~y~

,

14591 n'-G6
i 5q55 «'3 Gs

)+ -y + ~48~ ~y~
S

sin/ -

D’ailleurs 011 a ^ en tenant compte des valeurs delU a L L dL dL dL
données à la suite de la 1 oe

opération, et remplaçant a par sa valeur en e, on
trouve

(C„)

de

dt

31

T -24r
«77 465

dt G 3

4 “

(D,
n'* G9

1

- -r-»4 v’ + ] o
1
7- + 16707

64
"

i539
,2 \ n' G 3

4

(

) f*

2

_ç
45ç)i // : G C

1 5955 //
3 G9

128 u‘ 48 U-
6

COS /.

Ces deux équations différentielles (C M ), (D M )
correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui

n est autre que L) a été remplacée par la variable e, dont 0 est fonction, et

T. XXVIII. /in
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aussi en ce que l y est mis à la place de 0. Elles rentrent d’ailleurs pr leur

forme dans les équations
( 89 ), et si on

on trouve

les intègre à l’aide des formules (4°

/ 3 1 , , ,

2909
,

465 „«\ 2^
e cos / = -

( j - 247 + -g^- e
t +-

8
e

J ^

+ t'u COS/,(t + c)

7849
,

l539

32
0 ^

4

,5 G 15 16327 /t'° G 18

_ 1 8349 n '‘ G"

17» 128 ” y'
2 48 y"

e gin / == e sin/
0 p -+ c)

(F,

L 128 64
0 y"

e
0

et c sont

valeur

les deux constantes introduites par l’intégration, et /,, a pom

7 n

4 P-‘

Si de ces formules (E,,), (F,,) on tire la valeur de e» et qu’on l’introduise

dans la relation (A, ,), on en déduit la valeur de a en fonction de t, qui est

G2

_ /37 _ 33
^7

\ 8 2 ' 32 16 / y
9

f
2-

G 15 2547 «'“G l!

32 y'

(G ni \

GM / 3i , ,
4 i49 „» ,

465 , 2 \
_
r^T ,._ 4Sfr. + n5r

1., + -T ..«
)

ri* G 1

+ 57 e
0
- 202 f

i°I29
3

32

«' 5 G‘

,6327 >G IS ^349
, 4ÜL!

j
cos l,[-t + c).

TM t n 1 •> 1 ^ / U
, , 14 V

64
0 1

2

24
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Désignons maintenant par «
0

la partie constante de la valeur que nous

venons de trouver pour «, de sorte qu’on ait

G2
r

3 7 33 , ,

357 , 555 ,.,\«'
4 G ' 2

^ //“G
15

2547 «
,6 G 16

)

»-r-o“r -o -
\ g

-
2
T + 3a + 16

C
) u.

s
20

u'° 32 ».
n

De cette relation nous pouvons tirer G en fonction de a
0 ;

nous pourrons

ensuite remplacer G par la valeur ainsi obtenue dans les formules (E n ),
(F,,),

(G n ), et elles deviendront, en mettant n
0
pour

<?„ \/a
n

31 +, cos/^_(^_.24r __ <?

8 ni

57 2
1009

s
i53y

r,\ n'
h i6327 n'“ i834q n n

2
101

^ 3a
C

0

4
(

/ «o 128 n e
0 48 n]32

0

4 / n
\

128

+ e
0
cos /„(/ H- c

)

f 3653 n '*

9217 ,
«' 5 1+ ^ +

J
C0S2/

«
(,+t '

)
'

e sin / — c
0
sin /

0 (
t + c

)

f 3653 , n‘
i 9217+ +

TmS
2cx] sin " ,'(' +c)

465 ,,\
«'

4
c

°
r

)«;

(G'u) (
, 2 537 5 35ye

0
— 202 f e

0
e\

i53q „ \ n'
~<\ e ' ~

2 / /?
;

16327 n' 6 i834q 1
( : / G Î7 G- ~ c r I COS / (t >

64 «J 24
0

«J J
0

La valeur de /„ deviendra de même

/, = « r 1 — z ^3 1

.

L 4 J

Calculons maintenant les valeurs de h -+- g h- / et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

dt

d R d R r/R

dL ~
dis

~
r/H

dh

dt

r/R

rTÏÏ

49 .
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où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

'KJi+g+ L)

fit
ÎV+ S' + ï'

25g «H
i6 iv J

R9
' 204 rf e

47 20
256

e' + 8835 1426 n
e —

4 »

452321 zi
' 2 1

256 ' n 2

J
cos/.

d_h

(It

3 zi
' 2

4 »
ic + cos / :

d’où, en remplaçant a, e, / par leurs valeurs en t données par les foi mules (
E

( t ),

(FJ, (G'J, puis intégrant, nous tirerons

(K,

h + g + l = [h) + (g-) + (fi
0 + So + O (

? + c
)

276 f c.
64o37

256 0

1 1625

16
e

n'
<

n n

t\ -J +
604099 «J

2.56
0 n\ J

sin/
0
(/+c),

(
h

) + ^0 c +
[

,2r
»ïïî

sin l„[t + 0-

(A) et (g) sont les deux constantes introduites par î intégration (n° 21) ;
h

0
et g 0

sont des quantités qui, comme /„, dépendent de ra
0 ,

e
0 , y ,

n', e
,
mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin.

Les cinq formules (F, J, (F
lt ), (G'J, (KJ, (LJ, jointes à la condition

que y est constant, constituent les intégrales de nos six équations différentielles,

dans le cas où la fonction R y est supposée réduite aux deux termes
(

1
)
et

( 7 ) ;

dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer la règle du n° 29, et nous serons

conduits à effectuer la transformation suivante :

On remplace

Formules de transformation

.

< cos /
par

»

+ C'COS /

r 3653 .j£_ 9217

L 128
''

u‘ 64
cos 2 /;

5z_, 0 , ï. + iî5S e >

1
1 32

i53g ,A >f
4 ' )

»’'

16327 //
6

i 8349 Ç^
128 if W~ rf
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r sin l par

c sin l

f 3653 ,/?'
4

[_
i 28 n*

9217 ,

64
'

J
sin 2 /;

389

a par

/Q , 2795 465
48 r e

7T7- e3 +~ ee'
2 —

04 4 J »

cos l+ (*,e-*» 1',-m* + !2S«9 'i! + , ïl* + 2^12 , il «\ 32 2 J // 64 n«
24 //' J

A+ g -I- l par

„ + , + , + [(ZZÎ C _w - + Ç + !&'£ + sin

ç

/< par

; 1 T n>> 101 « ,5 ”1

h + 12 e — -l c —— si

L n 2 n 3

J
sin /.

7 ne change pas.

Formules qui s'en déduisent.

On remplace

e 2
par

: 961 « ,s
r 3 i n'* . // 1+

16 « s U^ + 57t>J COs/;

cos

sin
2 /* par

-[(¥ 48 y
2, 67 465Te — -g-

e

3 -4- — ,

32 57 e •

16327 ;e

C —
64 /?'

cos

sin

+ e
2

•
COS

sin
2 1

644 « sin
31.

t oir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle l’usage de cette formule se trouve expliqué.
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Nouvelles 'valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (EJ, (EJ la valeur de e» en Jonction

de t on introduit cette valeur, ainsi que celle de a donnée par la formule (V, ,),

dans les expressions de L, G, H en a, e, y, on aura, en supprimant les nid,ces

de «
0 ,

e n
et n

0 ,

L = ancienne valeur de L (page 382),

S

3 . r^_51 >N
L

,

=W—fG -2 « 5

ancienne valeur de G (page 38a)

— 961 /i
's

.

- V « f* JJ J ’

H = ancienne valeur de H (page 389.)
3

0

961 J 8

39 n s

D’ailleurs, en calculant 9, à l'aide de la première formule (4i.b 011 trouve

r ( 3i n'* 57 /J

1 e 4 n* 2 n

De là on conclut

1(0,1., +2 0, L 2
• )
= vV ' 96 1 n'

%

\
3a ns

»7<>7
>N_ \.

8 « 9

Gela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29, et qu’on tienne compte des

valeurs de i, ï, i\ ï"

,

on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 188 et 38q) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 1 I
e opération. Par ces substitutions, I en-

semble des deux termes (1) et (7)
de R doit se réduire à une simple fonction de «,

e, y. ce qui fournit une vérification des formules fie transformation employées;

la fonction de a, e, 7 ainsi obtenue se compose de la valeur qu’avait précé-

demment le terme (1), et de quelques nouvelles parties qui sont données dans



le chapitre IV avec T indication

L, G, H seront

CHAPITRE V. — 11
e OPÉRATION. 3qï

en- 1,7]. Ensuite les nouvelles valeurs de

r j— \ [ 37 33 , io5 , 555 „ .

aoi „ 49^ ,

L =
! + ( i ~ j r - T '• + ÏT* + T ' + — rr ~ T’"’

2854g
i5 7 5 73o5 ,A

1024 8 64 /

io — 40 -y
2 — 1 1 5 e

2 + 1 35 e'
2 + 607" + 4

1 9 'f é
l — 54o 7

2
e'

2 + e
4 — —j— e ~ e ~

^

2547 6k).

64 32
/

36o49 O
00

288 144
'

1 1 47 1 1 49 « ,s 53277 5 81 15

55296 1728 /2
9 32 /2

4
rt'

2
4 7'

5

G = V^P
1 , 1 1 5

,
1 6- — - -e' T. e b e s

2 8 16 128

_ H _ 2È1 -a .

555 «
,

69 917 , 2 _ 495 ,

16 4 64 32 8 16 8

787 57 11295 ,

5-e-e
1024 128

10— 40 7
2 — -y^ 2 + 1 35 e'

2

\ ^
2547 6191

“64 32
~

33556i

1 536

47375 V2\
ri64

36o49 7?' 7
I l 4 ?I l 40 ^ /8

, ^
288 /2

7 55296 72
8 32 72

4 ^
’

H = vV
j

1 - 2 Y
2 — ^<?

2 + 7V — ~ + \f e<i - -^ e*

37 î3 2 ZÊ! ,

555
, 2 _ 119 . ^35 _ 345

7g
~ O / A/ e ^ e ' ^ 2 a ' tK64 32 32 16

7V2

78757
c

«

1024 128 7 « 4

/ 5g , t3g ,,\ «'* [1547 i3ig
. 2

33556 î
2 47 37 5 , 2

\ »'c

+
{

1

0

“
3

7 3~ e + 1 35
jie

+
V35V

_^ 7 _
”T53(r

£ +
-6r" J7F

36049 n' 1

(

11471149 72,8

,

81 ri * « 2

288 /2
7 55296 72

8 32 /2
4

rt'
2
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Les valeurs de ^ ^
, ^Fi ’ ^ ’

" ' ’ se dëduisent de ces l
'elations entre

L, G, H et a
,
e, 7 ,

sont les mêmes que celles qui ont été données à la suite de la

10
e opération (page 383).

12
e opération

destinée à faire disparaître le terme (i3) de R.

Prenons dans R le terme non périodique
(

1
)
avec le terme périodique (i3) *,

dans lequel l’argument est et supposons que R se réduise à ces

termes seuls, de sorte que l’on ait

,cé i J ,

8
C

3 ,— e
3 ,-7

4 16 32
+

1
Ÿ <-’

bV2

/ 37
,

555

V 8 1 ' 9, 16

35

1

24341

5i2

n 2

n 2

1 62 r
4o5 n’

3

n3

Ao9i5 28655
2 568771 2

\ 192 96 ^ 768

J 0 » 867
ff

„\

192 y

//'

il"

45041 «
,5

4537 23i « ,b

, T 9 45 o 45 ^ 45
,.,2 __ il —

288 ré 18432 n "
^

R 64 16
7 +

64 «4 16 « 2

J « ,J

27 2 /2 . 9 3 /2

T 7 +64" 7 ..'4

8
td

/ 189

\ 64

567
,
2 ^' 2 459

t 6
ree

ixi cos
(
/ —(~ 1 1

2567

256

95533
^ >n >p j

256
e<

ré
i

D’après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i=i, i' = .0, i" = o, i'" = 2.

*
Il ne faut prendre pour ces termes (t) et (13), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des onze premières opérations.
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Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

dG
dt

rfH

dt

G et H sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux va-

riables a, e, y peuvent être regardées connue déterminant a et y en fonction

de e. En les résolvant, on reconnaît d’abord que, dans la valeur de y~ en fonc-

tion de t
,
tous les termes variables sont d’un ordre supérieur au huitième; il

en résulte que, en raison du degré d’approximation auquel nous nous arrêtons,

nous pouvons regarder y comme constant. On trouve ensuite pour a la valeur

(A„) «= ?!. + « + + e-_('ÿ-H,.+ 35
Z ,, ,

8 »
1 +

16
C

'
n'

h G 11
/ 2547 «'C G 18

)

G" . TT U.'- f

Si 1 on remplace a par sa valeur en e dans l’expression de L, il vient

L = G
j

i + -f ! + |f’ + 4 '

. 2 S 1

0

iooi
2
nn G 12

j

64
t

[d
\

'

. • i > d L cl 1 1 i , ,

et si 1 on remarque que on en déduit

(C,,)’

dt 64

D ailleurs on a

567
,,2 o , 2 3483 , ,,\ «'G 3

2067
1 ,,, n'

1 G®

l6
_ c <

5i2 ) F ' 256 y.’

r/9 d/ r/R

dt
~

dt
+ 2 n'= -~ Tl + 2 "

cia de dy
en tenant compte des valeurs de données a la suite de la io e

opé-

ration, et remplaçant a par sa valeur en e, on trouve

r/6 [d
^

3 n
1 G 2

7 ci'
1 G®

i

dt G3
i 2 y.

2

4 p-
4

j

'“’>< + ^.l||r>-2,v> + îE ev-
y. e

(
8 4 64

G" 567 , ,

~ TT 7 6
2 0985

O ' 5 1

2

25671
,2
n 2 G 6

95533
,

2 56 P-

4 256

//G 3

T7-

d' \

Ces deux équations différentielles (C l2 ).,
(D

)2 )
correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui

T. XXVIII. 5

o



3y4 THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

n’est autre que L) a été remplacée par la variable e, dont 0 est fonction. Elles

rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations (3q), et si on les mtQgre a

l’aide des formules
( 4°)

5

on trouve

e cos 9 - - ( I c
' 2 - Ç r^ +-~ + l )

—

-

n’
2 G ,;

H-

KJ
h r

0
cos 9„ J + c)

"> G“ 1 3635243 «

;kj

1-243

L 64

c sin9 = t\ sin 9
0
(t 4- <-

5l2

,

n'3 G 1

’ 1
cos 2 0„ (

t 4- c
) ;

sin 2 9
0 (

t + r
)

1 64
0 J 5i2 F J

e„ et c. sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 9
0
a pour valeur

n' G3

7 n‘
l G i;

2
p;+2

J 4 F*

Si de ces formules (E, 2 ), (FJ, on tire la valeur de e\ et qu’on l’introduise

dans la relation (A,,), on en déduit la valeur de a en fonction de t, qui est

, / q -7 33 357 555 ,,\ n u G 12 n ’G |J 2547 11 G
0 ' -• r:+r:_(¥-5?7’ + + — - œ —- 3

fl = — I + J 16

(G,;

«'2 G s

333

32

783
/ ' o

1

14967 . , 2\ ri
:‘ G"

256 “ /
y"

225o3 „ h'
4 G 12

264.29
,

«^_G
C\ 6 ô— r ,

1
o

( ,.io

128
0

F 64
1
cosô,(/+c).

Désignons maintenant par a 0
la partie constante de la valeur que nous

venons de trouver pour a
,
de sorte qu on ait

37 33 2
,

357 555 ,,\ « 4 G 1

3

_«'S
G‘‘ ^7 «' # G"_

-L — — -V
2 -G -T— Cf. H TT 1

32 Ffl„ = —
1

1 + c; 4- 0
„ + t', -

\ 8 2
7 32

1
“

' 16 7 F

De cette relation nous pouvons tirer G en fonction de nous pourrons e

suite remplacer G par la valeur ainsi obtenue dans les formules (EJ, (F„

en-

2 )’
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(G i2 ), et elles deviendront, en mettant //
0
pour ——

^

a 0 \Jo 0

I
c cos 0 = — f ^ c'

2 —• — ÿ e
'2 + —

,

4 32

/ 333 _ 783 5643 „ \

/z J \ 64 16 ^ 256 0

/

(E'
l2)/

225o 3
en ,

26429 /2

256 «J 128
f

n\

+ e
0
cos 9

0 (
t + c

)

f243 2
,.,n

'2 i3635
2 , 2+ -pT ,i e —

i
c\<-

L b4 n\ 5i2 J
coscos 2 0

U (
t 4- c

} ;

[F',.

|

e sin ô = c
0
sin Q

0
(e -h c)

f243 , ,, n
n

1 3635
,

1*4 *•*' JS 212

l
'6 "1

d s

[(î
9 0 n 27-e,r- - — 7

2 e
0
r'-

(G
', 2 )

333
,

32

Sin 2 0, (
/ + c

) ;

Q-rV’ + Z,. \ 'ü
32

" + 4'-/ I -

3 1 57—Ÿe c'"+-
,

8
0 256 0

] ir:

225o3 /?'

c c
128 0

ni

26429“
6T"

•' J

^5 ]
cos 8,(0

La valeur de #
n
deviendra de même

r I+ 2 £_zq.
L "0 4 «0 J

Calculons maintenant les valeurs de h -+- g -f- / et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d
[
h +g+ l

)
'/R c/R c/R dh c/R

dt ~ d L c/G c/ H ’ dt
_ ~

cTÏÏ
’

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons
que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d[h + g + /) 9 9 o 3

2 8 2-?[
,

« ,J

f 63 ,, 1 35
H —z ce 2 5-

n
|_

16 8

dh 3 n 12 n ' 2 T 27 ,2 567 ,2
n'1

dt 4 /? n 8 32 n J

25g n '-

1

16 n‘ J

7’«* - 2. ,• »- -m en t _ ffizô £ '

| coS »,
128 128 71 5l2

Tl'
2 1

^ J

DO.
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d’où, en remplaçant a, <?, 0 par leurs valeurs eu t données par les formules

(E'
12 ), (FJ, (G'

12 ),
puis intégrant, nous tirerons

/( + g+ / =
(
k

)
-+r

( g) — 2 /' + (9 0 + A) + .?«) (
1 + C

)

r / "7 297 ,,2 „
81

LU'»" 8
~ ^ '

1
ICO121

63-27

128

//
3 56^575 1 •

f,
,

?'- -7
77?

81n °»V
/??. 5l2 ^0 J

(
L

ia )
h (ft) + ti

0 (
i c

) +
783

3-2
sin ©„ [t + <•).

(/i) et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n
u
21); A

0

et g 0
sont des quantités qui, comme ô

0 ,
dépendent de e

0 , 7, e
:
ma’s

dont nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n en avons pas besoin.

La forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -+- g -•}- / vient de ce que l’on a

h + g + / = Ô + //+£'— 2

Les cinq formules (EJ, (FJ, (GJ, (KJ, (LJ, jointes à la condition

(pie y est constant, constituent les intégrales de nos six équations différentielles,

dans le cas où la fonction R y est supposée réduite aux deux termes (1) et (ij)
,

dès lors nous n avons plus qu’à appliquer la règle du n' 29, et nous seions

conduits à effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation .

On remplace

C COS
(
/ —G 2 l

)
pcU’

9
tf
«_îZ

7V’ + |leV
8 4

' 32

7 ,\/i n / 333 „ 783
2 ,,

sO;? + Ur
5643 , n\/£
2,56 ./ « :1

22Jü3 ,,
«'* 26429 /l

li

— en 1
—- e —

2-56 n (28 n *

e cos
(
/+ 2 /'

)

[J
L 6

243 w '2
i 3635

64 5l2
cos 2

(
/ + 2 /'

) ;
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c sin (/ + il') par

e sin
(
l -+- 2 V

)

f 243 ,.,n'
2

1 3635 1+ vJ sln2
(
/+2/ );

a par

333
, 783 2 ,

3 l 5
3 r\ n— ee-— 1— f ee'

2 + -77 e 3
e'- ^

31 8 256 ) n

225û3 ,, ri 26420
ee* —- —

128 ri 64

9 ««'H ,, )- ee — cos
(
/ + 2 / )

5
5

4- g 4- f par

81
e'

2 — y
2
ee'

2 -ere
8 128 / n

ri
'

1 6327 n r

i

3 562.575

128 ri 5 l 2

,2
""

1 B
' -ree'

2 —
! si n

(
/+ 2/'

) ;

par

,
I 27 ri

'

1
783 rt'

3
"l

/l+
lY ec sin(/+2/) -

7 11e change pas.

Formules qui s en déduisent.

On remplace

e
2 par

e _ u ee "^ “ 1T"VJ cos(7+ 2/)
;

cos

(
sin

1

-[( 7 ee'

4

+ e
2

• )

cos

|
sin

243

32
e3

e'
2

\{l+ il')* par

27 2 ,j
,

81 \ n— 7-ee - H—-7 e
3 e

2 1

2 16

333
, n i£_ _

n‘ 32
((

ri

225o 3

128 ^ «

n sin
3

(
/ + 2 /'

)

.

Voir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle l’usage de cette formule se trouve expliqué.



THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.O
Di)O

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'12 ),
(F12 )

la valeur de e
2 en fonction

de £, on introduit cette valeur, ainsi que celle de a donnée par la formule

(G'J, dans les expressions de L, G, H en a, e, 7, on aura, en supprimant

les indices de <z 0 ,
e

0
et n

0 ,

L„ = ancienne valeur de L (page 391),

z— 9 , 2
n

' À

L, = - V
• 8

e<?V ;

U„ = ancienne valeur de Ci
(
page 3gi

) ;

= ancienne valeur de H (page 3g 1 .

D’ailleurs, en calculant 0, à l’aide de ia première formule (4J on trouve

De là on conclut

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29 et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i'
,
i"

,
i
m

,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R s obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 3q6 et 197 )
dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 1 3
e opération, et y ajoutant

— 2 n 1

( L — LJ + a f
( 9,

L, + 2 0, L, + ••)•

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (i3) de R, joint a la

quantité — ‘in (L — L
0 ),

doit se réduire à une simple fonction de a, e, 7, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées
;
la fonc-

tion de «, e, 7, ainsi obtenue, réunie à la quantité

i
(9, L, + 2 9

2
L

2 +...),-J- ‘2// .
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se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (i) et d’une nouvelle

partie qui est donnée dans le chapitre IV avec l’indication i,i>i Ensuite

la nouvelle valeur de L, sera

37 33 io5
..

,

555
,

60 10 1

16 4
T- T * + V 7

' +- e
' 2

,

28549 „4
’575

1024 8
6

10 — 407 2 — 1 1 5 e
1! + 1 35 -

f- 60 7
4 + 419 7

2
c 1 — 540 7V 2

,
7349 4

2547 t) 1

9

1
;<

1 3866

1

'-J

64 32 ' 256
e

64 ' J rf

36049 9448 2069437 676807
l"'

7

288 144
/

1 1 52 192 /> ré

11471149 « 8
532775 ré 8 1

55296 ré 1728 ré
"+- 0 452 n '

4 'j/i a

4 n 5 a '

Quant aux valeurs de G et de H, elles sont les mêmes que celles qui ont été

données à la suite de la i I
e
opération (page 391). Les valeurs de — , — ,dL dG

da de . . A .

i/H’ TL ’

’ * ' sont aussl * es memes que celles qui ont etc données à la suite de la

10e
opération (page 383 ).

1 3
e
opération

destinée à faire disparaître le terme (9) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1), avec le terme périodique (9)
*,

dans lequel l’argument est / — 2/', et supposons que R se réduise à ces termes
seuls, de sorte que l’on ait

R = JL
la

1 3 3 2
,

3 , 2 3 ,

4~ï 7 + r 9-2 9 2 „ . 9 , ,, i5

7 T e - 7
y- <?

-
-t- fe2

e'- + — ,

4 4 ib 32

+ \*
27 -

T 7

Celte formule se cominuc à la page suivante.

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (9), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la valeur-
primitive de R, avec celles qui v ont été introduites par suite des douze premières opérations.
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_ ( _ H -

S

3
«*4- e'<+ 52 y + 7

. - & 7V
\ g 2 8 ib 4 2 4

24341 ,
5595 n'*

5l2 16
r

’
f”

) n2

— ( 1

5

— 60 y
2 — 162 e -4—

—

4o5 , 2\ «

„»,5 ,8655 , 56877, .'A £_«**>£- 5X sr 7 ^ës
- +

,9, M " 18432 "

Ta. _ 45 1 + 45 ,. + 45 e

L 04 16
'

,,
8 i_ X "1 ^
16 rt

:

J rt'
2

i Q ,, 27 ,2,9 3 „'2 Z ,c,A4

! -f" +ji a +
ëZ

f A
('>89 «,= _ Sfe + «2 „•A - - ^îz! «» - ZIMZ 'A !

~ 1 - • ' ‘ 5 1

2

/ />

v 64 16

X cos (/ — 2 V),

256 n l

ce
1

128 n 3

0’ après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que l’on a conservé seul
api

dans cette expression, on a

i' = o, i = o, r = — 2.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

G et H sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux

variables a, e, y peuvent être regardées comme déterminant « et y en fonction

de e. En les résolvant, on reconnaît d’abord que, dans la valeur de y en fonc-

tion de t, tous les termes variables sont d’un ordre supérieur au huitième; d en

résulte que, en raison du degré d’approximation auquel nous nous arrêtons,

nous pouvons regarder y comme constant. On trouve ensuite pour a la valeur

(A„)

555

16

nX X G' 2547 (.

32 u
n

\

Si l’on remplace a par sa valeur en e dans F expression de L, il vient
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et si l'on remarque que ~ = on en déduit

/
de _ nn (j"

j g ^ 27 , ,, 27 , (2 7

8<*

(c,

y" | 8 4 64

'

i89 56-
+ I

6T' 06
3483

(J
\ // G“ 86273

,
nn G 6

71357 //** U !l

) ,-V e ' + -F e
'
e F -1 —7- 4- 7T c r— Sl[l 0.

> 5 l 2 / y- 2 56 p/ 128 y.
J

^

D ailleurs on a

c/6 dl d R
dt di

xn
d L

1 "

en tenant compte des valeurs de 5 données à la suite de la 10 e
opé-

ration, et remplaçant a par sa valeur en e, on trouve

dO
__ y

2

j

3
2 ^

//G 5

7 nn G' 1

J

rff G 3

(
2 ^

y
J

4 y-'
|

(Adf

CÜÜ L \
9 22 . - ->

,

a97 2 . 7 ,,

y
2 cia" 4

‘ +
64‘

<?
‘ c ' +

8
<?

I 8g ,, 567 i 4g85 , „\ «'G3

"5T7'
e '

<?

‘)lIr
"

36273 G 6
71357 ,,

«'3 G 3
i

,g e ‘—ï— 4- -—~ r
2—T- cos 0 .

256 y* 128 y
c

j

Ces deux équations différentielles (C l3 ), (D
13 )

correspondent aux équa-
tions (2,3) du chapitre III; elles m en diffèrent qu’en ce que la variable © (qui

n est autre chose que L) a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction.

Llles rentrent d ailleurs, par leur forme, dans les équations (3g), et si on les

intègre a 1 aide des formules (4o), on trouve

— e =-(e-

__ (ÊB ^ _ 783
r|2

1 .637 ^ n
' 3 G 3

3944» .,2
«'4 G ,S

228927 G 13

(E,j)( V t>4 .16 256 0

J y° 256
1

y
s 256

£

y
lü

+ C
0
cosS,(;+f)

f 243 , n >P G 6
1 3635 n n

13 G 3 1
T
Lee"»"

— + ~
5îr

e
°
e '—

J
c°saM* + *),

(F \ r «inô — e «in 6 1 1 ^ ,
, f 243 2 ,2

n'
2 G6

1 3635 ,
«'3 G 9 '

j

1 « sin y - e
0
sine

o pH-r) + I — c\e 2
H- -r^-C e ~U~ sin a6o(* + ©•

T XXVIII. 5l
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? et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 9
0
a pour valeur

. u 2
l 3 2

«'G3
7 n '~

G* )

:

G 3

{

*
2

'

0 * y? 4 y-
4

1

Si de ces formules (E„), (F„), on tire la valeur de e\ et qu’on l’introduise

dans la relation (A IS ), on en déduit la valeur de a en fonction de /
,
qui est

GM
> _i_ i i s ( ^ 33 _ a

« = — ! i -T- 'G 4- G> + e
o
—

(
"3 „ / t- " L « -

32 16

w'
5 G 15 a547 «'"G"

j

-M fMM- M’ v'

(G
-U$ e,

* +Z
4
e

'

eli
'

,
333

U
1 '32

r
“

''

13 , „ ,
M967 vA n 'Hj "

r r e
°
e )-p-

Mi! , «»££! + MP ! «M» +<)
128 0

y
8

1

128 “ y
10

)

Désignons maintenant par a 0
la partie constante de la valeur que nous venons

de trouver pour a

,

de sorte qu’on ait

n„ = — !
i + fi+ (’l + M — / 37 33 ,

35 7
,

555 (2 \
«'4 G‘

2 « ,5 G15 2347 »'6
G‘

S

(

[T
~ T r ~hW ei + '

l6
e

)
"1?“' ' 20

y
10 32 y'

2

i

13 /’

De cette relation nous pouvons tirer G en fonction de a
0 ;

nous pourrons en

suite remplacer G par la valeur ainsi obtenue dans les formules (K l3 ),
(F

Sla

(G, G, et elles deviendront, en mettant ?i
n
pour —7=5

v ,3/ ’ 1
a, a 0

' cos 9.

(F/,

8 4
' 32

0
8 /

/ 333 783 , 5643 \ «' :1

3g44£ „ ^ __ r
‘

-\H C + ~Ï
56 ' ) < ' 2 56 «{ ^56

4- ^0 cos ô
0 (

1 4“ c
)

‘2,43
.. /> ^ 1 3635 .. 1

/, / , « v

(F',,) e sinô = <?„ sin 0
o p + e)

f243 ,
,.n

ri
1 3635 ,

„/i'
3 1 . . ,

c) + L ik'‘
e
< + '^ ei < I

sm * 9-“ + c) ’
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(G',;

a - a„ , i
9,
4

0

-*/ 2 Jï— 7 <?
0

£>'2 -L _ £»
<*'-* \

3a
0 ^4 0 /«i

/ 333 „ 783 , „ 3 1 5 ,,\ n '3

+ Vu^' h
''"g-

i J
3944 '

, 2 ^ ,

223927

ia8 “ ' n\ ia8

„
«'s 1

«S J
cos 0

O (
1 4- c

)

La valeur de Ô
(1
deviendra de même

o.=«
#
r ,_ a ^ _zf?].
L «0 4 A J

Calculons maintenant les valeurs de h H- g -f- l et de h en fonction de t.

Ces valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

cl (h-j— g’
-J— /) ciR <7R r/R rih r/R

~~dt
~ ~~ Jh ~

7/g ~ 7/TV 7ît

= ~
rTïï

‘

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d
(
h g H- / )

dt
î!r,_ 2

7 = + ! e , + l e
r,

*»*•
« L a 8 a 18 tr

'

f 63 ,, x 35 , 27 a457
,,

n' 689187 „nn ~[

-77 ee'- — f ce’- i- à en + ee
n — + 7

7
ce'

2— cos 0 .

L 16 8 ia 8 ia 8 n 5 \% /r J

d/i 3 n n'- I 37

dt' 4 n
^

« L 8

567 „ n'

\y
ee ''' +

'~i/
et ~

l -

cos91•f]

d où, en remplaçant a, e, 0 par leurs valeurs en t données par les formules (E

(FJ, (G'
13 ),

puis intégrant, nous tirerons

1 3 /

1

h+g + t = (h) + [g) + 1 -h gu
)(t + c)

(K„R +
[ (Vü

117
, 2 297 2 „ 8x ,A n

1

OC---3-7 J8

6337 ,,
«'3

(

986035
, 2

/T'
~
7r c c ” -

7

-+- —

7

—
I sin 0

(
t -)- c

)

,

128 “ n\ 5 i 2 n* J

(Eù = (
h

) + >\[t + c)+ ~ +~ e
0
A J-

]
sin 0

o (; + c).

(h) et [g) sont les deux constantes introduites par 1 intégration (n°21)
;
h

0
et g n

sont deux quantités qui, comme 0
O ,

dépendent de n
0 ,

c
0 , 7, ri, e'

,
mais don!

5i -
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nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

Forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h H- g- q- / vient de ce l’on a

h + j+/'=0 + A + g' + 2 1'-

Les cinq formules (Ë'
13 ),

(F'
), (G'

13 ), (K (3.), (L,
3 ),

jointes à la condition

que y est constant, constituent les intégrales de nos six équations différentielles,

dans le cas où la fonction R y est supposée réduite aux deux termes (i) et
( 9 );

dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer la règle du n°29, et nous serons con-

duits à effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation.

On remplace

e cos [l — il') par

9 27 , „ 81 ,

c ‘ T 7 e '

4

— r p'- -v —c-m
?yi

7 ,A n 2
/ 333

,

S / TV \ 64

783 2 „

UT 1 '

5643

?,56

256 ' n 4 256

+ -c COS
(
l — il')

+ f 2^3 2 /2
n'

2

1

1 3635

L 64
•> 1

rr 5l2

e sin (/ — il'
)
par

e sin
(
/ — 2 /'

)

fJ 243 2 ,,
n'

2
1 3635

1_ 64
> !

n 5l2

•1 cos 2(7— 2 /');

e-e'*-T sin 2 (/ - il');

a par

1-17
9 ,

, 2 9 ,, „ ,7
’w*

,

7 333 „ 783 , ,, 3 1 5 . \

\r e “ T'7 -
32

e
) F + \Jd

ee
"'T"''

'• rc 2
-| e c 2

|

256 /

4-
09441 n ri *

t

223927
j 2

ri
*

rc - _j

.

1 28 ri 128

h + g+ / par

/' + - + , + [(W
n 297 - /

cc 2 --ffee''
81

1 28
'S c'

2

)
— +n'

1

6827
, 2

iri 986020
n 1 128

er -
• 4- 4—— ee‘

r? O 1 o

ce-
2

r- eos(7 — 2/') ;

~T
I

Sin (/ - 2/'};
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h par

h r 12
«'

, y

L 8 ^ +
783

,2
//

32
''

rr
]si„( l— il').

y ne change pas,

Formules qui s’en déduisent

.

On remplace

e- par

Tq n ' 2
333 ,,

n'
3 !

C ' ~ U e(’'^ +^ ee
l? J

c°s(/- 2 /'):

\
COS . , f

e
sin l

2 d-* 1
)

* par

27
7 cc %Ve' 2

)
'él + i*?3 een 'F + 3944i ^ n

'6 ) n 1
32 n3 128 n

cos

sin
2 (

/ — 2 /'
)

+ 233 , ,, n
n

l cos

)

N-àen—
. 3 /- a/M.

32 n 2

I
sin v ’

400

Nouvelles valeurs de R, L, G, IL

Si, après avoir déduit des formules (E'
13 ), (F'J la valeur de en fonction

de t, on introduit cette valeur, ainsi que celle de «donnée parla formule (G' ),

dans les expressions de L, G, H en «, e, y ,
on aura, en supprimant les indices

de «
0 ,

e
0
et «

0 ,

L = anciennne valeur de L (page 399),

L = -V^-|««ÿ;

G„ = ancienne valeur de G (page 3qi );

H» ancienne valeur de Ii (page 3gi ).

Foir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle l’usage de cette formule se trouve expliqué.
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D’ailleurs, en calculant 9, à l’aide de la première formule (4 1
) ,

on trouve

De là on conclut

f
(0, L, + 2 0

s
L,+...)

Gela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29, et qu'on tienne compte des

valeurs de z, i\ i\ i'"

,

on voit que d’abord la nouvelle fonction R. s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 4o4 et 4o5) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la i3 e opération, et y ajoutant

+ 2 ri (L — LJ — i//
1

. - (0, L, + 9*5., L, + •••)

= — \Ja\L
8 r

128
'

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes
(

1
)

et
( 9 )

de R, joint à la

quantité H- 2 /G (L — L
0 ),

doit se réduire à une simple fonction de a, e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a
,
e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

— 2«'.-(0. L, 4- 26.L
2

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme
(
1

)
et d’une nouvelle

partie qui est donnée dans le chapitre IV avec l’indication ^ Ensuite

la nouvelle valeur de L sera

L = \/n u
33 ici

t 7 r
555

32

60 , 201
. ,

28549 _
l575

2
^

1024 8

3693 AV 1

32 J Tl'

( 7349 ,
3io5 , ,„\ ri''

(
10 — 4o 7- — 1 1 5 c

2 + 1 35 e
- + 60 (' + 4 19r c- — 54o 7- r -

-f- -gj- — r ~ c '

J
“T

/ 2547 6191 •
.

v 386G

1

^ 4737-5
ti
,A ’ri

\
~64~ VT 1

2 56 '

64 / ri

/ 3G049

\ 288

94481 2069437
J

144
1

11 52

676807

192

ri
' 11471149 1/11

ri 55296 ri

532775 tri

1728 ri

81 ri' ri

32 ~ri
‘ Tri

4
45

4 ri
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Quant aux valeurs de G et de H, elles sont les

données à Sa suite de la i I
e
opération (page 3qi). Les v. 4°7

jg» jp> • • • sont; aussi les mêmes que celles qui ont été données à la sïL^e

10 e opération (page 383 ).

1

4

e OPÉRATION

destinée a faire disparaître une seconde fois le terme (87) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1), avec le ternie périodique (87)
*

dans lequel l’argument est 2 h H- zg + 3 /— 2 h'— 2 g' — 2 et supposons

que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

R =

/
cr 3 ,V 3 3 ,

8
e_ +

8
e

16

1

5

3â
' 7

‘ c

, 9 i » ^7 , , ,T V c--- ie-e

3 7 33 373

1T
fJ

’

iG

69
I e '

4g5 , 24341 55q5
-v- T e ' + -y— e' — c- c'-

1 5 — 60 7
1’ — 1 62 e1 -— e'~

4o5
, 3
\ n

'3
/ 1091.5 28G55

2 568771 2 191867

192 96
,. e

c + — -c
768 192

45o 4 i n
'3

4537281 rt'
c

288 ri\ 18432 ri ^ I-
1_64

45 45 , 45
—F T +“ TT? C + TT7 f ‘ —
l6 64 64 ’

C16 n 2

J ri
2

-f- w 9 9 , 1 5 207-
I e - - f e + — <?

3 '

2 6416 32

, 69 ,'-«'' + îï' + 32

31921 ri
'"

118073 «'*'

)

' ï 4 ôo /
c ~x f5i2 //' 384 « 1

/K COS (2/7 —)— 2 1) / — 2 /?- — 2 — 2 /

Il ne faut prendre pour le terme (I), dans le chapitre IV, que la partie qui existait dans la valeur primitive

de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des treize premières opérations; et dans le terme
(
87

)
que

les parties qui proviennent des opérations effectuées après la 2
e
jusqu’à la i3

e
inclusivement.
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D’après la valeur de l’argument 9 du terme périodique (pie I ou a conserve seul

dans cette expression, on a

-n •/// r»

i = 3
,

ï = 1
,

i=i- i = —i.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

i (t L i flG _ i d\\

3 7F ~ a 7F
~

a dt

et par suite, en intégrant.

G=i|L + (G), H = ^L + (H).

iG) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent ètie

regardées comme déterminant « et -y en fonction de e; en les résolvant, on

trouve

u. 2 4

f37 u (G) - (H)
,

443 1 555^1 ^-3 I2

(
G

)

12

I
8 4 (G) 32 16 J F

n'K 3
,& (G

)

15 a547 »' C -3
I 8 (G) IS

3a p-

j (G) — (Hit , 3 r
«'4

.3
' 2 (G )

1

(bj
ig) r- e -

4-
e+5—F"

Si l’on remplace a et y par leurs valeurs en e dans l’expression de L, il vient

L- 3 (G)
|

< + + + - e75 3oo3
2
F . 3

12 (G )‘"
\

.

£ /a- > .

8
1

16 64

d L d R i ' i
•.

et si l’on remarque que yj
= on eü déduit

± "''-3MG f
(
9_ _ 3 (G) - (H) 4^9 _ 207 ^

Ht

fcj-

p.
6

(
t6 4 (G) 64 3a

f 9 3 (G)— (II)
,

645 2
,

aao5^ n

\8
_

a (G)
“H

3a ' 3a /

'.33 (G) 3

31921 /r
;
.3

,; (G
)

6

_ 118073 //s .3
3
.(G.)

a

I

sjn0
5ia p-

4 384 p
1

’

i5ia
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D ailleurs 011 a

d 9 dh de dl r/R r/R r/R

d l
~ 2

7n\
2
Yïi

en tenant compte des valeurs de± .
A, données à la suite de

la 10e
opération, et remplaçant a et 7

2 par leurs valeurs en e, on trouve

DJ

^ - r
\ -i

27 ...

A.3 :

‘(G) 3
i5 «' 2

.3 6 (G) 6

)

<*
~ 2~

j
—

~ 7—71
" ’

• 3 (
( > f

. Ç | _9 3 (
G

)
—

(
H

) 1 539 207
,

J *
i «6 4 (G)

9 3 (G)— (H) 2187
2 2205

, 2
W.3 3 (G) 3

8 2 (G)
'

32 32
*’

31921 rr'
2
.3c (G) 6

118073 n
r
". 3

3

(
G) 9

)

5i2 1 J 384 d 1

(

Cos0 '

Ces deux équations différentielles (CM ), (D
l4 )

correspondent aux équa-
tions (2.3) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable©

(

qui n est autre que
^
L

^
a été remplacée par la variable e dont © est fonction.

Clles rentrent d ailleurs par leur forme dans les équations (3g), et si on les

intègre a 1 aide des formules (/jo), on trouve

(EJ

1

1 e cos 0 = —
r

1

(G
)
— (il) 109 69 ,, n '

' . 3
1

2

(
G

)

1

L l( » 4 (G) ' 16
0

32
e

f

H 1 2
<
G

) - (
H

) ,

57 i 689 ,]
3 (G) 24

0 +
32

*' 5
. 3“(G) ,S

J»

3 1049 Ac
. 3

I8
(G) 18

,

88585 « ,7
.3

2,
(G)

2i

ni A -
1 536 768

1

n 1

'

.

3
12
(G) 12

6 1 3 «' 5
.3 I5 (G) 15

j

I 64
0

|
cos 2 9

0 p 4- e
) ;

(FJ

esin ô = c
0
sin 0

O (
t -+- c

1

"“164

T. XXVIII

i

a39 2 «
,4
.3

12 (G) 12
6 1 3 , /r'

6 .3 15
(G) 15

)

) A "
0 ..H ~i / n ^

(I TT /

48
sin 2Ô„ (t + c).

02



j
10 THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

e
0
et c sont les deux constantes introduites par 1 intégration, et Q

0
a pour

valeur

e» =
3

3 (G) 3

%n
,

n'

.

3
3 (Gf i5 n'~ .

3'* (G )'J

3 ~ t (>8 — 2 V1 T y-*

Si de ces deux formules (E,,), (F,,) on tire la valeur de e~, et qu on 1 in-

troduise dans les relations (A,,), (B„),on en déduit les valeurs de a et de y en

fonction de t
,
qui sont

i„ = 2W! 1 + 3,-; + ^c: + !2 e:

r

S

7 i . 101 — (H1 443 , ,

555 ,,q «".3"|GV

Lt - t + tï
-

• ‘6 J f'

« ,5 .3' s (G) 15 2547 « ,6
-3

ls (G) ,s

I— 20
tïï o„ ,.iï

^32 y.’

(G,

(G)

(H,:

[
3 "°

y* _ I (
G

)
~

(
H|

j J _ tf*
1 _

6 (G) j

(G)

3
« ,

r-
+5 ‘

,

77 1 207
h

32
0 16

• 8
u

2.067

+ 16

3io49 n ,6
.3

,8 {G) 18

256 0
y.'

2

4
.3

I2
(G)'

2
)

//. 3
,2 (G) 12

1 (G) — (H) 1
3 *". 3»(G)» W

|
C08 ;,(, + c).

6 (G") | 8
d + u

7
-'°

'

Désignons maintenant par et y
2

0
les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu on ait

3
2 (G)

2
l

,
.f .

ï 5
<

,

69
;=

\
i + 3t';+— <'0 + -y <- »

y (
2 4

r 37 1 1 (G) — (H) 4431

-
l~8

~
4 (G) 32

555 „1 «'4
. 3

,S (G)
<=

16
c

y
a

/•

.

3
1

’
( G

)

15 2 347 /i"\3
,s (GY s

| ^

32 . “ 12

i

’

, 1 (
G

)
—

(
H

) \G”
6 (G)

« ,4
.

3

IS (G)
12

— 20
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De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0

et
;
nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E |r ), (F,,), (G,,), (H,,), et elles deviendront, en mettant n
0
pour

Æ—
r=’a 0 \'a 0

e cos 0 = 55 , 60
~ Ti'/o + 76

e
°

£
)

~

;e'm )

1 a (

3oi 689 ,2
\ /T5

3 1049 »"J 88585 n ' 1

2
4 ^

24 3a / n\ 1 536 n\ 768 n\

COS 0
o (

t -j— C

f 23q ,
«'s 61 3 , n'

[W e
*
7?

t

+w el 77 ]
cos 20

o
(-f+c);

(F',.

e sin 0 •= e
0
sin 0

O (
/ -f- c

)

a3q , n"' 61 3 .,«']

.

64
’ e: ^ + 48

‘
<?

'xJ
Sm o(r

a = c, 1 "[(
9 2 ,

l5
3

207 ,j\»“^.- 970 ^
0 +

3
^^- 76

-^^

(G'u)<
O /2 . 37 2067 ,,\

«'*

3^0 — 247o e
o +-g- e

0
"3

77 '"o
j
77

3io4g n" 88585 n''~\ 1

7 ê ô- e
o —

T

I
CO® 0, (

t -f- C
)

'

,256 /?!; 128 +7 J 7

H
| ÉJ

7’ — 7o + g
7o e

0 7? + 7o e
o 7? J

cos 0
O ( /+ c).

La valeur de deviendra de même

ô„="o 3 - 2 - 10/2

4 «0

Calculons maintenant les valeurs de h g /et de A en fonction de f. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d[ h -f- g -f- l) r/R r/R r/R clh r/R_ ~ TL
~ ~

rfïï ’ li
= ~ 7T\\'

5 2 .
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4 l 2

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

(j ne cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d[h -k-'g+l)

dt

9

8 1

1 53 2

7 ,

i5 ç)
/>'-

|

îG n 1

J

3g33 n ii^

64
" 1

16

n'

n

98t)55i
^
n'

2 ~|

1024 /d J
cos 0,

dh

dt

3 ««

4 n

d’où, en remplaçant «, y, e, 9 par leurs valeurs en t données par les formules

(E'J, (F'J, (
0'

14),
(H'

i4 ),
puis intégrant, nous tirerons

h+g+l= |(/i) + | {g) -h ^[ih'+ ig'+ il') + ^(9 U + '>« +.?») F + G

r /75 69 , ,

5g 3
1725 ,A n !i

3r « ,s

_ ii488i3 «'*

^ 4
^

"
«j; 3o72

f
“ n ï

J
sin 6„(/ + c),

(l,,) /i = (/o

+

/>o
[t +c) +

r

r^ + sin 9
U
[t + c ).

(A) et (g-) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21 ); A 0
et g 0

sont des quantités qui, comme 0
O ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n'

,

e', mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -t- g- -+- l vient de ce que l’on a

h + g -t- l =
^

9 +
j
h 4- - g + j

{ih‘ + ig' -+- 1 /’).

Les six formules (E'
)4 ),

(F
14 ), (G'

4 ), (H'
14 ), (R 14 ),

(L m ), constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (1) et (87); dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la règle du n° 29
,
et nous serons conduits à effectuer la transforma-

tion suivante :
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1

3

On remplace

Formules de transformation.

c cos (2 h 2 g 3 / — 2 h' — 2 g' — il'
)
par

2
4

'
24 ^ 32 ) ZZ

5

3 1049 zz
' 6

1 536 n 6

+ c cos (2 h + 2^+3/ — ih‘ — ig' — 2 /'

)

88585 n'
:

768 n‘

f 23g 2
n" 61 3

2
n r'

']
, ,

L 64
-
' ^7 + '

48
' é>

7? J
c°S2(aA + 2ff+3/-2A'-2 ff

'-2/')
J

c sin
(
1 h ig —

3

/ — 2/z' — %g' — 2 /'
)
par

e sin
(
2 /z + 2 + 3 / — 1 h' — ig' — 2 /'

)

[" 23g , n" 6 1 3 . zz'H
.+

lFï
e ~ F + S"' 2

(
2 /i + 2 i?+ 3 /- 2 /i'- 2^- 2 /');

par

Mfc +

1

«

+

2£«-) ÿ
3 T 049 /?' 6 88585 n'

256 rf 128
F

j
cos (2 h + 1g+ 3 / — 2 h'

7 par

7
2

- r 3
2

^ ,4

, «'n
U 7

J
C0S(2A + 2

ff+ 3 /- 2 A'- 2g-'- 2/') :

/*+§•+ / par

3 x
^

zz'
5

1 1 4881 3 »' 6

A par

7' +
[f

e
7F
+ 2êv] sin(2/z + 2g-+3/

4 zz
5

3072

3 zz'
6 !

- e ^sl sm(i/i + 2 g + 3 /- ih' ~ig' - 2/');

2/z' — 1 g' — il'

On remplace

Formules qui s’en déduisent.

par

e
l + 9 «' f 3 zz'

1
zz

' 6

1
256 zz

8 “
L8

e ^ C0S( 2 /z + 2
(? +3/~ 2/z'—ig'- il')]
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.

•ih' — 2 g' — 2,1'
)
* par

55 ,
69

,N n"

[(ï*
-3rc+ T e’ -7 ce

16 )*

+ e
‘ 3io4y //“

'] i cos }

768
C
n* J j

sin
\

(a/i + a g- + 3 / - 2 h' - a„ç' - 2 1 )

eO c<*{ a(a/i + 2i?+3/- ih'-ig'- 2I')

j
sin \

^9 r3
y4. )

cos
{
3{aA4-ag4-3/- 2

h' — 2g' 2/').

3a n"
I
sm \

Nouvelles valeurs de R, R, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'
14 ),

(F'
14 )

la valeur de <r en fonction

de t, on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y données par les for-

mules (G'
14 ), (H'm ), dans les expressions de L, G, H en a

r
e, 7 ,

on aura, en

supprimant les indices de n n ,
enl 7o ^ ^0

1

— ancienne valeur de L (page 4°6).

g nu 3 n
10

l, = v^-\- ÿ<’y - 7/

y

G„ = ancienne valeur de G (page 3g 1

/— 9
»'*.

V "? 5 1 2
’

= ancienne valeur de H (page 3g 1)

/— 9 n 'S

-vwiïïir

D'ailleurs, en calculant 6, à l’aide de la première formule (4')> 011 trouve

9
i

= ij^ iç + iÿj.
1

r,
|
16 n a « 1

* ftra la fin de ce chapitre une note dans laquelle 1 usage de cette formule se trouve expliqué.
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De là on conclut

27 «' s

9 n ' 9
)

5 1

2

« s 32 w°
1

41 5

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29
,
et qu’on tienne compte des

valeurs de z, i'
,

i", z
v//

,
on voit que d’abord la nouvelle ionction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (page 4 t 3
)
dans la valeur

qu’avait cette fonction avant la i4 P opération, et y ajoutant

*

+ |*'(L-L
#
)- + 20, l, + ...).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (87) de R, joint à la

quantité h- 3 ri (L — LJ, doit se réduire à une simple fonction de cz, e, 7, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de «, e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

-|«'.i( 0
1
L

1

+ 29
2
L, +...},

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication •

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

33 io5 555

32

69.

8
+ rif+— f e

495

28549
-i

1575

1 024 8

3693
,4 \ «7

32
C

J n'

1 35 e
n- + 60 Ÿ+ 4 1 9 7

2
<?

2 — 54o rf c
r-

-f-
7349

64

3 jo5

2

A
?'5

AA
6

/ 2547 6ïgi
2 1 3866 1 , 47375 , 2 \

\ 64 32
1 256 64 J n e

/ 36o49 9448i
2 2069437 676807

^
,2
\

\ 288 144
‘

1

1

52
£

192 ) n
~

ii 468233 n* 53326 i n'"
|

81 n" a2

|

45 «’ 5 n2

j

55296 «s 1728 ri
1 32 «" ri

2

4 « 5
a'

2
\

''
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G = i/i
V' ^ f-

I <?

2
_ L

8 16

THEORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

5 .

128

,

555
c

/î+ 69
. 4.

9IZ 7^*_ 495
,-v » _Z*Z^Ze* -

4
7

64 32 « ' >fi ' 8

, 1 3q ,

• 407' <?' + i3

r
y e —

8 ' 1024

11295
c » e'A —

128 /
«'

,A «' 5
/ 2547 __

6191 2 _ 33556

1

2 47 37^
>r /^ + \1Î4 3l“ 7

1 536
C

64

36o49 ri'
,

t 1 468233 ri2 81 ri' ri
)

288 ri 55296 ri 32 ri ri
2

i

Il = \/au. - 27

-(S

'

i
c'+fe'-\c- + '-

i
fe'-^é + lfé

128

^ y _ ldi ri + 555 _ 119 235
, _ 345 ,

8
/

64 32 8
/ 32

1 16
1

78757 gi __
11295

^2 r
, 2

'\ f_
102.4 128 / ri

5Aï + (î|Ê_ila
7

. J ’!?||ii. + i7SSA^
/ /? \ 64 12 i536 64 J ri

'

36o49 ri' 11 468233 ri
s 81 ri' ri )

288 ri 55296 ri 32 ri ci-
\

T , , da da da de . i / 1 • . 1 1 .
Les valeurs de -rr 5 -777’ -77-5 • • •

> qui se déduisent de ces relations entre
ci J j ci Cjt cl L/l ci J_j

^

L, G, H et «, e, 7, sont les mêmes que celles qui ont été données à la suite de la

10e opération (page 383 ).

1 5
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître te terme (89) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (89)
*

dans lequel l’argument est 2 /«+ 2 g -h 31 — 2 h' — 2 g' — 4 / ,
et supposons

que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que I on ait

2 <7

I 3 , 3 , 3 3 q , , q q , „ 1

5

7--T + 5 r + - ri
2 + - Y - j fri - j f ri

2 + 4 rie
'1 + 7-

1

4 2 ' 8 8 2 4 4
' 16 32

\fri+\fe' 2 -?lfric' 2

4 4 o

Cette formule se continue à la page suivante.

* Il ne faut prendre pour ces ternies (1) et (89), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R
,
avec celles qui y ont été introduites par suite des quatorze premières opérations.
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é ilZ _ 33 > 373 555
, 69 35 1

, ,
\ « / ~s~ c + ~F- e + -f- ’f H 7 t'8 u

'
"r l6“

? '^T 7

_
(
,5-Gof- ,G26* 2 +^ e'A 1.

2 ] Il
J

495 2 , 2 2434 1 5 5g 5 ,, \
e + -7 <"

TT- e <? -
)
—

4 5 1 a 1 fa

— (
I29ij _ a8_65 5 568 77 i <91867 X X 45041 X 4535287 X

' 192 96 768 192 / u'

288 i843a n 6

T
f 45 45 45 3 8 1 X 1 rr J

' L 64 16 64 64
‘

iG >f J a'~
|

, ,
a- pi 5i

1 X pr'
Y'"~

J?
ee ‘ 969 •, , 2

1

1

5

64
e — ee'

+ (^ ^ /

X

2 + ^ ,

> 94 .

3

X
/

V 128 32 ,024 J n
^

512 " rr
+

P5G“ ^ iX
j

X cos (

2

h x 2 g 3 / — 2 lt — ‘i p ' — 4/').

1) apres la valeur de l’argument ô du terme périodique que l’on ?

dans cette expression, on à

a conserve sein

i = 3, 1 — 2
,

1 = 1 . i'"
— — 4 .

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

i_ f/L
_ ^

<yg
^
xi

3 X 1 dt 2 dt ’

et par suite, en intégrant,

G —
3
L -f- ( G ) , H = |l + (H).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être
regardées comme déterminant a et y en fonction de e; en les résolvant, on
trouve

X— 32 (G) 2 P , „ ,
T 5 , 6q „a - —-— 1 + 3 c- h e 4- ~ e6

F ( 2 4

A.. ) 27 1 1
(
G

)
—

(
H

) _ 443 1 , 555

L8 4 (G) 3X e +
Te

- e -j

B,J V
2 = J (G) — (H)

6 (G)

T. XXVIII.

, 3 X.3 I 2 (G )

12

1 - e- - 7 ^ + 5 X_

L

4 p-
8

//
:'.3' :

' (G
)

15

__ 2547 X,3 IS

( G)
ls

)

32 ('

53
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Si l’on remplace a et y
2 par leurs valeurs en e dans l’expression de L, il

vient

3 , .
21 ,

,
75 „e

3oo3 //'.3'-(G)'-

L=3(G) ' + -^2+T e4 + ^ e

et si l’on remarque que on en déduit

I
de n'

1
. 3

3 (G)3
l 5i n 17 (O) - (Hi „ 2 _

dt 'd
\ 8

' S (G) «4 3

(C
15 )

/22q 5 1377 (G) -(H) , 2
,

99<>o3 A »'-38 (GV!

.9275 n_ n
,2.y[GY

,

19413
| in&<

5t2 y-
4 2 56 y-

1’

S

D’ailleurs on a

r/R r/R r/RdÔ dh dg dl
r « 2 -> — h u'

‘

dï= ï
dï
+ ‘X

ft
+ *dt- !' n =-*TL- %

dG
%
d\\

4 "’

en tenant compte des valeurs de —•>
Jl»***

données a la suite de

la 10e opération, et remplaçant a et y
2 par leurs valeurs en e, on trouve

I
dO _ y-

2

dt
^

3
3 (G) 3

0 27 „ ,

«'. 3
S (G)’ 1 5 n».y(GY

j

d (? 4 2
*”

/ ..4 (

2 p- 4P*

(DJ

z'-'.3
3 (G) 3

1 \
5i „ 17 (G) -(U) ,,

,

3009^,., n5
64<?

)
8 8 (G)

,
|

_ I
“

' 128

377 (G) -(H)
,
427329 „2 ,./2\

*'.3 :i (Gr
C -\ /.ci

64 ( G )
1024

i9275 p , t
y'~.3 6 (G) 6

1 94 1 3
e

, 2
« /3,

.3
9 (G) °

| cos

k 5 l 2
+ ~iCr ,/' 1 +

256
6'

Ces deux équations différentielles (C,
5 ),

(D i5 )
correspondent aux équa-

tions (a 3
)
du chapitre III; elles n’en diffèrent qu en ce que la variable 0 ^qui

n’est autre que ^ L \ a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Klles
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rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations (3q), et si on les intègre à

1 aide des formules (4o), on trouve

(e
I5 )

[ lie*-.17 (G) — (H)
t
,2

,

86 7 ,
1 1 5 ,r

1

//' . 3 ' .G V

L « (G)
+

32 « 24
t

j1 P-

1

f 3383
12 4675 (G) — («w io 3oo 3

, 2
~| « ,3

. 3
!l (G)

:i

' L 384 576 (G) 5 l 2
0

j P-

6

124193 ,12
^ 4

. 3
12 (G) 12

998441 „ « ,5
. 3

13 (G) 13

^ 4608
L

* U *

13824
'

P-

10

+ c
0
cos 6„ (

t + c
)

(
1 io5 , „,3

«''. 36 (G) 6 356371
, , 2

«' 3
. 3

:i (G) 9

j 64 UL
4 TT

3072
C

1

F-

1’

G sin Ô
0 (

f +c)

. 3
6

(
G

)

s
356371 , ,, 2

«'3
- 3

9 (G
)

9 '

1 64 y
" 1

3072
f

°
6

f
sin 2 1/

0 (
f -h <

e n
et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et Ô

0
a pour

valeur

//.3 3 (G
)

3 i5 «'2 .3e (G) e
j

-
) 3 - ÏZ ,.2 _ .

3
3 (G

)

3

\
2

0 4

4 y-'
\

Si de ces deux formules (E l5 ), (F 1S ), on tire la valeur de e
2

,
et qu’on l’in-

troduise dans les relations (A,.), (B
l5 ), on en déduit les valeurs de a et de y

2

en fonction de t, qui sont

3
2 (G Y \ 2

r5 6qa = l i + 3 e 2

0 + — e\ + -2 <?«

(G, J /

f37 ii (G) —
L 3 4 (G

(H) 443 i 555

3a

555
,2
1 //"G 3

12

t 6 '

J F.

s

(G
)

1

, 5 .3
, 5 (G

)

13

2547 ^'6
.3

,s (G
)

13

)

-h -
3

2 (G
[

2

|

r 5. _ _i

p ? L 4
0

1X5 ,4 n'\
~

T C
°
C
J”

32

3
e (G Y

r 33

L"^

3383

w

7 (G)- (11) 8927

4 (G) 0
32

"

4675 (G) — (H)
2

,

396967

96 (G) 0 ^ 5 i 2 '

^ i^ssc + *mi ,

,

îüw
! cos , ,

,

]- 3
3 (G )

3

768 23o4
+ <);
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(H
IS )

1 (G)

6

(H)

(G)
le*
4

0 + 5
.3

12 (G)'

i (G) — (H)
\

i 7 ,.,>r-.y(GY

6 (G)
j 4

3383
^

,, n'W (G

)

!l

192
0

'

p.“

cos0„p 4- c).

Désignons maintenant par a n et y
2

0
les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et 7% de sorte qu’on ait

3
2 (GV-q

, J
,

1 5 69
,—-— j

1 J e
'

3 7 11 (G) -(H) 4431 , 555
,2 1

«'4
.3

12 (G
)

12

8 4 (G)
+

3a
£'" + 16

C
J 4

/z'
5
.3

15 (GV 5 '2547 «'“.3 IS (G) IS

)~ 20
32 p

|

1
(
G

)
—

(
H

)

G (G)

3 . , « ,4
.3
U (G) 12

7 <’l 4- 5 j •

4 y

De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0
et 7^ ;

nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E IS ), (F
i5 ), (G,

5 ), (H l5 )
et elles deviendront, en mettant n

0
pour

vV

a 0 >/a 0

(E'j

e cos 9 = 12 v
2

4
/u

255

32 ' M J ni

( 3383 ,, 4675 , , 2
42109 , 124193

V
W * ‘ ~ 4ÜT 7; " ' + r '

j TI*
+ ^8"

+ o
0
COS0

o
[t -h c)

[

1 io5

~w c'
2 ^ +
ni

35G37 I

3072
cos 2 0„ (

t + c
) ;

n'*

ni

998441
,, 2 "_

5

1 3824 ' n\

e sin 9 = e
0
sin 0.

(
t -f- c

(E'
15 )<

ru
L <3

io5 , 356371
F7~ r

ô
r ' ~ “1

t
—

—

64 ni 3072 '0^71] sin20
o p + c);
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a — an {\

(G'i:

c - *1

2
-7o c

0
e'

3 — 9^9 ,

32

un

I-

pçf

1

3383

64
V'" 4<J75

2

16
/o
4^-’- 49589 . ,A /

5 1 2
0

+ ^4*93 ,

768 0

fl'*

C
12 — 4-

u 1 t"
0

3383
.,

792" 7Ï r
°

'AJ COS0
o
(f -1- c).

La valeur de deviendra de même

0 P •> /
n '

1

5

n
% = 3 ~ 4

- - -

7
- —

L /?
o 4

Calculons maintenant les valeurs de h -h g H-./ et de A en fonction de t. Ce<

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d
(
h + g -\- l)

dt

f/R

d L

f/R

<IG

f/R

dîï
d/l

Tïï

f/R

d\\

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d{h+g+l) n’
2

f = n
dt n

r,_t/ + |^ + V_î&4

d/l

dt

3 n 12 //'-

4 n n
j

8

n'~ [” 357 ,, 255
., ,, 4743 , , 2 29835 ,, n' 366225 ,.,n

n

n L 16 8
7 CC ' ~^ e e

'+ ~^ eC
'~i
+ ~^ Lr '^

[

5 1 4

1

3 1 1

T ee ' + “
64

“ ee ’

77 J

COS 0

,

COS 0 :

d’où, en remplaçant a, 7 ,
e, 0 par leurs valeurs en t données par les formules

(EJ, (
FJ, (GJ, (H', 5)5 P llis intégrant, nous tirerons

/l + g+ /=
3
(A) + J) + i

(
2 /f'-f 2 g-' + 4/') +| (0„ +//„ + £„) (t + c)

IA 16 0
8

7 "
“ 128 11

) „i

64277 n ri 3io4825 ... « ,4

q . ,

H fA c
»
e ~ + 7— f

'o
— Sln 0„,(? -f- c

)

,

768 /r’ 9216 /?' J
1 '

(L, /( — (/<) + />„(/ + c) — I
L- r

0
e

12 0— + c'
2A 1 sin0„p -f- c).

L 0
0

^ ”0 J



THEORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

(h) et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21) ;
h

{)

et g 0

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y n , n '

,
e', mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -(- g + / vient de ce que l’on a

h+g+i = \
Çl + \

h + + i (

2 h
'

H- 2 g'4-4 0-

Les six formules (E'
lB ), (F'1S ), (G'

15 ), (H'
1B ),

(K
1B ), (L,.

5 ), constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (i) et (89); dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la règle du n° 29
,

et nous serons conduits à effectuer la transforma-

tion suivante :

Formules de transformation.

O11 remplace

e cos
(
2 h -f- % g 4- 3 / —- i h' — 2g' — 4 t ,)

par

255

ËT 24

n ’1

n~

43383
/2 4^75 2 12 42109 2 , 2

\ «'3 124*93 ,,«'" 99844* n n '’

\ 384 96
^ ^ 5i2

f (

) rê
1

4608 //' ^ 13824 « 5

-(- < cos (2 h + 2 g —1- 3 / — 2 h' — 2 g' — 4/')

f * *o5 , ,,,
ri'

1

L (34 « 2

35637 * ,
«' 3 1

3072
e r

ir \
cos 2(2/* —|— 2 g -{— 3 / — 2 h' -

4

r
y.

e sin
(
2 h 4- 2 g -f- 3 / — 2 // — 2g-' — 4/') par

f sin ( 2 // + 2g + 3 / — 2/1' — 2 g
' — 4/'

)

**o5 , 35637*
2 /2 «

- c c — -f-
64 « 3072

e
2
e
n — sin 2 (2/* -t- 2g- -

4- 3 / — 2 A' — 2 g
' — 4 A )

:

« par

« * + [(f--
, ,, 969 , „ ix 5

,

7" ce - — ~~ e r — ce
32 4

* 24 * 9 3 99844

768
(

2804

,
\ ri- / 3383 4672 , ,, 49289 , „ \ n n

: — + -TT— ce - -i-4-
y

2
ce'- - H e

3
c'

J —
/ « \ 64 16 5i2 / n

* , 3
«'5 1

~ee —r
n J

cos
(
2 h 4-2 g+ 3 1 — 2 h' — 4 /'

i
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r P“r

r —
n ’ 2

ri
1

3383 , /i'
2 "]

rce ._ cos (a h + 2 g+ 3 1 - 2 h' - 2g'- 4/');

42 0

A + g+ / par

A H-- g* -f- / -

A par

i6
!!z vv^ 3^ t 9 3

«' L
'

8
ee 6

64277
, 2
n '2 3104825 «'«

4^ ^ ^ çÉÉT6

«'H .

-J
8 'sin

(
2 // -f- 2 g' -j— 3 / — 2 // — 1g

' — 4 /'
)

:

/ I
*7 r. /2 ‘ 4675 . /i'

3
1 .A_ + ïfJ
8in(2/i + 2ff + 3 /- 2 A'- 2g-'_ 40 -

Formules qui sen déduisent.

On remplace

c- par

17 ,, «
-r ee - —

.
4 n-

3383
,

_|_ (>c

192 ]
coscos

(
2 4 -f- 2g-+ 3 1 — 2 li! — 2

g' — 4 /'
) ;

cos^
’

(
sin (

2
^
2/' + + 3 / — a/i'— 2g' — 4/') * par

255 ,\T ee ' L

H TT-L^c
12

)
-r

2 ib / //-

3383 „ « 124198 „ n '

-4 ce'* — H 44- «4
192 rr 23o 4

« ,4

1 i cos i
,

.

iF J j
Sin

j

(a/i + ag-+ 3 /~ 2//'- 2;

cos
2(2//+ 2g + 3 l — 2 A' — 2 g' — 4 /'

)

’ c ' „2 ‘j sjn
|

3 (2/1+ 2 g+ 3 / — 2 A' — 2 g
' — 4 /').

1 100 ,
n -

[ cos

~NF
C

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'
15 ), (F'

15 )
la valeur de e

1
en fonction

de t
,
on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y- données par les for-

Voir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle l’usage de cette formule se trouve expliqué.
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mules (G
15 ),

(H,.), dans les expressions de L, G, H en <z, e, y ,
on aura, en

supprimant les indices de a n ,
e

n , y 0
et n

0 ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 4 1 5 )

,

L, = \Jn\J- •

5 1 ,, n— ce
- —

;

8 n-

G
0
= ancienne valeur de G (page 4 1

6

)

;

H
u

-- ancienne valeur de H (page 4 1

6

)-

D’ailleurs, en calculant 9
{
à l’aide des formules

( 4_i), on trouve

De là on conclut

i(ô, l, + 2 0
1
l

î
+

)
— \Za y-

867 ,, n *—- e
J —

•

128 n '

Gela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29
,
et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i\ i"
,
1"

,

on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages ^22 et 4 2 3 )
dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 1 5
e opération, et y ajoutant

+ |,r(L-L
o
)-|«'.i(0

1
L

1
H- 2 Q

2
L, +...).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et. (89) de R, joint à la

quantité -4- (L — L
0 ),

doit se réduire à une simple fonction de «, e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a, e, y, ainsi obtenue, réunie à la quantité

—
3
U

"

2
2 G d- • • ) >

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et d une nou-
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velle partie qui est donnée dans le chapitre IV avec l’indication

Ensuite la nouvelle valeur de L, sera

i / l

J. = \ a y. j

37 33,0 io5
,

555

.'6 4
T

io5
, 555 60 201 0 4^5 , ,,

e- + —e'-+^ r + —TC- - -f 'A'-

1 o — 40 y
2 — 1 1 5 e

l + 1 35 e
' 1 + 60 y

* + 4 9T ri — 54o y
2
ri

i5 7 5 2~ e f

1 5639 u,

128

7349 ,

64
6 '

//

n ‘

,

/ '2547 6191 2 1 3866 1 2 47375 , 2
\ ri

"

+
\ V4 3V r Î56

“ C
' + e

) ri

/ 36o49 9448 l
2

206
Ç)437 2 676807 ,,\ II

' 1

\ 288 i44 ^ 11 52 192
f

y «7

11468233 «' s 53326 i /7 9 81 ri ' a ‘

,
45 ri

j

55296 ri 1728 rt
9 32 ri ri

'

1

4 a ' 2

(

Quant aux. valeurs de G et de H, elles sont les mêmes que celles qui ont été

données à la suite de la i 4
P opération (page 4 1 6). Les valeurs de ——

> —>

jfp • • • sont aussi les mêmes que celles qui ont été données à la suite de

la 10e
opération (page 383 ).

1 6 ' OPÉRATION

destinée a faire disparaître le ternie
(
i 1 8 )

de R.

Prenons dans R le terme non périodique (i) avec le terme périodique (i 18)
*

dans lequel l’argument est 2.

h

-F 2 g + / — 2 h' — o.g
J — f\l\ et supposons

que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

R =

^ i
I _ ! p + + 3

,
2 + 3

2 2 _ 9 , 2 9
2<?

,2
i 5

« 8 2 4 4 ‘fi 32ri
9

) 4 a
, 9 ,

-

-+-7 7 *

9 , 27 , 2 ,,

Tt c ~ --Frrrie’-

Celle formule se continue a la page suivante.

* U ne faut prendre pour ces termes (1) et (118), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des quinze premières opérations.

T. XXVIII 54
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37 33
, 373 , 555

T - T 7'“"8“‘r+"Ï6
'C

69 i_
35 ' 495

,

24341 5595

J ‘ +~ ‘ e 1 e +
TÎ2~ TtT^

/ _ , „ 4o 5 ,,\
«'3

/ ioqi 5 28655 , 568771 , io 1867 ,,\ /ï'4

1 3 — 60 7
2 — 162 e

j 3 e -
)
-r — — tt— f H— e * —

\ 2 y /r \ 192 90 768 192 J n '

7
7?' ,: r 9 45 , 45 , 45 >l2 81 /l'-l a -

if 64 16
1

64
‘

64
'

16 n 1

J a ' 2

45o4i «' 5 453528^

288 /C i 8432

,ir l i3o
,

, tu' ] — (>p -

a'
3

I 8

1 53 , 663 3 „ 345 „

-T
TK +~“

1 45o ... 459 „ 20043 , n' 34385 nn 685q ,.,n'
3

)- 2-§ ee
'1 een -\ e

J
e

’2 ±—
- ec

n— + —d cr’-—
\I 28 32 1024 J n 5i2 n- 1 53(5 n

^

X eos
(
1 li -+- 2 g -h l — 2 h' — 2 g

7 — f\. V).

D’après la valeur de l’argument 9 du ternie périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = I, i' — 2, /" = 2
,

z'" = — 4-

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

d L i <7G i 4H
2 dt 2 c/?

’

et par suite, en intégrant,

G = 2L + (G), H = 2L-H(H).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e
;
en les résolvant, on

trouve

(G)M ,
,

s
4

i

a = -—— < i — e cA — -
2 4

(A,

_ j _ 33 (H) -(G) 37 i 7
;2 555 ]

X(G) 1

L 8 4 (G) 32 16 J
-f- 20

'(G) 15
2547 «

,s (G)
18

)

„ 1 (H) — (G) ( , 3 , X(G)
12

.HJ T = -
(G)

j

1 + C +
4
e + 5

Si l’on remplace a et y
2 par leurs valeurs en e dans l'expression de L, en ayant

soin de tenir compte de ce que (G) est négatif, il vient

1
„ 2

,

i t ^ t

1 00

1

«Gg y
L = -(G) i-Xj2 + ^ 4

-TÏÏ^ +^2 8 16 64 fG
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. p dL o?R . , . .

et si ! on remarque que on en déduit

de _ n'
2

(
G

)

3

( 1 53 .53 (H) - (G)
, 2 2499 2 „ 345 ,

dt r \ 8 8
(
G

j

c
64

e e '

8
e '

_ É 459 ... 409 (H) — (G
) 9027

, 2
\ h'

(
G Y

\ 128 64 (G) 1024
C 6

) f
~

(CJ {

34385
, 2

n'-
(
G f 6859

_, 2
/?

,3

(G

5 1 2 [d 1 536 [j.

K

D’ailleurs on a

4^7

sin 0.

dO d/i dg dl

dt
= 2

dt
+ 2

dt
+

dt

TÇR _ f/R f/R

d L
2
dG

~ 2
dU

en tenant compte des valeurs de données à la suite de

la 10 e
opération, et remplaçant a et y

2 par leurs valeurs en e, on trouve

^ + 4
d(GY

F
2

I
n

' 2

l
G )'

;

|

4 F-' i

.
'i'

2 [Gf 1 l 1 53 ,,+~7|T r 153
(
H

)
- i G

) __ 872^ _ 345
,4

8 (G) 64
~§~ r

{ 4^9
1

459(11)— (G)
, 2 23409 n \n'( G g

Vtïs
1 +

64
-—

(G)
— +

-rsû
ee ')yr-

,

34385 « ,2

(G Y 685o « ,3 (Gf /

H F7~ c ‘
1 TZZ ‘ “ü COS 0

512 1 536 u.
b

)

Ces deux équations différentielles (C,
6 ), (D

J6 )
correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui

n’est autre que L) a été remplacée par la variable e, dont © est fonction. Elles

rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations (3q), et si on les intègre

à l aide des formules (4o), on trouve

ecosO, Fl53,, 2 _ j53 (H,-(G) 4Ü4 , 34 5 1 «'*(&)"

L « 8 (G) 32 - T 6

r* 025 i -a 4437 (H)- (G) „ 41.927 . |
//• G )

9

L 128 64 (G)
e

J

200849 n. ,l
"‘
(G) 12

5 1 2 p.
s

+ e
0
cos 0

O (
t + c

)

+ 1.4947 ,
«' a (G Y

I 64 yF

12.704. „/f' 5 (G) 15

768
C '—

p

432429

1024

‘(g y
> cos 2 0„ f / -|- e"!

J

54
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(F )V* IG/

e sinô = r
a
sin 9„p + c

)

1 4947 .,2 , 2
"' 2

(G) g

i 64
<I>L

p
4

432429

1024

n ,s

(Gf

F°

sin 2 9
0 p 4- c).

e
o

et <7 sont les deux constantes introduites par l’intégration, et ô
0

a pour

valeur

+- -
<’o + 4

"(G) :i

r
i
n '2

(
G)G

)

4 (** 1

Si de ces deux formules (E,
c ), (F

)C )
on tire la valeur de e% et qu’on l’intro-

duise dans les relations (A l6), on en déduit les valeurs de a et de y
2 en

fonction de t
,
qui sont

(G
)

2

1 r*~
r'"

[
37 33 (H) -(G) 3717

[. 8 4 (G) 32

_ (£

Y

I [
lJl ren i 33 (H)- (G)

F ) L 4
û

4 (G)

T io25 i
, 4437 (H) — (G)

“
L 64

C ~ ~
3i~ (G)

»'4 (G) ,a

,

^(G) ,r|

F
8

F
10

555g
, /2 _ 345

(i
1 n'2

(
G

)

i;

32
e>e

4 J F
*

473433
>3 , 2

~] //3 (G) 9

5 1

2

0
C

J u.
e

2547 n'
6 (G)'*

)

“3ï ^

200849 „ , 2
(G) 12

256
r

°
C

1 217041 » w
,5 (G) 15

384
u u 10

cos

G

0 p 4-c).

1 (H) - (G)
\ , ,

,

3
, , f

»'4
(G)'

2~G)
i

, +‘ ,

S + 4''.

,

1 (H)-(G)
(

i 53 ^ l2 >r-(Gf .0251 „/P3 (Gy) „ , , ,

!

+ iT r/ —

i

cos0
° (^ c) -

Désignons maintenant par a
0
et y

l

les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

(G)
,

1 , j .

2 +

[¥-
33 (H) -(G) _ 3717

4 (
G

)
32

555 „1 //<(G )‘
2

16
e '

J [j.

s

«' 5 (G
)

14
254.7 « ,6 (G) |!

7 ;
1 (

H ^ - (6)

2 (.G
)

1 +r
" +

4

e
° + 5

‘(G) 12
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De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0
et y\ ;

nous
pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E
)C ), (F )0 ), (G )0 ), (H l0 ), et elles deviendront, en mettant //

(1
pour

. / 1 53 ,
1 53

1 cos 9 ~ - e
2

-y = e - —
\ 8 4

/u

i8o5

1T Ci e ‘-~~ e
345 M \n»

+
(E',,

/' I 025 i n 4437

\ 128
1

32

~hr
0
cos %[t + c)

(2 _ 22Z4Ç9 ,A «'3 2°o8 49 «'« 1217041
/ü

5,2
<aP +

r4947 , -I." 43*429
-flT- ' — H 7- c —T COS 2 9 ..

L ,J 4 w; 1024
0

w»
|

u [
f +c)

,

e sin Q = c
0
sin O^t + c)

, T 4947 , , 2
« 5

,

432429 ,
,.,/rn

. A ,+ ~fj- <;, c — + -—~ cl c
'1 — sin 2 0„ p + e

,

L o4 w; 1024
0

J
A ^

[(

1 53 1J 3
, 663

1 345 \ n-
rr> r

ll
c--—eîe'--^Lcy

(
G'u)

'
. 1025 !+ | -|5T''-

e'<-
l̂ 6 5 l 2

I

20o849 „ „n n
''

,

121704,
H —

' „ C r r
- —

c

256 384
COS 0

o |ï + c) ,

(
H'J r - il + r 1 53 ,

LT 7 ’

,
n "

,

10201
r

a
r ' +

64
7 » P c

' 2

]
ciCOS 0

„
(t + c).

La valeur de deviendra de même

= [.- 4 ^
-

Calculons maintenant les valeurs de h -+- g -f- / et de h en fonction de t. Ces
valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

<C h +g+-i)
dt

r/R _ r/R _ c/R

d L dG dT\ ’

dh

dt

dU
dU
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ou nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

îüAil+'l = , r,_2/ + f
« + ?»"- Ç"|

dt II ! 2 ' 8 2 ifa 1! j

3009
e3 e

n

1 28

59G7

256

n'

n

6533 1

5

1024
cos 0,

dh

dt

3 n'
2

4 "
cos 0 :

d où, en remplaçant a
, 7, <?, 0 par leurs valeurs en t données par les formules

(E',
e
),(F',

6 ),
(G',,), (H’J, puis intégrant, nous tirerons

—
( /') — [g) + ïh' Ig'+ k 1

'

+• (6„
— —

£0 ) Ù + C
)

1683 _ ®9®Z
8

/o 0 >28 0

n'"

194769 ,, n "

2,56
0

n\

5021225

1024
sin 0„ (

t + c)

(bd /! = (/;) + /;
0 p 4- c) + 4437

64
sin 6

0 (< + c).

(/i) ei
(
«•) sont les deux constantes introduites par 1 intégration (n° 21) ;

h
ü
et g a

sont des quantités qui, comme 9
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
ft , y 0 ,

n!
,
e', mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h _|_ g / vient de ce que l’on a

//+£ + / - 0 — h — g + 2 h'+ ‘ig ' + 4 ï-

Les six formules (E'
16 ),

(F'
ie ),

(G'
16 ),

(H'
16 ),

(K 16 ), (L )6 ),
constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (1) et (1 18) ;
dès lors nous n avons plus qu à

appliquer la règle du n°29, et nous serons conduits à effectuer la transforma-

tion suivante :
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43 ï

On remplace

Formules de transformation.

t' cos (2/1 -f
-

'ig -\-

1

— 2 h'— 2g' — 4 l'
)
pa

r

2805

32

345 ,,_
8
~ n n— -4-

/r

I 025

1

128

4437 ; , 2 _ 227409 \ n

32
;

512 /7?

^

20084
9 rn

n ''

|

1217041 ,, n'
3

5 12 n 3

768 n 3

-1- C COS [lit + 2g+ / — 2 A'— 2 g-'— 4 /'
)

+ TM2

L «4

432429
2 ,2

'

1024
' L

n 3 COS l{lh -f- Ig +- / — 2/1' — 4 ^');

c sin (2 A 4- 2g-+ / — 2//— 2g '— 4/') par

e sin (2 A +- 2g-+ / — 2 /r' — 2g' — 41’)

^Z,v<' +
04 7r

432429 j.»**
1024 « 3

sin 2 (
2 A + 2g -f- / — 2 A' — 2g' — 4 ï

) ;

par

, 17 >53
, 2 1 53 , ,, 663

1 ~[\T ee ree “ir 1

345
, \ n“~çe’

+ (12^1 ee >? _ 4437 , * _ 22389 ^,=7
\ 64 16

*
512

e e
J »ï

i 1 „ w' 5 ’1
,

1

384
_ce

'^J
C0S(2/M-2g + /- 2 //- 2g'- 4/')

j;

200849
, 2

«"'
,

1217041+
256

rc ' F
T par

72+ + J
-

]
C0S(2// + 2g + /- 2//- 2g'- 4/')

A 4- g -M par

|7 ‘ 989

IA -6
'

8. 1 128 ^
/

^4769 ,, f
256

* 4

n3

5021225 ,,
«'*— ee 2 —

1024 n‘
sin (2 A 4- 2g+ l — 2//— 2g'— 4/');

par

h + 1 53 4437 „ ,2
«'

ee- — -p^ ce'
2 —

« 64 n3
sin (2A + 2g + l — 2// — 2g' — 4/').
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On remplace

Formules qui s en déduisent.

par

f' 53
-

Lt"
71 "

—ô"

rr 64

>3 '

cos^a h + 2 £ + / — 2 h' — — 40 ;

i

c °‘
{ 2 (

2 // + 2 g + / — 2 // — 2 g
' — 4 O * par

I sin
)

1 53
y ee

2005

OtT
r

1025]
r,

fl''’
,

200849
ce —r H r?— ee

64 n 2.56 d
cos

sin
; II' — 2g' — 4

C 2
.

!

C0S
(
2 (2 h + 2g + / - 2 h' ~ 2g

' - 4 /'
)

I sin
\

4947
(
.3 ^'4.

j

cos
j
3U/; +2g.+ /_ 2 g'- 40-

32 H-
(
sin \

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'
16 ),

(F'
16 )

la valeur de e
2 en fonction

de t, on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y
2 données par les for-

mules (G'
16 ),

(H'
ie ),

dans les expressions de L, G, H en <2, e, 7, on aura, en

supprimant les indices de o
0 ,

e
0 , y 0

et n
0 ,

L, = ancienne valeur de L (page 4^5 )>

L, = ~ Z11
f* ' 1“ ^ F 5

G„ = ancienne valeur de G (page 4>6 );

H„ — ancienne valeur de H (page 416).

D’ailleurs, en calculant ô, à I aide de la première formule
( 4- 1

) ,
011 trouve

* Voir à la tin de ce chapitre une note dans laquelle 1 usage de cette formule se trouve expliqué.
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De là on conclut

~
(
0

i

L, + 2 0
2
L

2 + . .
. )
= 2

3

409
c

't
n '4

128 «’

Cela posé, si 1 on se reporte à la règle du n° 29
,
et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i'
,

i"
,
i'\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (page 43 1) dans la valeur

qu’avait cette fonction avant la 16e
opération, et y ajoutant

+ 4 n ' (L — L
0 )
— 4«' • - ( 6, L, 2 0., L

2 . .
.

)

.

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (1 18) de R, joint à la

quantité h- 4 n' (L — L
0 ), doit se réduire à une simple fonction de a, e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées
;
la fonc-

tion de a, e
, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

— 4 n' • -
( 0, L, '+ 2 0

2
L

2
+. .

.)

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1), et d’une nouvelle

partie qui est donnée dans le chapitre IV avec l’indication ns- . Ensuite

la nouvelle valeur de L, sera

33 ro5 , 555

T''
+ 60 .

,
201

,— 7 + — fe -

o 2

28549 «
i5y5

2 , 2
3885 l4

1024
C

8
e C

64

n
1'

Tri

10 — 407
2 — 1 15 e

2547 6191
2

64 32 7

36049 944Bi
,

288 144
‘

7 349 4

64
£

256 64

I i52 192

n

rri

3io5

2

ii468233 /ri
* 53326i n'

s 81 n u
ci

2

4 3 ,l '°

)

55296 n s 1728 ri
'
^

32 /ri a
' 2

4 a '~

i

Quant aux valeurs de G et de H, elles sont les mêmes que celles qui ont été

T. XXVIII. 55
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da da

dL’ dG’données à la suite de la i4e opération (page 4*6)» Les valeurs de

~
,

4^-, . sont aussi les mêmes que celles qui ont été données à la suite de la

dH dL 1

i oe opération (page 383).

17
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme
(
2 36) de R.

Prenons dans R le terme non périodique
(

1
)
avec le terme périodique (236) *,

dans lequel l’argument est h h -f- 4 g' H- 31 — f\h' — i\g' — f\l'

,

et suppo-

sons que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

•1 a

,cr l 1 3 „
,

3 ,+ ^ 4
“ â T 8

,, 3
, 9 , 9 ,

d -"Te7- e — - 7-
4 4

q 1 > <) .— rr + r ''' + 7'/ 1

i G 32 4

9 , „ -27
, ,,+ 7 r* - fr

4 »

37 33 , 373 ,
555 „

,

69 . 35 i
,, , 49 5 „n

f - t - ir
'• + iïï

e ‘ + r' +— f ' - T '
‘

2434 1
,s

35<)'> n

5 ii
C

16 J n 2

-

— (
1 5 — 60 -f — 162 e

2
*o 5 ,A n '3

/ 1091 5 28655 ^ , 568771 1 9 1 8^7 'p_

) n 3

\ 192 96
1

768 192 ) n

'

45 45 - _ 81 if 1 g_
64

4
'

64
e

16 n 2

J n ' 1

45o4i «' 5 4535287 n
'6

288 n b i8432 n

9 45

64 16
T +

.a- \ f 69 69 , 2209 , 1173 n\ n '
. 35

, 2

4- m !

-Pi\(-%e f r e d 4 d— ee 2 — +—<? — 7° 7 e
a \ t 6 4

/ 128 32 j « \ 2

1992 , 4292 2 \ rv_

16 fr

5g 5 i 3 n n 8209 rd _ xo5 ig_

768
v
7F.
+

36 ' jè 32 ‘ a
' 2

X COS (4 d H- \g -h 3 ï — 4 h' — 4 g — 40 *

D’après la valeur de l’argument S du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

-> a / ai r an /

i = o, 1 =-4 ,
t = 4 s.

1 — “ 4 *

1
II ne faut, prendre pour ces termes (1) et (236), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des seize premières opérations.
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Si I on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

1 (IL 1 ç/G irfH

3 dt 4 dt 4 <it ’

et par suite, en intégrant,

G=|l + (G), h=.|l + (h;

(G) el (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e; en les résolvant, on
trouve

3
J

(G) 2

\ 2
2i

a = '
1 — 3 e2 -j- be — —

1

( 2

( 1 7 ) \
f.

3
?. .

11 (H) ~(G) 77ÇM 555
, 2
1 «'\3 I 2 (G

)

12

L ^ 4 (G) 32 16
C

J y 8

G3 15 (G) 15

_ 2547 n'c . 3'
5 (G

)

,s

)

32

Si 1 on remplace a et y
2

par leurs valeurs en e dans l’expression de L, en
ayant soin de tenir compte de ce que (G) est négatif, il vient

L - — 3(G)
j

. - 1,.» + -*’*-^ +— /
*'4

- 3
' 2 (G) 12

).
1

I '* 8 !6 ^ -s i 1

d L _ d R
dl c//

et si l’on remarque que ~ = ~, on en déduit

(C„)<

«
,2
-3 3

(&)Mr69 23 (H) -(G) qi5q
,

f 1 73 ,1

IL. 6 8 (G) ‘ T28
" L

" '

32
e

J

r- 35 (H) - (G ) 1

1

5 1 5 . 4243

L 2 3 (G
)

32 16

j.'8 cri(G) 9

+ 5q5i3 /^.3 ' 2 (G
)

13

_ 8209 /e
, 5
.3

l 5 (G) lf'

io5 3
4
(G)'

j

768 36 22 \j-~ a

-

sin 9.

D’ailleurs on a

^ <lh
, /

dg (U c/R c/R c/R

dt
~ 4 ^ + 4

7»
+ 3

7/
~

4 « = - 3 jt - Gtû
~

4 ;m
~

4 :dt

55,
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en tenant compte des valeurs de — > ^ d°nn^es a ^a su ' ,e de

10 e
opération, et remplaçant a et

-y

2 par leurs valeurs en e, on trouve

I

M [S U ,

-27
, , ,

«'.3 3 (G )

3

9 «'2
.38 (G

)

6

\

Jf
= -ÿ(GŸ

j

3 + T e +4 —7 4 —?—

1

_ 3
3 {GY I_ l T 69 _ a3 (H) - (G) _ 3oa37 _ 1 173 ,z ~|

/e'
2
.3

6 (G
)

6

p
2

* j[_.6 3 (G) 128 3a J p
4

f 35 35 (11) — (G) 37345 2
4a43^"] «M .3® (G

)

3

fT ~~
3 (G) 3a

''

16 J p°

5g5 1 3 ft'
4

. 3
12 (G )

12 8aog «
, 5
.3

, 5 (G
)

15 io5 34 (G
)

4

j rncCi+ “768 ï? 36 p
1 * 3a p

2 «' 2

|

“

Ces deux équations différentielles (C l7 ), (D J7 )
correspondent aux équa-

tions
(
28

)
du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable © (

qui

n’est autre que ~

rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations (3q), et si on les intègre a

l’aide des formules (4o), on trouve

L
J

a été remplacée par la variable e, dont © est fonction . Elles

(E,d

fa3 a3 (11) -(G) 4m
,,,

3gi «'4 .3
I2 (G) 12

Lfë 24 (G) 64
'» 3a J p“

[3. 3i (H)-(G) 3279 1675
e'

2

'

1

«' 5
.

3

15 (G) 15

L 4 6 (G) 8 16
1 p

10

858o5 *'S .3
I 8 (G )’

8
7073 j n n . 3

21 (G) 21

,

35 //
2
.3

6 (G)° 3

a3o4 p
12 +

576 p
14 3a [/?

l

a 2 a 2
24 IJ?

+ l\ COS 0
O (

t + c
)

(4341 ,
»'4

.3
,2
(G)'

2
1717 2

«'5
.3

I5 (G) l!

(
ia8

r>>

p
s 8

e
*

p
lü

cos a 0
U (

ü + c);

e sin 0 = c
0
sin

Ô

0
(t 4- c)

(FJ
j

43© »".3"(Gy> _ «717 ,,W
j

sin 2Ô( ,

|
ia8

0

p
8 8

0
p‘“

1

8mî ,l + 1

e
n
et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et Ô

0
a pour valeur

3
3 (G)3

i + *L el+i ±*m
a 4

9 ^''^qG) 6

4 p’
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Si de ces deux formules (E,,), (F )7 ), 011 tire la valeur de e
2

,
et qu'on l’in-

troduise dans les relations (A,,), (B„), on en déduit les valeurs de a et de y
1

en fonction de t, qui sont

u
1 — 3 el + 6 <?;

•21

2
e

l

f37 u (II)— (G) 779 1

1.8 4 (G) 32

555
,2

~| /r
4
.3

, 2 (G )'
2

16
e

\ y
s

_ n'K 3
I 5 (G )'

5
2547 n lc

. 3
,S (G) ,S

j+ 20
y‘° 32 y

1 2

i

(G„
3

2 (G
)

2

( f 69 23 (H
)
— (G)

+
(G)

1 385 1
3

1173
, 2
1 n'

f
.3

12 (G)

12

-êr
e

» --Ter"»
6

J

3i
(H) -(G)

,

(G)

2715
3

5o25
, 2

~j «
, 5 .3u (G

)

15

858o5
_

/?
, 6 .3 18 (G

)

18

7 57 3i _

n'W' (G
)

21

+
384

e
° y' 2 96

e
\ y

u

io 5 « , 2 .36 (G)“ 3* ((G
)

4 35 «'\39 (G
)

3
3

4 (G
)

4

16*' y* ’

y
2 a"

+
4 y

6 ‘

y
2
n’

2
cos Q„(t-hc);

, _ 1 (H) -(G)
"

6 (G)

3 , r //
4 .3' 2 (G)'

1 4- 2 r, + - e, + a
7^

2 y

, (H) — (G) (23 .

3‘ 2
(

G

)’
2

0 «
,5 .3

15 (G
)

15

~
6 (G) A 7 r

° y
8 0

cos 0
o (ï — c).

Désignons maintenant par a
0

et 7
2

les parties constantes des valeurs que

nous venons de trouver pour a et y'2

,
de sorte qu’on ait

3
2

( g y — 3 e 2 + 6 el

f 37 11 (H) — (G) 7791
,

555
,2

~| /?
,4 .3' 2 (G) I:!

[8 4 (G)
"

32
r

'

J 16 J y
8

w'
5 .3

15 (G
)

15

_ 2547 »
, 6 .3 l 8 (Gy 8

1

,»
1 (H) — (G)

8
6 (G)

3 . /i
li

. 3
12 (GV

1+ 2 e 4- - p
‘ +• 5 É—L

2

De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0
et y

2

;
nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) parles valeurs ainsi obtenues dans les
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formules (E„), (F t7 ), (G l7 ), (H,
7 ), et elles deviendront, en mettant ;/

0
pour

VP

«0 V«o

I e cosO =

(E'„)

16 4 64

3ç)i
c'A

n'*

3L ; <

35 n'~ a
l

3a n\
* V2 +

47 < 2
1675 \ /F

16 /

+ <?a cos 9„ (
/ + c

)

_ r ^ + izl. *

L 128
0 n\

• 4 ]
cos 2

6

a (
/ + c

) ;

e sin 0 = e
„
sin Q„(l -h r)

(G'i:)*
93

2

L\
16

e
"

687
r

.
3025

f> f>'
2

\
7l'

h

4 8 K
75731 îi

n
ï°5 ^

/'> •>

« ' ni 35 »'3
a\

96 ^ n l

0
16

6,1
n\ a'- 4 "0 "' J

:
1 1',

,) f = 7Î -
[j 7; e

0 “7 + 3i 7; c
0

L-
J

cos e, (/ + c).

La valeur de deviendra de même

[
3S,= ».|3-4- 9 Fjl

4 L J'

Calculons maintenant les valeurs de h -p g
-

-h / et de // en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d(h+g + l) f/R f/R f/R f//z f/R

<#
- ~

7/T ~ dG “ PH Tt
~~ ~

f/H
’

ou nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons
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que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d(/i + g + /)

439

dt

d/i

dt

3 n_g_

4 «

n - 9
I
— d f 4

« L 2

n'- Vf i3n 1

‘

~n L\l^
fc
' _

~ ^ [y t' + 35c
^]

-
a59 "'H
16 77

2

J
- c
2

173 38265 22287 /J

r^-üT^-ir^ b
87,3 /?' 1844903 77'* 1575 « 2

I4 T e
l? "• 7Ttr~ c— ër £

'

“75 cos 9

,

4 « 1 536 7p 64 a 2

J

cos 9 :

d où, en remplaçant a, y, e, 9 par leurs valeurs en t données par les formules
(Fj, (FJ, (G'

17 ),
(H'

1t), puis intégrant, nous tirerons

(
K,,

h+gd-l -
3

(/') —
3
[g] +

j
(4/*'+ 4 g'' 4- 4/') -J (9, — //„ — g0 )

{f -h c)

— [ ( ^IÈ r _ ,, _ '7273
,, 977 '»

,i\ n'*

L V 32
0

8
0 0

256 J

64
0

) ^
1

96 » „ ^ ,

3174785 735 /i'
2 U

.

8
u

«j
+

4608 "775 64
r"^’7?\ S"lS

" (* + c )>

(
L

, 7 )
/<= (/() + //

(
(/4-f) — a3 n '*

3i n’
[

,

sinÇ»(^ + c )-

(/ï) et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n°2l); h
it

et g0
sont des quantités qui, comme 9

0 , dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n '
,
e\ mais

dont nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous 11 en avons pas besoin.
La foi me sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de
h -h g H- / vient de ce que l’on a

fi + g + l= l

-Q — Lh- I g+ f
( 4

//' 4-
4 £'+ 4 /').

Les sis formules (EJ, (FJ, (G'J, (HJ, (K
1T ), (L

17 ), constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est
supposée réduite aux deux termes

(
1
)
et (236); dès fors nous n’avons plus qu’à

appliquer la règle du n° 29, et nous serons conduits à effectuer la transforma-
tion suivante :
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Formules de transformation.

On remplace

tfcos(4A + 4g4-3/- 4 A'- 4g'- 40 par

/a3 23 2455 3gi_

^ _ 3l y
\ i fi 4 ^ 64 32

858o5 7573 i 35 t£_
2

_ ^ 35 ri_
_

<r^

"2804" 576 n' 32 7?
2 «'2 24 7?

3

+ é>cos(4 h + 4g+ 3/ — 4
/*' — 4g'— 40

_ + lZIZ e
*

,
i!!’] C0S2(4 h + 4g + 3/

[
128 « 8 /?° J

471 2
1 675 ,A 0

2 l 6 / 7Ï
5

4//- 4g'- 4^');

e sin [\h + 4g + 3/ — /\h' — 4g' — 4 0 par

e sin
( 4 ti + 4g 4- 3 / — 4 — 4g'— 4 ''

)

_ f IMl f
2 0- + lOL7 c

'

2 £- 1 sin 2 ( 4 ti + 4g +- 3 / — 4 h' — 4 g
' — 4 1 )\

128 «' 8 77 J

77 par

(

[(¥
b9 2

e 7 e
2

225q 3 _ ££73 „ \ 2l
64 16 J /7

4

93 687

T
5û25

8

9*3

7“ Pa *

7 _
£

y
2

7
' O- _)_ 3 ! Ÿ e O-

J
cos

( 4 h 4- 4 g 4- 3 /

1$ 858o5 7?'6

)nx + 384
—
rr

35 7Z'
3

C — 4] cos (4/7 + 4g -1— 3 /

4 /r « J

4 te --4g'--40;

4 /7'- 4g'- F') ;

h -\-g+ l par

, r /375 529 ,
17273.3 9775

h + g+ l —
I (-37 e

g
C

256 64 ) « 4

É± e- + 3l747— e— -
1 sin(4/7 + 4g+3/~ 4A'-

8 77
5 ^ 4608 77

6 64 n 2
fl'-J

v 4
g' — 4/');

h par

_ f O r -— 1 gin (4 h 4- 4 g 4* 3 l

L 8 ?ï 2 n J
4 h' — 4g' — 4/').
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Formules qui s’en déduisent

.

On remplace

e~ par

, 02,0 n's

e -j —
256 n 6

p 23 ri* 3i «' 5 1

L8
+ cos(4A + 4£+ 3/- 4 A' - 4

g'-. 4 /')
;

44

1

cos
e

|
sin \

2 (4 // + 4ér + 3/ — 4// — 4 o '_
4 /') * par

+ Il c ’F ,

858°5 V6

__
35 //2

rt
2 "1

2 « 5
1

1

52
e

ri
*

16
e
7é ' 7êl

J

2(4 h + 4^+ 3 / — 4 //— 4 g-' _ 4 /')

cos

sin
(4A4-4gr 4-3/ — 4 A' — 4 g' _ 4 )

cos

sin

434i
3

j

cos

64 ri*
1 sin

3(4A4-4g+ 3/ — 4 A' — 4 ^' _ 4 /').

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (J?,,), (F,,) la valeur de e
2 en fonction

de t, on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y' données par les for-
mules (G,,), (H'„), dans les expressions de L, G, Il en a, e, y, on aura, en
supprimant les indices de a n ,

e
0 , y o

et n
ft ,

R = ancienne valeur de L (page 433),

0, _ ancienne valeur de G (page 416
)

/ 520 Tl"~
V«P- r

~ —g"
75l2 /I

8

Vmr 9 la fin de ce chaPitre une note dans laquelle l’usage de cette formule se trouve

T. XXVIII
expliqué.

56
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!!„ = ancienne valeur de II (page 4 l(»)

D’ailleurs, en calculant 0, à l’aide de la première formule (40» on trouve

,
j { a 3 n ' r' 3 i //’

)

f
e

|
16 ri

'

4 i

De là on conclut

- (9 L + 2 9., L,+ ••) = 'Z" l
J-

•±

j 587 «' 8 2139 ri3 1

5l2 /2
8 64 fl

3

J

Gela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29 et qu’on tienne compte des

valeurs de i, ï, i"
,
ï"

,

on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (page 44o) dans la valeur

qu’avait cette fonction avant la 17
e opération, et y ajoutant

+ |/*'(L-L,)-|«'.i(e,L
1
+ a 0

I
L

s

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (0 et (206) de R, joint a la

quantité -i-in' (L — L
0 ),

doit se réduire à une simple fonction de a
,
e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées
;
la fonc-

tion de cii e, y, ainsi obtenue, réunie a la quantité

— | ri. - (9, L + a9,L 4-. . .),
3 2.

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication m- • • 2 D’-

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H, seront

L = \Ja y.

—
\

33r —
555

FT 6’
*39 4

y 7

49-» 2 /-!

“F 7

+ 28549

!024

1575 , 0
3885

~

8

e e +
&4

F
/r

4-0f — 1 1 5 e
2 +- 1 35 e

n 4- 60 7
1' 4- 4 » 9 7

2 ^ ~ 5407
2

<?'

3io5
-f e - -r

«

r.eito formule ge-cotitiitee i la page swivrtftle.
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2 54 7 6 1 9

1

, 1 386(5 1 , 47375 „, 2 \
)<"

64 32 /
256 ' +

64
f

J «'

36049 9448 i
2 2069437 2

,

676807 ,,

'

288 144
1

I 1 52
-h L

192

11639629 «' 8 118877 8î n"' ci
1

45 ri* a2

55296 432 ri
J 32 « 4 a 12

4 ri a '1

)

G = \Ja \
j. 'i — — e 2 — — e‘ — — c

'

l
2 16 128

37 _ 33 _ z
16 4

53

64

555 69^
,
9 1 7

16

4p5T — -— e
* -4- c

12 -1- r-Z ./ 1 p2 «2 „'2
/ « 8 ^ 32

+ + G7T i e 5- / e

78737
^

1024 128 / /z*

(10 ~ 4o 7
2 - + ,35 e'A ^ + f

_ Ëi£i
7

* _ 335561
e

2 47375 \

\ 3 / «" v 64 32 * ,536 ^ 64 J

36o4g ^ ,

1 1 639629 «'s
81 ri ' ri J

288 55296 « s 32 /P a
' 2

(

’

H = \Ja\). S 1 — 2 y
2

7v-^+i 7v
T6‘'‘

+
i ï

'
e‘-7Î8''

37 23
2 753 ,

555

16 8
7 W e + l^ e

'
I IQ

"F r _h F" 7
235

2 345
,~ Ï6* 7 6

78757

1024

1 1292 , \ «

128
f
'" e * ~

'-^-^+.35^)5 2547

64

3i 9 .. 2
33556 i

p2
|

47 37 5 , 2 \ ri
'

12
1

i 536 64

36049 ri' 11639629 n' s
81 ri" a2

)

288 n ' 55296 ri 32 ri a ' 2 )'

Les valeurs de ^q-, q U i se déduisent de ces relations entre

L, G, H et a
,
e, -y, sont les mêmes que celles qui ont été données à la suite de la

10e
opération (page 383).
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l8 (
' OPÉRATION

N

destinée a faire disparaître le terme (22a) de R.

Prenons clans R le terme non périodique (1) , avec le terme périodique (222) *,

dans lequel l’argument est f\li h- -
1

- 5 / — f\li — 4g
' — 40 et supposons

que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

,
cr I 1 3

i - I + 1«’ + I ' + ; y - ? fc-
- 2 7

. e'- + ± C> e” + i| e'- + 9 ,

a '3

| 4 2
' '

8
1

8 32 4
y e

9 4 , 2 27 2 ,

r/e -T’

/ 37 33 , 373 , 555 ,, 69 35 1 , , 495-
't - +16 * + 4

f +— 7 e
4

—
(

1 5 — 60 y
2 — 1 62 e

2 + c'
2 ^

24341 . 5595 . \
r f- ^ <•’

I

—
212 ID

/ 10915 28655
2 568771 2 191867 ;J

\ «'4
45o 4 l

«' 5 4649551 71
' b

‘

\ I92 96 ^ 768
' +

192
1

J 7l
> 288 7?

5 18432 71
C

, r_9__45^2,45 <02, 45 /2 1

[_ 64 16
'

64 64 16 n 2

J a'-
j

45 45 2
,

255
J

765 \ 71

Tü
c v " + 64 ^ ) F + <

^ - 24 ^ e •

1703

64 1

6

/ /r

6743 1469 «' 5 35 a 3

—F77
" e T “I 7“ ^ “g" + 7— ^ ”

T‘i230 71 2 l\ 7V* 3*2 Cl

X cos
( 4 /i H- 4 ^ H- 5 /— 4/^ — \g' — 40 '

D’après la valeur de l’argument ô du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 5, ?' = 4 1

'" = 4, = — 4-

Il ne faut prendre pour ces termes
(
1

)
et

(
222 ), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des dix-sept premières opérations.
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Si 1 on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

i (IL i r/G i r/H

5 dt 4 dt 4 dt ’

et par suite, en intégrant,

G=|l + (G), H = |l + (H).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e\ en les résolvant, on
trouve

/ 5-(G)M ) 45
' a = ——

l

i + 5e 2 + ioei +
2

P? 33 (G) -(H) 85o5 555 ,,1 «'4
.5 , 2 (G)

L 8 20
(
G

)
32

L

r 6
'

J j

2s

10 (G)
( 2 ^ u*

\

n'\ 5
I 5 (G

)

15

_ 2547 n'e - 5
IS

(
G) 1S

)

32

Si l’on remplace a et y
2 par leurs valeurs en e dans l’expression de L . il

vient

L = 5 (G)
1

1 + f + \.
(

2 » ib 64 u 3

j

’

et si I on remarque que on en déduit

n '-5 3 (G )’
1

|

T 45 __ 9 (G) —
(
H

)
3765 ^ 765 ,,

"|
/?' 2

. 5 6 (G) G

P
2

I L *6 8 (G)
+_

64
_e ~ir e

J

a_r fi _ 12 (G)- (H)
,

12071 3921 ,.,1 /r'
3

. 5
fl (Gy

L 5 (G)
+

64 j

,

6743 // 3
. 5

I2

(
G)'- 1469 /P5

. 5
15 (G) 15

a56 +
24

35 5 4 (G
)

4

32 u? a'
2

sin 6.

D’ailleurs on a

dQ dh dp dl .

dt ~ 4
i77
+ 4

i#
+ 5 ^ “ 4 "

r/£

-r/R“ 5
r7L

. r/R r/R
4
r/G

4
i/H

4 «';
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, , . rla da da de i ' ' \ •. i 1

en tenant compte des valeurs de yy ypv données a la suite de la

] o e
opération, et remplaçant a et 7

2 par leurs valeurs en e, on trouve

r/0 _ p
2

\ e 75 2 ,
«'. 5

3
( G)

3 23 /r'
2

. 5
6 (G) c

)

rit

~
5 3 (G) 3

j

’

I
e

1

f*

2
4 p’ i

(DJ

(G)— (II)

(G)

13275 ,

64

765

HT -]

1 2 (
G

)
—

(
li

) 40437 3921
,

5 (G) 64 16

6743 « M
. 5

,2 (GV 2

+ 1469

256 U* 24

/2

1

«'*.5» (G)»

J p
G

3-2 p
2
r/

2

)

Ces deux équations différentielles (G, J, (ü, 8 )
correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III
;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0

(
qui

n’est autre que
|
L

j
a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Elles

rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations (89), et si on les intègre à

l’aide des formules (4o), on trouve

cos 9

(E,.

9 9 (G) — (H)
|

56 1 2 _ 1 53
^, 2

~j

16
0 ' 32 J

«\ 5
l2
(G)'

[SL-
fih 40 (G)

T 33 33 (G) -(U)
,

45 1 5 4227 .,,1 » ,:
'. 5

l5 (G) ,i

,
4« 3o 3 . 5

IS

(
G )'

+
[ ~ 5o (G)

+
32 80 '

J p-
10 6400 p

12

478249 «'\ 5
21 (G) 21

,

7
//'2 - 5«(G)f

_

5 * (G) 4

^ y „'\ 5*{GY
.

5 » (G)-

+
24000 p

11 ^ 32 p
1 pV2 4o p

6

y-

2 a '1

+ c
0
cos 5

0 (? + r)

\
.22, . 5

I2 (G)
12 23027 a\ 5

'

<;r
l

.

P
+ "35T'° p

10
jCOB20

o
p-t-C),

< sin 0 — <\ sin 0„ {t -G c)

_
1 {

sil,

| 64 " p
8 32o p )
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c
(l

et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 9
0

a pour

valeur

d = 7
j
5 __ 21 _ 4

«'-S 3 (G
)

3

_ aï «»'.5«(G)‘

5
3 (G) 8

4

Si de ces deux formules (E IS), (F IS ), on tire la valeur de e
2

,
et qu’on l'in-

troduise dans les relations (A IS ),
(B )g ), on en déduit les valeurs de a et de y

2 en

fonction de t, qui sont

5
2 (G

)

2
(

,
i45

|

- i 4 - 5 e
2 4- 20 f F <4

M 2

[I
37 33 (G) — (H)

20 (G)
+ 85o5 555 n'* .5

12 (G
)

12

"IT^ +
76"

J

n'\ 5
15 (G )

15
2547 «'c .5 ,s (G)

ls
J

32

(
G n + 5*(G

)

3

1P45 g(G)-(H^ 6555
, 765 _

«V5 , 2 (G )'
2

a
| L 8

e
*

4 [G) 32 16
e°'‘

J

'33 33 (G) — (H) 24347 4227 ,1 //
i .5

t5 (G)
1

'

— r„ ; — < -| r— e„ — r„ e -t0
5 (G)

463o3 n'
e

. 5
18

f <3
)

18
478249 //\5 21 (G

)

21

TU
1— +—
4-

2400 0

35
.

^.5" (G) 3 y [GY 7 ..
« ,3

-5 3 (G )" 5'(G)‘| ,

n c
ü i -J

1 2 ' /
‘ 0 t; 2 ,.12 ( 0

1

iG u 11 a 4 i

7- J- a
1

c
;

(H,

10 (G)

' (G) (H) ^9 «'4 .5‘’(G )'
3

33
..

«' 3 .5
13

iG)" )

“
77 (G) '

j 4
0 7

+ T'" 7^—1 cosOj^O.

Désignons maintenant par a
0
et y

2

0
les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

5
2 (G

)

2

\ , ,
,

, i45 ,,

j

1 + 5 e 4~ 20 c
h H—— e

T ^ (
G

)
—

(
H

) ,

85o5
a ,

555
"

L 8 20 (G) ^ 32
11

16

7Î =

.5;|2 (G
)

12

«' 6 .5ls (Gf 2547 ft'
6 .5

18 (G
)

18

|

Q 12 f ?

y' 02 U \

(G)
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De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0

et y \ ;
nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E IS ),
(F IS ), (G lg ), (H 18 ), et elles deviendront, en mettant n

n pour

S/f*

n o V«o

(F'.

e i _ CC \ _ 33
j

16
0

3a J n\ \2o 5

2335
2 4227 ,2 \ n'b

~32~ e>
8o~ JT

4 <j 3o 3 /ë 478249 7 w '3

ÇL
64f*o />

6

0 24000 n
]

32 « 2 a ' 1 +
40 «J

e
„
eos&„{t + c)

t

I 22 I
, 23027 ,

Z?'
5 ']

~57~ e
ô “T "4 5 e

o T COS 2 9. I

64 «J 320 0

J
n

I + c

(F',,

z> sin0 = <?„ sin0
o
(f + r)

f 1221
,
n"' l’io-î.j

, n 1 -' 1 .

~
wJ 3âô~ ^

«J J
8,n ï 9

0
{t+c)-

i
r / 45 45 2 255 765= «.)(+
|
(t'"“

T

+

33 cc 2 1907 , 4227 n’

463o3 /2'6 478249 35

640
0

2400

11

1

=>) ë --t«~
[ 4

r
° + T 7 "

ev] cos

e

0
(t + c).

«"
,

35 /z'
2

al 7 «' 3

«ri y

ni
+

16
e

° n\ ' «' 2
+

4
’ â75

J
C0S 9

“ (' + C
) j

’

La valeur de S
0 deviendra de même

«0
£
5- 4

n ' 23 n 1 -

«„ 4
"H
G 1

Calculons maintenant les valeurs de h 4- g -+- / et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d(h 0
dt

cili

d L
ëR _ d_Ü_

dG
—

dW'
dli

dt

d R
Tl

V
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ou nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons
que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

dt

^[Y^*- 765
n L\ 3 a 8

2 o 2 1 6 n

fe + 1095 14535 „— PP
64 y rr

dh_ _ 3 nn n"1 r 45

,

209033 ««
,

525
75

"ic + -ïrr e
iF
+— e -\cosB,

dt 4 n

»'*
r 45 n' 1

F Ly
e + I

^-J cosô

525 n
64" CW2

J

d où, en remplaçant a
, y, e, ô par leurs valeurs en t données par les formules

(
E

is)’ (
E

i 8 )’
(G

18 ), (H
|8 ), puis intégrant, nous tirerc’ons

i

^

5
' ^ 5

"4“
5

( 4 ^ + 4^'+ 4/') + T (0„ + //„ + g0 ) (
t -f- r

)

-[(1 „ _ 207 , 591
3

3825 \ n'
» g /°^o + -^e

0
-— e

t
e \ -

1023
„

”'5

,

i7'32ir «'6

t

j4- n '- (,l 1
40 x «soc +

6r
rx'^j sm9»(^ c )>

( Ù 8 ) - ^ ( ^ ) -f- /*„
(
t C

, r 9 « ,4

,

33 -1

)

L 8
r
°< + ^^^J sin9

» (/ - f ).

(/m et (#) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21 ); 4 et "
sont des quantités qui, comme 0„ dépendent de e „, 7j , e ', mais doni
nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n'en avons pas besoin. La
lorme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de
1

S' ~f- l vient de ce que l’on a

h -
1-g + z —

5
Q-+-

5
h + + | (4 h'+ 4 g'

+

4 /').

Les six formules (ET,,), (F'J, G'„), (H'J, (K,,), (L„) constituent les inté-

g raies de nos six équations différentielles dans le cas où la fonction R y est sup-
posée réduite aux deux termes (i) et (222); dès lors nous n'avons plus qu'à
app iquei la réglé du n° 29

,
et nous serons conduits à effectuer la transforma-

tion suivante :

T. XXVIII.
5 7
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Formules de transformation.

On remplace

f cos ( 4 // + 4
g' + 5 / — 4 A' — 4g'— 40 par

1 53 ,,\ n
9 _9 , + ^91 e,_^ eM'ir+ (^-Ç7 2

TG 4
' i 6 3a / n \ao 5

2,335 , 4^7 r

FF' 8o

463o3«' 6

,

478249 ^ 1 _Z_ — , — •

“T?

64^0 ,7* + 74^7 /?’
+

32 7 fl'
2 4o r? u -

e cos(4 A+ 4g4- 5 / - 4 h'- 4g' -40

f
1 231 ^ . idFl è> '41 cos 2 (4 a + 4g + 5/ - 4 h' - 4g' - 4 A

) ;

L134
-

«4 320 7 J

<? sin
( 4 A + 4 g + 5 1 4 A 4 g 40 Par

e sin
( 4 A + 4 g + 5 / 4 A 4g 40

T
1221

e
'

: !i
f.

2
'

i0i
- <r 4 1 si n 2 ( 4 A + 4 g + 5 7

“
L 64 « 4 320 »' J

— 4g'— 4 A' — 4 A ) ;

a par

a \ ï + 45 „ 45 .. 2 ^ t
. 3 _Z4eoV4

32 16 J >0

-4-
(
— e — 6677 4-

T 9°7

32

4227

463o3 n'"' 478M9 >f , f. e — • —
"‘""ê^T

6'*6 '2400
' » 7 16 7 fl'

2

7 // n
7 c — •-
4 fl n-j

cos(4A\ + 4 g + 5/ — 4 A' — 4
g' — 4 A.)

f par

v-OÏ +^ï]“S ( 4 A 4- 4 g + — 4 A' — 4
g' — 4 A

) ;

h —j— g -f- f- pat

A + g -M 32

09 1

r
,3 _

64

3823 ,,\

64 )

1023 « ;|

,-7— c— 4-
4o »

I7i32II nK
'

i_47

12800 /;
l! 64

l4z e îîü
. ^Tsih(4 A + 4g+ 5/ - 4 A' - 4g' - 4 n

64 n 2 a ' J
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h par

, r 9 n'* 33 l
h ~

|_8
CF + ïïï'Vj

sin (4 4' 4- 4 g- + 5 / — \h’ — 4g-' — 4/').

On remplace

Formules qui s en déduisent

.

e- par

81 « ,s

c
-

H ttt —

v

256 «

f 9 n"' 33 «' 5 1 ,

L8
C ^ +

J
cos(4A + 4ff+5/-U'~ 4g-.'— 4/');

cos
2 (4 4i + 4 g' + 5 / — 44 ' — 4

g"
' — 40 * Par

9 „ 9 •-
,

291 1 53 \ «'4

-e — -y-e+ -f- e
3 —ce '2 —

8 2 8 16 / « 4

33 /P
5 463o3 « ,e

7 n’- a 2

6> —J— ç —- —J_ —— ^ .

10 n h 3200 ne
16 n 2

a!‘‘

cos

sin
( 4 4* + 4 g + 5 / — l\h' — 4 g

'

— 40

\
cos

e

2

'

j g jn
(

2
( 4 4 + 4 g- 4- 5 / — 4 4 ' — 4

g- ' — 4 /'
)

32 //‘
| sin

1221 , « 1 cos , „ , ,

e — I . 5 3 (44 -4- 4g- + 5/ — 4 // — 4 g-' — 4 /').

Nouvelles valeurs de R, L, G, H

Si, après avoir déduit des formules (E
lg ), (F

lg )
la valeur de e~ en fonction

de f, on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y "données par les for-

mules (G'
lg ),

(H'
lg ), dans les expressions de L, G, H, en a

,
e, y, on aura, en

supprimant les indices de a
0 ,

e
0 , y 0 ,

et n
0 ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 442),

L,= { 45 ri* 33 n' s

)

)
—w S ——I — £ —T / ;

(
16 4 n

(

1 °" a *a ^' n ce chapitre une note dans laquelle l’usage de cette formule se trouve explique.

5?.
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G„ = ancienne valeur de G (page 443)

— V'7 i

u
81 //

s

H
u
= ancienne valeur de H (page 443)

r- 8i n's— Va 'j.
- -•
5 12 n

D ailleurs en calculant 0, à l’aide de la première formule (40 on trouve

0= ii_9.^_33 2Üi.
1

e
\ 16 ri' 20 ni

)

De là on conclut

2
(
S

‘

L s 0., L
/— l 4°5 n'*

V d P ! — T 5-
‘ 312 n*

*97 ^ )

64 n ’

)

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29, et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i
,

i"
,

i'"
,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 45o et 45 1) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 1

8

e opération, et y ajoutant

+ !«'( L — L
0 )
- L, + 2 0..L., + •••).

Par ces substitutions, F ensemble des deux termes (i) et (222) de R, joint à la

quantité -h
|
n (L — L

0 ), doit se réduire à une simple fonction de a, e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées
;
la fonc-

tion de «, e, y ,
ainsi obtenue, réunie à la quantité

- f
«'

' \ (
9. L, + 26,4-1-. • .),

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV, avec l’indication ci s . .1,,-)

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

555
, 2

32

+ 38549
^,4 _

1024

1 57 ^
G* o

2

—f~

Ii
n

n'

Celle Formule se cohiimie â la paye suivante.
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10 — 1
>O

^-r

2547 6, 9 ' v :

64 32 ‘

36049 9443 .

288 .44

64 72*

*3366.
-,

,

47375 , 2\ n'e

256 64
6

1 1 52 192 n 1

+ 1 1595889 n* _ 483527
, il ^ ffl

45 n'1
er J

55296 « 8
1728 n» ^ 32 Y ' V1 + T * V- r

G =
)

1 — - e
ï — ^ e4 3 L

(
2 8 16 128

37 _ 33 2 _ 753
2

16 4
'

64
^ e

'2 + ®9 1 , 917 2 2

32
+

8
/ 4 7F ; e

Q '
C

"3757

1024

1I295
, ^

128 ) n 4

+ , 2
i3q „10- 4o 7

2 ^ r
2

1 35 e'
/ 2547 _ 6191 33556 . 47375 „\ «'"•

\ 64 • 32 /
1 536 ^ 64 ) n*

36049 n l

+ ”288' ~Ÿ
1.595889 /T* 8. nn a 2

)

55296 « 8 32 «'* à
72

\
’

H -
J

1 - 2 7
2 -^ 2 +7V-^4 + i

7V--î-e 6+-Uv 5_
2 04 ib 8 128

, ,
37 23 753

, ,

555
,

1

.6 X
7 -

1Ï4
e

~ + -37 e ' ~~
~T 7 ^-^rre*-
[19 t ,

235

HL
345

.6
Y e

_ lïlÈlé - I1295 ,.A

1024 128 / rt
4

_ÿ 7
2 _i 39

,

3
‘

3
,o - -^ 7

2-^ e 2 + l35^ ) ÿ + f^_ll£9 r2 _ 33556.
e2+ 4^5

n * \ 64 12 '
1 536

~ 1

64

36o49 h'
1

,

1.595889 «'8
8 .

«'4
(r

288 n 1

55296 n 8
32 « 4 ’ cŸ

Les valeurs de ~ , ~ ,
Ll,..., qui se déduisent de ces relations entre L,

G, H et a
,
e, 7, sont les mêmes que celles qui ont été données à la suite de la

10 e
opération (page 383).
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19
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (385) de II.

Prenons dans R le terme non périodique
(
1

) ,
avec le terme périodique (385) *,

dans lequel l’argument est 3A h- 3g- -h M - 3 h' - 3g' - 31', et supposons

que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que 1 on ait

R = —
7. a

+ 1U
cP

I 4 2
7

3 ,- e
3 „ ,3 4 2

e
: - ^ e'* +

4 ' 4

1 5 , q— e
u + - 7

4
e~

32 4
'

+ 7 7
4

T - 3 7 3
<?

2 + 555 69
-

T 7

35

1

T e
~

( 1 5 — 607
" 4o5

2

49 5 2 .2

'2434 1+ -x-
312

55q5 ,
ri

2

/z
2

28655
r.,2

56877 !' ,
,

191867
^

/a

'

9&
7 768 192 / «4

— 45o4i

288

a'
5

/z
f>

4620391 fl'
6

18432 fl
6 [1

45

64

43
64'

81 n'
2 ~ d1

|

16 n- J fl
'2

)

aJ

-f- —

r

fl

•i85

64~

2565 „
«'

~rr ee ~
64 fl

q3 fl'
2

7 fl'
3

)

55^^ ~
8
e
1ë

1

X cos (3 h H- 3 g H- 4 1 — 3 h' — s g' — 3 l').

D’après la valeur de Fargument 9 du terme périodique que Ion a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 4,
2' = 3 i"= 3

,
i"'=- 3 .

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

1 4L 1 dG _ i r/H

1~dF
=

3~dt
~

* Il ne faut prendre pour ces termes (I) et (385), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la valeur

primitive de R
,
avec celles qui y ont été introduites par suite des dix-huit premières opérations.
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et par suite, en intégrant,

&= jL + (Gjj II = - L 4- (H ).

4 4

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e; en les résolvant, on

trouve

„ = TIG!!'
4(,.+l3e. + zz e.

u. 2

A,
9 )

'37 _ 33 (G) - (H) 1617

8 16 (G) 8

555
, 2

~1 n'
i

.

4

12 (G
)

IJ

T(T
e

J

20
2547 /G

:

. 4
IS (GV 8

)

U.'° 32 'J.'" \

(R X
1 (Gr) — (H)

\ _ 3
g2 _ 9 ^ + 5

«_!^W
(
B|d ‘

8 (G)
(

2 8 y
s

Si l’on remplace a et y~ par leurs valeurs en e dans 1 expression de L, il

vient
I

, q ,
4l „ IOOI

2 «
,4

-4
12 (G) 12

)

l= 4 (G) 14-2 e +-r e
v* D

et si l’on remarque que ~ on en déduit

(C„)

de _ _ >i
rl

. 4M G)
5

l i 5 _ \5_ (G) - pt) iWM _ 45
^, 2

clt

—
i/

3 a 1

)
iG 128 (G) 64 8

2565
, 2

«'. 4
3 (Gj 3

g 3 //
2

. 4
e

(
G

1

6

_ 7 n ?J

• 4
9

1 G r*

\ ^
64 y

2 32 y
'

8 y-
6

\

D’ailleurs on a

<7 G d/i d° dl
,

f/R ,
d R o d ^ o .

T,
- 3

sr
+ 3

,#
+ 4 s- 3 » =-C7I- 3

rfG-
3

,7H“ 3 "-

eu tenant compte des valeurs de -A : fi v • données a la suite de la

10e opération, et remplaçant a et y
2 par leurs valeurs en e, on trouve

4M g:
, , , 0

«'. 4
3 (G) 3

19 /2
' 2

. 4MG) e

}

4— 24 e
1 — 3

5
7

(D,
;/

2
.4

5 (G) 5
1 l i 5 45 (G)

y? a! e
\
16 128 (G)

io35
2

45 ,

Ü4" e _ T r

2565
, 2

11!

.

1? (G) 3

.

93 //G 4° (G Ç

64 -

y-

2 32 u*

7 //MM Gf i

COS0.
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Ces deux équations différentielles (C,
9 ), (D,

0 )
correspondent aux équa-

tions (a 3
)
du chapitre III; elles n en diffèrent qu’en ce que la variable © ^qui

n est autre chose que a été remplacée par la variable e dont © est fonction.

Elles rentrent d’ailleurs, par leur forme, dans les équations (39), et si on les

intègre à l’aide des formules (4o), 011 trouve

(E
l9 )

e cos 9 r 15 45 (G) -(H)
,

1 65
2 45 „ /2 "l

«' 2
. 4® (G) s

L 5i2 (G) 32
0

32 J

r 45 1 35 (G) -(H) 765
2

2835 „*] « ,3 .4" (G)"
"

2048 (G) 128 *° 266
e

J u.'
a'

291 n
1 ' (G)" 345i n'*.4"{G)”

256 u.
:l

n’ 4°9^ p"fl'

+ e
0
cos9

0 (/ +c)

1
795 ,

^’-
4

s (Gr 3465 /i
w

. 4 " (G)"

(256
0 ub a 1

1024
0

y? a
’

cos 2 9„ (
t -f- c),

(FJ

e sin 9 = e„*sin 9„ (
t r

)

i 79^ g 2
”'~-4 8 (G) !

j
256 0

p.
5
a'

3465 /?' a
. 4 " ( G )"

1 024
0

y-
7
a'

sin 2 9
0 p + c).

e
0
et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 9

n
a pour valeur

4
3 (G) 3 4 — 24 c 3

"'•
4

3 (G) ;

19 n'
2

. 4“ (G Y

4 P
-

Si de ces deux formules (E l9 ), (F l9 ), on tire la valeur de e
2

,
et qu’on l’intro-

duise dans les relations (A,
9 ), (B,

9 ), on en déduit les valeurs de a et de y
2 en

fonction de t
,
qui sbnt

= 4
1
’ (G) :

U.
1 + 4 <i + i 3 rl + — ri

2

37 33 (G) -(H)
.

1617

.8 16 (G)
+

8

«"• 4
12 (GJ
F

8

— 20
« ,5

. 4
15 (G) 15

2547 «' 6
. 4

18 (G

)

,s

|

32 u'- i

Cette formule se continue à la page suivante
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(
G

i<

45 (G)
,

9*5 «3 45 In

-

4
8 (G) 8

'°
64 - (G)

+
32

r
0

4 “ J p.
5
a'

45 1 35 (G) - (H) 3825
,

2835 4" (G)"

32
e

°
256 (G)

0 1

128 32 ' J p.
7
a'

29 1 n'* 4
I4 (G) 14

,

345i /.
*'s

. 4
,7 (G) 17

~r
32

C
° 9 /

[r a 5 1

2

p." CI
1

1 (a) — (îij

8 (G)

3 , 9 , ,

//". 4
I 2 (G )

12

-^ô - g*. + 5—

y

I
(G) — (H)

j 45
^

nn .Ç{G)*
|

i35 n'
3

. 4" (G )'

8 (G)
j
64 “ y

3
n' 256 0

y.
1
a'

COS 0
„
(t + (t).

Désignons maintenant par a
u
et y

2
les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

4 * (G)’ + 4 e
l + 1 3 e\ + ej

[87 _
33 (G) - (il) 1617

_ s
555 ,.l «' .4" (G ) =

L 8 16 (G) 8
' 0

16 '

J p.

8

«' 5
. 4

l5 (G)‘
5

2547 « ,e
- 4

18 (G) 18

1

3a ^ \

, 5
^4-( G r 1,

7 0

8 (G) 8
0

De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0
et' y

2

0 ;
nous

pourrons ensuite remplacer (G) et
(
H

)
par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E l9 ), (F,
9 ), (G

lfl ),
(H

l9 ), et elles deviendront, en mettant n
0
pour

Vf*

a 0 s/a 0

1

e cos0 G _ + 45
e , _ 45

64 64
0

32
11

32 J ?>l
Cl'

/ 45 135
2 1 35

i2 _ 2835
,2
\ n

[
\256 256 ^ 64 256

P

) n*

+ |°
0
cos 0

O (
/ + c

)

291 //' <7
0

345 l « ,5

«„

n’ 256 o
:

4096 wJ (?'

r 795 «' 2 a 34-65 «' 3
a„ n

TTTî
e

0
—
7

'

~T 0 7 <? ô
—7

— COS 2 9
0
\t + C )

.

1_ 2 o6 n] a 1024 n\ n J

e sin 6 = t\ sin 0
O (

t+ c
)

f 795
g

2
”' 2

,
3465 «[ ^

'

[256 0

n'I a'
1

1024
0

«J a'
Sin 2 0

a
(f+ c),

T. XXVIII 58
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u — a„ < i -+-

(G'„)<

r/i5 45 2
a85 , 45

32 4
e'-- e

>
e

,ni a

45 1 35 2
855 3 _ 2835

_

,,\ n^
. ^

ôT 1 u
f

0
j 28

( 0
'
0 '

! n ?
' a'32 " 32 32

345l «0

32 ”° ni a' 512
C
" n\ a'

COS0
o
(/-|-c) L

(H',,,) f = i\

1-45 "' 2
"0

,

l3\v ÎÉÎ.SlI cos 9 (

L64
7ü X V +

*'J
ol ( + c •

La valeur de ô„ deviendra de même

[

„
«' IQ «'"1

4—3 -7—

7

'

«0 4 «î J

Calculons maintenant les valeurs de h H- g H- l et de h en fonction de t.

Ces valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d(/i -\- -T- /)

clt

c/R ç/R _ xÇR

c/L dG d H
dh _ _ rfR

rff
~~ dW

OUil nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

259 «
,2

q
üT ï? J

d[h + g + l
)

ni 2
' +

S
+

2
Ê'

11
'"- a f i65

n a' f 32

i65 4o5
2 _

1275 3 _ 4g5 ,,

32
V e -~H

e ~^ eC ^2.4'lcosü,
64 n J

dh

d

t

3 n n 45 n'
2 n

—
7- e_ . — cos 9 ;

4 n 6ï n a

d’où, en remplaçant a
, y, e, ê par leurs valeurs en t données par les formules

(E'J, (F19),
(G'

tg ),
(H'

19 ),
puis intégrant, nous tirerons

h + „ + l= 7 (A) + 7 (ff) + 7(3/i'+3§' ,+ 3/') + 7(9„ + Ao + § 0 )(/ + c)

4 4 4 ^

(K,
f ( 255 675 ,

“ iâ8
7;,f ’

0

io65
3

760 , 2\ ri' n„

(28
u

64
^

0 (

J n\ a’

io35 n
' 3

c\ 8439

5 i 2
'

" ni a'

H 39
c .

«0 *1

5x2 "ni a' J

sinO„(f 4- c),

iLd A = t + f -[
45 n'

2 a„
1 35 n

a

0 . , 0 .

-t- e„— • -f + t— e„ -r * -
1 sm 9„ (

? + c

128 "ni a' 5 i 2 < a
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(h) et (g-) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n°21)
;
h

n
et g n

sont des quantités qui, comme dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n
,

e', mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La
forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h + g + / vient de ce que I on a

h + g 4- / =
^

0 4- - h + lg+ -
{
3 A' + 3g

1

4- 3/').

Les six formules (E
19 ), (F'

10 ), (G'19 ), (H'
19 ), (R l9 ), (L,

9 )
constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes
(
1

)
et (385); dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la règle du n°29, et nous serons conduits à effectuer la transforma-

tion suivante :

Formules de transformation

On remplace

«CQs(3A + 3g-+4/— 3A'_ 3 g'— 3/') par

( il _ 45 , a ,

45 2 _ yj ,2
\ n'- a_ / 4.5 1 35

\64 64 ^ 32 32 / ir a' \ 2 d6 256 ^

j_
291 n'

:

‘ n 345i n'3 a

206 n“ à 4096 nb
ci'

e cos
(
3 h -|- 3 g 4- 4 / — 3 h'— S g' — 3 /'

)

f 795 , n'
2 n 3465 , n'

3 n "j

rp
~ ~7 H 7 S~ —r- • —

J
cos 2 (

3 h -)- 3 L

L 2.56 rr n 1024 n 3 a J

1 35 2835

256

n ' a

/i
3

a'

4/ - 3//' — 3g-'- 3/'):

esin(3/i+ 3g-+4/— 3A' — 3g' — 3/') par

e sin.(3A —i— 3g- —}— 4 / — 3 h'— 3g' — 31')

f 795 , n
' 2 a

I

^ T * —
T

[_
256 rr a

3465 .,n'
6

a'

1024 a'
sin 2

(
3 h -(— 3 g T- !\l — 3 h'— 3 g

'

— 31')]

a par

a ~ + 1 35

ITT 7 e
855

128
(

2835 , \ /1
13

cl

~3T
ee

JP" 77

20 1 n ‘

—— e—
02 fV

a

a

'

34o t n—— e
5 1 2 11

cos
(
3

h

4- 3 §•+ 4 1 — 3 A'— 3g' — 3 /'
)

58 .
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4.60

f Par

- __ r 45
, /i! . 4 + ig fe %A 1 cos

(
3 h + 3 g

/ l_64
' n 1

a' 25fi n % a J
-H 4 / — '3/*' — 3g'— 3/');

h + g+ / par

h -f- g +
f / 255 675 io65 f_7Èi ee'*\

LU* 128
i

c

128 64 J

/z " a

72
2 a '

lü35 /i! ü + — sin (3 A + 3g + 4^- 3/P- 3g'- 3/');

TT7 « 3 «' 5ia «' «'J

// par

fiR/—- + sin(3/* + 3g+4/
|_

ia8 /r fl' 5 12 fl
3

fl j

3 /P - 3g'- 3/'

Formules qui s’en déduisent.

On remplace

e‘ par

225 «_ rr

4096 fl
4

fl'

, + e ^,iLl cos(3A + 3g+4'+
[_3î «!

fl' 128 « 3
fl'

J

- 3 /P -3g'- 3/');

cosK (3 h + 3 g+ 4 l - 3 /P - 3g' - 3 /') * par

sin )

1 5 45 2 ,

45 ,— e - ^-7
4a 72 “ 22

££ " —
32 ° 3a

'
1

16 16 } n‘ a

45 «'3
fl api—^ 6T ' ~1 5 e

128 fl a 128

, 'FL

J
.

j

°°®

|

(
3/1 + 3g + 4 / - 3/P - 3g - 3 /'

e
2

.i

C0S
i a(3/i + 3g -f il- 3 h'- 3g'- 3/')

|
sin

\

2É.^—.F.\ c0S
\
3(3/<+ 3g + 4 / — 3/P — 3g'- 3/').

,
.28 «- fl' I

sm S

Nouvelles valeurs de R, R, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'
19),

(F
19 )

la valeur de e
2 en fonction

de 2, on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et r données par les lor-

Voir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle l’usage de cette formule se trouve expliqué.
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mules (G'19 ), (H
, 9 ),

dans les expressions de L, G, H en «, e, y ,
on aura, en

supprimant les indices de «
ü ,

e
0 , y 0

et n
0 ,

L„ = ancienne valeur de L (page 45a),

,— 1 i5 n

’

2 a 45 n ’’

L = \Ja U 5
— e - -7- + -rj e -J1 v 1 ' 16 rr a 64 n

a

a'

G
u
= ancienne valeur de G (page 453)

— au.
225 n '4 a 2

1192 n 4 a 12

H
0
= ancienne valeur de H (page 453)

- v'V
*225 n l!i

8192 if

a2

an

D’ailleurs, en calculant ô, à l’aide de la première formule
( 4 1)5 0,1 trouve

il i 5 11'- a 45 n 13
ci )

c
\ 64 il

2
et' 256 ri a'

)

De là 011 conclut

— ( 0,
Lj -f- 2 0

2
L., • • •

)
— y/ay-

225 tri Ci
2

675 tri ci
2

)

2048 ri cri 4°9d ri a'
2

)

Gela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29
,
et qu’on tienne compte des

valeurs de i, G, i"
,

1”
,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 45g et 46o) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 19
e opération, et y ajoutant

+ |
»' [L — L°) — - ri. - (0,L, + 2 0

2
L, + . . .).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et
(
385

)
de R, joint à la

quantité h- jjra' (L — L
0 ),

doit se réduire à une simple fonction de a, e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a, e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

— 7
L| + +. . .),

4 2

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques non-
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velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec ( indication m
Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

1 , 3 8 5 ]

L = Ja V-
|

37 33
2

io5 555

ï6 ~ T 7
~ e +~ e

32

Go 201 4cp -,

T^+— 7<? “TT^

4-1 10 — 4° T — 1

1

5 e 2 + 1 35 e

a854q . i575 , „ 3885
,
\ n

+ T c
'

5
— e~ e ~ ——— c

1

j

—
1024 8 G4 J n

c 4 . , 2 2 ,, 2 ,2 . 7349 4
3 l 05

-l- 607" + 4
1 9

7

2
e

2 — 5407V' - H

—

-çtj- c 7 e e
2 / /V

G4

/ 36049

\ 288

6191 i 3866 i
9p 2 A

47375 A d “

32
1 256 64 ‘

J d

94481
;
, 2069437 ,

,

676807

'44
1

1 I 52
1

^

192

1595889 n n 483527 n"

55296 « s 1728 d

4959 n

d

2

. 454ô 5 n
1

2048 d cP 4096 d d'

G = \Ja f/. ]
1

j

- e
2

J_ c l_ ,.î

16 128

37 33 , 753 , 555
, ,

69 , 917 , 495 , ,,
y- — e

2 4-— e - 4- — y 4- y e- — f e
-

16 4 64 32 8 16 8

78757 ,
1 1295 , n— —- e* J— e ‘

|

—

-

1024 128 y n

+ 1
, 0 - 4.

i536

33556 1 2 47370 , 2
\ n'

1

e
' +

-er e d

36o4g n n 11595889 »' s

4959 n"* d
j

288 d 55296 d 2048 d d
'

:

j

H = \Ja [J.

|

i — 2 7
2 — I e’

: 4-
’f ’i‘-\ e ' + ld e'-Td + rl

' é'

128

37 23 , 753 , 555 ,, 11g , 235 , , 345 ,

7g
+ + 17 7_t'"~ HT 7 e

78757 ^ _ 'i29 5 ^ V id_

1024 128 ) d

(

_ 52 7
= _ !h c- + , 35 eA £ + (

î§z - di f _ + izM4 îi‘

\ 3 3 / « \ 64 12 i536 64 / «

36o49
«' 7

,

1 1 595889 /?'
s

4g5g
/?'4 d

288 d ' 55296 « 8 2048 d d -
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T ! , da
Les valeurs de -rp?

a L

da da de

Zg’ ZET Il
•> qui se déduisent de ces relations entre

L, G, H et «, e, 7, sont les memes que celles qui ont été données à la suite de la

10 e opération (page 383 ).

20 e OPÉRATION

destinée a faire disparaître le terme (699) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1), avec le terme périodique (899)

dans lequel l'argument est 34 -h og -4- 2 / — 34/ — 3 g' — 34
,
et supposons

que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

R = JL
2 a

,
ci

1

\
i 3 , 3 » 3 .

• 3 . Q o 9 Q , Q 9 /0 1 5 ,, q ,

9 4 „ '-*7
, 2

4
7 e'-Y^ ee

24341 55g5 ,
n '-

~5ér
e

TêT
e
' e

) iê

i 5 — 60 y
2 — 1 62 e2 + Z/Z e '-

) G —

45o 4 i
«'5 4620391 n

288 /i
5 [8432

+ m ,
«

(d

45 1 35— e H 7f
1

16 ro

i 65
,

1 35
~Ô e ^ Q 1

32 8

f i og

i

5 28655
2

568771 _s

\ ! 92 96
/

768
e + '

'
9

.64
_ 45

16 T +
45 , 45

,

64 ^64

2025 ii 43 n ' 2

i

6611+
64 n 256 ° n 2

' 1024

191867 \ n "-

192 n

n 49^9 n '2 ~\ cr

1024 w 2

J a ri

X eos ( 3 4 h- 3 g h- il — 3 h! — 3 g' — 3 4).

D’après la valeur de l’argument S du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

7=2, i
' = 3

,
i
" = 3

,
i

1" = — 3 .

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (399), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des dix-neuf premières opérations.
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Si I on introduit cotte valeur de I\ dans les équations différentielles, on aura

1 4L 1 4G _ 1 4H
2 dt 3 dt 3 dt

et par suite, en intégrant.

G = - L+ G). H = -L— |H).
O 1

G> et H sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e; en les résolvant, on

trouve

±~ Cr r \

(7 == I

J II
2 e~ G— e e

2 4

A,
53 H

S S

2877 555 n‘ .2
-

16 ‘16 J p
s

n :
. 2 li G V 5

• ) .7 n . > G '

•

32 2 1 - i

u 1 H i

—
1 G

\
b 7 — — %

O , 9
1 G— c — ~ e — o

2 8

n.2 1 - U

Si I on remplace a et }
2 par leurs valeurs en e dans 1 expression de L. en a^ant

soin de tenir compte de ce que 1 G ) est négatif, il vient

v ,35 1001 „ n
:

.2
i: G '

1

2 G 1 — e- — - e~ —~— e~
;

;

:

1 4 8 32 p '

et si i on remarque que — = -777

t/L t/R j r J .

-r- = —T-r 1 on en déduit

de 72 ". 2: G :

\ 45 i35 H

dt a' a 1 16 61

U,

— Lr 283 ,

G 16

2025 ,, 72 .2' G Il 43 7? '.2' G 6

64 ’j-~ 256 ’j.
1

b6i 1 n c
. 2 G 1

srn 7.

I02a I

D’ailleurs on a

45 „ dh di— = 5- D-f- 2 —Z 7 n
dt dt dt dt

4R , 4R , dR
2
4L C/G

3
7/H

3/7
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en tenant compte des valeurs de^ ^T’
‘

' données à la suite de

la 10 e
opération, et remplaçant a et y par leurs valeurs en e, on trouve

dt

n'.2 3

(
G)3

5 ri 2 .ri(G)c

j

y-
2

4 y-’
(

Il’
1

. 25 (G
)

5
I ( 45 i35 (H) — (G) 495 ...

1 35 ,,

a3
a' 16 64 (G) 8

6
8

^

rioï5
,n ri

.

, 2
2 (Gf 1 i43 ri- .

-ri 1 G .
6611 n 13

. 25
( G j

2

j ,+
64

f

’J.
1 256 ri

~i~ , : COS d
1 0‘l(\ yp \

Ces deux équations différentielles (C20 ), (D
20 )

correspondent aux équa-

tions ( 2, 3
)
du chapitre III; elles n'en diffèrent qu’en ce que la variable©

(

qui n est autre que
j

a été remplacée par la variable e dont © est fonction.

Elles rentrent d'ailleurs par leur forme dans les équations (89), et si on les

intègre à l'aide des formules (4o), on trouve

e cos 9

(EJ

r 45 1 35 (H) — (G 1 1 8 1 5 , l35
c'

2
l

ri
2

. ri G 7

U* GT00
(N

'

64 16 J u3
a'

P 1 35 4o5 (H) - ( G
) 7063 , 3645 „,2

lri.ri G,"

L 64 256 (G; 128
e

°
128 J a

’

32i3 7I*.2 i*(G)m i5367 ri .ri
7

(G) 15

D 12 u? ri 2048 y." à

-r e
0
cos V' + d

)
975 ,

ri2 . rilGri 3735 , ri
3

.

2

n (G)"
)

I 64
C

* ri ri 128
e

°
ri ri

\

1 LOs 2 1J -T C •

(Co)

e sin 6 = e
(1

sin 0
O ( t -|- c

)

\ 9J • aù; G 4 _ 3735 n

128
——t—7È—

|
sin 2 9

0 , c \-

e
n et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et S

0
a pour

valeur

û - E L
[ 6cj . >

"'.23 (G)3
5 /E.2 s (G f j•-

?{Gf 1

+
P 4—E ~

Ç

Si de ces deux formules (E 20 ), (F
20 )

011 tire la valeur de e
2

. et qu on l’in-

T. XXYIII.
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troduise dans les relations (A 20 ), (B 20 ), on en déduit les valeurs de a et de y
2 en

fonction de t
,
qui sont

a
(

1 4

(G,
0 )

f 3y _ 33 (H) - (G) _ 2877
2

555 , 2
1 ri ‘.ri

2 (G)'
2

|_
8 8

(
G

)
1

6

1

0

16
f

J p
8

« , 5
. 2

, 5 (G )

15
2547 «

,6
. 2

I 8 (G)'

32 ri
2

2
2 (G

)

2

\ f 45 '35 (lt)- (G)
_

1065
;i

i35 v ,'j
*' 2

. 2 8 (G
)

8

—jT~
I L 8

e>
32 (G) 16

'' ü

4 J" p
à «'

T 1 35 4o5 (H
)
— (G) 4oo5

,
3645

,2
"| n'\%" (G)"

L
TÔ” _

64 (G) 32
°

u 32
e

'
e

J u.
1
a'

'.2»(g)^ _ 15367 »,t

-?':(gnj cos9{f+c) ;gV 5i 2 “ f*"a' i

ol ;

32i 3 ri

T2T 6’° “

1 (H) -(G)
,

,«'G2l2 (GV
r =

4 “IgT
-

é , + ^ £’» +

«

e
» + 5

(H,o

, (H) - (G) \ .35
.

ti'
1

. 28

(
G )

8 4o5
„

«' 3
. 2 " (G)"

|

4 (G) j
32 0 ri ri 64 “ ri a’ \

-
8

/ + c .

Désignons maintenant par a
n
et y* les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

ri [G
)

2

Cl ..
— —-—- {1 — 2 e\

j , 11.

_
r 37 _ 33

L 8 8

37 33 (It) — (G) 2877 ,

TG) ÜT
fJ

“

555
, 2
1 //G 2

12
(G)'-’

16
e

~

\
~

{

ri

-+- 20
/ri .ri'

0 (G) 15
2547 iri .

2

18 (G

y

32

t(H)-(G)l 3 9 cT+ 5
^-^(G)';

j,u
4 (G)

(
2

0 ^ 8
0 ^ ri

\

De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de «
u

et y\ ;
nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les
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formules (E 20 ),
(F 20 ), (Ga0 ),

(H,
0 ), et elles deviendront, en mettant n

0
pour

a 0 \ja. 9

(
L _ £35

_ 2 _ 1095 __
C35 \ «7

_
4

\ 3a 3a
U

64
0

16 ) n\ a 1

/ 1 35 4o5 , 4°93 ,
3645 ,2

\ //'

_
«n

1

>yÀ 1 3

+ \‘64"
"

"64" 7o 128*'“ ~~
128 '

/ n'I a! 5 1 2 n\

4- e
0
COS 0

O (/ 4- c)

fEZ£ ^ L
L 64

0

ni

3735

128 4^- 5 ]
cos '" &ou+c);

£/„ 15367 «
,J

a'
^

2048

a
n

a

'

[K,

e sin 0 4 sin 9„(?+ c)

3735 n '6 a
a

128 “ n\ a'
sin 2 0

o (
t 4~ c

)
;

(g;,

[(
45

1 35

16

f 1 35 ,
n '2

(H 20 ) V = 7 i +[-35
-
7 ;e.^ï

£ 35 i 65
z> 3

1 35
f> e

n \ — û„

T-

7o c
° üT

^0
' L” 0

y a

'

4o 5 j 49 5 3645 ,7\n'
3

0 -^- 70 ^
0
-

32
e

l
—

(l

32 i 3 <7
0

i 5367 /*
,d

4-

128 ^ "
«J

+ <?
0
—

5 i 2 /z.J.

a'

4o 5 2+ ’

6T 7 °
e

°

n 13

”î

«0*1

'«'J
cos 0

O (
£ -f- c).

COS 0„(/ 4 c)
,

La valeur de Q
0
deviendra de même

Calculons maintenant les valeurs de h-\-g-\-l et de h en fonction de t, Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d(h+g+-l) f/R f/R f/R dh f/R

dT
= ~ SI ~ ds

~
iTïï ' di

^ ~
dïi

J

59 -
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où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d[h + g-\-l)

dt

clh _ _ 3 n”

dt 4 n 32 n

[-L ,
9 . ,3 /2 259 n '2

16 n 2

? r 495 1 2 1 5

,

2925 3 1

' L 32
c

128

a-

- • — COS 0 :
1

26289 n '2

H
5i2 '

ri
1

J
cos 0

,

d’oii, en remplaçant a, y ,
e, 9 par leurs valeurs en t données par les formules

(EJ, (FJ, (G'20 ), (HJ, puis intégrant, nous tirerons

h + g + 1 = — \ — \ {g) +- ^(3A' + 3g'+ 3/') 4- (9 0
- /% ,) (* + c)

(K.„ 4- r(765 202 J
2

AO
Ci 2295 A

L \ 64
0

' “64~ 7ü '

0 a56 6 IT^ )

U . Ci
ni a'

(Lo) ^ — (A) -|- //
0 p 4- c) 4-

.
3 io 5 n '3 a 93177 r/„ 1 . , ,

H q" n
7 ~r 4~ -

7
- c

0 7 • —
|
sin 6 fi c )

,128 a 1024 n\ a ] “
v '

r 1 33 n
''1

a.. 4o5 n '3
a. 1 . „ .

TT e°~ • -y H t'o
— • —7 sin 9 (/ + c).

L 64 n- a 128 n\ a J
" v '

(h) et (J sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); 4
0
et g 0

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de /?
0 ,

e
0 , y 0 ,

n', e'

,

mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sons laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeui' de

h -+- g H- l vient de ce que l’on a

^•4- # 4- / — - 0 h g -}—'( 3 h' 4- 3 g
' 4- 3 1'

)

.

2 2 2 2

Les six formules (EJ, (FJ), (G'20 ), (HJ, (K 20 ), (LJ, constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (i) et
( 399 ); dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la règle du n° 29, et nous serons conduits à effectuer la transforma-

tion suivante :
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Formules de transformation.

O11 remplace

e cos (3/; -(- 3g--f- il — 3 h'— 3 g' — 3 1') par

A45 1 35
2

iog5 , 1 35 , 2
\ n'

2 a / 1 35 \oS
2

4°9o
j2

3645 n'
3 a

\32 32 ^ 64 16
6

J n 2
<?' \ 64 64 ^ 128 128 y a

'

321 3 n '4 a 1 5367 n'
3 a

5 12 râ n' 2048 n 3
a'

H- e cos (3 h + 3g-+ 2 / — 3 h'— 3 g' — 31')

f 97£ f n_ 3735 rf

L 64 if
'

n’ 128 « 3

J
cos 2 ( 3 // + 3g'+ 2/ — 3/r — 3g' 3/'

e sin (3 h -f- 3 g- + 2 / — 3 h' — 3g' — 3 /') par

e sin
(
3 h + 3 g + il — 3 h' — 3 g' — 31'

)

9ÿ5 ,
n'- a 3j35 , n'3

f- e
2 — • — 4- ~fr e ~ ~~î

64 n n 128 n J
sin 2 (

3 h -f- 3 g+ 2 1 — 3 h' — 3g' 31')',

a par

+ 495

32 32 / n 3

a

Cl'

321

3

n"1 n—<r
e — ' ~

128 n a

5367

5l2

n '3 a 1 „_
._J

COs(3A + 3< + 2/— 3h' — 3g' - 3/’)

T Par

, fl 35
2

n'"

7
' +

L'3T 7
a 4° 5 ,

64
* re V] cos

(
^ h 4- 3g 4- 2 / • 3h’-3g'-3l')-

h H- g' -f-

1

par

h + g+

h par

\( 765 2025 , 49°5 2295 _/2 \
L \ 64 ~-6T

7e -
256 -17^

j

n - n

n 2
n'

F + FF4
e
7F v] sin(3A + 3g + 2 /- 3*'- 3g'- 3/');

Æ + f 1 35 n’
2 a

I ~wy <?—• — -)

-

L 64 « «

4o5 «' 3 « "1

T28 ‘ Z J
an( 3 A + 3 g + 2 /. 3 h' — 3 1 31').
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Formules qui s en déduisent.

On remplace

tr par

202.5 n

a

1

~r~
1024 n> a '~

45 n'
2

~r e ~
16 n

a

a'

1 35 iV

32 ' n3

3//'— 3g'— 3/');

<r. )

C0S
i
2 (3// + 3

ff
4-‘a/-3A'-3ÿ , -3/')* par

( sin )

[(
45

16

1 35 ,

-16 r
I OÇp

17 iBreAK
8 j n‘

a

a!

+ cos

Slll

2 3 h + 3 g

1 35 n'
3 n 321

3 ^ F
32

1

n n' 512 V

+ 2 /— 3 // — 3g'— 3/')

« '| \ cos
j

(7 J |
sin

1

(3A+ 3g

+

2 /- 3//'- 3g'- 3/')

9F
e^.F.\ C0S

\ 3( 3A + 3g + 2/- 3A'-3g'-3/').
32 « 2 a'

(
sin

\

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'20 ), (F20 )
la valeur de e

J en fonction

de f, 011 introduit cette valeur, ainsi que celles de a et 7
2 données par les for-

mules (G'20 ), (H',
0 ),

dans les expressions de L, G, H en a, e, y, on aura, en

supprimant les indices de a
0 ,

e
n , y 0

et n
0 ,

L
0
= ancienne valeur rie L (page 462);

1 45 il
' 2 a 1 35 n 13

)

L, = v/«p
j

- a' P

G, = ancienne valeur de G
(
page 462 )

!— 2025 n ,J <r

'
‘ 204B n' o

' 2 ''

* Voir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle l’usage de cette formule se trouve expliqué.
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H„ = ancienne valeur de H (page 462)

204 B rï' a

D’ailleurs, en calculant 9, à l’aide de la première formule (4i), on trouve

il 45 n'
2 a 1 35 /?'3 a )

1 ~ e
(

32 tr a ' 64 « 3 «'
\

De là on conclut

1

2
L, 2 0

2
L, 4- •

)
— 202.5

1024

<7
2

6075 n

an 1024 « 5 «

tr

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n°29, et qu’on tienne compte des

valeurs de z, z', i"
,
i'\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (page 4^9 )
ctans ta valeur

qu’avait cette fonction avant la 20e opération, et y ajoutant

+ |
L — L

0 )
(0,L, H- 20

S
L

2 -K .

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes
(

1
)
et

( 399 )
de R, joint à la

quantité H- - n (L — L
0 ),

doit se réduire à une simple fonction de «, e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées
;
la fonc-

tion de a, e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme
(

1
)
et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication c?«- • -
1 , 3 ^].

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

L = \/au.
555

32
e

69

8

201

2
f e

2

28549
4

1024

l575

8

3885 \

64 J

n

'

4

40 f — 1

1

5 e
2 -j- 1 35 e'

2 + 6o7 4+ 4i97 2
e
2— 54o 7

2
<?'

2 7349

64

3io5

fJ
b

Cette formule se continue à la page suivante.
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2547 ÊiSI f -
32

1

i 3866 i , ,

64 256

36o 49

288
?**

OO

va-

nt

^r
HH

1
2069437

I I 52

64

I 9
‘2 ri

1 1 595889 _ 4835-27 «7 9009 «7
_

dj_ 69705 )ri_
_

aj_
)

55296 ri 1728 n
11 2048 ri ri ' 4096 n a 2

\

— i 1,1 1 5

S=|/»(- r'~8 e
76

e
128

37 33 2 753 2 ,

555 „ ,
69

,

917 2 ^ 4g5 „, 2 „n 78757'., l ia95 „,„, aY^
32

— ÿ —— 7
2 é1 — 7

2 6*'

8 16
/

8
'

10 — 4° ^ _ i!i eî+ l35e«\ + / fél _ ®£9i = _ 335561

/ 3
c +

j
wS +

^ 64 32
7

1 536

.
- 5- e e

1024 128

e2+ 47375
e,A^

64

36o4 g ri
' 11595889 fri 9009 rri

_ cf )

288 ri 55296 // ' 2048 ri a 1 p

H = \Ja p |
1 — 27

" 1 «+ -/ - j
« + \

ïV - 4 + 5
•/’ «• - tIj

«•

345

76 “ y ' 64
+

32
É

8
‘ + 32 ' 16

'

78757 ,
II295 2

- e J- e‘ e -

1024 128

+ 1in
59 r2 *3g \»'5 33556f 47375 We

10 “T 7 +l35f +
1* '

1 536
e

'

64 Jri

36o 49 ri
7 11595889//*

^

9009//* «"

288 ri‘ 55296 // 2048 ri a ‘~

Les valeurs de • • •

,
qui se déduisent de ces relations entre

L, G, H et a, e, 7, sont les mêmes que celles qui ont été données à la suite de la

10 e opération (page 383).

2 1
e OPERATION

destinée a faire disparaître le terme (3 16) de R

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (3 16)
*

dans lequel l’argument est h 4- g -H 2 / — h' — g' — et supposons que R

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (316), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des vingt premières opérations.
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se réduise à ces termes seuls, de sorte que I on ait

R'=JL

4/3

a'
3

4 2

3 , 3,3
, 9 , 2 9 ,

9 , i!- t
1 * + - f - + - V — 7 7 e e +

, 6
C

3->
8 4

1

5

32

ËZ _ My _M + e
,
2 + 69

7
, + Ml

7
> ,=

(

1 5 — 60 7
' — 1 62 e

2

16

40 5

2

495
f,?

/2 -4-
2434i MM eV 2 \

n n

4
‘ 5l2 16 J u~

28655 00*0
1 9 1 867

, 2\
n'‘

96
7

2 -
768

G
i 92 / Tl'

45 „ .
45 ^ 45 ,, 900 f) /?'2n a 2

“Te 7
64

e + 77 e

64 1024 «
2 a

12

<7“ [o5 X
«^1 7g

<?H_
T6 7

'2<0-}_
8‘

?3 8^ +
t\

CC
TT
~ "64^4 >024

r
'f

33 99 933 nri 5o4o 5 X I

X cos {h g -h 2 1 — h' — g' — l
r

).

D après la valeur de l'argument ô du terme périodique que 1 on a conservé seul

dans cette expression, 011 a

i = 2, ï ='
1 ,

i" = 1 ,
i'" = — 1 •

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

1 rfL _ tJG

2 <7/ dt dt

et par suite, en intégrant,

G — - L T- (
G

) ,
H = - L + (

H )

.

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e; en les résolvant, on

trouve

2 -' (G
)

2

, 7 , 23i+u' + -e' + T f*
2 4

[37 33 (G) -(H)

L 8 8 (G)

i 97

16
îz c * + ^,«1 it

3 16 J

2 (G
)

12

«
, 5 .2u (g y

5
2547 «".a" (G)"

i

32
P'.

12

é

T. XXVJIi. Go
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(BJ T — (G) - (H)

(G)

n'\7.'
2

( G)'
2

)
'

Si l’on remplace a et y
2 par leurs valeurs en e dans l’expression de L

,
il

vient

L =z 2 (G)
, 5 . i3

+ e- -h - e" +—

e

6

4 b

1001
2
«'j .2IJ

(G)
I!

"37” e
i?

• „ d L dR . / i •

et si 1 on remarque que ^ ? on en déduit

/r t_3 33 (G) -(H)
9. ,

3

clt y.
3
ri

1

j
16 64 (G) 32 8

99 //La3 (G) 3

933 «'La^G

)

6 5o4o3 //La 9 (G)
9

64 y
2

64 p
4 1024 p

fi

D’ailleurs on a

f/9 _ rf/i f/# f// _ , _ _ rfR _ f/R _ f/R

dt~dt + dt
+ '1 lt~ n ~ 2

f/L f/G f/H

en tenant compte des valeurs de ^-5 jj-j
• •• données à la suite de

la 1 oe opération, et remplaçant a et y
2 par leurs valeurs en e, on trouve

j

il 9 p.
2

I
2

//.2 3 (G) 3
ii //

2
.

2

e
( G

)

e
)

I clt, 2
:i

(
G f (

6

y
2

4 p-
4

i

(D
al )<

\

Ges deux équations différentielles (C 2I ),
(D 2) )

correspondent aux équa-

tions (a3) do chapitre III
;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable @

|
qui

n’est autre que - L
)
a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Elles

,
// La (i /

_

i_ t _3 33. (G) --( 11
) fo 3 a

y? a! e
\
16 64 (G) 3*2 B

99 , 2
//'-2 3

(
G) 3

933 //'L2
i;

(G f 5o4o3 «L'/IG)
1

)

cog 6

64* y
2

64 p-
4 ' 1024 y

e

f



21 OPERATION.CHAPITRE V,

rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations
( 39 ),

1 aide des formules (4o), on trouve

475

et si on les intègre à

(’ cos 9
f 3 33

(
G

)
—

(
I!

) 69 3 , 2
1 n ' 2

.ri' ( G )

8

32 128 (G) 64
e

“
1 fi

'

J j

ri* ri

fi. _ jff (G) — (11) io5
2 87 , 2

1 n'
3
.ri' (G)"

j_ 64 256 (G) 128^" i28
<

J _ p
7
ri

(EJ 1906 ri
3

. ri'
{ (G) 14 58 i 57 tir .2*’ (G) 17

206 p
9
ri 2048 p." ri

+ f„ cos e„
(
r 4- c

)

1 21 2
«'2 .28 (G) 8

(
32 " pvr

i5 , ri'
3

. 2“ (G)"

32 “ p.
7
ri

COS 2 9
0

((t + c),

sin 0„

32

'(G) 8

pG?

r5 /1
,;

.2
11 (G)"

32 p
7
ri

e
0

et c sont les deux constantes introduites par f intégration, et

valeur

e
0

//.23 (G)3 n ri
2 .ri{Qf

4 p'

a pour

Si de ces deux formules (E 2) ), (F 2) ), on tire la valeur de et qu’on f in-

troduise dans les relations (A 21 ),
(B

2J ), on en déduit les valeurs de a et de y
2

en fonction de t, qui sont

:

(
G )

2

(G,.)
<

23
- Ü 1 0

f 37 33 (G) — (H) 1197 .. 555 ,.J ririri
2
(G)'

~
1 ~tgT~ + ~7<r

c,;

'^~nr
r —j

—

" . G)
1

__ 2547 -/;
• i iG)

18

;

32

_
2 ' dd

2

I

!" 7 _ M (
<;

)
—

(
11

) . ,
o

,

3 /2 1 ri-. ri (G) 8

P j j
8 • 32 (G) 0 ^ 4'°'

J P'^'

II'" .2*
1 (G

J p' «'
f

* (6
e

"
64'

’(G)'
’ ^ +

1 6
C

0

32"“"'

rgoS //“ .

2

1

4

( G

)

1 s

.
58 [57 «'5 .2

17

(
G

)

|:
)

777
— 7-5—

,

1
7- c —;

|
COS 9

0 (
t -4- c

) ;64 p a 5i2
,

p" ri
J
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_ i (G) ~ (H)
\

. I

4 (G)
(

2

3 , , r n''.2,"(GY

g
e

» + 5
y»

, (G)- (H)
\

3 /r-.^(GY
+

4 (G) (32^
f
Sa'

JL .

n 'i -‘1
"

64
‘

“
p.

7 a'
cos9

0 (( G c).

Désignons maintenant par a 0
et y\ les parties constantes (les valeurs que nous

venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu on ait

:

(
G )

2

i G- 2 e , Z G
2 °

23

33 fG) -(H)
T (G)

HÇ)7
-

|

555
rn

~1

"Tir ° +
.6 J

«M . 2
12 (G

)

12

/G. 2
, 5 (GV s 2547 »'e

-a'
8

( G)
1 *

)

32 [J-
2 P

..
I (G)— (H)

u ~4 (G)
G 5

!

(g:

De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en lonction de a, et 7 „

,

nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E„), (F s( ),
(G,,), (H,,), et elles deviendront, en mettant n„ pour

vV

33 ,

3Z 7 »

lie 2 G ^e'2 G
64 i 6

33 2

-
64

7ï
39

,

128

_81_ , 2
\ «

2 . .
G _ 1221 —

128
e

) n 3

0
' a' 256 n\

G (\ cos

0

O ((G'-)

r 21 ,
G2

i 5

1.
32 n\ 'a' ^32

"
.

a
JL. 1 cos 2 9

0 (
t G C

) ;

”1 « J

<7
0

a'

58 j 57 "2

2048 /?y

(
1T,)

e sin 9 e
0
sin9

0 (( G c)

r 2
1 s

«' 2
«„ 15 )2 >

G 1

32
0

«J J
sin 2 0„p G c);
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a = (7„ t

(G',

Y 5(H',,) f = 7 ï +

La valeur de 9„ deviendra de même

33 , 3
,

3 ,7\ 2o
-

8
Vo r

° 4
'- +

4 y <
’

a
1

33
,

3
3

87'
„ „\ «J3

«0
•-

76 ^»-
— P -

8
0 32 J

iqo 5+
154

"
0
«ï

’ «'

1 a
a

3 ,

"T7 +
64 7 "

n’*
e

° n -
‘

ü ?]
cos 9

0 (' + *)•

58 1 57 n

5 1 2
e

° n
j.J]cOS 9„(<+ C>

|j

r n '

1 1 «'H
w
*L

a_
«0 4 »ïJ

Calculons maintenant les valeurs de h -h g H- l et de h en fonction de t . Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d
(
h + g+ / )

d R d R dR

dt
J

77g 77TÎ
’

dk

dt

dR
rfH’

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d [h + g + l) _ ^
n

dt
AH_

9 fi2+
3
e

, 2 _^9«71
|_

2 8 2 16 » J

' 2 a T 33
^

297

1 a'
[_
32 32

21 3 , 33 ,, 2i45q nn

T e — ~~7i e + — ee H —7, ~ e —
128 iG 128 n 2

cos 9
,

dh 3 nn 33 n
''2 a .

~77 — — 7 h <?
— • — cos 9

;

dt 4 w 32 « rt

d’où, en remplaçant a
, 7 ,

e, 9 par leurs valeurs en t données par les formules

(E'J, (F
ai ), (G'al ),

puis intégrant, nous tirerons

h +g+ 1 = \(
h

) + ^(ff)+ ^(A'+ig’

[^51 495 367 M X «J. a,
1

l_\64 ! 64
/o " 256 0 ^ 32 0

J n\ a’

69 nn a
0 i

55245+
778

r
* ïï»

’ 7

- (®o+ C + go) [
( + c

)

357 3
5l

>5245 /P n„ *]

"TET
e
"

7;
’ 7 J

sin 9„ (
t 4- 1 )

,

,
... , , f 33 «' 2

<2 33 n '2

I..J /i_ CO + M' +c) + +— sin 9
0 p +
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(h) et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21
) ;

et g 0

sont des quantités qui, connue Q
0 ,

dépendent de n
0 ,

<?
0 , y 0 ,

n
,
e

,
mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -4- g / vient de ce que l’on a

h + g + / - - 0 -h - h T-
J g + [h'+ g'+ !').

Les six formules (E'
21 ),

(F'2t ), (G 2t ), (H
21 ), (K 2I ), (L,/), constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (1) et (3 16); dès lors nous n avons plus qu à

appliquer la règle du n° 29
,

et nous serons conduits à effectuer la transforma-

tion suivante :

Formules de transformation .

On remplace

c cos (

h

-f- g -)- 2 1 — h’ — g' — l'
)
par

f 3 •33
, 21 , 3 ,,A// 2 n l 3 33 3o 0 87 p>*\

(> / /?
J

ci \64
~
64

7 + L8 128 )

igo5 n'k a 58 iib
ci

206 ri‘ ci 2048 ri a'

e cos h 4- il — h' U — /')

21 , n

3V F
13 , Il

32 ri
cos 2 (

h -f- g 2 1 — h' — g' — C
) ;

g shi
(
h -f- g 4- 2 / h g I

)
par

c sîn
(
h 4- g 4- 2 1 — I1

' ~ g
' — I')

32 n' ci 32 n 3
ci

•11
, n ' a 13, n a .

. , , . , ,— e- —5- • -7 4- — c- —- • — sm 2 (
h 4- g 4- 2 i — n — g

a par

n’-

ri
l

n '3

« 3

a

ci

-4-
igoS ii"

64 >i

58 1 §7

ri 5 ( 2
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r Par

1

' 3 fl
12 a 3 n 13 a

1
cos (h + g + 2 1 -7-+|

_ 32
'rC

n 2 ' F + 64
7 *

n A •?J
- K —

ii + g -r l par

h + g +
[(G

_ 495 2

64 '
e — 357

256
e+

ïï
ee
~)l?’

a

a

'

6q n 13 a 55245 n'“

^
1 28

6
n 3 '

a'
+

5l2 1?

h par

h+
[

33

64
e
n ,2

n l
‘

a
T H“
a

33 n'3

128
C
n3

a

7 ]
sin (fi -f- g + 2 / — // Cf ' —

n-

On remplace

e- par

o ri
1
' a 2

e fi
:—7 "T ’ ~

1024 ?r a

Formules qui s’en déduisent.

3 n 12 a

16
1

n 2 a
1

_3_ n» a_ 1

32
(

n 3
a' J

cos (/< + £+ 2 / — h! - r

cos

sin

3

2 (
^ + S + 2 1 — h‘ — g’ — l'

)
* par

33

16 16

cos

-
,

21
3 .

3

y e -J s*
Q C T- Q e6’

32 8 / ;r rt

3 «' 3 « 1905 n”' a

32 w3 <7' ^ 128 « 4
<7'

1
. j

cos
\

J 1
sin i

(
h H- g + 2 / — h' — g' — /'

)

^ ‘ {

sin 1

2
(
// + ^ + 2/ - ft'-g'-l')

.
2 1 « rt l cos „ , .

H—TT c — • — • ! . > 3 (
h + g -f- 2 1 — // — g — / )

•

16 n 2
a’

(
sm

\

3 b b

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'
2J ), (F, J la valeur de e

2 en fonction

de t, on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y
2 données par les for-

t oir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle l’usage de cette formule se trouve expliqué.
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mules (G'm ),
(H,,), dans les expressions de L, G, H en a, e

, y, on" aura, en

supprimant les indices de a
0 ,

e 0 , y t)
et n

0 ,

L„ = ancienne valeur de L
(
page 47 1

) >

G
0
= ancienne valeur de G (page l\ji)

—J"? '
9

/?4

2048 r&

cv

a '2 7

H
0
— ancienne valeur de H

(
page 472)

/— 9 n 4

- vau- —tx ~r
’ 1 204S n

D’ailleurs, en calculant Ô, à laide de la première formule (4i), on trouve

I
\

3 nn 71 3 /A a
|

e
\
32 ri

1 a ' 64 « 3 a
(

De là 011 conclut

-
(
0 . L, 4- 2 0 L„ +

)
= v/«fx

2

9 n
1

' <r 9 /A a’
j

1024 il' an 1024 n h an'
\

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du 11
0
29, et qu’on tienne compte des

valeurs de i, C, i"
,

i'"

,

on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 4?8 et 479) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 21
e opération, et y ajoutant

+ VjL^LJ- ^'- 1
(
0

,

1 .,
+- 20, L, +...).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (3 16) de R, joint à Sa

quantité -+- ^«'(L — L
0 ),

doit se réduire à une simple fonction de a
,
e

, y ,
ce

qui fouimit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a
,
e, y ,

ainsi obtenue, réunie à la quantité

— - «'• 1
(
0,L H- 20 ., L -f-, . .),

2 2
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se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (i) et de quelques

nouvelles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication b., i.sun.

Ensuite les nouvelles valeurs de G, G, H, seront

L = y/fl

V 16 4
/

io5 + 555

VT
69

8
221 7v*- W > e

, t

2
'

8
'

+ 28549

1024

i5y5
<r e'

1

-f-

3885

64

/ri

ri

40 y
: — 1 15 e

2
1 35 e + 60 y

4

-f- 4i9y
2
e

2 54o +
64

/ 36049

\ 288

6191 , 1 3866 1

,

47375 „, 2\

32 1
2 56

h U * )

9448 l
2 2069437 T 676807

144
'

I I 52 1()2

n

n 6

tï

n 1

f i 593889 n's
4^3627 n "

^991 n r%
cr 69669 n r

° a 2
)

55296 ri 1728 ri
'
+

2048 ri ci
2

4096 TF Tri
j

'

G = \Ja tJ.

16 ^ 128
'’

"37

.
16

33 ,

T 7
753

64

, 555 69+ +t 7
9*7 ; 2

TT'*
4g5

78737

1024

! 1295

128
'

(
io — 4oy 2 —

ri

/ ?347 6191 2
33556

1 (

47375 „\ /ri

\ 64 32 7
1 536

e "H"
64

e
)~ri

36o49 n ‘ 11595889 rri 8991 ri ' a 2
J

~+~
288 n 55296 ri 2048 ri ri

-

i

’

H. = '/a \j. < 1 — 2 y
2 — 1y r + yr — — e '

-)— 7
2
r4

ee -1— -y
2 r6

2 ' 8 ^ 4 ' 16 8
/ .28

37 23
., 753 ^2 ,

555
, 2 __ £19 4 235 2 345

16 8
7

64
e +

32 32 7 e
Ï
6~ 7 e

78737
e , _ < » '295

(

+ (.. -f r -^ ..,,,
9 S + ffî - ^+ if^) ÿ

36049 iri
_ __ 11595889 « ,s

8991 «'4 cr
^

288 n 52296 ri 2048 ri' a ’~

^

6lT. XXV III
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Les valeurs de â”"’ ^ " dëcl " isel,t de ** reMo"*^
L, G, H, et a, e, y, sont les mêmes que celles qui ont été données a la suite de

]a 10
e opération (page 383).

22e OPÉRATION

destinée h faire disparaître te terme (44) de R.

Prenons dans R le terme non périodique
(

1
)
avec le terme périodique (44) %

dans lequel l’argument est 2^+3/, et supposons que R se réduise a ces termes

seuls, de sorte que l’on ait

R
‘Kl

. ir ( 1 3 «
i

^ ,2 1
^ „/*2

+'">h-r' + r +§‘

5 '/< e
n -'fps e

n

|
ï
,_a,V- 2 -,V. + ir- e, + iê (, + 2 ï

. f
.

+ 7Ï

_
, |

_ 22 « f f* -f +tr

, 4o5 ,A «'3

—
(
15 — 607- — ibie i

H—— n • — lOt)l 3

192 768

45o4i ra'
5 4^2°39

288 iv
'

. .

8432 if L (H 16 6 4 6 4

45

,
5595 , ,A«'*

e~e —
16 / n

191867A £
192 J *

899 1 f'\ f |

1024 n

'

J a -
\

y t 3 3
,

9
l'^ l

- -r t! — - 7 e —

‘

«' 3

j
2

7 ^ + 7 T ee
'

10 4

— 7
2

<? ^rr
— - 7' « ^3-

[

cos
(
2j° + 3 /).

8 ' n l ^ ” »

D’après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

/*= 3, l'= 2, f = 0, /'"-O.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

i f/L _ i
<tg yi

3 Ht
~

2 dt ’ *

* Il ne faut prendre pour

valeur primitive de R, avec

ces termes (t) et
(
44 ),

dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

celles qui y ont été introduites par suite des vingt et une premières opérations.
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La seconde de ces équations montre que H est constant
,
et si I on intègre ia

première, il vient

G = |
L -f- (G),

(G) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie H aux

variables «, e, y, peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e

;

en les résolvant, on trouve

3
2 (G

)

2
l „ , i5 69 .

a = ——- 1 + 3e- G 4 + -y ee

F- ( 2 4

(A, g 33 3 (G) - H
(

4167 , 555

4
‘

3 (G)
+

3a
+

555 ,,1 id.

16
C
\

'4
3
12 (G

)

12

4 5
.3

15 (G
)

15
2547 ri*. 3

18 (G
)

18
I-

-3
~ -~ i

(B
22

( , 1 3 (G) - II
‘ 7 “

2 ’

3 (G )

1 — ^ — - é 4- 5
4

rnTqG)' 2

i.3. 5 , 841 ,
4 4 .3‘ 2 (G)12

+ - e2

5 ri + -s e
e - -g- e

5

V 28 16 64 p

Si l’on remplace a et -y
2 par leurs valeurs en e dans l’expression de L, il

vient

,, r . I
,

3 2
21 75 6

3oo3
2

3
12 (G )

12

L = 3 G 1 4— e~ +-5
-<?i+

7
rr- e-

7
(

a 8 ib 64 p-

et si l’on remarque que
dL
dt dl

on en déduit

(CJ

r/£

« ,!
.3

! (G)3 13 3 (G) — H 3 2
3/3(G).-H \

2

| 4
'

3 (G)
+ 4* «V 3 (G) J

45 3 (
G )
- H ,

32
-

3 (G)
e

4 9

8

3 (G) - Il
,. /2

3(0)
+ l.e< + Se’e'!

02 8

f2i 3 (G) — H 21
2 1

/?' 2
.36

(
G) 6

L 16 3(G)
+

I 6
e

j p7

r 3 3 (G) — h

L4 3 (G)

3

4

dt I
~ 2

i/G
’

6i .

D’ailleurs on a
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, , -, (la da de
, / ' i i i

en tenant compte des valeurs de -j-j-
> TV'' donnees a *a s,llte de ia

10e opération, et remplaçant a et y
2 par leurs valeurs en e, on trouve

(19 a 2

, _ ,2 _ 9
"''- 3

'; (G)"

3
3 (G)

3

\
2 4 p

4

/P
2
.3

3 (G) 3 il3 3 (G) — H

e
\ 4 3 (

G
)

+ 9^_3( 3(G)-H
y +^4 8 V 3 (G) J

33 3 (
G

)
— H

a

3a
'

3 (G
)

(DJ 9 .

3 (6)-H
, î£l ^ en

8 3 (G)
' +

32 8

r 21 3 (G) — H 63 T n 12
.

3

e
(G

)

1_T6
’

3 (G)
+

if/' J p
4

-G
3 3 (G) -H

3 (G)
+ 9 2 1 « W -3»(G)

4
e
J

cos 6.

Ces deux équations différentielles (C 22 ), (D 22 )
correspondent aux équa-

tions (a3) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0
(
qui

n’est autre que
j

a été remplacée par la variable e, dont 0 est fonction. Elles

rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations
( 39 ), et si on les intègre

à l’aide des formules (4°) 5
0,1 trouve

„„ r> 3 (G) -H
,

I ^ i/3 (G)-HY
,

33 3 (G) — H
e cos 9 _

4 •
)

+ 2
e

» 3(G) )
+

16 (G)
0

3 3 (
G) -H i45

4
3 Yi ^-3 6 (G1 6

+
8

'

3 (G)
+

32 • 4 * J p
4

|*5 3 (G) — H 5 “]
/?' 4

.3
I 2 (G

)

12

_ [ ç 3 (G) - H
+

i
, 2 ]

//'5
.

3

15

(
G

)

1 5

[ 8 3 (G) 0 3 (G) H]

(EJ + j f i 3 (G) - H n"' • 3
12 (G) 1

, ù .
,

.

r°
+ [r 3 fciT

r
» +

8
f

'“J
ï
cosô„(; + c)

|[H
49 3 (G

)
— H

2
53+ 32

‘ 3 (G)
'

» 16
0 +

8
0

J

3
e (G) 6

5 ,
« ,4

.3
I2 (G) 12

i /r
5 .3

,5
(G)'

8
e

° w 8 “
4 i |

COS 2 6
0 (/+ £•)

i ;^2

(
G) 12

^ 16 " ,2
S

cos 3 9
# (

t -J- c)
i
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(FJ

e si il 0 = e
0
sin ô

0
(t +.t)

-iti
49..

4 -<i II
., + K

ei + l ri4”" 32 3 (G)
0

' 16 “ 8 J fT

5 2
rt

,4
.3

,J (G)n i
2

/2'5 .3
, 5 (G

)

15

+ n e
o

4 r sin 1 0
„
(t + c)

! „ 3
*'\3' 2 (G)

l6
6

° a8
sin 3 0

o
(f + r).

e
0

et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 9
lt

a pour

valeur

e
J U 9 " ,} -3' ! (Gy

i

“ '

3
3 (G

)

3

(
2 » 4 p.

4

i

Si de ces deux formules (E 22 ), (F 22 )
on tire la valeur de e

2

,
et qu’on l’intro-

duise dans les relations (A 22), (B 22 ), on en déduit les valeurs de a et de y
2 en

fonction de t
,
qui sont

3 2 (G
)

2
l 1 5 , 69 r~ ’ i 4- 3 e + — c + -f

e\
i 4

p7 33 3 (G) — H 4*67 2

|_8 4 3 (G) 3a
*

555 _
+

Hr
e

'
n"A . 3

12 (G
)

1

r/'
s

. 3
15

( G )

15 a54y n 'v
3

18

(
G )‘

3a

(
GJ 3

2 (G
)

2

\ f3 3(G)-H„
,

3
:i

3/3(G)-H\p
~~““

j
I

" n I \ ^*11
I

f*
Ci ,1 O / ri \ 1^1

2 3 (G)
0 1

2
0

4 \ 3 (G)
/ 3 ( G) - H\-

V 3 (G) J

1 83 3 (G) — H 9 3 (G )
— H

, 2
287 ,

,
9 „,1

«' 2
-3 8

(G)«
^7ë"

3 (G)
11
+

4
’
_

3(G)" " +
hT “ +

4 " J

r i 5 3 (G) - H i 5 3*1 n n
. 3

12
(

G

)

12

[ 4
*

3 (G)
'• +

4
<?0

J J
f 3 3 (G) — H 3 1 //'5

.

3

15 (G )

15
)

1 3 (G) — H

2 3 (G)
L + . 5

g,
V

3,a(G),
M + !*> + 3

,* «'^‘-(Gr
{

0

4
# J i

2
“ ^ 8

“ + .6 “ 64
7

jrr.HGp-H . 3/3(G)-— HV a5 3(G)-H
h

I 1 .

4

3 ( G )

°^4 " 8 \ 3 (G) J “ 32 3 (G)
"

(H,

[I
3 (G) -H 5

3 (G) “^8 1

3 3 (
G

)
— H

8
'

3 (G)

i «'4
.3

, 2 (G) 1!

5i
s ,

3
3 , 2— c -1 e a

3a
" ^ 8 “

1 //
2
.3 6

J J
(G) c

r 1 3 (
g

L 4 3 (

3 (G) — H 1

3 (G)
0

b •,

«'5 .3
15 (G

)

15

cos

e

0 (M- c)
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.

Désignons maintenant par ci
0
et y

2
les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu on ait

•

3-'(G)M
.

_ ,
i5 69

b. f3 7 _ 33 3_( G 4^ , ,

555
, ~|

ri> • 3"( G )'

*•
= “T-

j

I + 3e
o + — e

» + T 0 * LT 4 3 (G)
+

39.

0 16 J p
8

ra'
5

. 3
15 {G

)

15 2547 ri
6 .3

18(G)'— 20
3a

T» — r,
‘

i 3 (G) —

H

3 G’
- e' 3

^4
- 3

l2
(Gn I 3

„ t
5 ^ _g4l^ ” ,4

-

.

3
l,M-.?

\

+ +
8

0 + 16 0 64
0 a

De ces relations nous pouvons tirer (G) et H en fonction de a
0
et yy nous

pourrons ensuite remplacer (G) et H par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E 22 ), (F 22 ), (G 22 ),
(H 22 ),

et elles deviendront, en mettant n
0
pour

Vf*

a
0 V^o

COS 0

4
/o s °) K

Z .,,ï + L 2
f.n

g
/O t

0 ^
£

y " -

1

2 \
n

-y; -e ~ e« 1
—

i5

32

3 , ,,\ ri"

8
e

'
e ')<

4 / n

E' b+u’.y] c“s6- ,
' +,'

)

[H + Sr*'i-s' î + i
r! '”)

'k
+

s
K <

-
4
e

' < ]
cos 1 % ( ' + c)

(E

76
e

"
cos 30

o p+ e);

e sin 0 = e
0
sin9

0 («
4- -c)

.

pi
;

t-ji pi -l^L p

1

_i_ _ pi p
1
-

]
— — C n

,

, +
16
U 0 32 0 + 8

0
1 ni 8

0 n

1 - 49 „ l2 „2 __ Ll „t _j_ 3 „! p'i\ 'L u-4 e\ — 1 sin 2 0
O p 4- c)

0 4 ",» J

+
76 ^" Z7

sin 30d'+ c )>

« = «n { I

(«y
[(:

+ | (
3 73 <?

0 3 70 c
0 q 7ô e

l G" 7t c, e

(Hy r = 7?

~7o e
o ~7 COS0

o
[t+ c)

!

5

7o el + 7 7o V'2
') ^ |

7o ~T
— “ 7o <*. ^ ]

cos S„ (« + c)

l6 4
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La valeur de deviendra de même

0» = n.

Calculons maintenant les valeurs de II -f- g -+- / et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d
(
h 4- g -f- 1

}
d R d R d R clh d R

dt
= ~

7TL
~ dG

~
rfH’ dt ~ rfîT

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que eette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d(/i+g-hl)
dt -ï[

— Ï'J:
n L 4

- 7
2 + 1 e

2 + - e'"‘

2 8 2

25g n

16 S]

je
189 45

V e ~^t re ' +
8

y
a ee

n + 357

16

2
n n 1

cos 0,

dh

dt

3 /T
2

4 n

n

n
-e 7" e
.4 2

45

3a'

21 n

76
'

7F
3 n‘

4
' «>cos 0 :

d’où, en remplaçant a, 7, e, 0 par leurs valeurs en t données par les formules

(E'22 ),(F'22 ), (G'22 ),
(H'.,

2 ),
puis intégrant, nous tirerons

|

h -\
- g l

(KJ

— (^) + â (§’) + ô(®i+3/i, + S',)(ï + (')

[(

II., C)

~r

~

7o e
o 7 7o f

’i

4 4

i77
.

32

33 i5
73 ^ LTsin 0„ ( t

h — [h) + h
0
{t -f- c

)

n

ni
sin 2 0

O p c).

«'* 5 «"

77 + ô -ï sin 9
0 (? + c)

(À) et (g
1

)
sont les deux constantes introduites par l’intégration (11

0
21) 5 ^0 et

sont des quantités qui, comme 0
O ,

dépendent de «
0 ,

e
0 , y 0 ,

n\ e\ mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La
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forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -+ g -h / vient de ce que l’on a

h + g+ l =
^

9 + h 4-
|
g.

Les six formules (E 22 ),
(F

2a ),
(G 22),

(H'
22 ),

(K 22 ), (L 22 )
constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (i) et (44) 5
dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la règle du n° 29, et nous serons conduits à effectuer la transforma-

tion suivante :

Formules de transformation.

On remplace

£ cos
(

‘x if H- 3 /
)

par

- r + r--L r + lf + - r «" - + 5
' <' / 5 , 5 , \ n'*

{v +r'h
1 o f \ n
- v

2

H
2 4

+ \ ]
cos (+?+3/)

i , 4q , > 1 5
,

,

3 „

- t-
2 + — 7- e- — — e* -4- - e-

e

\ ri
'1

.5 ,
ri' i

,
ri

s T
.

,
„

e
2 + c — -z-e* + s rie "

' ) “T + ô e — — ~
r
e ~T cos 2 2 g + 3 /

4 it> ' 32 8 / n- 8 ri 4 ri' J

4- f ri L- cos 3 (
2 j®' + 3/);

1 6 ni '

e sin
(
ig+ 3 /) par

e sin {-ig+ 30

r/i
, ,

49 , , ï5
,

3 ..
, 2
\«'2

5 , + Ï 2
rih l

, .

ilir++-s' +*"+ + i'T-r + *-*i** +J, >

+ ~ — sin 3 (
2 ç + 3 /

) ;

rt> ri

a par

a J i

f
[(3 7V-3 7+-ÿ 7

2 ^ + | 7++)^+^ 7
2

c^r -3+'4] cos( ag -+ 3 /) ;

T Par

[(L
3 ,

i5 „ , , .3 , n'
2

,

5 n" i
,

«' 5

1
, , , np '

‘ TT + 7V'c— - â

7

e
J
cos(2^ + 3/):e 7

' e 7
- <?’ + - 7' ee

,

a î6 ' 4 ) ri t\ n



h 4-,g -f- l par
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7 7H 7
'

J 77

3a r

<

33
4-

1

1

5
, nT y e

//4 sin (ag -f- 3 /
) ;

48
<J

ii par

i5+ [(r -\fe - 4+4«* 5

n 2
8

1

ri

1 /z'
5 !

7'7 J
Sl "<

hannules qui s’en déduisent.

On remplace

par

e
'~ +

il *+ ^'+^)ir+7*^cos(^ + 3/);

cos
/* par

e 4- 77V
4 / /r[(ï 7’-/‘- T 7

-^(“
11*»+^ .

3 0 n

4
/

; 7‘S]'|tïï>*+ 77
>

C 2
COS

sin
2 / par

7 ^
4 2

— +
rr

-j- COS

— sin (
2 s 4- /)

+ 4 -

cos

sin
il

1 3
3

ri
2

|

cos

8 ^ ri
1

(
sin (

2 ^ 4- 5 /);

l ou à la fin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué F usage de cette formule et des sui-
vantes.
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4(JO

( cos ) ,
,

''•|sin(
U + '

)
par

V e + V
i5

+ *i ee V e
n

COS 1

- sin (

g+* 1
)

1
2
n '

1
3Ï

7<VJ
cos

1 sin
(ff + 0

3 . n COS , „ . . ,>

.

-f e— •
. 3g

1 +40
2 ' tt

2 sin

cos

sin
a(£+0 Par

1 5 , 3

76^
+ cos

)
^— sin

\

,
ri'

1
l C0S

) , .
,

, ,,

3 fe—'l . 4g + 50-
' n 1 sm

Nouvelles 'Valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'22),
(F'22 )

la valeur de e
2 en fonction

de t, on introduit cette valeur, ainsi que celles de « et y données par les for-

mules (G'„,), (H',
2),

dipis les expressions de L, G, H en a, e, y, on aura, en

supprimant les indices de a
0 ,

e
0 , y 0

et n
0 ,

. L
u
= ancienne valeur de L (page 481 )

,

T 7
— 3 2

ri
2

G
0
= ancienne valeur de G (page 481 )

+ da P
( g

i
^
7

e
1 .

Tg
^

H
o
= ancienne valeur de H (page 481 )
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D ailleurs, en calculant

De là on conclut

— 2 2
e
OPÉRATION. 49 ï

à I aide de la première formule (4 i), on trouve

Gela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29
,
et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i', i\ ï\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra
en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 488 et 489) dans la
valeui qu avait cette fonction avant la 22 e

opération. Par ces substitutions, l’en-
semble des deux termes (1) et

( 44 )
de R doit se réduire à une simple fonction

de o, <?, y, ce qui fournit une vérification des formules de transformation em-
ployées; la fonction de a

,
e, y, ainsi obtenue, se compose de la valeur qu’avait

précédemment le terme (1), et de quelques nouvelles parties qui sont données
dans le chapitre IV avec 1 indication t». Ensuite les nouvelles valeurs
de L, G, H, seront

L =
\Ja + 33

2

T 7
io5 555

32

801
~8~

2 - 495 , ,

7 e e

+ 28549

1024

1575 3885

64

ri*

ri'

10 — 4» 7
2 — 1

1

5 e

2547 6 i 9 (
•

64 32 /

36049 9448 i
,

288 144
7

64

256 64

u 595889 fri _ 483527 fri 89911 a *_ 69669 ri '

55296 ri 1728 *» + 2048 ri ' ri*
+

ri

=Æ
l

, -ï e
'~r‘~rri 19.8

+ 1 35 e'4 ~ + ( _ ®I9I 2 _ ^556. 47375 „\ fri

Jri \ 64 32 7
1 536

+
64 j ri

— .

a
'2

^

+
(

10 — 407 2 —
64

36o49 1 1 595889 fri 8991 rri

288 . ri 55296 ri 2048 V
62 .

a
/

ri
2

(
’
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H sjau.
j

i - %r + -^e< +
J
f ei - + \f ^ 128

37 23 , 753 . 555
4 ,

227 345 2 _ Z^I t
„ _ ^ e'A ïl

Ti“T7_ 6T
É? ' +

'3r
/+^ 7 i6

/e
1024 128 ) n ‘

-f 10

64
“

'

. 32
" " ' 32 ' 16 ’ 1024 128

59 , i3q
, , « ,A « ,s

/ '2547 >3ig , 33556

1

T 7 +,35e )^ + V
"64 TT 7 -TssT 6 H

64

36o4g n
' 1

t

1

1

595889 n
'*

(

3991 n ' a
|+ “288"

~rë
+"

55296 n * ' 2048 rt an
j

Ue ces valeurs de L, G, H, on déduit

,7Ê = ^ é + (t
2 - 1 86 ^ +^ **) F + (' 40 - 396 ’ +T * + 1 890 '") 7 '

4l875
,

483281 //''
\+ "64“ ne + 288 n 1

i

’

da

iTG

da

fTÏÏ

an

387 735 2 __
2298

1

4 2
7 128

e
l 4-

58o5

^
420 — 1 476 7

2 — '

'

7— e
2 + 5670 e

126279 n
'6 i88o475 n

'

—
6^ n*

+
288 n ‘

i

’

an

33 33 2 .. 2
7 2 — cm e

4 2
“T + (4o — 1207" - 399 c-

2 + 540

6
1

9

1 /A 9448 i rd_
j

île 1

4L a 2 ne

693 ,
3658

1 2 ,

13905 „\ n '* 412 «' 5

T^—t+TTr )? +T7
496405 n'

e

\

''768
i

’

de 1

4G
= —

d^e

de 1 759 , >d_

4H ~ a2 ne 32 ' d

( 927 693 57717 ,
i39o5 ,,\ //’

V'3T""T / “T^T' +
64

412 «' 5 496405 i

+ "T /F
+

768 ne
i

’

d_2
t_

_

33 id

4L
_

<7
2 «7 8

7 d ’

7 _ t

-4G 4 «7
27- + -C

2
7' + «

c
'

3 , 5

7 7 à + —. e *

4 16

'43 ,877
16 8

7 -
i 4 U)

64

645

3T
1

+ 61 n
'

6 d‘

8021 n "

4 “ e M
192 n

±L
dH

1 ,
- tr
2 8 16

1419 3

64
e

645 ,,\ n ' 61 id
“32

*

e>

) n ‘

'

6 ns

8021 id
_ ^

t 92 II
6

!)

4 a
2 n 7
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2 3
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (58) de R .

Prenons dans R le terme non périodique (i) avec le terme périodique (58) *,

dans lequel l’argument est 2g -f- /, et supposons que R se réduise à ces

termes seuls, de sorte que l’on ait

R = —
i a

,à
2

\
i 3 3

'*>14-5 ^ + i
^ +

8
^ + â 7 " V* + ^ e'« + 1 1 e*

+ fe' en

I - ?/-¥<• + ^«" + ~v' +^fe' - f4yV
24341 , 55q 5 , ri

2

+ e
1 — e e

2 —
5 ra 10 j

n

ri3 TO
OiO 28655

..2
56877 i

,

ri
7.

\ 192 96
‘

768
' 4

192

45o4 i n’h

288 ri

4620391

18432
- + u
ri

[ 64

45 2 4£ 2 ,

45 „ _
16

7 +
64 64

8991

1024

- ^ y'2 e -y 4 e + ~fe3 -

1 2 16

27 2 »

r Y ce
4

, „ ,
ri

1

' — 8 y
2
e—
rr

7 77
,3

)- -7 2 e^3-
J

cos(aff + /).

D’après la valeur de l’argument ô du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 1, ï =2, i"
— o

j
i'

1
' = o.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

cl L 1 dG d H
clt 2 dt ’ dt

~~

11 ne faut prendre pour ces termes (1) et (58), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des vingt-deux premières opérations.
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La seconde de ces équations montre que H est constant; et si l’on intègre la

première, il vient

G = aL + (G),

(G) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie H aux

variables a, <?, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e: en les résolvant, on trouve

2 4

[37 33 (G) -+- H

L 8 4 (G)

434i

32

555 ,,+ -7-c
16

»'4 (G )'
2 «

, 5 (G )'
5—

-rr
1- 2547 n'6 (G

)

15

J

32 u12

|

’

[B„ ,2 _ £ (
G

) + H I

2 (G)
\

3 r n"

r +5 ~
I

— e‘
1

3

8 ifi 64 p
s

Si Ton remplace a et y
2 par leurs valeurs en e dans l’expression de L, en

ayant soin de tenir compte de ce que (G) est négatif, il vient

L = r , 1
,

1 r- e- + - e
4 - — f

s
•

2 8 1 o

1001
2
n'“ (G

)

1

~64~ '

et si 1 on remarque que
d L d\v TI r J= —rj-i on en déduit

dl

I

de «' 2 (G
)

3

^ g (G) + H

4 (G)
9 e

2 9 ( ( G ) + H

4 8 \ (G)

( G ) + H

32
( G ;

[C
23 )<

r,(G) + H .

"H
L

4
“icn

—

4e

) + H
- nn -4-

57
•

27 eV 2

(G)
6 "

1

“
32 8

^ *

7 (G) 4-

H

7/ 1 «
,3 (G

)

9

4 (
G) 4'

.] p-
6 ‘ / sin&.

D ailleurs on a

<70 dg dl d R <7 R

dt ^^dt + dt
= ~ 1L~~

2
iTG

’

en tenant compte des valeurs de
da da

d L d Cj
données à la suite de la
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22 l

opération, et remplaçant a et
-y

2 par leurs valeurs en e, on trouve

4p5

(dm )

dO ij}
\

dt=~{Gÿ\

-(G) 3

UL~

3 ,
5

4- - e1 4- -
a 4

« ,2 (G) S

j

P< i

i j9 (G) + 11

*(4 (G)
_ 9

/

(&)+H V _ Si (G)+H
4 8 \ (G) ; 32 (G)

'

27 (G) + H
2 357

8 (G) 32

8i

Fi
(G) + H //2(G) °

f 7 ( G ) + H 2* ,1^{GY
L (G) J F

1

[4 (G) 4
6

J p®
cos e.

Ces deux écjuations différentielles (C
2 3 ), (I) 23 )

correspondent aux équa-

tions (a3) du chapitre III
;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui

n’est autre que L) a été remplacée par îa variable e
,
dont © est fonction. Elles

rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations (3g), et si on les intègre à

l’aide des formules (4g), on trouve

e cos0

(E„)<

r 9 (g) 4- h 9 9

,

( (G) 4- H \

L 4 (G) 2'“ 8 *

v (G) ;

4- F-9
li6

(G) + H _ Ç9
(G) 8 '

1 n ''

(g y
2

r 7

p
8

Lt

27 (
G

)
+ H 532

8 (G)
' ^ 32 0

(G) +H 7 3
1«' 5

(G)'

~ <1 e"] — (G) e

r
8 f ( G ) 4- H

^
8^3-1 n'* (G) 12

|

00
c5tj J P

s

1

!!>+#-47 (G) 4- H i83 27

(G)

8 i
,
n'MGY*

7ë
e

o —7 COS 30,(f 4-c),

— r' -4- — e- e
n

16
0 ^ 8

0

(G) l
el

]

|

COS0„(f 4" c)

3
« ,2 (G Y

J P*

,
© .

"'J (G
)

12

_ 7 . (G)'

l6 " fJ
H

4
11

J2

10
|

COS 2 0„ (
? -P C

)

(F.,.

e sin 9 = <?„ sin6
0
(t 4- c)

4- ©7 (G) H- Il

32 (G)

n 14 (G
)

12

P
8

sin 3 0, (
t 4- c )

.

h
8 J

19 , ^(G)'= 7 ,«'5 (G )'
5

16 * p
8

4
0

F
'°

sin 2 0„
(
? + c

)
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e n et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 0
(l
a pour valeur

E-) 1+ *
ei + *££I

(G) :

4 F-

Sj de ces deux formules (E 23 ),
(F 23 ), on tire la valeur de e\ et qu on l’in-

troduise dans les relations (A 23 ), (B 23), on en déduit les valeurs de a et de y
2

en fonction de t
,
qui sont

,= £111,
*

„ I
, ï R

eî -h - et — -e 6

2

f

3

7 33 ( G ) 4- H 4341 , .
555 ,] «"(G

)

12 »'‘(G) ,S *547
«'6

(G.V

Ly“T”TG) 3ir'»
+ uT 32

(G) 2

\ f9 (G) + H 9 , 9/ (G) + H \— IL» igj
1 *° 4 V iG) J

'

_ 183 (G) 4-

H

f

16 (G)

,

27 (G) + H 237
5 27 ^ // ‘-( G

)

6

+ J' (G)
“

+
16 4 J F*

1 9 ( G )
4- H

^ »9,,1 ^(G )

12

8
11

J F*8 (G)

1
(
G

) + H
\

3 < ^

2 (G)
\

°
'

4
0 +

«'MG)’
3

) 1

[) f 4 (G) 8 l (G) ;

7 (G) 4- H
^ ;

.2 (G)
«

,2
3 5 6

(-1
0

8
0 .s

°

,

69 (G) 4- H
c

» ^ 32 (G)

f 7 (G) 4- H
^ 7„.,'| « ,S

(G)'

[2 (G) 0 2 "J y-
10

cos 6 . (f 4- c)

84 1 „,/M(G)’

(HJ
.

27 (G) 4- H „ £7 s _ 27
.

]
//'MG)"

" 8 (G)
11 +

32
0 8 " J y-

[O lGl-Ml
r _ £9 ; 1 _ f 7 ( G )

4- H _ 7
j
cose§ p + f) .

^[76 !Gj “ 16
r

0

J P-

s

L 4 (G)
0

4 "J F
' 0

i

Désignons maintenant par a0
et y\ les parties constantes des valeurs que

nous venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

"• = ^-j . -el+'-et ~ L
e

\

37 33 (G) 4- H 434i , 535
, 2

I « 4 (G
)

13 «
, 5 (G) IK

2547 »' 6 (G)
[ 37 _ 33 (G) -

L 8 4 (G
- r‘ H e

32
0

16
. 4- 20

F F 32 f
’

.
1 (G-) + H

\ . ,
,

3
, e

(G
)

1

^ï'TGÏT " F*

1
2

3
*

5
"

2/ 0
8
r

° 16
C

84'
2
" u (G )'~

64
0

F
*

’
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De ces relations nous pouvons tirer (G) et H en fonction de a
0

et y
2

0 ;
nous

pourrons ensuite remplacer (G) et H par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E as ), (F 23 ), (G 2S ), (H 28 ), et elles deviendront, en mettant n
n
pour

'hL_ t

a 0 v/« 0

/ c cos 0=4» 7Î _ 9
el _ 9 * _93 , ZZ 2

, 1 _ 27 \ ^

+ (z 7=_z PA^s

/o
4 v«î

(k',
5
)< [e. ~ ^r7n A ~r

J
cose

(1
(^ 4-c

V f 9
,

147 , 3 27 \ n '-

19 n "
7 1

LU ,+
*6

+ +
T6

é

'x +
4
c

”GJ
CÜS 20

“
(z+c

)

^eîgcosSe.p + c);

(F'7

(G»)<

e sin 0 = e„ sin 0
,u (

l C
)

7( 1C*'+051^

81+ 76''l —r sin 3 0 (
t -f- c)

K

« = "0
j

1 -
[

(
v

97o A - 9 7o A -

3
,4 J

'2 7 2 ,A «'=
,

19 ,

«'4

7
ÿ,:- + t'--'")

^

- rs
1

'-
s* + r- v: J

Z 7^ 4- ~ 7. '7?'
ni

1

*9
2

^ 4

, 0 n

7 7 '
,eX + rhP"<\ cos0.('+ c

) j;

[0
9 , 27 3 27 , ... \ n rl

7^o- T 7oA-7ë7« A + T 7»C/’-)-t

+ f 9 2
, 7 « ,s l

8
r

" /?<
+

Z ^ 11

/Z
7 C0S

(
1 + c )•

9 "O J

La valeur de 9
0
deviendra de même

ô„ = /?•[-71

Calculons maintenant les valeurs de h -b g -p / et de /i en fonction de t. Ces

T. XXVIII. 63
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valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d{h+g-\-l) r/R r/R cl R dh __
r/R

jt
~ ~ dL d(i cl H’ dt r/H’

oii nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

cl{h + £ + /) «
p — n

dt £[

» L 4

q , q ,
- 7 - + ? f

y-e
27

3 ,,
25g

«'2

2 16 «2

171 , , ,

1 35 ,

1T 7 « + “T 7 68 7
2

r'

k'
2 1 .

f Jc°56 ,

= - 5 î! _ ïZ [2, _ 2
7
.„ _ + H«'. + «,*; + Z4

J

1
f* 4 « n L 4 2 ' 32 8 Tl- 4 /e

3

J
cos 4

;

d’où, en remplaçant a
, 7, <?, 0 par leurs valeurs en £ données par les formules

(E'23 ), (F23), (G'J, (H'23 ), puis intégrant, nous tirerons

h + g + l — [h) — (g) + (0„ + £*o
~ §o) L + c

)

, T [99 îr _ £l'7V _ 4o5 297 \ /£
2

+
Lv 4

/o °
4

/u 0
32

/o S /o 0
I » 3

h — [h) h
a
[t -\- c)

n'
i

.— sin 2 [t + c
™ n

).

iq n 4

~~r
e

o —r +16 ni
sin 6

0 (
/ + r)

(//) et (g
1

)
sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); h

0

et g 0
sont des quantités qui, comme Q

0 ,
dépendent de n

0 ,
e

0 , y 0 ,
n

,
e

,
mais

dont nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin.

La forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h g -|- l vient de ce que l’on a

h + g 4- / = 0 4- h — g.

Les six formules (E'
s3 ),

(F'23 ), (G'23), (H'23), (K 23), (L aa ), constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est
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supposée réduite aux deux ternies (i) et
(
58 ); dès lors nous n avons plus qu’à

appliquer la règle du n° 29
,
et nous serons conduits à effectuer la transforma-

tion suivante:

Formules de transformation.

On remplace

e cos [ig /) par

1 2 9 ,,2 9 , 9 3 2 .
27

,
3 27

2 ,A //2
/

;

7
4 2

1/
- T i e +T 7 6

J 4-
32
^ ~ T 'J

81 ,

f/)T 7 c —
Ud COS (2g-

f 9 147 3
,

27 2 /A
//'•

,

19 ,

//'*
. 7 2 I

( 4

'e
2

-f-
i(i

7
2

<
_

32
t
”

1

à7 /J*
+

4
e H

î 6 n + (r 7*-V
4 / n

8

1

n
1

'

,

4- 7g
e °

-rf
cos 3

(
î g -I- / j ;

e sin
( 2 g + /) par

e sin
( 2g+ /)

q , \&i , , 3
, ,

7 e jf- 7' r
~ — 3

— V H—— c c .
,

4 io 32 S ! n i6 > n

27 ^ „,2 \ (A + H) ^ 'F
\

ÿl

F~\
sina

(
a

fi

r + /
)

8r .. n'“

4-

~T e
" T sin 3 2g 4- /

,

ib n

par

i f / , ,

3o
,, , 27 , n'

2
iq , n'

2

, /i‘
b

"
1

1 - p 97 - - 9 r ' - x ï- <' + T r > -

) y + j f *v + 7 7v 7

T par

q , 27 ,
3 , , 27 ,

//' iq n'1 -4 r - TT 7
4 c - 76 y e + / V

2

)
- +- TT Y c -

F'
e

2 /r 8 n' 2

1
—

J
cos (2g + 0 :

A -1- g+

l

par

[(?*
81

, 4°5 , , 207 , ,, . ^

,

e - T y e ~ e + -f*
ee ') F +

TÏT?
r-

I

8111 +

63 .
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h par

T c
3a

81
,
n'

i
. ,— 5- <:

— Sin 2 [ig + l .

3a n 0

On remplace

par

27 ,,\ nn 19 iV 7 d . ,

d- ecn
)
— + -|e— + 7 C- sin 2 g'

8 y « 2 ib /r 4 « J

Formules qui s’en déduisent ,

, 48 t
, 81 , 81 A n

'

4 «' 2

)- + 97 «^cos( lg+ /);

COS

sin
/* par

[79*94 69 + ZZ 7 * e»\ 7 + 19 , ^
L\2

y
2

/ ^ 8
/ ^

4
/

J n 1
8

'

16 y n* J |
sin

\

7 ,
n

-F - 7
-

2 ?]
COS

sin
(agT-H- 2/)

+ [,

177
/•

7" é" ~
16 «

-F cos

— sin

cos .

e- • \ .
l 2 ( par

sin i

1797' c — 97 <?

69 , , 27 , /F
2

19 , nr‘

-T t e + 7 T ee
) zr + -r 7 « TT

cos

sin v
2 £'+ 3 O

+ CM C0S
!2/

sin

>77
7 tr — •

1 + COS

|
— sin

0;

COS

sin

[(!

(g + /) par

27
7 , + - re -- 7 ^

27 « 1 Q ;?_— _j—— y e —7
n* 16 ' iF b*£H

-F cos

— sin

Celte formule se continue à la page suivante-

* Voir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué l’usage de cette formule et des sui-

vantes.
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, 27 , 3 , , 27 , „\ n
fe +— y e - f e3 + -f-

y

1 ee
2 ib 4 / n

, i cos
j , ,

.

7 • isin I

Par

, 4
» COS .

,
,

„
-
4- 27 Y e— • 1

. J ( 4 g
1 4- 3 /),

' /r sm ‘

n
.

19 , «'n 1 cos
j

.

ï + T’ vjisin '

Nouvelles valeurs de R, L, (i, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'
23 ), (F

23 )
la valeur de e

2 en fonction

de t
,
on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y données par les for-

mules (G' ), (H'.13), dans les expressions de L, G. H en a
,
e, y ?

on aura, en

supprimant les indices de «
n ,

e
0 , y 0

et //„,

L
u
= ancienne valeur de L (page 491))

,— 9 , n
va ij — V e —

7

‘ 2 n~

G, = ancienne valeur de G (page 491)

H- sJa ij

81 . 81 , , 81 \ n 11

T't +
J''

r
^7Ti

e
')7F'

H
;J
= ancienne valeur de H

(
page 492)

+ vau.
81 4 81 ,

¥ 7 + T 7
81 A n'<

Té ^ ) y

D’ailleurs, en calculant ô, à l’aide de la première formule (4 1 )’ on trouve

-2ï*+M^
2 2 / n 1

0
,

1
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De là on conclut

I „ , ,
,— fSi , 81 , 2 \ rri

- (0,L, + a 9
2
L

2
+- •) = G'f'jy

g

-

7

~ Y T ° )ri~

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29
,
et qu’on tienne compte des

valeurs de z, i
,
G, z

v//

,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra en

faisant les substitutions indiquées précédemment (pag. 499 et 5oo) dans la valeur

qu’avait cette fonction avant la a 3
e opération. Par ces substitutions, l’ensemble

des deux termes (1) et
(
58

)
de R doit se réduire à une simple fonction de a

,

e, y, ce qui fournit une vérification des formules de transformation employées;

la fonction de «, e
, y, ainsi obtenue, se compose de la valeur qu avait précé-

demment le terme (1) et de quelques nouvelles parties qui sont données dans

le chapitre SV, avec l’indication ca s- • i.ssi. Ensuite les nouvelles valeurs de L,

G, Il seront

—
\

s/a f

37

16

+

64

\ 288

io5 555 ...
,

.47 4 , 2 2 495 , *
- f -T É' + •- + 7 -+- 9° i e - 8~~ ^ f

I
iO

1
00

(N i575 2

~r
.024 8

£

f 1 5 c
2 4-

1

35 c
' 2 + 607' + 4 1 9 7

2
ri — 54o 7

2
£'

,_
-(-

7349
,

64

6I9 1

r- — i 3866 1 2
e

47375 „, 2 \ n '6

32
1 206 64 J ri

9448
- 7

2 "
206943;7 676807

f(>
\ //‘

.44 1 r 52 192 / tr

1595889 ri 8 483527 «3
r

899 1 tri ri

~r
55296 ri 1728 2048 ri an

3885

64
f'

/ n'

ri ri_
‘ „'i (

1

1
- 1

2
8'G = P - r ^ ^ c

'" **2-e»~—
1 6 1 28

37 33 753
,

555 07 4 , 92» =

T6'T / ' 32
" +

8
' +

16
/

2 495 ,

* - “S" 7 '
’

84oo 5 mîq5 ,
n

e* e e
) —r

1024 128 ] ri

( , 2 '3a . v ,A ""
|

4^547 , 6191 335561 473.7-5 ,A /£':

(
‘O- 4°7 - T e + ,3jf + 32

y .536 64 ) ri

36o4g ri
'

1 .595889 tri 8991//; tr
_

288 ti 55296 ri 2048 ri' cri
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I l = yjciÿ.

|

i — 27
,

i
, , , i . i

, .
i i , , a

s
v +7 , -- e<+- 7 e --e +

-

r e e

f 37 23 , 753 , 555 ,,
201 875 , 345 ,+

\7&
~ T r ~ 64" * + 1T fc

'

:
_ “8“ 7 + IT 7_c

üT 7 e

84oo 5
4

11295

1024 128

+ (.°-ÿy
3

jg 2 _ J
3g g , + , 35 g<3 \ ^ + é ^47 _ 1I19 f _

33556 1

p2 + fyjÿl n "

rt
5

V 64 12 (536 64 ] n6

36o49 n ' 1 (1595889 n's
8991 «' 4

<ï
2

|

288 ri‘ 55296 «“ 2048 n r
' a 12

)

De ces valeurs de L, G, H, on déduit

(la (

d L an
j \ 8

^
359 291 2 45371 ^ 5385 „\ «'4

128
+^ t,ri

)v +
(
l4o ~ 396

+

'^r c2 + l 890f' 2

)^r

4(875 48328 1
«'

64 //'• 288 râ

da _ ( i / 387 1227
2 _ 24277

</& an
| \ 4 4

1
,28

^ +^^)ÿ + (42o-,476r
5997 2

,

, 2\
«' 5

+ 0670 , -

126279 n 'e (88o475 n
’’

64 n6 288 n ‘

du

dft

1 |/33 147.2 687 „2
,

495 „,F\
rt

''

an
( \ 4 8

e'
2

j

— + 4o — 1207 2 — 399 c
2 + 54 o f'

2

j

—

6191 n ni

94481 n
r

‘

32 «c i44 n ‘

de

de

d&

de

a 2 ne
j

1

1 *

I

a 2 ne
\

I 597

a2
7?e 32

‘

I
„.2

7 927 53
1 > 2 89173 j >3905 ,A nF 4£2 4964o5

|

\ 32 8 ^ 128
‘

1

64 / « 4
3 « 5

768 f’

1 4 _ J_ „ ,
/ 9^7 __

53jr_
2 _ 60957 i39o5

8^ 16 \ 32
0 1 c/
8 r--*r e ‘ + -$r

e
'i»>

412 n'h 4964o5 n"s

)

~T 7F + 768 7F
i

d L a 1 n 7 ri'
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<h l_
dG 4 a ~ n 7 (

27- — 7
" c~ + 3 .. 3 ,

.

8
e ~XrC + 76

^ + 43

16

39 » ,2

8
121
64

c' + IUT e'' —645
à?

61 ri'* 8021 ri
6

J

(3 ri 192 ri‘
)

dj_

d H 4 n 7

1

- e ‘

2 8
* +Ï 6

* 40 207 ,

T" 7
'

16

771 ,
,

*345 „
-TT-r e- -+- -

5
— e

64 22

« J

a*

61 ri* 8021 n'6

6 //' 192 ri

24e OPÉRATION

destinée d faire disparaître le terme
( 170) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (1 7 5 )*>:

dans lequel l’argument est 2/2 -b / — 2I1 — 2 g' — 2 et supposons que R
se réduise à ces termes seuls, de sorte cpie 1 on ait

R = -U-
2 a

. l i 3 , 3 * ,

o
# ,

,

0 9 . 9 ->/•>, 9m'A^-x/+ r- + r- + ^-v-c--fre-ri~e-
io

, 9-ri + \re
432

9 . 27 , „ ,

-7 2 c---re-e

! 37 33 „ 373 , 555 ,, i47 3oq „ , 4q5 ,

-
(

- - -T-— ^ + 77 e
‘ + T 2 +TV e‘-TV (

„ „ , 40 5 „ \ «— 60 7
- — 1 62 e- -j- e \ —

24341 , 55q5 , n
'1— ri 7—e-er —

d 1

2

ib J n-

/ 10915 28655 , 568771 , ,
191867 , 2

\ /ri 43o4 i ri*
462039t ris

\ 192 96
1

768 192
C

J n ' 288 ri i8432 ri

45 >. , 45 2 45 . _ 8991 fl f i

16 ^ 64
'

64
^

1024 ri} J a’
1

S

-j- 1»
a 1

tri

3 3 3 „ - 1 5 „ 1 17
'

, ri
- T e + - T É + —à T e -+- — ri ee ‘

-T- -r- ri ce
' —

2 2 16 4 .4
3q , tri 73 ,

"T 7 e— H 7- e —
4 «" 1 n

)

j

X cos (2 11 l — 2, h' — 2 g’ — 2 il
)

.

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (175), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R . avec celles qui y ont été introduites par suite des vingt-trois premières opérations.
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D après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 1
,

f — o
,

i” = 2
,

i"' — — 2 .

h ^

Si 1 on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

dL
ilt 2 dt

dG
dt

La seconde de ces équations montre que G est constant; et si l’on intègre la pre-

mière, il vient

H = 2 L + ( H

(H) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie G aux

variables a, e, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e; en les résolvant, on trouve

(fo) f =

1 + e 2 4- <?* + e° — F 37 33 G + ( H ) ,

621
. 555 ,„1 n'^G'

2

Lt + T ~G— +^ e
j
—

«
, 5 G 1;

2547 «
, 6 G ,S

f

32

1 G 4-
(
H )

2 G
« 4 G 12

j 1 2 3 5 841 ,«'4 G 12

5 ~^~
\

~
2
e ' ~

8
e ‘ ~

Si 1 on remplace a et y~ par leurs valeurs en e dans 1 expression deL, i!

vient

L = G
1 , 3 4- e 4- 0 e
2 8

5
_ 6

1001
2
n'

k G12

j

i 6 64
<

n s

]

’

. • 1 1 d L d R 1 / 1
•

et si I on remarque que —- = -, on en déduit
dt dl

I
de n'

2 G3 13G + IH) 3 ,

dt ~ u 2 U G + 3 ( G + |11)V 33 G -4

s \ g .)

+
I

(H)

32 G

] 5 G + (
H )

(CM ]

8 G
oq 1

2

32
e * ~

TT
'

:»? G + (H)
,2 ,

117 ,

S n e H 77“ e <?
'

/?'G
3

t

f 3g G + (H) 3g "j ??'
2
G

[I
, //(j

"J
—

r 73 G 4- (H) 7 3 . 1 //
3 G9

1

LT
-

& + j e'\ p,n9 -

64T. XXV III
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D’ailleurs on a

THEORIE du mouvement de la lune.

d 9 dh dl
,— — i — in =

dt dl dt

d H c/R

dl
~ 2

rfH
“

en tenant compte des valeurs de ?
• * données a la suite de la

a3 e opération, et remplaçant a et y
2 par leurs valeurs en e, on trouve

de _ y- I 3 >2 _ riG3

_ L3 ri
1 G (i

)

dt
~

G* j 2
e 2

y'2 4 y
f

)

ri2G3
i

j

3 G + (
H

) ^ 9 <>2 4 3 ^
G +- (U

)y ^
Ç7j_

G 4- (H
) ^

(D,,

e <? ( 4 G 8 \ G J
+

32 G

'5 G + (11) , 2
,

267
, _ 45 2 /:

8 G
+

32 8

117 G -H H
)

35

1

r 73 g + (
h

)

L 4 G

.
"7 s

"| ri
'

2 G 6

^ 8
r-

—

1

,

2I 9 2I ri
3 G9

)

J y
,:

)

cos 9.

Ces deux équations différentielles (C 24 ),
(D 34 )

correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III
;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui

n’est autre que L) a été remplacée par la variable e, dont 0 est fonction. Elles-

rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations ( 39 ) ,
et si on les intègre a

l’aide des formules (4o), on trouve

e cos 9

(EJ

P G+q
L4 g

3 G + (H) 3 3 / G + (H)V
,

87 (+ /'+ 8\ G /

3 Gj-(H] + 3f,2 + 3

2 (j 4
—j +

f i65 G + (H) 163t65 .1 fri G 1
'

2

,

P 29

t ri
J
— + Lt

l
16 G

+
1
*+ [|

+ *¥
1

+

> G
e>

M) 261 ,

^ 32
0

1.5
2

T “

123 Gr
(
H )

8 G
6

°

(H)^
i_ * __ '47,,-'
1

16 "
4

0

G + (H) 29

G 2
'

0

T «
, 5 G 15

J
2 10

]

\
Cette tormule se continue à la page suivante.
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1 n ' 1 G 6

J ~T~

OO '

io5 G 4- (H) g3 4
i5

1T G
<"° +

Tê
e

“
~ Y

; P >
!

! 4 l G++
lz

ei + 1T‘ g
G + (

Il
) 2

,

1 29— e -j— —- e*
ü ' Q

C
0

147

9 ,.3

16
0 u 8

, 2 "j
^' 3 G 14

J P
6

1 65 22'* G 12
29 /2

,8G 15
) ,

76
‘"“-

7
- + t f>“Tr

~l
cos?

' “ (
'+ c)

cos 3 6
0 (

/ 4- c
) ;

e sin 6 = r
0
sin 0

O
(t 4- c)

(fo)

l

I [!*» + 12* 0 + (Uy + 9^4' - -r 2 e’-\
I L4 ° 3a G 0 +

16
0

8
0

J p
4

: P., I

1 4 1 G -I-
(
Il

j 2 129 147 , „ |

22
,3 G : '

^ [2
e

' + iw-—ïr- e
' + -

8
- r'--r e '> (‘~}

—
1 65

,
22 ''

G

12
29 , «

, 5 G IP

4 7rP-
16

Q Tl
1

*

G * ^

7g
*î -TT- Sin3 0

o
'(f4-c).

sin 20
t
(/+c)

e
0

et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et #
n

a pour

valeur

6
-fofo 3

,> 2
^' G3 ' 3 "'Wi

ü g3

i 2 p.

2

4 p' r

Si de ces deux formules (E 24 ), (F 24 ), on tire la valeur de e
2

,
et qu’on l’in-

troduise dans les relations (A 24 ), (B24 ), on en déduit les valeurs de a et de y~ en

fonction de t
,
cjui sont

I
tp

. 2 , 4 , 6 T 3 7 33 G 4- (H) 621 555 n’
i G 1

„ = ir)1+f:+< + e;_^ + T
_Lj +_ f: + _ e,,j

22

'

5 G 15
2547 22

'e G 18

|

p.
10 37' YY- i

G 2

i f 3 G+ (H)
.

-, 3^
,

3 ( G -f- ( H )

\

2

, ,
.

fol [2 G
e

» + 2^ + 4\ G
-

)
57

117 G 4- (H)

16 G

(foi) \

i5 G 4-
(
H

)

4 G
,, 123 , i5 .. 1 //'- G f-

G 4- (H) 3 / G + (H)\ 2
1 53 G + ( H

)

2 V G )
e

° +
8 (

+ ^3 p
o
_]_ 3 e

\ 4- _
|

——
l , e„ -4 — - c

147 G + (H)
^ 12 ,

*59

4 G 0 ^
8

.. Üfo... p',
]

n*G>

4 • J p.
6

[465 G+ (H)
,

1 65 ,1 «'4 G 12 r 2qG 4-(H) 29 ,1 « ,; G15

)-
|
ir -u— ?

* + T e

- J
— + |.T G

'» + T e
-\ foY~ I

cosM ' +c]i

64.
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7 =

(H*)'

* G + (H) l n" G'-
}

i 3 ^ 5 ^ Ml ’ll^L
â G I

+ r a
0

8
£

« 16
* +

64 ' M

1[3 G + (H) 3 3 / G 4-
(
H ) \

2 !°5 G 4- (

H

) „ 3

j L? s~ e
-
+

i
'• + b\-~G— )

e
’ + 3* G

'*

.« G+]H) „ iü . _ ïlG
‘

8 G * +
3î 1

8 " J y-

T 3 G + ( H ) ,
3 , ,

3 / G 4- (H)\ 2 *4< G + fH].,

+ ï —iH''+ ï
r

’ K—tr-) u

+

"ï6 g

1 47 G + (H) 1 47 5 >47 Mf
8 G 0 +

16 “ 8 " J ue

G»

, p 65 G+ (H), + l6V1^4 r 4j
G + (

in ^9—|Mg:jcoS e„+ IG
-

G
e
° + x6 °]

f*‘ 14 G 4 "J r \

t -\r c).

Désignons maintenant par a 0
et yl les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y', de sorte qu’on ait

GM . . , T 37
,

33 G + (H)
,

6ai .
,

555^1 MMÜ _ 20 __ iMZ PP! L
M- —

|

1 +G + _ r
!>

3 "
<‘o - [y T'

4 g
+

32 ü
16 J f/-

8

4
IÜ 3a p.

u
S

1 g + (H)i „/4 g ,2
i i 3

,

5 841 MM
d = -

2 G
-

)

1 ^ 3
^? I

2
r

° 8
r

“
i 6
Cü+

64
0 M

De ces relations nous pouvons tirer G et (H) en fonction de a
u

et 7 "; nous

pourrons ensuite remplacer G et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E 24 ),
(F a< ),

(G
a .,),

(H
2 ,),

et elles deviendront, en mettant n
0
pour

s/p

« 0 V (1 0

cosô
2^-r»

3 3 .39 ,
" r:' "

2
78 + T 7 “

r;
»
“ 114M- 9-

4
/o

32

13 , \
n '

1T
tv /P

(ë',M

/ , 2
3

2 ,t
5 7 147 , , 2 9 t

, MZ e<\ '1

— ^3 vs
— - 1*; — 3 v„ -I- -j/»'. J-/»

6
,6 “ 8

0

j «

/ iü5
,

t 65 ,\/M 1 29 , 29 l/i8

\ 8
7 8

16
f
'°

) ni \ 2
/o

4 ° J M

4 - J* !

COS 0
O
(Re-

cette formule se cOutinue à la page suiyanie.
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3 ,
io5

, q i5 , „\ nn

r'--âl
t
'<"- + TS'-T el

'
e l7?

9

24
e OPÉRATION.

(L Mi »
/ 0 0

*47 „ 2 „,2 \ n ’ 3

,

1 05
2
/T*

16 ^ 8
C2

°
e2

) ni
+

16 ' 0 n

H- €
(

* — cos 3 Q
0 (

t -j- c
) \

16 n\

20 ,
n

T*»'.,

009

COS 2 0„ (?+ e)

(f;,)

e sin 0 = e
0
sin 0

U (
t + c)

r /3 io5
, ,

” l\ 4
e

° T6
~
7 “

e
" +

:

4- (- e i — —
.f e 2

^^\ 2 “ 8
/ü

f s ' ,1 3 0
o (^ + c )i

-,A __
i5

e*A£
1

9 T ü

) <

9 *47 2 n\ n ,J

,

1 65 n'"

76*“'
8

*’ ‘
) < +

rt = ff. I

(g; 4 )

-
[ (3 7^-0 - 3 7 i

c„ - 1 7^î - Y 72 *
0
e'

? X "

+ (
6 72 <*, - 6 7*

^
72 C - ~

72 <?„ e
12

)

r65
2

n'

Ho e
o ~I +297;^ J

COS0„ (f + c)

|

7 = 72 +

(h;
4 )<

ta
2

3
4 ,9 2 3

i5
, 2
\ n 12

H>5

8

« 29-
72^— + — 7*

«7, 2
2

f
’o^?J

COS 0,

La valeur de ô
0
deviendra de même

00 = *o
£

I ~ i 3 n ’ 2

4 «ri-
o J

Calculons maintenant les valeurs de h -h g H- l et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles
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où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

H(h-\- g -h /) n—

-

-r
= »

. Ht n

Hh

Ht

o //

4 n

q,_s
7

. + | e .+ ! <.'=_î|!Ç]
l L 2 O 2 ID n J

n 12

f i5
2 g f

T LT 7
4
7

T 3 3 , 9 3
i5 ,,

Lr ~; 7 + 5; t

27 2 3 7 5 , 2
663 , n’
T'/'f-

J
cos 0 .

1*7 , 2 «—— cc —
8 n

39

T'’/? 2

73 «

4 d“s8:

d’où, en remplaçant <2, 7, e, Ô par leurs valeurs en t données par les formules

(EJ, (FJ, (GJ, (H'24), puis intégrant, nous tirerons

(h) + (g) + ih' + ïg'+ 2 /' 4- (9 0
— //„ +^0 )

(t -f c)

(K„) [(

33 27 . 45 , ,
1 65

4
^'- Xi '

e'- T* i '
e'--T ’

i '
e
'
e

'

D I „ /?
J

T 7’'**
379^ 2

n

-itrf’
c
-K J

81sinô, p -j- c),

/ h — (fi) //. (
/ + c

(Lj
ta

^»- -7^»+
1

5

T 1

/ 7IÏ

q 147 „\ n'
s

1 65 n ' 1,

HL P i LL e en 1 1 e —
16

0
8

0

/ n \ 16
0 n )

0 „ « ,4

. r , \

“T sin 2 9, p +• c).

(A) et (g-) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); h
(i

et g 0

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de w
0 ,

e
0 , y 0 ,

e', mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -h g -(- l vient de ce que l’on a

h + g H- 1
— 0 — h H- g' -+- 2 h' -H- 2 g

'+ 1 ï

,

Les six formules (EJ, (FJ, GJ, (HJ, (KJ, (LJ constituent les inté-

grales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est sup-
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posée réduite aux deux ternies (1) et (175); dès lors nous 11 avons plus qu’à

appliquer la règle du n° 29
,
et nous serons conduits à effectuer la transforma-

tion suivante :

*

Formules de transformation.

On remplace

e cos
(
1 h -\- l — 2 h! — ig' — il') par

— .W

a 4

3

V 8
7 '

r 9 ,

L 4
/eV.

3
_ y _j_ ÿ 7v i 5

2 ,2Y e --fe'
2

'

8 '
4

/
32

3 7
4 -+-

5 7 a ,jr e~ -O
"' 4

/ 29 , 29 \ n's

"U 1 ~ J‘ J « 5

cos (2 A + / -— 1/1
1 — ig -2n

2
I05

2 ,
, 9 s

i 5
c — ——-

-y
£“ -|— g* — (

>l g 1

3 2- e
2

16 32

' 4 ' , >
. 9 4 147 ! n\ n ''

,

165
2
" '

,

29~ ~
8
~ 7 * +

76
" -"F" * '““U—

'

2
n 1

r— cos :

rr J
e e

'

) ^ F +
I

cos 2(2// 4-l—ih ' — 2g' - il')

H—%. e
3 — cos 3(2// + / — 2 h' — 2g

' — 2 /'
) ;

16 n

e sin (

2

h -f- l — 2 h' — 2g

'

— il') par

e sin (

2

h + / — ih' — 2 g

'

— il')

3 ,

4
e

j6

9 ,4

1(0

>47
, «\ n'

,

'65 29 , n—22 e~ —
4 « 5

sin i[.ih + l — ig'— 2 h'— il')

+ JP
16

sin 3
(
1 h + / — 2 h'— 2 g' — 2 /'

) ;

n par

[(
3 ‘y

2
e — 3 7

5
c — ^ y

2
1 5

2 )2 \
«' 2

— T ee —
2 /

«“

47.
6 y

2
e — 6 7

4
e — -y 2 e3 4 .p ee

’2 \

i65 >ï
s

rt’
5 *!

+ -r-7 2 eF + cos O/' 4- / - 2 /2
' — *oj.
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f par

7
2

H
3 , 3 Q 1 5 , \ nn

-fe -f e + ^T e T T ee
)

—
2 2 l6 4 / «

+
(
3ïV-3 7

. e + |,. e=-f^»)ÿ

/!+§' + / par

3a

j 05

OT

—- 7 ce '

8 ' / 7ü‘

V
2 c

J-
+ ~f r

'-pr
j

cos [ih + l — ik'-ig'—il')-,

5 i , n '3 37q5 * n'
%

\ ... , ,,— 7V— H 7.- 7 c-r sm 2 h-^-l— ih — 2g '— );
2 tr 16 « J

”

A par

À
1

3

,V2 \ "— ee A —
8 / «-

1 47 n\ n>i
,

l65 « M
29 /2

,5 1 - , , , ,,-O ee
)
— 4 7- e— 4- e — sin 2 /; 4- / — 2 // -

8 / « 16 ;r 4 « 5

J
2g' — 2/')

q ;/
4

~— —— siîl 9-
(
9 // + / — 9 // — 2^' — 9

, )

39 77
"

Formules qui s en déduisent

.

On remplace

par

- + (

-
| 7

2^+ |e^ ~ - j^37
2 e^r + 67-e^r

j
cos(2./2 + / — 2/2'

cos
,

\ . \
l par

sm ^

3 .. 3 , . 27

2 ' 2 ' 8

ï 5

T

O - 3r +frv - f fe-) ç + f ç + ?, ÿ] •

j
tZ }<>*

- »*-**• - 3'-)

Cette formule se continue à la page suivante.

* Voir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué l’usage de cette formule et des sui-

vantes.
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T e
16

"8r
2">*

7?16
liZ-y*-*-
8

‘ «

C0S
1 /

sin I

cos

sin
sin(2/f + il— 2 h' — ig' — 2 /')

;

cos
t ,<?- •

< gin |
2 / par

-[( 3 fe - 3 7
* c + ^ 7* «* - — 7

2 «'*
4 2

i5

V-
/ n 2

nr

, , ,
cos

,+ <?
2

•
. 2 /

sin

.
8 1 « ,2

( cos i
,

.+ TV^V‘ Ln
(aA + 3 /-aA'~ 2 g'«• sin

cos

sin
(g + 0 par

[G T'+ 3
i5

-I- — f e + ^ ie% - '-4riee
12

)
'.L.

16

1 65 n

iG 7 e

+
[
7

»-]'!s(n| ,S+ '>

"
,

»9 »'n i^ + T'
e

?J'î
COS

sin

+ cos

— sin
(2 h -g- 2 h’ 2g'- il')-

>A-f- g 4- 2 / — ih'

, icos)
,

7"isin + O par

[(^+ 6 /* + ^ 7V

, , l cos ) .+ 7”lsin P
2^ + 2/

)

i5
* n ’2

I
+c°s

) , ,

2
7 V • j-sin

J

(
24-2g-/_ 2/P- 2g'- 2/').

T, XXVIII.

7 <?£ —
’ tr

,02 ^
,

l65
2 /2+ ÎIV + T'%?]•!

cos

sin
(aA + 2g-)-3/— 2//' —
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en

Nouvelles valeurs de il, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'
24 ),

(F'
24 )

la valeur de e
2 eu fonction

de t
,
on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y données par les for-

mules (G', J, (H'„
4 ) ,

dans les expressions de L, G, H, en a, e, y, on aura

supprimant les indices de a
0 ,

<?
0 , y 0 ,

et n
0 ,

L, - ancienne valeur de L (page 002),

,
/— t

3 , n’-
2

n ri
)

L
.

= F- -:7 i

G
a
— ancienne valeur de G (page 502)

+ \'<i
f*

(
- 1

7

4

.+ |
f -

fë ) N ;

H
u

- ancienne valeur de H (page 5o 3 )

+ GG (-fv
4 + 9

7v- y

D'ailleurs en calculant 0, à l’aide de la première formule (40, on trouve

0, =C
! I / 3 3 A n'

De là on conclut

i
(9, l,

+

2 «, L, +. . o = fa
j (
- 1 y + !

7’ «) 'J + (
- 1

r + ! /•*
) f i'

Cela posé, si Ion se reporte à la règle du n" *29, et qu’on tienne compte des

valeurs (le i, i'
,
i"

,
i'", on voit que d'abord la nouvelle (onction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 5 i i et > i .(.)
dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 24
e opération, et y ajoutant

+ 2«'(L— LJ — 2 «' + 20
2
L

2
+•••)'

Par ces substitutions, l’ensemble des deux ternies (i) et
(

i 7 5 )
de R

’ j
oint a la

quantité -h m r
{L — L

0 ),
doit se réduire à une simple fonction de a, e, y, ce
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qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de «, e, y, ainsi obtenue, réunie à la quantité

— 2,1 ' h "
4~ 2 E "t" ) ?

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (i) et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV, avec l’indication [»• • • m»!.

Ensuite les nouvelles valeurs de E, G, H seront

/ 3y 33 ,
io5

\Tg ~ T 7
4

~
555 „ 6q+ -A yil 4

7'29

8
‘

28549
,

_l
—.—.

—

j- e

"

1024

//'

rC

/ , , , ,
,

,s |

1 1
1 , 847 ,,

,
7349 i

3 io 5 ,

I i o — 40
7' — i ta <r + 1 35 e - H 7

1

H 7- <r — 54o v
2
c H --7- <r e -

|

—
\ 2 2 64 2 / «

/ 2547 6,9. 1 3866 r

V ^4 32 7 256

/ 36049 1 !D
4iN

4*s
GO 2069437

V 288 144
#

I I 52

I

_l
—

I n I . ï
;

5

2 8
e ~~

76
'

1 28

64

1 1 595889 /?' s

483527 «' :l

8991 rr 69669 rt'
5 a 2

|

55296 1728 « B 2048 /?' 4096 « 5
rt'

2

|

37 33 753 , 555 ,, 69 945— -7- Y — ~KT e + -5— e — — ^ —
16 4 64 32

Y + -— 7 é> 7 ‘ r'

4 ' 16 ' 8
'

8458i

1024

IJ2q5
, „\ n u

e
)

/ , , i3g „ r „\ n r
' ( 2547 6iq 1 , 33556 1 ,

47375 /?'“

V°
" 4or -V'' + ’ 35 '

) ^ +
(-sf - fe' -W' +

-ïït‘ ) 7?

36o49 nr‘
11 595889 n ls

8991 n '* a 2

)

288 55296 n * 2048 ri
K

a
12

\

1

— t/<y a u 2 7"
;

e
2 + l

2
e
2 —

T(,
e‘ + \l‘ e'

128

23 753 555 57
^7-'+^ ~^ 7 +
64

1019

32

345

16

8458i
c

1024

1 1 J 9 ->

pi pii \ _

128 ) n'

Cette formule se continue a la page suivante

65 .
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59 2
139 2

10 ~ T 7 —T e [35 e
A n'

b

,

/ 2547

)
+

\ 64

I 3
I 9 2

33556l
2 ,

47375

12 ^ i53G
C

64 ) ri

De ces valeurs de L, G, H, on déduit

36o49 ri' 11595889 ri
s

8991 iri ri

288 ri ' 55296 n 8 2048 ri a'

dci il ( 35g

Tl
=

âh
(

2+
(,“r

~ l5° 7
,

4537t
,

5385 nn . , , .

' At 1, ' + ’ljr + (*>- 407’
' + 1841 1 , „ „ \ ri

e2

-h 1 890 e'
2

)

41875 n l<s

433281 rri

H rrr- -r +
64 «6 288 n ’

da _ t l / 387 627
, __

24i33 ^
dG un

( \ 4 2 ^ 128

58o5
420 — 1 5o3 y

2 — t
2 4- 5670 e

' 2

)
A-

126279 n '°
1880475 n''

64 ri 288 n 1

da

i/H
S> 7

._ 87e> + 4|4
<//i

( \ 4 2 ' 8 )£ 4- ( 4» — 1 1
1 7

2
8°7

2 ,, „\ « 5

e2 4- 54oe -
)

—
2 / /r

619s «'c
9448 i nn

32 , «s ^
144

d L a 2 ne

'927 5(3 ;
39461

2 t

[8905
,2
W j

4>2 n's 496405 n'
e

)

6
' 32 8 ^ 128

e
64

6

y ri 3 « 5
768 i

’

<4?

d G
[ ^

1 , 1

a ne
_ 4 _ 1 4 _ 4 .

2 8 16

927 5 1 3 .

2
6 1 3

1 7 , (39o5 ,,\ /ri

32 8
1

128
i

64 '

J ri'

de

dR
~

i

. ÉZ2
fl

2
rtc’ 32

, F
e " t)

ri

dy I 57 tri
ri t

d L a2 « 7 8
4

/Z
4

rf7 1

i
, — 2 7

2
-e

d G \ri n 7 j

<h 1
i ,

1
2

{ 1 H— £

(
2y h 4 «

2

y

î

- e

'

2

+ 4(2 /ri 4964o5 n'
1

3 ri 768 ri

— Y ri 4-
3 2 . 5 6V e + Â‘

4 ' 447 , C99
,

76 AT y “64"
645

32 )£

6( ri
5 8021 tri

6 ri 192 ri

3 , 5 , / 43_ p' _i -U 1 _
16 16

699 , ,

645 ,A /ri 61 ri*
,

802 [ /ri)

64 32 y 4 6 « 5 1

192 ri
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25e OPÉRATION

destinée a faire disparaître le terme
(

1 88
)
de R.

Prenons dans R le terme non périodique (i), avec le terme périodique
(

1 88
)

*,

dans lequel l’argument est 2 h — l— 2 h' — o.g' — 2 /', et supposons que R
se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

+ m’
a’

z

I 4 2 i
î +

l
e2+

l
e

' 2 +
1 f e

'2 + TU
e

'~

e
' 2 + ^ + 7 v

4 ^
32

9 s

4

J ' HL ^ r 2 r' 2

8

+ 24341 _ 55q 5 2 ,,\ Tt
-

5 12 16 J ri
1

—
( i 5 — 60

7

2 — 162 e
2 + H1L e

,2 \
'L.

i n •*

+ m’

( 10915 28655
2 568771

2
I 9 i867

e,\
\ » 9» 96

'

768
e +

192
6

)

45o4 i tt'
5

4620391 n'e

r 9
288 rd 18432 nG +

L 64

3
2~r e + 3

4
3

2 1 L +
Tq Y

2
e 3 + ÿ ee’- — -

4 4
f ee'

X cos
(
2 h — l — 2 h' -— 2

n 8

D’après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = — 1
,

i’ — o, i" = 2
,

ï" = — 2 .

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

flL _ 1 d\\ f/G _
dt 2 dt ’ LIT

~ °‘

* 11 ne faut prendre pour ces termes (1) et (188), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la valeur
primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des vingt-quatre premières opérations.
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8

La seconde de ces équations montre que G est constant, et si l'on intègre la pre-

mière, il vient

H = — aL + (H),_

(
H) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie G aux

variables a
, <?, y peuvent être régardées comme déterminant a et y en fonction

de e; en les résolvant, on trouve

(A*

, ^ . , . f
37 33 3 G (H) 9 3 ,

555^1^
a = -, 1 + e- + e<+<*- [y ~j' g +

3-/
+

.6 j P
sj* = 7 l

i

>G 13 ^547 + G" 1

T» 32 g 2 ’

! 3 G — {
H

)
i .

(B .,

5 7
*= -• i + 5

3 ’ 5 ' 2 G
(

«''G 12

/
i

2 ,

3 4 5
,7r

!

+
2

t' T
8
C+

i6
f

64

84
1 2
+ G 1

Si l’on remplace « et y 2 par leurs valeurs en e dans l’expression de L
,

il

vient

• l i , 3 5 . j oox + G 12

)L=Gji+-

+

Yg
tf --64~ e "y- p

cl R i i •

.

et si 1 on remarque que -j- = on en déduit

, de « ,2 G 5
k 3 3 G — (H) 3 , 3/3G-(H)V «5 3G — (H) -s

I — = <
- ’ “ e « ' ' '

» 32 Gdt

(CM )

p-
2

I 4 G

i5 3 G — (H)
, 2

1 5 4
i5 ,

.— . 1—

e

4 c c e
.8 G 32 8

'G3 fui 3 G — (
H

)
ii

f 9 3 G — (H) ,,
,

G»
, f 111

+ |_S & « J P-

2
' Li6 G .6

Ie2l^
> J p-

+ *£-7-121 +
j

sin0.LT - 6

D'ailleurs on a

dQ _ dli cll_ _ r , _ +R
__ ,

+R
,

Tit

~ ^ dt dt
LH ~~

d L
2
d H

en tenant compte des valeurs de
ÜTÜ

5 ‘ ” données a s,ute * a
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a

4

e operation, et remplaçant a et y
2 par leurs valeurs en e, on trouve

r/9 u'
2

j
3 «'G 3

1 n'
1 G lf

7/J
= ~

(P
j

f ~
2
e + 2 ~j?

4
~77~

n'- G 3 i(3 3 G —
(
H

) 9 2
3 / 3 G — (H) \ * 27 3G — (H)

,

u. e
( 4 G 4 G J 3a G

15
.

3 G — (
H

) p47 e4 _ 45
e2

3a

r 9
.

3G-(H) *7 1 n' G 3 fin 3G — (
H)

,

333 ,
~\

L» G
6 4

8
' 6

J y
+

L 16 G +
16

6

J

+ f 3 1

9

3 G — (
H

) ,
957 „ 2

1*' 3 GS

L 8 G 8 J ft-

COS&-

Ces deux équations différentielles (C 25 ),
(D 25 )

correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui

n’est autre que -L) a été remplacée par la variable e, dont 0 est fonction.

Elles rentrent d’ailleurs, par leur forme, dans les équations (3q), et si on les

intègre à l’aide des formules (4o), on trouve

„ f3 3G — (H) 3 . 3 f 3 G —
(
H

)
\

2

.
39 3G-(H)

,
C0S ° -

- LC G 2
e

”
_

8 \ G—~) ^T6
‘

““G r
*

3 G (H
) , 2

.89 i5 'j n''G<

8 G ^ 32 " 4
“ '

J C

3 3 G — ( H ) , , 2
3/3G-(H)Y

,

75 3G-(H)
L,

I
-3 (

f
,, ,1 | 1 « * r , ^ <\f

[ 2
'

g' ,+3
'“

4 \ G j ' 8 G

39 3G-(H) JS ,
297 „„ 39 ^

8 G 16
0

4
•

// ( i

'

+
8 G

f 9 3 G — (H
)

rd

G
e

0 +

+
10 3a G

]

« ,4 G 12

F 77
.

3G — (H) 77,1
i -P

8

L 4 G +
2

f

“J

f |c]
« ,4 G 12

)

P
8

1

COS
(
t -|— C

j

,2 <
69

* ^ 16

4
i 5

c - g- *7

f 3 , 93 3G — (H) io5 , 39 ~1 //
3 G

[_2
0 b

16
' G ü

' 8
0

8
0

J

81 .. G 12

, 77 ,
«' 5 G 15

,
. .

"8” r
“ "T? y e

°
"~J7<- 1

cos 1 ^ (
1 t c)

+
7G

f'“ eos 3 Ô
0 (

f -t- r
)

,



020 THEORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE»

esinô = e
0
sin0

„
(l -t-r)

\

3ti — (H)

G
69

16

4

0
_ ilp r'i \

G>:

8
0

J p'

3 G -
(
H

)

G
e\ + nn Ga

V-

+ iL p
3

1

.6
0

sm 3 0
O
[t + c).

ri* G' 77

4

«'"G 15

P
10

sin 2 0
O p + c)

e
0
et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et Ô

0 a pour valeur

s
0

1 «
, 2 G 6

)

1

’

Si de ces deux formules (E 25 ), (F 25 ), on tire la valeur de e
2

,
et qu’on l’intro-

duise dans les relations (A 2S ), (B 25 ), on en déduit les valeurs de a et de y en

fonction de t
,
qui sont

(G
2I

+ e\ 4- e\ + q
37 33 3 G - (H) 93 ,

555 ,,1 //'G 12

_ f37 _ 33

L 8 4 G 32 16

n 1
'

0 G 15
2547 /?'c G 1S

£

3 G — !
H

) ^ ,
3„ a 3/3G-(H)Y„

,

G9 3G-(H)„
a

U " 2
0

4 \ G . ) 16 ’ G

i5 3 G — (H
)

4
' G 16

i5
3

*' 2G6

4
* #<?

J p'

32 y )

3 G - (H) 3/3G — (H)V
,

io5 3G — (H)
3- «.H- -j

39 3G - (H) „ ,

1 35 ^—— t p p~ _L_ p 5

4 G • ^ 8
0

+ K
81 3G — (H) 81 77 3 G — (

H
)

39
.3 c

nl »'3 G°

4
0

J p
u

1

77 G»+
2

e
"j y cos 0

e p + c),
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[HJ

I
; I 3G — (H) l r ;GG

n
i I

,
3

,
5 84 i , «'"G

12

! r= ï (3 j
' + 5

~J7“ j

+
2

e
» +

8
e: +

7ë
e

“ ~ w c '° ~y~

(
f 3 3 G — ( H ) ,

3
;

3 / 3 G — (H )\
2

,

5 7 3 G — (II)

[i- G
£J

° +
4
e

° G 3a G

i 5 3 G — (H) 87 , 1 5
, 2— . - p p - _u . p* — — p A p 1

8 G " ^ 32
u

8
0

?r- G 6

f 3 3 G — ( Il
)

3
3

3 / 3 G — ( H )
V

,

93 3G — (
H

) ,

[r G
e
° 2

e
° ~

4 \ G )
+

76 G

39 3 G —
(
H )

8 ' G

ia 3

16
— e* r'

2 l—
8

11 '

j

+ 8

1

3 G — (H) 81
,
~\ ri'' G 12

, f 77 3 G — ( H ) ,
77 , 1

«' 5 G15

) ,

T (T“ + T 5
- J
~ [t <T~ e>+

T'- J
“

(
• + ’

Désignons maintenant par a 0
et y

2

0
les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

G = —
|

« 4- el + el + e 6
3 7 33 3 G — (H) 93

2
555

, 2
1 n'*G

[¥- G
j

n (jr

J J
/T G 15

2547 //
B G ,S

)

10 Q rr. 12 (
*

u u Y2 (J
)

ï 3G — (H
)

1 ;?
,4 G 12

) 1
,

3 , 5 r 8/

1
= 0^11 + 5—— 1 + 7 + --841 , «"'G 12

6
Z

8
0

1 6 " 64
0 ^

De ces relations nous pouvons tirer G et (H) en fonction de a
n

et y y, nous

pourrons ensuite remplacer G et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E 25), (F 25 ),
(G 25 ), (H

îs ),
et elles deviendront, en mettant n

0
pour

v>-

«o \G 0

ù 1
3 3 3 , i5

, i5 q, i5= -
(

-
7 . + 4

«: - ;?: + T r.e-, - jji - <: - T ,;

!E'„

/ „ 2,3 , 33 39 q , 39 r,\

(
3 7 „ +-e 0

- 3 7o + T 7je--- 7
^- -e-J-

81 m 2 ,

81
„ 2 \ n" / 77 .,2 ,

77

7 7î+ T* î ;^-VT* +T tf

Gïïî

-i-

[
eo+

|
7 ÜC, j] cos 0

o
(f + c)

Celle formule se continue à la page suivante.
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! E'„.

+
h;®’ S:

cos39.(' + ')•

I e sin 0 = c
0
sin 0„ p 4- c)

(F',

-+-
3 ., 57 , , 9 .

4
e

» + T6 7i<?;+
^ e "

i5

3*2

_ / 1 e
ï 1 H3 7

-> 4 4- il e * _ 4 e'A L 4
\a

e
" +

8
L 0 + 16

0
8

u

j //;

81 , 77

8
'

" /fi
'

4

.«^1 si
”
'd I

sin "2 0
U + c)

+ -7 C -T sin 3 0
o (« + c),

ID fl A

(g; 5

|

! -
[ (^

3 7; <\ 3 7 o
e

* 8
75 ri

2 7;
''0 6'

„ , 3 , , 39 , ,,\ nn

6 7 u
(
’u 7 »

r
o

^
7 0

r
o
~ 7 0

6
'

y
77

81 . ., «'H ,

T V.-4 + 777i''.^J™s», C ;

7 = 75
r/ 3 , 3

4 9 7 4
i5

, ,,A //'
2

''• + Te 75 -- —75 <\ e
~

4 y K

-
(
3 75 G - 3 7Ï . + 1 75<~J 75 0,

*'2

) ^ + J 75 ^ + ? 7Ï G ^ J
cos «,(< + C

nn 81 n H 77 2
n'

La valeur de ô
0
deviendra de même

,-4 + 2
1 n '-~

1

~
4 Kl

Calculons maintenant les valeurs de h H- g H- / et de h en Jonction de t.

Ces valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

rf (/, _(_£+/) rfR il R yR ,lh_ r/R

~~,tt
~~

cl L dG rfH’ cfc '/H
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OPERATION

ou nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle
que cette fonction se réduise. Nous

523

nous supposons
aurons ainsi

d{h + Q _ n

dt

dh

Tïr

= * - -T, - 5 7 * + 2^ + 1 *«. _ "'H
« L a ' 8 16 /TJ

+ — fe - 9 v e-^L 7V - 7l ' 887
2

*'2

1« L4 ' 4
y

32 7
8

/ ec + Tg~ 7 cosS
>

7~ — f-e — - fe + -2-e3 — — re' 2 -4- § ppn-
n '

111 n '2
3io n'

J
’ 1

4 " " L4 2
7

32 s +b“ 77
+ + cosfl

;

fF

°U
;

e

"J
e"’P

'!,f
nt a

’ y ’ e
’ B

.

Par leurs valeurs «« * données par les formules
1 "25)5 (^25)’ (^3 b)> (H

35 ), puis intégrant, nous tirerons

; h+g + l= 3 (A) + (gr) _ 2 /,'_ ag-'- 2/' + (-&
o + 3 //,

) 4-^)(^ + r)

(KJ - F
L V 4

/2 = W + A. (* + c)

/o ^ 3a 7»
8

Vu e
o
c

) w;:

5i
2

«'3

,

1 863

2 8~ 7 sin9,(

[ (4
r

" 2
7 “

e
» +â e"~T ff

»

(V
- — 3 7 - -L JL «3 39 „ ,

n \ n‘z

.
8

1

O »
D '» ^ Tâ e

0 S
~ e

o
f

16 ü
8

«'
, 77 /?' 1

"»S
+ T exJ smM ' +

9 , « .

3î
fi ^sm a 9,(< + c].

(A) et (g-) sont les deux constantes introduites par l'intégration
( n°2l) ; h et <*

sont des quantités qui, comme 9„, dépendent de e„, y<> </ mais” dont
lions ne tonnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La
orme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de+ S H- L vient de ce que I on a

h + g + / = - 9 + 3 h + s ~ 2 h

Les si, formules (ET,.), (F,.), «?„), (H„), (K,.), (LJ constituent les
intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas on la fonction R y est

66.
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supposée réduite aux deux ternies (i) et
(

i 88); dès lors nous n avons plus qu a

appliquer la règle du n°29, et nous serons conduits à effectuer la transforma-

tion suivante :

Formules de transformation.

On remplace

e cos (a h - 1-1 h! - %g'

—

a l
'

)
par

3 ,
3 , 3 ,

,

1

5

, 2
1

5

, ,,
,

9 ,, jï

a
7 +

4
e ~

o 7 + T T e J l
e

4

(5 , ,,\— ce- |
—

3a 8 / /r

,• + L- - 3/ + ?.3'/

«i.A éZZ,* + ZZe

he>e»Y-;
iG 8 J n3

4
7

' + T e
! n' 4 y

-E + |
7

2 r

J
cos

(
2 h — l — a h' — % g

1 — 2/')

+[«'
'*7

.,3 ,
9 ,4

• 7
' +

1

1 j ..
»

3a 8

«* - 1 «-) ÿ + ~ ç+ i

i <*ÿ J
«* '» cr a/')

H- ~7 e
3 f COS 3(2 h — l — ih’ — ig' — il’)',

16 « 1

e sin ( 2 /< — / — 2 h' — 2g
1 — il

1

)
par

e sin (ih — l — 2 // — 2g' — 2/'

)

+•
Ki' *>•

9 i

17

3a * 8

— e
3 — sin 3 ( 2 /i — l — 2 h' — 2

iG />'

.2 'A "' 2

e e

Jâ
39

3
„,A— a

8 y /i
3

cr
1

b
- 20 ;

« par

r / „ , 3 , ,
1 5 , ,2\«

2

l

L
3 T e — 3 7

1 c —
g
7 c — — 7' ce

-

J
-ï

- ^67-e- 67 e - ^7-c --7-cc

4 — 7
2
e üj- 4-77

7

2 e f J

cos (2 h — l — 2/1' — 2g
1 — il

)
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T

7
i5

-
(
3 '/

2
fc
' - 3 V

4 e +
l

'/
2 *’ - J f e( 'U

)

— f r 'F + — ’f e — I c.os
(
a A — / — l/l

1 — 2g' — -il’)]

4 rr 2 /2° J

A + g "t
- ^ par

^ + g + ^
f / 33 , 27 „ 45 2 3

r65 , , 2 \

IAt 7 "
' “ 7 7 '? “3î^ “T 7 ce

)

5i ,
/z

'3 i863 «"‘1
- , , , i.

h par

,
f / 3 3 2 ,

9 3
i5

, 2
\ n n

h -{— I

(
— 6 — — *y 6 -f-

—— C -j- ce
J 2

L V 4 2 32 8 / n

3 q 3q n 13
8i zz'

4
77 1 . , , . ,, , /M- e - 37*c+-^c i - f«-) -r + + y ''-J

sin
(
2 A — / - 2g -

2 /');

+ e
2 sin 2 (

2 A — / — 2 A' — 2g' — 2 /'
)

.

32 «“

Formules qui s'en déduisent.

Un remplace

é1 par

5y + ?
7V + |e*>)ÿ- [3yV^-6 7V^] cos(2 h 2,?

'- 2/');

cos „
e •

• . / par

r/3 , 3
,

. 27 2
»5 , ,A

LC 7 -v + T 7 ' “~7 /6
)

(
3ï = _ - f J + tfg + Z, £] . )“

j

(,* - .* - „ -

Cette formule se continue à la page suivante.

* Voir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué l’usage de cette formule et des sui-

vantes.
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T e
16

£]-j
c<

«J (si

COS
|

sin

Sj_
r 2

i 6
re ' W ^ 7V— 1 S

+ cos

n I
— sin

(2 h — 2 / — 2 h' — ig' — 2 /'
) ;

+ c
2

l cos )

1
sin

i

P” 1

[(î 7
- - 3 -/V + fyV _ ÿ - 6 7vÿ + £/» « J !

si

cos

sin
(2 // + / — 2 A' — î» 1 - 2/'

v. cos u/
sin

81
2 3

«'2

|
4- cos

+ g- 7 * J?

(

( (2 A — 3 / — 2 // — 2 g' — 2/')
;

Sin
|

» COS ». ..

7 - sin 1 (ff + O par

32

,'3 21
3 9 39 , 2 \ /r_ UK + _,.e+ _./c.-

/3

81 77 /?'’ 1 l cos
-P-tt'/c— + — '/f .

8 ' 4 * « 3

1
j

cos

J
’

(
Sin

' 2 h -j- g — 2 // — 2 s ' — 2 /'

D'-^SMEK')
“ ’nV f] • jisin

1

(î/* -«- *' - 2/'' - *«' -

cos

.

T- \ gin h(g + /) par

—
[
(^fe+ Gÿe-j- f e

3 - "

~
3 724 + T 72 ^]-| sin |l» A + 2* + z - 2

+ v2
'isi°n j

(2S'+ 2/
)

i 5 , n ' 2
1 4- cos ) , ,— 7 „• 2Ü — 2^— 3 / — 2//‘— 2£''— 2/').

2 /r
f
— sin

^

0 ° '

ng' — 2 /'

+
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OPÉRATION. 5*7

Nouvelles 'valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'
2B ), (F'

25 )
la valeur de e

2
en fonction

de tj on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y- données par les for-

mules (G'J, (H'„), dans les expressions de L, G, H en a
,

e, y, on aura, en
supprimant les indices de a

0 ,
e
0 , y Q

et n
lt ,

L, = ancienne valeur de L (page 5i5),

= ancienne valeur de G (page 5i5)

!t, = ancienne valeur de II (page 5 1 5

)

+ /«7(-|ï‘-|yV-

1) ailleurs, en calculant 9, à l’aide de la première formule (4i), on trouve

3 .. 3 „ \ nn
, ,V -( 3 v

2 + 3^)_

De là on conclut

[9.L, 2 0J,, +...) = v/Ü
" '

, / 9 .
, 9 2 \ n

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29, et qu’on tienne compte des
valeurs de i, i

,
V

,
i'\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 524 et 525
)
dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 2 5
e
opération, et y ajoutant

- an'(L - LJ-l-2/?'. f (0
1
Li+ 2 Q

2
L

ï +.

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (i) et
(

1 88
)
de R, joint à la

quantité — zn' (L — L
0 ), doit se réduire à une simple fonction de a

,
e, y, ce
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qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a, e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

4- % ri

.

-
(
6

,

L + 2 0
2
L

2 + . . )

,

i

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (i) et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

L = vIn f

37 _ 33 io5 555

32
„>*

.

1 29 __ 4
495

/•+ 90 7
2 é1 ^ T

28549

1024
ri — 1575

c e
1 + 3885

64

4o f — Il 5 e2 4- 1 3 5 e
"2 + 60 7’ + 428 f e

2 - 54o f e
’- 4-

7349

64
'

3io5

6191 2
1 386(5 1 , 47 37

5

„ \
"

rri
_

32
y 256

L

64 / n ''

f 36049 9448i
_ 2 _ 2069437

e
2 + 676807

^, s\ fl

\ 288 1 44
^ 1152 '92 J n ‘

\ 1 595889 ri
8

483527 ri'

~
55296 ri 1728 ri

8991 ri' ri_ 69669 rri
'

ri_
|

2048 ri (P 4°d6 ri ri~
|

„ /— S * 2
1

G = yjav. • 1
- - f' -

g

_L g6

16
_-V

i ql3

753

64
'

2
• 555 n ,

l29 .
,
929+ T ; 16

y

49 5 , ,2

8^ Y e

1 024 128

10 — 4° Y
2

32

33556i
e2+

47375
f,A

rri

1 536 64

36049 n'
1 11595889 ri

e

,
89ÇU fl . fl

-ygt ri 55296 ri
^

2048 ri a12

H = A f*

j

1 - a V
2 - ^ + V

2 ^ -
g ^

T

/ 37 23 , 753 2 555 „+
( Té

~ T 7 “
64

e +
32

e

16

219,
32

1019 2 2
345 2 ,2

re 2 -
qg Y *

85 1 57 ,

11295^^5 11— e e
, ,

128 } ri

Cette formule se continue à la page s ti î v a ri te

1024
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w y' - +>+ ,35+ 2? + (^2 _ 'lu.
i I /

«’
\ 64 12

33556 i 47375 , 2
\ tG

1 536
L

64 / n e

36o 49 ri
'
1 11595889 u'

s 8991 n"' a 2
)

288 n' 55296 n s 2048 it an
(

De ces valeurs de L, G, Ii, on déduit

1 \ ( 35g 291 ,
45371

,
5385 „\ ri* (~

™j a + +
~îtT

e )^ + (
Izt°- 4327

da

dL
i 84n ,

, o ,-\
«'5

—g— e-+ 1890e 2

)

-
r

41875 »'6 48328 i n
1
'

64 ne ^
288

da_

dG
I

an

38 y 1245 24277 58o5 \ ri* ( ^ c 2 5925 2 , en n \ n‘>

~4 T 1 +~‘ ’)zr + (
4*»-'**f‘-—S'+ 567oe‘

126279 n ’r' 1880475 nn
I

. 64 n6 288 n‘
(

du

^7h
1 \

/ 33 129

an
| \ 4

r-
68 ’;

en \ +(40 — 120 7
2 — 4o8 e 2 + 54o e

n
) ^

6191 n'e
9448 i ri 1

j

32 ?i
r’

144 «' I

dè 1

d L a2 ne
, __ , É 927 53 i

i2 39749 ,
,

1 3go 5
, 2 \ nn

r

412 «’ 5

,
4g64o 5 «' fi

)+
\ 1Î7 1 77+ + +47

“ e
)

“ + ~ + + ~-
7T~ 77 l

’

128 64 3 « s 1

768 n6
(

de 1

dG a2 ne
(--e-— e» _ eb +2816J_ ^ , É5ÎZ _ 53 i

\ 32

de

dÜ
=

I

D'
2 ne

597

32

d'i 1 33

d L <7
2 «7 4

1

rf7 I L
nfG 4 (7

2 « •

7 1

*

61 533
,

i 3qo5 „\ «'4

"HT' +_ëT +

2 y* -J— — e~ — 7 é1

8
" + +

64

412 «'5

|

496405 n '(~
+ 4

’ 768 +

,

3 3 5 / 43 3 iq 627 , 645 \ n+ ô e - -, 1 e +T« + ^ + -+ 7 -- irr-e' + -G-G 2 -
02 / «

61 72
'5 8021 n"

-j
1

—
6 72

5
192 n e

d7

?7h 4« 2
/2 7 (

,+
î
É,2+r4+ ^

£,fi

T XXVIII.

43 _ 207
, _ 627 2 (

645 , 2\ +
16 4

7 '

64 ^ 32
P

\ n ' 2 ^ 61 n' h 8021 n '6

J n A 1

6 « 5
192 «6

67
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ddo

26e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (76) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (76)

%

dans lequel l’argument est 2 h -\- 2 g 2 1— 2 h ' — ig r — 2 1\ et supposons

que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l'on ait

R = J-
2 a

,
a 2 \i 3 2 3 2 3 , 3 ,m — 7 7 + 3 e

2 + 5 «•'-+- 7-
a 3

\ 4 2 8 8 2 + 7pv'+3p‘ +X
0 4 12 2 2 12

y Ÿ e ~
*f e e

a o

^7 33 , 373 j
353

)2
129

4 1

3o9 s s 49 J 2 /2
-8- “ 37 V

- e + V7V 6 + 1“ 7 +— ^ c F 7

24341
,

55g5 , , 2
\ «7

5 i 2 16

r /« 2 2 ,

4o5
,2 \ « é 109 l5 28655 568771 >2

191867
1 5 — 60 7

2 — 1 62 e
2
H e -7 — 7 7o~ e H 777— c

,1
2 / w

!

\ 192 96 768 192 In

45o4 i
«'5 4620391 n

288 « 5 i8432 nT +
r 9_ _ 45 , 45 , 45 ,2 _ mi fl]
64 16

^ ^64 64 1024 n 2

J
1- (

an \

7 ! i
- t - t + r'* +

f

'
1 + t + S e

‘ + 21 -

i5 , , i5
,2 69 2 75 2 2 , 2

65 345
- T 7 ^ T 7 e -

35
7V - y 7 e e

384 128
e

4
e'

225 \ £HZ 7
2

c-'
2 — 22 4 e

'

+
( 7

- 672 - 6 *
2 - ir e

'

2 + f 7
" + 4572 + x 7V,2 + + tX'

2 c
'2

) f

T
, 2

«'3

t
1 1

4

1 4'M3 rî 72103 ,123793 , 2
W4

49 1 w '5

,

268421 k'6

.

4
£
' F +

\ 128 64
7

5 i 2 384 y *4
24 « 5 23o4 «6

[

„« 7o8 i

e ^2 _i_ _ pî _i e
'2 —

16 ' 16 16 1024
z!l fl
« 2

J rz'
2

X COS
(
2 h -h 2 g- -h -il — ‘2 h — 2 g' — 2 /'

)

* Il ne iaut prendre pour ces termes (1) et (76), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des vingt-cinq premières opérations.
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D après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 2, /' = a, i" = a, ?" - — a.

Si 1 on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

dL _ dG _ dE
de de de ’

et par suite, en intégrant,

G = L + (G), H = L + (H).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant e et y en fonction de a
;
en les résolvant, on

trouve

(Ç_)_
j j + 1 jG_L

4 [927 _ 53i (G,) - (HJ 6a4i5 (G) i3go5
, 2

~1

«J
\Ja p

2 yA p L 3a 16 b'7 P
1 28 yA p. 64 J /r

412 49640.5 «'6

j

3 rd 7(18 nK
\

lf=L L (gj_
,

(G) 2

(G)J

]

2
\Jci p. 1 y/'7 P

77
f* rt p y/« p

f 43 87 (G) -(H) 75 (G) 645 /*'4 6i«l C
I' 6 8 y/55 8 yAJJ 32 ' J /?

4 ' 6 rd
+

19a rd
y

Si l’on remplacée 2
et y par leurs valeurs en a dans l’expression de L, il

vient

f 3z _ 33 (G) -(H)
L 1 6 8 y/a p.

io5 (G)

2
y/« p

«' /P
3—

-f- 10— -f-
/2

4

/?

2547 «1 j

.

64 rd
j

’

et si l’on remarque que JL
dt

on en déduit

da

dt
„ fil

3

! 3 __ 3 (g)^J
11

)

,
l5

(G) I5.
t
,

1

3 / (
G

) —
J
H

)y ia
(G) -JH) (GJ

72
I y/a p. y/rt p

2 4 \ \J

a

p 7 y/<? p y/r/ p.

|

i5 (G)-JH)
|

99 (G) 8

73 (G^.
|

39, <4
|

9 / (G) — (H) \ 3 (G)

2
y
/au. 4 a p 2

y/« p
*6 4 y y/

a

p J y
/*7 p

67.

Cette formule se continue à la page suivante
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ï(
!

i5 /(G) -JH)
\Ja P

„ 5i(G)-(H)(G Y
,

o. (G) — (H) (G) n 68 (G
)

3

/
p r ,— /— 1 o /

—

v r/ P (, ^y a
V-4 ^ «P

_ M
8 « p

+ r 3 — il

”7 (
G) — (H)

, >>2 ,

^
V
la p

e
' 2 + 99 "7= e "4“

8V«P
-]ï

(G) - (H)
, p (G) io5

c„
.

27 / (G)

v/«p

+ 48 ±=L
v a P A P

(G) - (H) 1&1 ,

5oi (G)-(H)
,

a 7 5 1
(G) 2

^7TV. v/^p
2 vV 16 ^

(G)

2
y/rt P ~1

72

f 1745 _ 3i 3£ (G) — (H) 49907 (G) _ 8o5o3 M _ 2^89

L 32 3a ^ 64 ^ 96 ‘

J « 4 6 rd

545069 n"! P5 (G
)
— (H

)

"^88M° L4
IO

y/^

5 (G)

2 y/rTp

5

4

,/2 _ 7£8£ i

256 n- J n'
2

f

sinô.

D’ailleurs on a

r/e

dt

dh

dt

dg+ J
rf7
+ 2 2 n

r/R r/R r/R
2
r/L

2
r/G

2
r/H

2 "’

en tenant compte des valeurs de pp r7T’°“’
donn^es a la su ‘te delà

a 5
e opération, et remplaçant e

2
et 7

2 par leurs valeurs en on trouve

—. = 2 n — 2 «'
dt n

9 (G) —_(H)

2 vM 2 \/a

p

2
\ /

(G) -(H) jG]_ _ 27 (
G ) —_( H ) 3 (G

)

2
27 (G)^,,

\/r7p y/rTp 4 y/fl p.
2 a

P- 4 ^a p

I

-
25g __ 99 (G)-(ll)

,

83 7 (<D

1.8 2 prrp 2 y/rrp

3885 ,,1 n' 1

n1

n
70 3- ~ 35233

96
^ , 9 «2

1

rP
+

4 «'M

6 _ 9 (G) MH) + 45 jGp _ j5 + 3 / (
G

)M H
)
\

2

_ ia
(G)-_(H) (G^

2 y/flp 2
y/aP 4 \ V^p / \/rt P /«P

45 (G)- (It) 99 (M __ M (
G

) -y
|

3
9 c

»

4 \Ja [j. 4 «P 4 y/rrp.
3

Cette formule se continue à la page suivante,
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[
1 '26 e

rl — 35 1 - - '

e
'2 + 297—1. e

12
I
—

' dp J "
\Ja \j.

r . (G)- (H)
I 3 ~ 54 -=è

l- y a y.

r, v -, v— / .

(G) 525 „'| «
a4 ;=r—

-

+ 2 1 b e -

PP

C5 r,tP_ 83g /?'

2 /?
3

8 /P

2 1 Q I n •’

. i

7 1~ 3 —
;j

> COS S .

12 «° rt
3

)

Ces deux équations différentielles (C 20 ), (I) 26 )
correspondent aux équa-

tions (aS) du chapitre 1ÏI
;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 ^qui

n’est autre que
j

a été remplacée par la variable a dont 0 est fonction. Si on

les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les coeffi-

cients de sin S et cosO, puis tenant compte de la première puissance de ces coef-

licients, et ainsi de suite, on trouve

!

a = a
„

1

+ „\\P _ ! (G)— JH) + i5 _(Gp _ i5 + 3 /(G)-(H)V _ (G) — (H) (G)

"IL 2 2 P„P 2 PoP 4 8
\ PoP / PoP d'»P

+ ii (G)-JH) .« 99 (Gf _ 75 iffiL c
« ,

39
,

9 /(G)-(H )
\

2 (G)

4 P0 p
8 "oP 4 pp 32 8

\ P„p / p0 p

* _ il / (G)-|H)y.B _ 51 (G) -MH) (Gp (G) -JI 1 ) (GJ
l6

\ Pop /
8 PoP a

"
“ Po p v/^o P

+ 34 (G
)

3

_ 495 (Gf M p
8

<7
0 pp„ p.

1

8

ff«P J

(EJ< ,p 3 (G)- (H) .5 (G) 87 , 3 / (
G

)
—

(
H

)
\

2 (G)-(H) (G)
1

L - 2 æ 2 pp 4 8
\ pp ; ~7pt~pp

+ Mi l
G

)
-

(
H

)

e
n + 99 (GM _ ^73 (G)

e
, 2 __ 4jq ^ 1 /P

3

4 é^op 8 «0 P 4 p/?(, u. 32 J

, f 9 99 (G)- (H)
,

285 (G) 99 .,, ,

69 /(G)-(H )\
2

+ lï-T-^r +-y^-^ + r(-^r~)

_ ( G )
— ( H ) (G) 1 539 (G) —

(
Il

)

^
)2 ^ 2967 (G

)

2

_ 8x5 (G)
“J

//*

2 PP PP 8 PP 32 ".p 8 PP
10

J C

;

ffi 69 (G)- (H) i59 (G) i39 , 2 ~| M
L 4 Pop 4 p0 p

2 J n
»

Celle formule se continue a la page suivante.
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r 22933 42799 (G) — (H) 422159 (
G) 656521

,.
; ~j

n "1

5 io365 »

L~5 îâ 57^'
v/7^Z

512 Ap 8072 ^ -A 1536 n

r 5 _ (G)— (H) _ 5 (G) 5 „1 J_

2

_ <J_ _

5 J_

3

_ _ 6441 /J _

fl

+
L 8

0

vAÊ 4 8 ' J "S* 0" 8 "o 5 ia«î’fl

; [9. 9 (G) -(H) 45 (G) 45 27 / (G) - (H) \
-

1

1 L 16 8 Ap 8 A p
16 32

\ Ap /

__
8 i_ ( G )

— ( H )
(G) 45 (G) — (H) ^ 747 (G)~ _ 222 1 G)

8 A P Ap 8 Ap 32 l7
° fi 8 Ap J

, f
63 _ 63 (G) — (H) 3 i 5 JG± _ 747^1 n*

j_
32 l6 J^op

1*3
\ffl

0 fi
32 J /?„

f JJ _ 32j) (G)- (Ii) 11295 (G) _ jj£ e
,2
l

^
L 32 ' 128 ^ 128 16 J «;

71 1 nn 23241 n'
s

i 5 cj

32 n\
'

256 /?® 64 r>l a '1

\ r
189 567 (G) — (H)

(

2835 (G) _
2835 1

i L 5 ' 2 5,2 Ap 5 l 2 A p
1024 J

999 *£_ + 494 i J
5 12 ni 5i2 n*

621 0 , ,
>

COs 4 9
0

f + c);
2048 /i

n

= 9„ (
t + c

)

9 (G) -(H)
|

45 (G)_

L 4 2 A p
2 A p

io5

,

r,
(G)-(_H) JGJ + 45 (G) -JH)

f
, ..

j> / (G) — (H)y
16

V Æ /

495 (G
)

2 225 ( G )

r 1

5

27

L~~T

Ap Ap 4 Ap
27 (G)- (H) 1 35 (G)

1

6

«
0 p 4 J

(

7
0

\j.

24

A p

(G)-(H) (G)

435
>2

|

3 / (G)-(H)

4 Ap 4 2 V Ap
2241 (G)— (H)

e
,2 , 99 (G)~

$ 1 /n n ^ ^0 P'

[_ï 7

4

Ap Ap 8 Ap
297 (G) -(H)

,

855 (G) 1287

2457 (G)

8 A"p

Ap 4 yÇ

48
io35 (G) — (H) 2385 (G)

8

4

— 556 1

Ap 8 Ap
78157 nK 1869385 n

r

1024 ni (536 ni
+ 55 n'

1 a 2

„

16 ni a'
1

35 n'
3

c

8 ni c

''

8184829 n'*

l 46o8 ni

T2
1

C.os9
0 J + c)

COS 2 9J + c)

|

cos 3 9
#
(f 4- c)

64 J n-

~
|

sin 9
0
(t+c)

Cette formule se continue à la paçc suivante
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1 f
477 _ 27 (G)~ (H) i35 _[G[_ _ a385

l ' 28 4
v/^7 4

v/^. 128
e

J *;

[45 1 3i3 (G) — (H)
!

661 5 (G) 6°3
'

j

«' 5

,
171 « ,c

. 7497 ” n
I

L 4 64 64
x/^o ^ 4 _1 "0 4 "S 64 ni i

sin 2 0
O (

t + c
)

l 3555 n'6 8i45 nr‘

\
1024 n e

0
5 f 2 «J

sin 3

Q

0
(t 4- c).

«0 et c sont les deux constantes introduites par l’intégration; n
0
est mis pour

et 9
0
a pour valeur

n 0, V«o

9 (G) -JH)
2

/««f*

9 (g)_
2

/««f4

+ 3 <?'
2

J
— 4

45i I

«J 32 «J |

Si l’on prend la valeur de a donnée par la formule (E 26 ), et qu’on la substi-

tue dans les formules (A 2G), (B 2C ), on en déduit les valeurs de e
2

et de y
2 en

fonction de f, qui sont

I
e

2 = - 2
(G)

j I _|_ I 121 + rH _ (G)- (H)
,

63027 (G) 6885
, 2

"|

/v' 2 VÜ L 64 32 128 32 ^ J n\

i 3265 n' b

|

498673 /(° )

96 «J
^ 768 «g (

+ 2 121
j
F- - - (

G) ~~ (H) + 9 121 _il e
* + 2 / (G) — (H

)
\ 2

v/«oF ' L4 4 vH 2 vH 8 lü
\ lH /

2 (G) -JH) J_G)_ + G> (G)- (H) ^+ ^59 (G)_2 _ 45 _[G]_
e

, t l
4 sfa^x \Jaop.

8 \/H ’ 6 rt
o.
a

4 ^172
^ J "Ü

(GJ(

+

f
8 _ 8 (G) — (H) 9 (G) _ 87 n "t «a

F 4 4 vH 2
vlp. 8 J "il

2
A,p-

f 9 _ 99 (G)— (H) + 32£ (G)
__ 99

t
,2
l 2

L 4 '6 Ja.u. *6 i/« u. 4 J K

+ 3l
266527

1024 «s

11.1
16 ni a'

cosô
0 (? + f)

__ 2 121 j Fl _ 45 (G)- (H) 63 JG]_ _ 225
)2 -| 2:

\fc^ü. \ L 6 4 32
y/a. u. 8 }/a u. 64 J K

(G) 783 n 16

+ i3
• (

' + c)
'

1 17 n^ 225 n

64 n
\ 32 n

-
j

C0S 2 Ô„ (ï -+•£)•
0

*
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2
v
7
"» y

A-f*

(G)
_l_

(G
)

2 (G )

3

\f^y a<>y "o,u- Al
'

199 375 (G)- (
H ) 20 1 (G)

.64 3a pn lJ 3a Al

3 3 (G)- (H)
, 9 (G) i 5

4 4 A y 4 Al 8

io57 «' 5 ai 47 /p

«F
+ ~4^ «!

.3 / (
G

)
—

(
H

) \
2

16
\ A,L

3
(
G) - (H) (G) i 5 (G) — (H)

^, 2
i 5 (G) 2 45 (G^

f
,2

2 Æ Æ 8 Æ 16 “»f* 8 A f*
•

9 99 (G) — (H)
,

ai 3 (G)

iG
/«of4

iG

o
n+ 3 —

L _ 99
.

g'»’] rïl

ü 4 J <

445o3 «*

1024 '>t

S /7
,2

/7
2

)

COS 0
o
f-fc)

16 rr
0

a
)

1 (
G

)
—

(
H

)

2
v/

P

\ [45 _ 45 (G)- (H) 171 (G) _ ^
1 !_64 32 3a ^ 64 J<

I 17 «'5 225 «'6
, , ,

,

,

—;—

—

— H- —— — > cos 2 0. /-Le)
64 * 5

0
^ 3a *• f 0 ' 1

_ , (G)-(H) 783_^ cos38J ,+ r) ..

2 v/i7» p.
ioa4

Désignons maintenant par c* et 7
2

les parties constantes des valeurs que

nous venons de trouver pour e
2

et y
2

,
de sorte qn’on ait

(G)
\ ,e\ — — a < 1

A. y

i (G) [1881 1089(6) — (H)
t

63o27 (G) 6885

a p

,

7
n
y. L «4 3a \/a

0 p
728

É"oP-

„ K
3a J ni

i 3a65 n^ 498673 p'

96 «5
+

768 «J

1 (G) — ( H )
l (G)

,

(G)
2

/o
2

\
/ '7

» y ( Vai»y

(G)3
. f '99 375 (G) -(H) 20. (G) 1155 ^ 1 ^

u. y/a a L 64 32 \/a„y. 3a
y/Æo p

64 J n
t

1057 «' 5 2147 « ,6

96 n\
+

48 /?
3

De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de e\ et y\\ nous
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pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E 26 ),
(F 26 ), (G2B ), (H 26 ), et elles deviendront

a — a
a

1 +

(E'J

[(b 3 7 Ï

i5 i5 „ ,

3 i5 69

J " T +
V''

+ T ’

7 ° *'• + T 7 “ ^ + £<

il e
n- + ^ e"' - ii 7 4 ** _ _ 69 ,

8
® +

3a 4 " 4
*
7

° 16
7# *

75 65
•y

2 €
,2 — 6*^

4
7o 0

192
"

345

64
'

/ «£

3'/o

10

T c
“

87 ,, 3 , i5 „ , 249 , ,,

-T e + - 7 : + — 7o < +~ 7o '
'

32 l’
+

8
11

32

y
9 99 2

/ / °

285
•; 99 pn ,

69 .
,

9° 3 2 » 1 539

7(7
— — e + — /<> + ir7 o

fe
o H 7

—
/

+ 5Ü5Z**+
128

0

4

— r 2 e
'2

16
0

/ ni

6 _S,:-iia f: _ü9
e
"
4
£‘

2 8 2 /

7 22933 45187
2

535oig
2

656521
, 2
\ «' 6 5io365 8184829 n

V 5i2 256 '
l

" 1024 3072 1 536 /? J
4608 ni

+ (*- I07 2 + 1 e> + - < + * 5Ü •
< - ËMl ^

^V 8
/u

8
ü ^8 J «J

«' 2 ^ 8 «J
«' 2 5î2 n; J

cos 9
0 P 4- £

)

-[(
» 9 .. 4S

(:
_e«. + S 7! + e,,id + 4S,

;e.+ 6i,, ,
îî5

S-ï«~I*‘î-à‘'+T* + T 7*'*
• 4

"-
•

, a*
f £ .

16 /

63 63+
i 3^ ~ T 7 " CI — hr^f!

32

2
\ «’ 5 / 261 324

ç

) «0 \ 32 64

3249 2
11295

2 1 6 1

1

7o 256 16
.'Af!
J n\

32 ni

23241 «' s
i 5 n”' al "1

—=£
*
— 77 “A cos

Si56 72j b4 72 “J
cos 2 6

0 (
t -f- c

)

r /jSg _ 56z
2835 2835^\ n* 999 £ + Ml C0S 3Ô it+ c)

L\ 5 i 2 256 1024
1

1024 j ni 5 i 2 n] 5 i 2 «“ J

621 n

2048 ni

T. XXV 11 I

s
cos 4 0„ (i+ c)

;

68
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0 = e
o (*+ c)

_l7ü_ Q .y*_^ *,39 V , + 45 -, «

L\4
9/

» 4
» 8

+
4

/ü
2

/o
2

/ü

(F' )/

3 1 5 , 225 , , 2 273 \ ri
2

4- li _ . ZZ ,r- _ iM e’ — — - e
'2 4- 6 7 * 4- — 7

2 4 4-
22^ v

2
é
?' 2

2 2
/u

8 » 4
« +»/.+

4 <

261

u 7 297
7;

855
2 >287

~8~"“ “

[V 477 27 1 35

L \ 128 2

4-

7Ô « -» i28

45 i323

2457 ,,\ tri

;

' u ^ 16 ) r?l

287 \ tri / io35 , 2385 ,A /?' 5

^ e ‘)^ + l
48-—

'«--ar-î-"6 * k
78157 « ,e 1869385 /z” 55 «'2

«0 35 «'3 «H • „ vkk Ar»; + Tëï;A + Aj sm9>( +c|

2385

/ 45 _ _i 323
, _ 66i5

2 _ «o3
,2
\ /£

V 4 32 7o 128 4 / <4 32

F 3555 tri 8145 nr'~\
.

.

r -7 4 -? r sin3ô
0 U4 c)

L 1024 n
\

5l2 »'
0 j

, 121 Z!
4 "S 64 n7 1

sin 2 0
O (

i + c)

0 J

(G»)

P / 3 3 j 2
43 i5

,2 3 33 , 4
i5 , ,,

L vr

“

_
2
7 « * • - Te

*•
- t e +

4
7î *• + t 75 e

» + j7 » *• e

,

93 6 <65 2+
64

0 + 32

\ «*

/ «iS

3 2 3 2 2
33

16

87

-3- 3e 2
«

“ A

4- r / 45
e 2 _ 45 s _ 963 225

2 \ a
L \64

0
16
U

» 256 " 64
0

/ «J

+ (?•!
99
8

Vu e
l
-

3o3
""17

289099 2
tri 5

,
n '2

1024
+~

7g" 0 2

0

1 17 n 15 225 .. n'n
+ 64" /C

y

-

37 "» cos2 0
o
(r 4-£]

783 ,
«'8

„ „ ,

TôTÏ "» Â
cos 39

0 (* 4-k;

j

y = 7; — [(|ïî
(H'J

il
3

2~
T» e

l -g- 7 o
e

' 2 4- - 7 Ü + 3 7 Î
c
' 2 4- — y"

a
e

12

i5+
64

7“^ + T 7^" e
'

Cette formule se continue à la page suivante.
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(H'
2 ,

8
U

n*
îy _ 99 4 _î49

7v>_^ 7v*
4 8

/o
32 /o 0

4
/o

/ «:

45 4 387
,

2 „ 2 _^L^C ""

9 , 46891 , «
,c 5

,
/r'

2 «2

0
1

3 7 Ô
—

7- y „
— H—7 7o —7 • cos 0

, (

/?„ 1024 «J 16 /Ç a ‘

j

0

]

f / 45
2 45

4 887 , 2
225 , W4

,

1 17
»' 5 225 , nrt

,

L \ 64
/o

16 7 "
1 28

7o f

0

64
7u '

J

)
+

64~ 7 "
iif
+

IcT 7
" 77T I

COS30oP + c
)

783 tï
6— 7

2

^ cos 30,(r + c).

La valeur de Q
0
deviendra de même

.J
2 _|_ 9 p 2

,
O „lï\ n ‘

,

45 1 «
2 — 2^ |2 9 7

2 4-2 é>!_|_ 3(?'2j
t

32 5}

Calculons maintenant les valeurs de g et de h en fonction de t. Ces valeurs

nous seront fournies par les équations différentielles

dt

dR
dG’

dh

dt

r/R

7m"

ou nous devons mettre pour Pt l’expression simple à laquelle nous supposons
que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

- L! P _ l5
v 2

,
9 2 9 „

,

293 nn

dt ~ n 2
~ + 5 e e

8 4 8 n 7

21
2 7 5 - 1 5 „ , q , G 3 _

4
7
_

Të
e ~T e +

4
7 +T 7

2 ,

io5 ,
, 73 , 375 , „e +

~sr-'
e +h e +ir ee

Q n
- e —
2 72

q _ 4^9 7
2 _ iL^ 2

, i?9 , 2 \ L! ,

5375g

4 64 4 / r>
- 256 « 4

^ 2 ~Ti

Sè5 a
j

8"^J
C0SÜ

’

dh

dt

nl f 9 _ 33 L:
« L4 2^2 +

8 8 «

n

2

_ 3
7 2 __

3
2

l 5 »
,

3 , .
,

J 5
2 ,, 27 1 5

, 117 /?'

' ' 7
2

£ +V +T^ £' + T £ ~T e
'

l7

o 27 5oï \ nn 2017 «'
5 — 7 — 2 1 e

2
e I 1

? 7 —
4 8 y « 2

[28 « 4

« 14 4

5 rr 1
- — cos 0 :

2 « 2

J

d’oip en remplaçant a, y, e, (j par leurs valeurs en t données par les formules

68 .
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(EJ, (F'
26 ),

(G'26 ), (HJ, puis intégrant, nous tirerons

g = (g)+g(,[
t -Jr c

)

(K,

7 5 __
15 9 ,, Ç

3
^;2 „ 2 _j_

_^o5
e

,

2 + |3 e
< + ^J ^

4
-e

'2 + g7o+
l 6

7. po+ l6
f»- 1

64
-'

ü 1

64

3 21 , 75

2 F 7 "
-

3a'

3 „ \ >r

2
(

j K
93. 333 i359

,

35 7 ^g^
16 8

7ü 128
0

16 / ni

45 n's 333 1

8 «1 128

n'
G 25 n'

2 a\ 1 . ,,
, .

9 •'
J
‘ 1

; _ * __ . ’L f- ?ü 4- !L. "1
sin '* f

/„ ( l + ' j

8 128
/o 5 12 8 ) n\^ 32 ni ^ 5.2 ni J

~ “r sin3 0
„ p + c),

5 1

2

n;

/< = (
A

) -f- h0
[t -\- c

)

1 Le

[(

3 3 , 3 2

8 8
/u

4
0

1 3
,2 ,

3
2 2 ,

£5 2 . /2 j£7_ 4
, e 2 e

'2\

76 + 479^0 +
j 6

Y # + ia8 » + 8
0

) n\

3 3 2 3 2
249 ,A «' 3

, / 99 69 201 i539 \ n"'

8

_
8
7 “
_

4
f

° “ ÜT 6

) <
^ h 16 32 j «1

69 n'
5 8117

16 n 5 2048

n 6 5 n ' 2 n 2

0 1 .— + 7
—

• 4, si

w
o 4 «0 « J

sin Ô„ p + c)

[(£
_ r ^ _ éï e»\ 'i! + 99

'jÇ + sin 2 0 ( t+ c)

128 0 256 u 32 / ni ^ 128 nj 1024 nj J
99_ , _ ^i5. „2 _ ï^'2

- sin 3 9
0
p+c).

2048 ni

(«•) et (A) sont les deux constantes introduites par 1 intégration ; g 0
et h

0

sont des quantités qui, comme 0
O ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n
,
e

,
mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin.

Les s
:
< formules (EJ, (F26 ),

(G'26),
(H

2fl ),
(K ae), (L 2C )

constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (i) et (76). La valeur de h-^g^l se

déduit de la formule (F'
26 )

au moyen de la relation

h -f- g -+- / = - 9 + h'+ g
' + l'~
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Dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer la règle du n°29, et nous serons

conduits à effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation

,

On remplace

a par

i5 „ Oc» 75 , .

~ J 7 e
Te 7 e T 7 e '

65 345
, „ \ ri

"

e TT e " —
192 64 J n-

/
- ~ ,

i 5 , 87 „ 3 1 5 , , 249 2 ,2 ,
<69 4 ,

273+ U“ 37 ~T e'~T e +
2
7 + T 7

‘
e + — 7 + “r

(
iil e'> \ —
32 / n

+. . 5 _ 99 , _ ^85 g2 _ 99 + Ç9 . + 9£3
2+ p

53
g + 2897 825 »

2 4 16 2 2 8 4 128 c-
e ‘ e ‘

, ,
16 ! «

« 5

\ 5l2

5

256

..1
535019 ^

656521A n "

1 1024 3072 7 l:

«' 2
ft

2
5 «'3 a~ 6441 «'

1 « 2
rt

' 2 ' 8 n3 a '2 5l2

5 io365 n ' 1 8184829 //“ /5

Ï536
-
/F 4608 /?

8+
\8

I0
‘

x cos
(
1 h + 2 g + 2 / — 2 A' — 2

g-' — 2 /')

_ I7 -3-- 9
'/

2 - 4^ ^ _ 45 27 45 , 2
45

2 ,2
657 + H7 c7

L \ 16 4
/

16
6

r 6
6 +

8
/ +

4
;

4 ^ 1 28 ^ 16
t

)

/ 63 63 3i5 , 747 \ «' 5 /261 3249 _ 11295 _ Ujm
,2

\32 8 32 32 ) rê \ 32 64 ' 256 16

71

1

n n 23241 « ,s i5 //'

32 n‘ 256 n s 64 ri' a ' 1

x cos 2
(
2 Æ + 2 g- + 2 / — 2 /*' — ig' — 2 /')

[7Ü9_ 567 2835
2

2835 „

\

L\5i2 Ï56’^ ro24
f

1024 /

999
,

494j
»

5l2 « 7 5l2

«'H
F J

cCOS 3 (2/#+ 2g-+ il %h' — ig' 2 /'
‘

621 «'8

COS 4 (2/< T- 2 g -|— 2 / — ih ' — %g
' — il')

5

2048 n1
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tr par

f/3 , 3 , 33 ,

[{r-vr-TE'-

33 87

i5 , ,, ,
3 . , ,

33 , ,
,

i5 , , ,, Q5
,

i6a
,

n— <4 e 4- 7 7 e + -
5
- 7 4- — 7V e

n ±-ek —é e
' 1

)
—

8 4 8 4 d4 32 J n

-7V- ^ 4- (7e 2 - ~

7

2
^

2 -
\ 4 2 1 G 8 //?

i)

\4
Q ' 32

+ 3 ^ _ '^9099 ^ + A f
2 îîü . *L

rr’ 1024 16 n 1
ci

' 1

X COS (2/2 4- 2^ 4- 2/ — %h' — 7.g' —•7.V)

f (^ e
2 -

L \64 16' 256

225
2 ,, \ n'-

e e
64

I 1 7 ,«'5 225 ,«'e l
4- -777- 4- 4- —— 4 —j- I cos 2 2 h 4- 2 g 4- 2 / — 2 A — 7 g — %l

64 » 32 /r J
'

^83 ji'à

e2 — cos 3(2/24- 2^4-2 / — 2 h' — 7g' — 2/'):
1024 4

i5 ,

8
"

+(r’-5‘- 5v - t

I
7V= - Ÿ7 > e»+ Ï/+ 3 7V+ f 7V- + § 7-." + ^ vw\ |

7
99 t _ ^49.
Q t 37 7 ^

H- 3 y — —
/?

J

X COS [2 h A- 2g 2 l — 2 K — 2g-' — 2/'

§9
7V2

)'-V

'/ 77T1024 «

' 2
22

2

22
2

a'16
7 ” 2

'

225
"

64
" '

11
'*

n'*

64
4-

225 22
,fi 1

17 7 ÎFj
COS 2 2/24-2^4-2/ — 2 /*' — 2 g

' — 2 /'
)

•

783
^ 2

22

1024 ^ 22

cos 3(2/2 4~ 2 g" 4“ 2

/

2 h' *7 g 2 /');

A 4- g 4- / par

7
,

» 1
21 9 , 45 io5

,

(

t

~

â 7 ~

T

e
nr

£
i5 3q 45

T 7 +jfe +j TC

3 5 5 ,

75s
e>

16
?2ï e .i

12 8

Cette formule se continue à la pose suivante.
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. (
'5 27

r
\4 4

y
'2

1 ^ ^
^2 435 ^ l2 123

16
- V*'

2 + 3/ +— 7V
2241

2

“a- 7 «
64 32

/ 117 a97 r ,
2

855 1287
, 2 \ rri

(

V 8
~
lë e - —

'8 )'“ +
(

2 _ 2385

32
278 <?'

r / 477 27 ^ 2 1 35

L \ 256 4
1

45 i323

_ 78157 ^ _ i869385 t£_ 55 // 2
35 «

2048 « 6 3072 « ?
+

32 ri ‘
rt'

2 + 76 h

x sin (

2

/ï + 2g + 2/ — 2 A' — 2g' — 2/'
)

)ï

66i5 , 6o3 n' s

h 1 -!x*--r e
)l?

. 171 n’c

7497 nn ~\
.+ ~

57
+ 177 57 J

sina (»A + a£ + a/-2/*'- 2^'

, 2385
£* P '

16 256

r 3555 ri* 8145 ri

L2048 n6 ^ 1024 J-]
sin3

(
‘î.h + T.g-^il— 1 h' 2/')

;

par

'-[(
/3 21 ..J 75 2

i5

U" 8 32
e

4

9 „,4 j 63.

16
i2É

7v* + Z3^ + 3z5
(

16
/ ^64 +

64

f
3 _ü 72 _Z^ e2_ 3 7/ / 93

V 2 8' 32
e

2
e
]«3+ VT6

45 __ 333^ 25 /?'2

8 « 5 128 «6 16 î7
x sin (2/; 4- 2g- + 2/ — 2 A' — 2 g' — 2Ï)

17 g. 53 1 2205 45 A *'« 99
»' 5 5535 «'H

L \ 8 128 5i2 8 Jri 32 ri' 5i2 ri J

549 ri*
sin 3

(
2A 4- 2g+ 2 / — 2 A' — 2g' — 2/'

);

sin 2 (2A 4- 2g 4- 2/ — 2A' — 2g'

A par

A •
3 13

.6- +^ e’ + !^v ’ + T§r 8 *
/
«»

Cette forntule se conllnae a la page suivante.
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3 3 ,

8
~

8
7

_ ^9
4 16

n‘

~ri
+ 55 _ ®9

3-2 8 ' 16

‘539

32
'

69 ri
5

16 t?
3

« ,s 8117 ,5 >ri_
_

<?_
1

«3 2048 ri' 4 a
' 2

J

x sin
(
2 h -f- 2 g 4- ril — 2 ri — 2

^
2 /'

r / 9 99 2
3 1 5 , 45 5

\

^ 99
«' 5

2,74 ^ u
J 9 ( 9 h 9 cr -U 9 / — 2 h! — 2 fÇ

L\ 32 128 ' 256 32 j
! ri

* 128 ri 1024 H "

J

549. 'JL s j n 3 U k + 2 ^ + 2 / — 2 // — 2 g

'

— 2 /'
)

.

2048 ri

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si l’on introduit les valeurs de a, e
2
et y données par les formules (E'26 ),

(G
,

fi ),
(H

r ),
dans les expressions de L, G, H en a

,
e, y, on aura, en sup-

primant les indices de a 0 ,
<? 0 , y 0

et n
0 ,

L
0
— ancienne valeur de L (page 528

)

9

64
- -2-

7
*-

16 '
-g- 45

64
e
n 4-

45 2 2h f e
16 + f

3,v

657+ 5G
225^ TîT

> 2 e
n + 567 A

5l2
!
|Ç
' TT

9

32
-2

7
2 _

8
7 t*-

1 53

32
e
n+

TB 7
' + 45 2 yi

T 7 + —
7
? V

2
ri

l 6 ^ 256 7Z*

63 44‘
,
2

1 575 yi 495 ,A «" f 63
.
963 3069

i2
2391 A-

64
~

64
‘ 256

e —
32 ) ri \32 64

7 256 64 /

857823 ri
8 3887663 /?'9 i5 n [i1

ri i5 fri cr

1

1 6384
8

7? 8192 ri 128 ri a'
2

64 ri ri
2

3 ,

2
7

"
‘5 2

8
6

i5
,2

8 ^

3+
4
f +

1 5 22 ,

‘5 2

-y 7 e + -y T'
4 4 64

j_ 7È. e
2 e

12^
16

ri%-
64 “)S

ï — — ri
2 + - f 4- — 7V +^ fen 4- ri +^ ri ri

4 2
7

8 8 '

4
*

' 4 * 4 64 16

9 99 ,.2 _ ‘ffl

4 8
7 32

99 /î\ + / 3 _ Ê9
7

* _ 1^9 _ 1*2 «'A -
4 J ri

+
\ 4

1 ‘6 4 J n

5 /z
' 2 « 2

,

5 nn a1

425 _ 69545 +
T 024 /z

s 3072 16 « 2 ri
‘ 16 rt

3 ri
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< -rj 81 ri* 1

G, = ancienne valeur de G
(
page 628

)

9

.64
-& 117 2

128
_ + ï

64 3

9

32
- 9
ri-

iAZri-
64

£53 \ iri

32 J ri

45 ,,
,

27 1 17 45 297 585 ,
ri

*

£7 <?
2
-G ^ 7 4- 7 e

1 + -V 7 « 4--^r< + -xeVM-
64 32 32 16 128 128 / //

_63/Ç( 857 823 /?
,s i5 « ,4

rt
2

1

32 ri 1 6384 ri 128 ri n ri

j

1

H, = ancienne valeur de H (page 528)

/—
( f 9 45 , il-;

+ v« f
2- - F7 - ÔT 7

2 -
64 32 ' 128 64

45 ,, 1 35 4q5 , , 225 , 621 ,

e
2 - +— 7* + 7 c2 +— 7

2
e’

1 +— e"
32 32

585

256 128

(SL 45 2 ÜZ C
>

1 53 y\ ri* / 63 8 >9 2 1953 2 495 ,A
\32 l6

^
64 32

e
"

) ri
~

\64
'

64
' 256 32

6

)

63 n ' 1 857823 ri
*

i5 n 1
'' ri

32 ri 1 6384 ri 128 n ' ri
'

1

D’ailleurs ô, et 9
2
sont les coefficients de sin Ô

0
(t -f- c) et de sin 2 ô

0
(t -+- c)

dans la valeur de 9 donnée par la formule (F^J ;
en y supprimant également les

indices de «
0 ,

e n , y n et n
0 ,

on en conclut

(
6

,
L,+2 0,L,

,— l / 63 117 , , ... ,

vV ~^r -!ü e +7^ l + Trïr +5T7‘«"
585

2 3 1

5

64 32

81 , 108a , , 585 ,

3897 ,
,

^5 „ 3969
4
\ /G

256 64 256 / ri

M-f- ^«’- ^«-' >+^v‘ + ^vV+5497V”+^ e-+iî52 eV"
32 2 32 ib 16 256 4

/?
5

7c

3 1 5 8379 , 29925 ,

16 64 ^ 256

2475 \ n
" ^ «

' 6

/ >449 io 59 3 „,2 33769
2 54993

8

V 32 32 7 '

1

28^ C
64

C
) ri

296517 ri* 3567997 ri* 1 35 ri* ri 3 1 5 ri5
ri

8192 ri 8192 ri 64 ri ri
2

64 ri ri-

Gela posé, si l’on se reporte à la règle du n°29, et cju’on tienne compte des

valeurs de i, ï
,

i"
,
i"\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

6qT. XXVIII.
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en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 54 1 à 544) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 26e opération, et y ajoutant

H- ri (L — L
0 )
— ri • —

(
9

,

L, -J- 2 0
2
L, +. .

.
).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes
(

1
)

et
( 76 )

de 11, joint à la

quantité H- n’ (L — L
0 ), doit se réduire à une simple fonction de e, 7 ,

ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées
;
la fonc-

tion de n, e, 7 ,
ainsi obtenue, réunie à la quantité

-«'•
7 (

0
,

L, + 20
2
L, +...),

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme
(
1
)
et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication ne,- • uîu.

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H, seront

L = \jau.

023 ,
-
5
— e
32

i 7 85

64
+ 1 65

32

[701

VT I e — 4o5

llG47
e< _ ZM c

,a + ^5 7 5 gl4

1024 32 5 1

2

fri

ri

167

8

29 î 3

32

3537

l6
33 y

4 '-V)9 ry2 T_
l 6 7

Hoirie'*
16

7

9487

128
e

l

121239

64

n

n h

(
i 53 1781

, 2 _ 107 68 i 65 \ rrij

\ 8 32
‘ 266 64 / ri

/ 22441 178583
2

35o359i
2 848959 n\ri‘

\ 288 576 ^ 23o 4
L

192
L

J ri

99916415 /ri 34852841 ri
9

443 1 >ri ri_ 48549 /ri ri_
|

442368 Jri ^ 55296 ri
+

2048 ri ri
2

4096 ri cri f

G = \Jn y.

i

16
6
'“

219
2 ,

1785 165 ;
,

i 53
2 ,

1

o

3 1 2

1

—

+

128 64
e

' 2 4-
vr 7 +T ï<r ~-— fri -

1024

4225 3537 ,A «'5 f 1 53 1781 , 144293 2

192
e + —?~ e

16
1
—

J ri
+ \"8

-
3V r “

1 536

8865
~
6V

68i65 „\ /ri

64 ‘ Jri

2244 1 ri
1

999 1 G 4

1

5 n'
s

443 i /ri </'
I

Ü88~ Tri
~l“ 442368 Jri

+
5048 ri cri

(

’

a
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H = J\J

n

p. < 1 — 27- — - r- + 7V
; 7

? fj6

547

187

3a

2 19

1 28

1785
,

1 335 635 , 2085 ,

~H
e ~ TT 7 - 64"re'~^T r&

io3i2i
,

8865 , zz'
1

1024
e ~

~br
r '

e ')v

422 J 2
1

/2 \ W

192 16 / z?“

/ 1 53 3a45 i44ïg3 681 65
, 2
\ zz

'6

[~S~ + -^6
“
7'--^

53r f + ~
6r C ~)^

22441 ^ /7

99916415 n ’*

]

443 1 n ,K a2

\

288 /?' 44-2368 /*
8 2048 n * « /2

}

De ces valeurs de L, G, H, on déduit

da i

d L an
41931 i6a3 34553 8295 W< / 1 65 1 2727 , 3 1 3a3 , 8o55 ;,\ //•

v 32 8
'+-

7
â- e +-ïr e

) 7d +{-8 r 7 + ir e

+

-ïr
e ')^

60649 Z?'
6

,

1528783 n ' 1

1

64. zz
6' 076 n

‘

j

'
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d&
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zTÏÏ

]

an

261

T
3a25

16

9067

128

7065 n '

, f
^7

\ 2
12427 2

3585 5 1 633 //’
~~

8
~ e

J T
103599 zz'

6 69271 -n
' 1

)

64 zz
f;

12 zz
7

(

'

1

an

160
,,2 _ 1 ^9 ^*

2 ,
4 o 5

16 ' 3z
+

4
f — 66 - 327 (?

2

l 6

\ n '1

zz
5

1781 z4
6

,

178583 zz'
7

(

32 ZZ
6

576 zz"
(

’

f/(?
__ I

dL zz
2
zze

de 1

rfG
<
7
2

zzz'

^ 4-
1 881 1089

2
4°5o5 6885

64 16

1 , 1 , i-r--e' e
"

2 8 16

128
+ -3

96 zz
5

768

1 88 r

~w
1089 ,

-Tir'»''- 477 f,: 4
6885 \ zz'

1

3a
e

) ZZ'

1 3 a65 zz'
1

96 zz
5

768 zz
6

\

de _ 1 iog5
2
n'i

dïï a 2 ne 64
P

zz‘

d 7 _ 1 33g
^ 2

zz’’

dL a 2 ny 64 ^ zz*

O9 .
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ï I

'il =
<l(j 4«2

«Y

il 55 n\ n>i

+ i°57
,

'21 47 ^ )

96 « 5 48 i

rfy I

1, . , ,

3
,, , +— e”)C

ïm
=
-JæïrA l

+
»
+ >6‘ + U4 4

' '*8 «4 /«•

1057 «' 5 a 147
^'6

(.

96 « 5 48 )

27
e OPERATION

destinée à faire disparaître le terme (77) de R.

Prenons clans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (77) ,

dans lequel l’argument est 2 h H- ‘2g -1-2/ — 2/2/ — 2 g a / ,
et supposons

que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

R =_ JL

,
a 1

\
1

3' 3 3 3 9,, 9*„
, JL , „ , 12 4 9 42

+ w,>|4“ï 7 + 8^ + 8
tf +

â 7 ~4 /C ”4 7t +
i6

t ‘ +
3a

6 +
4
/e

37
.

7 7V*- -5-7^

31

3a /
4

1

1

9
, iM „ ,

219 , 1473
, f e

n
7-6 +

3a
+

16
‘ ^ 16 ' 4 '

10067 , 6945 2 ,2
\ n'

1

+ ITT e _ "îë" c tJ
1 ’

/ a55 53 7 8a53
j

1 1061

\ 3a 16 ' 64 32

f 55 1

5

ioi 33 , 428263
r 2 -4-

\ 193 • 96
i

768

\
21 ai

,

io 5 ,
36q ,

W e T 7 e
Tô"

e e —
64 '

192 J n ‘ 288 if 36864 n>i

Ç>
,

45 „ 49! «'H d
64

C

64 1024 n 2

J a ' 1
iL _45
64 16

'

3a
7’e

'3

483
e.

e
,

I 845
e,„. + 067

e
,

128 128 5 ra

Cette formule se continue à la page suivante.

* Il ne faut, prendre pour ces ternies
(
1

)
et

(
77

),
dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des vingt-six premières opérations.
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e OPÉRATION

+ ff c,_iIZ ïV-.|2„v *»-• " 7

\4 8 3a

54g

16
+ y. 36g 2 2 ,

36g A «'

+
,
j, _ e 7v - „,v -g ,>) Ç _ - f +f ,v) ÿ

907073 ,/?'
4 6490193

,
zz'

5
45 ,

zz
2

1 65 ,n' a 1

6144 //l 9216
f

zz
5

3a zz
' 2

3a n a ' 1

X COS (î/i + 2 g
- -j- il — 2 4/ 2 £

' — 3 1'
)

.

D’après la valeur de l’argument ô du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 2, ï = 2, i" = 2, i”’ = — 3 .

Si l'on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

dL dG _ zÇH

dt dt dt ’

et par suite, en intégrant,

G = L + (G), H = L + (H).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant e et y en fonction de «; en les résolvant, on

trouve

(A„)
(G)

j

i_ (G]_ £881 id i 3a65 zT
6

j

y/ofl I

' 2
\fây 64 96 ’

’

2 = I (G) - (H) ^ (CA
|

(GY
,

199
,

io57 z?'
5

j

2
v/zz y i /zzfz. 64 II' 96 id

i

Si l’on remplace e
2
et y

2 par leurs valeurs en a dans l’expression de L, il

v ient

L = \Jny.

| 64 zz
4 16 id

d L z/R
et si I on remarque que on en déduit

& _
dt n

21 21 (G)

2

(H) ïo 5 (G) 369

(G

\'ay

ü iç_
\Jay \Ja y

(G)-(Hp

4a
(
.G.)-(H)W

g :

2
l/zzp

369 (G)-(H)
„,3 ^ 693 (G)

16

vAzp

v/zzfz.

«f* /

1845 (G)

1 6 \/zZ JLZ

1467

128

Celle formule se continue à la page suivaïUCt
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-(H)r„„, n 7 (G)- (H)
,
99 (G) 36g ii 7 /(G)-(

" r e ~ t ,/,7

7

+ t+- r

,,, (G)-(H) (G) , .35 (G !'•' .1 n'

y/flp y/© 4 «V-
U

4- 1% ,

' (G)-(H)
, ,

,. 0 (G) 597 „,U\ ri'
1

L y/ap. y/ap 8 J ,r

fi‘25
,

367 (G) — (
II

) ^ 44* (G
) ^ 1

L 4 2 y/flp 4 y/flp. J w

949661 ,
fl

'4 8456117 ,
fl

'5
45 ,

n’ i65
,
n' a 2

"7536" c>

T7 73Ô4
- c 7 + r

'

,r
+ “ 8" e

7/
’ «'2

sin 5 .

D’ailleurs on a

r/5

Ut
1 <üi , ,,

©
r/r

"r
r//

r//

dt
3//

rLK
2
r/G

(TR

rTR
- 3 fl' :

en tenant compte des valeurs de ~
5 ^ 5

>••• données a la suite de la

26 e opération, et remplaçant e
2
et y

2 par leurs valeurs en a, on trouve

r/5

dt
1/1 — 3 /?' — /y'2

n

•9 (G) -7H)

2
y 7/ p

9 (Gp
2 y/c p.

+ 37 45 1 fl'
2_

I

IT T7 J

63 (G) - (H) 3i5 (G)
c
; 3%

^

4 y/fl p 4 y/fl p.
8

21 / (G) — (H)y
8

\ y/rr p. /

,
(G) -(H) (G)

,, ,

69 3 (G )\,
\

: t "T- 1 C

y/fl p. y/fl 8 fl «

+
L

r 63 35 1 (G) — (H)
,

,

297 (G) 2383^1 fl'

L 2 4 y©/7- 4 y/fl p.
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Ces deux équations différentielles (Caï ), (D 27 )
correspondent aux équa-

tions
(
23

)
du chapitre III; elles n’en différent qu’en ce que la variable©

(
qui n’est autre que

^
a été remplacée par la variable a dont © est fonction.

Si 011 les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les

coefficients de sinÔ et cosÔ, puis tenant compte de la première puissance de



CHAPITRE V. — 27
e
OPERATION.

ces coefficients, et ainsi de suite, 011 trouve

>0 1
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+
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et c sont les deux constantes introduites par S intégration, n 0 est nus pom

-
vff_

, et a pour valeur
o y a o n

9
n
= a», - 3«'- a

Si l’on prend la valeur de a donnée par la formule (E2ï ),
et qu'on la sub-

stitue dans les formules (A 27), (B2T ), on en déduit les valeurs de e et de y en

fonction de t
,
qui sont

(G) 1

1
1 + . (G) 1881 n'

4

,+ -
t +

\/«oP 1
2 A>p 64 "0

(G) l

[
2 .
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H
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tT'' //.; 6 ,
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e,^ COS 2 6o( , + c) .

2 y/n, [j.

256 "<

Désignons maintenant par e\ et y\ les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour e
2

et 7
2

,
de sorte qu on ait

e
0

a
(Gj_ \

v/«oP
'

1 (G) 1881 «2 1326.5 //4
)

2 c,4 < + t>6 "» 1
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De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de e\ et y
2

0 ;
nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E27), (F 27 ), (G 27 ),
(H 27 ),

et elles deviendront
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2
_i _ H „ e

>_ il 7 » e ' _ ^9 P'A
nl

8
u

4
/o

4
u 0

64
/0 "

(HV
99 , /

45 . ,
3i5 , A «'3 4o5
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n'*

T^ é ~T^ e
n 3 4o5
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1 1 1
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1— 4- -x— 7; e -h 7 J

e — c
7?0 32 a?

J

64 //j j
cos0

o
(r 4-f)

22o5 , ...
«' 4

-
,

Tse 71 ' +

Calculons maintenant les valeurs de g et de h en fonction de t. Ces valeurs

nous seront fournies par les équations différentielles

dg _ _ t/R clh _ 4R
â&T
~ ~

tfG’ Tt
~~

rfÏÏ’

ou nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

tlg _ 3

<lt 2 7/

<•//<?

dt

1 47 2 7
525 36g

2 y-,'
n'

n

+ 3q c
7

/*
2

1 176

16
cos 9

,
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4 «
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8
~

3ü9 ,,3 , / 1 '7 , 117 , ,
63 A

I54
- + Ijê

-6 ~~
7 6

~"b]*
e
j «

+ 3e'- 3pz yn
8 ' 77

3

J
cos 9

;

d où, en remplaçant «, 7 ,
e, 0 par leurs valeurs en t données par les formules

(E'
27 ), (F'

27 ), (G',
7 ),

(H'
27 ),

puis intégrant, nous tirerons

g = (£) + &(* + *)

21

4[(t
2V- liz ,

16
/ "

525

64
'

369

32
'

(K,

32
7 "

16

53

1

128

î
'3 A

e\ d -t + 477

16 ' ni
Mne.p + 0

44 1 „ tz
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. „ ,+ 1^ ÿ sin2^ + 0 ,
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/
;'= (A)+A

0 («h-c)

-[(S'-S

55 ^

='-36g -A

128 J n\

45 , 53 1 63

to
r'

e -T e
° e

' 1 + 929 ,•«
,

701
,
n's 1 .

)"\
+

64
e

7?,
+

64 * 7%]
81sin %{t + c)

+
TîS'''

!

S sinae-(' + ‘')-

(g) et (h) sont les deux constantes introduites par l’intégration; g et h
sont des quantités qui, comme 0., dépendent de n„, e„ 7,, n'

, e'\ ma”is dont
nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin

Les six formules (E„), (F„), (G„), (ET,,), (K„), (L„), constituent les
intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas oit la fonction R y est
supposée réduite aux deux termes (.) et

( 77 ). La valeur de h + g + l se
oednit de la formule (F

27 )
au moyen de la relation

h + g -+- / = f 0 -|_ h! _l_ g
1 _i_

^

Des lors nous n’avons plus qu’à appliquer la règle du n° 29, et nous serons
conduits a effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation.

On remplace

a par

a
|

1 -)-
["(v-*'

- — fe' — — cV — e
's + — / e '

S- ,o5
2 , , . 36g ,

L V 4 a' 8 3a
^ +

4
‘ e +~ffe

M
e>.

8
5 7V-^V-^ 53 1
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7

e
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4 1845 1 4G-
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e c + e- e 7‘ + Ofo

b4 64 ^ a5 tt

7 c e + -— e“ c'2
1 28 / /r

-)
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g y *

2 128,6
e ' ~ fy‘ e

'

f-c-e - e'M — + ( Ü1L10 8 82 128 / rf 3 2
e <

.

701
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ir /É ~~ e
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e , f __ 446oi9o5

,
n

'''
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,
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3072 n6
18432

''

n 1 + 7ë
e

' V-

,
465

,

x cos (2 h + 2 g + 2/ — 1 h' — ig' — 3/'

Cette foiniule se continqe à la page suivante.

n' a 1

"J

n3 7d J
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g par

r fii , 147 2 /

525
2 /

369 ,

A

\T C - 16 7 C ”
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'

7v-A"A 5
16 3a 1 28 / ri

32 ri
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,
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Nouvelles valeurs de R, L, G, H,

Si l’on introduit les valeurs de a, e
2
et >

2 données par les formules (E'
27 ),

(G'27 ), (H.,
7 ),

dans les expressions de L, G, H en a
,
e, 7, on aura, en sup-

primant les indices de «
0 ,

e
0 , 7 0

et /?„,

L„ = ancienne valeur de L (page 546)
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\256

f^21 e
r.

V 256
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G„ = ancienne valeur de G (page 546)
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T
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H
0 = ancienne valeur de H (page 547 )

/— 1 / 44 1
>/2

2205
, n 5733 3 ,2

\ ri
’'

2079
, 2
«' 5 26811 ,, n

16

1
'

‘

I \256 128 ^ 5i2 y /C 256
L

ri
* 1024

r
«6

|

D'ailleurs est le coefficient de sinô
0 (

t -+- c) dans la valeur de S donnée par

la formule (F'
2? ); en y supprimant également les indices de «

ü ,
e

0 , y 0
et /z

0 ,
on

en conclut

~ Ci C -+- 2 ®
2V 4- - . •)

’

3o8 7 n 5?33 2 /2
28665 , ,, 54243
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128 64
y 256

* f
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35343
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5

256 8
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* e
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1 fi
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Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n° f
29, et qu’on tienne compte des

valeurs de i, 1
,

i"
,

i
r
"

,

on voit que d’abord la nouvelle fonction Pi s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 555 à 55y) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 27
e
opération, et y ajoutant

+ |
«'(L — L

0 ) - \n' (0, L, + 20
2
L

2 + ...).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes
(

1
)
et

( 77 )
de R, joint à la

quantité - ri (L — L
0 ), doit se réduire à une simple fonction de a

,
e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées
;
la fonc-

tion de a
,
e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

—
2
n '

*

7 1 0| C + 2 5
-> C + • • ) ’

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme
(

1
)
et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication c*?. • . 1
.
7 ,].

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront
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Celte formule se continue a la page suivante
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De ces valeurs de L, G, H, on déduit
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2 + 564o3 ,A ri

256 / ri'

1 3265 /A
]

498673 ri''
|

^

96 ri
+

768 ri i

2 7
2 + a

e
‘

7
2 A + g

e
'

4
7 +

16
'

/ 199 ,

367 2
*46i 5943 „ (1 \ ri

4 io 57 /A 2i_47^A(,

^\ 6l
+ ^" V “ 128 ' H

256 J A ' 96 ri 48 ri V

^7 = _ _J
rfH /ïcfny

1

2

3

8

/ «99 l89 2

\ 64 4
/

7?
'4

/?*

I 057 /7
' à

96 n h

2147 I

48 A
i
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28 e OPÉRATION

destinée à faille disparaître le terme (82) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (82)*,

dans lequel l’argument est ih -h '2g H- ‘il — 2 h '— 2 g
' — et supposons

que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

R = —

a2
l 1 3 , 3 , 3

H 4

_
2
7 +

8
r+

8
e

^ .,4 9,22- V - 7 v e 7 <?

4 ' 16 32

4- né

128

3 i
- 3 y

2 - 19 e
2 -

.
1047

e
,2
-h

219

,

r + 1473

32 4 128 l 6 ' 16

255 _^Z 7v
8253 ,

e 2 4-
3 1 22 TV2 \

n'
3

32 16
'

64 256 J Y

55 1

5

ioi33
f

428263
e2 + 290827

.

'92 96 768 384 ) ré

+ [

9

64

3 .
,

i5
. 3 h 3 ,

i5
,

4
/
e+ â*1

e' +* — e
12 -

64 8
7 e' — t7

" é1
e'

o'
i5

, 3
-

e e -
5

e ,b

é

128 5l2

ISSOZs 7275
, „

5ia 32 / ré

49 1 1
«'2_

j

[024 «
2

J fl'
L

> ,
45

e2
45 /2 _ 49p

”' 2
'
! ~ 2

16 64 64 1024

3 2 (3

- 35
7<f

'-ffe’ - jgeV + + RZyV + ^ *«*'
l6

t~ Y e e
12.8

I
e'- 18 v

2 ^' — 3eV' -ZË^N ^ + fll e
' _ 143 ,

153 \ X
32 J ,r-

+
Vi<3 4

7
32 J /P

209863
,

/z'
4

1910101
,

n' i 5
,

cr 1 65
,
n' a 2

~

^

6 1 44
1

9216 ' té 32
(

a ' 2 32 ' n ’ a ' 2

X cos
(
2 h -h 2 g -f- "il — 2 h' — 2 g' — l' )

.

Il ne faut prendre pour ces termes
(
1

)
et

(
82 ), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des vingt-sept premières opérations.

T. XXVIII.
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D’après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que l’on a eonservé seul

dans cette expression, on a

i == 2
,

i' — 2
,

i" = 2
,

i"
1 == — I.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

£L _ JG
_

rfH

dt
7

et par suite, en intégrant,

G = L -H (G
) >

H — L + (H).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant e et y en fonction de a
;
en les résolvant, on

trouve

[K)

( *0

(G) ( i (G) 1 88

1

ri' i3265 «' 5
i

" = -'2
GTpl

l + +

, _ i_ (G) - (H)
j r _ (G±

_J_
(Gf 199 'G + I2ËZ 2Ü j.

7 ~
2 ^ <

1 Æ "/* 64 "4 96
I

Si l’on remplace e
2

et 7
2 par leurs valeurs en a dans l’expression de T., i!

vient

T ,— (
1 3 n" 7q ri°

IL = v/fl F 1 + 777 — + ^ — »

‘

(
04 iü «M

i,
d L dR « , 1 •

et si I on remarque que on en déduit

dn 3 (G)— (H) .5 (GJ_
p

i
3— —- e

'3
G- |

/(G) - (H)')V
2

\Ja [i.
2 VV 16 8

\ V«P

;(G)- (H) (G)
!

3 (G)--(H) -,
,

99 (G)* i 5

a
1

•j. \Ja y.
1

y/«p
+

8 a [j. iG
s]a [J.

[
96 ' ~~

117 (G) - (H)

4 \[7T\).

.
,

99

4

(G)

•/a p-

e'+'-Z
4

/(G)

—

(H)

\ ^

128

+ 54
(G) —JH) (GJ _ 6o 3 (G

)

2

c
,l ri

\Jo [> \J-n [t 4 a
P' J n

Cette formule se continue à la page suivante.
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iy
,, (G) -(H)

,

.50 :— C

V«P sja
[
j. ** J

(CJ T
>43 (G)

2

(H)

y
£53 _[&!/] y
4 yja p I

" 3

215947 ,

«'4 2237881
,

«' s

i 536
C

n
'

23o4
‘ n à

5
,

« 2
1 65 . /f'

)

q
• — ~T —

5
— c — • —,-, / si n 9 .

8 a -

8 n <7
2

D ailleurs on a

d 9 d/i de— 0 u o _J2

dt dt <U

(ü _, _ fÇR _ f/R _ f/R

fft
n " 2

f/L
2
f/G

~ 2
f7fl

~

da da dn de

ZC’ rfG’ ZS’ Zl’

27
e opération, et remplaçant e

2
et y

2 par leurs valeurs en on trouve

en tenant compte des valeurs de • •• données à la suite de la

—
dt

(D«

,
n'

2

r 9
/? — 2 — -

/?
[

2

9 (G
)
— (H) _ 9 (

GÇ + 3 ^,2 _ 45
j_

«

y/fl p
2

\/« p.
32 «

/2

Z
I
3,' _ 9 (G)-(H) 45 (GÇ 3

,

3 / (G) — (H) \»
,

« 1 4 y/^ 4
V
/^

7
I

' 8
+

8
^ ç— j

6
(G)-(H) (G^

c
, 99 (G) 2

c
,

Z P
'

\Jd p.
f/p

+ 63
f.

35 1 (G) — (H)
,

,
297 (G)

2 4
|

4 v/fTp.

45 e
' — 162

(G)- (H).
?' + 108 ZJ_ e

’

vZp 'J" p

e + z- e

•i ï

169 ,
n's 26428

,
nH 5

,
a 2

8
b
«3

2,4 Z?’ 2 ^
ff'

1
COS 9 .

Ces deux équations différentielles (C 28 ), (D 28 )
correspondent aux équa-

tions
(
23

)
du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 ^qui

n est autre que -L^ a été remplacée par la variable «, dont 0 est fonction. Si

on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les coeffi-
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dents de sin Q et cos ô, puis tenant compte de la première puissance de ces coef-

ficients, et ainsi de suite, on trouve

(e
28 )<

(G) ~(H) J?Mi5 (G) 3
3^

/ (G )
g

.

32 lG
V dpp-

e
,

.

\j«o P
4 v '«o p

- 3
(G)-(H) (G).

g> + £ (G)-(H
) „,3 ^ 99 (G£

fi
,

i5 (G)

du4 dpp 32 dp p
16 a

0 fi 32 dpp
e'

3 +
256

1-
J d

+ (G) — (H)
<

,

57 (G) 35 7 »
,

47- /(G)_-_(Hj

[

3

8
V 15

'

èdp
<, + 4 dpp"

'

64
" 1 32

V dpp

_ 33 (
G)dH) (G)_

c , _ Ml e'l d
dpp èd p

32 fl°p d w
»

[123 , 447 (G)-(H)
c>

339 (G^
g , c

,zl n '*

L i6 16 \Jaa
u ,(

> p«0 p
128 J 7G

r zzz d _ ®z (
G )-dfL) *' + 33dd e ' 1 d

L 32 16 è^op dpp -* ”
u

197671 47,6 _ io38697 3 2 e,d d + dÉ e'd.d | cos 6 (*+ c)

3072 «® 18432 ni 16 n\ an 32 n\ an
j

0

.64

, 2 _ 9.
(G)

Z=ÜL) ^ + £J21 e*'}
?*

4 . ^ ^ ^ ! cos 2 9
0 (

32 32 A, p- J "î 25(3 d 512 <jdpi
*0 (^ + c),

0 = e
0 (* + c)

, iT 21
.' 9 (G) — (H)

, ,
45 (G)

,
21 15

+ HT 4 èdp 4 dd 64 + 32
V dpp

(F,

i5 /(G) — (H)

i5 (G) -(II) JG)^, +M (GT H d
2 dp p- dp p-

32 <7
° ^ J /?

°

i 9 5 ,
1 35 (G) -(H) 5 1 3 (G)

,

i 7 85 H /G

T* _
2 sj~u. 8 dpp- 64

fd99 __ ldi (G) — (II)
, ,

. 1017 (G)
e

,

1 d
L 32 8 dp p-

3 dp p- -*dp?

227 «'5 3682741 «'6 55 j nn a
1

G 4~
1 d 6144

6

«0 32
e
n

l
n

'2
sin9

0 p -+- c)
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a
0
et c sont les deux constantes introduites par l’intégration; n

0
est mis pour

vV

«0 V^o

—
, et 0

O
a pour valeur

0 = 2 n„ — ri — 2 —

-

n.

Si l’on prend la valeur de a donnée par la formule (E 28 ), et cju’on la substi-

tue dans les formules (A 28 ), (B 2g ), on en déduit les valeurs de e
2
et de y en

fonction de t
,
qui sont

e = — 2

(G:

(G)
j I + 1 (G) l 88 l T?'

4

-4- -4-
i 3265 n

r
+

2
A.f'- 64 ni

^
96 n\

(G) 1

in*
,

3 (G) -(H) 9 (
G

) e
1f L» 8 4 N/«oP

h e'-
16

1 5 (
G

)
—

(
H

)

2 p^p
,

1 53
e 4- -y-

l6

. e'-± e*l A!
04 J»;

,1 « ,3

123
,

«' 4 227 . J

-5— I? — + y-y- e —
|
COS 0„(î + C

32 n\ 64 n\
)

oV '

(G) 45 n"
2 -= • — c'

2— cos 2 9
0 p + c .

v/r/0 p
256 n\

= 1 ( G ) —J H

)

^ (G) (G) 2
199 < io57 n 0

2
i

*
'

a,i * 1 64 n
° 96 "»

*

j

j-3 e , _ 3 (G) -( H) v ,
9 (G)

\/"ol

(H,
4-

„ _L e
' L 1 PJ

® p

<

7
0
2 3 prl) y. 64 J r>l

f 39 ,
i5 (G) (H)

, 9 (G)

L 1 G 2 v/(7„ O- 4 \JCL l>. J4 s/a^. j «„

123 , n
-+- — e' ^ + ÉÉi

|
cos 9 p o

32 «J 64 « 1

Désignons maintenant par e\ et y
2

les parties constantes des valeurs que nous
venons de trouver pour e

2
et y

2

,
de sorte qu’on ait

e\ =.- 2 -M-
i I +1 JgL + ÜÜ ÏL +Æ ( 2 64 n* 96 «J

f„ = - (
G

)
~

(
H

) \
j __ (

G
) + 1ÇP

|

199
4 iq57 «2

2 P„ofA | y/^p. rt„p 64 «J 96 «j
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De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de e\ et ;
nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E 28 ), (F 2S ) 5
(G28 ), (H 28 ), et elles deviendront

a = a ' I

(e;
8)

T / 3 ,
3 ,

i5
,

3 ,, 3 , ,
i j

2 2 i

3 ,/.î

69 , ,

i 5 „,3 ,

5

+
V 16 8

7Î'

Ao e ' + ^A'3 +
8

0
64

339 2

~ 32
^

128

227
, _ 67 , , _ 33 >2

n* 1 97^7 ' _ io386973
<>

, «2

32 ^ 8
7(1

2 n
\

3072 «J 18432 /?J

ÿ2

]
COS 0

o (< +C)5 ,

/?' 2 « 2 325

16 /U r/ 32 n
;

[Y. 9 f-.Lly ,, _ 45 p2 Y + 495 n r
£_ 5463 «H ^

j

|(
'> 64

0

J'd ^56 «‘^5.2 <J oV

0 = Ô
o (*+ c)

(F'

r /
21

„ 9 4 >J
2 ,/ _ ÜI o '3 J il e ' Ë9 »y 2

y
- 2 e' _i_

I
\T

~
2
V °

e ~T e
°

c

64
+

8
ue +

4
/o 0

A-
128 " / /U

193
1 35 ’j\ e

16

1
7

2 ,
32

101 7
fî

16 ""
) />

64 7 «S

A 4

si»9.(,+
6 i 44 n] 32 //

2

«"J4 "l

T 477 , 2
w 4‘23 «1

. a , ,

^ — + -5— e ‘ — sm 20
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L5l2 77

1

32 «j, J

(G'„

64
0

7 ,?
o

r/3 . , 3 2 ,
33

, ,

[(s
eîe -

4
7ü " ,,e “

3
^"“"

A> 2 e'-i 5 vV 2^-^V'\-+
^i 6 ° /o 0

64
0

123 , ,
II

"'

227

32
L /> 2

64
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("'2,

7Î »!«!•- -57!^) S

,* v _ ^ „* „A üü ,

3ï^ e
'
e

, ni 3a
7 “"

227

64

2
,«'5

l
7“^J COS 0 „

+â 7 »'e
' 2

z cos20
» (

' +c) -

Calculons maintenant les valeurs de g- et de A en fonction de t. Ces valeurs

nous seront fournies par les équations différentielles

. dg _ r/R dh e/R

dt
~ ~

rfG’ dt
~~

dlV
\

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

<lg 3 n '1

dt 2 n

+ 2 /
75

7 e -37‘

dh _ 3 n*

dt 4 n

261

TiT

n 1
16

« ,J 1

J
'cos 0

,

+
n

3 313 _ p'<

644

117
7" <

l6 f’
1

*'- T **)?

+ 9 c' cos 0 ;

d’où, en remplaçant «, 7 ,
e, 9 par leurs valeurs en t données par les formules

(E
28 ), (F

28 ), (G
28 ),

(H'
28 ), puis intégrant, nous tirerons

S= (g'I+S'oÙ + c)

(K,

[( 1 s
21

2 , 75 . ,
3
e'A

L \ 4
~ 76 7 »

e
.64

0

32 J

16
^

32
/#e

128 0

) n\ ,6 n

n 13

27 ,
n ' 1

461 ,n"J ~\
. .— 4 e — -+- -

7TJ- e — sm 0 / + .

«î 16 «J 64 ni J

+ 37
e

'2

“T sin 2 0
O p -4- c

)

,
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h — (h) +A (t + c)

( Ls )

r / 3 ,
3 .. , 3 . 3 0

LU* 100

1
l*s ICO

1 e
)

47 1
2 /

33 , A n '1

+ (r" 32
7o * '

|oc 3 H
îr

sin0
o p+ c)

+ -fe ' 2
~~î sinaG

0 p + c).
128 »o

[g) et (h) sont Ses deux constantes introduites par l’intégration; g0
et h

0

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y n ,

n
,
e'

,

mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n en avons pas besoin.

Les six formules (E'28 ), (F„), (G'a8 ),
(H'

28),
(K 28 ), (L„), constituent Ses

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (1) et (82). La valeur de h g l se déduit

de la formule (F'28 )
au moyen de la relation

h + g + l =
\

G + à' 4- g' + ^
/'•

Dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer la règle du n° 29, et nous serons

conduits à effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation.

On remplace

a par

$ e' - 3o f e’ - Ç c
2
e' + ^ e'

3 + Ç- ï e' + 48 f e

69 , ,
i5

^64* ^ + 64'

_ 669 . ,\ '7

128

256 Z h

16 8
‘ 3a 128 / n* ^ V 32 * 8 ' 2

197671 ,
n

'

6 10386973 j n! ' 5 ri
2 cg 325 4/ rr ~j

3072
C

nK 18432 ^ «7 16 ^ ri
1 an 32 «3 «' 2

J172 n l8432

X COS
(
2 A + 2 g'-t- 2 / — 2 /t — 2g

' — /'
)

Cette formule se continue à la page suivante.
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F f 9
en _ A -2 g'S _ 45 ! Jï\

L \64 1 6 /
e

64 ) n *

495 ,,
«' 5 5463 ,2

n
256^ /?

5 5i2
e

n'
-
J

COS 2 9 h -\- 2 g+ 2 / — 2 h'— 2 g' — l') [i

e- par

[ (|
e.

, _ 3
,V e. _ | eV - A ,v-

) ÿ + (|„V
- , 5 ,•eV -^ )

î:

M+ e 2
e' -— 2^2 e

2
e' % I cos (2 h 4- ig+ 2/ — ih' — ig ' — V)

32 rt 64 ”

-^r e
2
e'

2 — cos 2 (
2/; + 2^+2/— ih' — ig‘ — /'

) ;

256 /P

r par

7+[(§"
3

4 ,
3

Xfe
~

4
7 e

+^ 7e

T e ’~ — COS 2 (
2 h + 2 g + 2 / — ih' — ig' — l'
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230 /C

3 , \
«' 2

/ 39 2 , c 4 , , 7 5 2 , A «'3

'
e “ëp * );? + U 7 - ,5 ''" -

3Ï 7 '')?

123 „< "
1_ iiiy <' ^-*] cos {ih 4- ig+ 2/ — l/l' — 2^' — T)

n ‘ 64 « J

A 4- ÿ -+- / par

A + g
(IX

p '

|-ÊX

1
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,

21

\ 16 V t n P
l6 128

‘

, (
195 ,

1 35
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l6 2
7

1 '
'

32
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, / i 599
e
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1341

7v+
v 64 8

7 ^
32

1 785
,3
\ nÇ

128 / 77
3

A »" 227 ,

«' 5 3682741 ,
n’

b 55
,
n

'2 n 1 1

/ h* 8 « 5 12288 '

fi° 64
' ir a

' 1

J

x sin (2 A -f- ig -h il — 2/7' — ig' — l'

}

["^-e nX + 77^ e
' 2X 1 Sin 2(2 A + 2g + 2 1

L 1 024 n 1 b4 rt J
1 k' — ig' — i

\

par

, r /

'3
. 21

c.,2
75 2 / J** 3

!
XI

s + H 16 7 6
64

f É*

32 / TV

/
3

t
, ËZr1 p’ _ 9^9 , A «'5

27 ,

«'4

\ 16
e +

3^ 7
c

128 16 «“

+ 3.
32

c'
2
"

n

*

- sin 2 (2 A + ig + 2/-- ih! — ig' - n ;

— e' —
\
s\n(ih-{-ig-\- il — ig'— ih' ~ 1’)

04 n
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h +
Te" “Te 7

'" 3
,— e‘ e

128

/ i5
, 47 1

2 » 33 2 ,\
«'3

,
447 ,«*

,

67 ,««1

V4 -1T 7 " -T"" ) ré 64 'T + 7T-, e —
n 64 n J

e' ^r-

J
sin

(
2 h + 7

.g 4- 2 1 — a A' — 2 g
' — /'

)

,
n 4

-
4
—— e'

2— sin 2 [2 h + %g + %l — a h' — zg '— /').

128 n*

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si l’on introduit les valeurs de a, e
2
et y

2 données par les formules (E'
28 ),

(G'og), (H'
2g),

dans les expressions de L, G, H en a, e, y, on aura, en sup-

primant les indices de a 0 , e 0 , y n
et u

0 ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 558)

45

25e' 1024
( 117 ,2 _ 477 2 12

\256 128 '

927 .

5l2

n 'i

ré

225q n'e 273q „ ré'
}

7 e "T — e ~7 ’

1024 rr 5 i 2 n‘
(

L, = \Ja\j. 1 5 y
2
e'

G
0
= ancienne valeur de G (page 55g)

21
16

123
,
rt'

4

TÊT" Té

227
,
«'G

64
f

n% L

+
64

112
5l2 )

111 rn —
256 /<

5

225g
e

,7
n

^

j

.

1024 ré V

H
0
= ancienne valeur de H (page 55g)

4- s/ay.
45__

128
dz.vA- - m,'2 -
5 1

2

"
) ré 256 ré

2N21 e"-2- j.

1024 ré
1

D’ailleurs ô, est le coefficient de sinÔ
0
(t H- c) dans la valeur de Q donnée par Sa

formule ( Ff,
8 ) ;

en y supprimant également les indices de cr
0 ,

e
0 , y 0

et n
0 ,

on en

conclut

- (0, L, + 2 Ô
2
L

2 + )
=

585

256 ri'

19^9 »

256

477 , » _ çELéé 2T / " 32

n

n

•b

T

11295 l2
n'

6
62997 rj2

j

256 ‘
ré- 5 1

2

ré
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Gela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29
,
et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i'
,
i", ï"

,

on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 568 à 670) dans îa

valeur qu avait cette fonction avant la 28 e
opération, et y ajoutant

H— n'
(
L

2 G
) 2

n ’

'

7 ( ®i G +- 2 0, L
2 ,

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (82) de R, joint à la

quantité + l

-n'(L—

L

# ), doit se réduire à une simple fonction de a
,
e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; îa fonc-
tion de a, e, y, ainsi obtenue, réunie à la quantité

-
.J*'

• 7 (
0,L. -H 2 0

2
L

2 +

se compose de la valeur qu’avait précédemment le ternie (1) et de quelques
nouvelles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H, seront

= vVp 1 1 + i 3

64 -rQ '

525

3a
'

, r

120

1 65

32

1701 , , 45 ,

7 - - Te 7 c
32

tl647
e4 _ 7875

1024 64

10095

64 ) n*

+ (il _ £ÉZ,*_ 29> 5
,

2 i 33 5399 2 2 45o9 .U + 337 + 7 <? ~V 7
*‘

153 _ y78 i_

r 2 107161
2 240085

32 256 5l2

/ 22441 _ i 78583 35o359 i
2

53889 i „\
288 576 /

2304 *
i 92

e '

G = y/« p.
.

1
2

I . I
„ 5

1 — — e — — e <° 8

2 8 16 128

+ (
1
-
3 - 3 ,_2I9 195 !

\64 8 ' 128
e +

7É8
e +

1

65
4 1 53

35
" 7

Cette formule se continne à lu page suivante.

9487 4 _ 78705 \ « ,s

128 64 /

i n ,ÿ

443l
. _j_

48549 //'5

/r
'

2048 «'* 4096 « 5

45
7

2
e'

2
10312

G* .

3285

16
1 '

1024 256
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/ 79 167 2
4225 2133 A/2'5

/ £53 _ 1781 2 _ 144293

+ -^ e +_
3T e

)ï? + V* 32^ .536
^

a4oo85
c
,A «"

5.2 / «6

22441 ri' 99916415 rri_ 443i
'i_ (£_

I^T 'ri
+

442368 ri
+

2048 ri cri

H = 1la 7
*®* -r 1 + î

?

v -Të*
6^

i3 187 , 219 2 ,

19^ ^/2
1 335 4 635 2 ^ 2

64 32
! Pi I_ - «'2 7’

128 128 32 64
7 e‘

128

28o5

64
7

io3.2i
4

3285 2 ,
\ n

<? ËT e
”
e

)
-4

1024 256 / «

[n 55, 42ü5 2133 /I53 3ï45 ,_i44î|3 ,+ î422H„n\ï!

4T5
+

48
ï 7^'+— e )^ +U ^ 96 ' .536

+
5,2 )n~

22441 «' 7

,

999164.5 tri 443i 5r_

288 ~ri
+

442368 ri
+

2048 ri a'
1

De ces valeurs de L, G, H, ou déduit

du I l
,

/ 193. 1623 34553 2
,28965

rfL = ™| 2+ l,-3r“
_r' + “sr +

64 )„•

(
l65ï _ 2727 , ,

8.323
e

l o r.
I j6\ 8

.

44577

16

ri
b

C2
)ri

+ 60649 ri
6 1528783 tri

64 «® + 576 ri ( ’

da 1 I/261 3225 92^7 9
, ^9£2 .«N

dG “ an
j \ 4 16

7 128 8 J ri

( 687 . 2
3585 2 ,

>8549 , 2\ a'
h £o35g9 nri 69272 >ri_

+ ( ~r
—e+ ~ï~ )ri

+
64 «6 « 7

da

iÜH

1

an

i65
" 76 7 - 32

i6g5 , 45
" +

76
e

167
~8" 66 f — 327 e- + 4509

16

)S

y)$
178. nK

,

1 78583 fri

32 ri
_t~’

576 ri

de 1 \ t ,( 1881 lo89 2 _ 4°5o5 , ,

282 i_5

dZ=ri^e\
1 - e+ VW~~rt y 128

e
128 )S

i3265 tri 498673 n

96 ri 768 n'
,e £ 1

de

<7g
1

\
1

2
1

4-— 1 e
7 — - e

16

/ >88i 1080 , .
28215 n\n .5203 n

+ \— ^7 “477 )ri'h '^~ri +
\ 64

28215

128

i3265 tri
,

498673 tri

96 ~ri
^ 768 ri
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d 7 __
1 339

r
, «2

d L a' n 7 64 ^

f/7 1

f/G i\n
2 ny

zf- - f
2

7
2
e

! +
g

e
4

[6

/ 199
,

367 .2 i46i
,

2985 „,2 \ 1037 n* 2147
(

\ 64 ' 32 ^ 128 128 J «4
96 /?

5 48 n '•
\

’

11
f/H

1

4 « 2
/? 7

1 A— e 2

2

189,2 i 46 i
,, ,

2985
, 2 \ f_ _|

o57 ««

4
^ 128 128 / /C 96 « 5

2147 fd c
)~

48
~ JF r

29
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (37) de R

.

Prenons dans R le terme 0011 périodique (1) avec le terme périodique (3y)
*

dans lequel l’argument est 2 g -h 2/ et supposons que R se réduise à ces

termes seuls, de sorte que l’on ait

R =

. a 2
l 1 3 , 3 , 3 „ ,

3
s 9,2 9 2 n 1 9 2 n , n+'n

7PU - v +r +r + d -v e -v e + rr‘ + Td

+ |ï*«
, + 2ï‘e ,! -2

7VV !

31

32
~ 3,.-^ 2

,

465
e + 64“

,'2 +

255 537
7

3
8253 ,

6885

~ÿr~ 64
" +

64

55 1

5

ioi33
2

428263
r 2 -4-

,192 96
'

768

l6

1473 J 2 4

5

,'

7
J e 7 <?

1 fa 2

,

10067 . 1785 , ,, \ «
H =—-e' s~ e e'~

5 i 2 8

24 288 « 5 36864

[9 45 2 ,
45 2 ,

45 ,2 _ 4911 'fi)
cL

1 64 16 ' 64 64 1024 n
'

J n'
L

Cette formule se continue a la page suivante

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (37), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des vingt-huit premières opérations.
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4it’’-^TïV+^ e
"+ f 7‘M7V’ + S ïV 45

7 e e

('i'i ,

,

195
2 _2 1

“^7 2 X2 ^
\ L

2

_ i5 ^ 5639 2
«'*

,

45 , a- )

\T 7 xT v In'2 4 ' « 3
_
TgL / ¥ +

16
/

a'
2

|

X COS (2^ H- 2/).

D’après la valeur de l'argument ô du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 2, i' — i
,

i" = o, i'" = o.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

(IL _ ctG rfH

dt dt ’ clt
°‘

La seconde de ces équations montre que H est constant; et si l’on intègre la

première, il vient

G = L + (G),

(G) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie H aux

variables «, e, y peuvent être regardées comme déterminant a et e en fonction

de y; en les résolvant, on trouve

„ = ïj 1+47=_ 2^ + in._ 4/|l + !a: + 3n._ 8.,^

(A») f il
,

*9* -.2
1

9*9 (G) 195 ,,1 n* H 1 -

L3î
+

8
; +

16 H 64 J p.
8

|” 79 8587
, 393 (G) 2i33

, 2
"] « ,5 H 15

1 53 « ,6 H18
22441 ri

1 H 2

L¥ +
_
ïr 7 + ~nr + _

f6~'
>

j p.
,u

4 f
7-
12 ~

144 i’

3 (G)
g2 - 2

h I

1 27 +
2 H

6 ’/?

Il H 2
32 p

s
+ op/ ‘

.,'0

(G)
, ^ {G) 2

,
947 «'4 H 12

,

13739 « ,s H l;

96 p."

Si l’on remplace a et e
2 par leurs valeurs en y dans Fexpression de L, il

vient
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et si l’on remarque que ~ = -,t j on en déduit
rU

^ = 9 3 (G) 9.
^ (T

I
2

1
2

1 ^
2

1 H ^
4

" 7
2+ ? Ÿ+ T 7

2^ + ! V
2

7® + | /
i|i + ^ y

(CM )

Q /

9 » (G) 2

9 .(G)
H 2

4
7 H

| 8
y

1 95 2 (
G

) 27 r

’6 7 » +
32 ‘

J ^
_ 29 .

»" H 9

_ 49(9 |2
ff'MI

12

45
r 2

_H
192 16 ^ u?a'‘

sin 6.

D’ailleurs 011 a

dt

(U _ _ <7R _ r/R

dt~ 2
d L

a
4G’

e» tenant compte des valeurs de dl, —>••• données à la suite de la

28 e
opération, et remplaçant a et e

2
par leurs valeurs en y, on trouve

dt
~

H 3

|

2 ~ I2 'é + 6
ir + 24 '/' - 487

2~

(dm

+ 11
(G

)

2

H 2

_ri_ 3,' + |«n2^£+î252^ï!
L 2 4 J p-* 1 6 p.

s

nn H :î

+ l5 ?’ + !T + ï
*"+œ 7* + 9V r" - 1 <f£ + 2 (fl

f 39 2 195 (G) 27 1 n '2

L 4
‘

16 H +
32 J y.

4 H

H6
19 « ,3 H 9

4919 n ti H 12

,
45 H'+— cos 0 .

Ces deux équations différentielles (C 29 ), (D
20 )

correspondent aux équa

tions
(
23

)
du chapitre III

;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0

(
qui

n est autre que - LJ a été remplacée par la variable y dont 0 est fonction. Si

on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les
coefficients de sin 9 et cosô, puis tenant compte de la première puissance de ces
coefficients, et ainsi de suite, on trouve

f = il + !!>+¥
(K

iLsfG] g 75 ,.- 2 ' * (
G

)

2
7 » H ^ 8

/o e + T G T /ü TT
8i

7 ï
c

16T 7;

(G) 2

9 2
(G)

IF
~__ 9

4
7 °

Cette formule se continue à la pace suivante
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nn H'"
3

4 ,

l65
, 2 (

G
) .

9. -,2 e
>*~\

VÎ + lT 7“ir + 64
7

“ J

iq « ,5 H15 84 1
,
n'*H" 45 , «251 —“ —

JiT
7 ' 1

"J
7" + 3a

7 "
'

8
7o

p
p" p

2 «'2
COS 0

O
(T + e)

45 4
«'«H 1

8

-
3
-
7 Ï -y cos 2 0

o
(*+ c),

0 = 0
o
(t + c)

(F,;;

: r 3 33 3 (G) 9 ,, 291 4 J
(G) 99 2 >2 9 [G)' 9 ( (j

J f
'f] ... IL

h
+

*
7 _a77 T ,6ir 4 «

f 3 3 i 65 (G) 9 7
\

//1||!

+ |l6“4 7u "'^'H' + 64' J p
s

+
32 fi

4

p a \

19
«' 5 H 15 i3375 n 16 H18

t

45 nn H6 H 4

~8 p’ 0
768 F-'

2

63 , 9 (G) 27 ,2 1|

„» h12
, 9

*' 6 H’
3

)

|[ë4
+

76 7o
1

6

H + ST Jj p
s

H
128 p

12
)

9
*'C H ,S

256 p’
2

sin 3 ©
0
(f -F- c).

7o et c

valeur

°>=W i%

sont les deux constantes introduites par 1 intégration, et 9
0

a pour

fa) (G)
2

_ n _o ,
,

3 ^1 ^hi + 97^ j.- 48 7. yf + 12
-fp |_ a

7o +
4 J p‘ 8

P-

8
i127; -f- 6 + 24 7 o

Si Ion prend la valeur de y
2 donnée par la formule (E„), et qu’on la sub-

stitue dans les formules (A„), (B 29 ), on en déduit les valeurs de « et de e
2 en

fonction de t
,
qui sont

H
\ ,

. 2
(G)

a = —
j

1 ^ 47 "
2

H

(G) (G)
2

H H 212 7Î — 47 » JJ + -nr- + 3275 — 87»
(G)

H

\'±
f 3a

(G„)

19 1
2

|

9 59(G) ‘9 5

7(1 ^ 16 H 64 J P*

79 8587 , + +— H Z~7~ t » ' „ H r
rfi ' J f'[t + 77 7"^ 2 H ^ 16 VJ p

10
4 p

(G) 9 , -2

/7 J42I

144 7

(G)
,

-!r 3 7
2o+ 457;- 97

2

»qp +l 7 «
e

'

2 + 3847 »
n77

“ H
+

2
7 “

, (G) 2

’

7
» ir 2

7o h J p-

1

5

+ 7
Celte formule se continue à la page suivante



CHAPITRE V. 2 ff OPERATION.
' J J

(G
29)<

G-
—L_ 9_

8
/o H

, 9 s

7o + o 7» u + l6 7»
e

J f
.

H 1

>9_'.,»
,5 H ,s

8447 ..,
«"H"

,

45«' :

IT IT
)- -7„ —r» ^6~7 o

— + y— ^r2

j

c0SfM'+ c
)

2
U

[j:

H 2

9 . ri" H 12

7 •

J7Ï
— cos * 8

. (
' + ^

(H»b

Désignons maintenant par a
0
et e\ les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et e
2

,
de sorte qu’on ait

H 2 (G) (G)
,
(G

)

2 (G)
a, = —

j

1 + 47S - sqp + 1275 — 47» qp + + 327 ® - 8 v 0 R

-[
13

,

J 9 i
, ,

9^9 (G) 195 1 "' 4 H 12

32 ^ 8
7ü

16 H 64 J p
8

[f
9 8587

2 3g3 (G) 2i33
, 2
1/?' 5 H' 5

1 53 « ,6
H'

S 22441V 7 H 21

24
75

2 H 16
— e

4 F-

1

144 fi“

-(G)
j, .... ,

3 (G)
fi

. (G) (G
)

2

947 ^H' 2

,

i 373g i.*H*

ITj /n ^
2 H H

+2
H2 +

3a ^ 96 t

*"

De ces relations nous pouvons tirer (G) et H en fonction de a
0

et e
2

;
nous

pourrons ensuite remplacer (G) et H par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E 29 ), (F 29 ), (G 29 ) ?
(H 29 ),'et elles deviendront, en mettant n

0
pour

y/p.

a 0 \Ja 0

7 = 75
— *v

4 — —
‘v

2
c

7 A— — *y
2
e'

2 -G — 'y
6 —F — g 2 — —— e'

4
7° 2

7 “ 0 +
g

f B
e /„ -E

2
/o^o

8

^7 .,2 R 2 .2 .'2

64
7# » “4 /o 0 /«:

(E'«
' i6 7

° 4
7o

64
ü

J. e
/ 2 \ 7

64
7o

; <

19 j

«' 5 6377 2
fi'

e ** ”' 2

T 7
° 7 ~W 7 ° «!

45 j
y?'

2 « 2 "j

~7o ^5 5sT cos 9
0
[t + c)

45 , «4

3^7o^ cos 2 0
o

(it + c);

T. XXVIII. 73
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2 °^8 2

33
2 ,,7 1

4^ 2 ,,'2 I ^ ^ f,-

2 '^ Ü + T 7 ° +
64 ° 4 “

(F»)
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6 = M* + c
)

/ 3 21+ U" 4

, r (SL + 9. 7
> _ J_ «; +^\ £ + ^ 1 sii^p + c)+

L\64 16
/ü

I6°^64 / n \ 128 «J; J
üV

Ifi-ë sin 3 G p + c)
;

256

237 2 ,9. „\ _ 19 «2 _ J '^>7 3 45 rï_

64
£

°
’+~

64 y «0 8 «0 768 «0 32 «3 S] sinGJ/ 4- c
)

(G',
3

/ + f)

(H'

=
«0

j

1 + [(
3 7 Ô

— 3 7 Î
-
7 7 “

e " + f 7 “ + T 7 "
e

“ ~ 1 7 “ +
16 7

°

4

75 e
“

£J,_

) /?
2

0

+ \4
7 °
_

2
7ü

16
; ° " 16

/o
J n \

19 ,
»* 7979 ,,2

"' 6

,

45 «' 2

.

<
"j 0- T 7(X “ 1T f° 7% + ¥ *; *} cos9"

- 7 7o Jr cosa0
# (<+«?) I;

4 /z
o

*

r„) = <: - [ (i
r. <•. -

i
7i < -

3

4 1' <

+

|
1- " e") 7 + 1

e
-

”i ]
cos 1

"• >' + c) -

ja valeur de 9
0
deviendra de même

r ( 1 , ,
3

., 3 ,\ nn
,

349 «'‘1

e
u =«»

[
2 - +

4
e ') ^7 + 17 < J-

Calculons maintenant les valeurs de h-\-g-\-l et de / en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

(l{h+ g + l) c/R c/R clR <# _ _ ç/R

~ Tt
~ ~ dL c/G c/H’ dt

~ clL

ou nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d{h + g + i)

dt S[ 2
1

8

.

,

3 ,
H— <?•

2

45 1 nn

64 n 2

787

32 « 3

J

3 7*
33 27

7 e
•

57 7- — 1
« 3

J
cos G

,
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(U

dt

3
,

,

21
-e +-z-e-

1207 n '-

1

“
64

" n* J

9 2

e 7 cos 0 ;

d’où, en remplaçant a
, 7, e, ô par leurs valeurs en t données par les formules

(E'
29 ), (F„), (G 29 ), (H'

2g ),
puis intégrant, nous tirerons

+h„y t+ c)

rf 9. 2
i 5 , 39 2 2

,

2 7 - ri\
n ''

, 9 2
H'" 285

2
»'5 l

lw° ~T 7S
— —— *v P

4
'»*» +rile

\lüj
+ Xf'<~

~
7

“ ri 1

(L«)

1 = - te) +

_ 7
2

f>- _i_ H 7 2 1

16 U " ^
4
U >

165
,,2 L 1

32
sin 0

O
(z + c).

(A) et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); Zi
0 et g r

sont des quantités qui, comme 0
O ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

ri, e'
,
mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. Les

formes sous lesquelles nous avons mis les parties non périodiques des valeurs

de h h- g / et de l viennent de ce que l’on a

h + g l = l (j _j_ /, / = f 0 — g.

Les six formules (E'
29 ), (F'

29 ), (G 29 ),
(H'

29 ), (K 29 ), (L 29 )
constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (1) et (87); dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la règle du n° 29
,
et si nous remarquons que g -t- / est égal à - 0

,

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation.

On remplace

a par

n
1

1 +
1 (

3L- 3 "/ —y T e
2 9 2

~ri
e — T e 2 — '±fe

Cette formule se continue à la page suivante

69 2 45 .. 3 „ \ n

Fri
6 ~T‘ ee

7 a.
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_ ( ! 7
. _ S y -4 f «• + \ r K -

ri
\ r.

1 o 7 16 16 ' / n % 72

-, Ÿ ~ C0S2(2^+ il) (,
A ' Tf

par

7 par

7

3 - • 9 p i ZZ ./ 4 2
I ZZ 4 4 _ 2 7

2 e
2 <4

» 1< T 1 +
64 ' 4

7
[Q7

1 - |t‘ — j/«’ + |v’«'’ + ;7‘ + ;ï‘«’- + “ 7ï‘ f

3 ,
ai . a37o,,l

i6
7

4
7

64
7" <? 4- „ - ,A _ i._9_

,,,

”' 5 6377 ,
”'6

,

45

64
7 6

j ri 8
;

n» 384 ‘ ri
+

32

,
n'

2
ri 1 , ,

7
— COS 2g + 2 /)

' /r a J

45 «rri .

, n- ~Ÿ — cos 2 2g- 4-2/);
32 /T

h+ g + l par

k +s + i- [(!?
i5 3ç) 2 2

-T 7 -~r7V + *7 + 9~>ZL
7 J 7Ë

+
4

'

285
81sin (2g 4- 2/);

par

g+ l-

[G
i5 , 3 ,

T V e
4 4

± e,-^ 7._| 7
=,. + |.,v=+^ e--|«v-'"

ri

32 Y 7
'“

7
^‘ +

7Î8
e

r É 9 , 9. 7»_ 9_ri 4- 2Le" Xn

LV^8
+

32 7

237 „i , 9 vAf!_ Z9^_ -^1 sin(2g + 2/)
a* 16 n 0

1 536 n 6 64 w." fl J

+ S6?] Si " >|l »' +I '
)

32 128 / «

4 y sm3(a ? + ï/);

/ par

81

l T- 16
-riri

4
7 ^

/ ri

1 65 .

“17 r G] sin
< 2g 4- 2 /).
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Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si S on introduit les valeurs de a, e
2

et y
2 données par les formules (E' ),

(G'„), (H'
29 ), dans les expressions de L, G, H, en a, e, y ,

on aura, en sup-

primant les indices de a
0 ,

e
0 , y 0 ,

et n
0 ,

L, = ancienne valeur de L (page 571)

— /a. p • 7
4 —

16 ' n‘

L, = S fl i 5
7 —

7

r 7
'
e

‘

2 2 4

3
2+ ÔÏ
2 19 n J

G
a
— ancienne valeur de G (page 571)

/— 9 4
"

-É^-^7 ^5

H
0
= ancienne valeur de H (page 072)

— \Ja\L •

#'4

/z
4

D ailleurs â, est le coefficient de sin0
o
(t -+- c) dans la valeur de Ô donnée par la

formule (F'
ag ); en y supprimant également les indices de a

0 ,
e

0 , y 0
et n

0 ,
on

en conclut

~
(®i L, + 2 9., L +. . .) —

2

9 2
0

1

b+iEr
8i_

3â

27 ,

+ 7^ /?'4

ri
4

9 2
n K 07 , n n

\

32 * rf 1G ^ n‘
(

Cela posé, si 1 on se reporte à la règle du n° 29 et (pi on tienne compte des

valeurs de i, i\ i"
,

i"'

,

on voit: que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 679 et 58 o) dans la

valeur qu avait cette fonction avant la 29
e
opération. Par ces substitutions, F en-

semble des deux termes (1) et (Sy) de R doit se réduire aune simple fonction

de a, e
, 7, ce qui fournit une vérification des formules de transformation em-

ployées; la fonction de a
,
e, y ,

ainsi obtenue, se compose de la valeur qu’avait

précédemment le terme (1), et de quelques nouvelles parties qui sont données
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dans le chapitre IV avec l’indication t*»- ••>, 37 ]. Ensuite les nouvelles valeurs

e L, G, H seront

,

,
. i3 i5 , 5i5 ,

,

195 12
i5

4

1
1

( 54
—

76 7 32~ 6
708

6
32

7
195

128
5^,v-2.,v
ï6 '2

1

11647
4 7875 , „ 10095

,A ”2

1.024 64 64 y ri

(79
\i6

/ -y-
e

2 +^ -f 33 ( + f «* - f e'
2167 , 2gi 5

2 ,

21 33

328
7 32

9487 , 78705 , ,,\ ri"

+ e — —Fi- e e —
128 64 / n

/ 1 53 895 107161
2

240085
,2 ^

ri
6

y 8 16 ^ 256 5i2

/2244 1 176531
2

35o359I
^2 ,

53889 f

g
'2\ ^

\ 288 576
7 23o4 102 ) n23o4 192

99916415 /z'
8 34852841 ri " 443 1 ri * a ~

48549 u '’

I

"T + I
'

~ ’ ~ 7 ‘ ~ ~
-

442368 n
+

55296 ri 2048 ri cP 4°96 ri a'-
\

G = s/a\j. ! 1

i
, ï 4 J__ 8 5_

2
f 8^ 16^ 128

(il-. i5 219 . ig5 i5
4 6g3 îgï _ 9

"T
\ 64 16 128 128 32

/ 32 2

, ,2
103121 3285 2 ,2

7 e'
2 — ri — e-

e

1024 256

^79 167 j
4225 , 21 33

(
— — LU -y

2 —
. e‘ +

\i6 8
'

192 32 ) n

1 53 895 , 144293 2
240085 ,2\ ri'

~S UT 7 _
1 536

e +
5 1

2

e

22441 ri
1 99916415 ri

8
443 1 nP_ a

288 ri 442368 ri 2048 ri cri
1

! . 1

x
in fi ï - 2 y

2 - - e- + f <?* ~ ô e> + 7 7 ee+ 2g6 _

il i8z ,_^9 2
,

195 1389 4 _ îgî
a8o5

ïe
..

64 32
1 128 ^”128 32 64 64

io3 i 2 i 3285
2
^

(S
\ n"

1024 256 y ri

+ (79 $2

\ 16 48

,
4225 21 33

,

7 ri + —— ri

192 32 )ï +
(

1 53 3245 2
1 44293 4 24oo85

,2
\ w

96
7
— - p - _j : e

,A

1 536 5 1

2

jri

2244 1 n
' 7

,

99916416 ri
s

t

44 3 1 ri " cri

T + / 7~TFô~ ris ^ TTTq riP ' 7/2
288 ri" 442368 ri 2048 ri ri

-
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De ces valeurs de L, G, H, on déduit

583

da
__ 1 L ,

/ i93i i 58 7 , 34553 , 28965
fr'r + ~

7!5
“ s ' + “g

4

-
<
’

n*

(
l65 ‘ _ 2727

^2
3 i 323 ^ 4457716“*'+ “HT*

— u k°^9
,

1 528783 /Z’
i

/ n

5

64 ne '

5 76 /T I

’

A/

rfG -i f io35 3549 , 8779 „ 2
78o3

_ f
A

an
\ \ 16 16 7

.28
^ H

16 )

+ l

~ ~ I2427
2

358a , 18549 /2 \ 11 io358 i n'b
277255 /A

|— ^ + ___ _ !

3

da

dti
i* + i* 7>_iz®z c* +
16 ^ 16

1
32

+
2

+ (-x
~ 66 '/

2 - 327 <

4509

16
^

895 /A

16

I 7653 ï T?'
7

576 tt
7

de

d L «2
«<?

1
\

! _ e
* 4- é iMl _ l^î ’d _ 4o 5o 5 28215 \ n 1 ' i3i65 «' 5

498673 n'e
)

\ 6 4 16 128
1

128 J n*
~r

~ 96 /C
+

768 A |

’

de

dG <7
2 ne i

* 2
^

cfe s 69 2
ri

1

d H a2 ne 4 n

*

dj_ = i '375,, /A

<7 L «* « 7 64 ^ n4 !

^ 16
*

+- (
l88t _ io89

^2 _ 3o5i9 + 28215^ /T4

^
1 3265 /A 498673

\ 64 16 64 128 n* 96 « 5

768 ne

d
’l = 1

i

dG 4 ci1 n 7 J

- a 7' + -**

-

7
> *’+ -*« _-

7V
16

'+ é3IZ _j_ 2 _ £587 2 ,

3og3 A ri* 1057 «' 5
861 5 «'6

‘ \ 64 ^ 32 ' e + —

~

e
I
— H — ~ -5

128 128 96 nà
[92 n e

±L
d H 7—7

]

1 + - e
1 + | e

4 4- — es

4 a «7 i 2 816
4- ( ÜZ _ Mi _ I®7. , 3093 \ ^ io5 7 «"

\ 64 8 ' 128 128 y ^
+

96 «5

861 5 n '6

192 n6
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3oe OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (40 R-

Prenons dans R le terme non périodique (i) avec le terme périodique (40

dans lequel l’argument est 2 g -h 2 l + et supposons que R se réduise à ces

termes seuls, de sorte que 1 on ait

R = —
2 a

’
a '

1

1 3 2 ,

3 2 I4“â 7 +
8
e +

8
e

_U 5 rj* r'"- — •

2
1

4 ' 4 16 3î 4

Il _ Hy _ II? e
2 + + 74

1

+ 1J
J- fe

2 - 207

3a 8 64 16
I e

I0067
1785 «3

5i2 8

255 537 > 8253 6885

ST
”

76” 7 ~ ' ~64~ £
64

55 1

5

635 428263 , U

.

'92 6
7 768

28841 «2 9960575 /U

9.4
^

J « 4 288 z?
5 36864 «'

r 9 45 45 , 4g
49» »

,2

i gi

L 64 16
/ +

64
+

64 1024 n ‘

J a
' 1

,(? , , 9 4 ,
45

m
7? \V

e -V e ~^ e'+-fe

(b' e'~ïr te'-b'
e
’ el)i-ië f ' S

|

“s
i
*«+"'+'>'

D’après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que I on a conserve seul

dans cette expression, on a

i = 2 ,
i = 2 ,

i — o, r = i

.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

dh dG (l H
^

dit
=

~dt' dît

* H ne faut prendre pour ces termes (1) et (41), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des vingt-neuf premières opérations.
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La seconde de ces équations montre que H est constant; et si l’on intègre ia

première, il vient

G = L + (G),

(G) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie H aux

variables a, e, y peuvent être regardées comme déterminant a et e en fonction

de y; en les résolvant, on trouve

a = i -+- 4f
( G)
H

12 / — 4 r
(G)

II
+ (G

f

H 2 + 3av
e - 87

<(G)

H

fl3
,

‘9^,2
,
9% (G)

,

i 9 5 ti"' H 12
79 « ,5 H 15

i 53 «'6 H IS

j

L 32 8
y ~i6 H

1

64 '

J p.
8

8 p
10

4 p
12

)

’

27"
(G)

H
— 67 m

h
(G

)

2

H 2

947 «' 4 H 12

j

32 p
8

f

Si I on remplace a et e
2 par leurs valeurs en y dans l’expression de L, il

vient

1 ni , 2
(G) 1 15 , H 12

ï

L = H
j

' + 27 - ij
+ 47 + 87® — y

2 —jr- î

,
* 1 ? fi/L d ît -ï r tj .

et si 1 on remarque que — — 5 on en déduit
dl

(C
30

cLf _ _ )9 2 f 27 9 (G) 81

dt
-

p
2

( 4
7 +T 7 +

4
7 TT ' 35 y f

9 ..»,, 27
, 9 2

(G) ,1 «’H» 319

8

G)
, |

«'

H

3

7-^-^r^ + tr-H-^J— — >8,n

D’ailleurs on a

9 efe- dl fi? R fi/RT = 2-^+2— +«'= — 2 — 2 —

—

fi/fi dt. dt d L fi/G

en tenant compte des valeurs de
JE’

’ ’ ' données à la suite de la

29
e
opération, et remplaçant a et e~ par leurs valeurs en y, on trouve

fi/9 p
2

l

i* ~ T 2 ~ 1272 + 6
“

W

+, (G)
,

«'H 3
1 n'- H 6

)

2 A i

(D,,

P-~ ( 4
7 e +T^+ 7 TT e

4 H ' 32

F 9,' _ 9 ^2 /
,

9 (G) il Eib 3i 9
"' 3 H"

1.8 4
/

8 H
J p

- 16 ~1T cos0.

74
T. XXYIII.



586 THEORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE,

Ces deux équations différentielles (C 30 ),
(D 30 )

correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III; elles n en diffèrent qu eu ce que la variable 0
(

qui

n’est autre que^L^ a été remplacée par la variable y dont 0 est fonction. Si

on les intègre par approximations successives, en négligeant d abord les coeffi-

cients de sinô et cos 9, puis tenant compte de la première puissance de ces

coefficients, et ainsi de suite, on trouve

7
2 — 7? +

27 683 2 ,

«' 5 H15
, , v

+ — - w yie ~7rl cos0
° ( +

9 = 0„ (
t + <: )

_ 1 f9 e<+ 99 2
^_9(G)^ + 8i^3

'l

>ri

| Ls
/ü

4 H ^64 j p-

[
9
g

i
,

99 ,
63 ffi_) ,1

L» 4
/u 16 H J

,
63 (G).,!^ +2^ -fs™. ! *U<+<>

P

81
, 2

«' 4 h12
. 0 .

,

.+ -^<P 2 — sin 2

6

0 p +c).
230 f*

7o

valeur

et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 9
0

a pour

e
"
=

iFl
2_,27

‘'
+ 6 ir + ^

„ (G) «UE _ i nn H 6

2 p.
4

Si l’on prend la valeur de y donnée par la formule (E 30 ),
et qu on la sub-

stitue dans les formules (A 30), (B 30 ), on en déduit les valeurs de a et de e en

fonction de £, qui sont

—
\

1 + 4 7o
“ 2 'TT + I 2 7o — 47« qp + -qqr~ + 32

7

S
— 87 ;

[GY (G)

H

( ffio)
'

r 13 191 '

r ,

959 (G)
,

*95 « I
«'4 H 12

79
«' 5 H 16

1 53 n'
e H IS

)

l_3i
+ /a + qp H

+
64 U1 P“ 8 p-

10

4 p
12

\

Cette formule se continue a la page suivante.



CHAPITRE V.

(
G

:îo

m 7 S

^O e
OPERATION.

H 6

58'

2
7

» 2
/u H

+
76
ue

J J?

fl , ,
,

l35
*>;V'

8 fofoG) 1 *'3 H9

U /.* +— 7.* - 4-70-H-J

27 , ,
tt" 7„ e+ -Q- 7

0

F-

683 , ,

«'= H 15—
JG)
2 ir

i . ,

3 (G)

,

(G) i

1
9 ,

«' 2 H 6

9 , ,
// 3 H3

)+ 2m\r lr
f- f

^ <? ; \

F-
’

1

+ 2t +
3“2 p

s

cos

0

O
(

t

-f- c). .

Désignons maintenant par a
0
et J les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et e
2

,
de sorte qu’on ait

= 7 j

1 + 4 'd
- 2 ir + ,a7

»
~

^

ir + ir + 3a7
°
- 8

?« ir

rj + i9i
7? + 959 (G) 79 //

5 H 15 i53«'e H 18

)

[ 32 8
/o ^

16 H 64 J P.
8

8 p‘» 4 p»
j

^__Jgh a
,,

* ~ T
j

+
2 II

3 (G)
fi
,GGfo (

G
)

2

_j_ 947 ^H' 2

b7„
ir + 2

lîr- + ^-^-

De ces relations nous pouvons tirer (G) et H en fonction de a
g
etc 2

; nous
pourrons ensuite remplacer (G) et H par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E,
0 ), (F so ), (G s0 ), (H,

0 ), et elles deviendront, en mettant n
0
pour

V>_

*0 s/a
0

(e; J'

7 2 7 » +
[ ( 8

71 e '

8
7t e'~\ 71 el<;

'-'
r% ri e*

)

- «»*,(

fffoe„p+ 7

(F'

9,7' +^
,

4 " 64 ) ni

+ , *7^ _ 683 ,*?
8
“ +

2
7

32 7 32 «2 64 ]
sin0

#
(f + c)

8i „ n"'
.

256
e 7 sin.2 0

b,p + c):

74 •
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(G';i0 )
'

[(I
, 9 4 -

45 8i
2 ,3P 1 P ô

q , ,
63

,

1 17 2 •> \ n
' 3

,

27 ,
,«'4 683

2 on efi lf 4- ri
|r:«'- T ï!«

,-T 7i 'îeJ^ +
T’'*'' K ~16 <’

r

(h;,) - [|»:<'î*’$-Î 7î*î*’$] «»•.(*+)•

La valeur de deviendra de même

E+ ^-iïT].
L «0 a «; J

Calculons maintenant les valeurs de h H- g -h / et de l en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

cl{h + g+l) _ f/R f/R f/R M
__ _ f/R

clt
" d L f/G d H’ fft f/L’

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

djh + g + /) =n _
dt

dl _ 7 ff'
2

f/f 4 n

n‘

n

- [
--$7 2 4-

I
e2 +*<•- 45 1Al

» L 2
'

8 2 64 n J

2
r 27 0 ! 9 ;

99 2 .,2 „/ ^7 n '

r L4
/

e — V 1

e' -~ y 7 f e T ' É F

!>•<"
9

8
fe-

,

n'
”

n
__j

cos 0
;

COS 5
,

fl ou, en remplaçant a, y, e, U par leurs valeurs en t données par les formules

(E„).
(
F 3«)> (

G
’so)> Puis intégrant, nous tirerons

h-\- g-\- l = [h) — -/'+(- 9
„ + /'o) (

t + c

(K40

ffii , , 45 .
,

117 , . A «'* 81 , ,n
ri

,

81
,
,n'n . .

IAt 71 * “F 7 »"
_ T 7; ‘v<?

) /II
~ F 7»* F ^ J

bin6»Ù + C,

(Lo) /= - (ff) -\ l'+ Ù+ C - [fviA'^ “S 7 »*' sinG„(? + f).

[h] et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21 ); h 0
et g 0
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sont des quantités qui, comme 9
U ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n'
,
e'

,

mais ciont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. Les

formes sous lesquelles nous avons mis les parties non périodiques des valeurs

de h -h g -h / et de l viennent de ce que I on a v.

/< + » + /= -Q + h — - l=-9—g — -/'.

Les six formules (E'
30),

(F'
30 ),

G'
30 ),

(H'
30),

(K 3Ü ), (L 30 )
constituent les inté-

grales de nos six équations différentielles, dans le cas oii la fonction R y est sup-

posée réduite aux deux termes (i) et (40’ dès *ors nous n’avons plus qu’à

appliquer la règle du n° 29, et si nous remarquons que g h- l est égal à

-9 — -l', nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :

2 2

Formules de transformation.

On remplace

a par

['» !
' + i i| 7v-f Tv-| 7w+^,v<y2;'

/ 9 , ,
63 1 17 , A n ri

27 , ,

n 14
683

,
ri '~\

i

{-y e ——'f e
g
-7 e e

)~nï
+ ~%'fe F TiT

7 * ^rJcos(2g + 2/+/)j,

<r par

?
2 - [^7

2
e
2

e'
J- - ^fe2 e''F

J
cos (2^ +2/+/'),

T par

s i , „ \ n *

8^ e -rree+ 6-f
e )F

f 9 2 /
8 ' , , 99 2 2 F\ ,

a7 2 1

«'4 683 , ,
n"'

\W e -1 °°l et ~TF ee
t

’ 64-'^ ^ J

h + g + l par

r«v, ?
8 i

, ,

«' 3
8 î ,

n’i

\
,— f e'— + — 7

- e — si
8 n 8 n*

J
sin

(
2 ^ + 2 / 4- /'
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59,
64

+ 27

64

683 1

128
e

'

té J
sin (2 g 4- ‘il A- l')

4-
81

5 12
sin 2 (ïg 4- il 4 l')-,

l par

f q ,
nn 63 , ,

n'1 1
. . . ,

I — 7 7 « — 7 7 <? — 1 sin (2g- 4- 2/ + / ).

[4 « 16 « J

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si l'on introduit les valeurs de a, e
2
et y données par les formules (E'

30 ),

(G,
0 ),

(H dans les expressions de L, G, H en a
:

e, y, on aura, en sup-

primant les indices de a
0 ,

e
0 , y n

et n
0 ,

L,, = ancienne valeur de L
(
page 58a

)

,

/— I 9 , 9 , ,

«'3

j

L
,

= v/^p- e y~Xfe ^\'

G
0
= ancienne valeur de G

(
page 582);

H
0 = ancienne valeur de H (page 582).

D’ailleurs 9
{
est le coefficient de sin 9

0
(

t

-f- c
)
dans la valeur de 9 donnée par la

formule (F
) ;

en y supprimant également les indices de e
0 , y 0

et n
0 ,

on en

conclut

-
(
9

,

L, 4- 2 0 , L,
/— 8i , , 2

n*
I — 77 T e ~
I 64 n

8i
s „ n’

32 ‘ lt

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29, et qu’on tienne compte des

valeurs de f, i'
,
i"

,
i "

,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 58g et 5go) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 3oe
opération, et y ajoutant

— L„) + -«'•-( 0
, C 4- 2 0

., L,, 4 • • •)•
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Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (i) et (4i) de R, joint à la

quantité — -^(L — L
0 ),

doit se réduire à une simple fonction de «, e, y ,
ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de «, e, y, ainsi obtenue, réunie à la quantité

(0, L ,
-4-a0

3
L,+ ...),

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (i) et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre I V, avec l’indication .
. , .*, 1 .

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G seront

l = sjl - i|
7

. _™ e-+ I2Î «... _
'J. y + !âi ,v _ ^9

64 16
T - TT e

‘+
TÏ5 “

3i r “ ef 7
‘

HÇ47 „.4 787.5
^ 2 ,

10093
H y e

1024
e 1 e ~ -4-

64 64

/ 79 I(^7

V 1

6

8
1r-~ 5399 .,2 „2 _ 39 37 , l2

16
7 c

3a 7 «

,9487
(

78706 n \ n'b

-\ -r e —

—

e'
e

-

128 64

x 53 8g5 2 107161
2 240085

, 2
\ n

16
7 256

e 4-
5l2 ne

/ 2244J I7653i
^

35o359i
i

538891 \ n

\ 288 7 4 e ‘

576 2804 192

999 1 64 1

5

>/'*
,

3485284 ) /?' 9

|

443 1 n '" <c 48549 n'b cf

44^368 n% 55296 ri
1 2048 n ‘‘ a ’~

4096 n b a
''

G = \fci [>-
j

1 — - e- — ~ e4 b e 6
e

8

1 1 8 ID 1^8

-4- f il _ i5
.a

2I 9 2
1

*9^ ,2 *5
4 6g3 369 „+

\64 7ë 7 + GT -3^ +
tT 7 ^

“Tm 76

io3i2i 3285
2 ,2

\«'4

1024
Ê

256
' 6

,

79 _ 167 4225 ai33 W*
'16 8 192 3 2 / « 5

153 ¥ , __
144^93

g2
24oo85

e
,2
\ n* 22441 «o 99916415 «' 8

443 1 //4
rr

*536 5 1 2 /
«' 288 442368 n b 2048 g

' 216

Quant à la valeur de H, elle est la même que celle qui a été donnée à la suite
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de ïa 29
e opération (page 582). De ces valeurs de L, G, H, on déduit

da I

dL an

ip3i !587 , 34553 „ 28965 ,A n"

3-2 8
^

' 128 64 /

/ 1 65 x 2727 2
,

3x323
2 44577 , 2

\ « ,5 60649 £ ,

» 528783 £ j

V
“8 4” 7 +_76

" e +_
i6~ J

+
64 «

B ^ 576 «M

J« _ j_ t / £35 _ £49 _ j __ 8779

dG ~~ ~~
an | V x6 16

‘ 128

2 ,

3 1 x 3 1 , 2
\ n

"

r~— e

68 3585—- — 12427
2 g— e + 148473 ,,\ n'

s io358 i £ 277255 £
32 64 n6 +

48 n 1 n

‘la _ _i_ U i5
,

.£5 , _ 1767 ^ 36g
e
,A £

JH " rt/?)\i6
+

i6
/ 32 64 ) n“

( 167 2 3 „„ ,

8937 ,A
,

8£ £ i 7653 i £ 1+
32 ) 16 ra

6 ^+^ — 66 7
2 — 327 e

576 « 7

de xi , / 1 88 1 1089 , 4° 5o5 2
2821 5

, 2
\ n "'

di
=
i?Te\'-

é + {-û nf-' --TXT'‘ +— ‘
>“

i 32&5 n
'5

498673 £
128 ) n “

'

96 « 5
+

768 /J

Je

dG
2 1 "

a ne
(

+

de

JH
~ 1

«2 ne 4

d'i i 375

JL #2
/? 7 64

1

J7 1 G
JG 4 a

2 n 7 (

-E

J7 1
i

I
2

8 16

/ 1881 1080 „ 3o5 iq „ 28215 ,,\ rf
.

13265 n'b 498673 rf
)

-s-: —s2 7 7r~ e +—TT- c ' 7X + -Tir" 7TT + ~^ÏÏn— »

\ 64 16 64 128 / «4 96 ‘ 768 ne

y TT ’

,
I

2 2 2,3 3
2

5

37
. +;e._ ïe.+r +T3 ,

/ 217 619 i 587 1587 1057 a'1

|

86,5 »
«£ _J — £

\ 64
1

32 ' 128 64

1 2 ,

3 . 5
B

... . 2
f “E Q ^ H

JH 4 fl
2
« 7 (

2 8 16

/ 212

V 64

35 1

~
8
~

1 587 £87
128 64

V-
/ n "

96 rt
5 192

1057 861 5

96 n b 192 n°
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destinée a faire disparaître le terme (38) de 11.

Prenons dans R le terme non périodique (i), avec le terme périodique (38)*,

dans lequel l’argument est 2 g-
H- 2 / — l'

,

et supposons que R se réduise à

ces termes seuls, de sorte que l’on ait

)
' _ 3 . 2 3 ; 2

a 13

| 4 2
7 +

8
'

-+- m - — {
- - -r+ ë^ + ôé* -G-f — f fe

2 - ? 7V 2 + f c
2 e

’ 2 -Éi— -"3 9
/ 7 « + (

.

4 j 6 3^ 4
7 '<r

9 4 , 2 27 s-7 c
g
-

7

/ 3 i 33
,

i j 9 , 4^5 „ 75 777 , , 900 „

- T 7'“T e
‘ + + + ~Y re'~ Id T

'"

+ 10067 ^ 1785

5 i 2
f

8

2 55 537 , 8253
2 ,

6885

.32 l6 ‘

64
' ^ 64 ^

J

55 1

5

635
2

428263 , 16285
r2

1

'92 6
/

768
^

1 /24

28841 rp 9960575 f F 9 45
r 2 45 45

, 2 4911 «/-

1

(P
|

36864 rP
[_ 64 16 ^ 64 64 1024 n 2

J a!'1

\

288 n

,
a~

9 2 /m Av e
-

9 , V 45 2 ,
,

81
2 ,,

V ~^ 7 ‘ +
3Ï 7 *

, ( 9 > "7
4 - 9 2 2 A n

'

35o 5
. ,

n s
1+ U 7 ' ~^~ 7 " _

2
7 *

*
) » “"ëT 7'* (A !

cos( 2 b-+ 2 /-/').

D’après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que Ton a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 2
,

i
' — 2

,
i
" = o, ï'" = — i

.

Si 1 on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

r/L dG c/H

rit (lt cil:

* M ne tant prendre pour ces termes (4) et (38), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la valeur
primitive de R, avec celles qui v ont été introduites par' suite des trente premières opérations.

T. XXVIII. -•4
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La seconde de ces équations montre que H est constant, et si Von intègre la pre-

mière, il vient

G = L 4- (G),

(G) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie H aux

variables a, e, 7 peuvent être regardées comme déterminant a et e en fonction

de 7; en les résolvant, 011 trouve

ï )
, +4,’ - .^ + ..T* -4T4 + - »•'._^ssi+ise+j.v-»ysgi

r i 3 191 ,
,
9^9 (G)

, H)5 1
«"'H 12

79 T 5 H 15
1 53 «'ni 13

)

r ë3
! +

8
‘ ^ 16 H

+ H e
.J y* 8 g» 4 P

12
!

(G) i 3 (G) ,
(G) (G)

2

947 «'4 H 12

j.

(K

(BJ ^ = - 2
xi

(

Si l’on remplace a et e
2 par leurs valeurs en 7 dans l’expression de L, il

vient

1 (G) „ 1 i 5 ’ n"‘ H 12

}

l II

J

1 + - -
|T
+ 4r + 87' - qg-

7- -y-
\

;

dL d il 1/1 •

.

et si 1 on remarque que = -y, on en déduit

(G

d.f _ _ H

dt

[1
ÎZ ... IG) ^ - ?|7 .,V ’-CE.

I s,„ S.
7 -y'/f + « 7

y? 64 y"

D’ailleurs on a

dÔ de dl
-T = 2 -f- + 2 n'
dt dt dt

d R f/R
2

/TT.

~ 2
Tg

"

en tenant compte des valeurs de 7^ > -jç^ y> • • données à la suite de la

3oe opération, et remplaçant a et <r par leurs valeurs en 7, on trouve

ri
,

(G) »'H 3
1

»' 2 He

j

F
|

2 " 12 r + 6 1T
~

~ÏT 2
“
7" |

"HM2
e , + 45 7Jc , + 5(G]

(f( + 8i.
e
„

+ icosO.

[ 8 4
; 8 H J y-

2 64

I d Ô p.

2

77T
=

TP

( D,.)

y.

2

( 4
" +

2 ’ 4 H
“ 1

32
'
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Ces deux équations différentielles (C 3I ), (D 3I )
correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III
;

elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0

^qui n’est autre que ~L
)

a été remplacée par la variable y ,
dont 0 est fonc-

tion. Si on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord

les coefficients de sin 9 et cosô, puis tenant compte de la première puissance de

ces coefficients, et ainsi de suite, on trouve

i
r ? y e > + *L y e

> _ 9 ,
(G) + 81 y y. 1

j [_
8

/o
8

/o
4

hj H 64
/o

j

n l
H'

:

81 63 (Gj'
16

/o H

nn H a

27 2
,n"H‘+

33
7Ï

c

34 i 5 ,

2

738
“
7; cos 9

0 (
t 4- c)

,

= Q„(t ->rc)

99 9 dd
4 H

8j_

64'

4 2 H 1

4- 99 .. ,
63 (G)

,
I ri

3 H9

,
27 ,/ï< H 12

4
Y "''

16 H
e
J F

." ^ 32
e

p
s

81— e
256

,'2
//

4
H'~

A
sin 2 0

O
(t + c).

34i5
,
4 5 H 15

128 p.
10

sin 9
0 p + <?)

y„ et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et a pour valeur

0
0

u?

W > 27;+6^1
ri H 3

_ i ri
2 H 8

|

p
2

2 p.'
\

Si 1 on prend la valeur de y
2 donnée par la formule (E

3I ), et qu’on la substi-

tue dans les formules (A
?l ), (B 3I ), on en déduit les valeurs de a et de e

2 en

fonction de t, qui sont

14-47 î2 7»
(G)

,

(G) 2

H4 7» Tl ^ qjf + 32 7» — 8 7o
t
(G)

H

(G:,

,
959 (G)

,

16 H + ig 5 79
«' 5

64 J p-
s

8 p

H 15
1 53 «'“H 18

)

X p' 2

i

Cette formule se continue il la page suivante
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(
G

3l ) {

hd n
«* i L

75 e
i 35 < 2 : DG) ; ,

81 1 n’
2 H (:—

~

2
7o H

_r
16

/ü
J j/

1 35 81 , (G) ln :sW
+— lo e

4
~ 7 ° H J y*

%1
-r

nn H 12

^
8
U

34 i 5 „ ,
/z'

5 H 15

, ,
.

-37- 70 e -^5-
1
cos 0

o
(ï-t-c)

(G) i
3 [G] _ , , (Gï (Gf

, 947

2 H /o H H 2 ^ 32 v.
s

H
tz'-H6 9 , ,

« ,3 H9
1 0 , ^

-T- +77Ï e -T- î
COS 0

o (ï + c).
2 4 2

Désignons maintenant par a 0
et e

4
les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et e
2

,
de sorte qu’on ait

(G)
, T „, f *

^(GK (GÉ a
= — 1H-47; 2

H
I27t> 4

7

“ H “H" H
— +327* -87*, (G)

P 3 191 „ s ,
959 (G)

,

j 95y1
nn H 12

79 n’> H 15 i53 n '6 H 1 8

)

f 32 8
G+

l6 H :

64 .
COPl 4 p

12

\

G)
j

, 3 (G) _ , (G) (G) 2

,
947 «'J H 12

J2 ir .

I
- 27

!
+.â-Tr

_ 67 i ^ +a
iir r

De ces relations nous pouvons tirer (G) et H en fonction de a
0

et e\
;
nous

pourrons ensuite remplacer (G) et H par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E 31 ), (F SI ), (G,,), (H SI ), et elles deviendront, en mettant n
0
pour

vG

V'ûo

E' j
v’-.7Î+[(

- t 7 ï
e

27 ; , 9 , , ,
81 , ,

N

y 75 e t 75 e
o
e ~r~

64
/o e

) 7?
2

81
, 99 , \ n* 27

Y y °
e “

32
7l’ »

e'

) K "^ 32

;«'4 3410 , , i „ , , ,

Tîr r- e
J
«•*.('+<*

b = b
v (

t —j— c
)

— f
(
9
C
,^45 , 9

e'-S + *LeA£
L \8 4

/#
4 - 64 ;«*

(G.)
5 e ' _j_ 9 c.:

<?
'_99 e e'V- + ^e'--^e

8 2
G ' 32 ‘ / n\ 32 /?* 128

81 ,, n'*
.—— e

2— sin 2 0 ! ? H- c
)

:

2Db /?.
e 1
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a = a < i

G',,)!

H',,/ e- = g —

9 , 9 . , 45 ,,. 81-
7

' * — - T e —rll el e cY e ‘
. -

2 2 i ' 16 /
/?-

, 9 63 ri-
,
n 27 //—

[
- y e 7

4
e 5- 7- e- e — — — y- e —

\2 2 8 '/? 8 rr

q , .n
'1

9 , .. ,

«- T
-y- e- e -

7
- eye — C05 5 / — c .v

4 n 4 - /? J

3il 5 .. n
-3— 7ï

« —
32 n.

COS 5 t — c

La valeur de 0
O
deviendra de même

ri 1 ri'

72 2 U '

Calculons maintenant les valeurs de h — g— l et de / en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d(h ,-
<7
- / dR f/R f/R dl _ f/R

dt
~~ d L f/G f/H' dt~ d L

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d h — s,— / n ; r 9 . 9 _
3 ^ _px n ~

dt
n

« L f 8
e

2 Ô4 ri~

f'27 , g 99 - - 27— — y-e — -7 e -rY e — ~ 7n L 4 2 b 4

dl - ri2 « r 9 9 - .«"1— — 7? — — —s

—

— , Y 6 — 7: Y e — cos 5 :

dt 4 n n 1_4
/

8
/

72 J

d’ou, en remplaçant a. y, e.
r
i par leurs valeurs en t données par les formules

(E'
31 ), (F

3l),
iG'

31 ), (H
31 ), puis intégrant, nous tirerons

t -ri c

K,)'

I f /a- 45 117 , „ . n -
Si , n Si n -

1 . ,

- LIt 7^ -T' :p 'f-T' 1 r-T

L (= — ^
— I f —

(

- 5 — f 1
l — e - F ! sia S / — c

3
2 \ 2 / |_ 4 nr 16 n J

(
h

)
et (g) sont les deux constantes introduites par 1 intégration n°2î : h ei g

sont des quantités qui, comme 9 r dépendent de n . e . 7 . ri. e . mais dont
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nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. Les

formes sous lesquelles nous avons mis les parties non périodiques des valeurs

de h -+- g -h / et de / viennent de ce que l’on a

h+g+i= + ^
i=U — S+

1
-' 1

-

Les six formules (Ë'.n ), (F'
31 ), (G 31 ), (H'

31 ), (

K

3 ,
) ,

(L 31 )
constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes
(

1
)
et (38); dès fors nous n’avons plus qu’a

appliquer la règle du n° 29, et si nous remarquons que g -f- / est égal à

- ô -y -V nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :

2 2

Formules de transformation.

On remplace

a par

9 9 ;
45 9 2 , ,

8

1

2 ,3A n ' 2

P 6 ~

J TC ’+TE?* )*

63 , . 117 , , A »’s
27 2 ,

34i 5

b e -__ r .
' )ri + Y

r/ r
ri

'

,«' 5

l ,

?

ri j
C0S

(
2 S' + 2 /-/'),

e~ par

q , , ,
n ' q ,

n
tr —

1
7'r <- e — + J y ce —
4 ri 4 ri

cos (2 g + il — /'),

7 Par

f + ( 5 7 e ~
27 , , 9 , , , ,

Si
, ,,\ ri

1

T,fe --Yee + )
-,

9 ; ,
81 „ , 99 , ,

,- ri ri rie — V- 7 e e
8 ' 8 ' 32 ' O2

1
ri

34 1

5

128 4]f >' -T COS (2-+ 2 l- /'),

h + g+ l par

h -f- g +• l

I 17 2 2 /-ffee
eu

T sin
( 2 g- + 2 1 — /'

),
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g+ l Par

+ 1
81

128
’

+v e

"
J99

27 ,
n u

34 J i
,
n'J ”1

. ,-Àë— - T «n 2^+ -jlI — l)
64 « 256 ;r

j

81 ,,
/z'

4
.+ -— e — sin 2

5i2 n'
ïg -Y- ‘il — l'

)

,

/ par

63
s

76 ? É sin ( ig + il — /').

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si Fou introduit les valeurs de «, e
2
et y données par les formules (E.M ),

(G'.
31 ),

(H'
3t ), dans les expressions de L, G, H en a, e

, y, on aura, en sup-

primant les indices de a
n ,

<?
0 , 7 o

et «0 ?

L
0
= ancienne valeur de L (page 691 ),

r /— 9 0 ,
n ~

9 .ni
L,= +

G
0
= ancienne valeur de G (page 591 );

H
u
= ancienne valeur de H (page. 58 a).

D ailleurs ô, est le coefficient de sin ô
0
(t c) dans la valeur de 0 donnée par-

la formule (F n ) ;
en y supprimant également les indices de e

() , y 0
et n

lt ,
on

en conclut

F( 0 ,L, + 20
a
L

2 +...) =
81 81

64?">“3i?

Cela posé, si Fou se reporte à la règle du n° 29
,
et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i\ i"
,

i'"
,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 598 et 599) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 3 i

e opération, et y ajoutant

+ -«'( L — G —-n'- F (S L, + i 9 L.,+)
2

.
2 2
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Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et
(
38

)
de R, joint à la

quantité -ri (L — L
0 ),

doit se réduire à une simple fonction de a
,
e, 7, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de <2, e, 7, ainsi obtenue, reunie à la quantité

n' • -
( 0,L + 1 9, L —(-• . .),

2 2

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication es.- - • .,3*1.

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, seront

L = \J a\>. < 1 +
i 5 ,

Te 7 -
525 ,— e ~

~ri
32

195 „

128

i 5

“ 32
7

4 4-
S><2ce

^
Ÿ e

1
225

32
fri *

1 1647 4
787 '

-t-
1024 64

,67 29 i5
„ 2

21 33
1 f

'1 _L 33 7 5399
,yV - 45o9 1

8
1 32

*
'

1

32 16
f 16

'

64 J ri

9487 « _ —
128 ^64 /» 5

53 8g5 , 107161
2

24oo85

8 16 7 256 5 1 2 / ri

/ 22441 176531
2

3503591
t

538891 , 2
\ ri '

\ 288 576
7 —

23o4 192 J ri

99916415 ri
* 3485284_i /ri 443j_ ri . «1 + 48549 ri . L

442368 Tri 55296 ri 2048 ri* a 1 4096 tf cri
1

(

’

,
,

I I , 1 , O
. ,

G = vV \
' ~i e ' -% e ~Tri

]1 _ fil _ 319 ^ + 195 e
,2

J .

r
>

7
,

.

;

. 693 ^ ,,

I03l2I , 3285 , „\ «''

+ - TÂ 7
64 16 ' 128 128 32 32 32

<r tt- e e
1 024 256 ‘ / «

79 167
r

., 4225 21 33
^

, 2^ ri ^ ( fifi — fiQ __
[ 44'^93

e
i _|_

'Mo08 '»

e•r e
1

_ ^ ,

16 • 8 L92 32 / n i6 1 536 5i2 / ri

22441 n
'''

99916415 ri" 443 i
ri .

1

288 ri
f

442368 ri
1

2048 ri n

Quant à la valeur de H, elle est la même que celle qui a été donnée a la suite



de la

da

1L
=

29
e
opération

I

an

CHAPITRE V. — 3l' OPÉRATION.

(page 582). De ces valeurs de L, G, H, on déduit

,,
2

,

14553 '28965 ,j\ n'\

8 ^ 128 64 / ri

+ ( illi __ LZZZ 3l3 '23
,,2 44577 „, 2\

ri^
A

60649 «'G

,

i 528783
V 8 4 16 16 J rr’

+
64 rd

+
576

Go 1

da_ _ __
1 t / io35

dG ~ an
| \ 16

5549
2 _ 8 779 2

,

i 5525 n \ ri'

16 128 3a °
) ri

+ (^1- 1^1f - + iü^,'A Z! ,

103581 «'6

,

277 a55 rri

V 2 8 4 ) * 5 H
64 ‘ 7F

+ ~
48
~ ^ )

da

51
= JL

j (
il + I5

2 _ iZÉZ
an

| \ 16 16 ' 32

225 ,j\ J?'
4

32 / ri

+ ~ 66 f - 327 e
2 +^ f'

2

J

”'5
895 n’ e

1 7653 r

|

n !’

16 /d 576 ri \

’

de 1

dL «2 ne

/ 1881

V'êr
4°5°5 282.5 ^,A /?' 4

j 3265 »' 5

498673 n 10
)

• 28 128 jri 96 n 5
768 ri

|

1

fife _ il
dG a 2

f

4-
1881

64

rfp _ 1 69 2
n"'

d i: d1 ne ^
‘

n'

3o5i 9
p i

,

28215 \ 13265 tri 498673 tri
j

64 128 J d 96 /P
+

768 ^ j’

dy _ 1 375 2
tri

dL a2 ny 64 ^ n 4 ’

fG _ 1

4 a
2 n y

dy _ 1

4 a
2 n y

2 y + - e‘
2

3
2 4

4
^ +

li9 y _ illZ ri ,

3a55
, 2
W4 io57

«' 5

32 128 128 / « 4

9(3 /2
5

86i5 æ's

j

192 ri j’

1 .
,

3 , 5— e~ -d— e' -j e*
2 8 ^16

l58 7 ^ + 3^55 e
„,
\ £057 G 8tn5 «'6

J

128 128 / /z*
1

96 « 5
192 t

76
T. XXVIII.
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32 e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme
( 16) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (i) avec le terme périodique
(

1 6)
",

dans lequel l’argument est 2/, et supposons que R se réduise a ces termes

seuls, de sorte que I on ait

R =
2 a

4 1 * - ! t- +y-
1

+b --
s

'

v
- ïf- + *

i" **.

“

,
9

4
fe ÎZ 7

2 e
2
e
n

_YE_li 7
._liâ e= + ^«»+ Z|

7
. + ZZZ

7v-^7
I32 8 ' 4 t>4 1(3 8

10067
4 _ 17^5 lgn

5 i 2
6

8

/ 255 537 1 8253 , ,

6885 „n\ «_

-(.ir-TFi'-'sr' +
"<r‘

/ 55 1 5 635 2

V > 92 6
;

428263 ,
,

16285 ,A f
-^68

- C
~ + -^T

e
)n*

28841 f _ 9960575 t£_

288 rT 36864 n '‘

P 9 45

L64 16 y'+Ti
e'+ 4 5

p
'2

64

49 1

1

fl fl )

1024 » 2

J r

!<?
2 + yfe’

1 + -L
8 4 24

1 > 3
.2 ^>2 _j_ JL é>

4 e
f2 — 7 p e

1 — - p e“ + ^ p e‘ e3

r
9 „,2 „2 «'2 _ _1_ f>

e —F e
4
e'

:

192 16

43 ,_i 47 jV-,
i567 ,.4 §229

64
6

16
«2 .y* — e" — <? e

’ 2

)

—
e .<•. i 128 16 1 n 1

59 f! , 2Z£?Z e2 f! + f e
2 fl

j
C0S2/ ,

16 n % + 768 r 64 un i

D’après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que l’on a conserve seul

dans cette expression, on a

i = 2, i’ = o, i = o.

• Il ne tant prendre pour ces termes (1) et (16), dans le chapitre IV, que les parties qui «£*«*»>*

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des trente et une prem.eres opératio .
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Si l’on introduit cette valeur de II dans les équations différentielles, on aina

clt

= o,

G et H sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux

variables a, e, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonc-

tion de e. En les résolvant, on reconnaît d’abord que, dans la valeur de y en

fonction de t, tous les termes variables sont d’un ordre supérieur au huitième;

il en résulte que, en raison du degré d’approximation auquel nous nous arrê-

tons, nous pouvons regarder y comme constant. On trouve ensuite pour a

Sa valeur

(K

h! i

F
a = - 1 , + e

2 + e
4 -G e* -

( ^ - y f -
g

e, + gj-C

79 167 4307 ,2i33
"8 T +

96 *6

>G 15
1 53 «' e G18 22441 fi " G2

7 ° 4 i 44 F"

Si l’on remplace a par sa valeur en e dans î expression fie L, il vient

L = G 0 +r +
8
e+

T6
e -

6T
e

,

947 2
ri* G 12

1 3 7 39 2
n'

b G l!

192

et
fl JL ici*,

si 1 on remarque que = -jy> on en déduit

(C„)

ME \-e 2 — 3 7
2 4- — e

4 + ^ e
2
e'

2 + 3 e

ri 1 2 12 4

,2 — 5 f e
1 e
n + 4 <?

6 +
2 0

^°°9 „1 e
n

4

n n G6 5q 2
«'3 Ga

, •- e

ri 4 F

12137 ri*

G

' 2

9

9e ri 16 f
1 a ' 2

sin Ô.

D’ailleurs on a

f/ô cil
__

dR

fît

2
clt “Ml

en tenant compte des valeurs de ^3 ^3 données a la suite de la > 1 opé-

76.
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ration, et remplaçant a par sa valeur en e, on trouve

G3Çj 2 — 3 e 2 + 7 e
4

a- 21 Y + -ÿe? + — ë
4 4

A n n G G G09
'

;
~p~ ~ it

n'

'

G 12

|~7~
)

~
!
- - if + -e+ I«* + 3./ _ '±fé - 2 ,.,» 4.

5
, + " v

P I 2 ' 12 4 2 ' 2 ' 4 8

- /
1 53 147 , 533

,
3009 ;2 \ nn G6

T e•
7' — C

\ iG 4
'

32

59 n
'3 G9

12137 «' 4 G 12

9 G4

4 p
1

' 96 p
s

16 p
2

i

COsO,

Ces deux équations différentielles (C 82 ), (D sa )
correspondent aux équa-

tions (^3) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable©

(
qui n’est autre que

^
a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction.

Si on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les

coefficients de sin S et cosô, puis tenant compte de la première puissance de

ces coefficients, et ainsi de suite, on trouve

[(?
3 , ,, 5

4
3 ,~7 e

0 + ~ e
0 + Q e

i
e

3 5
, ,

-r c -

• et e'" A- — e e

' 0 ^ 32 ü
Z^e 2 en

5 . ,\ n ' 1 G°

)

—
^ ^ _ 12È. Y e'

2 - ^9 e
4

Go3
9 e»\

G
t _

c
0 n / c n t n s t rt t u

32 192 16

59 2
n'2 G r' 12683 ,

^'C G IS

9 2
n

"2 G G G 4

0

p
10

192
t0

p
T2 32

*'
u

p‘ ' pV/
cos0

o p + c)

3 ,«' , 0 12

g^j

1
0

cos 2 9
, p + t

-

)

,

0 = G„(, + c)

-G [(H ,
,
29

r + 4 f,
“

29
^2 ,2 9 2 /

4
7 u

4
y ^ 32

0
— c

' 2 e
' 2

16
"

«' 2 G 6

Jd9 _ I£5 ,,2
,

173 6039 \ n'* G 12

32 8
‘ ^

192
ü

16 J
~~Ÿ~

5g /?'
à G 15

50729 «'6 G 13

9 /T
2 G 6

T~ 768 32 “7~ si 11 p —}" c
|

Cotte [oriatile se continue à la page suivante.
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3 , IQ

76 7 +
737

_
3
_
„\ G 12

_ 189 4 6 G IK 1

64 J p" 256 p
12

J
sin 2 9

0 (; 4- c)

i n '6 G 16

768 p
1 -

si n 3 0„ (t 4- c).

6o j

e
0 et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 9„ a pour

valeur

Si 1 on prend la valeur de e~ donnée par la formule (E 32 ), et qu’on Ja sub-
stitue dans la formule (A 32), on en déduit la valeur de a en fonction de t.

qui est

(
G

3 2 )

G2

a = —
\ 1 + el + et -)- e°

r

i 3 i 5
2

3 iq5 \ n"’ G—T - - e] + ~ en )

32 8 64 P

/ 79 167
,

43o7 2i33
, 2
\«' 5 G 15 i53/P e G ,s 22441 «'"'G

21

8 4
'

‘ 96 " 16
C

4 p 1 44 p
1.

^ 1 1
__ 11

.1 .
3 3 ,

4 “ 2
re-

t, + -el + -cle'*+ -ï’el- -fel

_9 V2g„ , 209 n \ ,r-G‘

4
7 0 ^

96
" +

8
e

'

,c

- (lh e * _ 12? 7
*
e>+U29 et

6°39 \n''G'

V 32 » 8
7 0 +

192 » 16
0

J
~y~

'

5g ,
« ,5 G ,S 12665 „ « ,6 G IS

9 >/2 G fl G 4

- tt e„ —rr et —— -e- e 1

8 p'° 192 p'
2

32 0

P p «
cos e,(f + c)

(P
4
n u G 1

p 64 p
6

cos 2

0

O ( / 4- c).

Désignons maintenant par «
0

la partie constante de la valeur que nous venons
de trouver pour «, de sorte qu’on ait

1 + e
l + e* -h e\

43 l5
: 3 , 195

,

,32 'T 7 ~ — € -f-
8

0 ^
64

e

( 79 167 ,
,

4307
f>

7 _L_

\ 8 4
‘

96
-r

n'* G 12

2i33

~7fT'

«' 5 G' 1 53 4 e G 18
22441 /P‘G :i

(

4 p
12

1 4 4
“p 1 ’ "

f

De cette relation nous pouvons tirer G en fonction de a
0 ;

nous pourrons en-
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suite remplacer G par la valeur ainsi obtenue dans les formules (E 32 ), (F 32 ),

(G
3

et elles deviendront, en mettant n
0
pourn fp

a
0 \Ja Q

(E 32 )

<

CG^-I
_ Lel + i e\en+ ~ie\ + ife\r e

°
-

3-» ' 8

9 -,2 „2 „n _i £_ _ ^4 g'2 i

-
4

' e >
e +

3a • 2 • ) ni

(<JS r , _ i£5 y e . _^ et -^ e . e» )
!L

\ 3i
0 8

y 0
192 ,fc> J n

6

59 2
«'

5 a5a49 pï ^ _ 9.., '£.£11
- 7Ü

~ 9 < 32
0 n\ a* J

cos9
0 p 4- c

'

- ^ eosa9
0 p +c),

O4 "o

ô = 9
0
(? + r)

(F.

[(H 1>
2+

i4
e

» + 8|
« + !

7* - T 7- «ï - I v’ - l «i + 75
'î e"

) £

i3q io5 , 483

1

2
<30

3

9 ,A

-1-3T--F 7 -Ti7
e»-T6- e

)<

+

-n-^ ni-rS^h u,+c)
768

,(* + c
)

+ 4G sinHl ' +c)

(G'.:

= d - [(r ;
- + **‘" +

+

^
4

'
“ 96

i3g ,
i°5 , 2 _ 47£9 e 4 _6o39

/>,vA£^-^-—7^ Iga
*.

9 .2 2,2 ^12 1 p G _ (>'* *
|

^ e
»
e +

0 fi

e
“ 8

0
; n*

Z? 2 -p"

16
0

/ rtn

59 e 2 £ _ i£8z 2 £ J. il t
,2 £i* . £1

] COS 0,(f + .

“T X 192 # «ï 32 < J

ÎL COS 20 o
(i

f + c)
*

0
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La valeur de 9
0
deviendra de même

Calculons maintenant les valeurs de h -+- g + l et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d[h-\-g+l) :

_ f/R f/R f/R clh _ _ f/R

dt d L f/G d H ’ dt f/H

oii nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

idi±£±û = n -"-\ t -îf+lé+le''-^-^ n4
dt « L 2 8 2 64 ri 3a ri

+
Tl

JL eï en —
16

1

8

77 2
ri

2

64 » 2
cos 0,

c//i «7 f3 _ 3

« L4 2

- f-e 2 -
n L 8

3 , 9 ,,
5i ri

'

4- - e
2 + ^ e

n - y- -
2 8 3a ri

-t-
16 16

147

3a
' S] cos

d’où, en remplaçant a, e, 0 par leurs valeurs en t données par les formules

(E'32 ), (F32 ), (G
3 2 ) ,

puis intégrant, nous tirerons

h + g H- / = (A) + [g] + ®o + ^0 + go'j (
1 + c

)

+ [

3 9
ï 3 2 2

ô e
o
- t- y e

o

17

192
— e

2
e'

2

16
u

417 , ri
1 885

“ la ri
~

là"
e

2 «n .

°^_r
sin ô

e
(r + c),

li —
(
h

) + /;
0 (

/ G- c
)

r / 3 , 3 , ,
i , 9 ,

„'v
, ri

- io5
2 «

,4 1

[U e
»

-
) h 2 64“

//,; J

(h) et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21
) ; K et g 0
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sont des quantités qui, comme 9
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y, n

,
e\ mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h •+ g H- / vient de ce que l’on a

h+g+ l = f 6 + h 4- g.

\

Les cinq formules (E'32 ), (F’
32), (G’32 ), (K 32 ), (L 32), jointes à la condition

que y est constant, constituent les intégrales de nos six équations différentielles,

dans le cas où la fonction R y est supposée réduite aux deux termes (i) et (16);

dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer la règle du n° 29, et si nous remar-

quons que / est égal à ^
9

,
nous serons conduits à effectuer la transformation

suivante :

Formules de transformation.

On remplace

a par

— + 3 e* e
'2 + ~ 7*

c

2 + - f e ' —
7 fe

2
e

12 + -4 e
*

12 8 2 2 4 9b

/ 1 , 3 ,

7 — r 1

\4 2

1 39 , _ io5
, , 4709

4 _ 6o39 1 >A f _ 59 :
1 2587

, f _ 9_ t »2
, F

32 8 ' 192 16 ) ri 8 « 5 192 n e 32 ri
2 a ' 2

COS il

— f e
1 f COS 4 1

64 tr

e- par

1 .

— c
4

3
2 ,- Y e~

2

1
00

c1 ns
2 5543

.
6o39 , ,A «u 59 n'

h
25249

j
n's 9 , n'- a 2 1

V 32 192 16 J n* 8 n s

~ “
384

"^ F i
wi
N3
1 n

sq
COS 2 /

3 ,
n "—

~ë~, e ~ COS 4 /,

64 n

l par

RH’
n, 3

,

t + 77 e- +- —:
<?'

48 16 r - •y c* - gV
3 u , \ «
64" + to

e '

e
) 7?

Cette formule se continue à la page swante.
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/ i 3g ^ io5
2 483

1

\ 64 76" 7

(J Lf
\ii8 32 *

i n' . _ ,+
7536 ^ si " 6 '"

384

6039

384 32

\ iri 5g n ls

Jri 16 ri

5o4g5 ri6

g n'
1 a

1 536 ri 64

g ri
2 a2 1

34 ri
2 ' 7ri\

609

sin 2 l

128

A rri_ _ 1 3g n ' 6 ~1

/ ri 5i2 ri J
sin 4 /

h-\- g -
f- / par

h + g -f /+
jj^

( ^
e 2 — i5

, , i-
, , ,

-Q- V e é’' + ^
8 192 16

\n ‘ 2
4i7

2 885 2«' 5

l

j * 2
32 ri 32

r

J
S1sin 2 /,

/? par

y ne change pas.

n n

n1
— e

2 -1
64 ri J

sin 2 1 .

Nouvelles valeurs cle B., L, G, H.

Si I on introduit les valeurs de a et e
2 données par les formules

(
E’

:
, j ,

(G 30 ).

dans les expressions de T., G, H en a, e, y, on aura, en supprimant les indices

de «
0 ,

e
0 et /?„,

L
0
— ancienne valeur de L (page 600)

II
'2

n 2

64 ri s 6 ri
|

’

G, = ancienne valeur de G (page 600)

64 ri

B, = ancienne valeur de H
(
page 58 a)

/— 1
,
ri"—^ ’

6

4

e
' 7

"

D ailleurs 0, est le coefficient de sin$
0
(t -f- c

)
dans la valeur de Ô donnée par

T. XXVIII,
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la formule (F ).;
en y supprimant également les indices de a

u ,
e

0 ,
et n

0 ,
on

en conclut

jy
64

+ — + i-

îë 256 ns 64 n'. \

Cela posé, si fou se reporte à la règle du nu 29
,
et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i'
,

i"
,

i
'"

,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R s obtiendra en

faisant les substitutions indiquées précédemment (pages (5o8 et 609) dans la valeur

qu’avait cette fonction avant la 3 a
e opération. Par ces substitutions, 1 ensemble

des deux termes (1) et (16) de R doit se réduire à une simple fonction de a
,

e, y, ce qui fournit une vérification des formules de transformation employées;

la fonction de a, e, y, ainsi obtenue, se compose de la valeur qu’avait précé-

demment le terme (1) et de quelques nouvelles parties qui sont données dans

le chapitre IV, avec l’indication».- Ensuite les nouvelles valeurs de L,

G, H seront

L = \Ja y.

w5 i

64
+ 195 «

128

1 5

3a

447

1 1O19

1024
e“

32 64 / n

79 iG7„
76 ~^ 291

32

2i33

~3ÎT
e
n + 33 f

5399 ,,:
4509

16

9487

128
ë1 — 78705"

64
“

1 53 8g5^ 2
535 11 2 24oo85

^, 2
\ n'

h

8 16 ^ 128
L

5i2 J ne

/ 22441 176531 2
35oi 467

^
2

538891 n \ n

\ 288 576
7 ' 23o4 ‘ 192 /

99916415 ii
,% 34852841

1

443 1 u
_+

442368 V ^ 55296 1? 2048 n
'
1 an

48549 rP
_

cr_
)

4096 if an
i

7

G = \Jn y-
]

1 — - P ë â e
16 128

i5

64 16

21 9 2

128

195

128
U

32
7

1 5 4 ,

6g3 2 »
225

j ,2

32
T e

32

io 3 i 37
,

1024

3285

256

Cette formait se continue à la page suivante.
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1

/ 79 l6 7 2
4225 -2i 33 \«' 5

\ 1 6 8 192 32 j ri'

/ 1 53 895 2 144293 2
240085 ,A /?' s

\ 8 16 ^
1 536

'

5i2
(

J n 6

2244 1
>>'

288 ri

99916415 n'
s

443 1 ri* ri
1

j

442368 n s 2048 ri a ' 2

\
’

H = \Ja\i.
|

1 — 27* — - ri + fe 2 — é + - fri
( 2 8,4

1
,

1

I6
É +

8 128

i 3
- h i®z

v
*

i 95

64 ^ 32
/

128 128

79 4- 1̂1
Un

2 4225 21 33

48 ' 192 32

T 53 3245
.2

144293
P 2

1

8
4

96
‘

1 536

32

635

64

,
- - -

-, ,
28o5 ,

f - ITT-r e -i
64

1 °3 1 37 ^ _ 3285
e

, 2
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1024 256 / ri

5l2

22441 ri
7 99916415 ri

s

443 1 ri* a 2
)

288 /P 442368 « 8 2048 ri' a
' 2

)

De ces valeurs de L, G, H, on déduit

da 1

d L an

/ 1933 1 ^9^
r ,2 1

34625
,2 j

28977

\ 32
•

8
' 4

128
e + a/64

f
1 65

1

2?27. 2 ,

3i323
.2 ,

44577

v 8 4
'

16
L +

16
6

3o255 ri6 1526659 n ' 7
)

32 «“ 576 ri
|

dG
i / 25g 356 r , 8731 ,

,

1 553
1 ,2 \

1 \ 4
-~76- r TU

Ico
1

32 ) ri

( 687+ (

—
* 2427 - - 3585 , i854g n \-*- e +-c e

) ri

51721 n "*

32 ri

1 3853g ri '

j

24 ri
|

’

±L = _ J_ U il + il , _ 1773 2 225
e

,A ri

d H an
| \ 16 16 ^ 32 32 / ri

327 e
2 + 895 ri

16 ri

I7653 i ri'
j

576 ri
|

77
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de _ t i
2

/ 1 883 _ 1095
^ 2 _ 4o48 i

2
28227 \ rri_ 1 3265 j£_ 49783g f |

a

Tl -
ri ne

|

* ~ 6 +
\ 64 16

7 "

128 ' 128
6

) ri 96 ri 768 ri
)

'

de_ _ 1 l _ 1 2 _ l
dG a 2 ne\ 2

L
8

6
16

/ 1 883 1095 3o5 i 3 , ,
28227 „,\ V4

,

i3265 V 5

,
497839 V6

)+
(-G4

_
““rr'' “m“ +^ e

) 1? + ~W ~ 1 ^üt ? r

de _ 1 555
2
«"*

r/ H cr ne 32 V ’

d 7 1 375 2
V 4

r/L V « 7 64 * ri'
’

c/7 _ 1

c/G l\ri ny
2 '/

2 -+- - t’
2

2
7 e le*

3 5

7 7
2
*' + -r e6

4
' ib

217,6192
64 32

'

1587 3255

128

V 4 1057 V 5 861 5 V 6
I

ri 96 /c
5

1 92 ri
\

(tL
dH

1

4 «
2
« 7

ï , 3 , 5 ..

1 + - e
2 + ô 6 + -r e 6

2 8 ib

217 35
1 2

*'387
2

3255 ,.A ri
* 1057 ri

" 8b 1 5 ri
"

)

”64 8~ 1 128"' ^ 128
f

J ri 96 ri ' 192 ri
|

33 e OPÉRATION

destinée a faire disparaître le terme (20) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (20)%

dans lequel l’argument est 2/4- l\ et supposons que R se réduise à ces

termes seuls, de sorte que l’on ait

R = —
2 a

,
a1

\
1 3

,
33,3

4~2 7
2 - e

2 + £ en + é 7
4 - \ f ri - f f e

' 2 + ~ e
2 + — t- + 7 7’

4 ' 4

1 5 q , ,

9„«v> _
4
7 - 7Ye2 en

Cette formule se continue à la page suivante.

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (20 ), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des trente-deux premières opérations.
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3

(3 l 33
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\32 8
1
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8253 , f
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n'

^ , f 9_ _ 45 ,, 2
45 2 45 , 2 _ 49ü il'! 11 |

«°
|_
6 4 16 ' 64 64 1024 «’ j rt'

2

\

1
a

+ m — e2
e' + | 7

2 e 2
e' + — a* e’

16 8 16
22- e

'3

128

/ 21
t

I — e e
\3%

, 63 2 2 . 1 \ ri 957 2 ,

«'2
34497 > ,

n’
3

|
? - —

v

2 e 2 e'+ — <?V ) h ~e 2
e cos 2/ + /'

8 ib j n 64 n 1 256 n 3

)

v '

D’après la valeur de l'argument 9 du terme périodique que Ton a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 2 ,
i
1 = o

,
i" = o. i

1" —
i

.

Si Ton introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

clG d\\
—T- = O, —— = O-
clt de

G et H sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux va-

riables a
,
e, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e. En les résolvant, on reconnaît d’aborcl que, dans la valeur de y
2 en fonc-

tion de £, tons les termes variables sont d’un ordre supérieur au huitième; il en

résulte que, en raison du degré d’approximation auquel nous nous arrêtons,

nous pouvons regarder y comme constant. On trouve ensuite pour a la

valeur

-
~

p-

i +- e 3
-|- e4 + — 195 )2

\ «"'G 12

79 /?' 5 G 15
1 53 n'6 G IB

)

64
e

J ^ 8 f 4 \

Si 1 on remplace a par sa valeur en e dans l’expression de L, il vient

L -= G
1

2

3

8

5 ,, 237 .«"G 12

|

1 6
'

1 6 '
y.

s L
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et si Ton remarque que Q = on en déduit

(CJ
\

dt ~ r (4 a
/ « 3a

e e '

D'ailleurs on a

('/G r//
, ,— = 2 -

7
- -)- fl

dt dt

«'R
,

,

*dï + "

en tenant compte des valeurs de -^1 Jqp
données à la suite de la 32 e ope-

ration, et remplaçant a par sa valeur en e, on trouve

/ il - É
dt
~

G 3
2 — 3 c‘ + ri G3

_ 7 « ,2 G6

f
*
2 2 p

4

+^ 9
7

’ c'-f-^eV + ^e'*
p,

2

(4 2.
B 3 2

il, _ «v + â’,v'i !gB, 'Tg
!
«...

0 2 ^ 16 J p-“ 16 p-
J 64 p 1

Ces deux équations différentielles (C„), (D 33 )
correspondent aux équa-

tions (a3) du chapitre III
;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0

(
qui

n’est autre que — a ete remplacée par la variable 6 dont 0 est fonction. Si on

les intègre par approximations successives, en négligeant d abord les coeffi-

cients de sinô et cos 9, puis tenant compte de la première puissance de ces coef-

ficients, et ainsi de suite, on trouve

[(!
e

»
e

' _ \^< e
' +

\
<e ' + ^ eie

''
ri

- G s

1 35 85
fe\e' +

Tê
4

ri
3 G9

57 ,
,«'4 G 12 33009—— p - ri

2 " p.
8 128

iri G15 l

P
10

J
COS 9

0 (
t -t- c

)

,



CHAPITRE V. — 33 e OPÉRATION. 6

1

5

9 = e
u
(f + c)

+ 3
, 9 2 / ,

29 , 27 ,3
\ «' 2 GG

8
e - V e +

Ts
e -' e +W e

)

—
3

,
1 35 , io 3

, A n ' 3 G 9
37 ,n''‘G

13
33oou

,

«' 5 G IS 1
0 <?' — J-e' -— J*e'—— sin6

(
/ + f)

y p.° 2 p.
8

128 p J
'

9 en '^j~ sina 0o(* + c).

r256

<?„ et e sont les deux constantes introduites par l’intégration, et Q, a pour

valeur

3e 2
«'G3 7«' 2

G°'

Si l’on prend la valeur de e
2 donnée par la formule (Ë., 3 ), et qu’on la sub-

stitue dans la formule (A
33 ), on en déduit la valeur de a en fonction de £,

qui est

Gr
2

(

a = —
|

1 + e
l + G + e 8

C3 i 5
2

3
2 195 , 2

\ /AG 12

79 «'^G 18
1 53 /AG 1

32 " 8
7'~

8
eü +

i6j
e

J ~y y Tfoy
GM / 3

(G
3:

/A'GG

I

1 35
2 , , ,

i 33 A n ri G9

7 +— —
57 , ,//4 G 12

33ooq . n'
b G 15

J
. .

^ ^ e-n C —— f COS Qq (
t —j— ('

)128 ü
,, 10

Désignons maintenant par a
0

la partie constante de la valeur que nous venons

de trouver pour a, de sorte qu’on ait

"0 = —
S

1 + e
l + e

t + ë* - il
32

ii

8 ' 8

3 .

7: eî
195

, s
\ /z'

4G 12

79
»' 8 G'5

1 53 «'‘'G
18

64 4 p’

De cette relation nous pouvons tirer G en fonction de a
0 ;

nous pourrons en-

suite remplacer G par la valeur ainsi obtenue dans les formules (E 33 ), (F.,
,), (G 33 ),

et elles deviendront, en mettant n
a
pour

u 0 \jci a

ir = e

(e;
:

3
, . 9 , , , 1 , , 27 ,A n

' 2

( 3
, ,

1 35
2 ,

23 A n 13

57
,
n'

[ 33009 ,
,11""

1

fï*-.*
- tx*5 'si J

«•*•(«+*)•
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(F,,

I
9 = 0J(-f f)

-[(3—
ii 27 nn / 3 ,

1 35 2 , 49 2 A n'

v «' + îê «: «+ 4 ‘ (
ï ' ~ t +t

'

î

‘ ) ïî

57 ,

«'4 33009
,

-e
2 «J 128 |]

sin9-*'

+ — sin 2 0„ (£ + c),

256 ni

(G
r.

a = (U {

1

7' «:<•' + Të

£Zg* - 33-°g9 g» g'

2
0

«J 128 " ^r] cos0
« (* + c)J-

La valeur de 0 „
deviendra de même

Calculons maintenant les valeurs de h -+- g H- / et de h en fonction de

Ces valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d
(
h 4- g+ l) _ rfR </R r/R (lh

__
f/R

^
— _

7FL
~~

ëfür cl H’ clt
~ d\ 1

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

'/(A+ff+o __
/? -

«' 2

r t
_ - 7

2 + 9 2
i e

3 ,,+ - e
n — 45 . «ç -

1

dt n L 2
'

8 2 64 «
2

J

nn r Q 0 , 5 « ,
63 ,n'

+ -[ re
ee !

e 2
e' H

r r
16 n

dh

dt
= - 7

— +
4 «

/z'
2

/? [rô
e2

e' - 63

16
e

2 c cos 0 ;

86 1

3

, ,
n'

p z p
64 /z

2
cos 0,

d’où, en remplaçant a
,

e, 0 par leurs valeurs en t données par les formules

(E'33), (F33),
(G'33), puis intégrant, nous tirerons

(KJ
IL p e >

.

16
0

+ ^o+ K1 + go
J
(M-0

^-Pel e' — il e‘e'V4-
27 2 -—-ele

16
1 ° 128

0

/ «0 8
0

,nn 1 35
* n\ 64 ^

sin 0
# p + c).

I 7 ï ,
,«— e\e —

2 «ü
— sin 0 [t -f- c)
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(h) et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21 ); h0
et g 0

sont des quantités qui, comme ô
(l ,

dépendent de n
0 ,

e01 y, n
,
e'

,

mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -f- g h- / vient de ce que l’on a

h + §+ 1 = - 6 4- /« + g — - r.

Les cinq formules (E'
33 ), (F

33 ), (G
33 ), (K 33 ), (L 33 ), jointes à la condition

que y est constant, constituent les intégrales de nos six équations différen-

tielles, dans le cas où la fonction R y est supposée réduite aux fieux termes
(

1
)

et
(
20 ); dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer la règle du n° 29, et si

nous remarquons que l est égal à
l

- S — ï
,
nous serons conduits à effectuer la

transformation suivante :

On remplace

Formules de transformation .

a par

z eV. \ n
’ 2

L
'3

2 ,- e e
1 35

,
1

___ y e
2
e _|—- e

8 16

57 j
,n'

r-— e e —
2 /?"

33009

128

>,

/P
r
]

cos
(
2 '

, + oj >

par

9 , , ,
1

, , 27 , ,,
\ ri

jfe2 e e'e + fc

ë

3

)

—
4 2 64 ) rr

3
, ,- e e

2

1 35 23

16

57 ,
nF— e m e —

2 n *

33ooq , .n
r

'

, ;

/ par

/+r
L\i6 8

fe + v- e
L
e + —^ «T . ,32 128 / /?

2

(-C ^
» 13

57 ,
//' 33009

,
n 1

\4 16
^ +

/ «3

4
e

a56
f

/P J
sin(2/ -f- /')

q /r
4

+ r — sin 2 (
2 /+ /'

)

,

012

78T, XXVIII
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h + g + l +
17

128

,
« 17 1

e' —r sin
(
2 / -+- /'

)

,

h par

32 n-

1 35

64
'

»’
J

sin (2I + /' ).

7 ne change pas.

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si bon introduit Ses valeurs de a et e~ données par les formules (E
33 ), (G 33 ),

dans les expressions de L, G, H en a, e, 7, on aura, en supprimant les indices

de a 0 ,
e

0
et n

0 ,

L
s
= ancienne valeur de L (page 610),

L
i

= G' P - 7c c
3

2 ,
n '3

+ 7 Se' —,

G
u
= ancienne valeur de G (page 610) ;

H
#
= ancienne valeur de H (page 611).

D’ailleurs Q, est le coefficient de sinÔ
0

(t +- c) dans la valeur de 9 donnée par la

formule (F.
J3 );

en y supprimant également les indices de a
0 ,

e
0

et /?
0 ,

on en

conclut

2Ô.L, d • G'pS- G
(

vr'
32 n 3

Gela posé, si l'on se reporte à la règle du n° 29
,
et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i\ i"
,

i "'
,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 61 7 et 618) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 33e opération, et y ajoutant

~ ~ n '(L — LJ + - /P • - (ô, L, + 2 0
2
L, + . ..).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (20) de R, joint à la
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quantité — -rcQL — Lj, doit se réduire à une simple fonction de <2, <?, 7, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a
,
e, 7 ainsi obtenue, réunie à la quantité

1 .

- n
2

l, 2 6, L

se compose de la valeur qu avait précédemment le terme (1) et de quelques nou-
velles parties qui sont données dans le cliapitre IV avec l’indication i».

Ensuite la nouvelle valeur de L sera

L = \Ja u
|

(il
\ 64

- r -
io5 i

dfT
195

128
1

_ >5
4

32
/

447 2-5-7 «

225

lÜT'

11619 3s52i
, ,,

1024 256

ioop5
(
,\£

64 J n<

167 291

5

~
32

~"
'

32
33 ÿ 4

5399

16
fe‘

/ 1 53 ^ 895
_ 2

535 1

1

2 ^ 240085
, 2
\ n'

e

\ 8 16 ^ 128 5 i 2
f

J n ' 1

45qp
16

‘ '

,

9487 78687 A n"

128 64 ) ri

2244 1

288

i 7653 i
2 3501467

2
538891 ,A n n

576 ^ 2804
+

192 '

) ri

99916415 /P® 34852841 rt'
9

' 443 1 w' 4 « 2

442368 ri 55296 2048 ri
'

1

4854g «'5 a 1
)

4096 ri" ri 1

|

Quant aux valeurs de G et de H, elles sont les mêmes que celles qui ont été

données à la suite de la 3 a
e opération (pages 610 et 61 1). De ces valeurs de

L, G, H, on déduit

da

d L

1

an
2 + i 933 i 593 2

34625
2

32 8
y +

128
e

£4493 ,A fA
32 J ri

2727
,

3 i 323
nî i

44559 , 2\ ri
b

t

3o255 n'e

(

1 52665g n ' 7

)

4 16 16
C

) ri 32 576 ~ri p

1

1 Q59 356

1

3 io7 1 ,A«'4

1 V 4 16 1
128

^
64 jri

, , 3585 ,
12427- ~ e

2 87089
.,2^

it

51721 Ai 1 3853g
|

32 ri 24 1

78.

da

dG
=
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r/H an
(
\i6 i(5

/ 32 32 ) ri

de _ _J_ j
,

r/L |

1 (

V 64 16

1 883 ioq5 , 4o48i , .

7o5g
, 2 \

«'4

,

i3265 ri'-
,

49783g ri
6

)— --^r 6> +_
3
r" + +

r/e

<7G a 2 ne

I 1
2

1
4

1
e

, e ~ o c 7 e
2 8 ib

( 1 883 1095
2

3o5i3
2 ,

7o5q
,2\ n'*

,

1 3a65 /r'
5

(
49783g rri

\+
V“G4

Ï6~ 7 G4
-6' +

32
f

Jri
+

96 « 5 ^ 7G8 «c P

de I 555 2

«'4

77h~ a 2 ne 32
L

ri
1

dy
il L

“

ci
2 n y

375 n"‘
'

64
i

n'
’

rfy I

-
\ 1 — 2 y

2 + - e
2 —

y
l e2

-ri\ri'
3

<7

G

4 a
1 n •

/ I
2

1
8 4

7 6 + 76
*

/ 217 619 1587 ,
,

3255 \ /f 1037 «7 8(h 5 ^ 1

\ 64 ^ 32
; 128 '

128 ) ri 96 ri 192 ri'

f

1 i 1 , 3 , ,

5 „

<7 H Jri7d,\'
+

Z
e +

8
e ’ +

T6
e

rfy

217 35
1 2

1 587 ^ 1

3255 l2 \ tri iq57 //"j 861 5 /r

”04 8~ 7 i28~'
+

128 '
/ «4 96 ri 192 ri96 192

34
e OPÉRATION

destinée ci faire disparaître le terme (17) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (17) *,

dans lequel l’argument est 2 1 — et supposons que R se réduise à ces termes

seuls, de sorte que l’on ait

R =

,
a2

\ 1 3 , ,3 2 . 3 ,,
,

3 , 9 , , 9 2 , 2 . 9 2 n ,

15+m Y>U-v-+r‘ + *
e + v ~i re ~rre +

T6
ec' +

3î
e

9 ^ 2T e

9 y e
'i _ ÜZ y e

'ï

4
7

8
'

Celte formule se continue à la page suivante,

* Il 11e faut prendre pour ces termes (!) et
(
17

),
dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des trente-trois premières opérations.
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-h
(

3i 33 , q53 , 465 ,, 75
~Î7 e +

64“
e +

T6 7

•255 537 8253 ' 6885

IT-lë ^“-6T e +
-6T

e
)

55 1

5

635
2 427387 2

16285

192 6
7

768
'

24

+
T 0047

5l2

n"‘ 28841 n

^

9960575 n'
c

zz
4 288 zz

5 36864 zz*

2858i

128

zT
2

«

F
9 - 45 2 i

45 „ 491 1 zz'
2

"I a 2

|

L64 16
^ +

64
e +

64 1024 n 2

J a ' 2
i

3 , , 9 , , ,
1 . ,-e 2

t'' + | 7
ï
e--e' + -

7
r

ifa 8 16
22.

,

128
1

/ 21 2 ,
63 , , , ;

1 A zz' 33 1 5 ,
zz

2
67489 , ,

zz .- — c
2 e'~ —fe 1 e'+ — e

4 é ) âT e e ~ e'

—

cos 2/- /').

\32 8 16 / zz 64 n1 256 zz
8

D’après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = ï, i' = o
,

i" = o
,

z'" = — i

.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

clG _ d\\

dt °
’ dt

G et H sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux va-

riables a, e, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e. En les résolvant, on reconnaît d’abord que, dans la valeur de y
2 en fonc-

tion de f, tous les termes variables sont d’un ordre supérieur au huitième; il

en résulte que, en raison du degré d’approximation auquel nous nous arrê-

tons, nous pouvons regarder y comme constant. On trouve ensuite pour a la

valeur

(AJ
G2

P
+ c

2
4- e4 4- - IÈ 7 * _ 1 , 195 \ zz'

4 G 12

_ 79
8 ' 8 ^ 64 J P

s
8 fx

10

1 53 zz'
u G 18

J

4 i

Si l’on remplace a par sa valeur en e dans l’expression de L, il vient

5 23 7 ,
zz'

4 G 12

}

1 6
r

16
e

p.

8

I’

L = G
2
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, ,
cl L d R.

]
/ i

•

et si ) on remarque que = -y? on en déduit

(c„)

I d.e n * G 3
i 3 , , 9 2 ,

i
—— = — - e 2 ë — - 7

2
e 2

e
rit y- 1 4

c*e' e* e > + 1

e
f
'e' + \lé*e»

8 3'2

bailleurs on a

3 , ,
. 1

1

V, /PG 3

,

- 7 e e -| e
2
~ +~

i 2 ) P

c/9 cil ofR

di
~ 2 - — « =

clt
-771-

en tenant compte des valeurs de qyp qy données à la suite de la 33e opé-

ration, et remplaçant a par sa valeur en e, on trouve

v±
G 3

a - 3 r
2 - u' G 1

7^

p-fïV +

n' G3 33 1 5 ,
n'

2 Gc

2
! 7T~ e ~

p
2 i6 Y

67489 n '3 G û

^ 64
£

y
ù

cos-0 .

Ces deux équations différentielles (C 84 ), (D 34 )
correspondent aux équa-

tions (a3) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui

n’est autre que -L^aété remplacée par la variable e, dont 0 est fonction. Si

on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les coef-

ficients de sinô et cos 9, puis tenant compte de la première puissance de ces

coefficients, et ainsi de suite, on trouve

9

4
f e’ + 27

64'

ii
12
G"

p
4

1 35 2 2 ,
85 ,

io5 el e‘
n ,J

G' 74345 * ,

«’* G 1

*
n ^

1 11
cos 9

0 (
£
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6 = 6„p + r

)

3
, 9 , , 2q 27 ', \ //

2 G
g

«?' -
1
7 <?' + -4 cl <' + ^ e'

3
)

(F*

2

f 6

J 35
Y e

,» \ _
,2P- C

64 / p’

io3
2
A «' 3 G 9

8
e „ e

/PG 12

,

74545 ,
/i'

5
G'

P
io5 e' —A h- V e

'

---,3

J
sin ô

0 ( / + c
128

+ â*'’^ sin2e’<'+^

e
0

et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 0
(1

a pour

valeur

Si I on prend la valeur de e
2 donnée par la formule (E 34 ), et qu on la sub-

stitue dans la fornn

qui est

(£34)

CP \
/' 3

P

(A3, ), on en déduit la
’

eî —
|

(H -Us. 3
e l

-{-
U)5

,,

CO to 00 8 64
'

fr\r'+ T e
*
e ’ + 27

64
‘F'

3

]

/i
l2 G

1

P‘

1 35 , ,
1 33 N

\
n '3 G9

AT 7 +
~nr l

r
‘

) p'
:

+ io5 eJ e
1

P
8

§ P' 4 P

Désignons maintenant par o
0

la partie constante de la valeur que nous

venons de trouver pour a
,
de sorte qu’on ait

G 2

1 + cl + e 3
-f- <?- —

i_5 2 3^2 _|_
*9^ ^./2 \ " ,Ji G 12

_ 79 ^G 15
1 53 //''G

1

32 8 ' 8
11 1

64 4 p’

De cette relation nous pouvons tirer G en fonction de u
0 ;

nous pourrons en-

suite remplacer G par la valeur ainsi obtenue dans les formules (E
3 J, (F.,

,,)

(G 34 ), et elles deviendront, en mettant 1

1

0
pour — ^

?

«o V«o

(EA)

° 2 = f
' 2 — F f - r 2 e

1 — - 7
2
r 2

r' — - rV 4- — ^ e'A' '

“ L \ 8
0

4
^

° 2
0 ^64“^

/ wjj

/ 3 1 35 , „ , 23 A" 3

, r 2 74545 .+ — r-î « - Te'
1
-

' ) < + rz + -zr -
^Jn»*.(« + ->•
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(F

0.(' + ‘O

f [ 3 , 9 , , ,

1 1 , ,
,

27 ,+
L\8

e ”
4
7 C +

16
e

° +
64

3 135
-• ^ ~< e') + 105 e

’

'£ +^ e
' % ]

sin 1

+

1 C'- fe' +

H—jp e'
2 -j- sin 2 0

o p + r),
25b «:

(G'3i

“8 e ‘‘ -PC'
64

0

/

(

r

72

e

' +
76 ^ + '

°

5

e

' +^ ^
^^ 1 i

C°S

9

° (
' + '

}
’

La valeur rie ô n
deviendra de même

9, = «
r

. c _ Z L.
2

]
11

L
2

"0 2 i?j J

Calculons maintenant les valeurs de h h- g -h / et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

rl{h + z + l)

dt

rfR _ dJ{ _ dR
d L tfG rfH’

«-/A _ _ cTR

dt dH

ou nous devons mettre pour R. l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

. /(A-eg-t-/) _
dt

n

n
2
V + %c2 +

2 8 2

45i

64 n 2

J

4
'

64

, ,
63

F <?' + + 1COS0,
« 64

rfA _ _ 3 rp
_

dt 4 /?

//
12 T9 , , ,

63 2 ,
ri 1— f' F -i

TT ^
—

n L 16 16 n.J
cos 9;

d où, en remplaçant a, e, Ô par leurs valeurs en t données par les formules

(FC,J, (FJ, (GJ, puis intégrant, nous tirerons

A + g 4- / = (A) + (g) + - /' +
(K„)

(fo
0 + A„ + g,^

[t+c)

fflfov'- J’F e’ —
L\t6 0 16

' 0

1 7

128
+ T C^'ÿ + 3.5c '' Ci I si

«à J
SÏnôJt + c]

?
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(D h — [h) -\- h
{)
(t -\- c)

f9_ ^ 135

L ^2 u
n\

r
64 " ni]

sin

(h) et
(g )

sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); h
0
et g\

sont des quantités qui, connue 0
O , dépendent de n

0 ,
e

0 , y, n '
,
e\ mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n en avons pas besoin. La
forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de
h H- g -f- l vient de ce que l’on a

h + g l = — 9 -\- h -f- s H— l'

2 2

Les cinq formules (E
34 ), (F'

34 ), (G'34 ), (K
34 ), (L 34 ), jointes à la condition

que y est constant, constituent les intégrales de nos six équations différentielles,

dans le cas ou la fonction R y est supposée réduite aux deux termes (1) et (17);
dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer la règle du n° 29

,
et si nous remar-

quons que / est égal à - 9 -f- - l\ nous serons conduits à effectuer la transfor-

mation suivante :

Formules de transformation

.

On remplace

par

[(LM
1

/ 3 2 ,
1 35

,
I ,

\ n'3
?4545 /2

r;'l i

nï" -t »*«'*'+ ts

'

d f + + ^'îr> J
-

par

,
1 35 _ „ ,

23

tï"
F 1 ,

n
' 1

74545 , ,
n li

\

io 5 e-e' — + J
- e-e'-r cos a / — /'),

n' 128 n° J

t par

l

[fr FL e ’3 \
71

128

Cette formule se continue a la page suivante

T. XXVIII,
79
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3 ,
135 ,., 4o v \ ü! .

i£5,X + 2^e'C\
7 « + Tfi

e '
)
»’ + a t?

^
256 rV j4* '

s6 16

4—N c
n IL. sin 2 (

2 / — l'
)

,

5 I 2 «

h g+ l Pa r

h+g+ [(fo-
4 j > ^ /— 7

2 1" c
16

'

7
128

'

/r- 27 , ,—7r e e —
rr 8 72*

3 1 5 e
2 e ^ J

sin (2/ — /').

/; par

f q ,
n

’ 1
1 35

2 ,

«'J 1 , ,

L 32 IV
^

64 72* J
-r

y ne change pas.

Nouvelles 'valeurs de R, L, G, H.

Si l’on introduit les valeurs de a et e
2 données par les formules (E„), (GJ,

dans les expressions de L, G, H en a, e, y ,
on aura, en supprimant les

indices de a
0 ,

c
0

et /?
0 ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 619),

3 2 ,

n
'3

- e e —r
16" « 2

4 n
,— 1 3 2 ,

n 2

L, = vV - TTC'
e

7ê

G = ancienne valeur de G
(
page 610) ;

H
(

— ancienne valeur de H
(
page 61 r ).

D’ailleurs Ô, est le coefficient de sinô
0
(t-f- c) dans la valeur de H donnée par ia

formule (F'.,
4 ) ;

en y supprimant également les indices de «
0 ,

e
(!

et noi on en

conclut

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29, et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i\ i"
,

i \ on voit que d’abord la nouvelle fonction R s obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 6a5 et 626
)
dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 34
e opération, et y ajoutant

+ i 77' ( L — LJ — 3 n' • (S, L, +- 2 0
2
L

s + * .).

2 2. 2



CHAPITRE V. — 34
e
OPÉRATION. 627

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (17) de R, joint à la

quantité -f- ^/d(L — L
0 ),

doit se réduire à une simple fonction de «, e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a
,
e, 7, ainsi obtenue, réunie à la quantité

“ - n ' ' ~
( ®i G 2 t'a + • ’

) >

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques

nouvelles parties qui sont données dans le chapitre ! V avec l’indication

Ensuite la nouvelle valeur de L, sera

yja
i5

~ 76 7
io5 i

64

ig 5

128

i5

32

447

8

225

“HT 7

H619

1024
_ 1 5765

128

10095
~61

~‘

167 2 _ »9 i 5 ,

8 ' 32

21 33
~
3
Ï~ e”-h 33 ÿ

/ 1 53 8g5 2
535 1 1 2

\ 8 16 7 “
128

e
240085 ,A «'6

5i2 ) rf

X-
9487 4 _ 78705

128
‘

64
(

//’

« 5

22441

288

176531
2

3501467
>2

538891
, 2
\ tt'

7

576 ^ 23o4 192 /

99916415 n'e 34862841 n"J 443 1
«'4

r/
J

4854g /ü' 5 cP i

442368 « 8 55296 n" 2048 /v'
3

4096 n " <i
'~

1

Quant aux valeurs de G et de H, elles sont les mêmes que celles qui ont été

données à la suite de la 82 e opération (pages 610 et 61 1). De ces valeurs de

L, G, H, on déduit

da 1

d L an
(
1933 1

5

g 3 34625 28995 \ n"

V 32 8 128
+

64 )

(
lG5i _ 2727 , 2

3i323
j 44577 ,,\ n

1
'
3 3o255 n ' t;

1 526659 n '‘

(

\ 8 4
/

ï6 16
(

J n b 32 /?
6 1

576 h7

j’

da _
dG

~ i

an

/ 259 356
r 2 8731

VI üT 7 ~
~vls

s 242 y

e
3 +

3585

3885

18549 + 51721 n'
r‘

32 ne

1 3853g n 17
)

24 n 1 f

79 -
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da_ _ i
\ / *5 10 ,

1 77^ 2 325
c
,A tri

c/H
~

~
j V 16 ‘ 16 / ' 32 32 É

167
66 y

2 — 827 e 2 + 45o9,
2

j6
É

8g5 nK 176531 ri
1

1

16 ri 576 n‘
|

de i i
2

,
/ 1 883 1095 2

4o48l

d L ri ne
j

“ e + VW '

üT 7 ~
128

de 1
(

1
2

1
4

1
*>e

dG ~~
a 2 ne

1

1 r- 8
e

16

28245 y2 \ ri*

128
'

J ri

1 3265 ri^ 497889 rri 1

96 ri ' 768 ri
|

'

/ 1 883 1095 2
3o5i3

\~64 i6~ 7 64~
28245 (2\ tri 1 3265 rri 497 8 3q f I

128 J ri
* 96 ri 768 ri

I

de __
1 555 2

n ''*

f/H ci
1 ne 32 ri '

d y 1 375 n
/ri

d L
~~

rr « 7
’

Ü/T
7

~ri

±L
dG

<h
d II

—5
i 1 — 2 y

2 + - 1' 2 — v
2
e
2 + | e" — \ y

2
e’* H j e

c‘

4 ri n 7 (

' 2 ' 8 4 *6

+

4 -T « y

/217 ^ 619

v 64 ' 32
‘
1 o>

00

1va b
128

,

1 2 ,

3 ,i+-e+-c'
2 8

+4,-
16

4217 35

1

V2
1 587+ \M

~ ”8“
' 128

3255
,2
\ /4

4 io57 /L

128 '
J ri 96 ri

3255
. , 2 \ f ,

1057 //“

128
(

J
/?4 96 ri

861 5 /ri I

6
1
1

192 n
)

861 5 /ri )

192 ri
\

35 e OPÉRATION

destinée ci faire disparaître le terme (96) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (96)

dans lequel l’argument est 2 h -+- ‘2 g ri- \l — 2 h' — 2 g' — 2/'

,

et supposons

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (96), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R
,
avec celles qui y ont été introduites par suite des trente-quatre premières opérations.
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que R se réduise à ces termes seuls, de soi te que Ton ait

R =

a 3

( 4

3 3 , . 3 3 q ,

zt +r +r +S ~ v
'e - 9 2 _/2 I 12-

16 32

?7
4 c

a + 7 7
4 e ,a -?7 ï

c
,
c'

î

4 4 S

8
y

32
+

64

75

16

10047

5l2

» 4^95 A n\
64 j n 2

/ 255 537 , 8253 , 6885
, 2
\ //'3

(jr^ir ï -ir' + ~m‘ )i?

/ 55 1 5 635
2 4^7387 2

16285
, 2
\ n ‘* 28841 z/'

6 9960575//°

\ 192 6 ^ 768 24
C

) rû 288 n h 36864 n 'J

, F 9_ _ 45 , 45 45 _ 49U X 1 tr
_

J

[_64 16 ' 64
’

64 1024 ri
1

J an
i

,
a2

l 3 ,

-f- m -73
\
- e

1

n
I 4

7 e
i5 , i5 1 5 i5

-’-i1 p 1 d' e
2
e

12

H y
4 e

2
H y

3
e4 y 2

e2 e
12 -+- —— e

' ' ' 64

Z| e4
e'

1 — (p- en l
1
!

16 4 n

1 4 I
2 ,vV 15 > 9

,
,4

8o^7 2 /2 \ n ' 2
3 //'

3 98355
2

//'4

64
e

16 ' 128 128 J n'
2 4' « 3

1024 n 4

X eos
(
2 /& 4- 2 g

-

H- 4 l — 2 h' — 2 g' -- 2 /').

D'après la valeur de l’argument 0 du terme périodique que l'on a conservé seul

dans cette expression, on a

i= 4 )
/ = 2 ,.

/" = 2
,

/" = — 2 .

Si ! on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

4 dt 2 dt 2 dt
1

et par suite, en intégrant,

G =• - L + (G), H = - L + (H).
2, 2
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(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e; en les résolvant, on

rouve

(-C.)

U. 2

r _ iëz i

|_
8 (6 (G)

i 3 i 5 (G) — (H)

32 32 (G) 32

3263
2

,

21 33 /?'\2 15 (G)’ 5

12
* + ~w e

\

1 53 /f
,6
.2

l8 (G) 18

_ 22441 "' 7 -2
2i (G )-'

4 f
>yi 1 44 F-'

V

, _ I (G) - (H) t _ i , _ 3
_

7 “
4 (G) |

2 8 '32
5 /T4

.

2

12
( G

)

12
i 53

£
//

5
.2

i:'(G)
18

J.

96

Si Von remplace a et y
2 par leurs valeurs en e dans l’expression de L, il

vient

* , 5 „ ,

1 3 „
237 i37 39 ,,

//L 2’GG) 17 '

(

L = 2(G) ! i + e
‘ + + g-e

g * p8 96 p‘«
|

et si Ton remarque que ^ on en déduit

r/.c
2

“5T

[c
,) {

| 3f! _
3 1G)-lH|

c,_ 3e. _ + 3
"

' 2 (G). 2 16 \ (G)

9 (
G

)
—

(
H

) 4
i 5 (G)-(H]^

4 (G)
+

4 (G)

. .. 35 , .
i 5 „ „ .

«'.23 (G)
" — e -) &e - 99 e e 5

16 2 F

.41
, 2

267 ( G )
— ( H ) s 149 „, 8067 , 2 1 ^-2 8 (G)_

6

16 (G)

- 3 e

32

29 (G) 9

__
7G227

c
,
n\^-(GY 2

_ _
5
_ e,

. | sin o.

256 16
i

D'ailleurs on

f/0 dh
,

f/& rf/

^ = 2 ^ +2
r7T
+ 4 ^~ 2 "

f/R r/R f/R
" 4

fTI
” 2

f/G
2

f/li
2 "

'

en tenant compte des valeurs de Jjv? ^3 j-j-
3--- données à la suite de la
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34
e opération, et remplaçant a et y par leurs valeurs en e, on trouve

r/9 fP
\ ,

c/t 2 3

(
G

)

3Ï 4 — + 9 e ~ 2

[

1 1 i 5
’

( G ) -
(
H

) ^ 8ii
/>2

33
f

J

Z/'
3
.a

8 (G) 8

_ 365 //' .-2
1

-
( G

j

16

(•D.

2 2 (G) 4

« ,2
.2

3 (G)M, 3 (G) — (H)
,

3_>a 15^, 3 / (
G

)
—

(
H

) \
2

,

3 (G)-(H) „,

P fo~7 (GT » 2 *G V (G) )
^4 (G)

1 5 (G) — (H) „ ,

1 53 4 1 5 2 „ , 2
«'.î3 (GF

+ T (ô)'e + 7T e ~J ee 7

i 4 < 2.67 (G) — (H) 1897*
, _ 3067

2r » 41

L >g
-

16 (G) ' 32
r

32

1 n'
, .i6

J—

7

(GV 1

— 3
i
,3
.2 9 (G) 9 76227 n'

k .2
12

( G)
12

5 %' (GP

256 16 u-
1 a 1 '

cos 6.

Ces deux équations différentielles (C 35 ),
(D

35 )
correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III
;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 qui

n’est autre que ~ L 'j a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Si

on les intègre par approximations successives, en négligeant d abord les

coefficients de sin Q et eosô, puis tenant compte de la première puissance de ces

coefficients, et ainsi de suite, on trouve

[H
3 fo)-(fo

,

3 _ 11 ,, + 1 ffg)
~

:.üf)V
8 (G)

u
2 “ 8 “ 64 V (G) /

“

*6 (G)

3
2

3 (G)- (H)

8
9

16 (G)

16 (G)

21

5

1

5

2 (P _J
11 ^ 64

~ J e
*

7 1

1

,2 e
n~\ //

, 3
. 2

9 (G )

9

16 » J [JL
0

: (G) 6

(E
Jt

F 2
1 q , 99 (G) — (H) 695 9843

2 1+
Li^ “76 “TgT“ “ "37 " “^ " J

n u . 2
ia

( g y
2

,89 ,
«*. 2 ' 5 (Gr 66273 .2

//
6

.

2

18
( G

)

18
5

.2
«'’.aqG)8

.

r (GV
l ,, ,4 ^ 64“ 7 ,aV/M
C0Sy

“ 1^H o C
I ‘28

99 ,,
n\*»[G)

0 ,.10

1-28
0

cos 2 9
0 (

1 4- e
)
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Q = Q
o
(t + c

)

(F,-,

|[î

3 (G) -(H) 3g i 5 3 /(G) — (G)

y

8 (G)
1

8
0

8 ^ 64 \ (G) /

33 (G) — (H)
. 2 ,

i 5 (G) — (H) ^, 2
,

io53 i 95 „ 2
„*'

,6 (G)
0 '

16 (G) ' 64
0

«6
0

/T».

a

8 (G )

8

F-'

3 3 (G) — (H) 7 5M
8 16 (G) 16

1

4 *

16H « ,3
.2 9 (G) 3

r ^19 99(G) — (H)
,

6655 9843 1 //La 1

- (G.)
1

L 64 16 (G) 128
0

128 J p
8

189 « ,5
.2

,5
(G'/'

5 66 i 65 nK' .%'* (G )' 8 5 nn .i
r
’{G

)

6 a4 (G Y . .

128 p
10 1024 p

12
64 p

4

p
2
a’

2
'

,
\ r 9_ _ 9 (&)- (H)

,

17 *'
2 45 , 2 1+

1 1.64 64 (G) 128
8

64 J p
l

(G)'

9 « ,5
.2

I5 (G) 15 67 5 « ,6
.a'

8 (G)‘

64 p
10 +

573 p
12

|

sin 2 6^ p -r f)

9 u ’G
. 2

18 (G )'

2 56
sin 3 9

0 p + <?),

e n
et c sont les deux constantes introduites par l'intégration, et ô

0
a pour

0,. =
23 (G) 3

i2i?: — 2
//.23 (G) 3 m « ,2

.26 (G) e

2
P-

4

Si Ton prend la valeur de e
2 donnée par la formule (E 35 ), et qu’on la sub-

stitue dans les formules
(
A 35 ), (B

35 ), on en déduit les valeurs de «et de y
2 en

fonction de t, qui sont

2“
(
G

)

2

(
G

35 )

7 23 . r 1

3

+ 2^ + ^: + t ,s-[^-

r 79 167

L 8 16 (G)

r 1

3

j 5 (G) — (H)
,

1027
e

2 _j_

L 3a 32 (G) 32 0 1

3263 21 33 ^ n'K 2
, 5 (G

)

15

J2
e

o ^ 16 '
J p

10

/T
4

.

2

1

2

( G )

1

2

i 53 «"'.2 18
(G)'

8 22441 « ,;
.2

2I (G) 21

4 p
12

1 44 p-
14

,
^ (G)

2

|

r 3 3 (G) - (H)
,

33 15 3 / (G)-(H)V
r “p IL*

#

4 (G)
~ 0+

4 " 4
0 +

32 V (G)

_ ^ (G) - (
H ) i5 (G) -(H) , , 2 ,

965 _ q65 ln'\i°(G)°

4 (G)
0 +

8 (G)
+

32 0
8

0

J

Cette formule se continue à la page suivante
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(
G

3:

[h-
3 (G) -(H).., 5 1

8 (G) 0 h
8

—0
0 ’iT

-

CO

1
«'3

. 2 8 (G
)

9

uu

r -
99 (G)- (Ii) 43 1

3

ei-^t, 2 .vrl ^- 2 I 2 (G )'
2

L 8 (G)
- ü 1

64 64 " J F
j 89 «.

,s
• 2

,5 (G r 78597 ,
2"1 (G

)

18
5

2 /2
' 2

. 2 C (G) C
2‘(G

)

4

64
°

F 0
5 l 2

(

0

F 2
32 F* y

2
ci

' 2

2-(G) 2

9 V4
.2

,2 (G) 12

P
jh^-coszB'le + c);

rJ 2 _ 1 (G) — (H)
\

1 3 Ii5 « ,4
.2

12
(G)‘

2

,

1 53 ï n'5 .F 5 (G )

15
I

4 (
g

) r ;*-
8
e* +w— + ~

3e
—

(H,
* (G-) — (H)

~

4 (G) IL8 » 16

(G)-fH)
(G)

21

76
6 * — —£• e'

2

]11

16
0

J

V2
.26 (G) C

A ^ ”'\x>{G) a

219
2
VG a 1

-» (G) 1

16 1 28
cos 0„ (

t + r )

Désignons maintenant par a
0
et y

2
les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

_ 2
2 (G) 2

-[

£5 (G) — (H) ^ £027 ^ i
1 95

32 (G
)

32
*° +

64
£'
>]
^ 2

12

(
g y

F
79 _ 167 (G)- (H) 3263

2
2i33

16 (G) 16

2

]

,<F 2
15
(G)‘

F

F

_ £ (G) ~
(
H ) { £ _ 3 r 1 5 « ,4

.2 12 (G) 12
i 53 1 tt'

5
.2

I5 (G) 15
)

y
» 4 (G)

i

1

2
'“ + -p— + —p

—
^
53 /GG? 18

(G)'“ 22441 « ,;

.2
2I (G) 2

4 F 2

144 F'

De ces relations noos pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0

et y
2

o ;
nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E
35 ), (F 35 ), (G 85 ),

(H
35 ), et elles deviendront, en mettant n

0
pour

v/p-

a a s!a<>

e- = el +
[ (

~ b 1 61 ~ 3 e
° - T +

\
7 “ D + 6 7» < + 4 11 «l e"

(E'
3;

+ ,

15 \«'2

+
6 4 "

+ T ü )P
Cette formule se continue a la page suivante
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(EW)

*ll e i eA!L
16

a

1 ni

+ /*I9V 99

V
"64 0 “ L

/u 11 32
u

-<28 / «J

l89
,,

2 A _ G533 7 A _ A g* A
• 41 cos6

» (* + 1

I28
ü
ni 1024 " n b

0 64 «'J

A- COS29o(*+ c )’
128 r/\

(F'35)

0= 0„(< + e)

-[(H*
3 3 .

3
> _A + -14

8
0

8
+

4
/u

171 . i 5
2

2 /;
,'2 * /^ 4 y' 2 é*

I

7u 64
u 16

11

y « 2

0

3 3 ,

8
—

4
Vo

21

16

/'219 99 r,.

\ 64
* ~

4
y “ 128

IV 94

JL^L ain 30
o (* + c),

2DO /?,,

4n ,AA
16 J «5

1 ^ 9 843
1' C

0 128

45
e»\ A“

64 y «a

H-
189 A _ AA! A _ A A . 41 sin 0

, (« + C)

,28 n* 1024 n* 64 n\ a J

PV 4 + Al sin 2 9
0
[t + c)

a = a. { 1 [(^- 37;*ï-^i-T ff,̂ + !’îeî + T’
,

*<

15

+ T 7°^ £ + 3^“

3 3 2
i5

4
4ii

, .«A
4
e

»
—

i 7 °
C
'

ü " 8
f

' 8
0

J fl?

^9 . _ 99 2 2 _
32

0 2
U 0

1819 , 9843 ^2y222 - p i p

64
0

64
0

/ ni

Il
4

7-ïeteA'£

+ 1 89 2 «
,5

77349 , '4! _ A -ï A . A 1
"64" C"°

/îj
5/2”

e
0
a® 32

0
ni a«J

cos 0„ (
t + c

)

9
e

*
n

cos 2Ô
0
[t + c)

16 n
,

(K.

7 = 7o
r /3 , , 3

.

,

3
2 4

l 5 . 02,/2\^

LU 7^-"
4
7 “

—
4
7 °

e
°
—

16
y “

*
) K
A 7 2 f 2 A _j- A9 ^ p A

j

cos 9„(* +
i 6 7 ° 0 »* ^ 128

70 * fliJ



CHAPITRE V. 35 e
OPÉRATION. 635

La valeur de 9
0
deviendra de même

«. = *. [4-2- --^ 1 -

L «0 2 < J

Calculons maintenant les valeurs de h-\-g-\-l et de h en fonction de t. Ces
valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d [h g l) f/R (/R f/R rl

h

r/R

dt ~ 7TL
~

r/G
_

r/ÏÏ ’ dt
~ ~

r7!
’

ou nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons
que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d
(
h -f- g +- / )

dt
LT

( _ 9 ï+ 9,, + 3 „ _ 451 «« _ 787

» L 2 ' 8 ^ a 64 n‘ 32 n3

J

n"
I 9 .,2 O ,,2 _ 5 7 „4 45 ^ on __ 297 e 2 e /2 C + 1 26

;)
e 2 __ ^

L
7 f — 3 7

2
e* ’-e' — e‘ e"

4 ib 8 n 644 «*

«' 3

1

^ J
cos S,

dt n L 4 2 2 8 32 J

"'T 3
2

3
- 2

3
,

15
2 ,2

a67 2«' 2

l"“Lr-4 r "

d’où, en remplaçant a, 7, e, 6 par leurs valeurs en t données par les formules

(
E

35 )’ (F
36 ), (G'

3b ), (H'
j6 ),

puis intégrant, nous tirerons

h+g + /= L(h) + l

-(g) + l[h' + g' + r
) + Q 0

O + l /lu+ Lg
oy

- Ff 9
e 2 _l 5 147

L \8 ” 8
/u 0

64

f + f
)

45

16
'

,2
23 7 4

3699 „2

1 '28 64

657 2
«"*

. 2835 2 // . .

64
"

i < +
TT7'

,'^l s,n "-(' + ‘')

/r= (A) + //
0
(^+c)

(L
rfleï --y 2

e 2 —
L\i 6 ” 16

7 “ u

3 4
i5

— el — — ei e
8

0
32 ü

ri :

,

3 n'
3

99 n r
‘ 1 .

K + fh<J su,,0
« (, + c) -

[h) et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); h
0
et g 0

80 .
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sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n ,
e

,
mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis Sa partie non périodique de Sa valeur de

h 4-0-4- / vient de ce que l’on a

h + S+ 1 =
^

0 + \
h + l s+ \ (

/l
' + s' + 1 )

Les sk formules (E'36 ), (F,
6 ),

(G'35 ),
(H'

3B ),
(K„), (L„) constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y

est supposée réduite aux deux termes (i) et (96); dès lors nous n’avons plus

qu’à appliquer la règle du n° 29
,

et si nous remarquons que / est égal à

Ig
(
Jb g 4- _j_ h

r

4- g
r 4- nous serons conduits à effectuer la trans-

formation suivante :

Formules de transformation.

On remplace

a par

[d 3 ^22 ——e* — — é1
e
n + - ri <j 7

4 4 2
'

1 5 94 1

f ^ 9 9 /2 I— f e H 7 e
*
e +

2 2 3-2
+

8 ) ri

Iil -2 e
iî

8

rr
,

"T—t-

n i

Ii9 ,_ 99 SgS _liî 9
e ,

3a 2 64 64 ;

77349
c
,« ,e

64 tt
5 5l2

A k
3a

e
n 2

x cos (2 A + 2g-!- 4 ^ — — 2A - 2O

cos 2 ( 2 // + 2 -U 4 ^ — 2 //' — ig' — 2
/'

5

c- par

i 5 1 5 .

e e

4 i 1

+ / 4 _ _ _ V e'
2

J /2
3 + l

64
’ c

4
V c'“

32
e

219 99
.

287

64

619^ 9g43

128

ri

ri

t 28 n

X COS
(
2 h + 2 g+ 4 ^ — 2 A' — 2 g

' — 2 /'

1 89 , /z'
5 65337

2 L! _ A ri
n '

6 R <
c '* '

1024 #6 ^4 "
-1
«'2J

Cette formule se continue à la page suivante
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é' COS 2 (2 Jl + Ig 4- 4 1— 2 h'— 2 g' — il'),

f par

'=~[(i

l par

/

+ T£
7V

7?
+

7^8
72 ^ J

C°S(2/. + 2g+4^-2/i
'-2

b
-'-2/'),

75 2 „\ n’--

32
f 6

) ri
1

f/3 3 i5 , i5
,2

3 . i5
j

i5
2 „ ia3 .

- i\s~rr -ty'-ty + r> +w re

+

Tfe+ Tâ
e +

Jt _ 3 _ j> *_ 4" ,<A j / îlü _ 99 _ >M9 j _ 98* 3 .n \ ^
!6 8 ' tR ^ I »5 "T

l .08 fi ' r» ÇA ,XA ^
) „16 32 / « 3

\ 128 8 ' 256 256 /
«'

189 n' b 65229 /?' 6 0 12 * rr

256 2048 128 ft
2

ft'
;

x sin
(
2 /« 4- ig 4- 4 1 — 2 A' — 2 g' — 2 /'

)

"4~ [M _ 9.~*_ 45 ,
1

n '*

,

9
»' 5

,
675 «'s

"l

LV 128 32
; 256 128 j

' «4 128 «’ 1024 n >:

J

Q Jl'
6

— sin 3
(
2 /< 4- 2 g- 4- 4 ^ — 2 h' — ig' — il'),

h 4- g 4- / par

,‘+»"+'- [(I
e’-

l5 1 47 4 45 2 , 2

y 7 e ~~
6^

e ~l& ce
\ rP_

7« 2

îZ e2 _ 3 '

. 2 _ 237 3699 A «7
32 2

7 128 64 7 «3

657 ,
«'4 2835 , n'

h

.
,

.

+ 64-
e y + yy e y J

sm( 2 /i+^+ 4/-^- 2 ?'-^,

/« par

h rfv- 3 2 2
*y

* (>* — — <?
2 e

' 2 \
L\i6 l6

'

8 32 7

3^ Jr + Ü e2 y I

sin
(
2/i + 2tf+ 4^- aA'- 2g' -2l')
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Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si l’on introduit les valeurs de «, e
2
et y~ données par les formules (E'

35 ),

(G’35 ),
(H

, J, dans les expressions de L, G, H, en a
,
e

, y, on aura, en sup-

primant les indices de «
ft ,

e
0 , y 0 ,

et n
0 ,

L„ = ancienne valeur de L
(
page 627)

y a y.
N c> - - ^e'~ |

64 ri 64 ri
f

’

il! ^ e«\
nl + — -L — \ :

16 J n 3
64 ri 128 ri

j

G, — ancienne valeur de G (page 610)

— y a y.
•

81 , ri'

256 ri ’

H
u
= ancienne valeur de H (page 61 1)

— sJa V-
'

81
,

256
'

ri'*

ri*

D’ailleurs 0, est le coefficient de sinô
0
(t -f- c) dans Sa valeur de Q donnée par la

formule (F'0& ); en y supprimant également les indices de «
0 ,

e
0 , y 0

et n
0 ,

011

en conclut

s/a y.

2
(0,L, + 2 0

2
L

2 +...) =

%fe2-G( - ^-rien
8 ' 16 32

ri*

râ

63g
32

tri

ri

675
2
tri _ i_53

256 ’ ri 64 * ri Ç

Cela posé, si 1 on se reporte a la règle du n° 29, et qu’on tienne compte des

valeurs de i, ï ,
i"

,
i”

,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 636 et 667) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 35 e opération, et y ajoutant



35e OPÉRATION.CHAPITRE V. — f>3q

Par ces substitutions, l’ensemble des deux ternies (i) et (96) de R, joint à la

quantité -h - ri (L — L
0 ),

doit se réduire à une simple fonction de a, e, 7, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a
,
e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

- e. L, H- 20.L,-
2 2

1 1

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication us- • • t.ou.

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

/— \ / 1 3 i 5 , io6q , iq 5 „ i 5 . „ ,
aa5 , ,L = ^ !

1 +
(.64

- Tê
-

-Ô4
2 ' +

73T
e - E

'

-f + 57 -
17 •"

1024
e 4

128
sV 1^95

64 ri*

79 _
16

167

1T'
r/2

73 i , 2 i 33
“8~ e «' + 33r+ 54;v

i 53 895 107697 , ,

2 V
COOO

8 l6
/

256 5 i 2 ’ jri

2244 1 I 76531 35o6q75 ,2 ,

53889 , n\,ri
288 576

‘
a3o 4

c + e
)

192 J n

16

+ 9487
4 __ 77427 2

128 64

99916415 cri 34852841 /ri 443 1 n

d

l

4854g ri ' a
'

1

44^368 ri 55296 ri
' 2048 ri cri 4096 n 5

cri

G = \J

a

p É-
4 _L e

5

i6
6

128

(il _
\64 16 ' 128

j 95 , 2 __
1 5

A 711

128 32 ' 32 I e - 225

lâT

io 3 i 73 a 3 io5
2
,A n 1'

1024
L

a56 J ri
'

l67„, 2
to63

2 ,

2 i 33
n , 2\

/2' 5

/ i 53 8g 5 73 i 59 2
240085 \ ri

'

22441 >i
n 99916415 ri

8
443 1 « ,4 « 2

288 « 7 44^368 ri ^ 2048 ri cri
)

H = \j

a

(/.
j

1 — 2 7
2 — - e

2

7
' e' 7-= é

Cette formule se continue à la page suivante.
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Il 4. + 195 _ 1389
4 _ 599

, e2 ,

^o5
64 ^ 32

•
128 128 32 1

64
;

64
;

jo3i73 3 io5_ 2 /2
|
_

1024 256 / ri

v
16 ^ 48

1

to63 21 33 rih

( 1 53 8245 ,

ir'+ür' G + (~ +
ir’'-

22441

288 «’ +

73i5g

768
e ~r

99916415 «' 8

240085
, 2
\

5l2 / 72®

44 3 1 n"' ce

442368 n 8 1

2048 ri’ ci
-

De ces valeurs de L, G, H., on déduit

da

Tl
) , ( <9% l629„2 ,

34985 2
28635 \

1

+
V 32 8

‘ H
128

‘ h
64 '

)

( 4 1

5

2745 " 2
t

3 i 449 „»
.
43299 , 2 \ ri -

t

611 85 ri6

|

1 5321 67 ri '

\ 2 4
1

>6 16 *
) ri 64 />

e 576 ri

da

d (4

»

\ (
527

an
| \ 8

3633 ,

~ür 7
9091

^

128
e

2 + 480 e'

/ rd

f ’^7^7 2493 , 7161 2 3645g ,,\ « ,5
1 o 4 1

1 7 ^ 6 2775377?'’

V 8 2 ^ 16
11

8 / 7?
5

1

64 ri 48 n 1

^ = _ 1 J (A . „2 _ i^£9 , ,

225 \

f/H cm
I \ 1 6 16 ' 32 32 / ri

2625“
8
“ ri -f-

8g5 /z'
6

ï 7653 i ri 1

16 ri 576 ri

de 1

d L a? ne
( 190s iii 3 2 40071

|

28065 n\ /ri
(

3323 ri-

_

62483 /?'6

)

\ 64 16
1

128 128
1

J ri 24 ri
'

96 ri
|

de il 1
2

1
4

1

clG a2 ne
j

1

2
6

8
f

1

6

1 1

1

3 2

16 /

383

1

28065
;J
\ 7?'4

ri

33i3 /ri 62483 zri

2,4 ri 96 ri

de
_

1 1

4

J
2

fri

d H ce ne 8
'

ri'

d 7 _ 1 1 83
2
n li

d L cr n 7 32 ^ ri'
7

128



CHAPITRE V. — 36e OPÉRATION. 64

1

(l 'j _ 1

d G l\ri n 7
i — 2 7

2
-h - e

2 — y
2

<?
2 + | é — - f é + ee

i 8 4 io

<h_ _ _ 1

.'/H 4 « 2
« 7

4217 637 j
f 587 2

3255 ,A «'* 1057 rri 86i5 n"

\ 64 32 ^ 128 128
L

) ri
"
4_

96 ri
' ^ 192 ri

i
, 3 ,

5 .

i + -e î +â <? + ~c 6'2816
/ 217 35

1 2 1587 2
3255 ,A ri

’'

1057 rri
'

(

86i5 ri
6

1

\ 64 8
1

1 28
‘

128
C

J ri 96 ri 192 ri
j

36 e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (97) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (i) avec le terme périodique (97) *,

dans lequel l’argument est 2 h -+- 2 g -f- \l — 2 h — 2 g — 3 l
r

,
et supposons

que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

y.

,
a 2

\ 1 3 9 3 . 3 ... 3 9 , , o ? n q , „ ,
i5 , om — 7

~ - 7 + s e +ô e -+- ~Y — — 7 7 e + f e 2 e
'2 + 5- ri' + ± f ri

a ‘

|4 2 8 8 2 4 4 10 32 4

+ X"- T'
i' ee'

cri 8

3 J 33
2 971 465 399 495

,
2 >2

32 Y 1 32 64
e + Ŷ ' +

4
I e —

TfT 7 e

-4-
0767— e --

Il,l5 4,q II
2

5(2 64 ) n 2

255 537 io35 6885 ,A ri

fri " 7ÏT
7-

8
e - +

64
£

) ri

55i5 635 2
43o735

,
16285 /ri 28841 n 5

9960575 n IG

v
192 6 ' 768 24

£

J ri 288 n b 36864 n '

r 9 45
2 .

45 , 45
, 2 49' 1 'ri

1
'

1 a ~

+
L 64 16

7 +
64

c + 777 '

64 1024 ri>
2T

2 ,
io5

, ,
369

4
; '

' 6 '

.6
^ C

64

1 ( 91V ,
36q , , 45

é1
ri \ ,

285 <»'- 877
,
n

'

3

\ 1

6

' 8
/ '

4 ) « 64 ri 256

X cos (‘2 II, -h 2 g + 4/-1iti — 2.
r

O'

D
3 0-

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (97), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des trente-cinq premières opérations.

T. XXVIII 8 ;
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D’après la valeur de l’argument 0 du ternie périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i= 4 ,
i' = 2 ,' i" = '2

,
i'" — 3.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

i d L i dG i clH

4 dt
~

2 dt
~

2 dt
1

et par suite, en intégrant,

G= jL + (&)‘, H = L + (H).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e; en les résolvant, on

trouve

A* (G)2

(A,J

-, 7 /
'23 .

I + 2 e
2 + d + — ec

2 4

i3 1 5 (
G ) — (H)

,
1027 2 ,

195 „"| /«' 4 .2
I2 (G )‘

+ +
64

“''

J

r
i3_ 15

L 3-2 3'1 (G)

79 /?'5
.

2

15 (G) 15
1 53 ri

G
. 2

IS

(
G )'

T u'°

~
4 y' 2

(»:,

1 (G) - (H) l I
2 3 _

JI5 ri'. 2
,2 (G)

12

)

' ~
4 (G)

(

1 ~
2

6 _
8

6

i

Si l’on remplace a et y~ par leurs valeurs en e dans l’expression deL, il

vient

,
l

2 5 , i3 . 957 2 «
,,

.2 1! (G)
I!

jL- 2(G) Ji+e +-e^ + T e e -
ji

fih JR j / 1
•

et si 1 on remarque que -j- = on en déduit

d.c- ri
2

..

2

3
(G)

3 (21 21 (G) - (H) ^ 21
, ^ 369 ^

dt ~
y

2

(
2 4 (G) 2 16

(C3e
. r^Rv- 369 (

g ) —

(

R
)

g
.+

L 4 8 (G)

53

1

?

,v
j

//'*» (G )»
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D’ailleurs on a

d S dh clg dl
2 -T- + 2 + 4 -r - 3 *' =

f/£
" dt dt dt

f/R <YR r/R
4
f/L

~ 2
rfG

~ 2
f7Ii

~
’

en tenant compte des valeurs de
TF’

’’ données a soite de

35 e
opération, et remplaçant a et y

2 par leurs valeurs en e, on trouve

I f/0 p.
2

l
, . n'.i3

{
G) 3

II /2
,2
.a6 (G)G

)

'

dt =
1

4
T

Iae “ 3 T—F— i

(D»,

_ (G)"
i ü ./ _ £1 (G)- (H)

,
2i ,

, _ 36g

p.

2 2 4 (G) 4 16

r 99 jf
36c.) (G)— (H)

,
1 557 2 ,1 //'.23 (G) 3

LT
6,

8 (G)
c e e

J ZF
-

a85
,
/z'

2
. 2”

(
G

)

fi

877 ,
n'

3
.

2

9

(
G

)

9

16 64
COS0.

Ces deux équations différentielles (C 3G ), (D
30 )

correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ee que la variable 0

^qui n’est autre que
7^ a été remplacée par la variable e, dont 0 est fonc-

tion. 'Si on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord

les coefficients de sinô et cos 9, puis tenant compte de la première puissance de

ces coefficients, et ainsi de suite, on trouve

2 — „ 2 1 \ r*» ar (G)- (H)
,
2Ç,.., 369 2 /;1 q 7?^.^ (G)6

— 0

( L 8 16 (G)
0 +

4
0

64
0

J y

(b

1 8 1 5
, ,«'V2 , 2 (G

)

12
0433 , // 5 .2

I5

(
G) 15

)

H 5- e
0
e h ~— ei e' 7— cos 0,,

120 IL 012 U 10

)

1 9 = e
lt
(t + c)

_ | f— d - — ( G )
— ( H

)

,
,

-^73
„ 2 _ 36g ... 1 n'

2 (G\ ;

| L 8 16 (G) ^ 16 c

64 J p
*

/ + r)i

64 (G)

="73 36g

.6 64

) „i
,

7065
evl

64 ° J

i8i 5 , /?
,4
.2

,2 (G) 13 r,43^
,
//

:'.2 l5 fGy r
'

i

j
128

e ^ f T7T r
TTïo (

sin9«b + r
5 12

44 1 ,2
n\ 2

,2 (G) 12
.

p '
- -— cm o

256
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et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 3
0
a pour valeur

e„ = fi* , 0 //.2 3 (G) 3
ii n l 2

.2
e {G)e

)-—
’ 4 — i2 Ê

»
- 3 V5

'

.

2
3 (G)

Si l’on prend la valeui- de e
2 donnée par la formule (E 3# ), et qu’on la substi-

tue dans les formules (A 36 ), (B 3C ), on en déduit les valeurs de a et de y
2 en

fonction de t, qui sont

(
GJ\

r-
i3 i 5 (G) — (H)

,

1027 i 95 .,,1 «M -2
l2 (G) ia

— +_
3^ eo+ 6T J32 (G)

79 /i
,5
.2

15 (G) 15
1 53 « ,e .2 ,s (G) ,s

T y
' 0

4 y
12

- on ni , t?—— w-.ul» e -, + îîi «' _ ÿs «. «“ 1 £Æ!~
^ j L 4

0
8 (G)

# 8 32 J y

(
H

ae)

, 1 (G) - (H) ^ 1 „ 2
3

_l iî_
5
.

^'--^' 3

(
G )‘

—
4 (Tfj

j
» ’ 8 " 32

' OnjïïHîl,.. e
.îl£Or + ÿl e.^ liLiOIl c„S 9.(; + c).

“4 (G)
1
16 » y 64 " y \

Désignons maintenant par a 0
et -y

2
les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour « et y', de sorte qu’on ait

a
a (G) 3

y

H 2j
1 -+- 2 e\ -G - e* 4—— e®

" r3 1 5 ( G )
— (H)

32 32 (G)

!°27

32
3

195 , 2 1 n". i'MGf
64

É

J

79 ;i'
5 .2

i5 (G) 15

8 y»

I 53 « ,6
.2

,8 (G) 1S

4 y
il

, 1 (G) — (H)
j t

1 „ 2
3 ^ ,

Ii5 n'\y>(G)‘* l
Vo ~

4 (G]
j

a
#

8
0 ^ 32 fi

s

1

De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0

et y
2

;
nous
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pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E s#), (F so ), (G ï0),
(H 36 ), et elles deviendront, en mettant n

0
pour

vd-

a 0 sjd 0

Cl e' - ^-yl e'ie' - ^ e* e'

(fofo

t(
!

h
\ 32 " iG

/ü 0 32
“

'

/ n

64
e

°
e

~

/ >K

1 8 1 5 , ,
n

,
q433 , ,

« n

-I f e — 4- Ç-— e\ e’ -
128 ni 5 ia n

COS 0,(î+c)
,

0 = 0„(T + c)

(F'

K 2! ,
21 , ,

21 , ,
36q nn

T e -jr.e+^ele
16 64 J n \

/ 261
,

801
, ,

2367 A ri
3

1 8

1

5
,
n "'

g433 ,
n ls

'

-7o

’

;e )5 + TÎF
e ^ + sin0

o p + c
)

44 l „
«'4

A / , V

+ ^56
*

, ^«n » 8.(' + c b

« = «, ' +

(G;,
/ 261

21 , 2 ,
io5

p 4 p 1
36g „> p ’- —r» a.

~ "8“ c
{)
e

32
e

o
e

, ,
801

2 pï
io35 n 13

“
"T 7 U

r
i)
6 — "32" e

0
e \

n 3

0

1 8

1

5+ "

64
~

, f 21 , , ,
« ,2

261 , , ,
nn ~\

dfo) f = ro ~[^ ylc 0
e -+-^- yoeu e -

J
COS 9

t
{t + c ),

La valeur de 0
o
deviendra de meme

-T'-esg
Calculons maintenant les valeurs de h H- g H- L et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d
(
h -\- g + l

)
r/R (/R r/R dh _ r/R

dt
~ ~ TL

~
dG

~
r/H’ dt r/H’
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où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

H (h 4g 4-0 » n

-P- — — n
dt n

r,_9 72+ 9 e2+
3
e;^ 451^1

L *2 ^ 8 2 G4 /r J

72

72

dt

3 72^ __

4 7? 72

21 , , _ 399
CDCDF*1

*
1

32

J cos G:
16 « J!

d’où, en remplaçant «, 7 ,
e, 9 par leurs valeurs en 2 données par les formules

(E'J, (F'
3fi),

(G'
3fl ),

(H'
36 ),

puis intégrant, nous tirerons

KJ

h + g+l - ~ [h) + l

-
(g) 4- -

(
2 // 4- 2 g-' 4- 3/') 4- Q 0

,

o + - /<„ 4- -g0

J
i
l + r

)

ff^ J J _ ifRj JJ - I£29 t.V
... L \ t 6 16

/o ° 128

2349 , ,

«'3

,
5445 ,

nn 1 .

e —

3

+—•

- r <? — sin G
0

128 128 «J J
F + c ):

(LJ A= (A)-M„(f+ *
r 21 , ,

J 2
801

,
J3 ! .

Ls'i*
,

ï!
+ îï8'î'ïiJ“'f

* 4- O

(/t) et (g-) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 2 f)
;
h

0
et g 0

sont des quantités qui, comme 0
O ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n '
,

e '
,
mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -+- g H- l vient de ce que F on a

/< 4-g+/— ^6 + \
h+ ~

J.

8 + -1 (2 /r 4- 2 g'
4- 3 /').

Les six formules (R'36 ), (F'8a),
(G'36 ), (H'

36 ), (K 36 ), (L 36 )
constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes
(
1

)
et

( 97 ); dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la règle du n° 29, et si nous remarquons que l’on a

l = —9 —
- (

h 4- g 4~ 2) 4— (
2 h

1

4" 2 g -
4- 3 /

)

,

2 2

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :
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Formules de transformation.

On remplace

a par

a i + r

/

21
2 -

ai
,

io5

LU e ~T^ ce ~ 1T
36g

3a
'

/261 801 , , ,
io35

, .-
7
- e~ e' — 7 é1

e' — é' e'

\ 16 8 32 ! n

1 8 1 5 , ,
0433 ,

. n
'

e « e
1 — + frr e

1
e' -

04 rr 206 n
COS (2 h -\-%g-\- 47 — 2 /e' — 2g 1 ' — 3 /'

)

e par

ru^v- 21 , ,
21

y e 2
c — — c

LV 8 4 ‘ 2 64 ;

/261 801 ,_9og
V 32 y ^ e* e

iG 32 / n °

1 8 1

5

2 ,
n" 9433

H q- e
2
e' — + Z-

—

128 îï 5l2 -F] cos
(
2 /

1

T- 2 g’ 4~ 4 1 — 2 h — 2 g’ — 3 /
J 7

f par

2 É 21
2 2 ;

n<

‘
~

Lai 7
261

fe 2
e' cos (2 // —f— 2 g 4~ 4 ^ •ilï -%g’ - 3 /'),

/ par »

/ — io5

"3-T

36g

128
' )ÿ

\ 64 32 ;
64

,

1 8 1 5
,
n "'

9433
H -r-,— e —j- -f : c

2ôo ri
1

1024 4“r] sin ( a // 4- 2g 4 / - 2/6 31
’

H- c'
2F sin 2 (

2 h + 2 g + 4 / — 2 // — 2 g
' — 3 /'

)

// + g + / par

/< + g + /
f 7 63

,
io5

LU* e ~ 16
2 2 , 1029 A «'

Y <?
2

£> «Te' —
128 / « 2

2349 , ,

«'3
5445

,
«'H .4- —5- e e -j- 4 — c e' — si

128 128 /P J
sin (2/i 4- 2g 4- 4/ — 2//— 2g'— 3/')

,
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h
801 . ,«'H

ô e e ~3
128 >r J

sin [ïh + ig l\l — 2 h' — 2 g' — 3 /').

Nouvelles 'valeurs de R, L, G, H.

Si l’on introduit les valeurs de a, e

~

et y' données par les formules (E
36 ),

(G' ),
(H'

36 ),
dans les expressions de L, G, ïl en a, e, 7, on aura, en sup-

primant les indices de e 0 , y 0
et n

0 ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 639),

G„ = ancienne valeur de G (page 639);

H„ = ancienne valeur de H (page 639).

D’ailleurs 9
t
est le coefficient de sin 9

,
(t 4- c) dans la valeur de 9 donnée par

la formule en y supprimant également les indices de e
n , y 0

et n
0 ,

on

en conclut

I(6
1

L, + 2Ô
2
L

2
+...)

548 i

256

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n° 29
,
et qu’on tienne compte des

valeurs de i, 1
,

i", i'”

,

on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 647 et ^48) dans la

valeur qu’avait cette fonction avant la 36e opération, et y ajoutant

+ ^'(L-L
0
)-^«'.Gô

1

L; -G 2 0
2
L, + . .

. )

.

4 42

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (97) de R, joint à la

quantité 4-\n' (L — L
0 ),

doit se réduire à une simple fonction de <7, e, 7, ce

qui four nit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de «, e, 7, ainsi obtenue, réunie à la quantité

- 7«'- 1
(6, L, + 2 0

3
L

3
+...),

4 ^



CHAPITRE V. — 36e
OPÉRATION.

se cojnPose la valeur qu’avait précédemment le terme (i) et de quelq
velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication
Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

64 q

ues nou-

[3 6 • • • 1 , 97 ],

h — 1 + (
~ - —

,

£95
16 64 128 7V'-Î^,v=

I 2o5 i 801 3 , „ .
iooq5 \ n h

r e 7-7- e e H — e “ ‘

1024 64 64

79 _ '67 2 7 3 i
2 21 33

16 8
/ Te+

~îr
5417

,
2
g 2 _ 4509

l 6 ' 16

e 2 -+- 33 f h y e ‘

Y e

9487 _ 3 1 5 1 89 \

128 a56 / « 5

1

0

7697 2 ,
24oo85 ,,\ ri'

- ‘
<? H r e —

5i2 / nh8 16
7

2 56

H- / _ <7653i _ 35069-5
2 ^ 53889 i \ „>

\ 288 5 76
7

2 3o4 ' 192
C

J n 1

999 <6 i
< * 34852841 zT

9

443 i_ «« zz
2

4 8549 «'* zr ,

442368 zz
s

55296 /z
9 _t~

2048 zz
4 '

a
' 2 +

4096 « 5 ' an
’

r /— 1 , 1 , 1 5O = \J

a

u
{

1 e2
e i

ee — <» 8r
l

2 8 ,6
e

. 28
^

ll^.lü„ 2_ 237 ,, 195

64 16 y
128

1 ^
128

(
732 7

" + JT
72 <?I — 37 7

2 - —-
3
- -
73 ^ - VZi e 2 e

/2

1024 128

7S - V 1
' -

'-W
‘«’ + V + f- - ^ - ZâÜ2 + *40085 \

15 8 48 32 J ^ \ 8 ï 6 768
* + ^Ï7~* ) Z?

_l_
2244 < «2

,
999 < 64 i 5 z/ 8

4431 zz
,j

a 2

f

288 zr
+

442368 V +
^48 Z ' i?M ’

H =
j

1 - 2/ - l e2 + fe2 - + l
7V - -L

\
* o 4 16

1
2 5 a

B
7/

0 7
2 -^ e2

195
e

,2 _ 1389 _ 599 , 2805 ^ -(2
64 32 (28 128 32 r

64
1 + ~64~ T e

i°3 i 7 3 4

1024

1773

128

-4- 1^ + 55 io63 2133 A W '<

\i6 48
1

48
+

32 ) Y
153

, ^2 ^ _
" 3l59 o

,

240085 \ n

8 96
y

768
+

5.2
r
)h

2244 < X 4

1

999 J 04 1 5 z/8

4431 iY ce

288 n ‘

442368 zz
s

2048 7F ’ 7F

$2
T. XXVIII
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De ces valeurs de L, G, H, on déduit

da

dL
I

an

1629 ,

-T 7
'

34985 24- «
120

!

29517^
64 !

’ n

LD

I«l ,

3 1 449 > ,

178677 ,.7v
yy' 5 61 i 85 yy'

6

,

1532167 yy' 7

}

,6
e‘ +

64 '

,
) yy

5 + 64 yy
6 + 576 yy'

j

da 3633 , 9091 » 58oi \ n '\

+
3^ ) ri

( 2757
a493 7>6 i , 297103 ^7

+ 1-8 T
"
7 + 64

104117 ri6 277537 //
7

|

64 »6 48 i

(kl

;th { \ 1 6 16

1809

HT
225

,+ -5— <?'

32

+
2625 4509 r,\ +

16 / » 5

895 yy'6 176531 /y' 7

|

76" yy
c
+

576 ri j’

de

771

< \

yy
2
yye

(

1 1

1

3

"Te"

40571

128
+

n

3323 /y'
5 62483

24 /y
5 +

96

de

77g
I

rt^ye

l iqoi 1 1

1

3 ,
383 1 2

14253 ,2 \ yy
‘

e + “ër' );?

3323 yy
' 5 62483 rri

|

24 /y
5” 96 ri V

de _ 1 1 41

77IÏ
~

yy
2 ne ' "T ri ’

d-j _ 1 1 83 ,
yy'4

y/L « 2
yy

r

/
32 ^ yy

4 ’

^7 = 1

c/G 4«2 ”7
1 - 27* + -^

' 2

_iïV + T«-

1687

128
e
2 + 3255 \

1 28 '

y

1057 yy' 5 861 5 yy'°

j

96 yy
5”

192 « e

V

±L =
7/

H

—5
j

I + -e2 + ^()
, + A «1

4 yy- yy 7 j 2 8 16

/ ^7
V 64

35 1

r-
1587

128

3255
+ 778

"* + 1057 /y' 5

!

861 5 yy

96
+

192 yy
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37
e OPÉRATION

destinée ci faire disparaître le terme (100) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1), avec le terme périodique (1 00) *,

dans lequel l’argument est 2/1+ 2^ + 4/— 2 h'— 2 g' — V
,
et supposons

qne R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

R = —
1

a

è | \
~

; >' +

5

+
I
e" + b' - 4

f ~
4
7

’
1 +

ts
e'' + n

'•

*1 _ B 7
» _ ?7j. ,

465 75 399 495
3a 8

7
3a

+
64 .R 7 +

/:
7 * TT t e

_Î255 _ 537 io35 , 6885 \ 71
'»

\ 3 a 16 7
8 ^

64 J r

512 16 7?

55i5 635 ^ 43o7 35 2 ,

16285
,2 \

«"

192 6
/

768
^ +

24
(

) îê

28841 « ,5

9960575 n

288 « 5 36864 nJ + r 9_ _ 4

L 64 1

45 ,
,

45 , 45
(J 49 1 I

«' 2

b 64 64

491 1 n ' 2 1 a 2

1024 n 2

J rt
' 2

\ 3 2 , 3 2 2 , ,

1 5 , 3 , ,,

rt
13

8

,-aV - i*«X — —^ eV — - — , i
8 4 J n 64 256 « 316

X COS
(
2 4 H- 2 g -h 4 / — 2ÎI — 2 g' — /) .

D’après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

î = 4 ,
i’ = 2

,
i" = 2 ,

i"’ = — 1

.

Il ne faut prendre pour ce& termes
(
1

)
et

(
100

), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la valeur
primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des trente-six premières opérations.

82.
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Si I on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

i rfL i clG i d\\

4 ~dt 2 ~dt % dt
1

et par suite, en intégrant,

G = i-L + (G), II = iL + (H).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e
;
en les résolvant, on

trouve

„ = *ÆL\, + ^+i e ~ + fe>
2. 4

(AJ
T i3 i5(G)-(H)

,

1027 „2 ,

[32 32 (G) ^32 ^64 J

79 «'\ 2 15 (G )

15
1 53 n*. a

1 8 (G
)

1

_

T u.'° 4 r-

12

/ 4 (Q) |
2 8 32 ^

Si l’on remplace a et y
2 par leurs valeurs en e dans 1 expression de L, il

vient

l 5 , i3
„ 9 57 2

n\i' 2 (G) n
\

l = 2(G) + + + :

cl\j d R
et si l’on remarque que = -jji on en déduit

[d.e1 «
, 2

. 2
3 (G)M 3

2 ,
3 (G) — (H)

2 , 3^
dt

— ; _
;

tr e' t?
4
e' 7 e

i e
ix* I 2 4 (G) 2 16

(C
3

99 .... 369 (G) -(H)
,

. ,~| «-.sW

16 fx
4

eV
[
sin ô,

64 fx
6

f

c/0 dh ds
,
dl .

dï
=

'*dï
+ '1

dï
+l'dt~ n - ,dR rlK t/R

^ d L
2
t/G

2
t/H

72
’

D’ailleurs on a
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en tenant compte des valeurs de ^-j-> TTl'"'
données à la suite de la

36' opération, et remplaçant a et y par leurs valeurs en e, on trouve

dB

clt
12 e

2 — /?'.23 (G)3

P*

m n
, 2
.is (&y

2 p
4

,

«'2
. 2

3 (G)M 3
,

H 5 {
- e

p (
2

3 (G) — (H)

4 (G)
e’ + - e2

e'

4
y
16

e
'3

f 99 v 369 (G) — (H) ^ ,

i 55 7 „2 „,-| «'.23 (G) 3

L4 8 (fe)
" e

J
—

j
279 « ,2

.2 s (G) s

T
16 ^ u*

835

64

^ ,3
.aa (G) 3

cos 6.

Ces deux équations différentielles (C 37 ), (D
37 )

correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui

n est autre que - L
j

a été remplacée par la variable e, dont 0 est fonction. Si

on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les coeffi-

cients de sin Q et cos 0, puis tenant compte de la première puissance de ces coef-

ficients, et ainsi de suite, on trouve

e- = et A (
G >-( Hw

,
f .

c . ^
ils 0

16 (G) 0 +
4 " 64

e “

1 n'
2
.i*

J p

(G)6

(E
s

.

T
a85 1 /P

3
.29 (G) 9

L 32 64 (G) 0 ' + g
e
j

8a 5 «''.^(G) 15
6917 w'».a

l5 fGV s

|

128 0

P
8 +

* 5 i 2 ^ y |

cos 9
o (? +C),

Q = Q
0
(t + c)

- e' — Ülr( R )

e > + 39 ,, _ l e
,1 « ,2

.2 6 (G) 5

L8 16 (G)
+

i6 ’ 64
e

J

[

201 74 1
(G) - (H)

, ,
5565

32 64 (G)

5565
, ,1 «'3

.23

64
e ~° e

J p'

P

3 (G)9

825 a
12
(G) 12

,
6917

(

«'5
.a ,s (G) , ‘

128 5 l 2
j

sin 9
0 p —Pc)

,2
« ,4

.2
I2
(G) 12

. ,e -5 sm20,(H-e).
r

9

256
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<?
0

et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et ô
0

a pour

valeur

F (, ,
n'.F[Gf n n'

2 .F{G)e

\~T—7—\

Si l’on prend la valeur de e
2 donnée par la formule (E„), et qu’on la sub-

stitue dans les formules (A,,)» (B„). 011 en (,é<U, ' t les valeurs fle a et de en

fonction de £, qui sont

F (G) 2
l . l , ,= ~

J
~~

I

I+a<f
« + 2

Pl+
4

“

(
G 3‘

-Til
132

1 3 i5 (G) — (H) 1027 , 2 1

32 (G)
+

3-2
+

64 J

P
~

/ L 4
° 8 (G)

33 3
_

32

79 /?'
5 .2

16
(G)’

5 i53 « ,6
. 2

13 (G7
T y' 0

4 F
12

«'La6 (G) 6

, 741 (GLzlüj^^-a-gggZ^^l
j

-201
, , 741 (G)- (H) A

\
lï

e
’
e • +

Sa J

1 (G) -(H)
\

1 , _ 3
*

4 (G) i

- ’ * " +
1 1

5

*'\2 ,2 (G) 12

HJ
8

0 32 F

! (G)-(H) \
3 .,«*.»•(

G

)

6 20. «w . a9
(.G);

}.

4 (0)'”)T6
e

»
C

? <H ° F

Désignons maintenant par «
0
et 7 J

les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et 7% de sorte qu’on ait

(G) 2

7 ,4 ,

23
a ** +

»
eî+ 7 e;

L 32

i 3 i5 (G) — (H) 1, 1027 ^ ,

i 95
»~1 n'\iu {G)

64 J32 (G) 32

79 tF. 2 iqG) 15
1 53 J B .2

I8 (GJ
[

F° 4 p-
12

i’

7 o

1 (G) - (H)),
2

0
8

11
' 32

4 (G

3 ,
1 15 ^.2,2 (G) 12

F
1
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De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0

et y~
;
nous

pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E 37 ), (F 3î ), (G 37), (H
37 ), et elles deviendront, en mettant n

0
pour

«0 v/«o

r
Usl

CO
, , 3 4le eie ' - ~el e

1

" 2
0

64
u

201
2 /1^" - 7 4 1

2 2 _/

16
/u “

CSCO
.

8a5
,
n

-I e e —
128

11

n':,

6917

012
COS 0

W (
1 4- r

0= 0„(f + c)

+ [(ï-
3 ,

3

Xhe 16

(f;
/ 201

VàT'

’n ^ le-)
n

’ 1

0

64 J <
741 1947 2 f OO to

16
7Î«' +

64
~ ^

^
,
/ wJ

+
128

e <")

jjge-^sinî 8. (1+ e),

a = a„ { 1 [(H-
4 , _ _3_ , (J \ «j

8
0 32 0

/ n?

(G's,) 201
,

74i
2 2 ,

735 4 ,\ n'
:

825 , , 6917+ 7TV^ 77 + -42 <764-- »; 156-"-'A]
C086

- (
' +c)

i’

r cose
- l

'+ c
l'

La valeur de 0
O
deviendra de même

0;
0
= « 0

r 4 - - - ü- — 1.
0

°L * *îJ

Calculons maintenant les valeurs de h -+- g h- / et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d
(
h g -f- /) dR dR rfR dh dR“

~dt
‘ ~ ~ 4L ~ dG ~ dû ’ 7ii

~ ~
~cîï\
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où nous devons mettre pour R l'expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

»l[h -j-g + /)

fit

|
ev-- 7w 57

dh _ 3 »"

dt 4 n 11

f 3 , , 369 ,
n '

1

n é e H 7? é1 e — cos fl
;

Ç8 10 n J

_ 45 i_ «H
64 « 2

J

-

a
- **<?' + ^|Zc 2 c'- + c'c
3a 8 04

25 l 1
,
nn 1

?
77

^"

J
cos 0

’

d’où, en remplaçant «, y, e, 9 par leurs valeurs en t données par les formules

(E'
37 ),

(F
37 ), (

0'

37 ),
(H'

37 ), puis intégrant, nous tirerons

l

-Vl
) + iis) + f + +

(f
1 ,

i

+ â
+

2 :

1^+c)

ï5
2 2

-Te 7 »"»
1 47

128

l 8°9 r 2 r
’
n '3

128 » ' n\
^47^ 2

128 0
e' sin ( c),

L
33 )

^ —
(J1

) + L (
t + c

) + rieV^
L 32 » * 2

0
128 » ni J

r).

(h) et (g) sont Ses deux constantes introduites par l’intégration (n° 21 ); K et go

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n'
,
e'

,

mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -b g -(- / vient de ce que l’on a

h +g + 1= G + l
- h + 1^4- 1(2 h + 2 g’ + 1').

Les six formules (E'.
J7 ),

(F'
37 ), G 37 ),

(H'
37 ),

(K 37 ), (L 37 )
constituent les inté-

grales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est sup-

posée réduite aux deux termes (1) et (100); dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la règle du 11
0 29

,
et si nous remarquons que l’on a

/ = ie-(* + *+ 0 + £(»A' + ag ' + n,

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :
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Formules de transformation.

667

On remplace

a par

a { 1

j
e
2
e' - - f e

2
e' «’3 ' n

0 e r-
il 1 n‘

201 ?4i
2 , 735 , A n '3

825
2 ,

«'4 6917 , « ,5 i

64
e F + F% e

:
e

lè
C0S

(
2/' + 2 >° + 4 l -ih'- n

par

FÉ 3
» -

3 3 , , 3 \
Q
É e — — 7

2
e 2

e' tf
4

É? c * en )
L \ 8 4 2 64 )

201 _j ,j _ 74 f

3a 16

2 2 » 669 , A n' c

^ ee ~lt eU
-)ir

8a5
2 ,

n u
6917

,

«' 5 7

128
e e ^ ^ -fd

e e
iï

j

C0S(2//-+ 2g-+4/- 2 A'_ 2 g _ /'),

7‘ par

72+
|
_7ê

72 "V F + 6^
72 *' J j

cos
(
2 h + 2g + 4 / - 2 h’ - ig'-n,

l par

i+ULs^s ,5 ..2^
* e '

-

r<-
* - tS -

-kr"''

"

0

_ Zil v
2 /

,
69 , A n ' 3

825
, 6917

,
n'nU' 3^ e +

64
e p? +

i56'F + 7y e
?J

9+ 577
sin 2 (

2 A + 2g -f- 4 / _ 2//'— 2g-'— /')
:

sill
(
2 h —

2 g -f- 4^— 2 4' — 2 g' — /')

A + g + / par

* +s"M+ [(&
^ e fe 2

e' - ÜZgicA ^
128 / T?

2

,

2475 ,«*
r TT7T L e ~

r

A- r- e‘ e' —
128 128

e e
n'{

J
sin (2^ + 2g-|-4/— 2/1'— 2g'*-/'),

83
T. XXVIII.
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— e
2
e' ^t-1 sin (ih -V ïg + \ l

128 >r J
'ih ii

Nouvelles valeurs cle R, L, G, H.

Si i on introduit les valeurs de a, e
2
et y données par les formules (E

37 ),

(G'
37 ),

dans les expressions de L, G, H en a
,

e
, 7, on aura, en sup-

primant les indices de «
0 ,

<?
0 , 7»

L„ - ancienne valeur de L (page 649),

G,, = ancienne valeur de G (page 649);

H
0
= ancienne valeur de H (page 649)-

D’ailleurs 9, est le coefficient de sin 0
O
(t + c) dans la valeur de S donnée par la

formule (F,,); en y supprimant également les indices de e
0 , y 0

et n
0 ,

on en

conclut

- (
G, L, + 2 0,L, +. • ) = NN-

a

n
' 4

ri*

603
2 e

/ 2

Cela posé, si l’on se reporte à la règle du n» <29, et qu’on tienne compte des

valeurs de i, ï, t", ï"

,

on voit que d’abord la nouvelle (onction R s obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 657 et 658) dans a

valeur qu’avait cette fonction avant la if opération, et y ajoutant

+ - ri{ L — L„) (
9

i

L
,
+ 2 Gi + ’”)’

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (ï) et iioo) de R, joint’

quantité + - n’ (I, - LJ, doit se réduire à une simple fonction de a, e
, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a, e, y, ainsi obtenue, réunie à la quantité

— - ri- - (0,L + 20., L, +•••);
4 2
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se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques nou-
velles parties qui sont données dans le chapitre IV, avec l’indication es?- • i.iooi.

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

225

64 16' pTf ^TaT ~ 37y
4 + 577V-;^7V

i2o5ï
,

i6o35 „

-e 4 — 6
‘
e

' 1

-f
2 „n

,

ioo95 v,

1024 128 64

(
^ _ 73i

2
2i33

,2 ,3 4 5417 4509

\ 16 8 ' 8
‘

T,
e + ! + “T7T ‘

e ~
32 “ 1 ““ ' '

6 ~ 16
“ 16

/ _ 895
^ 2 _ 107697 2 240085

\ 8 16 ^ 256 5x2

+ 94Ç e._iSÿZeV
128 l6

/ 22441 _ 17653 i
_ 2 3506975 2 ,

538891
, 2
\ zz'

7

\ 288 576 a3o4 192

999i64i5
,

3485284t «7 443

1

«7 rr 48549 zz'
8

442368 zz
s 55296 zz

8 2048 zz
1 u rl

4096 V ^2 ’

G = Ja u < 1 — le 2 — — e4 — e6 — <°
s

V V
\ 2 8 16 128

i3 i5
2 237 195 x5 71

x

64 l6 7 “G8
e +

3Ï 7 + 2 „r.

32

/— i

I67
2

f°63
2

fl'
5 -4

2I 33 \

8
;

48
1

32 ;

; 895 7 3i59 2 r

240085

16
1

768 5l2

— - e2 + 7
2

2
F - |

A+ r/v
“

zz'
s

io3 i 73 3555 , ,,\ zz"

i 02 4 256 ) iv

— + 22^I
4_ 999 1 64l 5 «7 443

1

zz'
1

Z7
2

|

288 n ‘

442368 if
1

2048 /2
4 ^'2

(

?

16 8

+ (il i8z 237 195 x389 , Sgg

\64 32
1

128
e +

128 ^ 32 y ~
64

/ e

128

2805

64

103173
4

3555

1024 256

zz'
1

+ 1 + ,

/i 53
,

3245 ^ 7 3 . 59 ^2 ,

24.0085 .„\ zz
'1

1 16^48 ' 48
+

32 " JiF + {-T + ^ ~
5ET

e
) ^48 32

22441 «2 99916415 «2
1

443 1 zz
'4 a 2

288 zz
7

442368 zz
8

~T~

2048 zF ’

zz'
:

83 .
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De ces valeurs de L, G, H, ou déduit

du 1

d L an

/ 1969 1629 2 ,

34985 ^ 2 ,

295 35 ol2\ >d
8“ ' + GGT 6 +

64 ) d

/4i5 2745 2

V 2 4
7

3 1 4 49 >2 ,

1 1 20 5 , 2\
«'5

,

61 1 85 n
^_

1532167 n '\

16
6 r ~4 1

) «
5 64 n6 576

da 1
\ (

527 3633 _ 9091 , 792^.2 \ 7
^_

dG f//?(\ 8
""

16
' ; ' 128 16 ‘

/ « 4

2757 2493 , 7 ï6t .,2 ,
7443g ,A «' 5

~~~8 “ ; ~ 16
£ "H

16 J d
104117 « ,e 277Ô37 /z'

7

j

64
+

48 « 7 r

cA/

i/H -Kt + t»'««
( \ 16 ib

»a5 B \

32 /

4509 ,2

16 )

895 «' c

TiT G
176531 «'’•)

576 «’ I

’

dL
(
I901 1 1 1 3 „2 40571 ^ ,

285 1

5

n’’' 3323 /e'
5 62483 nK‘

l

\ 64 16
7 128 128 y

1 ii"
' 24 96 ne

|

f/e

dG d1 ne
j

de ï 141

Gï a 2 ne 8

f/7 I
*

1 83

f/L fz
2
» 7 32

d 7 I ;

f/G 4 fz
2 « 7 j

f/7 _
1

1
2 1 4- e — - e

4

2 8

1 r

—ë e
ib

/ 1901 1 1 1 3 , 383 1 , ,

285i5 ,,\ m'
4

,

3323 ri
\

62483 n

\ 64 16
-ô-e-t

e —r 7

o ^ c\»2 />2
3 . 3

16

128 ) «
4 24- n5 96 «6

/217 637
2

i 587 , ,

3255
, 2
WJ 1067 /G 86i5

+ G- e' + — e
)

— + ~zr — + T77T
\ 64

1

32 128 128 ) n “

96 « 5 192

f/H 4 « 2 11 7

1 , 3 .
,

5
1 + - e

2 + - é +— e 62816
/217 + +—

-

\ 64 8 ^ 128
f

128 ) d 96 « 5 192 n

I
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1

38 e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (23) de R.

Prenons dans R Se terme non périodique (i) avec le terme périodique (23)*,

dans lequel l’argument est 3 /, et supposons que R se réduise à ces termes

seuls, de sorte que l’on ait

R = JL
2 a

.
/ i 1+ m

1 T —
S s

-4- 1 e
2 - e

'

^8 +
8

3 , q ,

a'~v P + 9_

16

9 4 /2 ’ ^7 2 fl fl

4
7

8
7

9Z£ e * +^ Z5 M
\3a 8

7 32 ^ 64 ^ i6
7 ^

4
1

( 255 537 io35 , 6885 «' 3

V3Ï--T6 » f + T5T' JF

495

16

i4565

64

/ 55 1

5

635 ^ 2 430735
>2

16285
,2
\ n "'

28841 tri 9960575 »'c

\ 192 6 ^ 768 ^ 24
L

) ri 288 ri 36864 ri

+ r _9 45

j_ 64 16 y
t+

77'e,+ 77
e

' :

64 64

r«‘
9

256
'

32

49 1 7 3

256 « 2

16873 3
ri

256
C

ri
• cos 3 /.

491

r

^_
2 1 a2

|

1024 ri
L

j ri'
1

)

D’après la valeur de l’argument 9 du tenue périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = 3, i' — o
,

i" — o, = o.

Si ron introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

JG
lit

rfH _
dt

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (23), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des trente-sept premières opérations.
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G et H sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux va-

riables «, <?, y peuvent être regardées comme déterminant « et 7 en fonction

de e. En les résolvant, on reconnaît d’abord que, dans la valeur de y
2 en

fonction de t
,
tous les termes variables sont d’un ordre supérieur au huitième;

il en résulte que, en raison du degré d’approximation auquel nous nous arrê-

tons, nous pouvons regarder 7 comme constant. O11 trouve ensuite pour a la

valeur

+ -+-d +ee - 21

3â

195
, 2
W4 G 12

79 «'5
G‘“ i53/e' fi G 18

}

64
e

; L 8 [j.

10

4 G r

Si l’on remplace a par sa valeur en e dans l’expression de L, il vient

L = G

. ,
dL d R

et si 1 on remarque que j on en déduit

(G
d.s
dt

2G 3 3
3 9— e
3 — — 7*

8 4
' 128 16

i 475 i ,,n G6 50619 ,
ra

3 G .

- ei 1- -

—

~ e‘ —— sm
128 ,fC 128

[
J-

)

D’ailleurs on a

d 9 (U _ _ rfR

dt ~ dt~ d L
’

en tenant compte des valeurs de —
5 ^ji données a la suite de la 37

e opé-

ration, et remplaçant a par sa valeur en e, on trouve

(D,

(
!1 LU 9 > 21 " ,2 g ,;

\

dt
~
G3

I ^ 4 y- \

nn G3

—
F

27
.

129

Ï56‘
27
•5— 1

32

44^53 nn G6

256
6

y.
4

i 5 x 857

256
e
nr“ G3

cos 9 .

Ces deux équations différentielles (C 38 ), (D 38 )
correspondent aux équa-

tions
(
23

)
du chapitre III

;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable © (qui

n’est autre que a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Si

on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les coeffi-



chapitre V. 38 e OPÉRATION.

cients de siivô et cos 9, pais tenant compte de ia première paissance de ces

coefficients, et ainsi de suite, on trouve

(EJ

23

Ï28

AG'

J

4945 3
A G'

128 0 + 16873
j
A G15

128
COS0

o
(t 4- c),

I
0 ^ 0'„(e+c)

+
[ (À ^ ~ 1

72
1 63 , 9 n 12 G6

^ 256 " ^ 32 0

(Fs
1 4835 A G12

206 “ M
8

5o6iq AG 15

,
. .

i am U H- -

3
2
n '‘ G 12

• a , , ,-— e\ 5— sm 2 9 (t 4- c).
5 12 p.

e
0

et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 9
0

a pour

valeur

2i AGA
T“J

Si l’on prend la valeur de e
2 donnée par la formule (E 3g ), et qu’on la substi-

tue dans la formule (A 38 ), on en déduit la valeur de a en fonction de t,

qui est

G 2

(G,

1 , .
,

. A3 i5 „ 21 iq5 \ n"' G 12

79 «'"G 15
1 53 AG 1S

j

|

1 + e
° + e

° + <% _
\ 32

“ T 7
—

32
+ 64“ e

)
~ Y ~Y' Y \

3 3 , , ,

55 %2-5 — y 6 n

4
' 0

e° -4— — c'
1

.28
° ^ 16

°

4945 3
AG 12

16873 AG 15

) , ,

(28
+ Tés

-
(

C0SÔ
#
(f+r).

Désignons maintenant par a
0

la partie constante de la valeur que nous

venons de trouver pour a
,
de sorte qu’on ait

a
o
= (4

P
+ e

l + d
A3 i5

2
21

0

64 3

^
n'

A G 1

2

79 t*'
0 G ln

j 5.3 AG ,S

1

\ 32 8
'

32
'

) p
8

8 Y 4 Y i

De cette relation nous pouvons tirer G en fonction de a
(} ;

nous pourrons en
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suite remplacer G par la valeur ainsi obtenue dans les formules (E 38 ), (F 3g ),

(

G

3

s

) ,
et elles deviendront, en mettant n

()
pour - ^^L_ .

,

a
o V«o

(R
i

« = «;-[OH'
25 ‘ HsH /z

'2

,

4945 „ 3
n '"

,
16873

128128 0
' 16

<?; + -« e e
u - +^ e — +

t(' ’ ni 128 ^5 J
cos 9

0 (
r -R c

)

,

/
8 = «

0
(f + f)

(F'
+ [7iJ _ 9 + i9. e s + 9_ e ,

2\^ 14835 ,£ 50619 ^l
sin0 u + (

1

L V 16 0
8

/ 0 + 256 0 + 32 » JH 256 °«H 256 0 n* J
4 +

+ RtH R7 sinae
o (* + c).

5l2 0
?>*.

(
G«) =

«.
j

1 - [(^0 - 7 ~ GH + 7H e
'2 H + GHo „ t

_ JJ H f! ,
4945

, ^ »68 7 3 «

4
' 0

128 " 16
0

/ ni 128 0 n l
„ 128

r]coS 8.(<+ £
)j.

La valeur de 9
0
deviendra de même

L-t|]
Calculons maintenant les valeurs de h g -h l et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d{h-Çg+l) f/R f/R f/R dh f/R

dt
~

f/L f/G
'

f/H’ dt
~

f/H’

ou nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d
( // 4- g 4-

1

)

dt d+I*2 + r e
'2 45 1 riH

64 n 2

j

nr
_l_
—
n

i5

5l2

i5
,

64
ce + 83589 ,/?'H

5 1

2

n 2

J
cos 0

,

â__3/
dt 4 n

3 , n— e
i — cos 0 :

16 n

d’où, en remplaçant a, c, S par leurs valeurs en t données par les formules

(EJ, (FJ, (G'38 ), puis intégrant, nous tirerons

(*) +(§')+ (^o+G?,) (* + 0

113735 ,
n r' 1

1 536 ^ sin 0
op -R c),
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(LJ h =
(
h

) + h
t ( ? + C

) + F e\ ^ sin ©
0

( t+ c ).

h) et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21 ); h 0
et g0

sont des quantités qui, comme 9
0 ,

dépendent de n
(l ,

e n , y ,
n'

,
e

r

,
mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h H- g -h / vient de ce que I on a

h + g + / = 1 0 -f- h + g.

Les cinq formules (E'
38 ), (F'

38 ),
(G'38 ),

(K 38 ), (L 38 ), jointes à la condition

que y est constant, constituent les intégrales de nos six équations différentielles,

dans le cas où la fonction R y est supposée réduite aux deux termes (i) et (23);

dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer la règle du n° 29, et si nous remar-

quons que / est égal à ^9, nous serons conduits à effectuer la transformation

suivante :

On remplace

Formules de transformation.

a par

. y + A
128 16

ri
-

4945 ,
fri 16878

n 2 128
e

ri j 28
cos 3 1

|

,

e
2 par

A e'-\ F , FF F .AM .3 F 1
16 Jri 128 ri ' 128 ri j

cos 3 /,

l par

l-

'

5

Ï6
e “

8
7 e

1 2
n" .— e — Sin 6 /,

i9_ e
s

768 32
F _j_

4945
gf

ri
1

256 ri

16873 /ri

256
C

ri
e —

J
sin 3 /

h + g+ l par

A+s + ' + [(r‘-ièv

T. XXVIII.

28 1 ï , ,,\ n ' 2

t— ei + — ri e
n

)

—
5i2 64 y ri

ii3735
3
ri'

i536 ri
e* —

J
sin 3 /,

84
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h 4- -b e
3 sin 3 L

i b n

y ne change pas.

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si Fon introduit les valeurs de a et e
2 données par les formules (E

38 ),
(G 38 ),

dans les expressions de L, G, II en a, e, y, on aura, en supprimant les indices

de a 0 ,
e

0
et n

0 ,

L„ = ancienne valeur de L
(
page 659 ) ;

/— i , ?r-
L. = — y a \j-

• —r. e —,
v 1 16 rr

G
0
= ancienne valeur de G (page 65g) ;

H,
j

- ancienne valeur de H (page 659).

D ailleurs 0, est le coefficient de sinô
0

(t H- c
)
dans la valeur de 6 donnée par

la formule (F'38 ); en y supprimant également les indices de a
0 ,

e
0 ,

et n
0 ,

on

en conclut

i(0
1

L,+ a 0
s
L

3 +...) = -Æ- 5

3-e*'N.

Cela posé, si I on se reporte à la règle du n° 29, et qu’on tienne compte des

valeurs de i, i\ i"
,
i"\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R s obtiendra en

faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 665 et 666) dans la valeur

qu’avait cette fonction avant la 38 e opération. Par ces substitutions, 1 ensemble

des deux termes (i) et (a3) de R doit se réduire à une simple fonction de a
,

e, y, ce qui fournit une vérification des formules de transformation employées;

la fonction de n, e, y, ainsi obtenue, se compose de la valeur qu’avait précé-

demment le terme (i) et d’une nouvelle partie qui est donnée dans le cha-

pitre IV, avec l’indication es» • i,mi. Ensuite la nouvelle valeur de L, sera

L = y a y.

/ 1 3 i 5 f! 1069 j
ig 5

\ 64
~ 76 7 64~

e + G8
15.,. ,

3J/ + S77 » —3770-

1^045
„

I <>035 , n
,

«0095 ,A 'N
1024 128 64 /

Cette formule se continue à la page suivante.
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167
2 731 2

7
- -

5
- e ’

2i33
”32~ e

,2 + 33 r
5417

,

16

45oq

“TÎT 7 e

+ 94ç e
._i9ÿZe, f

»\«:
128 16 / tt

1

É£53 _ 8g5
^ 2 _ 107697 2 240085 ,,\ n '6

\ 8 16
7

2.56
'

5i2 '
) n"

f 22441 176531
_ 2 3506975 2 53889 r n \

\ 288 576
7

23o4 t 92
6

) n'

^ 99916415 «7 34852841
,

443 1 n '• a 2

|

48549 a-
|

442368 « R 55296 n s 2048 4 «'2
4096 /?

5 «' 2
j"

Quant aux valeurs de G et de H, elles sont les mêmes que celles qui ont été

données à la suite de la 87
e
opération (page 65q). De ces valeurs de L, G, H.

on déduit

cia 1

d L an

/ 1969 1629 34991 2 ,

29535
, 2
\ n u

\ 32 8 128
T~

64 / rf

cia

Jg
=

4 i 5
__ 2743

2 31449
e
2 ,

I 1205
J

2 4 - 16
‘

4
e

! ( 527 3633

_

2
908 5

,

7905 „, 2 \

1 V 8 16
1

128
C +

.« )

n *

TJ +
61

1

85 n' 6

64 n"

1532167 n
'''

576 n

( Vfiz _ î4o 3 2 _ 7161 74439 «2
,

l °4 ii 7 »'*
,

277537 /4
j

\ 8 2 16 16 ^
/ /P 64 7?

6
48 « 7

(’

da _ 1 1 /

i

5

d H an
j \ 1

6

£5
__ , __ 1809

2
225

16 7 nr e ~h 'w e

4509
, 2\ "2

16 J n h

895 n'
a 176531 n'' i

16 n 13 * 576 n' f'

de i

cl L a2 ne
(

‘901 _ 1 1 1

3

2 5071
2

285

1

5
,2
\ n 1 '

\ 64 16
7

16
'

128
6

) n 4

3323 nn 62483 n' e

j

24 n s
96 n':

(

’

de

dG
=

4- (
1901

V 64

1 1 1 3
2 61293

j
285i5

, 2
\ rd 3323 n'h 62483 n'

e
'

j

16
7

128 128 / n’ 24 n" 96 «°

de _ 1 1 4
1 2

n"'

d H a 2 ne 8
6

n 4

84 .
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d 7 1 83 2
tri

d L
—

a 2 n 7 32
^

^7
rfG 4«2 «7 2

7^ +^ ; Y
2 e

'

iG

637 ,

32 '

ï 587 2 ,

^255 J2\
128 * 128 ‘

J
«'

1007 «' 5

96 « 5

861

5

\

192 ri
'

)

'

<h_
d \\

1

4 cri « 7 >+P’ + 5
e' +

7ë
e‘

35 1 ,

ir 7
"

3255 ,A tri KA7 tri 8(H5 >

128
C

J n '

+
96 ri ' 192 ri-

\

89
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (io 3
)

de R.

Prenons dans R le terme non périodique (i) avec le terme périodique (io 5
) ,

dans lequel Pargument est 2 4 -h 2 g H- 5 / 2 h ig 2 / ,
et suppo-

sons que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

r =

+ m‘
ri

3

( 4
<L-L’+A’+! «“ + A-L’ « - */ + A * «" + '£ **

+

16 32

9
Ÿ a

2

32

\ ! 92

33 ,

T 7 -&-S +
32

465
"64“

*« + z§

537
_ 2

io35 , (

! +-
3885^

16
1

8 64 /

635 430735 ,
16280

6 ' 768 24 77
4

28841 77
,S 9960575

I O76 I

5l2

4565
e2e

, 2\
tri

64

9 45

288 ri 36864 >ri

Cette formule se continue a la page suivante.

64 16
1

1

64
*

64
45. .2 ,

45 ,, 49

1024 tri J a

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (103), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des trente-huit premières opérations.
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rf 1 25

32
'

25 ,

76?
107 5

C5

5l2

125

64"
f*
3 r

' 2 — 2175~
64
~ 3 n n

e
3 e —

n

2327 ,n’2

768
6

n2
1^-e 2— I

Il 52 /?
3

\

X cos (2 Ah- 2 g H- 5 / — 2 h' — 2 g
- 2 / )

.

669

D’après la valeur de l’argument 4 du tenue périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

. r •/ _ Jll r* r\

1 = 5
,

1 = 2
,

1 — 2 ,
I — 2 .

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

1 4 L 1 dG 1 <7H

5 dt 2 dt 2 dt

et par suite, en intégrant,

G = |
L + (G), H = ^L + (H).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e; en les résolvant, on

trouve

(A
38 )

a = 5
2 (G) 2

3
2

p
— e2 — ë' ~\~

385

108

F il SL (
G)~ (

H
)

p 32 16 (G)

2o33

7)6“

«
, 4

. 5
I 2 (G

)

12

3
' 2

p
3

79 /?'\ 5
I 5 (G

)

15
i 53 n'

s
. 5"(Gr

"

8
"

3
ls

p
lu

4 3'V 2 i

(B
3! ^ 10

3 (G) — (II)

(G)

u 5 . 5
1

'

2 (G
)

12

J

32 3V f

Si l’on remplace a et y
1

vient

par leurs valeurs en e dans l’expression de L, il

a
j

65
rf H
6 72

445

432

i 59 5 .
*". 5'W 1 .

64 3
' 2

p
s

S’

(l L d R 1 r J

et si l’on remarque que = -jy> on en déduit

d.e2 «
, 2

. 5
3 (G

)

3

\ 75 ^ _ 45 (G) - (
H) _ i 8a 5 _

dt
—

3
3

p.

2

j
16

(

16 (G) 256

6525
3 , 2

ti'.5
3 (Gf 2327

32
€ '

3
J

p
2 128

375

32

-2si e > L:

sp?ii sin ,
3
6
p‘ i 9a y 5
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D ai S leurs on a

dt

de dl+ 2 -£ + 5 -7
dt dt

, r/R r/R r/R
2
r/H

1 j y
da da dci dG g / » 1 »

ti t

en tenant compte des valeurs de ^-7?
"dl'"'

données a la suite de la

38 e
opération, et remplaçant a et y

2
par leurs valeurs en e, on trouve

r/G

(D,

3V
j

25 , n
1

.53 [G f 29 « ,2
.5 c (G) f:

j

-5
3 (G) 3

t 3
3

p-
2

4 3V j

«
,2
.53 (G) 3

|225 1 35 (G) — (H
) __

392 5^3

3
1

p.
2

1 32 32 (G) 5i 2

I 125
“64"

. 9 57 5 ,V-5 3 (G
)

3
6981 5" (G)" 7 i 5 ^

/i'
3

. 5
9

(
G )

9

64 3
3

p.

2 256 3 e

p.

4 128 ' 3
9

p
e

cosO.

Ces deux équations différentielles (C 39 ), (D 39 )
correspondent aux équa-

tions (aS) du chapitre ÏII
;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui

11 est autre que 4 L
)

a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Si on

les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les coeffi-

cients de sin0 et cos$, puis tenant compte de la première puissance de ces coef-

ficients, et ainsi de suite, on trouve

\ï- 9 (CT) - (H)
,

( L 16
0

16 (G)

235

256
'

(E
39 )'

9 (G) - (H)

4o (G)

167

128

ZÉ e3^1 " ,:
- 5"(GÇ

32 0

J 3

V

„„ 1 ^.5gg r

J 3>"

1 335

32

3293
,
n'\5 ,2 (G )'

640
e '

1 •

3
12 y

4457 3
«'5

.5
15 (G

)

1

2400
9 3V°

r-os 9„ (

t

+ c),

= 0, [t+ c)

27 [
G] — (H)

32 (G)
+ 22

1

5

5 1

2

225
64~':'°

n l2
.5 6 (G

)

6

27 (G)- (H)
(

io43
.

4oo5
, a q « , 3

.5
9 (G )

9

80 (G) 256
e

° 64 J 3V
-

67 3 j2
n’\5 >2 (G

)

12

2048
9

3'

V

sin 2 S„ p + r).

9879 d\5 , 2 (G )'
2

4457 «
, 5 .5

15 (G
)

15

1280 ^
3'V +

1600
€
° 3 ' 5

p.
1 "

sin 6
(
(f + f)
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e
0

et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et ô
0

a pour

valeur

3 3

p
2 T i5

2
«'.5 :! (G

)

3
29 n'

2 .5e (G)
6-

]
0 _ 5

3 (G
)

3 2
0

3
3

p
2

4 3
e

p
4

J'

Si Ton prend la valeur de e
2 donnée par la formule (E 39 ), et qu’on ia sub-

stitue dans les formules (A 39 ),
(B 39 ), on en déduit les valeurs de a et de y

2

en fonction de t
,
qui sont

5MGVM 5 5 . 385

f '3 _ 9. (
G)-W , r* ,

195 1

[32 16 (G)
+

96 " 64 J 3' 2

p
:

195 ,,1 /G'.5
|2 (gv

2

(G;i:

+

79
«'5

. 5
15 (G

)

15
1 53 « ,i:

. 5
ls (G )

18

J

8 S^p.

10
4 3

l 8

p-

12

j

5
2 (G

)

2

i f
a 5

;

i 5 (G) — (H)
3 ,

4775 5
125

3 .'»!
n ' 1

- 5
e (G

)

8

3
2

F 1 L 16
u

16 (G)
0 +

768
"

32 '
"

'

J 3 e

p
4

r 5 , 3 (G)-(ti)

l_8
* 8 (G)

1 555
e A

0 ^ 384
5

2225
,3 .,.1 «

,J
. 5»(G)>

ü

J 3 9

p
i:

-
1

-
3293

3
n h

384

\ 5
12 (G

)

12

3
l 2

p.
s

4457
(

1440

:1
//

5
. 5

15 (G
)

15

)

ü
3

15

p.
10

i

(H
3

3 (G) -(H)
7 “

'O (G)

1
,

1
t

1

1

5 « ,4 .5
12 (G

)

12

3
6'° “

4
e ‘° +

là" 3
TV

3 (G)-(HM 5 Y V«
,3 .5MG

Té (G) -
I
16 3V 8 3V#

i

ü( '•

Désignons maintenant par a n et y\ les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

5
2 (G

)

2
l ,5 5 385

= IqT 1

1 +
3

£
» +

*
<?B + 7^8'

r 13

[32

i3 9 (G) — (H)
t

2o33
,,

,

195
_ ri

~\ «'4 .5 12 (G) 1 *

C
{

-j- - c
.6 (G) 96 64 3

l 2

p
s

79 ri\ 5
I 5 (G) ,!>

1 53 5
IS (G )'

8

ï “"î'V f 3
18

p
12

3 (G) — (H)
| _

1 ^ 1 . 1

1

5 /î'
4
.5

I 2 (G )-
12

)

Y y
,
“

, \
J c\ ^

Il ;
b „ r»

1 O 1
) Ai i

10 (G) 32 3
l 2

p>

De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0 et y'2

;
nous
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pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E s0 ),
(F 39 ), (G39 ), (H S9 ), et elles deviendront, en mettant n 0 pour

v/p-—- ,

a 0

(E'm )

2 , r / 15 3
l5

2 3
965

5 75 , <\c = e
o + 1 (76

e»- ¥ 7 °
e

» 256
0 -37 e

»
e

)

_ P ' _ P ù

8
0

4
/o 0

£93 » _ £335 3 „\ >r_

128
0

32 “ ) ni

640 v<;
+

2400
e

» n\ J
cos,w + c P

(F'

®o (
1 + )

r / 45 45 2
1 385

3
225 \

L \ 3a
^ -

T6 7 “
e«"

5 1

2

e
» "
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0

j

71 “

/ 9 9
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3 ? O1°1
<-A

S.
v «1*

,
9879 ^ 4457 «l

5

J

\ 16 0 8
' »

e
» 756

£
»

‘

64
0

,
1 n\ 1280 " n\ 1600 0 »* J

sin 6
0
(t 4- c)

a = (j 1 4-

(G'
3!

[{%*•-

+ \ô e
l

Vî^î
1075 125

3 ,,

256
e

° 37
e

"
e

"

J <

215 . 2225
3 ,

,A nn

?28
e

°
—

) K
32o3

,
n"

_j_

lM eo K
« 4457 , n"l « ,

,
,— + —rr (

o t cos G, (* + c
)

n\ S 44o «5 J

(H's.) f = il
~

[-^ 7
2o^^ + cose

0 p + O-

La valeur de 0
o
deviendra de meme

0. =
». [

^
77 29 11 '

1
«* 4 "0

Calculons maintenant les valeurs de h -+- g -F-

1

et de h en fonction

Ces valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

4 (
h 4- g + /)

rit

4R
4L

4R
4G-

4R
4H

dh

dt

4R
4 H
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ou nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

•i [h + g -\-l)

dt

45

1

//n

04 n2

J

n [64
il „5

3a ' 1024

6a 5

128
e3 + 3t)559 ,

1 536
'' cos 6,

dh

dt

3 J 2

4 «

/Z
-

« 32
o3 cos 0 ;

d ou, en remplaçant «, -y, e, ô par leurs valeurs en t données par les formules

(
E

3 9 )’ (
F

3 o) ’ (^39 )’ (H
39 )» P uis intégrant, nous tirerons

[KJ

'+£+*- |(^) + |( i?) 4-|( 2 /z' + 2g' + 2/')+ (5^+ |
A.+|^o) (« H- c)

f é
55 45

2 1875 275

LU C, ~3Ï 7#C'“ï^4 eî “ÎÏ8 eî '

, iz e 3 ç! ,

75739 3 çé
‘ 32 0 n

\

'

7680 °«'il-
sinQ.p + c),

(4 -c)
[32

sin 0
o
(t + c).

(A) et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21 ); h 0
et g ü

sont des quantités qui, connue ô
u ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n! ,
e', mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La
forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

A -f- g H- / vient de ce que fou a

h + £ + / = j
h + 2 g _|_ 1 (a/r + 2 g

1 + 2 / ).

Les six formules (E'
39 ), (F'

39 ), (G 39 ),
(H'

39 ), (K,
9 ), (L 39 ), constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y
est supposée réduite aux deux termes (i) et (io 3 ); dès lors nous n’avons

plus qu à appliquer la règle du n° 29, et si nous remarquons que l est égal à

3 ^ 3
(A "+• § + /) H-

^
[iti h- 2 g' -f- 2 1'), nous serons conduits à effectuer

la transformation suivante :

T. XXVIII

.

85
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Formules de transformation.

O11 remplace

a par
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s 5 9 ..
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)

,
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j— g —L / par
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1024 128 / ri

H eriL
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h par

+ 2g+ 5 / — 2 h' — 9 g' — 'il').

67 5

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si l’on introduit les valeurs de a, e
2

et y
2 données par les formules (E' ),

(G
39 ), (H

89 ), dans les expressions de L, G, H en «, e, y ,
on aura, en suppri-

mant les indices de a
0 ,

e
0 , y n et n

Q ,

L„ = ancienne valeur de L (page 666),

L, = v/«P-

9.5
3
n'

2

39
e

5_ 3
rP)

i6
C ^ p

G
#
= ancienne valeur de G

(
page 659 ) ;

H
g
= ancienne valeur de H (page 659 ).

D’ailleurs 0
,
est le coefficient de sin 0

o
(t H- c) dans la valeur de 0 donnée par la

formule (F
38 ); en y supprimant également les indices de a

0 ,
e

0 , y n et n
0 ,
on en

conclut

(
9

. L. + 9 9 L, \Ja\j.

1125 . n 1 ' 225 . tri )

2048 ri 5i2 ri
|

Cela posé, si Fou se reporte à la règle du n° 29
,
et qu’on tienne compte des

valeurs de f, C, i'\ il" ,
t
011 voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 67/j. et 676) dans la

valeur qu avait cette fonction avant la 89
e
opération, et y ajoutant

+ f
«'(L- O- !«'• 7(0, L, + 2 0

2
L

2 +...).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (io3
)
de R, joint à la

quantité H- -n'(L — L
0 ), doit se réduire à une simple fonction de n, c, y ,

ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de «, e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

~
5
n '

*

2
+• • •)>

85.
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se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec 1 indication [39- • •

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

L = \Ja U.

1 5 , 1069 2

16
1

64

* 9 3 12

128

i 5

3Ï t + 57 7V

22965 i 6o35
j2 , 2

1 0095 \

2048
(

128 64 / n *

+ / 79 i <>7 2

\ 16 8
/

73 !

8

2 i 33

"3

V

en +33 Ÿ
5417

16

4509

16

37723
1

5 l 2

890 2 107697

16 ^ 256

240085

5 l 2

19737
g
2
C
/A

16 y /e

/ 22441 176531 , 3506970 ,,
538891 l2\ ri‘

{ 288
~

576
7 23o 4 192

(

J n ‘

99916415 + 34852841 443 1 >1
<£_ L 46549 /<

_
I

_+ '

442368 + +
55296 V +

2Ô48 V ‘ an 4096 «'2

)

1

G = y/flf*
|

1 - - TÂ
C#

i 3

64

i 5 ^

Te 7 “ 237 ,

7Tb
+ ig5

, 2
i 5

128
‘

32 Ÿ
2

e
~ — 225 ,

32 ^
e
n

61699 t

5 l 2

79 +7 2
io63

j
2, 1 -/oX m'

5

16 8
1

48
' 32 y n *

1 53 895 , 73169 , .
240085 \ «'• 2244 1 if'

-4-
99916415 « ,s

8 VT /
768 5 l 2 )

«•
+

288 n ‘ 442368 « 8

Î-+* ,+r/V_
1

16

2
6
>e — 5

e
128

28o5

+ + 3 £87 237 . 190 ,3 _ £389 , _ 5gg , 3

\64
+

32
/ 128

4
128 ' 32

‘
64

7 64

_ 51699 ^ _
3555 ^^

5 l 2 256

/4

ri\

Celle formule se continue a k» page suivante.
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79 55 , io63
,

ai33 .

^ + 75 7 Té" e + -5— e
l 6 4 $ 48 32

1 53
(

3^45
2 73 i 5q ,2

^ 4°o86 , 2
\ n'

G 22441 n>1 999 1 641 5 /2
,s

443 i n ,lt a 2
)

8
_T~ 96 ^ 768

1

5i2 y nQ 288 n 7 44^368 n8 2048 /2
4

r/'
2

)

De ces valeurs de L, G, H, on déduit

du il f 1969 1629 2 71 107 2
29535

,2
\ //'

d L /w
|

2
\ 32 8 ^ 256

(

64 ' J ri

4 i 5 2745
^ 2

126021
2

)12o5
, 2
\ ris 6u 85«'6 1532167//'!

2 4
1

64 4 / «5

64 ri 076 ri
)

’

du
- = _ f _

J 7°45
e2 + 79o5

e
r2 \ ^

dG rt// 16 256 16 n

L I
a7 57 _ ^ 4Ç)3 j2 _ 28419 „2 _L 74439 j2\ «* 5

,

I04l [7 rt'"'
|

277537 //'

' 8 2
/

64
"

l~
16 ; « 5 ^ 64 n- +

48 7Î

du

Th
2-

S

fijU i 5
2

1809 , 225 „\
H e )

an
( \>6 16

^
32

e ^ 32 /

+ fi|Z _66 7
. _ îÿ2 e. + 4*9*9 2! + «95

\ 8 8 16 / n h
~ 16

n '6

^ 176531 n 1

n " 1

576 ri

de? 1 i
; , ( 1901 1 1

1

3
2 161597 2 285)5 l2 \ n'

i 3323 rt'
b 62483 ri6 )

d L u 1 ne )

'

l 6/t t 6 ^ 'in 128
f

) » 4
"4”

o/t n s
"4~ ~ (’

_ i_

dG /r «p

V 64 16 5)2 128 24 rv 96 ri

2 _ £ 4 £_ c

2
e

8
e

) 6
f

rife 1 1 4

1

i
n "‘

d \\ a 1 ne 8
'

ri

f igtH _ j_n 3
2 _ 244497 2

,

a85 1 5 ,,\ n " 3323" // 5 62483 ri6
I

\ 64 16
1

512
C

128
f

) ri 24 ri
+

96 ~rï Y

t 1 83
,
«' 4

7? zr>
^7 _
d L «2 n 7 32 /

//

^7
zr — / 2 )

1 —- 2 7
" H— e

1 — y e-

r/G 4 rt rt 7 (
2

3
4

3

8
e ~

4
7

~
7 e
16

217 637 2
i587

2
3255

, 2
\ ri4

1057 n '5 86x5 «'C J
' 64 32 ^ 128

/-+
128 ) ri 96 ri 192 n6

d 7 _ i

<7H 4 «
2
« 7

i + - ^ + \
c ' + ~ t-

6

2 8 16

, , 217 35 )

r2 1 587 2
3255

, 2
\ «M

1007 «' 5 86)5 «'6

64 8 ^ 128 J 28 ) ri 96 ri 192 n 6
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destinée à faire disparaître le terme
(

1 34) de R-

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (1 34)

dans lequel Pargument est ih -+- 2 g* l 2 g 2 A 2 / ,
et supposons

que R se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

IJ,

R =
2 n

1m —
cr

\f Vf
8 '

y 2 />
1-p* +

16
t-

ri
.

31

465

64

399 2 2 4q 5 2 ,j 20397

4
/ 16

7 ^ 1024

14565 A n '2

64 / « 2

/ 255 537 ,
io35 ,

,

6885
,2 \

\
"3â Ï6~ 7 "~8

C *

64
~ 6

)të

/ 55 1 5 635
2

430735 ,
,

16285
, 2\ 28841 X 9960575 X

(T 7
_

768
£

24
(

y n* 288 n h 36864 « l!

45

16

45

64 64

49 1 1 n
'2 1 a 2

)

1024 n 2

J <z
' 2

f

32
+ 2

e'
2 -^e>e'

16 012 64 64

n' 247 , n
'

!—ré e —
n 768 tr

1 585 ,
n K

hüt
6,

le

X cos
(
2 A 4- 2 g

- — l ‘lit 2 r

D'après la valeur de l’argument 0 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i= — 1
,

ï = 2
,

i" = 2, r = - 2 .

Si Ton introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

4L _ i4G \_d_H.

Ut 2 (lt 2 lit ’

* Il ne fout prendre pour ces termes (1) et (134), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des trente-neuf premières opérations.
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et par suite, en intégrant,

G = — îL + (G), H = — aL + (H).

(G) et (H) sont deux constantes arbitraires. Ces deux relations peuvent être

regardées comme déterminant a et y en fonction de e; en les résolvant, on

trouve

(AJ

a = (G
)

2

\

3>. |

;
e + 7; £ + 1

1 (

.

108
'

r 13 45 (G) -(H)
[3a 16 (G)

2 ï 5c>

96

195 ,.J1 «'"(G )'
2

79 n '5

( G)
15

1 53 n'"
(
G

)

ls

j

64
6

J 3
' 2

p.
8

8 3'V° 4 3"’
y.

1 -

(K) f
3 (G) - (H)

2 (G)

1 15 n !> (G
)

12

\

HT 3
l 2

p.
s \"

Si l’on remplace a et y
2 par leurs valeurs en e dans l’expression de L, il

vient

I
.

3 17 3i9 /d (G )'
2

L ~ *
(G)

1
' + + <’

et si l’on remarque que ^ on en déduit

(C„

d - eï = gljgf.

j ü _ ë! (
G )~

<
H

) .3 , il _ i£Ë 3

rfr 33

p
2

(
16 16 (G) 256 32

8 | 9„3 „,2
«'(G

)

3
'-*47

„3
«' 2

(G)° i585 „.,«'
3 (G) a

/

î;, 23 „2 „4 za
e

59 ,,..
(SinV

3
3

p
2 128 3“f 48

D’ailleurs on a

r/e r//r r/i>- r//
,

r/R r/R r/R— ~ '2 — f- 2 -y- 7 — 2 n = — 2 —77 — 2 -777 — 2 /C
;

clt ci L r/G /-/Il

données à la suite de la
, .

ï , ï da da da de
en tenant compte des valeurs de ^ ? -jj

-
;

3g
e opération, et remplaçant a et y

2 par leurs valeurs en e, on trouve

£üj_

,

-e - e
2 -_

rr'(G
)

3
1 3 « , 2

(G)°
j(G

)

3

j

1 2 3
3

p.

2 1

4 3
B

p
4

i

« , 2 (G
)

3
189 (G) — (H)

,
985 , 3i5

3
3

p
2

I
32 32, (G) '

5 1

2

e — -
7rv t <

64

2457 ..««'(G
)

3 74‘,«' 2 (G) e
1 585 /r

'3
(G) a

j „

64 3
3

p.
2 256 3

b
p" 32 3

9

p.
e

(
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Ces deux équations différentielles (C 40 ),
(D 40 )

correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre ïîl
;

elles n’en diffèrent qu en ce que la variable©

(qui n’est autre que — L) a été remplacée par la variable e dont © est fonction.

Si on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les

coefficients de sinÔ et cosÔ, puis tenant compte de la première puissance de

ces coefficients, et ainsi de suite, on trouve

(En)

»' 2 (G) 6

3
‘

r*i
:

63 (G) — (H
) ^ ,

421 I029 B n~\

(G)
" + 7^8 0

3, J

1 , 253 io5 , ..

+
756

e
“

~ /'
'

’ P
32

0

(H
>

,

421 s
J029

)

0 + 128
0 32

3
e
p/‘

*' 3 (Gf

971 a
»'• (G)

13

__ 1^891 ^-(G) 15

j 0
,

7^8 0 3V 192
0 3'y e

i

“

6 — 0
O (

1 + c
)

1 89 (G) — (H) '825

32 (G)
0 T 512

"

1 89 (G) — (H)
(i

a665

7tT (G) 256

3 1 5

64”

nn (G) e

3 e

F-

4

3087

]

« ,3
(G) 5

3
;i

p.
,;

2913 n"' (G)
12

^56
e
°

3'

y

10891

128

'(G) 1

3' 5

F-" |

sin 6
0
[t 4- c)

1 323

2048

n" (G) 12

3' 2
sin20

o p + c).

e et c sont les deux constantes introduites par 1 intégration, et 0
o

a pour
0

valeur

9.. =
3_v

“gTî[
. + -, 2

2
//(G) 2 i3 /?' 2 (G) G

3
;>2

4 3
e

p.
4

Si l’on prend la valeur de e
2 donnée par la formule (E 40 ), et qu’on la sub-

stitue dans les formules (
A 40 ), (B,

0 ), on en déduit les valeurs de a et de y- en

fonction de t, qui sont

(&!
2

3V l +
3
e

* +
1 ï

T 08

r 1 3 45 (G) — (») 2159 192 , 2 'j n
'‘

i
G

)

i:

“
1 32

_
16 (G) 96 64 J 3

l2
p.

5

Celle formule se i cnlinue à la page suivante.

79 «^(G) 13

_ ©3 «'B (G).
18

j

8 3
l5

p.'° 4 3
IS

p-
12

j
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- P! S

I" 2.,.' _ » L&)-(H)
g , ,58g 35 1 «'>(G)«

3 ' P ( L ° 16 (G)
Ê

“ 768
C

" 3 2
e

“
C

J“3V~

- f 2 *. _ H ( GLzül) ,3 ,

757 5 _ 343 1 ( G
)»

18 0

8 (G) “ 1

384 “ 3a J ly“

68

1

97^3 ^liGT _ io89i «W;|
lt

, r)
384

0

3’V 576
0

3
1

» pt
' 0

j

C0SW + f
)>

f=
3 (G) —

(
H

)

2 1 G ) I

+
3

0 +
4

11 +
3a 3'V-

8

1

3 (G) -(H)
1 7 3

/A(G) 6
7 ,/(Gf|

a (G) (16 “ 3
6

p
4

8
e

°
~
3 “ A

j

cos % G+ c ).

Désignons maintenant par a
0
et y\ les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

(G)=
Ja . = —-— { 1

3 F ( 5 ^ + r :

I f

I08

il _ 45 ( G )
— ( Ii

)

_ 2159 195 ,.,1 /?'- (G) 12

79 « ,s
( G

)

15
1 53 n'e

(

G

.32 16 (G) 96
C

0
64 j 3

12

f/.“
8 3

15
y.

10

4 3
,S A

= 3
(
G

)
—

(
H

)

/n
•

^ (G) 3
0 +

4
11 +

3a 3
12

p.
8

(

De ces relations nous pouvons tirer (G) et (H) en fonction de a
0

et 7'; nous
pourrons ensuite remplacer (G) et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E 40 ), (F,
i0 ), (G40 ), (H,

l0 ), et elles deviendront, en mettant n
0
pour

vG-

^0

e- = el - f (
— C 3 — — 7

2
é-

3 — — e
5 — —

,

LV l6 " 8
U] 0

a56 0
3a

(G») _ ,029 , 3
n ‘

4
/o 0

128 0
3a

0

) ni

971 3
n "'

10891 , ri 1
,

ia8
C

° n\ 192
l

’

a G J
cos ^ G + r)

9 = ^(t+c)

• f/63 63
,

8(7
3 3 1 5 ,,\ n 12

+
H,3Î

e'- 76 7 - e
' l
+

5Ti
<’î-

64
-'^

(F'
A r 4 *53 *53

1

1

1

53 3087 „\ /ri 2913 n "
10891 nri’-l

XJ sin 9 (t + c)

i3a3
, n'2

.

e
l sma9

0
(/4-c),

2048 n

T. XXVII! 86
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[(£'
3 — r*] 2 /3 3 -4-

^ 1
ri — G'~ I

8
/o 0 256 0 32 " / ni

(G'J'
7 ,> 3 Z ri _i_ AL ri _ LL e 3

e'
2

o e
ü , /o ^ I2 g

0
32

971 , _ lo89‘
,.3 1

384
0 n\ 576

— 1 cos Q
0
[t + c)

/l
0 J

f = 7» Ùù !
' :£-ùîeî 5]

C08M '+ '
)
-

La valeur de 9
0
deviendra de même

f ri 1 3 n'-~ 1

L «, 4 »i J

Calculons maintenant les valeurs de h —
1— g' H— l et de h en fonction de t

.

Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

,l(h+ g + 1) _ <7R c/R c/R dh _ _ c/R

rit

— _
c/L

_
c/G d H’ dt

~ dH’

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

c/
( /< + g+ /

)

dt -st
,_s f + | e

. + 2^
2 8 2

H n f 35 3
21

, 3— TTT c
3

7 e -+-

;c I 64 32

225

1024

45 1 ri'
1

64 « 2

ï75 3
- — C 1

128

4199

1 536
I-iÇl
) n J

cos S,

c//c

dt

3 « ‘ « - 7 , .

1
• d— e

3 cos 0 ;

4 /? « 52

d’où, en remplaçant «, y, e, ê par leurs valeurs en t données par les formules

(E'J, (F'J, (G'40 ), (H'J, puis intégrant, nous tirerons

/ h + g -h / = 3 [h) + 3 {g) — (2 A' + 2g-' -j— 2 /'
) (

— 0
O —i- 3 //

0
— 3g0)

(t -h c)

[(g
63 , 3C — Tr 7 ü

e
»

S°7
t

. s
385

,
,A n

1024 128
0

1 n

ijq n'
3 22333 n ,k

' IL''" ri
+ 7536"'» ri

sin6
0 p-f c),

IL „)
h- [h)+h,[t + c)- ^l] sm9»Ù + d-
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[h] et (g) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n°21)
;
h

0
et g 0

sont des quantités qui, comme 0
O ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 , /?/, e', mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La
forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h-h g -h l vient de ce que l’on a

h g -\-

1

— — 9 + 3 h -\- 3 g — (
2 h' -f-

1

g
'

T- il').

Les six formules (E'J, (F'40 ), (G'40 ), (H'40 ), (KJ, (L 40 )
constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (i) et ( 1 3 4) ;
dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la règle du n° 29
,
et si nous remarquons que / est égal à

— + \[ h+ g+ l
)

—
!(

2 Â' + 2 g-' + 2 /'),

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation.

On remplace

ci par

“
!

1 - [(IL - b' e‘ + êa e‘- F e") ÿ

-G e‘-lf e-+il-r -h-rA"!
4 128 32 / ri

Q7 i
,
n 10801 , ri

'-'

i

c — —— <?
3 — cos 2 A z g — l — 2 fi — 2 s

1 — il1

)384 ri 576 ri J b

er par

\(h~ 21 > 3*y- p ô I
CO r 105

, ,

N

e e 2
\ — 4

L V >6 8
' 2DO 32 j

f n 2

_ J e3_2Jv _ 8 3
>

1029 \//3

1
4

1 128
e

32
6 e

ri

971 3
ri" 10891

3
ri‘

o ri — — e
z '

cos (2 h 4- 2 g — l — 2 h' — 1g' — 2 /')
,128 ri 192 ri J

v & 5 o

T Par

- f 7 2 3
ri'

2

7 ri3 1

Ltsi" e
?J

C0S
i
ik h 1 g — l — ih' — 2 g' — 2/'),
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r / 21

32 '

21

16

2048 n'

•2 \ ,
683

3
io5 ,A 7l

' 2

Tg 7 t>+
5G e "

64 "
) ri

1

21 ,
,

1019 , 1029 n «' 3

T 7_t' + lM e
64

ce

+ 97 ’

256

rt'
4

c — —
n'

sin 2 (
2 /< + 2 g — l -— 2 A' — 2g'--2 r),

1 089 1 «J-1
/«

5

J
(
2 h + 2 g- — / — 2 A' — 2 g' — 2 /'

)

// —|— g
- —j— / par

A + g 4- 1 -

A par

385

64 32
'

'

1024 128

1 1 q , n
- er -

32 nT + ~r

^

g3
-r 1 + 2S'— l ~ ‘lh ' ~ 2N - 2/")>

J
i 536 n J

h - [4- -T-
—

'T
f'

3

“T 1 sin + 2 g - / — 2 A' — 2g-'

[_32 « 2 1b « J

- 2 n.

Nouvelles valeurs de K, L, G, H.

Si l’on introduit ïes valeurs de «, e
2

et y données par les formules (E'
40 ).

(G’ /(1), (H’
l0 ), dans les expressions de L, G, H en a, e, 7 ,

on aura, en sup-

primant les indices de «
0 ,

e
n , y 0

et ra
0 ,

L, = ancienne valeur de L (page 676),

L, = \/a
32 «2 16 « 33 1

G
0
= ancienne valeur de G (page 676);

I!
u
= ancienne valeur de H (page 676).

D’ailleurs 9, est le coefficient de sinâ
0
(t c) dans la valeur de 4 donnée par

la formule (F
0 ) ;

en y supprimant également les indices de a
0 , <?„, y 0

et /?„,

on en conclut
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Gela posé, si l’on se reporte à la règle du n°29, et qu’on tienne compte des
valeurs de i, ï ,

i
,

i"'
,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R s’obtiendra

en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 683 et 684) dans la

valeur qu avait cette fonction avant la 4o e
opération, et y ajoutant

- 2 «' (L — L
0 ) + 2 n' I

(
9

,

L, + 2 0
2
L, .

Par ces substitutions, l’ensemble des deux ternies (i) et (

1

34) de R, joint à la

quantité — ‘in (L — L
0 ), doit se réduire à une simple fonction de a

,
e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a
,
e, y ,

ainsi obtenue, réunie à la quantité

+ 2 «'.1(Ô
1

L
1
+ 2 0

2
L

2 +...),

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (i) et de quelques nou-
velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication , 4] .

Ensuite les nouvelles valeurs de L, G, H seront

L = s/au.
\

i + (
il - il

v ‘

* 64 16

Tg 8~ 7

\ 8 t6

195

128
1 + 57 y

2
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CHAPITRE V. 4 I
e
OPÉRATION.
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e OPÉRATION

destinée a faire disparaître le terme (i25) de R.
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) , avec le terme périodique (i 25) *.
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Cette formule se conlinue à la page suiTante.
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* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (125), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la valeur
primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des quarante premières opérations.
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6 OPERATION. 698

Désignons maintenant par a
0
et y

2

0
les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour « et 7
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\ nH

\ 2048 128 ^ 2048
C

° 1024 '

J ni

613695 n
' 5 ^ 472106821 /4

^ 2048 n b

0

1

262144 /?
5

[ Z
1125 _^ ^ _ ^75 2 _ i687 5 \ n4

L \256 128 1 024
^

0 5i2
£

J n 3

0

1373

256 441 si

"5 "'J
sin20

o (? + c)

/ 10125 70875 2
3o375 2

3o375 r\ n 1 '

+
\ 1024 5 1 2

lo 2048
e

° 5i2
6

) n
\

1601775 45
41 384025 «'6 1 . ,

A6384“^ + 65536 ^J
Sm30»5' + f-

/4

r / 50625 50625
2

50625 ,

^ L \ 8192 1024
^ 8192

e
°

4096

253 125 \ n
e

n

i5i875 n'
à

~
r~

8192 n
\
4^ 4 ]

sMM< +
131072 J

[-41075 /4 2278125^-]

L 16384 n
\

+
65536 n

\ J
' 0 1 1

3796875 n’e
. .

+ g ;

.

— smee, f + c
,

262144 ^0
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(
G'o

2i585

\ 128
0

32

,
11 6535 80175 \ 77

*y" c~ -— P -1— — c 2 P 1
1
—

y ° ü
5 !2

u
' 128 11

) ni

398985 n 16

8370729 ,
n r‘ 1 1

e;
' < +

2048
' e

» 71 J
cos [t +

|

’

r = il + [(t'ï'î
i 5

. j
i5

T 7i ' î +
l 6

j ,
75 - J ,2 \

«'

ïo ü
i 6 7u 'v

J «
0

45
2

225 4g 5 0 2 ,, \
”' 2

32
7ofo

]6 7»
eo+ 3a

7o e
o
e

)

225
„«

«

128 /0 ° «7o C -y coS2 0
(
(l + c).

801
, ,

n n 28385
, n u

128 7 "
r

" 77
3 + 512 r"

C
'' V\

COS %{t + c)

La valeur de 0
O
deviendra de même

3
9, 2 + - - i'2 7ï

3 , 9 ,- er, + - e
4

0

4

f 225+U 675
2

Jl e
°

|6 / 77

4167 7?
3

294293 77
,J

64 r?l 1024 5}

Calculons maintenant les valeurs de /i + g 4- / et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d(h—\-^g H- /) é/R r/R r/R clh r/R

~~dt ~d\x ~(ÎÇf r/H
1

dt
= ~

d H
’

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d ( h + g -f- /) 77
- = 7?

dt

ri
2

f 9 9

vL'-r'+l
v. 1

5

y * - f y"+ 1 * + s •»+ '4 c-

2°7
2

2325 .

> + wïA’j:
128 / n l8

‘
32 '

221 f _
8 '

1455 21249 \ ri3

64 / 77
3

18979 n ''

1 92 /2
4

77029 77
'

'

^
9 77

-

288 7?
1
+

8 77
'-

ri2

f 45 , i 5
,

~7 \T e'- T r
9 I J , 220 .

,

<? H- * F *
02 l 6

i5
“

8
" 49 ,

1 5 „ , 75 ....

7 * +
T6
7V+ t 7

' r '

i 5 75 , ,, 4o5 , ,,77'— ee — — r e 2 A- - p~ p *

64 64 ^ 4 «

1 (
2997 „ 2 459 „ 2 3459 25u

.+
l"6T' -W'+Tr"*',»-

3g 77
,s

i g5635 77 735 , a 2 1

T ''

7?
+ ~5L~ 7F

+
64 - TP J

cos e -
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dh

dt
’il [-
« L4

3
- e‘
2 4

27

3a
e4

45 i^ _ ^65 i 3 i 7 765 \ nn

V 32 32
‘

64 ^64 J n ‘

2o3 n'
z

17667 n ,k
45 ci

2 1

32 /?
3

768 n' 32 a ' 2

J

n

? 2
i5

rf_ +
T6

70 2 />
1

^7 o
2 >

2

^
14- eV- + -§- e

2
<?

-
1

-
ib 8 «

459 2

32
cos 0;

doii, en remplaçant a, y, e, 9 par leurs valeurs en t données par les formules

(E'J, (F'tl ), (G'J, (H'
41 ), puis intégrant, nous tirerons

h+ g 4- l

(Lu

= (0 + h' ~\~g' + l
' + f

“
®o + l)

(
( + c

)

f / 45 ,
1 5 , ,

1 5 , 225
+ LU 65 ” T 7 °

C
° +

64
e

" ""la"**'

15

16 ut e \ 32 7o e
o

+ 7
2
e

2

* Q /u C
0
C

i5

128 ° 128
— et e

12

1 35 „ ii23

32
C

“ 32
7 "

e
" 256

e
"

4o5
,

1 4B5

32

/ 24543 9477 „2
2°739 _» 5o949 _ lt\ n ri

\ 5 1 2
' "

32
0 " 5i2

0

1024
0

J n
\

200685 ,
n ,4 80898495 //5 735 n ' a \ 1 ,

F
225 , /Z"

,

2020 4 7?

j_I024 «

2020 ,77 . . , ,

T
+^^J Mn!lG

’
(t+ c}

’

4 = (//) + /'o(
?+ c

)

r

é

i5 ,> 15+
L\i 6

(

°
i 6

•HtU

l 5 75 ,A 77

- C — X- eie ' 1 —
32 “ 32

225 ,
121 5 , ,

225
,
2475 , „\ nn

64" ^ ~
"b4~ T" +

TZ8
+ "

64
” e

°
e

~

) <
9477 ^

A
,

238285
,

7A
5 12

'
0 n

\

""r"

2048
C

0 n
\

sin S.

225 , n'-
. n .

,

.

y— e
o 77 sina0,(f + e).

5 12 /?„

(/) et (A) sont Ses deux constantes introduites par l’intégration (n° 21 ); /
(I
et A

0

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n!
,
e', mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La
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forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -j- g h- / vient de ce que l’on a

h + g -(-

1

= - 9 + /+ h
' 4- g

' + V .

2

Les six. formules (E
'

4 J, (F'
41 ), (G'

41 ), (K 41 ), (L,H )
constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas oii la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (i) et (i 25); dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la première règle du n° 50, et si nous remarquons que / est égal à

— 7 Ô -h (h H- g -f- /)
— h' — g' — L, nous serons conduits à effectuer la

transformation suivante :

Formules de transformation

.

On remplace

par

a i + [0
6o35

,

-2 i 585
,

28 32 r — i

i

6535 , 80175
e" H

J—e-e-
5l2 128

398985 2
n '6

8370729
j
n n

5i2 n6 2048 nd“5( 2/f + 2g“ 2 h
' — 2»-'- il'

) f ,

par

r e , 2
i5

, 75 , 2

7 e ^

—

T T c + T" T e e
4 4

i5
o ,

e
' + F 1

32 ib

*9 5
2

64
6 C

) n

+(F ~t^ £**** f' - - g*L ÿ
, l^i P 2 _ 3o5t

-/ ..2 _ 9555 5607 \ n '3

V 64 32
1

5i2 128 J n"

( 28385 83705 „ , 256731 217141 ri
*

+ ~FF rc ~ + ^56- e
' e

j7ë

(

‘597723 ^ n
'2

^

10245-2105 n
'6 io5^

:
»' a -

4g5 n ' 2 a2

3072 te 36864
C ^ 32

C
n n

'

64
°

~rê
' Të1

X COS
(
2 11 + 2 g — 2 h ' — 2 g

' — 2, 1')

f / 225 225 1125 „\ «'2
675 ,

nn 3o645 , n 14 1

l\i*8
e ^ re ~~Fs ee )^ + 5L e lê~-^8 e F] co^h+2g-2h'-2g'~-2l')

1

T. XXYIII
, 88
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7 * par

[(
J

1 5 ,
1

5

y
2 e*

T
£,J + Tfi 7

e
75. , 2

76 7 e e

/ 45 £j2 _ 225 ^ ,

495 ri , ^ ^
a f e H- rif— T e" e

"

16 32

Soi

128

, , ri 2838o ,
n 4 1 . , , , „

7
2
e
!T H v

2 6- -r cos ( 2 h -f- ig — 2 n -2? — 2/
' /r oi2 ri J

220 . Tl rit if f 7/ \

728
7" e C0® 2 (

2 A + 2 g' •—r 2/2 — 2 g- — 2 / ),

/ par

/+
i5

-,
,

i5 , 75 ,,
,

i5 i5 75 , 72 , ,,

“ T 7
‘+T e'“ -— e -4- —

16 8 r-jr‘'' + T re ' ’ « e~ e '

16

45 225 1 35
,

,

495 1 2 1 5 , 1 25 , 2475 ,

32 ‘76 7 +
“G 4

- ' + lüT
7<

37
-

7 *
16 7

6579 22329 35985 , a8l 97 ,.n\
«’ 3

5l2 256
'

2048 1024 J nz

190 J.
\ «

128
6

4o5

256

i485 , ,,\ n'
1

—— <r e
|

—
64 7

«

i43gi 5 547445 2

2048 I02J|

479471
f/: ^ 325407

e
,A tri

4096 1024 / ri

18850709 fri
|

1327043365 ri
'

491 52 ri 589824 ri

io5 n ' ri 495 n '1
ri

64 n cri 128 ri a ’

225 225

128 32

/6z5

X sin (2/14-

) 9 225
.A

I 125
-2 ,

ti75
- 7 256 128

2025 3375 h 475

64
/

1024
c ~r

5 1

2

225 , n 1125 , ,, 225 ,r.ïp- _1 7
2
e

'-
(J

4 _L

64
‘

'

32
/

1024 ^ 256

ii2o
,

n
e ~ e

' n 1-

/ 102735 59265
2

210375
2 184545 J2\ ri

4 618695 ri h

47a 1 06821 /ri i5y5 iri ri 1

V 4096 256 '
4096 2048 ^

J
^ ri ' 4096 ri ' 524288 ri

1

5 i 2 ri cri \

X sin 2
(
2 A 4- 2 g- — 2 // — 2 g

' 1 — 2 /')

1125 3375

012 256 V
337 5 >2

2048
6

16875 ,2
\ u'

i

1024
f

/ « 3

10125

2048

70875 2

1024
^

3o375 ^ 3o375 ,,\ /?'4

4096 1024 /

1601775 ft'
5

32768
+ 41 384025 /A

1 3 1072 n“
sin 3 (

2 A + 2 g- — 2 A' 2 /')

Cette formule se continue a la page suivante .
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I” ( 50625 50620 5o625 ,, 253i25 ,j\

L V 16384 2048
‘

1 6384
e

8192 '

)

[

1 5 1 S

3276

875 n'
b 2278125 n

68 « 5 131072

151870 n'
b

t

24937875 n 1

1 6384 « 5 ~ 262144 n

n”
j— sin 5

(
2 /i + 2

g- — 2 h' — 1 g' — il')

-J
sin 4 (

2

h ig — 2 h’— ig' — il’)

0796875 n 6
. , ,, , „

;

—

7-7-7 7 Sin 6 2 h -f- 2 g — in — ig —il 1

524288 n 6 v b

+ g -j- / par

+ g
-

45 2
10

l6

l 5 225

64
e
~!Ër

<= - T r <
‘‘+ 7 «•' -^ « ! «" +Ü 71 «’ +s c‘ + T e

' !+ 77s
c‘ -A f

' =

)

,
1 35+ l

1125 , , 4o5
, 1 485-

5
— T TF- + -

5
— e e

32 256 32 / n

f 24543 , q477 „ , 20739 5oq 4q , n'
:

—, e‘ — "/
2
e
2 —- e" e'-

)
—

\ 5 i 2 32 5 i 2 1024 / rr

200685
2
//' 80398495 , n

r

(

735 ,
«' rr

' 5i2 « 4 32768
6

if 128
e

n a 12

x sin(2/i -+- ig — 2 h '— ig ' — il')

+
!

smi{i/i + ig-ik'~ig -ii':

par

7 , 1 /
1 5 2

i 5 , [5 75
;, + i [

Ts
e -I6

1 ’ e + T^~TS‘ ,n

,
/ 225

,
I 2 l 5 , , 225 , 2475 ,

nr e '—ïTr 7 + —

â

6,1 + -ttt c ‘

9477 , n'
s 238280 , n

' 4 1
. , , ,

,

—7—- e ~ — H 77T- e

-

— sin 2 h + 2 g — 2 A
5i2 /r 2048 /P 1

* ig' — il')

22,0 Ti~+ ~

5vl
e>

n2
sin2

<
2/' + 2 Z — ‘lh ' — 2 g'' — 2 0 -

Nouvelles valeurs de R, L, G, H,

Si i on introduit les valeurs de n, e
2
et y

2 données par les formules (E
. ( ),

{G
41 ), (H

41 ), dans les expressions de L, G, H,, en a
,
e, y, on aura, en sup-
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primant les indices de a
0 ,

e
0 , y 0 ,

et n
0 ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 685);

G = ancienne valeur de G (page 685)

,— 1 /225 225 , .
,

.'225
„

1125
, „ \ n '3

670
,

« ,;i

26055
4

n’*

P
j

- ^756
^ ~ 64“ 7 ^ + 57^ “^ C 6

'

) ir
~

5 «» 4096 * n’

, 1
/

1 5 o J3 0

G
i
= \Jn p. )

-
(
-g- e- - — 7"

7^ 2 /2 1

^ 4 2 1
7 ^ 2 ”> /2 \ ^

76
e e + T 7 e

+

T''
e
'
e G

/ 45 , 225 , , 45 , 4p5 2 /2 \ n '~

e'“64

/801 . 3o5i 635i , 5607 , , 2 \ n'
:i

[
— e

2 - -— r e~ -
7TT7 e + FTc/T e

) LF
\ 1 28 64 1024 ^56

28385
2
n Ui 1212883 ,«'5 io5

2
n' a2

5i2 '
it 6 i 44

' t(h 64
6

n an

H„ = ancienne valeur de 11 (page 686)

, ( ( 225 . 1125 ,,, 225
+ ‘/IrH“(ï3S‘ T*g-r* + 57;'

1125
( /2

\ ii
n

675 k
nn 26o55

s
n "'

J

256 J ri
1 5i2^ « 3 4°9*i * « 4

|

D’ailleurs 0, est le coefficient de sinô
0

(t h- c) dans la valeur de 9 donnée par la

formule ( F'.
t ) ;

en y supprimant également les indices de a
0 ,

e
0 , y 0

et n
0 ,

011

en conclut

i
(0, G, + 2Ô_, g.,+ - .

.)
=

Af* ! ( nT e ~
Tfi“ I

e —
728

e - e + tT 7 " + 67 7-e +-17T 7 £ £

64

/ 675 2025

\ I 28
'

32

64 64

220
e 1 125 4 \ «

5 1 2
(

1 28 / «2

3375 , ll475
-7 e ‘ H 77“ '

5i2 256

A 1 54845 2
1 86435

^ 2 2
1284255 /t

1 1 5965 2 , 2
\ n L

'

f 4°9*5

J

512 1
1 6384 2048 J n '

io755 i 5
2
n "-'

^
178185778

^
2
ri

''

^ 1575^ .,
ri

'

1 a2

4°9*5 « 5 131072 " n c‘ 256 rr a r‘

Gela posé, si l’on se reporte à la première règle du n°30, et qu’on tienne

compte des valeurs de i\ i"
,

i
f
"

,

on voit que d’abord la nouvelle fonction R
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s’obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 697
à 699) dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 4 G opération, et y ajoutant

+ n '

(G — GJ — n '

7 (6, G, -f- 2 9., G., -j- . . .).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (i) et (126) de il, joint à la

quantité H- n (G — GJ, doit se réduire à une simple fonction de a
,

e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées
;
la fonc-

tion de a, e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

‘ ~
( ®i Cf -f- 2 9, G, + . .

. )

,

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication

Ensuite les nouvelles valeurs de G, H seront

• 1,125].

G = \Ja [
j.

|
2

1 7 ^ i_
^

8 16 128

/ 225

\VT

675

128

i 3
_

64
"

79

16

1 53

225 _ <>75
. _ yiy5

r e -
256 64

675 . , 225 , . 1125 .. .

IV 7 e + ~l¥re
'

225
6

3375 , n '

256 256 J

2025 2025
ef+ 11475 ,, ,Jv n 13

“
3V re'~ VÎT

— c l e -

256 j
1 Y

i 5

16
/ 1

147261
,

4096

‘ 95 ,,

128

2 _ 12
. f _

32 '

i 75o5q , ,

5 1 2
; '

3035787

1 6384 '

l67 „ 2
,

2954417 2
21 33

,2
\ n' 5

"
8

‘ +
12288 ' 32 -

J Y

^

ko05

r£

CO

1
^

1 4970999 11

393216
e

2 + 2 /[Oo85 ,,\

5 ia
C

j

n '«

II
e’

2048

22441 fi
' 1

99916415 n'
s i575 , n

n à1

44

3

1 «

288 n ‘

442368 u * 256
C

u 1 a
'~

2048 a '~
(

’

H = v/«ft 1-27 1

-e- + y e
2

2
1 , 1 , , 1 . 1 ,

. 5

r +V e -T6 e +
8
? ''

TTt

Celte formule se continue à la page suivante.
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f 22.5 , 225
, ,—— <?

2 — T e
~

v 64 16
'

675 A
1125

256 64

675

32
"' 1È21

128 ‘

1125 , ,

irree

225

256
C

4 n

256 / rr

675

T28'

2025

32

o , 2025 ] 1 475 2 ,2\ p
256 ) n 2

+ 1*7 y2 ,

1 47*61
e

2
,

195 '

;2 _ 1389 ,

32 ^ 4096 128 32

55 2
2954417

48 ^ 12288
<?

2 4
21 33

32

n's

4

191227

5l2

2805

64

3035787 i 444°5 2 , 2
\ «'4

1 6384
'

2048
f (

J n\

1 53 3245
; 4970999< 2

,

240085 ,A « ,c

8 96
‘ 4

3g32 i 6 ' 5 1 2 ] 22
e

22441 nn 99916415 n'
s

,

ï 5y 5 ,
n '2 a 2

+ IST t7
+ '

442368
+W 4 ' «' 2

443 1
«'4 a2

)

2048 n4
fl'

2

j

Quant à la valeur de L, elle est la même que celle qui a été donnée à îa suite

de la 4oe opération (page 685). De ces valeurs de L, G, H, on déduit

cia 1 \ ( 1969 1629 17887 , 29535 ,A n
'4

ÎT 7 +
64 64

6
) rt

f 41 5 2745
2 i

3i3g5
3

ii2o5
, :
\ n lb y3ooo5 a'

e 54693247 n'
' \

y 2 4
7

16
C

4
(

) nh 5i2 72
e 9216' n 1

da 1 i / 527 3633 ,
4i5i , 7905 ,,, 2\

ilG 2272
(

\"8 Î6~ 7
64

r
16 "

j

/ 2757 2493 2 __
7215 ,

,

74439 , 2 \ p 1073461 tA 27821893 )

\~8
~

i
16

f

16
Ê

/ « 5 5i2 n* 3072 n 1
)’

da

<7ÏÏ

1 1 G 5 i 5 1809 ^
,

225 ,A

7777
{ \ 16 16 32 32 / 72

4

+ 2625
“8~

4509 „\ 7?'5 8g5 77
f6 176531 T?'"

|

1 6 j
72*
+

16 72
6 + 576 72

7

j

’

de_ _ _q_ l _ .

(I L rt
2
77<? |

225

64

1125

32

675 . 225 , , 1125 , ,,+ ür r
” +— 7

'
e

‘

I 125

~w e
4
.

1125

~6G
Cette formule se continue à la page suivante.
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/675 ioi5 „ 675 „ 1 1 475 ri'+ \k' —^+^e-+-^e^
128 128 7 P

43 16927 3o5493
2 1425967 394095 ,,\ Px

\ 2048 256 ^ 4096
(

1024
(

/ P

4g88483 ri'° 1043900203 n" i5y5 n'
1
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|

6i44 P ^ 196608 P 128 n 2 rp
^

5
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dG
I I

1 6

2 8
6

16
6

f 225 225
2 675 ,, 1125

, 2
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675 , 1125 , ,,

\ 32 8
‘
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l-^f

|
CD 32

+
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1
e

225

128
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e

-
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/6y5 2025
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\ /i'
3
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b

/ /P

316927 3o5493 . 36o6567
2

2048 256 7
4096

394095 ,,\ n"'

1024 / P

4988483 tP
(

1043900203 /T0 1575 //'- ce

6 1 44 P 196608 n'
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'

128 /e a'
2

| P 675 , , 225
4

1125
.. ,-,\ P2 2023 «'3

,
63777 .

nU
)

K 32 32
/

64
'

32
e £
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42e OPÉRATION

destinée a faire disparaître le terme (126) de R.

Prenons clans R îe terme non périodique (1) avec le terme périodique (1 26) %

dans lecpiel l’argument est 2 A H- 2 g — 2 h! — 2

g

' — 3 /', et supposons que R

se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

R = -*—
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* 11 ne faut prendre pour ces termes (1) et (126), dans le- chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des quarante et une premières opérations.
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D après la valeur de 1 argument 9 du terme périodique que l’on a conservé seul
dans cette expression, on a

i = o, i
' = 2, i" = 2, ï" = — 3.

Si 1 on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

(IL _ dG _ du
dt dt ~ Ht

"

La première de ces équations montre que L est constant; et si l’on intègre la

seconde, on aura

H = G 4- (H),

aux
(H) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie L
variables a, e, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction
de e; en les résolvant, on trouve

(A„
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P
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2 L
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iü
r

4-I4 4-*,‘
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Si l’on remplace a et y
2

par leurs valeurs en e dans l’expression de G. il

-IG
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I

— ei ~HT e
‘ e
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L 64 32 L
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1
n’*v 216093
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J

1,28 64 L 256
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‘
‘ J
—

+ (i

ei si 1 on remarque que~ = on en déduit
*8

Gr = GG Ji£5 , 105 (H; ,

(G

dt P h 4 L

_ T—

e

2 é-' -r
6" 5 (HJ (35

.

,
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"1 «'L

L * TT";T”-irr
' J7
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(jR

_
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L n8
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)

T. XXVIII.
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D’ailleurs on a

,/o //) (Jo r/R dR , ,

7h
=2 71ï^*dt

en tenant compte des valeurs de^ lk'
' " donnees a la Smte tle ia

4 I
e opération, et remplaçant a et 7

2 par leurs valeurs en e, on tiouve

r/0

rft

k'L3

K[l+^-r’+H

i! I^ „ + iïî (Ml - '4 e’ + +
p- ( 4

(D
42)

4 L
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| cos6 _

! ' ^8“' V ' 8.92 32

Ces deux équations différentielles (C„), (D.,-) correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0

(qui n’est autre que a été remplacée par la variable e, dont 0 est fonc-

tion. Si on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord

les coefficients de sin 0 et cosfl, puis tenant compte de la première puissance de

ces coefficients, et ainsi de suite, on trouve

,
( f 35 ,

35 (H)
2 ,

35
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6i5
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0 =z 0„(? 4-r)

_ S f^ t
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Si l’on prend la valeur de e
2 donnée par la formule (E

/i2 ), et qu’on la substi-

tue dans les formules (A 42 ), (B 42 ), 011 en déduit les valeurs de a et de y
2 en

fonction de t
,
qui sont
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Désignons maintenant par a
0
et yl les parties constantes des valeurs que nous

89 .
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venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait
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De ces relations nous pouvons tirer L et (H) en fonction de a
0

et y
2

0 ;
nous

pourrons ensuite remplacer L et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E
/i2 ), (F,

2 ), (G,
2 ), (H 42 ), et elles deviendront, en mettant n
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a = f/

0 j
i

CHAPITRE V

r 3 74 i 5 tri ^99335 ri

L 128 0
/z

J
128 0 /?*

42
e OPÉRATION. 7°9

COS ®o (
t -j- C

) ,

(H'„) 7
2 = 7Î + [ (y 7 o -î

*' - j 7Î
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~
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La valeur de 9 n deviendra de même
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£
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Calculons maintenant les valeurs de h-\-g-\~l et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles
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d’où, en remplaçant n, 7 ,
e, 9 par leurs valeurs en t données par les formules
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(&«: puis intégrant, nous tirerons

(')+ - (2 A' 4- 2
(

2
?' + 30 +

(
+ r

)

r /'io5 , ,
35 , - ,

35 , ,

00

n(v
nr

e
»
e ~ T 7LL' +

64
6

'

C '

" 128 '«
J n.

/i5
, ,

125 „ , , 45 4A n 12

1
00

j -
64

e
“

1

1

655 f *440^ 3
, fl

j 9^4^%
0

3 + io24
0

«S J
0 Ù + c )j

(
L.„

A = (^) + A
0 (ï 4- c)

r 435 35 , , ,
35 , ,

N

\
«' 25 , ,

nn r~rO00

[L e<e
F>'r(

'

e
°
e + 3^^ ) r e

a e ~T ~+~ '

/ «0 lb 7?
o

32
0

ni J

(/) et (A) sont les deux, constantes introduites par l’intégration (n° 21 ); /
0

et A 0

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de /i
0 ,

e
0 , y 0 ,

n ,
e

,
mais dont

noos ne donnons pas les valeurs, parce que nous n en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -+- g -h l vient de ce que l’on a

h 4- g 4-

1

= - 04-/+ -(2/r + 2g'
, + 3/').

Les six formules (E'42),
(F'42 ), G 42 ),

(H 42),
(K 42 ), (L 42 )

constituent les inté-

grales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est sup-

posée réduite aux deux termes (i) et (126); dès lors nous n avons plus qu à

appliquer la première règle du 11
0 30

,
et si nous remarquons que / est égal à

— — 0 4- [h 4- g 4- 0 — - (2/i'4-2gr '+3/)
1

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation.
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par

35 35
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W e' e
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* e e
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1
? H 81sin

(
2 h -f- 2 g 2 h' — ig '— 3/'

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si i on introduit les valeurs de <2, e- et y
2 données par les formules (E'

42 ),

(G',
2 ),

(H'
42 ), dans les expressions de L, G, H en a

,
e, y ,

on aura, en sup-

primant les indices de a 0 ,
e

0 , y n et /?
n ,

L„ = ancienne valeur de L (page 685);

G
0
= ancienne valeur de G (page 701 )

/— 1 2- vV • -1225 , „ n '2

TT e
'
e
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„ /— i / 35 2 ,
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H„ = ancienne valeur de H
(
page 701 )
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D’ailleurs 9
,

est le coefficient de sinô
0
(£-+- c) dans la valeur de 0 donnée par la

formule (F' ); en y supprimant également les indices de a
n ,

e
0 , y 0

et ra
0 ,

on

en conclut

1
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Gela posé, si l’on se reporte à la première règle du n° 50
,

et qu’on tienne

compte des valeurs de i'
,

i"
,

i"'

,

on voit que d’abord la nouvelle fonction R
s’obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 710

à 712) dans la valeur qu’avait cette fonction avant la opération, et y

ajoutant

H— n 1

(G — G
0 )
— -«'•-( 9 G + 2 0rG3 + . . . )

.

2 2 2

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (126) de R, joint à la
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/ 3
quantité -+- - n (G G

0 ), doit se réduire à une simple fonction de «, e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-
tion de a, e, y, ainsi obtenue, réunie à la quantité

~ \
n '

' l
(9, G, 4- a 9, G, +...),

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (i) et de quelques
nouvelles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication ^
Ensuite les nouvelles valeurs de G, H, seront

G = G? p.
|

1
— -

,
L j _± j 5

8 16 ' 128
(

225

64
- ^g" -^ +

32 4

225
e j 5 ,

~
^56

r> ~
64

e "
e

,
/G 5 , 2025 2025

“T-
(

TT 6* 7 ^2

\ 128 3a ' 256

i5
,/.

,

ioo75 ,..,,,a y
3

-
+

256 )

£3 ^5 2 ,147261
2 195

\ 64 16
^

4096
ÏR5 i 5 175059 , 225
128 .3O t ^ 6’

/32 5l2

_l f 79 1G7
2 2954417 , ,

2133 „\ n ,s+
{ 76

--
8
-y + -^

88
- e ' + 1T^J *T

32

3035787 , 6i2i5

x 6 3 8

4

^ +W 72

'

4

72
4

/ ^53 _ 895 49709991

V 8 16 393216

24oo85 „\ w ' 1

5 1

2

*') V

2244»
,

999» 641

5

/T8
i 57 5 ,

//- a ~

4431 //
288 ri

>

442368 « s + 256
e

ri
1 ’ X 2 + ^48 V

H = 2
1

a 7
a
e
J + 7

2
e!

'/V
16

fi
6 + 1 , .

128

64

225
,

le" 7 ‘
675

“Ï56 C" + 25 , ,,

lTV + 675

VT fe- + 1975 ,i— _

128 /

25
j ,,__ reV-

aa5 75
, ,

256
f ~ 77 e e

64

128

2025 , ,

1T 7 *
2025 ,

256
Ê

10073

256 G n"

TV*

Cette formule se continue à la page suivants.
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i 3 187 147261 , 195 , 2 _ i 38g « _ +
64
+ 3T 7

' + -4^T
e+ lâ e

32 5 ia 64

A 79 55 Jt 2954417 s
ai33 ,A^

1

V76
+

48
/+ 12288 3^ J

«“

/ 1 53 3245 2
4970999“ .2 ,

240085
,,

y/"

+ \"8
_ + _

^r V+ 393216 512 ) ri

22441 ri
1 99916415 ri

3035787

1 6384

6i2i5 , «

256
6 É

)
«*

288 ri 442368 /?
s

1575 ,,ri (£_ 443 1

_

ri.

256 ri ri
1 2048 ri ri

'

Quant à la valeur de L, elle est la même que celle qui a été donnée à la suite

de la /*o
e opération (page 685). De ces valeurs de L, G, H, on déduit

de __
i

il L ri
1 ne

e
2 +

220

32

225 225

"64
2 .

20
? + T e

675

76
"
1 --s-ré*

20— r eO
12

1120 25 ,— e4

H—tt c
2
e '

64 ib / ri

2025 ,
675 2 ,

10075 n \ ri

TT r + TTs
'' +

128
e

J « 3

f 816927 3o5493
r 2 _ 1425967 ^

49435 ^/A

\ 2048 256 i 4096 b 4 J
ni

4988483 «' 5

,

1043900203 tri
,

t_575 ri
_ _

«1 $+
6 1 44 « 5

+
196608 « c 128 « 2 VM’

ilG

225 2 675 2

”~8~ 7
_

"64" <

A5, l + Ç5 vV
16 32 T 7

675 2025 675 2
10073 ,2\

64 nr 7 64
e +

128
d

/ n %

(
3lb927

\ 2048

3o5493

256

36o6567
2

49435 g/2\ ri

4096 64 J f>1

4q88483 tri 1043900203 tri i575 ri
.

+ ~6 t44 ri
+

196608 « s 128 ri cri
\

de

dû.

1

J

/ 225 2 675 , ï_
I \ 32 32 64

1

2025

“bA
63777 , tri

)
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il = 1

d L a 2 n y

675
64" + 777 y- e- — 67 n'

3

t

279519 2
«'*

)

128 ^ /r 4096 ^ n‘{

|

715

d y 1

dG 4 a
2 n y

i — 2 7- + - e-
2

225 , 225 .

+

225 , ,

—âT 6
16

64 1024

il
d H

1
, 3 o

, v 1
1 H— £

j2
-h 0 e H—

f

c 6

4 « « 7 ( 2 8 1 b 16r r e

256 )

n'-

rd

675 ,

3a
‘

n’

\

« 3

rs
oo*o 3255 n \ n 1*

128
+

128
e
J ÏF

+

_6t5 \ ,r-

256 ) rr

9b rd

86 r 5 n' 11

1 92 n 6

i58 7 , 3255

128
£' +

j 28

n ,!>

/d

io57 f 80j_5 n '6
)

96 !
q.2 7^ j’

Les valeurs de —
, sont les memes que celles qui ont été données à

la suite de la 4i e
opération (page 702).

43 e
OPÉRATION

destinée a faire disparaître le terme (i3o) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (i 3o)\
dans lequel l'argument est 2/, + 2g - 2 h'— 2g’- /', et supposons que R
se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

r = d~

,
ci-

\
1 3 , 3m

7F 4
~

2 7 +
8

7 f <?! + f
'

4 4

c .+ p. + 7._| ïv-| îv= + JL fv> + ip.

27

u
r e e

Cette formule se continue à la page suivante.

Il ne faut prendre pour ces termes (I) et
(
130

), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la
valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des quarante-deux premières opérations.

9°,
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/ 225
r

225

\ 64
" 16

31 33 2

32 8
1

225 , i 4^5 , ,A n'

+ T^ C' e
) n

97 » 2

32
r +fw-fvv'

4989^ _ 325o5
fV , 2

\

256 128

255 537
_ , _ 55 i 1

1

5 ^ j
6885

^, 2

-31 16 ^ 4096 64

(

55x5 635 , 638og65

V «92 6
T - 12288

e2 4-
24

n!* 28841 >ï
h 9960575 /i'

ÿ

it 288 nh 36864 «e

r 9 45 ,
,

45 >
,

45 , 2

1.64
“'Te 7 +

64
e- + 77 e

64

/
n ~

+ W X
1 5 , , . .

1 5 , , ,

-e' e H—— 7 e e
16

i5

128
p*

i5

16
t 7 e- c

1 35 2 ,
675 , , ,

i35 , ,
675

-r-^ye-e - ce +— ,r ,
j „

( 4041 , . _ U 9<il -, _ 8 i 4^7 , A 2Ü

\ 128
'

64
1 2048 ) n 2

1 QQ253 ,n 13 30228199 , ,

«'*
,

io5
,

,a7

€~ C —7 H 77—77~ £ —r -f- r ^ ,r

1024 « 24576. n* 128 cr

X cos (2/1 H- 2'g — 2 II — 2 g' — l').

D’après la valeur de l'argument 0 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i= o, i'= 2, î" — 2 ,

—

Si Ton introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

cl L e/G _ i'/II

<7?

— °-
«7 dt

La première de ces équations montre que L est constant, et si 1 on intègre la

seconde, il vient

H = G -+- (Ii)
j

(H) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie L aux
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variables a, e, y peuvent être regardées comme déterminant a et yen fonction

de e; en les résolvant, on trouve

(A,

_ V l r i3 15

7 I

1 _
L3ï

+
tb

(H)
__

urôg
^ [

195 ,2
~] n"'V-

32 7 !

f 79 S
i67 (H) 731

d-
3 ,

2133 ../G
|«'5 L 15

1 53 L IS
22441 n

'~'

L 31

\

r=
00 00 tr* 4 16

1

=L

1̂I
144 A" \

/ n \ 2
I (H) ( I

2 3 ,

l5
. ) 7 = - - br 1

1 + -c* + 0 e
ii 5 «'4

L'- i53i n'h L 15

2 L
j

8 32 96
(
2
"

Si l'on remplace a et y
1 par leurs valeurs en e dans l’expression de G, il

vient

G = L l 1
- -V

7SG

1

T r;G +
!

22,5
3

4_
225 (H)^ 675 ,-d— e4 + 2W1

ib l 6 4 3a L 256 ,6 j a

2025 (H) 2025
,

IO°75 2 „ 1 « ,:1 L9
216093

2
«'4 L 12

64 L
"

256
+

a56
'

‘
.J P

6 +
4096 ' a

4107569 2
n'

h L 15

12288
L
”

. 1) ^/Gr d II
| r ti .

et si 1 on remarque que = -j—

,

on en déduit

= + g4 e , _ 15 g2 e
,
3 + ,

(C„

16 L 3y ( 4
” “

'

4 L

f 1 35 , ,
675 (H)

, ,
1 35

,
67 5 , „ 1 ,/V

l~8-
e

'
e +-F1T e

"
6' - ~8~ e e + ~t ee J

—
r I2 ? 89 „ 2

,

377 i 9 (H) 79995 ,/l
«' 2

L"

L *28
+

128 17 ~ ^72-" Ê

J “T
7-

32

219503
,
« ,3 L9 132902641 , ,

«'9 L 12
io 5

,
L" )— e e — ^ „ <?

2
c' ; r— F e' —— \ si

A (l256
"

' A 24576
C C

g
8 32

1 C sin 0 .

D’ailleurs on a

dQ dh dg . d II d R
-T — 2 — -f- 2 — « = — 2 —— — 2
cft cfr dt dG ofli

. . .1 i ^ cia da de ,
. .

en tenant compte des valeurs de qui doivent etre em-

ployées après la 42
e
opération, et remplaçant a et y

2
par leurs valeurs en e,

on trouve

M
, (

dt

(D,

A
, f3 (H) 3,o «'L3

=w
l-

i + U+6V-r + r J-F

+ FHÉ -
1
-

(H] _ 67 5 1425 1

L 16
+

8 L 32
+

3î J

nn L i: 4^7 «'3 L9
294293 n"' L

A 64 A
'

I02 4 A
+

Celte formule se continue à la page suivante.
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7 1

8

5(Hl!„,^:iS(H) eV,_i5 e. e
,

L 32

(Ds

P 35 67 5 (H) 4«5
2 , 675 ,3

"1

“ [" 8
“' + “8~T" 16

+
3î J?

377 1 9 (H)
/ 4o353

L3

r 12789
,

37719 (
13

) ,
403ü_ w2

n pj-
1 + T^T7 e

128 J kL I2 8

219503 ,
n 13 L9 132902641 n

1 '

t‘ _
“^

56
“ C

p
fi 24576 '

p
s 32 p-

2 an
cos 0.

Ces deux équations différentielles (C 43 ),
(D 48 )

correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu en ee que la variable © (^qui

est autre que - G
j
a été remplacée par la variable e, dont © est fonction. Si

les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les coeffi-

cients de sin 9 et cos S, puis tenant compte de la première puissance de ces coef-

ficients, et ainsi de suite, on trouve

n

on

(E«

([t''"
t ï l

“•T *! •+ T ‘r
1 •••

* - t

LT
e - c

855
e , e

„T »”L*

4 L •••
4

' 64

r 8,99 36909 (H)
, _ 38955, . ,1 Üi!

- LïÎT • ' 128 L ' 5.2
1

J

2!É,Æ.!art -4L

j

c„s8.(< + t
)

206 P

COS20.P+ C),

1 28 p

24576
'*“ e

p
10 32

0 pr <7
;

(F
4

= 0,(« + c)

15 4 ,1 n'L

IL 4
“ 1

4 L “ 8 ' 32” ' 16 L

45
c , +^ (H)

(/ _ «p + 855 ^ 1 *' s L6

/j. Li b 04

/»
f3 L9

**•

i 5 (H)P,
,

i 5 (Hj
2

8"r e
° 32

e
»
eifi5

,

1 5 (11) ,
i5

2 ,
ï5 ,3 ï5 (H)- ,

15

\ \
— C + -r h- e' - ~ cl e - ^— 4 +T

j pL
J C

T 8199 , ,
36909 (11) ,

1 383 ^ o
,~\

- \y^
c r -^F i:

e ~
s J

222095 pjp _ 178536691
, C 1 _ ISl lŒ. . -G-

j
sin 0, (

t + c

)

206 p
s 24576 '

p
10 32 p- p

2 «' 2

1

)
r 225

,
225 (H) , 225

, 2
1 //-L- _ 9£5^

j
i 0

(
f _

1
_ c

)
>

I 64
" e^ + 17

_
T t ~

128^ J p* 32 p« 1024 p
8

i
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e
a

et c sont les deux constantes introduites par 1 intégration, et ô
n

a pour

valeur

3
fi

(H) _ 3 ^ 9 ^ '] ri L3

|

2^5 n'-'U ^167 « ,3
L"

j.^j._, + [! + 6
(H)^

e; +
4 J p.

2 16 p
4 64 p°

1

Si l’on prend la valeur de c'~ donnée par la formule (E 43 ), et qu on la sub-

stitue dans les formules (A 43),
(B 43 ), on en déduit les valeurs de a et de y en

fonction de t, qui sont

[ 32 16 L

(G)„

(H) I0t>9 „ 2 ,

! 95 .., s1 n L12

L 32
ü +

64 J1 f^

8

r 79 ,167 (H) 7 3i 21 33
'

1 53 n 16 L ,s 22441 '>
n L 21

)

L 8 ^ 8 L 4
0 + 16 "

.

S
—

1̂l

i 6o35 , ,
« ,5 L ,s

396 i 5
, ,

n '6
L'

s

j

.

t 4- c
’

I f.
1 (H) \

1 , 3 , n5«"'L 12
1 53 1 « ,5 L 15

2 17
|

! +
2

e;> +
8

e
° + I2 ”7

“ + “96“
p.

10

(H, 1 lü) i T— <?v + —^ A—
j L 8

0 +
8 L 0 ^ 8 " J p.

2+
2 L

45 2 ,
n'

2Lc
8199 , ,

«' 3 L !

. , ,

Y<‘— -W' ;
' “

1
C°S#,(l + c).

Désignons maintenant par «
0
et 7^ les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et 7% de sorte qu’on ait

I<H)
J

2 L )

.5 (H) l0^9 2
1«'4L ‘ 2

^16 L 32
+

64 _1 f-

8

167 (H) 7 3i , 21 33 1 «' 5 L 15
1 53 L 19

2244 1 n ''
t

2

^ 8 L “
4

'• +
.0

1

J r 4 F-

2
i 44 F-

U

i 3 1

1

5 «'4 L 12
1 53 1 n

1
-' L 1

'

\
-1-

2
+

8
t'» +^ e

8

96 p
10

r

De ces relations nous pouvons tirer L et (H) en fonction de a
0

et y
2

0 ;
nous

pourrons ensuite remplacer L et (fi) par les valeurs ainsi obtenues dans les
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formules (E43 ), (F 48 ), (G 43 ),
(H 43 ), et elles deviendront, en mettant^ pour

a 0 V^o

(f'*:
-—il «:

« - j el

e

' +^ rl e
"

)

~855

64

(K
( Ë£99 g' _ 369°9 7 e 7

e
, _ 389>̂0

4 , \ «/3

2^9^ e'?l _ _ ISÏele' *
. &

I cose.(< + c)
256 ri

g
24576 n\ 32 «

0 «

îî|,:»"^coS 2 e,(<+ c),

I
® — 0» U + c

)

r /T 5
,

i5 , ,
i5

,
i5 „ ,

i5 , ,

[(.T
" - 7 îi '-T <

'îe ” 5
Î'' +T 7ie

45 ,
225 , ,

1 35 ,
855 “,

3
\ ri2

7 e -T^-T e »e+- e I-

(F
'

3

i5
,
A ri

32 ^
) /?„

64 J ri
0

/8199 , 36909 <383

V 128
6

64
/o

8
^

f 225 ,, 225

_V 64
” fJ ~

Tir

,p , . I f i 6o35
,
tri 39615 ,«";

1 0 ,

>

(G«> =
1/7^ e

'
e ^ +

~TÏ8
- e

°
e
TfJ

COi50
»
(it+ c)

(H'J

\ (y ïo <?o
e ' “ T 7 »

e
o
e ' + TE Vo e

'
i5

ï6

45— — 'j 2 r 2
ri —

Ta e
a
e

,
ri

1
8199

ri, 256
— rie 2

ri
• / 0

c
0

c

ÿ]
cose

- 1
' c).

La valeur de Q
0
deviendra de même

12.75
4 J *,

+ 225 rt'
2 4^7

16 ri
0

+
64 n\ J



CHAPITRE Y. 43
e OPÉRATION. 21

Calculons maintenant les valeurs de h -\- g l et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d( ^ + g + l
)

rit

f/R _ f/R f/R

cl L f/G f/H

dh

dt

f/R

ÂH :

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

cl [h 4-g-+-/)

dt " L 2
'v
a+ f

e2 + l
e

'2 + 3/' - l

4 f e- - ^ 7V 2 + A A + c
'-

j6

675 , ^ _ 20A 2
1 1325 , 6765 ,A nn

32 n \ 64 8 ^ 128
‘

128 '
) tr

t[

787 «'3
18979 z?'

1

9 cr

32 « 3 192 ri'
^ 8 fz'

:

45 2 /
1 ^

2 2 /

.6" " ~T 7 c *
*5

4 , 45 2 ,/•> /?" p'

64 128

/ 4o 5 , ,
3375 , , ,

1 2

1

5
,
A n

I
—,- c- e — —A A A A — A A -

\ 16 16 '
128 J n

62618 , ,
n '3

2482161
,
A3

e
L
e — —

256 « 2
1024

cos 0

,

f//l

dt
T-- 3

a-i
3 a 1 V? ,

aa5 ^"' 51 "' 2 203 «'

n L 4 2 2 8 32 « 32 71
2 32 « 3

n '2

fi 5 , ,
i 5~ e
Tô

, 2 /
1 5 , ,

67 5 , ,
2056565 ,

,A 2 1
~ c

2
c —- cos 0 :

6 n- J

4 où, en remplaçant <2
, y, e, $ par leurs valeurs en t données par les formules

(E
43 ), (F 43 ), (G'J, (H'

/j3 ), puis intégrant, nous tirerons

h +g+l= (/) + f (2/l' + 2,^' + /') H- Q@0 + /
0

^
(/+c)

(K„

r ( 45 2 ,
i5 i5 45

4 1 35

V 8

I 123 4o5 4 ,\ /?'

20979 , ,
n ri

2574oî 5 ,
- . ,g- <?-, f?

— — <?; e — sin 0, ( t c .

128 n\ 1024 ” «jj o\ t- 1,

(L

h = (h) + h„{t-+-c)

il
6

16
- r e 2 A
R < 0 0

L
13 , A n 225

,
n'— e\e'\ —e\ A

,32 / 16 “ ni

3 i 5 , /Al

J f » f ~r
J
sm 0

e
{t -t~c).

9 *
T. XXYIII.
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(/) et (A) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); Z
0
et A

0

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y Q ,

n
,
e

,
mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

A -h g -h / vient de ce que l’on a

h + g + l = - 4 + / + - (2 h’ + ig' + /')-

1 1

Les six formules (E'
4 3),

(F'
43 ), (G'43 ), (H 43 ), (K 43 ), (L 48 )

constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (1) et (i 3 o); dès lors nous n avons pins qu à

appliquer la première règle du n° 50
,
et si nous remarquons que / est égal à

— - 8-t- (h + g+ l) — -(a/i'4- 7.g' + l'),

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :

On remplace

Formules de transformation.

a par

fi 6o35 , ,

«'5
3qüi 5 „ ,

«'e
"l , ,

. v— — e2
<?' — + y

n e-r -y COS 2 h + 2 g — 2/1

|_
128 128 « e

J
2 g'— /')

e~ par

f f i5 , ,
i5 , , ,

15
,

1 5 ,3 1 5 4
1

5

•LV 4 ~T fe e - T e e ~
32

e +
-X‘

e c+x
45 , ,

225 , J , 45
, ,

,855 , ,
\ n n

e
2 e 7 e* e -e'e + -r- e e —

4 2 4 t>4 y «

8j_99 ,2 _ 36909
e , _ 38955

^ ^ F

l5 , , ,
I 5 „ A »yV e' - — e6 <?' -

' 32 / «

128 64 5l2

222095 ,
« ,j

178480531
, ,

Io5 rt

256
'' 6

//" 24576
C

32 SJ

X COS (2/2 -(— 2g — 2/1' — 2g' — /')

— —3 (,i

~T C0S2 (2// + 2,0- — 2/i' — 2#' — /'
1

.128 W
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f par

[(

13
, 2

T ?" 6
i5

. , . i5 , A ri— 7' e- e + —
7
7- é e —

4 ib ' J n

45
, ,

,n'
e e -,

8 i 99

256

n ' 3 1
Ÿ e2 6

n* \
cos

(
2/i + 2 b 2 h' -n,

par

l— / 1 5 ,
i5 , ,

i5,, i5 „

[r e -j re +
~s

e e -
64

e '

1

5

, ,
i 5 , , A n '

T* e ~J re 6 )n

45 , 223 „ ,
1 35 , ,

855 \ ri'
7r e T T e + —rr e- e -\ -e* —
8 4 ïb 128 J tr

( ^192 r
' _ 3^9°9

7
2 , 99^ e;\ ^ _

'

322095
g

,

«3 i7848o53i
(

' 128 / «3

v 256 128 5l2 ri 49 1 32 ~ « b

X sin
(
2 h -+- 2 g- — 2 h '— 2 g' — l

)

103 , ri a 1

64
* n cri

F (
225

e"
225 223

2 N ri -

675 n /ri 90585
,2

ri
'

j

_ \ 128 32 ‘
6

256 j
ri 64

^ rê 2048 ° ri J
sin 2 (

2 h -f- 2 g- — 2 A' — ig' — /'
)

,

h + g -+- l par

h+ g-\-l-
[(

45 , ,
i5 , , ,

i5

76
e e ~J^ e e +

64
e<e ü

ffvA-
128 n

( 1 35 2 ,
1

y~r ee
-- 125 ,, , , 4°5 A n '_ re e -—

W

20970 , ,

«' 2574oi 5 , ,
ri*—~ e2

e' — —t-e' —
128 « 1024 «

x sin(2/z -l- 2g — 2 h ' — 2 g' — l'),

h par

j / 1

5

2
1

5

,

1

5

A n
'

225 , . ri2
3 1

5

,
,«' 3 l

. ,
.

lAïT
"
~Tri " e +

5i
e ')« ^rr e

-
e

77 + 2 ri — 2 g
’ — 1

‘

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si l’on introduit les valeurs de a
,
e

2,
et y

2 données par les formules (E',
3 ),

(G'43), (H'J, dans les expressions de L, G, H, en a, e
, y ,

on aura, en sup-

primant les indices de a
0 ,

e
0 , y 0 ,

et n
0 ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 685);
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G„ = ancienne valeur de G (page 713

)

1
— 225 . ,, ri

V a F-
•

—Fr e e ' ~ï
r 256 ri

= 13
2 A n 45 n—

7 e;V —e2 e —
4 / » 8 /r

81 99 y
256

H
0
= ancienne valeur de H (page 713)

/ 225 ,
«’ 2

— /«F ' “7c e —

*

1 256 n 2

D’ailleurs ô, est le coefficient de sin 0
O

(t -h c) dans ia valeur de 0 donnée par la

formule (F'„
3 );

en y supprimant également les indices de «
0 ,

e
0 , y 0

et n
0 ,

on

en conclut

i (9
i
G

1
+2 0

2
G

2+...) =

i6

225

128
'

n ’ 2 675
/_A _ 231795 , )

« 2 32
L

ri 2048 22
4

I

Gela posé, si l’on se reporte à la première règle du n° 30
,
et qu’on tienne

compte des valeurs de i'
,

i"
,

i'"

,

on voit que d’abord la nouvelle fonction R
s’obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 722

et 728) dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 43
e

opération, et y

ajoutant

4- f ri (G — GJ — f ri
•

^
(9,G, 4- 2 0

2
G, + ...).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (i 3 o) de R, joint à la

quantité -h
^
ri (G — G

0 ), doit se réduire à une simple fonction de «, e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées
;
la fonc-

tion de a, e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication u* • • • n>3®r.
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Ensuite les nouvelles valeurs de G, H seront

5 ... /— l j , 1 , 1 B
Gr = \Jci\>.

|

1 — ~ e
0
e

Yg
e

128

/ 225 , 225 , 675 , 325 „ ,, 675 , , 225 , . 325 , , ,,+ {w e ^ ^ +wee+^ Ÿe + iï'ie -ir' ee

îîi . _ 975

256 256
r;
4 e

' 2') ~~

/Ô75 , 2025 , 2025
, 4675 ,

n 13

+
VI28

c "

3T re ~
25ÎT

^ +
H56

~ e e
J 7?

i3 i5 , 147261 , iq5 ,, i5 , i75o5o , , 225
«7 - Tïï r + -

ié^r e + jis
e ^ 7

64 16 4096 32 5l2 32

3035787
<(

257920 2 /2
\ n'*

1 6384
( ^

2048 / n k

79 167
2

|

2954417 2 ,

2 i 33 A
16 8

7 12288
' ^ 32 ) rî

>

/ ii 53 __ 8g5 4970999 1

1

,2 ,

34oo85 ,A /A

\ 8 16 ^ 3g32i6
£

5ia

22441 «' 7

99916415 n'
s ïoy 5 , ce'

2 a2
44 3 1 n"2 cr

288 44^368 «“ 256
f

n
'

2
ci'

2 2048 «4 a
' 2

^

’

1
2 , 2

1

- e
2 + f e

2 — -
2 8

e^>V-^0+^2
5

— 7
2 ee e 8

8 ' 128

325 . 225 .

.64 16 1

675 2
2025

128
*

32

i3 187 , .

.64
+

32
y 1

79 ,

55 , :

,76
+ Fr +

1 53 3245 ,

“T 4
96

7

675 . 325 j „ ,

675 . j-; i575 325 , „._ e 7 + _,2c 2 + __ re 2 + __ 7
2
e,__ 7

.
e

2
f

^ _ 97 $ V 2 \
256 256 y /r

, , 2025 , 4f>75 , ,,\ n ri

i
e

~

TF e + ±
~TF e e ~

256 256 ) n

1 4736i , U)5 _ 1^89 _ 191327 28o5

4096 128 32 ' 5 ii 64

3035787
j

257925

1 6384
É ^

2048

î9544 i 7 2 ,

21 33
>;2
\ /A

12288
(

32
f

y
«'

,
4970999 11

a .

24oo85 ,A /A

393216
L

5l2
(

/ rt
6

22441 999 i 64 i 5 fi'
e

i 5y 5 2
«'2

e/
2

443 1
«'4

288 n ’’

442368 « 8 256
£

n 2 an 2048 ”4

evA —
ri\

cv

a ' 2
2048 n4

V
7
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Quant à la valeur de L, elle est la même que celle qui a été donnée à la suite

de la 4oe opération (page 685). De ces valeurs de L, G, H, on déduit

de 1
\

d L a 2 ne

de

Ig

+

-4-

, ( 225 225 . 225 „ ;

32 8
' 7 + ~FT

e ’

64

675 2025 . 675 2 4675,.,

.64 16
/ +

128
C

128

'316927 3o54g 3 14^5967

v
2048 256

J
4096

I
*>

I
4

I

8^ l6
C

f 225 225 „ 675 , 325

q-ir
- -g- 7

"

-

64
e + -5— <

32

1125 . 325

64

1024 « 4

6i44 n b

16 32
e

2
325

f e'
2

64

4988483 /z'
5 1043900203 n 16

i 5y 5 n ' 2 a2

196608 n6 128 n 2 a 1
'

1

( 675 2025
2

675
2 4675

l

— -— 7
“ ~ 7^\ 64 16 64

_ 975 vA -
128 64 ) n 2

/ 316927 3o5493
2

36o6567
2

660735 (2
\ n “

\ 2048 256 ^ 4096
6

1024
6

) td

4988483 it!
% 1043900203 n'e

\ 5y5 n ' 2 a2

6144 « 5 196608 128 n2 a ' 2

de
{
225 F 676 2

225 .

e
i
g
n \

a2 ne
\ \ 32 6^ + e ~r h

64 n 3 256 n'

d 7 1
<1 ( 225 j

225

d L a‘ n 7 ( v 64
/

16

d'/ 1

cl !
4*.

676 „,2 „i
1

^25
„,2 „n ri

2
675 5

rt
' 3 279519 2

«'4
)

7 3- H CCF" 7 — h

3 3
8"' -4'

5

16'

f 225

VTe"

225 225 ,
^95 6 75 -4 \ n ' 2

675 2
«' 3

T';
+

Te" 7 e' + lWi
'
e
"

~ 256
r

i
*' f*'1

jco

1
n3

, f
2I 7 _

235711 _ i2
1587

e
2

1

3255
e»\

”'4
1057 «'5

^ \ 64 1024
;

128
^ +

12S ) n> +
96 *5 192 n b )
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±l
rfH 4 a- ti 7

+ - e
2 + q e

4 + — e'2816 \ 16

217 35 1
2

"64" 8~ 7

256

1587 , 3255
,—

7T e H e
128 128

1057 n'h

96 « 5

7 2 :

86

1

5 n'e

I

1 92 n R

\

t i J do do do
1 j\ n % , f -a ? \ 7

i^es valeurs de ^-p ^ sont les memes que celles qui ont ete données a fa

suite de fa 4i e
opération (page 702).

\ 44
e opération

destinée à faire disparaître le terme (127) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (127)*,

dans lequel l’argument est 2//; -h 2

g

— 2 11 — ‘2g'— [\l'

,

et supposons que R
se réduise à ces termes seuls, de sorte que Ton ait

R = —
1C
}

,
ri

1

\
1 3W ? 4
" â 7' +

8
tf

1

8
4 + | e" + 2 ./- 5 .,v- 2,

„ „ . 9 , „ ,

i 5 9 ,

V’ +
T(,

e e + T2 +V ‘

+ 7 yW_?Z 7v7 e e

( 225
, 225

, , 225
, 825 ,

\ 64
r ““ RT 7 '' ~ 77s

+ 64”
e <

if 971 465 75
, ?99 IgJ _ 495

\32 8
/

32 64 16
^ +

4 ^ ,6
1

49 89 j 9°5 - n \ n ' 2

256 "8 6 ^
) ,r

255 537
^ 2

55i 1 1 5 ,,
6885

32 16 ^ 4096
'

64 ‘ In”

55 1 5 635
2

6380965>
’> 1 1 635

2
6380965 , 16285 n'

i 28841 (d 9960575 n'

T 92 6
1

12288 '

2.4 J ~rê 288 lë
'

36864 4/Z
4 288 n b 36864 4

’

9 4 5 ..2 ,45 ,45
.64 16

1 +
64

É +
64

' “

Cette formule se continue à la page suivante.

Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (127), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R. avec celles qui y ont été introduites par suite des quarante-trois premières opérations.
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,œ i ^55 , ... 255 - , n 5y5 2 ,4

« e c
a ‘ L 6

16

^eV2

128

11475
2 ei

e
i

2

229^
e4^ iL' _|_

127233
£j2 g(ï «7 33a55a9

g2 g(J
X

« 1024 « 2

4096 /?
3

64
'

“
” a56

X COS (‘2 h -f- 2g' — 2 A' — 2 g
7 — 4A)

D’après la valeur de l’argument 9 du tenue périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = o, i' — 2
,

i" = 2
,

z"' = — 4 -

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

dL _ .

rfG _ c[H

<*
~ °’ dt

~ dt
'

La première de ces équations montre que L est constant; et si l’on intègre la

seconde, on aura
H = G + (H),

(H) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie L aux

variables a, e, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e; en les résolvant, on trouve

I-[S + i 5 (H) io69 . ,

195 ,2
j

X L 12

79 X L 15
j 53 XL' 8

|

16 L 32
+

64 J1 F-
8 F'° 4 F-

rJ

\

£ (H)

2 L

ii 5 L 12
1

“3â~ u s

f

Si l’on remplace a et y
2 par leurs valeurs en e dans 1 expression de G, il

vient

G = L 1 f e2 — f e
4 - G <

2 8 10

F 225
4 ,

225 (H),, 675 d + 32 ^ , /2
j

XL3
675 2

XL !
’ 216093 , XL12

J

L H
‘ +

32 L
^ _

256 64 J f/.

4 ' 128' '

4096 p-
s

r

, V, tfr/ït 1 / -a °

et si î on remarque que on en déduit

d.ë1 nnU 1255 , „ 255 (H)
, 2

255
s , 576 ,

dt u 2

j 4 4 L 8 4

!
32

11475 (II)

32 L

2293 , 2 1 /££
32 ‘ j U.

2

241983 , ,2
XL6 1748827

2
XL3

)

256
, <r e" —g—

t
sinf

5 12
,

2e
).
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Bailleurs ou a

dt
— 4 n' — — 1

rfR _ dR
dG

2
d}\

4«';

729

en tenant compte des valeurs de ~ qui doivent être em-

ployées après la 43 e
opération, et remplaçant a et y par leurs valeurs en e, on

trouve

dO

dt

(DJ

n + 6
(Hl_ 3 ^2^1 Vÿ + M5«2k« + 4i

L 2 L 4 4 dp- it> p-' 6

67 «7_L3

64 p
e

«'*L*i 255 a55 (H)
,

r i 4 4 l

[=
293 „ 1147^ (H] r

32 ' 3-2 L

6885
2

64
C e

j :
d

241983
,2
« ,2 L3

j 748827
, 2

«'•’

L

9

256 K4 5l2
4

u.
8

COS&.

l^es deux équations différentielles (C
/i4 ), (D44 )

correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III; elles n'en diffèrent qu'en ce que la variable 0 qui

n'est autre que
^
G

j
a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Si

011 les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les

coefficients de sinÔ et cosf), puis tenant compte de la première puissance de ces

coefficients, et ainsi de suite, on trouve

(E,

(bd'

r
255

L '6
_ c

\
e
n -u — LU -

255 5? 5
.. . e.e

16 L 1

255
4 12

32 0
16

V

r5? e\ r *^4L __ a yi
164 64 L 0

64

+ 18423
2 ,2

ri
i
L*

,

24 /

5

1 33 ,
ri' L 1

64 2048
cos &

0 (
t -f- C

)

,

= J

-![f-

_
L 64

T. XXVIÏÏ,

255 ( H i

en -~ el e
' 2 - LU e

>* 1 ’ÜL
16 J p-

3825 (H

64

(H)^_ - -'j
*'2

I

L 128 ^ J p.'

18423 t/- V 24i5i 33 «"L i2

64 F
— +

2048
sin 8,(l + c).

9 2
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e
0

et c sont les deux constantes introduites par F intégration, et 0
O

a pour

valeur

4 + -

3 iïV_

F
2

225 n 12
L°

16 p.‘

Si l’on prend la valeur de e
2 donnée par la formule (E 44 ), et qu on la sub-

stitue dans les formules (A 44 ), (B 44 ), on en déduit les valeurs de a et de y
2

en fonction de t, qui sont

(GJ

i5 (H) I0^9 2 ,

*9$ /*"] «'“L 12

79 /?' s L 15
1 53 « ,c L 18

)

l> +
16 L "3T

C
” +

64 J y.
s 8 4 f

' 2

\

272595

5l2
e'

2

~rf- cos9
0
(r + c),

(H«)

f
i(H)
2 L

1 15 »' 4 L 12
)

32 fJl

8

i

1 (H) \ 255
"

2 L
\ 32

6
‘

765 „ n 12 L6

c c,

128
0 U4

cos9
0
p4- c )*

Désignons maintenant par a
0

et y
2

les parties constantes des valeurs que

nous venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

L2
l fi3 i5(l!) Io6V -t-

‘ 9V 2
-]«'4 L 12

79 1 53 n ,e L ' 8

J

f! [
32 16 L 32

0 +
64 J F-

8 8
F-'° 4 F

-'
2

1

1 [H)

2 L

•n 5 n” L12
)+

32 p
s

i

De ces relations nous pouvons tirer L et (H) en fonction de a
0

et y
2

;
nous

pourrons ensuite remplace!' L et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E 44 ), (F 44 ), (G 44),
(H

44 ), et elles deviendront, en mettant n
0
pour

vV-= ?

«0 é*7 0

2 , 2
255

2 ,
,, 255

„/2
575

l6
e

“
e - “

g
-
7 «

e
o
e " 1T ^0 6 “

16
0

(7^ e > e’>
3825 , f ' 2 765 4

\ 64
^ 32 7 “

64
“

) «0

18423

64

„ n
'3 24i5i33

r,'2
|

/> - P

n\ 2048

,2/
-Cl o
K J

cos 0
o p 4- c),

2048
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(FJ.

e=0
o
(*4-*)

f / 255 ,, 255

7 3i

) \ ' 6 8
7

2
e
n

t 0
c

255

765 , 2 _ 3825

64
C

32

. O ro 575 Jc 0’ c
16

,U
22q5 2

"' 2

. I

128 ^ sin9
0 (^ + c),

(
G'J « = vj 1 +^^C e

' 2 ^cos0o
(r+c)

J,

( H' ) 7
2 = 7

2 -4- F 7
2 A2

e
' 2 — — — 7

2
r*

2
r'

2 — 1
1 4j ‘ U '

[32 L °
e

n
0

128
7o u

« 2

J
cosQ

0 (*+ c).

La valeur de 9 n deviendra de même

. 3 /?' 225 ri
2

4 H h -77
- —

2 u. 16 rit }

Calculons maintenant les valeurs de h H- g -f- / et de h en fonction de t

.

Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d[h+g^rl)
dt

dR _cTR __dR
cl L clG im ’

clh _ _ r/R

dt
~ ~~

7ih’

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d [h ri- g ri- l)

dt
ï-q.-s,
n L * 2

r + 1
« + 5 «'• + £5 e. t - &L g _ 7p. g82 3i n 64 n 32 n

\

ri~ F 765 255 ,, 255 6885 «' i8335g7
, ,, n'-~[

“37 [76" e e j-T e e ' ri- e- — e2 e*— -] _
j

^ = _ [3 __
3 3g 5£7

dt n [ 4 2 7
2
+

8 32 /

ri
2 r 255 ,, 11475 , ,

«' 1
—r ee

'

7T e e — COï
n L 16 128 n J

COS 9

.

d où, en remplaçant a
, 7, e, 9 par leurs valeurs en t données par les formules

(^4 4 ) 1 (FJ, (G-
.), (H’J, puis intégrant, nous tirerons

'

hri-gri-l=(l) + 1

-{ih'ri-ig ,

ri- \l')+ (- 8
. +0 (t + c)

(KJ, f ( 7^5 2 ,, 255 , , ,2 255
,

lUr° e ‘“l6
-
7^ e + 556^

^95 , ,

1154331 ri
3

128
0 « 2 2048 0

«'H - „ ,

92.
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(L.J h — (h) 4- h
0
(t 4- c) + r

a55 , ... n'
. C" c —
L 64

u

«o

38a5

256

, ,,
nn 1 .

sin 0
O
(t -4-c).

(/) et (h) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21 ); l
0

et h
0

sont des quantités qui, comme 0
O ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n\ e\ mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -1- g H- / vient de ce que l’on a

+ -04-/4- -[ih' + ig‘ 4- 4 /')-

2 2

Les six formules (E'44 ), (F
44 ), (G 44 ),

(H
44 ), (K 44 ), (L 44 ), constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (1) et (127); dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la première règle du n° 50
,
et si nous remarquons que l est égal à

— ~Q 4-
(
h + g 4-

/) — (
2 h' 4- 2g' 4- 4 /'

)

,

nous serons conduits à eflèctuer la transformation suivante :

Formules de transformation.

On remplace

a par

2725q 5 n u
/ e

-
e - _

5 1 2 • n
r- cos ( %h 4- %g — 2 h' — 2 g' — 4 /'

)

1

1

c
1 par

[(1
255 , , 255 , 255 n 575 , ,4

\ n— e
2
en 5- 7

- e
2
e'- — ~ e" e

12
e2 c" —

b 8 32 16 J n

f g 2 g' 2 _ ry 2 g
2 g'i _ g 1 g’-

V 64 32 ' 64

18423+
64

,n rs

24 i 5 x 33 . , ,, ,

? + evj c°s(2 +2ftff “ 2

7- par

V
2+ ~ Y^7

2 eV 2

J.]
C0S(2/l4-2^-2//-2^'-4/')

7
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l par

f / 255 „

L\ 3^

255
f en

255 , „ 575
-5— e- e
32 32 “K

/"765 _ 3825 2295 W 2

\ 128 64 ^ a56 y « 2

18423
(J

/z'
3 241 5 1 33

128 4096 ?] sin
(
ih + 2 g — ih' — 2g' — 4/')

£ + g -M par

255

Te"

255

256

n'

n

2295

128

1 1 5433i

2048
sin (2 h + 2 g ïh' — 2 g' — 4 1'),

h par

f
r

^l e> en>±

L 64 n

3823 ,

,

—
-rjr e

2 e 2 sm (
2 h + 2g — 2 «

256 « j
'

2g-'- 4/').

Nouvelles valeurs cle R, L, G, H,

Si l’on introduit les valeurs de n, e
2
et y

2 données par les formules (E 44 ),

(G ), (H' ), dans les expressions de L, G, H en e, y ,
on aura, en sup-

primant les indices de a
0 ,

e
0 , y0

et n
0 ,

L„ = ancienne valeur de L
(
page 685) ;

G
u
= ancienne valeur de G (page 725),

r* t
255

2 /2
^

G,= _ s/a v..—e e

H„ = ancienne valeur de H (page 725).

D’ailleurs ô, est le coefficient de sin ô
0 (£ -f- c) dans la valeur de ê donnée par îa

formule (F'
44 ) ;

on en conclut facilement que, d’après le degré d’approximation

auquel nous nous arrêtons, on a

i(0
I
G

1
+ 2 0

2
G,+...) = o,
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Gela posé, si l’on se reporte à la première règle du n° 30 et qu’on tienne

compte des valeurs de i'
,

i"
,

i”'
,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R

s’obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages

et 733) dans la valeur qu'avait cette fonction avant la 44
e opération, et y

ajoutant

+ 2«'(G — G„).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (127) de R, joint a la

quantité

+ 2// (G — GJ,

doit se réduire à une simple fonction de a, e, y ,
ce qui fournit une vérification

des formules de transformation employées; la fonction de a
,

e, y ,
ainsi obte-

nue, n’est autre chose que la valeur qu’avait précédemment le terme (1). Quant

aux valeurs de L, G, H, elles n’éprouvent aucun changement. La valeur de L

est la même que celle qui a été donnée à la suite de la 4o'’ opération (page 685 ),

et celles de G, H sont les mêmes que celles qui ont été données à la suite

~ , • 1 r 1 da (ÎCI

de la 43
e opération (page 726). Les valeurs qui s en déduisent pour

-—G, . ,
. sont donc également identiques avec celles que l’on doit employer

après la 43
e opération.

45
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme
(
1 3 1 )

de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (1 3 1)*,

dans lequel l’argument est 2.

h

-+- 2.

g

— 2/1 — agy
,

et supposons que R se

réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

R =

,
a2

1 1 3 , 3 , 3 ,, 3 , q ; , q , ,, 9 , ,, i5 9 . ,

m’ —A - - -7 +ô e + ô e + -T —,1 e -77 e -G + ôT e + 7 7 e'

a13

\ ,4 2 8 8 2 4 - 4 1(3 02 4

9 y _ PL ÿ e
i
e
n

4
' 8

Cette formule se continue à la page suivante.

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (131), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des quarante-quatre premières opérations.
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( 225 , 225 , , 225 .

-'32 -T 7
9ZI^ + 465

32 ^ 64

75.
. t ,

^99 ..2 „2 49^

16
7- e

16
y- 6'

4989
,4 _ »9° 5

256
(

8

+ m -s

/ 255 53 7

\ 32 l 6 *

/ 5 5 1 5 635 .

V >92
' ~ 1

1 35
, „ 675

[28 64

/ 29727
e 2 d

’

1

\ 1024

4096

6885 ,,\ ri

64

638og65
2

16285
, 2
\ ri

* 28841 ri s 9960575 n
e

' « 4 288 « 5 36864 fl
612288 24

f 9_ _ ! ,

45 , 45 « _ 4911 Li
l_ 64 16 ' 64 64 1024 « 2

if ev+!XvX
256 256 / «

j 1 348

1

5l2 r £
" . 66i4l

t>(

X X
2048 J ri

1401951
2 , 2

ri
3 191465059

2 ,2
X 3 1

5

4096
(

« 3 ^ 65536 n“ 256

a

V1

X cos (2/1 H- -2 g — 2 h' — 2 g')-

D’après îa valeur de l’argument 0 du terme périodique que 1 ou a conservé seul

dans cette expression, on a

i = o, i
’ = 2, i" = 2,

£"' = o.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

d_l _ <m _<m
dt ° !

dt ~ dt

La première de ces équations montre que L est constant; et si l'on intègre la

seconde, on aura
H — G+ (H),

(H) étant une constante arbitraire. Cette relation et celle qui lie L aux variables

«, e, y, peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction de e
;
en

les résolvant, on trouve

L 2

(A„)

i 5 (H) Io69
e,.

J 95 „ 1 XL-
1

16 L 32
+

64 J P-

s

r 79
,

167 (H) 73

1

, 2
21 33 ,,~j X L 1 '

L 8
+

8 L 4
+

16 ^ J p
10

1 53 X L ls 22441 X L 21

\

4 p
12 i44 X

1
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„ , . j (
H) l i , 3 ,

1 i5 n'* L 12

(B^ r = "âT
j

1

8
e +^^r_

Si i on remplace a et y
2 par leurs valeurs en e dans l expression de G,

vient

G = L

U 225 , 225 (H) 676 325 , r l nnU 67 5 2
n '3 L3

,

216093 , n'* V 7

|

.

p
4 128 ^

p
6 4096 ^

p
8 k

’

et si Fon remarque que ~ on en déduit

rf.e
2 »' 2 L 3

dt
+ ^eV2

-

8a5
„ „ „ „ „ -U - f M

3a 32 L 32 64

(G

D’ailleurs on a

+ faw«. e-+
L 256 256 L 128 J p*

716163 , , 2
« ,?, L9 205571209 2 , 2

72

'

4 L 12
3 1

5

5i2 p.
6 ^

j 6384 ^
p

8 64

dO dh dg dl\ dR
dt

=
'*dt

+ 2
dt

= ~ 2
‘7g

~'2
dË’

e
2
e

'2

-^-r2 ) sm
pT « 2

en tenant compte des valeurs de •* qui doivent être employées

après la 44
e
opération, et remplaçant a et y

2 par leurs valeurs en e
,
on trouve

«r/0 « ,J L3
S 3 .. (H ) 3 ,

o— — ) u 5 J—l e
2 -h - e‘

dt y? j
2 . L 4 4

L 16

225 225 (H) 675 , 825
, 2
1 «'L3 4^7 nn L6 294290 /z'

3 L

16
1

8 L 32
e ’ T'

16
e

1 rrtf

J r

n " L
1 f 135

y*
I

ti75 (H) _ 4o5 825 '] yer

p
:

\ |_
32

+
32 L 64

+
64 '

j p
J

t
29727 i ï 348 1 (H)' „ 162009 ,

,, “1 *•/?'-

1

256
'' +

256 r e
‘

5Ï2
- ^ r

J

64 p
4

1024 p
6

5

716163 n
'3 Ln 205571209 ,, n'

i L 12
3 1 5 ,, L“ . .

H- e
' 7 p- p *

c
12—

i
(- 777-e'

! ——7 UosÔ.
5 t 2 p 1 638 4 p

s
64 p

- a

Ces deux équations différentielles (C vs ),
(D

/<s )
correspondent aux équa-
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tions (23) du chapitre Ifî; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qm

n'est autre que-

G

j
a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Si

011 les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les coeffi-

cients de sin 9 et cos 9
,
puis tenant compte de la première puissance de ces

coefficients, et ainsi de suite, on trouve

jf45
45 (H) 45 35

\ L 16
0 1

16 L 0 32 “ ^ 8

(E
4 f 3^67 .

,

783 (H)
—z-T-ele

*•*17

-SH n‘- L°

l 64 ‘64 L

2ia39 .,2
^"' L

,

1 53533 1 7 )2
n'

i L IJ

,

io5
„ 2

L' ^
“ër e

°
e ~~

"(P ii ,vH COs 5' ?
1 -h

e = M' + <d

(F«

r'
1 -4_

45 (H)
,'2 45 . #2 35 •1

,?
'

L3

16 L 32 0
C +

8 ^
J F

2

326" 783 (H) 8655
2 ,7] //

2 L6

64 ‘ 64 L 128 i F
4

_4_
21239

c
>2
Rn L”

.

1 53533 ï 7

64 F
6 1

6144

io5 ... L ;

« ,

3T
e ''^< sin &„ (t + c

e
0

et c sont les deux: constantes introduites par l’intégration, et 6
0

a pour

valeur

3 2 9 , 2
225 «'L3

4167 «' 2 L 1

’
)

4
é
’°

4
e ^ 16 p

v

64 p* |

Si l’on prend la valeur de e
2 donnée par la formule (E

/)5 ), et qu'on la substi-

tue dans les formules (S,
5 ),

(

B

5 )

,

on en déduit les valeurs de a et de y
2 en

fonction de t, qui sont

(G»)

a
0(H) 1069

, 05
e
n j

*'4 L 12

16 L 32
tu +

64 _! F
s

’

.

[79 167 (H) 73r
,

21 33 "j /F 6 L 16
î 53 n'6 L 18

2244 1 n< L'
J:

J

L»
+

8 L 4
"

u + 16
4

.J F
10

4 F
' 2

144 F
-' 4

1

L2

\
48io5

_ 2
^n’h L,s

,

4545o63
,2

«'e L ,s

y.) 512
e

»
e

p
10 +

2048
r

°
e COS0„(/-f- c),

T. XXVIÏ1 93
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, I ,
,

3 ii5»'*L

(HJ

2 L (* '
2"" ’ 8

~ ”
32 J

i Ül
J

\

45
(
,n

r±R .

3a67
g » e

« n
'2 LJ* I « 1

r . „ -r
(
r —T- -i 5

-
fc'ô e —— ' cos9

0
(t + <).

2 L
j
32

1 y 128 y )

Désignons maintenant par a
0

et 7 J
les parties constantes des valeurs que

nous venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

LM F 1 3
,

i5(H) 1069
2

i 9 5 ,2
1«'4 L 12

= J
1

1 “ Ls + 76 T 3T'
£'

0 + '64' e
J ~

J

-

(
79 ,

*67 (H) 73i
,

21 33 ,,,
1 /z'

5 L 15
1 53 n 16 L 16 2244 1 n

r
‘ L 21

)

L 8 8 l 4
'• +

.6
'

J “ ,u
4 y

' 2
144 y

1 '

i

(H) 1 5 n '* L 12

7: = ~
2 tr

I

1 +
;

e '“ + +
“3J

De ces relations nous pouvons tirer [j et (H) en fonction de a
0

et y~
0 i

nous

pourrons ensuite remplacer L et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E,
<5 ), (F,

5 ), (G i5 ), (H.
iS ), et elles deviendront, en mettant n

0
pour

vG= •>

«
0 V fi o

«’=«:-
[(I

' •
»"

‘ •
•* + ï '

• J i

lE'Jl

21239 0 ,,
n ,z i53533)7 ,, «

-tt'
‘

- ci e
2 —

7
64 6144

105
c 2

e'
2

• -G
J

cos9
0 p + c),

32 “ a

9 = 0
o
U + r

35 ,
\ n'

T e<
) n,

(F'

J

+ r é 45

,

2 _ 45 _ 45

L \ 16 8
/o 32

0

/ 3267 783 8655 „
«'*

+
(-6T-^

+ 21239 « i53533i7 « 4 io5 ,, “0 1 « .

„
J
e

2— -1 t c'
2 — + e ~ sm 6,, (

i + c
,

64 ni 0x44 "l 32 " 2
*

12
• Gl sir
a -J

n — (/ i i
— 48io5

, 2
n 1 '*

4545o63 , , 2
n'

6

r
48

L 5 ,o4 8
+

(«', I 7
, = 7Î - + cos9.('+'
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La valeur de 9
0
deviendra de même

,~/2 s- o • o

0 _ n r û . 3

45
e
OPÉRATION. 7^9

223 n

16 n,

4167 n '2
'

Calculons maintenant les valeurs de h g l et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d (// / )

dt

4R _ dR _ r/R

d L clG dW
dh

dt

d R

dW

où nous devons mettre pour .R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d
(
h + g+ l) » ~

f . 9 _ i2 | 9 ,
3 „ 13

dt ? 7 . + 1
«+ ; + 3 / - ^ vV - f 7V + ± ^ e.

3 , 27
7T~ ( H TT •

il t 6

*375
c2 " ( 45 J 207 2

ii325
,

6765
32 n 64 8 128 128 / n 2

787 l8979 «2 ,97
32 192 8 <?'2

/C
J F / 4o5 , 3375 , i2i5- e

~
e ~

5l2

dh

dt

n'
2 T 3 3 a 3 , . 9 , 2

22 ;= -
7rl 4 -r'

2+
2^r +-37

« f 675
2 ,

n 11 3481
2 ,— ^eV2

(- _L__ e '2 _ COS 0 ;

« L 128 n 1024 n r

1

é-
4
£

/2

I-
7

1 n

,

267543

1024

203 " ,3

1
32 71° J

267543 „, 2
,

85o283i

n 2 2048 <•£] cos S

,

]

d’où, en remplaçant a, 7, e, 0 par leurs valeurs en f données par les formules

(F45 ), (F
4B ), (G'J, (H;

5 ), puis intégrant, nous tirerons

; h +g + l= (l) + l

- [ïh'+ ïg') + ^0O + (t+c)

(KJ _ [ f * '» _ 4* 2 « ü 4 „\

7

i L V <34
ü

I6 7 °
e

»
e +

256
e»^ J« 0

f ,

9801 ,
z?'

2 1498833 ,
„«'3 l

. , ,+ 17s
e’ e 7? + ^iT e’ c ^J“M' + C )-

(L„) h =(*) + *,(«+ «)- + Hn8,(.f+ e).
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(/) et (h) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); l
0
et h

0

sont des quantités qui, comme 9
n ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n! ,
e\ mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h g -h l vient de ce que l’on a

h + g -\- ! = f 0 + / + - (2// + 2g').

Les six formules (Ë'
45 ), (F

45 ), (G 45 ), (H'
4B ),

(K„), (L 45 )
constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (1) et (127); dès lors nous n avons plus qu à

appliquer la première règle du n° 30, et si nous remarquons que / est égal à

- Ie + (A + g + 0 — ^(aA' + a g'),

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation

.

On remplace

a par

-i-[
48io5 , ,, n""——

- e e -—
5 1 2 n-

4545oG3
2

,,n

2048 ti
e‘ e'-— 1 cos (2 h + 2 g — 2I1' — 2g

1

)

j

?

e par

F (^ eV 2 - FLfe 2
e

ri - ^-ei
e

,2 + -
[ \ ib 8 32 8 ] n

+ îi!

\ 64 32 ' 128 / nr

2 1 280 ,
..n

11
1 53533 1

7

„«'4

+ ~W e
~
e

61 44
" <re ~V

io5
, „ ci- 1
e

~
cos (2 h + 2 g — 2 li— 2 g

1

),
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/ par

l r(|5,»_^ 7
=
e«+M e

,
e
„ + 3s

e
„w

L \ 32 16 32 16 ) n

(5îÇ,»_22 ïv- + i^ evA£
\ 128 64 256 ] n

2ia39 nP i53533i7 k>5
2

_

1

128
1

n 3 12288
L

n 4
64 « ,2

J
sin (2/(4- 2g — 2/2' — 2g'

),

A-t-g-M par

4- g + l

r/i35 . „ 45 , , „ ,

[UT e
7ë
7e '

e ' + _45_

256
<r e • —

9801 2 n nn 1498833
2 ,2

n
ce — H

•"
e

2048128 /t

«'3 T
s
2
e'

2 — sin
(
2/2 -j- 2g — 2/2' — 2g'),

h par

^
[ ii

e' e” i +S e"ÿ ]
sin '11

1

'b + *s - 2 'K ~ ^s
'

>•

Nouvelles 'valeurs de R, L, G, H.

Si l’on introduit les valeurs de a, e
2

et y données par les formules (E*
45),

(G'
/j5 ),

(H'
45 ),

dans les expressions de L, G, H en a, e, 7 ,
on aura, en suppri-

mant les indices de a
0 ,

e
0 , y 0

et n
0 ,

L
0
= ancienne valeur de L

(
page 685);

G
0
= ancienne valeur de G (page 726),

ri / 45 2 12 " -

G = /«p • -T^e
1 e —

1 1 32 n

H,
j
= ancienne valeur de H (page 725).

D’ailleurs 9, est le coefficient de sinô
0

(il -+- c) dans la valeur de 9 donnée par

la formule (F'
45 ); on en conclut facilement que, d’après le degré d’approxi-

mation auquel nous nous arrêtons, on a

-
( 0, G, + 2 9, G2 + . .

. )
= o.

Cela posé, si l’on se reporte à la première règle du n° 50, et qu’on tienne

compte des valeurs de i', i'\ i"'
,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R
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s’obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 740

et y4 ï) dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 45
e
opération. Par ces

substitutions, l’ensemble des deux tenues
(

1
)
et

(
1 3 1

)
de R doit se réduire à une

simple fonction de «, e, y, ce qui fournit une vérification des formules de

transformation employées; la fonction de «, e, y ,
ainsi obtenue, n’est autre chose

que ia valeur qu’avait précédemment le terme
(

1 ). Quant aux valeurs de L,

G, H, elles n’éprouvent aucun changement. La valeur de L est la même que

celle qui a été donnée à la suite de la 4o
e opération (page 685) et celles de

G, H sont les mêmes que celles qui ont été données à la suite de la 43
e opéra-

, , , ,
. da da da de

îion (page 7 20 ). Les valeurs qui s en déduisent pour -jy> • • •

sont donc également identiques avec celles que l’on doit employer après la

43
e opération.

46
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (33o) de R.

Prenons dans R le terme non périodique
(

1
)
avec le terme périodique (33o)*,

dans lequel l’argument est h g — h' — g' — l\ et supposons que R se

réduise à ces tenues seuls, de sorte que l’on ait

r =

4 2
r

3 3
s e

2 + k e
'2 I,/_9 ^

2 7
4

y L" 16

l5 „ Q , .

+ T- + 7 7‘ e
32 4

+ ï 7v:
a7 2 2 j
"ôt r e e

+
225

128

825

.64
e e

r>'

n

33 ,

T 7 32 ^ 64 16
y ^

/255 537 2 55 1 1 1 5 2
6885

, 2
\ ri

"

\ 32 16
1

4096
(

64 / «3

495

iG
T e "

+ 4989 s^ 256

Cette formule se continue à la page suivante.

* Il ne faut prendre pour ces termes (1) et (330), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

valeur primitive de R
,
avec celles qui y ont été introduites par suite des quarante-cinq premières opérations.
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/ 55 1

5

\ > 92

635
2

6380965
2

(

16286 ,.2\ n ''
•28841 « ,5

9960675 ri0

6
' 12288 24

(

) n' 288 ri 36864 n ''

9 45 _ , 45 2
45

,, _ 49 » » ^ 1 (£_
\

64 16
1 T

64
f

64
f

1024 rv J a '-

|

ri ni
i 5 1 65
~~r

e G- —TTib 16

45 ,re -H e ~ 37 5 ,

ee
- — 7 e

16

495

64
7 c

" + 1 65
7- ee

32

225 2Q25 ,

e T e
128 128

8775

5 l 2

3oi 5

256

2048

66619

2048 T c
713475

8192

x 5 1 53

2048

*

444o5 nn

1 6384
(

ri

107015257 tri io 5 ri
^

1672864 ‘
ri 128

f

cri
(

X cos (h H- g — Il — g' — /').

D’après la valeur de l’argument Q du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

,= 0
,

i'= 1
,

i"= 1
,

i"'= — 1 .

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

clL _ dG_ _ dti

clt
°

1

dt dt

La première de ces équations montre que L est constant, et si l’on intègre la

seconde, on aura

H = G+ (H),

(H) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie L aux.

variables a, e, y, peuvent être regardées connue déterminant a et y en fonc-

tion de e; en les résolvant, on trouve

L- l

;
aj

r 13 15

L 32
+

16

1 (H)
1

2 L

i5 (H) jo69
,

1 9
r>

„n 1

n:'4 L 12

16 L 32
+

64 '

J y
s

ï
79

ri
167 (H) 73. ,2 ,

21 33

[ 8
+

8 L 4
'

ï 6

, ,
3 „ 1

1

5 ri' L 12
t 53 1 >ri V

1 53 XL' S 22441 ri’ L"'
1

*44 V-

(K) f =
8 32 jri 96 y

10
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Si Ion remplace a et y~ par leurs valeurs en e dans I expression de G, il.

vient

G = L

r ëzé ^ üii ^
L 1 28

'

64 L

— c2 + 225
(
H

) , -^4
325 ,

- e
2
e

64 32 L 256 64

2025 .

256" C ' + t
6

56
'V".

]
/G L3

1 P-

a

216093

4096

12

e
4107^69 , n

'*

L 15

l

'12288 p
,# P

PG PR
et s« I on remarque que

yjj
=

yfy
on en déduit

(CJ

de

dt

n'
2
L“ l 1 5

p
3 a

1

j
16

i 65 (H) i 5 , i 5 3t5 (H)_
j

¥T +
64

+
8 ^ 64 L 2

495 (H)
a

1 65 (H)

î 28 H ‘ 16 L
e

12

i5

32

j

5

2 ,3 j
225

(

2925 (H) 8325

32
^

^
|_

!28 256 î.
^ 5 1

2

256 J p
2

r 12489

J_ 2048

2391 19 (II) 620997
g7

61653 ^"1 P 2 L i;

4096 L ’ 8192 2048 J p
4

4o8go5 « ,3 L9 i43375i83 n ”' L12 ïo5 L ;

1 6384 p
6 1572864 p

8 128 p.
2

ft'
J

D’ailleurs on a

dO
_

dh
,

clg >
r/R r/R

dt dt r*
" “

dG r/H

1 "i -B Cl Cl CICI CIG " \ , A o

en tenant compte des valeurs de ^
? PG’’*"

f
l
ul dolvent etre eFl1'

pïoyées après la 45
e opération, et remplaçant a et y2 par leurs valeurs en e, on

trouve

(H)

L
3 2,9 r
- e + % e

n 1 L3

P-

2

f 225
,

225 (H) 675 2
82A

, 2
1 /?'- L

1

LIT + Te" TT ~ ¥T
+¥r

J p
4

4167 72° L '

f

294293 «'4 L12

|

128 p.
6 ' 2048 p-

5

f

^
i 5 J 65 (H) io 5

3 ,

I_5
,J 375 (H

)

2

,

2145 (H) ,
,

n 65 (H) ,

j 16 32 L 64 8 64 L 2
1 28 L 16 L

75 .
io5

G-e +— e
2 e

'-

64 32

r 225

[128

2923 (H)

256 L

q,58 7 5 ^ + 3oG
ff#î

j

«T
5i2 256 j p-

2

12489 . 259119(1!)
|

2128947 ^ ,

6i653
, 2 ~j

P 2
L*

2048 ' 4096 L 8192
T

2048 J p
4

4o8go5 »' 3 L9

_

i 43375 i 83 //' L 12

1 6384 P-

e >572864 p
8

io5 L4

128 p
2 a 2

cos 6.
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^es deux équations différentielles (C 4G ), (D,
i6 )

correspondent aux équa-
uons (23) du chapitre III

;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui

n est autre chose que G) a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction.
Elles rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations

( 89 ), et si on les in-

tègre à î aide des formules
( 4 °)? on trouve

!
e cos 0

(E,0\

[4 + (H) 15
p

15 3t5 ( H)* 1 65 ( H )
1 65 ( H

)

! 16 32 L • a ^ r* .
—- H - ~ e „ H —— e+f Tr +^r e:

3 1 5
,

4635 (H) 4^75
,

3645
, 2

”j n 'ïV'

12S
~r

256 L
~
1“

128
r

"
256

e
u.

b a ’

p9769 547479 (H) 364263 _ 2 165693 ,,1

L 2048
1

4096 L
+

2048
e

" +
2048

e
J

1371059 ri * V '•

_ 740745071 /T
5
L'- xo5 n'

U

i 6384
l
J-‘ a '

1572864 p" a '

128 p
5 «'3

nn L 1

p.’ «'

16 L

_ 121 s , Il H n'U
128 ü ^ 8

0

J p.V/

225 n
1 '-

L 10

^56
e

° ywr

45 ^ ,

825 (H)

64
0

128 L
0

il
128 G + 32 ü

J y.
1

a'

8865
, n^-U+ X77

c'
; jcTr

812295 , «
,3 LM

|

(FJ

e sin 0 = e
u
sin 9

0 (
t -f- c

)

825 (H)

128"' L 0

45 4

128
^°

n ' L 1

p.
3 « '

8865
2

«' 2 L S
812295 .

«'3 L“ J

577
e

»
j

smaô.p + c).

e
«

et c SOÎlt *es deux constantes introduites par F intégration, et a pour
valeur

,j-, + [p 3
m_3

e , + ie
,!

j^1 +^^v ^
67 n'sV

128 p.
6

Si de ces formules (E
46), (F,

6 ), on tire la valeur de e
2

,
et qu'on l’intro-

duise dans les relations (A,
e), (B

/i6 ), on en déduit les valeurs de a et de y
2 en

T. XXVIIL ,
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fonction de t

,

qui sont

,5 (H) 1069 I?5 «1
16 L 32 ° 64 J f*

8

,67 (H) 73 1 ai33

"Tl 4
0+

16' J p’°

L2
l itio35 /?'5 L 17

,

io38495 «'c L 2 "

p |
a 56

8 (/"«' 2048 0

f^

13
ri

cos 9
0
{t + c) r

1 53 rc'
G
L‘

s

"T p-

12

22441 n'' H 21

|

ï 44 p
14

I

(HJ

1
(H)

2 L
1 H—

-

2

3
4

8
C'° +

32

1

1

5 «'4 L 1:
1 53 1 /P

5 L 15

\

96 P-

10
I

1 (H) l Ti 5

+
ï 17|L-6

i65 (H) io5
3

e
* + ~

te
~

L~
ea +

64

i5

8

3 1 5 72
'2 L 8

+
T28

t<ü

^ri
29769^ /2

,3 L n

2048 0

[
ri

‘

ri
00s 0

„ p 4- c).

Désignons maintenant par a 0
et y\ les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et y\ de sorte qu’on ait

-[
i 3 £5 (HJ

32 ^ 16 L

7;
2 = - - ^ D + D’o + i

e
2 L

1069

HT +e
° ^ 64

,1 ri' L 12

J P*

[? + 167 (H)
“8" X"

" 7 31 p 2 ,

-33 1
~ T ‘ + .6 ‘ j

3 4 4-
1 15 n r‘ L 12

1 33 1
/?' 5 L 15

|

8
£ 0 + 32

[
7-
8
+

96 p’°
1

72'5 L 15
1 53 ri

* L1S 22441 ri
'

L21

\

144 p
u

y

De ces relations nous pouvons tirer L et (H) en fonction de a
0
et y\\ nous

pourrons ensuite remplacer L et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E.J, (F 4e ),
(Gie ),

(H 46 ), et elles deviendront, en mettant n
0
pour

s/p.

7
= ’

(e;,

cos 9 =
1 65

TêT

13
2— e

16
0

1 5 375
r

16
7o
- 495

32
75 1

1 65
2 Pn

io5

128

i5
„1 p'1

( 3 i 5 4635
_ s .

4275 2 ,

^45 /2 \ fri
_
ri

\î 28 128
7o ^ 128

C
° 256 ' J n

;

’

a'

Celle forimrle se continue à la page suivante.
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(
29769 ;547479 + 1

364263
-4-

\ 2048 2048
/o + 2048

11

1 37 io59 nn a
o

742242671 «'5 a
n

1 6384 n
l

a' 1572864 fi„ n'

225

L
C|l +

756

fi
' 2

ÿ] cos 0
„ (

/+ c
)

r/45 2
825 , , 45 < ,

45

L \64
e

°
64

“
7 “ f'L'

ICO
CS

1
32

46° OPÉRATION.

165693

74/

2048
_ . ^
ni a'

5i 2

fi n
0

*<>' a!

nn
. 5i

K
812295

8192

fi'
3

fl.l— 1 -7 O
«0 « J

COS 2 ©K + f)
,

/ e sin 0 = e
0
sin 0

O (
£ + c

)

K [(S
1

825
2 2

(TT
7^ — e; + 45

P 2 ^ ,2
a
0

128
ü ^ 32 / «0 a'

8865 ,
fi'

2 812295 ,
«'3

+
5l2 X a '

8192
f

°fio

-4^1 sin 2 0 (
t 4- C

. i r i6o35 fi'
5

fi
0

io38495 n 16 a 1 . ,

(C„) « = «.)- L^ir'i;r i + 'x • #J
cos9- (

' + C
M’

(WJ'
-kg-

5 i65

3 1 5 fi'
2

fi
0 29769

128 «j
«' 1

2048r
e"K]“s9<( ''K).

La valeur de 0 n deviendra de même

9 ,j\ fi’ 225 fi'
2 4l67= "'[” I +

l7 _67i_ i
eî4

‘I
e

'

/fi„ ' 32 fi
2 ‘ (28

l l:]
8 < J'

Calculons maintenant les valeurs de A H- g' H- / et de h en fonction de t.

Ces valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d{h + g+l)
clt

f/R r/R _ f/R

ci L dG d H

dh

clt

f/R

TF

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

'K + g + /)

dt

n" T
-7 2+ |e 2 + -e,2 + 3 7

4 - ^ 7
2g2

2 8 2 4 K” 3i

27

16
1

Cette formule se continue à la page suivante

94 -
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^675 2
n’ /45i 207 2

11 325 , 67G5 ,.2
\ ri

'

1

32
L

n \ 64 8 ^ 128
( ^ 128

C

) n 2

_ 'Êl —
32 11

3

18979 9 «1"1

1 92 n' 8 nn J

a f 1 65 1 485

L 32 32 f eJr
io5

32

1 65

IcT'

-+-
/ 3825

\ 256
6

43875

256

65g25

5l2
<?
3 + 5 ia55

5l2

n'

n

57747 n 3960745
_p

'

4096 il
2 32768 n%

cos 6»,

dk

dt

7/2 P 3 3 9 225 «' 5i ?)
n 203 n'3 1

« L 4 2
7

' 2 ^8 ^ 32 « 32 n s 32 11
‘

J

r 1 65

L 32

375

Te"'

825

128
'

i65

16
'

2925 n' 836 19 «
,2_

|

256 n 409*5 n 1

J
cos 0

;

(1 où, en remplaçant a, y, e, 9 par leurs valeurs en t données par les formules

(
E

4 6 )> (
F

4 6 )> (G^e)» (
H

4 6 )’ P uis intégrant, nous tirerons

h+ g + t —
( /) + h'+ g

'

-f-
/' -

(K

|7'65 1 485 io5 , ,
i65 ,,\

LUr-"- ir 7;<î« + 17 ,: + 7F^ e

'J

- .

f
la
a'

( 5355 69525+
\'756'

<
’

0 256
“ T 2 r ,

66645
, 3 6 i 965 _

nn a
n

,
455 i 87 7i

13 a 3oooo2ii n
' 3

a,.~\
. A .+ “7—TT ^ — '

“T 5 5—7T7T- e, -r -7 Sin 9
0 (

f+ c
,4096 a 32768 “rtj «'J

oV 7

h —
(
h

) + t{
0 (

* + c
)

(LJ*
[7^ e _ ^ ,

*65 \ «' a,

L V. 32
e

° 16
+

128 ^ + 16
e

'
e

j
7"

” T7

,

4635 «p a, 371979 p =
«„

256 “/? 2 a '
'

4096 “ n
\

//’
sin Ô„p + c).

(/) et (h) sont les deux constantes introduites par i intégration (n° 21 ); /
0

et A
0

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de /?„, e
n , y (n n\ e’

,
mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La



CHAPITRE V. — 46
e
OPÉRATION. y /|

g

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -f- g H- Z vient de ce que l’on a

h ri g + l — 0 + / -f- h' -f- g' -f-

Les sis formules (E'J, (F'J, (G’J, (H’,,), (K tl ), (L,,), constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y
est supposée réduite aux deux ternies (i) et (33o); dès lors nous n’avons

plus qu’à appliquer la première règle du n°50, et nous serons conduits à effec-

tuer la transformation suivante :

On remplace

Formules de transformation

.

e cos [h ri g — h' — g' — /') par

Ai 5 i 65 i 5

VT6~7(r r + T6

1 65
fen

/ n5 _ 4635 4275 3645 \ rri
_

or

\i28 128 128 256 Jri ri

ri a

n a'

/ 29769 ^7479 2
364263

2
i6569 3 ,

\ ri3 a_

\ 2°48 2048 ^ 2048 2048 ) n3
ri

1871059 _ 742242671 n' b a io5 ri a 3

1 6384 ri ri 1572864 ~ri
' ri ~ T28 ~n ' ri

3

+ r 225 ri
2 a 1

1

r/45 8a5

L\64 64

h + g — h’ - n

-.2-2 45
I

4 5 s r>\ n '

«
/

6
3 e -(- — e e ~

)

— • —
128 82 / n ri

8865 ri
1 a

'

17

7

C
ri "ri

812295
2

ri-

8192
f

ri
7
J

C0S 2 (h+g — à' — g'-r),

e sin (h

g

— ri — g
' - /') par

e sin (A + g — ri — g
' — l

'

)

45 45^-riri^eri’ 1

)
-

128 32

a

ri

,

8865
2
rri a

_

5i2
6

ri ri

812295 , n
'3

-3—— e
- —

8
1
92 tr
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a par

«
j

. - 1

f i6o35 iri

[ 256
f

« 5

a io38495

ri 2048

7
2 par

7 [(>-
i65 . 75 :

, 2_y. e+ /_ 72 ^ + _ 7 «
y ^ a .

3i5 ri
2 a 29769 «^_

3

128
e
« 2

a' 2048 n3

//+§+/ par

fi + g + t [7l®L- x 485
_

» io5 , ,

y e 4- -x— e
3 + i65 ,\—rree

n

L\32 32 ' 32 16 J

/ 5355 _ 69525
r 2 _ ,

66645 ^ ,

6ig65 _,2

+ ^ "256"
C 256~ ^ ^

5l2
• e +

5l2

n - a

n 2
a'

455187 /ri a 30000211 rri_

4096
C
n 3

ri 32768 ri f]

h par

,
r/i65 3 75 .

,

825
3

i65
h-\ -lz-re+—

ô

e ri
L V 3a 16 128

l-.-
16 1 n ri

4635 ri
2 a 371979 rri

256
1

n 2 ri 4096
e

ri

On remplace

Formules qui s en déduisent.

e
! par

/ 225 _ 2475 675 2

\ 256 128
‘ 256

[(ï-
1 65

s
>‘+ rri

225
64" ‘

ri
2

ri 47^5 n'
3 ri 17055 ri

4

.

ri ri
2 1024 « 3

rz'
2 5 1 2 ri

1 5 i5

3 ï 5 ri
2 « 29769

^
ri3 a_

”64" ri ri 1024 ri ri

ri cos 2 (
h -+- g — ri — g' — V

)
* par

225 ri
2 ri 47^5 ri_

256 ra
5"

cri 1024 « 3 «'2

Cette formule se continue à la page suivante.

* Voir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué l’usage

vantes.

cos (A ri g — ri — g'— V),

sin
(

/( 4- g — h' — g' — /'
)

,

sin (h ri g — ri — g' — l' )

•

a2

ri
'

1

cos [h + g — h’
—

‘

g

'

— l'),

de cette formule et des sui-
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1 65 , 1 5 „e-—f e + T e* ,

i5+ J ee
\ n’ a

J n a'

3 1 5 4635 ,

64"
~
6T 7

'
6’ + 4275

c
s-| 3645 n \n'

2 a—— ee — • —
128 / ir a64

6 +

,

29769 n ri a
,

1371059 «' 4

/
** ~ /I

j 024 /z « 8192 ~

e 2 COS 2 (h + g — h’ — g' — /'
)

ÿ • ?’l cos 3 (
A+ ff

- A'- g' - t
)

,

e
2
sin 2 (

h

+ g — h' — g' — l') par

[(

i5

8
" e

i 65 i5 ,-ï-re+ ir e + Il

'

n

ci

a'

+ 4635 ,

-64“ 7 e + 4275 3
3645

64
(

i 28

/?
"

ri
1

a

a'

4- e2
sin 2

.
(h + g — h’ — g’ — 1‘

)

+ 297^9
e £É!

1 024 « 3

«

a'

1371059 «'*

8192 /P

r 45 ,
n‘ a 8865 . n’

2— <?
3 — • — H — e —

L 82 n n 256 n:

c 3

j

g°
n

S

|

3 (A + £ - A'-g 1 - 1') par

675
_

«' 2 a 2

\
cos

256 re
2

rt'
:

L \ 16 16 16 8 J n a

+ • 4 +^ « '4 • " 1
|

cos

128 « 2 « 2048 «° <7 J j
sm

|

c3
‘
|si°n

î

Hh+g-h'-g'- i')

i35 «' « icos,
64“

C n‘ÏT sini
4(/t + ^- A “^
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Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E'
46 ), (F'

46 ), la valeur de e
2 eu fonction

de £, on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y données par les for-

mules (G'
/jfi ),

(H'46 ), dans les expressions de L, G, H en a
,
e

, y ,
on aura, en

supprimant les indices de «
ft ,

e 0 , y 0
et n

() ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 685);

G
0

ancienne valeur de G (page 725)

, l / 225 24?5 ,
225

2
225 ,,\ 7 2

ll'
X O2 222255 /z'

4 « 2
î

~'"F
| y

5

ï 2 256 ^ ^
) 28

< ^ 128 *
/ « 2 a12

2048 « :i

a'
2

1 6384 ff'
2

)

G, = \Ja F
i 65
76"

45 , i 5

64
e + 8"

/?' a 3 1 5 n 2 a

n a '

128 n 2 a '

16269 n 13 a
|

2048
C
n 3 a '

(

’

H
0
= ancienne valeur de H (page 725)

675 j
225 . 225 ,A nn a2

47^5 n'3 a2

64
1

128
e

128
C

/ n - a '2 2048 n3 a '2

222255 n

a

2
î

i 6384 ri* a ' 2

)

D ailleurs, en calculant 6, à l’aide de la première formule (4i), on trouve

î k / 1 5 i65
2

io5
j ,

i_5
, 2
\ /T a

_
3i5 ^ _ 29769 n ri

)

1

—
e

|
\i6 16

^
' 64

^
8 ) n n '

' 128 n 2 a '
' 2048 rt a '

j

De là on conclut

-
( 9, G, + 2S

2
G

2 + . .
.)

, l f 225 2475
V a V'

| y 5 ,^ -,

5

256

1125 , 225
7 e H 5

e
1024 128

n ~

7r

a-

7r-

4725 n'

2048 « 3 rT
5 +

222255 n

1 6384 iri

Gela posé, si I on se reporte à la première règle du n° 30, et qu’on tienne

compte des valeurs de i '
,

i"
,

i
ff/

,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R

s’obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 7^9

et 750
)

dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 46 e opération, et y

ajoutant

-b«'(G -G,)- «'-^(Ô.G. + aô, G, +...).
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7 53

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (33o) de R, joint à îa

quantité H- n (G — G
0 ), doit se réduire à une simple fonction de «, e, y ,

ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de «, e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

«'•-(0, G, +20^ +...),

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques nou-
velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication u«. I

,
3 3 0].

nouvelles valeurs de G, H seront

*
/> 2

* ! 5
'2 8 16 128

/ 225 , 225 , , 675 ,

1 + 325
2 ,

675 . , 225 , , 325
,

V 64 16
1 " Î56

r
64”

e e- + —— f e~ + 7- e' — 7
- e~ c

32 32 ' 16 1

_ ^ e, _9Z5 , n \ £
^56 *256 / 72

2

/ 67.5 , io ‘i5 0 „ 2025
, 4675 , ?i'

z

\I28
<J

3
~'

J c ~ £ ‘ + ~
z56

e
'
e

J

fi 3 _ i5

\64 16
+ 1

4 7361 + HP
e

, 2 _ i5 _ i 7 5o59 2 g2 _ 335
4096 ^128 32 i

5 1 2 ^ 32 7

3035787
f
257925

j , 2 \ n"'

i6384 2048
6 C ~

79 167 2 29544^7 2
1 3

3

16 8 ^ 12288
C

32
C

(

i
53 895 2 497099911 2 240085

7T7 3932i6

)o85
, 2
\ n'G

12
C

) n6

22441 rP
_

99916415 37 ^
5625 «' 2

rr
,

4431 «'• <z
2

288 442368 « 8
ï 024 n 2

<2'
2

2048 /F ’ P2

H = y/av. \i-zf -l e > + fe* -Lj + L fe 4 - ^ e6 + f7V - -L e s

,

225 2 , 675 „
325 , ,2 ,

675 , , i57 5 , . 325 , . „

\ 64 16
6

256
e +

64
ee + 6 +

Trt
re lE"fee

‘

/675 3035 _ 3033 4675 \ rP

V128 3a 256 256 / n 3

T. XXVIII.

Cette formule se continue a la page suivante.

975

256 256 ) n 1

q5
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J 3
,

187 ,
-,

—

-r —— Y"
64 32

147261 , ig5 ,, i38g
,

191227 , 2

4096
'

128
'

32 * n ' n 7612

2805

64
7V2

3o35787
^ 4 ,

257925 £
n4

1 6384 2048

79
,

55 2954417 , 2^33

16 48 12288
r

32

1 53 3245

8 96
T-

T

497099911^2
^

240085

393216

, 2
n'e 22441 ^' 7

,
999 ï 64 i 5 n'*

5i2
(

) n e 288 n 442368 n*.

(
225 „ ^ 5625 A n ' 2 a 2

443 1 n'“ a2

j
1

\256
1 ' 1024 '

) n 2 a 12 2048 it a'
2

)

Quant à îa valeur de L, elle est la même que celle qui a été donnée à la suite

de la 4 .0e opération (page 685). De ces valeurs de L, G, H, on déduit

de i

d L n 2 ne

1 225 225 , 225 , 3a5 „ 675 , 222 ,

\H~~S~r+ ~H
e + '3^ C" + 76' 7 6

325

64
r e

1

ï

25 ^ 325
^

,

64 64

675 2025
2

675 „ 4675 ,2
\ n'*

64 16 ^ >28
1

128
,

/ ir

f 316927 3o5493 2 1425967 /2
660735 ,,\ n

"1

\ 2048 256 *
4096

'

1024 J n ‘

4988483 n'* 1043900203 5625 n'
2

<v

6i44 « 5 196608 ne 5i2 n 2 u
r:

p

de_

dG
1 1 1

« zze ( 2 8 s 6

/ 225 225 , 675 325 675 , 675 , ,+ -5 5- 7— -ht-
tr + -5- e l 4- -4- 7 + -y- 7 <?

J

\ 32 8 64 32 16 32

325
fe ' 2

225 i 425 ,
n''

+ ~
-H

re
~) n

-

-f-

675 ‘2013
2 675

,

467 5 p'J

64 16 '

64 128 / n?

316927 3o54g3 3606567 660735

2048 256 /
4096

'

1024

de

rfH

4988483 tt'i‘
|

1043900203 «''
t

5625 n'- a 2

|

^ 6144 n 5 196608 z?
6 ^ 5i2 zr' c/'

2

ç

1 l / 225 675 , , 225 , 325 , „ \ n ' 2 2025 z?'
3

63777 , zzr<
)

i “ TFTTc
J \^ e ' ~ Jï re

~
~G4

e
* +

) W +
~H~

e ' W + ~556
~ £J 'â

j’



CHAPITRE V. 75547
e
OPÉRATION,

il = 1

d L et
2 n y

225

64
Y

225

16
Y'‘ + ^Y^ 2 +— -2 -'2

t>4

325

64

n -

673
, ^ 279,519 2

n"
J

128 ' /?
3

4096 ^ /2
1

j

'

fi? 7 I l I

TTr ” 777—
• \

1 — 2 7
2 + - e 2 — -v

2
e
2

ah 4 ci ny
f

' 2 '

3 ,, 3 2 ,

8' “4 r ‘
16

( 225

-Ur
225 , 225 , ,T7+ ir’,v

325
2 , 2 67 5 \ n ri

675 ,

217 235711
64"

“
1 587

y
1024 128

3255 y/
128 ré

1057 h '5

|

861

5

«'*

96 té 192

225 «'2 a 2

j

312 «" <7

fi?7
__ I

fi?H ^cr/iy
ey \ y
256 J /r

+ 35 1
2

1 587 2
3255

8
7

"i28"
e + 7^8~

— 1

I0^7
,

36x5 n'e 225 n'-

ri‘ 96 ré 192 if
+

5 1

2

n 2

Les v aleurs de — sont les mêmes que celles qui ont été données à

!a suite de la 4

I

e
opération (page 702).

47
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (33 1)
de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique (33 1)*,

clans lequel 1 argument est h -+- g — h'— g' — 2 l\ et supposons que Pt se

réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

R = ü- •

2 Cl

'L
1 1
- b’+P +

L

+d -b‘ e
‘~t **«“+ fs

«• + e "
i5

+ |Y^2 +|Y^'2

-f7W2

Cette formule se continue à la page suivante.

Il ne faut prendre pour ces termes (I) et (331), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la
valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des quarante-six premières opérations.

9 ^’
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7 56

/ Ü2.5 2.20
2 2

225 , 825 , ,,

—o e+ TT ee
'

128 64

A
J «

/3. 33 97i , ,465 75 , 399 495 2 , ;—
* 32

~ Y 7 ~ HL +
64

+
i6

/ +
4 16 7

4989

^56
_iKl cvX

8 / /r

/ 255
~

\ 5T
537

r2 _
16

^

55 i 1

1

5 ,
,

4096

6885 A
64 J

n'
z

ir

/ 55 1 5 635
a

6380965 .

«/ -

16285
: 4- (.'A

n n 28841 n lh

9960575 «'6

\ 192
~

6
'

-

12288 24 ) /a
4 288 n b 36864 «6

-i- r— —
L 64

45

16
Il e

'-

64

225 /?'

5 i 2 n

45
,— -= ce

16
+ ^fee16

,
1 35

3 ,

=r <r e
64

i 65~
64"

ee

/ 6 i 5
,

7185,
, ,

34365
,
A n '

5oi 63
,
nn 2198039 /A

~ \i28
<' <

128
^
CC

5i2
c

J n 2048 n 2
1 6384

X cos (/« + s
ff - A' — g' — a/').

D’après la valeur de l’argument 0 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

1=0, l'=I, i" = I, ï" = — 2.

Si Ton introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

d L dG _ <7H
dt

— °’
r/l dt

La première de ces équations montre que L est constant, et si l’on intègre la

seconde, on aura

H = G + (H),

(H) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie L aux

variables «, e, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e; en les résolvant, on trouve

II
32

Il
(H)

16 L

1069

32
<?
2 + 195

64
'

79
«' 5 L 15

1 53 XL’
4 X

(b 4ï)
lüil
1 L

4- - e
2 4- ï e'

k

2 8

1 1 5 n 1 * L 12

j

32 p
S

\
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e OPÉRATION. 7°7

Si Ton remplace a et y
2 par leurs valeurs en e dans l’expression de G, il

vient

G = L \ 1 - - - e
2 —

3 e' -tt c
e281b

r 225 , 225 (II)
2 675 4

3a5
2

,,1 n'
2 L6 675 ,

«'3 L9 216093 )

[_ 64 ^ 32 L
6

256 ^ 64
( L

J p
4 128 ^

p
c

4096 ^ p
s V

o 1 . Cjr d R j t d
*

et si 1 on remarque que -p = -j-i on en déduit

de ri
2 L5

\ 45 , ,
495 (H)

, 45 , , .
i65— = — ) — e 4- -12_ 1—

L

e H— e2 e -f-
dt p

3
ri

j
1

6

6
32 L

dS

45

64' 64

(G)< f0i5 , 7 i85 (H)
, ,

33 1 35 ... ,1 n'U
+ |
—

3

e ~j —»— e H e~ e
j

—

-

L128 256 L 5i2 J p

go663
,

ri'
1
L‘

;

2048 p
4

D’ailleurs on a

d 9 d/i dg

dt dt dt

rfR
__

rfR

dG rfH

1 , 1 da da de ... A ^
en tenant compte des valeurs de ^5 ÜG’ ’ dul c

'

olveilt etre em_

ployées après la 46 e opération, et remplaçant a et y~ par leurs valeurs en e,

on trouve

£ = „. 1 r» +î ai _ p + |
eq +g™dt

I 4 L 8 8 J p
-

32 p 12 S

67 ri3 L 1

28 p
6

(D,..)

« ,2 L3 i( 45 , 495 (_H_)
,

3i5 i65 ,

v? ri ' c
|
16

_l~
32 L 64 ' 64

+ 7185 (H)
,

ioi865
2 ,1 n'Ue+ ^-r c

5l2

1 //L3

JlG
90663

,
ri

2 L 6 3237539
1

«' 3 L ’

,Gr— + -nèf e— ! “s6

Ces deux équations différentielles (C 4Ï ), (D 47 )
correspondent aux équa-

tions (28) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui

n’est autre chose que G) a été remplacée par la variable e
,
dont 0 est fonction.
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Elles rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations (3g), et si on les

intègre à l’aide des formules (4o), on trouve

e cos 9 =

(Ë„)

_ f
45 495 (H)

, 45 , ,
i65 1

[32 64 L
+

3a
0 +

128 J y? a'

_ P

3

75
,

4875 (H) 16875 . n54r:

L128 256 L a56 0

J a’ 4096 (T a

1 1 54 1 3 . n 11 L"
e

233566g, n'\ L"

1 6384 p.
9
a'

e
0
COS 9

0
{t + c)

1 35 , ,
n' L :

’ 8625 , .ri
2 L8—- p\ e -

r -I r-r- e\ e -r—j-
128 y. a 256 y? a

cos 2 9
()
(r-j- c)

,

e sin 9 — e
0
sin 0„ (

t 4- c
)

1 35 ,
rc'

L'
1 8625 . ,

« ,2 LS
.

. 0 .
,

et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et Q
0

a pour

valeur

, A 3 ri U 225 n'-\i
ü

= ri — 2 4- -
4 p-

2 32 p/*

Si de ces formules (E47 ), (F w )
on tire la valeur de e

2

,
et qu’on l’introduise

dans les relations (A 47 ), (B4T), on en déduit les valeurs de a et de y
2 en fonction

de t
,
qui sont

(cy
F

Ti* -1- — lül — £95 , 2 1 ^
[3î

h
i6 L 32 0

64 J

Ln 79 « ,s L 15
i 53 /F6 L 1

/.
s

" ~8~~
u

4 y72-

(H.é

L2 48io5
,
ri

h Ln
-? 4 e M r cos ®o (

1 -I- c
)

,

p- 5 12
11

p.
1

1

1
(
H

) \

»-

g , ,

3 » 1 5 /z'
4 L 12

;
2 L

i

+
2

u +
8

(,+
32 p.

8

1 (H) i 4-5
,
ri L5

375 ,«' 2 L s
i

- V2 \ô~ e
o
e —3—r H q c <? -g—r cos 6

0 (
f+ c .

2 L | 32
0 [r a 128 0 ^ a

)

ov '

Désignons maintenant par «
0
et 7^ Ses parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et 7% de sorte qu’on ait

LM r 13 i5 (H) 1069 i 95 /2 1 «'4 L 12

P ( L 3a. 16 L 32 0
‘

64 J p
8

79 n’
h L 15

ï 53 ri
6 L 1S

T p.
10

4 p.
12

1 H i 1
2

3 n5« 9
L‘-

7 11

= r1 )
1 4- ~ + Q

e
» + V —

2 L I 2 8 3a p.
6
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e OPERATION

7 39

De ces relations nous pouvons tirer L et (H) en fonction de a
0

et y'~; nous

pourrons ensuite remplacer L et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E„), (F.,), (G,.), et elles deviendront, en mettant n
0
pour

sju.

a 0 \Ja

e cos 0 = ,
,

,

45 , ,
,

H55 „W
3a

1 ' 7fi t -H -r- <?' H rC" .

3a ' 3a xa8 / «„ a

(E' )

/ 3t5 4875 16875
‘ 1

a56 u

«'2 «
(l

1

1

54 r 3 ,
w'

3 2335669
1

/?,J

V)

ri 4096 /?
2

ri 1 6384 n\ ri

<\ cos e
0 (

? + c
)

f

i 35 „ ,
86a5 , ,

«' 2

—

5

ej < ~ -7 H ?rr <?
2 e — •

-f |
cos a 0

O p+ c
,128 n a 226 <l J

:c,)

c sin0 = (?
0
sin©

0
[t + c)

+ fi 35 „ ,
ri a 86a5 ,

/

1

12 a ’]

LT^s
e

“
e
^'fo + ^5îr

tv'^'foj sina6
0
[t+ c)

,

,P , ,
i 48io5

,
rib a. „ , ,

)

<
GG a = aAi- ~^e

0
e -g ÿ cosQ

0
[t + c)

,

/u/ n > , T45 , ,
ri a, 375 , . nn a„ 1 „ ,(H,,) 7 ~ 7u

[37
7 =

e
°
e

7T/ ri
1

T28 7o t'“ 6
’

77;
• 77 j

cos °« *
t -4- c )

.

La valeur de 9
0
deviendra de même

û / f .
3 n 225

0
ü
= n — 2+- \-—~

L 4 32 g-

Calculons maintenant les valeurs de h-+-g-\-le t de A en fonction de t. Ci

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d[h-

dt

f/R _ f/R _ f/R

d L f/G
~

7/TT

f//f dR
dt

= ~
77h

’

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

f/(/i + g+ Q
clt

n - — F 1 - 5 7 -E 2 ,
3 ,, 675 ri _ 45£ ri

*

_ 787 n *

n
[_ 2

7 1

8 2 32 // 64 /f
2 32 ri ]

/7 a f

n a' L

495 4455 3 1

5

3»“ --W ree+ TT e
, ,

io455 . n' 1 396740 ,
ri- 1

c + <ri - + - -/-'«J ee
' _ cos 0,

23b n 4096 rr J
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n _ 3,, 3

<lt n 4 2 ^ 2

5i «'2_
1

3a n l

J
+."i" r^„, , zi»

L 32 •2.56

,

«' 1
ce —

n J
cos 9 ;

d’où, en remplaçant «, y, e, 9 par leurs valeurs en t données par les formules

(F:
47 ), (F'J, (G'47 ),

(H'
47 ),

puis intégrant, nous tirerons

(K,)

j
h+g+ l=[l)+h' +g' + ll' +{% +lü

)[t+c)

r e C ' - ^-r-e e' +— e 3 «A ^ ^
“

1 \ 64
0

64
/o “ +

64
u

J «'

6375
,

^

l56
r
°
C
1?a * ü7

(M à=(h) , ,
F 495 ,

n' a
0 4875 ,

n'
2 a

0
1

+ //„(? + c] - y—eü
e -

• a , + a5(
. e

0
e
^ •

fl< J

1965999

8192

sin 0.(/ + c).

«.,1
<?

0
e — • -7

«a « J
sinG

0 p + c),

(/) et (h) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); /„ et h
0

sont des quantités qui, comme 9
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

ri , e
r

,
mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h g -F- l vient de ce que l’on a

h g -f- / = 9 + l+ h' + g' + 2 1'

.

Les six formules (E'
47 ), (F'47 ), (G'47 ),

(H'
47 ),

(K„), (L„) constituent les inté-

grales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est sup-

posée réduite aux deux termes (i) et (33 1 ); dès lors nous n’avons plus qu à

appliquer la première règle du n° 50, et nous serons conduits à effectuer la

transformation suivante :

Formules de transformation.

On remplace

e cos (h -f-g — h'— g' — 2 /'
)
par

/ 45 ,U 495 •,v+Fv + i65 A£.£
J n a'

(F1
P

< _ rill , ,
16875

, A 'F . F
\ 128 1. 1$ 256 ) ri

2 a'

u 54 1 3
,
n'3 a

4096 n 3 a '

233566g
,

?i
H a

1 6384
C
n“ a '

Cette formule se continue à la page suirante
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+ e cos
(
h -f- g — h' — g' — il')

/>'

n

a 86a5 ,— “1
Tr~ f-~

a a56
COS 2 (

h -|- g — A' — g
' — il'),

761

e sin
(
h + g — h' — g' — 2 i

)
par

h' -g' -il']

t

i 35 , ,
n' a

128
C

n a'

8625 , ,n'- a
—ttt e e' -
256 n a7 J

sin 2 (
h -f- g g' — 2/'),

a par

a
48io5

5l2
ee' —r • -7 cos (A + g — II' — g' — il')

n a 0 a >

f par

T — ,

n' a 375 , ,
n'

ee -f- 7 ee' —
n a 128 n L

]
cos (A + g — !ï — g’ — il'),

Il g / par

A -f- g+ l f ( 495 , 4455
,

3 1 5 A // a

LV«4

6375
,
ri

2 a iq65qqq .n
''
1 a .

. ,,+ -7—

~

ee’ — . — 1 sm (A
256 8192 n‘ a'

//-O-' 2/'

A par

-r
7 3

" 495 ,
n' a 4875 ,

;?' J a .

A — !
— <?<? r

4- -77T- ce -T ‘ -, sm
(
A 4- 4 — A — g' — % V

j_ 64 « cl’ 256

On remplace

Formules qui s'en déduisent.

e 2 par

,
2025

,2
/?’

2 «2

1024 n 2 a
’’1

T. XXVIII. 96
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%[h+ g — h' — g'— 'il')* par

bS —h'

cos
2 (

Il +
sin

Nouvelles valeurs de K, L, G, H.

Si, après avoir déduit des formules (E 47 ), (S"
47 )

la valeur de e
1 en fonction

de £, on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y
1 données par les for-

mules (G'
47 ),

(H'
47 ), dans les expressions de L, G, H en a

,
e, y ,

on aura, en

supprimant les indices de a a ,
e 0 , y n

et «
0 ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 685) ;

G
0
= ancienne valeur de G (page 753)

/— 20^5
. ,,

n'
1 a 2

2048 ri a -

,
,— 45 ,

n' a
G. = y ou. • —ee — - —

;
1 1 32 an

H„ = ancienne valeur de H (page 753 )

,— 2oa5
,

n'~ a 2

_
'

Cl P ’ 2048
6

ri' ri’’

D’ailleurs, en calculant 9
t
à l’aide de la première formule (40? 011 ir ’;,live •

1 fp
/
n a

e 32 n ({'

De là on conclut

-
( 9, G, + 2 9, G, +. .

.)
=

\Ja Ÿ

* Voir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle l’usage de cette formule se trouve expliqué.
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e OPÉRATION. 763

Cela posé, si Ton se reporte à la première règle du n° 30
,

et qu’on tienne

compte des valeurs de i\ i", i'"
,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R

s obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 760
et 761) dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 47

e opération, et y
ajoutant

+ in' (G — G„) — 2 n' - (9, G, -I- 2 0
2
G

2+ . . .).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux ternies (1) et
(
33 1) de R, joint à la

quantité -f- 2. n' (G— G
0 ), doit se réduire à une simple fonction de a, e, y, ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a, e, y, ainsi obtenue, réunie à la quantité

— 2 n '
’ ~

(®i G, -f- 20., G., + . . .),

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et d’une nou-

velle partie qui est donnée dans le chapitre IV avec l’indication r*? • • • • 1,331],

Quant aux valeurs de L, G, H, elles n’éprouvent aucun changement. La

valeur de L est la même que celle qui a été donnée à la suite de la 4°
e opéra-

tion (page 685 ), et celles de G, H sont les mêmes que celles qui ont été données

à la suite de la 46
e
opération (page 753). Les valeurs qui s’en déduisent pour

dV dG’ TTFl’’ dXd '
‘ * sollt également identiques avec celles que l’on doit

employer après la 46 e
opération.

48
e

' OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme
(
334

)
de R,

Prenons dans R le terme non périodique (1) avec le terme périodique
(
334

)

dans lequel l’argument est h H- g — h' — et supposons que R se réduise

Il ne faut prendre pour ces termes (i) et (334), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans ia

valeur primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des quarante-sept premières opérations.
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à ces tenues seuls, de sorte que l’on ait

R=.-ü

3 , 3 3 3 , o , , 9 ,

U “ 5 r + 8 8
e + ^ ~V e “ V e

+ v
9 „ ,2 27 , ,

~7 7 e d-rie-e'2

16

IO. q , „— e 4 4- 7 7 e
2

3i 4

/ , 225 , 225 . 825
,,

ri

+ \H e ~lë re +
!n

e
-
e

31 33 7 97 1 , 465 75 399 495 ,

32
_ T ^ ~

lte~
+ "6^ +

T6
/+ T' 7

_
16

"
/

4989
4 _ ] 9

o 5
j2
X ri

256
£

8

255 537 „ 55

1

1

1

5 ,
i

6885
, 2\ n’-'

32 j 6
7

4096
-n +

64

0

n 1'

f 55 1 5 635

\ 192 6

16285
1

1"-A
n '4 28841 « ,s 9960575 tt'

c

24 0000CS 36864 ri-

+ r 9 45 45

64 64
„/2 ,

225 n> 1443 «' 2

~j « 2

)

1.64
1 r

5 12 /? 5i2 /r' J a
5

+ >»' —,
a

i _ il ee
> + il! ri ee

' _ # ee
ri - 3?5

ri ee' _i_M
J 16 ^ ' A ' <iX o- 77T 1 ec + c716 64 32 16 64

/ o85
, 84 ï 5 2 ,

12435 , , 9435 „\ ri
—5 ee 7- f ee + —f-— e

3
e' + ^— ee'

3

)

—
\i28 128 5i2 oi2 / n

/ 44385 898443 2 ,
1711263 , A ri

'

1

\ 2048 2048 ''

8192
'

'

J ri

2245369
,
nn 1423146463

,
ri'* io5

,
a2

1 6384 ri 1572864
(<

ri 64
"

ri‘

X cos (A V - §';

D après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que Ion a conservé seul

dans cette expression, on a

i =0, ï = I
,

i
" =

1 ,
Oo

Si 1 on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles
>
011 aura

d L dG e/H
dt - °’

r/V
~

e/?



CHAPITRE V. 48
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La première de ces équations montre que L est constant;

seconde, on aura

-65

et sï on intégré

H = G + (H),

(H) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie L aux

variables «, <?, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e; en les résolvant, on trouve

(4.)

a = V
_

F

F il i5 (H) 1069
, 2 195 (H) 2

\
2,1 16 L 3a

£

64
' 64 LF

F 79 167 (H) 73 1 ,,
2 i 33 rt'

5 L 15

(ï +TT ~œ e
J

1 809 (H
) 2 225 ( H) /2

TT 17 £” + 17 17 6‘

563 1 ,
i 0o35 , 1 ri' L'

: “,g' £;
'

“Gr rr 'j “7

F 1 53 895(11) 107697 2
240085 ,,1 n '°

L'
s

L 4
+

16 L 128
' ^ a56 J y

12

22441 n
'~

L21 99670018 ri
3 L Ji

443 1 n
''‘

L 12
L'

|

i44 y
u‘ 221184 y"’ 1024 y* y

2
ri

2

p

(B,
s ) f =

1 + - o
2 +

2

3 /(
1 1 5 L'

2

8
C

‘

Il
~~ 1 53 1 ri

3 L 15
)

9Ü f'° i

Si bon remplace a et y
1 par leurs valeurs en e dans l’expression de G, il

vient

G = L
I , I F 225 „ 22,5 (li) ,~ 8 “ 76

e +
L'6L

e " + db e
,

_i 4- éii c,2 e
<

256 64

+ 1-675

[_
128

2025 (H)
2 2025

4 4675 , ,,1 n '3 L9 216093 2
ri

i L 12

^ 4107569 2
n'

,J Lu
j

_

64 L
C

256
1

256
'

J y
° 4°0B y

s
' 12288' '

y
lu

. ^ît 1 / j •

.

et si i 011 remarque que -j
;

- — -, on en déduit

d± _ _ i 11 V ,

165 m
e

, 15 75 375 (Lfo 495 (H) _ 15

rit „3 I ,fi ^ T ^ fi/! 2 .. fi/! T 2 128 L 2o

(C,

y
3 a '

(16 ‘ 3î L 64 32 64 L

L 585
,

,

8415 (H)„,
,

na65
,

9435 1 riV

j_ 128 256 L 5i2 5i2 J y
2

. p
57 885 >(

1100943 (H) 1527993 ,1 ri-Lc

L 2°48
(

409B L 8192
(

*

J y
4

2933869 ,
rt'

:

'L
n i96533i3o3

,
ri

' L 12 io5
,

1/+
1 6384

(

y
u 1572864 '

y
:

« 1” riy- c’ -q—TT, } sin0.
04 y- cl
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D’ailleurs on a

r/0 _ dh dg r/R r/R

dt dt dt r/G r/H’

en tenant compte des valeurs de • •
• qui doivent être employées

après la 47
e
opération, et remplaçant a et y

2 par leurs valeurs en e
,
on trouve

j3 +3
(H,-p

+ |e„ + ï ffi + ÿ!
H,

e, + f
ffl e„ _ 4 _0_ 2 n

3 If/
'

F 2^5 225 (H) 675 ,
825 "1 n'U

[ir + ÜT17 “
64
e+ lï e ]-?-

F 4 .67 465g (H) i 556 i
2

6 i 7 55 ,,1 an ]J

[_ 128 64 L 256
(

256
1

J p
4

294293 «"L" i5o4483g r/4 L 12
4 5 L 4

|

2048 p.
B

24 576 p.
8

32 p.
2 «'2

1

« ,2 L 5
1 l i5

, ,

1 65 (H)
,

io5
, ,1—r

• -W A <?' +— eV+ — r'

p « e
(
ib 32 L 64

il
32'

375 (H) 2

64 L 2

2145 (Il
)

128 L
il
64'

L 128 256 L 5i2 5i2

F 57885
t

1100943 (H)
,

5o3i5ig
, ,1 /,

[_ 2048
1

4096 L 8192 J

n' L3

T
F

2933869
,

n'
2U ig6533 t 3o3 . iF L 12 io5

,
L 4

.

,-., Q .
e —

5
- + -2-——— e' h -Trr c -,

—

COS 0.
1 6384 p- 1572864 p 64 p a

Ces deux équations différentielles (C 48 ), (D 48 )
correspondent aux équa-

tions (a3) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0
(qui n’est autre chose que G) a été remplacée par la variable e, dont 0 est fonc-

tion. Elles rentrent d’ailleurs par leur forme dans les équations (3q), et si on les

intègre à l’aide des formules (4o), on trouve

cosS (jo 5 5 _ 45 (jri!,' _ 5 <H)

4 8 L 2
• +

A
c

,6 L- 8 TT

1 85 1 5 ,

5 12

4o5 [H] 1085

16 L' 16
0 +

128719 (II)
,

16623

1024 L 128

2775^1 n'U

128 J p
3
a'

n'
2V

p
5
a’

35
4 ,1 L 2

32 “ J p a'

Cette formule se continue à la page suivante.
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7 6 7

146887 ,
rc

'3 L"
i

1238668223
,
n"1 Lu 5 n ,

L6

1 536 '
y.’’

a

1 ^ 1179648
e

pVi' 32
C

f
1? a'

(E
<0

+
I

e
0 + e ' ZH I

cos ®o( ? + c
)

25 , , 5 (H) , ,
35 , ,1 L 2— e

0
e + 4

— e^e — e
0
e I
—

-,

ib 32 L 0
32 J p «

65 , ,
n' L" 96469 , ,

n ' 2 L8
l— c\ e -

3
—

7
- — -—--- e

2
e' —y V COS 2 0. <+ c),

2
0

f
j? ci 2048

ü

f
/} a'

\

oK

e sin S = e
0
sin 0„ (

t -f- c
)

(E„
i
Ta5

a , ,
5 (H)

2 . 35 4
.1 L2

-|LTB<
e + 3îV',;e+ 3Î

e
!
e jK

65 2 ,
«'L5

96469 2 ,
//-L s

2
£

11
(

p
3
a' 2048

É

0

6

p
5
ci

_6
)

7
|

sin 2 0
u
(f+ c).

e
0
et c sont Ses deux constantes introduites par l’intégration, et 0

O a pour valeur

/i'
2L3

7

r 225 225 (H) 675 825 1 n' L3
4167 //

J L l

,
294293 «'3 L9

)

L 32 16 L 64
0

32
‘

J P
2 128 P

4 +
2048 P

8

P

Si de ces formules (E 48 ),
(F 48 )

on tire la valeur de e
1
et qu’on l’introduise

dans les relations (A 48 ), (B,
(g ), on en déduit les valeurs de a et de y

2 en fonc-

tion de t, qui sont

ii [H) _ 1069
2

,

I 9 5
f ,

l

16 L 32 0

64

i5 (H
)

2

1809 (H)
,
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32 17 e

563 1+ ~256~
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e
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128 17 e
°
e

n '4 L 14

p
9
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(

20181815
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«' ,; L2Û

128 p"r;' ^ 8192
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°
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13 a
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cos 0„(ï 4- c),
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i 4-
1 , 3

,
1 15 n"' L12

2
0

' 8
0 ^ 3a p.

8

1 5

3

1 n'
h
L'

5

)

i

: (H)

2 L |[

5
,

1 5 (II)

4
r

"
c + ¥17 r

'

|f> + L-

p
«'

45 ,
re'I/

.

1 85 1

5

T e
°
r

7~a’
+

~5ÏÏT
cos 9

0
(if 4- c).

Désignons maintenant par a
()
et 7^ les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et 7% de sorte qu’on ait

U I) fi 3 i 5 (H) 1069
2 195 , 2 1 5 ( H

)

2

1809 (H)
, 225 (H) „

7 |

1 —
L 3â

+
7g T 37

" c
° ’64“ e ’ ~

64 17 TT 17 + 17 17 e
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563 1 , i6o35
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1 ri* L12

+
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e *°

64
r

°
e

’
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8
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"
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fi53 895 (1!) 107697 , 240085 n l n'
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e
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99670018 îP L 2
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,, = _IÜL 1 \

/o
2 L

(

7 4-
1 15 L 12

32 F

1 53 s /F L 15
i

Te
- “7”

r

De ces relations nous pouvons tirer L et (H) en fonction de a
0

et 7;'; nous

pourrons ensuite remplacer L et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E,
g ), (F

/(g ), (

G

4

8

) ?
(H,

g ), et elles deviendront, en mettant n
0
pour

vV—:= 1

«o vfo

i e cos 0
5 ,

i5 „ , 5 5 ,
45 , , 25 , , . 35 , A

r -
T 7Î^+- d ^

c'
8 - — tfe'4- T 75 ^ ^ ^ e\A ÿ

(fo s )

*V_L 4o5
_ 2 ,

io85 , ,

8
'

8
7,1

r

16
C

°
r +

1 85 1 5
, (

128719 , ,
16623

5 l 2 5 l 2 128

128
F77l e’A

n
.
°o

j 4(3837
,
/A (7

0 1239267263
,

«'4
a,

t
5

, «J
i 536 r\ n' ïi 79648 n\ a' 32 cF

Celie formule se continue à la pa?e suivante.
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(E'
tl

[
e
o + ' J] cosÔ„(M-c)

3a 0
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+ ev - • ^ - 96469
g* g ' f! . C»]

2 “ «
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a J

La valeur de 9
()
deviendra de même

e. = 4 225

VtT
225

Yîi
— 675w 825

HT'
4167 ri

- 294298 «'3 1

128 n 0 2048 n* J

Calculons maintenant les valeurs de h -f- g 4- / et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d{h + g+l) r/R dR r/R dh r/R

dt
~

r/L dG r/H ' dt
~

r/Il’

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d{h + g-+-l)

dt

ri 2 r^ »L
J

+

v
2

/ 675

- Cn + 3 7
4 - — f e

2 - HZ
7
* e'

:
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1

5
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"
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'

T, XXVIII.

Celle formule se Continue à la page suivante.
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dh

dt
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768 ri
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,
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2 .

1

32 ri
2

\

d où, en remplaçant «, 7, e, 4 par leurs valeurs en t données par les formules

(E'48 ), (F'48 ), (G'J, (H'
48 ),

puis intégrant, nous tirerons

h + gril = (l)ri h' +g' + (90 + /
0 )

{t + c)

r / 25 ,
45 , , ,
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+ LU" 0
" - T r'

e
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1024 S I si

«0 « J
sin 0

O (* +c).

(/) et (A) senties deux constantes introduites par l’intégration (n°2t); /
0
et A

c
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sont des quantités qui, comme 9
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

ri
,
e\ mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h H- g h- l vient de ce que Ton a

h 4- g T- l — 9 + / h + g'.

Les six formules (E'48 ), (F
48 ), (G'48 ),

(H'
4s ), (K 48 ), (L 48 )

constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes
(
1

)
et (334); dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la première règle du n° 50, et nous serons conduits à effectuer la

transformation suivante :

On remplace

Formules de transformation.

e cos (h 4- g — h' — g'
)
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)
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, , \ a 65 n

1
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2
e 4- 0- e

1

e
)

— H e- e — — — -——- Ce — • — sin 2 (
// 4- g — h — S )

»

32 ) a 2 « « 2048 n- a
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a par
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On remplace

e- par

Formules qui s’en déduisent.
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Celle formule se continue à la page suivante.

* Voir à la fin de ce chapitre une note dans laquelle se trouve expliqué l’usage de cette formule et des sui-

vantes.
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+
[{î

ee'~ ~fee' + 5 e> e
' + ^ee'^

45 ,
4o5

,
io85 A ri a— eri +— y

2
eri — e

3
ri

)
4 4 0 J n a

1 85 1

5

,
n ' 2 a

256
CË

n2 «'

+ e
2
cos 2 (

h

+ g — h' — g'
)

- \r àe
' 7 + 65<?V

77' j]
cos3(A + ff

- h’- g'),

146837
,

«' 3
(7

7*0 —
‘ T

768 ri ri

<rsin2 {h -h g — h'— g') par

£ ^ ^
ee' — ^ y

2 «?'
-f- 5 e3

ri -f-
^
ec'A — 45

,
4o5 , ,

J ee +~ '*
ee

io85 , ,\ n' a
•r« I-

n a

’

1 85 1 5 ,

«' 2 « 146837
,
w'

3 a
256

e
« 2

«' 768
6f

ri ciA
+ e

2
sin 2 (

h + g — h!— g'
)

-
[ÿeV ‘ y + 65eV J] sin 3 (A + § — A' — §•'),

ei

-\Z\^ h +Z- h'-S')im-

11 ee
' 2

• -
16

45 . . f ,

~T^ e e + « 1 35 , ,
ri

ri ri —
8 n

1 _l_
55545

2 , «_
j

l cos

ri 5i2
e C

n 2
ri | sin

+ e3
• -h' -g’)

lA
16

1

cos

sin
4 (

h + g — ri -

Nouvelles 'valeurs de R, L, G, H.

COS (h -f- g — h' — g'
)

Sin [h + g — h' — g')

J

2 (h+g-h'-g>)

Si, apres avoir déduit des formules (K
48 ), (F 48 )

la valeur de e
2 eu fonction

de £, on introduit cette valeur, ainsi que celles de a et y
2 données par les
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formules (G'4S ),
(H'

48 ), clans les expressions de L, G, H, en a, e
, 7, on aura,

en supprimant les indices de a01 e
0 , y 0 ,

et n
0 ,

L
()
= ancienne valeur de L

(
page 685

) ;

G, = ancienne valeur de G (page 753)

a5 ,, 75 „ „ .
325

V"F-
3i' 16

^
64

fl
2 225 n n' dl

J 13725 ,, fl'
2

fl
2

)

a ' 2 32 n a
' 2 2048

Ë
ri

2
fl'

2

)

’

,— l ( 5 , „ ,
25 .. A « 45 ,

a i4oi 5 ,
fl'

2 a i

fee H F eJ c
)
— + —- ee — • — -= ee — • — ’

‘

' 16 la 8 n a 5i2 n a

H
0
= ancienne valeur de H (page 753)

+ \/ay.
^5 , „ . 3a5

, ,s\ rr n3 7a5 ,, fl'
2

fl
2

)

4
1

C ^
64 / fl'

2 ^ 32 « fl'
2 2048 ' rr a '2

\

D’ailleurs, en calculant 0
,

à l’aide de la première formule
(40 ’

011 trouve

<5 2 ,

T 7e 65

16

a Æ5
,
ri a

_j——
- e — —

a 8 n a

1 85 1 5 ,
fl'

2 a i

5i2
6

ii
l a! \

De là on conclut

7
(6,G

1

+20
s
g

ï+...) =

/— \ ( 25
7ïfj6

‘

225
~

64
~

225 ,, ri a 2
ii 3 725 ,, fl'

2
fl

2
i

f-'
2 _ i i— — , — L

32 « a'
2 2048 n 2

fl'
2

(

Gela posé, si l’on se reporte à la première règle du n° 50
,
et qu’on tienne

compte des valeurs de i\ i"
,

i
m

,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R

s’obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 771

et 772) dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 48
e

opération. Par

ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et
(
334 )

de R doit se réduire

à une simple fonction de «, e, 7, ce qui fournit une vérification des formules

de transformation employées; la fonction de <2, e, 7, ainsi obtenue, se compose

de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques nouvelles

parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication c**- •1,3341
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Ensuite les nouvelles valeurs de G, H seront

J J

\ 1
„I

I 1
,.6

5

2 8
G ~

l 6 128
^

’ 225 . 225 675
, ,

325 675M e
dfT 7 e ~

256
e + TT c ~ e +

64
— v e

2
-

32
‘

675 , 2025 2025
4

,

4675 , ,.d> «
,3

U
ICC

Cl ~3d~ v'"~-d5<r 200 7>JE

i3

64 ~
i5 0

, 6 7
' + 147261 „

c e2 +
4096

195 i5
4

1 28 32 7
i75o5g

5l2

79 167 E 4 2954417 2
21 33 ,,\>T

16 8
'

(2288
' h

32 *
) n'

1 53 *<*>

IC'A
ce

1 . 4970999 1

1

, ,

24oo85 „
N
\

7?'°'

8 16 1
393216

f
r c
012 )JE

32

325
,— 7-,-,-

_ ^ ,,6 _ 9Z2 ,,,

256 256

rc-
32 7

<“

3o3578y
~

1 6384
'

237920
,

2048 '

22441 n ' 1

,

99916415 «' s 25
,

288 JE
1

442368 JE ~ Te
e

'
e

'
a ~

,

5623 n'
1

tr
i

44 3 ï cr

a '~

1024 « 2
(ï

' 2 2048 rf «'

H = v/fl
f*

I - 2 7
2 - G 2 + 7

2
e
2 - ~ e* + 7 7

2
E* - 4 eC + ïï V

2 - -E t
' 8

(
2 84 ib 8 128

f 225 2a5 675
,

325
, ,2 676 . , ,

1575 , ,
325

V 64 l6 / c ~
Ï56

( +-
64

e e +W 7 e' +
lfè rc ~

dE 7
'
6""'

225 975 4 ,,
\

, / 675 2023 , 2025 4675 , ,_\ «'•+ Us‘ -TTi"' -W' c

256
'

256

Ig + Igz,,^ 1 47261 2 195 1389 191227 2805 ..

64 ^ 32 ' 4oo6 ^ 128 89 l TTT !
e ^~~Trr i

"
4096 [28 32 512 64

3o35787
{

257925 ,

\ n ‘“

1 6384 ‘ 2048
'

'

) rf

79
,

55
„ i2 ,

'2954417 , 2i33

T6
+ 48^ ^

I 2288
- C ^ 32~

J 33 ^ 3245
nj2

497099911
>2 |

240085
o , 2 \ n

393216
Jr-e

2 + ,

22441 iT
,
99916415 /z

' 8

5 ia '

) ae 288 n 1

442368 « 8

25

t6

/v 25 0 ,
\ a2

f225^ Te--- e-e‘)-+l— r+ -
5625

^2\ n ’ 2
cr

i

4431 n '

1024 n 2 a 12

2048 nf al
'

1
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Quant à la valeur de L, elle est la même que celle qui a été donnée à la suite

de la 4oe opération (page 685). De ces valeurs de L, G, H, on déduit

de i l

d L a 2 ne
i — e -h

f 225 225
^ 2

225

\17 8~1
+

~H
, ,

325 ,, ,
675 . 225 , , 325 , „

e e +~r- -irfe 2 -
-ir'l

2
e'-

32 16

1125 325 nn

+ 675 2025
riJ

675 .

64 16
' ^128 128

316927 3o5493
,

2048 256 ^

1 425967
c

.

4096 1024

4988483 iri
(

1043900203 25 v2 <7
2

i

5625 w'
:

ri
j

6144 775 196608 ri 8
° a '2 5i2 ri a 12

de

dG
i , i ,

î c
" — e"

«nie î 2 8 >6

f 225 225 , 675 325 ,, ,
675 .

,
675 , , 325

+
(15 w 1 ~éï e + ~^e+ iw'1 + e r r

225 , 1425 , „\ ri
'

77s 64" £” c
) ri

675 2025
2 _ 675 , 4675 ,j\

64 16 64 1 28 / «

/ 316927 3o5493 , 3606567
^

, .
660735 «'•*

\ 2048 256 *
4096

f -1~
1024

f

4988483 «' 5 1043900203 «'6 25
, 2

«* 5625 ri h

6i44 776 196608 ri
'

8 a '2 5x2 « 2 a
' 1

de
‘

\ (

' 225 675 ,

di\
~

a2 ne
|

\
,
32 32 1

d i 1
| f

225
ri

225
_

d L ri n 7 \ \ 64
' 16

;

d'i ï
\

ï .

{ 1
— ei 7“ -J C'

d G 4«'i

77 7 !
2

64

64

32

64

2025
2 63777 2

72,4
i

64
f

n

ri 128
1

ri

256 ri

4096 • ri y

3 , , 5

4
rc< +

T6'

-(
225 225 .

225 , „
,

325

16
r-—

r

+ 7<r
v

'
c ' +

76
- r

217 235711 ,
ï 587 „

,

3255
"

64
"

1024
1 128

e +
128( 64

"

î .» _ 675 , \ /y-'1

_ 675 //

256 ] ri 32 ; * 3

1057 ri
'

861 5 ri !l

t

26
, 2

*r
,

225 a 2
)

96 ri ' 192 ri 32
C

ri
2 ' 5 ï 2 n 2 a ' 2

)
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f/y

Ph 4 cr u y

/ 217 35 i

VlËT
8~

3 . 5
,

( 225 , ,

8
e +

76
d' ~ \d6 TC

351 1587
_ 2 ,

3255

8
/ CO

(N

0
loo

et

[

G7 5 4
W 2

256 / «2

'Jl

n<

io 5y nh
t

861 5 n'e 25 „ a 1 225 «' 2 a 2

96 /C
r

192 32' a '2 5l2 «2

Les valeurs de ~ sont les mêmes que celles qui ont été données à Sa

suite de la 4i‘ opération (page 702).

49
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme
(
63

)
de R,

Prenons dans R le terme non périodique ( 1 )
avec îe terme périodique

(
63

)
*,

dans lequel l’argument est 2 g, et supposons que R se réduise à ces termes

seuls, de sorte que l’on ait

R = -L

1 u â f + I
e4 +

I
e

'

2 + bi ~\ fei -
!
7V *+ £/“ +^ + 7 f e-

32

2 7 0

“T 7 '
e
2
e

'2

"225
, 225 , 225 , 825

<?V2

16 1V
e *

128
+

64

3i 33 971 2 465
e

1 '

-f-
75 4

,32 Y r ~
32 64 76 7

255 53 7 ,
55 1 1 i

5

6885

32 l6 4096 ' 64
e

)>

)i

16rr

j
4989

., _ £905 2 , 2

' 256 " 8
C C

) n-

Cette formule se continue à la page suivante.

Ii ne faut prendre pour ces termes (i) et (63), dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans
<alem primitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des quarante-huit premières opérations.

T. XXVIII. 98
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/ 55 1 5 635
2

6380965 2
i6a85

, 2
\ //'4

\ 192 6 ^ 12288
'

2.4
É

J ri

28841 fri 9960575 /ri

288 ri 36864 ri
’

45^ 2 ,
45 2 j5_ , 2 ^25 < £443 £_ J

16 ^ 64
e

128 5i2 n 5i2 ri J cri
|

ri fri -

1 5 , , 1 5 , ,

T ve T 7e ' 45
y

2
e
2

1 12 y. ^
8

1

+ 1 35

32
‘

495

32

, ,
1 35 0 ,

,

495 „ „ ,

7 e ~
Iriï

7 6 + T2 7 e
'
C

n'

n

/i35q , .> 5607
, 0 368q . 26991 , 9 n

\lM 7 6" ~ 156 r (
"
"TTt 1 c + TTT 7 e '

+ 9*407 ,.,2 „2 ^
,3

,
734729 „2 „2

n"
,

945 _
i

L
,,3 + T A2Q f.

I c
n'

~+‘

0/}
/

1024 1 6384
cos ne .

D’apres la valeur de l’argument 9 du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i — o, ï = 2, .
i
" =- o, i

'" = o.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

L et H sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux va-

riables a, c, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e. En les résolvant, on trouve

(A,)

b
1 5

1 6

L

L

H 527
r~16

-RË e
o_

64

i 5 / L

64 \ I
H)V

3633
~
64

~
L - H

L
*

225 L — H 795 4 79°3 2

1

tri L 12

32 L
C

128
e

32 J u 8

167 L - H
-
2757

*
2

-|
2 i 33 1 /|'S V 5

8 L 16
H"

16
e

.J P‘°

895 L - H 8363 1 t
00OOCS ri

:i l is

16 L 1024
1

256 J p
12

2244 * n
‘ ; L

'

21 99670013 fri lu 443 1 fri L 12 V
*44

,p
' 4 221184 p

’ 6 1024 p
8

p.

2
cri



2
i L-Hl

,

i
2 ,

3

T = ; i + - e-
2 +• - e

2 L 2 8

(B,,

CHAPITRE V. — 49
e
OPÉRATION.

1

1

5 n ls

L'
2

1 53 1 n ' 5
L'

5

779

32 p
8

96 p."

4
6

3 4 5 _ f 225 , 225 L - H
16 32

675 .
,

325 , ,,1 n'-
L'

5 1 2 ' 128
e e

J p
4

L128 64 L

[675 2025 L — H , 675 4675 , ,21 n riv 2o8 733 2
ri

*
L'

;

4^09585
i2
ri

'*

L 15

[
266 128 L ~i28 ^ 5i2

'

J p
6 8192

*

p.
8 24576

'

p.

1 "

Si ! on remplace a et y
2 par leurs valeurs en e dans F expression de G, il

vient

7
e'- 8'

i
J

fi

?
F <?'

l 6

' 225
2

225 L — H

.64 32 L

’

675 2

1 28
f

2025 L — j

64 L

']9

e
2 +

256 256
~ e

p
6

4096 p
8 12288

et si ! on remarque que ’ on en déduit

(Le
'
1

_ \
i 5 L - II .5

4
j 5 f L - Iiy

, ,

i 5 L-H
, ,

45 L - H , „
dt

V-- 1 2
~!~ e r +TY“ f

+

TYT rf '

^ eo_45 e, e
,2 _ i 5 /L

8 \ L

IIY 45 / L - HY ,

J
e

‘

8~
\ L )

45 L - H
,

16
‘ L

r

+ 45 L_-H 45 s _ 45

8 L 32
e

76
e e

r 1 35 l — 11 , 1 35
,

P '< _
495 / I. -H\

L >6 L 32 32 \ L )

(C,
9)

f 8109 L — II „ 1 359 «
39357 / L — H N

L ‘28 L 256 256 II;

4 L

^ ilfiî e
2 ,' 2 - % e8 - ^ e

4 ^

^

16 L 16 32 J p.
2

? 2
+-

128 L

66741 L — H
~256 L

358 : .. 26991 1 /?,'L l

+ HTT
e

5 i 2
c

*

J "Y"
-

f 8 n 4 i L — H
j 91407 4

1 « ,3 L !I

L 256 L
'

1024
L

J p
e

n, 766449 L-H 905609 y /L" r 945 L-II 945 1 L*

L 8192 L 1 6384 J p
s

L 32 L 64 J p.V 2

98,

sin 0.
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D’ailleurs on a
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dO de d\\

dt
~ 2

dt
~ ~ 2

rfG’

en tenant compte des valeurs de ^5 —5 ~ qui doivent être employées

après la 48
e
opération, et remplaçant a et y

2
par leurs valeurs en e

,
on

trouve

I

<10 nn L3

^ Q
i5 L — H

dt p
:

3 _ -^

+

6 e. + 2 + y (
Lpüy _ ^ Lpü e . _ 45 Epü e

, :

2 4 \ L / 4L 4L2 L

57 , , ,, r 225f , + î" +1.76
-

225 225 L — II 225 , 825 , n l «'L3

T h -5— <?

‘

L 32

825 ,,1 «'L3

!&
e

\
~

+ r3g63 2247 L — I-I 1 665 2
5869

5

,2 'j ?i
n Le

[_ 64 16 L 64
' 128 ' J p

4

28i3oi «' :i L9 4823821 ri' L 12
45 L4

1024 p
6 409G p

8
8 p

2 «' :

+ j

i5 L - II _ i5 _ k> / L — H
y + 45 L - H

^ + 45 L - H ^
p

2

j
2 I. 4 L 4 L

i5
4 45 2 45 /L — H\ 2

, 45 L — H \
2

n ,

225 L-H
4

2
e

4
e '"

8 \ L ) 8 V L j

6" +
16 L

1 35 L — II
g2 g/2 1 35 45 éen

fi35 L — H i35
2 495 / L — H \ 2 855 L - H ,

L 16 L 16
e

32 V L /
+

32 L
''

_ 4g 5 L — H
, _ 675 _ 49^ , ,2 1

16 L '

64 16 J p
2

r 8109 l - H i35g
,

39357 / L -H\
L i2^ L 128

C
256 \ L )

1 1945 L — II
2

256 L

66741 L-H
256 L

1173

“ëT
<?

4 — 26991

256

P 8 1 1 4 J L— H 91407 2 1
«'•’ L !'

|_ 256 L 5i2
f

J p
6

1 1766449 L — Il _ 905609 ,1 n" L 12
T 945 L — Il _ 945 2I L4

j cog6
8192 L 8192 J p

8

L 32 L 32 J [da 1

')
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Ces deux équations différentielles (C 49 ), (D,
i9 )

correspondent aux équa-

tions (a 3
)
du chapitre fil; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 ( qui

\

n’est autre que
^

a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Si

on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les

coefficients de sin 0 et cosô, puis tenant compte de la première puissance de ces

coefficients, et ainsi de suite, on trouve

(K

5 L - II
,

5
,

/L - HV 55 L — II i 5
~rr

m ei

fb/L-ir
i6\ L

' "

a65 L - H 205
• G — (’

16 L 0
64

0

f 285 L — H
2 285

4
i 7 55 /L-H

j
32 L

e ~°

64
e

° +
64 V L

1 5 1 5 L-H ,

32 L
G

°

1235 L — II ioo 5 „ 1235 , .,1 n’U
_u —_ e 2 e ‘ A- . p e p * p 2

^64 L " +
64

0
128

0

J

+ L - Ilr 5767

1
5(2 L

3233
t

9161 / L — II
'

T024
e

° + 256 '

\ L
1 e

‘‘

407779 L — H
4

6144 L

35lî 9 L - 11
.2 rn

59273 48119 s

5i2 L ü

6 1 44
0 1024

,

t>3579 L ~H
g ,

36o 579 4

j

n’
2

\;

L 8192 L 1 6384 "“J p.'

73 16885 L — II
s

8o6i3555
t
H n"' )

'"J

~

7:

f
i65 L - Il i65

r4
~] V

r 121

L 3 c3g32i6 L
é?

2 -4— . r*
786432

r

.65 1
^ L

f
1“
~

"cf
e

‘‘

J
^
CÜS 9u ^ + ^2 I?

[JL Cl

)<- 5ï
iTJi '’: + â e!

i

c08lS-('+ c
).

9 = »,(' + «)

(F„

+ 1
5 -ü_p;+5(-Hy^-H, +5e
2 L

3625 /L-H

425 /L-H.y
0

32 \ L J

64

7205 L - H
128 L

^75 „

128 0

Celle formule se continue à la page suivantes
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(FJ

f 285 L — H 285 , t
1755 /"L — H\ 2 5776 L — H

L17 ~T 64 v L ) 64 L
e

°

4-
J235 L — H ,2 ,

5745 >4
1235 ol2

~\

+ 7Ï8 e°~~
64

~ e
°

J

ri L

F

f 5767 L — H
,

3233
2

9161 / L — H \ - _ 195239 L — H ,

L 512 L 5i2
f#

256 \ L J 1 536 L

_ 35ii9 L - H 3i253 48119 , «y
5 i 2 L 1024 “ 5 i 2

0

J p

T 63579 L — H 360579 1 ri3 L :i

L 8192 L 8192
e

°

J p'

r 17316885 L — H 8o6i3555
^

2
7 ri

* L 1

L 393216 L 393216 “J p
8

/>» j
16 L 0 ^ 32 û ^

4

[

1 65 L - H 1 65 2
1 L 4

j
.

,

.ir— ^rine
° (

' + }

16 V L

/ L — 1 1 \ 225
|

a — h\
V L J

1

16
'

V L )

775 L - H
__

225

^64 L 0
64

"

f

-

1 4^5 / L — II \
- 1425 L — Ii

2 (

1425 J «'L

“T

p

2

L 128 V L ) 128 L
f~

0 + 256

L t

38895 f l - h \
:

_ 93895 l - h
2

48895

j
yy+ 1

4096 l L
*

“ + " sin 2 6
0 (? -f- c)

4- \

125
|

fL-ty 3
37 5

f
L -H\

i 64 l L J
• 128

1

V L J js
,,:

i
sin38.(<+ f)

e
0

et r sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 0
o a pour

valeur

n riL | _ i5 L — H
. 20 4- 61-79 . = -T" 3

r
“ p

2
|

2 L
9 45/ L —

H

V
2 8 V L /

i35 L — H 45 L - H

8 L 4 L

[

226 225 L — H 225
,

826 ,, 1 riL

liT 8 L
h ¥'’ # + 'î64- 9^0 ^ -F- I ^ - JJ ^-r-1 4- ==^el Hb

4-
f 3963 2247 F -H i665

2 ,

58695 J ri ' U
64 16 L 64

6,0

T28
(

J p'

28 i 3oi tri V 4823821 ri * L 12 45 L !

}

6
' 4096 p

8
' 8 ri a

’ 1

\1024 p*



CHAPITRE V. 49
e OPÉRATION.

783

Si l’on prend la valeur de é1 donnée par la formule (E
/(9 ), et qu"on la sub-

stitue dans les formules (A 49 ), (B
/j9 ), on en déduit les valeurs de a et de y

2

en fonction de t
,
qui sont

L f l3 i5 L - H 527 , ,

195 „ ’ 5
(

/L - H\

! L32 1 6 L x6
+

64 64 1

V L )

3633 L — H ,

^ 64 L

225 L - H 795 7905 1 n "' L 1

2

32 L 128 11

32 “ J p»

-[

79 167 L — H 27 5 7 ,

16
" ^

8 8 L

T 53 895 L-H 8363n
2

4 16 L /
C

o
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24oo85 „ 1 n'e L

2.JÜ -]
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22441 n' 1 L 21

99670013 « ,8 L 2i 443i«"’L 12 L4

X 44 22Il84 p
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s
;x

2
a'-
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\
f 2635 L - H
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2635 4 ,
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U

I |
32 L 64

<>u
‘ 128 V L )

£>ü ~
~256 L

395a 5 L - H
2 , 2

64 L
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,

1 1 835
r

e
„ e H — ri; —

256 " 128

395a5 „«
n'

1 V

7 =
1 L - H

2 L

r»

[256 °

f 7o365 L-H 2
7°365 ^ 1 n L 15

L 5

1

2 L
6,0

”1^t-O
P-’°

[
7193509 L

L 8192

l 1 3 . 1 15 n’“ V- 1 53 1 -

1

' +
2

É'“ +
8
e

» 4 i
' ~

s
02 {JT 96

3 „ 5 . .
r 225 , 225 L — H

16
e

° 32
£a + [128 0

64 L

i 6384

'* L 11

cos e
0 p+ i’)>

5l2 " 128

2025 L — H
128 L

H 2
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4

(

4675 2
/t'

3V
i

208733
,
«'“-L

1

128
£'“ + 3TT

e

J
~ + T73T

(H in 4009585
2

;

/

15 L 15

24576
“p"

(5 L - H
8 L

5 .
,

5 / L — H\ 2
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â
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+

8 i L )
C

°
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64 v L j

e
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Cetle formule se continue à la page suivante.
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F a85 L — H »85 II 85 / L-H V 945 L - H

[128 L 0 256 0
2.56 \ L )

0 128 L 0
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256 L

1 1 55

5l2

1235
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p
2
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|

4L— II \
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Désignons maintenant par a
0

et y
2

0
les parties constantes des valeurs que

nous venons de trouver pour a et y
2

,
de sorte qu’on ait

-
\

1

P (

f‘
3

-
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De ces relations noos pouvons tirer L et H en fonction de a 0
et y*; nous

pourrons ensuite remplacer L et H par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E
/)9 ), (F,

i9 ), (G 40 ), (H,
9 ), et elles deviendront, en mettant n

0 pour

vV

^0 V « 0

h e
l + 20 il e

0
- ~r il e

l + 75 y, e
l — il < + ^ 7o el
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0
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- + eîa,.a.
12288 7 °

e
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La valeur de 9
U
deviendra de même

//
'- r„ , %

,
9 ,2— 3 — 1 5 7 0 + 7 f

„

"» L 4
+ - e

r

2

45
7 o + 3° 7 u
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'.,2,.2 _ —— y 2 e
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J

Calculons maintenant les valeurs de h-\- g -h l et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d[h-\-g-\-l) d R <7R <7R dh
<
7R

dt
' = _

ZI ”
f/G

~
f/H ’ dt

~ ~~
dH

’

ou nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

d{h + 1
)

dt £[' Y 7
2 +|e 2 + \e»+*Ÿ i 5

, , 27 ,

e'~ T 7 32

27
16'

+ 1 i'à5

16
7 e
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*
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"

'
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i7 Ô 2 n

3a

n I

n

f 45 1 207
_ |2
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Celle formule se continue à la paje suivante
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I
787 717
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J e'e"-hZ7 e°+2-e'e

64 32

J 35g 2 19107

5 i 2 256 7V - ^ e 2 c« \
5 l 2 1024

91407
,

943049 2
»'*

,
945 2

rt
2

2048 « 3 + 32 768 Tt
+

128 ” 1 COS0 ’

a2 1

^J CC

d’où, en remplaçant «, y, e, 0 par leurs valeurs en t données par les formules

(EJ, (FJ, (G'J, (HJ, puis intégrant, nous tirerons
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(K,
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h —
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5 4
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0
"
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32768
0 ]-sin20 o
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+ 7536
e

“
s *n 3 9

» ( * + r )-

(/* )
et (/) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21 ); h

0
et l

n

sont des quantités qui, comme Ô
0 ,

dépendent de /?.
0 ,

e
0 , y 0 , //, e', mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de 3a valeur de

h -f- g- -h / vient de ce que l’on a

h+ sr + / = - 0 + h+ /.0 2

Les six formules (E
49 ), (F49 ), (G'49 ), (H

49 ),
(K i9 ), (L t9 ), constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes
(

1
)
et (63); dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer îa première règle du n°30, et si nous remarquons que l est égal à

— - 9 + (
/2 H- o-+ /) — //

,

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :

On remplace

Formules de transformation.

a par

t f/,2635 2 ,
,

29.5 4
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7 -f
J

128 32
feV' 2 )-r

70365 , 7i'
b
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n°l )

-r e
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+ I 0 7v-_ 7v
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Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si Fou introduit les valeurs de a
1

e~ et y données par les formules (Ë49 ),

(G 49 ),
(H'

4g ), dans les expressions de L, G, H en «, e, y ,
on aura, en sup-

primant les indices de «
0 ,

e
0 , y n et n

0 ,

L„ = ancienne valeur de L (page 685) ;

G„ = ancienne valeur de G (page 775 )

,— 25 .

Va u • —x 7 e
,

‘ 16

G
t
= v/<< y-

] ^
yV + 107 4 e - — ^

y

2
285 , ,

n '

y e
-

32 n
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n

-— y c -75i2 n

H
0
= ancienne valeur de H (page yj5)
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D’ailleurs ô, est le coefficient de sin 0
o (£ + c) dans la valeur de 9 donnée parla

formule (F'
49 );

en y supprimant également les indices de a
0 ,

e
0 , y 0

et n
0 ,

on

en conclut

/— i
25

<
>

v a y j
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,
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4 4- 5of i é ^ f ^
23

/ l 425
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f 93895 4 2 48895
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\ 1024
^
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i

Gela posé, si l’on se reporte à la première règle du 11
0 50

,
et qu’on tienne

compte des valeurs de i\ i\ 1”
,
on voit que d’abord la nouvelle fonction R

s’obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 788

à 790) dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 49
e
opération. Par ces

substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et
(
63

)
de R doit se réduire à

une simple fonction de «, e, y, ce qui fournit une vérification des formules de

transformation employées; la fonction de «, e, 7, ainsi obtenue, se compose de

la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et de quelques nouvelles parties

qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication co- • • -
• ,

e

3 ]. Ensuite les

nouvelles valeurs de G, H seront

G \Jau.
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Celle formule se continue a la page suivante.
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f.es valeurs de -^1 -r% sont les mêmes que celles qui. ont été données à la
a L d\j clu. *

suite de la di
e opération (page 702).

5o 1
' OPÉRATION

destinée a faire disparaître une seconde fois le terme (126) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1), avec le terme périodique (1 25 )
*,

dans lequel l’argument est ih -A ‘ig — 2//— zg f — a/', et supposons que R

se réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

2 a

+ /»'
3

2

+ 9

4

75 ,

Re_4-76 re

225 , 825 , „\ ri
É") 77

31

32

33 97 1

32
e + 465

64
‘

il.
16

399

4
r «

/ 255 537 55 ri 1 5 2
6885 ,,\ ri

3

\ 32 Tü
7 '

4096
+

64 '

) H 3

495

16

,
49^9 ,

256

1905
~8~~

/ 55 1 5 635 , 6380965 16285
, 2
\ tri _ 28841 tf _ 9960675 rp

\ 192 6
1 12288

' +
24 *

y n ' 288 ri 36864 ri

r 9 45
r 2 45 2

i5
'

225 ri
__

1443 fri 1 <f_
|

^
[_ 64

—
76 ^ ^ 64

e
128

t

512 n 512 ri J cri
(

Cette formule se continue à la page suivante.

* Il 11e faut prendre pour le terme (1), dans le chapitre IV, que la partie qui existait dans la valeur primi-

tive de 11, avec celles qui y ont été introduites par suite des quarante-neuf premières opérations; et pour

le terme (125) que les parties qui proviennent des opérations effectuées après la 40
e jusqu’à la 49

e inclusive-

ment.
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D’après la valeur de l’argument 9 du ternie périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = o, i' = 2, i" = 2, i"' = — 2.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

dl dG _ dE
dt °

’ dt dt

La première de ces équations montre que L est constant; et si l’on intègre la

seconde, on aura

H = G + (H),

(H) étant une constante arbitraire. Cette dernière relation et celle qui lie L aux

variables «, e, y, peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e; en les résolvant, on trouve
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Si r on remplace a et y- par leurs valeurs en e dans F expression de G, il

vient

G = d 1 -;'I-P+ t 1
"’ 25

i6
T r e

i6

+
L b

25 225 (H)
, 675 .

,

325 ,

64
e + 17 17 e ~ Ü6 c ' + IL

' '
1 CiL _1_

Ç
22l 2

ll
'3

L" 216093 n" L 12

J

J pr
1

128 p.
e 4096 p-

s

r

1 00.



7 96 THEORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

et si l’on remarque que ^ on eu déduit

d.e2

dt

i

n L3

)
i 5 (H) , 15 (H

)

2

,,
,

75 (H) 75 (H)

p.
2

( 4 L 16 L2 n
16 L 8 L

(CJ
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r 1 1 3 1 37 (H) 9225

L i 6384 L 256
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J
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64 J p-
6 a 5

6

. p
2

p.' a
s sin 9.

D’ailleurs on a

9 e/Zt rfjO-
;T — 1 —, |-2-r- — 2 72 — — 2 -777 — 2 -777

<* dt dt

//R dR

en tenant compte des valeurs de -^ 5 Tv’"' d11 ' doivent être employées

après la 4

9

e opération, et remplaçant a et y~ par leurs valeurs en e, on trouve

(D*

do

dt
î+ p + 6m_p+ s41 =4+^L 2 L 4 4 J p 16 p/

/P
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i5 (H) _ i5 JJHp 45(1-1)

L 16 L2 4"
4. L

855 (H)
__ 7695 yH] 2

_ 8955 (H)

L 64 L 128 L 2
£2

r 9141 (H) _ 3375 ,,i ti
r- lc

L (i

4167 72̂ U )

4
64 p-

6

)

e-_l5(H)^
4 L 16 L2 SS 4. L 8 L

e2
i875 (H]

e
,l^

L 64 L 128 L 2 128 L ^ 64 L
1 "

P

[_
1 024 L 1 6

'

] p-

ru 3 i 37 (II) 9225 , 8g5o5 ,,
~j

|

72
,3 L9 7875 /PL" L4

)

L 1 6384 L 128 64
C

J! P
6 256 p

2

p.
2
a'~

)

cosÔ.

Ces deux équations différentielles (C 50 ),
(D 50 )

correspondent aux équa-

tions (28) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable © ^qui

n’est autre que a été remplacée par la variable e dont 0 est fonction. Si

on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les coeffi-
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cients de sin 9 et cosQ, puis tenant compte de la première puissance de ces

coefficients, et ainsi de suite, on trouve
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Si l’on prend la valeur de e
2 donnée par la formule (E 50 ), et qu’on la substi-

tue dans les formules (A 50 ), (B 50 ), on en déduit les valeurs de a et de y
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Désignons maintenant par a
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et y* les parties constantes des valeurs que
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De ces relations nous pouvons tirer L et (H) en fonction de a
0

et 7^; nous

pourrons ensuite remplacer L et (H) par les valeurs ainsi obtenues dans les
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d’où, en remplaçant «, y, e, Q par leurs valeurs en t données par les formules

(Ë'
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puis intégrant, nous tirerons

h + g + i=[i) +h> + g' + v+ Qe 0 + /„)
(t + c)

(
K

50 ) { + [7- 7
2
c

2 + li 7 « + Il ri e" - 2l y ri e'
2 \

-

|.\ 8
A‘ " ^ 32 U “ ^ 16

/u “ 16 L 0

) n
a

337 5 , s
ri

256 7o
»;

2
irr^'-: + 2S5 < f'’)s I

1 S1I



8oo THEORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

(h) + h
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(/) et (A) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21 ); l
0

et h
n

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n\ e'
,
niais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -t- g -+- / vient de ce que l’on a

h + g + / = - e + 1 + h' + g' +
2

0

Les six formules (E't0 ), (FJ, (G'J, (H'J, (K.,.), (L„) constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (1) et
(
1 2 5) ;

dès lors nous 11’avons plus qu’à

appliquer la première règle du n° 50, et si nous remarquons que l est égal à

—
-f + d + g + t) — h' — g' — e,

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante r

On remplace

Formules de transformation .
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Cette formule se continue à la page suivante
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(
2/; + 2

S'
- 2 A - 2g _ a /').

T. XXVIII. IOI
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Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

Si Ton introduit les valeurs de a, e
2

et y
2 données par les formules (E'

50),

(G.J, (H'
5ü ), dans les expressions de L, G, H en a, e, y ,

on aura, en suppri-

mant les indices de a n ,
e

() , y 0
et /?

0 ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 685);

G
0
= ancienne valeur de G (page 791),

G = - vV-- T 7 « -,

H,
j
= ancienne valeur de 11

(
page 792),

D’ailleurs 0
,

est ie coefficient de sinô
0

(t H- c
)
dans la valeur de 0 donnée par la

formule (F ); en y supprimant également les indices de a.
Q ,

e
n , y 0

et n
0 ,

on en

conclut

-( 9
, fo 2 9., G.,

> 225 , ,
Tl''

V" y- • tt 1 e —
64 n ~

Cela posé, si Ton se reporte à la première règle du n° 50
,

et qu’on tienne

compte des valeurs de i\ i\ i'\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R
s’obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 800

et 801) dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 5oe opération, et y

ajoutant

+ n' (U — G
0 )
— n' - (S, G, + 2 0

2
G

2 + • • •)•

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (ia 5
)
de R, joint à la

quantité -h n (G -— G
0 ), doit se réduire à une simple fonction de a, e, y ,

ce

qui fournit une vérification des formules de transformation employées; la fonc-

tion de a, e, y ainsi obtenue, réunie à la quantité

- n '

(
e

,

G, +a0
2
G

2

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme (1) et d’une nouvelle

partie qui est donnée dans le chapitre IV avec l’indication n». . i.üh. Ensuite
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les nouvelles valeurs de G, H seront

G = \/a y.

I , I , 25 , , 25 , ,
I _ ,

T - a
e + — 7‘ * ~

7ëT c ' ~
77* * +- 50 7 e

275

16
• 7 c'

25

l 6

/ 142.5
, , 1425 ,

,

-
(
-
3T re'-T^8

-^ et

, [ 225 , 225 , 675 ,
t

325 , „ 1 IQOq5
, , 20005 ,“

1— (

6'" — —— 7
' — —777 H 777— f" (‘ “ “h 7— 7

* £ — —; ^T"
c
'f C

\ 64 16 256 64 1024 ' 4096
'

325 ,

!ë ree
‘ ‘ïll e« _ 9Z^ g!

256 256

/ 675 , 2025 , , 2025 4675 , „ \ n '3

\ 1 28 32 256 256 J n

f l3 l5 ,
,

l4726l
(

195 l2
l5

4
I75o59 , 2 225

2

\64 16 ^ 4096
'

128
e

32 7 5i2 *
C

82
^

79 167
;

,

2954417 2133
)2 \

16 8 ' 12288 32 '

/ « 5

3035787
,

(

257925 , , 2

1 6384
~

l~
2048

e e
72 '

77
1

1 53 895

T" e
2 4

240085
,
\ «'649709991

1

3932 16

22441- nn 99916415 n '3 25 , 12
^

288 iv ^ 442368 «* 1 6 ^ n '-

5625
2
«' 2

r/
2

:

443 ( « 2

1024 n 2 a ' 2
~r_

2048 «’ a
'
1

H = vV
|

— + V<'- + i IfV - H - ïf/ **+ S 778

+

225 , 223 j 675 4

.64
6

l6 * 256
'

6 ? 5 ,
2025 , , 202.5

128 32 256

i3 187 , 147261

.64
+

4096

325

64
~'

i 5y5 , „
,

1 676

64 7 e
1 28

7
'<'

325 , „ ,

y- C
-

l 6

225
6

256
(

256
‘

970

195 n _ i389 <

128
f

32
11

29 _u 55
.
2954417 2 ,

21 33 \

16
:

48
7 12288 ^ 32 ) ré

I9I227
2 2

2805
j ,,

I e
'

5l2
T e

64

8035787
,

257925 ,
.

e H T77
- f e

1 6384 2048

li '

n '

i53 3245
^ 2 4970999 i1[

96 ^ 3g32i6

240085 n' (l

5i2 ‘
J n6

22441 n ' 1
' 99916415 n '3

288 n ' 442368 ic

+ (
—- fen

' 10

25 „ a2
! 225 , 5625 ,\ n ' 2 a 2

443 1 n‘— e ‘ e -)—+-( T77? T + T e )-- — +
16 \256 '

1024 / n - an 2048 n a -
)

I O I .
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Quant à la valeur de L, elle est la même que celle qui a été donnée à la suite

de la 4oe opération (page 685). De ces valeurs de L, G, H, on déduit

de i

d L a 1 ne

25 , 25

“T 7
2 5 -h 1007 e —

’

1 425 1425
\ ’L

16
7

“ '

32 /
'

/ n

223 225 225
2 ,

325 ,,

32 A-
7

3 +
64

e + -
5
— <-
32

v+îÿ,v
16

32 5

5l2 1024

(

075 2023 , 675 , 4t>75 „\ fl’
3

64 TT r + 158
e

~ + 755
e

Jjp

^
^316927 3o54g3 , 1425967

„
^

660735 ,.q nn

2048 256 4096 1024 ) n "

1125
, 325 , \ n'

2

754~
r +

64 ) 7r

4988483 n

'

5 1043900203 it'
ÿ ij ,, a 2 5620 il

'2 a
'
1

|
^ 6i44 A’ ^ 196608 n “ 8 a

'2
5 12 n 2 n

'2

de

dG
i

\ 1 „ 25 , 25 „ „ 21 , 425 ,

55 )

‘
-

2
6" + T 7 -T'''

e
' +

3Z
e + 1007'- — r c- 775 , ,

27 6

16
/ t

32
e

/i 425 , 1
4*23 1423 A 11

'

~
T 7 - ir?'‘" + 556 *

) Ti

f 225 225 2 675 , 325
, 2 209095

(
129895 , , 325 ,

\ 32 8 ^ 64
H

32 5i2
1

5 iî
f

1

8
^

/ 675 2025
_

675 , 4^75 n'
2

\ 64 16
/

64
C ^ 128 '

/ n 3

108295
. 975 , , 2

8
1
92 64

/ 316927 3o5493 . 36o6567
.

660735

V 2048 256 4096 1024 J n ‘

u 4988483. n
''-

1043900203 //"’ 25
, ,

tr
t

56i5 n
' 2

ir )

6144 'd 196608 if 8 a '2
~r~ 5i2 h 2 a 12

)

de i

51
=
555

23 ,

T TC
‘ 32

23 , , ,- 757''"
273 , 25 / 1425 , , 1425 A n
-G A «' - 0- + A— 75- - j _

32 \ 32 256

/ 225 164093 , , 65oq5 . 325
H- (

—— e — 7 "
e ”1—â

—

1— e< + —— <?" <?'

\ 32 1024 8192 32

2023
2 /?

64
L

« !

63777 , /r

256
f

«*
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Les valeurs de —> sont les mêmes que celles qui ont été données à

la suite de îa 4L opération (page 702 ). Les valeurs de — > ^ ^ sont les

mêmes que celles qui ont été données à la suite de Sa f\xf opération (page 798 )

.

5 I
e OPERATION

destinée a faire disparaître une seconde fois le terme (63) de R.

Prenons dans R le terme non périodique
(
1
) avec le terme périodique (63)*,

dans lequel l’argument est 2 g*, et supposons que R se réduise à ces termes

seuls, de sorte que l’on ait

R =

. cr [ 1 3 3 ,m — 7
- -7 +ë e +

a ‘
I 4 2 8

3 „ 3 7 9 , , 9. ,

8
C

~X‘
e ~V l

9 , „ 1 5
-P e

-é ‘

-f- — <:'

16 il

33 , ,
n

, 75 , , 27 , , ,,___
7 , + _ re .+ _ 7 , - T ye-c-

l 226 , 225 , , 225 . 8x5 , ri+
\Jï

e ~
Tâ'"

+ H

/3i 33 C)7i 365 75 3çi9 495_ ~ Y' + LL Te 7 + ~T 1
TiT

^

4989 1905
2 >n

-
' 256 8

/ 255 537_^ 2 55 1 1 1 5 , 6885
(2
\ n is

\ 32 16 ^ 4096
!

64 '

) ri

635
,

638og65 , 16285
,s
\ n

1
' 28841 «' 5

9960575 //"'

6
7 12288 24

‘

/ n* 288 n h 36864 ri

_+_ f9
45 45 _£

1 64 16' ^64 ^
1:

55 1

5

192

5 225 ri i443 ri

28
1

5i2 // 5i2 ri

Cette formule se continue à la pajie suivante.

* Il ne faut prendre pour le terme (1), dans le chapitre IV, que la partie qui existait dans la valeur primitive

de 11, avec celles qui y ont été introduites par suite des cinquante premières opérations; et pour le terme (63)

que les parties qui proviennent de la 5o e opération.
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45

64
‘

585

a56ït'*'
225
64"‘

71
'

71

( '±222 ^ -t-
4°365 v ,

\ 102 4
^ ' 1024

‘ 2048
1

1 5 1 65

2048
r

f e‘ e
n 1 2

71
2

21357
„ 2 2^ _j_

4878807
,

i 6384
1

ri 262144 ' n*
COS 1g.

D’après la valeur de l’argument 9 du terme périodique cpie Fou a conservé seul

dans cette expression, 011 a

i = o
,

i' = 2, /" — o, i'" = o.

Si Fou introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

L et H sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux

variables a, e, y peuvent être regardées comme déterminant a et y en fonction

de e; en Ses résolvant, on trouve

F i3 i5 L — H 527 , ig5
,2
1 L 12

[32 16 L 1 6
'

64
C

J p-°

167 L- R 2757 2i33
,2
1 «'5 L 15

8 L 16 16
C

j p.

ul

1 53 7?'6 L ls 22441 n
'' U '

)

4 p
12

1 44 p
u F

(B,„)

1 L - H
2 L

1 1 5 «'i L 12

|
x

2 3 5

HT “ë
-

\

~
4

É
' ~

Te
^ —

3à
r

225 L — II
,

64 TT
~ 1

“ 675

5l2
e’ + 325

128
'

H nn L 1

J y-

675
fi
ri’V 208733 .,ri' L ,:

256
1

p-
c ^ 8192 p.

s

Si F on remplace a et -y
2 par leurs valeurs en e dans l’expression de G, il

vient

G = L - i

I „ I 25
<?' — 0 e!,_ï

F2816
:

75 L —

H

g

4

a 3

32 L
1

32

4-
225 L — H ,

là L
t
"

225 325 „ „ 1 ri- L 11

p-‘

675 2
7t

' 3 V 216098
2
72

/4 L ,2

|

128^ p
6 4°9Ô

(

p
8 1’
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e OPÉRATION. 8o r

JG d R w
,

..— 0n en déduitet si 1 on remarque que — —
d.e- _ nHL

\
45 L — 11

2 45 45 / L — H \~

dt 32 L 64

i 35 L — H '2^5 L - H

128 L 32 L

(CJ{

1 35 ,
220

e G H
128 ^ 64

e' (.

F '2025 L

1_ 5 1

2

L

ü , 2025
,

4°365 / L H 3o645 L — il

1024 1024 \ L ) 5 12 L

1 5 1 65 L — H 4OOC)5 1 5

1

(55 ,,1 /PL 3

_)_ t~ C -\- TTr C ' 73
- t*' C '

j

—
1024 L 2048 2048 j f/.-

r 59643 l — il 21357
/t

~\ d -
ip

*

(_ 8192 L t 6384
Ê

J fP

+ f 3 i773o7 L - li

^ __
4878807

(
.,1 L

:I

| sjn f,_

L 131072 L 262144 j I

D’ailleurs on a

d b <lg

dt
" 2

7ü

d\\

rfG’

en tenant compte des valeurs de ~ qui doivent être employées

après Sa 5o e opération, et remplaçant a et y
1 par leurs valeurs en e, on

trouve

! dd nn L 3
l „ i 5 L — H

«/ ü. 1,

6c-*+9 e
«

223 2235 L

16 8 J

~ H 225 825 ~1 /PL3 3q63 /P
2
L' 281801 /P

3 L
f

1—5— H — e ~ ——
-f-

—L- — H
7 7 (32 16 J j

2- 64 u- 1024 y- 5

(D
;„

/P
3
L"' l 45 L — H 4.5 , 45 / L — H \ 45 L - H

,
225 L — H

,

'32 L O.'” 8 \ L j 32 L
'

32 L
''

225 225—
-TTj- e' -+- e- c

-

64 32

2025 L — H 2023 „ 4o365 / L — H \
2

1 2o555 L — H

[

202f

TÏ2 L 5 i 2 1024 \ L 1024 L

+ 1 5 « 65 L — H n 2g565 .
i5i65

2
,,’i //'

L

1024 L 312 1024ïT’pT"
59643 L — H

!

21357

8192 L 8192
..]

n l2
U’

r 3177807 l — ü 4878807 ..i //'3 !.

1

|

[ 131072 L 131072 J p
,: P
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Ces deux équations différentielles (C 5( ), (D
5) )

correspondent aux équa-

tions
(
28

)
du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 (qui

n’est autre que
^
G

j
a été remplacée par la variable e

,
dont 0 est fonction. Si

on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les coef-

ficients de sin 0 et cos 9, puis tenant compte de la première puissance de ces

coefficients, et ainsi de suite, on trouve

L — H
I.

i5 ,
1 o5 / L H\ 2

,,
1 5 L — H

64
tf

“ + 64~ \ L J
C

°
~

~8 L

ig5

64
" +

128

ig5

128

' 22 S L — li

64 L
-

T^8
r

': +

io5 L

16

8i45

256

H , „ 2o565'
C

»
<’ ‘ T —

37/55 L — H

2048

1024

io5
~
"nT

CÎ 0 « ’
L'

+ 75621 L —
[IÜ92 L

48621
,
'j /r

3 L :i

1 6 3

8

4
!I

J p
6

[
363563 L — Il

2 932437 .1 //'I.

L 65536 ~ L
r

" +
1 3io72 J ~ZT~ cos0

(J

[t 4- c],

9 = 9Jt 4- c)

in*
( L 3a

i5 L — Il 1 5 iq5 /L — HV 225 L — R
64” T '

~ = ’’

L 32
+ '

L j 64

195 L — 11
, 2 .5 ig5

, ,,
|

n’ L*

64
+

64
e

° + 64"
C'

u
C

j 7^

L - li 225 8.45
j

( L — Hy 368 55 L - II
...

L 64
° ^ 256 '

V L / 5 1 2 L
e

Q

io5 L - H 59895 io5 ,

.6 L
' ^ 2048

' " + ’-U

7562! L — H 48621 ,

1

n '3 L9

r:
8192 L 8192 J p'

1

[363563 L — H 982437 2
1 n u L 12

)

L 65536 L
i“ 65536

1
0

J p.
s

i

l 220
j
L — II ^

2 225 L — SI 225
, |

n'~L n

sin2 0
o p -l- c).

/ 4096 \ L / 4096 L ' 8
.
92

!
"

| p
!
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e
OPÉRATION.

/

e
0

et c sont les deux constantes introduites par l’intégration,

valeur

et Q„

809

pour

0. = n ri V i5 L + 6 ci *e>
2

f 225 225 JL — H 225 , 825 ,1
|

n’V
,

3g63 « ,2
L" 28 i 3oi «'-‘L

1

’

f

r~ Cï CO L
1

32
e

“ 16
C

1 P
2

'

64 p
4

1024 p®
i

Si 1 on prend la valeur de e
2 donnée par la formule (E

sl ), et qu’on la sub-

stitue dans les formules (A
S1 ), (B

5I ), on en déduit les valeurs de a et de y
2

en fonction de t, qui sont

T— _ — L ~~ H 5 '27 , ,

195
, 2 ]

«'4
L'

L 3a 16 L 16
11

64 J p.
s

f 79 167 L - H
__ 2757 , 21 33 ,;i /F

2
L'

5

L 8 8 L 16 J

1 53 n Hi L IK
22441 n

' 1 L 21

j

4 p-
12

.144 7 i

L! i F
L ~ H ^

p. I L 512 L
79°5 4

~1 L‘
r'

1024
C,

’J p
1 "

f 35865 L H

F 1024 L
e

11

35865
1
1 nK L ls

2048
‘

0

J p
1

'

2
COS0

o
p-+- c),

1 L — il

2 ~T
n5 « ,4 L 12

lËT “T
8

"-

225 L — H__— 675
-i — e* -4-^ 512 0 ^ ^ 2 ^*

e -t e
' 2

~\

128
0

j

L‘ 675
2 797 208733 tz'

4 L 1

p" 256 11

p
e

8192 p
s

(H
5I )

1 5 ,

256
e

"

i65 / L — HV i5 L — Iï

256 V L J
e

“ 64 T
e

»

195 L - H
2

256 L
e

° 256

n' L

F

r 225 l — 11
2

225
o 4 -1—

7245 / L — H \
2

3o555 L - H

L 256 L
£

“ 5l2
*- 0 1

1024 \ JL / 4096 L
C

0

io5 L-H .. 1 5 1 65 io5 1
64" L

e
>
e ' +

8192
e

“ + ^8 e
"
V 'j

f 48621 L — H
2

21621
,
~j n '3

17

L 32768 ~~L
e

“ ~ 65536
e

“ j 7/~

932437 L — H
2 2228437 ,1 «'“ L |J

j

262Î44 L
e

°
—

524288
e
“j

(

cos6«b + 7
T. XX'VIII. ioa



THEORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.8 1 o

Désignons maintenant par a
0
et y* les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et 7% de sorte qu’on ait

13 i 5 L — H 5%yj i r 13 1

5

p j

1

L 32 16 L 16
1

64
el+'-SÏe’49

Vu =

r 79 167 L - H 27 3 7 ..2 ,

2l33 „91 „» L 15

L 8 8 L 16
0 ÎÔ J y

10

I 3 1

1

5 /i
u L 12

) 1 3
4

3
r

1 + - e
2

» +
8

C
'

ü + '

32 p
8 |-r :

“
76
^-

32
c

°

225 L - H 675
C‘ + 325

, „
1

*:’ L6
,

675 ^ n

64 L
(
’D

5 1 2
^

0 + 128
“

'

J y* 256
C

“

4 y' 144 p
14

1 L - H

2 L

r 225+
Lt^8'

De ces relations nous pouvons tirer L et H en fonction de a
0

et 7'
;
nous

pourrons ensuite remplacer L et H par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E 5) ), (F 51 ), (G 51 ),
(H..,), et elles deviendront, en mettant n

0
pour

siF

<'

0

r , rJ+ 195 1 s
15

b \ 16
/u

t 6
7o " ^ 8

U 0 Ÿ c 1
- e
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e
OPÉRATION. 8

1

i

7
2 -

7o + [(s
165

,
45 . *

7o 0 A- 7» £
« ]a8

l,e ü
e

64

(H' - -

/ 225

\ 128

7 245 , 3375

256

+

io5

HIT

48621

l\ e
\
e>i

) TT

-.2 -2 ^ ,

93a437

1 6384 ü « 3

„

’

1 3 1 072
COS0

O (/+ c).

La valeur de Ô
0 deviendra de même

0. = + !H +L + I

l 225 225~— il
—

\ 16 4

225

32

825

16
1 0-

/ "0

3g63 a'
2 28i3oi n '3

64 fl
2 1024 nd

Calculons maintenant les valeurs de h-+-g-+-l et de h en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

<i[h + g + O
<h

f/R _ </R _ r/R

cl L rfG ~ 5H’

r//i

i*

cl R

ÎZh
1

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. .Nous aurons ainsi

32 « 64
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8 128
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128 J
/ /r
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9 cr n

32 n 3
192 ri' 8 a'

2

J

P 225
2 45 2295 1125 , ,

L&r 7 " + T 7<! + dtr«’‘--5r 7V
2025 ,

«' 251073 , ,
fl'

2 l—-y e h ——£-f c
2— cos 5

,

128 /? 1 6384 « J

> clt

3 3 2 3

4 2
7 +

2
- T 7

2 + T + § e'
1

-t-ï[

?l[âL e
> + 45

fl
2

L [ 28 ^8

_ f

\ 2048

225 „ fl'

32 «

5i «

32

fl'
2

2o 3 «'3 1

n 2 32 a 3

J

675 . 22-5 ,
P* P Z

,f^ + T-e' -c‘e
5l2 128

4o365 , , 47^5 , i5i6a ,

T T e ~ ~—7 « + -7—77- c
2
e

1024 1024 4°96

n' 2i357 , n
‘

« 32768 ri
1

524288 n

4878807 n " '

.

cr — ! cos 0 :d
102 .
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d’où, en remplaçant a, y ,
e, 9 par leurs valeurs en t données par les formules

(EJ, (FJ, (G'
51 ), (H'

51 ),
puis intégrant, nous tirerons

(h) et (/) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n°21); h
0

et l
0

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de n
0 ,

e
0 , y 0 ,

n , e'

,

mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h -h g -t- l vient de ce que l’on a

h + 2 + 1= -04-h + l.
o

Les six formules (E'J, (FJ, (GJ, (HJ, (KJ, (LJ constituent les inté-

grales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est sup-

posée réduite aux deux termes (i) et (63); dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la première règle du n° 56, et si nous remarquons que l est égal à

- -Q + {h+ g+ 1)
— h,

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :
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Formules de transformation.

On remplace

a par

i r 79°5 , ,
«' 5 35865 , ,

n'
K ~\

“
r
- -~^re-w cosig P

ir par

-
1 ' Tô 7

l

q

5 i 5
,

. iq 5
-47 i

c- + -~fS--d-Ÿe
16

ye‘e
3a n

(
225

, 2 ,
M 5

„ 2 697 5 , ,
io5 , n! 1

7 562 i , , n
'3 363563

2 ,
//* 1

VIT 7 c +
-6T 7 ' TÉT 7 ‘ ~ir 7 ec

7
1 ri~

'

409^
'

C
n% 32 768

'
L

n' J
COS 2 s\

r Par

, ,
i 5 , i 65 , , 45 , iq5 , , n'

7 +
I + 64-7v + ~

TTs 7'^
) 77

( 225
,

72 45 , „2
33 75

,

,o5
2 „o n\ n '2 48621

2
,««

,

932437 , ,«'nU 76 -h
256 ‘

L
2048

7 6 o—

7

e e
)
— H

32 J n 1 h
1 6384 '

r e- -T -f- A 7 c- —
181072 «" J

cos 2 g.b >
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,A

L \32 ^ 32 ^ 16 ^ 64 ^ J n

225
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2 \ n ' 2
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12

.

S48
7V Sin4 »'

h + g+ l par

'95

64

1 35

256

1 9 5

4“ ye‘e
I 125

128 T e '

68871

2048
S1I)2P\

h par

h -f- 4 <? 4-
19 3

64

22
,

45 ,

7 e ' H ô e
128

95
256

e e * —

f 225 8 i 45 ,
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\256
6
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e
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Nouvelles 'valeurs de R, L, G, H.

Si l’on introduit les valeurs de a, <r et y
2 données par les formules (E

51 ),

(G'
5f ),

(fl'
B1 ), dans les expressions de L, G, H en «, e, y, on aura, en suppri-

mant les indices de a 0 , e
0 , y n et n

0 ,

L
u
= ancienne valeur de L (page 685);

G„ - ancienne valeur de G (page 8o3),

= ancienne valeur de H
(
page 8o3).

D’ailleurs 9, est le coefficient de sin9
0 (£ + c) dans la valeur de 9 donnée par la

formule (F'
61 ); en y supprimant également les indices de a

0 ,
e

0 , y 0
et /*

0 ,
on

en conclut

Gela posé, si l’on se reporte à la première règle du n° 30, et qu’on tienne

compte des valeurs de G, G, i'", ou voit que d’abord la nouvelle fonction R
s obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (page 8 1 3

)

dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 5 1
e
opération. Par ces substi-

tutions, l’ensemble des deux termes (i) et (63) de R doit se réduire à une

simple fonction de a, e, y, ce qui fournit une vérification des formules de

transformation employées; la fonction de a, e, y ,
ainsi obtenue, n’est autre

chose que Sa valeur qu avait précédemment le terme (i). Ensuite la nouvelle

valeur de G sera

e6 + 5of é1 —
10 1

+

Cette formule sn continue à la page suivante.
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1

5

(W
e
*

\ 128

2025

"la"'

2025 4675 ,
n ' 3

256
e +

a56
e 6 ’

) n3

15 i 4726 i
, 195 1,

16 ^ 4096 128

l 5 17^069 . _ 225 , „

32 7 57a
- 7

—
"3T 7
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c
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,
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/ 153 _ 8g5 497Q999 1 1
2
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\ 8 16 393216 5i2
C
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22441 /A 99916415 /A _ 25
2 , 2

A 5625 , n
' 2 a 2

4431 n4 A )

288 n’ 442368 A 16
* 6

'

a
' 2 +

1024 n 2 ' a
' 2 + F48 F ‘ Â5 j*

Quant aux valeurs de L et de H, elles sont les mêmes que celles qui doivent

être employées après la 5oe
opération (valeur de L, page 685; valeur de H.,

page 8o3). De ces valeurs de L, G, H on déduit

de
_

cl h
i — e

2
-f- — / — — 7

2 e2 -+- i oo ÿ ~ 1 5o Y e
'
-4- 7

2
e424 16

/i 425 ,
i4a5

,”G6“ 7 JT 7 AJ n

'225 225 225 3a5

32 "F 7
2 ~h -

64"
“ 2 + -^e'

32
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64 16
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2048 256
' Y

4096

26165 10495 3a5
2 , 2

64
' ~ ir 1

’ e -m *

I 125 3a5

A /A

) n3

64
e +ÜT e

1024

A /A

/

4988483 /A ^ 1043900203 /a'
8 25 a2

t

5625 /a'
2 A

6144 n 3 196608 A 8
’ A 2

5 1 2 A ’ A2

rfG
* ,_I C

>

A«e | 2

25 25 21— 7 7
2 e-+ —&

2 2 32

4a5 „,4„2 ,
775 „ Spi _ 27 é100 7° — -— Y e

-

-f-
---

7V
2 16 32

16 l6 a56

f
aa5 aa5

, 2 67 5 3a5
,

a6i65
4

16265 , 3a5
,

\ 32 8~ 7 ~ 64" + "sF + “64“ 7 64~ 7 e r Te

1 3565 975 \ n '2

+
JÔM

e ~ 64"'""

Cette formule se continue a la page suivante.
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2

e
OPÉRATION.

j |
î clci da (la « A .. . ,

J^es valeurs de jj-? sont les memes que celles qui ont ete données

suite de la 4 i
e
opération (page 70a).

8

1

a Ia

5

2

e OPÉRATION

destinée ci faire disparaître le terme (166) de K.

Prenons dans R le tenue non périodique (i)avec le tenue périodique
(
166) *

.

dans lequel l’argument est 2I1 — 2 h' — 2g' — 2/', et supposons que R se

réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

U

2 a

t
a ~

( ï 3,3., 3 ... 3 q

'"Pn ;
7 +

s
e+

s
e +

ïr_R , il 01,
,

15
,

1

16 '32 e

33 9 7 5 .. 27 „

t 7 +
4
7 ‘ + Te r e '

8
7 e e 2

225 ' 225
2 „ 225 , 825

, ri

(h _H 72 _9Zi e2 ,

465 „ 75 , 399 49 5 ,,

\32 8 1
32

C +
64

6 +
76 7 +X 7 TÔT 7

,
4989

,

igo5
..

, 2
\ n'-

255' 53 7 _ :
55 1 1 15 , 6885

, 2
\ ri

32 j 6
T

4096
6
'' +

64
e ‘j

ri

3

5

! 5 ^ 635
2

638o965
,

16285 n "'

28841 ri 9960575 ri
'

7 r -A f>- \ — —
192 12288 2.4

É

J ri 288 /T 36864 ri’

r » _ 45
2 ,

45 2 ,

l5
, 2 ,

2i5 n' 1 443 >i
n T a '

)

L64 16 '

‘ + j-, e
64

- H 4-
128 5 12 n 5i2 ri j a'-

(

Celte formule se continue à la page suivante

^

il ne faut prendre pour ces termes (1) et (166 ),
dans le chapitre IV, que les parties qui existaient dans la

aleur primitive de R. avec celles qui y ont été introduites par suite des cinquante et une premières opérations.

T. XXVIII.
1 o3
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8

4-m' §7V-f 7W + SvV<
\

!
r

-

l^+î ï e'

-

7 fc"“b + T 7
'

+ - T

r

-'1 -g^T 7"* + tS’’
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93 34n , ,
,

75 ,.7
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327 ,
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69267 .

256 7
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3o25
^

16 A''
2

2467 , n
,(i

48 '
' «« T TTT + 77; V"'

X COS (2 A — 2 A' — 2 g-' — 2 /').

D’après la valeur de l’argument ô du tenue périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = o, i
‘ = o, i

" ~ 2, i
'" = 4— 2.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

L et G sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux va-

riables a
,
e, y peuvent être regardées comme déterminant a et e en fonction

de y. En les résolvant, on trouve

(A
62)
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8 é 16 L

LL e
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-f- 228 y
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L - G 1 L - G
,
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L
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2 7
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4
r L

r 1 4^5 4 1425 ,,
l — g

"Te" 7 3T 7 ‘

l

— G 1 n'_V

f

(B
5J )

f 225 225 „ 675 L — G 325 « ,2
L‘

:

L 32 8
7 32 L

+
32 " J

~

y
~

r 675 2025^2 6075 L — G 4675 n'-'U

L 64
~
76

~
7 ~

128 L

817343 //'L 12 5018819 n ’h
L'

5'

2048 p
s

61 44 p
10

Si l’on remplace a et e
2 par leurs valeurs en y dans 3’expression de H, il

H = G+ L 2 ,
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27

-

+a7 ‘

L T 7 L
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D’ailleurs on
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en tenant compte des valeurs de qui doivent être employées

après la 5i e opération, et remplaçant a et e' par leurs valeurs en 7, on

trouve

(19

777
= n { — 2

(ty

3 , . L — G 9 ,,,
5 1 ,
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p
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COS 9*

Ges deux équations différentielles (C 52 ),
(.D 32 )

correspondent aux équa-

tions (a3) du chapitre 1ÏI
;
elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0

(

qui

n’est autre que - H\ a été remplacée par la variable 7 dont 0 est fonction. Si

on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les

coefficients de sin 9 et cos 9
,
puis tenant compte de la.première puissance de ces
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coefficients, et ainsi de suite, on trouve
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Cette formule ss continue à la page suivante.
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Si l’on prend la valeur de y
2 donnée par la formule (E sa ), et qu’on la sub-

stitue dans les formules (A 52 ), (B 52 ), on en déduit les valeurs de a et de e
2
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en fonction de qui sont
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Désignons maintenant par r/
0

et e ’ les parties constantes des valeurs que

nous venons de trouver pour a et e"

,

de sorte qu’on ait
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Celte, furmule. se continue a la page suivante.
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De ces relations nous pouvons tirer L et G en fonction de a
0

et e~
0 ;

nous

pourrons ensuite remplacer L et G par les valeurs ainsi obtenues dans les
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Calculons maintenant les valeurs de h H— g H- / et de / en fonction de £.

Ces valeurs nous seront fournies par les équations différentielles
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Celle formule se continue à la page suivante.
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(g') et (0 sollt ^ es deux constantes introduites par l’intégration (n
ü
21); oy et /

sont des quantités qui, comme 0
O ,

dépendent de ;z
0 ,

e
0 , 7o , e\ ma1s dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas S)esoin. La
forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de
h -f- g -+- / vient de ce que l’on a

h + g + l= ^e + g- +7 + /*'+ £'_!_ /'.

Les six formules (EJ, (F'J, (G'
52 ), (H'

52), (KJ, (L 52 )
constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y
est supposée réduite aux deux termes (1) et (166); dès lors nous n’avons
plus qu a appliquer la seconde règle du n° 30
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Celle formule sc continue a la pa^e suivante.
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Nouvelles valeurs de R, L, G, H.
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75 o 3

> r ~
4

71
1179

32

525 , „ \ n'-’

~Û re '

) N
1 1 65 , i/

1
'

565g7
2

45 rr
(

128 ^
1 536 ^ /é 1 6 ' n a -

\

D’ailleurs ô, est le coefficient de sin Q
n
(t -f- c) dans la valeur de Ô donnée par la

formule (F'
52 ) ;

en y supprimant également les indices de a
0 ,

e„, y 0
et n

0 ,
on
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en conclut

(0, H, + *9, H, +...) =

637019
2
n'e

1 35
2
ri

2 a 1

32768 ^ n* 1

64 ^ n 2
ci

'1

Gela posé, si l’on se reporte à la seconde règle du n° 50, et qu’on tienne

compte des valeurs de i\ i'\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R
s’obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 828
a 80

1 )
dans la valeur qu avait cette fonction avant la 52 e

opération, et y
ajoutant

+ «'(H — HJ — n' f
(0, H, 4- 2 0, H,+ . J.

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (1) et (166) de R, joint à la

quantité

doit se réduire à une simple fonction de a, e, y, ce qui fournit une vérification

des formules de transformation employées; la fonction de a, e
, y ,

ainsi obte-

nue, réunie à la quantité

-«'.-(S
l

H
l
+ 2ML,+...)

2

se compose de la valeur qu avait précédemment le terme
( 1 ) ,

et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication [« • • i.i.h.

Ensuite les nouvelles valeurs de G, H seront

5

Cette formule se continue a la page suivante.
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Quant à la valeur de L, elle est la même que celle qui a été donnée à la suite

de la 4

o

e opération (page 685). De ees valeurs de L, G, H, on déduit

(lu 1

,71
= ™ < * + 1969 1629

,

i

17887 , 29535 j.,\ «'4

tr T + -~&î~ r + Gî4~
e

/ 7
r

(la

7g
1

(7/?

027T 3633

16

41

5

2745 3 1 3g5 , II2o5 \ rt
'5

73ooo5 n 16

!

54693247 rt'
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1

v
2 4
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16

1
1

4
'

/ rt
5

5 12 /,
G 9216 rt'

i

41 5i
,

,

79o5 A 7 4
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[ 2757 2493 , _
72l5

2
,
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5 536663 rt"

:

,
1737817 n' 1

)

\ 8 2
‘

l6
'

1

16 J rt
5 ' 256 «“ Ï92 n 1

^

(la

7ÏÏ
- + -7 2 -
l6 ^ l6

/

I 809 2
225

32
e
l 4-

32
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7~ 5—
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16 ) n h
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s
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5i2 « (i 9216 « 7

(la 1

d L (r ne
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( 1423 , j 425 ,
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-\^ë-r-— ye )-
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1
95 10495 ,

T
Vit

” r + 64
e + 4T e ‘ + ~ir r ~ -qt r&

325

( 675 _ 2025
2

(

675 2
(

4675 n \ ri2

\ 64 16
/ !

128
' ^
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) ~rF

3 1 6927 _ 300493
r
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660735

2048 256 ' 4096 1024
'

/

ii25
, 325 , ,

4988483 7
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|
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^

- r r fi 1 7TT* ~ TT n>
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6 1 44 « s 196608 77
6
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n 2 a i
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Celle formule se continue à la page suivante
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Cette formule se continue à la page suivante.
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1 425
,2 .,2

!425 Y
32 1 256 ) *

9 27 , 81 ,
.Os

32 16
7 + 64

"
32

27 81 8 1 ,
,

459

.64

“
l6
r ~~

32
£
” + 738'

571

1

22869
1

i 1 5.53

s
2048 5 1 2

1
4096

‘

„ , 1 35 ,
„

7 e + «
' iG

5887 ,

'

4o5 , \ ri'-

-rr-e 4 —
~ëT e

‘
e

' —
5 i 2 64 j tv

4854i «' 5

,

7249715 n '°

t

æ
2

,

765 n
' 1

te
|

6i44 nb 196608 nG 82 a ' 2 5i2 tv a 12

53 e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (167) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1)
* avec le terme périodique (167),

dans lequel l’argument est 2/? — 2 fi — ig' — 31', et supposons que R se

réduise à ces termes seuls, de sorte que I on ait

R=-£

,a 2 li 3,3+ ni —
]

7' 4- g
e

2

a 2

( 4 2 8

3 „ 3 9 , 9 , ,, 9 ,
i 5 , 33 .

«fi 2 «fi e- 2 «fi _j_. _2_ *>2 ,.'2 _i 4 _ >v
4

1 e--ïre- + -^e e e

-

7"e'
32 2

7 e
75 , t 27 , ,

9 , 225 , 27 , 387 „ , 45 , 225 ,“ I
1

içr e--Trrr- ffe'--— é +^- e* )
-825

a 7
16 32 16 128 64

/ 3 1 33 971 , 4^5 „ 273 , 5709 , , 333 ,~ -r - + fr T + -ÏT32 64 64 64 16

4989 >4
igo5

2 , 2
\ ri

256
6

8
e

~
e

‘

1 n*

Rette formule se continue à la page suivante.

* Il ne faut prendre pour ce terme (1), dans le chapitre IV, que la'partie qui existait dans la valeur pri-

mitive de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des cinquante-deux premières opérations.
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X
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256 7 6
« 3 2048
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>? 64

7 A 2

X cos
(
2 /?. — 2 /d — ig' — 31').

D’après la valeur de l’argument ô du terme périodique que Fou a conservé seul

dans cette expression, on a

1=0, ï= O, i"x 2, i'" = — 3.

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

dL
dt

dG
dt

L et G sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux

variables a, e, y peuvent être regardées comme déterminant a et e en fonction

de y ;
en les résolvant, on trouve

(AJ

a
L 2

F

(BJ

I

é1 — 1

i3 i5
5

1069 L — G l
195 , 2

1 n'
4 L 12

32 8
7 16 L ^64 JF*
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/3 L9 317343 XL 12
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L 32 8
7
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1

32 J F
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64 g
+

2048 F
8

1
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Si i’on remplace a et e
1 par leurs valeurs en y dans l’expression de H, il

vient

Il = G + L
]

— .27'

[9
Të 7 — y

16
'

-4- 1 8 y
L - G _ 45

_

L 16
6

j 7^
27 .ri3U 5965 2

tri L 12

P
32

7
p.' 1 024 ^ p.

s

)

’

rl H d R
et si ! on remarque que 1 011 en déduit

j

rl.y ~ n’- L3

dt u? f e’
L - G 369
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'

6o3
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,
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.
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F
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(
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8192
^ f

p.
5

64
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sin 9.

D’ailleurs 011 a

79 _ tlh

rit
^ dt

3 ri :

en tenant compte des valeurs de ~ données à la suite de la

82 e opération, et remplaçant a et e

~

par leurs valeurs en y ,
on trouve

r/9
, ( ,-r = n

\
— 3

dt
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Celle formule se continue à la page suivante.
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Ces deux, équations différentielles (C 53 ), (D 53 )
correspondent aux équa-

tions (23) du chapitre III; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 6

(

qui n’est autre que
l

- H ') a été remplacée par la variable y dont S est fonction.

Si on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les

coefficients de sinÔ et cos 0, puis tenant compte de la première puissance de

ces coefficients, et ainsi de suite, on trouve

2
, i f 7 , , 7 4 ,

,

, L — G
,

123
,3 23 i

,
L— G ,

7 = 7 “ +
I L

4

11 e
4
7# + 77; H “T 7

" l
£

'

,

455 / L — G \
2

,1 riV+
64

7
“ l L

'
e

[K \ J fi
, , 3 , ,

607 ,

\

“h U 7.'* ?4 7o£> + lG 7;
L — G

, 699

L

f 627,
, 7 1 r

,
.12379 „ L — G ,1 /z'

3L ;l

-
S — K * -

738 Vï e -
-6T 7î L "

j
-y

L 128

6661
, ,

//'• L 1

' 1011573 , («'“L 15

i

145 ,
«'L3 V

” C56“ 7; ''

STgâ 75 £' + 64" 7 3

C

' Çm '

ririri
COS G,

f
t -I- r

(F
s

1

9 = 0

+

7 2-' 7 ^
I
e ~~ “Vu 1

.
4 2

L — G
,

123
,/

J 23 ,, 287 v L — G
,

32

455 / L — G+
64 \ L

0
607 L — G

, 699 r, 1
n n L6

~3 7 “
e t r

1 b L
£ — — 6’ —

64 j U4

,
225

,
12 379 L -G q « ,3 l»

l6
h,<

(>4 L ' J

6661 ,/i'
4 L1

12 1011573 ,ri 3 L 15

,

i45

256
£

p.
s

8192
£

p
lü +

64

49 2 ,, . 49 L - G
c'

3

li

^ + 7
, ,2

«"L3
4373

32
U< 1

8 L Jj
p.

4 32 fJ.

U
1024

y. y.-

a

sin Ô
u (/ + c)



84o THEORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

y 0
et c sont les deux constantes introduites par F intégration, et a pour valeur

0 . = ri

0
3^ + 6 ii

ir^ + I
e

'
ri L 9_ ri^U 121 ^2il i

p.
2 i6 p.

4 +
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;

\

Si Ton prend la valeur de y
2 donnée par la formule (E 53 ), et qu’on la sub-

stitue dans les formules (A 53 ), (B.
s ), on en déduit les valeurs de a et de e

2 en

fonction de t
,
qui sont
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Désignons maintenant par a
0
et e

2

0
les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a ete 2

,
de sorte qu’on ait
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De ces relations nous pouvons tirer L et G en fonction de a
0

et e\
;
nous

pourrons ensuite remplacer L et G par les valeurs ainsi obtenues dans les
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formules (E 53 ), (F 53), (G 53 ), (H 53 ), et elles deviendront, en mettant n
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n"' 1 )M « = «0
j

1 ^ -
J

cos6
0
(t + c)

J,

sin 0 „( ?+ c)

U -4- c
'

(H'„) e2 = r
2

La valeur de 0. deviendra de même

9
0
= ri F - 3 ^-3 7

2 + 3«?
2 +9e'A- + l

2 4 y >>„ 16

n'- 177 tri
j

3 «0
^ 64 n“ J

Calculons, maintenant les valeurs de h H- g n- / et de / en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

'l[h+g+ i)

dt

r/R
__

r/R
_

r/R

cl L r/G d 14

dl_

dt

r/R

d L
5

i 06T. XXVIII,
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où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

(l (

h

+ff+ /)

dt -£[ 9 x 9 „2 i •* _ Il S- _1

1

X „n J_ 3. c
*.

, 2Z gS

3-2 16

/ ‘27 ,
,

675 ,W ( 45 1 747 2
n 3a5 6765

\ 8 ^ 3a '

) 11 \ 64 3a
/ 128 128 ‘

) if

787 n '3
18979 _l 9 r,

~

3a ri 19a ri 8 cri

2

f 63 , ,
21 ,

, ,

io5 0 1107 ,

'

L T 7
"

6
' “ T 7 e + ~8~ 7 e

'
e ~ '

81 , ,
4»5 .

, ,

10461 ,
A ri

X' ~ T '' e
J

-

M
dt
— 7 al, 3 ,

4
- T 7 +

4

9099 . 146787 , 1
'/ « — Q 7- 1' — COS e,

64 n 128 « 3

J

/ 2a5 81
2

675 ,, 8a5
j/2
\ >/' 3a65 /A

(

a43ga5 n '3 "1

\ 32 4 ^ 64
* 3a ^

) 11 128 ir
^

2048 ri J

« f 1 47 , ,
1 1 1 3 ,— —rT c 7~ Y ri

« L 4 >9

1 533 , ,

-sï re:e
2481 ri 8x33

16rT e ~ +
ii 33 ,

ri
2 1

RT 7'"
ri
1
J

cos S
;

d’oii, en remplaçant «, 7, e, â par leurs valeurs en £ données par les formules

(E'„,), (F'.J, (G'_
3 ),

(H',
3 ),

puis intégrant, nous tirerons

= [g) + {l) 4- - (2 h' 4- ig' -1- 3/') + f - 9
U + g0 -I- (t + <)

(11 , 7 ,
35 , ,

369
,3
\ ri

[rKc b“ri + T re °
e -^rt e

)tt
0

re - —VcA + -3—T^l e
) TA

729 , (

ri
3

79473 , ,
ri'~\ . 0 ,

- üf 7^ ^--55r^^J s,n0
‘ (#+

(R,

/ = (/) + /
0 p+ c)

49 371

16
II e

5i 1

64" + 63 r

16
Tri’ TA

89*7
,

64Osin ô„ ( t + c).
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(g) et (0 sont îes deux constantes introduites par l’intégration (n°2f)
; g 0

et /

sont des quantités qui, comme ô
0 ,

dépendent de e
0 , y 0 ,

ri

,

e', mais dont
nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La
tonne sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de
h g l vient de ce que l’on a

h + g+ l — - Q + g + l -\- - (i h' 2g' 4- 3 /').

Les six formules (E'J, (F'J, (G'
53 ), (H'J, (K 88), (L S3 )

constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction Pi y est-

supposée réduite aux deux termes (1) et (167); dès lors nous n’avons plus qu’à
appliquer la seconde règle du n° 50

,
et si nous remarquons que h est égal à

Ie + i
(
2 h' + 1 g' -H 3 O,

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation .

On remplace

a par

e- par

1 oa
, ,

n

3T*
6

J?

Y e- e

,

2353
,

,n'e 1+ 3L 7 e
iPj1

cos [in — ih' — 2 g
- '

175 *****’\
n '

1 575 , , ,

«'3 1

32 ;
) n --3T 7V<f COS

T Par

l^Zfe' 71

\ 128 1
128

9229

128

6C6 i ,
,«'4

1002837 ,
,«' 5

145
.

,/?' a- 1
256 7

/C 8192 v
'
e
iL
+

oF 7 c
77 ' TP J

cns(a/' ~ a/''- 2 g' -31'}

! OO.
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[(ff i +%?4'+#>«$] -«**

h+ g+ l par

/! + £•+/ + 7 i /
35 36q ,

'S* + T 7VA ~l^' e

i5 Soi s
2 2 A n ' 2

~T 7
''

e' + NT 1
iee )^

_ Z^> ™- v al _ 79473 , ,
n

16 7
/2

3 '256 ‘ n-]
sin

(
2 h ih' — 2g;' — 3 /'),

h par

r / 7 '7
, 7 , ,

1 23 ,, 287 20 /, 679 ,
a //'

' + 4
1

r

' -
64
-'

-

TT e • +m «
‘
) V

7v +^ t.v
H’

' 64 128 / IV

. 1
,

3

+ l " e -
4

'

_ /'ÉIZ e'_4^V-^cV N

)^
\a56 3a a56 y «

666 l . 22 } 002837 ,
22 î>4 2 f

22
2*2“

S / / 1 t / o //'

-
5
— 4— ., aQ / <?' — + -^â e F, I sm (

2/2 — 2/2 — 2g — 3/
)

/2 j 6384 77 128 77 n 1

r / 49
_ e

,2 _ 49
2 e

/

2 + 49
£, e,\ ^ + 4- e'

3 **£ ]
sin

(
2/2 - 2/2'

.

V 1
'28 64

1 h
32 ) il

1 b4 /2
3 2048 îï J

3T

Nouvelles valeurs de R, L, G, II.

Si l’on introduit les valeurs de a, è1

et y
2 données par Ses formules (E'

63),

(G' ),
(H'.

3 ),
dans les expressions de L, G, H en a, e, y, on aura, en sup-

primant les indices de a
n ,

e
0 , y 0

et n
0 ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 685);

G„ = ancienne valeur de G (page 832);

H,, = ancienne valeur de H (page 833

H, = da V-

J 1 1 / j / .
1 n 2 /

V e -S‘ +YJCC
1 n
~T e ~
2 22

4-
345 ge
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D’ailleurs 9, est le coefficient de sin 9
0
(t -t- c) dans la valeur de 0 donnée par

la formule (F'_
3 );

en y supprimant également les indices de a
0 ,

e
t) , y 0

et n
0 ,

on en conclut

- (9.11, + 2 0,11,,+..
2

/— \ 1 49
\Ja [2

' 1
47

tg 7 e ^ 7
i 6

343 „+ 77 7
'

Q <

9*8/

5l2 7 * " 77
72*

Gela posé, si l’on se reporte à la seconde règle du n° 50, et qu’on tienne

compte des valeurs de i"
,

i"\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R
s’obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 843

et 844) dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 53 e opération, et y

ajoutant

+ -«'(H - H.) - - ri 5(0,11, +20„Ii,+.
2 V

2 2 - ’

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes
(

1
)
et

(
167

)
de R, joint à la

quantité

+ 7/(11 -HJ,

doit se réduire à une simple fonction de //, e, y, ce qui fournit une vérification

des formules de transformation employées; la fonction de a
,
e, y, ainsi obtenue,

réunie à la quantité

— -ri 5(0, H, + 20., H, +...),
2 2

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme
(

1
)
et de quelques nou-

velles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication csa- • 1 , 1 m.

Ensuite la nouvelle valeur de H sera

H =:

\Ja y- l 1 — 2 7
1

s ,

, 2
1— 0 e

2 + 7- 1" — -

9 , 225 , 27

76 r + 67
*

76 7

l 6

,

27 0

^v 7
16

e, +
J
7V' — I

l6
C

6 — 7-5
,

16
7 C 1 + 1

9

8
7

*
e
c — — es

128

387

VT T e - + I
?

4
T c

12 675

256
t'

4 + 32Î

64

i ,
- e- e

- ^
8

*

1

3 17
^

3i 1 225 ,,

- i e ~ ~
X‘

+ -

V'f e' ~
16
r e

' c
12 —

256

459 40 3 ,, 2C125 4675 , n\"'
3

^ 8
fe 2 +

67
fc i

^
2DD 256

ec
)ri

^56

Cette formule sc continue à la page suivante.
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1 3 4589
:

l4726l , 195 22143 725641 , ;
I939 , ,,

G4 ' 1024 ^ 4096
(

128
1

5i2 7
2048

7
' 64

7

8035787
4

257926 , ,

i6384
c

'

2048
r '

79 14129 , 2g544 J 7 2i33 ,A rri

16 3072
7

’ 12288 32
C

) ri3

f 1 53 1411823
i

497099911 2 ,

240085 n\ ri6

i

22441 ri 1

,

99916415 ris

I —r— + ——r- 7 ' + —— — C.~ -j- —^ C “
)

—

25

8
1

g83o4 7
' 3g32i6

'

' 5i2 288 ri

—r. T e
"

r e '
c

ib 16

442368 ri

4a 2
/ 765 , 5625 ,\ ri

2 ce 443 1 n ’’* ce

a1 - \256
/ 1

1024
f

) ri
1 n ' 2 ^ 2048 n ' a ' 1

Quant aux valeurs de L et de G, elles sont les mêmes que eelies qui doivent

être employées après la 52 e opération (valeur de L, page 685; valeur de G,

page 802). De ees valeurs de L, G, H, on déduit

\ 25 t
2.5 9 „ 75 6 ,

425
,,

•> 175 , , , ,

! 1 425 . 14.25 , „\

\ 8
7 ' T 7 + 56- 7 £ -

6^ 7 £ + 1

\ H r "

35

1

67
11701^ 10171 , ,

i

38 1 2 ,,\ ri
'2

788 2
'*'3

,

3353ig
2
n u

128 2 56rT e
64

Te
) 7ï + ÜV ri rV TT ’

4096 n

(h 1 , 2d 27 , , . 37 , ,
625

4 2 ,
463 2

1 — 27- + -<?5
H i

‘ :
- fe 2 + T- e

r
' + 757

e 7- '/ C
1
H -7V

d(j 4 1/2 n
"i (

2 2 2 32 4 16
'

/

i

42 5 . i 425 , , i4a5 ,\ ri

-(-W‘--w re ' + iM e')»

16

1
8V [

,l485
v>

7291 , ,
369

!

\ 32 4
• +

64
+

8 ' 32
/

32
/

16 1

27 , 81 , 4o3 ,,\ ri
:

64
27 7

32
( ^”128^ y/? 3

O887
;

l6

f 571 X 308089
, a

1 1 553
2 1199

\2048 1024
7

4096 64
1

4854 i ri
"'

(

7249715 n’h 25 ,2 ri 765 n '2 cr

6144 ri ‘ 196608 ri
1

32 ' ci
' 2

5 12 îr ci
' 2

dl
dH 4 n ~ n y (

2 T 7
37 . 123 . ,

e-+ — c' 7 ce
02 2

173 , 5

-s-^' + üG
^

i

425 , :
i 425 .

V 32 256

Celle formule se continue a la page suivante.
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9 'ij_ 2

3 -2 16
/

81 , 1 ,, ,
27 783i „

-ïtj
(‘ + 0 e " 7—F 7

'

F7
-
7

’ 6'

64 b 10 fc>4

7- e
'

,
^87

,
9 - ,A

H r e H
f-
tr

I

5 1

2

16 J rr

(
27 81 .. 81

\64 l6
/

32

4o 3 ,,\
«' 3

778
"

) lê

3711 22869 , 1 1 553 2 ;

1199 ,,\ /d

2048 5i2 ^ 4096
'

’

64
6

/ n ‘

4854 i n'
b

t

7249710 n '6
23 n cf 763 n '- er

j

6i44 nh
~r~

196608 nK 32 rt'
J

' 312 n 1 a - \

T , i r/a da du de de de
, A ,, . , ,

Les valeurs de p-p pp? pp p-p pp sont les memes que celles qui ont ete

données à la suite de la 5 2
e opération (pages 834 et 835 ).

54
e OPÉRATION

destinée à faire disparaître le terme (171) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (1)*, avec le terme périodique (171),

dans lequel l’argument est 2 h — 2 h' — 2
g' — et supposons que R se

réduise à ces termes seuls, de sorte que l’on ait

R = —
2 a

+ -f-jf el -T^ e -+
ié,
ee

33

32 y
4
e-

9 4 n

4
'

75 2 5 27 2 ,2

75
" ~ T 7 ?

225 9 21 ,

Uté
6
" _

Te
7

387

32
'

57.

32

225
4

825

128
(

64

71
'

U

rt>\ 33 971 ; ,

465

\32 8
/

32 64

3709.

64

855

ITT

Celle formule se continue à la page suivante.

1903

8

n 11

tr

*
Il ne faut prendre pour ce terme (1), dans le chapitre IV, que la partie qui existait dans la valeur primitive

de R, avec celles qui y ont été introduites par suite des cinquante-trois premières opérations.
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/ 255 3 1 5 1 5 2
55i»i5

2
6885

, 2
\ h.'

3

\ 32 1024 ^ 4096
"

64
(

) n 3

/ 55 1 5 296779 _ , 6880965 16285
,2
\ n"'

\ j 92 3072 ^ 12288
(

24
1

/ n '

28841 r
/'3 9960575 /2'6

J"
9 45

i2
45 ^2 i5 ,,

,

225 11! 1443 n'
2 ~\ tri

\

288 fri 36864 /?c

L^4 16 ^ 64
”^128^ 1

5i2 ji 5i2 rri J a!'1
j

\
<’ c

'

+|^-| >' ** e '+è f f
° +

1 feV +â ? e
'

27 „ , 81 ,
1 53 , „ ,

i35 , \ iï

-ifc'~~i‘e' +~r e^e'+ — T e»

“'37re -& re
64

649 j ,
n 13 68

1

35
2

n' 45
r 2(> ,

,28
re '

c
M/f 7 * « 8

' ' a'
:

X cos
{
‘lll — 2 II — 2 g' — l

f

).

D’après la valeur de l’argument 9 du terme périodique que S on a conservé seul

dans cette expression, on a

i — o, i' — o . i" — x
,

ï" — — 1.

Si Ton introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, 011 aura

(IL_ e/G _
rit

f

rit
0 •

L et G sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux

variables a, e, y peuvent être regardées comme déterminant « et e en fonction

de y; en les résolvant, on trouve

l-

(A„)

t

i 3 ,5 , 1069 L — G
,

195 j. J n
''

1

32
” T 7 16 L

r
64" JG

F 7t) _ i( >7:.

L B 4

L'
2

X .

73 1 L — G 2i 33
,

,
1

-~ e
2 L ,6

n'
h L i:

’ i53 n'
e
\ L 13

22441 X L !iH X L ,:’

J r-
10

r m x

1 L — G 25 , 25 , L — G____— ~Tr—l
—

F 225 220
,

675 L — G 325 „~j X L 1

’

i

675 X L5

r

3 ï 734 3 XL 12

\

l.liT
8~ 7 32" L

1

3X e
"

J
+

Gf "X' +
2048 j
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Si l’on remplace a et e
2 par leurs valeurs en y dans l’expression de lî, il

vient

H = G+L 2 7- + 2 f
L-G

I.

Î2 r+l8ï =

=19
G 1 ,

h
4
r

e

27 2
n'

3U 5g65 2
rï

4 L 12

32 ^
j

j.
6 1024 ^ p

s

• 1’ d R 1 , , .

et si 1 on remarque que ? on en déduit

d.y 2

dt

(cj

»'=L3 13 ,, 3
, „ L — G

,
3 , )3 99 L — G

,_ 7e __7e+3r ___, __ 7
-, 3 _|. r _T_ e .

[

27 , , 81
, , 207 , L — G ,

1 35+ tt 7
' e ~ -Ô- 7

4 e
16 r

e -H —— 7'é>-
L 32

î
y-"

i'V

r 327 , ,
23

1

, , 5529 .L — G ,1 n'-u

l^' e ~TT8^ e --W r ~L- e
J
—

811 2
,«'3 L9 293915 , ,

n '3 L 12

(

45

256 ^ p.

6 24576
7 (

p.
8 ^ 8

7’ e

P-
2 «'2

j

sinQ.

D’ailleurs on a

—
dt

dh

dt

rfR- % dü~ n

eesen tenant compte des valeurs de qui doivent être employé

après la 53 e
opération, et remplaçant a et e

2 par leurs valeurs en y, on trouve

/ dO

dt

(DJ
F-~
f

16

^7 2 i^9
L -G

,
5? pn

Q t Q T
-r- ~ e

n n L6

f

177
«' 3 L9

|

10949 «'“L
12

32 J p.
4

64 p-
6

1024 p
s

"' 2 L3

j
3

,
3 , L — G

,
3—3— 7 e 7' e —

-

e — — e u

P- ( 4 2 L 32

123 ,L — G
,

iq5/L — G
_I £_

8
7 L 64

Cette formule se continue à la page suivante.
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+

+

‘27 _ 81

8 4

327
,

75 , .

ÏÏ8* -
3i'

re

207 L — G
,

,

135 ,,1
16 L

e
32 J p-’

5529 L — G 1 ri* L“

64 L J G

« ,:i L :J

|

293915

a56 [2
e 24576 p

s
cos S.

Ges deux équations différentielles (C 54 ),
(l)

g4 )
correspondent aux équa-

tions (ü 3) du chapitre III elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0
(
qui

n’est autre que ~
H j

a été remplacée par la variable y, dont 0 est fonction. Si

011 les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les coeffi-

cients de sinô et cos 9, puis tenant compte de la première puissance de ces

coefficients, et ainsi de suite, on trouve

r = 7 ;

(EJ

Û e
^ll e + 3 7

ô ^
e 7 o32

Xne
4

7 "
e +

i6
7ü L 64

r 51
,

[ 128
u '

1 55 1 ^ 4 , 7797 ^ ,
L — G ,1 «'3 L a

7i e 7û

+
256 7 "

f

p
s 24576r?;*

I
6 = QJt + e)

Gif
3 L — G

,
3 „ 123 ,

V' e +3 -X” e
“te" - T"' ;

(F„)

8
7

" L

195
v

3
1

fl - G'

64
/o

l L
.

i
7V 3l

« , 2L e

1

/u
J G

,1
«' 3 L9

J ~v~

:' S L 15

p
10 '

4*
7

. 6,

8
/o

L — 6
*

L
e

U)5 /L - G

-]f

riV V
ri

1 a 1
ri

'

-)Gf
27 , ,

63 L — G
7r-‘ + Tc“T

i e
- + £.yrjy

64 J p

Cette formule se continue à la page suivante
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U/ 32

7797 L tï
3 L3

64 L J P
G

1819 //'‘‘L'- 376481
,
n ' 3 L 1

256 F 24576
L

P-'°

L —

G

, 2 1
«' 2 Le

+ 27
7~ L

‘

J P-’
32 P

6

y o
et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 0

O

valeur

0

[
1 ~ 37 “ + 6

L - G
L

+ _9_
nn L fi

16 p/'

i77 /;
' 3
L”

|.

64 p
G

i

a pour

Si l’on prend la valeur de 7
2 donnée par la formule (E 54 ), et qu’on la substi-

tue dans les formules (A
s/1 ),

(B
5 ,), on en déduit les valeurs de a et de T en

fonction de t
,
qui sont

LM f 1 3 i5 ^ 1069 L — G
|

195^1 n>> L

p
1

! 32 8
7o

1 6 L

7 3 i L - Gr 79 i67 , 73 i L — G 2

1

33 ~\

fT “ T 7 " “ V “T~ + M6“
£

j

P-'

rt'
5 IM
~7^

1 53 n'
e L IS

4 p-
12

LM 45 , ,
n ,b V

3

a

7
’

0
*

1 i3

”32-7o e
'

cos

0

O («+ c),

2244 1 T L 21

)

144 p
H

(

2
L - G
L

225 , 675 L — G
“T 7 "

_
17 L

325 ,,1 «'"L"
“

3
^
‘"J

~7~
675 «' 3 L :| 317343 n" L 1

-
|

64 p-
t; 2048 p-

8

)

2

1

rM; , _ 2 »
7;TM 1 - W 7Î , 'M'

!

cos o.
(

,

\ f 4
' ib ' L j p.- 32 p. )

Désignons maintenant par a 0
et e'

2

0
les parties constantes des valeurs que nous

venons de trouver pour a et e
2

,
de sorte qu’on ait

1069 L — G ,
195 M 72' 1 L 12

16 L 64 j p-
s

r 79 i67.
.2 731 L_G 2i33

, 2
1j«'5

L'
5

1 53 n'
6 L ls 22441

»''' L 31

j

L «
l̂1

N»

|^j-
1

L
+

16
‘

1

p'° 4 P
12

144 p-

11

\

107.
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r 225 225
2 675 L — G 325

,s "| n '2L6 6y 5 n'3U 317343 //'* L12
)

L 82 8 32 L 32 J p
4

64 p° 2048 p
8

\

De ces relations nous pouvons tirer L et G en fonction de ci
0

et nous

pourrons ensuite remplacer L et G par les valeurs ainsi obtenues dans les

formules (E 54 ), (F 54 ), (G„), (H 54 ), et elles deviendront, en mettant /?
0
pour

a 0 \Ja 0

7
’ = '/:_

[(b 1

e

'

~
v‘-‘e ' + b 1 ei

c

'

~

i

7i ~

1

(E’„

, 291 2 4 , \ n
C

° +
256

7üf>
°
C

V*'- 2Z
' i ü

C
63

r* e +
3
^f,< e ' + 1tr^ e )-

64

_ fAl _ 1551 , , 9147 , . -

V128
“

128 128

+ 1819
,
n '*

3877 i 3 ,
,«'5

,

45 , ,
n ' ai 1

256
7ut'

n
\

+
24576

11 °
ni
+

8
7;C

n
0

' a '2

J
cosf)

o (' + <),

(F'54 )<

e = e.U + O

A>'3 _ 1?! 7 » e *
, ^i e*A rL

32 16 U “ +
256 0

9 / 27 , ,
63 , 171 r. \ n 12

r ~T-'‘
e+ ¥,<e+ Hï e

)k

,

9147 ,

.

V 128 2 '° 128 “ / «S

1819 ,rc'
4

387713 ,/z'
5

45 r/j

256
L

ni 24576
e
n

\ 8
' TT ' 7i' il sin&„ (f + 0

+ 9 AU 9 „,s„/s , 9 .,2 „/2 \
«' 2

,

27 ,, n
'3

T T 43
, 2

«'4

64
,<? ‘“

35 7 “
e

16 n'I 32 wJ 1024
ï + 7^7^] sm 2 e

o
(f+ c),

(G;,J « = a
0 ]

I ~[
45 , ,

n* u 37 J
,n

32 '

l

°
C

n \

1

32 7 »
e '

;7f]
cos0„-(f + f)|»

( HjJ *’=<’
(<+ c).
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La valeur de ô
0
deviendra de même

9 n '2

16 n\

<77 A3

1
64 « J

Calculons maintenant les valeurs de h H- g -+- / et de / en fonction de t. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

d(h-+-g-\-l) _ _ ç/R <YR
__

r/R f£ _ _ r/R

dt d L dG r/li
1

r/7 d L
5

oii nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

< l{h 4- ff + /)

dt

n'
2 f q , q 3 „ „ ,

i5 , ,
1 — - 7 + 7 A 4- -e 4- 3f 7

-
7

-
6"

n L 2 8 2 4

37 2 ,

675 A /T _ /45i _ 747
B

'

"T"
3a / n \ 64 3a

2 7 , ,2
,

3
,

27
' T 7 +

32
'

16

ij 325
2

6765

128 1 q.8
L

I
VJ CO

vj 18979 n "

32 /d 192 /?'

9 «53
8 4 2

J
fq 3 ,— 77 e ~ -

7

6 ' -

« j_ 4 2

/ 8 j , ,
4o5 ,

, ,

711 , , A «'
,

1 43 1
,

rc
' 2 85 1

7

1+
VT 7 e T 7 e +

TST
re '

c
)lC + "64- 7 +

r// _ « ,3

rt7 «
7

L4

21 >

T 7 A + 42

/ 225 8l
/2 + 675

e2 ,

825 ,2
\. n' 3265 nn 243925 nu 1

\ 32 4
' + -64

+
32 '

j
1 n

^

128 n 2 1

2048 rd J

l5q
, ,

16
219

"64
‘

7 e
'

53 1
,+ 7 e

10

5iq
V'£] cos 0 ;

d’où, en remplaçant a, y, <?, 9 par leurs valeurs en t données par les formules

(E'
54 ), (F'

54), (G'54 ), (H'J, puis intégrant, nous tirerons

h + s+ l = \g) + (0 + ^(
2/'' + 2 ,?'+ /') 4- ^5, + A, + Ù [t + e)

(K
5i )

3
,

,
j 5

V le + T 7V 2
e'

9--y 2 A3

/o “ 32 /ü

27 i35-
7Ï*'~ — *' 99,

,

2 2 A «
7«e + ) 777

1 35
,

«'3
21099 , , 1 . .

,

DT 7>'!

^ + T5T 7 '
1
' <J

s," e-l f + c
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I = (/) + /„(/ -f-c)

(
LvJ

[(7 75 e
1 39

16 64
7,1 U K +

16
U n\

8121

(g) et (/) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21
) 5 fto

et /
n

sont des quantités qui, comme 0
O ,

dépendent de 7?
0 ,

e
0 , y 0 ,

n
,
e\ mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h H- g H- / vient de ce que l’on a

h-\-g-\-l=
l

-Q + g-{ (
2 4'+ ig' + l').

Les six formules (E'
54 ), (F'54 ), (G'54 ),

(H'
B4 ),

(K 54 ),
(L 54 ), constituent les

intégrales de nos six équations différentielles, dans le cas où la fonction R y est

supposée réduite aux deux termes (1) et (1 7 1); dès lors nous n’avons plus qu’à

appliquer la seconde règle du n° 50
,
et si nous remarquons que h est égal à

f 9+ f (2 h' + 2g-' + /')j

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation.

On remplace

a par

par

[(g,,v 75 , , A n '

675
ï] COS (ih — %h' — 2; 0,

7 par

d (UvG 7VG ’w -Lv’ “ 1 eV+ Sg r
ee\ n-

n

Cette formule se continue à la page suivante.
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r e
27

/ 5i
2 ,

(,758
7 e

t

l’fi

1 55

1 28

63
, , ,

171 \ n '~

t^“ +N c '-=

1819 , ,

«'4
387713

eTT-
7'^

206 «

3877 i 3 , 45 , H
,

"24576" 7 c
7ë + y 7

"
e

57
cos ^ /i ~ 2/' - 2 ^ -0,

l par

, ,
i 5g , 219 , , ,\ n '

7 6 +H 1 ee )n
^79^2
l6 ' /Z

2

8X21

“ëT v4‘] sin (2 A — 2 A' — 2g-'— /'

A+ g-+ / par

*+*+' - [(!»’«' - ;»•«' +yHW - £»**•)£

,

, 2.7 i 35
,

, 99 \ ri
2

+ vv + g 7vvW
j 35

32

,
n '3

21099 ,
,/2

/4

'l . , 7

7 e
iF
+ “^56 7 ‘* Z J

sm(2//- 2// -2^'-/'),

A par 1

A +
C(S- |

fe' + î«V - A *» _ H2
vv C/ + 321 «v\ ±

4 4 64 32 312 / «

9 / 27 , .63 , .

~J Te +
64

e ' e 121eA-
128 / n -

( 5 i
,

5 1 , , 9147 ,\ n '-

(,256
e J 1 £ +

5̂6
e 6

1819
e

,
i

387713
^ «'

5

|

45 ,
n '

si n
(
2 A — 2 A

1 — 2 s
'

1 — /'
' o

-[( 2_ e,_iL 7
. e, + JL e

,
c„\^ + ÎZ e

„«
64 32 y « 2

64 n128

45
,
/T zr 1 v

512 "
/z

4 1

4gi52 ° « 5 + 16
e

n ’â^J
&1

1

1

43 ,,,

«'4 '1

+
5548

eV J
sm 2

(
2 A 2 A ig' — l

'

).

Nouvelles valeurs de K
,
L, G, H,

Si J on introduit les valeurs de «, e
1

et y
2 données par les formules (E'_ ),

(^54)’ (^54)’ ^ 17s les expressions de L, G, H en a
,

e, y, on aura, en sujv
primant les indices de a

0 ,
e

0 , y ()
et n

0 ,

L„ = ancienne valeur de L (page 685);
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G-

0 = ancienne valeur de G (page 832);

M
0 = ancienne valeur de H (page 845),

H
,

= \Ja u- -fc‘ + n i n ” fi

D’ailleurs 9, est le coefficient de sin9
0 (£-f- c) dans la valeur de 9 donnée parla

formule (F'
54 );

en y supprimant également les indices de «
0 ,

e
0 , y 0

et n
0 ,

on

en conclut

-(9
1

H
1
+ 2 9

2
H

2
+..

63

32
f'c'e"

n '2
27 , ,, n

' 3 2205 , ,, n
'4

— 4- -rV e — + -r

—

7V2 —
8 « 5i2 iV

Gela posé, si l’on se reporte à la seconde règle du n° 50, et qu’on tienne

compte des valeurs de i"
,
i", on voit que d’abord la nouvelle fonction Pt

s’obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 854

et 855) dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 54
e

opération, et y

ajoutant

+ ^
«'

(
H — HJ - f «' • I

( 0,
H, 4- 2 S

2
H

2 + ...)•

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (i) et
( 171 )

de R, joint à la

quantité

+ i*'(H-H
# ),

doit se réduire à une simple fonction de a
,
c, y, ce qui fournit une vérification

des formules de transformation employées; la fonction de «, e
, y, ainsi obtenue,

réunie à la quantité

se compose de la valeur qu’avait précédemment le terme
(

1
)
et de quelques

nouvelles parties qui sont données dans le chapitre IV avec l’indication es*-- - mm.

Ensuite la nouvelle valeur de H sera

H = \Ja y. \ i 27 - e
2

7V- -e 4 H-- 7V -
16 + g7 "

128

Cette formule se continue a la page suivante
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+
16

225

6T
27 ,

38 7 ,
:3 . _ 675 325 2 9 «

“ 76 7 ~ ' 256
4

64 ^ 8
7

+ fy,.
3q ,, 117 2 ,

559 , 2 , 2
225 975 ,, \

)>n

-y
4 en -A t c y e e — e rr- e e ~

16
' ^ 8 32 ' 2.56 256 ! ir

67527 „— Y -z e
~

32 ' 128

81 459
111 é1 — — / _|_ 7

2 +
16 ' 8

'

187

64

2025

256

4675

256 /z
3

/_i3 4589 ,
147=^61 195 „

\64 1024 ^ 4°9^ i
'2^

22143 _ 725641 , ,
1 7717 2 ,2

5l2 ^ 204B 512

3035787 257925 \

É 79 <4129 ,
,

2934417 2 ,

al33
,2\ ^

\i6 3072 ^ 12288 32 J ri

1 1 53 1411823
2

(

497Q999 1

1

..2
|

240085 ^ \ n "'

\~S
~ +

g83o 4
7 +

3g32 i 6
£

5i2 / >i

22441 n '

288 n 1

99916415 z/ 8

442368 rd

25

Te
1

4 765 2
5625 A n 12

ci 443i z/' <7=
j

\ 256
7 +

1024
L

) n 2 « ,2 + 2048 « 4
ci

2

)

Quant aux valeurs de L et de G, elles sont les mêmes que celles qui doivent

être employées après la 53e opération (valeur de L, page 685; valeur de G,

page 832). De ces valeurs de L, G, H on déduit

d 7 _ 1

d L
_

ri «7

25 20 , , 70 „

T r + 76
v:c “ T 7

425

16

1425
4

1420
2 2\ n

'

64 ^ 128
7 '

J n

1 1701

128

10171

256

5o7 ,+ 64~ T
n'

1

ri
1

783 2

128
7

It
‘

3353
1 9 2

n "

^

4096
7

rv
|

d 7 _ 1

«YG
—

4 « 7
1 ~ 2 72 + ï + f 7

' ^ T 72 + S ei + 75 7
“

625
| 2 ^ 463

_
„

“4" 7 f’
1

Te
"

1 ‘

16

r-7
V 16

(
9__

\32

16

9 ^
4

- ^S +2772

5 5 3 ,

i425
\
n '

I e +
256 )»

8i
,

1 3 ,

00

j
7— e

2
~h

64 35
c ' +

32
'

187
e

'2\
n 13

32
6 +

128 ) 72
3

32

5887 .
,

117 2 /
4-

-J-
1- e -+- -pj- e e

312 04

Cette formule se continue à la page suivante.
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/ 5711 _ 308089
r

, 1

1

553 , 2i55i ,A n '*

\ 2o48 1024
'

409 t)

‘ ^
1024 '

J t?

,

4854 i n'b
7249715 n "‘ 25

,,
a2

765 cr V

6 i 44
/;S 196608 « c ^ 32 a '~ ^ 5i2 n 2 a '~

P

±L =
clH 4 n 7

25 125 75
7V-+— 7

-6'

16

+ [425

IT'
1425 A «'

256
É

/ n

27

16

2 .

8l

7 +
64

e

81

16

81

32

iL"+2Z ï
<

32

il
128
Z ^.'2

16

783 i

~

64
~ 89 2 /

Tb' e

5887

5 l 2

TZ,2^^
64

/ 5711 22869 ,2 n 553
2

2i55i ,,\ nu

\2048 5i2 '

4096
(

1024
L

) n ’'

4854 i

|

7249715 n e‘ 25
l2 a -

765 /z'
2

cr )

6144
,_r

196608 n 6 ‘ cC 5 12 /Z 'a'2 j"

Les valeurs de
da da (la de de de A

i7I’ rfG’ ZÏÏ’ rfL’ rfG’ JH sollt les nîèmes
<i
ue celies q ,1{ ont

été données à la suite de la 52 e
opération (pages 834 et 835).

55e
OPÉRATION

destinée a faire disparaître le terme (168) de R.

Prenons dans R le terme non périodique (i), avec le tenue périodique ( 1 68)

,

dans lequel 1 argument est 2 h — 2 h —-2 g' — 4 1'

i

et supposons que R se

réduise a ces termes seuls, de sorte que l’on ait

2 a

-h m ,
cr 4" 7

3
4 9 -, 2 y 2 ffn ,

VI~ 7 7 e H F '

i 16

33

32

Cette formule se continue à la page suivante.



CHAPITRE Y. — bb OPERATION 8 5 q

Q , 225 , 27 , 387 , , ,
33 , ,, ,

4v 2 + TT- e
2

g Y - f c* + -7 7 e 5 «* +'— *' e'

ib ' 64 ib ' 3a ib
--

225
4

825

128
*

' 64

- (5 - f V / + 11Z7V.

4989 - _ 1905-2 ,A ^
256 8 J ri

255 _ 3 1 5 1

5

^ , _ 55 1 1 1

5

^ + 6885 ^ ? \ n'

32 1024 ^ 40g6
^ 64

/ 55 1 5 296779 , 6380965 , 16285
,2
\ «' 4 28841 «' 5

\ t92 3072
1 J2288

'

24 J «
4 288 /P

9960575

36864 /P

r 9 45 , 45 , 1

5

225 ri 1443 n’-'1 ri
\

Isj-V+ ôi'
r H Q e

'

H" T
128 5 i 2 n 5 i 2 n 2H

«M 4

31
,

;» — } — 7-t-
5i , ,, 1 53 , , ,, 1 t 5 , ,,

[ 45q , ,, î 377 , 1221 3 , , n'+-W f ‘ c )^
1 1787 , n ri

2

49^81 3 0 n n
'

256rrc-zj
-

1024
^

(

ri

X cos (

2

A — 2 A' — 2 g — 4 /').

D’après la valeur de Fargument Q du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = o, i
1 = o, i" = 2, i’" = — 4-

Si l’on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

dh
dt

clG_

dt

L et G sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux va-

riables a, e, y peuvent être regardées comme déterminant a et e en fonction

de y. En les résolvant, on reconnaît d’abord que, dans la valeur de e
2 en fonc-

tion de t, tous les termes variables sont d’un ordre supérieur au huitième; il en

résulte que, en raison du degré d’approximation auquel nous nous arrêtons,

nous pouvons regarder e comme constant. On trouve ensuite pour a la

valeur

(AJ a = T —
1069

n-r
1

190

64
‘

79 X L 1

“8“
' y>

1 53 //

T~
'

;

L'
S

l

F

1 08.
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Si Ton remplace a par sa valeur en y dans l’expression de H, et qu’on tienne

compte de la valeur de G, il vient

H = G + L
]
- 2 f + f t’

2 + 4 f
n L

16 ' u4

27
_ 2

n a L9

|

.

32
1

y
' 1

)
’

dtl dR ,, ,
..

et si 1 on remarque que s on en déduit

d.f ,/
2 U l 5 i

2 , 2
5 i

, 2
5 i

3, „ ï 15
2 „—L — —— — 7

2
e

2

r 7 e + — Tce 7- T e
dt y

2

( 4 4 2 ' 4

10869
2

«' 2
L° 2/19095^2 ,2«

,3 L9

256
re

y' 5 l 2
re sill Ô.

D’ailleurs on a

dO dh
~r — 2 j 4 «
dt, dt

rfR
2 ,

2
,7h

- 4 " ;

en tenant compte des valeurs de qui doivent être employées

après Sa 5

4

e opération, et remplaçant a par sa valeur en y, on trouve

i dO
~r — >1

i
— 4 -

dt \ 2
3 7

2 + 3, 2 +^' 2W + 4 —- +9 /?'2 Lc
177 L 9

)

+

4 / fi
2

1 G y* 64 y-
b

n'
2 L :!

l 5i
,2

5i , „ ,
5i „ 1

1

5

(D,

f-

2

( 4
7

” e
'~

“1 e e
•2 2

10869 ,n n ' 2 L6

256 y
2
&£ ?'• ££

!
cose.

512 y.
6

\

Ces deux équations différentielles (C.
5 ), (D 35 )

correspondent aux équa-

tions
(
2, 3

)
du chapitre 311; elles n’en diffèrent qu’en ce que la variable 0 fqui

n’est autre que ~ H
j

a été remplacée par la variable y, dont 0 est fonction. Si

on les intègre par approximations successives, en négligeant d abord les
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1

coefficients de sin 9 et cosÔ, puis tenant compte de la première puissance de ces

coefficients, et ainsi de suite, on trouve

l f = il + [ (té vi “ TÉ 7 “
c

' s + T 7Î " 2 d>

(E
5

112 e
n\ 'L±

16
/ü '

) y
2

f
I 53 , ,J 4^9 , ,2 ,

1 43 I
2 2 /2\

V64
7î<f “

64
7,<î + "3^ /ü

) b

_ 12Z 7v*^ - ^392 7îc«^!ll cos &,,(£ + <'

,6
/l1 *• 2048

/ü
y- J2048

0 = 6
U (

f+ c
)

-m- , 5i ,

7*.

1 1 5 ,
\ «'L3

T6”
r

(F«
f 1

pn v
2
e

' 2
.

\ 64 32
“

1 43 1 ,,\ n'
2V

32
t
" t"j y

(

_ 1ZZ M
16

!

_ 235397
g„ sin 6

0
(f 4-

2048 y" J
'-)•

7o

valeur

et c sont les deux constantes introduites par l’intégration, et 9 0
a

, ; ,
3 n'V

, 9 nn Lc
)

0 = n <. — 4
— H—y r~ V

0

|
2 y- 16 y. )

Si l’on prend la valeur de y donnée par la formule (E 55 ), et qu on la sub-

stitue dans la formule (A 55 ),
on en déduit la valeur de a en fonction de t.

qui est

(
G

55

LM /M3 i5 , 10S9 , igâ
>2 \ n'* L 1

''

79 1
“

1
1
—

1 ôT7 q~ ?» 32 64 1 u-
s 832 8

'5 L 15
1 53 « )e L,s

)

8 fJL

1

4 y

fl . ZÜÎ ^ cos
128

7Ü e C.OS 0
O
(l -4- C

-

).

Désignons maintenant par a
0
la partie constante de la valent que nous venons

de trouver pour «, de sorte qu’on ait

n.. = — 1

l / i3 1 5 , 1069 , 195 , 2 \ n
r' L 1 -

l

1 - ^3T”T 7i “”3T“
e

'+
64“ J y-

79 M L 10
1 53 M L ,s

T y
12

De cette relation nous pouvons tirer L en fonction de nous pourrons
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ensuite remplacer L par 3a valeur ainsi obtenue dans les formules (E

(F 55 ), (G„), et elles deviendront, en mettant n
0
pour

« 0 V
/
«o

T = 7ô
5i ai .

76 7 «
C
'~T6 7

»'e
' 2 2 ,2

I I 5 , ,,
' U'

c C
16 11 e

/ n .

(lÈlyl e» _ 459 4 ,2
I43l

, 2 ,2 \ "J
\64

/ü
64

u e +
32 A’

e 6

) ni

177 „ n 13

235307 , ,, tz
' 4

.

16 7o r
TJ 7148“ 7o 1 cos 0n

d J

0 = e
0 (*+ <)

f/5i 5i
2

5i
,, 1 1 5 n ’

77? « — tt7 .*<?-+ tt e
'~ -

1 53

64

4£9
32

. ,, ,
1 43 1 , \ n

c ~ ^Yo A+~ rc
32

177 «'3 235397

«5 [6 2048 n \

sin Q
0 p+ c

),

(}'-.) a = r/„
\ ^55

1 ,

7*>5 , „
«' 3

. ,
)

i

1 cos9-(' + <') '

! .a valeur de Qn deviendra de même

,,..L
4-îiaq.

L a «0 lf) «; J

Calculons maintenant les valeurs de A -j- g- + / et de / en fonction de Z. Ce?

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

r! [h + g'+ l) _ <7R r/R r/R r// r/R~ ~ 71 ~ rfG
~

rTH’ 7 = _
rTT’

où nous devons mettre pour R l’expression simple à laquelle nous supposons
que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

7
(
h + b + 0 _

clt è
6'2+ 2^

/ 27 2 .
675 , \ n '

45 1 n ' 2

787 « ,:î lU 7

?[
1 53

7 e Ÿ e
'‘

255
7" e~ c

1877

16

100375

256 T c d cos 0

,
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dl nn E 7 2i , 3 , .
2i ,, ,

225 «' 3265 « ,2 1

(Ü n 2 4 8 22 « 128 «- J

-^T^V'+ ^V-ilcos»;
« |_ 4 >6 « j

d’où, en remplaçant a, 7, 9 par leurs valeurs en £ données par les formules

(E'56 ), (F'.
5 ),

(G'.
5 ),

puis intégrant, nous tirerons

—
( g ) + (0 + ~

(
2 h' + 2 g'

' H- 4
^
- 0„ + §„ +

/„
^

(
?

r / 135 , ,, 5i . ... 255 , , \
«'

+
L Vie

- 7o e ' ~ y 7 ”
e + 17 7u e

'

) JT
0

45g j
n ri

52353 ,

3 a'
7 “-e "

»! 7 ^] sin &
0 (? -j- >’

)

,

(LJ 1 (/) + /
0 (M-

3321

32
sin 0

O
(t -(- c ).

(g
1

)
et (/) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); g 0

et /,

sont des quantités qui, comme 0
o ,

dépendent de n
0 ,

e
, y 0 ,

/d, <d, mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La

forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de

h h- g H- / vient de ce que l’on a

h+g+l = + ,?+ l+ f (2/r+ 2g-' + 4/').

Les cinq formules (E'. J, (F'
55 ), (G'55 ), (K 55 ), (L 55 ),

jointes à la condition

que e est constant, constituent les intégrales de nos six équations différen-

tielles, dans le cas où la fonction 11 y est supposée réduite aux deux termes (1)

et (168); dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer la seconde règle du n° 30
,

et si nous remarquons que h est égal à

— 0 + — (l/l' + 2 g' -J- 4/'),

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :
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Formules de transformation.

On remplace

<7 par

a
jj

i + v
2 1>''F cos

(
2 // — 2 h' — ig' — 4 1')

! i

128 ri 1

7
2 par

T + — 7
4

16
' + — 7

2

^ 8
'

fl'

ri

64
r

1 43

1

32

-d- f e
' 2

~r — 7
2
c'

2 — 1 cos
(
2 h — 2 /*' — 2g' — 4 V ),

j 6 « 2048 « J

/ par

/+ r 357 , ,,
/>' 332 s , ,, «

,2
1 .

, 7

,7 e'
2 — + -5— 7 e'

2 — sin 2 h

j
16 « 32 Tt J

2/r — ig ' — 4/' ),

A + g + / par

h + s+ '+
[(

1 53 , ,, 5i
_

,

255

16
T* +

-fri
e

'
e '~

459 2 ,2
ri

'

1 52353

32
'

'

/r’ 5 12
j-r — — ^ ^

v
2
c'

2 — sin (2 A — 2// — 2 g-' — 40 ?

h par

[(1
5i ,, 5i , ,

5i
3 , 2

n5 \ «'

‘ --1 e +l6 eel6 32 ' 7 «

1 43 r1 53 „ 459 , ,, ,

-,
,

128 64
y ' 64

n '~
I 77 12

n '3
' 235397

ri‘ 32 « 3
4096

' 2 f S
sin

(
2 A — 2/4 — 2 g-' — 40*

e ne change pas.

Nouvelles valeurs de R, L, G, H

Si I on introduit les valeurs de a et y données par les formules (E'55 ),

(G. r ), dans les expressions de h, G, H en a
,
e, 7, on aura, en supprimant
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les indices de a a , y 0
et n

0 ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 685);

G
0
= ancienne valeur de G (page 83a)

;

H
0
= ancienne valeur de H (page 856),

ti /— 5l ï„n n
'

H,= - /«ry'/ e

D’ailleurs 9, est le coefficient de sin9
0

[t -h c
)
dans la valeur de 9 donnée par la

formule (F' ); on en conclut facilement que, d’après Je degré d’approximation

auquel nous nous arrêtons, on a

-(0. H, +2 0., H, = O,

Cela posé, si l’on se reporte à la seconde règle du n° 50, et qu’on tienne

compte des valeurs de i"
,

i'\ on voit que d’abord la nouvelle fonction R

s’obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (page 864)

dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 55 e opération, et y ajoutant

+ 2 n'
(
H — H„ ).

Par ces substitutions, l’ensemble des deux termes (i) et (i 68) de R, joint à la

quantité

+ 2ti'(H —

H

0 ),

doit se réduire à une simple fonction de «, e, y, ce qui fournit une vérification

des formules de transformation employées; la fonction de a, e, y, ainsi obte-

nue, n’est autre chose que la valeur qu’avait précédemment le terme (i).

Quant aux valeurs de L, G, H, elles n’éprouvent aucun changement. La

valeur de L est la même que celle qui a été donnée à la suite de la 4o f
' opéra-

tion (page 685), celle de G est la même que celle qui a été donnée à la suite de la

5 2
e opération (page 83a), et celle de H est la même que celle qui a été donnée

à la suite de la 54
e opération (page 856). Les valeurs qui s’en déduisent pour

LL, LL
? dn ’ -jt 5 ‘ • sont donc également identiques avec celles que l’on doit

d L «G «H d L

employer après la 54
e opération.

T. XXVIII. 109
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56 e OPÉRATION

destinée a faire disparaître le terme (172) de K

.

Prenons dans R le terme non périodique (1) avee le terme périodique (172),

dans lequel l’argument est 2 h — 2/1' — 2 et supposons que R se réduise

à ees termes seuls, de sorte que l’on ait

R = -£-
2 a

33
. 3 9 ,, 75 , 27 ,

9 , 2 ,

2^5 27 „
387 , 33

,

16
‘ +

64 16
1

32 7 6 +
16 7

273 , 5709

37
“ ~ ’r '— * ^

225 825 , ,,\ n!_ 6, +

'31 33
- r ~W c ^64

/ 255 3 1 5 1 5 .

\ 32 1024
^

.2,465
|

a7 3 57o,

64 64 ^ 64 n

_4_
4^ e

,_iç5
eV1 \

256 8 /

55 1 1 1 5 .
6885

<r H

RZ
7v>

64 J n 3

/ 55 1

5

\ 192 3072 7

4096

296779 2
638og65

2
16285

3072 7 12288 ^
2.4

ï'4 28841 «' 5

9960575 n '1

î

4 288 >ê 36864 nK

r jl 45 45 ,^,-1 . 2 _I_
i5

;2
225 «'

i 443 /t'~ K
j

L64 .6
y +

64
+

128
L

5 î 2 n 5 12 ri
1

j1

*' 2

i

1È1 SeA-
64

;

) n

- (Ü2 7v*.
\ 256 '

4221
4

256T"!
e

5 ï 867-,wA «7
5l2 ^ / 72

2

6891 ,
,,«' 3 2329243 , ,,

«'4
,

i 5 n ci
1

. .—^77 e — h ifrrfe — + ~rT e —2 cos 2// - 2 A' - 2^
1024 /r 1

G

384 n 16 a

D’après la valeur de l’argument Q du terme périodique que l’on a conservé seul

dans cette expression, on a

i = o, i' = o, i" == 2, = o.
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Si l’on introduit cette valeur de II dans les équations différentielles, on aura

d L dG
—j— = o, —— - o.
dt clt

L et G sont donc constants. Les relations qui lient ces deux quantités aux va-

riables «, e, y peuvent être regardées comme déterminant a et e en fonction

de y. En les résolvant, on reconnaît d’abord que, dans la valeur de e
2 en fonc-

tion de £, tous les termes variables sont d’un ordre supérieur au huitième; il

en résulte que, en raison du degré d’approximation auquel, nous nous arrê-

tons, nous pouvons regarder e comme constant. On trouve ensuite pour a la

valeur

_ I0^9
?

|

ig5 ,A «" L ' 2

32 64 / p-
8

f 79 2
73i

, 2
ai33 ,A /?' L 15

_ _r53 n'« L ls
22441 ri‘ L 2 '

)

'8 4
7

4 16 y p-

10

4 p-
12

i44 p-
H

|

Si 1 on remplace a par sa valeur en y dans l’expression de H, et qu’on tienne

compte de la valeur de G, il vient

Il = G + L - 27-
n l2U

l6
— — 7

2

32 1

et si l’on remarque que
clE _ dR
dt dh

on en déduit

dt

r>
12 L 3

P
2

27 , „ 81 1 65 2 \ /z' L3

7
y p

264

;c
56) + f

ÜZ .p 4
e

,2
,

3249 2

fo56
; +

256 / e h
32 ;

/z'
2L e

3567
2 , 2

/AL9
2332969

2 , 2

«'4 L 12

Æ
7' e

5 t 2 (/' 1 6384 7 e
i5 „ L 1

777 T e • -y- sin 0.

D’ailleurs on a

d 0 dh dR
dt
= 2

dt
= _ 2

77h
;

en tenant compte des valeurs de
da

Th’ Th’
il
rfH’

qui doivent être employées
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après la 55 e opération, et remplaçant a par sa valeur en y, on trouve

M « ,2 LJ
( 3 , 2 g— - -h 3 7- — 3 1- — - e

2 4cit

(DJ

9 27 2 189 33 ,, \ n'L3

,
177 n ' 2 L G

10949 n ' 3 V
j

^
16 8 ^ 16

'

16 '

J y
2

~~r
64 fV

^ 1024 y-
a

5

//
2 L3

\ ( 27 „ 81 , ,, 27 , ,, 1 65 „ \ n' L 3

- 7^ \\i e ~« fe + T eV +We

) -V

, l
!I 7 „,3 ,

4221 3249 \ n
' 2 U+

Vï56
C + Ü8~ 7 '' n

32
~ L )-^~

3567 ,, n
'3 L3 2332969 L 2

i 5
12

L'
(

5 i 2
(

y." 1 0

3

8 4

'

7
S 16 '

y.
2 a '2

)

cos S.

Ces deux équations différentielles (C 56 ), (D.
c )

correspondent aux équa-

tions (a3) du chapitre III; elles n’en diffèrent- qu’en ce que la variable 0 ^qui

n’est autre que
^ 11^ a été remplacée par la variable y, dont 0 est fonction. Si

on les intègre par approximations successives, en négligeant d’abord les coef-

ficients de sin 9 et cos puis tenant compte de la première puissance de ces

coefficients, et ainsi de suite, on trouve

r = 75

(EJ

[(i
9

6
7Î<

JLry 1

* e
'2 9 s ,2 e

n
IÜ

/o +
8

/o
7 -, r'V «' 17

)

—
1 -, 2 ,A
lie e -

;/
2 L ,:

J pd

2696 1

5

V 0
^

J07 2

?" L 1 -

US

5 , V
o il c

'

12

-J-Ji 1
cos6

0
(t+c)

0 — 0
(j p + c

)

(Ce

+ |
e>e"+ZcA^

33
,,

67a ,, 8019 , ,,\ n rl L 1

64
e + "îïr*'"^TÈ c

~ e
'

47 , ;

«' 3 L !I 269615
,j

72 .'
4 L 12

5
,2

L4

8 u 1
' 3072 ù s

8 y.
2 a 12

sin 0
o
(f -+- cl.
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.

y 0
et c sont les deux constantes introduites par l'intégration, et

valeur

0
U

n'
1 L3

1
+ 3 7 u

— 3 c'
n'V

16
121 llll
64 1 i

86y

a pour

Si l’on prend la valeur de y. donnée par la formule (të 56 ), et qu’on la sub-

stitue dans la formule (A 50 ),
on en déduit la valeur de « en fonction de t,

qui est

8
7ü

iq69 2 .
195 ,

32 64

L 12

(
G

56 )(

L2
i 1 35

128
T*

L
"

fx"

L2

n,.= — { 1 — 1

3

1 5
^ 2

3â
— T 75

1069

HËT
1

i67 , 731
r

, 2 i 33
i2 \ //'

5 L 15
1 53 n '6 L 1S 2244 ( n<1 L 21

^

4
7u

4
6 +

16
e

) y 4 y 144 [A
14

\

25 10 _ ,9——- 7“ e “

n '6 L’
8

) COS 0
O (

t -f- c).
5 1 2

10 y-
\

1 «
0
la partie constante de la valeur que nous venons

;
qu’on ait

,

* 9 5 \ n"'V-+ "64" L

) 1

167 731
e

2
21 33 \ n'

i L 15
1 53 n K L ,a

2244 1 //
,? L 21

)

4
u

4
+

16
e

) y 4 y 1 44 y 1

De eette relation nous pouvons tirer L en fonction de «
0 ;

nous pourrons

ensuite remplacer L par la valeur ainsi obtenue dans les formules (E 50 ),
(F 56 ),

(S
et elles deviendront, en mettant / ?.

0
pour

« 0 é«o

[(A i- e" -
fr*

•*+

1

1'- e
' *” +b- e"

)

,
33 , ,, 675 ,,+ l,64 7 “

e + -4 7 »
e

8019
7 ' e e

128 ' /

^ 1 7
2

t
,n 41 cos 0

8 3072 n\ 8 ' n J
t + r

)
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j
0 -.= C

(
(Tr f)

+ [(th

m,

8
7 ° ^8 ^8 J »

+ 33

64 ‘

„ 675 8019 , ,\ «'2

128

47 /2 ^ _ 269615 ,, «7 _ 5 ,, <z*

8 /z
3 3072 ^

«J 8
' i] sitt0j 1 •+ c )t -

% i F

1

35 ., ,, /z'
s 125 19 ,, ;T

G 1 .

l<’-)
" =

"A |.7î8
7;<”< +

3Tr'' i£,'<J “*.(«+•

La valeur de ô
0
deviendra de même

0
o

J 77 n ' 2

l
64 «S J

Calculons maintenant les valeurs de h -h g

l

et de / en fonction de £. Ces

valeurs nous seront fournies par les équations différentielles

ft (h g -f- 1) f/R f/R r/R dl z/R

~~dt
~ ~ 7tl~ M~ dû' dt

= ~
7TL

1

où nous devons mettre pour R 1 expression simple à laquelle nous supposons

que cette fonction se réduise. Nous aurons ainsi

<i
{
h+ g+ i

)

clt £[ i5 — -y
2

4
‘

32

27

16
1

+ 45

1

6L
747 2 _ lî3^5

2 6765 \

32
/

128
n

128 J ri
1

787 n '?‘

18979 «7,9 rl
32 /z

3
192 /z

1
8 a

' 1

J

«7
3 r

" 2

L
f e

-
4o5

H2
'r e

io53

L56 I e : ^ .

4^075
2 , 2

zT

./Z 5l2 '
ZZ

2
COS 0

,

r//

~dt

/?'- r 7 21

« [_4 2
T-'

2+ / 225 81 , 675 825 «' 3265 zz'
2

Tr+ 64-'' + 17'7 »
+

7Î8-rf
243925 n 13 H

2048 n3

J
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d’où, en remplaçant a, y, Q par leurs valeurs en t données par les formules
(E

56 ), (F
B e)’ ('^sc)’ puis intégrant, nous tirerons

*

|

h+ g-hl= (£) + (/) + ^(aA'+ 2 g-')+ (£+<•)

— f ( iZ 7
3
e

'2 _ 9 7 » e
'2

1

45 2 2 „/2 \ ^
L\i6 A

‘ 8
/u +

3a /u
j /i

(

, 99 r;2 »2
«'2

,
26829 „ ri

* "j

+ ôT /V e ~ H 7 7. e —- sm 6„ ( ? + r )

,

32 «J 5i2 /u
w„‘ J

" ^ n

(L‘d ^(O + '.O+O-
[7^ l/l

6,2 ~ + 7 o

6,(2

77 ]
sinG.p+ c).

(K,,:

{g) et {l) sont les deux constantes introduites par l’intégration (n° 21); g 0
et Z

sont des quantités qui, comme ô
0 , dépendent de /z

0 ,
e, *y

0 ,
n', e\ mais dont

nous ne donnons pas les valeurs, parce que nous n’en avons pas besoin. La
forme sous laquelle nous avons mis la partie non périodique de la valeur de
h H- g -j- l vient de ce que l’on a

h+g + l= -Q+g-\-l-]— (2/i' + ig' ).

Les cinq formules (E
Ba ), (F

66 ), (G'R6 ), (K
Sfl ), (L

sfl ), jointes à la condition
que c est constant, constituent les intégrales de nos six équations différen-
tielles, dans le cas où la fonction Pt y est supposée réduite aux deux termes (1 )

et (i 72); dès lors nous n’avons plus qu’à appliquer la seconde règle du n° 50.
et si nous remarquons que h est égal à

7
e + 7

(2 A'+ 2^'),

nous serons conduits à effectuer la transformation suivante :

Formules de transformation .

On remplace

a par

1 35

128
5iâ7V.!q
12 rf J

i25ig
~5 COS (2/2 — 2 h' — 2 ;
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Y Par

7 b' '-
cl’ +

l
ïV’)v

+ ',lh
VÎ y c

'2

64
7

8019

,8

47

„ y e~e‘
128 ' / /r

8
7

77
3 3072

' «

5 , , 2
a

— Te •

8 ' a
cos (a/* — a/i' o O-

/ par

h + g
- -4- / par

h+s+i - [(!•/. !ÿ‘”
45 .— 7

2
tr

3a '

7? qq . „ 77— + , / 6’ —
77 32 77-

26829

5l2 v-S] sin (a// — 2 A'

/7 par

A+

r

33 „ 675
7^'’ ^64" re

1 n

8ol
9 et c

n\ n ,:

256
f c

; TV

+%
e ne change pas.

6144
"n \ ~ 4 e

’~

'
j

sin
(
2 /; — 2 h ' - 2 S

'

77 l6 « J

Nouvelles 'valeurs de R, L, G, ii.

Si Ton introduit les valeurs de a et y
2 données par les formules (E'

B8 ),

(G.
r ),

dans les expressions de L, G, H en a
,
e

, y ,
on aura, en supprimant les

indices de a n , y Q et /z
0 ,

L
0
= ancienne valeur de L (page 685);

G, = ancienne^valeur de G (page 832);

H, = ancienne valeur de H
(
page 856)

,
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D’ailleurs 0, est le coefficient de sin0
o (t -+- c) dans la valeur de 0 donnée par

la foi mule (F
5e ); on en conclut facilement que, d’après le degré d’approxi-

mation auquel nous nous arrêtons, on a

(
S, H, +30

a
li. + . ..) = O.

Cela posé, si 1 on se reporte à la seconde règle du n° 30, et qu’on tienne
compte des valeurs de if i'f on voit que d’abord la nouvelle fonction R
s obtiendra en faisant les substitutions indiquées précédemment (pages 871
et 872

)
dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 56e

opération. Par

ces substitutions, l’ensemble des deux termes
(
1

)
et

(
172

)
de R doit se réduire

a une simple fonction de a, e, *y, ce qui fournit une vérification des formules
de transformation employées; la fonction de a

,
e, y ,

ainsi obtenue, n’est autre
chose que la valeur qu avait précédemment le terme

(
1 ). Quant aux valeurs de

L, G, H, elles n’éprouvent aucun changement. La valeur de L est la même
que celle qui a été donnée a la suite de la 4o‘ opération (page 685), celle de G
est la même que celle qui a été donnée à la suite de la 5 a

e opération (page 832
),

et celle de H est la même que celle qui a été donnée à la suite de la 54
e
opéra-

tion (page 856). Les valeurs qui s’en déduisent pour -^4^ 1 d L dG dlV d L
sont donc egalement identiques avec celles que l’on doit employer après la

54
e
opération.

07
e
OPÉRATION

destmee cl faire disparaître une seconde fois les termes
(
2

), (
3 ), ( 4 )

et (5) de R.

Prenons dans R les termes
(
2 ), (3), (4) et

sont If ‘ilf 3/4 4 lf et supposons que R
(5)4 dans lesquels les arguments

se réduise à ces termes seuls, de

* 11 ne faiU Prendre P°ur les coefficients de ces termes (2), (3), (4) et (5), dans le chapitre IV, que les
parties qui y ont été introduites après la première opération.

T. XXVIII.
1 3 o
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sorte que l'on ait

,a-\ 220
R = m -pr {

-
__ . ,

220 „ ,— 'fc-e H :rT e e
4 ib

[or. , . 670 „ ,
81 . ,

1161
,

BSg , 675

+ U*V -
"si

7 c w Tfre + 6T^
e —er "

2 56 / /*

/ 147 ,
53i

*> ,

-(jr" —âr'''
4

, 5733 „ 63
c - c'-h -ri^e's -j- — 7V

128 206 4

24007 36207

64
— r 012 AS

f
agi

, _ 7233
r

,
, _ io445;

\ 16 128 ^ 256

0723 //'3

32 / /?

4071

*6T
1 6001 5 , ,

4048921 „ ,\ n"'—; T c 73 C t'
!

—
012 2048 J 72

9703 ,
72

5 4336087 ,
72 '

t
225 ,

71 tr

48 ri 18432 72° ' 64 72 a’-

1797 ,11- cr
-ri^- c — • —pi > cos /

012 77- a -
\

,cr [ [ 33 ,
,

825 , „ 99 s ,, 1419jre - + —e- e - T 7« 8
7 X ‘

825 ,, \ 'a'

IR e C "

/ ~n

f 1 32o ,, 2553

V“^8"
e

" _ "64“ 7
"

463

1

52167
: ,2

256
L

1 6384

4317383 n'

i638i
L

ir

,, 46985
^ j ,2 2350909 2

riz

128
f

5i2 ^ 2048
* 6

y 72
3

273l33
,

72 •

I 5o497 ,2 72

i536
6

/2
; 288 /2

S
iîZÉ t

' 2— . 5 cos 2 /

012 72 27

,22-
\ 4657 16425 , c \ n '

5243
,

72 - 12271 . ri

Cl
j \ 64 ' 256

‘

/ 72 256 77" 128 72

cos 3 F

,
a- o4 i 3 i n -

I

ri- ni — ' —r t-
‘ — cos 4 /

.

27"
[ 1024 72'

^

Si I on introduit cette valeur de R dans les équations différentielles, on aura

d’abord

d_

L

(It

rfG </H

L, G et H sont donc constants, et par suite il en est de même de a, e, y.
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Quant aux valeurs de /, h, -h g -f- / et h
,
elles seront fournies par les équations

différentielles

r/R

r/L’

d[h+1-g+ l
)

r/R r/R

dt r/L d (j

cia cia tla de

d L
5

rfH’ cl L

clh

dt

d R

d H

r//

dt. ?[ 7- c rc-c
6ÿ5 ,

243 , ,
2020

-~e' — 7 e H—-

—

10 2 32

, , 84j5 ... \ /?'

e 2
e' + <f" )

-
1 28

4956 i
, 19197 .. ,

638oi
2
A n - 448647 ,

ri
,

948146,5
,
«'-H

“î"
\

, e —

5

7 ^ ^ e
)

0* H ^ ^ — -} —— 4
' — I cos /

\ 64 32 128 ) ir 012 /r 2048 ?ï J

ri3 f825 ,, ., ,, 2475 „ 38937 ,
ri 2611785 ,, tri 1

77 — 297 e 4
I

£>' 2 — COS 2/'
u

[_ o 16 128 n 1024 ri J

ri
3 16423

ri 128
c

'3 cos 3 /',

r/
(
h+ g -+- l)

dt

n F 8 1 , ,
2023 , ,

/joo
, 729 , , , 6073 . ,—

7 T" T e 4 7- (r e 5“ 7 c T e
~
e c c

n-

f 4 ib 8 ' 2 ‘
128

4735
, 4779 , ,

H25oq , ,
28665 \ n '

\Jï
e -"3TV-^ --ïït*-*

3783
,

87520
, 2962693 , A ri—

r~ c q
- T c ^—— c-e —

16 128 312 rr

4371 , fri — 184357
,
ri'

;

2475 ,
ri

4 ri 4 8 ri 64 rr'
:

cos 4

99 , , 2 2470 ,, ): / 66i5 22977 . ,, 46g5o3 , ,A

1 *
L

'

8 V 64 ^ 64 7
e

256
6 f

) li

60203 ,, n
’- 273i33 « 3

’

128 ri 96

1 33 ,, tri

T
_

!

cos 2/

tri 26210 ,,—ï- •
r e

J
CCS 3 /

.

ri 128

dh

dt
j

225 , . 225 4 27 . 8l , , 567 „ , 339 /4— 7-c-e'+—eV+
(
-£<? - — 7- e'

feV H § e'
3 —

L 4 32 \ 16 8 16 128 J n

/ 53

1

63 , ,-
T y-e

2997 \
«' 2 i47°9 7,

3 32335
1 ,

ri
'

~

\ 64 16
,/

ri
1

5i2 ri
r Ct

^ 1

204b n
cos/’

Celle formule se coutume à la page suivante.

I IO.
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h- ï [¥«"- 128 n 1024 nn COS 2 l'

+ nn 657 „ „— • —- c cos 3 /

.

128

Si l’on intègre ees équations différentielles, en se rappelant que l' est égal a

n’ t + const.

,

et qu’ensuite on applique la règle du n°5i, on sera conduit à effectuer la

tranformation suivante :

Formules de transformation.

On remplace

l par

,
F / 225

, ,
,

225 , , A n '

1
67 5 ,

a43 s ,
2025 8475 A n 11

'-[(“T' C+
"r
7A )n + V^ e “T* £ + ~

3^ 6 + 77r
/956I 19197“ ~37~ i

638oi

128
A t,A

70 + 44 ,8647
e , F + 9481465 ^ ^ 1

gjn /(

J n ' 5i2 n ‘ 2048 n* J

r / 825
e

, 2 _ 29Z , e
, 2 A AA Z! M-dMZ e

r
- C + a6l

7Q

85
1 sin 2 V

\ 16 % 32 J n 1 256 n 2048 n '

J

547 5 n 12
. „— A3 — sin 3 i

,

128 n ~ ’

h -4— sç H— l par

h 4- g+ l — / 8 I
,

2025
,

(,r
re+ '7r

t
''

<
'

729 „ .. ,t rre 6o7 5 A 11 ’

“èïs"
r r

) F

/ 7 35 , 4779 2 ;

t 12509 ,,
,

;

28665 ,A A
\ 16

<[

32 ^
(

128
"T~

128
6

j if

3 783 ,
87 525 ,

2962592 A A 4

16 * 128 '
L

5l2 /A

A5

H 5

i 84357 ,,
A"'

, 247 5 ,, F
48 « 6

64 A-

Celte formule se continue à la page-suivante.
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2473
, 2

l6

lf_

ri
1

26^i5 ?i'
z

.

~w e
/

~ sin3/
’

^66t5^,, 22977 , , 2
4695o3

, n\nn

I2fT
7t' _

5 Ï 2
_e ’

f

"J ÏF

6020 3
, 2

256

273i 33
,, 2

«'5

l

192
C

« 5

J
sin 2 /'

h par

*+[(-¥ -'
vv

+

¥ -
')

ï
+ (IL- T

^
- f«" +

S

•*)

$

/53i
, 63 , 2997 A ?i

n
14709 ,n"' 32335i

,
A

, ,,

\ 64 4 16 y n 5i2 iï 2048 « 5

J

, r/ 33
,.'2 99, j2 , 2

693AU nr

z?'
2

2553
, 2
«'3

48173
,2
n

-U 1 c'
1 — -4- -

—

:— p
n 1 ^ 256 /

z

3 ^ 2048 n-J
sin 2 /'

+ il|,^ sin3 /'.

128 îr

a
,
e et 7 ne changent pas.

Nouvelles valeurs de R, L, G, H.

La nouvelle valeur de la fonction R s’obtiendra en faisant les substitutions

précédentes dans la valeur qu’avait cette fonction avant la 57
e
opération, après

en avoir ôté les termes (2), (3), (4) et (5).

Les quantités L, G, H ne changent pas de valeurs; elles sont exprimées en

a
-> G y par les mêmes formules que précédemment (valeur de L, page 685

;

valeur de G, page 83 a; valeur de H, page 856 ). Les valeurs de
ci JL ci \j ci rl

de • 1 a

jTp
’

• • * soltt aussi les memes que celles que l’on doit employer après la 54
e opé-

ration.
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NOTE

sur l’emploi des formules établies précédemment.

Les diverses opérations dont le détail vient d’être donné ont pour objet

d'établir une suite de formules de transformation destinées à faire disparaître

successivement !es termes principaux de la fonction perturbatrice 11, tout en

conservant exactement la même forme aux équations différentielles du problème.

Les changements de variables indiqués par ces formules de transformation

doivent être effectués successivement dans chacune des quatre expressions qui

donnent i°la fonction perturbatrice R, 2
0
les trois coordonnées V, L, - de la

] jUne . Ces quatre quantités se modifient ainsi peu à peu et sont toujours exprimées

explicitement en fonction des six variables a, e, y, l, g, h, les trois premières

étant mises au lieu des variables L, G, H, auxquelles elles sont liées par des

relations que nous avons eu soin de faire connaître après chacune des opéra-

tions dont il s’agit. Nous allons donner dans cette note quelques explications

sur la manière dont on devra s’y prendre pour se servir des formules de trans-

formation établies.

Considérons d’abord les formules fournies par les opérations 26, 27 et 28.

Leur emploi ne présentera aucune dilfîculté. Les termes des quatre fonctions

R, V, U, -j dans lesquelles on doit effectuer Ses changements de variables

qu’elles indiquent, sont tous compris dans les deux formes AeosB, AsinB,

dans lesquelles A est une fonction de a, e, y, et B une fonction linéaire de

/, g, h. La première de ces deux formes est celle des termes de R et de -> et la

seconde celle des termes de 0 et de Y. Les formules dont nous nous occupons

faisant connaître les expressions que l’on doit mettre à la place des quantités

fh
j g j— p g et h, on commencera par combiner ces expressions par voie d’ad-

dition ou de soustraction, après les avoir multipliées par des facteurs numé-

riques convenables, de manière à trouver l’expression qui doit être substituée

à l’argument B; puis on effectuera le développement du cosinus ou du sinus de

cet argument à l’aide de la formule
( 4- 2

)
du chapitre III; ensuite 011 mettra

dans A, à la place de a, e
2

et y
2

,
les expressions qui doivent être substituées à
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ces variables, en ayant soin de ne pas oublier que n est mis pour
;

enfin
a tja

on multipliera la valeur trouvée pour cos B ou sinB par celle qu’on aura obte-

nue pour A. Dans ces calculs, on aura soin de remplacer toujours les puissances

et les produits des sinus et cosinus par leurs valeurs en sinus ou cosinus

d'angles multiples.

Si les 57 opérations dont nous avons donne le détail conduisaient toutes à

des formules de transformation aussi simples que celles qui proviennent des

opérations 26, 27 et 28, nous n’aurions eu besoin d’entrer dans aucune expli-

cation spéciale sur leur emploi. Mais il n’en est pas ainsi. Si l’on se reporte aux

24 opérations comprises entre la 1

ie
et la 26e

,
et aussi aux opérations 46, 4 7 , 48

,

on voit que dans chacune d’elles la valeur de ^ renferme e en dénominateur. Si

nous avions intégré les équations différentielles (G), (B) de chacune de ces ope-

rations, de manière à en tirer directement les valeurs de e et de 0, nous aurions

eu pour 0 une valeur contenant également e en dénominateur, et il en aurait été

de meme dans une au moins des formules de transformation que nous en aurions

déchûtes. 11 en serait résulté des difficultés que nous avons cherché à éviter en

intégrant autrement les équations (G), (B). Au lieu d’en tirer les valeurs de e

et de 0, nous en avons tiré les valeurs de ecos0 et de esin0, ce qui revient

évidemment au même. A cet effet, nous avons établi les formules
( 4o), qui

donnent sous cette forme les intégrales des équations générales (89), et nous

n’avons eu qu’a appliquer ees formules (Zjo) à chacune des 27 opérations dont

il s’agit. 11 suit naturellement de cette manière d’intégrer les équations diffé-

rentielles (C), (D), que deux des six formules de transformation données à la

suite de chacune de ces opérations ont une forme particulière, en vertu de

laquelle elles ne semblent pas se prêter si facilement aux substitutions que l’on

doit effectuer, que si elles avaient, toutes la forme simple correspondant aux
opérations 26, 27 et 28. Quelques exemples suffiront pour montrer la marche
que l’on doit suivre dans ce cas.

I
er Exemple. Supposons qu’on en soit à la 4

e
opération, et qu'on veuille

effectuer le changement de variables qu’elle indique, dans le terme (102) de R.

qui a alors pour valeur

9 9 n '

m - { ~b e x 7 7 e ~T cos (2 h + 4g-+ 5 / — 1 h' — 2 g' — 2 /'
).
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Ce ternie peut s’écrire de la manière suivante :

A cos(4 h + 6g+ 6/ - 4 h' - 4 g' -4 /
r
)
x e-cos(aA 4- agr+ / - aA' - 2 g' - a/'

)

+ A sin (4 h 4- 6g + 6/ - \h' - 4 g' -4 l')xe sin [ih + agH- / - a A' - 2 g' ~ ,

A désignant la quantité
' X

|
9 ïîé? _ Xg A! (.

/;?

(
8

y « 2 2
;

ir
)

Les formules de transformation fournies par la 4" opération faisant connaître

les expressions qu’on doit substituer aux quantités

h + g+l et, h,

on en déduira facilement la valeur de l’angle

4 A + G g + G / — 4 4' — 4 g
' —

4 L

et par suite on calculera sans peine les valeurs des deux quantités

A cos (4 A + 6 g + 6 / -4 A' -4g-'- 4*')» A sin (4 A + 6 g + 6 / — 4 A' - 4 g' -4 '')

Dès lors, en tenant compte des valeurs que les memes formules indiquent

pour

e cos(a/i + a/i + / — aA' — ag' — a/')', esin(aA-f igg-ï-ih' - -ig' -il')-,

on pourra obtenir la valeur que prend le terme
(
102

)
de R par suite du chan-

gement de variables auquel conduit la 4' operation.

II
e Exemple. Supposons en second lieu qu'on veuille effectuer, dans le

terme
1

3

2.30 > a+ —
~r T e

24
sin

(
2 g -4- 4b

de la valeur de V, le changement de variables auquel conduit la 3‘ opération.

Ce terme de V peut s’écrire

A cos
( 4 h + 2 g

-
1
- 2 / — 4 h — 4 g' — 4 l'

)
X s i n 2

i
2 h + 2 S + ^ / 2 h lzg

A sin
( 44 + 2 g 2 / — 4 h' — 4g' — 4 /') X C

2 cos 2 (2 A + 2 g + 3/ — 2 A' — 2 g' — a/'),
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A désignant la quantité

£3 , 259

4
'
^

24

Dès lors on calculera séparément les valeurs que prennent les quantités

A cos {4/1 + ig + il — 4
h' — 4 g' — 4 1')> A sin (4 A + 2 g -f-

1

l — 4 />' — 4 g

'

— 4 A ;

puis on n’aura plus qu’à les multiplier respectivement par les expressions qui

doivent être substituées aux quantités

e 2 sin 1
(
2 h + 2 g + 3 1 — 1 h ' — 2 g' — 2 /'

) ,
<?
2
cos 2 (

2 A 4- 2 g + 3 / — 1h — 1 g' — % l'
) ,

p oui’ en conclure la valeur du terme de V dont on s’occupe.

Piemarquons que, dans le premier de ces deux exemples, l’angle

4 h T- 6 g- +6 / — 4 h' — 4 g' — 4/'

s obtient en ajoutant l’argument

ih + ig -\-

l

— ih! — ig' — i/\

considéré spécialement dans la 4
e
opération, à l’argument

2 Zt + 4^ + 5 /— ih' — ig' — il'

du terme dans lequel on veut introduire les formules de transformation de cette

4° opération; et aussi que, dans le second exemple, l’angle

4 h + ig+ 1

1

— 4 A' — 4g' — 4

s’obtient (au signe près) en retranchant le double de l’argument

ih -f- zg -T- 3 / — ih' — ig' — il',

considéré spécialement dans la 3
e
opération, de l’argument

2g"-)- 41

du terme où l’on veut faire le changement de variables indiqué par cette 3
e opé-

T. XXVT1I. 1 j 1
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ration. Nous pouvons dire d’une manière générale que, dans tous les cas, l’angle

qui jouera le rôle des angles

l\h + 6# -h 6/ — !\h' — 4 g' — W

et

4 h-\-ig il — 4 h' — !\g — 4 r

dans les deux exemples précédents, s’obtiendra (soit avec son signe, soit avec

un signe contraire) en ajoutant à l’argument du terme où l’on veut faire la

substitution, ou bien en en retranchant 1, 2, 3 ,... fois 1 argument spécialement

considéré dans l’opération à laquelle correspondent les formules de transfor-

mation, de maniéré à rendre égaux les coefficients des deux 'variables g et l.

Pour faire les substitutions indiquées a la suite des 17 operations composes

entre la 28 e
et la 46

e

,
et celles qui résultent des 8 opérations comprises entre

la 48
e
et la 67

e

,
on peut opérer directement comme dans les opérations 26, 27

et 28. Cependant il est plus simple de calculer tout d’abord les valeurs qui

doivent être substituées à e cos /, e sin /, é1
cos 2 /, <r sin 2 /, e

3
cos o /,

e
3
sin 3 /,..., ou bien à 7 cos {g -h l), 7 sin (g l), Ÿ cos (2 g -+- 2 Z),

f sin (2 g 2 /), y
3 cos (3g -h 31), y

3
sin (3 g -+- 3 /),. . ., suivant celle des

deux variables e, 7, qui joue le rôle principal dans 1 operation dont on

s’occupe; et d’opérer ensuite comme il vient d'être dit dans les exemples

donnés précédemment.

Quant aux formules de transformation fournies par les opérations 1 et 07, i!

n’y a rien de particulier à en dire; on s’en servira comme de celles qui sont

fournies par les opérations 26, 27 et 28.

FIN DU TOME XXV1I1.
i

(premier volume de la théorie du mouvement de la lune.)

PARIS. — IMPRIMERIE DE MALLET-BACHELIER, RUE DE SEiNE-SAINT-GERMAIN
,

10, PRÈS L’INSTITUT.

1 I
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ERRATA.

Page 37, 3
e
ligne en remontant, ajoutez 4-~ à la fin du coefficient de cos(a/i — ih‘ — ig' ~ 3 /').

Même page, 2e
ligne en remontant, ajoutez 4 à la fin du coefficient de cos (2 A — 2 A' — 2g'~ /').

Page 3g, 7° ligne, ajoutez 4- à la fi» du coefficient de cos 2#.

Page 53
,

entre la dernière et l'avant-dernière ligne
,
ajoutez

+ ^ë eV2 cos (2/1 -4- Ig - 2/1' - 2g-')

+ 7
2
c'

2
cos (2 h — ih'—ig').

Page 68
,
au commencement de la formule qui termine la page, au lieu de 4—1 — '—

i

dC d L

Page 116, 9
<J

ligne, à la fin, au lieu de c’est le, lisez elle provient du.

lisez
dL

Même page, i 4
c
ligne, après (n“ 28

),
terminez la phrase ainsi : se compose de la valeur qu’avait le terme (f)

avant l’opération dont il s’agit, et de quelques nouvelles parties : ce sont ces nouvelles parties qui
portent l’indication ta - • 1,121.

Page 1 3 1
,

i
re

ligne du terme
(
8 ),

au lieu de — 22 ee lisez - ~ee'\
32 32

Page 148, i
re

ligne du terme
(
63 ),

après — E/V!
c
,!

,
ajoutez 4-M£ 7V—

o 64 an

Page 1 55
,
6e

ligne, au lieu de — ——^fie', lisez — y e
<

82 32

Page 1 65
,

i
ri

' ligne, au lieu de — 211 * 4 2_ , psez _2
5 l 2 JV 5 l 2 /2

4

Page 179, i
re

ligne du terme
(
131 ), ajoutez au commencement -+-—^—e 2

e
' 2 — •

256 an

Page 188, i'
e

ligne du terme
(
161 ), ajoutez à la fin +—-fi e'

1
^—-

32 a ' 2

Page 190, i
,e

ligne du terme
(
171 ), ajoutez à la fin 4 — fie'--

32 a 12

Page 192, i
rc

ligne du terme
(
172

),
ajoutez au commencement 4-— 7V 2—

•

64 a'2

Page 200, 6e ligne du terme
(
215 ), au lieu de — 2 'il pisez _ 74^ 4 1

‘

2028 rf ’ 2048 ne

Page 218, dernière ligne du terme
(
283 ), au lieu de 4- ^22 ev 22

, usez ,
4^25

A T O 7

7

5
K. 1 r» -.,3












