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MEMOIRE

FLUX ET REFLUX DE LA MER.

Mémoires de l'Académie royale des Sciences de Paris, année 1790;

an V (1797)-

I.

Les rapports des phénomènes des marées aux mouvements du So-

leil et de la Lune ont été connus des anciens, et indiqués par Pline le

naturaliste avec une précision remarquable pour son temps; mais la

vraie cause de ces phénomènes a été, pour la première fois, exposée

par Newton dans son admirable Ouvrage des Principes. Ce grand géo-

mètre, ayant découvert la loi de la gravitation universelle, aperçut

bientôt que les mouvements des eaux de la mer étaient une suite de

leur inégale pesanteur vers le Soleil et vers la Lune. Pour en déter-

miner les lois, il supposa la mer en équilibre à chaque instant sous

l'action de ces deux astres, et cette hypothèse, qui facilite extrême-

ment les calculs, lui donna des résultats conformes, à beaucoup

d'égards, aux observations. L'Académie des Sciences proposa cette

matière pour le sujet d'un prix, en 1740. Les pièces couronnées ren-

ferment des développements de la théorie newtonienne, fondés sur la

même hypothèse de la mer en équilibre sous l'action des astres qui

l'attirent. Il est visible cependant que la rapidité du mouvement de

rotation de la Terre empêche les eaux qui la recouvrent de prendre, à

chaque instant, la figure qui convient à l'équilibre des forces qui les
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animent; mais la recherche des oscillations qui résultent de ce mou-

vement, combiné avec l'action du Soleil et de la Lune, offrait des diffi-

cultés supérieures aux connaissances que l'on avait alors dans l'Ana-

lyse et sur le mouvement des fluides. Aidé des découvertes que l'on a

faites depuis sur ces deux objets, j'ai repris, dans nos Mémoires pour

les années 1775 et 1776 ('), ce problème, le plus épineux de toute la

Mécanique céleste. Les seules hypothèses que je me suis permises sont

que la mer inonde la Terre entière, et qu'elle n'éprouve que de légers

obstacles dans ses mouvements. Toute ma théorie est d'ailleurs rigou-

reuse et fondée sur les principes du mouvement des fluides. En me

rapprochant ainsi de la nature, j'ai eu la satisfaction de voir que mes

résultats se rapprochaient des observations, surtout à l'égard du peu

de différence qui existe entre les deux marées d'un même jour, vers

les syzygies des solstices, différence qui, suivant la théorie de Newton,

serait très considérable dans nos ports. Ces résultats, quoique fort

étendus, sont encore restreints par les suppositions précédentes et ne

représentent pas exactement les observations. La manière dont l'Océan

est répandu sur la. surface de la Terre, l'irrégularité de sa profondeur,

la position et la pente des rivages, leurs rapports avec les côtes qui les

avoisinent, les courants, les résistances que les eaux de la mer éprou-

vent, toutes ces causes, qu'il est impossible d'assujettir au calcul, mo-

difient les mouvements de cette grande masse fluide. Tout ce que nous

pouvons faire est d'analyser les phénomènes généraux des marées qui

doivent résulter des forces attractives du Soleil et de la Lune, et de

tirer des observations les données dont la connaissance est indispen-

sable pour compléter, dans chaque port, la théorie du flux et du reflux

de la mer. Ces données sont autant d'arbitraires dépendantes de l'éten-

due de la mer, de sa profondeur et des circonstances locales du port.

> La théorie des oscillations de l'Océan envisagée sous ce point de

vue, et sa correspondance avec les observations sont l'objet de cet Ou-

vrage. Pour le remplir, il était nécessaire d'avoir un grand nombre

(*) OEuvres de Laplace, T. IX.
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d'observations, faites avec soin durant plusieurs années dans un port

où les phénomènes de marées soient très sensibles, suivent une

marche régulière et soient peu altérés par les vents. Le recueil le plus

étendu dans ce genre est celui des observations des marées, faites à

Brest au commencement de ce siècle, que M. de Cassini a trouvées

dans les papiers de son grand-père, et que M. de la Lande a publiées

dans le Tome IV de la seconde édition de son Astronomie. J'ai fait

usage de ces observations; en les discutant, elles m'ont offert une

régularité si frappante, eu égard à toutes les causes qui peuvent la

troubler, que je ne balance point à indiquer le port de Brest comme

l'un des plus favorables aux observations des marées, si l'on veut les

suivre avec le soin que l'on a mis à déterminer les autres phénomènes

du système du monde. Ce port doit probablement cet avantage à sa

position avancée dans la mer, et surtout à ce que sa rade ayant une

entrée fort étroite, relativement à son étendue, les oscillations irrégu-

lières des eaux de la mer sont par là très affaiblies. Jacques Cassini

s'était contenté de donner, dans nos Mémoires, les conséquences qu'il

avait tirées des observations dont je viens de parler. Sur cela, je remar-

querai combien il est utile de publier les observations originales ;

souvent la théorie mieux connue des phénomènes rend intéressants

ceux qui d'abord avaient été négligés comme ayant paru de peu d'im-

portance; c'est ce que j'ai moi-même éprouvé dans ces recherches. Le

Recueil cité ne contient point d'observations sur la loi suivant laquelle

la mer monte et descend à Brest; j'y ai suppléé par des observations

très détaillées, que l'on a bien voulu faire dans ce'port, h ma prière.

Dans ce genre d'observations, où mille causes accidentelles peuvent

altérer la marche de la nature, il est nécessaire d'en considérer à la

fois un grand nombre, afin que, les effets des causes passagères venant

à se compenser les uns par les autres, les résultats moyens ne laissent

apercevoir que les phénomènes réguliers ou constants. Il faut encore,

par une combinaison avantageuse des observations, faire ressortir les

phénomènes que l'on veut déterminer et les séparer des autres, pour

les mieux connaître. C'est la méthode que j'ai suivie; en s'en écartant,
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on s'expose à prendre pour loi de la nature ce qui n'est que l'effet

d'une cause accidentelle. Jacques Cassini, par exemple, avait conclu,

de la comparaison de quelques observations isolées, que les plus

grandes marées des syzygies ont lieu, toutes choses égales d'ailleurs,

dans les équinoxes. M. de la Lande, en suivant le même procédé, a

trouvé le contraire. On verra ci-après que les résultats d'un grand

nombre d'observations ne laissent aucun lieu de douter qu'à Brest les

plus grandes marées des syzygies et les plus petites marées des qua-

dratures arrivent dans les équinoxes, et que, en général, les déclinai-

sons du Soleil et de la Lune ont une influence très sensible sur les

hauteurs et sur les intervalles des marées.

Voici maintenant un précis des résultats auxquels je suis parvenu

dans cet Ouvrage.

Considérons d'abord l'action seule du Soleil sur la mer, et suppo-

sons que cet astre se meut uniformément dans le plan de l'équateur.

Il est visible que, si le Soleil animait de forces égales et parallèles le

centre de gravité de la Terre et toutes les molécules de la mer, le sys-

tème entier du globe terrestre et des eaux qui le recouvrent obéirait à

ces forces d'un mouvement commun, et l'équilibre de la mer ne serait

pas troublé. Cet équilibre ne peut donc être altéré que par la diffé-

rence de ces forces et par l'inégalité de leurs directions. Une molécule

de la mer placée au-dessous du Soleil en est plus attirée que le centre

de la Terre; elle tend ainsi à se séparer de sa surface, mais elle y est

retenue par sa pesanteur, que cette tendance diminue. Douze heures

après, la molécule se trouve en opposition avec le Soleil, qui l'attire

plus faiblement que le centre de la Terre; la surface du globe terrestre

tend donc à s'en séparer, mais la pesanteur de la molécule l'y retient

encore attachée. Cette force est donc encore diminuée par l'action so-

laire, et il est facile de s'assurer que la distance du Soleil à la Terre

étant fort grande relativement au rayon du globe terrestre, la diminu-

tion de pesanteur est, dans ces deux cas, à très peu près la même. Une

simple décomposition de l'action du Soleil sur les molécules de la mer

suffit pour voir que, dans toute autre position de cet astre par rapport
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à ces molécules, son action pour troubler leur équilibre redevient la

même après un intervalle de douze heures.

Présentement, on peut établir comme principe général de Méca-

nique que l'état d'un système de corps, dans lequel les conditions pri-

mitives du mouvement ont disparu par les résistances qu'il éprouve,

est périodique comme les forces qui l'animent. L'état de l'Océan doit

donc redevenir le même à chaque intervalle de douze heures, en

sorte qu'il doit y avoir un flux et un reflux dans l'espace d'un demi-

jour.

La loi suivant laquelle la mer s'élève et s'abaisse peut se détermi-

ner ainsi. Concevons un cercle vertical, dont la circonférence repré-

sente un intervalle de douze heures, et dont le diamètre soit égal à la

marée totale, c'est-à-dire à la diff'érence des hauteurs de la pleine et de

la basse mer; supposons que les arcs de cette circonférence, en par-

tant du point le plus bas, expriment les temps écoulés depuis la basse

mer; les sinus verses de ces arcs seront les hauteurs de la mer qui cor-

respondent à ces temps.

La diminution de la marée de nos ports doit s'écarter un peu de

cette loi, par la raison suivante : la mer n'y descend qu'en vertu de sa

pesanteur; elle doit donc, en s'abaissant, se mouvoir plus lentement

et parvenir plus tard à sa plus petite hauteur, que loin des côtes, où

elle est à la fois sollicitée pour descendre par sa pesanteur et par l'im-

pulsion des flots qui s'éloignent des rivages. Ainsi la mer commence à

remonter au loin, quoique dans le port elle continue de baisser, en

vertu de la pesanteur, jusqu'à ce que, l'eff'et de cette force venant à

être balancé par l'impulsion des flots éloignés, la marée commence à

croître. La mer ne s'abaisse donc jamais jusqu'à sa plus petite hauteur

déterminée par la théorie, et le temps qu'elle emploie à monter doit être

un peu plus court que celui qu'elle met à descendre. Ce dernier résul-

tat est parfaitement conforme à ce que l'on observe à Brest, où la dif-

férence de ces deux temps est d'environ un quart d'heure.

Les lois du mouvement de la mer, que nous venons d'exposer, ont

généralement lieu quelles que soient sa profondeur et soti étendue;
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mais, plus une mer est vaste et moins elle est profonde, plus les phé-

nomènes des marées doivent être sensibles.

Dans une masse fluide, les impressions que reçoit chaque molécule

se communiquent à la masse entière; c'est par là que l'action du So-

leil, qui est insensible sur une molécule isolée, produit sur l'Océan

des effets remarquables. Imaginons un canal courbé sur le fond de la

mer et terminé à l'une de ses extrémités par un tube vertical qui

s'élève au-dessus de sa surface, et dont le prolongement passe par le

centre du Soleil; l'eau s'élèvera dans ce tube par l'action directe de cet

astre, qui diminue la pesanteur des molécules qu'il contient, et sur-

tout par la pression des molécules renfermées dans le canal, et qui font

toutes un effort pour se réunir au-dessous du Soleil. Si la longueur

du canal augmente, la somme de ces efforts sera plus grande, et il y

aura plus de différence dans la direction et dans la quantité des forces

dont les molécules extrêmes seront animées. Ces deux causes réunies

élèveront l'eau à une plus grande hauteur dans le tube vertical. On voit,

par cet exemple, l'influence de l'étendue des mers sur les phénomènes

des marées, et la raison pour laquelle le flux et le reflux sont insensibles

dans les petites mers, telles que la mer Noire et la mer Caspienne.

Si l'Océan a peu de profondeur, ses molécules doivent venir de fort

loin, pour qu'il prenne la figure que l'action du Soleil tend à lui

donner; ses oscillations doivent donc croître lorsque sa profondeur

diminue. Dans une mer très profonde, un très petit mouvement dans

pes molécules suffit pour lui donner la figure avec laquelle elle serait à

chaque instant en équilibre sous l'action du Soleil, en sorte que cette

figure est la limite de celles que la mer prendrait, en augmentant de

plus en plus sa profondeur. Ces vues générales sont conformes aux

résultats que j'ai trouvés dans nos Mémoires pour l'année 1776 (^).

La grandeur des marées dépend encore des circonstances locales.

Les ondulations de la mer, resserrées dans un détroit, peuvent devenir

considérables; la réflexion des eaux par les côtes peut les augmenter

(») OEuvres de Laplace, T. IX.
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encore. C'est ainsi que le flux et le reflux de la Méditerranée devien-

nent sensibles dans le golfe de Venise; c'est encore ainsi que les ma-

rées, généralement fort petites dans les îles de la mer du Sud, sont

fort grandes dans nos ports, et surtout à Saint-Malo. Plus les oscilla-

tions de la mer sont promptes, plus ces effets doivent augmenter,

toutes choses égales d'ailleurs, puisqu'ils sont dus à la vitesse des

eaux : ils sont presque nuls pour les oscillations très lentes; mais ils

doivent beaucoup influer sur celles dont la période est d'un demi-jour.

Les circonstances locales font encore varier considérablement l'heure

de la marée dans des ports même fort voisins. Pour nous faire une

juste idée de ces variétés, imaginons un large canal communiquant

avec la mer et s'avançant très loin dans les terres. Il est visible que les

ondulations qui ont lieu à son embouchure se propageront successive-

ment dans toute sa longueur, en sorte que la figure de sa surface sera

celle d'une suite d'ondes en mouvement qui se renouvelleront sans

cesse, et qui parcourront leur longueur dans l'intervalle d'un demi-

jour. Ces ondes produiront à chaque point du canal un flux et un

reflux qui suivront les lois précédentes; mais les heures du flux retar-

deront à mesure que les points seront plus éloignés de la mer. Ce que

nous disons d'un canal peut s'appliquer aux fleuves dont la surface

s'élève et s'abaisse par des ondes semblables, malgré le mouvement

contraire de leurs eaux. On observe ces ondes dans toutes les rivières,

près de leurs embouchures; elles se propagent fort loin dans les

grands fleuves, et au détroit du Pauxis, dans la rivière des Amazones,

à 200 lieues de la mer, elles sont encore sensibles.

Considérons présentement l'action de la Lune, et supposons que cet

astre se meut uniformément dans le plan de l'équateur; il est clair que

son action doit exciter dans l'Océan un flux et un reflux semblable à

celui qui résulte de l'action du Soleil; or on sait que le mouvement

total d'un système, agité par de très petites forces, est la somme des

mouvements partiels que chaque force lui eût imprimés séparément ;

ainsi des ondes légères excitées dans un bassin se mêlent sans se con-

fondre; une onde nouvelle se superpose à la précédente, comme elle

OF.uvres de L. — XII. 2
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se serait disposée sur la surface de niveau du bassin. Les deux flux

partiels, produits par les actions du Soleil et de la Lune, s'ajoutent

donc sans se troubler mutuellement, et leur somme produit le flux que

nous observons dans nos ports.

De la combinaison des deux flux lunaire et solaire, naissent les phé-

nomènes les plus remarquables des marées. Quand la pleine marée

lunaire coïncide avec la pleine marée solaire, la marée totale est à son

maximum ; c'est ce qui a lieu dans les syzygies, où les actions du Soleil

et de la Lune concourent. Dans les quadratures, où ces deux actions

sont contraires, la pleine marée lunaire coïncide avec la basse marée

solaire, et la marée totale est à son minimum.

L'heure du minimum des marées est à six heures de distance du

maximum, ce qui prouve que ce minimum est l'excès de la marée lu-

naire sur la marée solaire, et qu'ainsi l'action de la Lune sur la mer

l'emporte sur l'action du Soleil. D'après un grand nombre d'observa-

tions des marées, réduites aux moyennes distances du Soleil et de la

Lune, je trouve qu'à Brest la marée totale est à fort peu près de 19^'^^

dans son maximum, et de 9^*7^ dans son minimum. Le rapport de ces

deux marées détermine celui des forces de la Lune et du Soleil sur la

mer, et l'on en conclut que la première est triple de la seconde. En

calculant, d'après ce rapport, les lois de la diminution et de l'accrois-

sement des marées, lorsqu'elles commencent à s'éloigner du maximum

et du minimum, on trouve leur accroissement deux fois plus rapide

que leur diminution, ce qui est conforme aux observations qui, relati-

vement à ces lois, sont représentées par la théorie avec une précision

remarquable.

Les marées lunaires et solaires suivent d'un intervalle constant le

passage de leurs astres respectifs au méridien. L'instant de la marée

composée doit donc osciller autour de l'instant de la marée lunaire,

suivant une loi dépendante des phases de la Lune et du rapport de son

action à celle du Soleil. Le premier de ces instants précède le second,

depuis le maximum jusqu'au minimum de la marée; il le suit depuis

le minimum jusqu'au maximum; leur plus grand écart ne tombe pas
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au milieu de l'intervalle qui sépare ces deux marées ; mais il est d'en-

viron un tiers plus près du minimum que du maximum. L'heure

moyenne de la marée composée est la même que celle de la marée lu-

naire; en sorte que l'intervalle moyen de deux marées consécutives du

matin ou du soir, dans nos ports, est d'un jour lunaire ou de 24'' So™ 28*.

Le retard moyen journalier des marées est donc de 5o™28*; mais ce

retard varie, ainsi que les hauteurs des marées, avec les phases de la

Lune. Le plus petit retard coïncide avec la plus grande hauteur, et le

plus grand retard coïncide avec la plus petite hauteur. La discussion

d'un grand nombre d'observations des marées m'a donné le plus grand

retard, égal à i** i5"*, et le plus petit égal à 39™o*. Ces deux quantités

dépendent du rapport des forces de la Lune et du Soleil et peuvent

conséquemment servir à le déterminer. Il en résulte que la première

de ces deux forces est triple de la seconde, comme nous l'avons trouvé

par la comparaison de la plus grande et de la plus petite hauteur des

marées. En changeant un peu ce rapport, il serait fort éloigné de satis-

faire aux observations des hauteurs et des intervalles des marées, qui

le donnent par conséquent avec beaucoup d'exactitude. La connais-

sance de cet élément est nécessaire dans l'Astronomie, à cause de son

influence sur la précession et la nutation et sur l'équation lunaire des

Tables du Soleil. La valeur que nous venons de lui assigner porte à 10"

la nutation que Bradley a fixée à 9", et que plusieurs astronomes sup-

posent de 9'4; l'équation de la précession est de 1,8", 8, et l'équation

lunaire est à très peu près de 9". Enfin la masse de la Lune est environ

j^ de celle de la Terre; et, comme son volume est à peu près ~ de celui

de la Terre, la densité de la Lune n'est qu'environ J de la moyenne

densité de la Terre.

On doit faire ici une remarque importante, et de laquelle dépend

l'explication de plusieurs phénomènes des marées. Si les mouvements

du Soleil et de la Lune étaient extrêmement lents par rapport au mou-

vement de rotation de la Terre, les deux marées lunaire et solaire

suivraient à très peu près du même intervalle le passage de leurs astres

respectifs au méridien ; mais, le mouvement journalier de la Lune dans
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son orbite étant considérable, la rapidité de ce mouvement peut sensi-

blement influer sur l'intervalle dont cet astre précède le flux lunaire.

En eff'et, l'action du Soleil et de la Lune sur chaque molécule de la

mer produit à chaque instant une onde infiniment petite, dont cette mo-

lécule est l'origine, et qui se propage dans toute l'étendue de l'Océan ;

c'est de la somme de ces ondes que se compose le mouvement de cette

grande masse fluide. Il est visible que celles dont l'origine est vers

l'équateur ou dans l'hémisphère austral doivent employer un temps

considérable à parvenir dans nos ports; ainsi le flux que l'on y observe

est le résultat des impressions communiquées à la mer plusieurs jours

auparavant. La Lune ayant dans cet intervalle un mouvement considé-

rable dans son orbite, le rapport du flux lunaire à la position corres-

pondante de cet astre peut diff'érer sensiblement du rapport du flux

solaire à la position correspondante du Soleil. A la vérité, si la mer

recouvrait toute la Terre, et si sa profondeur était régulière, les im-

pressions qu'elle reçoit se coordonneraient de manière que le flux

arriverait à l'instant du passage de l'astre au méridien; mais l'irrégu-

larité de la profondeur de la mer et les résistances qu'elle éprouve doi-

vent changer ce résultat et faire varier, dans chaque port, l'intervalle

dont l'astre précède le flux qu'il produit.

Nous aurons une juste idée de ces variations en imaginant, comme

ci-dessus, un vaste canal communiquant avec la mer et s'avançant fort

loin dans les terres sous le méridien de son embouchure. Si l'on sup-

pose qu'à cette embouchure la pleine mer a lieu à l'instant même du

passage de l'astre au méridien et qu'elle emploie 5o heures à parvenir

à son extrémité, il est visible que, à ce dernier point, la marée solaire

suivra de 2 heures le passage du Soleil au méridien; mais, 5o heures

ne formant que 2J""'"'*i9"' lunaires, le flux lunaire suivra d'environ 19™

le passage de la Lune au méridien; en sorte qu'il y aura i*'4i"* de dif-

férence dans les intervalles dont les flux lunaire et solaire suivront le

passage de leurs astres respectifs au méridien. Il est facile, d'ailleurs,

de s'assurer que cette diff*érence sera la même, à peu près, pour les

points assez voisins de l'extrémité du canal, quoiqu'il y ait des diff^é-
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rences considérables dans les heures des marées correspondantes.: ces

résultats sont exactement conformes à ceux que l'on observe dans nos

ports.

Il suit de là que le maximum et le minimum de la marée n'ont point

lieu le jour même de la syzygie et de la quadrature, mais un ou deux

jours après; ainsi, dans l'exemple précédent, ce maximum et ce mini-

mum qui, à l'embouchure du canal, ont lieu le jour même de la syzygie

et de la quadrature, n'arrivent à son extrémité que 5o heures après. Ce

phénomène est très sensible à Brest sur les hauteurs des marées. Les

lois des variations des marées vers leur maximum et vers leur minimum

doivent en déterminer les instants. J'ai donc interpolé un grand nombre

de hauteurs des marées dans le voisinage des syzygies et des quadra-

tures, et j'ai trouvé que le maximum de la marée suit la syzygie de

SS^'Sg" et que le minimum suit de 38 heures la quadrature. La diffé-

rence de ces intervalles qui, par la théorie, doivent être égaux entre

eux, est dans les limites des erreurs des observations.

On peut encore déterminer ces intervalles au moyen des heures

observées des marées le jour même de la syzygie et de la quadrature.

Leur différence serait de 6 heures si elles correspondaient au maximum

et au minimum de la marée, mais l'observation la donne plus petite à

Brest; elle est de 5'*5™54'* pour les marées du matin et de 5''i8™36*

pour les marées du soir. Un jour plus tard, ces différences augmentent

parce que les marées retardent chaque jour d'environ une demi-heure

de plus dans les quadratures que dans les syzygies. En combinant

donc ces différences avec les retards journaliers des marées vers leur

maximum et vers leur minimum, de manière qu'elles soient précisé-

ment de 6 heures, on aura l'intervalle dont le maximum de la marée

suit la syzygie. On trouve ainsi que, à Brest, cet intervalle est de

Enfin, j'ai fait usage d'une quatrième méthode pour déterminer ce

même intervalle. Suivant les observations, les marées du jour de la

syzygie avancent lorsqu'elles sont périgées et retardent lorsqu'elles

sont apogées. Suivant la théorie, le retard des marées apogées sur
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les marées périgées est proportionnel à l'intervalle du maximum des

marées à la syzygie; il peut donc servir à déterminer cet intervalle. Je

l'ai trouvé de cette manière, au moyen d'un assez grand nombre d'ob-

servations, égale à 25^55™^.

Le milieu entre ces deux intervalles donnés par les heures des

marées est 34'' 41""» ce qui s'éloigne peu de 36''47'"» milieu entre les

intervalles donnés par les variations des hauteurs des marées vers les

syzygies et vers les quadratures; mais les différences de 43''56™ et de

2.5^55'"^^ à ce milieu sont trop grandes pour dépendre uniquement des

erreurs des observations. En considérant cet objet avec attention, j'ai

reconnu que l'heure des marées à Brest retarde sur l'heure déter-

minée par la théorie à mesure qu'elles sont plus grandes; et il est

clair que cela doit être ainsi : car si l'on compare l'étendue de la rade

de Brest à la petitesse de son entrée, on voit que les grandes marées

doivent employer plus de temps que les petites à se former dans le

port; il peut se faire encore qu'elles emploient plus de temps à y par-

venir.

Cette cause rapproche l'heure observée de la marée quadrature de

celle de la marée syzygie et diminue, par conséquent, la différence

de ces heures, différence qui, sans cela, approcherait davantage de

6 heures; l'intervalle du maximum de la marée à la syzygie en paraît

donc augmenté. Je trouve que pour le réduire de 43'' 56'" à 36''47™ il

faut supposer que l'heure de la marée du jour de la syzygie retarde

sur la théorie d'environ 10'", en supposant exacte l'heure de la marée

du jour de la quadrature.

Voyons maintenant quelle est l'influence de la même cause sur les

heures des marées syzygies périgées et apogées. Il est visible qu'elle

rapproche ces heures et qu'ainsi l'intervalle du maximum de la marée

à la syzygie, conclu de leur différence observée, en doit être diminué;

c'est la raison pour laquelle je ne l'ai trouvé que de 25''55"'^. Pour

corriger l'effet de cette cause, j'ai supposé, ce qui est fort naturel, que

les marées retardent d'autant plus sur l'heure de la théorie qu'elles

sont plus grandes; et en supposant ensuite que ce retard soit, comme
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on vient de le dire, de lo*" pour les marées syzygies comparées aux

marées quadr^ures, j'ai trouvé que l'intervalle de 25''55'"^ s'élevait à

SS^'dS", ce qui se rapproche autant qu'on peut le désirer du résultat

moyen donné par les hauteurs des marées et met hors de doute l'in-

fluence de la cause dont je viens de parler. C'est en prenant un milieu

entre ces divers résultats que j'ai fixé à Sô^^So™ l'intervalle dont le

maximum de la marée à Brest suit la syzygie, et dont le minimum de

la marée suit la quadrature. Il en résulte que, dans ce port, le flux

solaire suit le passage du Soleil au méridien, de 4''26"', et que lé flux

lunaire suit le passage de la Lune au méridien, de 3" 19*"; ainsi, sous

ce rapport, les heures des marées à Brest sont les mêmes qu'à l'extré-

mité d'un canal qui communiquerait avec la mer, en concevant que, à

son embouchure, les marées partielles ont lieu à l'instant du passage

des astres au méridien, et qu'elles emploient 36'' Se" à parvenir à son

extrémité supposée de 3''56™ plus orientale que son embouchure. En

général, l'observation et la théorie m'ont conduit à envisager chacun

de nos ports de France, relativement aux marées, comme l'extrémité

d'un canal à l'embouchure duquel les marées partielles ont lieu au

moment du passage des astres au méridien et emploient un intervalle

d'environ un jour et demi à parvenir à son extrémité supposée plus

orientale que son embouchure d'une quantité très variable d'un port

à l'autre.

On peut observer que la différence dans les rapports des marées à

la position des astres qui les produisent ne change point les phéno-

mènes du flux et du reflux; pour un système d'astres mus uniformé-

ment dans le plan de l'équateur, elle ne fait que reculer d'environ

36'' 3o"* les phénomènes calculés dans l'hypothèse où les flux partiels

suivraient, du même intervalle, le passage de leurs astres respectifs au

méridien.

Le retard des phénomènes des marées sur les phases de la Lune

a été indiqué par Pline le naturaliste. Plusieurs philosophes l'ont

attribué au temps que l'action lunaire emploie, suivant eux, à se

transmettre à la terre; mais cette hypothèse ne peut subsister avec
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l'inconcevable activité de la force attractive. En considérant autre-

fois les tentatives infructueuses des géomètres pour expliquer l'équa-

tion séculaire de la Lune, je soupçonnai que la pesanteur n'agit pas

de la même manière sur les corps en repos et en mouvement, et je

trouvai que, si l'équation séculaire de la Lune provenait de cette

cause, il faudrait supposer à cet astre une vitesse vers la Terre plu-

sieurs millions de fois plus grande que celle de la lumière pour le

soustraire à l'action de sa pesanteur. Maintenant que la vraie cause de

l'équation séculaire de la Lune est connue, cette vitesse doit être beau-

coup plus grande encore. Une aussi prodigieuse activité dans la force

attractive de la Terre ne permet pas de penser que l'action de la Lune

se transmet dans un ou deux jours à l'océan. Ce n'est donc point au

temps de cette transmission, mais à celui que les impressions commu-

niquées par les astres à la mer emploient à parvenir dans nos ports

qu'il faut attribuer le retard observé des phénomènes des marées sur

les phases de la Lune.

Jusqu'ici nous avons supposé le Soleil et la Lune mus d'une manière

uniforme dans le plan de l'équateur; faisons présentement varier leurs

mouvements et leurs distances au centre de la Terre. En développant

les expressions de leur action sur la mer, on peut en représenter les

différents termes par les actions d'un même nombre d'astres mus uni-

formément à des distances constantes de la Terre; il sera donc facile,

par les principes que nous venons d'exposer, de déterminer le flux et

le reflux de la mer correspondants aux inégalités des mouvements et

des distances du Soleil et de la Lune. Si l'on soumet ainsi à l'analyse

les phénomènes des marées, on trouve que les marées produites par

ces deux astres augmentent en raison inverse du cube de leurs dis-

tances. Les marées doivent donc, toutes choses égales d'ailleurs,

croître dans le périgée de la Lune et diminuer dans son apogée. Ce

phénomène est très remarquable à Brest. La comparaison des obser-

vations m'a fait voir que, à i minute de variation dans le demi-dia-

mètre de la Lune, répondent 2^'^^^, 8 de variation dans la marée totale,

et ce résultat de l'observation est tellement conforme à celui de la
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théorie que l'on aurait pu déterminer par ce moyen la loi de l'action

de la Lune sur la mer relative à sa distance.

Il suit de là que, si l'on veut dépouiller les phénomènes des marées

des variations de la parallaxe lunaire, il faut les considérer à la même
distance de deux syzygies consécutives et prendre un milieu entre eux,

car il est clair que, si la Lune est apogée dans une syzygie, elle sera, à

peu près, périgée dans la suivante; les effets de la variation de sa dis-

tance se détruiront mutuellement, et les résultats moyens des phéno-

mènes en seront indépendants.

Les variations de la distance du Soleil à la Terre sont encore sen-

sibles sur les hauteurs des marées, que les observations donnent un

peu plus grandes en hiver qu'en été ; mais ce phénomène est beaucoup

moins considérable pour le Soleil que pour la Lune, parce que son

action pour élever les eaux de la mer est trois fois moindre et que sa

distance à la Terre varie dans un plus petit rapport.

L'action de la Lune étant plus grande et son mouvement étant plus

rapide lorsqu'elle est plus près de la Terre, la marée composée, dans

les syzygies, doit se rapprocher de la marée lunaire et la marée lunaire

doit se rapprocher du passage de la Lune au méridien, puisque nous

venons de voir que la marée partielle se rapproche d'autant plus de

l'astre qui la cause que son mouvement est plus rapide. Les marées

périgées doivent donc avancer le jour de la syzygie et les marées apo-

gées doivent retarder. Ce phénomène est très sensible à Brest par les

observations; elles m'ont donné 9™ 27' de retard pour i minute de

diminution dans le demi-diamètre de la Lune, ce qui résulte, à peu

près, de la théorie.

La parallaxe de la Lune influe encore sur l'intervalle de deux marées

consécutives du matin ou du soir, vers les syzygies, ou dans le voisi-

nage du maximum des marées : cet intervalle augmente dans le périgée

de la Lune et diminue dans son apogée. Suivant la théorie, i minute

de variation dans le demi-diamètre de la Lune fait varier cet intervalle

de 6™49% et les observations m'ont donné 6"5o^

Ces deux phénomènes ont également lieu dans les quadratures; mais

OKuvres </«£.— XU. 3
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ils sont beaucoup moins sensibles que dans les syzygies, où les varia-

tions du mouvement et de la parallaxe de la Lune sont plus grandes

et influent davantage sur ces phénomènes.

La période qui ramène l'apogée de la Lune à la même position par

rapport aux équinoxes ramène encore dans les mêmes saisons tout ce

qui, dans les marées, dépend de la parallaxe lunaire.

Après avoir développé la théorie du flux et du reflux de la mer, en

supposant le Soleil et la Lune mus dans le plan de l'équateur, nous

allons considérer les mouvements de ces astres tels qu'ils sont dans la

nature. Nous verrofls naître de leurs déclinaisons de nouveaux phéno-

mènes qui, comparés aux observations, confirmeront de plus en plus

la théorie précédente.

Ce cas général peut encore se ramener à celui de plusieurs astres

mus uniformément dans le plan de l'équateur; mais il faut donner à

ces astres des mouvements très diff'érents dans leurs orbites. Les uns

s'y meuvent avec lenteur; ils produisent un flux et un reflux dont la

période est d'environ un demi-jour. D'autres ont un mouvement de

révolution à peu près égal à la moitié du mouvement de rotation de la

Terre ; ils produisent un flux et un reflux dont la période est d'environ

un jour. D'autres, enfin, ont un mouvement de révolution à peu près

égal au mouvement de rotation de la Terre; ils produisent des flux et

des reflux dont les périodes, fort longues, sont d'un mois et d'une

année. Examinons ces trois espèces de flux et de reflux.

La première renferme, non seulement les oscillations que nous avons

considérées ci-dessus et qui dépendent du mouvement du Soleil et de

la Lune et de la variation de leurs distances, mais d'autres encore

dépendantes de leurs déclinaisons. En soumettant celles-ci à l'ana-

lyse, on trouve que les marées totales des syzygies des équinoxes

sont plus grandes que celles des solstices, dans le rapport de l'unité

au carré du cosinus de la déclinaison du Soleil et de la Lune vers les

solstices; on trouve encore que les marées des quadratures des sol-

stices surpassent celles des équinoxes. Ces résultats de la théorie sont

confirmés par toutes les observations, qui ne laissent aucun doute sur
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l'affaiblissement de l'action des astres, à mesure qu'ils s'éloignent de

l'équateur. Les déclinaisons du Soleil et de la Lune sont sensibles,

même sur les lois de la diminution et de l'accroissement des marées,

en partant de leur maximum et de leur minimum. Leur diminution

est, suivant les observations comme par la théorie, d'environ un

tiers plus rapide dans les syzygies des équinoxes que dans les syzygies

des solstices. Leur accroissement est, suivant les observations comme

par la théorie, environ deux fois plus rapide dans les quadratures des

équinoxes que dans les quadratures des solstices. La position des

nœuds de l'orbite lunaire, qui augmente ou diminue les déclinaisons

solsticiales de la Lune, se fait sentir encore dans les observations des

marées.

Le mouvement de cet astre en ascension droite, plus prompt dans

les solstices que dans les équinoxes, doit rapprocher la marée lunaire

du passage de cet astre au méridien. L'heure des marées syzygies équi-

noxiales doit donc retarder sur l'heure des marées syzygies solsticiales.

Par la même raison, l'heure des marées des quadratures des solstices

doit retarder sur celle des marées des quadratures des équinoxes, et

ce second retard est environ quadruple du premier.

Les déclinaisons des astres influent encore sur les retards journa-

liers des marées des équinoxes et des solstices; ils doivent être plus

grands vers les syzygies des solstices que vers les syzygies des équi-

noxes; plus grands encore vers les quadratures des équinoxes que

vers les quadratures des solstices, et, dans le premier cas, la différence

des retards est environ quatre fois moindre que dans le second. Les

observations donnent, avec une précision remarquable, ces divers

résultats de la théorie.

Les marées de la seconde espèce, dont la période est à peu près d'un

jour, sont proportionnelles au produit du sinus par le cosinus de la

déclinaison des astres; elles sont nulles lorsque les astres sont dans

l'équateur et elles croissent à mesure qu'ils s'en éloignent. En se com-

binant avec les marées de la première espèce, elles rendent inégales

les deux marées d'un même jour. Dans les syzygies des solstices
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d'hiver, la marée du matin à Brest est d'environ 7 pouces plus grande

que celle du soir; elle est plus petite de la même quantité dans les

syzygies des solstices d'été. En général, les marées de la seconde

espèce sont peu considérables dans nos ports. Leur grandeur est une

arbitraire dépendante des circonstances locales qui peuvent les aug-

menter et diminuer en même temps les marées de la première espèce,

jusqu'à les rendre insensibles. Imaginons, en effet, un large canal

communiquant par ses deux extrémités avec l'Océan; la marée dans

un port situé sur la rive de ce canal sera le résultat des ondulations

transmises par ses deux embouchures. Or il peut arriver que, à raison

de la situation du port, les ondulations de la première espèce y par-

viennent de chaque côté dans des temps différents, en sorte que le

maximum des unes réponde au minimum des autres; et si l'on sup-

pose d'ailleurs qu'elles sont égales entre elles, il est visible qu-e, en

vertu de ces ondulations, il n'y aura point de flux et de reflux dans le

port; mais il y en aura en vertu des ondulations de la seconde espèce

qui, ayant une période deux fois plus longue que celle des ondulations

de la première espèce, ne se correspondront point de manière que le

maximum de celles qui viennent d'un côté coïncide avec le minimum

de celles qui viennent de l'autre côté. La marée dans le port sera

donc formée de ces ondulations. Ainsi, dans ce cas, il n'y aura

point de flux et de reflux lorsque le Soleil et la Lune seront dans

l'équateur; mais la marée deviendra sensible lorsque la Lune s'éloi-

gnera de ce plan, et alors il n'y aura qu'un flux et un reflux par jour

lunaire, de manière que si le flux arrive au coucher de la Lune, le

reflux arrivera à son lever. Ces phénomènes singuliers ont été observés

à Batsha, port du royaume de Tunking, et dans quelques autres lieux.

11 est vraisemblable que des observations faites dans les différents

ports de la Terre offriraient toutes les variétés intermédiaires entre

les marées de Batsha et celles de nos ports.

Considérons enfin les marées de la troisième espèce, dont les

périodes sont fort longues et indépendantes du mouvement de rota-

tion de la Terre. Si les durées de ces périodes étaient infinies, ces
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marées n'auraient d'autre effet que de changer la figure permanente

de la mer qui parviendrait bientôt à l'état d'équilibre dû aux forces

qui les produisent; mais les périodes de ces marées étant finies, on

peut concevoir le mouvement très lent qui en résulte dans chaque

molécule comme formé de deux autres, l'un d'oscillation autour du

point où cette molécule serait en équilibre si l'action des astres dont

ces marées dépendent devenait invariable, et l'autre qui lui est commun

avec ce point d'équilibre dont la position change à chaque instant. Le

premier de ces mouvements est détruit par les résistances que les eaux

de la mer éprouvent; il ne reste ainsi à la molécule que le mouvement

qui lui est commun avec le point où elle serait à chaque instant en

équilibre. On peut donc considérer la mer comme étant sans cesse en

équilibre sous l'action des astres qui produisent les marées de la troi-

sième espèce, et les déterminer dans cette hypothèse. Ces marées sont

très peu considérables; elles sont cependant sensibles à Brest et con-

formes au résultat du calcul. Elles offrent le moyen, peut-être le plus

exact, pour avoir le rapport de la moyenne densité de la Terre à celle

des eaux de la mer, rapport intéressant à connaître et que l'on a

cherché à déterminer par l'attraction des montagnes; mais, pour l'ob-

tenir avec précision, il faudrait au moins un siècle d'observations sur

les marées.

On voit, par cet exposé, l'accord de la théorie du flux et du reflux de

la mer, fondée sur la loi de la pesanteur, avec les phénomènes des hau-

teurs et des intervalles des marées. Plusieurs de ces phénomènes m'ont

été d'abord indiqués par cette théorie et ont ensuite été confirmés par les

observations; d'autres phénomènes que les observations m'avaient fait

connaître, et qui ne me semblaient pas pouvoir dépendre de la théorie,

ont résulté de cette même théorie plus approfondie. En général, tous

les résultats de la théorie, indépendants des circonstances locales, ont

été confirmés par les observations; et, lorsque ces circonstances ont

modifié les résultats de la théorie, j'ai retrouvé le même accord, en y

ayant égard. Des observations plus nombreuses, plus précises et plus

détaillées que celles qui ont été faites, en la confirmant de plus en
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plus, pourront encore déterminer les petites marées partielles qui

dépendent de la quatrième puissance de la parallaxe lunaire et des

autres quantités négligées dans le calcul. Il est donc intéressant de

suivre les marées avec le même soin que les mouvements célestes. Il

suffirait d'observer, chaque année, les instants et les hauteurs des

pleines et des basses mers dans les deux syzygies et dans les deux qua-

dratures consécutives qui comprennent chaque équinoxe et chaque

solstice, en considérant le jour même de la phase et les trois jours

qui la suivent. L'observation des hauteurs n'a aucune difficulté, mais

les instants de la pleine et de la basse mer sont difficiles à saisir. On

pourra les obtenir avec précision en prenant un milieu entre les deux

instants où la mer est à la même hauteur, environ un quart d'heure

avant et après la pleine ou la basse mer. Une longue suite d'observa-

tions de ce genre, comparées aux positions correspondantes du Soleil

et de la Lune, rectifiera les éléments auxquels je suis parvenu dans cet

Ouvrage, fixera ceux qui sont encore incertains et développera des

phénomènes jusqu'ici enveloppés dans les erreurs des observations.

II.

Expression générale de la hauteur de la mer.

Si l'on suppose la Terre entière inondée par la mer et que ses oscil-

lations n'éprouvent que de légères résistances, la théorie de la pesan-

teur donne les résultats suivants. \Voir les Mémoires de l'Académie

pour les années 1776 et 1776 (^).]

Soient S la masse du Soleil, r sa distance au centre de la Terre, v sa

déclinaison et 9 son ascension droite.

Soient L la masse de la Lune, r' sa distance au centre de la Terre,

v' sa déclinaison et ç' son ascension droite.

Soient le complément de la latitude d'un lieu quelconque sur la

Terre, et u sa longitude; t le temps, et nt l'angle que forme le premier

(1) Œuvres de Laplace, T. IX.
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méridien d'où les angles vs sont comptés avec le colure des équinoxes,

en sorte que nt -hts soit la distance ou longitude du lieu de la Terre

dont il s'agit, à l'équinoxe du printemps.

Soient enfin y l'élévation de la mer au-dessus du niveau qu'elle

prendrait sans l'action du Soleil et de la Lune, g la pesanteur^ et p

le rapport de la densité de la mer à la moyenne densité de la Terre.

On aura

I -+- 3 COS2 9

( 3,s [^(•-3sin*v)4-^(i-3sin'v')]

-H A — sinvcosvcos(n< + cT— 9) -t- -^sinv'cosv'cos(/ii -i-gt — 9')
j

-h B — cos'vcos2(ni + gt — 9) h—^cos'v'cos2(ni + 5t — 9') ,

A et B étant des fonctions de indépendantes de la profondeur de la

mer et de la loi de cette profondeur.

Si la profondeur de la mer est constante, A = o, et alors les deux

marées d'un même jour sont égales; leur différence est très petite si

cette profondeur est à peu près constante; mais la loi de la profon-

deur de la mer étant inconnue, les valeurs de A de B sont des indé-

terminées que l'observation seule peut faire connaître.

En supposant avec Newton la mer en équilibre à chaque instant

sous l'action combinée du Soleil et de la Lune, on a

. 3sin0cos9 _, 3sin'9
A =: —:

îî

—

—> 0=:

(-¥) ^K-ï)
Dans ce cas, l'expression de y est fort éloignée de satisfaire aux

observations faites dans nos ports, et suivant lesquelles la différence

des deux marées d'un même jour, dans les syzygies des solstices, est

très petite.

IIL

Voyons maintenant les modifications que doivent apporter dans

l'expression précédente de y l'irrégularité de la profondeur de la mer
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et les diverses circonstances locales qui ont une si grande influence

dans les phénomènes des marées.

On peut considérer la mer comme un système d'une infinité de

molécules qui réagissent les unes sur les autres, soit par leur pres-

sion, soit par leur attraction mutuelle, et qui, de plus, sont animées

par la pesanteur et par les forces attractives du Soleil et de la Lune.

Sans l'action de ces deux dernières forces, le système serait depuis

longtemps en équilibre : la loi de ces forces doit donc en régler les

mouvements.

Pour déterminer les forces attractives du Soleil et de la Lune, soit

R le rayon mené du centre de gravité de la Terre à une molécule de

la mer, déterminée par les angles ô et ct; nommons V la fonction

—
j j

3[cos9sinv + sinôcosv cos(n< + GJ — 9 )]*— i
j

H
73 1

3[cosSsinv'-f- sin9cosv'cos(«;-f-cT — 9')]'—
1 1.

La somme des forces solaires et lunaires, décomposées parallèlement

au rayon R, sera 2RV; la somme de ces forces décomposées perpendi-

culairement au rayon R, dans le plan du méridien de la molécule, sera

^-jqI enfin, la somme des mêmes forces décomposées perpendiculai-

dV

rement au plan de ce méridien sera R-r—2-^ siny

Ces expressions sont très approchées pour le Soleil, à cause de sa

grande distance à la Terre, qui rend insensibles les termes multipliés

S
par -^; elles sont moins exactes pour la Lune; mais les phénomènes

observés des marées ne m'ont rien fait apercevoir qui puisse dépendre

des forces de l'ordre -j^- Peut-être des observations plus exactes et

plus nombreuses que celles qui ont été faites rendront sensibles les

effets de ces forces.
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IV.

Ne considérons d'abord que l'action du Soleil, et supposons qu'il se

meuve dans le plan de l'équateur, uniformément et toujours à la même

distance du centre de la Terre; les trois forces précédentes deviennent

SR—- [3 sin'6—- 2 + S sin-d cos 2 {nt -h Ts — 9)],

CT)

sin9cos9[i + cos2{nt-hts — <p)],

3SR
2r'

s'mO s\n 2 {nt-{- gt — 9).

En vertu des seules forces constantes

SR ,0 • »o \ * 3SR . n n—r(3sin'9— 2) et —rsm0cos0,
2 r' 2 /-^

la mer finirait par être en équilibre ; ces forces ne font donc qu'altérer

un peu la figure permanente que prend la Terre en vertu de son mou-

vement de rotation ; mais les trois forces variables

3SR . ,n , . \

Sin*9COS2(«f H- GT — ©),
2 r'

^

3SR
(A) \ —3-sin9cos0cos2(/i< + CI — (p).

3SR . û • /-sin9 s\n2( nt + VS — o)
\

2/-' ^

doivent exciter dans l'Océan des oscillations dont nous allons déter-

miner la nature.

Les trois forces précédentes redevenant les mêmes à chaque inter-

valle d'un demi-jour, l'état de la mer doit redevenir le même à chacun

de ces intervalles. Pour le faire voir, supposons que, à un instant quel-

conque a, la hauteur de la mer, dans un port, ait été h, et qu'elle soit

devenue la même après les intervalles/,, /j, /,, ...,/,, . . . , comptés

de l'instant a; a-\-fi sera l'instant où la hauteur de la mer est A,

OEuvres de L. — XH. 4
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après le nombre i de ces intervalles. Si l'on suppose i très considé-

rable, cet instant ne dépendra point des conditions dn mouvement

qui ont eu lieu à l'instant a que nous prenons pour origine du mouve-

ment; car toutes ces conditions ont dû bientôt disparaître par les frot-

tements et les résistances de tout genre que la mer éprouve dans ses

oscillations; en sorte que, le mouvement de la mer finissant par n'en

plus dépendre et par se rapporter uniquement aux forces actuelles qui

la sollicitent, il est impossible de connaître l'état primitif de la mer

par son état présent. Imaginons maintenant que, à l'instant a plus un

demi-jour, toutes les conditions du mouvement de la mer aient été les

mêmes qu'elles étaient dans le premier cas, à l'instant a; puisque les

forces solaires sont les mêmes et varient de la même manière dans les

deux cas, il est clair que, dans le second cas, les intervalles successifs

après lesquels la hauteur de la mer sera h, en partant de l'instant a

plus un demi-jour, seront, comme dans le premier cas, /, ./a, ...,

fi, . . . , en sorte que, à l'instant a -\-fi-\- un demi-jour, la hauteur de

la mer sera h. Mais, puisque i étant fort grand, l'état actuel de la mer

est indépendant de tout ce qui a rapport à l'origine du mouvement,

il est visible que l'instant a -\-fi-\- un demi-jour doit coïncider avec

quelques-uns des instants où la hauteur de la mer est A dans le pre-

mier cas; on doit donc avoir

a -\-fi-\- un demi-jour = a 4-/,+,.,

r étant un nombre entier; partant

//+,—/«= un demi-jour;

d'où il suit que l'état de la mer redevient le même après l'intervalle

d'un demi-jour.

Il est vraisemblable que, en supposant la mer entière ébranlée par

une cause quelconque, les résistances qu'elle éprouve anéantiraient

l'effet de cette cause dans l'intervalle de quelques mois, de manière

que, après cet intervalle, les marées reprendraient leur état naturel.
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On peut juger par là du peu d'influence des vents et des ouragans

qui, quelque violents qu'ils soient, ne sont que locaux et n'ébranlent

que la superficie des mers. Ainsi, en prenant un résultat moyen

entre un grand nombre d'observalions continuées pendant plusieurs

années ces résultats représenteront, à très peu près, l'effet des forces

régulières qui agissent sur l'Océan.

Imaginons une droite dont les parties représentent le temps, et sur

cette droite, comme axe des abscisses, concevons une courbe dont les

ordonnées représentent la hauteur de la mer dans un lieu donné; la

partie de la courbe correspondante à l'abscisse qui représente un

demi-jour déterminera la courbe entière qui sera formée de cette

partie répétée à l'infini. Ainsi l'intervalle entre deux pleines mers

consécutives sera d'un demi -jour, de même que l'intervalle entre

deux basses mers consécutives.

Déterminons la courbe des hauteurs de la mer. Pour cela, conce-

vons un second Soleil S parfaitement égal au premier et mû de la

même manière dans le plan de l'équateur, avec la seule diff'érence

qu'il précède le premier, dans son orbite, de l'angle horaire /l'T, n'

étant égal à /i — m, et m étant égal à ^- On aura les forces relatives

à ce nouveau Soleil en changeant, dans l'expression des forces (A) de

l'article précédent, <p dans 9 -h n'T : ces nouvelles forces ajoutées aux

forces (A) produiront les suivantes :

O CD—r-sin*6rcos2(«f -f-cj — 9) + cos2(«< + gj — 9 — «'T),
2,-3 «-

O CT>—j sin9 cos0[cos2(«^ + gt — 9) + cos2(rt« + cr — 9 — w'T)],

j-sin6[sin2(/i^ -hgi — 9) 4-sin2(n< + cj — © — «'T)].

Si l'on fait

S'=r2SC0S/l'T, T = 2y,
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ces trois forces se réduisent aux suivantes :

— sin' 9 cos 2{nt -hrs —
(f>

— n'q),
2/'

3S^R
2/'^

3S'R
2r

sin 9 cos 9 cos 2 (ni -h gt — 9 — n'q),

3 sin9 sin 9, {nt -h xs — ^ — n'q).

Ces dernières forces produiront un flux et un reflux semblable à celui

qu'exciterait le Soleil S si sa masse se changeait en S' et si l'on dimi-

nuait de q le temps t dans les forces (A). En nommant donc y" l'or-

donnée de la courbe des hauteurs de la mer correspondante à l'ab-

S' y"
scisse / — q, on aura —^ pour la hauteur de la mer produite, après

le temps t, par les trois forces précédentes.

Cette hauteur est, par la nature des oscillations très petites, la

somme des hauteurs de la mer dues aux actions des deux Soleils S.

Soit donc y l'ordonnée de la courbe des hauteurs de la mer, corres-

pondante au temps /, et j' l'ordonnée correspondante au temps / — T;

y -\-y' sera la somme de ces hauteurs : on aura, par conséquent,

/ s /
S'y"

maintenant, si l'on développe y' Qiy" en séries ordonnées par rapport

aux puissances de ï et de q, on aura, en négligeant les cubes et les

puissances supérieures de ces quantités,

y' — y — T^ +-LT2^,

r=y — 9
^/^1^2«^'7.

on a de plus

dt ' ^^ dt^'

S'=2S-S/^'2T^ q = \T.

Ces valeurs, substituées dans l'équation (a), donneront

d\y

de kn"-y.
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d'où l'on tire, en intégrant,

j — -^ cos 2 ( ni -f- CT — 9 — A ),

B et X étant deux arbitraires dont la première dépend de la gran-

deur de la marée totale dans le port, et dont la seconde dépend de

l'heure de la marée ou du temps dont elle suit le passage du Soleil

au méridien.

Cette expression dey donne la loi suivant laquelle la marée s'élève

et s'abaisse; elle est la traduction analytique de la règle que nous

avons donnée pour cet objet dans l'article I, où nous avons exposé en

même temps la raison pour laquelle les observations faites dans nos

ports s'en écartent un peu.

VI.

Considérons présentement les actions du Soleil et de la Lune, en

supposant ces astres mus uniformément dans le plan de l'équateur.

Le Soleil produira toujours des marées conformes aux lois que nous

venons d'exposer; la Lune en produira de semblables qui, par la

nature des ondulations très petites, se combineront avec les pre-

mières sans les altérer et sans en être altérées. Cela posé, L étant la

masse de la Lune, r' sa distance au centre de la Terre et tp' son as(?tn-

sion droite, la hauteur de la mer due à l'action de la Lune sera

exprimée par la fonction

B' ~cos2{nt-^TS — <p'— X'),

B' et X étant deux arbitraires. Nous avons observé dans l'article I que

X' est plus petit que la constante X relative au Soleil, à cause de la

rapidité du mouvement de la Lune dans son orbite, et que l'on peut

supposer ces deux constantes égales à Brest, pourvu que l'on donne

aux angles nt^ «p et <p' les valeurs qu'ils avaient 36^^ avant l'instant

pour lequel on calcule les phénomènes des marées. La rapidité du
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mouvement lunaire peut rendre encore B' différent de B; mais cette

différence doit être peu considérable : nous supposerons ainsi B' == B,

dans le facteur -jy, en observant que L ne représente pas alors exac-

tement la masse de la Lune, mais cette masse augmentée dans le rap-

port de B' à B. On pourra ainsi donner à l'expression de la hauteurj
de la mer, produite par les actions réunies du Soleil et de la Lune, la

forme suivante

j — B —C0S2 {nt -f-cT — 9 — X) + -;7^cos2(«^ -HCT — 9' — >.) ,

le temps t devant être diminué d'environ 36*" g- à Brest.

Aux instants de la pleine et de la basse mer, on a

dy

ce qui donne
g— (« — m) — sin2(<p'— 9)

X»ng2{nt -hnj — 9'— ^) =-

( '^ — '^')
T^â
+ ( '^ - '^j 7:?

C0S2 (9' - 9)

m' étant égal à -^- Si (n ~-m')^j^ est plus grand que (n —m) — ^

c'est-à-dire si l'action de la Lune, pour soulever les eaux de la mer,

est plus forte que celle du Soleil, l'angle /i/ -1- cj — 9' — X ne peut

jamais atteindre 45", et la tangente du double de cet angle est tou-

jours comprise dans les limites

Dans ce cas, la pleine mer suivra toujours le passage de la Lune au

méridien d'une quantité qui ne passera pas certaines limites et qui

dépendra des phases de la Lune. Dans un temps déterminé, il y aura

autant de marées que de passages de la Lune au méridien supérieur
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ou inférieur, en sorte que les marées se régleront principalement

sur ces passages.

Dans le cas contraire où l'action du Soleil l'emporterait sur celle de

la Lune, les marées se régleraient principalement sur les passages du

Soleil au méridien, et il y aurait constamment deux marées par jour.

On peut donc ainsi reconnaître laquelle des deux actions lunaire et

solaire est la plus grande : toutes les observations se réunissent à faire

voir que la première l'emporte sur la seconde.

VIL

Voyons maintenant ce qui doit arriver lorsque le Soleil et la Lune,

toujours supposés dans le plan de l'équateur, sont assujettis à des iné-

galités dans leurs mouvements et dans leurs distances. Considérons

d'abord les effets de l'action du Soleil. Les forces partielles

—;(3sin*0 — 2), —î-sin0cosÔ,

trouvées dans l'article IV, ne seront plus constantes; mais elles varie-

ront avec une grande lenteur, et la période de leur variation sera d'une

année; on pourra donc, par l'article I, supposer la mer en équilibre à

chaque instant sous l'action de ces forces. La partie

— (iH- 3 COS2 9) s

5

de l'expression de y de l'article II exprime la hauteur de la mer due à

l'action des forces précédentes en les supposant invariables, et en

supposant la Terre entièrement recouverte par la mer; elle exprimera

donc encore à très peu près cette hauteur dans le cas de la nature où

ces forces varient lentement et où la mer recouvre une grande partie de

la surface de la Terre. Cette hauteur étant très petite, l'erreur que l'on

peut commettre est fort peu considérable.

Si, dans les forces solaires (A) de l'article IV, on substitue au lieu

de r et de (p leurs valeurs, chacune de ces forces se développera en
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cosinus d'angles de la forme int — iqt h- 2£, en sorte que l'on aura

3SR—r-sin''9cos2(«^ + cj — 9) = sin*0 2^cos2(/?i — qt-^t),
2 /"*

—-sin0cos9cos2(«fH- gt — 9) = sin9cos0 2A'cos2(«< — qt-^t),
2 fi

2 CD—;^sin9sin2(/if + us — <f) =:smd 2k s\n2 {nt — qt -h e)^

le signe S des intégrales finies servant ici à désigner la somme de tous

si n
les termes de la forme k 2(ni — qt + t), dans lesquels le premier

membre de chacune de ces équations peut se décomposer. Les plus

considérables de ces termes sont ceux qui dépendent de l'angle

int — imt + 2nj et qui donnent le flux et le reflux de la mer dans le

cas que nous avons examiné ci-dessus, où le Soleil serait mû unifor-

mément dans le plan de l'équateur, en conservant toujours sa même

distance à la Terre. Les autres termes, qui sont fort petits relativement

à ceux-ci, peuvent être considérés comme le résultat de l'action d'au-

tant d'astres particuliers, mus uniformément dans le plan de l'équa-

teur. C'est de la combinaison des flux et des reflux partiels dus à l'ac-

tion de tous ces astres que résulte le flux et reflux total dû à l'action

du Soleil.

Si l'on nomme s la masse de l'astre fictif dont l'action produit le

terme dépendant de l'angle int — iqt -h 2£, et a sa distance au centre

de la Terre, on aura

3R5 , s ik^—k ou — = 5-0 •

la? a** 3R

On a vu, dans l'article V, que le Soleil étant supposé mû uniformément

dans le plan de l'équateur avec un mouvement angulaire égal à mt, la

partie de l'expression de la hauteur de la mer dépendante de l'angle

int — imt -h 2cy est égale à

g
R -3 C0S2(/li — Tïll-\-fS5 — X),

le temps t devant être diminué d'environ SG*"- relativement au port de

1
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Brest. La hauteur de la mer due à l'action de l'astre s sera donc .

g
B —: cos'iint — qt -\- 6 — >).

On doit encore diminuer dans cette expression le temps / d'environ

36^^, car le flux lunaire se rapprochant de la Lune plus que le flux

solaire du Soleil d'une quantité que nous pouvons représenter par

(m' — m)h, le flux dû à l'action de l'astre s doit se rapprocher de cet

astre d'une quantité égale à (^ — m)h. On remplit cette condition en

supposant que la valeur de X est la même pour tous les astres S, 5, ...

et en diminuant le temps t d'environ 36^^.

Quant à la valeur de B, elle peut être un peu diff'érente pour l'astre s

que pour l'astre S, ainsi que nous l'avons observé dans l'article VI,

en comparant l'action de la Lune à celle du Soleil. On peut repré-

senter cette constante par B -\- C, C étant une nouvelle arbitraire

qui est la même pour tous les astres s, sf , . . .; mais, ces astres étant

fort petits, ainsi que le coefficient > on peut négliger les termes

multipliés par ^-^— C-^-

Maintenant, la somme de toutes les marées partielles dépendantes

des angles de la forme int+ ..., et dues aux actions des astres S,f, ...,

sera

B^ — C0S2(nf — qt -\- z — l),

et par conséquent elle sera

^jT lkcos2{nt — qt + t — X).

Mais on a, par ce qui précède,

1kcos>'i{nl — qt -h £ — ^) =—^ C0S2 {nt -f- nr — 9 — 1);

la partie de la hauteur de la mer due à l'action du Soleil, et dépendante

OEuvres de L. — XII. «j
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de l'angle in-\- its — 2cp, est donc

S
B -;5 cos 2 ( n« + CT — cp — A ),

expression dans laquelle on doit prendre pour /, r et 9 leurs valeurs

relatives à l'instant qui précède de Sô*'^ celui que Ton considère.

Si Ton transporte à la Lune ce que nous venons de dire du Soleil,

on trouvera que la partie de la hauteur de la mer due à son action, et

indépendante du mouvement de rotation de la Terre, est égale à

— (n-3cos2 0) L

«K-¥)
"

Cette expression est un peu moins exacte pour la Lune que pour le

Soleil, à cause de la rapidité de son mouvement dans son orbite.

On trouvera ensuite que la partie de la hauteur de la mer due à

l'action de la Lune, et dépendante du mouvement de rotation de la

Terre, est

B -73 cos ( 2 ni 4- GJ — cp'—. X ) ;

les valeurs de r', 9' et / se rapportent à un instant qui précède de

'iÇ>^^ l'instant que l'on considère. Cette expression est moins exacte

pour la Lune que pour le Soleil, parce que les termes multipliés par

^C-^j et que nous avons négligés, sont beaucoup plus sensibles

pour la Lune que pour le Soleil, le facteur —^^^ étant plus considé-

rable, à cause de la rapidité du mouvement lunaire, et les astres fictifs

s, s', ... étant plus grands, à raison des grandes inégalités de ce mou-

vement. L'omission de ces termes peut être une des causes principales

des très petites différences que nous trouverons dans la suite entre

les résultats de l'observation et du calcul. 11 sera nécessaire d'y avoir

égard lorsque l'on aura des observations très nombreuses et très pré-

cises des marées, et alors on pourra déterminer l'arbitraire C, impor-
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tante à connaître pour conclure exactement la masse L de la Lune

des phénomènes des marées.

En réunissant tous les termes dus aux actions du Soleil et de la

Lune, on aura pour l'expression approchée de la hauteur y de la

mer

I +- 3 ces 2 /s
y = -

H- B — cos2{nt -h cj — 9 — X) H

—

j^cos2{nl 4- cr — 9'— X)
,

cette expression devant se rapporter à 36'4 avant le moment que l'on

considère.

VIIL

Examinons enfin le cas de la nature, dans lequel le Soleil et la Lune

ne se meuvent pas dans le plan de l'équateur. Nous avons donné, dans

l'article III, la manière d'obtenir les forces solaires et lunaires décom-

posées parallèlement à trois droites perpendiculaires entre elles, et il

en résulte :

1° Que ces forces, décomposées parallèlement au rayon terrestre R,

sont

-|(i + 3cos2Ô)[^(i-3sin*v) + ^3(i-3sin«v')]

-+- 6Rsin0cos6 — sinv cosv cos(w« 4-gt — <p )

H--J3 sinv'cosv'cos(w< + 57 — 9')

— COS'V C0S2(n< + B3— 9 )

;75COs'v'cos2(n^ 4-01 — 9') ;

3R— sm'
2

L
r'

2° Que ces forces, décomposées perpendiculairement à R dans le
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plan (lu méridien, sont

3R .

4
sin2 9 — (i — 3sin*v) 4- -73(1 — 3sin*v')

— sinv cosv cos(/i^ -+- cj — cp )

+
-J5 sinv'cosv'cos(«/ + CT — 9')

3R r S
H sin9cos0 — cosH cos2(«^ + GT — 9 )

H--?3C0S*V'C0S2(«^ + GT — 9') ;

3° Que ces forces, décomposées perpendiculairement au méridien,

sont

[g— sinv cosv sin(/i^ + cj — 9 )

+ -7jsinv'cosv'sin(«i 4-cî — 9')

sin& — cos^v sin2(rt^ + cj — ©)

H--75COs'v'sin2(«^-H cj — 9') .

Les forces partielles

- 5 (i + 3 COS20) r^ (i - 3 sin* v) + ^3(1-3 sin»v')l,

i0|^^(i-3sin^v) + ^(i-3sin^v')]
3R
-7-sin2i

variant avec une grande lenteur, on peut, comme on l'a vu dans l'ar-

ticle précédent, supposer que la mer est à chaque instant en équi-

libre, en vertu de ces forces, et, dans ce cas, la partie

-i^r|(-3sin.v) + ^(-3sm'v')l
I + 3 C0S2

8^

de l'expression de j, donnée dans l'article II, représente la hauteur

de la mer due à l'action de ces forces.
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Les forces partielles dépendantes de l'angle int + 2ts -h .. . peuvent

être décomposées en différents termes multipliés par les sinus et

cosinus d'angles de la forme 2.nt — ^qt -\- ii. On s'assurera, comme

dans l'article précédent, qu'il en résulte dans l'expression de la hau-

teur de la mer une quantité égale à

B -|C0S*VC0S2(/l^H-CT— 9 — X) H j^ C0S'p'C0S2 («f + CT — <p'— X ) ,

le temps t devant être diminué, dans cette fonction, d'un intervalle

qui, pour Brest, est d'environ Sô*"^.

Il nous reste à considérer la partie des forces précédentes qui dé-

pend de l'angle wi-4-tT +— Cette partie peut se développer en

termes multipliés par des sinus et cosinus d'angles de la forme

nt — qt -^ t, q étant fort petit relativement à n. Chacun de ces termes

produira, dans l'intervalle d'un jour à peu près, un flux et un reflux

analogues à ceux que produisent les termes dépendants des angles de

la forme int — 2^/ + 2£, avec la seule différence que le flux relatif à

l'angle nt — qt -+- z n'a lieu qu'une fois par jour, au lieu que le flux

relatif à l'angle "int — ^qt -f- 20 a lieu deux fois par jour.

Si la mer inondait la Terre entière et n'éprouvait point de résistance

dans ses mouvements, les deux espèces de flux que nous venons de

considérer auraient lieu à l'instant même du passage des astres au

méridien; mais nous avons déjà observé que, dans nos ports, les flux

dont la période est d'un demi-jour suivent ou précèdent ces passages;

il en est très probablement de même des flux dont la période est d'un

jour; mais il est possible que ces deux espèces de flux n'aient pas lieu

au même instant.

Nous avons encore vu que le flux dont la période est d'un demi-

jour, et qui dépend de l'action de la Lune, suit de plus près le passage

de cet astre au méridien que le flux de la môme espèce dépendant de

l'action du Soleil suit le passage du Soleil au méridien. La même

chose a lieu, selon toute apparence, relativement au flux dont la pé-

riode est d'un jour.
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Cela posé, en suivant l'analyse des articles V et VII, on trouvera que

la hauteur de la mer due aux forces dont la période est à peu près

d'un jour peut être représentée par la formule

A — sinvcosvcos(n^ 4-ct— 9 — y) -f- -7^ sinv'cosv'cos(«f + nr — <?'— y) L

A et y étant deux arbitraires que l'observation seule peut déterminer

dans chaque port, et le temps devant être diminué d'un intervalle qUe

l'observation peut seule encore déterminer.

Si l'on réunit toutes ces hauteurs partielles de la mer, on aura pour

sa hauteur entière/

I -+- 3cos29 r S

8^

-H A — sinv cosv cos(/if -t-GT — 9 — y)

H—7^sinv'cosv'cos(«^ -hnr — 9'— y)

— COS'V C0S2(n; 4- GT — 9 — ^)

-t--jjCos'v'cos2(rt^H-nî — 9'— X)
,

expression dans laquelle on doit observer de diminuer le temps d'un

certain intervalle dans les termes multipliés par A, et d'un autre

intervalle dans les termes multipliés par B. L'observation peut seule

faire connaître ces intervalles dans chaque port, ainsi que les con-

stantes A, y, B, X.

La partie de cette expression multipliée par A étant très petite

dans nos ports, ainsi que la partie indépendante de A et de B, on peut

y supposer, sans erreur sensible, le temps t diminué de la même

quantité que dans la partie multipliée par B; en sorte que, dans l'ex-

pression entière de y, le temps peut être diminué relativement au

port de Brest d'environ 36^{.



MÉMOIRE SUR LE FLUX ET REFLUX DE LA MER. 39

IX.

Des hauteurs des marées vers les syzygies.

Développons maintenant les principaux phénomènes des marées

qui résultent de l'expression précédente de y, et comparons-y les

observations. Nous distinguerons ces phénomènes en deux classes,

l'une relative aux hauteurs des marées et l'autre relative à leurs inter-

valles. Les marées les plus remarquables sont les plus grandes, qui

ont lieu vers les syzygies, et les plus petites, qui ont lieu vers les qua-

dratures; considérons d'abord les premières.

Aux instants de la pleine et de la basse mer, on a

dy

or on peut, en différentiant l'expression précédente dej, supposer les

quantités v, v', r, r', «p et 9' constantes, parce que, ces quantités variant

avec lenteur, l'effet de leurs variations est insensible sur les hauteurs

de la pleine et de la basse mer ou sur le maximum et sur le minimum

de j, car on sait que, vers ces points, une petite erreur sur le temps t

est insensible sur la valeur dey. L'équation ^ = o donnera donc

AT So=—ir — sinv cosv sin(n«H-cj — 9 — y)
2B L '

H- -75siiiv'cosv'sin(/i«-h ci— 9'— y) 1

S L
-\—- cos*v sin2(nf + GJ — 9 — X) 4- -j^sin'v' cos2(/if -\-xs — 9'— X).

La fraction -^ étant très petite dans nos ports, on peut la négliger

sans craindre aucune erreur sensible; l'équation précédente donnera

ainsi
S— cos'vsin2(<p — <p')

tang2(«^ -+-5J — 9'— X) = -r- g —'

-jjCOS'v'-H —^ cos*v cos'(9 — 9')
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On substituera dans l'expression de y la valeur de nt -+- vs — o' déter-

minée par cette équation; soit (A) ce que devient alors la fonction

A — sinvcosvcos(«^ + cT — 9— y) H—73 sinv'cosv'cos(/2^ -}- gt — 9'— y) ,

on aura

±By/(775COsWJ +l^cos-v'-cosHcos2(9-9')-i-^^cos^vy,

le signe 4- ayant lieu pour la haute mer, et le signe — ayant lieu pour

la basse mer.

Supposons que cette expression se rapporte à la pleine mer du

matin; on aura l'expression de la hauteur de la pleine mer du soir

en augmentant les quantités variables de ce dont elles croissent dans

l'intervalle de ces deux marées. Il faut par conséquent changer le

signe de (A), parce que l'angle /z/ 4- cy — ç' — y augmente d'environ

iSo** dans cet intervalle, la petite différence pouvant être négligée à

raison de la petitesse de (A).

Nommons présentement^' la demi-somme des hauteurs des marées

du matin et du soir; j' sera ce que nous entendrons dans la suite par

hauteur moyenne absolue de la marée d'un jour. On aura, à très peu

près,

8^

I4-3COS29 rs . o . „ , ,

L . o . , m"1

H-R V/ (
-i COS'' V' j -\ ^ COS^V'— COS''VCOS2(9 — 9') — cos^v

toutes les variables de cette expression étant relatives à la basse mer

intermédiaire entre les deux marées du matin et du soir, et devant



MEMOIRE SUR LE FLUX ET REFLUX DE LA MER. 4l

conséquemment, dans le port de Brest, se rapporter à un instant qui

précède de 36''^ celui de cette basse mer.

L'excès de la marée du matin sur celle du soir sera 2 (A).

Si Ton nomme (A') ce que devient (A) lorsque l'on augmente

ni-hts de 90°, la hauteur de la basse mer intermédiaire entre les

deux marées du matin et du soir sera

H-3COS29 fS, o . , V* L . 3 . • a1 ,a,v
7 3^ \7^^^~ ^^^ ^^ -^- pi (i - 3 sin*v') 4- (A')

— Bi /( -jjcos'v' j 4- -jj cos*v'— cos*vcos2(cp — 9') + (-jcos'vj .

En retranchant cette expression de celle de y', on aura ce que nous

entendons par marée totale, qui est ainsi l'excès de la demi-somme

des deux marées d'un jour sur la basse mer intermédiaire; soit y" cet

excès, on aura

y''^— (A') -i-aBi/f — cos'v' j + ^cos*v' — cos*v cosa (9 — 9') + ( — cos*v
j ;

enfin, la différence des deux basses mers consécutives sera 2(A').

Vers le maximum des marées, ou vers les syzygies, l'angle 9 — 9' est

peu considérable, puisqu'il est nul au maximum ; on aura donc, à peu

près, à l'instant de la pleine mer,

ce qui donne

(A) — Af -jSinvcosvH—T^sinv'cosv' j cos(X — y),

( A') =— A (
— sin V cosv + -75 sin v' cos v'

j sin (X — y ).

Œuvres de L. — XH.
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Ces expressions ont une exactitude suffisante à cause de la petitesse

de A. Cela posé, si dans les termes multipliés par B on néglige la qua-

trième puissance de 9' — 9, on aura vers les syzygies

I+3COS20 rS, o • liN L , -> • , /vl
y =

7
37vhra(ï-3smH)-f-^(i-3sin«v')

/c r \
2B — COS'V-^COS'V'

4-B(^cos«v + -p5Cos'v'j- -^ '^ (?'-?)',

^ COS'VH ^COS'V

/'= A( — sinvcosvH—^sinv'cosv' j sin(X — y)

S L

-*-2B(7^cos«vH-^cos«v'j--g-^
j^

(9'-?)*.
^ '^ — cos'v H- -^cos'v'

En considérant ces expressions de y' et de y", on voit d'abord que

les déclinaisons du Soleil et de la Lune influent sur les hauteurs

absolues de la mer et sur les marées totales des syzygies, en sorte

que, toutes choses égales d'ailleurs, les plus grandes de ces marées

totales ont lieu vers les équinoxes, et les plus petites vers les solstices,

le^ premières étant aux secondes à peu près dans le rapport de l'unité

au carré du cosinus de l'obliquité de l'écliptique. L'action de la Lune,

pour élever les eaux de la mer, étant environ trois fois plus grande

que celle du Soleil, l'effet de sa déclinaison est, en même raison,

plus considérable. Les marées syzygies des solstices sont donc les

plus petites qu'il est possible lorsque le nœud ascendant de l'orbite

lunaire coïncide avec l'équinoxe. Ainsi les phénomènes des marées

dépendent du mouvement des nœuds de la Lune.

On voit ensuite que, tout étant égal d'ailleurs, les marées syzygies

sont plus grandes dans le périgée de la Lune que dans son apogée,

parce que la fraction -7^ augmente très sensiblement dans le premier
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cas et diminue dans le second cas. Pareillement, le Soleil étant apogée

vers le solstice d'été et périgée vers le solstice d'hiver, les marées des

solstices d'hiver surpassent celles des solstices d'été ; mais cet effet de

la variation des distances est moins sensible pour le Soleil que pour

la Lune, parce que l'excentricité de l'orbite terrestre est environ trois

fois moindre que celle de l'orbite lunaire et que l'action du Soleil est

trois fois plus faible que celle de la Lune.

X.

Pour démêler ces divers effets dans les observations, afin d'y com-

parer la théorie, il faut combiner ces observations de manière que

chaque effet s'y montre séparément. Considérons d'abord l'effet des

déclinaisons des astres. On ajoutera dans l'une des deux syzygies qui

comprennent l'équinoxe les hauteurs moyennes absolues de la mer,

du jour même de la syzygie et des trois jours qui la suivent. Le

maximum de cette hauteur tombera entre ces observations. On ajou-

tera pareillement dans l'autre syzygie les hauteurs moyennes absolues

du jour même de la syzygie et des trois jours qui la suivent. On fera

ensuite de ces deux sommes partielles une somme totale que nous

désignerons par A. L'effet des variations des distances du Soleil et de

la Lune sera à peu près nul dans h, parce que le Soleil est dans sa

moyenne distance à la Terre, vers les équinoxes, et que, si dans l'une

des deux syzygies la Lune est apogée, elle est périgée dans l'autre. On

peut donc supposer, dans A, régal à la moyenne distance du Soleil et

r' égal à la moyenne distance syzygie de la Lune.

Si l'on ajoute les huit valeurs dey correspondantes aux huit jours

d'observation que nous venons de considérer, la somme des termes

dépendants de (<p' — ç)" sera

g 1— u*cos*e.
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£ étant l'obliquité de Técliptique, u étant le moyen mouvement syno-

dique de la Lune dans l'intervalle des deux marées consécutives du

matin ou du soir vers le maximum des marées, et a étant la somme des

carrés des quatre intervalles de l'instant de ce maximum dans chaque

syzygie, aux instants des basses marées intermédiaires entre les deux

marées du matin et du soir, dans chacun des quatre jours que Ton con-

sidère, l'intervalle entre deux marées consécutives du matin et du soir

vers les syzygies étant pris pour unité. Gela suit de ce que l'angle

ç'— cp est nul à l'instant du maximum, et de ce que vers les équinoxes

la variation journalière de cet angle est égale à u cos£.

Dans le terme B(-^cos^v4- -^t^cos^vj de l'expression de y, la va-

riation de v'dans l'intervalle des quatre jours d'observation considérés

dans chaque syzygie devient sensible. Supposons que q soit la longi-

tude du Soleil à l'instant de la syzygie, q étant fort petit; la somme des

quatre valeurs du terme précédent relatives à ces quatre jours sera à

fort peu près

4B(i -^»sin«e) (^ + i^,) -«B ^u«sin*e,

parce que le maximum des hauteurs des marées tombe à peu près au

milieu des observations extrêmes.

De là il est facile de conclure

n- 3 cosaô
h = /S h\

( 3p\ \r^
"^

r'V

2S ,

L\ ^Lu*/ . . r'— 2aR—r-
I sin*e

la valeur de q"^ étant ici une moyenne entre les deux valeurs de cette *

quantité relatives aux deux syzygies qui comprennent l'équinoxe.

Si l'on nomme / la somme des huit marées totales correspondantes

aux huit hauteurs moyennes absolues précédentes, l'expression de y"
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donnera

/=i6B(i-^«sm»o(^,-H^,)-4«B^u«| sin«£ + 2^

-^cos'e

/-/

En opérant de la même manière sur les deux syzygies qui comprennent

un solstice d'été, et en supposant que, dans ce solstice^ la déclinaison

de la Lune est la même que celle du Soleil et égale à e; enfin, en nom-

mant h' et /' ce que deviennent alors h et /, on trouvera, à fort peu

près,

,_ 1 + 3cos29 /S L+ 3COS29 /S L\
, o .

2 ,

/ 2S

8B(i + 7'*tang'e)cos«er^, +
p-3J

+ 2aBp^uM siii*£--g-^

/' = 8Asinecosssin(X — y)(-3 +- -j-A

-+ i6B(i + q'* tang*e) cos*e( -^ + -^j 4- 4aB -7^ u'I sin*e —
• 2S

90**— q' étant la longitude moyenne du Soleil à l'instant de la syzygie,

et q'* étant une moyenne entre les deux valeurs de cette quantité rela-

tives aux deux syzygies qui comprennent le solstice d'été.

Dans ces expressions de à' et de /', le rayon r est la distance apogée

du Soleil; on aura les valeurs de h' et de /', relatives aux solstices

d'hiver, en y changeante dans — e, parce que les déclinaisons des deux

astres changent de signe, et en supposant que r est la distance périgée

du Soleil.

Pour faire disparaître l'effet des variations des distances du Soleil,

ainsi que le terme multiplié par A, on ajoutera un nombre quelconque i

de valeurs de h\ relatives aux solstices d'été, au même nombre de va-

leurs de h', relatives aux solstices d'hiver. Soit (h') cette somme. On
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ajoutera semblablement i valeurs de /' relatives aux solstices d'été, à

i valeurs de /' relatives aux solstices d'hiver. Soit (/') cette somme.

Nommons pareillement {h) et (/) la somme de 21 valeurs, soit de h,

soit de /, on aura

.1-4-3 COS2 /S L\

-M 6iB(i - 9* sin»e) ^- + y)j
^^^^-- y

2S

(0 =Z2iB{i-q'^mH)i^-^^\-8iuB^^v4 sin«6+-^ j-

^,,. . H-3COS20 /S
,
L\ .

a . . ,

+ i6fB(i-f- ^'*tang"e) cos^ef — -+- -,A

-i-4iaB^3uM sin»e-g j- I,

/ ^

Dans ces expressions, les distances r et r' sont les moyennes distances

du Soleil et de la Lune syzygie; en sorte que l'effet de la variation des

distances disparaît, ainsi que la valeur de A. La valeur de g^ est

moyenne entre toutes les valeurs de cette quantité, relatives aux 21 sy-

zygies des équinoxes, et la valeur de q'^ est moyenne entre toutes les

valeurs relatives aux 2.1 syzygies des solstices.
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Les expressions précédentes donnent

-+-i6*R(i-2^*)sin'e(^, 4-^,) - SeaR -^^^—j-j«8in«e,

(/)—(/')= 32iR(i — 2<7«)sin

r»
"^ r"

la valeur de g'' dans ces expressions étant une moyenne entre les va-

leurs de q^ et de q'^ relatives aux 4* syzygies des équinoxes et des

solstices. On voit ainsi que (/) — (/') est à peu près double de

(h) — (h'); la première de ces quantités est même plus que double de

la seconde à Brest, à cause du facteur i -f- 3cos2 6, qui est positif dans

ce port. Voilà donc un moyen simple de juger, par les observations,

de l'effet des déclinaisons du Soleil et de la Lune sur les marées, et de

comparer à cet égard la théorie aux observations.

XL

Pour cela, j'ai fait usage des observations faites à Brest vers le com-

mencement de ce siècle, et consignées dans le Recueil dont j'ai fait

mention (art. I). J'ai considéré les deux syzygies entre lesquelles

l'équinoxe ou le solstice était compris; j'ai pris la somme des hauteurs

absolues de la mer au-dessus du zéro de l'échelle d'observation, le

jour même de la syzygie et les trois jours qui la suivent. Les hauteurs

des deux marées de chaque jour ayant été très souvent observées, j'ai

pris, pour hauteur absolue de la marée, la moyenne entre les hauteurs

absolues des deux marées. Dans le très petit nombre de cas, où une

seule des hauteurs a été observée, je l'ai corrigée pour la réduire à la

hauteur moyenne, en faisant usage de l'excès d'une des marées sur
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l'autre dans les solstices, excès que je déterminerai ci-après. Pour

avoir les marées totales, dans le cas où la basse mer intermédiaire

entre les deux marées d'un même jour n'a pas été observée, j'ai con-

clu par interpolation la hauteur de cette basse mer.

C'est en discutant ainsi avec soin les observations, que j'ai formé

la Table suivante : les hauteurs absolues et les marées totales de cette

Table sont chacune la somme des huit hauteurs absolues et des huit

marées totales, correspondantes aux huit jours des deux syzygies, con-

sidérées dans chaque équinoxe et dans chaque solstice.

TABLE L

MARÉES DES SYZYGIES DES ÉQUINOXES.

Hauteurs absolues. Marées totales.

1711. Septembre |

1712

1714. Septembre

pi pi

1715.

1716.

1711.

1712.

1714.

145,549 i5i,2i5

189,299 148, a85

Mars 143,028 145,444

Septembre 144,667 146,889

141,076 149,201

i4i,368 151,076

Mars 145,689 i5o,o56

Septembre 141,160 149,285

Mars 140,701 i56,748

Septembre 188,924 145,007

Total 1421 ,4n 1498,201

MARÉES DES SYZYGIES DES SOLSTICES.

Hauteurs absolues. Marées totales.

pi pi

Jum 182,257 126,868

Décembre 140,278 180,861

Juin 188,292 128,042

Décembre i38,5i4 129,097

Juin 184,695 i83,9.36

Décembre 188,910 184,910

[Juin 188,715 180,799
1715.

j
Décembre i3i,854 187,068

(Décembre 188,988 189,542

1716. Juin 188,660 140,729

Total 1846,118 1880,147



MÉMOIRE SUR LE FLUX ET REFLUX DE LA MER. k9

J'observerai sur ces résultats que les deux syzygies du solstice de

décembre 171 1 ne comprennent pas ce solstice, le défaut des observa-

tions des basses marées dans la syzygie qui suit ce solstice m'ayant

forcé de considérer les syzygies du 25 novembre et du 9 décembre de

la même année. Par la même raison, j'ai considéré, en 1716, les syzy-

gies du i**" et du i5 septembre; ces dernières observations n'ont point

été imprimées dans le Tome IV de VAstronomie de M. de la Lande,

mais M. de Gassini a bien voulu me les communiquer manuscrites.

Pour multiplier les observations, j'ai considéré, en 17 11 et en 17 i4t

les deux syzygies consécutives qui ont précédé et celles qui ont suivi

chaque équinoxe d'automne; ainsi les premiers nombres de ces deux

équinoxes sont relatifs aux deux syzygies dont l'une précède et l'autre

suit médiatement l'équinoxe, et les seconds nombres sont relatifs aux

deux syzygies, dont l'une précède et l'autre suit immédiatement l'équi-

noxe. Pareillement, les premiers nombres du solstice de décembre 1 715

sont relatifs aux deux syzygies, dont l'une précède et l'autre suit mé-

diatement le solstice, et les seconds nombres sont relatifs aux deux

syzygies, dont l'une précède et l'autre suit immédiatement le sol-

stice.

On voit, par la Table précédente, l'influence des déclinaisons du

Soleil et de la Lune sur les marées totales des solstices; cette influence

est si sensible, qu'elle s'est constamment manifestée dans les dix

équinoxes et dans les dix solstices de cette Table, puisque le ptus

grand des nombres relatifs aux marées totales des solstices est plus

faible que le plus petit des nombres relatifs aux marées totales des

équinoxes. Dans les quatre premiers solstices, les marées totales sont

plus faibles que dans les solstices suivants, parce que la position des

nœuds de l'orbite lunaire a augmenté les déclinaisons solsticiales de

la Lune en 1711 et 17 12. On peut donc regarder comme un phénomène

incontestable que les plus fortes marées totales ont lieu à Brest dans

les équinoxes, en entendant toujours par marée totale la demi-somme

des deux marées d'un même jour au-dessus du niveau de la basse

mer intermédiaire.

CEuvret de L, — XU. n
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Les déclinaisons du Soleil et de la Lune influent pareillement sur

les hauteurs absolues des marées, mais d'une manière moins sensible

que sur les marées totales; car la différence du total des hauteurs

absolues des marées dans les équinoxes précédents, au total des

mêmes hauteurs dans les solstices, n'est que de 75pS298, tandis que

cette même diff'érence pour les marées totales est de i63pSo54, et par

conséquent plus que double de la première, comme cela doit être par

l'article X.

XIL

Comparons maintenant la théorie aux observations, et voyons si les

déclinaisons des astres ont sur les marées la même influence par les

observations que par la théorie. On verra ci-après que -73 est à fort

peu près triple de -j» en sorte que l'on peut, sans erreur sensible,

faire cette supposition dans les termes de l'expression de (/) — (/'),

multipliés par u^; cette expression, trouvée dans l'article X, devien-

dra ainsi, en négligeant les produits de quatre dimensions de u et

de q.

(0 (/) -(/') = (/) sin'e - (/) sin*e (q^+ |^uA (2 - sin^e);

nous prendrons pour q"^ sa valeur moyenne entre les deux extrêmes,

qui ont lieu lorsque la syzygie arrive dans l'équinoxe même, et lors-

qu'elle arrive quinze jours après; cette valeur est

gr«r=isinli4°3o'.

u est le moyen mouvement synodique de la Lune dans l'intervalle

de deux marées consécutives du matin ou du soir vers les syzygies; on

verra dans la suite que cet intervalle est de 24^*39". Le moyen mouve-

ment correspondant de la Lune est de 12*^47'» en ayant égard à l'argu-

ment de la variation qui augmente constamment ce mouvement dans

les syzygies.

Pour déterminer la valeur de a, nous supposerons, par un milieu,
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que, dans les syzygies de la Table précédente, la syzygie est arrivée à

midi, et qu'elle précède de 36''^ le maximum des marées. L'intervalle

de deux marées consécutives du matin et du soir, vers les syzygies,

étant pris pour l'unité, les intervalles du maximum des marées à la

basse marée intermédiaire de chacun des quatre jours que nous avons

considérés dans chaque syzygie seront, par l'article suivant,

1,58169, 0,58169, — o,4i83i, — i,4i83i.

La somme de leurs carrés est la valeur de a qui, par conséquent, est

égale à 5,0266. Cela posé, si l'on prend pour e l'obliquité de l'éclip-

tique, qui, à l'époque des observations précédentes, était d'environ

23** 29', et si l'on observe que, par la Table I, on a

(0 = i493pS2Oi,

l'équation (i) deviendra

(0-(r):=2i3p',347.

La Table I donne
(/) — (r)=ri63pî,o54;

ainsi le résultat de l'observation est plus petit que celui de la théorie

de 5oP',293. Cette différence paraît trop considérable pour pouvoir

être attribuée aux erreurs des observations; mais l'expression de

(/) — (/'), donnée par l'équation (i), suppose l'orbite de la Lune dans

le plan de l'écliptique, tandis qu'elle lui est inclinée d'environ 5°; or,

dans le plus grand nombre des observations solsticiales de la Table t,

les nœuds de l'orbite lunaire étaient disposés de manière que, dans

les solstices, la déclinaison de la Lune était de plusieurs degrés infé-

rieure à l'obliquité de l'écliptique; on doit, par conséquent, supposer

£ moindre que cette obliquité dans l'équation (i), et, pour réduire son

second membre à la valeur de (/) — (/'), donnée par les observations,

on trouve qu'il faut supposer £ égal à 2o°24'. C'est encore à peu près

ce qui résulte des positions des nœuds de l'orbite lunaire dans les

observations solsticiales de la Table précédente.
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Cette Table donne
{h)-{h')= 75^,298,

(/) — (/') =i63p',o54,

et par conséquent l'excès de |(/) — ^(/') sur {h) - (h') est, suivant

les observations de cette Table, égal à 6PS229. Cet excès, par l'ar-

ticle X, est égal à

3o(i-+-3cos2 0) . , /S L\

On a [Mémoires de l'Académie, année 1776, page 210 (*)]

3S . ^
oP',7629;

2r^g

de plus, la densité p de la mer est, d'après les observations faites sur

l'attraction des montagnes, une petite fraction de la moyenne densité

de la Terre, en sorte que l'on peut négliger la fraction ~ vis-à-vis de

l'unité ; la fraction -^ est égale à -j • L'angle s doit être supposé, par ce

qui précède, égal à 20** 24'; enfin la latitude de Brest est de 48°22'42",

ce qui donne à peu près
29 = 83»! 4' 36".

Cela posé, on aura

+ 3COS20) . , /s L\ . „

/_3p\
sm's(^--i-^j=ioP>,o37.

3o(i + 3cos2g)

g

Ce résultat ne diffère que de 3ps8o8 de celui des observations, et

cette différence est dans les limites des erreurs dont elles sont suscep-

tibles.

XIÏI.

Un phénomène bien constaté par les observations est que les plus

grandes marées n'arrivent pas le jour même des syzygies, mais un ou

deux jours après. Pour le vérifier, j'ai ajouté dans chaque équinoxe

(') Œuvres de Laplace, T. IX, p. 222.
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et dans chaque solstice de la Table I les deux marées totales du jour

même de la syzygie; j'ai ajouté pareillement les marées totales des

deux jours qui suivent la syzygie. Les premières sommes ont été con-

stamment plus faibles que les secondes, ce qui prouve que le phéno-

mène dont il s'agit est très sensible à Brest, puisqu'il s'est manifesté,

non seulement dans Tensemble de toutes les observations, mais encore

dans chacun des équinoxes et des solstices de la Table précédente.

L'intervalle dont le maximum des marées suit la syzygie est un

élément important de la théorie des marées. Pour le déterminer par

les observations, j'ai ajouté les marées totales de chaque jour dans les

vingt syzygies équinoxiales et dans les vingt syzygies solsticiales de la

Table I, en considérant les marées totales du jour même de la syzygie

et des trois jours qui la suivent; j'ai trouvé les quatre sommes sui-

vantes :

(a) 693Pî,9i, 7xiP',73, 722Pî,93, 695PS78,

la première de ces sommes étant relative au jour même de la syzygie;

la seconde étant relative au premier jour qui la suit ; la troisième

somme étant relative au second jour; enfin la quatrième étant relative

au troisième jour après la syzygie. L'ensemble de ces observations

embrasse quarante syzygies, qui sont arrivées, les unes le matin, et

les autres le soir; en sorte qu'on peut supposer par un milieu que,

dans cet ensemble, le moment de la syzygie a été celui de midi.

Si l'on prend pour unité l'intervalle de deux marées consécutives

du matin et du soir vers les syzygies, et que l'on nomme ^ la distance

de la basse marée intermédiaire entre les deux marées d'un jour quel-

conque fort voisin de la syzygie à la syzygie supposée arriver à midi,

les quatre sommes précédentes pourront être représentées par la for-

mule m-h nX>— p^^' En effet, supposons que x soit l'intervalle d'une

marée du matin d'un jour quelconque fort voisin de la syzygie à la

syzygie supposée arriver à midi, et que la hauteur absolue de cette

marée soit exprimée par la formule a-i-bx — ca?*, en n'ayant égard

qu'aux flux partiels dont la période est d'un demi-jour, les seuls que
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l'on doit considérer ici, parce que les effets des autres flux partiels se

compensent dans les observations de la Table précédente; la hauteur

absolue de la marée du soir du même jour sera

a-\- b{x-^\) — c{x + \Y,

et la hauteur de la basse marée intermédiaire sera

— a— b{x-\-\) + c{x^\)-.

L'expression de la marée totale sera donc

2a — -JgC 4- 26(J7 -T- i) — 2c(a- -+- i)*;

ov x-\-{ est ce que nous avons nommé ^; les sommes (a) peuvent

donc être représentées par la formule m-\- nX, — p^^.

Pour déterminer les coefficients m, /« et /> à leur moyen, il faut

avoir les valeurs de X, relatives à chacune d'elles. On verra ci-après

que, vers les syzygies, l'intervalle des marées consécutives du matin

ou du soir est de 24''39™; on verra, dé plus, que la marée du matin du

jour de la syzygie supposée arrivera midi en est éloignée de S^'Sq^SoS

en sorte que sa distance à la syzygie, comptée en intervalles des marées

consécutives du matin, pris pour unité, est ^^^ ^ ; je l'afl^ecte du

signe —, parce qu'elle précède la syzygie. On aura la distance à la

syzygie de la basse marée intermédiaire du jour même de la syzygie

en ajoutant { à la distance précédente, ce qui donne, relativement au

jour même de la syzygie,

^ , 8''3q™3o«
Ç = i fÏo rr,

—— O,IOI20.
* 24'' 39™

On aura les valeurs de (^ relatives au premier, au second et au troi-

sième jour qui suivent la syzygie, en augmentant successivement

d'une unité cette première valeur de ^. Ainsi l'on aura, relativement

aux quatre nombres (a),
Ç=: — 0,10125,

ç= 0,89875,

K= 1,89875,

ç= 2,89875.
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Maintenant, si l'on prend la seconde différence des trois premiers

nombres {a) et la seconde différence des trois derniers, et que l'on

prenne un milieu entre ces secondes différences, on aura la seconde

différence finie de la formule m -h nX,— pXj^y X, variant de l'unité. Cette

différence seconde est — 2/7; on trouvera ainsi

/) = iiPS4925.

On ajoutera ensuite successivement aux nombres {a) les valeurs do

pX,^ que l'on obtiendra en donnant successivement à ^ les quatre va-

leurs précédentes, et l'on aura les quatre nouveaux nombres

{b) ôgSP'joS, 7aiP',oi, 764ps36, 792p',35;

ces quatre nombres sont représentés par la formule m-H /2(^; en pre-

nant les différences du premier et du second de ces nombres, du

second et du troisième, du troisième et du quatrième, et en prenant

le tiers de la somme de ces trois différences, ce qui revient à prendre

le tiers de la différence du premier et du quatrième des nombres {b),

on aura la différence première de la formule m-\- nX, et par consé-

quent la valeur de n; on trouvera ainsi

n = 33p',io67.

Si Ton retranche des quatre nombres (é) les valeurs correspon-

dantes de nX^y on aura les suivants

(c) 696p',38, 69IPS26, 70ip',5o, 696?', 38;

chacun de ces nombres est représenté par m; on aura donc la valeur

de m en prenant un milieu entre eux, ce qui donne

/n = 696Ps38.

La formule m-\- nX, — pX,^ devient ainsi

696?', 38 + 33PS1067Ç — I ip', 4925c».

On peut la mettre sous cette forme

(c) 720P',22 — UP',4925(Ç — i,44o36)*;
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il est aisé de voir que les erreurs de cette formule comparée aux

nombres {a) ne sont que les différences des nombres (c) à la valeur

de m; ces erreurs sont, par conséquent,

o, — 5p',i2, h- Si", 12, o;

elles sont dans les limites des erreurs dont les observations elles-

mêmes sont susceptibles.

La formule (e) est à son maximum lorsque Z, = r,44o36. En multi-

pliant cette valeur de X, par 24*^39", on aura SS^'So" pour l'intervalle

dont le maximum de la marée totale suit la syzygie. Il est visible, par

ce qui précède, que cette quantité est encore l'intervalle dont le

maximum de la hauteur absolue de la marée suit la syzygie.

Pour comparer, sur ce point, la théorie aux observations, nous

remarquerons que la somme des valeurs de (/) et de (/'), trouvées

dans l'article X, peut être mise sous cette forme

r i^ii 1
3^^-b(^ + ^,) (. -h cos^e) I -

//^'2.y i"^
•

Si l'on suppose i = 5 dans cette fonction , elle sera la somme des

quatre nombres (a). La quantité a est la somme des valeurs de

{X, — 1,44036)^^ correspondantes à chacun de ces nombres. Il est aisé

d'en conclure que ces nombres sont représentés par la formule

4oR

r 2S _L -|

En comparant cette formule à celle-ci

72oP',22 — I iP',4925(Ç — i,44o36)*,

qui résulte de l'observation, on aura

2S _L

720P',22 j-^ p^U-=IlPi,4925.
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Pour voir si cette équation est satisfaite, nous observerons que l'on

a, à fort peu près,

JL _3S.

de plus, on a par l'article XII

V = 1 2°47', e = 2o<»24'
;

on trouve ainsi que le premier membre de cette équation devient

i3p',223. La différence d'avec le second membre peut être attribuée

aux erreurs des observations; ainsi la théorie est, sur ce point, d'ac-

cord avec elles.

XIV.

Pour m'assurer encore plus de cette conformité, j'ai déterminé la

somme des marées totales dans les syzygies de la Table I, relativement

au jour qui précède la syzygie, et que je désigne par — i , au jour même

de la syzygie, que je désigne par zéro, et relativement aux quatre jours

qui la suivent, et que je désigne successivement par i , 2, 3 et 4; j'ai

obtenu les résultats suivants.

TABLE II.

Marées totales

des des

Jours. équinoxes. solstices.

pi pi— 1 334,32 3o8,i5

o 363, 10 329,81

1 377,52 334,21

2 386,27 336,66

3 366,32 329,46

4 335,14 3o6,23

Les sommes des marées totales, tant des équinoxes que des sol-

stices, correspondantes aux différents jours sont

iq) 642PS47» 692PS9I, 7iip',73, 722pS93, ôgÔPSyS, 64ip',37.

Si l'on prend une moyenne entre les différences secondes successives

de ces six nombres, on aura 26P', 212, dont la moitié i3p',io6 est la

OEuires de L. — XH. 8
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valeur de p donnée par ces observations et que nous venons de trouver,

par la théorie, égale à i3pS223, ce qui s'accorde aussi exactement

qu'on peut le désirer.

Nous verrons dans la suite que, en prenant un milieu entre les

divers résultats des observations, la distance du maximum des marées

à la syzygie est, à fort peu près, de Sô^'So"; en divisant donc 36'',5

par 24*" 39™, on aura cette distance en parties de l'intervalle des

marées consécutives du matin et du soir vers les syzygies, et l'on

trouvera i , 48073. Cela posé, représentons chacun des six nombres {q)

par la formule
K — i3pS223(Ç- 1,48073)»;

en substituant pour X, ses diverses valeurs relatives aux jours — r, o,

I, 2, 3, 4 et qui, par l'article précédent, sont égales à

— 1,10125, — 0,10125, 0,89875, 1,89875, 2,89875, 3,89875,

on aura
6K — 23iP',937

pour la somme des nombres {q) résultante de la formule précédente;

mais cette somme est égale à 4io7P',i9; partant

K = 723psi88,

et la formule précédente devient

(/•) 723psi88 — i3pS223(Ç — I,48o73)^

En y substituant successivement pour X, ses valeurs correspondantes

aux jours de la Table II, on aura les six nombres

635pso35, 69op',o95, 7i8p',709, 720p',877, 696p',599, 645p',876;

ces nombres, comparés aux nombres {q), donnent pour les erreurs

de la formule

— 7P',435, — 2PS8i5, +6p',979, — 2P',o53, +op',8i9, -t-4Ps5o6,

et l'on voit que ces erreurs sont dans les limites de celles des obser-

vations.
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La valeur de K est, par l'article précédent, égale à

4oB^^ + p^j(n-cos»£);

on aura donc
„/S L\ 723?', 188

2B -- + --= —i- î——-.
\r» r'v 20(1 -f- cos*e)

En supposant, conformément à l'article XII, £ — 20** 24', on aura

'B(7i-+-pi)=^9P'»249;

c'est la valeur de la plus grande marée totale qui aurait lieu à Brest

si le Soleil et la Lune se mouvaient uniformément dans le plan de

l'équateur aux distances r et r' de la Terre.

On peut craindre que la formule (r) ne s'étende pas à des inter-

valles aussi éloignés du maximum que ceux que nous avons consi-

dérés; mais on s'assurera facilement de son exactitude en dévelop-

pant le radical

i/^-COS^v'j + ^C0S-Vp^C0S«v'C0S2((p'— 9)-h^^C0S»VJ

qui entre dans l'expression dej''; on trouvera que les termes multi-

pliés par (<p'— ç)* sont encore assez petits aux distances précédentes

du maximum pour pouvoir être négligés sans erreur sensible.

Si l'on divise 723p',i88 par i-hcos^e ou par i -h cos^2o°24', on

aura 384^^98. En multipliant cette quantité par i — ^r^sin^e, l'ex-

pression des marées totales des équinoxes de la Table II sera, par

l'article X, de cette forme

384p',98(i-^«sin»£) — H (Ç — 1,48078)»,

H étant un coefficient constant ou indépendant de ^. On doit ici,

comme dans l'article XII, supposer

q^= \ sin» 1 4" 3o', g = 20° 24',
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ce qui change la formule précédente dans celle-ci

383PS 56 - H (
f- 1

, 48073 )^

On trouve de la même manière que l'expression des marées totales

des solstices de la Table II est de cette forme

384PS 98 ( I 4- gr« tang* e ) cos* e — H' ( Ç — i
, 48073 )«,

ce qui se réduit à

339Ps63-H'(Ç-i, 48073)».

Pour déterminer,* par l'observation, le rapport de H à H', nous pren-

drons dans la Table II la demi-somme des marées totales des équi-

noxes correspondantes aux jours — i et 4; en la retranchant de la

demi-somme des marées totales des équinoxes correspondantes aux

jours I et 2, nous aurons 47'''.i65 pour la différence. Nous considére-

rons semblablement les marées totales des solstices de la Table II, et

nous aurons 28p*, 245 pour la différence. Gela posé, on aura

H: H':: 47,165:28,245.

On voit ainsi que, suivant les observations, les valeurs de H et de H' ne

sont pas égales entre elles et que, la première étant supposée 47»i65,

la seconde est 28,245.

Ce résultat de l'observation est conforme à la théorie, car il résulte

de l'article X que l'on a

aS , 2S
-^ cos'e —

-

fi fi
H : H' :: -5

i:
—h sin^e : -o ï sin*£.

S L 2» L

Ces deux dernières quantités sont dans le rapport de 0,56075 à

0,37850; ainsi, H étant supposé 47,i65, H' est égal à 82,09, ce qui

diffère peu du nombre 28,245 donné par l'observation. La théorie

s'accorde donc parfaitement avec les observations sur la loi de la

diminution des marées des équinoxes et des solstices, à mesure

qu'elles s'éloignent de l'instant de leur maximum.
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XV.

Les marées du soir surpassent, à Brest, celles du matin dans les

solstices d'été; elles en sont surpassées dans les solstices d'hiver.

Pour déterminer la quantité de ce phénomène, j'ai ajouté, dans dix-sept

syzygies vers les solstices d'été, l'excès des marées du soir sur celles

du matin, le premier et le second jour après la syzygie. Le maximum

de la marée tombant à peu près vers le milieu de ces deux jours d'ob-

servation, la variation journalière de la hauteur des marées est insen-

sible dans le résultat, qui ne doit, par conséquent, renfermer que

l'excès des marées du soir sur celles du matin dans les syzygies des

solstices d'été. La somme de ces excès dans les 34 jours d'observation

aétéde i8ps882. ^

J'ai ajouté pareillement l'excès des marées du matin sur celles du

soir dans onze syzygies des solstices d'hiver. La somme de ces excès

dans les 22 jours d'observation a été de i2P',655. En prenant un

milieu entre ces deux résultats, l'excès d'une marée du soir sur celle

du matin, dans les syzygies des solstices d'été, ou d'une marée du

matin sur celle du soir, dans les syzygies des solstices d'hiver, est de

oP',563.

Par l'article IX, cet excès est égal à

— 2A sirrecosef -5 + -j^j cos(X — y);

cette fonction, à Brest, est donc égale à oP',563.

XVI.

Si dans la Table I on ajoute séparément les hauteurs absolues des

marées des cinq solstices d'été, on aura 667P',6i9 pour leur somme.

Relativement aux cinq solstices d'hiver, cette somme est 678p',494

plus forte que la première de ioP',875. L'influence de la plus grande

proximité du Soleil en hiver qu'en été se manifeste donc dans ces

observations.



62 MÉMOIRE SUR LE FLUX ET REFLUX DE LA MER.

Suivant l'article IX, on aura la différence des hauteurs absolues de

la mer, dans les solstices d'hiver et dans les solstices d'été de la

Table I, en multipliant la demi-somme des marées totales de ces sol-

stices par la variation de la fraction — du solstice d'hiver au solstice

d'été, la distance moyenne du Soleil à la Terre étant prise pour unité,

et en multipliant encore ce produit par le rapport de l'action du Soleil

à la somme des actions réunies du Soleil et de la Lune, rapport qui est

égal à j. On aura ainsi 8ps5o pour cette différence, ce qui ne diffère

que de 2P\^'] du résultat de l'observation.

L'influence de la plus grande proximité du Soleil en hiver se mani-

feste encore dans les marées totales de la Table I; la somme des

marées totales des cinq solstices d'été est 659PSi74» et cette somme

pour les cinq solstices d'hiver est 670^^973, plus forte que la pre-

mière de IIPS799.

Par l'article IX, cet excès est égal à

i7P',o — 8oAsin£ cosef — + -^ j
sin(X — y).

En égalant cette quantité à iiP',799, on aura

— aAsinecosel -^ -H -j^ ) sin(X — y) — op', i3;

mais on a, par l'article précédent,

On aura ainsi

2A sinecose( -;^ + -73) cos(X — y) = oP',563.

Vdng{l — y)= —^,
o,563

ce qui donne •

X — y = i3°o'.

Il semble par là que les marées de la seconde espèce, ou qui

dépendent de l'angle nt -+- cr, se rapprochent du passage des astres

au méridien d'environ une heure plus que les marées de la pre-

mière espèce, qui dépendent de l'angle 2nt — ixs\ mais il faudrait
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avoir un plus grand nombre d'observations pour être assuré de

l'existence et de la quantité de ce phénomène. Le moyen le plus

précis pour cet objet est de comparer les deux basses marées con-

sécutives du même jour, dans les syzygies des solstices; mais le

recueil des observations faites à Brest, dont nous avons fait usage,

ne marque, le plus souvent, que les basses marées intermédiaires

entre les pleines mers de chaque jour.

xvn.

Nous avons observé dans l'article IX que, suivant la théorie, les

marées dans lesquelles la Lune est périgée doivent surpasser celles

dans lesquelles cet astre est apogée. Ce phénomène est indiqué par

les observations d'une manière très sensible, soit dans les syzygies,

soit dans les quadratures.

Pour comparer, sur ce point, la théorie avec les observations, j'ai

ajouté, dans douze syzygies où la Lune était vers son périgée et dans

les douze syzygies voisines et correspondantes où la Lune était vers

son apogée, les marées totales du second et du troisième jour après la

syzygie. Ces marées sont très peu différentes de leur maximum dont

elles sont très voisines. La Table suivante renferme leurs hauteurs,

avec les demi-diamètres correspondants de la Lune et ses déclinai-

sons.

TABLE m.
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1715.

1716.
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faisant une somme de ces produits relatifs aux douze observations dans

lesquelles le demi-diamètre de la Lune surpasse i6', on aura i3,5846.

En faisant une somme des mêmes produits relatifs aux douze obser-

vations dans lesquelles le demi-diamètre de la Lune est au-dessous de

i5', on aura 9,3628.

La différence de ces deux sommes est 4»22i8; en la multipliant par

4B-^> r' étant la moyenne distance de la Lune à la Terre dans les

syzygies, on doit, par l'article IX, retrouver à peu près la différence

observée i22PS263.

On a, par l'article XIV,

S
De plus, on verra dans la suite que —^ est, à très peu près, le tiers

de -7^> r' étant ici la moyenne distance de la Lune à la Terre, distance

qui, à raison de l'argument de la variation, est d'environ ^ plus

grande que la moyenne distance de la Lune dans les syzygies; nous

ferons donc
S _ 40 L

r' étant relatif aux distances syzygies. Nous aurons ainsi

i63 „ L . ,^2Bpj=.i9PS249,

d'où l'on tire

4,a2i8.4Bp5r=ia2F,644,

•

ce qui est d'accord avec le résultat i22P',263 donné par l'observa-

tion.

Les observations de la Table précédente peuvent servir à déter-

miner la valeur de 2B(-^ -^ -jA- En effet, si l'on ajoute les marées

totales de cette Table, on a pour leur somme 889?*, 617. En ajoutant

ensuite tous les produits des carrés des cosinus des déclinaisons de lu

OEuvrtt de L—\\\. 9
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Lune par les cubes des rapports des demi-diamètres correspondants

de la Lune à i5'45", i, on a 22,9474 pour la somme de ces produits.

Cette somme aurait été, à fort peu près, égale à 24 si la Lune eût été

constamment dans le plan de l'équateur; mais elle est plus petite à

raison des déclinaisons de la Lune, et l'on peut supposer dans la

Table III que, relativement au Soleil, la somme des produits des

carrés des cosinus de ses déclinaisons, par les cubes des rapports de

ses demi-diamètres correspondants à son diamètre moyen, est encore

22,9474; il faut donc, pour avoir la somme des marées totales de la

Table ÏII, multiplier ^bI— -+- -j^j par 22,9474» ce qui donne

4B(f:5-+- 773)22, 9474 = 889P',5r7,

d'où Ton tire

2B(^3 + ^3) = '9^38t.

On doit observer que, dans cette équation, la valeur de -^ est moyenne

entre les deux valeurs de cette quantité; mais cette valeur moyenne

est plus grande que celle qui convient à la distance moyenne syzygie

de la Lune. En effet, si l'on prend le demi-diamètre moyen de la Lune,

dans les douze syzygies périgées de la Table, on aura 1002", 35 pour ce

demi-diamètre; le demi-diamètre apogée est 887", 85, et le demi-dia-

mètre moyen est 945", 10. Représentons par q la valeur de -^ qui con-

vient à ce demi-diamètre moyen; on aura q. 1,01102 pour la moyenne

entre les deux valeurs extrêmes de -73- Il faut donc, pour réduire la

valeur précédente de 2B(-^ h—jA à la moyenne distance syzygie de

la Lune, en retrancher 26^.0,01102; or on a

2B^= -jg^i9P',249;

la quantité à soustraire est donc o?*, 16007; mais il faut, d'un autre

côté, ajouter oP',090, parce que les marées de la Table ne se rap-

portent point à l'instant du maximum, et l'on trouve, par l'article XIlï,
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qu'elles sont par là diminuées de oP',090. On aura donc ainsi -

'B(;^ +
PÎ)

= ^9PS3ii,

ce qui diffère très peu de la valeur i9P',249 que nous avons trouvée

dans l'article XIV.

XVIII.

Les hauteurs absolues des marées de la Table I ne sont pas comptées

du niveau (J'équilibre que prendrait la mer sans l'action du Soleil et

de la Lune; elles sont comptées du zéro de l'échelle d'observation, qui

est abaissé de plusieurs pieds au-dessous du niveau d'équilibre. Soit e

la hauteur de ce niveau au-dessus de zéro de l'échelle d'observation,

et nommons/la quantité

i-l-3cos2 9 /L

M-ï)
\r^ + r^Y

on aura par l'article X et par les observations des équinoxes de la

Table I

i42iP'",4ii — 8oe-!-8o/={(i493p',2oi).

Si l'on néglige, dans l'article XII, la fraction -^, on trouvera par cet

article

8o/=27Pî,5a4;

l'équation précédente donnera ainsi

err8PS7792.

On aura pareillement, par l'article X et par les observations des sol-

stices de la Table l,

i346psi i3 - 80e -h 80/(1 - 3 sin»6) = |(i33op',i47);

en faisant e = 2o°24', cette équation donnera

e= 8p«,73i6.
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Ces deux valeurs de e sont fort peu différentes; en prenant entre elles

un milieu, on aura
e = 8PS755/4.

On peut ainsi, dans chaque port, déterminer le véritable niveau

d'équilibre de la mer.

XIX.

Des hauteurs des marées vers les quadratures.

Pour déterminer ces hauteurs, nous reprendrons les expressions

complètes de j, y' et y" de l'article IX, et nous observerons que, si

l'on augmente ou si l'on diminue l'angle <p' de 90", on aura, en rédui-

sant y' et y" en série et en supposant ç' —
<p peu considérable, comme

cela a lieu vers les quadratures,

_3£2^r|(,_3si„.v)H-^(,-3sin<v')]

y-i)

, i + 3cos2 9 rs
y' —

-cos*v-^cos*v

+ b(^cos*v'-^cos«v) + 2B-j^:^ '^ (?'-?)%
^ -ttCGS'v' jCOS*V

L sy = A-75Sinv'cosv'cos(X — y) ±: A — sinvcosv cos(A — y)

C0S^V-7rC0S*V'

+ 2b(p^cos'v'--cos^vW4B.j^^^ '—^ (9'-<p)S
-7: ces* y' rCOS^V

le signe -h ayant lieu vers le premier quartier et le signe — ayant lieu

vers le second quartier de la Lune.

L'excès de la marée du matin sur celle du soir, dans les quadratures

de l'équinoxe du printemps, sera

. L .

2A-jjSine cosecos(/ — y).
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Dans les quadratures de l'équinoxe d'automne, cette quantité sera

l'excès des marées du soir sur celles du matin, et, comme elle est

négative par l'article XV, il en résulte que, dans les quadratures des

équinoxes du printemps, la marée du soir surpasse celle du matin, et

qu'elle en est surpassée dans les quadratures des équinoxes d'au-

tomne.

En considérant les expressions précédentes de y' et de j", on voit

d'abord que les déclinaisons du Soleil et de la Lune influent sur les

hauteurs absolues de la mer et sur les marées totales des quadratures;

en sorte que, toutes choses égales d'ailleurs, les plus grandes de ces

marées totales ont lieu vers les solstices où la déclinaison de la Lune

est nulle dans les quadratures, et les plus petites ont lieu vers les

équinoxes où, dans les quadratures, la Lune est à son maximum de

déclinaison. On voit ensuite l'influence des distances du Soleil et de

la Lune sur ces marées.

Si, dans un nombre i d'équinoxes du printemps, on considère les

deux quadratures voisines entre lesquelles chaque équinoxe est com-

pris; si l'on considère pareillement dans le même nombre d'équi-

noxes d'automne les deux quadratures voisines qui comprennent

chaque équinoxe; si l'on ajoute ensemble les hauteurs moyennes

absolues du jour même- de la quadrature et des trois jours suivants;

entin, si l'on nomme (H) la somme de toutes ces hauteurs, on aura,

en négligeant les quantités insensibles et en suivant l'analyse par

laquelle nous avons déterminé la valeur de (h) dans l'article X,

(H) =--

-+- 1

£(n-3cos29) r L , o . • s ,
S"|

6iB (^cos'e - ^) + ,6tRy' sin'e(i^ +
^)

aS

L / r'

cos'e T
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Si l'on nomme (L) la somme des marées totales correspondantes,

on aura

(L) = 32.-R(iicos*£-^) + 32.-R^«sin«e(i+^)(aS
sin^Ê+ j- g

En considérant de la même manière les quadratures d'un nombre i

de solstices d'été et celles du même nombre de solstices d'hiver, et en

désignant par (H') la somme des hauteurs absolues des marées du

jour même de la quadrature et des trois jours suivants, et par (L') la

somme des marées totales correspondantes, on aura à très peu près

,iifs 2/(1 + 3 COS20) r L S . o . . v"l("')=- -S—3^Y~L^'"^^^'~ '"''M

+ i6iR
(^-^3

- ^ cos'ej - lôiBq'^ sin'e
(^-^^ + -^

2S .

—rCOS*e

L S

(L') == 32 iB (^ - ^ cos's) - 32 iBq* sin's^ii +
^)

/ 2S .

y
/ -yCOS*£

L. S
-7:: rCos*e

Dans ces expressions de (H), (L), (H') et (L'), / est la moyenne

distance du Soleil à la Terre; r' est la moyenne distance de la Lune

dans les quadratures, distance qui, à raison de l'argument de la va-

riation, diffère un peu de la moyenne distance de cet astre dans les

syzygies; q est la moyenne distance angulaire du Soleil et de la Lune

au solstice ou à l'équinoxe, à l'instant de la quadrature; en sorte que

q- est une moyenne entre toutes ses valeurs relatives aux diverses
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quadratures que l'on considère; e est la plus grande déclinaison de la

Lune; u est le moyen mouvement synodique de la Lune dans l'inter-

valle de deux marées consécutives du matin ou du soir vers les qua-

dratures; enfin, cet intervalle étant pris pour unité, a' est la somme

des carrés des quatre intervalles de l'instant du minimum des marées

dans les quadratures, à l'instant de la basse marée intermédiaire entre

les deux marées d'un même jour dans chacun des quatre jours que

l'on considère dans chaque quadrature.

Les expressions précédentes donnent
"

,ur, /,ix 6/(n-3cos9)/L S\ . -

.-(i-f
)

/ L S\

3iCos-e-

(L')-(L) = 32.B(i^ + ^3)sin*£(r-27')

i6id'B (^-~j (^j:;-.-h-pijxj' sinHcosU

On voit ainsi que les marées des quadratures des solstices l'emportent

sur les marées des quadratures des équinoxes.

XX.

Pour comparer sur ce point la théorie aux observations, j'ai consi-

déré les observations des marées dans les quadratures de la même

manière que les observations des marées des syzygies de la Table I,

c'est-à-dire que, dans chaque équinoxe et dans chaque solstice,

j'ai considéré les deux quadratures consécutives entre lesquelles

il est compris. Dans chaque quadrature, j'ai pris la somme des hau-
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teurs moyennes absolues de la mer et celle des marées totales du jour

même de la quadrature et des trois premiers jours qui la suivent. La

Table suivante offre les résultats que j'ai obtenus; chacune des hau-

teurs absolues et des marées totales de cette Table est le résultat des

huit hauteurs absolues et des huit marées totales des huit jours d'ob-

servation, considérés dans chaque équinoxe et dans chaque solstice.

TABLE IV.

MAnÉES DES QUADRATURES DES ÉQUINOXBS.

Hauteurs absolues. Marées totales.

pi pi

1711. Septembre 99>993 66,6ii

/Mars io3,444 67,007

1712. Septembre io3,632 67,618

(Septembre 102,472 65,43i

Septembre 106,764 72,5i4

Septembre ioi,354 71,042

1715. Mars io3,785 71, 493

iMars 98,764 72,715

Mars 96,444 7«,945

Septembre 103,944 72,653

Total 1020,596 699,029

MARÉES DES QUADRATURES DES SOLSTICES.

Hauteurs absolues. Marées totales.

pi pi

1711. Juin 106, 36i 78,347

1712 i

^"'" 111,319 84,111

Juin 106,819 80,611

Juin 106,722 8o,o35

1714.
{
Juin 107,896 82,604

Décembre io3,i8i 81, 535

1715 i

'"^" 106,792 84,146

(Décembre 106,660 83, 160

g ^
Juin 108,458 86,028

I
Juin io3,4o3 78,160

Total 1067, 6ri 818,737

J'observerai sur ces résultats que le défaut des observations des

basses marées m'a forcé, dans les quadratures du solstice d'hiver de
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17 14» de considérer les quadratures du 3i décembre de cette année et

du i5 janvier 1715. Pour multiplier les observations, j'ai considéré,

en 1712 et 1714» les deux quadratures consécutives qui ont précédé et

celles qui ont suivi l'équinoxe d'automne; en sorte que les premiers

nombres de ces équinoxes, dans la Table précédente, sont relatifs aux

deux quadratures, dont l'une précède et l'autre suit médiatement cet

équinoxe, et les seconds nombres sont relatifs aux deux quadratures,

dont l'une précède et l'autre suit immédiatement l'équinoxe. On doit

faire une remarque semblable sur les nombres relatifs aux équinoxes

de mars I7i6et aux solstices de juin 1712, 1714 et 1716. J'aurais bien

désiré de pouvoir considérer autant de solstices d'hiver que de sol-

stices d'été; mais le défaut d'observations ne me l'a pas permis.

On voit par la Table IV que, conformément à la théorie, les marées

totales des quadratures des solstices l'emportent sur les marées totales

des quadratures des équinoxes. Ce phénomène est si sensible, que le

plus petit des nombres relatifs aux quadratures des solstices surpasse

le plus grand des nombres relatifs aux quadratures des équinoxes.

Nous retrouvons ici l'influence de la position des nœuds de l'orbite

lunaire en 171 1 et 1712, influence que nous avons observée dans l'ar-

ticle XI. Les marées totales des quadratures des équinoxes de ces

deux années sont plus faibles que celles des années suivantes.

Les déclinaisons du Soleil et de la Lune influent pareillement sur

les hauteurs absolues des marées, mais d'une manière moins sensible

que sur les marées totales; car la diff'érence du total des hauteurs

absolues des marées dans les solstices précédents au total de ces

mêmes hauteurs dans les équinoxes n'est que de 47^Soi5, tandis que

cette même diff'érence pour les marées totales est de 1 19**', 708, et par

conséquent plus que double de la première, comme cela doit être par

l'article XIX.

XXI.

Comparons maintenant la théorie aux observations; pour cela, nous

allons reprendre l'expression de (L') — (L) de l'article XIX et évaluer

Œuvres de L.— \l\. lO
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ses différents termes. Considérons d'abord le terme

Nous verrons dans la suite que l'on a, dans les moyennes distances,

L^_3S.

mais, à raison de l'argument de la variation, la valeur de r' est plus

grande de 7^ dans les quadratures que dans les moyennes distances,

ce qui diminue la valeur de -^ et la réduit à |J de sa valeur moyenne;

nous ferons donc, dans les quadratures,

L 117 S

Quant à la valeur de B-^» nous observerons que Ton a, par l'ar-

ticle XIV,

mais, dans cette équation, r' est la moyenne distance de la Lune dans

les syzygies, et cette distance est, à raison de l'argument de la varia-

tion, plus petite de -— que la moyenne distance de la Lune, ce qui

rend -^3 égal à ^ de sa valeur moyenne, et par conséquent égal à

123 S
-7 1' L'équation précédente donne ainsi

B-3=2Ps36i8;

on aura, par conséquent, en observant que i= 5,

Le terme

32iB(i^3 H- ^3)sin2e = i483p',2isin2e.

-64iB(;:7^-^)y*sin»e
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de l'expression de (L') — (L) devient

— 92P',984sin*£,

en y supposant, conformément à l'article XII,

Le terme

(picos'e-
^j (77-3

- ^cos»ej

de la même expression ne peut être évalué, à moins que l'on ne con-

naisse la valeur de l'angle e. Nous allons voir bientôt que cet angle

doit être supposé, à fort peu près, de 19°^. Nous observerons ensuite

que l'on a, par l'article suivant,

a'=r 5,o4o3.

D'ailleurs u est le moyen mouvement synodique de la Lune dans les

quadratures, dans l'intervalle de deux marées consécutives du matin

ou du soir vers le minimum des marées, intervalle que nous verrons

ci-après être égal à 25'*i4™io®. On aura ainsi, en ayant égard à l'argu-

ment de la variation,

u = 12» 34' 35";

cela posé, le terme précédent devient

— 423p',65 sin*e.

L'expression de (L') — (L) donne par conséquent, lorsque i— 5,

(L')-(L)=966PS6osin«e.

La Table IV donne •

(L')-(L) = ii9PS7o8;

mais, dans cette Table, il y a huit solstices d'été et deux solstices

d'hiver. Dans les solstices d'été, le Soleil, plus éloigné de la Terre, a

moins d'action pour diminuer les marées des quadratures; ces marées
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S
en sont donc augmentées de la différence de 2B-75 ^ ^^ valeur

moyenne. Dans les solstices d'été, la valeur de r est augmentée d'en-

S . S
viron j^, ce qui diminue 28-^ d'environ j^B -^j- Il faut donc multi-

plier cette dernière quantité par 48, qui est l'excès du nombre des

jours considérés dans les solstices d'été sur celui des jours considérés

dans les solstices d'hiver, ce qui donne iiP',366, qu'il faut retrancher

de la somme 8i8p',737 des marées solsticiales de la Table IV, pour

avoir la somme que l'on aurait eue si l'on avait considéré autant de

solstices d'hiver que de solstices d'été. On aura ainsi 8o7P',37i pour

cette somme, ce qui donne, pour le résultat de l'observation,

(L')— (L) = io8p',342.

Maintenant si, dans le résultat 966P',6osin£" de la théorie, on suppose

£ = 19°^, il deviendra io7P',70, ce qui ne diffère que d'environ un

demi-pied du résultat de l'observation, et ce qui prouve la justesse de

la valeur supposée pour e.

XXII.

Le minimum des marées totales n'a point lieu le jour même de la

quadrature; il suit cette phase du même intervalle dont le maximum

de la marée totale suit la syzygie. Nous avons déterminé, dans l'ar-

ticle XIII, cet intervalle par la loi des marées totales vers les syzygies;

voyons si la loi de ces marées vers les quadratures conduit au même

résultat.

Pour cela, j'ai ajouté séparément, dans les quadratures de la Table IV,

les marées totales relatives à chacun des quatre jours que j'ai consi-

dérés dans chaque quadrature, et j'ai obtenu les nombres suivants :

{a') 397PS55, 349p',53, 357Ps46, 4i3pS23.

Le premier de ces nombres est la somme des marées totales relatives

au jour même de la quadrature; le second est la somme des marées

totales relatives au premier jour qui la suit; le troisième est la somme
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relative au second jour, et le quatrième est la somme relative au troi-

sième jour. Chacune de ces sommes est le résultat de quarante jours

d'observation, dans lesquels, la quadrature étant arrivée alternative-

ment le matin et le soir, on peut supposer, par un milieu, que, dans

toutes ces observations, la quadrature est arrivée à midi.

Prenons pour unité l'intervalle de deux marées consécutives du

matin ou du soir, vers les quadratures, et nommons ^ la distance de la

basse marée intermédiaire entre deux marées d'un jour quelconque,

fort voisin de la quadrature, à la quadrature supposée arriver à midi.

On s'assurera, comme dans l'article XIII, que les sommes {a') peuvent

être représentées par la formule m' — n'X,-{- p'X,^.

On verra, ci-après, que la quadrature étant supposée arriver à midi,

la marée du matin du jour même de la quadrature précède le midi de

S'^SS^Sô*. On verra d'ailleurs que l'intervalle de deux marées consé-

cutives du matin ou du soir vers les quadratures est de 25** i4™ lo^; on

aura donc, relativement au jour de la quadrature,

^ I 31» 33™ 36* „ 2

En augmentant X, successivement d'une, deux et trois unités, on aura

les valeurs de X, relatives au premier, au second et au troisième jour

qui suivent la quadrature.

Maintenant, si l'on suit exactement le procédé de l'article XIII, on

trouvera que la formule m' — /i'^ h- p'I,^ devient

4o5pS77 — 78?', 2667 Ç -f- 25PS9475CS

expression que l'on peut mettre sous cette forme

(e') 346PS75 4- 25pS9475(Ç — i,5o8r7)'.

En donnant successivement à ^ les quatre valeurs précédentes, on aura

quatre nombres qui doivent représenter les nombres (a'), et qui, com-

parés à ces nombres, donnent, pour les erreurs de la formule,

oP',00, — iP',35, -t-iP',35, oP',00.
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Ces erreurs étant fort petites, on voit que la formule (e') a toute

l'exactitude qu'on peut désirer.

Cette formule est à son minimum lorsque ^ = 1,50817; en multi-

pliant cette valeur de "Ç par l'intervalle de 25'' i4™io*, que nous avons

pris pour unité, on aura 38'' 4°* pour l'intervalle dont le minimum de

la marée totale suit la quadrature. Par l'article XIII, le maximum de la

marée totale suit de SS^'So™ la syzygie, d'où il résulte que le minimum

doit suivre du même intervalle la quadrature. La différence entre les

résultats donnés par les observations des syzygies et par celles des

quadratures est 2'' 34"°; cette différence est dans les limites des er-

reurs des observations.

Pour comparer la théorie à la formule (e'), nous observerons que la

somme des valeurs de (L) et de (L') de l'article XIX est égale à

aSLFL, , ,.S ,"li/,l
TT -pï [p-3 (' - cos'e + cos*e) - -3 cos'e

J
^

«' "'

|

k étant égal à

'•b(^.-^)8^"B -r. -3 H' + cos^e).

Si l'on suppose i= 5 dans cette formule, elle sera la somme des

quatre nombres («'); il est facile d'en conclure que ces nombres

seront représentés par la formule

2^2 _ _ I _(i_cos*£ + cos*2) — — cos'ej (C-i,5o8i7)2 )

En comparant cette formule à la formule (e'), on aura

k — 346PS 75,

d'où l'on tire

20(1 -+- COS^ê)
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On aura ensuite

iSLTL, , ,, S ,1-
2 *p pi pi (I - cos»e -+- cos*e) - -, cos'e u»

"7L SYTT s WL ^ =-- 25p',9475.

(^pjcos'e - -j (^pï
- - cos«sj

(^^,
-
^j

Si Ton suppose dans le premier membre de cette équation, conformé-

ment à ce que nous avons trouvé dans l'article XXI,

4 = ^-^3' e = i9»3o', u = i2034'35%
r" 4o /

il devient 2']^'\^5g, ce qui ne diffère que de ip',5 du résultat

25i'S9475 donné par l'observation.

Reprenons l'équation

„/L S\ 346PS75/L _ S\_ 34

\/'3 Hy 2o(i cos*e)

Dans cette équation, la valeur de — est une moyenne entre toutes les

valeurs de cette quantité correspondantes aux observations de la

Table IV; or, dans cette Table, il y a dix équinoxes dans lesquels -^

est égal à sa valeur moyenne; il y a huit solstices d'été dans chacun

desquels cette quantité est ^ de sa valeur moyenne; enfin, il y a deux

solstices d'hiver dans lesquels ^ est f^ de sa valeur moyenne. On doit

donc supposer dans l'équation précédente cette quantité égale à 0,980

de sa valeur moyenne. De plus, la valeur de -75 dans cette même équa-

tion n'est que
J-J

de sa valeur moyenne; en faisant donc, dans les

moyennes distances,
JL 9
fJ3 f"

f.3

l'équation précédente donnera

2B^, ^?|f^- 0,985^ = 9?*,. 8023.
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Reprenons maintenant l'équation

trouvée dans l'article XIV. Dans cette équation, —3 est^ de sa valeur

moyenne ; elle devient ainsi

on aura donc

Hp-Q,985 ^ 9P^ï8o23

l^fx + x i9P',249

et, par conséquent,
|ji = 3,0071.

Cette valeur de (x diffère très peu de 3; ainsi l'on peut supposer, à fort

peu près, p, triple de -3.

Nous avons trouvé, dans l'article XVII, une seconde valeur de

2B(-7^ + ^); cette valeur est iqpsSSi : elle a, sur celle de l'ar-

ticle XIII, l'avantage d'être indépendante de l'évaluation de l'angle e;

en en faisant usage, on trouve

F= 2,9944,

valeur encore très approchante de 3. La moyenne entre ces deux va-

leurs de (i. est

/jL = 3,0007,

ce qui diffère si peu de 3 que l'on peut négliger la différence.

XXIII.

Les observations m'ont fait connaître que la loi de la variation des

marées totales, près de leur minimum, n'est pas la même dans les

équinoxes que dans les solstices. Pour cela, j'ai ajouté séparément

dans les observations de la Table IV les marées totales correspondantes

au jour même de la quadrature, que je désigne par zéro, et aux trois
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jours suivants, que je désigne par i, 2 et 3. La Table suivante offre les

résultats que j'ai obtenus :

TABLE V.

Marées totales Marées totales

des des

Jours. équinoxes. solstices.

pi Pi

o i83,5i 214, ;»4

I f54,!2 195,4»

•i- 161, ()9 195,77

3 199,91 213,3-2

Si, de la somme des marées totales des équinoxes correspondantes

aux jours o et 3, on retranche la somme des marées totales des équi-

noxes correspondantes aux jours i et 2, on aura 67P',4i pour la dif-

férence. Cette même différence, relativement aux marées totales des

solstices, n'est que de 36^', 38.

Maintenant, si l'on représente par a -+- IX,^ la loi de la variation des

marées totales vers les quadratures des équinoxes, et par a'-{-l'X^^

cette même loi vers les quadratures des solstices, X, étant l'intervalle

d'une marée quelconque au minimum des marées, on aura, par les

observations précédentes,

/:r::67pi,4i:36pî,38.

Voyons quel doit être le rapport de / à /' suivant la théorie. H est

facile de conclure de l'article XIX que ce rapport est celui de

S S
•i—, 2— cos*e

/'* /•'

sin*£ + -| ^ à -| ,^v
— — sin'c.

7T,cos»£- ^ ___cos«e

En substituant pour £ sa valeur i9°3o', on trouvera, par l'ar-

ticle XXI,
l '. l' '.'. 1,3721 : 0,6640,

en sorte que, / étant supposé égal à 67P',4i, l' est égal à 32^', 62, ce

qui diffère peu du résultat 36p',38, donné par l'observation. On voit

OEuvres de L. — WX. U



82 MÉMOIRE SUR LE FLUX ET REFLUX DE LA MER.

ainsi que la théorie s'accorde aussi bien avec les observations, relati-

vement à la variation des marées vers les quadratures, que relative-

ment à leur variation vers les syzygies. J'ai reconnu encore que les

observations s'accordaient avec la théorie d'une manière très précise,

relativement aux variations de la grandeur des marées vers les qua-

dratures, dues aux variations de la parallaxe lunaire.

XXIV.

On a vu, dans l'article XIX, que dans les quadratures de l'équinoxe

du printemps les marées du soir doivent l'emporter à Brest sur celles

du matin, et que, au contraire, les marées du matin doivent l'emporter

sur celles du soir dans les quadratures de l'équinoxe d'automne. Pour

vérifier ce phénomène, j'ai ajouté, dans onze quadratures vers l'équi-

noxe du printemps, l'excès des marées du soir sur celles du matin, le

premier et le second jour après la quadrature. La somme de ces excès

a été de 9P',68i. J'ai ajouté pareillement, dans treize quadratures vers

l'équinoxe d'automne, l'excès des marées du matin sur celles du soir;

la somme de ces excès a été de ioi",424« Par un milieu entre ces ob-

servations, on a o»'S4'9 pour l'excès d'une marée du soir sur celle du

matin dans les quadratures de l'équinoxe du printemps, ou d'une

marée du matin sur celle du soir dans les quadratures de l'équinoxe

d'automne.

Nous avons trouvé, dans l'article XV, oP',563 pour l'excès des ma-

rées du soir sur celles du matin dans les syzygies des solstices d'été.

Cet excès doit être au précédent, par les articles IX et XIX, dans le

L S L
rapport de —̂ + -^ à ^7^, ou dans le rapport de 4 à 3, ce qui est, à fort

peu près, le rapport des nombres qP', 563 et oP',4i9'

XXV.

On peut déterminer le niveau d'équilibre de la mer par les marées

des quadratures comme nous l'avons déterminé dans l'article XVIII,
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par les marées des syzygies. Pour cela, on retranchera de la somme

des vingt hauteurs absolues de la Table IV la demi-somme des vingt

marées totales de la même Table, et l'on aura, par l'article XIX, en

conservant les dénominations de l'article XVIII,

i6oe — 80/(2 ~ 3 sin*e) =: i329P',324.

On a, par l'article XVIII,

i6oe — 80/(2 — 3sin*e) = i355PS85o;

le terme — 80/(2 — 3sine*) est à fort peu près le même dans ces

deux équations; ainsi la valeur de e^ conclue de la première, est

moindre que sa valeur conclue de la seconde de la quantité

i355p»,85o — i329PS324

160

Mais cette seconde valeur est égale à 8pS7554, par l'article XVIII; la

première est par conséquent égale à 8ps5896.

La différence gps i658 des deux valeurs de e, déterminées, l'une par

les marées des syzygies, et l'autre par les marées des quadratures, doit-

elle être attribuée aux erreurs des observations ou aux circonstances

locales, qui, dans nos ports, altèrent les résultats de la théorie?

C'est ce que des observations plus nombreuses pourront apprendre

un jour. Je suis cependant très porté à croire que cette différence

tient, au moins en partie, aux circonstances locales : 1° la différence

26p',526 des deux seconds membres des équations précédentes me

paraît trop considérable pour dépendre uniquement des erreurs des

observations; 2** nous avons observé, dans l'article I, que, dans nos

ports, la mer, en descendant, n'atteint jamais exactement sa plus

petite hauteur donnée par la théorie; mais, dans les quadratures, où

elle s'élève moins que dans les syzygies, la mer doit en approcher

davantage. Ainsi le niveau de la mer doit paraître plus bas dans les

marées des quadratures que dans celles des syzygies ; ce qui vient

encore à l'appui de ce résultat, c'est que nous avons trouvé, dans l'ar-

ticle XVIII, la valeur de e plus petite dans les syzygies des solstices
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que dans celles des équinoxes. Cette considération doit influer sur le

rapport des forces lunaires et solaires conclu par les hauteurs des

marées, puisque ces hauteurs ne sont point exactement celles qui

résultent de la théorie; la diff'érence des diverses valeurs de e étant

peu sensible à Brest, le rapport de ces forces est bien déterminé par

les hauteurs des marées que l'on y observe ; mais, dans d'autres ports,

les diverses valeurs de e peuvent très sensiblement diff'érer par les

circonstances locales, et, dans ce cas, le rapport des forces lunaires et

solaires ne sera plus exactement donné par les hauteurs des marées.

XXVI.

Des heures et des intervalles des marées vers les syzygies.

Reprenons l'équation

g— cos'vsin2(9 — 9')

tang2(«^ + cj — 9'— \)
L S
^cos'v'h—3 COS' V COS 2 ( <p — cp')

trouvée dans l'article IX, et mettons-la sous cette forme

—il cos' v' sin 2 (
9'— 9 )

tang2(/i< -h CT — 9 — >) = -H j

-^ COS* V + ^ cos* v' COS 2 ( f'
— 9 )

L'angle 9' — flp étant peu considérable vers les syzygies, nous pourrons

négliger sa troisième puissance, et nous aurons

^(9'— 9)cos2v'

nt -\-w — o — X

-tCOS^'V -\ rr cos*v'

nt -i- zs — ':^ est l'angle horaire du Soleil. Pour le réduire en temps, il

faut le multiplier par -r^; cet angle est, par l'article VIII, relatif à un

instant qui précède de trente-six heures et demie celui que l'on con-

sidère; mais on peut, sans erreur sensible, le rapporter à ce dernier
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instant, en diminuant convenablement l'angle X. Soit alors T l'angle X

réduit en temps; l'heure de la marée sera donc

I 5 ( — COS* V H—^ cos* v'
j

Considérons l'heure de la pleine mer du jour même de la syzygie.

L'angle <p'— ? est nul à l'instant du maximum des marées, et cet

instant suit toujours la syzygie d'un intervalle constant qui est d'en-

viron SB** Se""; ç'— 9 est donc négatif relativement aux marées du jour

même de la syzygie. Lorsque cette phase de la Lune arrive le matin,

cet angle est plus petit que lorsque la syzygie arrive à midi. La marée

syzygie doit donc alors retarder sur Vheure moyenne de la marée sy-

zygie, en prenant pour cette heure celle qui a lieu lorsque la syzygie

arrive à midi. L'heure de la marée syzygie doit, au contraire, avancer

sur l'heure moyenne lorsque la syzygie arrive le soir. On ramènera

donc à cette heure moyenne la pleine mer d'une syzygie quelconque

en ajoutant à l'heure observée la quantité

1Ù°

V étant le moyen mouvement synodique de là Lune dans l'intervalle

d'une heure, et i étant le nombre d'heures dont la syzygie suit le midi.

V est, à fort peu près, d'un demi-degré, ce qui réduit la quantité pré-

cédente à i— Il suit de là que l'on doit ajouter ou retrancher de

l'heure observée de la marée i™3o* environ pour chaque heure dont

la syzygie suit ou précède le midi.

Le phénomène du retard ou de l'avancement des marées, suivant

que la syzygie arrive plus tôt ou plus tard, est un des premiers que

M. de Cassini ait tiré des observations. Il avait fixé à 2" par heure la

correction que nous venons de trouver de i"3o* : les observations

considérées en grand nombre m'ont fait voir que cette correction est,

à peu près, telle que la théorie la donne.
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Soit U le mouvement synodique de la Lune depuis l'instant de la

marée, lorsque la syzygie arrive à midi, jusqu'à l'instant du maximum

de la marée; l'heure de la pleine mer du jour même de la syzygie vers

les équinoxes sera, à très peu près,

L
r
raUcoSe

'51^ + -^
/•"

et, le jour d'une syzygie vers les solstices, l'heure de la pleine mer

sera

T
b.^

l5( — H ;:: I COS£

ainsi, l'heure moyenne de la pleine mer des syzygies des équinoxes

doit retarder sur celle des syzygies des solstices d'une quantité, à fort

peu près, égale à

Usine lange

20

La fonction

4u

augmente dans le périgée de la Lune et diminue dans son apogée; les

marées du jour de la syzygie doivent donc, tout étant égal d'ailleurs,

avancer dans le périgée de la Lune et retarder dans son apogée.

Ces divers résultats ont lieu pour les marées du soir comme pour

celles du matin; la seule différence entre elles est que la valeur de U

n'est pas la même pour ces deux marées : elle est moindre d'environ

ë"* dans la marée du soir; l'heure de cette marée retarde par consé-

quent sur l'heure de la marée du matin de la quantité

5(- + ^)
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ou d'environ 18"*, en sorte que si l'heure de la marée du matin est a,

celle de la marée du soir sera, à peu près, a -+ iS™.

XXVII.

Pour vérifier ces résultats par les observations, j'ai ajouté les heures

des marées du matin à Brest, dans trente-six syzygies que j'ai prises

le plus près que je l'ai pu des équinoxes, en ramenant, par la règle

précédente, les heures des marées à ce qu'elles auraient été si la

syzygie fût arrivée à midi, et en considérant à la fois deux syzygies

consécutives pour faire disparaître l'effet des variations des distances

de la Lune. J'ai trouvé i2i'*5o™o* pour la somme de ces heures, ce

qui donne 3''23™3* pour l'heure moyenne de la marée du matin h

Brest, dans les syzygies vers les équinoxes. J'observerai ici que, dans

ces résultats et dans tous ceux qui suivent, les heures sont comptées

en temps vrai.

J'ai ajouté de la même manière les heures des marées du matin,

dans trente-six syzygies que j'ai ('hoisies le plus près que je l'ai pu

des solstices, en considérant de plus autant de solstices d'été que de

solstices d'hiver pour faire disparaître l'effet de la variation des dis-

tances du Soleil. J'ai trouvé ii8''46™3o'' pour leur somme, ce qui

donne 3''i7'"58' pour l'heure moyenne de la marée du matin à Brest,

dans les syzygies vers les solstices. Cette heure avance donc, par les

observations précédentes, de 5" 5* sur l'heure moyenne des syzygies

des équinoxes.

En considérant de la même manière les marées du soir à Brest, j'ai

trouvé, par quarante-six observations, 3'*4o'"56* pour l'heure moyenne

de la marée du soir vers les syzygies des équinoxes; et j'ai trouvé, par

quarante observations, 3** 36^0" pour l'heure moyenne de la marée du

soir vers les solstices. Cette heure avance donc sur la précédente de

4™56' : ainsi l'avance des marées syzygies, par l'effet des déclinaisons,

est à la fois confirmée par les observations des marées du matin et par

celles des marées du soir.



88 MÉMOIRE SUR LE FLUX ET REFLUX DE LA MER.

Le milieu entre les avances des marées du matin et du soir dans les

observations précédentes est 5™!"; mais, dans ces observations, les

syzygies considérées vers les équinoxes et vers les solstices étaient

sensiblement éloignées de ces points, en sorte que, pour comparer au

résultat précédent son expression analytique

U sine tange— >

20

il faut supposer i moindre que l'obliquité de l'écliptique et ne le

porter qu'à 16° ou 17°, et alors la formule précédente est d'accord

avec l'observation.
•

Si l'on prend un milieu entre les soixante-douze observations précé-

dentes des marées du matin, on trouve que, à Brest, l'heure moyenne

de la marée du matin dans les syzygies est de S^'so^So*. En prenant

semblablement un milieu entre les quatre-vingt-six observations pré-

cédentes des marées du soir, l'heure moyenne de cette marée dans les

syzygies est de S'^SS^SB'; elle est par conséquent plus avancée que la

première de 18™ 8% ce qui est conforme à la théorie.

XXVIIL

Pour déterminer, par les observations, l'effet de la variation de la

distance lunaire, j'ai ajouté les heures des marées du matin dans dix-

huit syzygies dans lesquelles le demi-diamètre de la Lune surpassait

16', en ramenant ces heures à celles qui auraient eu lieu si la syzygie

fût arrivée à midi ; j'ai trouvé 57** 4o™ pour leur somme.

J'ai pareillement ajouté les heures des dix-huit marées syzygies

correspondantes dans lesquelles le demi-diamètre de la Lune était

au-dessous de i5', et j'ai trouvé 63^*52™ pour leur somme, ce qui

donne 20™ 4o* pour la différence moyenne entre les heures des marées

apogées et les heures des marées périgées dans ces observations.

J'ai ajouté encore les heures des marées du soir dans les dix-huit

syzygies périgées précédentes, et j'ai trouvé 64*' 12™ pour leur somme.
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Les heures des marées du soir dans les dix-huit syzygies apogées pré-

cédentes m'ont donné pour leur somme 68*' i4™3o% ce qui donne à peu

près i3™ pour la différence moyenne entre les heures des marées syzy-

gies apogées et celles des marées syzygies périgées, dans ces obser-

vations : ainsi le retard des marées syzygies apogées sur les marées

syzygies périgées est à la fois indiqué par les observations des marées

du matin et par celles des marées du soir. Ce retard dans les marées

du soir n'est qu'environ deux tiers de ce même retard dans les

marées du matin, et cela doit être suivant l'analyse de l'article XXVI,

parce que la distance des marées du soir du jour même de la syzygie,

au maximum des marées, n'est qu'environ les deux tiers de cette

même distance relative aux marées du matin.

La somme des dix-huit demi-diamètres de la Lune périgée dans ces

observations a été de 2gg'^S"; la somme des dix-huit demi-diamètres

apogées correspondants a été de 267' r4". Si l'on prend un résultat

moyen entre les observations des marées du matin et celles des

marées du soir, on trouve qu'à une variation de i' dans le demi-

diamètre de la Lune répond une variation de g'2j" dans l'heure de

la marée du jour même de la syzygie ou, plus exactement, dans la

demi-somme des heures des marées du matin et du soir.

Comparons sur ce point la théorie aux observations. On. a vu dans

l'article XXVI que le retard des marées apogées dépend de la diminu-

tion de la fonction

^Si^-^^.

Soit Br' la variation de r'; la variation correspondante de U sera,

comme l'on sait, à peu près — 2U^7- La variation de la fonction

précédente sera donc, en observant que -75 = -^,

_ 33 âr;

16 r'

i5

OEuvres de L. — \U. 12
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Le demi-diamètre moyen de la Lune étant supposé i5'45", i dans les

syzygies, on a
)r 60"

U est ici le moyen mouvement synodique de la Lune depuis l'instant

moyen entre les deux marées du jour de la syzygie supposée arriver à

midi jusqu'à l'instant du maximum de la marée. En supposant que ce

maximum suit de Sô'^Sg™ la syzygie, U sera le moyen mouvement

synodique de la Lune vers les syzygies, dans l'intervalle de 89^, et

par conséquent il sera à fort peu près égal à 20^7', ce qui donne

— 10' 33" pour la fonction précédente. Sa valeur donnée par les obser-

vations précédentes est — 9'27". La différence i'6" est dans les limites

des erreurs des observations, vu surtout l'incertitude qui existe sur le

moment de la pleine mer. Nous verrons d'ailleurs, dans la suite, la

raison par laquelle la théorie surpasse un peu sur ce point le résultat

des observations.

XXIX.

Il est facile, par l'article XXVI, de déterminer le retard journalier

des marées vers les syzygies. Si U exprime le mouvement synodique de

la Lune dans l'intervalle d'une des deux marées du jour même de la

syzygie à la marée correspondante du troisième jour qui la suit, le

retard de la marée de ce troisième jour sur la marée du jour même de

la syzygie sera, dans les équinoxes,

-rrUCOSg
f.13

et, dans les solstices, il sera

Au

i5 cose

Ces formules sont d'autant plus exactes, que l'instant du maximum de

la marée tombe à peu près au milieu de l'intervalle que nous considé-
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rons. On voit ainsi que le retard des marées est plus grand dans les

syzygies des solstices que dans celles des équinoxes; on voit encore

que ce retard est plus grand dans les syzygies où la Lune est périgée

que dans celles où elle est apogée.

Pour vérifier ces résultats par le^ observations, j'ai ajouté les retards

des marées du matin du jour même de la syzygie au troisième jour

qui la suit, dans vingt-quatre observations les plus voisines que j'ai

pu choisir des équinoxes, en ayant toujours soin de considérer à la

fois deux syzygies consécutives. La somme de ces retards a été de

43''52'°3o% ce qui donne i''49™4i' pour le retard moyen.

J'ai ajouté pareillement les retards des marées du soir, du jour

même de la syzygie au troisième jour qui la suit, dans trente obser-

vations les plus voisines que j'ai pu choisir des équinoxes, en ayant

toujours soin de considérer à la fois deux syzygies consécutives. La

somme de ces retards a été de 55*'i7™3o% ce qui donne i''5o™35'

pour le retard moyen.

En prenant un milieu entre ces retards des marées du matin et du

soir, on a i^'So^SS 12 pour le retard moyen des marées du jour même

de la syzygie au troisième jour qui la suit, ce qui donne 36™43* pour

le retard journalier des marées syzygies vers les équinoxes.

En considérant de la même manière les retards des marées du matin

dans vingt-deux observations les plus voisines que j'ai pu choisir des

solstices, j'ai trouvé leur somme égale à 45^37™, ce qui donne a**3™49'

pour le retard moyen.

La somme des retards des marées du soir dans trente-deux obser-

vations semblables a été de 65''49"'3o% d'où résulte 2''2'°48' pour le

retard moyen.

Le milieu entre ces retards des marées du matin et du soir est

2*" 3"49% ce qui donne 4i™i6* pour le retard journalier des marées

syzygies vers les solstices, retard qui est de 4™33' plus grand que vers

les équinoxes. On voit ainsi que les observations des marées du matin

et du soir vers les syzygies concourent à établir l'influence des décli-

naisons des astres sur le retard journalier de ces marées.
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Si l'on prend un milieu entre les retards des marées du matin et du

soir, tant vers les équinoxes que vers les solstices, dans les observa-

tions précédentes, on trouve i''56'"58%5 pour le retard moyen des

marées du jour même de la syzygic au troisième jour qui le suit.

Suivant les formules précédentes, ce retard doit être plus grand

vers les solstices que vers les équinoxes de la quantité

U sine tange

20

U est le moyen mouvement synodique de la Lune dans l'intervalle des

marées que l'on considère, c'est-à-dire dans l'intervalle de 3J 1*^57™ :

sa valeur est d'environ 38° 20'. En égalant donc la formule précédente

à la différence observée des retards, différence qui, par ce qui pré-

cède, est égale à i3"4i'» on aura, à fort peu près,

ce qui peut être admis; en sorte qu'à cet égard la théorie est d'accord

avec les observations.

XXX.

L'accroissement du retard journalier des marées périgées vers les

syzygies et la diminution du retard journalier des marées apogées

vers les syzygies sont indiqués, d'une manière très sensible, par les

observations. Dans neuf marées syzygies du matin, dans lesquelles le

demi-diamètre de la Lune surpassait 16', j'ai trouvé ig^'SS" pour la

somme des retards des marées du jour même de la syzygie au troi-

sième jour qui la suit, tandis que la somme de ces retards dans les

marées syzygies voisines ou correspondantes, dans lesquelles le demi-

diamètre de la Lune était au-dessous de i5', n'a été que de 14'' 7".

La somme des retards des marées du soir dans les mêmes syzygies

périgées a été de 19'' 55"; dans les mêmes syzygies apogées, cette

somme n'a été que de i4''27™.

Le phénomène que nous considérons ici est si sensible, que, dans

chacune des observations précédentes, le plus petit retard observé des
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marées périgées a surpassé le plus grand retard observé des marées

apogées, ce qui prouve la nécessité de considérer à la fois, dans la dé- •

fcrmination des retards des marées syzygies, les deux syzygies consé-

cutives, lorsque l'on veut faire disparaître l'effet de la variation dos

distances de la Lune à la Terre.

Si l'on prend un milieu entre les retards des marées du matin et du

soir dans les observations précédentes, on trouve que le retard journa-

lier des marées périgées a été plus grand que le retard journalier des

marées apogées, de i2"a9'.

La somme des demi-diamètres de la Lune périgée dans ces observa-

tions a été de 149' 5o", et la somme des demi-diamètres de la Lune

apogée a été de i33'29"; ainsi la différence 12^29* des retards journa-

liers répond à i'49" de variation dans le demi-diamètre de la Lune, ce

qui donne 6™5o* de retard pour i' d'accroissement dans ce demi-dia-

mètre.

Pour comparer, sur ce point, la théorie aux observations, nous

remarquerons que, par ce qui précède, la variation du retard des ma-

rées périgées et apogées dépend de la variation de la fonction

,.'3 ^

<^
Supposons que r' varie de Br', la variation de U sera, à fort peu

près, — 2U-j; en nommant donc q la valeur moyenne de la fonction

L 3S
précédente, et en observant que -^^^ = -^ à fort peu près, on aura

1 1 èr'

pour la variation de cette fonction.

Par un milieu entre les retards journaliers des marées syzygies vers

les équinoxes et vers les solstices, la valeur de q relative à un jour est

de 39™; en supposant ensuite que la variation Br' réponde à i' de va-

riation dans le demi-diamètre de la Lune, et que le demi-diamètro
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moyen de cet astre soit de i5'45",i, on aura

ïi èr' -,
--4 ^7^=-6'"49''•

Les observations nous ont donné — 6°5o'; elles sont donc, à cet

égard, parfaitement conformes à la théorie.

XXXÏ.

Le retard des marées vers les syzygies offre un moyen de déterminer

le rapport des forces lunaires et solaires. Pour cela, reprenons l'équa-

tion trouvée dans l'article XXVI,

;j^ cos*v'sin2(9'— 9)
tang 2{nt-hrs3 —

<f)

— 1)t=z — -

-jCOS'vH—7^ C0S'v'C0S2(9'— (p)

Si l'on nomme (i. le retard de la marée du jour même de la syzygie

au troisième jour qui la suit, ce retard étant moyen entre le retard des

syzygies des équinoxes et celui des syzygies des solstices, cette équa-

tion donnera, en observant que l'instant du maximum des marées est

à peu près au milieu de l'intervalle que nous considérons,

L . ,,
73 sinU

tangfx =
s

^
j^

'

-j + -^ cos U

[i. étant évalué en arc de cercle à raison de i5** par heure, et U étant le

moyen mouvement synodique de la Lune dans l'intervalle de la marée

du jour de la syzygie à la marée du troisième jour qui la suit. On aura

donc
L^

r'^ lang/jL

^ "* sinU — tang/jLCOsU

r»

Le retard [x est, par l'article XXIX, de 70 18», 5 en temps; en le conver-

tissant en degrés, on a
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Le moyen mouvement synodique de la Lune dans les syzygies, pendant

l'intervalle de trois jours plus 7018% 5 est de 38°i6'25" : c'est la va-

leur de U; on trouvera ainsi, dans les syzygies,

-g- —3,11271.

Pour réduire ce rapport des forces lunaire et solaire à la distance

moyenne de la Lune à la Terre, il faut le diminuer d'environ ~^, à

raison de l'argument de la variation; mais il faut l'augmenter ensuite

à peu près de j^, par la considération suivante.

Dans l'équation -^ = o, qui, par l'article IX, détermine l'instant de

la pleine mer, —^ est multiplié par n — m, ml étant le moyen mouve-

ment du Soleil et —3 est multiplié par n — m\ m' étant le moyen mou-

vement de la Lune. Ainsi le rapport des forces lunaire et solaire,

L S
donné par les retards des marées, est celui de {n—m')-r^ à (ji—m)-^\

il doit donc être augmenté de sa
y _ ^ )

partie, ou d'environ j^,

pour donner le rapport véritable de

retards observés des marées syzygies,

L S
pour donner le rapport véritable de -75 à -ij- On aura ainsi, par les

-^— = 3,i36o5,

r»

ce qui diffère peu du rapport trouvé par les hauteurs des marées dans

l'article XXII.

XXXII.

Des heures et des intervalles des marées vers les quadratures.

Reprenons l'équation
^

-j3C0S»y'sina(<p'— 9)
(A) lang2(ni + GT — 9 — X) = ^

— COS*VH jjC0S'v'C0S2(9'— 9)
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trouvée dans l'article XXVI. Si l'on y change 9' dans 90°+ 9' ou dans

270**+ 9', elle deviendra

p^cos2v'sin2(cp'-9)

{ang2{nt -j- gj — 9 — >.) =r -^—— —
-^^

•

-j-^ cos^ v' COS 2
(
9'—

(p ) COS^ V .,

l'angle 9—9 étant peu considérable vers les quadratures, nous pou-

vons négliger son cube, ce qui donne

nt -hU5 — 9 H- 90° — >.

L o ,
S

-7. COS^V' :—jCos^v' :5Cos=v

/i? + cî — 9 est l'angle horaire du Soleil ; en le réduisant en temps, on

aura, pour l'heure de la pleine mer,

-7i(?'-?)C0S«v'
eh + T

-7-, cos*v' cos*v

Dans les quadratures des équinoxes, cette fonction devient, à fort peu

près,

-TfgU'coseliH sln*g|

6''4-T-

l5(-f3COS«£- -3

et, dans les quadratures des solstices, elle devient à peu près

-7^ U'coseï I lang*£

5(,-^3--,:3Cos^^)

U' étant le mouvement synodique de la Lune, depuis l'instant de la

pleine mer que l'on considère jusqu'à l'instant du minimum de la

marée, où U' est nul. Ce second instant suit la quadrature d'un inter-

valle constant; ainsi le jour même de la quadrature, l'angle U' est plus

petit lorsque la quadrature arrive le matin, que lorsqu'elle arrive à
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midi; il est plus grand lorsque cette phase arrive le soir. En prenant

donc, pour l'heure moyenne de la marée du jour de la quadrature,

celle qui a lieu lorsque la quadrature arrive à midi, l'heure de la

marée quadrature doit retarder sur l'heure moyenne lorsque la qua-

drature arrive le matin; elle doit au contraire avancer lorsque la qua-

drature arrive le soir. On ramènera donc, à fort peu près, à cette

heure moyenne l'instant de la pleine mer d'une quadrature quel-

conque, en ajoutant à l'heure observée la quantité ^) u étant le

moyen mouvement synodique de la Lune dans l'intervalle d'une

heure, et i étant le nombre d'heures dont la quadrature suit l'in-

stant du midi. L'angle u est à peu près de { degré, ce qui réduit la

quantité précédente à i.3" ('), en sorte que l'on doit ajouter ou retran-

cher de l'heure observée de la marée environ 3 minutes pour chaque

heure dont la quadrature suit ou précède l'instant du midi; mais les

termes de l'ordre U'^ que nous avons négligés, et qui sont fort sensi-

bles vers les quadratures, diminuent un peu cette correction et la

réduisent à 2'"3o% comme nous le verrons bientôt.

Il est clair, par les formules précédentes, que l'heure de la marée

des quadratures des solstices doit retarder sur celle des quadratures

des équinoxes. En retranchant les expressions analytiques de ces

heures et en observant que, sin's étant une petite fraction, on peut

négliger les quantités multipliées par ^ sin*£; on trouve que le retard

des marées quadratures solsticiales sur les marées quadratures équi-

noxiales est, à fort peu près, égal à

^U' sine lange

20

Suivant l'article XXVI, le retard des marées syzygies équinoxiales sur

les marées syzygies solsticiales est

Usine tange

-tu 3'°

(') En partant de l'expression —t on trouverait *

—

(Note de l'Editeur.)

Œuvres de L. — XU. i3
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U est un peu plus grand que U', parce que les marées quadratures

arrivent plus tard que les marées syzygies; ainsi le retard des marées

quadratures solsticiales sur les marées quadratures équinoxiales est

environ quadruple du retard des marées syzygies équinoxiales sur les

marées syzygies solsticiales, du moins lorsque l'on n'a point égard

aux termes de l'ordre U ^

XXXIIL

Comparons ces résultats aux observations; pour cela, j'ai ajouté les

heures des marées du matin du jour même de la quadrature, dans

trente quadratures le plus voisines que j'ai pu choisir des solstices,

en considérant à la fois deux quadratures consécutives, et en rame-

nant, par la règle précédente, ces heures à celles qui auraient eu lieu

si la quadrature fût arrivée à midi. J'ai trouvé, pour la somme de ces

heures, 258^38™, ce qui donne 8''37™ i6* pour l'heure moyenne de la

marée du matin du jour des quadratures vers les solstices.

En ajoutant, de la même manière, les heures de trente marées du

matin, le plus voisines que j'ai pu choisir des équinoxes, j'ai trouvé

pour leur somme 247'*46™3o*, ce qui donne 8*'i5"33* pour l'heure

moyenne de la marée du matin, le jour des quadratures vers les équi-

noxes; cette heure est plus petite que la précédente de 21'" 43*.

Pour confirmer le même résultat par les marées du soir, j'ai ajouté,

par le même procédé que ci -dessus, les heures des marées du soir

du jour même de la quadrature, dans trente quadratures le plus voi-

sines que j'ai pu choisir des solstices, et j'ai trouvé pour leur somme

273''46'"3o% ce qui donne 9'*7™33' pour l'heure moyenne de la marée

du soir, dans les quadratures vers les solstices.

En ajoutant, de la même manière, les heures des marées du soir dans

trente quadratures le plus voisines que j'ai pu choisir des équinoxes,

j'ai trouvé pour leur somme 263'' 27^30% ce qui donne l'heure moyenne

de la marée du soir, dans les quadratures vers les équinoxes, égale à

8''46°'55% plus petite que la précédente de 2o'"38^ Ainsi, le retard de

la marée quadrature des solstices sur la marée quadrature des équi-
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noxes est confirmé à la fois par les observations des marées du matin

et celles des marées du soir.

La moyenne entre les deux retards donnés par ces observations est

21 '"20". Par l'article XXVII, le retard des marées du jour de la syzygie

vers les équinoxes sur cette même marée vers les solstices, est 5'"I^

Le retard des marées produit par les déclinaisons des astres est donc,

suivant les observations comme par la théorie, environ quatre fois

plus grand dans les quadratures que dans les syzygies.

Si l'on prend un milieu entre les heures des marées du matin du

jour des quadratures, vers les équinoxes et vers les solstices, on aura

pour l'heure moyenne de cette marée 8'' 26'" 24'. Pareillement, l'heure

moyenne de la marée du soir dans les quadratures est S^5']'° i4'.

On peut remarquer ici que le retard observé des marées du jour de

la quadrature vers les solstices sur les marées du jour de la quadrature

vers les équinoxes est à peu près le même par les marées du matin que

par celles du soir. Il semble cependant que, suivant la théorie, il doit

être d'environ un tiers plus petit dans le second cas que dans le pre-

mier, la valeur de U' étant à peu près d'un tiers plus petite. Quoique

les causes irrégulières aient une influence très sensible sur les heures

des marées quadratures, la différence entre la théorie précédente et

les observations me paraît trop considérable pour pouvoir être attri-

buée uniquement aux erreurs des observations. J'ai soupçonné, en

conséquence, que les termes dépendants de U^ que j'ai négligés pou-

vaient diminuer la différence entre les retards donnés par les marées

du matin et par celles du soir et les rapprocher de. l'égalité et, par

conséquent, des observations.

Pour vérifier cette conjecture, j'ai calculé, au moyen de l'équa-

tion (A) de l'article précédent, les heures des marées du matin, tant

dans les équinoxes que dans les solstices : i" en supposant le Soleil et

la Lune mus dans un plan incliné de 19"* à l'équateur; 2'' en faisant

dans les moyennes distances

_L _ 3S
r» ""

r*
'
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et en observant que, à raison de l'argument de la variation, -,5 doit

être diminué de ^ dans l'équation (A), et qu'il doit être encore

diminué de ^ par l'article XXXI; 3" que les heures moyennes des

marées du matin et du soir dans les quadratures sont telles que nous

venons de les déterminer par les observations; 4° enfin, que la qua-

drature arrive à midi et qu'elle précède de Sô'^So" le minimum des

marées. J'ai obtenu ainsi les résultats suivants :

Équinoxen.

Heures des marées

quadratures du soir. quadratures du matin.

6h+T — 2i'6"'25« 6''+T — l'^Si^iS»

Solstices.

6»> + T — i'»43"^22« 6'' + T — i»'i2°'54«

Le retard des marées quadratures des solstices sur les marées qua-

dratures des équinoxes est donc de 23"3* pour les marées du matin et

i8™2i* pour les marées du soir. Suivant les observations précédentes,

les retards sont de 2i™43' et de 2o™38^ La différence est dans les

limites des erreurs des observations et de la supposition que nous

avons faite sur l'angle £. On voit par les résultats précédents que les

retards des marées ne diffèrent que d'environ 4™42' pour le matin et

pour le soir, tandis que cette différence, en n'ayant égard qu'aux

termes dépendants de la première puissance de U', serait d'environ

7™, d'où il suit que les termes dépendants de U' rapprochent ces

deux retards de l'égalité. ^

Suivant les résultats précédents, l'heure moyenne de la marée qua-

drature du matin est 6'' + T — i''54"'54% et l'heure moyenne de la

marée du soir est G'^h-ï — i''22*"4'; elle surpasse ainsi la première

de 32™ 5o^ Suivant les observations précédentes, cet excès est de

3o™5o% ce qui diffère peu du résultat du calcul. On voit en même

temps que, pour l'intervalle de douze heures et demie qui sépare les

marées quadratures du matin de celles du soir, le retard des marées
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est de 32"5o», ce qui fait à peu près 2™3o» par heure, corame nous

l'avons annoncé ci-dessus.

XXXIV.

Si l'on suppose le Soleil et la Lune dans le plan de l'équateur,

l'heure de la marée du jour de la quadrature sera

ei' + T-
^iU'

Cette heure varie avec la parallaxe de la Lune; elle retarde dans son

apogée, et elle avance dans son périgée. §r' étant l'accroissement de r',

le retard de la marée sera
3 ôr ' ly

4 r' i5'

Par l'article XXVIII, le retard de la marée dans les syzygies, dû à la

variation de la distance de la Lune, est

33 ar' £
i6 r' i5*

Ainsi U étant un peu plus grand que U', ce retard est environ trois

fois plus grand dans les syzygies que dans les quadratures. Ce qui

augmente encore cet effet de la parallaxe dans les syzygies, c'est que,

à raison de l'évection, la variation des distances de la Lune est plus

grande dans ces points que dans les quadratures. Il y a même une

cause, savoir le retard des marées sur l'heure de la théorie, à mesure

qu'elles sont plus grandes, qui rend cet effet de la parallaxe lunaire

presque nul dans les quadratures. Ces résultats sont entièrement con-

formes aux observations des marées.

XXXV.

Il est facile, par l'article XXXII, de déterminer le retard journalier

des marées vers la quadrature. Si U' exprime le mouvement synodique
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de la Lune dans l'intervalle de l'une des deux marées du jour même

de la quadrature à la marée correspondante du troisième jour qui la

suit, on trouvera que le retard de la marée de ce troisième jour sur

la marée du jour même de la quadrature est plus grand dans les qua-

dratures des équinoxes que dans celles des solstices, et que la diffé-

rence est à fort peu près égale à

i3 ... .

-^U'smEtangc

20

Par l'article XXIX, la différence de ces retards dans les syzygies est

Usine lange

elle est donc environ quatre fois moindre dans les syzygies que dans

les quadratures. Voyons ce que les observations donnent à ce sujet.

J'ai ajouté la somme des retards des marées, depuis la marée du

matin du jour même de la quadrature jusqu'à la troisième marée cor-

respondante qui la suit, dans trente quadratures le plus voisines que

j'ai pu choisir des solstices, en ayant toujours soin de considérer deux

quadratures consécutives; j'ai trouvé 98'' 26^0* pour la somme de ces

retards, ce qui donne 3*'i6'"52* pour le retard moyen.

J'ai ajouté pareillement les retards des marées, depuis la marée du

matin du jour même de la quadrature jusqu'à la troisième marée cor-

respondante qui la suit, dans trente-deux quadratures le plus voisines

que j'ai pu choisir des équinoxes, et j'ai trouvé iSi'^ig^So' pour la

somme de ces retards, ce qui donne 4*'6™i4* de retard moyen, plus

grand que le précédent de 49"22^

La somme des retards des marées du soir, considérées de la même

manière dans vingt-six observations des quadratures le plus voisines

que j'ai pu choisir des solstices, a été de 86''47'"3o% ce qui donne

3** 20™ 17* de retard moyen.

La somme de ces retards dans vingt-huit observations des quadra-

tures le plus voisines que j'ai pu choisir des équinoxes a été de
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ii5*'i6'"3o% ce qui donne 4''7"ïo'de retard moyen, plus grand que

le précédent de 46™ 53'; ainsi l'accroissement du retard des marées

des quadratures par les déclinaisons de la Lune est à la fois prouvé par

les observations des marées du matin et par celles des marées du soir.

En prenant un milieu entre les cinquante-six observations précé-

dentes du matin et du soir vers les solstices, on a 3''i8™27%32 pour

le retard moyen de la marée du jour de la quadrature vers les sol-

stices à la troisième marée correspondante qui la suit.

En prenant un milieu entre les soixante observations précédentes

du matin et du soir vers les équinoxes, on a 4*'6'"36%oo pour le retard

moyen, qui surpasse le précédent de 48" 8% 68.

Nous venons de voir que l'excès du retard des marées syzygies vers

les solstices sur le retard des mêmes marées vers les équinoxes, en

considérant l'intervalle de la marée du jour même de la syzygie k la

marée correspondante du troisième jour qui la suit, doit être à peu

près le quart de 48"" 8% 68, et par conséquent d'environ 12"*. Par l'ar-

ticle XXIX, cet excès est de i3'°4i*; la différence est dans les limites

des erreurs des observations.

Le milieu entre les retards précédents des marées quadratures, tant

vers les équinoxes que vers les solstices, est 3*'42"3i%66, ce qui

donne i'*i4™io' pour le retard journalier des marées, près de leur

minimum.

Les marées périgées avancent et les marées apogées retardent dans

les quadratures comme dans les syzygies; mais, par les observations,

ce phénomène est beaucoup moins sensible dans les quadratures que

dans les solstices, ce qui est conforme à la théorie, comme l'on peut

facilement s'en convaincre par l'analyse de l'article précédent. Pour

m'assurer de cette conformité, j'ai ajouté dans onze quadratures, dans

lesquelles le demi-diamètre de la Lune était au-dessous de i5', les

retards des marées, depuis les marées tant du matin que du soir, du

jour même de la quadrature, jusqu'aux troisièmes marées correspon-

dantes qui les suivent, et j'ai trouvé 78**24™ pour la somme de ces

retards. J'ai ajouté pareillement dans les onze quadratures correspon-
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dantes dans lesquelles le demi-diamètre de la Lune était au-dessus de

i6', les retards des marées, tant du matin que du soir, depuis le jour

même de la quadrature jusqu'aux troisièmes marées correspondantes

qui les suivent, et j'ai trouvé Si'' 26™ pour la somme de ces retards. La

somme des demi-diamètres lunaires dans les onze premières quadra-

tures était de i63'i2", et dans les onze dernières quadratures cette

somme était de 176' 44"; ainsi i3'32" d'accroissement dans la somme

de ces demi-diamètres ont produit 3'' 2°* d'accroissement dans la somme

de ces retards, d'où il est aisé de conclure qu'une minute d'accroisse-

ment dans le demi-diamètre lunaire augmente de i34' le retard de la

marée, depuis la marée du jour de la quadrature jusqu'à la troisième

marée correspondante qui la suit. Par l'analyse de l'article précédent,

cet accroissement ne doit être que le tiers du même accroissement

dans les marées syzygies, accroissement que nous avons trouvé dans

l'article XXX de 4io% dont le tiers, i37% diffère très peu de 134' •

ainsi la théorie est parfaitement d'accord avec les observations sur cet

objet.

XXXVI.

Le retard des marées vers les quadratures offre un nouveau moyen

de déterminer le rapport des forces lunaire et solaire. Pour cela,

reprenons l'équation trouvée dans l'article XXXII

-j^ cos- v' sin 2 ( <p'— © )

tang2(n<H-Tn — 9 — X) == -j ^--

-^cos*v'cos2(<p'— o) rjcos'v

Si l'on nomme [x le retard de la marée du jour de la quadrature à la

troisième marée correspondante qui la suit, ce retard étant moyen

entre les retards vers les quadratures des équinoxes et vers les qua-

dratures des solstices, l'équation précédente donnera

^sinU'

-ttCosU'
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(JL étant évalué en arc de cercle, à raison de i5° par heure, et U' étant

le moyen mouvement synodique de la Lune, dans l'intervalle de la

marée du jour de la quadrature à la troisième marée correspondante

qui la suit. L'équation précédente est d'autant plus exacte que le

minimum de la marée tombe à peu près au milieu de cet intervalle.

On aura donc
L^

/•'* tangjui

langjji cos U'— sin U'

Le retard (a est, par l'article précédent, de 3''42™3i',66; en le conver-

tissant en degrés, à raison de i5° par heure, on aura

|ji = 55°37'55''.

U' est le moyen mouvement synodique de la Lune vers les quadra-

tures, dans l'intervalle de 3J3''42"32*; d'où l'on conclut, en ayant

égard à l'argument de la variation,

U'=37°43'45%

ce qui donne
L^

-^ =: 2,6852.

Pour réduire ce rapport à la distance mt)yenne de la Lune à la Terre,

il faut l'augmenter d'environ ^, à cause de l'argument de la variation

qui, dans les quadratures, augmente la distance lunaire. Il faut ensuite

augmenter le nouveau rapport que l'on trouvera d'environ ^, par la

considération que nous avons faite à la fin de l'article XXXI; on aura

ainsi, par les retards des marées quadratures.

-g- =2,844o.

Les retards des marées syzygies nous ont donné, dans l'article XXXI,

OEucresde L. — XU. l4
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3,i36o pour ce même rapport. En prenant un milieu entre ces deux

rapports, on aura, par les retards des marées, tant vers les syzygies

que vers les quadratures,

' il— 1= 2
,
99000,

ce qui diffère très peu du rapport 3,0007 trouvé dans l'article XXIÏ

par les hauteurs des marées. Le milieu entre ces deux derniers rap-

ports est 2,9954; ainsi toutes les observations des hauteurs et des

intervalles des marées nous conduisent à regarder la force lunaire

comme étant triple à très peu près de la force solaire.

XXXVII.

Le rapport des forces du Soleil et de la Lune est important, non

seulement dans la théorie des marées, mais encore dans l'Astro-

nomie, en ce qu'il influe sur les phénomènes de la précession, de

la nutation et sur l'équation lunaire des Tables du Soleil. Newton

l'a fait égal à 4»48i5, d'après les observations des hauteurs des

marées; M. Daniel Bernoulli, dans sa pièce sur le flux et le reflux

de la mer, l'a réduit à f , d'après les retards observés des marées vers

les syzygies. Si l'on fait, avec Bradley, la nutation de l'axe terrestre

de 9", ce rapport doit être supposé égal à 2. En discutant avec un

soin particulier la collection nombreuse des observations des marées

faites à Brest au commencement de ce siècle, nous avons été conduits,

par les deux moyens que Newton et M. Daniel Bernoulli ont employés

séparément, au rapport de 3 à i, pour celui des forces de la Lune et

du Soleil. Ce rapport peut donc être regardé comme fort approché.

Pour que l'on puisse juger de son degré d'approximation, nous allons

déterminer, suivant les quatre rapports 2, |, 3, 4> les retards (jl des

marées dans les syzygies et dans les quadratures, du jour même de la

phase au troisième jour qui la suit, et le minimum de leur hauteur.
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en supposant leur maximum de i9P',249» comme nous l'avons trouvé

dans l'article XIII.

" ^
TABLE VI.

Rapport Valeur de ji

do — Il •~-—-^—^- Minimum
la force de la Lune dans dans de

à celle du Soleil. les syzygics. les quadratures. la marée totale.

h m h ni pi

2 1.42 î 4-28 5,996

I i.5o 3.56 y 7,767

3 .' 1.55 î 3.38 9,093

4 2.3^ 3.17^ 10,946

Par les observations 1.57 3.42 J 9,108

On voit par cette Table que les rapports 2, \ et 4 donnent des résul-

tats si éloignés des observations, qu'il est impossible de les admettre,

tandis que le rapport de 3 à i s'en approche beaucoup. La valeur

observée de (jl dans les syzygies semble l'indiquer un peu plus grand;

mais cette valeur observée dans les quadratures l'indique plus petit, en

sorte qu'il paraît n'avoir besoin d'aucune correction sensible. Voyons

maintenant ce qui résulte de ce rapport pour les phénomènes de la pré-

cession et de la nutation.

Si l'on suppose la nutation totale de l'axe terrestre égale à 9"(i -f-y),

on aura
_L
/•^» _ io3i89(i-+-y)

S _L ~ 154143
,.3

-^ ^'3

\Voir les Mémoires de l'Académie pour l'année 1783, p. 24 (')•]

L 3S
En supposant donc -7^ = -^^ on trouvera io",o83 pour la nutation

de l'axe terrestre, en sorte qu'il faut porter à une seconde entière

l'augmentation de — que plusieurs astronomes ont déjà faite au

résultat de Bradley.

L'équation totale de la précession se détermine en divisant le double

de la nutation totale par la tangente du double de l'obliquité de l'éclip-

(») Œuvres de Laplace,!. XI, p. 27.
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tique, ce qui donne i8",844 pour l'équation de la prècession. Si l'on

nomme i le rapport du moyen mouvement sidéral de la Lune à celui

du Soleil, et T la masse de la Terre, on a

L
T"~f»— 3

d'où l'on tire

L_ T

T~" 58,57'

c'est-à-dire gue la masse de la Lune est environ ^ de celle de la

Terre.

Le coefficient de l'équation lunaire des Tables du Soleil est

L r'

L + T r*

Si l'on suppose la parallaxe de la Lune de 57' dans les moyennes

distances, et celle du Soleil de 8", 8, on a

r' _ 8% 8

,

/•
~~

57'
''

on aura ainsi 8", 9 pour l'équation lunaire des Tables du Soleil.

L S
Nous devons cependant observer ici que le rapport de -7^ à -3 donné

par les phénomènes des marées peut n'être pas exactement le même

que celui qui doit être employé dans le calcul de la précession et de

la nutation, car on a vu dans l'article VI que la masse L de la Lune

doit être augmentée dans le rapport de B' à B dans le calcul des phé-

nomènes des marées. Ce dernier rapport étant inconnu, la masse L ne

peut être encore exactement déterminée par ces phénomènes; mais il

est aisé de voir que ce rapport doit être fort peu différent de l'unité,

en sorte que la masse L de la Lune conclue des phénomènes des

marées peut être regardée comme étant fort approchée.

XXXVIII.

La différence des heures des marées des quadratures et des syzygies

offre un nouveau moyen pour déterminer le temps dont la syzygie et
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la quadrature précèdent le maximum et le minimum des marées. Pour

cela, nommons a et a' les heures des marées du matin et du soir dans

les syzygies; nommons pareillement b et h' les heures des marées du

matin et du soir dans les quadratures; l'heure de la marée du matin

dans les syzygies sera, par l'article XXVI, exprimée par la formule

T-KCC + ia^^-a),

K étant égal à -^.
— ,j et h étant le retard des marées du jour même de

la syzygie au troisième jour qui la suit.

On aura donc
T — K(C-t-i2*'— a)=:a.

L'heure de la marée du matin dans les quadratures sera, par l'ar-

ticle XXXII, exprimée parla formule

h'
K' étant égal à ôj—r?» et A' étant le retard des marées du jour même de

la quadrature au troisième jour qui la suit; on aura donc

ei'+ T-K'CC-f-ia»'— ^>) = 6.

En retranchant de cette équation la précédente, on aura

6«»= 6 - a— K(Ç + 12»-- a) -f- R'(C + 12''— 6).

La comparaison des deux marées du soir dans les syzygies et dans les

quadratures donne pareillement

&^=z b'-a'—YLil- a') -+- K'(Ç - b').

Pour conclure-avec précision, de ces deux équations, la valeur de ^,

on les ajoutera l'une à l'autre, et l'on tirera de leur somme

(o) K^ ^^^titk)
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On a, par les articles XXVII et XXXIII,

a =3''20™3o%

a'= S»* 38» 38»,

b =8i>26™24%

6'= 8»» 57™ 1 4'.

On a de plus, par les articles XXIX et XXXV,

On trouvera, cela posé.

h = ii'se-ssso,

A'rr3^42'»3l%7.

Ç=r43»'56™i8'.

Si l'on prend un milieu entre les valeurs de (^ données par les hau-

teurs des marées dans les articles XIII et XXII, on a

Ç = 36''47™.

La différence de cette valeur de ^ à la précédente est trop considé,-

rable pour pouvoir être attribuée aux erreurs des observations, sur-

tout si l'on considère le peu de différence des valeurs de ^ données

par les hauteurs des marées syzygies et par celles des marées quadra-

tures.

En considérant l'équation (o), on voit que, pour diminuer la valeur

de ^, il suffit de supposer que l'heure des marées syzygies, à Brest,

retarde de quelques minutes sur l'heure déterminée par la théorie,

en partant de l'heure observée des marées quadratures. Or il est fort

probable que plus les marées sont grandes à Brest, plus elles retar-

dent sur l'heure donnée par la théorie. On conçoit, en effet, que l'en-

trée de la rade étant fort étroite relativement à son étendue, les

grandes marées doivent employer plus de temps que les petites

marées à se former dans le port. Peut-être encore les fortes marées

emploient plus de temps que les faibles à parvenir dans nos ports.

Si l'on nomme x ce retard des marées syzygies sur les marées quadra-

tures, il faudra diminuer chacune des valeurs de a et de a', données
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par l'observation, de la quantité x, ce qui diminue de \r,_ If la

valeur 43''56™i8' de Z, donnée par les intervalles des marées. Pour

réduire cette valeur à 36**47"» il faut supposer x = 9™, 9754, et alors

les valeurs de t, données par les hauteurs et par les intervalles des

marées, s'accordent entre elles.

Ce retard d'environ 10" des marées syzygies sur les marées quadra-

tures est confirmé par les observations des marées périgées et apogées,

et il m'a donné l'explication d'un phénomène que m'ont présenté les

marées de la Table 111, article XVIL J'ai pris dans cette Table la

somme des heures des marées syzygies, dans lesquelles le demi-dia-

mètre lunaire surpasse 16', le matin et le soir du jour même de la

syzygie et du troisième jour qui la suit, en réduisant ces heures à

ce qu'elles auraient été si la syzygie fût arrivée à midi. Je n'ai point

considéré la première syzygie de cette Table, parce que les marées du

troisième jour n'ont point été observées dans la syzygie correspon-

dante. J'ai trouvé pour la somme de ces heures :

Jour de la syzygie. Troisième jour après la syzygie.

Matin. Soir. Matin. Soir.

35''28'" 39''î!9'° 60^1 3" 64'' 2™

J'ai pris les sommes des heures des marées correspondantes dans les-

quelles le demi-diamètre lunaire est au-dessous de i5', en ne consi-

dérant point la seconde syzygie de la Table, et j'ai trouvé pour la

somme de ces heures :

Jour de la syzygie. Troisième jour de la syzygie.

Matin. Soir. Matin. Soir.

SS'-SS'» 41 •'36'° 56»' 10» 59''i3'"3o»

En retranchant les sommes relatives aux marées périgées des sommes

correspondantes relatives aux marées apogées, on a les quatre diffé-

rences
2o5"», 127"', —243'», —288'», 5.

Ces diflférences doivent être, par l'article XXVIIl, proportionnelles
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aux intervalles du maximum des marées aux heures des marées qui

leur correspondent. Soit donc ^ l'intervalle du maximum de la marée

à l'heure de la syzygie supposée arriver à midi. L'heure de la marée

du matin à Brest étant 3''20™3o^ le jour de la syzygie, la distance du

maximum à cette marée du matin est

Ç + ia^»— 3''20™3o».

L'heure de la marée du soir du même jour étant S'^SS^SSS la distance

du maximum à cette heure sera

Ç_3b38m38«.

On a vu, dans l'article XXIX, qu'il faut ajouter i^Sô'^SS» aux heures

des marées du jour de la syzygie pour avoir les heures correspondantes

des marées du troisième jour qui la suit. On aura ainsi

65»>i7"»28«— C el 77 '•35'» 36"—

Ç

pour les distances du maximum, aux heures des marées du matin et

du soir du troisième jour après la syzygie.

Les quatre nombres 2o5'°, 127™, 243™, 288"°, 5 doivent donc être

proportionnels aux quatre suivants :

Ç-HS^^ag^So», Ç — 3»'38"'38% 65»- 17«28«— Ç, 77»'35"36»— Ç;

mais, comme les erreurs des observations empêchent que ces propor-

tions n'aient lieu exactement, nous en composerons une proportion

moyenne, en faisant la somme des quatre premiers de ces huit nom-

bres, qui est à la somme du troisième et du quatrième, moins la somme

du premier et du second, comme la somme des quatre derniers est à la

somme du septième et du huitième, moins la somme du cinquième et

du sixième, ce qui donne

(p) 863%5 : i99»,5 :: 8873%9: 8272">,2 - 4?,

d'où l'on tire

Ç=:25*'55'",5.

Cette valeur de ^ s'éloigne trop du résultat 36''47™ donné par les hau-
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leurs des marées, pour que la différence puisse être attribuée aux

erreurs des observations; il est assez remarquable qu'elle soit au-des-

sous de ce résultat, tandis que la valeur de ^ donnée par les intervalles

des marées syzygies est au-dessus. Voyons si la même cause, au moyen

de laquelle nous avons rapproché la valeur de î^ donnée par les inter-

valles des marées syzygies et quadratures du résultat 36''47"»
""^P"

proche de ce même résultat la valeur de ^ donnée par les intervalles

des marées périgées et apogées.

Les marées périgées doivent, en vertu de cette cause, retarder sur

les marées apogées; il est très naturel de supposer que ce retard est

à celui des marées syzygies sur les marées quadratures comme l'excès

des marées périgées sur les marées apogées est à l'excès des marées

syzygies sur les marées quadratures. Nous venons de trouver le retard

des marées syzygies sur les marées quadratures égal à 9^,9754. L'excès

moyen des marées périgées sur les marées apogées de la Table III est

5'",o94. L'excès des marées syzygies sur les marées quadratures est,

par les Tables II et V, égal à 7P*,384; en nommant donc a?™ le retard

des marées périgées de la Table III sur les marées apogées correspon-

dantes, dépendant de cette cause, on aura

^m
.
9>n,9754

: : 5ps 094 :
7?', 384,

d'où l'on tire

ar"= 6°, 882.

Il faut ainsi retrancher i la?" ou 75", 7 des quatre nombres

35''28'°, Sg'^ag™, 60»» iS"», 64'» a™,

et alors la proportion {p) se change dans celle-ci

863°", 5 : — loS^ag :: 8873°, 9 : 8272'», 2 — 4Ç,

ce qui donne
Ç = 38»>53°'.

Ce résultat se rapproche assez du résultat 36^*47™ donné par les hau-

teurs des marées, pour que la différence soit dans les limites des

erreurs des observations. Il confirme en même temps ce que nous

QEuvreade L.— \\\. l5
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avons dit : savoir, que les hautes marées, à Brest, retardent sur l'heure

déterminée par la théorie.

Le retard des marées périgées sur les marées apogées, dû aux cir-

constances locales, est le même pour les marées qui précèdent et pour

celles qui suivent le maximum; il ne doit donc point influer sur le

retard des marées du jour de la syzygie au troisième jour qui la suit,

et nous devons, à cet égard, retrouver, par les observations, les résul-

tats de la théorie.

Dans les marées périgées précédentes, la somme des marées du

matin et du soir du troisième jour après la syzygie sur les marées du

matin et du soir du jour de la syzygie est 49'' 1 8™.

Dans les marées apogées précédentes, la somme des retards des ma-

rées du matin et du soir du troisième jour après la syzygie sur les ma-

rées du matin et du soir du jour de la syzygie n'est que de 34^54"", 5,

plus petite que la précédente de i4''23",5; nous nommerons (A)

cette difTérence.

Suivant la théorie donnée dans l'article XXX, si l'on nomme q la

demi-somme des retards, tant dans les marées périgées que dans les

marées apogées, et a l'excès des demi-diamètres lunaires périgées sur

les demi-diamètres lunaires apogées, divisé par la demi-somme des

demi-diamètres, tant périgées qu'apogées, on aura ^a^r pour la diff'é-

rence (A). La Table III donne 2i'9" pour l'excès des onze demi-dia-

mètres périgées sur les onze demi-diamètres apogées, et i73'22" pour

la demi-somme de vingt-deux demi-diamètres lunaires, ce qui donne

_ 21 '9"

^~
173' 22"'

on a, de plus, q = 42''6™,2, d'où l'on tire

V-a7=i4''7'°>5 = (A).

La diff*érence de cette valeur (A) à la valeur observée, 14'' 28™, 5,

est très petite et dans les limites des erreurs des observations; nous

retrouvons donc ici le même accord que nous avons déjà trouvé, dans

l'article XXX, sur le même objet.
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Il suit, de ce que nous venons de voir, que Ton peut fixer, k très

peu près, à 36*^30™ le temps dont le maximum de la marée suit la

syzygie à Brest. Ce temps détermine celui dont la marée solaire suit,

dans ce port, le passage du Soleil au méridien; il détermine encore le

temps dont la marée lunaire suit le passage de la Lune au méridien.

En effet, T étant l'heure du maximum de la marée à Brest, on a, par

ce qui précède, les quatre équations suivantes :

T — K{K-^i2^ — a) = a,

T — K(Ç -a') = a',

61.-H T — K'{K -1- 12»'- 6 ) = ^
6»> + T-K'(C -b')z=:b'.

En réunissant ces quatre équations, on aura

_ a -h a' -\- b -\- b

4
- + {K-hK')(^K+^A — j{ci + a')-j{b-\-b')-i^;

en supposant ensuite ^ = 36'*3o"', on aura

T — 4»'26°'i3».

Aux instants du maximum et du minimum de la marée, les marées

lunaires et solaires coïncident; ainsi la marée solaire, à Brest, suit le

passage du Soleil au méridien de 4''26'°i3'; et, si le Soleil agissait

seul sur la mer, l'heure moyenne des marées, dans ce port, serait la

même le matin et le soir, et de ^^26'^i3'.

Pour avoir le temps dont la marée lunaire suit le passage de la Lune

au méridien, nous observerons que le maximum de la marée ayant

lieu 36*' 3o™ après la syzygie, la Lune est alors éloignée du Soleil dans

l'écliptique de i8°32'25''. Le Soleil est, au même instant, éloigné du

méridien de 66°33'i5"; ainsi la Lune n'e^ éloignée du méridien que

de 48°o'5o". L'instant moyen de la marée lunaire, à Brest, a donc lieu

à 3''i2™3' lunaires, c'est-à-dire que, si la Lune agissait seule sur la

mer, les marées arriveraient à 3** 1 2™ 3' lunaires ou à 3'' i8™48' solaires

après le passage de cet astre au méridien.
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XXXIX.

Expression générale des hauteurs des marées à Brest.

Nous pouvons maintenant, au moyen des recherches précédentes,

déterminer, relativement au port de Brest, toutes les arbitraires que

renferme l'expression de la hauteur y de la mer, trouvée dans l'ar-

ticle VIII, et nous aurons la formule suivante :

j = — oP',o86o[/j3(i — 3 sin^v) -+- Zp'^{\ — 3 sin*v')]

+ op'',2?-ii [/)' sinvcosvcos(f' — 53o33')

-¥- 3/>"sinv'cosv' cos((^ + 9 — tp'— 53° 33')]

+ 2P',4o6i [/?' cos-vcos2(p — 66° 33')

+ 3^'cos*v'cos2(p+ 9 — 9'— 66°33')].

Dans cette formule : i** v est l'angle horaire du Soleil, c'est-à-dire

l'angle que cet astre a décrit par son mouvement diurne, depuis son

passage par le méridien supérieur jusqu'à l'instant pour lequel on

calcule. 2° Les angles v, v' et 9' — (p sont relatifs à l'instant qui pré-

cède de 36'' 3o™ celui que l'on considère ; les déclinaisons boréales sont

supposées positives, et les déclinaisons australes, négatives. 3° p est le

rapport du demi-diamètre du Soleil, relatif à l'instant qui précède de

36^3o™ celui que l'on considère, à son demi-diamètre moyen; p' est

le même rapport pour la Lune.

Les causes diverses qui modifient les oscillations de la mer sur les

côtes empêchent la formule précédente de représenter exactement les

observations. Ainsi l'instant de la basse mer déterminé par cette for-

mule difTère d'environ 7"* à 8™ de l'instant observé, parce que la mer

emploie i5™ de plus à descendre qu'à monter. On corrige cette diffé-

rence, en augmentant d'environ 7", 5 l'instant calculé de la basse

mer.

Les causes dont nous venons de parler élèvent, à Brest, le niveau

de la mer un peu plus dans les syzygies que dans les quadratures;

elles retardent encore les marées à raison de leur grandeur; mais on
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corrigera à très peu près ce retard, en ajoutant ou en retranchant de

l'heure de la marée, déterminée par la formule précédente, i°*2o'

pour chaque pied dont la marée totale calculée par la même formule

sera plus grande ou plus petite que i4 pieds.

XL.

Pour compléter la théorie des marées, il nous reste à donner des

Tables, au moyen desquelles on puisse facilement déterminer l'heure

des marées.

Dans nos ports de France, et généralement dans tous ceux dans les-

quels la différence des deux marées d'un même jour dans les solstices

est peu considérable relativement à la hauteur entière des marées, on

peut concevoir que les phénomènes sont les mêmes qu'à l'extrémité

d'un canal, à l'embouchure duquel les marées lunaires et solaires au-

raient lieu au moment du passage des astres au méridien, et emploie-

raient un intervalle de temps l, à parvenir à son extrémité supposée

plus orientale d'un nombre c d'heures que son embouchure. Nous

venons de voir que, à Brest, "C, est de 36'' 3o", et il paraît que cette va-

leur est à peu près la même dans nos ports. Quant à la valeur de c qui,

pour Brest, est de 3'' 56™! 3% elle est fort variable dans les différents

ports. Lorsque î^ est connu, les observations des heures des marées, dans

les syzygies et dans les quadratures, donneront, par l'article XXXVIII,

la valeur de T ou le temps dont la marée solaire suit le passage du So-

leil au méridien; en nommant ensuite g le reste de la division de (^

par 12, on aura
c =z T — q.

Maintenant, si l'on connaît l'heure des marées à l'embouchure du

canal, en l'augmentant de î^ -f- c, on aura ces phénomènes dans le

port; il ne s'agit donc que de former une Table qui donne l'heure des

marées dans un lieu où les marées partielles arrivent au moment du

passage des astres au méridien. Si l'on nomme h le demi-diamètre du

Soleil, H son demi-diamètre moyen, A' et H' les mêmes quantités pour
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la Lune, on aura, par ce qui précède, au moment de la pleine mer,

/ hy
Iri) cos^v sin2(9 — 9')

tang2(nf +CT — 9') =:

8,89841 (|r,j cos«v'-+-(|jj cos'v 0032(9 — 9')

Pour réduire en Table la valeur de nt -hzs — tp', relativement aux

diverses valeurs de (p — ç', h, v^ A', v', nous observerons que l'on peut

simplifier l'expression de tang2(/z/ + ct — (p'), en corrigeant les demi-

diamètres h et h' de cette manière. On formera une Table des valeurs

de la quantité

de degré en degré, depuis v = o jusqu'à v = 3o°. Voici cette Table,

dans laquelle le demi-diamètre moyen H' de la Lune est de t5'43",5,

et le demi-diamètre moyen H du Soleil est de 16' i", 5.

TABLE VII.

1 0,10 II 11,65 21 4*j46
a o,38 12 i3,86 22 46,60
3 0,87 i3 16,27 23 5o,94

4 1,54 14 i8»97 ^4 55,46

5 2,41 i5 21,66 25 60,19
6 3,47 16 24,65 26 65, 10

7 4>72 17 27,82 27 7O721

8 6,16 18 3i,i9 28 75, 5i

9 7>8o 19 34,76 29 81,01

10 9,63 20 38, 5ï 3o 86,70

On corrigera, au moyen de cette Table, le demi-diamètre h du So-

leil, en en retranchant la quantité qui, dans la Table, répond à la dé-

clinaison V du Soleil. On corrigera pareillement le demi-diamètre h'

de la Lune, en retranchant la quantité qui, dans la Table, répond à la

déclinaison de la Lune; on aura ainsi, à fort peu près,

(ïï)
sin2(9 — 9')

tang2(ni + nT — 9') — ^ '^

j,8984i(
jj7J

-4-(gj cos2(9-9')
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h et h étant ici les demi-diamètres du Soleil et de la Lune, corrigés

par ce qui précède. Les déclinaisons du Soleil et de la Lune disparais-

sent ainsi de l'expression de tang2(rt/ -h ct — ç'). A la rigueur, il fau-

drait retrancher du demi-diamètre du Soleil la quantité A(i— y/cos^v);

mais, cette quantité étant fort petite et la valeur de h différant très

peu de "*
^^l^ ^. y on peut, sans erreur sensible, substituer pour h

cette valeur dans la quantité précédente. On doit appliquer la même

réflexion à la correction du demi-diamètre de la Lune; et, comme l'in-

fluence de cet astre sur l'heure des marées est à celle du Soleil dans

le rapport de 2,89841 à l'unité, j'ai employé les demi-diamètres H

et H', suivant ce rapport, dans le coefficient -

2,89841 ir+

H

3,89841

Si l'on divise le numérateur et le dénominateur de l'expression de

tang2(n/H-cy — <p') par (n) > et si Ton considère que la différence

des T-JT7 à „,~ est -—~
.^j,

~—
- et qu'elle peut être négligée,

vu la petitesse des deux facteurs H — A et A' — A, on aura

/x sin2(<p — ç')
tanga(n.4-^-yO^

/ H + A--^^
2,89841!

gp
j 4-C0S2(9 — cp')

expression dans laquelle, au lieu des cinq variables A, v, A', v' et

ç — ç', il n'y a plus que deux variables ç — (p' et A' — h.

On réduira en Table l'arc nt-^xs — ç', en déterminant, au moyen

de l'équation précédente, cet arc depuis «p
— <p'=o jusqu'à ç— (p'=9o".

Pour cela, on fera, depuis ç — ç'= o jusqu'à <p — ;p'= 45°,

C0S2(© — ©')
C0S2A= 7i5^^ , ; , >

2,89841
(^

gî
j

et l'on aura

IV sin2(œ — ©')
laDga(«. 4- =,- y- ) =

^^ ^ H +V-A - - •

5,7968a(
^,

1 cos'A
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En changeant dans cette valeur cos^A en sin^^A, on aura la valeur de

tang2(7i/ + ny — 9'), correspondante à 90° — (9 — ç').

Voici présentement la Table dont nous venons de parler, calculée

de 5° en 5° dans les sept suppositions de h' — h = — 120", = — 80",

== _ 40", = o, = 40", = 80", = 120".

TABLE VIII.

AUGUMENT.
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nera pour cet instant, au moyen des éphémérides, les valeurs de 9, v,

A, ç', v', h! , On corrigera, au moyen de la Table VIII, les valeurs de h

et de h!, et l'on formera la quantité h!— h. Si les demi-diamètres

moyens employés dans le calcul de ces éphémérides diffèrent de

ceux dont a fait usage dans la Table VII, on retranchera ces diffé-

rences des valeurs de h et de h' données par ces éphémérides. La

Table VIII donnera ensuite l'angle horaire de la Lune à l'instant de la

pleine mer; il faudra augmenter cet angle de 180°, si l'on a considéré

un passage de la Lune par le méridien inférieur. En retranchant l'ar-

gument <p — (p' de cet angle horaire, on aura l'angle horaire du Soleil,

que l'on convertira en temps, à raison de id'' par heure, ce qui don-

nera l'heure approchée de la pleine mer.

Pour corriger cette heure, on observera que l'argument 9 — 9' dans

la Table VIII se rapporte à l'instant de la pleine mer, qui diffère un peu

de l'heure supposée du passage de la Lune au méridien. On prendra

la différence de l'heure trouvée pour la marée à l'heure supposée du

passage, et l'on calculera la variation de l'argument 9 — 9' durant cet

intervalle. On déterminera la variation de l'angle horaire de la Lune,

correspondante à la variation de l'argument, et l'on retranchera la

première variation de la seconde; cette différence, réduite en temps,

sera la correction de l'heure de la marée.

Appliquons cette méthode à un exemple. Pour cela, déterminons

l'heure de la marée du soir, à Brest, le i5 avril 1790. Ce port est plus

occidental que Paris de 27'°i7*; ainsi le lieu plus occidental que Brest

de 3''56'°i3'' est, à l'occident de Paris, de 4''23°*3o'. Je trouve par la

Connaissance des Temps de 1790 que la Lune, dans ce lieu, a passé au

méridien inférieur, le i3, à peu près à 1 1'*44"» et l'on comptait alors,

à Paris, i6''7"'. Une erreur de quelques minutes sur le moment de ce

passage a très peu d'influence sur le résultat du calcul; ainsi nous dé-

terminerons les valeurs de 9, v. A, 9', v' et h' pour le i3, à Paris, à

16''. La Connaissance des Temps donne, pour ce moment,

<p = 22''34', V =:9°29', /i=i5'58",5,

(p'=:l8<'l4', V'==9°I2', A'— 14'45\

OfMvres de L. ~ \\\. l6
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Mais, comme le demi-diamètre moyen du Soleil de cette éphéméride

est de i", 5 environ plus grand que celui de la Table VII, il faut retran-

cher cette quantité de h, ce qui le réduit à lo'Sy". On aura, cela posé,

au moyen de la Table YIÏ,

On a ensuite

9 — 9'= 4''2o'.

Au moyen de ces données, on trouve, par la Table VIII, l'angle horaire

de la Lune égal à i°i6'. Il faut lui ajouter 180°, parce que l'on a con-

sidéré un passage inférieur de la Lune ; ainsi le véritable angle horaire

de la Lune est 181° 16'. En en retranchant l'argument 9 — 9', on aura

l'angle horaire du Soleil çgal à 176° 56', ce qui, réduit en temps, donne

ii''47'"44*» pour l'heure de la marée, dans le lieu plus à l'ouest que

Paris de 4''23™3o'; ainsi cette heure à Paris est 16'' 11'" I4^

Pour la corriger, nous observerons qu'elle surpasse de ii'"r4*'

l'heure pour laquelle nous avons déterminé les quantités 9 et 9' :

or, dans cet intervalle, la variation de l'argument 9 — 9' est — 5', et

la variation correspondante de l'angle horaire de la Lune, donnée par

la Table VIII, est — i'. Si, de cette dernière variation, on retranche la

première, la différence +4'» réduite en temps, donnera 16* pour la

correction de l'heure de la marée. Cette heure, dans le lieu plus à

l'ouest que Paris de 4''23'"3o% sera donc ii''48'"o'^; en y ajoutant

4o''26"*i3% on aura l'heure de la marée, à Brest, à 52^'i4"'i3% c'est-

à-dire le i5 avril à 4*'i4'"i3^ du soir. Il y a une correction due à ce

que la hauteur de la marée totale a surpassé i4'''. Elle a été trouvée

de i6ps et par conséquent de 2^* en excès; ce qui, à raison de i™^ de

retard par pied d'excédent de la marée sur i4^S donne 2'"4o' qui,

ajoutées à l'heure précédente, la portent à 4''i6"53*. La mer, ce

jour-là, fut observée pleine, de 4*^1 5'" à 4''22'°, ce qui s'accorde avec

le résultat précédent, et ce qui prouve que, depuis près d'un siècle,

les données dépendantes des circonstances locales n'ont pas sensi-

blement varié dans le port de Brest.
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XLL

De la loi suivant laquelle la marée monte et descend à Brest.

J'ai déjà remarqué, dans l'article I, que la mer, dans nos ports,

emploie moins de temps à monter qu'à descendre. J'ai trouvé, par

un grand nombre d'observations vers les syzygies, que la différence

de ces temps est d'environ un quart d'heure à Brest. La comparaison

d'un grand nombre d'observations des quadratures m'a conduit au

même résultat, en sorte que les marées des syzygies et des quadra-

tures ne m'ont présenté, à cet égard, aucune différence sensible.

Dans le recueil des observations des marées faites à Brest au com-

mencement de ce siècle et dont j'ai tiré les résultats précédents, je

n'ai point trouvé d'observations relatives à la loi suivant laquelle la

mer s'élève et s'abaisse. On a bien voulu, à ma prière, en faire

durant six jours vers les syzygies de l'équinoxe du printemps de

cette année 1790. Ces observations se rapportent aux 29, 3o et

3t mars, et aux i3, iZj, i5 avril suivants, la Lune ayant été pleine le

3o mars et nouvelle le il\. Dans ces observations, on a suivi chaque

jour la hauteur de la mer, de quart d'heure en quart d'heure. Pour

en tirer un résultat moyen, j'ai pris d'abord une hauteur moyenne

entre les douze hauteurs correspondantes aux basses mers du matin

et du soir dans les six jours d'observations; c'est à cette hauteur que

j'ai fixé le zéro de l'échelle. J'ai pris ensuite un intervalle moyen

entre les intervalles des basses mers du matin, aux secondes obser-

vations de chaque jour. J'ai pris semblablement, entre les six hau-

teurs correspondantes à ces observations, une hauteur moyenne dont

j'ai retranché la hauteur moyenne de la basse mer.

J'ai pris encore un intervalle moyen entre les intervalles des basses

mers du matin, aux troisièmes observations de chaque jour. J'ai pris

semblablement, entre les six hauteurs correspondantes à ces observa-

tions, une hauteur moyenne dont j'ai retranché la hauteur moyenne

de la basse mer.
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En continuant ainsi, j'ai formé la Table suivante, dans laquelle j'ai

fixé l'origine du temps au maximum de la marée, en sorte que les

temps antérieurs à ce maximum sont négatifs. Pour avoir l'intervalle

de ce maximum à l'instant moyen de la basse mer du matin, j'ai pris

un milieu entre les intervalles de la basse mer du matin à la pleine

mer de chaque jour. La première colonne de la Table marque le

temps, la seconde colonne marque les hauteurs observées corres-

pondantes aux temps. Pour abréger, je n'ai marqué ces hauteurs

que de demi-heure en demi -heure. La troisième colonne renferme

les hauteurs calculées, en supposant la loi de décroissement des hau-

teurs de la marée, depuis le maximum, proportionnelle au cosinus du

produit de 360*^ par la distance de l'instant pour lequel on calcule la

hauteur à l'instant du maximum et divisé pour l'intervalle compris

entre les deux basses mers. C'est, à très peu près, la loi de décrois-

sement qui, suivant la théorie, doit avoir lieu vers les syzygies. Enfin,

la quatrième colonne renferme l'excès des hauteurs calculées sur les

hauteurs observées.
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TABLE IX.

Temps Hauteurs

des Il !

hauteurs observées. observées. calculées. Différence,

min liK Hg iiK— 358, 08 11,0 5,5 — 5,5

— 330,91 barre du matin ..

.

67,5 68,8 1,3

— 300,91 216,0 216,6 0,6

— ^170,91 449,8 436,8 — i3,o

— 240,91 726,5 715,2 —11,3
— 210,91 1041,5 io33,6 — 7,9— 180,91 1372,5 i37ï,4 — 1,1

— i5o,9i 1696,2 1706,8 10,6

— (20,91 2007,0 2017,5 10,5

— gOîQi 2269,7 2284,0 14,3
— 60,91 2472,2 2488,4 16,2
— 30,91 2605,8 2617,9 12,1

— 0,91 2661,2 2663,7 2,5

0,00 maximum 2663,8 2663,8 0,0

29,09 2609,2 2623,1 i3,9

59,09 2468,7 2498,6 29,9

89,09 2262,5 2296,3 33,8

119,09 2002,3 2o35,2 32,9

•49,09 1720,7 1726,5 5,8

179,09 i423,5 1392,1 — 3i,4

209,09 iii4,5 io53,8 — 60,7

239,09 832,8 733,6 -99,2
269,09 570,8 45a, I — ï'8,7

299,09 336,8 227,9 —108,9
329,09 i48,o 75,4 —72,6
359,09 24,5 4,5 —20,0
379,50 barre du soir —11,0

Dans cette Table : i** l'intervalle entre les basses mers est de

I2''i7"58% et, par l'article XXIX, il doit être de i2*'i8"2o% ce qui

s'accorde aussi bien qu'on puisse le désirer. L'instant de la pleine

mer est de 21™ environ plus près de la basse mer du matin que de

la basse mer du soir, ce qui diffère peu d'un quart d'heure, que j'ai

trouvé par la comparaison d'un grand nombre d'observations, pour

l'excès du temps que la mer met à monter sur celui qu'elle met à des-

cendre. 2** Le niveau de la basse mer du soir est un peu au-dessous de

celui de la basse mer du matin, comme cela doit être, parce que les
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niveaux de la basse mer vont en baissant, à mesure que l'on approche

du maximum de la marée, qui n'a eu lieu qu'après les observations

de la Table précédente. 3** Il y a peu de différence, en général, entre

les hauteurs calculées et les hauteurs observées, excepté vers la fin de

la marée descendante, ce qui confirme ce que nous avons dit ci-dessus,

savoir, que la marée sur les côtes ne s'abaissant que par sa pesanteur,

cet abaissement doit être un peu plus lent que suivant la théorie.

Ayant reçu les observations précédentes, faites environ quatre-

vingts ans après celles dont j'ai fait usage pour obtenir la formule

de l'article XXXIX, j'ai été curieux d'y comparer cette formule, car

il est possible que, par la suite des temps, les phénomènes des marées

changent dans un port en vertu des changements que la nature et

l'art peuvent opérer dans ce port. Mais je n'ai point remarqué, entre

l'observation et le calcul, de différences qui ne puissent être attri-

buées aux erreurs des observations.
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Mémoires de l'Institut national des Sciences et Arts, pour l'an IV de la République,

Tome 1*"^; thermidor an VI.

Je me propose de donner, dans ce Mémoire, une théorie complète

des mouvements des corps célestes autour de leurs centres de gravité.

Le plus remarquable de tous ces mouvements est celui de la Terre,

d'où résulte la précession des équinoxes. C'est par la durée de la rota-

tion de cette planète que les astronomes mesurent le temps; c'est à ses

pôles et à son équateur qu'ils rapportent la position des astres; il im-

porte donc de connaître exactement leurs variations périodiques et

séculaires. J'ai pensé que, malgré les profondes recherches des géo-

mètres sur cet objet, il pouvait être utile encore de le considérer de

nouveau, en discutant avec un soin particulier toutes ces variations.

Je ne m'occupe ici des mouvements des centres de gravité que pour

donner une équation de condition assez remarquable, qui a lieu dans

ces mouvements, et qui est un développement de l'équation aux diffé-

rences partielles, sur laquelle j'ai fondé ailleurs la théorie de la figure

des planètes. Je passe ensuite à la considération des mouvements d'un

corps autour de son centre de gravité, et, pour cela, je fais usage des

équations différentielles données par Euler dans le troisième Volume

de sa Mécanique; elles me paraissent être les plus commodes et les

plus simples que l'on puisse employer dans cette recherche. Pour les

(') Lu le i" pluviôse an IV, et déposé au Secrétariat de l'Institut le i6 nivôse an V.

OEuvret de L. — XII. I7
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intégrer, il faut en développer les différents termes, en distinguant

ceux qui peuvent devenir sensibles par les intégrations. Cette discus-

sion est la partie la plus délicate de cette théorie. Il en résulte que,

parmi les changements périodiques de l'axe de la Terre, le seul sen-

sible est celui qui dépend de la longitude des nœuds de l'orbe lunaire,

et que l'on nomme nulation. Il existe encore, dans l'expression de

l'inclinaison de cet axe à l'écliptique, une petite inégalité d'une se-

conde à peu près dans son maximum, et dont l'argument est le double

de la longitude du Soleil. Quelques astronomes ont introduit une

nouvelle équation d'environ deux secondes, et qui dépend de la lon-

gitude de l'apogée de l'orbe lunaire; mais on verra, par l'analyse sui-

vante, que cette équation doit être rejetée. Les variations séculaires

de l'orbe terrestre en produisent de correspondantes dans la position

de l'axe de la Terre, rapportée à un plan fixe; elles sont analogues à

la nutation produite par le mouvement de l'orbe lunaire, avec cette

différence que, la période des mouvements de l'orbe terrestre étant

incomparablement plus grande que celle du mouvement des nœuds

de la Lune, la nutation qui en résulte est beaucoup plus étendue. Le

principal effet de cette nutation est de resserrer les limites des varia-

tions séculaires qui auraient lieu dans l'obliquité de l'écliptique sur

l'équaleur et dans la durée de l'année tropique, si la Terre était exac-

tement sphérique. Il en résulte encore une petite altération dans la

longueur du jour moyen; mais elle sera toujours insensible aux

observateurs, en sorte que l'on peut, sans craindre aucune erreur

sensible, regarder la durée du jour comme étant toujours la même, et

&'en servir pour la mesure du temps, résultat que je développe avec le

détail qu'exige son importance dans l'Astronomie.

Les phénomènes du mouvement de l'axe de la Terre doivent répandre

quelques lumières sur la figure de cette planète, puisqu'ils en dépen-

dent; mais, pour cela, il est nécessaire de considérer cette figure de la

manière la plus générale, et c'est ce que j'ai fait dans les Mémoires de

VAcadémie des Sciences pour l'année 1782 (^). En combinant la théorie

(1) Œuvres de Laplace, T. X.
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que j'ai présentée dans ces Mémoires avec les formules du mouvement

de l'axe terrestre, je trouve que l'on ne peut pas supposer la Terre

homogène, ni son aplatissement au-dessus de j^j, et que l'aplatisse-

ment 3^, qui résulte des mesures du pendule, satisfait aux phéno-

mènes de la précession et de la nutation : d'où il suit que les termes

de l'expression du rayon du sphéroïde terrestre, qui paraissent écarter

sensiblement les degrés mesurés du méridien de la figure elliptique,

ont une influence beaucoup moindre sur la grandeur de ce rayon et

sur la variation de la pesanteur; en sorte que, dans le calcul des paral-

laxes, de la longueur du pendule et des mouvements de l'axe de la

Terre, on peut supposer à cette planète une figure elliptique aplatie

de jj^. Ces recherches supposent la Terre entièrement solide, et l'on

peut croire que la fluidité de l'océan doit en changer les résultats. En

soumettant à l'analyse les eff'ets de sa pression et de son attraction

sur le sphéroïde qu'il recouvre, la considération des équations de ses

mouvements me conduit directement à ce théorème auquel je suis

déjà parvenu d'une manière indirecte dans les Mémoires de l'Académie

des Sciences pour l'année 1777 ('); savoir, que la précession et la nuta-

tion sont exactement les mêmes que si la mer formait une masse solide

avec la Terre. J'ose me flatter que cette analyse pourra mériter l'atten-

tion des géomètres.

La théorie précédente des mouvements de l'axe de la Terre s'étend,

au moyen de légères modifications, aux mouvements de l'axe de la

Lune. Les belles recherches de Lagrange sur la libration de ce satel-

lite ne laissent à désirer, sur cet objet, que ce qui concerne les varia-

tions séculaires de ce phénomène. Je présente ici la théorie de ces

variations ainsi que quelques remarques sur la figure de la Lune.

Enfin, en étendant la même analyse aux anneaux de Saturne, je fais

voir que, malgré la diff*érence des attractions qu'ils éprouvent de la

part du Soleil et du dernier satellite de cette planète, l'action de

Saturne les retient toujours, à très peu près, dans le plan de son

équateur, s'il est doué d'un mouvement rapide de rotation; résultat

(* ) OEuvres de Laplace, T. IX.
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d'où j'avais conclu l'existence de ce mouvement, ainsi que la rotation

des anneaux, avant que les observations eussent fait connaître ces

mouvements divers.

I.

Le mouvement d'un corps libre consiste dans le mouvement de

translation de son centre de gravité et dans le changement de sa

position autour de ce point. La recherche du mouvement du centre

de gravité se réduit à déterminer le mouvement d'un point sollicité

par des forces données; et, relativement aux corps célestes, ces forces

sont le résultat des attractions de sphéroïdes dont la figure est sup-

posée connue. Soient dm une molécule d'un sphéroïde; x' ^y' y z' les

trois coordonnées orthogonales de cette molécule; dm sera de la

forme ^' dx' dy' dz\ 6' étant fonction de x' ^ y\ z' , Soient encore

Xy y, s les coordonnées d'un point attiré par le sphéroïde; si l'on

nomme V la somme de toutes les molécules du sphéroïde, divisées

respectivement par leurs distances au point attiré, on aura

6' d:v' dy' dz'

+ (/-/r-H(2'-^)*

cette intégrale étant prise relativement à toute l'étendue du sphé-

roïde. Ses limites étant indépendantes de Xy y y s, ainsi que les

variables a?', j', s', il est clair qu'en différentiant l'expression de V

par rapport à Xy y, Zy il suffira, dans cette différentiation, d'avoir

égard au radical que renferme cette expression, et alors il est facile

de voir que l'on a

d^V d^W d^
(*) ° — ^i:::ï "^

;i:::2
~^ ~âzï*

la fonction V a l'avantage de donner, par sa différentiation, l'attrac-

tion du sphéroïde parallèlement aux axes des a?, des y et des z. Ces

attractions, dirigées vers l'origine des coordonnées, sont

_ày _ày _ày.
dx

'

dy dz'
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en nommant donc dt l'élément du temps, supposé constant, le mou-

vement du point attiré par le sphéroïde sera déterminé par les trois

équations différentielles

d}x dy
dt^ dx

rf«y
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les sommes des forces relatives à toutes les molécules du corps et

parallèles aux axes des X, des Y et des Z seront

d\ _àV , _ày

or, par les propriétés connues du centre de gravité, ce point est mû

comme si, la masse du corps y étant réunie, toutes les forces dont

chaque molécule est animée lui étaient immédiatement appliquées.

En nommant donc E la masse du corps, on aura

~ dt' âX '

Changeons les coordonnées X, Y, Z en d'autres plus commodes pour

les astronomes. Nommons r le rayon mené du point attiré à l'origine

des coordonnées; soient v l'angle que la projection de ce rayon sur le

plan des X et des Y fait avec l'axe des X, et cr l'inclinaison de r sur le

même plan, on aura
X = reoscTeost^,

Y iz:rcosnjsin v,

Z =:r sincT.

L'équation (2), rapportée à ces nouvelles coordonnées, devient

.5, ^d'Y' dY' dP«
(3) o = r*-v-^ +2/- ! r—

âr^ Or cos^GT
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les équations différentielles {b) donneront les suivantes

(c) ^=:EM, 3^= EN, ^=EP.
^ ' dr dv dm

Les valeurs de r, c et cy renferment six arbitraires introduites par les

intégrations. Considérons trois quelconques de ces arbitraires a, b

et c; on aura les trois équations suivantes :

d^\' dr d^y dv d'Y' dm _ dM
dr^ Oa dr dv da dr dm da da

d^\' dr d^Y' dv d^\' dm „ <?M—.+
1

=: E >

d/* db drdv db drdm db db

d^\' dr d^Y' dv d^\' dm dM
dr- de drdv de drdm de de

On tirera de ces équations la valeur de -3-t' ®t» si l'on fait

dv dm dv dm
db de de db

dv dm dv dm
de da da de

dv dm dv dm
P ~dâdb~dbd^'

dr dv dm dr dv dm dr dv dm dr dv dm dr dv dm dr dv dm
da ^ de da de db db de da db da de de da db de db da

'

on aura
dM dm dM

I d*y da db ^ de

E dr*
~~

ê

Si l'on fait pareillement

m'
dr dm
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on aura
, <?N ,d^ ,d^

xd^V '^d^^'^db-^P-d^
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à la Terre une masse égale à la somme des masses de la Terre et de la

Lune. Dans ce cas, les valeurs de X', Y', Z' sont indépendantes de

X, Y, Z, comme on l'a supposé. L'équation (4) fournit, entre les iné-

galités de la parallaxe de la Lune et celles de son mouvement, tant en

longitude qu'en latitude, une relation très propre à vérifier ces inéga-

lités, et même la loi de la pesanteur universelle. Dans ce cas, on peut

prendre, pour les trois constantes «, b, c, les longitudes moyennes de

la Lune, de son périgée et de ses nœuds, à une époque donnée.

L'équation (4) peut servir encore à vérifier le calcul des perturba-

tions d'une planète par l'action d'une autre planète dont on néglige

les perturbations, ce qui est le cas ordinaire; mais je me propose de

développer, dans une autre occasion, ces diverses applications de

l'équation (4). Je reviens à l'objet principal de ce Mémoire, au mou-

vement des corps célestes autour de leurs centres de gravité.

H.

Supposons, pour fixer les idées, que le corps soit la Terre; nom-

mons gC— 6 l'inclinaison de l'axe de l'équateur sur un plan fixe, par

exemple sur celui de l'écliptique à une époque donnée. Soit ^ la lon-

gitude de l'extrémité d'une droite invariable prise sur ce plan, et pas-

sant par le centre de gravité de la Terre, cette longitude étant comptée

de l'équinoxe mobile du printemps; soit encore 9 la distance angu-

laire à cet équinoxe d'un axe principal pris dans le plan de l'équateur:

il est clair que f/j» sera la différentielle du mouvement rétrograde de

l'équinoxe, et que do sera la différentielle du mouvement de rotation

de la Terre par rapport au même équinoxe. Des trois variations diffé-

rentielles d'\/, dc^ et </ô, il se compose un mouvement de rotation du

corps autour d'un axe fixe pendant un instant; et, si l'on suppose

rfcp - d^ cos Q -zp dt,

n 9 — dB cos 9 = 7 dt,

\ c/^]/sin9cos9 -+- rf9 sin9 = rrf/.

(C) '. rfi]/sin9 sin9 — </6cos9 = 7«/^,

OKuvres de L. — XU.
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dt étant l'élément du temps, sjp^ -i- q^ + r^ sera la vitesse angulaire

de rotation du corps autour de son axe instantané de rotation, et les

quantités

\'p^'+ q^ 4- r\ \Jp^+ <7* 4- /*
\J

p'' -}-q^^ /•*

seront les cosinus des angles que l'axe instantané de rotation forme :

1° avec l'axe de l'équateur, que nous nommerons premier axe prin-

cipal; 2" avec le second axe principal perpendiculaire aux deux pre-

miers et formant, avec Téquinoxe de printemps, un angle égal à

90"+ ç. Ces résultats sont démontrés dans plusieurs Ouvrages, et spé-

cialement dans la Mécanique analytique de Lagrange.

Supposons que les trois axes principaux dont nous venons de

parler soient les trois axes principaux de rotation du corps; soient A,

B, G les moments d'inertie du corps relativement à ces axes. Nommons

x', y, z' les trois coordonnées d'une molécule dm du corps, rappor-

tées à ces axes, et P, Q, R les forces dont elle est animée parallèlement

aux mêmes axes; si l'on fait

?idmdt{Ky'—Qz')=cm,

'èdnidt{^ z'-~l\x')z=z(m',

Sdmdt{Qx'—Py')=zdN",

le signe intégral S se rapportant à la molécule dm et devant s'étendre

k la Terre entière, on aura

/ . C-R ^ rfN

(D) 'dq-^ ^—rpdt=:-;^,

f _, R — A ^ d^"
dr -\ — pq dt =: —^ •

Ces trois équations, remarqualrles par leur simplicité, ont été don-

nées par Euler dans le troisième Volume de sa Mécanique; combinées

avec les équations (c), elles me paraissent offrir la détermination la
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plus générale et la plus simple que l'on puisse donner des mouve-

ments des corps célestes autour de leurs centres de gravité.

III.

Considérons d'abord les moments d'inertie A, B, C; soit R le rayon

mené du centre de gravité de la Terre à la molécule dm\ soit a le co-

sinus de l'angle que R forme avec le premier axe principal; soit

encore cr l'angle que forme le plan qui passe par le rayon R et par le

premier axe principal avec le plan qui passe par le premier et par le

second axe principal. R v^i — \l^ sera la distance de la molécule au pre-

mier axe principal; R\/i — (i — (x*) cos^cr sera sa distance au second

axe principal, et Ry^i — (i — (Ji-) singer sera sa distance au troisième

*axe principal. Ainsi le moment d'inertie d'un corps, relativement à

un de ses axes, étant la somme des produits de chaque molécule du

corps par le carré de sa distance à cet axe, et A, B, C étant les moments

d'inertie de la Terre par rapport au premier, au second et au troisième

axe principal, on aura

A = SR*f//n(i — fjiî),

B = SR'rfm [i - (I — jjL») cos'cj],

C =: SR^ff/n [i — (i — fJ!^-) sin*Gj],

les intégrales devant s'étendre à la masse entière de la Terre. Mainte-

nant on a
dm r= R' rfR rffx drs;

si l'on observe ensuite que les intégrales doivent être prises depuis

R = o jusqu'à la valeur de R à la surface de la Terre, valeur que nous

désignerons par R', depuis (ji, =— i jusqu'à jji. = i, et depuis ct = o

jusqu'à CT = 271, t: étant le rapport de la demi-circonférence au rayon,

on aura
Ai::iSR'5e/fjtrfBy(i-|x'),

B = iSR'5</fxcfGT[i — (I - fi') cos'gi],

C = ASR'iûf^c/iîj[i-(i-fjt«) sin*CT].
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Rappelons présentement un théorème remarquable sur les fonc-

tions rationnelles et entières de pi, y/i — [x^sincr et y/i — [jl- cosct.

Y'" étant une pareille fonction de l'ordre i, assujettie à l'équation aux

différences partielles

dix

et U^''^ étant une pareille fonction de l'ordre i', assujettie à l'équation

aux différences partielles

on a généralement, lorsque les deux nombres i et i' sont différents,

(E) SY(')U<'')rffxrfcT = o,

les intégrales étant prises dans les limites précédentes.

Cela posé, concevons R" développé dans une série de fonctions

semblables, en sorte que l'on ait

R'5=r U'»)^ U("+ U(^)+ U(3)+ U(*)-f-. . .,

la fonction i — (jl^ est égale à f + ^ — (x- ; la partie | de cette fonction,

et généralement toutes les quantités indépendantes de (x et de vs, sont

de la forme Y<"'; la partie ~ ~ [^^ est de la forme Y'-', puisqu'elle satis-

fait à l'équation aux différences partielles

o = -L ^—-^^ + ___,+ 6 Y-);

on aura donc, en vertu de l'équation (E),

A = |S û^/Jl ^GTflUf») + (i — |Jl2) U<2) ].
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On a pareillement

1 — (i — fji*)cos'nT= * -h [J
— (i — jjL*)cos*Gi];

la fonction | est de la forme Y^"^ ; et la fonction ^ — (i — a^) cos'ct est

de la forme Y'^'; on aura donc

B=\Sdixdxn\ f
U(o)+ [i - (I- fji*) cos'gj]U(*) j.

On trouvera de la même manière

C == iSrffxrfcj
I

|U(«'+ [•- - (I- fx-) sin»cj]U(»)
{

;

partant
A nr î^TcUe»+ i S Uf») G?|Jl ^(i - fZ»),

B =r -jS^TT U(«' + iS U<») d^dt^y^ -{i — ^*) cos«5j],

C = JjTT UO)+ i S U(*' rffjL c/w[i - (
I - [JL» ) sin» ct].

Si la fonction U'^' disparait de l'expression de R'% on a

A = B = C;

é

or on sait que les trois moments d'inertie A, B, G étant égaux par

rapport aux trois axes principaux, ils le sont relativement à tous les

axes du corps, qui deviennent alors des axes principaux : la sphère

n'est donc pas le seul corps qui jouisse de cette propriété. L'analyse

précédente donne l'équation générale de tous les corps auxquels elle

appartient.

La Terre étant supposée formée d'une infinité de couches variables

du centre à la surface, le rayon R d'une quelconque de ces couches

peut toujours être exprimé ainsi

R = a + a a[Y<" -i- ¥<«' H- Y<" + Y'*' + . .".],

a étant un très petit coefficient constant et Y"\ \^^\ Y''\ . . . étant des

fonctions de la nature de celles dont nous venons de parler et qui

peuvent de plus renfermer a d'une manière quelconque. En négli-

geant les quantités de l'ordre a.^, on aura

R«=a«+5aa='[Y('>-^Y")4-Y(»J-h...l;
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partant, si l'on conçoit un solide homogène, d'une densité représentée

par l'unité, et dont le rayon de la surface soit celui de la couche dont

il s'agit, on aura, relativement à ce solide.

i5
aSan'<"cf^c/nj(^-fjL''),

B = ^^ + aSa^Y'^) dixdmU - (i -
l*-^)

cos^rn],
13

i5
aSa«Y(-' diJid(s[l - (i - fx^) sin'ïn].

En différentiant ces valeurs par rapport à a et en les multipliant

ensuite par la densité de la couche dont le rayon est R, densité que

nous désignerons par p, p étant une fonction quelconque de a, on aura

les moments d'inertie de cette couche; et, pour avoir ceux de la Terre

entière, il suffira d'intégrer les moments de la couche, par rapport

à a, depuis a = o jusqu'à la valeur de a relative à la surface de la

Terre, valeur que nous désignerons par l'unité. On aura ainsi

A=^Spda^-\-ot?>pd{a^Y^^^)dixdw{l — ix''),

B = ^Sp da^ -\- aSp d{a'Y^'^) dixdrs[l - {i — IX-) cos^rn],

C =:^Spû?a«-t-aSprf(a5Y(«')rf|uirfnT[i — (i — ^2)sin'-7n],
1 3

la différence </(«' Y'^') étant uniquement relative à la variable a.

Il résulte de ce que j'ai démontré dans les Mémoires cités de l'Aca-

démie des Sciences pour l'année 1782 (
'

), que, si l'on nomme acp le rap-

port de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur, on a, pour

la condition de l'équilibre des fluides répandus sur la surface de la

Terre
Sp^(a-^YW)=|[Y(^^+A9(/x^-i)]Sprfa%

la valeur de Y''^\ dans le second membre de cette équation, étant rela-

tive à la surface de la Terre, et les intégrales étant prises depuis a = o

(') Œuvres de Laplace, T. X.
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jusqu'à a = i; on aura par conséquent

B = -J Sp da*-h— 9Sp da^-\- ^ SYf»> diidxa[l, - (i - fx') cos»cT]Sp da\

C = ?| s p rfa»-t-~ 9 Sp </a»+ -g- SYW rffx rfGT[i - ( I - fx») sin« cj] s p rfa^

La fonction Y'-' est de cette forme

H ( i - /x» ) 4- H' fJL v/î"^^ sin cj

-+- R"ll\/l — fX* COSGJ

+ H'' (i — /jL-)sin2cj

• +H'^(i — /ji*)cos2nj,

et j'ai fait voir, dans les Mémoires de VAcadémie des Sciences pour

l'année 1783 (
'

), que la considération des axes principaux de rotation

rend nulles les constantes H', H", H*', en sorte que la fonction Y^^' se

réduit à

H (i - p* ) -+- H'^ ( I - fx* ) cos 2 CT.

Les variations de la pesanteur étant à très peu près proportionnelles

au carré du sinus de la latitude, la valeur de H'^ doit être très petite;

elle serait nulle, en effet, si la Terre était un solide de révolution. Mais,

pour plus de généralité, nous la conserverons dans ces recherches :

nous aurons ainsi

A— -v-Sprfa'H a7r(H— |<p)Spc^a',

B=:?^Sprfa«- ^a7r(H_ cp)Sp£/a»- — H'^SprfaS

C = ^Sprfa»- ~a7r(H-i9)Sprfa»H-^H'^Sprfa».
i5 '^ 27 ^

Q
'^

IV.

Considérons présentement les valeurs de ->-> —7- et —7- qui entrent
' at ai ctt *

dans les équations différentielles (D) de l'article II. Soient L la masse

( '
) OEuvres de Laplace, T. XI.
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d'un astre qui agit sur la Terre ; ce, y, z les coordonnées de son centre,

rapportées au centre de gravité de la Terre et à ses trois axes princi-

paux. Soit r' = \Jx^ -H j=^ H- 5% et nommons x\y\ z' les coordonnées

d'une molécule dm du sphéroïde terrestre; supposons enfin

— L(a?^'H-/7'+ z2') L

\/{x'- x)^+ {f-yY^ {z' - zy

Les forces attractives de L sur la molécule dm, décomposées paral-

lèlement aux axes des x, des j et des s, en sens opposé à leur origine,

et diminuées des mêmes forces attractives sur le centre de gravité de

la Terre, que nous considérons ici comme immobile, seront

d\ d\ â\
dx'' df' àz''

Ces trois forces sont celles que nous avons désignées par P, Q, R dans

l'article IL On aura donc

—7- = S dm Y -^—, — z' 3—T ,

dt y dz' dy' J

—p- ZZZ S dm z' -r—: — .r' -T-7 ,

dt \ ôx' dz' )

dN" „ , / ,dV ,dV\
—7— =r S dm x' -—7 — Y -r—, •

dt V ày' -^ âx'J

on aura

Si l'on observe ensuite que l'on a

'El- >Ê1- ^_ ^,
ày' ôx'

^''^ dx dy

- =^dm[zj^-y-^y

— -èdmfx^"^--- —
dt \ âz " dx

dW a j / à\ dV\
—r— := s dm

I y -r X -r- •

dt \ dx dy J

Les coordonnées x'
,
y', z' étant très petites relativement à la dis-

tance r' de l'astre L au centre de gravité de la Terre, on peut déve-
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lopper V dans une suite fort convergente ordonnée par rapport aux

puissances réciproques de r'; on aura ainsi, à fort peu près,

^ = 77? S ^m (xx' -hj/ H- 53'
) ( ^y - J5' ),

-^- = —r^S dm{a:a:' -hy/ -h zz'
)
{xz' — zx' ),

-^ = -pi^dmixx'-^-jy-h zz') iyx'— xy').

Or on a, par la nature des axes principaux de rotation,

Srfm(a?'«H-/-)=:C,

Sdm{x"-\-z'^) = B,

Sdm{y^-^z'^)=A;

%x'y' dm^=.o, Sx' z' dm :=o, Sy' z' dm^zzo.

On aura ainsi
d^ 3L.p ^.

r/N' 3L.. „.— = -iK-(:)xz,

d^" 3L _ ,,^:^^(B-A)a:/;

les équations (D) deviendront conséquemment

/^ C-B 3Lrf^C-B

I . A-C 3Ldt A-C
(F) <d^-^--^^^P = -p-,

B"'^''»

(^ B-A 3Lrf^B-A

Les équations (F) supposent que r' est fort grand par rapport au

rayon du sphéroïde terrestre, ce qui est vrai relativement au Soleil et

à la Lune; mais il est remarquable qu'elles seraient encore fort appro-

chées dans le cas où, l'astre attirant étant fort près de la Terre, la figure

Œuvres de L- — W\. 19
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de cette planète serait elliptique. Pour le démontrer, nous observe-

rons que Ton a, par l'article II,

^'— R|ji, /'— Ry/'i — jjL^ coscj, 5'=: R^/i — /:ji* sincj.

Si l'on nomme v et X ce que deviennent, par rapport à l'astre L, les

quantités [x et cy relatives à la molécule dm du sphéroïde terrestre, on

aura

Xz=.r'M, jr=/'y'i — V^COSX, 5zn:/-'y/i — v* sin>i.

Si l'on substitue ces valeurs dans la fonction V, et qu'ensuite on la

développe par rapport aux puissances de --,•> on aura une série de cette

forme
T T R* r R3
7. + 7^U'^M-t^U(3. + ...,

et il est facile de s'assurer que U-\ U'^', .. . sont des fonctions telles,

que l'on a généralement

0= -i ^ ^—^ H +f(f + i)U('\

Reprenons maintenant l'équation

on aura

LR_» / âU^'^ âU(^^'

Les différences partielles du second membre de cette équation étant

prises par rapport à des variables indépendantes de [x et de cj, si l'on

désigne généralement par U''^ la fonction

ây "^ ôz
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on aura

O — —^ 3 i—J H 3--- +l(H-l)L'<'>,

en sorte que la fonction U'^'^ est de la même nature que les fonctions

yc) et U"\' l'expression précédente de — deviendra ainsi, en vertu de

l'équation (E) do l'article précédent, en substituant pour dm sa va-

leur R-</Rfl^(jir/rT, et pour Rsa valeur rt H-art(Y^'>-!- Y'-^H-...),

dl

«Le ., ,v,8)N^ ^ /
^^''' ^^'''\

les différentielles fi^(rt*Y^-^),û^(rt"Y'^0' ••• étant relatives à la variables.

Or j'ai démontré, dans les Mémoires de l'Académie des Sciences pour

l'année 1782 ('), que l'on a généralement, par la condition de l'équi-

libre des fluides qui recouvrent la Terre, et lorsque i surpasse 2,

Sprf(a'+'Y(") = ^-^-^ Y(')Sprfa3,

les intégrales étant prises depuis a - o jusqu'à a ~ i, et Y"^ étant

relatif à la surface de la Terre; on aura donc

<?U'^

ÔY •" dz

Si la ligure de la surface de la Terre est celle d'un ellipsoïde, Y'*' est

nul, et alors l'expression de -r; se réduit à son premier terme, non

seulement à cause de la grandeur de r', mais parce que les valeurs de

yc), yt*),
. . . sont nulles. Or, quoique la figure elliptique ne satisfasse

pas exactement aux degrés mesurés des méridiens, cependant Tac-

( '
) OEuvrex de Laplace, T. X .
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cord des variations de la pesanteur avec cette figure indique que V^
Y'''^ ... sont très peu considérables par rapport à Y^*\ On peut donc

calculer les mouvements de l'axe de la Terre, en lui supposant une

figure elliptique, sans craindre aucune erreur.

Rapportons maintenant les coordonnées de l'astre L à un plan fixe,

que nous supposons être celui de l'écliptique à une époque donnée.

Soient X, Y, Z ces nouvelles coordonnées, l'axe des X étant la ligne

menée du centre de la Terre à l'équinoxe du printemps, l'axe des Y

étant la ligne menée du même centre au premier point du Cancer, ot

la ligne des Z étant la ligne menée de ce même centre au pôle boréal

de l'écliptique; on aura

x= Y sinô -f- Z cos5,

/ = X CCS <p -h Y cos sin cp — Z sin 9 sin cp,

z =:Y cos9cos9 — Zsin5cos9 — X sin<p.

Les équations différentielles (F) de l'article précédent deviendront

ainsi

ap -+ -—r rq dt
A

= y^^^^^^-;;^ [sin 2 9 (Y» ces- + Z^ si n" - X^- 2 YZ Si n 9 COS 9

)

+ 2 cos2©(XYcos9 — XZsinô)],

^ A-C ,,
dq -\ ^— rp dt

(G)
( '\\ dt { K C\

=-
g p. -jcosy[(Y-^-Z^)singcos0 + YZ(cos^0-sin^g)]

— sin9(XYsin0 4-XZcos6)j,

^ ^-^
dr -\ p— pq dt

=
^^^C^5~^^ !cos(p(XYsin0 4-XZcos0)

+ sino[(Y2— Z2)sin0cos0+ YZ(cos2 0-sin2 9)]L
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VI.

Intégrons présentement ces équations; si les deux moments d'iner-

tie B et C étaient égaux, ce qui aurait lieu dans le cas où la Terre

serait un sphéroïde de révolution, la première des équations (G) don-

nerait dp = o, et, par conséquent, p = n, n étant une constante. Lors-

qu'il y a une petite différence entre ces moments d'inertie, la valeur

de/? renferme des inégalités périodiques; mais elles sont insensibles.

En effet. Taxe instantané de rotation s'éloignant toujours très peu du

premier axe principal, y et r sont de très petites quantités, et l'on peut

sans erreur sensible négliger le terme ~r

—

rqdt de la première des

équations (G). Le second membre de la même équation se développe

en sinus et cosinus d'angles croissant avec rapidité, puisque ses termes

sont multipliés par le sinus et le cosinus de 2ç; ces termes doivent

donc être encore insensibles après les intégrations. On peut ainsi

supposer, dans les deux dernières des équations (G), p ^ n, n étant

la vitesse moyenne angulaire de la rotation de la Terre autour de son

premier axe principal. Mais, comme la discussion de la valeur de p est

très importante, à cause de son influence sur la durée du jour, nous

reviendrons sur cet objet, après avoir déterminé les valeurs de q et

de r.

Faisons, pour abréger,

?j^ [(Y»- Z») sinecosô 4- YZ(cos-ô - sin^ô)] ïT. p,

^ (XYsinô -+- XZcos9) ---= P';

les deux dernières des équations (G) deviendront

dq H jT— nrdt=: —-— dt (P COS9 — P'sino),

dr H -~ nq dt = —p;— dt ( P' cos 9 -h P sin 9 )

.
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P et P' peuvent être développés en sinus et cosinus d'angles crois-

sant proportionnellement au temps; soient A:cos(/^h-£) un terme

quelconque de P, et k's'm(it -\- s.) le terme correspondant de P'; on

aura, en n'ayant égard qu'à ces termes,

A p A p
dq H ^j5— nr dt = —- dt{ {k -{- k') ces

(
9 + /^ 4- e

)

+ (A-— it')C0S(9 — u — z)^^,

g p^ B ^
dr H j^

— rq dt = pr- ^' [ ( ^ -I- A:' ) sin
( 9 + <V + e )

^{k — k') sin(9 — it — z)}.

Pour intégrer ces équations, supposons

7 = M sin(9 + it-\- e) -t- N sin(9 — ît •— e),

r z=z M'cos ( 9 + iV -f- e ) + N'cos ( 9 — <7 — e ) ;

nous aurons, en observant que d<f est à très peu près égal à n dt,

^^^t_^(A-C)[/i(B + C -A)+/C}
m» 2

(/i-+-/)*CB — «^(IJ- A)(C — A) '

^^t_^(A -B) [n(B -H C - A) + «B]

M'— ^
,

(/i + /)*CB — /i»(B-A)((: -A)

^^=^(A-C)[«(B + C-A)-tC]
ivr

^

(« -0*CB — /i*(lJ--A)(C-A) '

^-—^ (A — B) [/i(B + C - A) - «B]

N'= —^ -^
(« — 0'CB-«^B-A)(C — A)

On a, par l'article II,

dO zzir dt sin 9 — q dt cos 9 ;

on aura donc

dQ M'— M . , . N'— N . ,^= • ?>\w{io -\- it+ t) -\ 810(29 — f^ — e)

N + N'-M-M' . ,.
H- s]n(f^ -+-£).
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Nous pouvons négliger les deux premiers termes de cette expression

de ^> parce qu'ils sont insensibles en eux-mêmes, à cause du fac-

teur ——^—- qui les multiplie, et que d'ailleurs ils n'augmentent

point par l'intégration. 11 n'en est pas ainsi du troisième terme, que

l'intégration peut rendre sensible, si i est fort petit; dans ce cas, on

peut négliger i relativement à w, et l'on a, à fort peu près,

dd Bh-C — aA ,, . ,

.

-7- =: r h'Sïn(lt-ir t).
de 2/iA ^

On a encore, par l'article II,

d<]i sin6= rdt cos<f -\- q dtsincf,

ce qui donne

d^ . ^ M'-M , .. ,
N'-N

-^- sin9= —;;— cos(2© -h u -h e) -\ cos(2(|) — it — e)

cos(f7 + e);

dt 2

M-hM'-f-N + N'

et, en supposant «très petit, on aura, à très peu près,

dûi . n 2A — B — C, ,., .
-

-f smô = 7 ^cos(i<-+-e).
dt 2nA

Si l'on désigne par I,kcos(it -h s.) la somme des termes dans les-

quels P peut se développer, et par S^'sin(f/-f-£) la somme des

termes dans lesquels P' peut se développer, S étant la caractéristique

des intégrales finies, on aura

;
de B-hC-aA^., . , ., , ,

\ dt 2«A
(H)

^ dd/ . . 2A — B — C V / , -. \

\ dt -inK

En intégrant ces équations sans égard aux constantes arbitraires,
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on aura les parties de 6 et de '\> qui dépendent de l'action de l'astre L.

Pour avoir les valeurs complètes de ces variables, il faut leur ajouter

les quantités qui dépendent de l'état initial du mouvement. En

n'ayant égard qu'à cet état, les équations (F) de l'article IV devien-

nent
, A.- C ,, ^ B A ,,

aq -+- —g— nr al = o, cir -\ -,— nqatr=o;

d'où l'on tire, en intégrant,

q=i G sin(X^-!- 6),

r——— — Gcos(Xi+ê),
n{L — A)

G et 6 étant deux constantes arbitraires, et X étant égal ii

ViB-A)(C-A)
BC

Si l'on substitue pour ^ et r ces valeurs dans l'équation

dQ
-j- r= r sm 9 — «7 ces 9,

on aura, après avoir intégré,

a , «(C — A) — >B ^ , . ^,

2/i(« + /) (C — A) ^

XB + n(C-A) n , -. ^.

2/<(« — /) (C — A) ^' '

h étant une nouvelle arbitraire. Si la valeur de G était sensible, on le

reconnaîtrait par les variations journalières de la hauteur du pôle ; et,

puisque les observations les plus précises n'y font remarquei^ aucune

variation de ce genre, il résulte que G est insensible, et qu'ainsi l'on

peut négliger les parties de 6 et de ^p qui dépendent de l'état initial du

mouvement de la Terre.
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VII.

Reprenons maintenant les équations (H) de l'article précédent. La

première donne, en l'intégrant et en observant que Zk' sin(iV -+- e) est

le développement de la fonction P',

e = h + ^-^^-^^
fP'dt.

a/iA ^

Les seuls astres qui influent d'une manière sensible sur les mouve-

ments de l'axe de la Terre sont le Soleil et la Lune. Considérons

d'abord l'action du Soleil.

Soient

V la longitude de cet astre, comptée sur son orbite, de l'équinoxe mo-

bile du printemps;

Y l'inclinaison de l'orbite sur le plan fixe;

A la longitude de son nœud ascendant.

On aura

X = r'cos*^ cost^4- r'sin'^ cos(f — 2 A),
2 2

Y =: r'cos'- sinp — r'sin'*- sinCi»— 2 A),
2 2 ^

'

Z = r'siny sin(t' — A),

d'où Ton tire

f'i y fit sin'v r'* yXY=: — ces*- siri2p -\ -,
—'- sin2A sin*^- sin(af — 4A),22 4 22^

,'t V r't

XZ = — sinycos*- sin(2P — A) ;- sin2y sin.2*2 '4
H siny sin*^ sin(2v — 3 A);

on a, par la théorie du mouvement elliptique.

r'* dv=ia}mdt \Ji — e*

,

mt étant le moyen mouvement du Soleil, a étant sa moyenne distance

OEuvret de L. — XU. 20
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à la Terre, et e étant l'excentricité de son orbite; on a, de plus,

a**

a r H- ecos((^ — F)

r' I — e*

r étant la longitude de l'apogée solaire; on aura donc, relativement

au Soleil,

P' c/< = y^^ (XY sin 9 + XZ cos 9)

XY XZ
Si l'on substitue pour -^7^ et -^ leurs valeurs précédentes en c, on

verra d'abord, après avoir développé V dt en sinus de l'angle v et de

ses multiples, que les termes dépendants de la longitude F de l'apogée

solaire renferment l'angle v et qu'ainsi ils ne peuvent devenir sen-

sibles par l'intégration. Il n'en est pas ainsi des termes dépendants de

XZ
la longitude du nœud; la fonction —r^ introduit dans Y di le terme

Bmdv . . .

^— sinaysinA;

et, vu la lenteur des variations de y et de A, ce terme peut devenir,

par l'intégration, très sensible dans la valeur de 0; on aura ainsi, à

très peu près, en observant que y et e sont fort petits et en ne con-

servant parmi les termes multipliés par ces quantités que ceux qui

peuvent croître considérablement par les intégrations,

/ P' dtz:^ j- sin9coS2(> — cos9 / y dtsmA. ^y

La quantité y sinA est le produit de l'inclinaison de l'orbe solaire par

le sinus de la longitude de son nœud; or on sait, par la théorie des

inégalités séculaires du mouvement des planètes, que ce produit est

égal à un nombre fini de termes de la forme csïn(ft -\- 6), c étant

un petit coefficient et / étant pareillement très petit, en sorte que

l'angle ft croît avec une extrême lenteur. Nous désignerons par
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Lcs\n(/t -f- 6) la somme de tous ces termes; nous aurons ainsi pour

la partie de fP'de dépendante de l'action du Soleil

rP'dt=: ^sinÔcosaf H cosôV y cos(/i -f- 6).

Considérons présentement l'action de la Lune. En désignant par L'

sa masse et par a' sa moyenne distance à la Terre, en nommant de

plus, relativement à cet astre, ^', m', T\ e', A' et y' ce que nous avons

nommé v, /w, F, e, A et y, relativement au Soleil, et faisant

on trouvera, par l'analyse précédente,

CP' dt — 7^-rSin6cos2t^' cosQ fy' dt sinA'.

XY • • ,• r
La fonction —^ introduit encore dans l'intégrale / Vdt le terme

— sinô ry"rf<sin2A'.

Ce terme croît considérablement par l'intégration; mais il est aisé de

voir que, malgré cet accroissement, il reste encore insensible. En

effet, son maximum est à celui du terme

3X/n»cos0
Cy'dtsinA'

comme
J y' tango est à l'unité; or on verra bientôt que le second de

ces maxima est d'environ lo" relativement à l'orbe lunaire rapporté

à l'écliptique; de plus, y' est au-dessous de ^^ : le premier maximum

est donc insensible. Les seuls termes sensibles que l'action de la Lune

produit dans l'intégrale y P' dt, et par conséquent dans la valeur de ô,

sont donc ceux auxquels nous avons eu égard. Quelques astronomes

ont introduit dans cette valeur une petite inégalité dépendante de la

longitude de l'apogée de l'orbe lunaire; mais on voit, par l'analyse

précédente, que cette inégalité n'existe point. Le moyen mouvement

de l'apogée lunaire étant à peu près double du mouvement des nœuds
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de la Lune, un terme dépendant de l'angle iK' — F pourrait devenir

sensible par l'intégration, quoique multiplié par e'y'^; mais l'analyse

précédente nous montre encore qu'il n'existe point de terme sem-

blable dans l'intégrale fVdt.

Pour évaluer la fonction jy'dis[nA\ nous observerons que, dans

tous les changements qu'éprouve la position de l'orbe solaire, on a

y'=y et A'=A;

on a donc, eu égard aux variations de l'orbe solaire,

fy'dtsinA'= — ^yCOs{ft-i-B).

Soient de plus c' l'inclinaison moyenne de l'orbe de la Lune sur celui

du Soleil et —f't — ^' la longitude de son nœud ascendant sur cet

orbe, comptée de l'équinoxe mobile du printemps; on aura, en vertu

de cette inclinaison,

fy'dtsmA'=j,cos{/'t-i-e');

en réunissant donc ces deux termes, on aura, relativement à la Lune,

fydt sm\'= jj cosif't + ^')-^y cos(/^ -f- 6),

et l'on aura pour les actions réunies du Soleil et de la Lune

^ , 3/n . -îA— B — C / "km ,\d=: h -h -5— sin d 1 COS 2V -\ r COS 2 v'
)Un A \ m' J

Sm^ -2A — B — C, -.vVC ,- „^

.
nc'm^ 2A-B-C ... .,,

COSÔ T COS(/'iH-ê').
4/i/'

vin.

Déterminons présentement la valeur de ^ et, pour cela, reprenons

la seconde des équations (H) de l'article VL En lui donnant cette

forme

^ 2«A
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on a ('), par rarticle précédent, relativement au Soleil,

/•'* V r'* y
Y'— Z*= — cos*^(i — C0S2P) sin'^rcosaA — cos(2(' — aA)]

a a
^ ' a a ^

r'*
sin*y[i — cos(2Ç'— a A)],

,.11

2

YZ = ;—i-cosA siny cos'^cosfac— A)
4 2*2

..'«
/ y

H siny sin* ^cos(2(' — 3A).
a ' a

On aura donc, par l'analyse du même article, en négligeant les carrés

de e et de Y et les quantités qui ne deviennent point sensibles par l'in-

tégration,

Pdt= dùsinOcosO j- s\n 9 cosO d sm2 v
a 4

3 m*
H ydtcos\{cos*d — sin»0).

YCOsA est le produit de l'inclinaison de l'orbe solaire par le cosinus

de la longitude de son nœud, et l'on sait, par la théorie des inégalités

séculaires du mouvement des planètes, que ysinA étant représenté

par Se sin (//-f-Ç), la fonction y cosA sera exprimée par 2c cos(//-t-Ç).

Il faudra donc substituer cette valeur, au lieu de y cos A, dans l'ex-

pression de P.

On trouvera par la même analyse et par celle de l'article précédent

que, relativement à la Lune, on a

^ dtz=. smy COS0— -,—r sin9cos9asin3t''
a i\ni'

-+- ?X/n»c?^(cos'0 — sin'ô)2ccos(/i-f-6)

-h ^Im^dt (cos»9 — sin*0) c' cos(/'/ + o');

r'* Y
(») Au lieu du terme sin*- [cosaA — cos(af— -^A)], on trouve les deux

termes

1 'Y
r'* 8in*Y[cos2A — co8(2f— aA)] -f- -r'« sin*-!^ [i — C08(2f— 4A)].

4 2 a

La correction a été faite dans la Mécetnique céleste. {Note de l'Éditeur.)
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on aura par conséquent

dt kn A '

3/n 2A — R — C r. ^ ( , • ^m
C0S9 -r d'&XïilV 7 a sinap'

J8n A dt\ m

3m«2A — R — C, ^,cos«0 — sin*0„

4« A sino "^ '

3X/n«2A — R-Ccos^e-sin'Ô ,

l\n A sinô ^-^ '

Pour intégrer cette équation, nous observerons que la valeur de 6

n'est pas constante et que ses variations séculaires deviennent, par

l'intégration, sensibles dans le premier terme de cette expression ^•,

or la seule partie de la valeur de 8, trouvée dans l'article précédent,

qui puisse acquérir une valeur un peu grande par la suite des siècles

est celle-ci

3/n* û2A — B~C, ^xV^c ,. „,

c'est donc la seule à laquelle il soit nécessaire d'avoir égard : ainsi,

en faisant, pour abréger.

3/n2 ,2A — R— C, ^, ,
-,— cosA 7 (l 4- A) = /,
4/1 A

le premier terme de l'expression de -^ deviendra, en négligeant les

quantités de l'ordre c^,

/ 4- /Hang/i^ y cos(/i + ê).

Il est inutile d'avoir égard à la variabilité de dans les autres termes
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de cette expression, qui donne, après l'avoir intégrée,

^j> = /i + Ç 4-2 Uy — ij langA -f- col/i
I
y sin(/^ + 6)

Sm 2i> r-, srr Slll 2 v'
2m(n-X) 3/n'(n-X)

/X cos*A — sin'A , . , ,, «,»+ 7 TTTi ^-7 r— c sin {f't + ê' ),

\ étant une constante arbitraire.

L'expression de G de l'article précédent peut être mise sous cette

forme

/taneA / /n . A
H , > cos2a -\ ; /coS2a' L

2m(i H- A) \ m! )

En réunissant ces valeurs de «j^ et de 6 avec celle-ci p = n, on aura

tout ce qui est nécessaire pour déterminer, à chaque instant, les mou-

vements de la Terre autour de son centre de gravité.

IX.

Les valeurs de <]; et de 6 sont relatives à un plan fixe; pour avoir

ces valeurs par rapport à l'écliptique vraie, considérons le triangle

sphérique formé par l'écliptique fixe, par l'écliptique vraie et par

l'équateur. Il est aisé de voir que la diff'érence des deux arcs inter-

ceptés entre l'équateur et le nœud ascendant de l'orbe solaire, dans

ce triangle, est à très peu près égale au produit de cotô par l'incli-

naison de l'orbe solaire à l'écliptique fixe et par le sinus de la longi-

tude de son nœud; cette difi'érence est donc égale à

cot92csin(/< -f- 6);

or, si l'on nomme 4*' la distance de l'intersection de l'écliptique vraie

et de l'équateur à la droite invariable prise sur le plan fixe, et d'où

l'on compte l'angle 4^» on aura à très peu près ^ — ^' pour cette
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même différence; on aura donc

^ — i^'z=zcol91csm{/t-\~S),

d'où l'on tire

^J/'= /< + Ç +2 (^1 + - langvA (j—n col/i c sm{ft + 6)

Il COS'h — siii^A , . , ^, -,,,
-+-

/ , 1 X .7
—=—7 7— C sin {f't -h 6')

i . a . ,

sin 2 (^
r-, ^T sin 2 v'.

a/n(i-i-X) 2m'(i-i-X)

Si l'on nomme ensuite 6' l'inclinaison de l'écliptique vraie sur l'équa-

teur, on trouvera facilement, en considérant le triangle sphérique pré-

cédent et en observant que 6'— G est fort petit,

d'-Qz=zlccos{/t-hB);

on aura par conséquent

H —^^^ ( COS 2V -\ -.1 COS 2i>' ).
2/n(n-A)\ m' }

La partie ^^^y- c ç,os{ft + S) de cette expression exprime la va-

riation séculaire de l'obliquité de l'écliptique vraie sur l'équateur. Si

la Terre était sphérique, il n'y aurait point de précession en vertu de

l'action du Soleil et de la Lune; on aurait ainsi l= o, et la variation

séculaire de l'obliquité de l'écliptique vraie serait Sccos(/j{ -h ê). On

voit donc que l'action du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde ter-

restre change considérablement les lois de cette variation, qui devien-

drait même presque nulle, si le mouvement de précession dû à cette

action était très rapide relativement au mouvement de l'orbe solaire;

car ce dernier mouvement dépend des angles (/— l)t, dont les coef-

ficients /— /seraient très petits par rapport à /et à/; en sorte que la
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fonction .V =—^ccos(// + 6) deviendrait presque insensible. Dans

les suppositions les plus vraisemblables sur les masses des planètes,

l'étendue entière de la variation de l'obliquité de l'écliptique est ré-

duite, par l'action du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre, à

peu près au quart de la valeur qu'elle aurait sans cette action; mais

cette différence ne se manifeste qu'après deux ou trois siècles. Pour le

faire voir, développons la fonction ^ /^^^^^(/^ "^ ^) P^*" rapport

aux puissances du temps; on aura, en ne considérant que sa première

puissance.

Si la Terre était exactement sphérique, les coefficients /— / res-

teraient les mêmes; la variation séculaire de l'obliquité de l'écliptique

serait donc encore la même dans les temps voisins de l'instant pris

pour époque.

La fonction

V (1+ — lang*A] (/ — /)cot/iccos(/f 4-6)

de l'expression de -^ donne la diminution séculaire de l'année

moyenne, en réduisant cette fonction en temps, à raison de 36o** pour

une année. La diminution qui aurait lieu par le seul mouvement de

l'écliptique, ou sans l'action du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde

terrestre, serait 2(/—/)cotAccos(/J + ê). Cette action change donc

encore l'étendue de cette variation dans la longueur de l'année, et elle

la réduit à peu près au quart de la valeur qu'elle aurait sans cette

action.

C'est ici le lieu de discuter les variations du jour, que les astro-

nomes nomment yowr moyen. Le moyen mouvement de la Terre dans

son orbite est uniforme; si l'on conçoit sur cette orbite un second

Soleil dont le mouvement et l'époque soient les mêmes que le moyen

mouvement et l'époque du moyen mouvement du vrai Soleil; si l'on

Œuvres de L. — \ll. 21
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conçoit, de plus, dans le plan de l'équateur, un troisième Soleil mù

de manière qu'il coïncide avec le second Soleil toutes les fois que

celui-ci passe par l'équinoxe moyen du printemps, et que sa distance

à cet équinoxe soit toujours égale à la longitude moyenne du Soleil;

l'intervalle de deux retours consécutifs de ce troisième Soleil au méri-

dien sera ce que l'on appelle yoM/* moyen. Si le mouvement de l'équi-

noxe sur l'écliptique vraie était uniforme, et si l'inclinaison de cette

écliptique sur l'équateur était constante, le troisième Soleil se mou-

vrait toujours uniformément sur l'équateur; mais les variations sécu-

laires du mouvement des équinoxes et de l'obliquité de l'écliptique

introduisent, dans le mouvement de ce troisième Soleil, de petites

inégalités séculaires que nous allons déterminer.

La vitesse de rotation de la Terre peut être supposée constante et

égale à /i; de plus, son axe instantané de rotation ne s'écarte jamais

du premier axe principal que d'une quantité insensible. Soient donc

X: la vitesse du troisième Soleil que nous imaginons mù dans le plan

de l'équateur, et v sa distance à l'équinoxe du printemps rapporté à

l'écliptique fixe; n — k sera la vitesse du second axe principal rela-

tivement à ce Soleil, et l'on aura

rf<p — di>z={n — k) dt.

Mais on a, par l'article II,

d(^ — ndt -\- d^ ces Q
;

on aura donc
dv z=: kdt -h d^ CCS 9.

Soit v' la distance du troisième Soleil à l'équinoxe réel, c'est-à-dire

à l'intersection de l'équateur avec l'écliptique vraie; il est aisé de

voir, par ce qui précède, que v — v est égal a ^r^ > ce qui

donne
sin(

d.'=d,~dt^'-^'''''^-^'-^^^
sin(

partant

7/ / 7 71 /l 7 2C/C0S(//H- ê)
dç'— kdt + d^cosd — dt - '' '

-

sini
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Soient gt le mouvement sidéral du second Soleil sur l'écliptique

vraie; g-^-^ sera sa vitesse angulaire relativement à l'équinoxe

réel; mais on a

^ = ^-col02c/cos(/< + 6);

cette vitesse est donc égale à

é'-f- ^ —coidlc/cos{/t-hB).

dv' '

Elle doit être égale à ^; on pourra donc, au moyen de cette éga-

lité, déterminer k, et l'on aura

/>x <^^ I — cos9_ - / /. ^x
A: = g-+(i-cosg)^4-

^.^g
lc/cos{/t-\-6).

En substituant pour d']) et 6 leurs valeurs précédentes, on aura

k = g-\- l{i — cosA) — sinh > — cos(/^-i- 6)

+ (i — cosA)2jr(y — ntang/i4-/cotA ccos(/^4-ê)

I — cos h

sinh
2c/cos(// + 6).

La partie constante de ^ est ^ -f- /(i — cosA) ; ainsi, dans la rigueur,

le jour moyen est formé par un quatrième Soleil mû constamment

dans l'équateur avec la vitesse g-hl(i — cosA); mais ce Soleil ne

passerait pas par l'équinoxe réel en même temps que le second So-

leil. En intégrant les termes variables de l'expression de k, on aura,

pour l'équation des jours moyens, *^

— sinh^ -— sin {ft -\- 6)

-+-(i — cosA)^ f y-j — -jtangA -f - cot/t je sin(/f4- 6)

I — cos h v^
sin/i

2ccos(/f + 6).
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Cette équation, réduite en temps à raison de Sôo** pour un jour, ne

s'élevant qu'à un petit nombre de minutes dans une période de plu-

sieurs milliers de siècles, sa considération est entièrement inutile aux

astronomes.

X.

La constance dans la durée des jours moyens dépend de l'uniformité

du mouvement de rotation de la Terre autour de son premier axe prin-

cipal, et de ce que l'axe instantané de rotation ne s'écarte jamais de ce

premier axe que d'une quantité insensible. Le sinus de l'angle formé

par ces deux axes est égal à
v^ "^^

_-. or il est visible, par ce qui

précède, que q et r sont insensibles, et qu'ils n'ont d'influence sen-

sible sur les valeurs de ô et de ^^ que par les intégrations; on peut

donc toujours confondre l'axe instantané de rotation avec le premier

axe principal, et les pôles de rotation de la Terre répondent toujours,

à très peu près, aux mêmes points de sa surface.

Il est aisé de voir que, p étant égal à ^ — -^cosô, il exp^'ime le

mouvement de rotation de la Terre autour de son premier axe prin-

cipal; il importe donc de s'assurer que les variations de la valeur de p
sont insensibles. Pour cela, nous observerons que, si B = C, ce qui a

lieu lorsque la Terre est un sphéroïde de révolution, la première des

équations (F) de l'article IV donne dp = o, et par conséquent^ égal à

une constante n; mais ces équations n'étant qu'approchées, relative-

ment à l'action de l'astre L, nous allons faire voir que l'équation/? = n

a encore lieu en ayant égard à tous les termes dus à cette action. La

première des équations (D) de l'article II donne

on a, de plus, par l'article IV,



AUTOUR DE LEURS CENTRES DE GRAVITÉ. 165

Supposons

nous aurons

dt
"^

dy ^ dz'

Si la Terre est un solide de révolution, V est le même lorsque x et

sy^-\- 3^ sont les mêmes; il est donc fonction de ces deux quantités,

d'où il suit que — — o, et par conséquent p = n. Voilà donc un cas

fort étendu, dans lequel le mouvement de rotation de la Terre autour

de son premier axe principal est rigoureusement uniforme.

Considérons maintenant le cas général dans lequel les trois mo-

ments d'inertie A, B, C sont inégaux entre eux. La force vive de la

Terre est égale à Ap^ -+- Bq^ h- Cr* ; on a donc, par le principe de con-

servation des forces vives,

r/ dV ôY dz' \
A/>»+Bç*+Cr'— const. 4- aS / ( y-jc^o^'-i- -^,dy'-\- ^dz'jdm,

la caractéristique intégrale S étant relative à toutes les molécules de

la Terre, et la caractéristique intégrale y se rapportant au temps t.

Soit SV la variation de V, en ne faisant varier que les quantités rela-

tives au mouvement de la Terre autour de son centre de gravité ; on

aura
A/>« H- B ^M- C r«= const. + 2 Sy^ôV rf/w ;

on a, à très peu près,

S\dm=-,-h ^Sl2cc'*— v"- z'» ) dm

-f- î^ S (2/'»- a^'»— z'» ) rfm

+ ^S(2^'«-a.'«-/«)c/m

= ^ + (B-hC-2A)~

+ (C + A-,B)i:^;
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Si l'on substitue pour cc,yy z leurs valeurs données dans l'article V,

on aura l'expression de SBYdm, en ne faisant varier par rapport à S

que les quantités 9, '\) et G. On peut ici négliger dans SYdm les termes

dépendants de l'angle ç, parce qu'ils sont encore insensibles après les

intégrations; on peut négliger pareillement les termes dépendants du

moyen mouvement de l'astre L, car, soit ^sin(m/ 4- S + (j;) un de ces

termes, il produira dans S^Ydm le terme AB^ cos (mt ~\- G -{-^), et

— étant beaucoup moindre que m, ce terme sera insensible dans les

intégrations. Il suffit donc de conserver dans SYdm les termes qui ne

sont assujettis qu'à des variations séculaires; on aura ainsi

SV rfm = rjî^ (2A — B - C) [2 — 3 sin'9 — 6 sindcosO le cos{ft + ê)].
o /

Pour avoir S^Ydm, il faut différentier cette expression par rapport à

et à ^; or on a, par l'article VIII, en ne considérant que les varia-

tions séculaires de 6,

è9 = llc$tsin{ft-hB).

On a, de plus,

le cosift -h S) = le cos[{f— l) t + U + ^].

En difFérentiant cette fonction par rapport à 1» ou à, on aura

— ldtlcsin{/t-\-&)

pour sa différence. Ces valeurs étant substituées dans S§V, on aura,

en négligeant le carré de c,

S (5V dm = 0,

et, par conséquent,
A/?' H- B ^'+ C r^ =r const.

Ainsi, Bq^-\- Gr^ étant toujours insensible,/? est toujours, à très peu

près, constant. On parviendrait au même résultat en considérant les

équations (G) de l'article V : il suffirait de multiplier la première par

A dp, la seconde par Bdq et la troisième par Cdr. En les ajoutant

ensuite, et substituant dans le second membre de leur somme, au
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lieu de ^, y, r, leurs valeurs données dans rarticle H, on arriverait

à l'équation
Apdp -hBqdq -h Crdr= o,

et l'on verrait, de plus, que l'on a séparément

ïiqd(j + Crdr:rzo,

en ne considérant que les inégalités séculaires.

Le mouvement de rotation de la Terre autour de son axe instantané

de rotation étant égal à

s//**+ 7*+ /•*

ou à

v/A/?'-l-By'+ Cr«4-(A-B)7'+(A-C)r'

v/Â

on voit que ce mouvement est uniforme et que les variations sécu-

laires de et de
<J^

n'y produisent aucun changement sensible.

La rotation de la Terre peut donc être supposée uniforme, soit

autour de son premier axe principal, soit autour de son axe instan-

tané de rotation; et, de plus, ces deux axes ne font jamais entre eux

qu'un angle insensible.

XI.

L'analyse précédente suppose la Terre entièrement solide; mais

elle est recouverte en grande partie d'un fluide dont les oscillations

peuvent influer sur les mouvements de l'axe terrestre; il importe

donc d'examiner cette influence et de voir si les résultats que nous

venons de trouver n'en sont point altérés. Pour cela, il faut déter-

miner ce que l'action de l'océan sur le sphéroïde qu'il recouvre

ajoute aux valeurs de N, N', N" de l'article II.

On a, par cet article,

^ =S{Ry-Qz')dm,

dN'^ =SiPz' -'Rx')dm,

dN'^ = S{Qx'-Vy)dm.
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Voyons quelles sont les quantités que l'action de l'océan produit dans

ces expressions. Ce fluide agit sur le sphéroïde terrestre par sa pres-

sion et par son attraction : considérons séparément ces deux effets.

Dans l'état d'équilibre, la pression et l'attraction de l'océan ne pro-

duisent aucun mouvement dans l'axe de rotation de la Terre; il ne

faut donc avoir égard qu'à l'action de la couche d'eau qui, par les

attractions du Soleil et de la Lune, se dispose sur la surface d'équi-

libre qui terminerait l'océan sans ces attractions. Représentons par

aj l'épaisseur de cette couche, et prenons pour unité de densité celle

de la mer et pour unité de distance le rayon moyen du sphéroïde ter-

restre. Nous aurons ainsi à considérer l'action d'une couche aqueuse

dont le rayon intérieur est i et dont le rayon extérieur est i h- aj. Si

l'on nomme g la pesanteur, la pression d'une colonne de cette couche

sur le sphéroïde qu'elle recouvre sera le produit de oLgy par la base

de cette colonne.

Soit r le rayon mené du centre de gravité de la Terre au point de la

surface du sphéroïde que cette colonne presse; soient \k le cosinus de

l'angle que le rayon r forme avec l'axe de rotation, et xs l'angle que le

plan mené par cet axe et par r forme avec l'axe des y'\ soit enfin

X' = G l'équation de la surface du sphéroïde que recouvre la mer,

\' étant une fonction des coordonnées x' y y' , z' qui déterminent la

position d'un point de cette surface, on a

y' z=z r \fî~— \i} ces HT,

z' =! r \J \ — [i} sinny.

La base de la petite colonne que nous venons de considérer peut être

supposée égale à r- d^dxs. Cette pression est perpendiculaire à la sur-

face du sphéroïde; en la décomposant en trois forces parallèles aux

axes des x\ des j' et des z' , et supposées tendre à augmenter ces coor-

données, on aura pour ces forces

(xgyr^d\j.dm dV ck.gy r^ d\i. dus dl' agyr^d^idw dV

7 ^' T ^7' 7 ^-''
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/étant égal à y/(^y + (|;y-t-(^y. L'équation à la surface du

sphéroïde est de cette forme

•'» _i- v'ï _i_ -'«x'^-r y'^-\- z'^= l-\- iq,

q étant une fonction très petite de x\ y', 5', dont nous négligeons le

carré; on a donc

ce qui change les expressions des trois forces précédentes dans

celles-ci :

lagyr^ dit.dt^ f , dq\

_ 2agyr^dixdw / _ dq\

/ V à/y

'2 0Lgyr-d[i.djs f, dq\

f K àz<y

On aura ainsi, en n'ayant égard qu'à ces forces,

rfN _ C 'ioigyr^ dji dis / , dg _, dg \

dt -\S f y dz' ^ d/r

d^' _C 2ot^y/'f//xrfCT / , dg _.àg^\
dt ~0 f y dx' dz'y

rfPr _ rj iagyr'-d[i.dxs ( dq^ _ , dq\
dt ~~0 / \ ày' ^ dx')'

Rapportons les différences partielles ^> ^> -p aux variables r, a

et CT. Pour cela, nous observerons que l'on a

dx' ày' y dz' dr di^ '^ dm

Or on a

r — \/x"+ y'*-hz'\ ^^=7' lang5J=-7,

OEitvres de L. — XU. 23
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d'où l'on tire

x' dœ'+ y' dy'^ z' dz'
dr — '' -^

d[i.

r

__ (y 4- 5'2
) dx'— x'y' df— x'z' dz'

r'dz'—z'dy'

En substituant ces valeurs dans l'équation différentielle précédente

en q et comparant séparément les coefficients de dx' , dy' et dz\ on

aura

^^ àq ^ i — jx^ dq^

dx' ^ dr r <?/jl

Oq _^ ;-——

^

Oq sinni dq |jl\/i — jj.- cosm ôq
ây'

'^
dr ,.y/i__^2dnT /•

<?fA

<?^ /
r . dq cosnr dq u.\/i — u.* slnr^j dq

dz' dr fJi u} ans r d\}.

On aura ainsi, en observant que, dans les valeurs précédentes de rfN,

fi^N', ^N", on peut supposer r = i et/= 2, en négligeant le carré de q.

dN
dt

dN'
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tion de la couche sur l'océan, et que cet effet peut être exprimé par

cette somme prise avec un signe contraire.

La résultante de l'action de la Terre entière sur la petite colonne

oLydiif/rs de la couche aqueuse et de la force centrifuge est perpendi-

. culairo à la surface d'équilibre de la mer. On aura donc l'action de la

Terre entière sur cette colonne en la concevant animée de cette résul-

tante et de la force centrifuge prise avec un signe contraire. La pre-

mière de ces deux forces est la pesanteur g qui doit être multipliée

par la masse OLyd^kc/rs de la molécule. En supposant donc que l'équa-

tion de la surface de l'équilibre de la mer soit

/î_l_ r.'i —

dt dt dt

• • j I .AdH dN' , dN"
,on aura, parce qui précède, pour les parties de ^> -^ et -^— rela-

tives à cette force,

Satgyd[xdrs^,

c j j ( I ? •
^9' /^COSGT dq'

%.gydv.d^[^ . - V-' snm g-- - £== ^
C j j ( fJisinGJ dq' I r dq'\
Sa.-^j c/^ rfo.

(
-^= ^^ - v/i - fx« cos^^ )

.

11 faut, comme on vient de le dire, prendre ces quantités avec un

signe contraire; en les réunissant ainsi aux valeurs précédentes de

-rji —rr et -^> et observant que q—q exprime la profondeur de la

mer, profondeur que nous supposons très petite et que nous repré-

senterons par Y, on aura

-^-^^gyd^dr;^-^.

dt

Il faut maintenant considérer l'effet de la force centrifuge prise avec
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un sia;ne contraire et le retrancher de ces valeurs de -77? -rr' —rr>" cit dt dt

ce qui revient à ajouter à ces valeurs l'effet de la force centrifuge. Si

l'on désigne par n la vitesse de rotation de la Terre, la force centri-

fuge de la petite colonne fxyd\^dxs sera n^ v^ i -- [ji'^ ; en la multipliant

par la masse de la colonne, on aura

a «'j d\i. dm \l i — ^

pour la force entière. Cette force est dirigée suivant le rayon du paral-

lèle : en la décomposant en deux, l'une parallèle aux y' et l'autre

parallèle aux z\ on aura

cun^y dji dm y/i — jx* coscj

pour la première, et

a n}y d^x dxs y/ 1 — j^* sinm

<fN rfN' dW
pour la seconde. On aura donc, pour les parties de -j-> -rr et —r-

relatives à la force centrifuge,

d^
-dt='''

—rr =— Sxn^y dixdxs ixs/i — ^- sinnr,

rfN—7-= S(xn^y dix dts lis/ 1 — ix^ cos
dt

CT.

11 nous reste à déterminer l'effet de l'action de la couche aqueuse

sur l'océan. Pour cela, représentons par aU la somme des molécules

de cette couche, divisées par leurs distances respectives à une molé-

cule de l'océan, déterminée, soit par les quantités r, [jietcj, soit par les

coordonnées x', y', z'; a-j-7, a -^-7 et a.^ seront les actions de la

couche sur cette molécule, ces actions tendant à augmenter les coor-

données a;', j', z', La masse de la molécule estr^drcii^dts. Les parties

<fN dN' <iN"
de -,-> —j--> --rr-> relatives k l'action de la couche aqueuse, seront
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donc

Pour intégrer ces fonctions relativement à r, nous observerons que,

la profondeur de la mer étant supposée très petite, on peut supposer ici

Sr*dr = y.

Si, de plus, on change les différences partielles ^j -t—, et -p, en

d'autres, relatives aux variables r, rs et [x, les fonctions précédentes

deviendront, en les prenant avec un signe contraire,

-SayrffxrfcT^,

c j j / / î • <^U /uieosGj (?U\— S«y aaacj l \J i — a* smcj-r V_ — -r— 1

V <^f* v^i — F* ^/
c j j ( I i

<^U juisinGj (?U\

Si I on réunit ces valeurs aux expressions partielles de -tt > —rr » -j- »

trouvées ci-dessus, on aura, pour les expressions entières de ces quan-

tités relatives à l'attraction et à la pression de l'océan,

-j- =:— ^asTY du dts -ir S «v aa drn -r—

,

dS' c , , // : . dy ucosw dy\— ^^^ccgydi.dr,(s/^-l.'smr.-JL-^==^)

c j j ( I -, • àM acosGT d\i\— 9ayd[xdw \ v i —a*sincj-T 'V
- -r— i

— Sxn'ydixduj fx^i — ^*sincr,

-hbayduLdtsj { i/i — u} cosci -r—h — -r-
I

dt
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Les intégrales précédentes doivent être prises depuis [jl = — i jus-

qu'à p. = I , et depuis u = o jusqu'à cj = 2ir. En intégrant par rapport

à CT, on a

Sa^/G?Gj^ = a^7y — Sa^yûTcj^ + const.

Il est clair que, aux deux limites de l'intégrale u ^ o et ct = -ir., la

fonction oLgyy est la même, puisque ces limites sont au même point

de la surface du sphéroïde; on a donc

ocgyy -+- const. = o

et, par conséquent,

ôy Oy

En intégrant par rapport à (x, on a

Scxgydix-^sfi — fA* sinro =: <xgyy \/i — ^* sincr -h Sa^/y
^

^r,

V ' — p-

— Sa^y c/fx— v^i — fjL- sincj + const.

L'intégrale doit être prise depuis (x = -- i jusqu'à [x = i ; or j et y

ne sont jamais infinis : ainsi, le radical y^i — (x- étant nul à ces limites,

on a, à ces mêmes limites,

cgyy v'i — ft- sinro + consl. = o

et, par conséquent,

'èagyd^idmsji — li^smxxs—

j,
u du. dxs ?,\nTs ^ j , ày , r^ .— Sa^/yC—''

'^a.gyd\t.dxs-^\}\ —\i}^\x\xs.

On trouve encore, en intégrant par rapport à cj,

c j j PI.C0S5J dy%agyd^dxy5 7 ^
c du. drn u. cosm dy ^ , , usiner

V I — jUL^ CST y/ I
_

|j,
2
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on aura donc

9 etgy dix dm l s/ 1 — u.- smrs -~- — ~ ^ -
)

On trouvera pareillement

•

. , / '
; <?Y wsinoT ôy

Sccgydi.dmi^S,'i-l.-cosm^^ + ^-^^ j^

, . / I i ày usincj dY\
^-^ocgydi.dml^s/i-lJ.^co.m^+-^^^^~y

Les expressions précédentes de ^) -^ et -^ deviendront ainsi

-=SccydixdmU£--^-^

0)

Saydi^dmi^g^--^

o j ^ T/ 5 • / ^y à\]\ ^coscT / ây dU\T

— ^xn-y dixdm ix\/i — /ji' sinter,

dN" c j ^ T/ i f ày dl]\ fxsincT/ dv d[]\'\

S a n*/ rffjL rfcT |ji \/i — jJL* coscT.

xu.

Déterminons maintenant l'influence de ces quantités sur les mouve-

ments du sphéroïde terrestre autour de son centre de gravité. Pour

cela, reprenons les équations (D) de l'article II; si l'on néglige, dans

C — B
la première, la très petite quantité —r— rj), on aura

dNdp=~

On voit ainsi que les termes dépendants de très petits angles, que con-

tient </N, peuvent, par l'intégration, en produire de très grands dans

la valeur de p; il est donc nécessaire d'avoir égard h ces termes.
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Les deux dernières des équations (D) donnent, en négligeant les

quantités fort petites —^

—

rp et —^

—

pq,

dw , (m"dq= —, dr=z -^^

Les équations (c) du même article donnent

dd

dt

di
~~

— ^=: r sinç — q COS9,

rcosç + <7 sincp;

en faisant donc
d^^^n #sinô_
di- ' dt -^ '

et, observant que «^9 est à très peu près égal à ndt, on aura

dx" =^dr sin<p — dq C0S9 + ny" dt,

dy" =. dr cos ts^ -\- dq sincf ~ na:''dt.

Si l'on substitue pour dq et dr leurs valeurs précédentes, dans les-

quelles on peut changer B et C en A, on aura

^ „ dN" . dN' „ -

rfa? = —T— sinç T— COS9 4- ny" dt,

dy" =z —— COS9 H—T- sm9 — nx"dt.
A. A

Soient H c?/ cos (iV+ e) un terme quelconque de -j-sincp— -^coso,

<iN" dW .

et H'fi?/sin(fVH- e) le terme correspondant de -^ cosç -f- -^smç;

les termes correspondants de x" et de y" seront

y = ni-i^ COs(^f + £),

„ «H— îH . ,.
37"=—T -—sin(i^ + e);

les termes dépendants de très petits angles, ou, ce qui revient au
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même, ceux dans lesquels i est fort petit, sont encore peu sensibles

dans les valeurs de x" et dey'; mais l'intégration les rend très sen-

sibles dans les valeurs de ô et de 'j» et l'on a vu que la précession et la

nutation dépendent dé termes semblables; il est donc essentiel d'y

avoir égard. Ces termes sont produits par ceux de </N' et de r/N" qui

dépendent d'angles très peu différents de nt, car, en les multipliant

par sincp et par cosç, il en résulte des termes dépendants d'angles très

petits. Ainsi, dans le développement de </N' et de </N", on doit faire

beaucoup d'attention à ces termes.

Les termes dans lesquels i est très peu différent de n deviennent

fort grands dans les valeurs de a:" et dey", parce que le diviseur i^ — n^

est alors très petit. Ces termes résultent de ceux de dK et de r/N", qui

renferment de très petits angles; il est donc essentiel d'y avoir égard.

Les termes de û?N' et de dN'\ qui dépendent d'angles très peu diffé-

rents de 2/2/, en produisent dansa/' ety, qui dépendent d'angles très

peu différents de nt. Soit Ldis\n(2.nt -h vt -h z) un terme de <iN" dans

lequel v est très petit; il en résultera dans ^"sin<p — rt^N'cosç le

terme -dtcos(nt -\- vt — s), et, dans fi?N"cosç -t- </N'sinç, il en résul-

tera le terme - dt cos {nt -h vt -{- t'), ce qui ne donne, dans x" et y",

que des quantités qui, n'ayant point (^ pour diviseur, sont encore in-

sensibles. On verrait de même qu'un terme de rfN' de la forme

L dt cos {2nt -h i't -h e)

ne produirait, dansa?" etj", que des quantités insensibles. Il ne faut

donc avoir égard, dans les valeurs de d^' et dN", qu'aux termes dépen-

dants de très petits angles ou d'angles très peu différents de nt.

Pour analyser ces différents termes, il est nécessaire de rappeler les

équations différentielles du mouvement de l'océan. Considérons une

molécule de sa surface, déterminée dans l'état d'équilibre par les coor-

données a et ct; concevons que, dans l'état de mouvement, elle soit

élevée de la quantité acy au-dessus de la surface d'équilibre; que sa

latitude soit diminuée de la quantité ocu, et que l'angle ci soit aug-

menté de ccv. Nommons encore v le complément de la déclinaison de

0£ui>ret de L. — %l\. 23
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l'astre L; Il son ascension droite, et r' sa distance au centre de gravité

de la Terre. Soit

3L/— —rr Fcosôcosv H- sln9sinvcos(n — o — wW;
j 2 J ^

on aura les trois équations suivantes {Mémoires de l'Académie des

Sciences, année 1776, p. 178) (') :

— <^(y"v/' — f^*) _ à{yv)
^

djUL dm ^

d'à ai' ,r—i ( dy d\] d/\ /—-^

(1) rôi^—'^'à}^'^'-^-^- [^à^-'dj~àil)^'-^'
^U\ d/

à^v du a \^ dm dm) dm
H- 2/1-^- — "^ — \^ dm

dt* dt ^ ^ ^ ^1 I — jji* I — 1^*

Si l'on ne considère que les termes dépendants d'angles croissants

avec une extrême lenteur ou indépendants de 9, il est visible que la

partie de / relative à ces angles est indépendante de ct; les parties

de j et de U relatives aux mêmes angles sont donc elles-mêmes

indépendantes de ct; en sorte que, en ne considérant que ces termes,

on aura
df _ dy _ d\i

dm ' dm * dm

et, par conséquent,

dW dW . o ^ ^ / , , s( ày ÔM \__cos(p + -^sin 9 = - Say û^f^G^nJV^i - fx^ cos(cp 4- rn) (^^^-^
- ^ j.

{Voir sur cela les Mémoires de l'Académie des Sciences, année 177^ (").]

(1) OEuvres de Laplace, T. IX, p. i88.

(2) Œuvres de Laplace, T. IX.
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Il résulte de ce que j'ai fait voir dans les Mémoires cités que, rela-

tivement aux termes croissant avec une extrême lenteur, on peut sup-

poser, à très peu près,

dfjt d[i. d^i

Cette équation est d'autant plus exacte que ces termes varient avec

plus de lenteur et qu'ils ont, par conséquent, plus d'influence sur

les mouvements de l'axe de la Terre. On a donc, relativement à ces

termes,

—j— sm 9 — -r-cos(f=z— Sayafxawv' — /Ji'sin (9 -h cj) -p,

-r- ces 9 + —Tf sin 9 =— S ay d\i. drs \J v — \i> ces
(
9 -h gj) -— •

Si nous concevons que la mer forme une masse solide avec la Terre,

il est visible, par ce qui précède, que les deux dernières équations

subsisteront encore; ainsi, relativement aux termes de l'expression

de j, qui croissent avec beaucoup de lenteur, les mouvements de

l'axe de la Terre produits par l'action de l'océan sur le sphéroïde

qu'il recouvre sont les mêmes que si ce fluide formait une masse

solide avec la Terre.

dW f/N"
Il nous reste à considérer les parties de -ir- et de -j- qui dépendent

d'angles très peu difl'érents de w/; on a

—1— sm9 j— COS9 = 9an*ydfid^iJ.^i — jji* sin (9 4- cr)

- Say diidTSsJi - [i* sin (9 -\-w)(g^ ~
d^)

+ Say.//xrfnT^^=^cos(9-^fe)(^^^-^)-

La première des équations (I) donne

%an}ydii.dxs[i.\Ji — jx*sin(9 +gi)
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en intégrant depuis fjt,
= — i jusqu'à |x = i, on a

on a pareillement, en intégrant depuis ct = o jusqu'à cr = 211,

âyv

partant

San'y d[xdu! /jiy/i — jx* sin (<p 4- gt)

— Sa/l'y a dixdis {i — 2|jl*) sin (9 -+- cj)

H- Sa/i*y p c^jjirf5Tfxy/i — /ji*cos(9 + gt).

On peut supposer yw développé dans une suite de termes de la forme

Msin(f7 + 5CJ 4- e),

M étant fonction de (Jl seul et s étant un nombre entier positif ou

négatif, les nombres fractionnaires étant exclus, parce que yw est le

même lorsque ct = o et lorsque ct = 211. Pareillement, yv peut être

supposé développé dans une suite correspondante de termes de la

forme
Ocos{it-hsrD -h e)r

étant fonction de [x seul. Soient M' et 0' les valeurs de 'M et de

relatives au même arciV et qui correspondent à 5 = 1; on aura, en

considérant l'ensemble des termes dépendants de «/,

S a n^f dix dm ^xs/i — /ji* sin ( 9 + gt)

— — a«*7rSG?/jicos(f7 4- e — 9) [(i— 2/x*')M'— f/y/i — |ul*0'].

Si l'on multiplie la seconde des équations (I) par

(xy d[i. dm sin ( 9 4- nr ),

et qu'on l'ajoute à la troisième, multipliée par

(xy dfj-dm ix\/ 1 — /ji^ cos(9 H- gt),
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on aura

r, , j [à'u . , . ,du , .

SayajxacT -t-^ sin(9 H- gt) + awjji- — cos(9 4- rn)

+^ ft V'f— fx« cos(<p + CT) — în^^^v^i — fx»sin(cp — w)

^ S«yrff.^mv/T^^sin(<p4-^)(^^-^-^)

Si l'on substitue pour yw l'ensemble des termes relatifs à l'angle it,

et si l'on observe qu'ici nous ne considérons que le cas dans lequel i

diffère très peu de /z, le premier membre de cette équation deviendra

— an^TrS dixcos{it 4- e — 9) [(i — 2|ui*)M'— /i y^i — /:ji*0'];

on aura donc, en n'ayant égard qu'aux termes dans lesquels i est à

très peu près égal à «,

Sa«'/ d^x dxs [i y/i — |Ji*sin(9 + gj)

= Sayrf|xd/GTV^i-fx*sin((p + CT)(^^ _ _ _ _/

j

c ^ ^ F / .( dy d^ df\-Sayrf^rfr.-P^COS«p + r.)(^^^-^-^j,

d'où l'on tire

dW . d^\ c ^ ^ F <^/ /-^sm9--^-cos9= Say«^fxrf^-^=^^cos(9 + «T)

— S ay rfjji rfcT y/i — ^* -rî^ sin
( 9 + Gj).

On trouvera de la même manière

dN" rfN' . a ^ ^ H- df . ,-^C0S9-i-^sm9=-Say^/.rfGT-^P^^sm(94-GT)

— Say</|jidBTv^i — fx» -^cos(9 -1- ni).
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Il est facile de s'assurer, par ce qui précède, que ces valeurs de

^sincp--^^-cos9 et de -^coscp + -^sincp

sont les mêmes que si la mer formait une masse solide avec la Terre,

d'où résulte ce théorème remarquable, savoir, que les phénomènes de

la précession des équinoœes et de la natation de l'axe de la Terre sont

exactement les mêmes que si la mer formait une masse solide avec le

sphéroïde qu'elle recouvre.

XIIL

Comparons maintenant la théorie aux observations, et voyons les

conséquences qui en résultent sur la constitution du globe terrestre.

Si, dans l'expression de ô de l'article VIII, on réduit

^jcosi/t + s)

dans une série ordonnée par rapport aux puissances de t, on aura, en

ne conservant que la première puissance,

^^ cl ^c^ cl
2^-fC0s{/t 4- 6) — >^ — cosê — Itlc sin€.

Prenons pour plan fixe celui de l'écliptique au commencement de

1730, où nous fixerons l'origine du temps t. Le carré de l'inclinaison

de l'écliptique vraie sur ce plan étant

on a

ce qui donne

[le sin{/t + ê)]2-f- [2c cos(/^ + 6)]%

2c sine = 0, 2c cosê = 0,

2|cos(/; + ê)--=V^cosê.

En retranchant ce terme de la valeur de h, on aura l'iruclinaison

moyenne de l'équateur à l'écliptique au commencement de 1750;
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mais, si Ton veut que h représente cette inclinaison moyenne, il

faudra supposer

2-7Cos6 = o,

et c'est ce que Ton peut toujours faire, car le terme

2yC08(/«-f-6)

résultant de l'intégrale

fdtl.lc%m{ft-\-&),

on peut, en ajoutant à cette intégrale la constante

—2yC0sê,

la rendre nulle lorsque / = o, ce qui revient à supposer

y^-^cosê— o.

On aura donc ainsi

Q — fl+ -, TTT7 ces ift + ê'
) H ,

-
^

ces 2 P H . / COS 2 p'
;

la valeur de 6' de l'article IX deviendra

e'=yj-f2c/sinê-f- _i^£l_cos(/'f + 6')

/tangA / /n . A
H r—^—TT COS 2 j' H 7 A COS 2 c' ;

2m ( I H- A ) V, m' )

enfin, les valeurs de ^|^ et de ^' des articles VIII et IX deviennent

II l / • m ^ . ,\
d; — // ; ^— siu "iv -\

; A sin 2 ^
)^ 2m(n-X)\ m' /

/Xc' cos*/i — sin-A . , ., «,,+ 7 tt:?7 —^—

£

r- sin(/7 + o'),
(i-t-X)/' smAcosA -^ '

vl'= /f — /col/i2c/cos6 r-t \&\niv -\ ; >sin2f'

)

/Xc' cos*/j — sin'/i . ... -,^
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Le terme — tHc/sinë de l'expression de 6' exprime la diminution

séculaire actuelle de l'obliquité de l'écliptique. Les observations

laissent encore de l'incertitude sur cet objet; en prenant un milieu

entre leurs résultats, on peut fixer cette diminution à 5o" dans ce

siècle : ainsi T représentant une année julienne, nous supposerons

T2c/sin6 = o",5.

Cette équation donne, par la théorie des planètes,

T2c/cosê = o",o8o333;

on aura donc la précession annuelle des équinoxes égale à

/T — o",o8o333col/j.

Delambre a trouvé, par une nouvelle discussion des observations,

cette précession égale à 5o",t; partant

/T — o,o8o333 col// = 5o", t

.

Substituons pour /sa valeur; mais, pour plus d'exactitud'e, conser-

vons les carrés de l'excentricité et de l'inclinaison des orbes lunaire et

solaire; on aura, par l'article VIII,

/T=^;^^cos//'^
R-C r I ^

>(cos^^-sin-y)1

4« A

e étant l'excentricité de l'orbe solaire, et e' étant l'excentricité de

l'orbe lunaire.

Pour réduire en nombres cette valeur de /T, nous observerons que

l'on a, par observations,

e^=o,oi68i4, e':= o,o55o368,

y = 5° 8' 49", /i = 23° 28' 20";

la longueur de l'année sidérale est de 365^,256384, et celle du jour
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sidéral est de 0^,997269722, ce qui donne

m _ 0,997269722

n 365,256384

Enfin on a

36o°. 365,25

365,256384
'

et les observations des marées donnent

> = 3;

on aura ainsi, en supposant X = 3(i h- i),

/T:^ ^^~^~^ 9682%69(i + ^-.0,74849),

ce qui donne
2 A — D — C 0,00619329

A I -h t. 0,74849'

on a, à fort peu près, par l'article III,

2A— B — C_ 2a(H — |y)Spa«r/a

A ^pa*da

Il est fort remarquable que la valeur de H'^ du même article n*entre

point dans cette équation ; d'où il suit que les mouvements de la Terre

autour de son centre de gravité sont les mêmes que si elle était un

ellipsoïde de révolution, dont aH est l'ellipticité; on a ^a<f = ^; on

aura donc
„ 0,00260664 Spa*f/aaH = o,ooi73on *—.—^ ,J. ^^ , ,

•

iH-f.o,74849 &pa «a

11 est très vraisemblable que la densité des couches du sphéroïde

terrestre augmente de la surface au centre, et, dans ce cas, J^'^tJ^ ^^^

plus petit que |; en faisant donc i = o, conformément aux observa-

tions des marées, la valeur de aH sera moindre que o,oo3288i, ou

que 3^. Si la Terre est elliptique, aH exprime son ellipticité; on ne

peut donc pas supposer cette ellipticité plus grande que ^.
OKuvret de L. — XU. 24
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Dans l'hypothèse de l'homogénéité de la Terre, aH^fa©, et l'équa-

tion précédente donne à peu près X = |; cette valeur est trop éloignée

de satisfaire aux phénomènes des marées pour pouvoir être admise;

ainsi l'on doit rejeter l'hypothèse de la Terre homogène.

Les observations du pendule donnent olR = -^ à peu près; elles

s'accordent donc, aussi bien qu'on peut le désirer, avec le phénomène

de la précession des équinoxes et avec ceux des marées. Les variations

observées dans les degrés des méridiens ne semblent pas pouvoir se

concilier avec cette valeur de aH, ni même avec l'hypothèse de l'ellip-

ticité de la Terre; mais j'ai remarqué ailleurs que cela dépend de

termes peu sensibles dans les expressions de la pesanteur et de la pa-

rallaxe, et qui sont entièrement insensibles dans les phénomènes de la

précession et de la nutation de l'axe terrestre.

Le terme -, ^--y, cos(/'/ + ^') des expressions de et de 6', en y

faisant X = 3, devient io",o36cos(/'/ -h ê'),' /'T étant égal à 69631",

et /T étant, par ce qui précède, égal à 5o",285. Ce terme représente

la nutation observée par Bradley, et que ce grand astronome a fixée

par ses observations à 9". Maskelyne, par une discussion nouvelle de

ces mêmes observations, l'a portée à 9"^; et il me paraît nécessaire,

d'après les phénomènes des marées, de l'augmenter encore d'une

demi-seconde. L'étendue observée de la nutation peut servir à déter-

miner la valeur de X : ainsi, dans les deux suppositions de X = | et

de X = 3, dont la différence est très sensible sur les phénomènes des

marées, comme je l'ai fait voir dans les Mémoires de l'Académie des

Sciences pour l'année 1790 (*), les coefficients de la nutation ne dif-

fèrent pas entre eux d'une demi-seconde, d'où il suit que la valeur de

X est beaucoup mieux déterminée par les phénomènes des marées que

par celui de la nutation.

Si la Terre est homogène, on a, par ce qui précède, X =
J, et le

coefficient de la nutation se réduit à 8" à peu près; il est incontesta-

blement plus grand par les observations : ainsi le phénomène de la

(1) Foir plus haut.
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nutation concourt avec ceux des marées pour faire rejeter cette hypo-

thèse.

Le terme correspondant des valeurs de ^ et de ^' est

^'^^'
^cotaA sin(/'< H- €') = i8',754 sin{/'t + 6');

(i + X)/'

c'est l'équation de la précession.

Les expressions de 6 et de 6' renferment encore le terme

liansh
cosar,

2m(i -+- X)

qui est égal à o", 87COS2('. Le terme correspondant des expressions de

4» et de ']>' est — 2",oosin2Ç'; vu la précision des observations mo-

dernes, il serait utile d'avoir égard à ces termes. On voit, par l'analyse

précédente, que ces termes et ceux dus à la nutation et à l'équation

de la précession sont les seuls dont on doive tenir compte, tous les

autres étant insensibles.

La longueur de ce Mémoire m'oblige d'en renvoyer la suite au

Volume suivant (
'
)

.

(») La continuation de ce Mémoire no se trouve dans aucun des Volumes suivants.
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MEMOIRE

SUR LES

ÉQUATIONS SÉCULAIRES DES MOUVEMENTS DE LA LUNE,

DE SON APOGÉE ET DE SES NŒUDS (•).

Mémoires de l'Jcadémie des Sciences, l" Série, T. II; fructidor an VII (*).

J'ai annoncé à la première classe de l'Institut national, et j'ai publié

depuis dans la Connaissance des Temps pour l'an VIII de l'ère française

les résultats auxquels je suis parvenu sur les équations séculaires des

mouvements de la Lurte, par rapport aux étoiles, à ses nœuds et à son

apogée, réservant pour nos Mémoires l'analyse qui m'a conduit à ces

résultats. Je présente ici cette analyse; mais je vais la faire précéder

de quelques réflexions sur la théorie lunaire.

Les géomètres ont imaginé diverses méthodes pour déterminer le

mouvement de la Lune par la loi de la pesanteur universelle, et Ton

sait que leurs calculs, combinés avec les observations, ont produit des

Tables qui laissent très peu de chose à désirer du côté de la préci-

sion. Celles de Mayer, corrigées depuis par Mason, et comparées à

ii37 observations de Bradley, s'en écartent rarement d'une demi-

minute; ce qui prouve que les inégalités périodiques de ces Tables

sont bien déterminées, et qu'il n'en est aucune un peu sensible que

l'on ait omise. Mais on voit avec peine que, si la théorie de la pesan-

teur a fait connaître la loi de ces inégalités, elle n'a pas sufB seule à

(') Lu lo 21 nivôse an VI.

(«) Mémoires de l'Institut national des Sciences et Jrts, T. II.
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fixer leur valeur. A la vérité, cette détermination dépend d'approxi-

mations extrêmement compliquées, dans lesquelles on n'est jamais

sûr que les quantités négligées sont très petites; et c'est là, sans

doute, ce qui a porté Mayer à recourir, pour cet objet, aux observa-

tions. Mais il me semble que les géomètres pourraient obvier à cet

inconvénient en discutant avec une attention scrupuleuse l'influence

des intégrations successives sur les quantités que l'on néglige et en

s'attachant à suivre la même méthode dans leurs recherches, ce qui

rendrait les calculs déjà faits utiles à ceux qui, cherchant à perfec-

tionner la théorie de la Lune, ajouteraient ainsi leurs travaux aux

travaux de leurs prédécesseurs.

De toutes les méthodes proposées jusqu'à ce jour, celle de d'Alem-

bert me paraît être la plus simple, et je suis persuadé que, en la pré-

sentant avec la clarté dont elle est susceptible, elle doit conduire aux

résultats les plus exacts. Les approximations sont d'autant plus com-

modes et précises, que l'on développe moins de fonctions en séries, et

que les séries sont ordonnées par rapport aux puissances de quantités

très petites.

D'après ce principe, il est avantageux d'exprimer, comme dans la

méthode dont je viens de parler, les coordonnées du mouvement

lunaire en séries de sinus et de cosinus d'angles dépendants du mou-

vement vrai de la Lune. Si l'on veut avoir ensuite le mouvement vrai

en temps moyen, on pourra y parvenir par une approximation très

rapide, dans laquelle il sera facile de s'assurer de la petitesse des

quantités négligées. Mais on trouverait peut-être quelque avantage

à former des Tables de l'expression du temps en mouvement vrai de

la Lune, puisque c'est le temps que l'on conclut de sa longitude vraie,

dans l'usage des observations lii^naires, pour déterminer les longi-

tudes terrestres. J'envisagerai donc sous ce point de vue la théorie

de la Lune dans les recherches suivantes, dont voici le résultat.

Les variations séculaires de l'excentricité de l'orbe terrestre en pro-

duisent de correspondantes dans le moyen mouvement de la Lune, qui

s'accélère quand cette excentricité diminue, et qui se ralentit quand
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elle augmente. J'ai déjà donné dans les Mémoires de l'Académie des

Sciences de Tannée 17860 la formule de ces variations, à laquelle

j'ai été conduit en appliquant aux satellites de Jupiter ma théorie de

Jupiter et de Saturne. Plusieurs géomètres l'ont ensuite tirée de leurs

méthodes; ce qui est aisé, lorsque les vérités sont une fois connues,

et ce qui, dans le cas présent, était d'autant plus facile, que l'on peut

y parvenir sans le secours de l'Analyse, ainsi que je l'ai fait voir dans

mon Exposition du système du monde : en sorte que l'on aurait lieu

d'être étonné que la cause de l'équation séculaire de la Lune ait

échappé si longtemps aux efforts des géomètres, si l'on ne savait

pas que les idées les plus simples sont presque toujours celles qui

s'offrent les dernières à l'esprit humain.

J'ai observé dans les Mémoires cités que les mouvements des nœuds

et de l'apogée de l'orbite lunaire sont pareillement assujettis à des

inégalités séculaires. Dans la détermination de leur valeur, je n'ai eu

égard qu'à la première puissance de la force perturbatrice, ce qui est

d'une grande précision relativement à l'équation séculaire de ce mou-

vement; mais on sait que cette puissance ne donne que la moitié du

mouvement de l'apogée de la Lune : l'autre moitié est principalement

due aux termes dépendants de la seconde puissance de la force per-

turbatrice, et résulte de la combinaison des deux grandes inégalités,

la variation et Yévection. Cette remarque, l'une des plus importantes

que l'on ait faites sur le système du monde, et dont on est redevable

à Clairaut, nous prouve la nécessité d'avoir égard au carré de la force

perturbatrice dans le calcul de l'équation séculaire du mouvement de

l'apogée.

Pour cela, il est nécessaire d'analyser avec soin tous les termes

dépendants des variations séculaires de l'excentricité de l'orbe ter-

restre qui entrent dans l'expression .du mouvement de l'apogée

lunaire, et dont les intégrations augmentent considérablement la

valeur. Cette épineuse analyse conduit à une équation séculaire

soustractive de la longitude moyenne de l'apogée, et qui est à l'équa-

(»), OEuvres de Laplace. T. XI.

OEuvres de L. — XU. a5
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tion séculaire moyenne du mouvement de la Lune, à fort peu près,

dans le rapport de 33 à lo; en sorte que le mouvement de l'apogée se

ralentit lorsque celui de la Lune s'accélère. Dans les Mémoires cités

de l'Académie, les termes dépendants de la première puissance de la

force perturbatrice m'ont donné l'équation séculaire du mouvement

de l'apogée égale aux trois quarts de celle du moyen mouvement; les

termes dépendants du carré de la force perturbatrice, qui doublent

le mouvement de l'apogée dû à la première puissance de cette force,

augmentent donc dans une raison plus grande encore l'équation sécu-

laire de ce mouvement.

L'équation séculaire de l'anomalie étant la somme de l'équation

séculaire du moyen mouvement et de celle du mouvement de l'apogée,

elle est égale à || de l'équation séculaire du moyen mouvement, et,

par sa grandeur, elle doit influer très sensiblement sur les observa-

tions anciennes.

J'ai considéré de la même manière l'équation séculaire du mouve-

ment des nœuds de la Lune sur l'écliptique vraie. J'ai fait voir dans

les Mémoires cités que, en n'ayant égard qu'il la première puissance

de la force perturbatrice, le mouvement des nœuds de la Lune est

assujettie à une équation séculaire additive à leur longitude moyenne

et égale aux trois quarts de l'équation séculaire du moyen mouvement

lunaire. Le mouvement des nœuds est dû principalement aux termes

dépendants de la première puissance de la force perturbatrice; ces

termes donnent un mouvement qui surpasse un peu le mouvement

observé; mais l'inégalité principale de la latitude, en se combinant

avec celle de la variation, produit dans l'expression du mouvement

des nœuds un terme dépendant du carré de la force perturbatrice, et

qui, en le diminuant, le fait coïncider, à fort peu près, avec l'obser-

vation. En ayant égard au carré de cette force, je trouve que l'équa-

tion séculaire des nœuds est ~ de celle du moyen mouvement et addi-

tive k leur longitude moyenne; en sorte que le mouvement des nœuds

se ralentit, comme celui de l'apogée,. lorsque le moyen mouvement de

la Lune s'accélère, et les équations séculaires de ces trois mouvements

sont dans le rapport constant des trois nombres 7, 33 et 10.
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Les variations séculaires de rexcentricité de l'orbe lunaire, de son

inclinaison à l'écliptique vraie et de sa parallaxe sont insensibles.

Les siècles à venir développeront les grandes inégalités dont je

viens de parler, et qui produiront, un jour, des variations au moins

égales au quarantième de la circonférence, dans le mouvement sécu-

laire de la Lune, et au douzième de la circonférence, dans le mouve-

ment séculaire de son apogée. Ces inégalités ne vont pas toujours

croissant; elles sont périodiques, comme celles de l'excentricité de

l'orbe terrestre dont elles dépendent; mais elles ne se rétablissent

qu'après des millions d'années : elles doivent, à la longue, altérer les

périodes imaginées pour embrasser à la fois des nombres entiers de

révolutions de la Lune, par rapport à ses nœuds, à son apogée et au

Soleil; périodes qui diffèrent sensiblement dans les diverses parties

de l'immense période de l'équation séculaire. La période luni-solaire

de 600 ans, dont l'origine est inconnue, a été rigoureuse à une époque

k laquelle on peut remonter par l'analyse, et qui serait celle de sa for-

mation, si l'on était certain qu'elle fût exactement déterminée.

Déjà les observations ont fait reconnaître l'équation séculaire du

moyen mouvement de la Lune telle, à fort peu près, que je l'ai con-

clue de la loi de la pesanteur universelle, et qu'elle a été employée

dans les nouvelles Tables de la Lune, insérées dans la troisième édi-

tion de VAstronomie de Lalande; mais on n'a point encore eu égard à

l'équation séculaire de son anomalie. Pour constater son influence sur

les observations anciennes, j'ai prié le citoyen Bouvard de comparer à

ces Tables toutes les éclipses que Ptolémée nous a transmises et celles

que les Arabes ont observées, dont un grand nombre vient d'être

connu par les soins du citoyen Caussin, qui les a extraites, avec beau-

coup d'autres observations, d'un manuscrit arabe très intéressant

d'Ibjunis. Ce travail du citoyen Bouvard, important pour la théorie

de la Lune, ne laisse aucun doute sur l'existence de l'équation sécu-

laire de l'anomalie. Son introduction nécessite un changement dans

le mouvement de l'anomalie de la Lune : car il est visible que les

astronomes n'ayant point eu égard au ralentissement de l'apogée, ils
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ont dû trouver, par la comparaison des observations modernes aux

anciennes, son mouvement séculaire trop grand de quelques minutes,

de même qu'ils trouvaient le moyen mouvement de la Lune trop petit,

lorsqu'ils ne tenaient point compte de son équation séculaire. En

déterminant ces mouvements par l'ensemble des vingt-sept anciennes

éclipses connues jdepuis longtemps, on trouve qu'il faut augmenter de

4", 7 par siècle le moyen mouvement synodique actuel de la Lune et

de 8'49" le moyen mouvement séculaire de son anomalie. On peut

voir dans la Connaissance des Temps citée que, avec ces changements

et l'équation séculaire de l'anomalie, les Tables satisfont à ces éclipses

aussi bien qu'on peut l'attendre de l'imperfection de ces observations.

Les mouvements séculaires de la Lune par rapport au Soleil, à

ses nœuds et à son apogée devenant de jour en jour plus rapides,

leur accélération doit se manifester dans les Tables astronomiques

à mesure qu'elles sont moins anciennes, et elle peut ainsi répandre

des lumières sur le temps de la formation des Tables dont l'origine

est inconnue. Considérons sous ce point de vue les Tables de la Lune

insérées dans VAlmageste de Ptolémée. Les époques et les moyens

mouvements de ces Tables sont le résultat d'immenses calculs faits

par cet astronome et par Hipparque sur les éclipses de Lune. Malheu-

reusement, le travail d'Hipparque ne nous est point parvenu; nous

savons seulement, par le témoignage de Ptolémée, qu'Hipparque avait

mis le plus grand soin à choisir les éclipses les plus propres à déter-

miner les éléments qu'il cherchait à connaître. Ptolémée, deux siècles

et demi après, ne trouva rien à changer, par de nouvelles observa-

tions, au moyen mouvement de la Lune établi par Hipparque; il ne

corrigea que très peu les mouvements des nœuds et de l'apogée : il y

a donc tout lieu de croire que les éléments des mouvements lunaires

des Tables de Ptolémée ont été déterminés par un très grand nombre

d'éclipsés, dont cet astronome n'a rapporté que celles qui lui parais-

saient les plus conformes aux résultats moyens qu'Hipparque et lui

avaient obtenus.

Les éclipses ne font bien connaître que le moyen mouvement syno-



DES MOUVEMENTS DE LA LUNE, ETC. 197

dique de la Lune et ses distances à ses nœuds et à son apogée : on ne

peut donc compter que sur ces éléments dans les résultats de Pto-

lémée : or cet astronome fixe à 70^37' l'élongation moyenne de la

Lune au Soleil, au commencement de l'ère de Nabonassar, à midi,

temps moyen à Alexandrie; cette époque répond au 25 février de

l'année 746 avant l'ère chrétienne, à 22*'8™39% temps moyen à Paris,

supposé plus occidental qu'Alexandrie de i'*5i™2i*. Les Tables du

Soleil et de la Lune, insérées dans la troisième édition de VAstronomie

de Lalande, donnent 68°59'27" pour l'élongation moyenne de la Lune

au Soleil à cette époque, sans avoir égard à l'équation séculaire de la

Lune, et en partant du moyen mouvement lunaire actuel que Delambre

a déterminé par un grand nombre d'observations de Dagelet, compa-

rées à celle de Lahire. La différence 1*^37' 33" entre ce résultat et

celui de Ptolémée indique évidemment l'équation séculaire de la

Lune. Celle que j'ai tirée de la loi de la pesanteur universelle devient

i°4o'2o" à la première époque des Tables de Ptolémée, ce qui donne

7o°39'47" pour l'élongation correspondante de la Lune, suivant les

Tables actuelles, en ayant égard à son équation séculaire, résultat qui

ne surpasse que de 2'47" celui de Ptolémée. Si l'on augmente de 4"» 7

par siècle le mouvement synodique actuel, cette élongation devient

7o°37'54". plus grande seulement de 54" que celle de Ptolémée. On

ne devait pas espérer un si parfait accord, vu l'incertitude qui reste

sur les masses de Vénus et de Mars, dont l'influence sur la grandeur

de l'équation séculaire de la Lune est sensible : le développement de

cette équation est une des données les plus avantageuses que l'on

puisse employer à la détermination de ces masses, et l'accord que

je viens de trouver confirme les valeurs que je leur ai assignées.

L'accélération du mouvement de la Lune se manifeste encore dans

les moyens mouvements des Tables de Ptolémée; elles donnent

234° 19' 55" pour l'excès du moyen mouvement synodique de la

Lune sur un nombre entier de circonférences, dans l'intervalle de

810 années égyptiennes. Le moyen mouvement synodique de nos

Tables actuelles, augmenté par ce qui précède de 4"» 7 P^^r siècle.



198 MÉMOIRE SUR LES ÉQUATIONS SÉCULAIRES

donne 235*^ 3'
1
5" pour cet excès, plus grand que le précédent de

43'2o". Ainsi l'équation séculaire de la Lune est prouvée à la fois

par son élongation au Soleil à la première époque des Tables de

Ptolémée et par le moyen mouvement synodique de ces Tables.

Considérons présentement le mouvement de l'apogée. Ptolémée fixe

l'anomalie moyenne de la Lune à 268^49' pour la même époque. Cette

anomalie, suivant les Tables actuelles, était de 265°i5'i", plus petite

que la précédente de 3"33'59"; cette différence augmente encore et

devient 7^9' Sg'', en vertu de la correction que nous faisons au mou-

vement séculaire de l'anomalie; l'équation séculaire de ce mouve-

ment est donc indiquée par cette différence. On a vu que cette

équation est ^ de celle du moyen mouveWent et, par conséquent,

de 7° II' 26" à la première époque des Tables de Ptolémée, ce qui

ne diffère que de 1^27 du résultat donné par l'anomalie moyenne de

ces Tables à la même époque.

L'accélération du mouvement de l'anomalie se manifeste encore

dans le mouvement de l'anomalie moyenne des Tables de Ptolémée;

elles donnent 222°io'57'' pour l'excès de ce mouvement, sur un

nombre entier de circonférences, dans l'intervalle de 810 années

égyptiennes. Les Tables actuelles donnent, en ayant égard aux cor-

rections proposées ci-dessus, 224°59'33" pour cet excès, plus grand

que le précédent de 2^48' 36". Ainsi l'équation séculaire de l'ano-

malie est prouvée à la fois par l'anomalie moyenne des Tables de

Ptolémée à leur premièr,e époque et par le mouvement qu'elles sup-

posent à cette anomalie. Je remarquerai ici que ce mouvement,

quoique plus faible d'environ 20' par siècle que celui qui résulte

de la comparaison des observations modernes, est cependant plus

considérable qu'au temps de Ptolémée. C'est la raison pour laquelle,

malgré son accélération, les Arabes, et Tycho lui-même, ont, à très

peu près, adopté dans leurs Tables ce mouvement de l'anomalie, que

les observations modernes ont forcé d'abandonner.

Albatenius, l'un des plus célèbres astronomes arabes, et très exact

observateur, corrigea les éléments des Tables lunaires de Ptolémée; il
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trouva que le moyen mouvement synodique de ces Tables satisfaisait

aux éclipses observées de son temps, c'est-à-dire environ 1620 années

égyptiennes après leur première époque, ou vers Tan 873 de l'ère

chrétienne; ces Tables donnent 323°2'i2'' pour l'élongation moyenne

de la Lune au Soleil après cet intervalle. Les Tables actuelles donnent

322°5o'i 4" pour cette même élongation, en augmentant de 4'. 7 leur

mouvement séculaire synodique ; l'équation séculaire de la Lune est

de i2'i" pour l'année 873; en l'ajoutant à l'élongation précédente, on

a 323*'2'i5" pour cette élongation corrigée par ce qui précède et par

l'équation séculaire, ce qui ne diffère que de 3" du résultat des Tables

de Ptolémée, et, par conséquent, des éclipses observées du temps

d'Albatenius. Cet accord remarquable est une nouvelle confirmation

de la valeur que j'ai assignée à l'équation séculaire de la Lune; ainsi

cette équation est confirmée par les Tables de Ptolémée et par les

observations d'Albatenius.

Les résultats de ces deux astronomes étant fondés sur la compa-

raison d'uH très grand nombre d'éclipsés dont ils n'ont rapporté qu'une

très petite partie, on doit y avoir au moins autant de confiance qu'aux

éclipses mêmes qu'ils nous ont conservées, et avec lesquelles ces ré-

sultats sont parfaitement d'accord : on peut donc en faire usage pour

déterminer la correction séculaire du mouvement du nœud donné par

nos Tables; car il est clair que les astronomes, n'ayant point eu égard

à son équation séculaire ou à son ralentissement, ils ont dû trouver,

par la comparaison des observations anciennes aux modernes, un

mouvement séculaire trop rapide.

Ptolémée ne considère point séparément le mouvement des nœuds;

il réduit directement en Tables la distance de la Lune au terme de sa

plus grande latitude boréale, c'est-à-dire à la position de son nœud

ascendant, augmenté de 90°, suivant l'ordre des signes : il fixe cette

distance à 354° 1 5' au commencement de l'ère de Nabonassar. Suivant

nos Tables, cette distance devait être de 352°45'i9", sans avoir égard

aux équations séculaires; mais l'équation séculaire du nœud étant -j^

de celle du moyen mouvement, l'équation séculaire de la distance de
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la Lune au terme de sa plus grande latitude est ^-^ de celle du moyen

mouvement, et par conséquent elle était de 3o'6" à la première

époque des Tables de Ptolémée. En l'ajoutant à 352^45' 19", on a

353°i5'25" pour la distance de la Lune au terme de sa plus grande

latitude boréale suivant nos Tables, et en ayant égard aux équations

séculaires, cette distance est plus petite de 59'35", que suivant Ptolé-

mée, ce qui indique que le mouvement séculaire du nœud de nos

Tables est trop grand d'environ 2' 20".

Albatenius trouva, par les éclipses observées de son temps, qu'il

fallait diminuer de 27' la distance de la Lune au terme de sa plus grande

latitude boréale conclue par les Tables de Ptolémée. 1620 années

égyptiennes après l'époque de ces Tables, elles donnent ii6°4o'47

pour cette distance, qui, par les observations d'Albatenius, n'était

que de ii6°i3'47". A cette dernière époque, cette distance était de

1 15**43' i4" suivant nos Tables, et en ayant égard aux équations sécu-

laires de la Lune et de ses nœuds. La différence 3o'33" divisée par

8,67, nombre des siècles écoulés entre cette époque et 1750, donne

3'3o" pour la correction du mouvement séculaire du nœud de nos

Tables, correction plus grande de l'io" que celle qui vient d'être dé-

terminée par les Tables de Ptolémée. La moyenne entre ces deux cor-

rections est 2' 55" : c'est la quantité dont il me paraît qu'il faut dimi-

nuer le mouvement séculaire du nœud de nos Tables lunaires.

Un siècle après Albatenius, Ibjunis, non moins exact observateur, a

rapporté dans le manuscrit dont j'ai déjà parlé un grand nombre

d'éclipsés observées par les Arabes et par lui-même, et que le citoyen

Bouvard a comparées h nos Tables. En les réunissant aux vingt-sept

éclipses anciennes qu'il avait précédemment calculées, il en a conclu

que la correction du mouvement de l'élongation de la Lune au Soleil,

donné par nos Tables, est insensible, et que la correction du mouve-

ment séculaire de l'anomalie est de 8' 5".

Les Tables d'Ibjunis, qui sont à la Bibliothèque nationale, donnent

pour l'an 390 de l'hégire, ou, ce qui revient au même, pour le 3o no-

vembre de l'an 1000, que l'on peut considérer comme l'époque de leur
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formation, l'élongation moyenne de la Lune au Soleil, à midi,, temps

moyen au Caire, égale à i5°55'i6", et l'anomalie moyenne de la Lune

égale à 339°5i'2i". Les mêmes quantités, suivant nos Tables, et en

ayant égard aux équations séculaires du moyen mouvement et de

l'anomalie, sont i5*'56'28" et 34o°4o'»25". La différence entre nos

Tables et celles d'Ibjunis est donc i'i2" à l'égard de l'élongation

moyenne, ce qui est très peu considérable; elle est de 49' 4" à l'égard

de l'anomalie moyenne. En la divisant par 7, nombre des- siècles

écoulés entre 1000 et 1700, on a 7' pour la correction du mouvement

séculaire de l'anomalie de nos Tables. Enfin les éclipses observées par

Tycho et ses Tables donnent une plus forte correction.

Pour assurer encore plus l'existence des équations séculaires de la

Lune, j'ai prié le citoyen Bouvard de comparer à nos Tables un grand

nombre d'observations de la Lune de la fin du dernier siècle et de

celui-ci : je ne rapporterai ici que ce qui concerne l'équation séculaire

de l'anomalie, la plus considérable des trois, et à laquelle on n'avait

point encore eu égard. La méthode la plus exacte et la plus simple de

corriger l'anomalie consiste à comparer aux Tables un grand nombre

de lieux de la Lune, observés avec soin dans l'intervalle d'un petit

nombre d'années, et dans lesquels la Lune n'était qu'à 3o° ou 4o° de

distance de son apogée ou de son périgée; on détermine l'erreur

moyenne des Tables, soit dans les observations apogées, soit dans les

observations périgées, et l'on retranche la seconde de la première de

ces erreurs. On fait varier l'anomalie des Tables d'un même nombre

de minutes dans chaque observation, et l'on détermine, dans cette

supposition, la différence des erreurs des Tables dans les observations

apogées et périgées; une simple proportion fait connaître ensuite la

vraie correction de l'anomalie des Tables, correction qui se rapporte à

l'époque moyenne entre celles de toutes les observations; il est facile

d'en conclure la correction de la longitude moyenne de la Lune, cor-

respondante à la même époque. La différence des corrections de l'ano-

malie des Tables, à deux époques éloignées, donne la correction du

mouvement de l'anomalie dans cet intervalle, en ayant égard à la dif"

OEuvreade /-. — XII. 20
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férence correspondante des équations séculaires; on a, par consé-

quent, la correction du mouvement séculaire de cette anomalie. C'est

ainsi que le citoyen Bouvard a comparé aux Tables un grand nombre

d'observations du dernier siècle et de celui-ci, en ayant soin de consi-

dérer à la fois autant d'observations apogées que d'observations péri-

gées. Voici les résultats qu'il a trouvés.

Cent soixante-huit observations de Bradley, faites en 1760, 1751,

1752, 1753, 1754. 1755, 1756, et dont l'époque moyenne répond au

17 décembre 1752, ont donné — 4"» 6 pour la correction de la longi-

tude moyenne, et — i7"»9 pour la correction de l'anomalie moyenne

des Tables.

Quarante-huit observations de Maskelyne, faites en 1784 et 1785, et

dont l'époque moyenne répond au 6 mai 1784, ont donné —18", 3

pour la correction de la longitude, et 4- 2' 19", 6 pour la correction de

l'anomalie moyenne.

Soixante observations de Maskelyne, faites pendant les années II et

III de l'ère française, et dont l'époque moyenne répond au 28 vendé-

miaire de l'an III, ont donné — 18", 8 pour la correction de la longi-

tude et +- 3' 20", 9 pour la correction de l'anomalie.

On voit évidemment par ces résultats que le moyen mouvement de

l'anomalie doit être augmenté. Les observations de Bradley, compa-

rées à celles de Maskelyne, des années II et III de l'ère française, don-

nent environ 7' pour cette correction. Mais, comme l'influence des

équations, ou négligées dans les Tables, ou susceptibles encore de

corrections, est d'autant plus grande que les époques des observations

que l'on compare sont plus rapprochées, le citoyen Bouvard a bien

voulu, à ma prière, discuter un grand nombre d'observations de Flam-

steed. Il en a choisi soixante-quatre faites au quart de cercle mural,

dont il a déterminé la déviation à toutes les hauteurs. Dans chaque

observation, la Lune a été comparée, soit en ascension droite, soit en

déclinaison, à plusieurs étoiles dont la position a été bien déterminée

pour 1750 par Bradley, Mayer et Lacaille. Pour avoir la position de

ces étoiles à l'époque des observations de Flamsteed, le citoyen Bou-
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vard a pris un milieu entre les déterminations de Bradley, Mayer et

Lacaille, pour 1750, et entre celles de Maskelyne, Delambre et Zach,

pour 1790; ensuite, au moyen du mouvement de ces étoiles dans l'in-

tervalle de ces quarante ans, il les a rapportées, par une formule

exacte et fort simple, à l'époque des observations de Flamsteed. Vu

la précision des observations modernes et l'accord des divers astro-

nomes que je viens de citer, entre eux, ce moyen parait préférable à

celui d'employer le Catalogue de Flamsteed. L'époque moyenne des

soixante-quatre observations de cet astronome, discutées par le ci-

toyen Bouvard, répond au 18 avril 1691; elles donnent -- i4"»3 pour

la correction de la longitude de la Lune, et — S'ai", 7 pour la correc-

tion de l'anomalie moyenne. En les comparant aux observations pré-

cédentes de Bradley, on trouve 8'o" pour la correction du mouvement

séculaire de l'anomalie des Tables; en les comparant aux dernières

observations citées de Maskelyne, on a 7'45" pour cette correction.

Enfin, parmi les quarante-deux observations de Lahire, que Bailly

a rapportées dans les Mémoires de l'Académie des Sciences pour 1763,

il s'en trouve vingt-deux qui peuvent servir à notre objet, et dont

l'époque moyenne répond au i" octobre 1784. Le citoyen Bouvard les

ayant comparées aux Tables, elles lui ont donné — 6' i", 5 pour la cor-

rection de l'anomalie moyenne. En les comparant aux observations de

Maskelyne des années II et III de l'ère française, on trouve 7'53"pour

la correction du mouvement séculaire de l'anomalie des Tables. Je dois

remarquer ici que Bailly avait déjà reconnu, par ces observations,

qu'il fallait avancer d'environ 5' le lieu de l'apogée des Tables lunaires

à leur époque.

Si l'on prend un milieu entre les résultats donnés par les observa-

tions anciennes et modernes, on voit qu'il faut augmenter d'environ

8'^ le mouvement séculaire de l'anomalie de nos Tables, dont on peut

fixer à 3' 20" la correction pour le commencement de l'an III de l'ère

française. En augmentant ensuite cette correction d'une demi-seconde

par mois pendant les dix années suivantes, on aura les corrections

correspondantes dans lesquelles l'équation séculaire de l'anomalie se
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trouvera comprise, et l'on sera ainsi dispensé d'y avoir égard dans cet

intervalle. On voit encore qu'il faut diminuer de 19" l'époque de la

longitude moyenne pour l'an III. Quant au moyen mouvement des

Tables, les observations de Bradiey, comparées à celles de Maskelyne,

semblent y indiquer une diminution; mais les observations de Flam-

steed, comparées à celles de Maskelyne, ne portent cette diminution

qu'à 4", 5 pour un intervalle de cent trois ans, ce qui est insensible;

ainsi, en attendant qu'une plus ample discussion des observations ait

éclairci ce point de la théorie lunaire, on peut conserver le mouve-

ment séculaire des Tables. C'est en partant de ces corrections et en

supprimant des Tables lunaires, ainsi que l'a fait dans les calculs

cités le citoyen Bouvard, l'équation (XVIII) dépendante de la longitude

du nœud de la Lune, équation qui n'est point donnée par la théorie,

que l'on calcule présentement les lieux de la Lune pour la Connais-

sance des Temps de l'an XII; et je dois observer que les Tables ainsi

corrigées représentent toutes les observations modernes avec un

accord très remarquable, et qu'elles reprennent ainsi toute l'exacti-

tude qu'elles avaient relativement aux observations du milieu de ce

siècle, et qu'elles commençaient à perdre ; en sorte que la précision de

ces Tables, jointe à celle des instruments avec lesquels on observe à la

mer les distances de la Lune au Soleil et aux étoiles, laisse maintenant

très peu de chose à désirer pour la perfection de la théorie des longi-

tudes.

L'incertitude que les observations laissent sur le mouvement sécu-

laire de la Lune, et qui me paraît tenir, en partie, à celle qui reste

encore sur le mouvement des équinoxes et sur le mouvement propre

des étoiles, fait désirer que les astronomes comparent, le plus souvent

qu'il sera possible, les différents corps du système solaire les uns aux

autres et au Soleil. On sait que les moyens mouvements du Soleil et

des planètes sont invariables; les observations de leurs conjonctions

ou de leurs oppositions mutuelles et celles de leurs élongations res-

pectives feront connaître les rapports de ces mouvements, directe-

ment et indépendamment des mouvements des équinoxes et des
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étoiles. C'est ainsi que les mouvements de la Lune, par rapport au So-

leil, à son apogée et à ses nœuds, sont donnés directement par les

éclipses. On ne peut donc trop recommander ce genre d'observations

aux astronomes.

Lorsque la cause de Téquation séculaire de la Lune était inconnue,

on avait imaginé diverses hypothèses pour l'expliquer. Le plus grand

nombre l'attribuait à la résistance de l'éther; la transmission succès-

sive de la gravité me paraissait offrir une explication plus naturelle

de ce phénomène; mais alors on n'avait reconnu par les observations

que l'accélération du moyen mouvement de la Lune. Maintenant que

le ralentissement des mouvements de son apogée et de ses nœuds est

bien constaté par les observations anciennes et modernes, il faut que

la même cause explique à la fois et ce ralentissement et l'accélération

du mouvement lunaire; or on verra ci-après que la résistance de

l'éther accélère le moyen mouvement de la Lune, sans altérer ceux de

son nœud et de son apogée; la même analyse conduit au même résul-

tat, relativement à la transmission successive de la gravité. L'équation

séculaire de la Lune n'est donc point l'effet de ces deux causes; et,

quand même sa cause serait encore inconnue, cela seul suffirait pour

les exclure. C'est ainsi que les phénomènes, en se développant, nous

éclairent sur leurs véritables causes. Les trois équations séculaires

des moyens mouvements de la Lune, de son apogée et de ses nœuds,

satisfaisant exactement aux observations, il en résulte que la résistance

de l'éther et la transmission successive de la gravité n'ont produit

jusqu'ici aucune altération sensible dans les mouvements des corps

célestes, car si elles avaient quelque influence sur l'équation séculaire

du moyen mouvement de la Lune, elles la rapprocheraient de l'équa-

tion séculaire du mouvement de son apogée, et l'éloigneraient de celle

du mouvement des nœuds; en sorte que ces trois équations ne se-

raient point dans le rapport constant des nombres lo, 33 et 7, rapport

que donne la loi de la pesanteur, et que les observations confirment.
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1.

Soient 07, y, z les coordonnées du centre de gravité de la Lune, rap-

portées au centre de la Terre ; soient x' , y\ z' celles du Soleil, rappor-

tées à la même origine; soit S la masse de cet astre, la somme de

celles de la Terre et de la Lune étant prise pour unité de masse; enfin

désignons par R la fonction

S %{xx'+ yy'-\-zz')

La différentielle de R, prise par rapport à j? et divisée par dx, expri-

mera la force perturbatrice du mouvement lunaire, parallèlement à

l'axe des x-, on aura donc, par les principes connus de Dynamique,

en regardant l'élément dt du temps comme constant,

on aura pareillement

d}x



COS(
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d'où l'on tire, en comparant les coefficients de dx, dy, dz.
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H.

Développons la valeur de R. Elle devient

_ S// j 3 [au' cosiv—v')-huu'ss'— \u'*{i-i-s*)y

O [UU' C0S(V— V') -^ Uu'ss'—\ U'*(l -h s* )Y (l-h5')M'* )

2 (i {-S'^yu^ 2{l-h s'-)U-\

On peut, dans la théorie lunaire, s'en tenir à ces termes; on peut

même, dans les termes multipliés par u'\ négliger les carrés et les

produits de s et de s' : on aura ainsi, en ordonnant l'expression de R

par rapport aux puissances de u\

Sa' Sa'*
R = -j=== H 5 [I-|-3C0S(2('— 2P')4- 12SS' C0S{V— V') — 25*— '25'*— 2S^s'^]

Sa'*
-^[S cos(p — r') -h 5 cos(3(' — 3('')].

8u^i-^s'*y

Il suffît, dans la recherche qui nous occupe, de considérer les

termes multipliés par m", ce qui donne

^ï^ •* <^R Sa" r o / r. ^ , ,
-r:

1 T— = r [l -+- 3COS(2f — 2Ç') -(- dss'COSiv— V') — 2S''L

2a'(i + 5 *)*

-y;- = 5
[sm(2f — 2V') -h 2w'sm(t' — r)j,

2a*(i + .î'*)*

<^R Sa"
r a ' / ^x ., t

^
a»(i-i-5'*)*

Pour développer ces valeurs en sinus et cosinus d'angles proportion-

nels à V, il faut déterminer ii, a', ç\ s et s' en fonctions semblables.

Pour cela, nous observerons que, si l'on suppose R nul dans les équa-

OEuvres de L. — W\. 27
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lions différentielles de l'article précédent, elles deviennent

d-u I
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des variations de ce dernier plan, on aura

n' t -\- s'=z p'-h 2e'sin(c'(''— ci') + Je'' sin(2c'f'— 2gj'),

"'= -77——TTiti
— e'cos(c'(''— gt')].

a'(i— e")

L'origine du temps et celle de l'angle (^ étant arbitraires, nous pou-

n'
vons supposer £ et i' nuls, et alors, en faisant ~ = m,\a. comparaison

des valeurs de nt et n't donnera

c'h- 2e'sin(c'(''— gt') h- |e'* sin{2c' v'— 2m')

= mç -\- 2me sin(cp — gj) + f me- sin(2C(' — 2cj) + j/nX' sin(2^p — 20);

d'où l'on tire, en observant que c' est très peu différent de l'unité,

i''= mv -\- imesm{cv — vs) 4- ^me^ sin(2cr — 2ct) + {-/wX'sin(2^t'— 2 9)

— ie's\n{c' mv— gt') — 2mee'sin(ct' -h c'mt' — gj — m')

— 2/7iee'sin{cp — c'mv — gî + gj')

H- |e'* ç,\n{ic' mv — 2gt').

On pourra, au moyen de ces valeurs de u' et de ç/, développer les dif-

férents termes de l'expression de R en séries qui seront très conver-

gentes, à cause de la petitesse de m et du peu d'excentricité de l'orbe

terrestre; c'est en cela que consiste le principal avantage de la mé-

thode qui coordonne les séries de la théorie lunaire par rapport aux

sinus et aux cosinus d'angles proportionnels à v.

IIL

n -j' 1 » Sa'3(i-2.v'-) , ,, . , <JR s dK
Considérons le terme ^^ ^ de 1 expression de — -. -j--

Nous ne conserverons dans le développement de ce terme, parmi les

quantités de l'ordre des carrés et des produits des excentricités et des

inclinaisons des orbites, que celles qui sont constantes et celles qui

sont multipliées par les sinus ou cosinus d'angles dans lesquels le

coefficient de v diffère peu de l'unité. Ces dernières quantités crois-

sant beaucoup par l'intégration de l'équation différentielle (g) de l'ar-

ticle I, les termes du même ordre dans lesquels le coefficient de v est
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très petit croissent beaucoup par l'intégration de l'expression diffé-

rentielle du temps /; mais ils n'entrent dans le développement de R

qu'autant qu'ils affectent l'angle /, et alors ils sont multipliés par m,

ce qui les rend fort petits; en sorte que l'on peut les négliger sans

erreur sensible. Enfin nous conserverons les termes multipliés par

c'^ecos(ci^ — ct), parce que de ces termes dépend l'équation séculaire

du mouvement de l'apogée. Nous aurons ainsi, en supposant, comme

ci-dessus, s' nul,

S//'^(i — 2.ç'M Sa'. - ,, ,-,. 3S(7\ , ,,,

2u^l + s'^y
^ ^^

SSa' r 3 — 2m
, , ,^

77- e'cos(c' mv — m ) -\' ee'cos(cv — c mv — m H- td )

ee'cos(cp + c'/MP — gt — gj')
3 -I- 2/n

H

Nous avons observé qu'il est indispensable de porter, dans ces

recherches, l'approximation jusqu'au carré de la force perturbatrice;

or la valeur de u acquiert dans une première approximation, et en

n'ayant égard qu'à la première puissance de cette force, une suite de

termes que nous désignerons par §m, et qui est de la forme suivante :

Q(0) Q(l)

ÔM = h -^^— cos(2(^ — 2 me)
a a

H ecos(2(> — cv ^ 1 mv -\- Ts)
a ^

H- -^^^

—

e'co%{c'mv — cr')
a

0(4)
H- -^^— ee'cosfcp — c'mp — gt H- gt')

a
QC5)

-\ ee'co?>{cv ->(- c'mv — TS — m')
a ^ '

Q(6)
-\ ee'cos(2P— cv — imv -4- d mv + © — m')

Q(7)
H ee'cos(2c — cv — 2mp — c'mv + nj + cr')

a

+ .

Il nous suffit de considérer les termes précédents, parmi lesquels

ceux qui sont multipliés par e acquièrent de grands diviseurs, en
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vertu de l'intégration de l'équation différentielle en u. Cela posé, si l'on

augmente w de lu, le terme —j- prendra l'accroissement ^

—

Nous ne conserverons dans le développement de ce terme que les

quantités multipliées par ecos(w — ct), et, parmi celles-ci, il suffira

de considérer celles qui sont multipliées par Q^'\ Q^-^ Q^", ..., le

terme Q^"^ n'acquérant point de grands diviseurs par les intégrations.

Nous aurons ainsi, pour le terme dû à la variation de —^>

C 3
'

^1^ (Q(v)+ Q(«))e'«ecos(c(^ -GJ).

v' subit encore une variation dans ce terme, à raison de l'expression

du temps en fonction de l'angle v; mais, cette dernière variation étant

multipliée par m dans l'expression de v\ nous pouvons la négliger ici.

On verra ci-après que Q^^^ et Q'^^ sont à fort peu près égaux et de signe

contraire, ce qui rend à peu près nul le terme précédent; d'où il suit

S;<"
que la variation de—^ ne produit aucun terme sensible, multiplié par

ÏV.

3 S a"
Développons maintenant le terme —^ç,o?,{'iv — i^) de l'expres-

sion de — :ï
-j-- En substituant pour w, u! et v leurs valeurs

au u os '^

trouvées dans l'article II, on trouvera, après toutes les réductions, le

3 S u'^ 3 S a'
terme —3- cos(2(^ — 2.v') égal au produit de —^ par la quantité

(i — |e'*)cos(2P — "onv) — \e'co?,{iv — imv — c'mv -\-ts')

H-^e' cos(2P

—

"imv -Jrc'mv — gj')

Z + [\m .

H (i — |e'*)ecos(2(^ — 2mv — cv -i-m)

^ _ /. «»

(i — |e'*)ecos(2P — imv -\- cv — gt)

ee'cosCat» — 2mv — cv — c'mv + gt -f- gj')

ee'cos{iv — imv — cv -\-c'mv -\-ts — gj')

a

2i(n- 2m)

4

3 -+- 2 m
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En nommant ^u, Bu' et Bv' les variations de u, u' et v\ dues à la force

perturbatrice, nous aurons, pour l'accroissement du terme précé-

dent,

^ COS {2 i' — 2 ^'' ) -\- C0S(2(' — 2Ç^')
2U* 2U'

3S«'3Ôp'

w sin(2t' — 2v').

Les deux derniers termes de cette fonction peuvent être négligés;

car, quoique dans les expressions de Bu' et de Bv', les inégalités du

mouvement lunaire soient comprises, cependant, comme elles y sont

multipliées par m, elles perdent les grands diviseurs qu'elles avaient

acquis par les intégrations. Quant au premier terme, en n'y conser-

vant que ce qui est multiplié par ecos(cv — vs), on trouve qu'il se

réduit à

- ^^ [(I— f e'^) (QW+ 4Q^*') + ie'^Q'*)- ie'*Q(')]ecos(cp - rn).

V.

Développons semblablement le terme

3Sa'^—
ôR du di> . , ,,— r-r ou 7

—

sin(2P — 2('').

Ce terme est égal, à très peu près, à la différentielle de

S«'» . .

sm(2<' — 2V ),
2 a*

prise par rapport à cr et divisée par du, en supposant u' et v' constants;

or on a le développement de —j sin(2ç^ — iç') en changeant les co-

sinus en sinus dans le développement précédent de

e C0S(2Ç' — 2V'),
21Û ^ '

et la condition de u! et de v' constants sera satisfaite, en ne différen-

tiant point les termes de ce développement, multipliés par me. On
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3Sw'3 —
aura ainsi le terme j

—

sin(2c — 2^-') égal au produit de

— -7—
7j par la quantité

(i — |e'*)ecos(2(> — amc — ce + xn)

— \ee' cos(2(' — 2niv — cv — c'mv + cr -f- cj')

-H
J-
ee' cos (21' — 2 /7J (' — ce + c'mc + gt — cj'

)

H-

La variation de ce terme, due aux forces perturbatrices, est, à très

peu près,

3 S..'3^ eSu'^Su^
dv dv . , ,^

r Sm ( 2 (' — 9 V' ) H : SIH ( 2 C — 2 p'
) ;

elle produit le terme

+ {(2 — m — c)e'«Q(«'— ^(2 — 3/n — c)e'«Q(')jecos(cc — sj).

VI.

Considérons enfin le terme i i -^—^ ou — 3S / ^^-^sin(2Ç'— 2f').
j dv ir J là ^ ^

Ce terme développé devient

3Sa'ri-|e'»—rr- — C0s(2(' — 2niv)
rt * L2 ——2m

2(i-h/n)(i-fe^^)

2 — 2/71 — C

(2 + m)ee'

e cos {2v — 2mv — cv + ts)

2(2 — m — c)

( 2 -f- 3m ) 7 ee'

2(2 — 3/;i — c)

cos(2(' — 2 /ne — cv -+- c'mv -h m — si')

cos(2(' — 2mv — cv — c'mv -\-xn -h rn')

La variation de ce terme, que Ton obtient, à fort peu près, en y

substituant u + Bu au lieu de w, produit le terme
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VII.

Reprenons, cela posé, l'équation différentielle (/) de l'article I. Si

l'on néglige la force perturbatrice, on a

et si, dans l'expression de Sw, on ne considère que les termes dans

lesquels le coefficient de v est peu différent de l'unité, on a, à fort peu

près,
d^ du ^—— + hu — o.

, ,
(d-u \ rdR dç , , .. . . , 2(i4-.v^)"^ râRdi>

Le terme -j-^ -hw 2 / -j ; se réduit ainsi a -^^—r^—^— / -5 ;;
\ di'^ / J àv u* « J ai' u^

l'équation différentielle (/) devient ainsi

d'à
,

(n-5«) *
, Srt»

di'-

— ' e'^Qf*)-+- ^-^ 7 ie'2Q{7) ecos{ci> — cr)

4 4 J

SSa^r, ,, ,^ 3— 2m,
, , ,^

-;—^3- e' cos{c mif — rat ) -\ ee cos(c(' — c mç — gj H- cr )

ee'cos{ci'-{- c' nn> — xn — tn')
3 A- "2m

H
2

3 S a* 2 — m
,'32 a ^

I — m

3Sa
2

(i — f e'^) cos(2(' — 2mv)

^« r 4 i4-m) T, , „, ,—- I 4- 2m H î^ '— (t — |e'^)ecos(2P — 2Jnv — ci> -h viy)
a'^

I
2 — c— 2«iJ^ ^ '

^

3 S a^ fi -(- m 2 + «i 1 , , , ,

,

H rr- H ee' cos ( 2 p — 2 mt" — cp + c'mp + CT — cj)
2a'^ L -^ 2 — c — mj

^ '

2 1 S «^ r 1 -4- 3 m 2 + 3m "1
, , , ,

,

77- \
— ee cos(2t' — 2mv — cv — c mv + xn -\- ts )

2 a'* L 2 2 — c — 3/«J
^

H-.
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Nous avons négligé, dans cette équation, les termes multipliés par

e' cos(cv — ct) ou par 'k-ecos(cv — ct), quoique nous ayons conservé

ceux qui sont multipliés par e'^ecos{cv — ct), et dont dépend l'équa-

tion séculaire de l'apogée; mais on verra ci-après que e ei'k peuvent

être supposés constants, au lieu que l'excentricité e' de l'orbe ter-

restre est variable. Nous ne conserverons, dans le développement de

(i -hs^) -, que la partie constante, qui est à très peu près égale à

I — JX^ la considération des autres termes de ce développement étant

inutile ici. La valeur que nous avons supposée à m + Sm devient ainsi

^ (i - I ^*) — ^ cos{cv - CJ)

Q(0) Q(i)

H h -^^— C0S(2(' — 2/n(')
a a

Q(«)
H e. cos(2(^ — 2mv — cv-\-ts)

Q(3)
H e' cos (c'mv — ts')

a

QW
H ee' cosicv — c'mv — ts -h rs')

a

Qro)
-\ ee' ces (cv -+- c'mv— zs — is')

a

H ee' cos ( 2 p — 2 mv — cv -\- rs — xs'

)

a

Q(-)

H ee' cos (2v — 2 mv — cv — c'mv -^xs -\-xs')

En la substituant pour u dans l'équation différentielle précédente, on

aura d'abord
c'rrr — a,

a étant le coefficient de -cos(w — ct) dans cette équation différen-

tielle. On aura ensuite

2 a'*
( I — 2m ) ( 3 — 2 m ) (

I — m)

Œuvres de L. — XU. 28
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Pour déterminer avec précision les valeurs de Q'^', Q'*', ..., nous

observerons que les coefficients de t^, dans les angles dont elles mul-

tiplient les cosinus, sont peu différents de l'unité. Soit donc, en

général,

— cospv
a '

un terme de Sm, dans lequel/? diffère peu de l'unité. Puisque la sub-

stitution de

-[i — ecos(er — cj)]
a"-

pour u, dans les différents termes de l'équation différentielle (/) de

l'article premier, a produit le terme

— ces (et- — GJ)
a

dans l'équation différentielle précédente; la substitution de

- [i — ecos(cp — ct) -+- Qcospv]

ajoutera, à très peu près, à la même équation, le terme

«Q— cospt',
a

du moins en n'ayant égard qu'à la première puissance de la force per-

turbatrice, et cela sera d'autant plus exact que p différera moins de c.

Nous devons donc ajouter ce terme au second membre de cette équa-

tion ; d'où il suit que si y cospv est le terme dépendant depv, dans son

second membre, on aura

Q^ y

La théorie de la Lune nous offre, parmi les quantités de l'ordre -7^,

un terme dépendant de la distance de la Lune à l'apogée du Soleil, et,

vu la lenteur du mouvement de cet apogée, la valeur de/? relative à ce

terme diffère extrêmement peu de l'unité. Sans la considération pré-
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cédente, on trouverait

et alors la valeur de Q serait très considérable;. mais la rapidité du

mouvement de l'apogée de la Lune, relativement à celui de l'apogée

du Soleil, rend -73—5 considérablement plus petit que ^_ > et réduit

le terme dont il s'agit à quelques secondes. On trouvera ainsi

3Sa»r 4 i + wO 1

QC; 2g ^ L 2 — c — m}
(2C^-2/7^ — 2)(2 — 2m) *

0(4)— 3Sa3(3— 2m)
[\a'^mi^'ic — m)

Q(5,__ 38a»(3 + 2m)
^

4a'*»i(2c -h /n)

;a3(l
Q(r):= ^__!

^-^-^
2 a'* ( 2 c + /« — 2 ) (2 — m)

„,,.,3m 24-3 /w
21 S

Q (7)-

«3(1
2 2 — c — Zm )

2 a'^ ( 2 c -h 3m — 2 ) ( 2 —Zni)

Vin.

Substituons maintenant, au lieu de m, sa valeur dans l'équation

Si l'on n'a égard qu'aux termes constants, on aura

. r Sa',
3

,,;\dt

La quantité a étant égale à —_ ., > elle est constante, puisque X et e

sont à très peu près constants, comme on le verra bientôt. Par la

théorie des planètes, le demi grand axe a' de l'orbite de la Terre est

constant, mais son excentricité e' est variable. En désignant donc.
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pour plus de simplicité, par / le moyen mouvement de la Lune, et

observant que -^ = m^, on aura

ç — t / e'^dt;

en sorte que l'équation séculaire du moyen mouvement de la Lune est

égale à

-^-^fe-dt.
2 -J

Je nommerai E cette équation.

Pour avoir l'équation séculaire de l'apogée, reprenons l'équation

différentielle en u de l'article précédent, et supposons-y, comme

ci-dessus,

mais regardons e et ct comme variables, nous aurons

[de f dm\ d^w'\ . , .

^d-A'-'dT'J-'-d^r''^'"-'''^^---

d'où l'on tire, en égalant séparément à zéro le coefFicient de

sin(w — cj),

et, en intégrant.

A étant une constante arbitraire. L'excentricité e de l'orbe lunaire

n'est donc pas rigoureusement constante; mais sa variation est insen-

sible et n'influe point sensiblement sur les équations séculaires de la

Lune, parce que e^ s'y trouvant multiplié par —^ ou par mS qui est

une très petite fraction égale à —, on peut négliger le produit de ^
par cette fraction.

2 de



DES MOUVEMENTS DE LA LUNE, ETC. 221

En égalant ensuite à zéro le coefficient de cos(cv — tr), on aura, à

fort peu près,

dts
,

d*e

dV 2 6 dv^

d^ e
on peut négliger le terme —^> comme étant insensible par rapport

à ^- Si l'on représente par c la partie constante de'i — ^a, et si l'on

désigne par \^m^ le coefficient de e'- dans la fraction ^a, on aura

dv ^

d'où l'on tire, à fort peu près,

xs = const. + f S m}fe'^ dt
;

en sorte que le mouvement de l'apogée est assujetti à une équation

séculaire égale à — ^E, et, comme v est assujetti lui-même à l'équa-

tion séculaire E, l'équation séculaire de l'anomalie sera

ê étant égal à

(n-S)E,

1 5 m* ( 2 — m) ( I -t- 2 m

)

2(1

—

2m)(3 — 2m)(i — m)

- ,T AC' + 'w) 1

,

10 m* iH- 2/n H ^^ — (q-i- 2m 4- c)
L 2 — c — 2/nJ

'^ '

8(2C-f-2/n — 2)(2 — 2/n)

, ,/H- 3/w 2 + 3/n \ . „

-\ i 1

i6(2c-+-3aw— 2)(2 — 3m)

3mM 1 (o+ m-Hc)
V 2 2 — c — m) ^ '

it)(2C4-m— 2)(2 — m)

Pour avoir les valeurs numériques de ^, nous observerons que l'on a

m = 0,0748018, c = 0,99154774,

ce qui donne
6 = 3,8024.
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La détermination de ê dépend, comme on voit, d'une analyse très

délicate, et l'on peut craindre que les quantités négligées n'aient une

influence sensible sur cette valeur. Ce qui doit nous rassurer à cet

égard, c'est que la même analyse conduit à une valeur fort approchée

du mouvement de l'apogée. En prenant pour unité le moyen mouve-

ment de la Lune, celui de son apogée est, à très, peu près, Ja, et l'on a

J
a = 0,00861 13. Les observations donnent 0,00845226 pour le mou-

vement de l'apogée, ce qui ne diffère pas de ^ du résultat précédent;

on peut donc croire que la valeur trouvée pour ê a ce même degré de

précision.

IX.

Considérons présentement le mouvement des nœuds. Pour cela,

reprenons l'équation différentielle {g) de rarticle I. Le mouvement

de la Lune étant rapporté à un plan fixe peu incliné à l'écliptique

vraie, si l'on néglige les carrés et les produits de s et de s', cette

équation devient

3 s u'^ [ ds 1+ ''- — s+ 5C0s(2r — -xv') — —- %m{iv — iv') ~ 25'cos -j-^v — v')\

La valeur de s' est, par la théorie des planètes, de la forme

\' et 0' variant avec une extrême lenteur. Soit donc

5 =r V sln ( V — 6' ) 4- 5i ;

on aura, en négligeant les quantités multipliées par ~ et —,

d'S d-s.

ds
5-+-5C0S(2P— 2p') — —

- sin(2P— 2P') — 25'C0S(2P — 2(/)

ds= Si-\- Si cos(2r _ 2p') — -^ sin(2P — iv').



DES MOUVEMENTS DE LA LUNE, ETC. 223

L'équation différentielle en s deviendra ainsi

fd's \ / 3 rdR dv .dl'\

"k' sin(v — 6') serait la latitude de la Lune au-dessus du plan fixe, en

la supposant mue sur le plan de l'écliptique vraie, et

s ou À'sin(p — ô') +5i

est sa latitude au-dessus du plan fixe; s, est donc, à très peu près, sa

latitude au-dessus du plan de l'écliptique vraie. Supposons, comme

précédemment,

le terme

devient

5,=:Xsin(^p— 0),

2A-M* ^
' dv -•

3m'X[(n- |e'2) sin(^r — 9)

— (i — |e'*) sin(2P — imv— gv -v- d)

— |e'sin(^PH- c'mv — 9 — tjs')

— ^e'sinigv — c'mv— -+-cj')

— {e' sin ( 2 p — 2 mv — gv -\- c'mv h- Q — xs')

-+- ^e'sin(2(' — imv— gv — c'mv ->r B ->rxs')

].

Pour avoir la variation de ce terme, due à la force perturbatrice,

nous supposerons s^ égal à Xsin(^(' — 6) -i- 05, ; os^ sera de la forme

A'^'X sin(2('

—

imv — gv -k- B)

+ A<'^Xe'sin(^f -Hc'mp — B — rs')

-k- k'^-^'ke' sm{gv— c'mv — B h-cj')

-h A") Xc' sin ( 2 ^' — 2 mv — gv ->r c' mv -{- B — is'

)

-h A<*'Xe'sin(2f — 2/n<' — ^p — c' /np + 9 -4- gj'
)
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Cela posé, la variation du terme précédent produira le terme

- |m2[(3 — im — g){i- le"-) A«')+ SA^^e'^-H SA^^^e'^

^ 1(3 _ m — ^) A(3^e"'— 1(3 — 3/n - ^) A'^'e'^] l sin(^p - Q).

On verra ci-après que A''^ est à fort peu près égal à — A'^', ce qui

réduit à zéro la quantité 3 A^'^e'^ H- SA'^^e'^. De plus, si l'on néglige la

force perturbatrice, on a

o — -^-^ + Si ;

et si, parmi les termes de ^s,, on ne conserve que ceux dans lesquels

le coefficient de i^ diffère peu de l'unité, on a, à fort peu près,

On peut donc négliger ici le terme 1-^ -hsA 2 ( ^

—

l; l'équation

différentielle en s, deviendra ainsi

0= ^+5,-f-|mî[i+fe'2— t(3-2/n-^)(i-|e'=')A«»

+ i(3_ m-^)A(5'e'»

4-1(3 -3m — ^)A(*)e'2]Asin(^r-9)

[(i — f e'*) s'mi'îi' — 2niç — gç -h 9)

-\- ^e's'm{ gi> -h c'm{' — 9 — xs')

-^-^e'sin{gv — c'mç — 9 -\-Tn')

-f- ^e'sin(2(^ — 2nn' — gv' -\~ c' mv -\- 9 — rs')

— f e'sin(2P — 2mv — gv — c'mv + + ro')

+ ].

En intégrant cette équation différentielle, on trouvera

2 {2 g -{- 2m — 2) {-2 — 2m) ^m{2g-\- m)

Ai^^=.^-^A^ ^, A'3)
^"''

A^''-

^m{2g ~ m) [^(^>2g-^m — 2){2 — m)'

— 21 m'
4(2^-h3/n — 2)(2 — 3m)'
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Si Ton y suppose ensuite 5, = Xsin(^ — 6), en regardant X et

comme variables, et que l'on désigne par a' le coefficient de

"ksin^gv — 9)

dans cette même équation, la comparaison des coefficients de

"ksin^gv — O) et de Icosigv — d)

donnera les deux équations suivantes :

d*-k ,/ dey ^,

2rfX / de\ .d*9

''=-d^\f-d-,)-^d^'

En intégrant cette dernière équation, on a

^ dv

B étant une constante arbitraire. L'inclinaison de Forbe lunaire à

l'écliptique vraie n'est donc pas rigoureusement constante; mais sa

variation est insensible, et n'influe point sensiblement sur les équa-

tions séculaires de la Lune. On a ensuite, à fort peu près,

de
, , rf»x

dv *
a'X dv*

On peut négliger
^ . , ,

par rapport à ^- Si l'on suppose ensuite que

g exprime la partie constante de i -h^a', et que fê'm^ soit le coeffi-

cient de e" dans a', on aura

e — const.— \&m*fe'* dt;

en sorte que le mouvement du nœud est assujetti à une équation

séculaire additive à sa longitude moyenne, et égale à ê'E, €' étant

QEwret de L. — XIL 29
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égal à

3 • i5/w^(3 — 2 m— g)
4 8(2^H-2/n — 2) (2

—

im)

3m*(3 — m — g) i47/w*(3 — 3m — g)
32{2g -h m — 2)(2 — m) 52{2g-h6ni — 2)(2 — 3m)

Nous devons ici faire une remarque importante. On a négligé pré-

cédemment les termes multipliés par

-T-cos(f — ô) et par A'-^ sm(p — 0');
dv ^ dv

il faut prouver que l'on peut négliger ces termes, sans crainte d'erreur

sensible. Soit €K -j- %\xi{y — ^) un de ces termes, et conservons-le

dans l'équation différentielle en s^\ elle devient, en n'ayant égard qu'à

ce terme,

0=: -^ 4-5,-f-a'>. sin(^p — 9) +£^'-7- sin(p — 6').

En supposant dans cette équation ^=1, Ô = ô' et 5, = Xsin(^' — ô'),

on aura

[ dX f d9'\ ^d'O'l , ,,,

Si l'on égale à zéro le coefficient de %\xs.{y — G'), on aura, à fort peu

près,

1=-- *
°' +W

dB'
or a' est incomparablement plus grand que ^j parce que la période

du mouvement des nœuds de la Lune est incomparablement plus courte

que celle des noeuds de l'orbite terrestre sur le plan fixe; \ est donc

dB'
beaucoup moindre que V, et le terme £-^>.sin(^ — G') n'ajoute qu'un

terme insensible à la valeur de^,. Il en est de même du terme
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£^- cos(ç'— 6') et des autres termes semblables. La rapidité du mou-

vement des nœuds de l'orbe lunaire les fait tous disparaître, à fort

peu près, de la valeur de f,, et maintient l'inclinaison moyenne de

cet orbe à l'écliptique vraie, toujours^ la même. La petitesse de cette

valeur de X rend insensible et permet de négliger, dans l'équation

différentielle précédente, le terme multiplié par cos((^ — 6').

Déterminons présentement la valeur numérique de 6'. Les observa-

tions donnent
g =z i,oo4o2i 85353,

d'où l'on tire
6'= 0,6997598.

L'équation séculaire du mouvement des nœuds est donc, à fort peu

près, ^ de celle du moyen mouvement de la Lune.

X.

Il résulte de l'analyse précédente :

1° Que le moyen mouvement de la Lune est assujetti à une équa-

tion séculaire E, additive à sa longitude moyenne;

2° Que le mouvement de son apogée est assujetti à une équation

séculaire soustractive de sa longitude moyenne, et égale à 3,3E, et

qu'ainsi l'équation séculaire de l'anomalie de la Lune est égale à

4,3E, et additive;

3° Que le mouvement des nœuds de l'orbite lunaire est assujetti à

une équation séculaire additive à leur longitude moyenne, et égale à

o,7E, et qu'ainsi la distance moyenne de la Lune à son nœud ascen-

dant est assujettie à une équation séculaire additive, et égale à o,3E;

4° Que la parallaxe moyenne de la Lune est soumise à une variation

séculaire qui, par l'article VI, est égale à la variation séculaire du pro-

duit de — fw^e'" par 5j\ valeur moyenne de cette parallaxe. Dans les

cas extrêmes, la variation de ce produit ne surpasse pas une demi-

seconde : elle est donc insensible, et l'on peut regarder la parallaxe
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moyenne de la Lune et sa moyenne distance à la Terre comme des

quantités constantes;

5° Que l'excentricité de l'orbe lunaire et son inclinaison à l'éclip-

tique vraie sont assujetties à des variations séculaires proportionnelles

à celle de la parallaxe, et qui, par conséquent, seront toujours insen-

sibles, ce qui est conforme aux observations.

Il nous reste à déterminer la valeur numérique de E. Je l'ai calculée

dans les Mémoires de l'Académie des Sciences pour l'année 1786 ('), en

partant des hypothèses les plus vraisemblables sur les masses de Vénus

et de Mars, et l'on a vu précédemment avec quelle précision cette

valeur satisfait aux observations anciennes. Si l'on nomme i le nombre

des siècles écoulés depuis le commencement de 1700, j'ai trouvé

E --=ii",i35f»+ o",o4398i«+ . . .;

la valeur de i devant être supposée négative pour les siècles antérieurs

à 1 700. Les deux premiers termes de cette série suffisent relativement

aux plus anciennes observations, et je ne vois jusqu'à présent aucun

changement à faire à cette expression de E.

XI.

Déterminons présentement les altérations produites par la résis-

tance de l'éther. x\y\ z' étant les coordonnées de la Terre rapportées

au centre du Soleil, et x, j, z étant celles de la Lune rapportées au

centre de la Terre, la vitesse absolue de la Lune autour du Soleil

sera

dt

Supposons que la résistance qu'elle éprouve soit proportionnelle au

carré de cette vitesse, et qu'ainsi elle soit exprimée par

{dx' -\- dx)-" -\- {dy' -\- dyY -\- {dz' + dz)-^

dt-

<» ) Œuvres de Laplace, T. XI.
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En la décomposant parallèlement aux axes des a?, des y et des s, elle

produira les trois forces suivantes :

— K ^^'^^f^ \l{dx' -\-dxY-^ {dy' -h rf/ )' -^ (^dz' -H t/-g )»,

dt"
-^ "^^'T/^ \/{dx'+dxy-\-{dy'+dyy-[-(dz'+dzy.

Mais, comme la Terre est supposée immobile dans la théorie lunaire, il

faut transporter en sens contraire à la Lune la résistance que la Terre

éprouve, et qui, décomposée parallèlement aux mêmes axes, donne

les trois forces

- K'^ ^dx"' -+- dy'*+ dz'*

,

- K'^ \/dx'*+ dy"'-^dz'*.
dt*

dz^

dt*
— K'-T- \/dx'*+dy'>-i-dz'\

K' étant un coefficient différent de K, et qui dépend de la résistance

éprouvée par la Terre; les quantités j-y -r- et ^ de l'article I seront

donc, en n'ayant égard qu'à ces résistances,

K<dx' A- dx\^-—~
'-s/idx'+ dxY+idy'^dyY+idz'-^dxY,

df"

dR _K'dy'

— ^^^^'^^ ^'^^
\J{dx'+ dxY+ (^dy'+dyy-h{dz' + dz)\

-.^—-.sJd^nr^rdfT^rd^^

Kidz'+dz)
^^,

\/{dx'-^dxy-\-{dy'-^dyY-^(dz'+dzY.

Pour simplifier ces valeurs, nous observerons que dxy dy, dz sont très
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petites relativement à dx\ dy' et dz' . En faisant donc

ds'— sjdx"-+ dy'^+ dz">- ,

et prenant pour le plan des x et des y celui de l'écliptique vraie, ce

qui rend dz' nul, on aura

r;R _ (
K'— K ) ds' dx' K ds' dx Kjdx' dx + dy' dy) dx'

dr-
'~

ds'
'

Ox df"
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pour di sa valeur trouvée dans le même article,

cPu
O r= -r-i 4- M —

dv* ., rdK dv

IL* dv'^ Il di' dv'*

K u dv' . , ,, Kdif dv' , , ^

r-r- sin(2(^ — "iv ) . , , cos(2(' — iv).
iv' dv u dv^ ^

On a ensuite, en observant que l'on peut substituer y—^ au lieu

de dt, ci mdv -\- 2medçcos(v — nr) au lieu de dv\

/dR dv r,^, ^.m^h^udv^
, , m , ,,

^^~J (K'-K)

—

-^^ [n-4ecos(t'-5T)]cos(t^-/)

|K/«/t'—^[i + 2ecos(p— cj')] H-

La valeur de K n'est pas constante : si l'on suppose la densité de

l'éther proportionnelle à une fonction de la distance au Soleil, en

nommant ç(r) cette fonction pour une distance r, elle sera, relative-

ment à la Lune,

cp'(r) étant la différentielle de <p(r) divisée par dr : c'est la valeur qu'il

faut substituer pour K, et alors on a, en ne conservant parmi les quan-

tités périodiques que celles qui dépendent de l'angle t» — ct.

En supposant donc

^ 6m / I \ Q/n* ,/ I \
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l'équation différentielle en u donnera

(Pu I , ^ eê . ,

d'où l'on tire, en intégrant,

On voit ainsi que la résistance de l'éther ne produit point d'équation

sensible dans le mouvement de l'apogée; elle ne produit qu'une très

petite altération dans l'excentricité de l'orbite.

Pour déterminer la variation qui en résulte dans le moyen mouve-

ment de la Lune, reprenons l'expression de dt dans l'article I; expres-

sion qui devient, à fort peu près,

rlf—ÉL( _i. c^^ ^*'^

En y substituant, pour u et pour j -, ^^ leurs valeurs précédentes,

on aura, à très peu près,

et, par conséquent,
i = A3(p— |ap*+ . . .)»

d'où l'on tire

t 3cxt^

Le mouvement de la Lune est donc assujetti, par la résistance de

l'éther, à une équation séculaire proportionnelle au carré du temps.

I^'équation (g) de l'article I donne

d^s „,ds

dv^ dv
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S' étant égal à

m
Si

en intégrant, on aura

5 = X(n— vjsin{i> — 0),

X et ô étant deux arbitraires. Le mouvement des nœuds de la Lune

n'est donc assujetti, par la résistance de l'éther, à aucune équation

séculaire; mais l'inclinaison de l'orbite éprouve une légère altération

par cette résistance.

Si l'on soumet à la même analyse les variations séculaires produites

par la transmission successive de la gravité, on trouvera que ces varia-

tions ne peuvent être sensibles que dans le moyen mouvement de la

Lune, et qu'elles n'altèrent ni le mouvement de l'apogée ni celui des

nœuds. Ces deux mouvements offrent donc un moyen simple de recon-

naître la véritable cause à laquelle on doit attribuer l'équation sécu-

laire de la Lune; car s'ils varient sensiblement de siècle en siècle, il

en résulte que cette équation n'est due ni à la résistance de l'éther, ni

à la transmission successive de la gravité, et, si les altérations des trois

mouvements de la Lune, par rapport au Soleil, à son apogée et à ses

nœuds, sont telles que l'exige la loi de la pesanteur, elles n'ont point

évidemment d'autre cause. Or, en comparant à nos Tables cinquante-

deux éclipses observées par les Chaldéens, les Grecs et les Arabes,

et dont vingt-cinq viennent d'être connues par les soins du citoyen

Caussin, le citoyen Bouvard a trouvé 8' pour la correction du mouve-

ment séculaire de l'anomalie de la Lune. Cette correction, confirmée

par les époques et les moyens mouvements des Tables de Ptolémée et

des Arabes, dépend, à la vérité, de l'équation séculaire de l'anomalie,

dont il a fait usage d'après la théorie précédente; mais on a vu que

la comparaison d'un très grand nombre d'observations de Lahire,

Flamsteed, Bradley et Maskelyne donne, à très peu près, la même

OF.ti^res de L. - XII. ' 3o
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correction. Un accord aussi remarquable établit incontestablement :

I" l'existence de l'équation séculaire de l'anomalie de la Lune; 2° l'ap-

proximation de la valeur que je lui ai assignée, et de l'analyse qui m'y

a conduit; 3° enfin, que les équations séculaires de la Lune ont uni-

quement pour cause la variation de l'excentricité de l'orbe terrestre.
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MOUVEMENT DES ORBITES
DES SATELLITES DE SATURNE ET DURANUS (

'
).

Mémoires de l'Arndémic dex Sciences, V Série, T. III; prairial an IX ( *).

I.

Les anneaux de Saturne et ses six premiers satellites se meuvent, à

très peu près, dans un même plan. Dominique Cassini pensait que

l'orbite du dernier satellite est dans le plan des anneaux; mais Jacques

Cassini, son fils, reconnut, en 17 14. qu'elle s'en écarte sensiblement,

il résulte des observations qu'il fit alors qu'en rapportant cette orbite

et les anneaux à l'orbite de la planète, le nœud de l'orbite du dernier

satellite était de 1 5" | moins avancé que le nœud des anneaux, etque son

inclinaison n'était que de 22°|, tandis que l'inclinaison des anneaux

était de 3o". Le citoyen Bernard ayant fait, en 1787, de nouvelles

observations sur cet objet, Lalande a conclu de leur discussion qu'à

cette époque le nœud de l'orbite était de 22"^ moins avancé que celui

des anneaux; d'où il suit qu'en soixante-treize ans le nœud de l'or-

bite a rétrogradé de 6°5o', ou de 5'37" par année. Mais l'incertitude

de ce genre d'observations ne permet pas de compter sur ce résultat,

(') Lu le II ventôse an VIII.

( ') Mémoires de l'Institut national det Sciences et Arts, t. III.
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et la rétrogradation du nœud est la seule chose que l'on puisse en

conclure. Il m'a paru intéressant de connaître ce que la théorie de la

pesanteur universelle donne h cet égard : c'est l'objet de ce Mémoire.

On sait, par la théorie des satellites de Jupiter, que chacun de

leurs orbes se meut sur un plan fixe, passant par la ligne des nœuds

de l'équateur et de l'orbite de la planète, entre ces deux derniers

plans. L'inclinaison de ce plan fixe à l'équateur est d'autant plus

grande que les satellites sont plus éloignés : elle est insensible pour

le premier satellite, et s'élève à 23' pour le quatrième. Un eff'et sem-

blable a lieu relativement aux satellites et aux anneaux de Saturne.

J'ai prouvé, dans le Livre V de mon Traité de Mécanique céleste, que les

anneaux sont maintenus par l'attraction de Saturne dans le plan de

son équatcur. La même attraction maintient dans ce plan les orbes

des six premiers satellites; mais il n'en est pas ainsi du septième. Sa

distance au centre de Saturne rend l'action du Soleil, pour changer le

plan de son orbite, comparable à celle de Saturne, des anneaux et des

satellites intérieurs. La recherche du mouvement que ces attractions

diverses produisent dans son orbite est un problème dont la solution

dépend d'une analyse délicate. Elle se simplifie en rapportant l'orbite

à un plan déterminé, passant par la ligne des nœuds de l'équateur et

de l'orbite de la planète entre ces deux derniers plans. Alors, elle se

ramène à la rectification des sections coniques, et l'on en conclut fa-

cilement, par des suites très convergentes, l'inclinaison de l'orbite et

le mouvement des nœuds sur ce plan. Ce mouvement est presque uni-

forme, et l'inclinaison est à peu près constante; mais l'inclinaison du

plan déterminé à l'équateur et le mouvement annuel des nœuds dé-

pendent de l'aplatissement de Saturne et des masses des anneaux et

des satellites intérieurs. Des observations précises du dernier satel-

lite, faites à de grands intervalles, doivent donc répandre beaucoup

de lumière sur ces objets, et, par cette raison, elles méritent l'atten-

tion des astronomes. J'observerai ici que le mouvement annuel et

rétrograde du nœud de l'orbite de ce satellite sur l'orbite de Saturne

n'excède pas maintenant 3' 21".
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Si l'on n'a égard qu'à l'action de Saturne et du Soleil, le plan fixe

sur lequel se meut l'orbite du sixième satellite n'est pas incliné de 17'

à l'équateur de Saturne ; mais, si la masse du septième satellite surpas-

sait de— celle de Saturne, son action écarterait sensiblement l'orbite

du sixième satellite du plan des anneaux. Puisque cela n'est pas, on

doit en conclure que la masse du dernier satellite est au-dessous de

cette fraction, ce qui paraîtra fort vraisemblable si l'on considère que

la masse du plus gros satellite de Jupiter n'est pas de -~^ de celle de

la planète.

La même analyse appliquée aux satellites d'Uranus fait voir que son

action seule peut maintenir les cinq premiers dans le plan de son

équation. Elle est probablement insuffisante pour cet objet, relative-

ment au sixième satellite; mais, si la masse du cinquième surpasse la

vingt-millième partie de celle de la planète, alors son action réunie à

celle d'Uranus suffît pour maintenir l'orbite du sixième dans le plan

des autres orbites, conformément aux observations d'Herschel.

Lorsque l'on est parvenu à la véritable cause des phénomènes, on

la compare avec intérêt aux tentatives plus ou moins heureuses faites

auparavant pour l'expliquer. Jacques Gassini a donné, dans les Mé-

moires de l'Académie des Sciences pour l'année 17 14» l'explication sui-

vante de celui qui nous occupe.

« La situation des nœuds du cinquième satellite et l'inclinaison de

son orbe, qui sont si différentes de celles des autres, semblent, dit-il,

déranger l'économie du système des satellites qu'on avait cru jusqu'à

présent avoir tous les mêmes nœuds et être dans un même plan. Ce-

pendant il paraît que l'on peut en rendre aisément la raison physique,

si l'on fait attention à la grande distance de ce satellite au centre de

Saturne, car l'effort qui entraîne les satellites suivant la direction du

plan de l'anneau s'affaiblit en s'éloignant de Saturne, et est obligé de

céder à un autre effort qui emporte Saturne et toutes les planètes

suivant l'écliptique. Ces deux efforts agissent sur le cinquième satel-

lite suivant des directions inclinées l'une à l'autre de 3i°. Il résulte
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qu'il doit suivre son cours suivant une direction moyenne, entre le

plan de l'anneau et celui de l'écliptique. »

L'effort qui entraîne les satellites dans la direction du plan de l'an-

neau, et dont Gassini ignorait la cause, est l'attraction de Saturne, due

à son renflement vers l'équateur, et l'attraction des anneaux. Quant à

l'effort qui emporte Saturne et les planètes suivant l'écliptique, on

sait maintenant qu'il n'existe point, et que le mouvement de ces corps,

à peu près dans le plan de l'écliptique, est dû aux circonstances pri-

mitives de ce mouvement; mais, si l'on substitue à cet effort l'action

du Soleil, alors l'explication de Gassini coïncide avec la véritable.

Prenons pour plan fixe celui de l'orbite du septième satellite à une

époque donnée; nommons s la tangente de la latitude du satellite au-

dessus de ce plan; r le rayon projeté de l'orbite supposée circulaire,

et ç l'angle décrit par la projection de ce rayon sur ce plan. On aura,

par le n" 15 du Livre II de la Mécanique céleste, en observant que s est

ici de l'ordre des forces perturbatrices, en négligeant les quantités de

l'ordre du carré de ces forces et en prenant pour unité la masse de Sa-

turne, ou, plus exactement, la somme des masses de cette planète, de

son anneau et de ses six premiers satellites,

d^s âQ , dQ
dv as or

Q étant une fonction que nous allons déterminer.

Pour cela, considérons d'abord l'action du Soleil. Si l'on nomme œ,

r, z les coordonnées du satellite rapportées au centre de Saturne et au

plan de l'orbite primitive du satellite ; x\ y, z' celles du Soleil, et r' sa

distance au centre de Saturne, on aura, par le n*^ 14 du Livre 11 de la

Mécanique céleste,

xx' -T- yy' -^ ""'
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quantité qui, à raison de la petitesse de r, relativement à r', se ré-

duit à

on aura donc, en observant que z est à très peu près égal à rs, et en

négligeant les termes de l'ordre de —^j

âQ , dQ 3m'r'-z'. ,

ds àr r" ^
*'•' '

Si l'on conçoit que l'axe des x soit la ligne menée du centre de Sa-

turne au nœud de l'anneau sur l'orbite, et que l'on nomme "k l'incli-

naison du plan fixe à l'orbite de Saturne, on aura, en désignant para?"

ety les coordonnées du Soleil rapportées au plan de l'orbite de Sa-

turne,
x'^zx", y' r=z y" co?,!, ^'= — /"sinX.

Si Ton nomme v' le mouvement du Soleil vu de Saturne, et rapporté

à l'orbite de cette planète, on aura

x" =: r' cos v'y y"= /•' sin f' ;

on a, de plus,

X ^=z rcosv, ^ = rsinr, z^rs.

En ne conservant donc dans le développement de la fonction

dQ , dQ
ds dr

que les termes dépendants du sinus ou du cosinus de l'angle v^ et qui

peuvent seuls produire, par l'intégration, des arcs de cercle dans l'ex-

pression de Sf on aura, par l'action de m\

dQ , dQ 3/n'r» . . . .— r -r^ 4- r»5-5^ m 77- sm A cosAsm t».

ds dr 2 r *

Déterminons présentement la valeur de — ^-^ -+- ^^'^' relative à

l'action de Saturne.

Soit V la somme des molécules de Saturne divisées par leurs di-

OKwret de X. — XU. 3l
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stances respectives au dernier satellite. V sera, par le n° 15 cité, la

partie de Q relative à l'attraction de Saturne. En considérant cette

planète comme un solide de révolution, ce que l'on peut supposer ici

sans erreur sensible, et prenant pour unité son demi-axe, on aura, par

le n" 35 du Livre III de la Mécanique céleste,

/Vl + 5*
,.3(1 + 52)2

aç étant le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur

de Saturne, euh étant son ellipticité, et (jl étant le sinus de la décli-

naison du satellite relativement à cet équateur. Si l'on nomme y l'in-

clinaison de l'équateur au plan fixe ou à l'orbite primitive du satellite;

si l'on nomme, de plus,
(J;

l'arc de cette orbite compris entre l'équa-

teur et l'orbite de Saturne, v — "]^ sera le mouvement du satellite, rap-

porté à son orbite primitive et compté de l'intersection de cette orbite

avec l'équateur de la planète. On trouve, par les formules de la Trigo-

nométrie sphérique, que, si l'on néglige le carré de s, on a

|jL* = sin'y sjn*((^ — ^) — a^siny cosy 810(1^ — ^)-

En substituant donc cette valeur de [x- dans V et négligeant les

termes des ordres a^ et s^, en ne conservant ensuite que les termes

multipliés par le sinus ou le cosinus de v -- ^^ on aura

— r~ -+- r»5-r^ = —^—r smy cosy smC^' — u;).
ds or n 1 1 ^ t '

Il nous reste à considérer l'action des anneaux de Saturne et de ses

six premiers satellites; or, si l'on considère un satellite intérieur dont

la masse soit m", et dont le rayon de l'orbite soit r", cette orbite étant

située dans le plan de l'équateur de Saturne, on trouvera, par ce qui

précède, en supposant r" très petit par rapport à r,

'"'' d7 "^
"d?
— ^7^ sinycosysin((^-^).

En considérant donc les anneaux comme la réunion d'une infinité de
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satellites, on aura, en vertu de leurs attractions et de celle des satel-

lites intérieurs.

dQ , dQ _ B
ds

r^^ -h r-s-j^ = :5 siny cosy sin(p — ^);

B étant un coefficient constant dépendant des masses et de la constitu-

tion des anneaux et des satellites intérieurs. Soient, pour abréger,

3mV» o^-ia^-t-fB

on aura

r» —0= -j-^ ->r 2KsinXcosXsin(^ — aK'siny cosy sin(f — 4');

d'où l'on tire, en intégrant et négligeant, comme on le peut ici, les

constantes arbitraires,

5 = Kt'sinXcosXcost' — K'p siny cosy cos(p — <!')•

Concevons maintenant, par le centre de Saturne, un plan passant

par les nœuds de l'équateur avec l'orbite de la planète, et formant

l'angle ô avec le plan de l'équateur. Soient tj l'inclinaison de l'orbite

du satellite sur ce nouveau plan, et ç^h- F la distance du satellite au

nœud de son orbite avec ce plan; enfin soit II la distance de ce

nœud au nœud de l'équateur avec l'orbite, que nous supposerons plus

avancé en longitude. Si l'on fait varier ct de 5ct, Il étant supposé con-

stant, il en résultera pour s une valeur égale à Scysin(('-i- F). Si, xs

étant supposé constant, on fait varier II de §11, la valeur résultante

pour* sera 5lIsincycos(ç'-t- F). On aura donc, en faisant tout varier à

la fois,

ÔGTsin(t^ + r) + ôIIsinGicos(f + 1) =5.

En égalant cette valeur de 5 à la précédente, on aura

dGJsin(t' -f-F) -h (însinGJCos((' -f-F)
(i)

( = KpsinXcosXcost' — K' p siny cosy ces (t» — ij')-

On a, en ne portant l'approximation que jusqu'à la première puis-
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sance de v,

Ôd =^ P -;r- J ÔII = (' -p- •

Si l'on substitue, dans le second membre de l'équation (i),

cos(^'+r — F) au lieu de cosp

et

cos(pH-r — ^ — T) au lieu de cos((' — d');

si on les développe ensuite en sinus et cosinus de v + T, la compa-

raison de leurs coefficients à ceux du premier membre donnera

-T- — KsinXcosX sinF — K'sinycosy sin(vj;4- F),

(A)
:

-T-sinnj:=r KsinXcosy cosF— K'siny cosy cos(4'4- F).

Les formules de la Trigonométrie sphérique donnent, en nommant

A l'inclinaison de l'équateur de Saturne à son orbite,

sinX sinFz=: sin(A — Q) sinll,

sin> cosr= sintîTCOs(A — 0) + sin(A — 9) coscrcosll,

cosX =cosQJcos(A — 9) — sincTSin(A — B) cosll,

siny sinCip + F) r= sinôsinll,

sinycos(4' + r) = sinôcoscrcosll— sincicos0,

cosy = cos9cosGT + sinôsincTCOsII.

En faisant donc

Ksin(A — 0)cos(A — 9) = K'sin0cos9,

ce qui donne, pour déterminer 9, l'équation

- KsinaA

on aura

^=— i[Ksin»(A— 9) + K'sin^5]sincTsin2n,

^= [Kcos2(A— 9) + K'cos29]coscj

— [Ksin^A — 0) + K'sin«9]cosGTCOs*n.
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Soit, pour abréger,

K cos»(A - 9) + K' cos«9 - iK sin«(A — 9) - {K' siii«9 =i/?,

\ K sin»( A — 9)-h\K' s\n*0 = q;

on aura

d*où Ton tire

et, en intégrant.

-- =— g siOTiTSinalI,
ov

dU „
-V- = PCOSGT — <7COSnJCOS2ll,

rfwcosny — 7^11 sinsll

siiitDF p — <7COS2n

sintj =
^P — ^cosall

a étant une constante arbitraire. L'expression précédente de -p don-

nera donc

dv=
\l{p — ycosall) (/? — a'— q cosiYL)

équation différentielle dont l'intégration dépend de la rectification

des sections coniques. On peut mettre cette équation sous une forme

plus simple en faisant

tangn=ii/^~^ tangll';
^ V P-^1

elle devient alors

dW
dv=:

V p^— q^ p'— 7*

Cette équation donnera, en l'intégrant par les méthodes connues, l'ex-

pression de vQïiW , et, par le retour des suites, on aura celle de n' en v.

On aura ensuite, en faisant y = S,

p-^slP'^— q'

n = n'— 6sin2n'+ -sin4n'— Çsin6n'4-....
a 3
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III.

Pour appliquer des nombres à ces formules, il faut connaitre les

valeurs de K et de K'. Celle de K est facile à déterminer, car ^ est

l'attraction du Soleil sur Saturne, et cette attraction est égale à la

force centrifuge due au mouvement de Saturne dans son orbite : or

cette force est égale au carré de la vitesse de Saturne, divisé par le

rayon de l'orbite. En nommant donc T' la durée de la révolution de

Saturne, et ir la demi-circonférence dont le rayon est l'unité, la force

centrifuge sera -^jj-; en l'égalant à ^, on aura

m' ^i:*

Si l'on nomme T la durée de la révolution du dernier satellite, on aura

pareillement
I 4^'

on aura donc
3 mV _3 T*^

4 r'-'
~

4 T"
*

Les observations donnent

T =: 793,8296,

T'= 10759^,08,

d'où l'on tire

K = 0,000040774.

La valeur de K' est égale à ^^ ^
~~

»
°^
^

"*" ^
. Dans cette expression, le

demi-axe de Saturne est pris pour unité, mais son aplatissement aA

est inconnu, ainsi que la quantité ^B, qui dépend de la masse des

anneaux et des six premiers satellites. Il est donc impossible de déter-

miner exactement sa valeur, mais on peut connaitre d'une manière

approchée la partie de K' qui dépend de l'action de Saturne.
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Pour cela, nous observons que, si Ton nomme t la durée de la rota-

tion de Saturne, on aura
T«

Les observations donnent

<r3 0J,428, r=i: 69,154,

d'où Ton tire

adf = o, 16597.

Supposons que Taplatissement de la Terre soit à la valeur de aç

qui lui correspond comme l'aplatissement de Saturne est à la valeur

correspondante de aç. On a vu, dans le Livre III de la Mécanique

céleste, que cette proportion a lieu, à fort peu près, pour Jupiter com-

paré à la Terre : aç est égal à j^ pour la Terre; en supposant donc

que l'aplatissement de cette planète est jj^, conformément aux expé-

riences du pendule, on aura

. , 243 T«
' ^ 670 t^r^

Ainsi, en n'ayant égard qu'à la partie de K' dépendante de l'action

de Saturne, on aura

162 T'*

on ne peut donc pas supposer à K' une plus petite valeur.

A étant, par les observations, égal à 3o°, cette valeur de K' donne

= 21° 36' 20".

On aurait la vraie valeur de K' si l'on connaissait le mouvement

annuel du nœud de l'orbite du satellite sur l'orbite de Saturne. Les

équations (A) de l'article ï donnent, en prenant pour plan fixe celui

de l'orbite de Saturne, ce qui change ci en X et rend Y nul :

-r- =— K' sin y cos y sirn}/,

du _^ . K'sinycosycost|/
-T— — Ik COS A — ;—

^

•

av smA
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Suivant le citoyen Lalande, on avait, en 1787,

A=22°42', y=:i2°l4', t];=r64°l3'.

En employant la valeur précédente de K', on aura

3'44",5-24",o

pour le mouvement annuel et rétrograde du nœud par rapport à l'équi-

noxe fixe, le premier de ces deux termes étant relatif à l'attraction

solaire.

La diminution annuelle de l'inclinaison de l'orbite du satellite à

l'orbite de Saturne, supposée fixe, est de 19",!. Les observations

donnent S'S^' pour le mouvement annuel du nœud. Mais il suffît de

considérer l'incertitude de ce genre d'observations, et particulière-

ment de celles de Gassini en 1714» pour reconnaître que leur diffé-

rence d'avec la théorie tient aux erreurs dont elles sont susceptibles.

Le rapport de K' à K diminue comme la cinquième puissance de la

distance du satellite au centre de Saturne. Ainsi, pour le sixième

satellite, le rayon r étant 20,295, il faut multiplier la valeur précé-

dente de K' par (

^^''
t ] pour avoir la valeur de K' relative au

sixième satellite. On aura ainsi

K'=88,753K,

ce qui donne i6'4i" pour l'inclinaison ô du plan fixe que nous avons

considéré à l'équateur de Saturne, inclinaison insensible pour nous.

Et comme le satellite se meut à très peu près sur ce plan fixe, si l'ar-

bitraire a est nulle ou très petite, on voit que l'action de Saturne peut

maintenir k très peu près dans un même plan l'orbite du sixième satel-

lite, et à plus forte raison celles des satellites plus intérieurs et ses

anneaux, ce qui est conforme à ce que j'ai démontré dans le dernier

Chapitre du Livre V de la Mécanique céleste.

Cependant, si la masse du dernier satellite surpassait —^ de celle

de Saturne, l'orbite du sixième pourrait, en vertu de son action,

s'écarter sensiblement du plan de l'équateur. En effet, il est facile
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de voir, par l'analyse de l'article I, que l'action du septième satellite

introduit dans l'expression de* relative au sixième satellite un terme

de la forme

K"v sin>/cosX'cos(i' — 4»)»

K" étant à peu près égal à 7 —^) m étant la masse du dernier satellite,

r étant le rayon de son orbite et r, étant le rayon de l'orbite du sixième

satellite. V est l'inclinaison de l'orbite du sixième à celle du septième,

et ^|;' est l'arc de l'orbite du sixième satellite compris entre l'orbite

du septième et celle de Saturne. Il est visible que ce terme produirait

un déplacement sensible à l'équateur de Saturne, si le rapport de K"

à K' n'était pas une fraction peu considérable; or, en n'ayant égard

qu'à l'action de Saturne, on a

K^^ s

88,753
f^-5^y, K'=.^ (P^Y-' Vi07D9,o8/ 4 \59,i54/

En supposant K"= K', on aura

m = 0,004828.

La masse du dernier satellite est donc au-dessous de cette valeur, et

il y a lieu de penser qu'elle n'excède pas 7^ de celle de Saturne; ce

qui paraîtra vraisemblable, si l'on considère que la masse du plus

gros satellite de Jupiter n'est pas 7^^ de celle de la planète.

IV.

Si l'on applique l'analyse précédente aux satellites d'Uranus, on

trouve que l'action seule de cette planète ne suffît pas pour maintenir

l'orbite de son dernier satellite dans le plan de son équateur. Quoique

nous ignorions la durée de sa rotation, il n'est pas cependant vrai-

semblable qu'elle soit beaucoup moindre que celle de Jupiter et de

Saturne.

OEupret de L. — XII. 32
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Supposons qu'elle soit la même que celle de Saturne : l'équation

162 T"

trouvée dans l'article précédent, donnera, en observant qu'ici

T'= 30689 jours,

et que, suivant Herschel, r = 91,008,

K'— o,398i5K.

Le plan de l'équateur d'Uranus étant supposé perpendiculaire à très

peu près à son orbite, si l'on fait

2

71 étant le rapport de la demi-circonférence au rayon. A' sera un très

petit angle. Soit

9- --9',
2

6' sera l'inclinaison du plan fixe à l'orbite, et l'on aura

d'= ^
o,6oi85

Le plan fixe sur lequel se meut l'orbite du dernier satellite coïnci-

derait donc, à très peu près, avec celui de l'orbite de la planète, et ce

satellite cesserait à la longue de se mouvoir dans le plan de l'équateur

et des orbes des autres satellites; mais il peut être retenu dans ce der-

nier plan par l'action des satellites intérieurs. Pour le faire voir, nous

observerons que, par l'article I, l'action du satellite intérieure" ajoute

à la valeur de K' la quantité jm" -^i en supposant — une très petite

fraction. A la vérité, cette fraction est, à très peu près, | par rapport

au cinquième satellite; et alors ce que l'action de m" ajoute à la valeur
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de K' diffère sensiblement de Jm^^j-; mais cette approximation est

suffisante pour notre objet. Cela posé, reprenons l'équation

•

^ KsinsA
° K'4-Kcos2A

A étant égal à A', A' étant fort petit, on a

^ Ksin^A
tang29=

"kTZTkT"

Si K' surpasse sensiblement K, alors on a

._ A^

Nous venons de voir que, si l'on n'aégard qu'à l'action d'Uranus et

du Soleil, K surpasse probablement K'; mais, si l'on suppose

A m"

on aura

et, par conséquent.

K'=i,398i5K

A'
e =

0,39815

K, relativement à Uranus, est égal à o,ooooo5oii5; de plus — = {.

On aura donc
m'= o , 0000267 2 8,

la masse d'Uranus étant prise pour unité. Or cette masse du cin-

quième satellite et même une masse supérieure sont très admis-

sibles. L'orbe du sixième satellite peut donc être retenu dans le

plan de l'équateur de la planète par l'action des satellites intérieurs.

Quant aux orbes de ces satellites, l'action seule d'Uranus suffît pour

les maintenir dans le plan de son équateur; car le rapport de K' à K

augmentant réciproquement comme la cinquième puissance du rayon
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de l'orbite, on a, relativement au cinquième satellite,

K'— i2,74o8K,

ce qui donne
A'

II ,7408

V.

J'ai supposé, dans l'analyse précédente, l'équateur de Saturne et

son orbite immobiles; or l'action du Soleil et du dernier satellite de

cette planète fait rétrograder les nœuds de son équateur, et son orbite

est en mouvement par l'action de Jupiter et d'Uranus; mais la lenteur

de ces divers mouvements rend cette supposition admissible. En effet,

le mouvement annuel et rétrograde de l'équateur de Saturne et celui

de son orbite sur l'équateur s'élèvent à peine à deux ou trois secondes,

et les limites de la variation de l'inclinaison de l'orbite à l'équateur

sont toujours très petites. Reprônons, cela posé, l'équation trouvée

dans l'article II,

drs cosGj — ^c^llsinall

sinci p — q COS2II

En l'intégrant, on aura

logsmGT = loga — 1 log(/> — 7COS2II) H- - /
— ==-

•

" 20 \y-^ ' ^J p — q c,os,2lL

Soient
dp^zio. dH et dq = a' dïL,

OL et cl' étant de très petits coefficients, à raison de la lenteur des varia-

tions de la position de l'orbite sur l'équateur de Saturne; on aura

j/
(a— a'cossll) âXi

s/p— ^C0S2n

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité; d'où

l'on voit que l'inclinaison ct est à très peu près la même que s\p et g

étaient constants. Un raisonnement semblable s'applique à l'expres-

-J
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sion de II et nous montre que les variations très lentes des nœuds et

de l'inelinaison de l'équateur de Saturne à son orbite n'altèrent point

sensiblement les résultats précédents. L'équateur de Saturne entraîne

dans son mouvement les orbites des six premiers satellites et des

anneaux, de manière qu'ils coïncident toujours avec le plan de

l'équateur.
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Mémoires de l'Académie des Sciences, V Série, T. III; prairial an IX (*).

Il existe dans l'orbe lunaire un mouvement de nutation analogue à

celui de l'équateur terrestre, et dont la période est celle du mouve-

ment des nœuds de la Lune. Le sphéroïde terrestre, par son attraction

sur ce satellite, fait osciller l'orbite lunaire comme l'attraction de la

Lune sur le sphéroïde terrestre fait osciller notre équateur. L'étendue

de cette nutation dépend de l'aplatissement de la Terre et peut ainsi

répandre un grand jour sur cet élément important. Il en résulte, dans

la latitude de la Lune, une inégalité proportionnelle à sa longitude

moyenne, et dont le coefficient est —6% 5, si l'aplatissement de la

Terre est -^. Ce coefficient augmente et s'élève à — i3",5, si cet apla-

tissement est âl^. Cette inégalité revient à supposer que l'orbite lu-

naire, au lieu de se mouvoir sur l'écliptique en conservant sur elle

une inclinaison constante, se meut avec la même condition sur un

plan passant par les équinoxes, entre l'équateur. et l'écliptique, et in-

cliné à ce dernier plan de 6", 5 dans l'hypothèse de^ d'aplatissement,

phénomène analogue à celui que j'ai remarqué dans les orbes des sa-

tellites de Jupiter. (Voir VExposition du système du monde, Livre IV,

Chapitre VI.)

Déjà la comparaison d'un grand nombre d'observations avait indiqué

à M. Burg, astronome allemand très distingué, une inégalité périodique

(') Lu le 26 prairial an Vin.

(') Mémoires de l'Institut national des Sciences et Arts, t. III.

OEuvretde L. — XII. 33
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dans le mouvement des nœuds de la Lune, dont le maximum positif

lui paraissait répondre à peu près aux années 1778 et 1795, et dont

le maximum négatif répondait aux années 1768 et 1787, ce qui est

conforme à la marche de l'inégalité que j'ai trouvée. Mais M. Burg n'a

pas déterminé la loi de cette inégalité qui influe à la fois sur la posi-

tion des nœuds de la Lune et sur l'inclinaison de son orbite. La dé-

couverte de cette loi est donc un nouveau bienfait de la théorie de la

pesanteur universelle, qui, sur ce point comme sur beaucoup d'autres,

a devancé les observations. M. Burg, dans sa pièce qui vient d'être

couronnée par l'Institut national, m*avait engagé à rechercher la cause

des anomalies qu'il avait remarquées, par les observations, dans les

nœuds de la Lune : l'analyse m'a conduit à celle que je viens d'an-

noncer. Le citoyen Bouvard vient d'en comparer le résultat aux obser-

vations : 220 observations de Maskeline, dans lesquelles l'inégalité

précédente était à son maximum positif, combinées avec 220 observa-

tions dans lesquelles elle était à son maximum négatif, lui ont donné

— 7", 5 à très peu près pour son coefficient, ce qui répond à 3^ d'apla-

tissement pour la Terre. Ce coefficient s'élèverait à — i3",5 si la Terre

était homogène. Son homogénéité est donc exclue par les observations

mêmes du mouvement de la Lune.

La considération de l'inégalité précédente m'a fourni une nouvelle

détermination de l'inégalité de la Lune, dépendante de la longitude

du nœud. Les observations avaient porté Mayer à admettre cette der-

nière inégalité, quoiqu'elle ne fût indiquée par aucune des théories

de la Lune : il l'avait fixée à 4" dans son maximum. Mason, par la com-

paraison d'un grand nombre d'observations de Bradley, l'a trouvée

de 7". Enfin M. Burg, par un très grand nombre d'observations de

Maskeline, vient de la fixer à 6", 8. L'existence de cette inégalité paraît

donc incontestable. Je ne l'avais trouvée d'abord, par la théorie de la

pesanteur, que de 2" au plus; mais, ayant reconnu, depuis, la nutation

de l'orbite lunaire, j'ai vu qu'elle influe très sensiblement sur cette

inégalité, et j'ai trouvé que son coefficient est à celui de l'inégalité

précédente du mouvement en latitude, comme neuf fois et demie la

O
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tangente de l'inclinaison moyenne de Torbite lunaire est à l'unité.

Cela donne 5", 6 pour ce coefficient dans l'hypothèse de ^ d'aplatis-

sement pour la Terre. Il s'élèverait à 1 1",5, si cet aplatissement était

^; et, comme toutes les observations donnent un coefficient plus

petit, elles concourent, avec celles du mouvement de la Lune en lati-

tude, pour exclure l'homogénéité de la Terre. Le coefficient 6", 8,

trouvé par M. Burg, répond à ^ d'aplatissement, ce qui diffère peu

de l'aplatissement^ donné par l'inégalité du mouvement en latitude.

On voit donc que la comparaison d'un très grand nombre d'observa-

tions de la Lune, tant en longitude qu'en latitude, peut déterminer

cet aplatissement avec autant de précision que les mesures directes;

et il est remarquable que cet astre, par l'observation suivie de ses

mouvements, nous découvre la figure de la Terre dont il fit connaître

la rondeur aux premiers astronomes par ses éclipses. 11 résulte encore

de ses recherches que la pesanteur de la Lune vers la Terre n'est point

exactement dirigée vers le centre de cette planète, et se compose des

attractions de toutes ses parties, ce qui fournit une confirmation nou-

velle de l'attraction réciproque des molécules de la matière.

Voici présentement l'analyse qui m'a conduit à ces résultats et qui

est entièrement fondée sur les formules que j'ai données dans mon

Traité de Mécanique céleste, auquel je renvoie pour les démonstrations

de ces formules. Je conserverai toutes les dénominations de cet Ou-

vrage ; je supposerai, ainsi que dans le n** 15 du Livre II, que les let-

tres m, r, u, s, V, ... se rapportent à la Lune; que les lettres m', r', u\

s\ v', ... se rapportent au Soleil; que le plan fixe auquel on rapporte

leurs mouvements est celui de l'écliptique, et que M est la Terre. Je

prendrai de plus, pour unité de masse, la somme M -h m des masses

de la Terre et de la Lune. Cela posé, on aura, par le n° 14 du Livre II

et par le n*» 35 du Livre III,

Il m^ u'^Q— = -h m'u'-\- -z—r-[l — 2S*+3cOS(2V—2i>')]
\/i-hs- 4"* '^

(ia(p_a^)D'(f*'-i),
(1-4-*»)'
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cap exprimant ici l'aplatissement de la Terre, dont D exprime le rayon

moyen, et aip exprimant le rapport de la force centrifuge à la pesan-

teur à l'équateur; (x est le sinus de la déclinaison de la Lune. En nom-

mant X l'obliquité de l'écliptique, on aura, à très peu près,

[i = sinX sin c 4- 5 cosX.

La valeur de Q contient donc le terme

2D*«'5(ia9 — a/?)sinXcosXsin(^,

et par conséquent l'expression de -^ contient le terme

2D*a'(|a9 — a/?) sinX cosX sine.

La troisième des équations (K) du n" 15 du Livre II donnera ainsi,

par son développement, une équation de cette forme

d}s 2D*M0= -T-^ -!-(» + 2f)5 rï~(ï*? ~ ^'P) sinXcosXsinPH-. . .,

— iv étant le mouvement rétrograde du nœud de la Lune. En l'inté-

grant, on voit que s contient le terme

D"
-J-. ({«9 — et/?) sinX cosX sin i',

- et h^ étant à fort peu près égaux à la moyenne distance a de la Lune

à la Terre.

- est la parallaxe horizontale de la Lune, que nous supposerons de

57'; on a

a(p=ry|^, X=:23°28' et «=o,oo4o22,

ce qui donne — Çi\S%\nv pour l'inégalité précédente, en supposant

a/? = ^; elle serait — i3", 5 sinç', si l'on supposait a-p = ~.
Considérons présentement l'inégalité du mouvement de la Lune en

longitude. Pour cela, reprenons la formule (T) du n** 46 du Livre II.



MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DE LA LUNE. 261

Nous observerons que, dans cette formule,

R = i-Q,

ce qui donne, en considérant que u = ——~>

m' u'^r*R=—m'u' '.— [i — 3i*+ 3 008(2(7 — 2f')]
4

D*— (^«9 — «/>) — a^sinXcosXsint' — . . .

.

Or on a, par ce qui précède,

D'
5 — y sin[(i-t-0^ — ^] -^—r-H"'? ~ 3c/>)sinXcosXsin('.

R contient donc la fonction

D'y
f /n'a"r'—54(^a9 — a/>) sinX cosXcos(fV— 9)

D*v— (laç — (xp) —f sinX cosX cos(fV — 9).

Si l'on désigne par nt et n't les moyens mouvements de la Lune et

du Soleil, t exprimant le temps, on a, en regardant l'orbite du Soleil

comme circulaire.

On sait, de plus, par la théorie de la Lune, que i est à fort peu près

égal A j l —
j ; les termes précédents de R deviennent ainsi

-^(ia9 — 3t/?) ( ^ - — ) sinX cosX cos(m^ — 9).

Maintenant on peut supposer que, dans la formule (T), la caracté-

ristique B se rapporte à la quantité ^aç — cep; nous ferons donc cette

supposition; mais alors, pour avoir la valeur complète de SR, il faut

avoir celle de Sr, car le terme
y
— de l'expression de R donne
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dans SR celui-ci > auquel il serait nécessaire d'avoir égard

K
si or contenait un terme de la forme — cos(mt — 6); car, m'u'^a^ étant

égal à f î, il en résulterait dans §R un terme dépendant de cos{int— ^),

qui serait du même ordre que ceux auxquels nous venons d'avoir

égard dans l'expression de R. Il importe donc de déterminer la valeur

de SR.

Pour cela, reprenons l'équation (S) du n'^ 46 du Livre II. La carac-

téristique différentielle d se rapportant aux seules coordonnées de la

Lune, elle se rapporte à l'angle int — 0; en ne considérant donc que

les termes dépendants de cet angle, on aura

fôcm — m,

et alors l'équation (S) prendra cette forme •

d^r àr f àr ,. ,

.

^,
o = -—j- ! -h H cos(int — B),

En l'intégrant, on voit que l'expression de Sr ne contient point de

termes dépendants de cos(m^ — 6) qui aient i pour diviseur; il est

donc inutile d'avoir égard au terme — de l'expression de SR.

Gela posé, si Ton substituée dans la formule (T), au lieu de §R,

-^(|a9 — a^)( — — —
j
sinXcosAcos(m^ — 9);

et, si après les différentiations relatives à S on suppose r — a, on aura

, . ioD*y ndt ,. . -, -> / • />^dàv:=: '-
( ^-«9 — a/?) sin/cos/cos(f/i^ — 0);

dv est ici l'angle compris entre les rayons vecteurs consécutifs r et

r + dr; or, v exprimant la longitude de la Lune sur l'écliptique, on a,

par le n^ 46 du Livre II,

dvi-=zdv{ i-^ -s^—- -^
\ 2 2 dv-
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En substituant donc ))our j sa valeur

D*
y sin[(i -\- i)v — 9] -\—f-.(îa9 — «/>) sinXcosX sinf, '

on aura, à très peu près,

dà^\^=idàv '—^— (»«? — «/>) sinXcosXcos(m/ — 9).

Substituant pour d^v sa valeur et intégrant, on aura dans v^ le

terme

— —j-.(a/>— î«<?) sinXcosXsin(6 — int),

où l'on doit observer que l'angle G — int exprime la longitude du

nœud.

Soit donc L cette longitude ; cette inégalité est 5",6 sin L si aip=^ ;

elle s'élève à 1 1",5 sinL si a/? :=
jIj.
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LES MILIEUX DIAPHANES (')•

Mémoires de l'Académie des Sciences, V" Série, Tome X; 1810.

La lumière, en passant de l'air dans un milieu transparent non

cristallisé, se réfracte de manière que les sinus de réfraction et d'in-

cidence sont constamment dans le même rapport; mais, lorsqu'elle

traverse la plupart des cristaux diaphanes, elle présente un singulier

phénomène qui fut d'abord observé dans le cristal d'Islande, où il est

très sensible.

Un rayon qui tombe perpendiculairement sur une face d'un rhom-

boïde naturel de ce cristal se divise en deux faisceaux : l'un traverse

le cristal sans changer de direction; l'autre s'en écarte dans un plan

parallèle au plan mené perpendiculairement à la face, par l'axe du

cristal, c'est-à-dire par la ligne qui joint les deux angles solides obtus

de ce rhomboïde, et qui, par conséquent, est également inclinée aux

côtés de ces angles : le faisceau réfracté s'éloigne de l'axe, en formant

avec lui un plus grand angle que le rayon incident. Nous nommerons

section principale d'une face naturelle ou artificielle un plan mené par

cet axe, perpendiculairement à la face, et tout autre plan qui lui est

(') Lu le 3o janvier 1808.
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parallèle. La division du rayon lumineux a généralement lieu rela-

tivement à une face quelconque, quel que soit l'angle d'incidence :

une partie suit la loi de la réfraction ordinaire; l'autre partie suit une

loi extraordinaire, reconnue par Huygens, et qui, considérée comme

un résultat de l'expérience, peut être mise au rang des plus belles

découvertes de ce rare génie. Il y fut conduit par l'ingénieuse manière

dont il envisageait la propagation de la lumière qu'il concevait formée

des ondulations d'un fluide éthéré. Il supposait dans les milieux dia-

phanes ordinaires la vitesse de ces ondulations plus petite que dans le

vide et la même dans tous les sens; mais, dans le cristal d'Islande, il

imaginait deux espèces d'ondulations : dans l'une, la vitesse était

représentée, comme dans les milieux ordinaires, par les rayons d'une

sphère dont le centre serait au point d'incidence du rayon lumineux

sur la face du cristal; dans l'autre, la vitesse était variable et repré-

sentée par les rayons d'un ellipsoïde de révolution, aplati à ses

pôles, ayant le même centre que la sphère précédente, et dont l'axe

de révolution serait parallèle à l'axe du cristal. Huygens n'assignait

point la cause de cette variété d'ondulations, et les phénomènes sin-

guliers qu'offre la lumière, en passant d'un cristal dans un autre, et

dont nous parlerons ci-après, sont inexplicables dans son hypothèse.

Cela joint aux grandes difficultés que présente la théorie des ondes de

lumière est la cause pour laquelle Newton et la plupart des géomètres

qui l'ont suivi n'ont pas justement apprécié la loi qu'Huygens y avait

attachée. Ainsi cette loi a éprouvé le même sort que les belles lois de

Kepler, qui furent longtemps méconnues, pour avoir été associées à

des idées systématiques dont malheureusement ce grand homme a

rempli tous ses Ouvrages. Cependant Huygens avait vérifié sa loi par

un grand nombre d'expériences. L'excellent physicien M. Wollaston

ayant fait, par un moyen fort ingénieux, diverses expériences sur la

double réfraction du cristal d'Islande, il les a trouvées conformes à

cette loi remarquable. Enfin M. Malus vient de faire, à cet égard, une

suite nombreuse d'expériences très précises sur les faces naturelles et

artificielles de ce cristal, et il a constamment observé entre elles et la
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loi d'Huygens le plus parfait accord : on ne doit donc pas balancer k

la mettre au nombre des plus certains comme des plus beaux résultats

de la Physique. L'analogie et des expériences directes ont fait voir à

M. Malus qu'elle s'étend encore au cristal de roche, et il est extrême-

ment vraisemblable qu'elle a lieu pour tous les cristaux qui réfractent

doublement la lumière. L'ellipsoïde qui leur est relatif doit être déter-

miné par l'expérience, et sa position par rapport aux faces naturelles

du cristal peut répandre un grand jour sur la nature des molécules

intégrantes des substances cristallisées, car ces molécules doivent,

chacune, avoir les mêmes propriétés que le cristal entier.

Voici maintenant un phénomène que la lumière présente après

avoir subi une double réfraction. Si l'on place à une distance quel-

conque au-dessous d'un cristal un second cristal de la même matière

ou d'une matière différente et disposé de manière que les sections

principales des faces opposées des deux cristaux soient parallèles, le

rayon réfracté, soit ordinairement, soit extraordinairement, par le

premier, le sera de la même manière par le second; mais, si l'on fait

tourner l'un des cristaux en sorte que les sections principales soient

perpendiculaires entre elles, alors le rayon réfracté ordinairement par

le premier cristal le sera extraordinairement par le second, et récipro-

quement. Dans les positions intermédiaires, chaque rayon émergeant

du premier cristal se divisera à son entrée dans le second cristal en

deux faisceaux dont l'intensité respective, dépendante de l'angle que

les sections principales font entre elles, varie suivant une loi qui n'est

pas moins intéressante à connaître que celle de la double réfraction.

Lorsqu'on eut fait remarquer à Huygens ce phénomène dans le cristal

d'Islande, il convint, avec la candeur qui caractérise un ami sincère de

la vérité, qu'il était inexplicable dans ses hypothèses, ce qui montre

combien il est essentiel de les séparer de la loi de réfraction qu'il en

avait déduite. Ce phénomène indique avec évidence que la lumière,

en traversant les cristaux à double réfraction, reçoit deux modifica-

tions diverses en vertu desquelles une partie est rompue ordinaire-

ment et l'autre partie est rompue extraordinairement ; mais ces modi-
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fications ne sont point absolues; elles sont relatives à la position du

rayon par rapport à l'axe du cristal, puisqu'un rayon rompu ordinaire-

ment par un cristal est rompu extraordinairement par un autre si les

sections principales de leurs faces opposées sont perpendiculaires

entre elles.

Il serait bien intéressant de rapporter la loi d'Huygens à des forces

attractives et répulsives, ainsi que Newton l'a fait à l'égard de la loi de

réfraction ordinaire : il est, en effet, très vraisemblable qu'elle dépend

de semblables forces, et je m'en suis assuré par les considérations

suivantes qui conduisent à une théorie nouvelle de ce genre de phé-

nomènes.

On sait que le principe de la moindre action a généralement lieu

dans le mouvement d'un point qui leur est soumis. En appliquant ce

principe à la lumière, on peut faire abstraction de la courbe insen-

sible qu'elle décrit dans son passage du vide dans un milieu diaphane

et supposer son mouvement uniforme, lorsqu'elle y a pénétré d'une

quantité sensible. Le principe de la moindre action se réduit donc

alors à ce que la lumière parvient d'un point pris au dehors à un

point pris dans l'intérieur du cristal, de manière que, si l'on ajoute le

produit de la droite qu'elle décrit au dehors, par sa vitesse primitive,

au produit de la droite qu'elle décrit au dedans, par la vitesse corres-

pondante, la somme soit un minimum. Ce principe donne toujours

la vitesse de la lumière dans un milieu diaphane, lorsque la loi de la

réfraction est connue, et réciproquement il donne cette loi quand on

connaît la vitesse. Mais une condition à remplir dans le cas de la

réfraction extraordinaire est que la vitesse du rayon lumineux dans

le cristal soit indépendante de la manière dont il y est entré et ne

dépende que de sa position par rapport à l'axe du cristal, c'est-à-dire

de l'angle que ce rayon forme avec une ligne parallèle à l'axe. En

effet, si l'on imagine une face artificielle perpendiculaire à l'axe, tous

les rayons intérieurs également inclinés à cet axe le seront également

à la face et seront évidemment soumis aux mêmes forces au sortir du

cristal : tous reprendront leur vitesse primitive dans le vide ; la vitesse
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dans IMntérieur est donc pour tous la même. ( Voir la Note de la fin de

ce Mémoire.)

En partant de ces données, je parviens aux deux équations diffé-

rentielles que donne le principe de la moindre action, et dans les-

quelles la vitesse intérieure est une fonction indéterminée de l'angle

que le rayon réfracté forme avec l'axe du cristal. J'examine ensuite

les deux cas les plus simples, auxquels je me borne, parce qu'ils ren-

ferment les lois de réfraction jusqu'à présent observées. Dans le pre-

mier cas, le carré de la vitesse de la lumière est augmenté dans l'inté-

rieur du milieu d'une quantité constante. On sait que ce cas est celui

des milieux diaphanes ordinaires et que cette constante exprime l'ac-

tion du milieu sur la lumière. Les deux équations précédentes mon-

trent qu'alors les rayons incident et réfracté sont dans un même plan

perpendiculaire à la surface du milieu, et que les sinus des angles

qu'ils forment avec la verticale sont constamment dans le même rap-

port.

Après ce premier cas, le plus simple est celui dans lequel l'action

du milieu sur la lumière est égale à une constante, plus un terme

proportionnel au carré du cosinus de l'angle que le rayon réfracté

forme avec Taxe; car cette action devant être la même de tous les

côtés de l'axe, elle ne peut dépendre que des puissances paires du

sinus et du cosinus de cet angle. L'expression du carré de la vitesse

intérieure est alors de la même forme que celle de l'action du milieu.

En la substituant dans les équations différentielles du principe de la

moindre action, je détermine les formules de réfraction relatives à ce

cas, et je trouve qu'elles sont identiquement celles que donne la loi

d'Huygens; d'où il suit que cette loi satisfait à la fois au principe

de la moindre action et à la condition que la vitesse intérieure ne

dépende que de l'angle formé par l'axe et par le rayon réfracté, ce

qui ne laisse aucun lieu de douter qu'elle est due à des forces attrac-

tives et répulsives dont l'action n'est sensible qu'à des distances insen-

sibles. Jusqu'ici cette loi n'était qu'un résultat de l'observation, appro-

chant de la vérité, dans les limites des erreurs dont les expériences les
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plus précises sont encore susceptibles; maintenant on peut la consi-

dérer comme une loi rigoureuse, puisqu'elle en remplit toutes les

conditions.

Une donnée précieuse pour déterminer la nature des forces dont

elle dépend est l'expression de la vitesse, qui est égale à une fraction

dont le numérateur est l'unité et dont le dénominateur est le rayon de

l'ellipsoïde d'Huygens, suivant lequel la lumière se dirige, la vitesse

dans le vide étant prise pour unité. La vitesse du rayon ordinaire dans

le cristal est, comme l'on sait, constante et égale à l'unité divisée par

le rapport du sinus de réfraction au sinus d'incidence. Huygens a

reconnu par l'expérience que ce rapport est à fort peu près représenté

par le demi-axe de révolution de l'ellipsoïde, ce qui lie entre elles les

deux réfractions ordinaire et extraordinaire. Mais on peut démontrer

de la manière suivante que cette liaison remarquable est un résultat

nécessaire de l'action du cristal sur la lumière, et qu'il ne dépend que

de la considération qu'un rayon ordinaire se change en rayon extraor-

dinaire lorsque l'on change convenablement sa position par rapport à

l'axe d'un nouveau cristal. Si ce rayon est perpendiculaire à la face

artificielle du cristal coupé perpendiculairement à son axe, il est clair

qu'une inclinaison infiniment petite de l'axe sur la face, produite par

une section infiniment voisine de la première, suffît pour en faire un

rayon extraordinaire. Cette inclinaison ne peut qu'altérer infiniment

peu l'action du cristal et la vitesse du rayon dans son intérieur; cette

vitesse est donc alors celle du rayon extraordinaire, et par consé-

quent elle est égale à l'unité divisée par le demi-axe de révolu-

tion de l'ellipsoïde. Elle surpasse ainsi généralement celle du rayon

extraordinaire, la différence des carrés de ces deux vitesses étant

proportionnelle au carré du sinus de l'angle que l'axe forme avec

ce dernier rayon : cette différence représente celle de l'action du

cristal sur ces deux espèces de rayons. Elle est la plus grande lorsque

le rayon incident sur une surface artificielle menée par l'axe du cristal

est dans un plan perpendiculaire à cet axe : alors la réfraction extraor-

dinaire suit la même loi que la réfraction ordinaire; seulement, le
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rapport des sinus de réfraction et d'incidence qui, dans le cas de la

réfraction ordinaire, est le demi petit axe de l'ellipsoïde, est égal au

demi grand axe dans la réfraction extraordinaire.

Suivant Huygens, la vitesse du rayon extraordinaire dans le cristal

est exprimée par le rayon même de l'ellipsoïde; son hypothèse ne

satisfait donc point au principe de la moindre action, mais il est

remarquable qu'elle satisfasse au principe de Fermât, qui consiste

en ce que la lumière parvient d'un point pris au dehors du cristal

à un point pris dans son intérieur, dans le moins de temps possible;

car il est visible que ce principe revient à celui de la moindre action,

en y renversant l'expression de la vitesse. Ainsi l'un et l'autre de ces

principes conduisent à la loi de la réfraction, découverte par Huygens,

pourvu que, dans le principe de Fermât, on prenne, avec Huygens, le

rayon de l'ellipsoïde pour représenter la vitesse et que, dans le prin-

cipe de la moindre action, ce rayon représente le temps employé par

la lumière à parcourir un espace déterminé pris pour unité. Si les

axes de l'ellipsoïde sont égaux entre eux, il devient une sphère, et la

réfraction se change en réfraction ordinaire. Ainsi, dans ces phéno-

mènes, la nature en allant du simple au composé fait succéder les

formes elliptiques à la forme circulaire comme dans les mouvements

et la figure des corps célestes.

L'identité de la loi d'Huygens avec le principe de Fermât a lieu

généralement, quel que soit le sphéroïde qui, dans son hypothèse,

représente la vitesse intérieure. Je fais voir très simplement que

cette identité résulte de la manière ingénieuse dont Huygens envi-

sage la propagation des ondes de lumière; en sorte que cette ma-

nière, quoique très hypothétique, représente encore toutes les lois

de réfraction, qui peuvent être dues à des forces attractives et répul-

sives, puisque le principe de Fermât donne les mêmes lois que celui

de la moindre action, en y renversant l'expression de la vitesse.

Pour compléter la théorie précédente, je déduis des formules de

réfraction, données par le principe de la moindre action, la réfrac-

tion de la lumière par les surfaces intérieures des cristaux diaphanes.

OKuvres Je L. — Xll. 35



27* SUR LES MOUVEMENTS DE LA LUMIÈRE

A leurs surfaces extérieures, elle se réfléchit en faisant l'angle de

réflexion égal à l'angle d'incidence; mais aux surfaces intérieures un

ravon, soit ordinaire, soit extraordinaire, se réfléchit en partie et se

divise par cette réflexion en deux faisceaux dont je détermine les

directions respectives. M. Malus a, le premier, rattaché ces réflexions

à la loi de réfraction d'Huygens, et il a fait à cet égard un grand

nombre d'expériences. Leur accord remarquable avec les résultats

du principe de la moindre action achève de démontrer que tous les

phénomènes de la réfraction et de la réflexion de la lumière dans les

cristaux sont le résultat de forces attractives et répulsives.

Descartes est le premier qui ait publié la vraie loi de la réfraction

ordinaire que Kepler et d'autres physiciens avaient inutilement cher-

chée. Huygens aflîrme, dans sa Dioptrique, qu'il l'a vue présentée

sous une autre forme dans un manuscrit de Snellius, qu'on lui a dit

avoir été communiqué à Descartes et d'où peut-être, ajoute-t-il, ce

dernier a tiré le rapport constant des sinus de réfraction et d'inci-

dence. Mais cette réclamation tardive d'Huygens en faveur de son

compatriote ne me parait pas suffisante pour enlever à Descartes le

mérite d'une découverte que personne ne lui a contestée de son

vivant. Ce grand géomètre l'a déduite des deux propositions sui-

vantes : l'une, que la vitesse de la lumière parallèle à la surface d'in-

cidence n'est altérée ni par la réflexion ni par la réfraction; l'autre,

que la vitesse est difl'érente dans les milieux divers et plus grande

dans ceux qui réfractent plus la lumière. Descartes en a conclu que,

si, dans le passage d'un milieu dans un autre moins réfringent, l'in-

clinaison du rayon lumineux est telle que l'expression du sinus de

réfraction soit égale ou plus grande que l'unité, alors la réfraction se

change en réflexion, les deux angles de réflexion et d'incidence étant

égaux. Tous ces résultats sont conformes à la nature, comme Newton

l'a fait voir par la théorie des forces attractives; mais les preuves

que Descartes en a données sont inexactes, et il est assez remarquable

qu'Huygens et lui soient parvenus, au moyen de théories incertaines

ou fausses, aux véritables lois de la réfraction de la lumière. Descartes
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eut à ce sujet, avec Fermât, une longue querelle que les cartésiens

prolongèrent après sa mort, et qui fournit à Fermât l'occasion heu-

reuse d'appliquer sa belle méthode De maximis etminimis aux expres-

sions radicales. En considérant cette matière sous un point de vue

métaphysique, il chercha la loi de la réfraction par le pi'incipe que

nous avons exposé précédemment, et il fut très surpris d'arriver à

celle de Descartes. Mais, ayant trouvé que, pour satisfaire à son prin-

cipe, la vitesse de la lumière devait être plus petite dans les milieu-\

diaphanes que dans le vide, tandis que Descartes la supposait plus

grande, il se confirma dans la pensée que les démonstrations de

ce grand géomètre étaient fautives. Maupertuis, convaincu par les

raisonnements de Newton de la vérité des suppositions de Descartes,

reconnut que la fonction qui, dans le mouvement de la lumière, est

un minimum n'est pas, comme Fermât le suppose, la somme des quo-

tients, mais celle des produits des espaces décrits par les vitesses cor-

respondantes. Ce résultat étendu à l'intégrale du produit de l'élément

de l'espace par la vitesse dans les mouvements variables a conduit

Euler au principe de la moindre action, que M. de Lagrange ensuite a

dérivé des lois primordiales du mouvement. L'usage que je fais de ce

principe, soit pour reconnaître si la loi de réfraction extraordinaire

donnée par Huygens dépend de forces attractives ou répulsives, et

pour l'élever ainsi au rang des lois rigoureuses, soit pour déduire

réciproquement l'une de l'autre les lois de la réfraction et de la

vitesse de la lumière dans les milieux diaphanes, m'a paru mériter

l'attention des physiciens et des géomètres.

Voici présentement mon analyse. Abaissons d'un point quelconque

de la direction du rayon lumineux dans le vide une perpendiculaire

sur la face du cristal; nommons p cette perpendiculaire, 6 l'angle

d'incidence du rayon et vs l'angle que sa projection forme avec une

droite invariable située dans le plan de la face et passant par le point

d'incidence du rayon; nommons pareillement p', 6' et ct' les mêmes

quantités relatives au rayon réfracté; p -^ p sera la distance des deux

plans parallèles à la face et passant respectivement par les deux points
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pris sur les directions des deux rayons incident et réfracté. La distance

des deux plans passant respectivement par les mêmes points, perpen-

diculairement à la face et parallèlement à la droite invariable, sera

p tang0 sincT + p' tango' sincr'.

Enfin la distance des deux plans passant respectivement'par les mêmes

points, perpendiculairement à la face et à la droite invariable, sera

/? tango coscT + ^' tango' cosct'.

Si l'on fait varier les angles 6, cr. G' et cj' de manière que les deux

points pris sur les directions des rayons soient fixes, ces trois dis-

tances resteront les mêmes, et l'on aura les deux équations différen-

tielles

0= —
-7; \- p dvs tang0 COSCJ+ —

t-^-. h/> acr'langô'coscj',

pdO cosm , ^ - . p' dd' cosvs' , , , ,, .

o = r^ p duj tang9 sm cr -h t-^. // dm' tango' sin nr'.

Suivant le principe de la moindre action, la fonction -—, -+- -^-^ doit
' ^ cos9 cosO

être un minimum, v étant la vitesse du rayon dans l'intérieur du

cristal lorsqu'il y a pénétré d'une quantité sensible, sa vitesse dans

le vide étant prise pour unité; car on peut négliger la partie de l'in-

tégrale ivds relative à la courbe imperceptible que décrit le rayon à

son passage dans le cristal, et dont nous exprimons l'élément par ds.

On a donc

pdQsinO p'vdQ'smO' p' ( dv ,^, dv
, ,

La première des trois équations différentielles précédentes, multi-

pliée par sincy et ajoutée à la seconde multipliée par cosct, donne

P de p' dB'

Cette valeur de ^^^^ substituée dans la troisième équation différen-
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tielle, donne

dB'siïïQ
o =

cosjqt
cos(cï'— m) -f- rfnr'sin^ tango' sin(cj'— gt)

vdB'sinO' dO' âv^ dis' dv
"^

cos' 9' "^ cos 9' dS' ^ cosÔ' dm''

En comparant séparément les coefficients de </ô' et dxs\ on aura les

deux équations suivantes, données par le principe de la moindre

action :

dv
(i) sin9cos(cj'— ct) =(^ sin9'-T- -rT7 cosô',

dv
(2) sin9sin9'sin(nj'— Gi) =— -j—7-

Quand la loi de réfraction est connue, on a les valeurs de et cj en

fonctions de 0' et de cr'. Ces valeurs, substituées dans les deux équa-

tions précédentes, donneront la vitesse v du rayon lumineux corres-

pondante à cette loi, du moins si la loi de réfraction est un résultat

de forces attractives et répulsives. Réciproquement, si la vitesse v est

donnée, on aura, au moyen de ces équations, la loi correspondante

de la réfraction.

Dans l'intérieur du cristal, la vitesse ne dépend que des angles

formés par la direction du rayon et par des axes fixes dans l'intérieur

du corps. Supposons qu'il n'y ait qu'un axe et que V soit l'angle formé

par cet axe et par la direction du rayon réfracté, v sera fonction de V.

Si par l'axe on mène un plan perpendiculaire à la face du cristal et

que l'on prenne pour la ligne invariable d'où l'on compte les angles cy

et xz' l'intersection de ce plan avec la face; si, de plus, on nomme X

l'angle que fait avec la face un plan perpendiculaire à l'axe, on aura

cosV=r cosXcosô'— siiiX sln 9' cosct'.

On aura donc, en regardant v comme fonction de cosV,

dv dv

dB' ~ dcosW

dv dv

drs' ~ dcosW

(cosXsinô'-i- sinXcosô'coscr'),

sinXsin^'sincT'.
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En multipliant l'équation (i) par sinO'sincr' et en en retranchant

l'équation (2) multipliée par cosct, on aura

(3) sin9 sincT = sinO' sinnr'j r — cosV-r ^ )•
^ ' •

\ dco&\J

Si l'on multiplie ensuite l'équation (i) par sinG' coscy' et qu'on l'ajoute

à l'équation (2) multipliée par sincj', on aura

(4) sin0cosnj = sin0'cosGT'( (^ — cosV^ 57) — sinA^^'
\ dcosVJ d cos V

Ces deux équations donneront la loi de la réfraction extraordinaire,

lorsque v sera donné en fonction de cos V, et réciproquement. De plus,

elles satisferont à la condition que la vitesse du rayon lumineux, dans

l'intérieur du cristal, ne dépende que de sa position par rapport à

l'axe du cristal.

Nous observerons ici que non seulement v doit être fonction de

cosV, mais qu'il ne doit dépendre que des puissances paires de cosV;

car nous avons observé ci-dessus que la vitesse v est la même pour

tous les rayons qui forment avec l'axe le même angle. Examinons pré-

sentement les lois de la réfraction relatives aux deux expressions les

plus simples de la vitesse.

Premier cas.

Le cas le plus simple de tous est celui dans lequel la vitesse v est

constante. Les équations (3) et (4) deviennent alors

sinÔsinnr = «' sinô' sin 5j',

sin 9 coscT = v sin 9' cosro'.

En divisant la première par la seconde, on a

tangcî =: tangnr',

ce qui montre que les deux rayons incident et réfracté sont dans

un même plan perpendiculaire à la face d'incidence. En ajoutant
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ensemble les carrés des mêmes équations, on a

sinO'= >

V

ce qui donne le rapport constant des sinus de réfraction et d'inci-

dence.

Le cas que nous examinons est celui des milieux diaphanes ordi-

naires. On sait qu'alors le carré de la vitesse de la lumière est aug-

menté par l'action du milieu d'une quantité constante qui mesure la

force réfractive de ce milieu, et qui est égale à la différence des carrés

des sinus d'incidence et de réfraction, divisée par le carré du sinus de

réfraction. [Foï'rle Chapitre I du Livre X de la Mécanique céleste O)-]

Second cas.

Le cas le plus simple, après le précédent est celui dans lequel l'ac-

tion du milieu est variable et égale à une constante, plus un terme

proportionnel au carré du cosinus de l'angle V. Dans ce cas, l'expres-

sion du carré de la vitesse v est de la forme |5--f- a'* cos^V, ce qui

donne
dv a* cosV

dcosV V

Les équations (3) et (4) deviennent ainsi

6»sin9'sinGj'
sino sincT =:

sinScoscir=
6* sinô'cosGj' a*sin>cosV

Ces deux équations donnent

sm9cosGj-i I + sm*9sm*nj = r

En multipliant ensuite la dernière des mêmes équations par sin"X, et

( ' ) CfEui'rex de Laplace, t. IV.
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substituant pour sinXsinO'coscr' sa valeur cosXcosO' — cosV, on a

r. , . ^ (ê2-t-a2sin*X)cosVp ê* cos^X cos^ô'

Enfin, en multipliant cette équation par a- et en la retranchant de

la précédente multipliée par ^^ -h a- sin^X; en substituant ensuite au

lieu de a- cos* V sa valeur v- — p^ et supposant

/? — ê«4-a«sinU,

on trouve, après toutes les réductions,

\/Q*p — sin*0(6^cos*i0 -H/^sin^cj)

L'expression précédente de sinôsincr donne ainsi

v/6*-ha*sin0sincT
(5) tango' sinGj' =

y/ê*^ — sin-9(6-cos*nj 4-/^ singer)'

l'expression de sinôcosnr donne, en y substituant au lieu de cosV sa

valeur cosXcosô' — sinX sinO'coscr',

ê*v/6*-l- a^sinôcoscT a*sinXcos>
(6) tango' coscj'=:

—

^ — _^r
— _ -i

/?V/6V — sin'^( 6' cos" ©-+-/> sin^GT) P

Comparons maintenant ces résultats à ceux que donne la loi d'Huy-

gens.

Imaginons une face naturelle ou artificielle du cristal sur laquelle

soit tracée l'ellipse AFE, dont le centre C soit celui d'un ellipsoïde

de révolution AFED, CD étant le demi-axe de révolution, parallèle à

l'axe du cristal. Menons par CD un plan perpendiculaire à la face et

la coupant suivant la droite ACE. Soit RC un rayon incident, et me-

nons par RC un plan perpendiculaire à la face et la coupant suivant

la droite BCK. Menons encore, dans le plan RCK, OC perpendiculaire

à CR, et plaçons dans l'angle OCK la droite OK perpendiculaire à OC,

et qui représente la vitesse de la lumière dans le vide, vitesse que

nous prendrons pour unité. Dans le plan de l'ellipse AFE, menons
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par le point K, KT perpendiculaire à CK. Si maintenant on conçoit un

plan mené par KT et tangent au sphéroïde AFED, en I; la droite Cl

sera la direction du ravon réfracté.

Pour réduire cette construction en analyse, nommons, comme pré-

cédemment, l'angle d'incidence du rayon GR; nommons encore tj

l'angle que la projection GB de ce rayon sur la face du cristal forme

avec AC; nommons pareillement 6' l'angle de réfraction du rayon GI,

et xs l'angle que la projection de ce rayon sur la face forme avec GE.

Soient a le demi grand axe de l'ellipsoïde, h son demi-axe de révolu-

tion, et X l'angle formé par la face du cristal et par un plan perpendi-

culaire à l'axe de révolution; cela posé, on trouve les deux équations

suivantes

., . , rt*sin9sinGT
tango' smoj'=

tang9'cosGi'=

V^A — a* sin-5(^' cos-gt -h Asin*Gj;

a»6*sin9cosGT B

Av/A — fl*sin^6'(6-cos*sT-h A sin'rô) ^

A et B étant donnés par les équations

A=r^»'-+-(a»— ^»)sin»X,

B — (a'— 6*) sinX cosÀ.

Je ne donne point ici les démonstrations de ces formules auxquelles

M. Malus est parvenu d'une manière élégante, et que les géomètres

OEuvres <ie L. — W\. 36
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tireront facilement de la construction d'Huygens : elles ont, comme

on le voit par l'inspection seule, une grande analogie avec les équa-

tions (5) et (G); mais il est facile de voir qu'elles coïncident entière-

ment avec elles, en faisant, dans les équations (5) et (6),

a* b^ a-

ce qui donne

v/6»+(a«— 6»)cos*V
«' =

ab

Le rayon de l'ellipsoïde est

ab

\lb^-^{d'—b^)Q.Q'i^y

La vitesse de la lumière rompue extraordinairement dans l'intérieur '

du cristal est donc égale à l'unité divisée par ce rayon.

Suivant Huygens, cette vitesse est représentée par le rayon même;

ses hypothèses ne satisfont donc point au principe de la moindre ac-

tion, mais elles satisfont à celui de Fermât, car ce dernier principe

revient à celui de la moindre action, en y renversant l'expression de

la vitesse.

On peut démontrer très simplement l'identité de ce principe, et de

la manière dont Huygens envisage la réfraction de la lumière. Il établit

que toutes les parties d'une onde lumineuse qui sont dans un plan CO

perpendiculaire au rayon incident CR parviennent dans le même

temps, et suivant des directions parallèles, au plan Kl mené par KT

tangentiellement au sphéroïde dont C est le centre, et dont les rayons

représentent les vitesses de la lumière dans le cristal. En effet, si l'on

prend KO pour unité de temps, d'espace et de vitesse, le temps em-

ployé à parcourir oc parallèle à OK sera représenté par co, et, par con

cG
séquent, il sera égal à vtt^- Le temps employé à parcourir ci parallèle

à CI sera au temps employé à, parcourir Cl, et qu'il suppose être égal

au temps employé à parcourir KO, c'est-à-dire à l'unité, comme ci est

à Cl; ce temps est donc égal à ^- En l'ajoutant à jtt^? la somme sera
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l'unité. Ainsi le point o de l'onde parvient en i dans le môme temps

que le point parvient en K. Menons oV infiniment près de oc et pa-

rallèlement à cette ligne : le point o' de l'onde parviendra en i' sui-

vant la ligne brisée o'c'i\ dans une unité de temps. Menons présente-

ment les droites c'o et ci, et supposons que le point o parvienne en i

suivant la ligne brisée oc'i\ c'o' étant perpendiculaire à CO, la droite

c'o peut être supposée égale à c'o', et les temps employés k les par-

courir peuvent être supposés égaux. De plus, le temps employé à par-

courir c'i' peut être supposé égal au temps employé à parcourir ci,

parce que le plan Kt' touchant en i' le sphéroïde semblable au sphé-

roïde AFED, dont le centre est en c', et dont les dimensions sont dimi-

nuées dans la raison de Kc' k KC, les deux points i et i' peuvent être

supposés k la surface de ce sphéroïde. Selon Huygens, les vitesses sui-

vant c'i et c'i' sont proportionnelles k ces lignes; les temps employés k

les parcourir sont donc égaux. Ainsi le temps de la transmission de la

lumière suivant la ligne oc'« est égal k l'unité, comme suivant la ligne

brisée oci. La différentielle de ces deux temps est donc nulle, ce qui

est le principe de Fermât.

11 est clair que ce raisonnement a généralement lieu quelle que soit

la position du point c', et quand il ne serait pas sur la droite CK,

pourvu qu'il soit près de cette droite sur la face du cristal; ce raison-

nement est d'ailleurs indépendant de la nature du sphéroïde dont les

rayons représentent les vitesses de sa lumière.

En renversant l'expression de la vitesse, le principe de Fermât

donne celui de la moindre action; les lois de réfraction qui résultent

des hypothèses d'Huygens sont donc généralement conformes k ce

dernier principe et c'est la raison pour laquelle ces hypothèses repré-

sentent la nature.

Le principe de la moindre action peut servir encore k déterminer

les lois de la réflexion de la lumière; car, quoique la nature de la force

qui fait rejaillir la lumière k la surface des corps soit inconnue, cepen-

dant on peut la considérer comme une force répulsive qui rend en

sens contraire k la lumière la vitesse qu'elle lui fait perdre, de même
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que l'élasticité restitue aux corps en sens contraire la vitesse qu'elle

détruit; or on sait que, clans ce cas, le principe de la moindre action

subsiste toujours. A l'égard d'un rayon lumineux, soit ordinaire, soit

extraordinaire, réfléchi par la surface extérieure d'un corps, ce prin-

cipe se réduit à ce que la lumière parvient d'un point à un autre par le

chemin le plus court de tous ceux qui rencontrent la surface. En eff'et,

la vitesse de la lumière réfléchie est la même que celle de la lumière

directe; et l'on peut établir, en principe général, que lorsqu'un rayon

lumineux, après avoir éprouvé l'action de tant de forces que l'on

voudra, revient dans le vide, il y reprend sa vitesse primitive. La con-

dition du chemin le plus court donne l'égalité des angles de réflexion

et d'incidence dans un plan perpendiculaire à la surface, ainsi que

Ptolémée l'avait déjà remarqué. C'est la loi générale de la réflexion à

la surface extérieure des corps.

Mais, lorsque la lumière, en entrant dans un cristal, s'est divisée en

rayon ordinaire et rayon extraordinaire, une partie de ces rayons est

réfléchie par la surface intérieure à leur sortie du cristal. En se réflé-

chissant, chaque rayon, soit ordinaire, soit extraordinaire, se divise

en deux autres; en sorte qu'un rayon solaire, en pénétrant dans le

cristal, forme, par sa réflexion partielle à la surface de sortie, quatre

faisceaux distincts, dont nous allons déterminer les directions.

Supposons d'abord les faces d'entrée et de sortie, que nous nomme-

rons première et seconde face, parallèles. Donnons au cristal une épais-

seur insensible et cependant plus grande que la somme des rayons des

sphères d'activité des deux faces. Dans ce cas, on prouvera, par le rai-

sonnement qui précède, que les quatre faisceaux réfléchis n'en forme-

ront sensiblement qu'un seul, situé dans le plan d'incidence du rayon

générateur, et formant avec la première face l'angle de réflexion égal

à l'angle d'incidence. Restituons maintenant au cristal son épaisseur :

il est clair que, dans ce cas, les faisceaux réfléchis après leur sortie

par la première face prendront des directions parallèles à celles qu'ils

avaient prises dans le premier cas. Ces faisceaux seront donc paral-

lèles entre eux et au plan d'incidence du rayon générateur; seule-
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ment, au lieu d'être sensiblement confondus, comme dans le premier

cas, ils seront séparés par des distances d'autant plus grandes que le

cristal aura plus d'épaisseur.

Maintenant, si l'on considère un rayon quelconque intérieur, sortant

en partie par la seconde face et en partie réfléchi par elle en deux fais-

ceaux, le rayon sorti sera parallèle au rayon générateur; car la lu-

mière, en sortant du cristal, doit prendre une direction parallèle à

celle qu'elle avait en y entrant, puisque les deux faces d'entrée et de

sortie étant supposées parallèles, elle éprouve en sortant l'action des

mêmes forces qu'elle avait éprouvées en entrant, mais en sens con-

traire. Concevons par la direction du rayon sorti un plan perpendicu-

laire à la seconde face, et, dans ce plan, imaginons au dehors du

cristal une droite passant par le point de sortie, et formant, avec la

perpendiculaire à la face, mais du côté opposé à la direction du rayon

sorti, le même angle que cette direction; enfin concevons un rayon

solaire entrant suivant cette droite dans le cristal. Ce rayon se parta-

gera à son entrée en deux autres, qui, au sortir du cristal par la pre-

mière face, prendront des directions parallèles au rayon solaire avant

son entrée par la seconde face; elles seront visiblement parallèles aux

directions des deux faisceaux réfléchis, ce qui ne peut avoir lieu qu'au-

tant que les deux rayons dans lesquels se divise le rayon solaire en

entrant par la seconde face se confondent respectivement daus l'inté-

rieur du cristal avec les directions des deux faisceaux réfléchis. Or les

formules précédentes donnent les directions des rayons dans lesquels

le rayon solaire se divise; elles donneront donc aussi celle des deux

faisceaux réfléchis dans l'intérieur du cristal.

Si les deux faces du cristal ne sont pas parallèles, on aura, par les

mêmes formules, les directions des deux rayons dans lesquels le rayon

générateur se divise en pénétrant par la première face. On aura ensuite

par ces formules les directions de chacun de ces rayons à leur sortie

par la seconde face; ensuite la construction précédente donnera les

directions dans l'intérieur des quatre faisceaux réfléchis par cette

face; enfin, par nos formules, on conclura leurs directions au sortir
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du cristal par la première face. On aura donc ainsi tous les phéno-

mènes de la réflexion de la lumière par les surfaces des cristaux dia-

phanes. On pourrait les déduire directement de l'analyse qui nous a

conduits aux formules de la réfraction; mais la méthode qui précède

est beaucoup plus simple.

NOTE.

Je vais présentement démontrer cette proposition générale, savoir

que, de quelque manière qu'une molécule de lumière parvienne du

vide dans un milieu d'une densité quelconque, soit qu'elle y parvienne

directement, soit qu'elle n'y parvienne qu'après avoir traversé plu-

sieurs autres milieux, dans tous ces cas, sa vitesse dans ce milieu sera

toujours la même. En eff^et, si l'on nomme p cette vitesse; dm une

molécule qui agit sur la lumière, soit par attraction, soit par répul-

sion; / sa distance à la molécule de lumière; 9(/) la loi de la force

relative à la distance, on aura, par le principe de la conservation des

forces vives,
r«r=«'4-2/y*rfm^cp(/), m

a étant la vitesse de la lumière dans le vide, et l'intégrale devant

s'étendre à toutes les molécules qui agissent sur le rayon lumineux.

On peut envisager cette intégrale de deux manières : dans la première,

on ne la considère que très près de la surface d'entrée dans le milieu,

et l'on conçoit que, lorsque le rayon y a pénétré d'une quantité sen-

sible, alors il est également attiré de toutes parts, et sa vitesse ne

reçoit plus d'accroissement. C'est ainsi que Newton a démontré le rap-

port constant des sinus de réfraction et d'incidence. Dans la seconde

manière, on ne considère que l'action éprouvée par le rayon lumi-

neux de la part des molécules qui en sont éloignées d'une quantité
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moindre que le rayon de la sphère d'activité sensible de ces molé-

cules; la valeur de / fdmdfr^{f) étant insensible relativement aux

autres molécules, parce que l'accélération qu'elles ont produite dans

le mouvement du rayon lorsqu'il s'en est approché a été détruite par

le retardenient que ce mouvement a éprouvé lorsque le rayon s'en est

éloigné. Cette seconde manière montre avec évidence que la vitesse

est la même, de quelque manière que le rayon ait pénétré dans le mi-

lieu, et quelles que soient l^s actions des molécules qu'il a rencon-

trées, puisque l'intégrale Cfdmd/r:^{f) est nulle relativement à

celles qui sont à une distance perceptible de la molécule lumineuse.

Il suit de là que la lumière en rentrant dans le vide, après avoir

éprouvé l'action d'un nombre quelconque de forces attractives et ré-

pulsives, y reprend sa vitesse primitive.

Les mêmes résultats ont lieu relativement aux rayons extraordi-

naires; car, sans connaître la cause de la réfraction extraordinaire, on

peut cependant assurer qu'elle est due à des forces attractives et

répulsives qui agissent de molécule à molécule, suivant des fonctions

quelconques de la distance, et qui, dans les cristaux, sont modifiées

parla figure de leurs molécules intégrantes, par celle des molécules

de la lumière et par la manière dont ces molécules se présentent les

unes aux autres. En nommant donc R la résultante de toutes ces forces,

et dr l'élément de sa direction, on aura

p*— a* -f- 2 j fdm Kdr.

Maintenant il est visible que, relativement à une molécule dm du

cristal, l'intégrale j Kdr est nulle lorsque le rayon lumineux est à

une distance sensible de cette molécule; car, dans le passage de ce

rayon ii travers la sphère d'activité sensible de la molécule, les élé-

ments Kdr sont d'abord positifs, ensuite négatifs, et la somme des

premiers est égale à celle des seconds et la détruit. En cela ces forces

diffèrent de celles qui naissent du frottement et de la résistance des

milieux, et qui, dans toutes les directions, retardent constamment la
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vitesse. L'intégrale fï dmRdrne dépend donc que de l'action que le

ravon a éprouvée de la part dés molécules dont il n'est éloigné que

d'une quantité plus petite que le rayon de la sphère d'activité sen-

sible. Ainsi, lorsqu'un rayon extraordinaire est à une distance sensible

de la surface d'un cristal, et dans son intérieur, sa vitesse çst toujours

la même, quelles que soient la nature de cette surface et la manière

dont le rayon a pénétré dans le cristal, pourvu que sa direction soit la

même. Donc, si les forces qui produisent la réfraction extraordinaire

sont les mêmes de tous les côtés de l'axe du cristal, la vitesse du rayon

dans l'intérieur ne dépendra que de l'angle formé par sa direction

avec l'axe. On voit encore que le rayon rentrant dans le vide y repren-

dra sa vitesse primitive.

En général, toutes les forces attractives et répulsives de la nature

se réduisent, en dernière analyse, à des forces semblables agissant de

molécule à molécule. C'est ainsi que j'ai fait voir, dans ma Théorie de

l'action capillaire, que les attractions, et répulsions des petits corps

qui nagent sur un liquide, et généralement tous les phénomènes ca-

pillaires, dépendent d'attractions de molécule à molécule qui ne sont

sensibles qu'à des distances imperceptibles. On a essayé pareillement

de ramener à des actions de molécule à molécule les phénomènes

électriques et magnétiques; on peut y ramener encore ceux que pré-

sentent les corps élastiques. Pour déterminer l'équilibre et le mouve-

ment d'une lame élastique naturellement rectiligne et pliée suivant

une courbe quelconque, on a supposé que, dans chaque point, son

ressort est en raison inverse du rayon de courbure. Mais cette loi n'est

que secondaire et dérive de l'action attractive et répulsive des molé-

cules, suivant une fonction de la distance. Pour mettre cette dériva-

tion en évidence, il faut concevoir chaque molécule d'un corps élas-

tique dans son état naturel en équilibre au milieu des forces attrac-

tives et répulsives qu'elle éprouve de la part des autres molécules,

les forces répulsives étant dues, soit à la chaleur, soit à d'autres

causes. Il faut supposer ensuite que les molécules tendent à reprendre

leur position respective naturelle lorsqu'on les en écarte infiniment
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peu. Ainsi deux molécules en équilibre entre leurs forces attractives

et répulsives, et séparées Tune de l'autre par un intervalle quel-

conque, reviendront à cette distance mutuelle, soit qu'on l'augmente,

soit qu'on la diminue, si l'une de ces deux conditions est remplie, et

alors leur équilibre sera stable. Imaginons présentement une lame

très mince, élastique, rectiligne et fixée par une de ses extrémités à

un plan qui lui soit perpendiculaire. En pliant la lame, son élément

contigu au plan s'écartera de sa position naturelle d'un angle infini-

ment petit que nous désignerons par a. En désignant par/ la distance

d'une molécule de l'élément à une autre de ses molécules, cette dis-

tance variera d'une quantité proportionnelle à a, et il en résultera

une action mutuelle de ces molécules proportionnelle à cette varia-

tion, et que nous pouvons exprimer par Aa. La résultante de toutes

ces forces tend à faire reprendre à l'élément son état naturel; mais, de

quelque manière qu'elles se combinent, leur résultante ou le ressort

de l'élément est nécessairement proportionnel à a ou à l'angle de con-

tingence, et par conséquent ce ressort est réciproque au rayon de

courbure. Ce que nous venons de dire du premier élément de la lame

s'applique à un élément quelconque, en concevant cet élément fixé

par une de ses extrémités à un plan perpendiculaire à l'élément con-

tigu.

Maintenant, si l'on fait varier infiniment peu la position de la

courbe, l'angle de contingence a deviendra a -+- Sa, Bol étant la varia-

tion de cet angle, que nous supposerons infiniment petite par rapport

à lui. La distance/ de deux molécules de l'élément de la lame, corres-

pondante à cet angle, variera d'une quantité proportionnelle à Sa, et

que nous désignerons par qBoc. L'action mutuelle des deux molécules

ayant été exprimée par Aa, le produit de cette action par l'élément de

sa direction sera donc A^aSa. Cette somme, étendue à toutes les mo-

lécules de l'élément entier, sera de la forme Ma Sa, M étant un coeffi-

cient indépendant de a et de Sa, et qui sera le même pour tous les élé-

ments de la lame, si elle est partout également épaisse et large, et si la

longueur de ses éléments est supposée constante; nous représenterons

OEuvres de L. — XU. Sy
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cette longueur par ds, que nous supposerons constant et invariable. La

somme de toutes les forces, multipliées respectivement par les varia-

tions des éléments de leurs directions, sera donc proportionnelle à

/a§a; et, s'il n'y a point de forces étrangères, la lame étant supposée

fixe par ses deux extrémités, on aura, par le principe des vitesses vir-

tuelles, dans le cas de l'équilibre, / a§a = o; d'où il suit que Col- est

, . . ds
un minimum dans la courbe d'équilibre, a est égal à — > r étant le

rayon de courbure; / -^ est donc un minimum dans cette courbe.

ds étant supposé constant, on peut diviser l'intégrale précédente par

ds et la réduire ainsi à une intégrale finie; / -^ est par conséquent

un minimum dans la courbe d'équilibre de la lame élastique, ce qui

est le principe de Daniel Bcrnoulli, qui a donné à cette intégrale le

nom de force potentielle. ( Voir l'Ouvrage d'Euler qui a pour titre :

Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimise proprietate gau-

dentes. )

Enfin la considération des actions ad distans de molécule à molé-

cule, étendue à la chaleur, conduit d'une manière claire et précise

aux véritables équations différentielles du mouvement de la chaleur

dans les corps solides et de ses variations à leur surface, et par là cette

branche très importante de la Physique rentre dans le domaine de

l'Analyse.

On est parti, dans la théorie de l'équilibre et du mouvement de la

chaleur, de ce principe, donné par Newton, savoir que la chaleur

communiquée par un corps à un autre qui lui est contigu est propor-

tionnelle à la différence de leurs températures. Ainsi une lame infini-

ment mince d'un corps communique, dans un temps donné très court,

à celle qui la suit, une quantité de chaleur proportionnelle à la con-

ductibilité du corps pour la chaleur et à l'excès de sa température

sur celle de la lame suivante; mais elle reçoit en même temps de la

lame qui la précède une quantité de chaleur proportionnelle à l'excès

de la température de cette lame sur la sienne, et c'est la différence

de ces chaleurs reçues et communiquées dans un instant infiniment
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petit qui forme la difTércntiellc de sa chaleur. Mais il se présente ici

une difficulté que l'on n'a point encore résolue. Les quantités de cha-

leur reçues et communiquées dans un instant ne peuvent être que des

infiniment petits du même ordre que l'excès de température d'une

lame sur celle de la lame qui la suit. La différence des chaleurs reçues

et communiquées est donc un infiniment petit du second ordre, dont

l'accumulation dans un temps fini ne pourrait élever d'une quantité

finie la température de la lame. Cette difficulté est analogue à celle

que présentaient les théories des réfractions astronomiques. On y

supposait l'atmosphère divisée en couches d'une épaisseur infiniment

petite, dans lesquelles la lumière se réfracte en passant d'une couche

dans la suivante, comme si ces couches avaient une épaisseur finie,

ce qui donne à leur action une valeur infiniment grande. Cette diffi-

culté n'a point lieu dans la théorie des réfractions, que j'ai donnée

dans le Livre X de la Mécanique céleste, où j'ai déduit cette théorie de

l'action ad distans des molécules des milieux diaphanes sur la lumière.

On fera pareillement disparaître la difficulté précédente relative à la

chaleur, en étendant son action au delà du contact. L'expérience a

fait connaître que cela a lieu dans l'air et dans les milieux rares, et

que les corps chauds placés dans ces milieux transmettent leur cha-

leur aux corps éloignés par un rayonnement analogue à celui de la

lumière par les corps lumineux. Il paraît naturel d'admettre ce rayon-

nement de la chaleur dans l'intérieur des corps denses; seulement la

chaleur rayonnante intérieure est totalement interceptée par les molé-

cules très voisines de celle qui les échauffe, et dont l'action échauf-

fante ne s'étend alors qu'à une très petite distance. C'est à l'expé-

rience à nous apprendre si cette distance est perceptible; nous la

supposerons imperceptible, comme la sphère d'activité sensible de

l'attraction moléculaire.

Imaginons présentement une barre cylindrique très mince et recou-

verte d'un vernis, qui ne permette point à sa chaleur de se répandre

latéralement au dehors. Une lame infiniment mince A de la barre, et

perpendiculaire à sa longueur, sera échauffée par celles qui la pré-
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cèdent, et échauffera celles qui la suivent. En nommant donc x la

coordonnée de la lame ou sa distance à la première extrémité de la

barre, et u sa température; en nommant pareillement x — s\2i coor-

donnée d'une lame qui la précède, et dont nous désignerons par u' la

température, l'action réciproque des deux lames tendra à échauffer la

lame A proportionnellement à la différence w'— m de leurs tempéra-

tures, car cette différence, multipliée par une constante K, peut repré-

senter la différence de leurs rayonnements caloriques l'une sur l'autre.

Si l'on nomme ensuite w, la température d'une lame dont la coordon-

née est a? -H ^, la différence u — u^ multipliée par la constante K expri-

mera la chaleur qu'elle reçoit de la lame A; K(m'— u) — K(m — m,)

ou K(w'— iu + M,) exprimera donc la chaleur qui accroît la tempéra-

ture de la lame A. Il faut multiplier cette quantité par ds et par la

fonction qui exprime la loi de l'action échauffante relative à la dis-

tance, loi que nous désignerons par (p(^). La différence des chaleurs

reçues et communiquées par la lame A sera donc

Y^jds{u'— 2M + M,) 9(5),

l'intégrale étant prise depuis s nul jusqu'au delà de la sphère d'action

sensible de la chaleur; et, comme à cette limite la chaleur décroît avec

une extrême rapidité à mesure que s augmente, cette intégrale peut

être prise depuis s nul jusqu'à s infini. Maintenant on a, en réduisant

en série v! et u^ par rapport aux puissances de s,

u'— 1U-\- U,:=iS^ -T—; + . . . .

On peut ne considérer que le premier terme de la série, et alors on a

K rds{u'— 2« + a,)(p(5)=:K -^—
g fs^ ds (f>{s).

Maintenant l'accroissement de température de la lame A, dans l'in-

stant dt, est proportionnelle à cette quantité multipliée par l'élément

dt du temps. En supposant donc que la caractéristique différentielle d

I
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ne se rapporte qu'au temps /, on aura

au z=adl-^-^)

a étant une constante dépendante de la nature du corps. Si Ton fait,

dans cette équation aux différences partielles, at = /', elle deviendra

au = at' -r—z)

et u sera fonction de x et t' . Ainsi, en supposant deux barres de di-

verses matières, mais de dimensions égales, échauffées l'une et l'autre

à l'origine et de la même manière à leur première extrémité toujours

entretenue à ce même degré de température, u sera, relativement aux

deux barres, la même fonction de x et de t' ou at\ les temps néces-

saires pour que deux lames correspondantes dans chaque barre par-

viennent à la même température seront donc réciproques aux con-

stantes at relatives à ces barres. Si donc on nomme plus conductible la

barre qui arrive en moins de temps à une température donnée, on

pourra représenter par a la conductibilité de la matière. Mais la barre

qui arrive le plus promptement à la même température peut n'être pas

celle qui, dans le même temps, conduit à une distance donnée le plus

de chaleur; car la chaleur conduite dans un temps donné dépend à la

fois de la conductibilité de la matière et de sa chaleur spécifique,

c'est-à-dire de la chaleur nécessaire pour élever d'un même degré sa

température.

Dans le cas général où l'on considère les trois dimensions d'un

corps solide, la même analyse fait voir que -^ est égal à une constante

multipliée par la somme des trois différences partielles secondes

J~*'
-j-j> -jzï* ^*y* - étant les trois coordonnées de la molécule.

Cette équation n'est relative qu'au mouvement de la chaleur dans

l'intérieur du corps; pour avoir celle de son mouvement à la surface,

nous observerons que la perte de chaleur du corps est due à la chaleur

qu'il rayonne au dehors. Ce rayonnement est produit, non seulement
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par la surface, mais encore par les couches qui en sont extrêmement

voisines et qui sont comprises dans la sphère d'action sensible de la

chaleur. En vertu de ce rayonnement, la surface parvient en très peu

d'instants à la température du vide ou du milieu qui l'environne, et il

s'établit très promptement une loi régulière d'accroissement de la

chaleur, depuis cette surface jusqu'à une très petite profondeur égale

au rayon de la sphère d'action de la chaleur. En nommant u la tempé-

rature de la couche à cette profondeur, les variations de la chaleur des

couches supérieures jusqu'à la surface seront proportionnelles à celles

de w, la chaleur du milieu environnant étant prise pour le terme zéro.

Ainsi les quantités de chaleur émises au dehors, dans l'instant dt, par

chacune de ces couches, étant proportionnelles à sa température, elles

seront proportionnelles à m, et par conséquent la perte de chaleur du

corps lui sera aussi proportionnelle. C'est ce qui a été supposé jus-

qu'ici par les physiciens; mais ils imaginaient que la surface elle-

même avait une température plus élevée que celle du milieu qui l'en-

vironne, ce qui est contraire à la loi de continuité. La considération

d'une action de la chaleur ad distans a donc encore l'avantage de faire

disparaître cette difficulté et de donner des idées justes et précises du

mouvement de la chaleur à la surface comme à l'intérieur des corps.

La théorie de l'écoulement des liquides par une très petite ouver-

ture faite à la base du vase qui les contient nous fournit un exemple

de ces lois régulières de mouvement qui s'établissent dans un temps

très court. On sait que la vitesse du liquide qui s'écoule devient très

promptement proportionnelle à la racine carrée de sa hauteur au-

dessus de l'ouverture, et que l'on peut, sans erreur sensible, calculer

par cette loi la quantité de fluide écoulé, en négligeant celle qui

s'écoule avant que la loi soit établie; la même chose a lieu par rapport

à l'écoulement de la chaleur, et l'équation de cet écoulement, fondée

sur la proportionnalité de la chaleur écoulée dans l'instant dt à la

température u, peut être employée sans crainte d'erreur sensible. En

réunissant cette équation à celle du mouvement de la chaleur à l'inté-

rieur, on pourra déterminer, pour un instant quelconque, la tempéra-
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ture de tous les points du corps. Le reste est une affaire d'analyse et

devient étranger à l'objet de cette Note, dans laquelle j'ai cherché à

établir que les phénomènes de la nature se réduisent en dernière ana-

lyse à des actions ad Jistans de molécule à molécule, et que la consi-

dération de ces actions doit servir d^ base à la théorie mathématique

de ces phénomènes. Mais, de même que les géomètres avaient été con

duits aux équations du mouvement de la lumière dans l'atmosphère,

en partant d'une supposition inexacte, de même l'hypothèse de l'ac-

tion de la chaleur limitée au contact peut conduire aux équations du

mouvement de la chaleur dans l'intérieur et à la surface des corps. Je

dois observer que M. Fourier est déjà parvenu à ces équations, dont

les véritables fondements me paraissent être ceux que je viens de pré-

senter.

La considération de l'action mutuelle de molécules de la matière

fournit encore une démonstration directe du principe des vitesses

virtuelles; car, en décomposant les actions réciproques des corps en

actions de molécule h molécule, on peut facilement s'assurer que ce

principe n'est que l'expression analytique et générale des conditions

auxquelles ces actions doivent être assujetties dans l'état d'équilibre.

Lorsqu'un point est en équilibre entre des forces quelconques, il est

aisé de voir que, si l'on fait varier infiniment peu la position du point,

en sorte qu'il soit assujetti aux conditions de son mouvement, et qu'il

reste toujours sur la surface ou sur la courbe qu'il doit suivre quand

il n'est pas libre, la somme des forces qui le sollicitent, multipliées

chacune par l'espace qu'il parcourt suivant sa direction, est égale à

zéro [(^Mécanique céleste, Livre I, n° 3) (
*

)].

Considérons maintenant un système de points, que nous nomme-

rons a, liés entre eux d'une manière quelconque et assujettis à se mou-

voir sur des courbes ou sur des surfaces données. On peut concevoir

ces courbes, ces surfaces, et généralement les liens inflexibles qui

unissent ces points, comme étant formés eux-mêmes d'une infinité de

(*) Œuvres de Laplace, T. I, p. ii.
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points b liés fixement entre eux par des droites immatérielles et inva-

riables; mais les lignes flexibles et inextensibles qui unissent les

points a peuvent être conçues comme formées de points b, unis par

des droites immatérielles qui peuvent tourner librement autour de

ces points. Cela posé, l'action des points a les uns sur les autres,

quand elle n'est pas immédiate, se transmet au moyen des points b.

Un point a agit sur le point b qui lui est contigu; celui-ci agit sur le

point b le plus voisin, et ainsi de suite jusqu'à un second point a qui

agit de la même manière sur un troisième. Dans ces actions réci-

proques, la distance mutuelle de deux points b voisins reste con-

stante; en sorte que, en nommant /la distance infiniment petite qui

les sépare, et p leur action mutuelle, qui, par l'égalité de l'action à la

réaction, est la même pour les deux points, le produit p S/ est nul, S/

étant une variation de /compatible avec les conditions de la liaison

des parties du système; car, / étant constant suivant ces conditions,

S/est nul. Dans la nature, §/ n'est pas rigoureusement nul, et, quelle

que soit la force qui unit les points b consécutifs, une force quel-

conque peut toujours faire varier la distance qui les sépare; mais

cette variation est d'autant moindre que la force de cohésion est plus

grande; en sorte que la rigidité et i'inextensibilité sont des abstrac-

tions qui servent de limites à ces qualités des corps. Pour concevoir

l'action immédiate d'un point a sur un autre point, on peut imaginer

chacun de ces points au centre d'une sphère immatérielle et impéné-

trable qui ne permette pas à ces points de s'approcher au delà d'une

limite égale à la somme des rayons des deux sphères. Dans le choc, les

deux sphères se touchent, et la distance / qui sépare les points est à

son minimum. La variation S/ est donc nulle, et en nommant p leur

action mutuelle, le produit p^f sera. nul. Ainsi la pression d'un pointa

sur une surface peut être considérée comme le choc de ce point contre

un point b de la surface. En concevant ces points au centre des deux

sphères que nous venons d'imaginer, la distance /de ces points au

moment du choc sera la somme des rayons des sphères, et elle sera

perpendiculaire à la surface. Le choc ayant lieu dans la direction de
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cette distance, il se fera suivant la direction de la normale. En nom-

mant donc p l'action mutuelle des deux points ou la pression du

pointa sur la surface, le produit/? S/ sera nul, parce qu'alors 5/ est la

variation de la normale, variation qui est nulle lorsque le pointa est

assujetti à se mouvoir sur la surface.

Cela posé, considérons un des points quelconques a ou 6 du sys-

tème. On peut toujours le concevoir comme un point isolé; mais alors

il faut le supposer sollicité, non seulement par des forces extérieures,

mais encore par l'action des points du système dont il est infiniment

voisin. Soient donc S la force extérieure qui le sollicite, et s la direc-

tion de cette force; soient encore/ la distance de ce point à un autre

infiniment voisin, et/? Faction mutuelle de ces deux points. On a, par

le principe des vitesses virtuelles, qui, comme on l'a vu, a lieu pour

un point isolé,

O = S Ô5 + 2/) O'f,

le signe caractéristique intégral 2 comprenant tous les termes du

même genre que celui devant lequel il est placé, et S'/ étant la varia-

tion de/due à la variation de la première extrémité de cette distance

ou du point que l'on considère. On formera des équations semblables

pour chaque point du système. En les réunissant, l'action p dans leur

somme sera multipliée par o'f -hB"/, B"/ étant la variation de/ rela-

tive à sa seconde extrémité; en sorte que S'/+ S"/= Bf. On a donc

(i) o = lS$s-hlpd/.

Mais on a, par ce qui précède, o = pùf; par conséquent on a

o = i S (5^,

ce qui est le principe connu des vitesses virtuelles.

J'ai donné, dans le Livre I de la Mécanique céleste, n° 14 (*), l'équa-

tion (i), et j'ai cherché, dans le même numéro, à établir que ZpB/est

nul. Cela est évident lorsque les points du système sont liés par des

(') OEuvres de Laplace, T. I, p. 4 55.

OEuvresde L. — XII. 38
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droites inflexibles ou des fils inextensibles dont/ est la longueur, car

alors (5/est nul. Gela est encore visible lorsqu'il y a des corps qui peu-

vent glisser le long de ces fils; dans tous ces cas, p représente la ten-

sion du fil, qui est la même dans toute sa longueur; cette longueur

restant toujours la même, p^f est nul. Mais la manière dont nous

venons d'envisager l'action mutuelle des corps, en la décomposant en

actions de molécule à molécule, rend généralement évidente l'égalité

de /? S/ à zéro, et par conséquent aussi celle de SS ^^ à zéro.

Il est visible que la démonstration précédente a également lieu

pour un système de corps formé, en tout ou en partie, de liquides.

Elle suppose seulement que les liens immatériels que Ton imagine

entre les divers points du système ne sont ni élastiques ni extensibles

avec résistance; autrement le principe des vitesses virtuelles, tel que

nous venons de l'énoncer, cesserait d'être exact, et il faudrait y faire

entrer la considération de ces forces d'élasticité et de résistance.
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LEUR APPLICATION AUX PROBABILITÉS (')•

Mémoires de l'Académie des Sciences, !* Série, T. X. année 1809; i8io.

L'analyse conduit souvent à des formules dont le calcul numérique,

lorsqu'on y substitue de très grands nombres, devient impraticable, à

cause de la multiplicité des termes et des facteurs dont elles sont

composées. Cet inconvénient a lieu principalement dans la théorie

des probabilités, où Ton considère les événements répétés un grand

nombre de fois. 11 est donc utile alors de pouvoir transformer ces for-

mules en séries d'autant plus convergentes que les nombres substi-

tués sont plus considérables. La première transformation de ce genre

est due à Stirling, qui réduisit de la manière la plus heureuse, dans

une série semblable, le terme moyen du binôme élevé à une haute

puissance; et le théorème auquel il parvint peut être mis au rang des

plus belles choses que l'on ait trouvées dans l'analyse. Ce qui frappa

surtout les géomètres, et spécialement Moivre, qui s'était occupé long-

temps de cet objet, fut l'introduction de la racine carrée de la circon-

férence dont le rayon est l'unilé, dans une recherche qui semblait

étrangère à cette transcendante. Stirling y était arrive au moyen de

(•) Lu lo 9 avril 1810.

OEuvresde L.— \l\. 38*
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l'expression de la circonférence par une fraction dont le numérateur

et le dénominateur sont des produits en nombre infini, expression que

Wallis avait donnée. Ce moyen indirect laissait à désirer une méthode

directe et générale pour obtenir, non seulement l'approximation du

terme moyen du binôme, mais encore celle de beaucoup d'autres for-

mules plus compliquées et qui s'offrent à chaque pas dans l'analyse

des hasards. C'est ce que je me suis proposé dans divers Mémoires

publiés dans les Volumes de l'Académie des Sciences pour les an-

nées 1778 et 1782 (*). La méthode que j'ai présentée dans ces Mé-

moires transforme généralement en séries convergentes les intégrales

des équations linéaires aux différences ordinaires ou partielles, finies

et infiniment petites, lorsqu'on substitue de grands nombres dans ces

intégrales. Elle s'étend encore à beaucoup d'autres formules sem-

blables, telles que les différences très élevées des fonctions. Ces

séries ont le plus souvent pour facteur la racine carrée de la cir-

conférence, et c'est la raison pour laquelle cette transcendante s'est

offerte à Stirling; mais, quelquefois, elles renferment des transcen-

dantes supérieures dont le nombre est infini.

Parmi les formules que j'ai transformées de cette manière, l'une

des plus remarquables est celle de la différence finie de la puissance

d'une variable. Mais on a fréquemment besoin, dans les questions de

probabilités, de ne considérer qu'une partie de ses termes et de l'ar-

rêter quand la variable, par ses diminutions successives, devient néga-

tive. Ce cas a lieu, par exemple, dans le problème où l'on cherche la

probabilité que l'inclinaison moyenne des orbes d'un nombre quel-

conque de comètes est comprise dans des limites données, toutes les

inclinaisons étant également possibles, problème dont la solution sert

à reconnaître si ces orbes participent à la tendance primitive des orbes

des planètes et des satellites pour se rapprocher du plan de l'équateur

solaire. En résolvant ce problème, par la méthode que j'ai donnée pour

ce genre de questions dans le Volume de l'Académie des Sciences de

( ' ) OEmres de Laplace, T, IX et X.
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l'année 1778 (*), la probabilité dont il s'agit est exprimée par la diffé-

rence finie de la puissance d'une variable qui décroît uniformément,

les degrés de la puissance et de la différence étant le nombre même

des orbes que l'on considère, et la formule devant être arrêtée quand

la variable devient négative. Le calcul numérique de cette formule est

impraticable pour les comètes déjà observées; car il faut considérer

près de cinquante termes très composés et qui, étant alternativement

positifs et négatifs, se détruisent presque entièrement; de sorte que,

pour avoir le résultat final de leur ensemble, il faudrait les calculer

séparément avec une précision supérieure à celle que l'on peut obtenir

au moyen des Tables les plus étendues de logarithmes. Cette difficulté

m'a longtemps arrêté : je suis enfin parvenu à la vaincre en considé-

rant le problème sous un point de vue nouveau, qui m'a conduit à

exprimer la probabilité cherchée, par une série convergente, dans

le cas général où les facilités des inclinaisons suivent une loi quel-

conque. Ce problème est identique avec celui dans lequel on cherche

la probabilité que la moyenne des erreurs d'un grand nombre d'ob-

servations sera comprise dans des limites données, et il résulte de

ma solution que, en multipliant indéfiniment les observations, leur

résultat moyen converge vers un terme fixe, de manière que, en pre-

nant de part et d'autre de ce terme un intervalle quelconque aussi

petit que l'on voudra, la probabilité que le résultat tombera dans cet

intervalle finira par ne différer de la certitude que d'une quantité

moindre que toute grandeur assignable. Ce terme moyen se confond

avec la vérité si les erreurs positives et négatives sont également pos-

sibles, et généralement ce terme est l'abscisse de la courbe de facilité

des erreurs correspondante à l'ordonnée du centre de gravité de l'aire

de cette courbe, l'origine des abscisses étant celle des erreurs.

En comparant les deux solutions du problème obtenues par les

méthodes dont je viens de parler, on a, par des séries convergentes,

la valeur de la différence finie des puissances élevées d'une variable

(» ) Œuvres de Laplace, T. IX.
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et celles de beaucoup d'autres fonctions pareilles, en les arrêtant au

point où la variable devient négative; mais, ce moyen étant indirect,

j'ai cherché une méthode directe pour obtenir ces approximations, et

j'y suis parvenu à l'aide d'équations aux différences partielles finies

et infiniment petites dont ces fonctions dépendent, ce qui conduit à

divers théorèmes curieux. Ces approximations se déduisent encore

très simplement du passage réciproque des résultats imaginaires aux

résultats réels, dont j'ai donné divers exemples dans les Mémoires cités

de l'Académie des Sciences et tout récemment dans le Tome VIII du

Journal de l'École Polytechnique. 11 est analogue à celui des nombres

entiers positifs, aux nombres négatifs et aux nombres fractionnaires,

passage dont les géomètres ont su tirer, par induction, beaucoup d'im-

portants théorèmes; employé comme lui avec réserve, il devient un

moyen fécond de découvertes, et il montre de plus en plus la géné-

ralité de l'analyse. J'ose espérer que ces recherches, qui servent de

supplément à celles que j'ai données autrefois sur le même objet,

pourront intéresser les géomètres.

Pour appliquer ces recherches aux orbes des comètes, j'ai considéré

toutes celles que l'on a observées jusqu'en 1807 inclusivement. Leur

nombre s'élève à quatre-vingt-dix-sept et, parmi elles, cinquante-deux

ont un mouvement direct et quarante-cinq un mouvement rétrograde;

l'inclinaison moyenne de leurs orbes à l'écliptique diffère très peu de

la moyenne de toutes les inclinaisons possibles ou d'un demi-angle

droit. On trouve par les formules de ce Mémoire que, en supposant les

inclinaisons, ainsi que les mouvements directs et rétrogrades, égale-

ment faciles, la probabilité que les résultats observés devraient se rap-

procher davantage de leur état moyen est beaucoup trop faible pour

indiquer dans ces astres une tendance primitive à se mouvoir tous sur

un même plan et dans le même sens. Mais, si l'on applique les mêmes

formules aux mouvements de rotation et de révolution des planètes

et des satellites, on voit que cette double tendance est indiquée avec

une probabilité bien supérieure à celle du plus grand nombre des

faits historiques sur lesquels on ne se permet aucun doute.
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I.

On suppose toutes les inclinaisons à l'écliptique également pos-

sibles depuis zéro jusqu'à l'angle droit, et l'on demande la probabi-

lité que l'inclinaison moyenne de n orbites sera comprise dans des

limites données.

Désignons l'angle droit par h, et représentons par k la loi de faci-

lité des inclinaisons d'une orbite. Ici k sera constant depuis l'incli-

naison nulle jusqu'à l'inclinaison h. Au delà de cette limite, la faci-

lité est nulle; on pourra donc généralement représenter la facilité par

^(i — /*), pourvu qu'on ne fasse commencer son second terme qu'à

l'inclinaison h et que l'on suppose /égal à l'unité dans le résultat du

calcul.

Cela posé, nommons /, ^, /o, ... les inclinaisons des n orbites, et

supposons leur somme égale à 5, nous aurons

^ H- f 1 -+- ^2 H- . . . 4- <„_i= 5.

.La probabilité de cette combinaison est évidemment le produit des

probabilités des inclinaisons /, /,, ^j, ..., et par conséquent elle est

égale à ^'(i — /'*)". En prenant la somme de toutes les probabilités

relatives à chacune des combinaisons dans lesquelles l'équation pré-

cédente a lieu, on aura la probabilité que la somme des inclinaisons

des orbites sera égale à s. Pour avoir cette somme de probabilités, on

observera que l'équation précédente donne

Si l'on suppose d'abord z^» ^3» •••» U-\ constants, les variations de t

ne dépendront que de celles de /, et pourront s'étendre depuis / nul,

auquel cas /, est égal di s — t^ — ... — /;,_,, jusqu'à

t := s tj ... tn~\,

ce qui rend t, nul. La somme de toutes les probabilités relatives à ces

variations est évidemment

k-{i - i^^r {s - 1,- 1,- . . .- 1„.,).

Œuvres de L. — XU. 89
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Il faut ensuite multiplier cette fonction par dt^ et l'intégrer depuis 1.^

nul jusqu'à t.;^ = s — t.^ — . . . — /„_,, ce qui donne

En continuant ainsi jusqu'à la dernière variable, on aura la fonction

1 .2.3. . .{n— i)

Il faut enfin multiplier cette fonction par ds et l'intégrer dans les

limites données, que nous représenterons par s — e et s -i- e', et l'on

aura

_L^ L [(.ç _|_ e')« _ (5 - e)"]
1 .2.3. . ./i

pour la probabilité que la somme des erreurs sera comprise dans ces

limites. Mais on doit faire ici une observation importante. Un terme

quelconque, tel que Ql''^(s — e)", ne peut avoir lieu qu'autant qu'un

nombre r des variables t, /,, ..., /„_, commence à surpasser h; car

ce n'est qu'ainsi que le facteur /'"^ peut être introduit. Il faut alors

augmenter chacune d'elles de la quantité h dans l'équation

ce qui revient à faire partir ces variables de zéro, en diminuant s

de rh. Le terme Ql''^(s — e)" devient ainsi Ql''^(s — rh — e)". De

plus, comme les variables t, /,, ... sont nécessairement positives,

ce terme doit être rejeté lorsque s — rh — e commence à devenir

négatif. Par ce moyen, la fonction précédente devient, en y faisant

/ = !,

— \{s + e'Y — n(s + e'— hY1.1.6. . .n\_
n(n — 1 )

,

1.2

(s — e)'^ + n{s — e — h)'^

-^^ -(s — e— 2 A)"
1.2
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en rejetant les termes dans lesquels la quantité sous le signe de la

puissance est négative. Cet artifice, étendu à des lois quelconques de

facilités, donne une méthode générale pour déterminer la probabilité

que l'erreur d'un nombre quelconque d'observations sera comprise

dans des limites données. [Voir les Mémoires de l'Académie des Sciences,

année 1778, page 240 et suivantes (*).]

Pour déterminer k, nous ferons /^ = i, s -\- e' = h ci s — e nul. La

formule précédente devient alors kh\ mais cette quantité doit être

égale à l'unité, puisqu'il est certain que l'inclinaison doit tomber

entre zéro et h. On a donc

k- V

ce qui change la formule précédente dans celle-ci

n{n — I
)

1 .2.3

I .2
{s -\-e'— 2/1)"

(a)
(s — e)" -i- n{s — e — h)"

n{n — i)

1 .2
{s — e — 2/1)"

Si l'on fait s -he' = nh et s — e = o, la probabilité que la somme

des inclinaisons sera comprise entre zéro et nh, étant la certitude ou

l'unité, la formule précédente donne

n"— n ( n — I )'» -H
^ —- ( n — 2 )"— . . .

—
1 . 2 . 3 . . . «,

1 .2

ce que l'on sait d'ailleurs.

II.

Appliquons cette formule aux inclinaisons des orbites des planètes.

La somme des inclinaisons des autres orbites à celle de la Terre était.

(*) Œuvres de LapUice, T. IX, p. 896 et suivantes.
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en degrés décimaux, de 91^,4187 au commencement de 1801. Si l'on

fait varier les inclinaisons depuis zéro jusqu'à la demi-circonférence,

on fait disparaître la considération des mouvements rétrogrades; car

le mouvement direct se change en rétrograde quand l'inclinaison sur-

passe un angle droit. Ainsi la formule précédente donnera la proba-

bilité que la somme des inclinaisons des orbites des dix autres pla-

nètes à l'écliptique ne surpassera pas 91^,4187, en y faisant n = 10^,

h = 200^, s -h e' = 91*^,4187, s — e = o. On' trouve alors cette proba-

bilité égale à y~^'' P^^ conséquent, la probabilité que la somme

des inclinaisons doit surpasser celle qui a été observée est égale à

I — '

'^^y„^- Cette probabilité approche tellement de la certitude que

le résultat observé devient invraisemblable dans la supposition où

toutes les inclinaisons sont également possibles. Ce résultat indique

donc avec une très grande probabilité l'existence d'une cause primi-

tive qui a déterminé les orbites des planètes à se rapprocher du plan

de l'écliptique ou, plus naturellement, du plan de l'équateur solaire.

II en est de même du sens du mouvement des onze planètes, qui est

celui de la rotation du Soleil. La probabilité que cela n'a pas dû avoir

lieu est i j^- Mais, si l'on considère que les dix-huit satellites

observés jusqu'ici font leurs révolutions dans le même sens que leurs

planètes respectives, et que les rotations observées, au nombre de

treize dans les planètes, les satellites et l'anneau de Saturne, sont

encore dirigées dans le même sens, on aura i ^ pour la proba-

bilité que cela n'a pas dû avoir lieu dans l'hypothèse d'une égale pos-

sibilité des mouvements directs et rétrogrades. Ainsi l'existence d'une

cause commune qui a dirigé ces mouvements dans le sens de la rota-

tion du Soleil est indiquée par les observations avec une probabilité

extrême.

Voyons maintenant si cette cause a influé sur les mouvements des

comètes. Le nombre de celles qu'on a observées jusqu'en 1807 inclu-

sivement, en comptant pour la même les diverses apparitions de celle

de 1759, est de quatre-vingt-dix-sept, dont cinquante-deux ont un
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mouvement direct et quarante-cinq un mouvement rétrograde. La

somme des inclinaisons des orbites des premières est de 2622*^,944 6t

celle des inclinaisons des orbites des autres est de 2490*^,089. L'incli-

naison moyenne de toutes ces orbites est de 51*^,87663. Si dans la

formule (a) de l'article précédent on suppose e' = e et s = *^nh, elle

devient

/ aeN" / 2e \« 1

-["-T) +"i"-T-V "••]•

Dans le cas présent, n = 97, h = 100*^, e = 182*^, o33, et alors elle

donne la probabilité que la somme des inclinaisons doit être comprise

dans les limites 5o*^± 1*^,87664; mais le nombre considérable des

termes de cette formule et la précision avec laquelle il faut avoir

chacun d*eux en rend le calcul impraticable. Il est donc indispen-

sable de chercher une méthode d'approximation pour ce genre d'ex-

pressions analytiques ou de résoudre le problème d'une autre manière.

C'est ce que j'ai fait par la méthode suivante.

III.

Je conçois l'intervalle h divisé dans un nombre infini 21 de parties

que je prends pour l'unité, et je considère la fonction

en désignant maintenant par e le nombre dont le logarithme hyperbo-

lique est l'unité.

En l'élevant ii la puissance n, le coefficient de e'^^ du développe-

ment de cette puissance exprimera le nombre des combinaisons dans

lesquelles la somme des inclinaisons des orbites est égale à /. Cette

puissance peut être mise sous la forme

(l -i- 2 COSGT -f- 2 C0S2W -4- . , . -f- 2 COSiCT)".
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En la multipliant par dxse-'-'^'l-^ , le terme multiplié par é"^^ -^ dans le

développement de la puissance deviendra indépendant de ci dans le

produit; d'où il est facile de conclure que l'on aura le coefficient de

ce terme en prenant l'intégrale

(«') - Çdxs Ç,Q%lxs\\ + 2 COSTÏT + . . . 4- acostcj)'*.

depuis xs nul jusqu'à 17 = 7:,^ étant la demi-circonférence ou 200^,

car les termes de l'intégrale dépendants de ct ne redeviennent tous

nuls à la fois, et, pour la première fois, que dans ces limites.

Maintenant on a

I + 2 COSCJ -H. . .-H 2 COSIGJ

Soit ixs = tf on aura

cos irs — cos {i-\- i)xs

I — COSGI
cosinr

cosIgt sintoT

sinlcj

, . . cos—: sm t
cosinTSinfCT 11

COSiCT H h—-, = cos< H
SiniGT . t

sin—

:

•21

Le second membre de cette équation devient, à cause de i infini,

11
. sinl

De plus, si l'on fait

/ =1 ir y/«

,

on aura

cos /gj = cos ri V'/i

.

La fonction (a') devient donc

(a") J dtco?,rt\/n f )•

On a, en réduisant s>'mt en série,

"6"
180

t^-...,
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ce qui donne

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. La fonc-

tion (a") prend alors cette forme

nz '^ \ 180 /

Considérons les différents termes de cette fonction. On a d'abord, en

réduisant en série cosrt\'n et faisant t' = t i/^»

fdtcosrt^7ie~ '^= 4/^ I
dt'e-'"(i— -j^6i'»H !l_^6»/'*— . . .

).

L'intégrale doit être prise depuis t nul jusqu'à t infini, parce que i

étant infini, t ouïct devient infini à la limite vs = tz; l'intégrale rela-

tive à /' doit donc être prise depuis t' nul jusqu'à /' infini. Dans ce cas,

on a, comme je l'ai fait voir dans les Mémoires cités de l'Académie des

Sciences pour l'année 1778 (*),

On a ensuite, en intégrant par parties,

fl'-dt' €-''= -\t' e'''-+-\fdt'e-''\

En prenant l'intégrale depuis t' nul jusqu'à t' infini, ce second

membre se- réduit à j.^v"^. Généralement on a, dans les mêmes

limites.

On aura donc

/rficosr/ v^e""^= y/| iv^T? (.- îr» 4- ^)^* _...):= y'I iv^T^e"^".

(») Œuvres de Laplace, T. IX, p. 447.
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Le premier terme de la fonction («'") devient ainsi

(20^ /6

2 t yjii \ n

rr

Considérons présentement le terme

fnf'dte « cos rtsjn.

En intégrant par parties, ce terme devient

— 3<*e « QOsrt\/n-\-Zj'e « c/(«» cosr/^/i).

Mais on a

3/e ^ d(t^cosrt\/n)z=g f t*dte ^ cosrt\/n-{-3r
-^ J t^dte ^ cosrts/n;

on a ensuite

l't^dte ® cos/Yv//i= e * cosrfv^nH /^e ® d{tcosrt\/n)

et

t'/i _ _
Te ^ d{t cosrts/n) = fdtcosrt^ne * +'*;/": /^'^ ^ cosT^y/rt

y /i 2
'^

—- d
di-

--'- d - r.

e ^ -h r-z-e *

En réunissant ces valeurs et prenant l'intégrale depuis t nul jusqu'à /

infini, on aura

f'nt'^dte ' cosrt\/n = — i/— e ^''
(i - 6r^-h 3r')..

'> n \ in

On peut obtenir facilement de cette autre manière l'intégrale

_ îl?

Çdl cos rts/nt-f e ^ .

Pour cela, on substituera, au lieu de cosr^ yjn^ sa valeur
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Considérons d'abord l'intégrale

nous la mettrons sous cette forme

Faisons

cette intégrale deviendra

Mais elle doit être prise depuis tf= ^^~^ jusqu'à l'infini. La

partie ^^e-"^^"' de cosr/ sjn donnera pareillement l'intégrale

S

Q /

l'intégrale étant prise depuis i'=: —-,-^ jusqu'à l'infini. De là il est

aisé de conclure que l'intégrale fdtt'^^cosrt \ne ^ est égale à

l'intégrale étant prise depuis t' = — co jusqu'à /'= + oo, ou, ce qui

revient au même, à la partie réelle de l'intégrale

l'intégrale étant prise depuis t' nul jusqu'à t' infini. En faisant 2/= 4,

on a

e
fdtt^cosrt\/ne •= _ 33(, _6/«h- 3/») v^f tt,^

n-\Jn

ce qui coïncide avec le résultat précédent.

OEuvres de L. — WU 4©



314 SUR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES

La fonction (a'") sera ainsi réduite dans la série descendante sui-

vant les puissances de n,

21 s/i: \ n L 20/i J

On aura la somme de toutes les fonctions comprises entre — / et + /,

en observant que i est la différentielle de /; or cette différentielle est

idrsjii', on peut donc substituer dr\ln au lieu de -• La somme de

toutes les fonctions dont il s'agit est ainsi, en doublant l'intégrale,

(.V)'.y/5yrfr.-î'*[.-A(,_6r'+3r.) +...].

Pour avoir la probabilité que la somme des inclinaisons sera com-

prise entre — / et + /, il faut diviser la fonction précédente par le

nombre de toutes les combinaisons possibles, et ce nombre est (21)".

On a donc, pour cette probabilité.

Mais on a

2i — II, - = ry//î;

les limites de l'intégrale sont donc —^-r\jn et + -r^n; par consé-

quent la probabilité que l'inclinaison moyenne des orbites sera com-

prise dans les limites {h ~ et ^k -+- -^, sera exprimée par l'in-
2 y//i 2\/n

tégrale précédente.

Si l'on fait |r=^ = ^^ cette intégrale devient

2
/•

V'

ou

-^ fdse-^' L_-e.V35_253)+...l,
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Lorsque !a valeur de 5 à sa limite est fort grande, alors j.dsc~**

approche de ^ \/îr, de manière à en différer moins que d'une grandeur

quelconque donnée, si l'on augmente indéfiniment le nombre /i; de

plus, les termes suivants e~^\'5s — is^) deviennent alors en-
20 n

tièrement insensibles. On peut donc, par l'accroissement de n, res-

serrer à la fois les limites =+: —- et augmenter en même temps la

probabilité que l'inclinaison moyenne des orbites tombera entre les

limites ^A ± ——y de manière que la différence de la certitude à cette
2 v«

probabilité et l'intervalle compris entre ces limites soient moindres

que toute grandeur assignable.

Lorsque s est fort petit, on a, par une série convergente.

fds. .-«'

1.2 3 I .2.3 5

Cette série peut être employée lorsque s ne surpasse pas f ; mais

lorsqu'il le surpasse, on peut faire usage de la fraction continue que

j'ai donnée dans le Livre X de la Mécanique céleste,

J 4-

1 +
.+ *'

1 +

q étant égal à —^- La fraction continue se réduit, suivant
2 5^

I -t-

que l'on s'arrête au premier, au second, ... termes dans les fractions

suivantes, alternativement plus grandes et plus petites que la fraction

continue :

I I l-f-27 I-f-5çr i+gçf-4_8ç2

I J H- 7 \-\-Zq \ -hÇ>q -\- iq- i -hioq -^ ibq^

Les numérateurs de ces fractions se déduisent les uns des autres, en
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observant que le numérateur de la fraction t^^'"^ est égal au numé-

rateur de la fraction (i — i)''""'^, plus au numérateur de la fraction

(i — 2)''"*^ multiplié par (/ — i)q. Les dénominateurs se déduisent les

uns des autres de la même manière.

IV.

Nous pouvons maintenant appliquer nos formules aux comètes ob-

servées, en faisant usage des données de l'article II. On a, d'après ces

données,
nz=igy, /iz=:ioo*',

rh

ce qui donne

= 1^,87763,
2 y//i

^ \21 2 ^97 v^i = 0,45273 1

On peut ici faire usage de l'expression de l'intégrale jdse~^' en série,

et alors on a

La probabilité que l'inclinaison moyenne doit être comprise dans les

limites Se*'' ± 1*^,87663 est, par la formule («'^), égale à o,4933, ou ^

à fort peu près; la probabilité que cette inclinaison doit être au-des-

sous est donc \, et la probabilité qu'elle doit être au-dessus est {.

Toutes ces probabilités sont trop peu différentes de { pour que le

résultat observé fasse rejeter l'hypothèse d'une égale facilité des incli-

naisons des orbites, et pour indiquer l'existence d'une cause primi-

tive qui a influé sur ces inclinaisons, cause que l'on ne peut s'empê-

cher d'admettre dans les inclinaisons des orbes planétaires.

La même chose a lieu par rapport au sens du mouvement. La

probabilité que, sur quatre-vingt-dix-sept comètes, quarante-cinq

au plus seront rétrogrades, est la somme des quarante-six premiers

termes du binôme (p -^ qy\ en faisant /> = ^ = ^; mais la somme

des quarante-huit premiers est la moitié du binôme ou {; d'où il est



QUI SONT FONCTIONS DE TRÈS GRANDS NOMBRES. 317

facile de conclure que la probabilité cherchée est

97.96...50 / 48 48.47\
* i.2.3...48.2"V 5o 5o.5i/

Or on a

97.96...50 1.2. 3... 97 49.

1.2. 3... 48. 2»^ ~ (1.2.3. ..49)* 2"'

de plus, on a généralement, lorsque s est un grand nombre,

i.2.3,..5= 5 'e~*v/27r(n H...),
\ 125 J

ce qui donne

/48^Y''
ïi65

1.2.3. ..97 49 _ V 49 / 1164

On trouve ainsi la probabilité cherchée égale à 0,2718, fraction beau-

coup trop grande pour qu'elle puisse indiquer une cause qui ait favo-

risé, dans l'origine, les mouvements directs. Ainsi la cause qui a

déterminé le sens des mouvements de rotation et de révolution des

planètes et des satellites ne paraît pas avoir influé sur le mouvement

des comètes.

Si l'on néglige les termes de l'ordre -, l'intégrale -^ fdse-'* ou

—=K/-i dre * exprime la probabilité que la somme des inclinai-

sons des orbites sera comprise dans les limites — et —

h

2
— J

\Jn 2 2 sjii

mais cette même probabilité est, par l'article II, égale à

j-^-3-^-^^-^ [^(/^ + r Vn)''- «(« 4- rv/^- 2)'*

-+- — -{n +r\fn — ^y— ...

— (n — r\fnY -\- n(n — rsjn — 2)"

}
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cette fonction est donc égale à l'intégrale précédente. Or on a, sans

l'exclusion des quantités négatives élevées à la puissance n dans le

premier membre, l'équation suivante :

(n -h r^^n)'^ — n{n -h r \fn — 2)" H {n-\- r\f7i— 4)" — . . .

=: (n -H r\/Ti)"'— n{n -\- rsJTi — 2)" + . .

.

-\- (n — r'^^n)'^— «(« — /'v'/i — 2)" + . . .

.

Le premier membre est, comme l'on sait, égal à i.2.3. . .n. 2"; la

seconde expression de la probabilité devient ainsi, en éliminant

{n — r\/n)"— n{n — r\fn — 2)" -h . . . au moyen de sa valeur donnée

par l'équation précédente,

^^3YIV* "+ ^'V^'O" — '^('* + r\/n — 2)" + ...— 1.2.3... «.2"-^
|;

j . 2 . 3 . . . /î . 2

en l'égalant k l'intégrale qui exprime la même probabilité, on aura

cette équation remarquable

(b)

Si, au lieu d'éliminer {n — rsjn)" — n{n — ryjn — 2)" -f- . .
.

, on éli-

minait (/i + r^/zi) — n{n -h r\'n — 2) -h ..., on aurait une équation

qui coïnciderait avec la précédente, en y faisant r négatif; ainsi cette

équation a lieu, r étant positif ou négatif, l'intégrale devant commencer

avec r, et la série des différences devant s'arrêter lorsque la quantité

élevée à la puissance n devient négative.

L'équation (b) différentiée par rapport à r donne

/n r/ /— \«-i / /— \n-i 1
/~3" -?/•'

1.2.0,..{/i — 1)2"-*- * ^ ^ ^ ^ -"
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en différentiant encore, on aura

ô—

T

—[(n + rs/7iy-'-n{n+r^7i-2Y-'+...]^.-3ri/^e~^'"'
1.2.3. . .(n — 2)2'» "-^ * ^ \ V j y 27:

En continuant de différentier ainsi, on aura d'une manière très appro-

chée les valeurs des différentielles successives du premier membre de

l'équation (b), pourvu que le nombre de ces différentiations soit très

petit relativement au nombre n. Toutes ces équations ont lieu, r étant

positif ou négatif; et lorsque r est nul, elles deviennent

—r~^—^r„»-._„(„_,)»-.+ ^iiLiil)(„_4)»-._...l=./I,
1.2.3. ..(« — 1)2'*

[_
1.2 J y 2r.

ô—;
r-;;

['»""*— 'iC'ï — 2)"-*-+- ] =0,
i .2.6. . .{n — 2)2"

L

V /

..

';'^—5T— [n"-'— n ( n — 2
)«-' -h ]=—3i/-^,

1.2.3. ..(/t — 3)2"'- • y 271

l*

I . 2 . 3 ...(« — 4 ) :

_^__^ [,,«-._ «(„_,).-.+ ]=o,

Les seconds membres de ces équations sont zéro, lorsque l'exposant

de la puissance est de la forme n — 2s, ce qu'il est facile de voir d'ail-

leurs, en observant que

est la moitié de la série n"~'-^ — n(n — 2)" -*-i-..., sans l'exclusion

des quantités négatives élevées à la puissance n ~ 2s, série qui, étant

la différence finie /z'^*"* d'une puissance moindre que w, est nulle.

On peut, en intégrant successivement l'équation (b), obtenir des

théorèmes analogues sur les différences des puissances supérieures

à n; ainsi l'on a par une première intégration

(
î [(n + rs/ny^'-n(n^r^n~2y^'-^...~'S„]

(b') i
»-3-3...(«-Hi)V«-2" __
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les intégrales commençant avec r, et N„ étant égal à

«"+'—«(« — 2 )«+' +

Pour déterminer cette fonction, nous observerons que l'on a

n"+^ — n{n — 2)"+'+. .

.

[n(n — I ) , ,

,

~1

n" — « (« — 2 )'» H ^ —^ (/i — 4 )" — . . .

-!•- 2/i[(/i — I + /-'yZ/i — 1)"— {n — i)(n — ï -h r' \Jn — i — 2)" 4-, . .]

en faisant r' \'n — i = — i. On a ensuite

n" — «(n — 2)«-t-. . .

— 1.2.3 n.2«-',

car le premier membre de cette équation est la moitié de la série des

différences, sans l'exclusion des quantités négatives élevées à la puis-

sance n. De plus, si l'on change, dans l'équation (b), n dans n — i\

r en r', et si l'on y suppose ensuite r' = ; -, on aura à très peu

près

{n — i -h r' sjn — i
)" — {n — j) (n — i -\- r' s/n — j — 2

)" + . . .

= N„_,-hi.2.3.../iv/^r:=7.2"-'r ^,^^+__î :\/— ]•

L 2v/n — I
2(/i — I) V 2TrJ

On aura donc

N„-— 2nN„_, + i.2.3. ../i.2«-*4/—_-—^=:
V 27r ^/n — i

si l'on fait

N„=I.2.3.../i.2»Ô„,

on aura

ô«—0/1-1= -\/
,

ce qui donne à très peu près, en intégrant,

il est facile de voir que l'on peut négliger ici la constante arbitraire.
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Donc

N«=ri.2.3...(n-Hi)2«v/«|y/^'

partant

^ [(n 4- /-v/^y _ n(n -H r v/^ - 2)"-"' H- . . .]
1 .2.3. . .(n +- 1)2'» y/n

En intégrant de nouveau, on a

-— [(n + rv/^)"^'- «(« -t-rs/7i- 2)"'
I .2.3. . .(n 4- 2)2"/t

— /i'*-^-H- n(rt — 2)"-+-*— . . .]

y 27: 3 y 27r '^•^''^

toutes les intégrales devant commencer avec r. Mais on a

n"-^»— n{n — 2)"+»+ , ..r=:i.2.3...(« + 2)2'*-* v*

En effet, on a, comme on sait,

/ a^ Y
£i'*u = \e ''•* — 1/

en appliquant à la caractéristique d les exposants des puissances de

^» dans le développement du second membre de cette équation, et a

étant la variation de œ. Si l'on fait u = a^^^, on aura, sans exclusion

des puissances des quantités négatives,

{x -h 2n y-^* — n ( a; -f- 2 n — a)"-^*+ . . .

„ , , ^Z^* «no? a*n* <x*n\= i.2.3...(n4-2)«'.(^- + -^ + ^-+3-gj,

ce qui donne sans cette exclusion, et faisant x = — n et ol = 2,

n'^*— n{n — 2)''-^»4-.
. .=ri .2.3. . .(n -h 2)2'»^,

o

OEupres de L. — W\. ^l
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et, avec l'exclusion des puissances des quantités négatives,

on a donc

in+'i_fi(^fl _ 2)«+2_^...=:i.2.3.. .(«+ 2)2'»-»^;

__[(„ _u r v/^)"-*-*- «(« + /• v/;r- 2)"-^' +.. .]
1.2.3. . .(/i H- 2)2''/l

3 -, 2

et ainsi de suite.

VI.

Le problème que nous avons résolu dans l'article I, relativement

aux inclinaisons, est le même que celui dans lequel on se propose de

déterminer la probabilité que l'erreur moyenne d'un nombre n d'ob-

servations sera comprise dans des limites données, en supposant que

les erreurs de chaque observation puissent également s'étendre dans

l'intervalle h. Nous allons maintenant considérer le cas général dans

lequel les facilités des erreurs suivent une loi quelconque.

Divisons l'intervalle A, dans un nombre infini de parties i-\-i\ les

erreurs négatives pouvant s'étendre depuis zéro jusqu'à — i, et les

erreurs positives depuis zéro jusqu'à i'. Pour chaque point de l'inter-

valle h, élevons des ordonnées qui expriment les facilités des erreurs

correspondantes; nommons q le nombre des parties comprises depuis

l'ordonnée relative à l'erreur zéro jusqu'à l'ordonnée du centre de gra-

vité de l'aire de la courbe formée par ces ordonnées. Cela posé, repré-

sentons par 9 ( .

^
., j la probabilité de l'erreur 5 pour chaque obser-

vation, et considérons la fonction

En élevant cette fonction à la puissance w, le coefficient de e^'^v'-'
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dans le développement de cette puissance sera la probabiHté que la

somme des erreurs de n observations sera r, d'où il suit quo, en mul-

tipliant la fonction précédente par ^y v/^ et élevant le produit à la

puissance «, le coefficient de é"^^ dans le développement de ce pro-

duit sera la probabilité que la somme des erreurs sera r-^-nq. Ce

produit est

le signe V devant s'étendre depuis r = — i jusqu'à r = i' . Si l'on fait

q q' I dx
i -ht' A

'

f -h i' A
'

i-\- i' h
*

la fonction (o) devient, en réduisant les exponentielles en séries,

<i±i:):[/,(|)...(,-.o.v^/^.(f)..

X est l'abscisse dont l'ordonnée est çf r^ ]> l'origine des abscisses cor-

respondant à l'ordonnée relative à l'erreur zéro ;
q' est l'abscisse corres-

pondante à l'ordonnée du centre de gravité de l'aire de la courbe; les

intégrales doivent être prises depuis x = -—
r, jusqu'à x = -—-,- On

a, par la nature du centre de gravité de la courbe,

en faisant

la fonction précédente devient ainsi
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Si, conformément k l'analyse de l'article IV, on multiplie la fonc-

tion (o) par 2C0s/ct, le terme indépendant de ct dans le produit ex-

primera la probabilité que la somme des erreurs sera ou nq — / ou

nq -h l; en multipliant ce produit par dxs, et intégrant depuis ct nul

jusqu'à CT^u, l'intégrale divisée par ir exprimera cette probabilité

qui sera ainsi, en rejetant les puissances impaires de cr, qui sont multi-

pliées par s]— I et qui résultent du développement des sinus de ct et

de ses multiples dans la fonction (o),

. ,. {i-\-i'Yk^ 1 r . V k' . .,,, - "I'»,(o') j-/ _JcOS/Gl[^I-^(t + l')»CT*4-...J dm.

Soit présentement

on aura

I ï(^ + *')^^^H- • • • une expression de cette

forme
~^nt*

La fonction (o') deviendra donc

ii-\- i')"k'* 2 I

(o")
A"

2 I /* It 7 nt'

- -. -, I COS-. r.dte ^'' (i -h A«^*H-. . .).

L'erreur de chaque observation devant nécessairement tomber dans

l'intervalle A, on a

{i^i')k = 1.

Soit j—j, = ^\//î; l'expression précédente deviendra, on n'ayant égard

qu'à son premier terme,

A-

—— rj- fcosrtvne ^* dt.
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ce qui, en intégrant depuis t nul jusqu'à / infini, devient, par l'analyse

de l'article III,

{i-^i')sjTz\ ^^'f^

Si l'on multiplie cette fonction par di, en l'intégrant on aura la pro-

babilité que la somme des erreurs sera comprise dans les limites

nq ±lo\inq ± (iH- i')r>/n; or on a

dl::^ ( t + i' ) dr s/n ;

cette probabilité sera donc

~rK -Ti h dr.
VÎT y ik' -^

ï -h i' étant égal à h, et q' pouvant être substitué pour q, les limites

précédentes deviendront

nq'± hryfây

et celles de la moyenne des erreurs seront

rh

Dans le cas que nous avons considéré dans l'article III, q' est nul;

k = hy k' — ~h\ Texpression précédente devient, en y faisant r = ^r',

et les limites de la moyenne des erreurs sont db ?-pr- : ce qui est con-

forme à l'article cité.

En général, q' est nul lorsque la courbe des facilités des erreurs est

symétrique de chaque côté de l'ordonnée correspondante à l'erreur

zéro. Si la loi des facilités est représentée par k{{h^— x^), on aura

k=^h^y 2k'=^h^
o oo
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et, par conséquent,

2^'

A-

10
;

ainsi la probabilité que l'erreur moyenne des observations sera com-

prise dans les limites ± -p sera
sjn

En appliquant à ce cas la méthode de l'article I, on aura l'expres-

sion de la même probabilité par une suite d'un très grand nombre de

termes, analogue à celle des différences finies, par laquelle nous avons

déterminé la probabilité dans le cas d'une égale facilité des erreurs.

Mais cette nouvelle suite, que nous avons donnée dans les Mémoires

cités de l'Académie des Sciences pour l'année 1778, page 249 ('), est

trop compliquée pour offrir par sa comparaison avec l'expression pré-

cédente de la probabilité des résultats qui puissent intéresser les géo-

mètres.

Dans le cas où les erreurs peuvent s'étendre à l'infini, l'analyse pré-

cédente donne encore la probabilité que l'erreur moyenne d'un très

grand nombre d'observations sera resserrée dans les limites données.

Pour voir comment on peut alors appliquer cette analyse, supposons

que e p soit l'expression de la facilité des erreurs, l'exposant de e

devant toujours être négatif et le même pour des erreurs égales posi-

tives et négatives. En supposant les erreurs positives, on aura

Ce~ ~Pdx —p\\ — é~ ^>),

en prenant l'intégrale depuis x nul jusqu'à x = ^A. Pour avoir la va-

leur entière de k, il faut doubler cette quantité, parce que les erreurs

négatives donnent une quantité égale à la précédente; en supposant
h

donc h assez grand pour que e ^p disparaisse devant l'unité, ce qui a

lieu exactement dans le cas de h infini, on aura à très peu près

k = 2/?.

(*) OEuvres de Laplace, T. IX, p. 404.
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/r' dx - -

ainsi

La probabilité que l'erreur moyenne sera comprise dans les limites

± -p sera donc

— e ^P' dr.

Soit rh — r'p, les limites deviennent rt ^, et la probabilité que
yn

l'erreur moyenne sera comprise dans ces limites devient

-^fe * dr';

alors la considération de h supposé infini disparaît.

VII.

Le moyen qui nous a conduit à l'équation (è) de l'article V laissait

à désirer une méthode directe pour y arriver; sa recherche est l'objet

de l'analyse suivante.

Désignons par (p(r, /2) le second membre de cette équation qu'il

s'agit de déterminer; en la différentiant par rapport ii r, elle donnera

^^^3-L^-^ [(« + r^)'- -„(« + ry/;;- ,)-+...] = -L ,.(,, „),

ç'(r, w), <p"(''» '*)• • • • désignant les différences successives de <p(r, «),

divisées par les puissances correspondantes de dr; mais on a

{n + rs/Ti)"-'-n{n -h rs/n - a)"-* 4- ^^^"'^ {n -+- ry^- 4)"-' -. •

.

= (/i — I -4- r'
v//j
— i)""'— (n — i) (« — I + r' v^/i — I — a)""' -i-. .

.

_(„_, + ,»yÇ7Zrr)""'-4- (n - i) (/j — I -H r^y/^T^^ - a)""' — . . .,
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en faisant
/•' \Jn — I = r yZ/î + r , r" \Jn — i

— /• yZ/i — i

.

«

L'équation {b) donne, en y changeant n dans n— i,

-^^^ [ (« — i-h r' v/« — i)""*— {n — i) (« —1+ r' \ln — i— 2)""*+.
.

.

I .2.3. . .(« — l).2'

_(„._!+ r"Vn'=^)""'-i- (« -i){n -1+ r'V^^^^- a)""'-. ..]

= 9(r', « — i) — cp(/-", n — i);

on a donc cette équation aux différences partielles finies et infiniment

petites

{p) 9(/-',n — !) — (?(/•", /i — i)= 7=9'(/', n).

S/n

On peut obtenir une seconde équation de cette manière; on a

(« + r\/n)"— n(n -+ r\Jn — 2)" h -(^n + r\/7i — 4)"— • • •

= (n + /'V^/i) [(« + r\/nY~^— n(/i + r\/n — 2)'*"* + . . .]

-+- 2 n [( « + r y//^ — 2
)"""* — ( n — i) \n -\- r \/n — 4J~ + • • • J

•

L'équation (b) donne, en la différentiant par rapport à r,

I .2.3. . ./i.2'* "-^ * ^

et la même équation donne, en y changeant comme ci-dessus n dans

w — I et r en r",

- [(« - I + r'V^r^^)"-' - (n - I) (« - 1+ r'V^^=^- 2)""' 4-
. . . ]

1 .2.3. . . n.2'

— 9(r", n — i)+l;

donc
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substituant cette valeur dans l'équation (h), on aura

Cette équation, combinée avec l'équation (/>), donne

iq')
/^- -^ + M 9'(/-, n) + <p(r', « - I) = (f{r, n).

On a

r
\ 2/i Sn- j i/^ \ 2/t 8/1* /

/•"rzirf l-t- — 4-^-^ +...) ^(l+ — + ô-^H-...).
\ an 8 n*

/ J^ \ in 8 n^ /

En substituant ces valeurs dans les équations (y) et {([') et en déve-

loppant en série les fonctions 9(/'', n — \) et <p(r", /z — i), on voit

que ces deux équations ne diffèrent qu'en ce que les termes affectés

de — ont des signes contraires; on peut donc égaler séparément ii

zéro les termes du développement de l'équation (y) qui n'ont point

yfn pour diviseur, et alors on a une équation de cette forme

(

^,[3^?'(/-, n-i)4-?'(r, /i-i)]

(r) ^
— ^(r, n) — o(r, n — i) — ^[(p'(/-, «) — (p'(/-, n — i)]

M M'
-t- -^ -+- -T + . .

.

,

n} n}

M, M', . . . étant des fonctions rationnelles et entières de r, multipliées

par les différentielles de (p(r, n — i), et qu'il est facile de former. On

trouve ainsi

L'équation (/>) donne, cr) l'intégrant et désignant par 9,(''' '0

OEuvret de L. -^ IM, 4 3
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l'intégrale fdr (^(r, n), commençant avec r, et observant que

9,(r', « — — 9,('""> n — i)= Jl— 9(r, n).
y/i — I

En substituant pour r' et r" leurs valeurs précédentes et développant

en série les fonctions ç/r', /i — i) et «pX'^'» '^ "~ ï)» ®" ^ ^"^^ équation

de cette forme

[çCr, /0-9(a-, n — i)]
V^/i
—

(/•') / = --L=[3r9'(r, «-i) + 9"(r, n-i)]
6 /i v /i — I

N N'

n' \/n — I n? s]n — i

N, N', — étant des fonctions de la même nature que M, M', ... et

qu'il est facile de former de la même manière; on trouve ainsi

N= -g- 9'(r, n-i)4-^î-^^9"(>-, n-i)

4- -^ 9«'(r, n - I) + ^ 9'^(r, « - i).

Si l'on substitue dans l'équation (r), au lieu de
(f
(r, /^) — <p(r, « — i),

sa valeur donnée par l'équation (r'), on aura

^[3r9'(/-, /i — i)-H9"(r, « — i)]

(*) { ="67^ ^-[3/-9(/-, /i-i) + 9"(r, n-i)]

M + N M^+ N' _ _1 ^ _ Z; ^ _
«* /i'

' '
ri^ ~dr li* dr'

Pour intégrer cette équation, supposons

, , „„ , n(r) r(r)

en substituant cette expression dans l'équation précédente, et compa-
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rant les coefficients des puissances descendantes de /i, on aura les

équations suivantes

-I3r n'(r) -+- n'Cr) = - ir^ [3r W(r) 4- V(r)] + 3(M -+- N),

M et N étant ce que deviennent M et N lorsqu'on y change ^(r, n — i)

dans V(r). En continuant ainsi on aura les équations nécessaires pour

déterminer T(r) et les fonctions suivantes.

La première équation donne, en l'intégrant,

W'ir) = Ae »
,

A étant une constante arbitraire. Pour intégrer la seconde, on doit

observer que les expressions précédentes de M et de N donnent

M =rr^ (, _ r«) e""*"', N =-— (I - r«) e~'*''\
4 20

L'équation en U.\r) devient ainsi

^ ao

en la multipliant par e* et intégrant, on aura

n'(r) = B e~"«^'-+- — (6r»- 3r*) e"*'"*,
20

B étant une seconde arbitraire. On aura de la même manière r'(r), . . .

,

et l'on obtiendra ainsi <p(r, n — i).

Pour déterminer les arbitraires A, B, ...» nous observerons que,

si Ton intègre rdr<^'(r, n — i) depuis r nul jusqu'à r~ \fn, ce qui

revient h le prendre jusqu'à r infini, parce que l'on peut négliger les

_ s

termes multipliés par l'exponentielle c *
, à cause de la grandeur

supposée à /2, on aura pour cette intégrale une quantité que nous



332 SUR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES

désignerons par Li/— » L étant une fonction linéaire de A, — > •••;
^ ^ y 2n n

mais, lorsque r=\Jn, le premier membre de l'équation (b) devient,

quel que soit n, égal à ^ ; on a donc

L —L
2,11 2

En égalant à zéro dans cette équation les coefficients des puissances

successives de -» on aura autant d'équations qui détermineront les

arbitraires A, B, ...; ainsi ç'(r, n — \) étant, par ce qui précède,

égal à

(^A + - +. . .^ e~~*'"V— (6/-»- 3/-*)e"'""4-. . .,

\ n J ion

on a, en intégrant depuis r nul jusqu'à r infini,

égalant cette quantité à | et comparant les puissances de -» on a

A = l/— , B=:-—

,

20=v/-'V 27r

ce qui donne

/T" _ ? ,.t r 5 -1

©'(r, w — 0= t/— e * I ï_(i_6r2+3rM-f-... .
^ y 271 L 2on J

En changeant n dans /i + i et négligeant les quantités de l'ordre -j>

on aura l'expression de (p'(/', /z) qui résulte des articles III et V; car

on voit, par l'article V, que ^(r, n) doit être un demi de la probabilité

que nous avons déterminée dans l'article IV, et dont la moitié est

égale à l'intégrale de dr multipliée par cette expression de ^'(r, n).

VIII.

On peut réduire les équations {q) et {q') à une seule équation aux

différences infiniment petites et finies. En effet, si dans l'équation {q)
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on augmente r de -^; alors r" se change dans K, et l'on a

1

^7^
+ -;r^y'T'(' + ;|'")-*-T(^''"-)=?('-^;|"')-

En retranchant de cette équation l'équation (^'), membre à membre,

on a

a

Soit s = rsfriy et désignons ^(r, n) par ^(*), ce qui donne

et, par conséquent,

9'(r,/0 = V^T'(5);

l'équation précédente deviendra

^•'(5 -h 2) H- ^^'(5) = 1F(5 -+- 2) - q^(5) — i±^ ^^'(5 + 2) + - ^*'(5).

En différentiant, on aura

iw\s
+ 2)4- q^'(*) = [^'{s H- 2 ) - »F'(5)] ^—

i

-:^^^W(5 + 2)+- ^"(5).

Cette équation est susceptible de la méthode générale que j'ai pré-

sentée dans les Mémoires de l'Académie des Sciences pour l'année 1782,

page 44 (')• ^^ ^^^^ donc, conformément à cette méthode, et en em-

ployant les cosinus au lieu d'exponentielles,

(*) Œuvres de Laplace, T. X, p. 249.
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Il s'agit de déterminer la fonction 11(0 et les limites de l'intégrale.

Pour cela, on substituera cette intégrale, au lieu de ^'(*)» ^^"^

l'équation {x)y et l'on fera disparaître les coefficients s -\- 1 et ^ de

cette équation au moyen d'intégrations par parties; on aura ainsi

( 0= — sin(5 4- i)^sinin(0

iy)
\ ^ p t

•

t ^
/ + /sin(s + i)m<cosi — sinOn(0— —^n'(oU^.

Suivant la méthode citée, on détermine n(f ) en égalant à zéro la fonc-

tion sous le signe intégral, ce qui donne

o = («cosf — sinOn(0— ^^^n'(0,

d'où l'on tire, en intégrant,

et, par conséquent,

W'(5) = A fcosslf^Ydi = A fcosrts/Jif^ydt,

A étant une constante arbitraire. On aura ensuite, par la même

méthode, les limites de cette dernière intégrale en égalant à zéro

la partie hors du signe y dans l'équation (y); or, cette partie est

nulle lorsque t est nul et lorsque t est infini, parce que ll(t) devient

nul alors. On peut donc prendre / = o et ^ = oc pour ces limites. Cette

expression de ^'(*) ^^^ ^^ ^^ même forme que celle que nous avons

trouvée dans l'article IV, pour la probabilité que la somme des incli-

naisons des orbites de n comètes sera — ± -—-; et, en la traitant
2 2

par la méthode de l'article cité, on arrivera, pour déterminer cp(r, n),

aux mêmes formules que nous venons de donner.
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ÏX.

On peut étendre les recherches précédentes aux différences des

puissances fractionnaires. Pour cela, considérons la fonction

(n — i){n — i — i){n — i—2)...(f—i)2''-i{(n-^-r\fny~^—n(n-^r\/n-iy~^

H
'- (n + rv^ — 4)'*~^+ - • • »

1.2 J

t étant un nombre quelconque entier ou fractionnaire très petit rela-

tivement à /i, et/ étant le nombre immédiatement supérieur à i. En

désignant cette fonction par (^(r,n), on aura d'abord, en suivant

l'analyse précédente, l'équation (/?). On aura ensuite, au lieu de

l'équation (q), celle-ci

En combinant ces deux équations et réduisant en série, comme

ci-dessus, on aura, en négligeant les puissances supérieures de ->

o= 3r 9'(r, n — i) + 9''(r, n — i) + 3icp{r, n — i),

et, en changeant n — i en n,

(m) o r= 3r9'(r, n) + 9"(r, n) +- 3/(p(/', /»).

On satisfait à cette équation lorsque i est un nombre entier en faisant

A étant une constante arbitraire et la caractéristique différentielle d

devant être changée dans le signe intégral y , si i — i est négatif, et

alors on obtient les résultats précédents; mais, si i est fractionnaire,

l'intégration de l'équation (u) présente plus de difficultés. On peut

l'obtenir alors par des intégrales définies.
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Considérons le cas de i = {; on aura pour l'intégrale de l'équa-

tion (u)
r —

—

cp(r, /i)^ / ——e '^ {azQ's.rx -\- b^va.rx)dxy
J V^

a et b étant deux constantes arbitraires, et l'intégrale étant prise

depuis a^ nul jusqu'à x infini. En effet, si, conformément à la

méthode exposée aux pages 49 6t suivantes des Mémoires de l'Aca-

démie des Sciences pour l'année 1782 ('), on fait

<p(/-, n) = j cosrxW{x) dx

\

en substituant cette valeur dans l'équation différentielle (m), et fai-

sant disparaître le coefficient r de cette équation au moyen des inté-

grations par parties, on aura

o=iZxc(i^rxW{x) +fcosrx[{\ — x^)dxW{x) — id.xW^x)].

Suivant la méthode citée, on détermine "^{x) en égalant à zéro la

partie sous le signe J, et l'on a

o — {\ — x^)dxW{x) — Zd.xWi,x),

équation qui, intégrée, donne

4 a, — x^

W{x)=~e ' .

^x

On détermine ensuite les limites de l'intégrale en égalant à zéro la

partie 3xcosrxW(x) hors du signe intégral. Cette partie devient

Sayxcosrxe ®
,

et elle est nulle avec x et lorsque x est infini. Ainsi l'intégrale

dx

\fx

doit être prise dans ces limites. Si, au lieu de l'intégrale

r cosrxW{x)dx,

(1) OEuvres de Laplace, t. X, p. 254 et suiv.

/:
_1

cos 7'x e •
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MOUS eussions considéré celle-ci,

fs'inrx ^{x)dx,

nous aurions trouvé pour W(x)

b -Ir.

s/x

La réunion de ces deux intégrales est donc l'intégrale complète de

l'équation (u).

Pour déterminer les constantes a et 6, nous observerons que, si l'on

- x' ,. r i --
Ï'A\{ r =

\l
n Qi X ^= —=i l'intégrale / -^e ^ {aco^rx -{-b^'\i\rx)dx

\Jn J \/x

devient

I fax'
ZO'&x' -\- b'&\ï\x')e *".

Lorsque n est un très grand nombre, on peut supposer le fac-

teur e *" égal à l'unité, dans toute l'étendue de l'intégrale prise

depuis x' nul jusqu'à x' infini, car alors ce facteur ne commence

à s'écarter sensiblement de l'unité que lorsque x' est de l'ordre y^»

et l'intégrale, prise depuis une valeur de cet ordre pour x jusqu'à

x' infini, peut être négligée relativement à l'intégrale entière. Main-

tenant on a, comme je l'ai fait voir dans le Tome VIII du Journal de

l'École Polytechnique, page 248,

/dx' cosx' /'dx's'inx' r,
—

L'intégrale précédente se réduit donc à

I /— a -\-. b
-îV^TT-——

;

c'est l'expression de ç(r, n) lorsqu'on y fait r= \,'n. Alors on a

^(,,„)=_^;^—^L'-L„(„_,)'-i+^^(£.=i>(„_,)"-L..;
^

1 .3.5. . .(2/1 — i) L 1.2 ^ ''

OEuvre* de !.. — XH. 43
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La formule ( [k") de la page 82 des Mémoires de l'Académie des Sciences (
'

)

pour l'année 1782 donne, en n'ayant égard qu'à son premier terme,

n I / 2
n(n — i) *+ ...= — 1.3,5. .. (2 /i — i)i / —',

on a donc

/i* y/rc

Si l'on fait ensuite dans (p(r, /z), r= — yjn, cette fonction devient

nulle; on a par conséquent

J V-^

OU

ce qui donne

Donc

o = 1 -—i:(«cos;r — osmo?),

azzz b.

a^=:i br=z —-—

et, par conséquent.

(jp
( /', rt ) =r —

J

/ __ e * (cosr^ 4- sin/-.r)

1X-) .

ou

/ X
' f dx(Q-\' 1X-) . -X /,N

^n'^sfUj x^

les intégrales étant prises depuis x nul jusqu'à x infini.

La même analyse nous conduit à déterminer généralement cp(r, n),

quel que soit le nombre i. En le supposant moindre que l'unité, on

(») OEuvres de Laplace, T. X, p. 285.

(2) Cette formule est fausse, puisque, pour /• = o, le second membre s'annule sans

(juMl en soit de même du premier, La formule exacte est

t \
I r • -Ç/2a.-2-f-3 „ \clx

{Note de l'Éditeur.)
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satisfera à l'équation différentielle (u) en <p(r, n) par la supposition de

?(

r --
i e ^

a Çiib étant des constantes que l'on déterminera ainsi,

En supposant r = y/n^ on aura

{i — i){2 — i)...{n — i)

s croissant de l'unité et étant nul à l'origine. La formule ((x") de la

page 82 des Mémoires de l'Académie des Sciences pour l'année 1 782 (
'

)

donne, en ne considérant que son premier terme,

à'>s''-'={i-i)i2-i)...(n-i)^;

on a donc, dans le cas de r = \/n.

9(r,n) = ^.

Si Ton fait ensuite, dans l'expression précédente de <p(r, w), r= \Jn

et X = -^> elle devient

m_^^
e ^"{acosx'-\- bsiax')dx';

or on a, par les formules du Tome cité du Journal de l'École Poly-

technique, page 260,

cosx' ax'=: - ces— )

i aJ ^''»-'5

/i . , , , k . ijz
... ,.. sm x' dx'= - sm —

,

k étant l'intégrale / die ' prise depuis/ nul jusqu'à i infini; en pre-

nant donc pour l'unité le facteur e '"
, comme on le peut lorsque n est

( •) Œuvres de Laploce, T. X, p. 285.
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un très grand nombre, l'expression de !p(r, n) devient

k { iit , . i-n—.- a cos— + sm—
. I \ 2 2

2'

En l'égalant à -7? on aura

in , . in t.
2'

rt cos h^Slll — = T.
2 2 i

An*

En faisant ensuite r= — yjn dans r^{r,n), il se réduit à zéro; mais

alors, dans son expression en intégrale définie, sinra; se change dans

— 'è'mxsjn. De là il est facile de conclure que l'on a
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X intini, on a

(— i)''e-*«

On a généralement
p—sa.

lorsqu'on suppose a infiniment petit; car, si l'on développe e~*" dans

une série ordonnée par rapport aux puissances de 5a, toutes les

puissances de s inférieures à n deviennent nulles dans la fonc-

tion ùi"—^^^, et toutes les puissances égales à « ou supérieures sont

nulles par la supposition de a infiniment petit. Il suit de là que

^"f^^Zi^ est égal à

(-

^(-^-^,)...(n-0

l'intégrale étant prise depuis x nul jusqu'à x infini ; or on a

en faisant ensuite x = —» on a
s

les deux intégrales étant prises depuis x et x' nuls jusqu'à leurs
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valeurs infinies; on a donc
/*e-^' Ht.'

p-

ce qui donne

2/

re-'^ie-""— i)"d.x

x'^f

équation qui est la même que la formule ([jl'") des Mémoires de l'Aca-

démie des Sciences, pour l'année 1782 ('), comme il est facile de s'en

convaincre.

Supposons i'=n — i et / un nombre entier positif. Si l'on fait

ntégralc /

'

s = ^—> l intégrale /
^^

—

.. ,^. deviendra

1 /- / X x\ n-rx ^n
, / — -r

r* dx le * — (

x^f

Faisons x = 2x' yj— i , et alors cette dernière intégrale se transforme

dans la suivante

—^—j— / —-{cosrx'^n -{-\/— i sinrx'\/n)(—^j dx'

;

—),7 J x'^f

on a donc

A" 5« -'=—:—+ I ) ... (/l —

{x) I I -^(co&rx'\/n-^\/^^ismrx'\Jn)( —7-j dx'

1 ^J ^'^ !____,X
^—dx'
JÎ~f

les intégrales étant prises depuis x' nul jusqu'à x' — ±co.

( '
) OEuvres de Laplace, T. X, p. 287.
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Supposons d'abord / infini; on a généralement k^^ = i en négli-

ant les termes de l'ord

les logarithmes, on aura

ce qui donne

géant les termes de l'ordre ~; car si l'on fait k*^ = i -+- 7, en prenant

-^\0gk=z\0g{l-hq).

Cela posé, l'équation précédente devient

(n — IH n— IH •

^"^
1 1.2.3. ..(n — i) „ /V / ,

/- . , /-\/sinJ7'\'» .
,

I = ^ ^2"
I {\/— I cosrx \/n — sinrx'\/n)l j— \ dx';

or on a, avec l'exclusion des puissances des quantités négatives,

— (— 0'^L(« + 'V'0 «/-«(/i + /-v/«
— 2) '^H-...J.

l'^est susceptible de 2/ valeurs dont une seule est réelle et égale à

l'unité. On obtient ces valeurs en observant que

I = CCS 2 In -h v/— I sin 2 In,

et qu'ainsi

i*f= (cosiln -+-)/— I sin2/7tW=:cos

—

^r -i-v^— I sin —^r»

/ étant un nombre entier positif qui peut s'étendre depuis /= 1 jus-

qu'à /= 2/. Pour avoir la valeur réelle de i*-^, il faut donner à / sa

plus grande valeur 2/. Alors la partie imaginaire de l'expression pré-

n-l — —
cédente de 1"$ *f est produite par la partie affectée de (— i)*A

Cette dernière quantité a pareillement 2/ valeurs représentées par



3U SUR LES APPROXIMATIONS DES FORMULES

(il — I ) TT / . (2I — OtTi i , , , 1 1

cos ^^ ~—h \J— I sin ^^

r-.
— j / pouvant encore s étendre depuis

1

/= I jusqu'à /= 2/. Mais, ayant choisi /= 2/ pour avoir i^^, nous
1

devons pareillement choisir cette valeur de /pour déterminer (—1)*',

et alors la partie imaginaire de (— i)*-^ devient y/— i sin -• ; et,

dans le cas de /infini, elle devient — \'— 1 —z\ ce qui donne, en né-

gligeant les termes de l'ordre -j:^

TZ^ -

— [(n+/V'*)" * — «(/i + /V'* — 2)" '-!-...],

pour la partie imaginaire de l'expression précédente de

n — H ;i— 1 H

2 2/ A" S »A

En l'égalant à la partie imaginaire de l'expression donnée par l'équa-

tion (s), on aura

(« H- /'yZ/i)" ' — /i(/î -f- /V" — 2)" '-f-... I

1 .2.3. . .(/i — 1)2"
-

I
co&rr's/n I —^y— 1 dx'.

Le second membre de cette équation étant intégré par la méthode de

l'article III, on aura les mêm«s résultats que ci-dessus.

Supposons maintenant, dans l'équation (x), /~ i, on aura, en y

changeant x' en — x" dans le numérateur du second membre, et ob-

servant que l'intégrale / -^e~^'^a;' du dénominateur est égale à v^-nr,

\"s ^— ^=:=- (—1)* / -=: (cos/-^V" — V— ï sin/-xV«) T- dx".
2«-lv/27l J \/^t"

^ ' \ x' J

Ici les intégrales doivent être prises depuis x" nul jusqu'à x" infini.

On a, en excluant les puissances des quantités négatives,

2" 2 A"/ ^ = (n~ r^/n) ^— n{n — r^n — 2) ^+ ...

— s/—^[{n->rr\/n) ^— n{n + r\/n — 2) ^+ ...].
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En substituant cette valeur dans l'équation précédente et prenant

-— au lieu de (— i)* , on aura, en comparant les quantités réelles

aux réelles et les imaginaires aux imaginaires, la double équation

(^n±r\fn^ '

—

n{n±r — 2) '+...

1 .3.5. . .(an — 1)

Si l'on réduit en série ^^

—

—, et si l'on fait a?"= -=> on aura

I— -7- +...;

~'
/sîn/i"\'*

on pourra donc substituer e " au lieu de (
——

)
> et alors le second

membre de l'équation précédente devient

—j—-— / — (cosr^ ±: sinrO e ' dt,

ce qui coïncide avec les résultats de l'article précédent.

En généralisant cette analyse, on parviendra facilement à cette ex-

pression rigoureuse, t étant moindre que l'unité et les puissances des

quantités négatives étant exclues,

1.2' C ^ • ( r- f7c\ /sinarX» ,

l'intégrale étant prise depuis x nul jusqu'à x infini, et^ étant l'inté-

_ 1

grale je 'c?j? prise dans les mêmes limites. On aura, par des différen-

tiations successives, les valeurs relatives à i plus grand que l'unité.
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SCR LES

APPROXIMATIONS DES FORMULES
QUI SONT FONCTIONS DE TRÈS GRANDS NOMBRES.

Mémoires de l'Académie des Sciences, V^ Série, Tome X, année 1809; 18 10.

J'ai fait voir, dans Particle VI de ce Mémoire, que, si Ton suppose

dans chaque observation les erreurs positives et négatives également

faciles, la probabilité que l'erreur moyenne d'un nombre n d'observa-

tions sera comprise dans les limites ± — est ésale à

;lv/5/--'"^-
4 /-A. Cdr.-'

v/tt

h est l'intervalle dans lequel les erreurs de chaque observation peuvent

s'étendre. Si l'on désigne ensuite par ©( ? )
la probabilité de l'erreur

±x, k est l'intégrale j dxr^l^j étendue depuis x = — ^h jusqu'à

a?= ^A; A:' est l'intégrale 1 tî^^9(t) prise dans le même intervalle;

TT est la demi-circonférence dont le rayon est l'unité, et c est le nombre

dont le logarithme hyperbolique est l'unité.

Supposons maintenant qu'un même élément soit donné par n ob-

servations d'une première espèce, dans laquelle la loi de facilité des

erreurs soit la même pour chaque observation, et qu'il soit trouvé

égal à A par un milieu entre toutes ces observations. Supposons

ensuite qu'il soit trouvé égal à A-f-y par n' observations d'une se-
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conde espèce, dans laquelle la loi de facilité des erreurs ne soit pas la

même que dans la première espèce; qu'il soit trouvé égal à A-h^' par

n" observations d'une troisième espèce, et ainsi de suite. On demande

le milieu qu'il faut choisir entre ces divers résultats.

Si l'on suppose que A -h a? soit le résultat vrai, l'erreur du résultat

moyen des observations n sera — x, et la probabilité de cette erreur

sera, par ce qui précède,

_i_ /_k
i/TT T ^ CLOO

on a ici

_rh
\Jn

ce qui transforme la fonction précédente dans celle-ci

a étant égal à -^y/^.

L'erreur du résultat moyen des observations n' est ± (^ — x), le

signe -h ayant lieu, si q surpasse x, et le signe — s'il en est surpassé.

La probabilité de cette erreur est

a' exprimant par rapport à ces observations ce que a exprime relative-

ment aux observations n.

Pareillement l'erreur du résultat moyen des observations «" est

± {q' — x), et la probabilité de cette erreur est

a" étant ce que devient « relativement à ces observations, et ainsi du

reste.

Maintenant, si l'on désigne généralement par T(— x),^'{q — x),

W'{q' — x), ... ces diverses probabilités, la probabilité que l'erreur
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du premier résultat sera — x, et que les autres résultats s'écarteront

du premier, respectivement de q, q\ . . ., sera, par la théorie des pro-

babilités, égale au produit W(— x)W(q — x)W"(q' — x) ...; donc,

si l'on construit une courbe dont l'ordonnée y soit égale à ce produit,

les ordonnées de cette courbe seront proportionnelles aux probabilités

des abscisses, et, par cette raison, nous la nommerons courbe des pro-

habilités.

Pour déterminer le point de Taxe des abscisses où l'on doit fixer

le milieu entre les résultats des observations /z, n\ n'\ . . ., nous ob-

serverons que ce point est celui où l'écart de la vérité, que l'on peut

craindre, est un minimum; or, de même que, dans la théorie des pro-

babilités, on évalue la perte à craindre en multipliant chaque perte

que l'on peut éprouver par sa probabilité, et en faisant une somme de

tous ces produits, de même on aura la valeur de l'écart à craindre

en multipliant chaque écart de la vérité, ou chaque erreur, abstraction

faite du signe, par sa probabilité, et en faisant une somme de tous ces

produits. Soient donc /la distance du point qu'il faut choisir à l'ori-

gine de la courbe des probabilités, et z l'abscisse correspondante à y
et comptée de la même origine; le produit de chaque erreur par sa

probabilité, abstraction faite du signe, sera {l—z)y^ depuis 5 =
jusqu'à s = /, et ce produit sera (s — l)y depuis z = /jusqu'à l'extré-

mité de la courbe. On aura donc

f^-z)ydz+f{z~l)ydz

pour la somme de tous ces produits, la première intégrale étant prise

depuis z nul jusqu'à 5 = /, et la seconde étant prise depuis z=l jus-

qu'à la dernière valeur de z. En différentiant la somme précédente par

rapport à /, il est facile de s'assurer que l'on aura

dlfydz — dlfydz

pour cette différentielle, qui doit être nulle dans le cas du minimum ;

on a donc alors

fydz^fydz.
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c'est-à-dire que l'aire de la courbe, comprise depuis z nul jusqu'à

l'abscisse qu'il faut choisir, est égale à l'aire comprise depuis z égal

à cette abscisse jusqu'à la dernière valeur de z ; l'ordonnée correspon-

dante à l'abscisse qu'il faut choisir divise donc l'aire de la courbe des

probabilités en deux parties égales. [Voir les Mémoires de l'Académie

des Sciences, année 1778, page 824 C)-]

Daniel Bernoulli, ensuite Euler et M. Gauss ont pris pour cette or-

donnée la plus grande de toutes. Leur résultat coïncide avec le pré-

cédent lorsque cette plus grande ordonnée divise l'aire de la courbe

en deux parties égales, ce qui, comme on va le voir, a lieu dans la

question présente; mais, dans le cas général, il me paraît que la ma-

nière dont je viens d'envisager la chose résulte de la théorie même

des probabilités.

Dans le cas présent, on a, en faisant x = X-h z,

yziz p p' p" . . .
e-;'''t(X4-:)'-/y'it((7-X-2)«-;)"«7t(7'-X-3)«-...^

p étant égal à ——, et par conséquent exprimant la plus grande pro-

habilité du résultat donné par les observations n\ p' exprime pareil-

lement la plus grande ordonnée relative aux observations n' , et ainsi

du reste; r pouvant, sans erreur sensible, s'étendre depuis — qo jus-

qu'à H- oc, comme on l'a vu dans l'article VII du Mémoire cité, on

peut prendre z dans les mêmes limites, et alors si l'on choisit X de

manière que la première puissance de :; disparaisse de l'exposant de e,

l'ordonnée j correspondante à z nul divisera l'aire de la courbe en

deux parties égales, et sera en même temps la plus grande ordonnée.

En effet, on a, dans.ce cas,

y _ p'^q +p"^q'+ • •

P' -+-
P" -h P'"" -h .

.

et alorsj prend cette forme

y =: pp'p" . . .
e-M-Ns'

.

(*) Œuvres de Laplace, T. IX, p. 47S.
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d'où il suit que l'ordonnée qui répond à :; nul est la plus grande, et

divise l'aire entière de la courbe en parties égales. Ainsi A -h X est le

résultat moyen qu'il faut prendre entre les résultats A, A-i-y,A-+-y', ....

La valeur précédente de X est celle qui rend un minimum la fonction

c'est-à-dire la somme des carrés des erreurs de chaque résultat, mul-

tipliées respectivement par la plus grande ordonnée de la courbe de

facilité de ses erreurs. Ainsi cette propriété, qui n'est qu'hypothétique

lorsqu'on ne considère que des résultats donnés par une seule obser-

vation ou par un petit nombre d'observations, devient nécessaire

lorsque les résultats entre lesquels on doit prendre un milieu sont

donnés chacun par un très grand nombre d'observations, quelles que

soient d'ailleurs les lois de facilité des erreurs de ces observations.

C'est une raison pour l'employer dans tous les cas.

On aura la probabilité que l'erreur du résultat A +X sera comprise

dans les limites ±: Z, en prenant dans ces limites l'intégrale jdze'^^'

et en la divisant par la même intégrale, prise depuis s = — oo jusqu'à

z = x^. Cette dernière intégrale est ~; en faisant donc z\J^ = t et

Zy/N^T, la probabilité que l'erreur du résultat choisi A -h X sera

= sera

2fdte-''

l'intégrale étant prise depuis t nul jusqu'à / = T. La valeur de N est,

par ce qui précède,
7r(/?*4-/>'*-t-p'"-t-...).

T
comprise dans les limites ±: -j= sera

OEupres de L. — XII. 45
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Mémoires de l'Académie des Sciences, I" Série, T. XI (I" Partie); année i8io; 1811.

J'ai donné, il y a environ trente ans, dans les Mémoires de l'Aca-

démie des Sciences ('), la théorie des fonctions génératrices et celle de

l'approximation des formules qui sont fonctions de grands nombres.

La première a pour objet les rapports des coefficients des puissances

d'une variable indéterminée dans le développement d'une fonction de

cette variable à la fonction elle-même. De la simple considération de

ces rapports découlent, avec une extrême facilité, l'interpolation des

suites, leur transformation, l'intégration des équations aux différences

ordinaires ou partielles, l'analogie des puissances et des différences,

et généralement le transport des exposants des puissances aux carac-

téristiques qui expriment la manière d'être des variables. La théorie

des approximations des formules fonctions de très grands nombres est

fondée sur l'expression des variables données par des équations aux

différences, au moyen d'intégrales définies que l'on intègre par des

approximations très convergentes; et il y a cela de très remarquable,

savoir que la quantité sous le signe intégral est la fonction généra-

trice de la variable exprimée par l'intégrale définie, en sorte que les

(•) OEuvres de Laplace, T. X.
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théories des fonctions génératrices et des approximations des for-

mules fonctions de très grands nombres peuvent être considérées

comme les deux branches d'un même calcul, que je désigne par le

nom de calcul des fonctions génératrices. Ce qu'Arbogast a nommé Mé-

thode de séparation des échelles d'opérations est renfermé dans la pre-

mière partie du calcul des fonctions génératrices, qui donne à la fois

la démonstration et la vraie métaphysique de cette méthode. Ce que

Kramp et d'autres ont nommé facultés numériques, et ce qu'Euler a

nominQ fonctions inexplicables, se rattachent à la seconde partie, avec

cet avantage, que ces facultés et ces fonctions inexplicables, mises

sous la forme d'intégrales définies, présentent alors des idées claires,

et sont susceptibles de toutes les opérations de l'Analyse.

Le calcul des fonctions génératrices s'étend aux différences infini-

ment petites; car, si l'on développe tous les termes d'une équation aux

différences par rapport aux puissances de la différence supposée indé-

terminée, mais infiniment petite, et que l'on néglige les infiniment

petits d'un ordre supérieur relativement à ceux d'un ordre inférieur,

on aura une équation aux différences infiniment petites, dont l'inté-

grale est celle de l'équation aux différences finies, dans laquelle on

néglige pareillement les infiniment petits par rapport aux quantités

finies.

Les quantités qu'on néglige dans ces passages du fini à l'infiniment

petit semblent ôter au Calcul infinitésimal la rigueur des résultats

géométriques; mais, pour la lui rendre, il suffit d'envisager les quan-

tités que l'on conserve dans le développement d'une équation aux dif-

férences finies et de son intégrale, par rapport aux puissances de la

différence indéterminée, comme ayant toutes pour facteur la plus

petite puissance dont on compare entre eux les coefficients. Cette com-

paraison étant rigoureuse, le Calcul différentiel, qui n'est évidemment

que cette comparaison même, a toute la rigueur des autres opérations

algébriques. Mais la considération des infiniment petits de différents

ordres, la facilité de les reconnaître, a priori, par l'inspection seule

des grandeurs, et l'omission des infiniment petits d'un ordre supé-
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rieur à celui que l'on conserve, à mesure qu'ils se présentent, simpli-

fient extrêmement les calculs, et sont l'un des principaux avantages

de l'Analyse infinitésimale, qui d'ailleurs, en réalisant les infiniment

petits et leur attribuant de très petites valeurs, donne, par une pre-

mière approximation, les différences et les sommes des quantités.

Le passage du fini à l'infiniment petit a l'avantage d'éclairer plu-

sieurs points de l'Analyse infinitésimale, qui ont été l'objet de grandes

contestations parmi les géomètres. C'est ainsi que, dans les Mémoires

de l'Académie des Sciences pour l'année 1779 ('), j'ai fait voir que les

fonctions arbitraires qu'introduit l'intégration des équations différen-

tielles partielles pouvaient être discontinues, et j'ai déterminé les con-

ditions auxquelles cette discontinuité doit être assujettie. Les résul-

.
tats transcendants.de l'Analyse sont, comme toutes les abstractions de

l'entendement, des signes généraux dont on ne peut déterminer la

véritable étendue qu'en remontant par l'Analyse métaphysique aux

idées élémentaires qui y ont conduit, ce qui présente souvent de

grandes difficultés; car l'esprit humain en éprouve moins encore à se

porter en avant qu'à se replier sur lui-même.

Il paraît que Fermât, le véritable inventeur du Calcul diff'érentiel, a

considéré ce calcul comme une dérivation de celui des diflerences

finies, en négligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur par

rapport à ceux d'un ordre inférieur : c'est du moins ce qu'il a fait

dans sa méthode De maximis et dans celle des tangentes, qu'il a éten-

due aux courbes transcendantes. On voit encore par sa belle solution

du problème de la réfraction de la lumière, en supposant qu'elle par-

vient d'un point à un autre dans le temps le plus court, et en conce-

vant qu'elle se meut dans divers milieux diaphanes avec différentes

vitesses, on voit, dis-je, qu'il savait étendre son calcul aux fonctions

irrationnelles, en se débarrassant des irrationnalités par l'élévation

des radicaux aux puissances. Newton a, depuis, rendu ce calcul plus

analytique dans sa Méthode des Fluxions, et il en a simplifié et géné-

(») Œuvrex de Loplace, T. X.
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ralisé les procédés par l'invention de son théorème du binôme; enfin,

presqu'en même temps, Leibnitz a enrichi le Calcul différentiel d'une

notation très heureuse, et qui s'est adaptée d'elle-même à l'extension

que le Calcul différentiel a reçue par la considération des différen-

tielles partielles. La langue de l'Analyse, la plus parfaite de toutes,

étant par elle-même un puissant instrument de découvertes, ses nota-

tions, lorsqu'elles sont nécessaires et heureusement imaginées, sont

les germes de nouveaux calculs. Ainsi la simple idée qu'eut Descartes

d'indiquer les puissances des quantités, représentées par des lettres,

en écrivant vers le haut de ces lettres les nombres qui expriment le

degré de ces puissances, a donné naissance au Calcul exponentiel; et

Leibnitz a été conduit, par sa notation, à l'analogie singulière des

puissances et des différences. Le calcul des fonctions génératrices,

qui donne la véritable origine de cette analogie, offre tant d'exemples

de ce transport des exposants des puissances aux caractéristiques,

qu'il peut encore être considéré comme le calcul exponentiel des ca-

ractéristiques.

Le calcul des fonctions génératrices est le fondement d'une théorie

que je me propose de publier bientôt sur les probabilités. Les ques-

tions relatives aux événements dus au hasard se ramènent le plus sou-

vent avec facilité à des équations aux différences : la première branche

de ce calcul en fournit les solutions les plus générales et les plus

simples. Mais, lorsque les événements que l'on considère sont en très

grand nombre, les formules auxquelles on est conduit se composent

d'une si grande multitude de termes et de facteurs, que leur calcul

numérique devient impraticable. Il est alors indispensable d'avoir

une méthode qui transforme ces formules en séries convergentes.

C'est ce que la seconde branche du calcul des fonctions génératrices

fait avec d'autant plus d'avantage que la méthode devient plus néces-

saire. Par ce moyen, on peut déterminer avec facilité les limites de la

probabilité des résultats et des causes, indiqués par les événements

considérés en grand nombre, et les lois suivant lesquelles cette pro-

babilité approche de ses limites, à mesure que les événements se mul-
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tiplient. Cette recherche, la plus délicate de la théorie des hasards,

mérite Tattention des géomètres par l'analyse qu'elle exige, et celle

des philosophes, en faisant voir comment la régularité finit par s'éta-

blir dans les choses même qui nous paraissent entièrement livrées au

hasard, et en nous dévoilant les causes cachées, mais constantes, dont

cette régularité dépend.

La considération des intégrales définies par lesquelles les quantités

sont représentées dans la théorie de l'approximation des formules

fonctions de très grands nombres m'a conduit aux valeurs de plu-

sieurs intégrales définies que j'ai données dans les Mémoires de l'Aca-

démie des Sciences pour l'année 1782 ('), et qui ofi'rent cela de remar-

quable, savoir qu'elles dépendent à la fois de ces deux transcendantes :

le rapport de la circonférence au diamètre et le nombre dont le loga-

rithme hyperbolique est l'unité. J'ai obtenu ces valeurs par une ana-

logie singulière, fondée sur les passages du réel à l'imaginaire, pas-

sages qui peuvent être considérés comme moyens de découvertes,

dont les premières applications ont paru, si je ne me trompe, dans

les Mémoires cités et qui ont conduit aux valeurs de diverses inté-

grales définies dépendantes des sinus et cosinus. Mais ces moyens,

comme celui de l'induction, quoique employés avec beaucoup de pré-

caution et de réserve, laissent toujours à désirer des démonstrations

directes de leurs résultats. M. Poisson vient d'en donner plusieurs

dans le Bulletin de la Société philomathique du mois de mars de cette

année 181 1. Je me propose ici de trouver directement toutes ces

valeurs, et celles d'intégrales définies, plus générales encore, et qui

me semblent pouvoir intéresser les géomètres.

La recherche de ces valeurs n'est point un simple jeu de l'Analyse :

elle est d'une grande utilité dans la théorie des probabilités. J'en fais

ici l'application à trois problèmes de ce genre, qu'il serait très diffi-

cile de résoudre par d'autres méthodes. Le second de ces problèmes

est remarquable en ce que sa solution offre le premier exemple de

l'emploi du calcul aux diff'érences infiniment petites partielles, dans les

(') Œuvres de Laplace, t. X.

ORuvret de L. — XU. l\<0
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questions de probabilités. Le troisième problème est relatif au milieu

qu'il faut choisir entre les résultats donnés par diverses observations :

c'est l'un des plus utiles de toute l'analyse des hasards, et, par cette

raison, je le traite avec étendue; j'ose croire que mon analyse intéres-

sera les géomètres.

Lorsque l'on veut corriger par l'ensemble d'un grand nombre d'ob-

servations plusieurs éléments déjà connus à peu près, on s'y prend de

la manière suivante. Chaque observation étant une fonction des élé-

ments, on substitue dans cette fonction leurs valeurs approchées,

augmentées respectivement de petites corrections qu'il s'agit de con-

naître. En développant ensuite la fonction en série, par rapport à ces

corrections, et négligeant leurs carrés et leurs produits, on égale la

série à l'observation, ce qui donne une première équation de con-

dition entre les corrections des éléments. Une seconde observation

fournit une équation de condition semblable, et ainsi du reste. Si

les observations étaient rigoureuses, il suffirait d'en employer autant

qu'il y a d'éléments; mais, vu les erreurs dont elles sont susceptibles,

on en considère un grand nombre, afin de compenser les unes par les

autres ces erreurs, dans les valeurs des corrections que l'on déduit

de leur ensemble. Mais de quelle manière faut-il combiner entre elles

les équations de condition pour avoir les corrections les plus pré-

cises? C'est ici que l'analyse des probabilités peut être d'un grand

secours. Toutes les manières de combiner ces équations se réduisent

à les multiplier chacune par un facteur particulier et à faire une

somme de tous ces produits : on forme ainsi une première équation

finale entre les corrections des éléments. Un second système de fac-

teurs donne une seconde équation finale, et ainsi de suite jusqu'à ce

que l'on ait autant d'équations finales que d'éléments dont on déter-

minera les corrections en résolvant ces équations. Maintenant il est

visible qu'il faut choisir les systèmes de facteurs, de sorte que l'erreur

moyenne à craindre en plus ou en moins sur chaque élément soit un

minimum. J'entends par erreur moyenne la somme des produits de

chaque erreur par sa probabilité. En déterminant les facteurs par
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cette condition, l'analyse conduit à ce résultat remarquable, savoir

que, si l'on prépare chaque équation de condition de manière que son

second membre soit zéro, la somme des carrés des premiers membres

est un minimum, en y faisant varier successivement chaque correc-

tion. Ainsi cette méthode, que MM. Legendre et Gauss ont proposée,

et qui, jusqu'à présent, ne présentait que l'avantage de fournir, sans

aucun tâtonnement, les équations finales nécessaires pour corriger les

éléments, donne en même temps les corrections les plus précises.

I.

Sur les intégrales définies.

Considérons l'intégrale définie

I
— (cosrx — \J— i sinra;) ou /

x"

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. En

réduisant e-''^v/^ en série, elle devient

r" j?"

rori

.4 1.2.3.4.5.6

\ 1.2.3 1.2.3.4.5 /J

Or on a généralement

J, «' X -^^
'

en faisant ensuite ax = 5, on a

r dx ^^ I r'ds

En nommant donc k cette dernière intégrale, on aura

r xi-<-dxe— := (i-a))(2-a))...(/-a))
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d'où l'on tire

J x^ ^

__ k ( ( I— co) (2 — ot)) r^ (i— co) (2 — w) (3 — w) (4 — w) r*

~ 'ây^
\

^

iT2 'â^
"^

1.3.3.4 " «*
""'*'

_ sf^\ V~ " - — (i — m)(2 — &>)(3 — (o) r3
_^

"I jLi a 1.2.3 a* Ji

Si l'on fait - = /, le second membre de cette équation devient

k

Soit A un angle dont t est la tangente, on aura

sinA=: . > cosA ^

par conséquent

cosA — v— I sin A =:= '^ —

ce qui donne, par le théorème connu,

cos(i — w)A — ^— I sin(i — (i))A
—

I— M

(i4-.s/=:iy

la tangente / est non seulement la tangente de l'angle A, mais encore

celle du même angle augmenté d'un multiple quelconque de la demi-

circonférence; mais, le premier membre de cette équation devant se

réduire à l'unité lorsque t est nul, il est clair que l'on doit prendre

pour A le plus petit des angles positifs dont t est la tangente.

Maintenant cette équation donne, en y restituant - au lieu de t.

.^--————-^ ï3^[cos(i-«)A-s/-isin(i-co)A];
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on a donc

'

j;^

—

{cosrx — ^—i smrT)
n

j-rj5 [cos(i — w)A — v/— I sin(i — w)Aj.

(a»-4-r«) «

En comparant séparément les quantités réelles et les imaginaires, on

a ces deux équations

/* dx cos rX e-"'' k
/ v»

-i^
= r--oCOs(i-a))A.

/" dx smrx e-'^ k . ,

-^ = T^ sin(i— w)A.

Si a est nul, - sera infini, et le plus petit angle dont il est la tangente

sera -» u étant la demi-circonférence dont le rayon est l'unité; on a

donc
/'^dxco?>rx k (i — w)7C

rr = -7-7; COS ^^ — i

/* dx ?,mrx k „.„ (i — 0)71

^5 -T^ sin

Dans le cas de (o = ^, on a, en faisant s^= ;,

k= f'-^e-'^if dte-'\

Ce dernier membre est v^ic; on a donc k = v^; si l'on suppose ensuite

r= I, on aura

Ç" dxcosx _ /ti_ r dxsinx

s/x

Euler est parvenu à toutes ces équations dans le Tome IV de son

Calcul intégral, publié en 1794» par la considération du passage du

réel à l'imaginaire.
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II.

dxcosrxe~'''''\ Si l'on

nomme y cette intégrale, on aura

-^ rr — I X dx sin rx e""'-^*
dr J^

= (—- sinrxe-"*"*] f dx co&rx e-"*-^*;
\2«' /o 2aVo

on aura donc
dy r

Jj'intégrale de cette équation est

B étant une constante arbitraire; pour la déterminer, on observera

que, si l'on fait r nul, cosrj? devient l'unité, et Ton a

r=/ dxe-"'""'-.f«/o
i/TT

cette dernière intégrale est, comme on sait, égale à 5^; donc

sJtz
^

. B

on a donc

.._ V^ j^dx co'àrx 6-"*-^':= î— e'
ia- M

De là on tire

X̂ ia dr^"'

le signe h- ayant lieu si n est pair, et le signe ~ si /z est impair; on

aura pareillement, en différentiant par rapport à r,

J„ 2 a dn"-^^
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En intégrant une fois par rapport à r l'expression de

/ rfarcosrxe-"*^*,

on aura

III.

Considérons encore la double intégrale

En l'intégrant d'abord par rapport à y, elle devient

Jr"
dx cosra;

Intégrons-la maintenant par rapport à x; on a, par l'article précé-

dent,

ce qui donne

-^^-—— j a un minimum qui

répond à j = \/-' ce qui donne 2r pour ce minimum. Soit donc

y devant s'étendre depuis y = o jusqu'à j = oo, s doit s'étendre

depuis 5 = — 00 jusqu'à s = oo. Cette valeur de y donne

I , 1 zdz
dy ^=z -dz~\- -

a 'i^z*-^ir



368 - SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES

En prenant les intégrales depuis 5 = — qo jusqu'à 5 = oo, on a

\ dze——\/TZ,
I

-
j

— o;

on a donc

V/Ûe'-/ dye ^ ^^ ^ —\JTie'- i dz e~^'-'"-- '^—-

y

partant

Je* dcccosrœ 7r

En différentiant par rapport à r, on a

ce qui donne
dx{cosrx +- X sinTuC) tt

^

I -\- x^

en faisant r = i , on aura le théorème que j'ai donné dans les Mémoires

de VAcadémie des Sciences, année 1782, page Sg (* ).

Si l'on fait rx = /, on aura

J(^*

dx cosrx /"" r dt cost

partan t

dtcost 71 e-'"

,jj
.•='-^^2 2/-

Soit r^ = ^, on aura en différentiant i — i fois par rapport à q l'équa-

tion précédente, et restituant pour t sa valeur rcc,

._ 1

Jf"'dxcosrx_ {—ly-^q' V tt d'-^ e-/?^

„
{i + x^-y - i.2.3...(t-i) 2 5^"^^

»

on pourra donc intégrer généralement, depuis a? nul jusqu'à a? infini,

la différentielle

(A + B.2?^ + C.a?* + . . . + }ix^'-^-)dxcosrx

{i + x-y
'

(>) OEuvres de Laplace, T. X, p. 264.
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car, en mettant un terme quelconque, tel que ¥x^", sous la forme

F(i -{-X- — i)", et en le développant suivant les puissances de i H- a;',

on réduira la différentielle précédente dans une suite de différen-

tielles de la forme — ^^r^^ » qui seront intégrables par ce qui pré-

cède; on aura donc ainsi en fonction de r l'intégrale de la différen-

tielle précédente. On pourra même, au lieu de cosra;, y substituer

une puissance entière et positive de ce cosinus, parce que cette puis-

sance se décompose en cosinus de l'angle et de ses multiples. Nom-

mons R la fonction de r dont il s'agit, on aura, en différentiant par

rat>port à r cette intégrale.

xdxsinra:
{i-ha:*)' dr

En l'intégrant par rapport à r, après l'avoir multipliée par dr, on aura

f- , . A+Ba;*+C^*+ ...-f-Ha:*'-' r\^
,

On peut, au moyen des passages du réel à l'imaginaire, facilement

' ^—r- la valeur de l'inté-

^ dx cosrxy M et N étant des fonctions rationnelles et entières

de x^j telles que le dénominateur N soit d'un plus haut degré que M,

et n*ait aucun facteur réel en x du premier degré. Dans ce cas, la

fraction ^rr est décomposable en fractions de la forme ^r-r» A et 6

étant réels ou imaginaires. Or on a, en faisant ^x = a;' et

1 "5r-r6«x« -6 /

6

dx' cosr'x'

~i -h x'* '

en donnant donc généralement à cette dernière intégrale la valeur

qu'elle a dans le cas de x' réel et qui, par ce qui précède, est égale

à - e"'^, on aura
2

r'dj

1
", dxco?>rx Att

f^ i-hb'o;* ab

QEufres de L. — X.II. l\l
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^ est la racine carrée de g^' ^t cette racine est également — gj mais

l'intégrale / -^âxco^rx ne devenant jamais infinie dans le cas

même de r infini, et de plus cosra; ne changeant point, en y chan-

geant le signe de r, il est clair que l'on doit choisir celle des deux

racines g 6t — g' dont la partie réelle est positive. On trouve ainsi,

par exemple,
— r

drcosrx "^ ~ji ( r . r— = —p e ^
(
cos -p + sin—

:

' + "^ 2 y/2 \ y 2 y/

2

IV.

Application de l'analyse précédente aux probabilités.

Appliquons l'analyse précédente à la théorie des probabilités. Pour

cela, considérons deux joueurs A et B, dont les adresses soient égales,

et jouant ensemble de manière que B ait primitivement r jetons; que,

à chaque coup qu'il perd, il donne un de ses jetons au joueur A, et

que, à chaque coup qu'il gagne, il en reçoive un du joueur A, qui est

supposé en avoir un nombre infini. Le jeu continue jusqu'à ce que le

joueur A ait gagné tous les jetons de B. Cela posé, r étant un grand

nombre, on demande en combien de coups on peut parier un contre

un, ou deux contre un, ou trois contre deux, etc., que le joueur A
aura gagné la partie.

Nous allons d'abord établir que la partie doit finir. Pour cela, soit

jr la probabilité qu'elle finira. Apres le premier coup, cette probabi-

lité est ou j^_,, ou yr+\, suivant que le joueur A gagne ou perd ce

coup; on a donc

L'intégrale de cette équation aux différences est

y,.= a-\-br,

a etb étant des constantes arbitraires. J'observe d'abord que la con-

stante b doit être nulle, autrement j^ croîtrait indéfiniment, ce qui ne
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peut être, puisqu'il ne peut jamais dépasser l'unité. De plusj;. est i

lorsque r = o, car alors, B n'ayant plus de jetons, la partie est finie;

donc

Cherchons maintenant la probabilité que la partie sera finie avant

ou au coup X. En nommant j^^^^ cette probabilité, on aura

Il faut intégrer cette équation aux différences finies partielles en rem-

plissant les conditions suivantes : i** que j;. .^ soit nul lorsque x est

moindre que r; 2° qu'il soit égal à l'unité lorsque r est nul. Ces deux

conditions étant remplies, l'équation précédente aux différences donne

toutes les valeurs de/^,^;» quels que soient r et a;. Présentement, l'ex-

pression suivante de yr,x satisfait à ces conditions et à l'équation

aux différences partielles, d'où il suit qu'elle exprime la vraie valeur

de yr,x*
2E

•^''''~"'~' TT J, sin9

X est égal à r -1- 21 ; en effet, il ne peut être que r ou ce même nombre

augmenté d'un nombre pair, car le nombre de parties jouées doit être

égal à r ou le surpasser d'un nombre pair, puisque A ne peut gagner

la partie, qu'il ne gagne le nombre r des jetons de B, plus ceux qu'il

a perdus, et il faut pour cela deux parties pour chaque jeton, Tune

pour le perdre et l'autre pour le gagner. Je ne donnerai point l'ana-

lyse qui m'a conduit à l'expression précédente : je me contenterai de

faire voir qu'elle satisfait à l'équation aux différences partielles et aux

conditions prescrites ci-dessus. D'abord, en la substituant dans l'équa-

tion aux différences partielles, on a

X*rfosinr9(cos9)^-^* /*' ^9(0039)^ r , . , , ,
. ,

sm9 J, sm9 «-» v /r t v /yj.

équation évidente. De plus, si l'on fait r nul, l'expression précédente
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de yr,a; devient l'unité. Enfin, si l'on fait i négatif, elle se réduit à

zéro. En effet, on a

sin9 ~ e?v/=T_g-9/:rt

De plus, (cosfp)'""-''^' est égal à

En développant cette fonction et multipliant ce développement par

celui de --;

—

-, chaque terme du premier développement donnera,

dans le produit, un terme indépendant de 9; la somme de tous ces

termes sera donc ^

—

^ùtî— ou l'unité, et en multipliant cette somme

par - / dif, le produit sera l'unité. Les autres termes du produit des

deux développements précédents seront des cosinus de 2ç, 4?» •••»

et l'intégrale de leurs produits par dc^ sera nulle. On a donc

lorsque «est négatif.

Supposons maintenant que r et i soient de grands nombres. Le

maximum de la fonction

cp(cos 9
)'"'"* '^'

sincp

répond à cp = o, ce qui donne i pour ce maximum. La fonction décroît

ensuite avec une très grande rapidité, et dans l'intervalle où elle a une

valeur sensible, on peut supposer

log sin9 := log9 -h log(i — J92) = log9 — ^f,

log(cos9)''+2/+i— (,.4_2i + i)log(x-i92+ J,-9^)

r -h 2 i H- I , / H- 2 i -h I
,
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ce qui donne, en négligeant les sixièmes puissances de 9 et ses qua-

trièmes puissances qui ne sont pas multipliées par r -+- 21 -h i

,

log^^ '- =— log© -<p* ' c?*.

sin9 ^ 2 ^ 13 '

En faisant donc

on aura

, /• + 2 f -+- fa*= î)

2

(coso)»--*-*^-^» ' 6 ^

sin9 cp
'

par conséquent,

X sin9 ~J ©
sin 7-9 e-"'?'

Cette dernière intégrale peut être prise depuis = jusqu'à 9 infini,

car elle doit être prise depuis (^ = o jusqu'à ç = ^tt; or, a^ étant un

nombre considérable, e~"'^* devient excessivement petit lorsqu'on y

fait ç — ^TT, en sorte qu'on peut le supposer nul, vu l'extrême rapidité

avec laquelle cette exponentielle diminue lorsque o augmente. Main-

tenant on a

cl I ^^v~~E^i r' ( a* \
•^ I

^^ ^sin/-9e-'''?'= / </9( i — ^ 9M e-''Vcosr9;

on a d'ailleurs, par l'article II,

' do cosr9 e-"'?*= ^— e*"*,

r 9*rf9COsr9e-'"?'= V^ ;^e^' = ^e^C.- ::; 4- A);

/•*

d'où l'on tire, en supposant 7-^ = ^',



374 SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES

ainsi la probabilité que A gagnera la partie dans un nombre r -i- 21 de

coups est

I —

T^ étant égal à 7^-

Si l'on cherche le nombre de coups dans lesquels on peut parier un

contre un que cela aura lieu, on fera cette probabilité égale à ^, ce qui

donne

Nommons T' la valeur de t qui correspond à l'équation

et supposons T = T'-i-y, q étant de l'ordre — • L'intégrale / die-^^

sera augmentée à très peu près de qe~'^\ ce qui donne

T' e -T»

on aura donc

Ayant ainsi T^ aux quantités près de l'ordre — > on aura, aux quantités

près de l'ordre —^•, en vertu de l'équation

la suivante

Pour déterminer la valeur de T'^ nous observerons qu'ici T' est plus

petit que ^; ainsi l'équation transcendante et intégrale
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peut être transformée dans la suivante :

3 1.2 5 1.2.57 4

En résolvant cette équation, on trouve r

T'*= 0,2102497.

Ainsi, en supposant r = 100, on aura

/• -+- 2f r= 28780,14;

il y a donc alors du désavantage à parier un contre un que A gagnera

la partie dans 23 780 coups; mais il y a de l'avantage à parier qu'il la

gagnera dans 23 781 coups.

Considérons deux urnes A et B, renfermant chacune le même

nombre n de boules; et supposons que, dans le nombre total 2n de

boules, il y en ait autant de blanches que de noires. Concevons que

l'on tire en même temps une boule de chaque urne, et qu'ensuite on

mette dans une urne la boule extraite de l'autre. Supposons que l'on

répète cette opération un nombre quelconque r de fois, en agitant à

chaque fois les urnes pour en bien mêler les boules; et cherchons la

probabilité qu'après ce nombre /* d'opérations il y aura x boules blan-

ches dans l'urne A.

Soit^îj;^^ cette probabilité; n^'' est le nombre des combinaisons pos-

sibles dans r opérations, car, à chaque opération, les boules de l'urne A
peuvent se combiner avec chacune des n boules de l'urne B, ce qui

produit n^ combinaisons; n^''z^,. est donc le nombre des combinai-

sons dans lesquelles il peut y avoir x boules blanches dans l'urne A

après ces opérations. Maintenant il peut arriver que l'opération

(r-\- i)'««ne fasse sortir une boule blanche de l'urne A, et y fasse ren-

trer une boule blanche : le nombre des cas dans lesquels cela peut

arriver est le produit de /i^^'^j.r par le nombre x des boules blanches

de l'urne A, et par le nombre n — x des boules blanches qui doivent
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, être alors dans l'urne B, puisque le nombre total des boules blanches

des deux urnes est n-, dans tous ces cas, il reste x boules blanches

dans l'urne A; le produit x{n ~ x)n-^Zjc,r est donc une des parties

de n''^'^' Zx,r+K'

Il peut arriver encore que l'opération (r+i)'*"™^ fasse sortir et

entrer dans l'urne A une boule noire, ce qui conserve dans cette urne

X boules blanches; ainsi n — x étant après l'opération r^**"^ le nombre

des boules noires de l'urne A, et x étant celui des mêmes boules dans

l'urne B, on voit, parle raisonnement précédent, que {n — x)xn^^z^^r

est encore une partie de n-''"^^Zx^r+\'

S'il y a ^ — I boules blanches dans l'urne A après l'opération r'*'™«,

et que l'opération suivante en fasse sortir une boule noire et y fasse ren-

trer une boule blanche, il y aura x boules blanches dans l'urne A à

l'opération (rH- 1)'*"'"^. Le nombre des cas dans lesquels cela peut avoir

lieu est le produit de w^'^5j._, ^.par le nombre /z—^+i des boules noires

de l'urne A, après l'opération r'^*"^, et le nombre n — x-\-\ des boules

blanches de l'urne B après la même opération; {ii — x -^ \yn-''Zy.-K,r

est donc encore une partie de Tr^^^Zj.^r+\'

Enfin, s'il y a a; -+- 1 boules blanches dans l'urne A après l'opéra-

tion r''^^™^, et que l'opération suivante en fasse sortir une boule blanche

et y fasse rentrer une boule noire, il y aura encore, après cette der-

nière opération, x boules blanches dans l'urne. Le nombre des cas

dans lesquels cela peut arriver est le produit de n^''Zj.^^r par le nombre

X -!- I des boules blanches de l'urne A, et par le nombre a? + i des

boules noires de l'urne B; (o^-h i)^/z-'"5a;+i,r est donc encore une

partie de n^^^-z^,.+\'

En réunissant toutes ces parties et en égalant leur somme à

n-^^~Zx,r-rKy on aura l'équation aux différences finies partielles

*-"-^^ - \-^) ^^-^1.'+ i:y- nj'^^^''^ V fT'J
'̂"a;-!,/''

Quoique cette équation soit différentielle du second ordre par rapport

à la variable x, son intégrale ne renferme qu'une fonction arbitraire
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qui dépend de la probabilité des diverses valeurs de x dans l'état ini-

tial des urnes. En effet, il est visible que si l'on connaît les valeurs de

5-r.o correspondantes à toutes les valeurs de x, depuis a: — o jusqu'à

xr=n, l'équation précédente donne toutes les valeurs de -j-.tt^x.a

en observant que, les valeurs négatives de x étant impossibles, Zj.,. est

nul lorsque x est négatif.

Lorsque x est un très grand nombre, cette équation se transforme

dans une équation aux différences infiniment petites partielles que

l'on obtient ainsi; on a alors, à très peu près,

-x+1.
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Téquation aux différences partielles en U devient ainsi

En égalant entre eux les termes affectés du signe / , conformément à

la méthode que j'ai donnée dans les Mémoires de l'Académie des Sciences

de 1782 ('), on aura l'équation aux différences partielles

Or ' at

et le terme hors du signe / , égalé à zéro, donnera, pour l'équation

aux limites de l'intégrale,

L'intégrale de l'équation précédente aux différences partielles est

•| ( -y;:) étant une fonction arbitraire de -^.; on a donc

Soit

< = 2/JL H- 28^— I
;

l'équation précédente prendra cette forme

(A) U =- e-V-'
I

ds e-^'- TT ~
^J.~

^

\ .

Il est aisé de voir que l'équation aux limites de l'intégrale, donnée ci-

dessus, exige que les limites de l'intégrale relative à s soient prises

depuis ^ = — 3o jusqu'à ^ — 30. En prenant le radical \l
— i avec le

signe —, on aurait pour U une expression de cette forme

u=e-i^'y'./.e-''n(^,v:^),

(') OEuvres de Laplace, T. X.
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la fonction arbitraire n(.v) pouvant être autre que la fonction T(s).

La somme de ces deux expressions de U sera la valeur entière de U;

mais il est facile de s'assurer que les intégrales, étant prises depuis

s = — ce jusqu'à s = ao, l'addition de cette nouvelle expression de U

n'ajoute rien à la généralité de la première dans laquelle elle est com-

prise.

Développons maintenant le second membre de l'équation (A), sui-

vant les puissances de -—.y et considérons un des termes de ce déve-

loppement, tel que

—^^r- Jdse (5-fxv-O X

ce terme devient, après les intégrations,

i.3.5...(ai-i) -H^'e-J^'f i. i(i-i) ,7/ _,)(/._ 2) . ^. 1

Considérons encore un terme du développement de l'expression de U,

tel que

ce terme devient, après les intégrations.

2ig{H-H)r' 1,2.3
"^

1.2.3.4.3 1.2.3.4.5.6.7
"^

On aura donc ainsi l'expression générale de la probabilité U, déve-

loppée dans une série ordonnée suivant les puissances de ~, série

qui devient très convergente, lorsque r' est un peu considérable.

Cette expression doit être telle que / Ucte ou W U f/[j.\n soit égal à

l'unité, les intégrales étant étendues à toutes les valeurs dont a? et jx

sont susceptibles, c'est-à-dire depuis x nul jusqu'à œ = n et depuis

^ = — y/n jusqu'à (x = yZ/i; car il est certain que l'urne doit ou non

contenir des boules blanches. En prenant l'intégrale / e~^'cl[t. dans

1

ces limites, et généralement dans les limites ±:n'\ on a le ;nême
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résultat à très peu près qu'en la prenant depuis a = — oo jusqu'à

o—ll

ML— 3o; la différence n'est ici que de l'ordre ---> et, vu l'extrême râpi-
ez /*

dite avec laquelle er" diminue à mesure que n augmente, on voit que

cette différence est entièrement insensible lorsque n est un grand

nombre. Cela posé, considérons dans l'intégrale -^ f\]d^\jn le terme

i.3.5...(2f-i)^H('V'i7r

2'e*'
ye-.V(.[,-^^.(3^)'+iiy)(.^)'-.,;

En étendant l'intégrale depuis [x = — x jusqu'à [x — oo, ce terme de-

vient

i.3.5...(2t— i)iH(')7rv/7i r . i{i — i) i(i — i){i—o.)

L 1.2 I .2.3 J

le dernier facteur i — i -h ~—^ ... est égal à {i — i)'; il est donc

nul, excepté dans le cas de « = o, où il se réduit à l'unité. Il est vi-

sible que les termes de l'expression de U qui renferment des puis-

sances impaires de pi donnent un résultat nul dans l'intégrale

^ j\]d[i.\Jny étendue depuis jx = — x) jusqu'à [jt. = oo; car ces termes

ont pour facteur e~^\ et l'on a généralement dans ces limites

/ dixii^'^^e-V-\=o;

il n'y a donc que le premier terme de l'expression de U, terme que

nous représentons par \ie~^\ qui puisse donner un résultat dans l'in-

tégrale 2 / U r/fjt, \/n, et ce résultat est ^H/i y^ ; on a donc

{Hn^/TT — I,

par conséquent

nyjrc
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L'expression générale de U a ainsi la forme suivante

V«7r L

-J

Q^", Q<-\ ..., U"\ L('\ ... étant des constantes indéterminées qui dé-

pendent de la valeur initiale de U.

Supposons que U devienne X lorsque r' est nul, X étant une fonc-

tion donnée de (x. On a généralement ces deux théorèmes

o — Loy^x'^+i d^ u; e-^\

lorsque q est moindre que i, U, et U- étant les fonctions de (x par les-

aO^'^e"!'-' 2L<''e~P'''
quelles --rr= et -^^r. sont multipliés dans l'expression de U.

Par ce qui précède, le terme
,

est égal a

il faut donc démontrer que l'on a

o ::=

y j
lx"Jds dix e-l^'-"

( jJH- .ç V^^)"'.

En intégrant d'abord par rapport à (x, ce terme devient

27

. 00 t'' 30

00 /^ 30

»/_ « ./_ »

En continuant d'intégrer ainsi par parties, on arrive à des termes de

la forme

kJ' r dix ds e-l^'-*' (p + s/^)*%
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c n'étant pas zéro; et, par ce qui précède, ce terme est nul. On prou-

vera de la même manière que l'on a

o = L") f /ji^^+i rfjJi U; e-i^'.

t

De là il suit que l'on a généralement

o=z f'\}'i\]'i.diie-^\

i et i' étant des nombres différents; car, si, par exemple, i' est plus

grand que i, toutes les puissances de [x dans U/ seront moindres que

ii' ; chacun des termes de U donnera donc, par les théorèmes précé-

dents, un résultat nul dans l'intégrale / \]i\]i'd\ke~^\ Le même rai-

sonnement a lieu pour l'intégrale / Vi\\}\.d}^e''^\

Mais ces intégrales ne sont pas nulles lorsque i' = i; on les obtien-

dra, dans ce cas, de cette manière. On a, par ce qui précède,

2'(\f^iY' r ds e-''(iJ. -i- ssf^y
\Ji=

'^^ p
1 . 3 . 5 . , . ( 2 f — I

) V ît

Le terme qui a pour facteur [i.^' dans cette expression est

j 3.5...(2/ — I)'

or on peut ne considérer que ce terme dans le premier facteur U, de

l'intégrale / U^ U,^[ji. e~!^' ; caries puissances inférieures de [x dans

ce facteur donnent un résultat nul dans l'intégrale; on a donc

^_« [I.2.3.
.
.(2i — i)]-;/r./_oe^-«,
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On a, en intégrant par rapport à (x, depuis (x — — oo jusqu'à (x — oo,

Le premier terme du second membre de cette équation est nul par ce

qui précède; ce membre se réduit donc à son second terme; on trouve

de la même manière que l'on a

f f ix^i-'diJ.dse-V-'-^'(ix-\-s^^y-'~'
•-'—00 •-' 00

:^1'-J r r ^u-^-diidse-^'-^'(ix + ss/-'^y'-\
° J— 00 >- — «

et ainsi de suite; on a donc

«' — * «-^— os

par conséquent

f 1^ rr ^ a«
2.4.6. . .2i\/TZ

I Vi U/ du. e-v- = —^— —r^—- •

J_^
^ 1.3.5. .. (ai — i)

On trouvera de la même manière

J_,
^ 2 r.3.5...(îi-h I)

on a évidemment

f ViVidixe-i^'—o

dans le cas même où i et i' ne sont pas différents, parce que le produit

U/U- ne contient que des puissances impaires de (x.

Cela posé, l'expression générale de U donne, pour sa valeur initiale,
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que nous avons désignée par X,

Si l'on multiplie cette équation par U,â?[jt., et si l'on prend les inté-

grales depuis [j.
— — oo jusqu'à (i. = ao, on aura, en vertu des théo-

rèmes précédents,

f X U, dix — -^ QC) f'Vi U, d^i e-v-';

d'où l'on tire

x.3.5. (2e-r)W;^ r-^
2.4-6. ..2i J_^

on trouvera de la même manière

2. 4.0... 2^ .f_^ '

On aura donc ainsi les valeurs successives de Q'", Q'^', . . . , U^\ L^*', . . .

,

au moyen d'intégrales définies, lorsque X ou la valeur initiale de U sera

donnée.

Dans le cas où X est égal à -T=:e~''^\ l'expression générale de U
\/m:

prend une forme très simple. Alors la fonction arbitraire F (
-

^2^
'-—

de la formule (A) est de la forme ke~^^ "''""
'

. Pour déterminer les

constantes Ç et k, nous observerons que, en supposant

on aura

V — ke'^''' I dse

en faisant ensuite

«y—a,

\ i -ho' / .

et observant que l'intégrale relative à s devant être prise depuis
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5 = — 00 jusqu'à 5 = 4- 30, l'intégrale relative à s' doit être prise

dans les mêmes limites, on aura

IT- ^V^ ^TTfr.

\/TTW

En comparant cette expression à la valeur initiale de U, qui est

et observant que 6 est la valeur initiale de €', on aura

e«=
'

1 +
d'où l'on tire

ê='-^, $'
'-'

On doit avoir ensuite

ks/ïi 21

ce qui donne

ks/n =
ni:

valeur que l'on obtient encore par la condition que

ij l]dil\/Ji = i;

on aura donc pour l'expression de U, quel que soit r'.

Vn7r(i4-6')

On trouve, en effet, que cette valeur de U, substituée dans l'équation

aux différentielles partielles en U, y satisfait. 6' diminuant sans cesse

quand r' augmente, la valeur de U varie sans cesse et devient à sa

limite, lorsque r' est infini,

l] = -^e-v-\
'nu

Œuvres de L. — XII. 49
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Pour donner une application de ces formules, imaginons dans une

urne C un très grand nombre m de boules blanches et un pareil

nombre de boules noires. Ces boules ayant été mêlées, supposons

que l'on tire de l'urne n boules que l'on met dans l'urne A. Suppo-

sons ensuite que l'on mette dans l'urne B autant de boules blanches

qu'il y a de boules noires dans l'urne A, et autant de boules noires

qu'il y a de boules blanches dans la même urne. Il est clair que le

nombre des cas dans lesquels on aura x boules blanches, et par con-

séquent Ji — X boules noires dans l'urne A, est égal au produit du

nombre des combinaisons des m boules blanches de l'urne C, prises

X k X, par le nombre des combinaisons des m boules noires de la

même urne, prises n — x a n — x. Ce produit est égal à

m(m — i)(/n — 2)...(/n — ^ + i) m {m — i) (m — 2). . .{m — n -\- x -\- i)

1.2.3. ..a; 1.2.3. ..(« — a^)

ou à

I (i .2.3. . . m)*

i.2.3...a;.i.2.3...(/n — a?).i.2.3...(n — ^).i.2.3...(/w — n ~{- œ)

Le nombre de tous les cas possibles est le nombre des combinaisons

des 2m boules prises nkn; ce nombre est

1 .2.3. . .2m
i.2.3...n.i.2.3...(2w — n)'

en divisant donc la fraction précédente par celle-ci, on aura pour la

probabilité de x ou pour la valeur initiale de U

(i.2.3...m)*.i.2.3...n.i.2.3...(2m — n)

1.2.3. ..^.1.2.3. . .{m — a;). 1.2. 3. . .{n— a;). 1.2. 3. . .{m — n + a?).i .2.3. . .2m

Maintenant, si l'on observe que l'on a à très peu près, lorsque s est

un très grand nombre,
1

o *+3 /

i .2.6. . . s=:s ^e~*y2 7r,

on trouvera après toutes les réductions, en faisant

n H- a. un
X z=z *—ï

—
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et négligeant les quantités de l'ordre -.

en faisant donc

n

— m(l«

v//»7rV am —

n

m

\//»7rV 2

2 ni — n
on aura

U= -^i-e-"!^*.

Si le nombre m est infini, alors i^ = ^, et la valeur initiale de U est

U^-^e-»-"^'.
'rm:

Sa valeur, après un nombre quelconque de tirages, est

a -—

y mt\i-\-e "
j

Le cas de m infini revient à celui dans lequel l'urne A serait remplie,

en projetant n fois une pièce qui amènerait indifféremment croix ou

pile, et en mettant dans l'urne A une boule blanche chaque fois que

croiœ arriverait, et une boule noire chaque fois que pile arriverait; car

il est visible que la probabilité de tirer une boule blanche ou noire de

l'urne C est { comme celle d'amener croix on pile. En prenant l'inté-

grale fVdx ou ^ j\] d\j,\ln depuis (x = — a jusqu'à |x = a, on aura

la probabilité que le nombre des boules blanches de l'urne A sera

compris dans les limites dta^Jn.

VI.

Du milieu qu'il faut choisir entre les résultats des observations.

Lorsque l'on veut corriger un élément déjà connu à fort peu près,

par l'ensemble d'un grand nombre d'observations, on forme des équa-

tions de condition de la manière suivante. Soient z la correction de
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l'élément et ê l'observation ; l'expression analytique de celle-ci sera

une fonction de l'élément. En y substituant, au lieu de l'élément, sa

valeur approchée, plus la correction z; en réduisant en série par rap-

port à s et négligeant le carré de z, cette fonction prendra la forme

m -+- pz, à laquelle on égale la quantité observée ê, ce qui donne

S =: m -h pz;

z serait donc ainsi déterminé, si l'observation était rigoureuse; mais,

comme elle est susceptible d'erreur, en nommant s cette erreur, on a

rigoureusement
ê + e = m -4- /?5

OU, en faisant 6 — /w = <p, on a

£ := pz — <p.

Chaque observation fournit une équation de condition semblable, que

l'on peut représenter pour l'observation {i-\- ly*'"'^ par celle-ci

En réunissant toutes ces équations, on a

Se<')= 2S/?(')-Scp(^',

le signe S se rapportant à toutes les valeurs de i, depuis i = o jusqu'à

i= s — 1, s étant le nombre total des observations. En supposant nulle

la somme des erreurs, cette équation donne

_ Sf^
""-

S/?(')'

c'est ce que l'on nomme ordinairement résultat moyen des observa-

tions.

J'ai donné dans le Volume précédent (^ ) la loi de la probabilité des

erreurs de ce résultat; mais, au lieu de supposer nulle la somme

des erreurs, on peut supposer nulle une fonction quelconque linéaire

de ces erreurs que nous représenterons ainsi

(1) Voir, plus haut, p. 322 et suivantes.
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7» g^*K g^^K • . . étant des nombres positifs ou négatifs que nous suppo-

serons être entiers. En substituant dans la fonction (m), au lieu de £,

£"\ .... leurs valeurs données par les équations de condition, elle

devient

En égalant donc à zéro la fonction (m), on a

_S7fO<pa)

Soit z' l'erreur de ce résultat, en sorte que l'on ait

^ _ Syt/)(p(0 ^^

ce qui donne pour l'expression de la fonction (m)

et déterminons la loi de probabilité de l'erreur z' du résultat, lorsque

les observations sont en grand nombre. Pour cela, considérons le pro-

duit

le signe S s'étendant ici depuis la valeur négative extrême de x

jusqu'à sa valeur positive extrême : Wl-j est la probabilité d'une

erreur a; dans chaque observation, a; étant supposé, ainsi que a, formé

d'une infinité de parties prises pour unité. Il est clair que le coeffi-

cient d'une exponentielle quelconque e^'^^^dans ce produit sera la

probabilité que la somme des erreurs de chaque observation, multi-

pliées respectivement par g, g^*\ . . . , c'est-à-dire la fonction (m), sera

égale à /; en multipliant donc le produit précédent par er'^^-\ le

terme indépendant de cr, dans ce nouveau produit, exprimera cette

probabilité. Si l'on suppose, comme nous le ferons ici, la probabilité

des erreurs de chaque observation la même pour les erreurs, soit

positives, soit négatives, on pourra, dans la somme SWl-je'f'°^~*,
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réunir les deux termes multipliés, l'un par e^i^^^ et l'autre par

ç-qxrny/-i
^ alors cette somme prend la forme 2S''F( —

J
cosç'^cj. Il en

est de même des autres sommes semblables. De là il suit que la pro-

babilité que la fonction {m) sera égale à / est le terme indépendant

de CT dans la fonction

g-zcTy'-i y^ aS^f -
] cos^o^GT X 2S ^f —

J
cosq'-^^xm x . .

.

X2Sw(-\cosq^'-'^XTS.

En y changeant — / dans /, on aura la probabilité que la fonction (m)

sera égale à — /; en réunissant ces deux expressions, le terme indé-

pendant de cj dans le produit

2 cos/gt X aS^f -
j cosqxvs x 2S W( —

j
co&q^^^ûcm X. .

.

est la probabilité que la fonction (m) sera ou h- / ou — /; cette proba-

bilité est donc

-/ rfcTCOS/CT X 2S ^( -
J
COS^aîCI X 2S ^[ —

)
COSg'<*'^CT X . . .

X2Swf-\cosq^'-'^xm.

On a, en réduisant les cosinus en séries,

S<F(^)cos,xe= S^(f)-i,.a...sf:'F(^)+....

Si l'on fait - = x', et si l'on observe que, la variation de x étant l'unité,

on a dx' = -, on aura
a

Nommons k l'intégrale 1 fdx'W{x'), prise depuis x nul jusqu'à sa
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valeur extrême; nommons pareillement ^'l'intégrale fa/^ dx'W(x')

étendue dans les mêmes limites, et ainsi de suite; nous aurons

aS Vf -
j cosqa:w = ak( i— -r- 7' a» bj' H- . . .

j;

son logarithme est

^ a'cj'— . . . -H logak.

ak ou iaJdafW{x') étant égal à 2STf-j> il exprime la probabilité

que l'erreur de chaque observation sera comprise dans ses limites, ce

qui est certain; on a donc a^ = i, ce qui réduit le logarithme précé-

dent à

r-û 5j'—
k

De là il est aisé de conclure que le logarithme du produit

aS *?(-) cosqxw X aS vf— ] co%q''^'>XTS x . . . x aS^''( - j
cos^f'-^'ajcr

est égal à

le signe S s'étendant ici depuis « = o jusqu'à 1 = 5— i. Lorsque les

observations sont en très grand nombre, on peut ne conserver que le

premier terme de la série; car il est facile de voir que la somme des

carrés ou des cubes, ... de 7, 7^*\ . . . étant de l'ordre j, chacun des

termes de la série a pour facteur une quantité de cet ordre; mais, si

Ton suppose que sa^xs^ soit toujours d'un ordre moindre que ^s, alors

le second terme de la série étant de l'ordre sa*xs\ il sera très petit et

deviendra nul dans le cas de s infini; on peut donc négliger vis-à-vis

du premier terme le second, et à plus forte raison les suivants. Main-

tenant si l'on repasse des logarithmes aux nombres, on aura

aS W( -
) cosqxw X aS V(-) cosçf'arcj X

-^ a» 0*87(0»
e *

;
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la probabilité que la fonction (m) sera égale à -h /ou à —/ est donc,

en intégrant depuis ts nul jusqu'à ^ = 11,

2 r" -Ja»ni»89(')«2 r

Si l'on fait acj = /, cette intégrale devient

— / dt cos - te "
a-Kj^ a

L'intégrale relative à rs devant être prise depuis cr nul jusqu'à vs = iz,

l'intégrale relative à t doit être prise depuis t nul jusqu'à t — ai: ou

jusqu'à l'infini, a étant supposé d'un nombre infini d'unités. A la vé-

rité, nous sommes parvenus à l'intégrale précédente, en supposant

sarvs^ ou st^ d'un ordre plus petit que sft; mais, lorsque st^ est de

_ _i'fjs^(<)«

l'ordre sjs, l'exponentielle e '' devient si excessivement petite

que l'on peut, sans crainte d'aucune erreur sensible, étendre l'inté-

grale au delà jusqu'à l'infini. Cela posé, cette intégrale devient, par

l'article II,

I

y^ vfs^
*'a«S7(')«

En faisant donc l=ar, et observant que, la variation de / étant l'unité,

on âadr = i^ on aura

/
kr*

dre **'S'7^'"

pour la probabilité que la fonction (m) sera comprise dans les limites

±ar.

Déterminons présentement la valeur moyenne de l'erreur à craindre,

en adoptant pour résultat moyen des observations la correction

S/>''>^(')'

qui résulte, comme on l'a vu, de l'égalité de la fonction (m) à zéro.
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z' étant supposé la correction de ce résultat, la fonction (m) devient

z'Stp^'^q^'K En faisant cette quantité égale à ar, on aura

—

—

*»"(Sp(')a('))»

y/^S^")' 2av^y/^S^
e

(0»

le coefficient de dz' dans le second membre de cette équation est donc

l'ordonnée de la courbe des probabilités des erreurs z' qui représen-

tent les abscisses de cette courbe, que l'on peut étendre à l'infini de

chaque côté de l'ordonnée qui répond à z' nul. Cela posé, toute erreur,

soit positive, soit négative, doit être considérée comme un désavan-

tage ou une perte réelle à un jeu quelconque; or, par les principes

connus du Calcul des probabilités, on évalue ce désavantage en pre-

nant la somme de tous les produits de chaque désavantage par sa pro-

babilité; la valeur moyenne de l'erreur à craindre est donc la somme

des produits de chaque erreur, abstraction faite du signe, par sa pro'

bî^ilité; par conséquent elle est égale à l'intégrale

/ z'dz' Sp^^^q^^^ *a'»(sp(')7(0)»

^12 g ika*Sgl.')* .

* A'"^.
'V^'

l'erreur moyenne à craindre est donc

(B) aa
^7^ S/>"^9«'>

Les valeurs dep.p^'^, . . . sont données par les équations de condition ;

mais les valeurs de q, q^*K . . . sont arbitraires et doivent être détermi-

nées par la condition que l'expression précédente soit un minimum.

Cette condition donne, en ne faisant varier que q^'\

g(l) _ pli)

Sq^*~Sp^^^)'

Cette équation a lieu quel que soit î; et, comme la variation de i ne

OEuyretde L. — XII. 5o
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fait point changer la fraction g—^)—jtj»
en la nommant [x, on aura

et l'on peut, quels que soient/?, p^*\ ..., prendre [a tel que les nombres

q, q^'\ ... soient des nombres entiers, comme l'analyse précédente

l'exige. Alors la formule (B) donne, pour l'erreur moyenne à craindre,

\/f

c'est, dans toutes les suppositions que l'on peut faire sur les valeurs de

q, q'-^K . . . , la plus petite erreur moyenne possible. Le résultat moyen

des observations devient alors

,_ S /?(')9(^)

^ ~
""S/>(')- '

Si l'on suppose les valeurs de q, q^^K ... égales à ±1, l'erreur

moyenne à craindre sera la plus petite lorsque le signe ± sera déter-

miné de manière que p^'^q''^ soit positif, ce qui revient à supposer

i = q = q'= ..., et à préparer les équations de condition, de sorte

que le coefficient de 5 dans chacune d'elles soit positif : c'est ce que

l'on fait dans la méthode ordinaire. Alors le résultat moyen est

^ ~
S/?"')

'

et l'erreur moyenne à craindre est

Vx"'S/><'

mais cette erreur surpasse la précédente (D), puisque celle-ci est la

plus petite possible. On peut s'en convaincre d'ailleurs de cette ma-

nière : on a

^'^ > '
^, ou 5S/?(')'>(S/>('0'-

S/>"'' y/S/^"'^'
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En effet, 2/>/>^'^ est moindre que /?'" -f- p^^^^y puisque (/?''^ — /?)' est une

quantité positive; on peut donc, dans le second membre de l'inégalité

précédente, substituer pour 2pp^*K p^-^p^*^^— /* f étant une quantité

positive. En faisant des substitutions semblables pour tous les pro-

duits semblables, ce second membre sera égal à *(/?'-{-/>< '^^-f- . . .
-\-p^'~*^^)

moins une quantité positive.

Le résultat

auquel correspond le minimum d'erreur à craindre, est celui que

donne la méthode des moindres carrés des erreurs, car la somme de

ces carrés étant

{pZ -<f)*+{pi^)z - 9(1))»+ . . .-^ (;,{*-» ^ -_ 9(*-«))î,

la condition du minimum de cette fonction, en faisant varier z, donne

pour cette variable l'expression précédente; cette méthode doit donc

être employée de préférence, quelle que soit la loi de facilité des erreurs,

loi dont dépend le rapport -p- Quoique cette loi soit presque toujours

ignorée, cependant on peut supposer -p > 6. En effet, si l'on suppose

que les limites des erreurs de chaque observation sont ± a, alors x'

étant -j la valeur de a;' s'étendra depuis zéro jusqu'à l'unité de sorte

qu'on obtiendra les intégrales

if dx'Wix'

et

f x'*dx'W(x'),

que k et k' représentent; il faut donc faire voir qu'alors

2 f da:'W{x')>6 f x'*dx'W{x').



396 SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES

Pour cela, il suffit de prouver que l'on a

X
'0

'2 r dx'W{a;')>3 f x"- dx' W {x' )

.

En effet, si Ton différentie cette inégalité, on aura

x' f dx'^^{x')>2x'^-W{x')

Ç dx'W{x')>x'^{x').

Différentiant encore cette inégalité, on aura

,.r'

2
'0

ou

,dW{x')
dx'

o>^' ^, ,

or cette inégalité est juste, si l'on suppose que la probabilité W{x'^

de l'erreur x de chaque observation est d'autant plus petite que l'er-

reur est plus grande, ce qu'il est naturel d'admettre; la différentielle

de Wiccf) est alors négative, et, par conséquent, moindre que zéro.

De là il suit que la fonction (D) est moindre que

y/ôTTS/^c')'

La moitié de cette fonction est l'erreur moyenne à craindre en plus,

en adoptant le résultat donné par la méthode des moindres carrés;

cette moitié, prise avec le signe —, est l'erreur moyenne à craindre

en moins. On peut donc apprécier par là le degré d'approximation de

ce résultat, en prenant pour a l'écart du résultat s^ moyen qui ferait

rejeter une observation. Dans l'ignorance entière oii l'on est le plus

souvent de la loi des erreurs, on peut également prendre toutes celles

qui satisfont aux deux conditions de donner la même probabilité pour

les erreurs positives et négatives égales, et de rendre les erreurs d'au-

tant moins probables qu'elles sont plus grandes. Alors il faut choisir

la loi moyenne entre toutes ces lois, et que j'ai déterminée dans les
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Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1778, page 268 ('). Cette

loi donne, pour la probabilité de l'erreur ±: Xy

I , a— log-;

on trouve alors

ce qui donne —
.

pour l'erreur moyenne à craindre.^
3v/27iS/?("»

^ ^

Si l'on fait

^,_^^'\/T'

on aura par ce qui précède, dans la méthode des moindres carrés des

fdt.

erreurs, où q^'^ = [i.p^'^

pour la pwbabilité que l'erreur du résultat moyen sera comprise dans

les limites

Dans la méthode ordinaire où ç^*'= r, l'intégrale précédente exprime

la probabilité que l'erreur du résultat moyen donné par cette méthode

sera comprise dans les limites

(i)S/>

La valeur de t étant supposée la même pour les résultats des deux

méthodes, la probabilité que l'erreur sera contenue dans les limites

correspondantes sera la même; mais ces limites sont plus resserrées

dans la première méthode que dans la seconde. Si l'on suppose que

(• ) Œuvres de LapUice, T. IX, p. i\ii.
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ces limites sont les mêmes, relativement aux résultats des deux mé-

thodes, la valeur de l sera plus grande, et par conséquent la proba-

bilité que l'erreur du résultat moyen n'excédera pas ces limites sera

plus considérable dans la première méthode que dans la seconde;

ainsi, sous ce nouveau rapport, la méthode des moindres carrés mé-

rite la préférence.

VII.

Supposons maintenant qu'un même élément soit donné ; i" par le

résultat moyen de s observations d'un premier genre et qu'il soit, par

ces observations, égal à A; i^ par le résultat moyen de s' observations

d'un second genre et qu'il soit égal à A + 5^; 3^ par le résultat moyen

de s" observations d'un troisième genre et qu'il soit égal à A + ç', et

ainsi du reste. Si l'on représente par k-\-x l'élément vrai, l'erreur

du résultat des observations s sera — ic; en supposant donc S égal à

T v/sT^^
k'

si l'on fait usage des moindres carrés des erreurs pour déterminer le

résultat moyen, ou à

T S/?"')

^' ia\fs

si l'on emploie la méthode ordinaire, la probabilité de cette erreur

sera, par l'article précédent, en supposante un grand nombre.

L'erreur du résultat des observations s' sera q — x, et en désignant

par ê', pour ces observations, ce que nous avons nommé ^ pour les

observations s, la probabilité de cette erreur sera

SI

Pareillement, l'erreur du résultat des observations s" sera q' — x, et,
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en nommant pour elles 6" ce que nous avons nommé 6 pour les obser-

vations s, la probabilité de cette erreur sera

et ainsi de suite. Le produit de toutes ces probabilités sera la proba-

bilité que — x^ q — x^ q' — x, ... seront les erreurs des résultats

moyens des observations s, s', s", ...; cette probabilité est donc

égale à
£ £1 £11_ _ ^. . . e-6'x»-6"(x-7)«-g'>(^-7')»-...,

V^ s/n v^TT

En la multipliant par dx et prenant l'intégrale depuis a7= — oo jus-

qu'à iT = 30, on aura la probabilité que les résultats moyens des obser-

vations s\ s'\ . . . surpasseront respectivement de q, q', ... le résultat

moyen des observations s.

Si l'on prend l'intégrale dans des limites déterminées, on aura la

probabilité que, la condition précédente étant remplie, l'erreur du

premier résultat sera comprise dans ces limites; en divisant cette pro-

babilité par celle de la condition elle-même, on aura la probabilité

que l'erreur du premier résultat sera comprise dans les limites don-

nées, lorsqu'on est certain que la condition a effectivement lieu; cette

probabilité est donc

l'intégrale du numérateur étant prise dans les limites données et celle

du dénominateur étant prise depuis x= — ce jusqu'à x = oo.

On a

6*.r»-+- 6'*{x- q)--^^"^{x — q'y+ .. .

— (g«+ 6'î_^ ê'*-+-. . .)xî— 2a:(6'»7 + S'^ç'h-. . .) H- 6'»^«-f- 6'*^'»-+-.
. .

.

Soit
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la probabilité précédente deviendra

fdt. ,-(6«H-6'«+6''«+...)(>

l'intégrale du numérateur étant prise dans des limites données et

celle du dénominateur étant prise depuis t = — <x> jusqu'à /—oc.

Cette dernière intégrale est

en faisant donc

la probabilité précédente devient

4= fdt'e-t'\

La valeur de /' la plus probable est celle qui répond à /' nul, d'où il

suit que la valeur de x la plus probable est celle qui répond à / = o;

ainsi la correction du premier résultat que donne avec le plus de pro-

babilité l'ensemble de toutes les observations s, s\ s" est

et l'on trouvera, par l'article précédent, que l'erreur moyenne à

craindre est

I

dont la moitié est l'erreur à craindre en plus, et l'autre moitié, prise

avec le signe —, est l'erreur à craindre en moins.

La correction que nous venons de- donner est celle qui rend un

minimum la fonction

(6^)2+[6'(cr-^)]2+[6"(^-^)]2H-...;

or la plus grande ordonnée de la courbe des probabilités des erreurs
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du premier résultat est, par ce qui précède, -=; celle de la courbe

des probabilités des erreurs du second résultat est -p:, et ainsi de
Vît

suite. Le milieu qu'il faut choisir entre les divers résultats est donc

celui qui rend un minimum la somme dos "carrés de l'erreur de

chaque résultat multipliée par la plus grande ordonnée de la courbe

de sa probabilité. Ce milieu est le premier résultat A, plus sa correc-

tion, ou
A&*-hiA-hq)&'*-^{A-i-q')6'*-h...

S^ -^ S'* -\- &'*+... '

ainsi la loi du minimum des carrés des erreurs devient nécessaire

lorsque l'on doit prendre un milieu entre des résultats donnés chacun

par un grand nombre d'observations.

VIII.

L'analyse exposée dans l'article VI peut être étendue à la correc-

tion d'un nombre quelconque d'éléments par les observations. Elle

conduit toujours à ce résultat : savoir que la méthode des moindres

carrés des erreurs des observations est celle qui donne sur la correc-

tion des éléments la plus petite erreur moyenne à craindre.

Quand on veut corriger un ou plusieurs éléments déjà connus, à

fort peu près, par l'ensemble d'un grand nombre d'observations, on

forme des équations de condition d'une manière analogue à celle que

nous avons donnée dans l'article VI, relativement à un seul élément.

Considérons deux éléments, ef nommons z la correction du pre-

mier et z' celle du second. Soit 5 l'observation; son expression analy-

tique sera fonction des deux éléments : en y substituant leurs valeurs

approchées, augmentées respectivement des corrections z et z\ en la

réduisant ensuite en série et négligeant le produit et les carrés de :;

et z', cette fonction prendra la forme A -hpz -^ qs\ et en lui égalant

la quantité observée 6, on aura

6 — Ah-/>5 -i-qz'.

CEuvret de L. — W\. 5l
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Une seconde observation donnera une équation semblable, et l'on

aura, en résolvant ces deux équations, les valeurs de z et de z'. Ces

valeurs seraient exactes si les observations étaient rigoureuses; mais,

comme elles sont susceptibles d'erreur, on en considère un grand

nombre. En combinant ensuite les équations de condition que cha-

cune d'elles fournit, de manière à les réduire à deux, on obtient les

corrections des éléments avec d'autant plus d'exactitude que l'on

emploie plus d'observations et qu'elles sont mieux combinées. La

recherche de la combinaison la plus avantageuse est une des plus

utiles de la théorie des probabilités et mérite à la fois l'attention

des géomètres et des observateurs.

Si dans l'équation de condition précédente on fait ê — A = a, et si

l'on nomme £ l'erreur de la première observation, on aura

£:=pz -\- qz'— (X.

L'observation (1-1-1)*^™^ donnera une équation semblable, que nous

représenterons par celle-ci

g(0— ^(02 4_^a),'_a(0,

£<'^ étant l'erreur de cette observation et s étant le nombre des obser-

vations, en sorte que i peut s'étendre depuis / = o jusqu'à 1 = s — i.

Présentement, toutes les manières de combiner ensemble ces équa-

tions se réduisent à les multiplier respectivement par des constantes

et à les ajouter ensuite. En les multipliant d'abord respectivement

par m, m^'\ m^-^ ... et les ajoutant, on aura l'équation finale

i

s /n(') ef)= s s m('')/?('') -+- :?' s m('') ^(') — S /w(') a ii)

En multipliant encore les mêmes équations respectivement par n,

n^*\ ... et ajoutant ces produits, on aura une seconde équation

finale

le signe S s'étendant dans ces deux équations à toutes les valeurs

de i, depuis i = o jusqu'à i= s — i.
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Si l'on suppose nulles les deux fonctions Sm^'H^'^ et S/i^'U^'\ sommes

que nous désignerons respectivement par (w) et (n), les deux équa-

tions finales précédentes donneront les corrections - et z' des deux

éléments. Mais ces corrections sont susceptibles d'erreurs, relatives

à celle dont la supposition que nous venons de faire est susceptible

elle-même. Concevons donc que les fonctions (m) et (/i), au lieu

d'être nulles, soient respectivement /et /'; et nommons u et ii' les

erreurs correspondantes des corrections z et s' déterminées par ce

qui précède, les deux équations finales deviendront

/ = M S /n""V^+ «' S mC) ^"^

Il faut maintenant déterminer les facteurs m, m^*\ . -
.

, n, n^*\ . . . , de

manière que l'erreur moyenne à craindre soit un minimum. Pour

cela, considérons le produit

X étant l'erreur quelconque d'une observation, — a et +a étant les

limites de cette erreur, ©(-j étant la probabilité de cette erreur, et

la probabilité d'une erreur positive étant supposée la même que celle

de Terreur négative correspondante; enfin e étant le nombre dont le

logarithme hyperbolique est l'unité. La fonction précédente devient,

en réunissant les deux exponentielles relatives à a? et à — a:,

2/ (pf —
J
cos(ma;Bj -h /ïorcj') X 2 / 9( — )

cos(/n<'' xrs+n'^^^ xvs')x...

cos (mf*-"arGy H- /if*-')a7ro')»^ '{''{^

X étant supposé, ainsi que a, divisé dans une infinité de parties prises

pour unité. Maintenant, il est clair que le terme indépendant des expo-

nentielles, dans le produit de la fonction précédente pare~'''v^~''°V-\

est la probabilité que la somme des erreurs de chaque observation,
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multipliées respectivement par m, rd^\ ..., ou la fonction {m) sera

égale à / en même temps que la fonction {n), somme des erreurs de

chaque observation, multipliées respectivement par {n), n^*\ . .
. , sera

égale à /'; cette probabilité est donc, en supposant w, m^'\ ..., n,

d^\ . . . des nombres entiers,
'

I

4

X 2/ (o{-\cos{mxxs-\-nxxs')x...X'il çf -
j
cos(/n(*-'^a?cj 4- «'"""^cj')

,

ir étant la demi-circonférence dont le rayon est l'unité.

En réduisant les cosinus en série, et faisant

X I

a a

K=2 f dx'(f{x'), K'- f x'^dx' o{x'), K'''= f x''dx'(^{x'),

on a

2/ (f(-\cos{mx^s-\'nxrs')

=: aK I =^ {mvs -^ nxs y -\ ^a*{mjs -\- nxs'y + . . . I;

«K ou ia j dx' (^(x') exprime la probabilité que l'erreur de chaque

observation sera comprise dans ses limites, ce qui est certain; on a

donc aK = i. En prenant donc le logarithme du second membre de

l'équation précédente, on aura
^

— -ira (niTij -+- nvs y-\ =rz a''(mrs + mcj )* — . . ..
K 12K*

De là il est facile de conclure que le logarithme du produit des fac-

teurs

/ (f)(-] cos{mxxs + nxjss'), 2/ (f(-\cos{fn'^^^xxs-hfi^^'>xxn'),2

'0
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est, le signe S se rapportant à toutes les valeurs de t,

A.

iaK*

En repassant des logarithmes aux nombres, on aura, pour le produit

lui-même,

n a*(cj*S/n(')*H-... )-!-•• -e *̂
rt* (O* s w(0» 4- J BTO' swW «(<)+ CT'« s /lO»)

En substituant donc, au lieu de ce produit, cette valeur dans la fonc-

tion intégrale (i), elle devient

4W_„j_^ L I2K- ' ' j

- Ici V^—Z'cr^^— ^ a» (ci»8in('>+JijO'SmW «(<)-»- CT'«S/i(0»)

x e ^
:

.V étant le nombre des observations que nous supposerons très grand;

faisons

amsfs=itf axs'^s^z t'y

cette intégrale devient

Sm<"', Sm"^*, S/w^'^/i<'\ . . . sont évidemment des quantités de l'ordre *;

en négligeant donc les termes de l'ordre -> vis-à-vis de l'unité, l'inté-

grale précédente se réduit à

itf^i re^x K' /t*Smin* tirSmWnO r»S#i(0»

(3) ^;zt:t-. I I dtdl'e ^' "^l'

L'intégrale relative à zs étant prise depuis o = — ir jusqu'à u = tc.
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l'intégrale relative à t doit être prise depuis t-= — ar:\[s jusqu'à

z = -+- «TT v^*; et, dans ces deux cas, l'exponentielle sous le signe f est

insensible à ces deux limites, soit parce que s est un grand nombre,

soit parce que a est ici supposé divisé dans une infinité de parties

prises pour unité; on peut donc prendre l'intégrale relative à t depuis

/= — 00 jusqu'à i= Qo, et il en est de même de l'intégrale relative ai'.

Gela posé, si l'on fait

"^
S/n(''« "^ 2K"aSm(')»'

„_ ,_ Ky/^ (/S/n(')n(^^— rSmf')-)v/^=^
_~

2K"a SmC^^SAi*')"— (S/n(')/i('))*
'

si l'on fait ensuite

E = S/n(^)»Sn(^)2_(S;„a)^(/))î^

la double intégrale précédente devient

) r r dt"df

J J ^¥^.'
*K.^<''S«(.).-,//.S,n(0„«+ /'.S;n(0., ^ ^ rf^W ^- ^ r» «i^ _ 51' ,». _1_^

Les intégrales relatives à t" et t'" doivent être prises comme celles qui

sont relatives à / et i' entre les limites infinies positives et négatives;

or on a dans ces limites, par les théorèmes connus.

/;
dt e._6w._ V'^.

la fonction (2) se réduit donc ainsi à

(3) -e «»^ "'E

4K"7raVE

Il faut maintenant, pour avoir la probabilité que les valeurs de / et de

/' seront comprises dans des limites données, multiplier cette quantité

par dldl' et l'intégrer ensuite dans ces limites; en nommant donc a:

cette quantité, la probabilité dont il s'agit sera ffxdldl'; mais, pour

avoir la probabilité que les erreurs u et u' des corrections des élé-

ments seront comprises dans des limites données, il faut substituer
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dans cette intégrale, au lieu de / et de /', leurs valeurs en u et uf. Si

l'on différentie ces valeurs en supposant /' constant, on a

dl= du S/n(V'' + «^"' S/n(')^('J,

o =duSn(f^ p('^-¥-du'Sn<'^ q^'\

ce qui donne, en faisant

I du
dl=

Sn<')qW

Si l'on différentie ensuite l'expression de /' en supposant u constant,

on a

dl'=^du'Sn('^q^'^;

on aura donc
dldl'=ldudu';

ainsi, en supposant

G = S n(')* S m<i)p(') S m<'> qW+ S /n«0« S n(0;,(0 S n^') q^^l

— S m<0nO ( s n(0^(0 S m^^) ^C)+ S m' ')/>(« S «('> ^^'J),

la fonction (3), multipliée par dldl et ensuite affectée du signe inté-

gral, devient

,,, r r Y^ \ dudu'
K(Fm«-»-»Cmm'-+-Hh'«I

e
4K'aE

Intégrons d'abord cette fonction par rapport à m' et dans toute l'éton-

u'
due de ses limites. La valeur de — est finie à ces limites ; mais, comme

r H
dans l'exponentielle elle est multipliée par =; et „> et ces quantités

étant de l'ordre j, parce que G et H sont de l'ordre *% tandis que E est

de l'ordre s^, cette exponentielle devient insensible à ces limites, et

l'on peut étendre l'intégrale depuis u' = —'x> jusqu'à u"=x. En

faisant

^
/KÏT / , Gu\

c — —
}

av/Ë
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et prenant l'intégrale relative à t depuis i = — oo jusqu'à / = oc, la

fonction (4) se réduit à

K l'i<«

J V 4K"7r a y/H
^

parce que
• FH-G« _

E ~

Maintenant, si l'on conçoit une courbe dont u soit l'abscisse et dont

l'ordonnée soit

V^:

"K— T
Kl'"*

4K''7ra^

cette courbe, que l'on peut étendre à l'infini de chaque côté de l'or-

donnée qui répond à u nul, sera la courbe des probabilités des erreurs

u de la correction du premier élément. Cela posé, toute erreur, soit

positive, soit négative, doit être considérée comme un désavantage ou

une perte réelle à un jeu quelconque; or, par les principes connus du

Calcul des probabilités, on évalue ce désavantage en prenant la somme

des produits de chaque erreur par sa probabilité; la valeur moyenne

de l'erreur à craindre, en plus ou en moins, sur le premier élément,

est donc

-s/wi^f'"""'
KIw»

le signe -t- indiquant l'erreur moyenne à craindre en plus, et le

signe ~ indiquant l'erreur à craindre en moins. Cette erreur devient

ainsi

""V K.^ A

En y changeant H en F, on aura

VIT «s/F

Ktt I

pour l'erreur moyenne à craindre sur le second élément.

Déterminons présentement les facteurs //z^'^ et /i^'\ de manière que
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cette erreur soit un minimum. En faisant varier m"' seul, on a

d log -.— — am^'> —j-^- '—

-f- rf/n<') J= 2 jj^ ^^ 2—i^

.

rt

11 est facile de voir que cette différentielle disparait si l'on suppose

dans les coefficients de dm^'^

UL étant un coefficient arbitraire indépendant de «", et au moyen duquel

on peut rendre m, m^'\ . . . des nombres entiers, comme l'analyse pré-

cédente l'exige. La supposition précédente rend donc nulle la diffé-

i/H
rentielle de ^ prise par rapport à m^'K On verra de la même manière

qu'elle rend nulle la différentielle de la même quantité, prise par rap-

port à n^'^; ainsi cette supposition rend un minimum l'erreur moyenne

à craindre sur la correction du premier élément, et l'on verra de la

même manière qu'elle rend encore un minimum l'erreur moyenne à

craindre sur la correction du second élément. Dans cette supposition,

les corrections des deux éléments sont

Ces corrections sont celles que donne la méthode des moindres carrés

des erreurs des observations, ou la condition du minimum de la fonc-

tion

d'où il suit que cette méthode a généralement lieu, quel que soit le

nombre des éléments à déterminer; car il est visible que l'analyse

précédente peut s'étendre à un nombre quelconque d'éléments. L'er-

OEuvres de L. — \\\. 5a
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reur moyenne à craindre sur le premier élément devient alors

Ki^S?^
v/S ;?")» S^c')^— (S/)(''^7''>)»

et sur le second élément elle devient

± a '

v/S/>(''')-S^('*-— (S/><'>y<'))=

On voit ainsi que le premier élément sera plus ou moins bien déter-

miné, que le second, suivant que Sq^'^'\ sera plus petit ou plus grand

que S,p^'^\

Si les r premières équations de condition ne renferment point q, et

si les * — r dernières ne renferment point/?, alors S/î'''y''' est nul et la

première des deux formules précédentes devient

/W

(')ï
V/'S/>

Le signe S se rapportant à toutes les valeurs de «, depuis i = o jusqu'à

ï = r — I, c'est la formule relative à un seul élément déterminé par

un grand nombre r d'observations; elle s'accorde avec celle que nous

avons trouvée dans l'article VI.

Dans toutes ces formules, le facteur «i/TT- ^^^ inconnu. On peut

prendre pour a l'écart du résultat moyen, qui ferait rejeter une obser-

vation. Si l'on suppose ?( — ) égal à une constante, on a

K ~^'
.

K"
c'est la plus grande valeur que l'on puisse supposer à la fraction -j^»

comme on l'a vu dans l'article cité; mais la remarque suivante ôte

toute incertitude sur le facteur dont il s'agit. J'ai reconnu, et je prou-
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verai dans un Ouvrage que je vais bientôt publier sur les probabilités,

que la somme des carrés des erreurs d'un grand nombre s d'observa-

tions peut être supposée à très peu près égala à 2.s-^; or on a cette

somme en substituant, dans chaque équation de condition, les correc-

tions des éléments, déterminées par la méthode des moindres carrés

des erreurs des observations; car, si l'on nomme s''' ce qui reste après

ces substitutions dans Péquation de condition (« -h i
)'*'"*", cette somme

K"
sera à très peu près Se^''^; en l'égalant donc à 2sa--r7-, on aura

Pour un seul élément, l'erreur moyenne devient donc ainsi

De là résulte cette règle générale pour avoir l'erreur moyenne à

craindre, quel que soit le nombre des éléments. Représentons géné-

ralement les équations de condition par la suivante

e'i' = p(i)z -+- q('^z'-\- r^i^z'-h t^'^z^-r--. . .- af',

z, z\ z'\ z'", .

.

. étant les corrections de ces éléments.

Lorsqu'il y a deux éléments, on aura l'erreur moyenne à craindre

sur le premier élément, en changeant dans la fonction (a)

S/?("* dans S/><')»- ^^ X„
^

•

On aura ainsi une expression que nous désignerons par (a).

Lorsqu'il y aura trois éléments, on aura l'erreur à craindre sur le

premier élément, en changeant dans l'expression (a)

S/>'^" dans S/>^')«-i^-^:^^,

S^'"* dans Sy<')»- ^ l , ,,
'
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et

S/?"'^"^ dans ?,p(^)q(n-^—^_^|

On formera ainsi une expression que nous désignerons par (a").

Lorsqu'il y a quatre éléments, on aura l'erreur moyenne à craindre

sur le premier élément, en changeant dans l'expression (a")

S/)(')2 dans S/?"''-

S/y'^C' dans S/?^)^^''
S/)")<<'>S7(')^")

Si'"*

En continuant ainsi, on aura l'erreur moyenne à craindre sur le pre-

mier élément, quel que soit le nombre des éléments. En changeant

dans l'expression de cette erreur ce qui est relatif au premier élé-

ment, dans ce qui est relatif au second et réciproquement, on aura

l'erreur moyenne à craindre sur cet élément, et ainsi des autres.
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Mémoires de l'Jcadémie des Sciences, II' Série, T. II, année 1817; 1819.

Les géomètres ont, jusqu'à présent, considéré la Terre comme un

sphéroïde formé de couches de densités quelconques et recouvert en

entier d'un fluide en équilibre. Ils ont donné les expressions de la

figure de ce fluide et de la pesanteur à sa surface; mais ces expres-

sions, quoique fort étendues, ne représentent pas exactement la

nature. L'océan laisse à découvert une partie du sphéroïde terrestre,

ce qui doit altérer les résultats obtenus dans l'hypothèse d'une inon-

dation générale, et donner naissance à de nouveaux résultats. A la

vérité, la recherche de la figure de la Terre présente alors plus de

difficultés; mais le progrès de l'Analyse, surtout dans cette partie,

fournit le moyen de les vaincre et de considérer les continents et les

mers tels que l'observation nous les présente. C'est l'objet de l'analyse

suivante, qui, comparée aux expériences du pendule, aux mesures

des degrés et aux observations lunaires, conduit à ces résultats :

i** La densité des couches du sphéroïde terrestre croît de la surface

au centre;

2° Ces couches sont à très peu près régulièrement disposées autour

de son centre de gravité;

3" La surface de ce sphéroïde, dont la mer recouvre une partie, a

(') Lu à l'Académie des Sciences le 4 août 1818.
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une figure peu différente de celle qu'elle prendrait en vertu des lois

de l'équilibre, si, la mer cessant de la recouvrir, elle devenait fluide;

4° La profondeur de la mer est une petite fraction de la différence

des deux axes de la Terre;

5° Les irrégularités de la Terre et les causes qui troublent sa sur-

face ont peu de profondeur;

6** Enfin, la Terre entière a été primitivement fluide.

Ces résultats de l'analyse, des observations et des expériences me

semblent devoir être placés dans le petit nombre des vérités que nous

offre la Géologie.

\. La figure de chaque couche du sphéroïde terrestre étant à fort

peu près sphérique, j'exprimerai, comme dans le troisième Livre de

la Mécanique céleste, son rayon par a(i -t- aj), a étant un très petit

coefficient constant. Je désignerai par p la densité de cette couche,

p étant fonction de a. Je nommerai V la somme des quotients de

chaque molécule du sphéroïde terrestre, divisée par sa distance à

un point extérieur attiré, r étant la distance de ce point à l'origine

des rayons terrestres placée très près du centre de gravité de la Terre.

Enfin, je nommerai (x le cosinus de l'angle que r fait avec l'axe du

sphéroïde, et o) l'angle que le plan passant par cet axe et par r forme

avec un méridien fixe sur la surface du sphéroïde. On peut supposer

y développé dans une série de cette forme

j = Y(') + Y'2' + ¥<='> -H...,

y^ étant une fonction de a, [x, \/i — tx-sinco, y/i — ix-coso), ration-

nelle et entière de l'ordre «, relativement à ces trois dernières quan-

tités, et telle que l'on ait généralement

^ (i — f^ -y—

La formule (5) du n° 14 du troisième Livre de la Mécanique céleste
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devient ainsi

u étant le rapport de la demi-circonférence au rayon : les différen-

tielles et les intégrales étant relatives à la variable a, celles-ci étant

prises depuis a nul jusqu'à sa valeur à la surface du sphéroïde, valeur

que je prendrai pour l'unité.

Concevons maintenant la mer en équilibre sur ce sphéroïde doué

d'un mouvement de rotation. Soit ao le rapport de la force centrifuge

à la pesanteur à l'équateur, et désignons par V la somme de toutes les

molécules de la mer, divisées par leurs distances respectives au point

attiré. Si l'on suppose ce point à la surface de la mer, on aura, par le

n° 23 du troisième Livre de la Mécanique céleste, pour l'équation de

l'équilibre.

(0

const. = -Jprfa3-H4a7:jprf(^-3^ + -^^ + ^^+...j

H-V'-lTry'prfa»^^/.'-!).

Pour déterminer V, je supposerai que le rayon mené de l'origine

des rayons terrestres à la surface de la mer soit i -i- ay -h «y, j étant

la valeur dej à la surface du sphéroïde : ay' sera, à très peu près, la

profondeur de la mer. Je supposerai ensuite

Y'^'^ étant une fonction rationnelle et entière de (x, y'i — \i} sinto,

\/i — (x^coso), assujettie à la même équation aux différences par-

tielles que Y'*'. On peut considérer la mer comme égalant un sphé-

roïde dont le rayon est i 4- ay 4- aj', moins un second sphéroïde

dont le rayon est i -h aj, plus la partie de ce second sphéroïde qui se

relève au-dessus du premier et où, par conséquent, ay est négatif.

La somme des molécules du premier sphéroïde divisées par leurs

distances au point attiré est, par ce qui précède, en prenant pour

OEuvre» de L. — XH. 53
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unité la densité de la mer,

47r

37
+ 4«^^__ + ____ + ____

+...J,

yd)^ Y(2)^ _ étant ce que deviennent Y^*^ Y^^^ ... à la surface du

sphéroïde terrestre. La même somme relative au second sphéroïde est

^^z , /Y(») ¥<*) Y(«) \
3r \3r* S/-^ yr* /

La différence de ces deux quantités est

En nommant donc V" la somme des molécules de la partie d«i second

sphéroïde qui se relève au-dessus du premier, divisées par leurs dis-

tances respectives au point attiré, on aura

/Y'(o) Y'(*' Y'C' \

L'équation précédente de l'équilibre deviendra donc

const. =. ^j p ^a' -H 4 «t:j p ^(^^^ + ^^ + -^^ + . . .

j

\
+V«-?^r.^/prfa.(^'-i),

r devant être supposé égal à i + aj -h aj', et par conséquent égal à

l'unité dans les termes multipliés par a, puisqu'on néglige les termes

de l'ordre a^ Cette équation a cela de remarquable, savoir que la dif-

férentielle de son second membre, prise par rapport à r, et divisée

par — dr^ est l'expression de la pesanteur, comme il résulte du n*^ 33

du troisième Livre de la Mécanique céleste. En nommant donc p la
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pesanteur, on aura

,„, / ] , /Y'w 2Y'<') 3Y"») \
(3)

I
-^^«'^(-7r- + -37F- + -57^+-j

On a, par le n° 10 du troisième Livre de la Mécanique céleste, à la

surface de la mer,

(a) o=^+iV".

Cette équation remarquable étant très utile pour ce qui va suivre,

je vais en rappeler ici la démonstration. Si l'on conçoit une sphère

homogène du rayon a, et dont la densité soit exprimée par l'unité, la

somme de ses molécules divisées par leurs distances respectives à un

point extérieur attiré dont r soit la distance à son centre sera la masse

de la sphère divisée par r. En désignant donc par V cette somme, on

aura

Maintenant, si l'on imagine à la surface de la sphère une molé-

cule dm^ sa distance au point attiré sera v'^— 2arcosYH- a% y étant

l'angle compris entre le rayon r mené au point attiré et le rayon a

mené à la molécule dm\ V ou la somme des molécules divisées par

leurs distances au point attiré sera donc, relativement à cette molé-

cule.
dm

et la valeur de -r- sera
dr

y//'*— lar cos y 4- a*

— dm{r — acosy)
_

(r'— aarcosy + a*)'

Si le point attiré est à la surface de la sphère, on aura

r = a.
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et alors ^- sera
or

ce qui donne

— dm V
ou »

2a^ia^{i — cosy) '^'^

(b) a^+\y = o,

et, comme cette équation a lieu pour chaque molécule d'un système

de molécules disséminées à la surface de la sphère, elle aura lieu pour

le système entier, en supposant V relatif à ce système.

Cette équation cesse d'avoir lieu, si l'on suppose la molécule dm

très près du point attiré et très peu élevée au-dessus de la sphère, en

sorte que, en désignant par a' son rayon, la différence r — a! soit fort

petite. La fonction «'-rr + ^V étant égale à

r — a' r dm{r — a'— aa'cosy)

J (r*— 2a'/-cosy -t- a'^)*

cette intégrale, à cause de la petitesse de son diviseur, pourrait alors

ne pas devenir insensible par la petitesse du facteur r — a'; mais on

voit que si, près du point attiré, la molécule dm diminue comme le

carré r^ — 2.ar' cosy -i- a'^ de la distance de ce point à cette molécule,

alors l'intégrale (/) devient insensible et l'équation (b) subsiste.

Si l'on conçoit maintenant un sphéroïde très peu différent d'une

sphère, et si l'on suppose le point attiré à sa surface, et à ce point une

sphère osculatrice d'un rayon a fort peu différent du rayon du sphé-

roïde, alors V désignant la somme des molécules de l'excès du sphé-

roïde sur la sphère divisées par leurs distances au point attiré, l'inté-

grale (/) deviendra nulle, parce que les molécules dm de cet excès

sont nulles au point de contact et que, près de ce point, elles croissent

comme le carré de leur distance à ce point. L'équation (b) subsiste

donc pour ce point. Relativement à la sphère, on a

or ^ ^ r
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en supposant donc V relatif au sphéroïde entier, on aura pour lé point

situé à ce contact

(c) a^+iV==-|7ra';

c'est l'équation que j'ai donnée dans le n** 10 du troisième Livre de la

Mécanique céleste. Ici, l'origine de r est fixée au centre de la sphère

osculatrice du rayon a. Fixons cette origine à un point quelconque

très proche du centre de gravité du sphéroïde, et désignons par

a(i-f-ay) le rayon du sphéroïde, a étant un très petit coefficient.

L'attraction du sphéroïde, décomposée vers l'origine des r, est — ^>
et il est facile de voir qu'elle est la même, aux quantités près de

l'ordre a^, quelle que soit cette origine, pourvu qu'elle ne s'écarte

du centre de gravité du sphéroïde que d'une quantité de l'ordre a,

puisque ces attractions partielles sont les résultantes de l'attraction

totale composée avec des forces de l'ordre a qui lui sont perpendi-

culaires. Ainsi l'équation précédente (c) subsiste en fixant l'origine

des r à un point quelconque pris très près du centre de gravité.

Telle est la démonstration que j'ai donnée de cette équation dans

l'endroit cité de la Mécanique céleste. Quelques géomètres ne l'ayant

pas bien saisie l'ont jugée inexacte. Lagrange, dans le Tome VIII du

Journal de l'École Polytechnique, a démontré cette équation par une

analyse à peu près semblable à celle qui me l'avait fait découvrir

(^Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1773, p. 83) ('). C'est

pour simplifier cette matière que j'ai préféré donner, dans la Afec««iyMe

céleste, la démonstration précédente.

Si le point attiré est élevé d'une quantité cuay' au-dessus du sphé-

roïde, V étant de la forme jir h aQ, il ne variera, par ce déplace-

ment du point et en négligeant les quantités d'ordre a-, que de la

quantité — fira^aj' : la différence partielle a-j^ variera de la quan-

tité fua^aj'. La variation du premier membre de l'équation (c) sera

(*) ÙEuvres de Laplace, T. IX, p. 82.



422 MÉMOIRE

donc iTza^ay, et cette équation deviendra

^V , _. 2 a* 7: , ,

or o -^

Mais l'équation {a) subsistera toujours, malgré ce déplacement du

point attiré, parce que, V" étant de l'ordre a, ce déplacement ne peut

y produire que des termes de l'ordre ot}.

Cela posé, si l'on substitue, dans les équations (2) et (3), 14- aj4-aj'

au lieu de r, elles deviendront, en négligeant les termes de l'ordre a^,

const.= a y + a.y' / P « —5
1 ?

\
1- . .

.

•^
J\da'J

'^

V 3 o 7 ]

I 3 a /_,,,„, Y'(») Y'(»)

I
pda^

3 2

p =z ^ Ti rp da^(i — 2ay — 2ay')

r ^/2a*Y(" Sa^Y'»' 4a«Y(»>+ ^ccnj p ^(—3— + -^- + —

^

(5) { / 2Y'(») 3Y'(2) 4Y'('' \
' +4a7r( Y'«>)h X i ^ H =^^ h...j

Si l'on ajoute cette dernière équation à la précédente, multipliée par

fuy pfi?a% on aura

!/?=:const. — 2iTa(y + j') TpaJa'

4- 2 «tt/p c?( a* Y(») + a« Y^^) + a« Y^^' -^ . . . )

4- 2 «TU/'+ f 71
/"p <ia' fa 9 (/jl''— I).

Si l'on suppose la Terre homogène ou p constant, on aura

/? = const.— 2a7r(p-i)7'4-|7rp|a9(fx2_i),

OÙ l'on doit observer que firp est à très peu près la pesanteur à l'équa-
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teur. On a donc, dans le cas de p = i, ce qui donne à la mer la densité

du sphéroïde terrestre,

/? = P(H-|a<pfx«),

P étant la pesanteur à Téquateur.

Cette valeur de p subsisterait encore dans le cas où des plateaux

d'une densité quelconque et de hautes montagnes recouvriraient les

continents. Ces corps ajouteraient à l'équation (i) un terme V" qui

serait la somme de leurs molécules divisées par leurs distances res-

pectives au point attiré. En supposant ce point à la surface de la mer,

on aurait

dr '

Ainsi V" disparaîtrait de l'expression dep par le même procédé qui a

fait disparaître V" de cette expression, qui se réduirait ainsi à la pré-

cédente; le terme V" changerait donc la figure de la mer sans altérer

la loi de la pesanteur.

II. Pour déterminer la figure de la mer, lorsque celle du sphéroïde

est donnée, la méthode la plus simple consiste à ordonner les approxi-

mations suivant les puissances du rapport de la densité de la mer à la

moyenne densité de la Terre, rapport égal à ^, à fort peu près. Nous

allons donc considérer d'abord la figure de la mer en négligeant ce

rapport ou en supposant la mer un fluide infiniment rare. Cela revient

à négliger les termes qui ont pour dénominateur jT, fpda^, et qui

n'ont pas p au numérateur dans l'équation (4), qui donne alors, en

ne négligeant, pour plus d'exactitude, que le terme dépendant de V",

Stx r ./a*Y(» a»Y<«) a«YW \
«y=rconst. — a/H- — / pdl —^ 1 1 h... )

Jpda^J \ 3 5 7 J

Stx /¥'(') Y'(«) \

-^(f-'-V-
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En substituant pour j' et y leurs valeurs

et comparant les termes semblables, on aura généralement

L (2i4-i) pda^\{21 ~hJ) fpda^] {ii-\-\) Çpdà^

Dans le cas de i= 2, il faut ajouter au second membre de cette équa-

tion le terme — -([J^^ — i)- L'équation (6), dans laquelle rien n'est

négligé, donnera ensuite la pesanteur/? à la surface de la mer.

Les expériences du pendule font voir que Y''\ Y^*\ . . . , Y'", Y'*', . .

.

sont des quantités très petites relativement à Y'-^ et Y'^\ et que ces

deux dernières fonctions se réduisent, à fort peu près, aux suivantes

— h{\j? — \) et — A([JL^ — I), A et Â étant des constantes; ce qui

donne aux couches du sphéroïde terrestre la figure d'un ellipsoïde de

révolution. Examinons donc ce cas particulièrement. L'expression pré-

cédente donne alors

/ 3 \ f- ^S9d{aNi) 1

En faisant donc h' égal à

3 fpd{a'h)

5 / p da^

j da?

on aura
V cty' := ctl— ah' 11},

/étant une constante; h' serait nul si, en supposant la mer anéantie, la

surface du sphéroïde supposée fluide était en équilibre. En supposant

donc cette surface moins aplatie que dans ce cas, h' sera positif et la
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mer recouvrira l'équateur du sphéroïde. Sa profondeur sera

al—och'n*;

elle s'étendra vers les deux pôles, à des latitudes égales. Soit i le sinus

de ces latitudes; la profondeur de la mer étant nulle à ces points, on

aura

et en fixant l'origine des rayons terrestres au centre de gravité du

sphéroïde, ce qui rend Y''^ nul, la profondeur de la mer sera

a/i'(£'-/z');

la masse de la mer sera

Cette masse étant donnée fera donc connaître s. L'équation (6), com-

binée avec l'expression précédente de h\ donnera pour l'expression

de la pesanteur à la surface de la mer

PJn-[|«(p-ot(^-A')]JF'.

P étant la pesanteur à l'équateur, qui est, aux quantités près de

l'ordre a, égale à \Tzjpda*.

Si la surface du sphéroïde a un aplatissement plus grand que celui

qui convient à son équilibre en la supposant fluide, et qui résulte de

l'égalité à zéro du numérateur de l'expression de k\ h' devient négatif,

et la mer ne peut plus recouvrir l'équateur. Alors elle se portera vers

les deux pôles et elle formera deux mers distinctes dont les masses

pourront être dans un rapport quelconque. En faisant k' = — g^

g étant positif, la profondeur de la mer boréale sera, en supposant

que £ se rapporte à cette mer,

La profondeur de la mer située vers le pôle austral sera

OEuoresde L. - X\l. 54
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i exprimant le sinus de la latitude australe. Les masses des deux mers

seront respectivement

Leur somme étant donnée, on voit qu'elle peut se partager d'une infi-

nité de manières. La pesanteur à la surface de la mer boréale sera

P + [|<x9-«(^-^)1P/^%

P étant la pesanteur à la surface et au pôle du sphéroïde. Au pôle et

à la surface de la mer, la pesanteur est égale à

a^(i — £-) étant à ce point la profondeur de la mer; on a donc

P'rr P[i — 2a^(i — £«) — |acp + a(/i - g)\,

La pesanteur à un point quelconque de la surface de cette mer sera

donc

PJi-2a^-(i-£«)-[|a9-a(Â-^)](i-fz«)|.

A la surface de la mer australe, la pesanteur sera

P
1

1 - 2ao-<i - s'^) - [|«cp - a(Â - g)'\ (I - /JL')
j.

Pour avoir une seconde approximation, il faut déterminer la valeur

V
analytique du terme

.
de l'équation (4) pour l'ajouter à la

première valeur approchée de aj' ; or on a

J v'2(i — cosy
(o) ¥"=«

y^ étant ce que devient l'expression trouvée par une première approxi-

mation pour y, et dans laquelle on change p. en fx', co en co', [x' et w'

étant relatifs au point attirant, tandis que [x et w se rapportent au
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point attiré; y est l'angle compris entre les rayons terrestres menés

à ces deux points, en sorte que l'on a

cosy =:|x/jl'-h v/i — jji»y/i — /ji'»cos(w'— w);

l'intégrale précédente est relative à toute la surface des continents.

Développons le radical

y/r*— arcosy -t-

1

suivant les puissances de -• En nommant P^'^ le coefficient de -7:^

dans ce développement, on aura par le n° 2.3 du troisième Livre de la

Mécanique céleste, en faisant cosy = X,

1.2.6. ..l L 2(2f — i) 2.4(at — 1)(2* — 3) J

Si l'on fait - = x, ce coefficient sera celui de a?', dans le dévelop-

_i
pement de la fonction (i — 2x'k -h x-) ^, fonction que l'on peut

mettre sous cette forme

I

Le coefficient de x' dans le développement de

, ,
i^-'^y

V-- ,-x«
est égal à

1.2.3. . .i dx^

di I

en faisant x — o après les diff'érentiations. J'ai fait voir, dans le n° 38

du Livre 1" de ma Théorie des probabilités, que l'on a

d'

1.2"57771- ^i^ =
,

' ,.1 /''"(« -^ "=«^"'''

y 7: ( I — ç ) *
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l'intégrale étant prise depuis w = o jusqu'à to = t:. En faisant donc

X — X

^i^-î^^-
on aura

\ : -7-7 -7 : — ,
,
—=rr; / d(ù(\ sJ— I +\J\ — y} COSco)'.

L'intégrale précédente est égale à cette même intégrale prise depuis

iù nul jusqu'à isi = -, plus à l'intégrale

Ç rfco'(Xv/^ — /r^^^cosw')'»

comme il est facile de s'en assurer en changeant co en ir — iù\ au delà

de w = -• Soit donc y = y', ce qui donne

on aura

rf'

1.2.3.../ dx' y/j_2X^ + X«

^= ————-.
I <^w[(v/— I siny' -t- cosy' cosùL))'-h (y/— i siny'— cosy' cosco)'].

On peut mettre le second membre de cette équation sous cette forme

i
—

, . / d(,i\(cosiy' -+-s/— I siniy') [1 — 2(005 y'— \/— i siny') cosy' sin^^o)]'

[g) 7i(v^i) J '

[
+ (— 0' (cos/y'— v^— 1 sini'y') [i — 2(cosy'4- y/— i siny') cosy'sin'^wj'

|

On a généralement

— ( 2 £! \

( I — 7
)' =r e' 'o8('-^)= e "^

^' "*"
2

"^
=»

"^'

'^

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité; i étant

infini, cette exponentielle est nulle ou se réduit à e~'^. En effet, lors-

qu'elle n'est pas nulle, iq est une quantité finie ou infiniment petite.
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que nous désignerons par q' ; alors cette exponentielle devient

ou e'*^ ', le facteur e *' "* devenant l'unité, parce que son expo-*

sant est infiniment petit.

Il suit de là que, i étant un grand nombre, oU peut supposer dans

l'intégrale précédente

[i-2(cosy'-i-v^=^sin/)cos/sin4(o]'= e-*"'»*Y'('=-'T"-^^-^""Y'^""'ï^

d'où il est facile de conclure que la fonction (y), dans le cas de i un

nombre pair et très considérable, devient

7r(-.)>

et que, dans le cas de i impair, cette fonction devient

• ir(-i)~

Si l'on a X = I , ce qui donne y' = -» ces deux quantités se réduisent

à l'unité, comme cela doit être» car alors y^i -* 2X0; 4- x'^ devient i — J7,

et l'on a, en faisant x nul après les différentiations,

t . a . 3 . . . { dx^ I — X
^'

' ^,=:P(').

Mais, quelque petit que l'on suppose y^i — \^ ou cosy', on peut tou-

jours supposer i assez grand pour que 2ico8'y' soit fort grand, et

alors on a, à fort peu près, l'intégrale

égale à cette même intégrale, dans laquelle on change sin^^o» dans
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{co-, et que l'on prend depuis w nul jusqu'à w infini. Il est facile d'en

conclure que, dans le cas de i pair, on a, lorsque i est un très grand

nombre,
i

v/27^(i-X»)^

et dans le cas de i impair et très grand, on a

/—

1

-ptn— ^(~^) ' sin(t + l)y'

v/27^(i-X')*

Pour peu que A soit moindre que l'unité, on peut supposer i assez

grand pour que ces expressions de P^'' soient fort approchées; elles

deviennent exactes lorsque i est infini.

Considérons maintenant l'intégrale a / / --z^i^ _y„- ? qui devient
J J sJ7^-i\r + i ^

Y", ou l'intégrale (o), lorsqu'on suppose r= i. Cette intégrale, déve-

loppée par rapport aux puissances de -> devient, en ne considérant

que la puissance -7;:^» i étant un nombre pair,

2(— i)^ r r y'diJ.'d(^'cos{i-h\)y

En intégrant cette fonction par rapport à a', on a

{i + \)sJ'iiTiJ J ^F' {i— V^y

Si i est un nombre impair, il suffît de changer dans cette expression
i

le sinus en — cosinus, et (— i)^ dans (— i)'-^^- On voit ainsi que,

quel que soit^, on arrivera toujours par le développement du radical.
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suivant les puissances de -> à une série convergente et finie, h cause

du diviseur 1=' Or P''^ étant le coefficient de —— dans ce
(t-+-i)v/^7i

'•'-+-'

développement, on a, par le n° 15 du Livre III de la Mécanique céleste,

L i .1.6. . .1 J

^ y !
/(/-i)(^'-a)...(^-n + i) _ -, r ,_„_ (/-n)(/-n-i) _, 1

le signe V comprenant toutes les valeurs de la fonction qu'il enve-

loppe, depuis n = o jusqu'à n = i. Dans le cas de /î = o, il ne faut

prendre que la moitié de cette fonction. La première approximation

nous a donné y' sous cette forme

Y'(o) H- Y'<*) H- Y'i*> H- ... ;

en la prenant négativement et en y changeant [x en [l', on aura la va-

leur dey,, qui, substituée dans l'intégrale

/
cxfi du' d(ù'

\/r-— 2/X -^ i

développée par rapport aux puissances de -> donne, par une série fort

convergente, cette intégrale, et par conséquent la valeur de V". On

aura ainsi, au moyen de l'équation (4), une seconde approximation

de aj', et, au moyen de l'équation (G), une seconde approximation de

la pesanteur/). Ces approximations seront suffisantes, vu le peu de

densité de la mer et son peu de profondeur, comme on le verra bientôt.

III. Considérons présentement les phénomènes de la pesanteur et

de la variation des degrés à la surface des continents ou du sphéroïde

terrestre. Ces phénomènes sont, en effet, les seuls de ce genre que

nous puissions observer. Pour en avoir l'expression analytique, ima-

ginons une atmosphère infiniment rare^ très peu élevée, mais qui
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cependant embrasse toute la Terre. Soit cLy" l'élévation d'un de ses

points au-dessus de la surface du sphéroïde terrestre. L'équation (i)

du n" I, qui détermine la figure de la mer, déterminera la partie de la

figure de l'atmosphère qui s'élève au-dessus de la mer, car il est clair

que la valeur de V étant de l'ordre a est, aux quantités près de

l'ordre a^, la même à ces deux surfaces; mais, relativement à la sur-

face de la mer, rdoit être changé dans i -h aj'4- ajK, et, relativement

à la surface de l'atmosphère, il doit être changé dans i -h aj"+ aj.

Cela posé, si l'on retranche ces deux équations l'une de l'autre, on

aura
oLy" — ay' =^ const.;

ainsi, tous les points de la surface de l'atmosphère qui correspondent

h celle de la mer sont également élevés au-dessus de cette dernière

surface, en sorte que ces deux surfaces sont semblables à très peu

près.

Si l'on nomme p' la pesanteur à la surface de l'atmosphère, il est

facile de voir que sa valeur sera donnée par l'équation (3), en y sub-

stituant, pour r, I H- aj"+ %y; tandis que, pour avoir la valeur de p

relative à la surface de la mer, il faut changer r dans i + aj'n- ar;

en retranchant ces deux valeurs l'une de l'autre, et observant que

OLy" — cty' est, par ce qui précède, une quantité constante que nous

désignons par a/, on aura

p'=zp — 2Pixl,

P étant la pesanteur à l'équateur. Ainsi la loi de la pesanteur est la

même aux deux surfaces. On a vu, dans le n° I, que, dans le cas du

sphéroïde terrestre homogène et de même densité que la mer, on a

on a donc alors
/)'= P ( I — 2 a / + facp/jt.^ ).

Pour avoir l'équation de la surface de l'atmosphère au-dessus des

continents, nous nommerons V, la somme des molécules de la mer,

divisées par leurs distances respectives à un point de cette surface ;
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alors l'équation (i) du n° I deviendra celle de cette surface, en y chan-

geant V en V, et en y substituant i -+- ay 4- aj pour r. Or on a

J \/r^— arcosy + i

l'intégrale étant prise pour toutes les valeurs de \l' et de o)' relatives

à l'étendue de la mer, r devant être supposé égal à l'unité, et cosy

étant

En développant le radical, relativement aux puissances de -> on voit,

par ce qui précède, que V est composé de termes de la forme

6(1 — /x«)«(|jt'-'»— .
.
.)yr'rffJt'rfa>'cosn(w'— w) (i — fx'«)"«(|jL"-" — . . .).

La valeur de V, se compose exactement des mêmes termes; on a donc

Cela posé, si l'on retranche l'une de l'autre les équations relatives

aux deux surfaces, on aura

cty"=^ const. + aj',

pourvu que les coordonnées (x et w de la fonction y' se rapportent au

point de la surface de l'atmosphère que nous considérons.

Pour avoir l'expression de la pesanteur, il faut changer, dans l'équa-

tion (i), V dans V, ; mais on ne peut pas supposer

d\' _ dWi

dr dr*

à cause de la grandeur que le radical acquiert lorsque cosy = i dans

la fonction -^- Pour avoir la valeur de -^y nous observerons qu'elle

égale, par ce qui précède,

OEuvres de L. — XII. 55
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ce qui donne

mais on a

on a donc

d\"

or ^

Le second membre de l'équation (i), différentié par rapport à r et

divisé par — r/r, donne la valeur de p, en y faisant r=i-h ccy -+- a y'.

11 donne la valeur de la pesanteur/?' à la surface de l'atmosphère, en le

différentiant de la même manière et en y changeant r en i -hccy-^ccy",

et V en V, . Si l'on retranche ensuite cette valeur de p' de celle de /> ; si

l'on substitue, au lieu de -r- et de ^> leurs valeurs — ^V— 2aTcv'
or or * '^

et — ^V,, et si l'on observe que V'= V, et que aj"— ay est con-

stant, on aura
p'= consl. -+- p — 2 cxny',

p étant la valeur de p déterminée précédemment, et dans laquelle on

substitue, pour [x et o), les valeurs relatives au point de la surface de

l'atmosphère que l'on considère.

A la surface du sphéroïde, la pesanteur p' est augmentée dans le

rapport de l'unité à i-\-iaLy"\ en nommant donc p" la pesanteur à

cette surface, on aura

p"z=zcoï\sV.-\- "iVay"— lany' -{- p.

En substituant au lieu de p sa valeur donnée par l'équation (6), et

observant que aj"— aj' est une quantité constante, et que

il est facile de conclure

(7)

/>"=consl. — |P(a/— aj") -f 2ixnyf'dpa^
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a/ étant la hauteur de l'atmosphère supposée, au-dessus du niveau de

la mer, en sorte que a/— aj" est la hauteur du point du sphéroïde

correspondant à/?" au-dessus de ce niveau, hauteur que l'on peut dé-

terminer au moyen du baromètre.

Cette équation peut se déduire directement de l'équation de l'équi-

libre au-dessus de la surface des continents, en observant que cette

équation est donnée par l'équation (i) en y changeant V en V, , V, re-

présentant ici la somme des molécules de la mer, divisées par leurs

distances respectives au point de l'atmosphère que l'on considère, et

en substituant pour r, i -+- a y, + dy".

On peut supposer, pour plus de généralité, que V, comprend

encore la somme semblable relative aux montagnes et même aux ca-

vités de la surface du sphéroïde terrestre, en observant que, par rap-

port à ces cavités, V, devient une quantité négative. La pesanteur //

sera donnée par la différentielle du second membre de l'équation (i),

prise par rapport à r et divisée par — dr^ en y supposant

/• =: H- cf.y + (xy"

et en y changeant V en V,. Si l'on en retranche l'équation (i) multi-

pliée par i, et si l'on observe que l'on a

on aura

p'zz:consi. — 2 aT:(y -h y") fpda'^

-+- 2 «TT/> f/(a* Y") -h a» Y'*) -f a« Y(»J+ . .
. ) H- ! a?P|!*'.

Si l'on substitue, au lieu de p' sa valeur —-—=> ou, à fort peu^
I 4- 2 ay" *^

près, p" — 2aPy, on aura l'expression précédente de/?", expression

qui, comme l'on voit, embrasse les attractions des montagnes et,

généralement, tous les effets des irrégularités du sphéroïde terrestre,

pourvu que le point attiré en soit éloigné, car cette condition est né-
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cessaire à l'existence de l'équation

qui fait disparaître ces effets.

Si le sphéroïde terrestre était homogène, dp serait nul, et l'on au-

rait

P étant ici la pesanteur à l'équateur au niveau de la mer. On peut, au

moyen de cette équation, vérifier l'hypothèse de cette homogénéité,

car alors, en ajoutant à toutes les valeurs de p'\ observées au moyen

du pendule, la quantité JP(a/— ocy"), l'expression de la pesanteur

ainsi corrigée deviendrait P(n- f açji.'^). Ainsi l'accroissement de la

pesanteur serait façPfx^; or on a fa(p = o,oo4325; cet accroissement

serait donc o,oo4325P[jl^. Les expériences multipliées du pendule

dans les deux hémisphères indiquent un accroissement proportionnel

à (Jt.^, ou au carré du sinus de la latitude; mais elles donnent à [x^ un

coefTicient plus grand que le précédent, et à fort peu près égal k

o,oo54P. L'hypothèse de l'homogénéité du sphéroïde terrestre est

donc exclue par ces expériences; on voit même que l'hétérogénéité de

ses couches doit s'étendre, depuis sa surface, fort au delà des quan-

tités de l'ordre a, ou de l'aplatissement de la Terre, afin que la quan-

tité

soit de l'ordre a et devienne égale à

(0,0054P - 0,004325P) (/Jl«- A).

IV. Comparons maintenant l'analyse aux observations. L'équa-

tion (i) donne à la surface de l'atmosphère, au-dessus des conti-

nents,

( (xy 4- ocf" ) Infp da^

pd{ —
1 H-. . .

j -f-Vi— ^«9(|Ji2— 1) |7y paa%-
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dV
elle donne ensuite, en observant que -p = — jV,, et que la valeur

de — ^V, [étant fort convergente, il convient de la substituer au lieu

de -—,
or

/»'= const.— ^i^Cp da* ( 2 ay + 2 a/" )

r ^/2a*Y<') 3a*Y(*) 4a'Y'»> \4-4«7rj prf(-^— 4- —5— 4- -y- +. . .

j

Si l'on retranche de cette équation le double de la précédente, on

aura

p' =z const. -\- 4aK / pal —=
1 h. . .

j

_|V,-h2a9(fx«-i)|7r/prfa3.

En développant V, suivant les puissances de -> on aura une expres-

sion de cette forme

U'«' U<«' U'»' U'»'

r r* r* r*

U','^ étant une fonction rationnelle et entière de [jl, \/i — (x'sinco et

yji — (x^ coso), assujettie à la même équation aux différences par-

tielles que Y<'^; l'équation précédente devient ainsi

/>'=const. 4- ^xt:
I
pal —^ 1- 2 h. . .

j

- f(U\»'+ U',«'-+- U',»'+ . . .) -h 2a (p(fx*- i) f 7r/p rfa».

Il résulte des expériences nombreuses du pendule que l'on a, à fort

peu près,
/>'=Consl. 4- <xqP{ij}— A),

ctq étant à très peu près égal à o,oo54' De là il suit que la fonction

prf( +- +. . . j -|(UV'-+-U',»'-+- U^/'-h. . .)
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est très petite relativement au terme aqP{ii.^ — i), et que la fonction

est à fort peu près égale à

(ocq-2<x<?)Piii.'--\).

L'expression générale de cette fonction est de la forme

+ A(''(i — fJi*) sinaco + A(*)(i — /x') cosaco;

ainsi les constantes A''^ A^'^', A^'^ A^*^ sont très petites relativement à

la constante A, et l'on a, à fort peu près,

A =^ P{cxq — 2<x(p).

Les observations donnent

(X<f r=: Y^ = o,oo346o2
;

on aura ainsi

A = — o,ooi52P.

On peut encore déterminer A au moyen des deux inégalités de la

Lune, qui dépendent de l'aplatissement de la Terre. Il résulte du Cha-

pitre II du Livre VII de la Mécanique céleste, que, si l'on désigne par

^([JL^— J) la partie de

^/prf(a»Y(«)+U(j'>),

qui est indépendante de l'angle co, l'inégalité lunaire en latitude, sera

7 TTf; y sin X cos 'k sin u,
{g — 1)1-'

n étant la longitude de la Lune, ^— i le rapport du moyen mouve-

ment de ses nœuds à son moyen mouvement, / sa parallaxe, X l'obli-
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quité de l'écliptique, et T la masse de la Terre, à très peu près égale

à P. Suivant M. Burg, cette inégalité est, en secondes sexagésimales,

— S'jO sinw;

et la comparaison de quatre mille observations a conduit M. Burkhardt

au même résultat, qui donne

A:=— o,ooi5588P.

Maintenant, il est facile de voir que, si l'on nomme Q((Jt.^ — j) la

partie de U*,^' indépendante de l'angle co, on a

^= AH-fQ;

on a donc
A=:— o,ooi5588P — IQ.

Si l'on compare cette valeur de A à la précédente, conclue des expé-

riences du pendule, on voit que |Q est une quantité insensible, ce

qui indique que la masse de la mer est très petite, et qu'ainsi elle a

très peu de profondeur. En effet, on a vu précédemment que

«y— const. 4- ay"\

les variations de la profondeur cny de la mer sont donc du même ordre

que les élévations des grands plateaux des continents au-dessus de son

niveau, élévations dont les plus grandes n'excèdent pas 2000™, et

dont la moyenne ne surpasse pas 1000™. Cela joint au peu de densité

de la mer, rend la valeur de Q presque insensible. La comparaison des

deux valeurs de A donne

0=— 0,00001 552 P;

mais on sent combien les erreurs des observations et des expériences

répandent d'incertitude sur cette valeur.

Les mesures des degrés des méridiens, réduites au niveau de la

mer ou de l'atmosphère supposée, nous offrent un troisième moyen

pour obtenir A.
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L'équation (i) donne

/ - \ r /«*¥<*' ««Y(*^ \
P(a7 + ay";=:const. + 4^7:

/ P^( —g
' h. .

.

j

4- U',"4- U',«'+ U'i^H-. . .- P^ (/JL^- i).

Les mesures des degrés s'écartent peu de la figure d'un ellipsoïde de

révolution; elles présentent cependant des anomalies plus grandes

que les longueurs du pendule, ce qui tient, en partie, aux erreurs dont

les observations d'amplitude des arcs mesurés sont susceptibles, et

qui sont beaucoup plus considérables, relativement à l'arc mesuré,

que les erreurs des expériences du pendule, et, en partie, à ce que

les petites irrégularités de la Terre affectent plus les degrés que les

longueurs du pendule, comme je l'ai fait voir dans le Livre III de la

Mécanique céleste. Mais, lorsque l'on compare des degrés éloignés, tels

que ceux de France et de l'équateur, l'influence de ces irrégularités

devient peu sensible. La comparaison des degrés dont je viens de

parler a donné à M. Delambre

a(y + /") =:const. — 0,00824 (/Ji*— \).

En comparant cette expression de a(j-j-y) à la précédente, on

voit que les quantités Y'''^ Y'*\ ..., U',", U'/', ... sont très petites,

comme cela résulte pareillement des expériences du pendule. La pre-

mière de ces expressions donne, en désignant par

-aA(fx'-i), _aÂ(fx»-i), -^h!\^^-\)

les parties de aY'^^ «Y'*^ et de aY"'^^ qui sont indépendantes de '

l'angle (o,

- P(aÂ + a/i") = A -4- IQ - ^P;

on aura donc, en substituant pour — P(aA + aA") sa valeur

— o,oo324P,
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que donnent les mesures des degrés de France et de l'équateur,

A= — o,ooi5iP— IQ.

On voit encore, par ces mesures, que ^Q est insensible; on a ainsi

pour A ces trois valeurs

A =:— 0,00 1 Sa P,

A = — o,ooi588P — 5Q,

A=:— o,ooi5iP — fQ.

En supposant donc Q nul, ces valeurs s'accordent aussi bien qu'on

peut le désirer.

La précession des équinoxes donne des limites entre lesquelles la

valeur de A est comprise. Ce phénomène dépend de la somme des

molécules du sphéroïde terrestre et de la mer, divisées par leurs dis-

tances respectives aux centres du Soleil et de la Lune. En supposant

que r se rapporte au centre du Soleil, et que S soit la masse de cet

astre, la partie de la précession annuelle due à cette action sera, en

rejetant les quantités périodiques,

X est l'obliquité de l'écliptique, n est la vitesse de rotation de la Terre,

C est le moment d'inertie de la Terre par rapport à son axe de rota-

tion; enfin T exprime une année julienne. (Voir la Connaissance des

Temps pour l'année 1821, page 262).

Si l'on nomme 6 le rapport de la masse de la Lune, divisée par le

cube de sa moyenne distance à la Terre, à la masse du Soleil divisée

par le cube de sa moyenne distance, et si l'on désigne par N la vitesse

angulaire de la Terre autour du Soleil, on aura

— — N*

et la précession moyenne des équinoxes, en vertu des actions réunies

OEuvrei de L. — \\\. 56
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du Soleil et de la Lune, sera

N2(i-4-g) d r4a7r

C/i sinA ^ [4|. y-p ^(,. y,., .,„,„)] ^.

En supposant, comme ci-dessus, que la partie indépendante de oj,

, dans la fonction

^/prf(a»Y<»'4-U',»'),

soit ^([JL- — ^), (jt. sera le sinus de la déclinaison du Soleil. En nom-

mant donc £ sa longitude, on aura

jji= sinXsins,

ce qui donne
/ji'^r \ sin*X — ^sin'Xcosae.

En négligeant les quantités périodiques dépendantes de l'angle £,

on aura
fx*i=isin*X,

et alors l'expression précédente de la précession annuelle devient

_ A-(i-i-g)N«TcosX

Cn
''

ainsi, en désignant par /T la précession annuelle observée, on aura

k - -Cn/T
NT(n-ê)Ncos?i*

On a, pour les n"' 2 et 13 du Livre V de la Mécanique céleste,

C _ 2 /p_^
^~'~^

fpda^'

P étant toujours la pesanteur, qui est à très peu près égale à la masse

de la Terre, son rayon étant pris pour l'unité. On a ensuite, en se-

condes décimales,

n ^ 1 55", 2o, NT z=: 3999980" ;

I

on a, de plus,

N
O 00— = 0,00275003.
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Enfin, par un milieu pris entre les résultats des phénomènes des ma-

rées, de la nulation, de la parallaxe lunaire et de l'équation lunaire des

Tables du Soleil, on trouve
€==2,57;

on a donc

y pda^
k = — P. 0,001 786

fp da*

Si l'on compare cette valeur de X: à celle que nous avons trouvée

précédemment par les inégalités lunaires, et qui est

A: = — P. 0,001 5588,

/ P da^
on voit que la fraction '—. est un peu moindre que l'unité, ce qui

/ pda^

doit être, si, conformément aux lois de l'Hydrostatique, la densité p

des couches terrestres diminue du centre à la surface. Les limites de

cette fraction étant zéro et l'unité, les limites de A sont

o et — 0,001736 p.

Les trois valeurs précédentes de A sont entre ces limites; le milieu

entre ces trois valeurs donne, à fort peu près,

k =z— P.o,ooi53,

ce qui donne

j ^ 0,00 io3 'J ^

Supposons la densité p croître en progression arithmétique de la

surface au centre, en sorte que (p) étant la densité de la couche ex-

térieure du sphéroïde terrestre, la densité d'une de ses couches soit

(p)(ï -h ^ — ea). On aura, en nommant D la moyenne densité de la

Terre

et l'équation (*) donnera
D = i,552(p).

En supposant la densité de la première écorce du sphéroïde ter-
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restre égale à celle du granit, ou à trois fois la densité de l'eau prise

pour unité, on aurait
D = 4,656,

ce qui s'accorde avec les observations de M. Maskelyne et avec la belle

expérience de M. Cavendish, autant qu'on peut le désirer, vu l'incer-

titude des observations et des hypothèses que nous venons de faire

sur la loi de densité des couches du sphéroïde terrestre et sur la den-

sité de sa couche extérieure.

L'ellipticité (x.h-\- oih' de la surface de la mer est, par ce qui pré-

cède,

,
A-t-IQ

{ a? pT- •

En prenant pour A le milieu des trois valeurs précédentes, on aura,

pour cette ellipticité,

5 O
0,00826 +7^1^ OU o,00326,

en négligeant le terme
^ ^•

Le rayon du sphéroïde terrestre est

OLX étant une quantité peu considérable par rapport à aA et du même
ordre que l'élévation moyenne des continents. Pareillement, l'expres-

sion du rayon de la surface de la mer est

a /'+ (a A' -+- aÂ) (
|jl2— i

) H- aa;',

a/' étant une constante et olx' étant de l'ordre de eux. La profondeur de

la mer est, à très peu près, la différence de ces rayons, et par consé-

quent égale à

al' -^ ot.h' {[j.^ — \) -\- onx'— (xx.

A l'équateur, les continents occupent une grande étendue sur

laquelle cette expression devient négative. La mer y occupe une

étendue plus grande encore, sur laquelle la même expression est

positive. Dans le premier cas, a/ — JaA' est moindre que olx — olx'\

A
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dans le second cas, il est plus grand : a/'— ^ah' est donc une quan-

tité de l'ordre de olx. Fort près du pôle boréal, où l'on a, à fort peu

près, [A = I, la quantité a/' h- JaA'n- ccœ' — olx est positive aux points

que la mer recouvre et négative aux points qu'elle laisse à décou-

vert : ainsi a/' -f- faA' est une quantité très petite de l'ordre aor; donc

a/'— jaA' étant du même ordre, la somme et la différence de ces

deux quantités, ou iclV et aA', seront encore de cet ordre. Par con-

séquent, la mer est peu profonde et ses profondeurs sont du même

ordre que les élévations des continents au-dessus de son niveau.

De là il suit que la surface du sphéroïde terrestre est à peu près

elliptique, et celle qui convient à l'équilibre de cette surface sup-

posée fluide. Ses diverses couches sont elles-mêmes à peu près ellip-

tiques, car on a vu que les quantités Y<'\ Y^", ... sont fort petites

relativement à Y*^'.

Tout cela suppose que les degrés mesurés à la surface du sphéroïde

terrestre et réduits au niveau de l'atmosphère supposée sont ceux de

la surface de cette atmosphère. Pour le démontrer, il suffit de faire

voir que la direction de la pesanteur est, aux quantités près de

l'ordre a, la même à la surface du sphéroïde et à la surface de l'at-

mosphère. L'angle que cette direction forme avec le rayon r dans le

sens du méridien, par exemple, est égal au rapport de la différen-

tielle du second membre de l'équation (i) du n° I, prise par rapport

à et divisée par <fÔ, à cette différentielle prise par rapport à r et

divisée par — dr\ or il est visible que ce rapport est, aux quantités

près de l'ordre a*, le même à la surface du sphéroïde qu'à celle de

l'atmosphère.

V. Supposons maintenant qu'un vaste plateau recouvre une partie

du sphéroïde terrestre, et déterminons la loi de pesanteur à la sur-

face de ce plateau. Nommons i h- aj -h ay, le rayon mené du centre

de la Terre à ce plateau, en sorte que aj, soit l'élévation d'un de ses

points au-dessus du sphéroïde. Soit aj"' l'élévation au-dessus du pla-

teau du point correspondant de l'atmosphère supposée. Si l'on con-
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çoit deux sphéroïdes dont les rayons soient i 4- aj- et i -h aj -f- aj,,

le plateau sera évidemment l'excès du second sphéroïde sur le pre-

mier, plus la partie de la différence des deux sphéroïdes correspon-

dante à X, négatif. Soient, relativement aux deux sphéroïdes et à

cette partie de leur différence, V,, V,^, V,, les sommes de leurs molé-

cules divisées par leurs distances au point attiré de l'atmosphère; on

aura l'équation de l'équilibre de cette atmosphère, en augmentant,

dans l'équation (i), V'de la quantité V,,— V, -+-V^„. En différentiant le

second membre de cette équation par rapport à r, et le divisant par

— dr, on aura l'expression de la pesanteur/?' à la surface de l'atmo-

sphère. On retranchera ensuite de cette expression le second membre

de l'équation (i), multipliée par ^, et l'on observera que, relative-

ment à un sphéroïde quelconque de la densité p,, on a, par ce qui

précède,

h étant la hauteur du point attiré au-dessus de la surface du sphé-

roïde; ce qui donne, en représentant par p, la densité du plateau,

d\—- -(-lV,=r2a7rp,(ri-HJ'''),

on a ensuite

I

dr
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pour l'obtenir, augmenter^' de la quantité aPay"; on aura donc

/>, = const.— a «71(j -^ 7, 4- 7')yp rfa»

-f- a a7ryprf(a*Y(>) + rt» ¥(*)+ ...)

+ a aTtpi /, H- a P aj'" -H I «9 P jjL*

.

Si le sphéroïde terrestre était homogène, cette équation donnerait

(o) p,^p[i_i(a/_ay) + |acpfJL^-^a(i-p.)(7,-A:)],

k étant la valeur de j, au bord de la mer, à l'équateur et au point où

la pesanteur est P, et p, étant ici le rapport de la densité du plateau

à la moyenne densité de la Terre. Si ces deux densités étaient égales,

on aurait

En appliquant cette formule aux expériences de Bouguer sur la

pesanteur, à Quito, au bord de la mer et à l'équateur, on a

-i(«/-ay')P

pour la diminution de la pesanteur à Quito; a/— oLy" est la hauteur

de Quito au-dessus du niveau de la mer, et cette hauteur est —pj, le

rayon terrestre étant pris pour unité; la diminution de la pesanteur

à Quito serait donc ^^r^. L'expérience donne 73^ pour cette diminu-

tion, c'est-à-dire une quantité plus que triple de la précédente; ainsi

l'hypothèse du sphéroïde terrestre homogène et de même densité que

les Cordillères est exclue par les observations du pendule qui prou-

vent incontestablement que la moyenne densité de la Terre surpasse

la densité de ces montagnes.

L'expression de/?,, donnée par l'équation (o), aurait encore lieu

pour un point situé sous l'équateur si le sphéroïde terrestre était de

révolution, comme il est facile de s'en assurer. On peut d'ailleurs

supposer sans erreur sensible, relativement à Quito, que a(y — k)

exprime la hauteur de cette ville au-dessus du niveau de la mer,

hauteur égale à a/— ay"; on aura ainsi

/>,=:P[i-(a-fpO(«/-a/')].



H8 ' MÉMOIRE

La diminution de la pesanteur, depuis le bord de la mer jusqu'à

Quito, serait donc
(2-|/)(a/-a/^).

En substituant, au lieu de a/— oLy'", -^p^, et en égalant la diminu-

tion précédente à la diminution observée jj^, on trouve

Pl=:0,2I29.

La densité des Cordillères est donc peu différente de celle de l'eau

qui, suivant l'expérience de Cavendish, est 0,182, la moyenne den-

sité de la Terre étant prise pour unité. Le peu de densité de ces

montagnes résulte encore du peu d'effet de leur attraction sur le

fil à plomb dans les observations des astronomes français, qui ont

remarqué que ces montagnes, comme étant volcaniques, doivent

renfermer de grandes cavités dans leur intérieur.

L'expression précédente de p^ est déduite de la considération du

plateau, comme résultant de la différence de deux sphéroïdes très

peu différents d'une même sphère; et, vu la rapidité avec laquelle

le plateau sur lequel la ville de Quito est située s'élève à partir

du bord de la mer, cette considération peut sembler inexacte. Mais

cette expression est encore très approchée en considérant ce plateau

comme la partie supérieure d'une montagne dont les dimensions hori-

zontales sont beaucoup plus grandes que sa hauteur, ce qui est à peu

près conforme à la nature. Si l'on conçoit une série de couches cir-

culaires horizontales et disposées de manière que leurs centres soient

sur une verticale et que l'on place Quito au centre de la tranche supé-

rieure; en nommant p, la densité de ces couches, R le rayon de l'une

d'elles, dont r est la distance de son centre à Quito, la somme des

molécules de cette couche, divisées par leurs distances à Quito, sera

!7rp ,(v^/-^+R— /•).

R étant supposé fort grand relativement à r, cette fonction se réduit,

à fort peu près, à

27rpi(R — /);
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elle reste donc toujours très petite si, comme on doit le supposer ici,

R est une petite fraction du rayon terrestre ; elle n'apporte ainsi qu'un

terme insensible dans Téquation de l'équilibre de l'atmosphère, et par

conséquent la somme de ces fonctions ne produit aucun changement

sensible dans la valeur de ay". Il n'en est pas de même de la pesan-

teur/?,. L'attraction de la couche que nous venons de considérer pro-

duit un accroissement égal à la différentielle de la fonction précé-

dente, prise par rapport à r et divisée par — </r, et par conséquent

égale à 2Trp, : ainsi, par l'attraction de la montagne, cet accroisse-

ment sera
2 7rp, r',

r' étant la hauteur de la montagne, hauteur toujours égale ha/— ccy,

puisque aj"' n'est point altéré sensiblement par cette attraction. La

pesanteur sera donc augmentée de la quantité

fp.PCaZ-aj"),

ce qui est conforme à ce qui précède. On déterminera, par la même

analyse, la variation de la pesanteur, due à un corps dense ou à une-

cavité située dans l'intérieur de la Terre.

Considérons maintenant l'effet de l'attraction d'une montagne sur

la mesure des degrés du méridien. L'expression d'un degré du méri-

dien, mesuré sur la surface de l'atmosphère supposée, est, en expri-

mant par c un degré moyen,

étant la latitude du milieu de ce degré eti-hay étant le rayon mené

du centre de la Terre à ce milieu. Concevons maintenant une mon-

tagne dont la masse soit m et 6' la latitude. La distance de cette

montagne au milieu du degré mesuré sera 2sin^y, y étant l'angle

que forment entre eux les deux rayons terrestres, menés à la mon-

tagne et au milieu du degré. En considérant ce milieu comme un

point attiré par la montagne, la masse de la montagne, divisée par

OBairretde L. — XII. $7
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sa distance à ce point, sera —r-^-- C'est la quantité dont la valeur

de V" de l'équation (4) du n** I s'accroît par l'accession de la mon-

tagne. Cette accession ajoute donc à la valeur du rayon terrestre mené

à la surface de l'atmosphère, que donne cette équation, le terme

aPsin^y

P étant la masse de la Terre.

De là il suit que l'accession de la montagne ajoute au degré mesuré

la quantité

me / I d* \ \

2P Vsin^y dQiy

OU

On a

me

L l\dQ) 2slnHy J'2Psin|y

cosy = cos0cos9'+ sin9sin9'cos(a)'— co)
;

(0 et (o' étant les longitudes du milieu du degré mesuré et de la mon-

tagne. Si la montagne est dans la direction même du jdegré mesuré,

on a

y — ±{Q'—Q).

Le signe -H- ayant lieu si la montagne est plus près du pôle que le

point attiré, le signe — a lieu dans le cas contraire; la quantité pré-

cédente devient

me rS I
"I

"~ 2Psini(0'— 0) [4
"^

2sinH(Ô'-0)J

*

Le second terme de cette expression est le seul sensible lorsque la

montagne est peu éloignée de l'arc mesuré. Pour une montagne de

même densité que la Terre et égale à une sphère dont le rayon serait

~^ du rayon terrestre, et qui serait éloignée du point attiré de -^ de

ce dernier rayon, ce terme donnerait 25"^ d'accroissement dans le

degré décimal du méridien : cet accroissement resterait le même si
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l*on doublait le rayon de la sphère égale à la montagne, ainsi que son

éloignement. Une sphère d'un pareil rayon aurait une masse bien

supérieure à celle des plus hautes montagnes de la Terre.

Si la montagne était assez près de l'arc mesuré pour que la moitié

de cet arc fût une partie sensible de sa distance, alors il faudrait,

dans l'expression (i) de l'effet de la montagne, changer c en df) et

l'intégrer, ce qui donne

m /c? I r de \
-jâ -^-î—1- /

-—i—^- const. ,\d9 sin\y J sin^y /'

la constante devant être déterminée par la condition que cette fonc-

tion soit nulle à la première extrémité de l'arc mesuré. Si la montagne

est dans la direction du méridien, cette fonction devient

^ Ta .o^
tangi(y-0,) i_ cos\{d'-d„) _ i cosHe'-9,)

]

aPL ^tang-a6'-e,)"*"2 sin4(9'-0,) 2 sin»^(6'- 6,)J'

6, et 6,, étant les latitudes des deux extrémités de l'arc mesuré c, dont

le milieu a 9 pour latitude. Lorsque 6'—
6, et ô — 0^ sont de petits

arcs, cette fonction se réduit à peu près à

[(0'_0)î_ Lc»]î'

cette quantité exprime d'une manière fort approchée l'action de la

montagne lorsqu'elle devient sensible.

Nous n'avons considéré jusqu'ici que l'action directe de la mon-

tagne; mais elle a sur la mesure du degré une action indirecte, en

changeant la figure de la mer, qui, par là, change la figure de l'atmo-

sphère supposée. Nous allons faire voir que l'effet de cette action

indirecte est insensible.

L'équation (4) du n'' I donne, pour la variation de ny', due à l'ac-

tion de la montagne,
m

aPsinI/'
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Y étant l'angle compris entre les rayons terrestres menés à la mon-

tagne et à une molécule de la surface de la mer. L'élément de la

mer, dû à cette variation, est donc le produit de cette quantité par

fi^Y'sinyVs', e' étant l'angle que l'arc intercepté entre cette molécule

et la montagne forme avec le méridien de la montagne. L'action de

cet élément de la mer produit, dans la valeur de ay", en vertu de

l'équation (i), transportée à la partie de la surface de l'atmosphère

qui s'élève au-dessus des continents, le terme

^ m dy' de' siny' i

2Psin|y' aPsin^y"

y" étant l'angle formé par les rayons terrestres menés aux molécules

de la mer et de l'atmosphère. La variation de ocy', due à l'action de la

montagne sur la mer, est

//
m dy' de' cos \ y'

2P sin^y"

cette double intégrale n'a de valeur sensible que dans le petit espace

où sin^Y" est une très petite quantité, et alors il est visible qu'elle est

beaucoup moindre que la variation p
^

^
> introduite dans a/" par

l'action directe de la montagne.

En suivant les raisonnements qui nous ont conduit à l'équation (7)

du n** III, on voit qu'elle subsiste encore dans le cas où l'on suppose

une montagne sensiblement éloignée de l'observateur. La variation de

la pesanteur, due à l'action de la montagne, est donc le produit de ^P

par la variation correspondante de oLy" ou par p .\ ; ainsi la varia-

tion de la pesanteur est beaucoup plus petite que la variation corres-

pondante du degré du méridien.

Nous observerons à cette occasion que l'existence de l'équation (a)

du n'' I contribue singulièrement à la régularité de la pesanteur et de

la variation du pendule.
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VI. Je terminerai ces recherches par les considérations suivantes

sur la stabilité de la figure de la Terre. Cette stabilité repose sur ces

deux conditions : savoir, que la mer soit en équilibre et que la Terre

tourne autour d'un axe invariable relativement à sa surface. J'ai

prouvé, dans la Connaissance des Temps de 1821, la possibilité d'un

pareil axe, lorsque la mer recouvre tout le sphéroïde terrestre, et je

suis parvenu à ce théorème :

La Terre étant supposée un sphéroïdeformé de couches de densités va-

riables suivant une loi quelconque, et recouvert d'un fluide; que Von ima-

gine un second sphéroïde quipénètre le premier, et dont les couches soient

les mêmes, avec la seule différence que leurs densités soient diminuées de

la densité du fluide : si l'on fait tourner le premier sphéroïde autour de

l'un des axes principaux du second, le fluide pourra toujours être en

équilibre, et alors la figure et l'axe de rotation seront invariables; en

sorte que les trois axes principaux du sphéroïde imaginaire deviendront

ceux de la Terre entière.

Dans la nature, la mer laisse à découvert une partie du sphéroïde

terrestre; mais on voit-, par l'analyse précédente, que, en faisant

tourner ce sphéroïde autour d'un axe quelconque retenu dans une

position fixe, la mer pourra toujours prendre une figure d'équilibre.

En supposant nulle la densité p de la mer, l'axe principal de rotation

du sphéroïde sera celui de la Terre entière. Si l'on nomme x^y^ X, les

trois coordonnées d'une molécule dm de la mer, rapportées à cet axe

et aux deux autres axes principaux, les trois intégrales / a;/ </m,

fxX,dm, fyi^dm, étendues à tout l'océan, seront nulles, parce que

dm est proportionnel à p supposé nul; mais, si p n'est pas nul, les va-

leurs de ces intégrales s'opposeront, par les propriétés connues des

axes principaux, à ce que l'axe principal du sphéroïde soit celui de la

Terre entière. Prenons maintenant pour nouvel axe fixe de rotation

l'axe principal du corps formé par le sphéroïde terrestre et par la mer

dans ce premier état d'équilibre, la durée de rotation étant toujours
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supposée la même. Soient x\ y', C les coordonnées d'une molécule dm

de la mer, dans ce premier état, et rapportées aux nouveaux axes

principaux; la mer ne sera plus alors en équilibre, mais elle prendra

un second état d'équilibre autour du nouvel axe de rotation. Soient

alors a;", y, ^" les coordonnées d'une molécule dm de la mer; il est

facile de voir que les valeurs des fonctions f ce"y" dm — j x'f dm,

fx't'dm— fx'Xjdm, Cy"X,"dm— fy%'dm s'opposent à ce que ce

nouvel axe soit un axe principal : or a?", y", X," ne diffèrent de x' , y' , X,'

que de quantités de l'ordre p, puisque leur différence est due à l'écart

du second axe de rotation du premier, écart qui serait nul avec p, et

qui est par conséquent de l'ordre p. Les valeurs des fonctions précé-

dentes sont donc de l'ordre p^. Prenons encore pour troisième axe

fixe de rotation l'axe principal du corps formé par le sphéroïde ter-

restre et par la mer dans son second état d'équilibre. Ce troisième

axe ne s'écartera du second que d'une quantité de l'ordre p'', car les

valeurs qu'il faut détruire par un déplacement du second axe pour

en former un axe principal étant de cet ordre, ce déplacement sera

du même ordre. Soient x'", y'", Xj" les coordonnées d'une molécule dm

de la mer dans son second état d'équilibre et rapportées au troi-

sième axe de rotation. Soient, de plus, rr'^, y^, C^ les coordon-

nées de cette molécule dans le troisième état d'équilibre; les valeurs

des fonctions /a?'V dm - fx"'y"' dm , fx'"^ dm -foo'" C" dm ,

fy^^X,^^dm — fy"%"'dm s'opposent à ce que le troisième axe de rota-

tion soit un axe principal. Mais l'écart de ce troisième axe du second

n'étant que de l'ordre p*, a;'^, j'^, ^'^ ne diffèrent de x'\y"', '('" que de

quantités de cet 'ordre; les valeurs des fonctions précédentes sont

donc de l'ordre p^ En continuant ainsi, on voit que ces fonctions dé-

croissent sans cesse, et qu'à leurs limites l'axe de rotation devient un

axe principal, la mer étant en équilibre, ce qui démontre la possibi-

lité d'un pareil axe. Son existence est prouvée par toutes les observa-

tions astronomiques suivant lesquelles les hauteurs du pôle sont in-

variables, et qui, de plus, font voir que les mouvements primitifs de
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cet axe sont depuis longtemps anéantis, et que la durée du jour moyen,

prise généralement pour étalon de temps, est constante. Je n'ai point

eu égard aux variations de la rotation, dues aux passages de la mer

d'un état d'équilibre à un nouvel état d'équilibre. Ces variations ne

pouvant être que de l'ordre ap, la variation qui en résulte dans la

force centrifuge et, par conséquent, dans la figure de la mer, est de

l'ordre a'p, quantité que nous avons négligée.
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Mémoires de l'Académie des Sciences, II" Série, T. III, 1818; 1820.

Les expériences multipliées du pendule ont fait voir que l'accrois-

sement de la pesanteur suit une marche fort régulière et, à très peu

près, proportionnelle au carré du sinus de la latitude. Cette force

étant la résultante des attractions de toutes les molécules terrestres,

ses observations comparées à la théorie de l'attraction des sphéroïdes

offrent le seul moyen qui puisse nous faire pénétrer dans la constitu-

tion intérieure de la Terre; et, sous ce rapport, elles sont très impor-

tantes pour l'avancement de la Géologie. J'ai publié sur cet objet, dans

le Volume précédent (
' )» ^"^ théorème fondé sur une propriété remar-

quable de l'attraction que les corps placés à la surface d'une sphère

exercent sur un point situé près de cette surface.

Si l'on imagine un fluide très rare et qui, en s'élevant à une petite

hauteur, enveloppe la Terre entière et ses montagnes, ce fluide

prendra un état d'équilibre, et j'ai fait voir, dans le Volume cité,

que les points de sa surface extérieure seront tous également élevés

au-dessus de la mer. Les points intérieurs des continents, autant

abaissés que ceux de la surface de la mer, au-dessous de la surface

extérieure du fluide supposé, forment par leur continuité ce que je

nomme niveau prolongé de la mer. La hauteur d'un point des conti-

nents au-dessus de ce niveau sera déterminée par la difl*érence de

pression du fluide à ce point et au niveau de la mer, diff'érence que

(i) Foir le Mémoire qui précède.
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les observations du baromètre feront connaître, car notre atmosphère,

supposée réduite partout à sa densité moyenne, devient le fluide que

nous venons d'imaginer.

Cela posé, concevons que la Terre soit un sphéroïde homogène

d'une forme quelconque et recouvert en partie par la mer. Si l'on

prend pour unité la longueur du pendule à secondes à l'équateur, et

si à la longueur de ce pendule, observée à un point quelconque de la

surface du sphéroïde terrestre, on ajoute la moitié de la hauteur de

ce point au-dessus du niveau de l'océan, hauteur que donne l'obser-

vation barométrique, l'accroissement de cette longueur ainsi corrigée

sera égal au produit du carré du sinus de la latitude par f du rapport

de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur ou par 7^^.

Ce théorème est vrai à très peu près, quelles que soient la densité

de la mer et la manière dont elle recouvre en partie la Terre, dans le

cas même où la surface des continents serait discontinue et formée de

plusieurs surfaces tangentes les unes aux autres : il s'étend aux pla-

teaux élevés, un peu vastes, pourvu qu'ils soient de même densité

que le sphéroïde terrestre. Enfin, il n'est point sensiblement altéré

par l'attraction des montagnes éloignées. Il me paraît mériter d'au-

tant plus l'attention des analystes, que, dans tous ces cas où il donne

une expression si simple de la pesanteur, il est impossible de déter-

miner la figure de la mer.

Les expériences du pendule faites dans les deux hémisphères s'ac-

cordent à donner au carré du sinus de la latitude un coefficient qui

surpasse j^^ et à peu près égal à tj^; il est donc bien prouvé, par

ces expériences, que la Terre n'est point homogène dans son inté-

rieur et que les densités de ses couches croissent de la surface au

centre.

Mais la Terre, hétérogène dans le sens mathématique, serait homo-

gène dans le sens chimique si l'accroissement de la densité de ses

couches n'était dû qu'à l'accroissement de la pression qu'elles éprou-

vent à mesure qu'elles sont plus près du centre. On conçoit, en effet,

que le poids immense des couches supérieures peut augmenter con-
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sidérablement leur densité, dans le cas même où elles ne seraient pas

fluides, car on sait que les corps solides se compriment par leur

propre poids. La loi des densités résultantes de ces compressions

étant inconnue, nous ne pouvons pas savoir jusqu'à quel point la

densité des couches terrestres peut ainsi s'accroître. La densité d'un

gaz quelconque est proportionnelle à sa compression lorsque sa tem-

pérature reste la même. Cette loi, trouvée juste dans les limites de

densité des gaz où l'on a pu l'éprouver, ne peut évidemment convenir

aux liquides et aux solides dont la densité est très grande relative-

ment à celle des gaz, lorsque la pression est très petite ou nulle. 11

est naturel de penser que ces corps résistent d'autant plus à la com-

pression qu'ils sont plus comprimés; en sorte que le rapport de la

différentielle de la pression à celle de la densité, au lieu d'être con-

stant, comme dans les gaz, croît avec la densité : la fonction la plus

simple qui puisse représenter ce rapport est la première puissance de

la densité multipliée par une constante. C'est celle que j'ai adoptée,

parce qu'elle réunit à l'avantage de représenter de la manière la plus

simple ce que nous savons sur la compression des liquides et des

solides, celui de se prêter facilement au calcul dans la recherche de

la figure de la Terre. Jusqu'ici les géomètres n'ont point fait entrer

dans cette recherche l'effet résultant de la compression des couches.

M. Young vient d'appeler leur attention sur cet objet, par la remarque

ingénieuse que l'on peut expliquer de cette manière l'accroissement

de densité des couches du sphéroïde terrestre. J'ai pensé que l'on

verrait avec intérêt l'analyse suivante, de laquelle il résulte qu'il est

possible de satisfaire ainsi à tous les phénomènes connus dépendant

de la loi de densité de ces couches. Ces phénomènes sont : les varia-

tions des degrés des méridiens et de la pesanteur; la précession des

équinoxes; la nutation de l'axe terrestre; les inégalités que l'aplatis-

sement de la Terre produit dans le mouvement de la Lune; enfin le

rapport de la moyenne densité de la Terre à celle de l'eau, rapport que

Cavendish a fixé, par une belle expérience, à 5^. En partant de la loi

précédente sur la compression des liquides et des solides, je trouve
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que, si la Terre était entièrement formée d'eau, son aplatissement

serait 3^; le coefficient du carré du sinus de la latitude, dans l'ex-

pression de la longueur du pendule à secondes, serait 7^^, et la den-

sité moyenne de la Terre serait neuf fois celle de l'eau. Tous ces résul-

tats s'écartent des observations au delà des limites des erreurs dont

elles sont susceptibles.

Si l'on suppose la Terre formée d'une substance homogène dans le

sens chimique, dont la densité soit 2 J de celle de l'eau commune, et

qui, comprimée par une colonne verticale de sa propre substance,

égale à la millionième partie du demi-axe terrestre, augmente en den-

sité de 5,5345 millionièmes de sa densité primitive, on satisfait à tous

les phénomènes que je viens de citer. L'existence d'une telle sub-

stance est très admissible et il y en a vraisemblablement de pareilles

à la surface de la Terre. Au reste, je suis loin d'affirmer que ce cas

soit celui de la nature; il est même probable, vu la grande variété des

substances qui sont à la surface de la Terre, que, dans l'intérieur de

cette planète, il en existe semblablement un grand nombre qui n'ont

pu être disposées régulièrement autour de son centre de gravité que

dans un état primitif de fluidité due à une chaleur excessive. Mais

l'hypothèse d'une substance unique, dont les couches ne varient en

densité que par la compression qu'elles éprouvent, n'off'rant rien

d'impossible, elle m'a paru digne de l'attention des géomètres.

Je suppose la température uniforme dans toute l'étendue du sphé-

roïde terrestre; mais il est possible que la chaleur soit plus grande

vers le centre, et cela serait ainsi dans le cas où la Terre, douée pri-

mitivement d'une grande chaleur, se refroidirait continuellement.

L'ignorance où nous sommes de la constitution intérieure de cette

planète ne nous permet pas de calculer la loi de ce refroidissement

et la diminution qui en résulte dans la température moyenne des cli-

mats; mais nous pouvons établir d'une manière certaine que cette

diminution est insensible depuis deux mille ans.

Imaginons, dans un espace d'une température constante, une sphère

douée d'un mouvement de rotation; concevons ensuite qu'après un
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long temps la température de l'espace diminue d'un degré; la sphère

finira par prendre ce nouveau degré de température : sa masse n'en

sera point altérée, mais ses dimensions diminueront d'une quantité

que je suppose être i cent-millième, ce qui a lieu à peu près pour le

verre. En vertu du principe des aires, la somme des aires que chaque

molécule de la sphère décrit autour de son axe de rotation sera, dans

un temps donné, la même qu'auparavant. Il est facile d'en conclure

que la vitesse angulaire de rotation sera augmentée de i cinquante-

millième. Ainsi, en supposant que la durée de la rotation soit d'un

jour ou de cent mille secondes décimales, elle sera diminuée de deux

secondes par la diminution d'un degré dans la température de l'es-

pace. Si l'on étend cette conséquence à la Terre, et si l'on considère

que la durée du jour n'a pas varié, depuis Hipparque, d'un centième

de seconde, comme je l'ai fait voir par la comparaison des observa-

tions avec la théorie de l'équation séculaire de la Lune, on jugera que,

depuis cette époque, la variation de la chaleur intérieure de la Terre

est insensible. A la vérité, la dilatation, la chaleur spécifique, la per-

méabilité plus ou moins grande à la chaleur et la densité des diverses

couches du sphéroïde terrestre, toutes choses inconnues, peuvent

mettre une difi'érence sensible entre les résultats relatifs à la Terre et

ceux de la sphère que nous venons de considérer, suivant lesquels une

diminution d'un centième de seconde dans la durée du jour répond à

une diminution d'un deux-centième de degré dans la température;

mais cette diff'érence ne peut jamais élever d'un deux-centième de

degré à un dixième la perte de la chaleur terrestre, correspondante à

la diminution d'un centième de seconde dans la durée du jour. On

voit même que la diminution d'un centième de degré près de la sur-

face suppose ui\e diminution plus grande dans la température des

couches inférieures, car on sait qu'à la longue la température de

toutes les couches diminue suivant la même progression géométrique;

en sorte que la diminution d'un degré près de la surface répond à des

diminutions plus grandes dans les couches plus voisines du centre.

Les dimensions de la Terre et son moment d'inertie diminuent donc
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plus que dans le cas de la sphère que nous avons imaginée. Il suit de

là que, si dans la suite des temps Ton observe quelques changements

dans la hauteur moyenne du thermomètre placé au fond des caves de

l'Observatoire, il faudra l'attribuer, non à une variation dans la tem-

pérature moyenne de la Terre, mais à un changement dans le climat

de Paris, dont la température peut varier par beaucoup de causes acci-

dentelles. Il est remarquable que la découverte de la vraie cause de

l'équation séculaire de la Lune nous fasse connaître en même temps

l'invariabilité de la durée du jour et celle de la température de la

Terre, depuis l'époque des plus anciennes observations.

Je reprends l'équation (i) du n° 29 du Livre III de la Mécanique cé-

leste; en la différentiant et ne comparant que les termes constants de

ses deux membres, on aura

dR (xTida r , ,— = ;— / aa^da.
p a} J ^

n est ici la pression à la surface d'une courbe de niveau du sphéroïde

terrestre dont le rayon est a; p est la densité de cette couche, et tî est

le rapport de la circonférence au diamètre. L'intégrale doit être prise

depuis a = o. Maintenant, si l'on suppose dH = ik^dp^ k étant une

constante, on aura
n = A:p«-Â:(p)«;

(p) étant la densité à la surface où II est nul; l'équation précédente

donnera donc

en faisant n^= —. Supposons p' = ap, on aura

a* dp := a dp'— p'da;

l'équation précédente devient ainsi

a dp' , „ /• , ,-^^^'^-n^Jap'da.
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En différentiant, on aura

L'intégrale de cette équation est

p'= A s'inan -\- B cosan,

A et B étant deux constantes arbitraires; on aura donc

A . B
p =r — Sinon H cosan.
•^ a a

La densité n'étant point infinie au centre où a est nui, on a

Br=o,

par conséquent

p r= — sinan.

Telle est donc la loi de densité des couches du sphéroïde terrestre

relative à la loi supposée entre la pression et la densité. A la surface

de la Terre, où nous supposerons a = i, on a

p = Asin/i,

— = — A sin n ( I — : )
•

da \ tang/i/

En faisant donc à cette surface

dp

da

on aura

tangn

Si l'on nomme D la moyenne densité de la Terre, on aura

J'p
a* da = Dfa* da — ^D.

Or l'équation

da a« J ^

OEuvres de L. — XU. 69
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donne à la surface

on a donc

p n*

- étant le rapport de la densité moyenne de la Terre à la densité de la

couche à sa surface. Cette équation, combinée avec l'équation (a),

donnera q et — lorsque l'une de ces deux quantités sera connue.

Mais il existe deux autres éléments que les observations font con-

naître, et qui, dépendant comme ^ et D de la loi de densité des cou-

ches du sphéroïde terrestre, sont liés aux quantités précédentes. L'un

de ces éléments est l'ellipticité du sphéroïde. Si l'on nomme h l'ellip-

ticité de la couche du sphéroïde dont le rayon est a et la densité p, on

a, par le n'' 30 du Livre cité,

d^h 6

h

ipa adh -\- hda

Si l'on met cette équation sous la forme

d*{h Jpa* da) 6h fpa* da ha^dp

da^ a' da

et si, au lieu de
dp

da

on substitue sa valeur

-^— fpa^da.

on aura
d^{h f p'ada) 6h f p'ada

o := p-r-
'—- H n^h / p' ada.

da} a^ 'J ^

11 est facile de voir que l'on satisfait à cette équation en faisant

3B_^
'ada'
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B étant une arbitraire, et en observant que ~p^ = — /l'p'. Cette ex-

pression donne, en substituant pour p' sa valeur A sina/i,

\tanga/i — na a} J

expression qui devient nulle au centre. On voit, par le n** 30 du Livre

cité, que cette expression de h est la seule admissible dans la ques-

tion présente; par le même numéro, l'ellipticité de la Terre est à la

surface, où a = i

,

(x^h Ç^'ada

2hJ p'ada — la'kp -hl f a'^hdp

les intégrales étant prises depuis a nul; aç est le rapport de la force

centrifuge à la pesanteur à l'équateur. Substituant, au lieu de h dp,

^-^ dafp'ada, et, au lieu de h j p'ada, sa valeur précédente, on

aura

on aura facilement cette intégrale, en observant que l'on a générale-

ment

et en intégrant par parties. On trouvera ainsi à la surface de la Terre,

où a = I, l'ellipticité égale à

*«^(-rO

Je dois observer ici que M. Legendre a déjà déterminé l'aplatisse-

ment de la Terre, dans le cas où la densité p des couches est exprimée
A .

par — sina/i (^Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1789).

En combinant les phénomènes de la précession et de la nutatiou

avec les inégalités lunaires dépendantes de l'aplatissement de la Terre

et avec les observations des degrés des méridiens et de la pesanteur.
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je suis parvenu, dans le Tome II des Nouveaux Mémoires de l'Académie

des Sciences (' ), à cette équation

fpda' ^ 0,001 53

/prfa»
~ 0,001736'

Cette équation suppose le rapport de la masse de la Lune, divisée

par le cube de sa moyenne distance à la Terre, à la masse du Soleil,

divisée par le cube de sa moyenne distance, égal à 2,57. Mais, si ce

rapport était 3,571 — i, « étant une indéterminée, on aurait

./ P
^^'

_ /.o,ooi53

1
pda^

Or, on a

on aura donc

On a ainsi les quatre équations suivantes :

q =1-

fp
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le rapport de la densité du centre à celle de la surface sera f û ou

5,236, et la nutation en secondes sexagésimales sera 9'',32. L'ellip-

ticité précédente satisfait à Tensemble des observations des degrés,

de la pesanteur et des inégalités lunaires dépendantes de l'aplatis-

sement de la Terre. La nutation 9",3o est, à fort peu près, celle

qui résulte des observations de la hauteur et de l'ascension droite

de l'étoile polaire. En supposant, conformément à l'expérience de

Cavendish, le rapport de la moyenne densité de la Terre à celle de

l'eau égal à 5,5, la densité de la couche de la surface sera 2,27, celle

de l'eau étant prise pour unité.

Si la Terre était entièrement formée d'eau, en supposant, confor-

mément aux expériences de Canton, que, à la température de 16" C,

elle augmente, en densité, de 44 millionièmes, sous la pression d'une

colonne d'eau de 10™, on a

q =: 28,012,

d'où l'on tire

/ï =: 3 , 02970,

- =9,0479,

ellipticité =
359,54*

le coefficient du carré du sinus de la latitude, dans l'expression de la

longueur du pendule à secondes, la longueur à l'équateur étant prise

pour unité, est égal à 0,00587; enfin la nutation est, en secondes

sexagésimales, 8", 6. Tous ces résultats s'éloignent des observations,

au delà des limites des erreurs dont elles sont susceptibles.
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Mémoires de l'Académie des Sciences, II" Série, Tome III, année 1818; 1820.

Ce phénomène mérite particulièrement l'attention des observateurs,

en ce qu'il est le résultat de l'action des astres, le plus près de nous et

le plus sensible, et que les nombreuses variétés qu'il présente sont

très propres à vérifier la loi de la pesanteur universelle. Sur l'invita-

tion de l'Académie des Sciences, on fit, au commencement du dernier

siècle, dans le port de Brest, une suite d'observations qui furent con-

tinuées pendant six années consécutives et dont la plus grande partie

a été publiée par Lalande, dans le quatrième Volume de son Astro-

nomie. La situation de ce port est très favorable à .ce genre d'observa-

tions : il communique avec la mer par un canal fort vaste, au fond

duquel le port a été construit. Les irrégularités de la mer parviennent

ainsi, dans ce port, très affaiblies, à peu près comme les oscillations

que le mouvement irrégulier d'un vaisseau produit dans le baromètre

sont atténuées par un étranglement fait au tube de cet instrument.

D'ailleurs, les marées étant considérables à Brest, les variations acci-

dentelles n'en sont qu'une faible partie : aussi l'on remarque dans les

observations de ces marées, pour peu qu'on les multiplie, une grande

régularité que ne doit point altérer la petite rivière qui vient se perdre

dans la rade immense de ce port. Frappé de cette régularité, je priai

le Gouvernement d'ordonner que l'on fit, à Brest, une nouvelle suite

d'observations des marées, pendant une période entière du mouve-
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ment des nœuds de l'orbe lunaire. C'est ce que l'on a bien voulu entre-

prendre. Ces nouvelles observations datent du i^^'juin de l'année 1806,

et depuis cette époque elles ont été continuées sans interruption jus-

qu'à ce jour. Elles laissent encore à désirer : elles ne se rapportent ni

au même endroit du port, ni à la même échelle. Les observations des

cinq premières années ont été faites au lieu du port que l'on nomme la

mâture; les autres l'ont été près du bassin ; mais le peu de distance de

ces deux endroits n'a dû produire que de très légères différences, et

j'ai reconnu par les observations que ces différences sont insensibles.

Cependant, il vaudrait mieux faire les observations dans le même point

et avec la même échelle. Il est temps enfin d'observer ce genre de phé-

nomènes avec autant de soin que les phénomènes astronomiques.

J'ai considéré, dans ces nouvelles observations, celles de l'année 1 807

et des sept années suivantes. J'ai choisi dans chaque équinoxe et dans

chaque solstice les trois syzygies et les trois quadratures les plus voi-

sines de l'équinoxe et du solstice. Dans les syzygies, j'ai pris Fexcès

de la haute mer du soir sur les basses mers du matin, du jour qui pré-

cède la syzygie, du jour même de la syzygie et des quatre jours qui la

suivent, parce que la plus haute mer arrive vers le milieu de cet inter-

valle. J'ai fait une somme des excès correspondants à chaque jour,

en doublant les excès relatifs à la syzygie intermédiaire, ou la plus

voisine de l'équinoxe ou du solstice. Par ce procédé, les effets des

variations des distances du Soleil et de la Lune à la Terre se trouvent

détruits; car, si la Lune était, par exemple, vers son périgée, dans la

syzygie intermédiaire, elle était vers son apogée dans les deux syzygies

extrêmes. Les sommes d'excès qu'on obtient ainsi sont donc, à fort peu

près, indépendantes des variations du mouvement et de la distance des

astres. Elles le sont encore des inégalités des marées, différentes de

l'inégalité dont la période est d'environ un demi-jour, et qui, dans nos

ports, est beaucoup plus grande que les autres ; car, en considérant à

la fois les observations des deux équinoxes et des deux solstices, les

effets de la petite inégalité dont la période est à peu près d'un jour se

détruisent mutuellement; les sommes dont il s'agit sont donc unique-
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ment dues à la grande inégalité. Les vents doivent avoir sur elles peu

d'influence; car, s'ils élèvent la haute mer, ils doivent également sou-

lever la basse mer. J'ai déterminé la loi de ces sommes pour chaque

année, en observant que leur variation est, à fort peu près, propor-

tionnelle au carré de leur distance en temps, au maximum; ce qui

m'a donné l'intervalle dont ce maximum suit la moyenne des marées

syzygies et le coefficient du carré du temps. Le peu de diff'érence que

présentent, à l'égard de ce coefficient, les résultats des observations

de chaque année prouve la régularité de ces observations.

J'ai considéré de la même manière les marées quadratures en pre-

nant les excès de la haute mer du matin sur la basse mer du soir, du

jour même de la quadrature et des trois jours qui la suivent. L'accrois-

sement des marées, à partir du minimum, étant beaucoup plus rapide

que leur diminution à partir du maximum, j'ai dû restreindre à un plus

petit intervalle la loi de variation proportionnelle au carré du temps.

Dans tous ces résultats, l'influence de la déclinaison des astres sur

les hauteurs des marées et sur la loi de leur variation dans les syzygies

et dans les quadratures se montre avec évidence. En considérant, par

la même méthode, neuf syzygies équinoxiales vers le périgée de la

Lune, et neuf syzygies équinoxiales vers son apogée, l'influence des

changements de la distance lunaire sur la hauteur et sur la loi de

variation des marées se manifeste avec la même évidence. C'est ainsi

que, en combinant les observations de manière à dégager l'élément

que Ton veut connaître de tout ce qui lui est étranger, on parvient à

démêler les lois des phénomènes, confondues dans les recueils d'ob-

servations.

Les résultats des observations étant toujours susceptibles d'erreurs,

il est nécessaire de connaître la probabilité que ces erreurs sont con-

tenues dans des limites données. On sent, il est vrai, que la probabi-

lité restant la même, ces limites sont d'autant plus rapprochées, que

les observations sont plus nombreuses et plus concordantes entre

elles. Mais cet aperçu général ne suffit pas pour assurer l'exactitude

des résultats des observations et l'existence des causes régulières
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qu'elles paraissent indiquer : quelquefois même il a fait rechercher

la cause de phénomènes qui n'étaient que des accidents du hasard.

Le Calcul des probabilités peut seul faire apprécier ces objets, ce qui

rend son usage de la plus haute importance dans les sciences phy-

siques et morales. Les recherches précédentes m'offraient une occa-

sion trop favorable d'appliquer à l'un des grands phénomènes de la

nature les nouvelles formules auxquelles je suis parvenu dans ma

Théorie analytique des probabilités pour ne pas la saisir. J'expose

donc ici l'application que j'en ai faite aux lois de la variation des

hauteurs et des intervalles des marées syzygies et quadratures, et à

l'influence qu'exercent, à leur égard, les déclinaisons des astres. On

verra que ces lois sont déterminées par les observations avec une pré-

cision très remarquable, ce qui explique l'accord des résultats des

observations modernes avec ceux des observations faites, il y a plus

d'un siècle, dans le port de Brest, et que j'ai discutées dans le qua-

trième Livre de la Mécanique céleste. On sentira l'utilité de cette

application du Calcul des probabilités, si l'on considère que plusieurs

savants, et spécialement Lalande, pour n'avoir pas soumis à ce calcul

l'ensemble des observations, et pour s'être attachés à quelques obser-

vations partielles où les marées, vers les solstices, s'étaient fort élevées

par le concours de causes accidentelles, ont révoqué en doute l'in-

fluence des déclinaisons des astres dans ces phénomènes, influence

indiquée à la fois par les hauteurs des marées et par les lois de leur

variation, avec une probabilité bien supérieure à celle de la plupart

des choses sur lesquelles on ne se permet aucun doute.

Je compare ensuite tous ces résultats à la théorie de la pesanteur

universelle. Celle que j'ai donnée dans le Livre cité est fondée sur le

principe suivant de Dynamique, qui peut être utile dans tous les cas

où les circonstances sont trop compliquées pour être soumises au

calcul. L'état d'un système de corps dans lequel les conditions primitives

du mouvement ont disparu par les résistances qu il éprouve est périodique

comme les forces qui l'animent. En réunissant ce principe à celui de la

coexistence des oscillations très petites, je suis parvenu à une exprès-
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sion de la hauteur des marées, dont les arbitraires comprennent l'effet

des circonstances locales du port. Pour cela, j'ai réduit en séries de

sinus et de cosinus d'angles croissant proportionnellement au temps,

l'expression génératrice des forces lunaires et solaires sur l'océan.

Chaque terme de la série peut être considéré comme représentant

l'action d'un astre particulier qui se meut uniformément, et à une

distance constante, dans le plan de l'équateur. De là naissent plu-

sieurs espèces de flux partiels dont les périodes sont à peu près d'un

demi-jour, d'un jour, d'une demi-année, d'une année, enfin de dix-

huit ans et demi, durée du mouvement périodique des nœuds de

l'orbe lunaire. En suivant cette idée, que j'ai exposée dans le n" 19

du Livre IV de la Mécanique céleste, je parviens ici à des formules plus

exactes encore que celles dont j'ai fait usage dans le Livre cité.

J'ai comparé ces nouvelles formules aux observations faites dans

le port de Brest, et j'ai trouvé entre elles un parfait accord. Il était

curieux de voir si les constantes arbitraires déterminées par cette

comparaison se retrouvent les mêmes que celles qui résultent des

observations faites il y a plus d'un siècle, ou si elles ont éprouvé des

altérations par les changements que les opérations de la nature et de

l'art ont pu produire dans ce long intervalle, au fond de la mer, dans

le port et sur les côtes adjacentes. Il résulte de cet examen que les

hauteurs actuelles des marées surpassent de ^ environ les hauteurs

déterminées par les observations anciennes; mais, ces observations

n'ayant point été faites au même lieu que les observations modernes,

cette considération, jointe à l'incertitude de la graduation de l'an-

cienne échelle, ne permet pas de prononcer sur ce point qui doit fixer,

à l'avenir, l'attention des observateurs. Du reste, les observations an-

ciennes et modernes présentent l'accord le plus satisfaisant, soit entre

elles, soit avec la théorie de la pesanteur, par rapport aux variations

des hauteurs des marées, dépendantes des déclinaisons et des dis-

tances des astres à la Terre, et par rapport aux lois de leur accrois-

sement et de leur diminution, à mesure qu'elles s'éloignent de leur

minimum et de leur maximum. Je n'avais point considéré, dans la Mé-
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canique céleste, ces lois, relativement aux variations des distances de

la Lune à la Terre. Ici je les considère, et je trouve le même accord

entre l'observation et la théorie.

Le retard des plus grandes et des plus petites marées sur les in-

stants des syzygies et des quadratures a été observé par les anciens,

comme on le voit dans Pline le Naturaliste. Daniel Bernoulli, dans sa

Pièce sur le flux et le reflux de la mer, couronnée en 1740 par l'Aca-

démie des Sciences, attribue ce retard à l'inertie des eaux, et peut-être

encore, ajoute-t-il, au temps que l'action de la Lune, emploie à se

transmettre à la Terre. Mais j'ai prouvé, dans le Livre IV de la Méca-

nique céleste, que, en ayant égard à l'inertie des eaux, les plus grandes

marées coïncideraient avec les syzygies, si la mer recouvrait régulière-

ment la Terre entière. Quant au temps de la transmission de l'action

de la Lune, j'ai reconnu, par l'ensemble des phénomènes célestes, que

l'attraction de la matière se transmet avec une vitesse incomparable-

ment supérieure à la vitesse même de la lumière. Il faut donc cher-

cher une autre cause du retard dont il s'agit.

J'ai fait voir, dans le Livre cité, que ce phénomène dépend de la

rapidité du mouvement de l'astre dans son orbite, combinée avec les

circonstances locales du port. Nous aurons une idée juste de l'in-

fluence de ces causes, en imaginant un vaste canal communiquant

avec la mer, et s'avançant dans les terres sous le méridien de son em-

bouchure. Si l'on suppose le Soleil et la Lune mus dans le plan de

l'équateur, et qu'à l'embouchure la pleine mer, arrivant à l'instant

même du passage de l'astre au méridien, emploie un demi-jour à par-

venir à l'extrémité du canal, il est visible qu'à ce dernier point tous

les phénomènes qui ont lieu à l'embouchure se reproduisent après un

demi-jour. Ainsi les maxima et les minima des marées n'auront lieu

qu'un demi-jour après la syzygie et la quadrature. Si le flux lunaire, à

raison de sa grandeur, mettait un trentième de jour moins que le flux

solaire à parcourir le canal, le maximum à l'extrémité du canal arri-

vant lorsque les deux flux partiels solaire et lunaire coïncident, il cor-

respondrait au cas où la Lune traverse le méridien, un trentième de
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jour après le Soleil, ce qui suit d'un jour à peu près la syzygie.' En

l'ajoutant au demi-jour que la marée solaire est supposée employer à

parcourir le canal, on aurait un jour et demi pour le temps dont le

maximum de la marée suivrait la syzygie à son extrémité.

Concevons maintenant que le port soit au point de jonction de deux

canaux, dont les embouchures soient très peu distantes entre elles.

Supposons que la marée solaire emploie un quart de jour à parcourir

le premier canal, et un jour et demi à parcourir le second. Il est clair

que la basse mer solaire du premier canal correspond alors à la haute

mer du second; et si, à l'extrémité commune des deux canaux, les

deux marées sont d'égale grandeur, la mer y sera stationnaire, à ne

considérer que l'action du Soleil; mais, le jour lunaire surpassant le

jour solaire de oJ,o35, la basse mer lunaire du premier canal ne cor-

respondra point à la haute mer lunaire du second canal; les deux flux

partiels lunaires ne se détruiront point mutuellement, et leur diffé-

rence pourra être augmentée par leurs mouvements propres dans les

canaux; il y aura donc un flux lunaire sensible à leurs extrémités. Le

rapport de l'action solaire à l'action lunaire qui, dans le port de Brest,

est à très peu près un tiers, sera donc nulle à cette extrémité. On voit

par là que les circonstances locales peuvent influer considérablement

sur le rapport des actions des deux astres sur la mer. J'ai donné, dans

le Livre cité de la Mécanique céleste, une méthode pour déterminer par

les observations l'accroissement que le rapport de l'action de la Lune

à celle du Soleil reçoit des circonstances locales. En comparant les

marées équinoxiales et solsticiales, observées à Brest, dans les syzy-

gies et dans les quadratures, je fus conduit, par cette méthode, à un

accroissement d'un dixième dans ce rapport; mais je remarquai qu'un

élément aussi délicat devait être déterminé par un plus grand nombre

d'observations. L'ensemble des observations modernes m'a prouvé cet

avantage. Ces observations, deux fois plus nombreuses que les an-

ciennes, confirment l'accroissement dont il s'agit et le portent à un

neuvième, en sorte que son existence est très vraisemblable. En

appliquant à cet objet les formules de probabilité, je trouve que la
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probabilité de cet accroissement est ||^ par les seules observations

modernes. Ainsi la réunion de ces observations avec les anciennes ne

doit laisser aucun doute à cet égard. Pour conclure des phénomènes

des marées le vrai rapport des actions du Soleil et de la Lune, il faut

corriger de cet accroissement l'action lunaire. Alors on a ^environ

pour la masse de la Lune, celle de la Terre étant prise pour unité, d'où

il est facile de conclure les valeurs des phénomènes astronomiques

qui dépendent de cette masse. Mais, en considérant la petitesse des

quantités qui m'ont servi à déterminer l'accroissement de l'action lu-

naire, et en réfléchissant que ces quantités sont du même ordre que

les petites erreurs dont l'application du principe de la coexistence des

ondulations très petites aux phénomènes des marées est -susceptible,

je n'ose garantir l'exactitude de cette valeur de la masse lunaire, et

j'incline à penser que les phénomènes astronomiques sont plus pro-

pres à la fixer.

J'ai déterminé pareillement les heures et les intervalles des marées

dans les syzygies et dans les quadratures, vers les équinoxes et les

solstices, et dans l'apogée et le périgée de la Lune. L'influence des

déclinaisons et des distances des astres est indiquée par ces observa-

tions avec une extrême probabilité dont je détermine la valeur : j'ai

retrouvé les mêmes résultats que m'avait donnés la discussion des ob-

servations anciennes et le même accord de ces résultats avec la théorie.

Les intervalles des marées peuvent servir à déterminer le rapport des

actions de la Lune et du Soleil sur la mer. On conçoit, en eff'et, que

plus l'action lunaire l'emporte sur l'action solaire, plus l'intervalle

journalier des marées se rapproche du jour lunaire. Le retard observé

des marées syzygies donne, à fort peu près, le même rapport que le

retard des marées quadratures; le milieu de ces rapports est 3,14782.

Les hauteurs des marées donnent, pour ce rapport, 2,883/17. ^^ diffé-

rence, quoique assez petite, ne me paraît pas devoir être attribuée aux

seules erreurs des observations, et je pense qu'une partie de cette dif-

férence vient de l'erreur de l'hypothèse de la coexistence des oscilla-

tions, qui ne peut plus être considérée comme très approchée quand
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les ondulations, comme celles de la mer à Brest, sont considérables.

L'intervalle moyen des marées est exactement la durée moyenne du

jour lunaire, en sorte que, dans nos ports, il y a autant de marées que

de passages de la Lune au méridien. On peut donc considérer le flux

et le reflux de la mer comme un phénomène lunaire, modifié par l'ac-

tion solaire, qui rend les intervalles des flux consécutifs alternative-

ment plus grands et plus petits que la durée d'un demi-jour lunaire,

et les hauteurs des marées alternativement plus petites et plus grandes

que les hauteurs dues à l'action seule de la Lune.

Des hauteurs des marées.

1. J'ai considéré les syzygies équinoxiales suivantes :

1807... 9 mars 23 mars 8 avril a septembre 1 6 septembre i" octobre

1808... 12 » 27 » lo » 4 » 20 » 4 »

1809... 2 1) i5 » 3i mars 9 » 23 » 9 »

1810 ... 5 » 2 1 » 4 avril 1 3 » 28 » 12»
1811... 10 » 24 » 8 » 2 » 17 » 2 »

1812... i3 » 28 » II » 5 » 20 » 5 »

1813... 2 » 17 » ! » 10 » 24 » 10 »

1814 ... 6 » 2 1 )> 4 » 1 3 » 29 » 1 3 M .

J'ai pris dans les syzygies l'excès de la haute mer du soir sur la

basse mer du matin, relatif au jour qui précède la syzygie, au jour

même de la syzygie et aux quatre jours qui la suivent. J'ai fait pour

chaque année une somme des excès relatifs à chacun de ces jours, on

doublant les résultats correspondants à la syzygie la plus voisine de

i'équinoxe, et qui est la moyenne des trois syzygies considérées dans

chaque équinoxe. J'ai obtenu ainsi les résultats suivants exprimés en

mètres.

m in m m m m
1807 44,425 49>o2o 5i,46o 50,720 48,83o 44,070
1808 44,740 49>ï55 5i,ii6 5i,oo5 48,495 43,910
1809 44,495 48,53o 50,910 5i,i45 49,3o5 44, 910

1810 46,366 49,910 5i,686 50,371 48,069 42,890
1811 44,2o5 49,o3o 51,290 5i,iio 48,865 43,825
1812 43,210 48,448 5i,5i2 5i,53o 49,526 45,56i

1813 45,317 49,07' 5i,o43 5o,797 49,957 43,264

18U 44,9-19 48,65i 5o,553 50,707 48,791 44, 708

Œuvres de L.^yili. 6l
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Si l'on nomme /, /', /", /'", /'^, /^, les sommes des hauteurs

relatives à chacun des six jours, et que l'on représente la loi de ces

sommes par

t étant le temps écoulé depuis la haute marée du soir du jour qui pré-

cède la syzygie, l'intervalle de deux marées consécutives du soir étant

pris pour unité, on aura les six équations de condition suivantes :

Si l'on multiplie chacune de ces équations respectivement par le

coefficient de (^, et que l'on fasse la somme de ces produits; si l'on

fait des sommes semblables relativement aux coefficients de ^ et de

Xj', ces trois sommes formeront les équations suivantes :

979C + 225Ç'4- 55Ç"= /'-H 4/"+ 9/^+ x6/'M- 25/^

225Ç+ 55C'-Hi5r= /' + 2/" -H S/'^-h 4/'''+ 5/^

55Ç+ i5ç'+ -eç" =/-+-/'+ /"4- /'"+ r+ f\

Ces équations donnent

io(/4-r-/"-r) + 2(/"4-.r-/'-/-)
ç

112

w

_

5(r-/) + Hr-f')+r-f" ..

r"- f+f'^r+r-^r+r _ 5 .,
_"55

^
~

6 2^6^*

Maintenant on a, le mètre étant pris pour unité,

/ —356,977, /' = 391,815,

/'^ =409,570, /'=4o7,385,

/•^= 391,838, /^=353,i38.
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On trouve ainsi

ç =-8,9446,

C'= 44,ii4.

Ç'= 356,828.

L'expression ^^'-f-C'/-4- ^" ou ÎI' — t^ -h U ^ -f- ^j des valeurs de/,

/', . . ., devient ainsi

4ii°",22o — 8"',9446(/— 2,46596)».

Exprimons par/' la distance d'une haute marée du soir à l'instant

de la syzygie, t' étant supposé positif pour les marées qui suivent la

syzygie, et représentons par a. — €t'^ cette haute marée. La basse

marée qui la précède sera, d'après la loi de la pesanteur universelle,

l'excès de la haute mer sur la basse mer sera donc

2a — 26(i'— l

Ainsi, en désignant par i le nombre des syzygies employées pour

former les valeurs de/, /, . . ., l'expression générale de ces valeurs

sera

{a 2£a— -5-— 2iêU'— -
32 \ 8

Désignons par k la valeur moyenne des quantités dont les syzygies ont

précédé, dans les observations précédentes, les instants des hautes

marées du soir des jours mêmes des syzygies, on aura

t'=t — i-hk.

On a vu, dans le quatrième Livre de la Mécanique céleste, qu'il faut

diminuer t', d'une quantité constante que nous nommerons u; la for-

mule (a) devient ainsi

'"'-'^-"'K'"!^^"")'-
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Cette formule doit coïncider avec celle-ci

on a donc

ce qui donne

4? '\ 2:

lc=-i-^—

"=-^-i-^--

En substituant les valeurs précédentes de ^ et de ^, on a

u=^i, 34096 -h k.

Dans les syzygies précédentes, le retard journalier des marées a été

0^,026736, en sorte que l'intervalle pris pour unité est 1^,026736;

on a ainsi, en parties du jour

1,34096=: 11,37682.

La valeur moyenne k dont les syzygies ont précédé les marées du soir

est 0^10417 ; on a ainsi

M = ii,48o99.

Cette valeur diffère peu de la valeur 1^,50724 à laquelle je suis par-

venu dans le n° 24 du Livre IV de la Mécanique céleste.

La comparaison des expressions (a) et (6) donne

2fê=: 8,9446,

2ia =: 4ï i>359.

Le nombre i des syzygies employées est ici égal à 64, en comptant

pour deux les syzygies intermédiaires dont on a doublé les résultats.

II. Pour que l'on puisse apprécier la régularité des résultats des

observations des marées dans le port de Brest, je vais déterminer la

loi de probabilité des erreurs dont la valeur précédente de ii^ est

susceptible, et pour cela je vais conclure cette valeur correspondante

aux observations de chaque année. En désignant par/, /', /", ... les
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hauteurs précédentes relatives à chaque année, j'exprimerai, comme

ci-dessus, la loi de ces hauteurs par la fonction X,t^-\-l,'t -hXj'. En

déterminant ensuite la valeur de X, par la méthode précédente, on

aura celle de 21S; mais, comme le nombre des syzygies employées

dan* chaque année n'est qu'un huitième du nombre des syzygies

employées dans les huit années, il faut, pour comparer cette valeur

de ii^ à la précédente, la multiplier par 8. Je trouve ainsi :

216.

1807 9*5643

1808 8 ,98343

1809 8,43286

1810 8,56071

1811 9,62071

1812 , 9,46958

1813 9 , 06900

18U 8,26386

Le peu de différence de ces valeurs à leur moyenne 8,9446 montre

la régularité des marées dans le port de Brest. Suivant la théorie que

j'ai exposée dans le second Livre de ma Théorie analytique des pro-

babilités, si l'on nomme e la somme des carrés des écarts de chacune

de ces valeurs, de la moyenne, et n le nombre des années, la proba-

bilité d'une erreur u' dans cette moyenne sera proportionnelle à l'ex-

ponentielle

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. Cette

proportionnalité est d'autant plus exacte, que n est un plus grand

nombre; mais ici ce nombre est égal à huit. Le nombre total des ob-

servations employées est beaucoup plus grand, et égal à 288; car le

nombre des syzygies employées dans chaque année est six, et chaque

syzygie a donné six observations. Ainsi l'erreur u' de X, étant une fonc-

tion linéaire des erreurs de chaque observation, la probabilité de cette

erreur sera, par le n° 20 de l'Ouvrage cité, proportionnelle à une ex-

ponentielle de la forme e*"". On pourra déterminer k par le même
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numéro, au moyen des carrés des erreurs de chaque observation; mais

on obtiendra sa valeur d'une manière beaucoup plus simple et suffi-

samment exacte par le procédé suivant.

Nommons a, a^*\ a^^\ ... les valeurs de t relatives à chacune des

huit années, et désignons par b la moyenne de ces valeurs ou la valeur

de ^; m' étant l'erreur de cette valeur, celle de la valeurasera6— a-i-M':

en supposant donc que l'erreur r des valeurs de a, a'", ... soit propor-

tionnelle à Texponentielle e~*'"', la probabilité de l'erreur b — a-^- u'

sera proportionnelle à
Q-k(,b—a-\-H')*

\

l'intégrale du dénominateur étant prise depuis «'= — 30 jusqu'à

m'= qo, ce qui donne v^tt pour cette intégrale, t: étant la demi-circonfé-

rence dont le rayon est l'unité. En effet, la somme de ces probabilités

relatives à toutes les valeurs possibles de u' doit être l'unité. La proba-

bilité de l'erreur b — a -\- u' est donc proportionnelle à

Pareillement b — d*^ -\-u' est l'erreur de la valeur «^'\ et la probabilité

de cette erreur est proportionnelle à

et ainsi de suite. La probabilité des erreurs simultanées b — a-h u\

b— a^'^H-M', ... sera donc proportionnelle au produit des probabilités

de ces erreurs, produit égal à

OU à ,

n

/^l g-kl{b—a)*-hib+ai^))'—...]-nkn'*^

La probabilité de k sera proportionnelle à l'intégrale de cette fonction
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multipliée par du! et intégrée depuis w'= — oo jusqu'à m' infini ; eri dé-

signant donc par e la somme des carrés {h — a)*, {h — a^'^)^, . . . , cette

probabilité sera proportionnelle à

n — \

k * c-*«.

La valeur de A qu'il faut choisir n'est pas, comme plusieurs géomètres

le pensent, celle qui rend la fonction précédente un maximum : elle

est, comme je l'ai fait voir dans le n^ 23 de ma Théorie analytique des

probabilités, la moyenne des produits de chaque valeur de k par sa pro-

babilité; cette valeur est donc

k » e-''^dk

fk^\-"^dk

les intégrales étant prises depuis ^ = o jusqu'à k infini. L'intégrale du

numérateur est
W-4-1

H_ '-l-:-! / k » rfA-e-*S
6 ae

et elle se réduit à son second terme. La valeur de k qu'il faut choisir

est donc —:-; ainsi la probabilité de u' étant, par ce qui précède,

proportionnelle à e"*""', elle sera proportionnelle à

et par conséquent elle sera

/n{n-\-~î\

V 26

En prenant l'intégrale du numérateur dans des limites données, on

aura la probabilité que la valeur de a' sera comprise dans ces limites.

Dans le cas présent, on a

n m 8 et 6 = 1,6672.
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La probabilité d'une erreur u! est donc proportionnelle à

Le coefficient de — m'^ ou du carré de l'erreur, pris en moins, est ce

que je nomme poids du résultat, parce que, les mêmes erreurs deve-

nant moins problables lorsque ce poids augmente, le résultat pèse

plus, si je puis ainsi dire, vers la vérité. Si l'on désigne par P ce coef-

ficient, et si l'on fait u' sj^ = t, la probabilité que l'erreur u' sera com-
T

prise dans les limites ± — sera égale à

ife-'^dt

l'intégrale étant prise depuis t nul jusqu'à / = T".

En formant donc une Table des valeurs de cette formule, correspon-

dantes aux diverses valeurs de T, on aura la probabilité que l'erreur

du résultat sera comprise dans des limites données. M. Kramp a formé

une Table des valeurs de l'intégrale jdte~^\ prise depuis ^ = T jus-

qu'à ^ infini; il est facile d'en déduire celle dont je viens de parler. Je

trouve ainsi ^-^^ pour la probabilité que l'erreur est comprise dans

les limites db o",5, et -^ pour la probabilité que cette erreur est com-

prise dans les limites zt o"*, 25.

On déterminera facilement la probabilité des erreurs dont la valeur

précédente de lioL est susceptible, en observant que cette valeur est

très peu différente de la somme des hauteurs des marées /, /', ... di-

visée par 6, et à laquelle on ajoute le sixième du produit de 2iê par la

somme des carrés des fractions — |, — f , — ^, -h ^, -f- 1, -+-|; carie

maximum des marées tombant à peu près au milieu de l'intervalle

qui sépare les marées extrêmes, il est clair que, en ajoutant à chacune

des valeurs de/,/', ... le produit de ii^ par le carré de la fraction

qui lui correspond, on aura six valeurs de 2fa; le sixième de la somme

de ces six valeurs sera donc la valeur moyenne de lioL. Cette valeur

moyenne est ainsi le sixième de la somme des valeurs de f,f', - -

,
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plus le produit de 216 par f|. De là il est aisé de conclure que l'on aura

la valeur très approchée de aia, relative à chaque année, en multi-

pliant par 1 -h j la somme des six hauteurs des marées qui lui sont

relatives, et en ajoutant à cette somme le produit de f| par la valeur

précédente de aie, qui correspond à cette année. On trouve de cette

manière
il X.

1807 411,406

1808 410,763

1809 4io,323

1810 410,692

1811 412,493

1812 4i4,oo3

1813 412,383

18U 407,607

La moyenne de ces valeurs est 411*"» 209; la valeur de 2£ est ici

50,1954, ce qui donne le poids P égal à i,4344; en sorte que les er-

reurs également probables des valeurs de 2.16 et de 210. sont dans le

rapport de i à 3,88.

III. J'ai considéré de la même manière les syzygies solsticiales sui-

vantes :

1807...
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m m m m ni m
1807 4i,o3o 43,040 44,745 45,55o 43,83o 4i,843

1808 41, 365 44,260 46,075 45,920 44,877 42,4o5

1809 39,762 43,180 45,620 46,020 44,875 41,820

1810 41,957 45,247 46,574 46,676 44,969 40,998

1811 40,695 44,i63 45,559 46,111 45,140 43,282

1812 42,059 44,690 45,927 45,642 43,725 40,910

1813 41,736 44,164 45,822 44,860 43,357 39,771

1814 40,068 43,937 45,782 45,276 43,964 41,124

L'ensemble de ces hauteurs donne, en mètres,

7=328,672, /'=352,68(, /"=336,io4,

/''z=366,o55, /'= 354,737, /^=332,i53;

on trouve ainsi

J; = — 5,92730, Ç'= 3o,3o86, Ç"= 328,63o,

et l'expression générale ^t^ -+- X^t -h X^' des valeurs de /,/', • • . devient

367,375 — 5,92730(^ — 2,556705)',

ce qui donne
2fê = 5,92730,

2 «a =: 367,468;

on a, comme dans le numéro précédent,

-^——\-\-k~u.

ce qui donne
M = 1 , 43 1 7 + A-

Dans les syzygies des solstices, le retard journalier des marées est

o', 028076, en sorte que l'intervalle, pris pour unité, est ici 11,028076;

on a ainsi, en parties du jour,

1,4317 = 11,47193.

Dans les syzygies précédentes, on a

^ = oJ,i4i66,
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ce qui donne
M=zii,6i36.

Cette valeur de u surpasse un peu celle du numéro précédent, donnée

par les syzygies équinoxiales.

La différence des valeurs de ^ indique, avec une extrême probabi-

lité, l'influence des déclinaisons des astres sur cette valeur. Pour le

faire voir, déterminons la probabilité des erreurs de X,. Les valeurs

de C, multipliées par 8, sont pour chacune des huit années :

3 (S.

1807 4,8r2i4

1808 5,46672

1809 6,67071

1810 6,92014

1811 5, 15686

1812 5,69228

1813 6,10200

1814 6,59614

Le peu de différence de ces valeurs à la moyenne 5,927 est une nou-

velle preuve de la régularité des marées dans le port de Brest. La

somme des carrés des différences de chacune de ces valeurs à la

moyenne est ici 4>i2o6. On trouve ainsi, par les formules du numéro

précédent, la probabilité que l'erreur de la valeur moyenne est m',

proportionnelle à

e-8,73C6«''

OU le poids P de la valeur moyenne 5,927, égal à 8,7366; d'où l'on

conclut la probabilité que l'erreur est comprise dans les limites ± i™,

égale à

34524
34525*

m
La probabilité qu'elle est comprise dans les limites ± — est égale à

26,32

27,32

Si l'on forme, d'après la méthode du numéro précédent, les valeurs
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de lioL, d'année en année, on aura
2 ja.

1807 36o,752

1808 369,147

1809 867,825

1810 375,411

1811 368, 3o8

1812 367,207

1813..... 864,078

18U 866,106

La moyenne de ces valeurs est 367,354. La valeur de iz est ici 280,322,

ce qui donne le poids P égal à 0,81275; ainsi les erreurs également

probables dans les valeurs de ii^ et de 21a sont ici dans le rapport de

I à 5,2854.

Dans les syzygies équinoxiales, la valeur moyenne de ii^ est, par

ce qui précède, égale à 8,9446. Elle surpasse la précédente de 3,078.

II est donc extrêmement probable que cette différence n'est point

l'effet du hasard. Pour avoir cette probabilité, nous observerons que

la probabilité d'une erreur u' dans la valeur de ii^ relative- aux

équinoxes est proportionnelle à e-^*-"^' "", et que la probabilité d'une

erreur u" dans cette valeur relative aux solstices est e~*''*^*
""'; la pro-

babilité des erreurs simultanées u' et u" est donc proportionnelle à

l'exponentielle e~^"''''^'""\ en faisant

P=:= 21,5931, P'= 8,7366.

Si l'on fait u"— u' — t, l'exponentielle précédente prendra cette forme

On aura une quantité proportionnelle à la probabilité de /, en mul-

tipliant cette exponentielle par du' et prenant l'intégrale depuis

u' = ~ ce jusqu'à M' = ac. Cette probabilité est donc proportion-

nelle à

e P+H'

Le poids de la différence 8,0173 des valeurs moyennes de 2«ê est
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PP'
^onc

p p,
> qui devient ici 6,22285. On trouve ainsi la probabilité

que l'erreur t est hors des limites ± 3,0173 égale à une fraction dont

le numérateur est l'unité, et dont le dénominateur surpasse 4 suivi

de vingt-cinq zéros. On ne peut donc pas douter que la différence

observée entre les valeurs de 216, relatives aux solstices et aux équi-

noxes, ne soit l'effet d'une cause spéciale qui diminue cette valeur

dans les solstices.

La même cause est indiquée avec une probabilité plus grande

encore par la différence des valeurs de 2ia, relatives aux équinoxcs

et aux solstices, différence égaie à 43™, 855. Le poids de cette diffé-

PP'
rence, par ce qui précède, est p

—

p-,] il devient, en substituant les

valeurs de P et de P' relatives aux valeurs de lia., 0,25675, d'où il

suit que les erreurs également probables des différences relatives aux

valeurs de 216 et de lioL sont entre elles comme i à 4»923i. La diffé-

rence observée 3"", 01 73 des valeurs de 21 S répond ainsi à i5" environ

de différence entre les valeurs de 2îa, différence beaucoup moindre

que la différence 43,855. La cause dont il s'agit est donc à la fois indi-

quée par les hauteurs des marées dans les équinoxes et dans les sol-

stices, et par les lois de leur variation, avec une extrême probabilité

qui ne laisse aucun doute. On peut observer ici que le poids précédent

de la différence 43,855 des valeurs moyennes de 21a, relatives aux

syzygies des équinoxes et des solstices, est aussi le poids de leur

somme 778^,563, comme il est facile de le voir. On aura, d'une

manière plus approchée, le poids de la différence 43", 855 en formant,

pour chaque année, la différence des valeurs correspondantes de 2/a,

relatives aux équinoxes et aux solstices. Voici le Tableau de cette dif-

férence :

m
1807 5o,654

1808 41,616

1809 42,498
1810 35,281

1811 44, '85

1812 46,796
1813 48,3o5

1814 4i,5oi
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La moyenne de ces valeurs est 43", 855. En formant la somme des

carrés des différences de cette moyenne à chacune de ces valeurs, on

aura
25 = 36i ,390,

ce qui donne le poids P de cette moyenne égal à o,224o3. 11 est un

peu moindre que celui que nous venons de trouver, ce qui tient à

ce que le nombre d'années que nous avons considéré n'est pas fort

grand. En adoptant ce poids, on trouve que la probabilité d'une

erreur égale à -t- 3™, 9054 est inférieure à —q-g-

IV. J'ai considéré d'une manière à peu près semblable les quadra-

tures équinoxiales suivantes :

1807...
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m m ni m .

1807 a5,i3o 20,100 ao,i8o 26,106

1808 26,770 20,950 20,935 26,304

1809 a6,i3o 21,400 ai,i3o 25,280

1810 24,432 20,584 21,715 26,858

1811 26,055 21, 440 2i,i3o 26,185

1812 26,896 2i,5oo 20,625 26,117

1813 25,437 20,34t 20,682 25,917

1814 23,808 19,907 19,930 25,944

Si l'on nomme /, /', /", /'" les sommes des hauteurs relatives à

chacun des quatre jours et que l'on représente la loi de ces sommes

par

t étant le temps écoulé depuis la haute marée du matin du jour de la

quadrature, l'intervalle de deux marées quadratures du matin étant

pris pour unité, on aura les quatre équations de condition suivantes :

Si Ton multiplie chacune de ces équations respectivement par leurs

coefficients de î^, et que l'on fasse une somme de leurs produits; si

l'on fait les sommes semblables, relativement aux coefficients de X,'

et de î^", ces trois sommes forment les équations suivantes :

98Ç + 36Ç'+ i4Ç"= f'+^r+^f\

I4C-+- 6Ç'-f- 4Ç"z=/4-/'+ /'+ /^

Ces équations donnent

r- f-f'-r-^r^- 4
:

10

r^-f±fl±Il±r 3 7^~
4

~2^ 3^-
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Maintenant on a

/= 204"", 658, /' = 166% 022, /"=i66"',327, /'"— 207"», 7 1 1

,

ce qui donne

Ç = 2o°',oo5, r=— 59™, 0686, Ç''=2o4">,7649.

L'expression X,t^ -\-Xj t -{- ^" devient ainsi

{a) 161™, 162 4- 2o™,oo5(« — 1, 47635 )^

Nommons t' la distance d'une haute marée du matin à l'instant de la

quadrature, et représentons par a 4- ^t'^ cette haute marée. La basse

mer qui la suit sera

l'excès de la haute sur la basse mer sera donc

(a') 2a+ — + 2êU'+

Nommons k' la valeur moyenne des quantités dont les quadratures

ont suivi les hautes marées du matin, et désignons, comme ci-dessus,

par u la quantité dont le maximum et le minimum des marées suivent

respectivement la syzygie et la quadrature; on aura

t'=z t — k'— u.

La formule («') devient, en la multipliant par le nombre i de quadra-

tures considérées,

2tê .^/^ ,, I

64 V 8

Cette formule sera l'expression des valeurs de/,/', — En la compa-

rant à la formule («), on aura

ce qui donne

A:'h- a— ^ = 1,47635,

a r3 1,601 35 — k'.
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L'intervalle pris pour unité est ici i^o56223. En multipliant donc

i,6oi35 par cet intervalle, on aura 1^6914. D'ailleurs, la valeur de

k' relative aux quadratures précédentes est 0^,1937. On aura donc

ainsi

" = 1^4977»

ce qui diffère peu de la valeur 1^5378 donnée par Tensemble des

syzygies. On a ensuite

2ï6rr ao"»,oo5,

2i«m6o",85o.

Déterminons présentement la probabilité de la valeur de ^ ou de 21e.

Ces valeurs, relatives à chacune des huit années et multipliées par 8,

sont :

2/6.

1807 21 ,912

1808 22,378

1809 17,760

1810 17,982

1811 19,340

1812 «9,776

1813 20,662

1814 20

,

23o

La somme des carrés des différences de ces valeurs à la moyenne

2o,oo5 est 19,3770; il est facile d'en conclure que le poids P de cette

moyenne est 1,85787, le mètre étant pris pour unité d'erreur. On

trouve ainsi la probabilité que l'erreur de cette valeur moyenne est

comprise dans les limites ± 1" égale à ^V kk '- la probabilité que cette

erreur est comprise dans les limites it 2™ est ôôôô-

On aura, à très peu près, la valeur de 21a en diminuant les valeurs

de /, /', /", /'", respectivement du produit de 2o,oo5 par les carrés

des fractions — |, — ^, {, |, ce qui donne 2îa égal au quart de la

somme de ces quatre valeurs, diminuée du produit de 2o,oo5 par f ou

à 161™, 173. De là il est aisé de conclure que l'on aura la valeur fort

approchée de 21a relative à chaque année, en faisant une somme des

Œuvret de L. — XIL 63
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quatre valeurs de /,/',/",/'" correspondantes à l'année, en doublant

cette somme et en lui ajoutant f de la valeur de 2î6 relative à la même

année. On formera ainsi le Tableau suivant :

2 i<x.

1807 1557642

1808 i6i ,946

1809 i65,68o

1810 164,700

1811 165,445

1812 163,546

1813 i58,925

18U 153,490

On trouvera ici

2e = 3o3,8i2,

le poids P de l'erreur de la valeur moyenne 161,173 est donc 0,28699,

d'où il suit que les erreurs également probables des valeurs moyennes

de 2ïê et de lion sont dans le rapport de i à 2,80.

V. J'ai considéré les quadratures solsticiales suivantes :

1807...
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1807 a8,720 a6,495 a5,3io a7,i35

1808 28,83o 25,780 5«.5,345 27,215
1809 28,985 26,87a 25,i54 26,798
1810 29,817 26,217 26,655 28,261

1811 29,319 26,458 25,999 28,008

1812 28,108 25,818 25,820 27,711

1813 26,585 24,909 26,235 28,685

1814 27,196 24,431 25,446 28,383

L'ensemble de ces hauteurs donne, en mètres,

/z=227"»,56o, /'r= 206°», 980, /"=2o5°',964, /''=a22'°,i96,

d'où l'on tire

Ç = 9^203, C':=-29-,3i98, ?"= 227'»,4592.

L'expression ^t^ -{-X,'i -+- (^" devient ainsi

2o4°',09i7 + g-", 2o3(i — 1,5929)',

ce qui donne
2i6= 9™,2o3,

2fa = 203™, 948;

on aura ensuite, comme dans le numéro précédent,

L'intervalle pris pour unité est ici 1^,04796, et la valeur de k' relative

à ces marées quadratures est 0^,20972, d'où l'on tire, pour la quan-

tité u dont le minimum de la marée suit les quadratures solsticiales,

M = ii,5907.

Les marées quadratures équinoxiales ont donné, pour w, 1^4977; ïes

marées syzygies équinoxiales ont donné iJ,48ïo; les marées syzygies

solsticiales ont donné i^6i36. La moyenne de ces valeurs est

tt=:ii,5458.
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L'ensemble des syzygies anciennes m'a donné, dans le Livre IV de la

Mécanique céleste,

w= ii, 56445;

la différence est insensible.

Déterminons la probabilité de la valeur de X, ou de ii^. Ces valeurs,

relatives à chacune des huit années et multipliées par 8, sont :

21 6.

1807 8°ioo

4808 r. 9 , 840

1809 7,5i4

1810 10,412

1811 ; 9,740
1812 8,362

1813 8,252

1814 II ,404

La somme des carrés des différences de ces valeurs à la moyenne

9,2o3 -est i2,68i3; on trouve ainsi le poids P de la valeur moyenne

égal à 2,83882, d'où il est aisé de conclure la probabilité que l'erreur

de cette valeur est comprise dans les limites ±1™ égale -^—ô- La

probabilité que cette erreur est comprise dans les limites ± i™,5 est

2889

2840

On aura, à très peu près, les valeurs de licL par la méthode du nu-

méro précédent; j'ai formé ainsi le Tableau suivant :

a l'a.

m
1807 2o5, 195

1808 202,040

1809 ^. 206,226

1810 208, 885

1811 207,393

1812 204,461

1813 202, 5i3

1814 196,657

La valeur moyenne est 204,171; on a ici

2 6 :=r 228,406;
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(1*011 l'on conclut le poids P de l'erreur moyenne égal à 0,32228. Ainsi

les erreurs également probables des valeurs de atê et de 21a sont

entre elles comme i à 2,9679.

La différence moyenne des valeurs de 21a, relative aux quadratures

des solstices et des équinoxes, est 42", 998; on trouvera, par ce qui

précède, le poids P de cette différence égal à 0,1 3656. C'est aussi le

poids de la somme 365,345 de ces valeurs. De là il suit que la proba-

bilité d'une erreur négative, égale ou supérieure à -h 2,5983, est

1

1

, 4564

Maintenant, si l'on compare ces valeurs de 21a, leur différence

montre avec évidence l'influence des déclinaisons des astres sur ces

marées. Cette influence est pareillement indiquée avec une extrême

probabilité par les valeurs de 21e; celle qui est relative aux marées

quadratures équinoxiales s'élève à 2o",oo5, tandis que la valeur rela-

tive aux marées quadratures solsticiales n'est que de 9™,2o3. D'après

la probabilité des erreurs de ces valeurs, déterminée ci-dessus, on

voit qu'une erreur de 9" dans chacune d'elles est invraisemblable, et

qu'il est par conséquent impossible de les faire coïncider.

Les valeurs de 21a et de 216, relatives aux marées syzygies et qua-

dratures dans les équinoxes et dans les solstices, sont les résultats des

observations, les plus propres à vérifier la théorie de ces phénomènes,

fondée sur la loi de la pesanteur universelle; mais, avant que de les

comparer à cette théorie, je vais les comparer avec les résultats sem-

blables que j'ai déduits, dans le Livre IV de la Mécanique céleste, des

observations faites à Brest un siècle auparavant.

Vn. Les résultats de ces observations anciennes sont relatifs à

vingt-quatre syzygies et à vingt-quatre quadratures, tandis que ceux

des observations modernes se rapportent à soixante-quatre syzygies et

à soixante-quatre quadratures. Il faut donc, pour comparer aux résul-

tats anciens les résultats modernes, diminuer ceux-ci dans le rapport

de 3 à 8; on aura ainsi :

i



502 MÉMOIRE SUR LE FLUX

Observations

anciennes. modernes.

Syzygies équinoxiales

.

m m
48a 154,260 i5o,a35

486 3,3542 3,1623

Sjzfgies solsticiales

.

48a 137,766 132,371

486 i^T.i'i.'} 1,9451

Quadratures équinoxiales.

48a 60,319 58,o33

486 7,5019 7,495

Quadratures solsticiales.

48a 76,480 75,517

486 3,45ii 3,4100

On voit, par l'inspection de ce Tableau, que les résultats des obser-

vations modernes s'accordent avec ceux des observations anciennes

aussi bien qu'on peut le désirer, vu surtout la petite différence que

doivent y produire les déclinaisons de la Lune, plus grandes aux

époques des anciennes observations qu'aux époques des observations

modernes. On voit encore que les valeurs de lioL indiqueraient des

marées plus fortes maintenant qu'au commencement du dernier siècle

d'environ ^, si l'on était bien certain de l'exactitude de la graduation

de l'échelle qui a servi aux observations anciennes.

VIII. Comparons maintenant les résultats des observations avec

ceux de la théorie de la pesanteur universelle. J'ai donné, dans le

Livre IV de la Mécanique céleste, les formules nécessaires à cette com-

paraison; mais je vais ici reprendre cet objet par une nouvelle ana-

lyse. Ma théorie des marées, exposée dans le Livre cité, repose sur ce

principe, savoir, que l'état d'un système de corps, dans lequel les con-

ditions primitives du mouvement ont disparu par les résistances qu'il
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éprouve, est périodique comme les forces qui l'animent. Ce principe,

combiné avec celui de la coexistence des oscillations très petites, ex-

plique, d'une manière singulièrement heureuse, tous les phénomènes

des marées, indépendants des circonstances locales. Les forces pro-

ductrices de ces phénomènes, relatives à l'action d'un astre L, sont,

comme on le voit dans le n** 16 du Livre IV de la Mécanique céleste,

exprimées par les différences partielles de la fonction

3L
(a) —î[sinf COS0 + cost'sin9cos(/ii + w — 4»)]*,

en désignant par L la masse de l'astre, par r sa distance au centre de

la Terre, par v sa déclinaison, par 4^ son ascension droite comptée de

l'intersection de son orbite avec l'équateur, et par ç sa distance angu-

laire à cette intersection : nz -h (o est l'angle horaire de cette intersec-

tion et 6 est le complément de la latitude du port. Soit e l'inclinaison

de l'orbite à l'équateur; on aura, par les formules de la Trigonométrie

sphérique,
sint'^: sinesinip,

cos^' sinij; = C0S6 sintp,

cost' cos4' = cos<p,

cos*p = {(n- cos*6) + |sinecos29,

cos'c sin2 4'= cosesinaç,

cos'pcos24' = îSin'£ H-i(i -h cos*e) cosaç.

La formule (a) devient ainsi

3L—r[yCOS*9sin»eH-|sin*0(i -hCOS*e) — |sin*e(cos'9 — |sin*0) cosaç]
2r

3L—r sinôcosôFsine cosgsin(/if + w)in
— ^sine(n- cose) sm{nt h- w — 29)

+ {sin£(i — cose) sin ( ni + w -h a <p )]

7—î sin'9 ces*- cos(2«i4- 20) — 29)
4/' L *

.

-+- sin* - ces (2 ni 4- wH- 29) H-isin'ecos(ani -+- 2aj) .
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Si, comme nous l'avons fait, on ne considère dans les observations

des marées que l'excès d'une haute mer sur l'une des deux basses

mers voisines; si, de plus, on prend ces excès en nombre égal dans

les syzygies et dans les quadratures des équinoxes du printemps et

d'automne, et des solstices d'hiver et d'été; enfin, si, comme nous

l'avons fait encore, pour détruire l'effet des variations de la parallaxe

lunaire, on considère les trois syzygies ou les trois quadratures les

plus voisines de l'équinoxe ou du solstice, en doublant les observa-

tions relatives à la syzygie intermédiaire, les résultats de l'observation

ne dépendront que des inégalités relatives aux angles 2n? + 2(o,

int -f- 2 0) — 2(p, int + 2w + 2(p, inégalités dont la période est d'en-

viron un demi-jour, et dont les deux premières sont, dans nos ports,

beaucoup plus grandes que toutes les inégalités des marées. sin*i£ est

un coefficient toujours très petit dans les observations que nous avons

considérées et au milieu desquelles l'inclinaison de l'orbe lunaire à

l'équateur est parvenue à son minimum. On peut donc négliger le

terme que ce coefficient multiplie, et alors les flux partiels, dont les

périodes sont d'environ un demi-jour, dépendent des termes

7—, sin'ôcos*- cos(2n^ + aw — 29) -+- 5—; sin'0sln'ecos(2n< + 2w).
4 r' 2 ^ 8 r*

^ '

Ces termes produisent, comme on l'a vu dans le n° 7 du Livre IV de la

Mécanique céleste, deux flux partiels que l'on peut représenter par

Le LA— cos*- cos(2n^ — imt — -iX) -\- \^ — sin*ecos(2/if— 2 y),

mt étant le moyen mouvement de l'astre L dans son orbite, A, B, X et

Y sont des constantes dépendantes des circonstances locales du port.

Ces deux flux sont les mêmes que ceux qui seraient produits par

deux astres mus dans le plan de l'équateur, à la distance r du centre

de la Terre, et dont le premier, représenté par Lcos*-> aurait le

même moyen mouvement que l'astre L dans son orbite et passerait en
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même temps que lui par l'intersection de cette orbite avec le plan de

Téquateur. Le second astre, représenté par ^Lsin^e, correspondrait

constamment au point de cette intersection. Le maximum des hautes

marées de l'astre L a lieu vers la conjonction ou l'opposition des deux

astres fictifs, lorsque la haute mer du premier coïncide avec celle du

second. Le minimum des hautes marées a lieu vers les quadratures

de ces astres fictifs, lorsque la haute mer du premier coïncide avec la

basse mer du second. Ce maximum et ce minimum donneront donc le

rapport de leurs actions et, par conséquent, la fraction ^' Si cette frac-

tion surpasse l'unité, l'action de l'astre L est augmentée par les cir-

constances locales et par le mouvement mt de l'astre dans son orbite,

ce dont j'ai fait voir la possibilité dans le n° 18 du Livre IV de la

Mécanique céleste; cos* - est égal à cos£ -hsin*-- Sans l'accroissement

dû au mouvement de l'astre fictif Lcos*-> la hauteur de la mer qu'il

produit serait, en négligeant sin*-»

B—r cosecos(2nf — imt — i\),
fi

L'accroissement en hauteur de la mer, dû au mouvement de l'astre L,

est donc

(A — B) —3 cos£COs(2n^ — a/nf — 2X),

ce qui est conforme au n° 20 du Livre IV de la Mécanique céleste, en

observant que B est ce que nous avons nommé 2P dans le numéro cité,

et que (A — B) cos£ est ce que nous avons désigné par

— ^mPQcos£.

Supposons maintenant que les quantités L, r, m. A, £, A et y se

rapportent au Soleil, et marquons d'un trait les mêmes quantités rela-

tives à la Lune; on aura, par l'action réunie de ces deux astres, et en

n'ayant égard qu'aux inégalités dont la période est d'environ un demi-

CEuvres de L. —\ll ^4
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jour, la hauteur de la mer au-dessus de son niveau, due à l'action du

Soleil et de la Lune, égale à

Le L
A -^ cos"^- cos{2nt — 2mt — 2I) -+- ^B -^ sin^e cos{2nt — 2y)

L' e' L'
* + A'-Tj cos*— cos{2 nt — 2 m' t — 2!' ) -h ^B —f^ sin^e' cos {2 nt — 2 y'),

la constante B devant être la même pour le Soleil et pour la Lune,

parce que les cosinus des angles 2,nt — 2y et 2.nt — 1^' varient à très

peu près de la même manière, vu la lenteur du mouvement des nœuds

de l'orbe lunaire. La différence des quantités y et X serait nulle si m
était nul ; nous la supposerons donc proportionnelle à m et égale à m S,

en sorte que l'on ait X = y — m€. On aura pareillement \'~ y — m'ê;

y' serait égale à y si l'intersection de l'orbe lunaire avec l'équateur

coïncidait avec l'équinoxe du printemps. En comptant les angles nt,

mt et m't de cet équinoxe, et désignant par S l'ascension droite de

l'intersection de l'orbe lunaire avec l'équateur, on aura

y'zz:y + ô.

Cela posé, lorsque la marée syzygie est parvenue à sa plus grande

hauteur, les cosinus des deux angles

2nt — 2 jnt — 2 X, 2 nt — 2Tn' t — 2 X'

sont très peu différents de l'unité. En supposant donc la demi-circon-

férence dont-le rayon est l'unité égale à u, et

nt — mt — X = i TC + ^,

nt — m' t — V =^i'Ti -\- q',

«et i' étant des nombres entiers, q et q' seront de petites quantités, et

l'on aura, à fort peu près,

cos {2 nt — imt — 2X) =1 — a^rs,

tOS,{2nt ~ 2m' t — 2V)-=zi~ -iq'^'f
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on aura ensuite
iTT -+- 7 -4- X i'n -h g' -h V^

n — m'

d'où, en substituant pour X' sa valeur X — (m' — m)€ et faisant

e; / / xe y^im'—m) ii:(m'—m) ... .^

on tire

n — m ^

L'expression précédente de la hauteur de la mer devient ainsi, en

substituant, pour /, sa valeur précédente et, pour y, X + w6.

L' -^ 5»£+A'i^(iA-t(c — 2q*) COS* h A'-TT (l — 2^'*) COS*-

,_ L . , r2m(i7r + X) - 2/17 "1

+ \B — sm'6 COS ^^ — 2/nê h ^i-
* r* L '^ — '^^ '^ — ''*J

-+-iB-TTSm*e'cos ^ ' — /n6 — 2Ôh ^ •

' /• ' L '* — '^ '* — '^* J

La condition de la haute mer exige que la différentielle de cette

fonction soit nulle; en la différenciant donc et observant que l'on a

rfy = ( n — m) dt,

dq'=. (n — m') dt,

on aura

L e L' e'
oziz — ^A — {n — m)q cos* 4A' -73 (/i — /n')ç''cos*-

— « B — sin* e I
sin ^ — 2m 6n

( L '* — '^ J

inq r 2m ( iTT -4- X ) «1 )

n — m
I

n — m J )

— /iB -77 sin*e' { sin ^^ — 2wê — 20
r*

( L « — m J

[-2m(/;r + »_^^g_^Ji.
L n — /n J)

inq— COS
n — m
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ce qui donne, en faisant, pour abréger,

2 A -4 cos* - = a, aA'-TT cos*- =:a',

T, L . , / -n-hl «\B-r sin'e cos 2/n — 2 m

6

n \ n — m j

. T>
ï^'

• 5 / ( ÎTZ-^'k « A ,

-t- B -rr sin^e cos im 2mo — 20 =:; o,
/•^

\ " — ''* /

T» L . , . / f TT + X _\
B — sin's sin 2 m 2 mb

r' \ /i — m /

-f-B-rr sin' e' sin ( im 2mê — 2Ô|=:2A,
/'•' \ n — m J

les valeurs suivantes :

(n — m)[{n — tn' ) a' &'
-\- nh'\

{n — m )* a + ( « — m' y a' -h n*b

,
[{n — mya-^n-b]S'— {n — m')nh

^ {n — m)*a-+-(« — m'ya'-\-n*b

L'expression entière de la hauteur de la marée au-dessus de la basse

mer, expression double de la valeur précédente de la haute mer, de-

vient ainsi, à très peu près, en négligeant le carré de h, à cause de

son extrême petitesse, surtout dans les équinoxes et dans les sol-

stices,

, , 2a'[{n — mya-hn^b]S?-h^n{n — m')a'hS'
Cl. -\- ce -{- b T- r-z

;
TT-j -. z-j •

(n — mya-i- {n — m'ya'-h n^b

Si l'on suppose, dans les expressions de 6', b et A,

i' — i— i", i— i'"+ s,

et si l'on nomme ê", b' et h' ce que deviennent ces expressions lors-

qu'on y change i en i'\ la fonction précédente devient, à très peu

près,

, ,, insTih'

n — m

l[(n — mya-\-ri'-b'y\ —--^ ^ 26"s7r h ê"* N

(^n — mya + {n — m'ya' -^ n^b'
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Si l'on détermine les constantes 6 et X de l'expression de S", de

manière que le coefficient de la première puissance de s soit nul,

cette fonction devient à très peu près, en observant que l'on peut

négliger les termes affectés de m^b\ etc.,

OU
/ m'—my ,

, . , j, \ n~m) ( i.,m'-^m\\ {m!— m) a'— mb' l
(o) a^a'-\-b' ^

-, {. ia+ b'—T— ) 1 + 2—^^ —-^ , ^jr
\

I

S étant supposé nul, on a la plus grande marée vers les syzygies. Si

l'on fait successivement ^ = dbi, ^ = =1=2, ^ = ±3, ..., on a les

hautes marées qui suivent ou précèdent cette plus grande marée;

et, en ne considérant que les nombres pairs de ces valeurs de ^, on

aura les plus hautes mers qui suivent ou précèdent cette plus haute

mer d'un ou de plusieurs jours.

Au moment de la syzygie, m't' — mt' est nul ou un multiple de la

demi-circonférence, t' désignant le temps relatif à cette phase. Soit

z' -h T le temps relatif à la plus haute mer ; nt — mt — "ketnt — m't — X'

étant, arf moment de cette marée, multiples de la demi-circonférence,

mft — mt— X' -I- X sera un multiple de la demi-circonférence ; d'où il

est aisé de conclure que

(;n'— /n)T — X'+X ou (m'— m) (T — ê)

est égal à zéro, ce qui donne

T = 6.

De là, il suit que

cos(2/i<— 2y) ou cos(2/ii — 2/n< — 2X -f- 2m< — 2m6)

devient, au moment de la plus haute mer,

005(2mt— 2 mS) ou cos2m/'.
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Pareillement,
cos(2m^ — 2 y — 25) = cos {2 mt'— 2Ô);

ainsi les cosinus de l'expression de ^' se rapportent à l'instant même

de la syzygie, ce qui a également lieu pour les marées quadratures.

Soit/o le carré du cosinus de la déclinaison du Soleil, à l'instant de

la syzygie; on aura, par ce qui précède,

i-f-cos'e I . »

p = 1
— sm^e cos2ml';

or on a

, e I + cos^e . , e
cos* - = sin* - •

En négligeant donc, comme nous l'avons fait, sin*-» on aura

L e L2A— cos*—i-R-^ sin-e cos2/n/'

=:2A— /? — (A — B)— sin-ÊC0S2/n<'.

En nommant pareillement/)' le carré du cosinus de la déclinaison de

la Lune à l'instant de la syzygie, on aura

L' e' L'
2k'—f^ cos*

—

I- B -77 sin-e'cos(2/n'i'— 2Ô)

=z2k'~p'—(A'—B)~smWcosi2m't'-2è).

Dans les syzygies des solstices, mt' et m't' sont augmentés de -• En

désignant donc par —1- mt" et—h m't" les angles mt' et m't', ce qui

revient à compter du solstice les arcs mt" et m't", on aura

cos 2 mt'= — cos 2 mt",

cos ( 2 mt' —20)=:— cos 2{m't"—è).

En désignant par çr et ^' les carrés des cosinus des déclinaisons solaire
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et lunaire à l'instant de la syzygie, on aura

aA-r cos*—h B -r sin'ecos2/ni'

= aç-A-;^ 4- (A — B)— sin'ecosami',

L' e' L'
aA'-;75 *^®^*—'" ^ ~Ti sin'£'cos(am'^'— ad)

= 27'A'-^ H-(A'-B)^sin»£'cos(am'/''-2d).

On peut supposer que, dans l'ensemble des syzygies considérées

ci-dessus, la somme des cosinus de imi' est égale à la somme des

cosinus de 2mt'\ et que la somme des cosinus de imt' — 2S égale la

somme des cosinus de im't"— 2S, parce que ces angles diffèrent peu

de l'unité, et parce que leurs cosinus sont multipliés dans les expres-

sions précédentes par les très petits facteurs

(A — B)sin22 et (A'— B) sin'e'.

En supposant donc que/? et q expriment les sommes des carrés des

cosinus des déclinaisons du Soleil aux instants des syzygies équi-

noxiales et solsticiales, et que p' et q' expriment les mêmes sommes

pour la Lune, la somme des quantités ?,'\i\^z cos imi' sera/) — y, et la

somme des quantités sin-£'cos(2mi'— 2S) sera/)'— q'.

On aura donc, dans les syzygies équinoxiales,

ai« = aAi^,/>4-aA'i;^/)'-(A-B)(/)-5')ii-(A'-B)(/)'-^')ii,

et, dans les syzygies solsticiales,

a/«'=aAi^4-aA'^^'+(A-B)ii(/>-^) + (A'-B)ii(^'-^'),

2 /a' étant la valeur de 21a relative aux syzygies solsticiales.

Dans les quadratures, la haute marée lunaire coïncide avec la basse

marée solaire, ce qui revient à supposer — négatif dans les expres-

sions précédentes. De là il suit que, si l'on désigne par/), et ^, les
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carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil dans les quadratures

équinoxiales et solsticiales; si l'on désigne par p\ et q^ les carrés des

cosinus des déclinaisons de la Lune dans les mêmes quadratures;

enfin, si l'on nomme 2ïa" et 2ia"'ce que devient 2ïa dans ces qua-

dratures, on aura

J'ai observé, dans le n° 25 du Livre IV de la Mécanique céleste, que,

à raison de l'argument de la variation dans l'expression de la paral-

laxe lunaire, l'action de la Lune sur la mer est augmentée d'environ

^ dans les syzygies et diminuée de la même quantité dans les quadra-

tures. Ayant traité depuis, avec un soin particulier, la théorie de la

Lune, dans le septième Livre de la Mécanique céleste, j'ai reconnu que

cet accroissement et cette diminution sont un peu plus petits et qu'ils

sont environ {^ de la valeur moyenne ou, plus exactement, le produit

de cette valeur par 0,022486, lorsque l'on considère, comme nous

l'avons fait, autant de pleines que de nouvelles lunes.

Dans les syzygies que nous avons considérées, on a

p =163,632467, q =54,260806,

/?' = 63,546581, 7' = 56, 879696,

jo, = 63,635484, ^1= 54,3oii42,

/?;= 63,497242, 7;= 56,962913,

et, par ce qui précède, on a

2ta =4ii™,359, 2 ta' = 367"", 468,

2ia"3= i6o'",85o, 2ia"'= 2o3'°,948.

On aura ainsi les quatre équations suivantes :

/ \J L
i 4ii"'>359 = 63,54658i . i,o22486.2A'-7^ + 63,632467. 2A -3

^>
'

L'

'

I
f

— 3, 333442.2 (A'- B). 1,022486 5j — 4,6858oD.2(A - B)^



(2)

(3)

(4)
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367«»,468 = 56,879696. i,oa2486.aA' — + 54,26o856.2a4

-h 3,333442. a(A'-B). 1,022486^ -+-4,6858o5.2(A-B)-î^,

iGo^Sôo = 56, 962913. 0,977514.2 A' ^-63, 635484.2 A ^

H-3,267i65.o,9775i4.2(A'-B)i;i-+-4,667i7i.2(A-B)^,

L' L
2o3", 948 = 63 ,497242 . o , 9775 1 4 . 2 A' -^ — 54 , 3o 1

1

42 . 2 A —

-3, 267165.0, 977514. 2(A'-B)^- 4, 667i7i.2(A-B)ij

L' L
Dans toutes ces équations, les valeurs ^7^ et -5 sont relatives aux

moyennes distances de la Lune et du Soleil à la Terre.

Le système -\- (i) + (2) des équations précédentes donne

L' L
(5) 778™, 708 = 120,426277. 1,022486. 2 A' -jj + 117,893323.

2

A -j;

le système des équations -h (3) 4- (4) donne

L' L
(6) 364", 798 = 120, 46oi55. 0,977514. 2A'-7^ — 117, 936626. 2A^-

De ces deux équations on tire

2 A' i^ =4^74788, 2Ai^ = i«», 64658.

Le système des équations -h (i) — (2) donne

|43»,89i= 6,666885. 1,022486. 2 A'

^

H- 9,371611. aA^
(7)

]

/ -6,666885.i,o22486.2^^^^A'ifl-9,37i6ii.2^^^Ai^-
V A r * A /

OEuirei de L. — XH. 65
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le système des équations + (4) — (3) donne

43°',o98r=: 6, 534329.0,977514. 2 A' -î;^ +9, 334342. 2A^

— 6,534329.0,977514.2
~

X'-p-^ —9,334842.2
~

A—-

L' L
En substituant pour 2k'-j^ et ik—^ leurs valeurs précédentes,

l'équation (7) donne

(9) 3,9054 — 32,3653

—

j-i
n5,43ii

~
>

et l'équation (8) donne

p^i B A B
(10) 2,5983 = 30,3266

—

j-i
hi5,3697

—

V
A A.

Si l'on suppose A'= (1 + x)^, x^ sera l'accroissement de A' dû à

la rapidité du mouvement de l'astre L' dans son orbite; alors on a

^ A'-B X
I + X

On peut supposer ici, sans erreur sensible, cet accroissement propor-

tionnel à la vitesse angulaire m' de l'astre dans son orbite et, dans ce

cas,

ce qui donne

m'

A — B mœ m
m — mx m'

en négligeant le carré de la petite fraction —7- On peut même sup-

poser, sans erreur sensible, vu la petitesse de a;,

m m X
X

m' m' \-\- x^

de plus

^ = 0,0748.
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En ajoutant donc les équations (9) et (10), on aura

X r= 0,1 1

1

19,

ce qui donne

et, par conséquent,

2^^:75 =4". 27279.

2B^ = i°',63289

-j- =2,6167.

On voit, par les équations (9) et (10), qu'une valeur positive de x,

peu différente de ^, est à la fois indiquée par les observations des

marées syzygies et des marées quadratures.

On aura, d'une manière approchée, la probabilité de l'existence

d'une valeur positive de a;, en observant que, si elle n'existait pas,

l'erreur de la différence 43,891 des valeurs de q-îol, relatives aux syzy-

gies des équinoxes et des solstices, serait 3,9054 ou au-dessus, et, par

le n° 3, sa probabilité est —^' L'erreur de la différence 43,098 des

valeurs de 21a relatives aux quadratures des solstices et des équi-

noxes serait 2,5983 ou au-dessus, et, par le n° 5, sa probabilité est

—
TTcT' La probabilité de l'existence simultanée de ces erreurs est le

I

I

, 4564 ^

produit des deux probabilités précédentes : elle est donc -^g-' en

sorte que la probabilité d'une valeur positive de x est -ëz--

Les observations anciennes des marées syzygies m'ont donné,

pour a;, 0,10637 {Mécanique céleste. Livre IV, n° 26). Les observations

anciennes des marées quadratures m'ont donné, pour x, 0,1061, ce

qui diffère très peu de la valeur précédente de x, qui me semble pré-

férable, à cause du plus grand nombre d'observations que nous venons

d'employer. L'existence d'une valeur de x positive étant donc à la fois

prouvée par les observations anciennes et modernes, il me semble im-

possible de la révoquer en doute.

y
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Les observations anciennes m'ont donné

2 A' --3 = 4"", 6740, ^ = 1% 5760 ;

ces valeurs diffèrent peu des précédentes, 4™» 74788 et i"", 64658. La

somme des valeurs de 48a est 4i6, i56 par les observations anciennes,

et 430,825 par les observations modernes ; il faut donc, pour comparer

les valeurs anciennes et modernes de 2 A' -75 et de —^, multiplier les

valeurs modernes par la fraction "1^ '
., > et alors elles deviennent^ 430,825

4^,5968 et i™,59o5; mais, les valeurs modernes étant fondées sur

un plus grand nombre d'observations, elles doivent être préférées.

L' L
Le rapport de -^ à -^ est un élément important de l'Astronomie. Le

rapport précédent donne g—^ pour le" rapport de la masse de la Lune

à celle de la Terre; il donne encore, en secondes décimales, le coef-

ficient de la nutation égal à 29", 940, ce qui correspond à 9", 70 en

secondes sexagésimales.

Newton a déterminé le rapport des actions du Soleil et de la Lune

sur la mer dans la proposition 37 du Livre III des Principes mathéma-

tiques de la Philosophie naturelle. II suppose, d'après les observations

de Sturmius, qu'aux jours des équinoxes la marée, à Bristol, est de

quinze pieds dans les quadratures et de vingt-cinq pieds dans les syzy-

gies, et il en conclut que, dans les moyennes distances du Soleil et de

la Lune à la Terre, les actions de ces astres sur la mer sont dans le

rapport de i à 4»48i5. Pour déterminer ce rapport. Newton observe

que le maximum des marées* syzygies et le minimum des marées qua-

dratures n'ont pas lieu les jours mêmes de ces phases, mais environ

quarante-trois heures sexagésimales après leur arrivée. A ce moment,

la Lune s'est éloignée sensiblement du Soleil, ce qui, selon ce grand

géomètre, doit affaiblir l'action solaire dans le rapport du cosinus du

double de cette distance à l'unité. Mais cela n'est pas exact; et l'on a

vu précédemment qu'il faut, pour avoir le maximum ou le minimum

des marées, supposer cette distance nulle, comme au moment de la
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phase, et employer les déclinaisons des astres qui ont lieu à ce mo-

ment. C'est ce que Newton avait fait dans la première édition de son

Ouvrage. 11 a pensé, dans les deux éditions suivantes, qu'il obtiens

drait plus d'exactitude en considérant les actions des astres à l'instant

même de la marée. Ce n'est pas le seul exemple des erreurs que l'on

commet en cherchant à s'approcher de la vérité.

IX. Considérons maintenant le coeïïicient de 2i€; ce coefficient,

par ce qui précède, est, dans les syzygies des équinoxes,

(X) \ m'— m// m'~ my f 2a'(m'— m) — 2m6'1
a-+-a'4-6' y'^ n-m )

['"*" {n — m){a ^ a' -h b')y

on peut faire disparaître le terme -,
—^^

—

——-—
-,—77-, en observant^ ^ {n — m) {a -i- a' -h b'

)

que le retard journalier des marées syzygies est, à fort peu près,

a' (m'— m) — mb'
, , , •» 1» . i

-^
-—^—r-7

—

-—7—TT-, comme on le verra dans la suite; d ou il suit
{n — m) {a -\-

a' -h b )

que, si l'on prend pour unité de temps, comme nous l'avons fait

ci-dessus, l'intervalle de deux marées syzygies d'un jour à l'autre,

et si l'on désigne par v le mouvement synodique de la Lune dans

cet intervalle, la formule de la hauteur des marées deviendra, pour

le nombre / d'intervalles, à partir du maximum,

(7) a-J,-a'^b'

la'i a + b' —,
m'— m / . ,

:
T-. -t^V^.
b'

Voyons maintenant comment on peut y faire entrer les inégalités du

mouvement lunaire. Si l'on développe, dans une série d'angles crois-

sants proportionnellement au temps, la fonction

L'
2
r

L

~ cos* — cos(2«< -H 2w — 29')-+- isin'6'cos(2n/ + 2W)

cos*- cos(2«/-+- 20) — 29) +{ sin'e cos(2nf -h 201) ,

en désignant cette série par

bcos>{int-\- 2 0)) + b' cos(2n/ -+-20) — 2mt)

+ b"cos{2 ni -^- 2 0) — 2m'i) + 6*cos(2/i^ + 2o>— am'<)-t-. . .,
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chacun de ces termes produira un flux partiel, dont la somme sera de

la forme

hcos{2nt — 2y)+acos{2nt — 2mt — 2I)

H- a' cos {2nt — 2 m' t — 2^')

-\- a"cos{2nt— 2m"t — 2I") -{-. . .

.

Le plus grand flux possible a lieu lorsque tous les cosinus devien-

nent égaux à l'unité. Supposons qu'à partir de cet état on ait

nt — y =1 st: -h p,

nt — ml — > = i 71 -h nq^

nt — m' t — V zzz i' Tz -\- q' , -^

En réduisant en série l'expression précédente de la hauteur des

marées, elle deviendra

b -\~ a + a'+ a"+ . . .— 2bp^— 2aq^— 2a'q'^—

La supposition d'une grande marée donne la diff'érentielle de cette

fonction nulle, et par conséquent

bp=i— aq — a' q'— a" q"— ...,

à cause de
dp ^ dq =^ dq'= . . .

,

toutes ces diff'érentielles étant à très peu près égales à ndt. Mainte-

nant les équations
nt — y =z st: -\- p,

nt — mt— l=:z ït: -{- q

donnent
n — m msTZ , . ^ n ~ m

q = p— {i — s)t: — 1 h y,n n n *

En faisant i — s = s' et déterminant y et X, de manière que

— S -n — k-\ — Y soit nul, on aura, a très peu près,

msTt
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à cause de ia petitesse de m relativement à /i; on aura pareillement

, m'sTt

et alors on aura

Si: am -\- a' m' -^ a'm" -{- . . . 57: ,

^~ n b -\- a -If a' -\-
a" -{- . . .

~ n "

en exprimant par p' la quantité

am -\- a' m' -\-

.

6 + a -h a' 4- . .

.

L'expression de la hauteur de la mer devient ainsi

b -^ a -^ a' -\- . . .- 2(^-^\ {bp'^ -{- a{p'— my+ a' {p'— m'y -\- . . .].

Considérons le terme

L' e'
2 "Tj cos* — cos ( 2 n/ -f- 2 w — 2 <p'

)

de l'expression des forces perturbatrices. Soit Asin(// — S') une des

inégalités de ç' qui devienne nulle constamment au moment des syzy-

gies. En n'ayant égard qu'à cette inégalité et négligeant le carré de A,

le terme précédent devient

L' e'
2-7TCOS* — r cos(2n^-h 2w — 2/n'<)
r * 2

+ Il C0S(2nf H- 20) — 2/m'^ — It 4- (5')

— Acos(2/ir 4- 2 0) — im' t -h It — à')],

ce qui produit, dans l'expression de la hauteur de la mer, trois termes

de la forme
!a'cos(2nt — ^m't — 2X')

-+-a'h'cos{2nt — 2 m't~ 11 — 21")

— a'h''cos{2nt — 2m' t -{- It — 2'k'').

Il en résulte, par ce qui précède, dans l'expression du maximum de la

marée, les trois termes a' -^ a' h'— àh"\ h' et h" seraient égaux à h, si
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l'action des astres n'était point accrue par la rapidité de leur mouve-

ment. Mais on a vu précédemment que cette augmentation, que nous

avons désignée par œ, est ^ environ pour la Lune, d'où il suit que l'on

a, à fort peu près, en supposant, comme nous l'avons fait, l'accroisse-

ment proportionnel au mouvement de l'astre dans son orbite,

a' h'= a' h -\ ; xa' h,
inv

a'h"=ia'h ,xa'h.
2 m'

et qu'ainsi les trois termes

a! -\- a' h' - a'
h"

se réduisent à

a -\ -,xa h.
m'

Le second terme de cette quantité peut être négligé, sans erreur sen-

sible, relativement à l'argument de la variation.

Les trois termes précédents produisent encore, dans l'expression de

la hauteur de la marée, la quantité

elle se réduit, à très peu près, à

Ce dernier terme peut être négligé sans erreur sensible. D'ailleurs,

A/ est l'accroissement de la vitesse angulaire de la Lune, en vertu de

l'argument Asin(/i — S'). Il suffît donc, pour avoir égard à cet argu-

ment, de prendre pour w' la vitesse angulaire de la Lune au moment

de la syzygie.

La valeur de p' est

am -\- a' m! -\- a"m" -\- . . .
^

b + a + a' -{-
a" -\- . . . '
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les trois termes (i) introduisent dans le numérateur de cette expres-

sion les suivants :

a' m' -h a' h' fm' -h ^\ - a'h'fm'— ^\;

en substituant pour a'h' et ah" leurs valeurs précédentes et négli-

geant X, ces trois termes se réduisent à a'm'-i- a'hi, ce qui revient

encore à prendre dans p\ au lieu de m\ la vitesse angulaire de la

Lune.

De là il suit que l'on aura égard à toutes les inégalités du mouve-

ment ç' de la Lune dans son orbite, en supposant, dans la formule (y),

que V est le mouvement angulaire de cet astre pendant l'intervalle /.

Considérons maintenant l'influence des variations de r', et suppo-

sons que —, cos(// — B') soit une des inégalités de - ou de la parallaxe

lunaire : il en résultera, dans la fonction

L' e'
2 -73 COS* - COS( 2 ni -h 2 0) — 2 9' ),

les trois termes

L e'
2-7TCOS* —

r

cos ( 2 nt-{- 2 (ù — 2m' t)
r * 2

-hfAcos(2ni4- 2ûl) — 2/n'i — /i + 5')

+ \hcos{2nt-\- 2ùi — 2m' t -\- U — è')],

ce qui produit, dans l'expression de la hauteur de la mer, les trois

inégalités

a' CCS {2nt — 2 m' t — V)

-H |a' A' cos {2 nt — 2m' t — It — 2!"

)

-{- \a' h" cos{2 nt — 2m' t-\- 11 — 21"),

et, par conséquent, dans l'expression du maximum des marées, les

trois termes
a'-t-|a'A'+|a7i'

OU simplement
a'{i-h3h),

en substituant pour ah' et a'h" leurs valeurs précédentes. On aura

Œuvres de L, — XU. 66
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donc égard à la variation du rayon vecteur dépendante de A, en aug-

mentant la parallaxe lunaire de la quantité h.

Les termes précédents produisent encore, dans l'expression des

marées, la quantité

-
Kt^)' \_^'^P'- '^')'+ \ <^'h'{p'-m'- iy+ la'h"{p'-m'+ Çj"^.

Cette quantité se réduit, à fort peu près, à

Le premier terme revient à augmenter, dans le calcul de a' ou de l'ac-

tion lunaire, la parallaxe lunaire de h. Le second terme devient

-«-(^')'

Le terme
I L'

;r sin*e' contint + 2co)
a r *

de l'expression des forces perturbatrices ajoutera, à fort peu près, à

la hauteur des marées les termes

a'(I-^-3/^) sin*e' r /j.Ci^T^^)'!î!£:[,_6Aliiii>:],

2(i + a?)cos* —
2

De là il suit que l'on aura égard à la variation de /•' en substituant,

pour la parallaxe lunaire, sa valeur réduite dans une série ordonnée

par rapport aux puissances du mouvement angulaire de la Lune pen-

dant l'intervalle t, et en négligeant les puissances supérieures au

carré de /.

Le seul terme de <p' qui soit constamment nul dans les syzygies et

dans les quadratures est celui qui dépend de l'argument de la varia-

tion, et dans lequel /= 2m' — im. Alors la variation de r' produit le

terme

— Çta'h
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Dans les syzygics, il faut ici, pour avoir a! , multiplier la valeur pré
"

cédente de 2 A' -75 par i , 022486 -—^ et multiplier la valeur moyenne

de V par 1,02091 pour avoir égard à l'argument de la variation. On

aura

L'
en multipliant la valeur de 2 A' -^ • i , 022486 par p'h dans les syzygies

équinoxiales, et q'h dans les syzygies solsticiales. 3A est égal à

0,022486.

Dans les quadratures, on aura a! en multipliant la valeur de "^.k -pi

par

^^^o,9755i4.

On aura v en multipliant sa valeur moyenne par 0,97909; 3 A devient

négatif et égal à — 0,022486. On aura

a h l I ± -
2

,

£'

cos*-
2/

I /

en multipliant la valeur de 2 A'-t, 0,975314 par q^h dans les quadra-

tures équinoxiales, et par/?', A dans les quadratures solsticiales.

On aura généralement
a + rt'-f- è'zz: 2ia

et, par conséquent,
a' -\- b' ^= 2 i a. — a';

et cela a lieu dans les équinoxes où b est positif, et dans les solstices

où il est négatif. La formule (y) devient ainsi

(z) 2i(x ^^—

;

-t*v*;
•iia

cette formule s'étend aux quadratures comme aux syzygies : 2 t'a — a'

est négatif dans les quadratures; v est le moyen mouvement synodique

de la Lune dans un intervalle de 1^026736 pour les syzygies équi-
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noxiales, de 1^,028076 pour les syzygies solsticiales, de i^o56223

pour les quadratures équinoxiales et de 1^04796 pour les quadra-

tures solsticiales. Cela posé, on trouve dans les syzygies équinoxiales

2iê —: 9™,io65.

Les observations nous ont donné 8'°,9446. La différence o™, 01 61

9

est dans les limites des erreurs des approximations et des observa-

tions.

On trouve par la formule, dans les syzygies solsticiales.

Les observations nous ont donné 5™, 9273. La différence o™,5546 est

encore dans les limites des erreurs des approximations et des obser-

vations.

La formule donne, dans les quadratures équinoxiales,

2i6 = 19™, 4392.

Les observations nous ont donné 2o™,oo5. La différence o",5658 est

encore dans les limites des erreurs des approximations et des obser-

vations.

Dans les quadratures solsticiales, la formule donne

2iê zr 9™, 2722.

Les observations nous ont donné 9™,2o3, ce qui s'accorde bien avec

la théorie.

X. Je vais présentement considérer l'influence des distances de

la Lune à la Terre sur les marées. J'ai choisi, pour cela, parmi les

syzygies équinoxiales considérées ci-dessus, les dix-huit suivantes,

dans lesquelles la Lune était vers son apogée ou vers son périgée :
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Apogée. Périgée.

m m
60,274 715293

64,140 82,103

66,099 87,768

65, 541 87,484

63,123 83,908

59,683 73,803

Si l'on détermine la loi de ces nombres par les formules du n° I, on

trouve
Apogée.. . 65«»,966 — o",96496(^— 2,40281)',

Périgée... 88"»,457 — 2«,52748(7 — 2,6999)»,

t étant, comme dans le n° I, le nombre des intervalles pris pour unité

et écoulés depuis la haute mer du soir du jour qui précède la syzygie.

Si l'on désigne toujours par 2ia et 2t^ ce que nous avons désigné

par là dans les n"" I et suivants, on aura 65", 981 et 80™, 497 pour les

valeurs respectives de 21a dans les hauteurs précédentes des marées

apogées et périgées. La valeur de 2îê est près de trois fois plus grande

dans le périgée que dans l'apogée : ainsi l'effet des distances de la Lune

à la Terre se manifeste, non seulement dans les hauteurs des marées,

mais encore d'une manière fort remarquable dans la loi de variation de

ces hauteurs. La somme des deux valeurs de iiol est 1 54™, 478. Elle se

rapporte à vingt-quatre syzygies équinoxiales; elle doit être, par con-

séquent, les I de la valeur de licL relative aux soixante-quatre syzygies

équinoxiales du n**!, et qui est égale à 4ii™»359. Ces f sont i54™, 260,

ce qui diffère très peu de la somme précédente. La somme des valeurs

de ii^, relative aux marées apogées et périgées précédentes, est

3™,5o47. La valeur de ii^, relative aux marées syzygies du n" I, est

8", 9446, dont les | sont 3™, 4723, ce qui ne diffère que de~ environ

de la somme précédente.

Comparons maintenant les expressions précédentes à la théorie. La

différence des deux valeurs de licn est 22™, 291 ; c'est l'effet du chan-

gement de la distance de la Lune à la Terre. Par ce qui précède, la

hauteur de la marée due à l'action de la Lune sur la mer est, en
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négligeant le carré de x^

ki^' / OIS / ' sin*£'\ . e'
>A'pj(. + 3/,)/. + -—-p\cos'-

—, A'^-(n-3A) cos* ixk' =r-i,\-irZh)^ r cos*->ao:

cos* —
a

/•étant la moyenne distance de la Lune. Or on a, à très peu près, en

ayarit égard à l'équation du centre et à l'évection,

ensuite

L'expression précédente devient ainsi

2Brr-/?'-7r +2B::^a?-TT: d'COS*— >

j,iz^ r'^ ;.'3 r' a

p' étant le carré du cosinus de la déclinaison de la Lune à l'instant de

la syzygie. Il suit de là que l'on aura la première partie de l'effet du

changement de la distance lunaire : 1° en multipliant dans chaque

syzygie le carré du cosinus de la déclinaison de la Lune, à l'instant de

la syzygie, par le cube du rapport de son demi-diamètre vrai à son

demi-diamètre moyen égal à 2881", 8; 2° en faisant une somme de ces

produits relatifs aux douze syzygies périgées que nous avons consi-

dérées et dans chacune desquelles le demi-diamètre vrai a surpassé

3ooo", les syzygies dont on a doublé les résultats comptant toujours

pour deux; 3° en retranchant de cette somme la somme des mêmes

produits relatifs aux douze syzygies apogées; 4° enfin, en multipliant

la différence de ces deux sommes par 26— - On trouve ainsi pour ce

produit
L'

4,59027.28=--
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Pour avoir l'autre partie de l'effet de la variation des distances

lunaires, il faut : i" faire une somme des produits du carré du cosinus

de la déclinaison lunaire par la cinquième puissance du rapport du

demi-diamètre vrai de la Lune dans chaque syzygie périgée à son

demi-diamètre moyen, 2881", 8, et en retrancher la même somme

relative aux syzygies apogées; 2° multiplier la différence par

2 B =r- iC CCS* — •

;'3 2

On trouve ainsi pour ce produit

L' e'

7, 86126^. 2 B -rr COS* —

•

,.'3 2

On voit que ces résultats sont conformes à ceux que j'ai obtenus par

une autre méthode dans le n° 28 du Livre IV de la Mécanique céleste.

On peut prendre, pour cos*-> la quantité ——~^ p' et q' étant les

valeurs données dans le n'avili. On aura ainsi, pour l'effet dû au chan-

gement des distances lunaires,

/ K 2BL' „ _ 2BL'
4 > 59027-^=— +7,0961^-^=

—

ou
, . 2A'L' „ „o 2BL'
4 , 39027 —^ h 2 , 8o58 œ _ •

Substituant pour 2k' ^=- sa valeur trouvée dans le n" VIII, on aura^ ,./3

21™, 794 4- 2,8o58^ --—

,

quantité qu'il faut égaler à l'effet observé, 22^,291, ce qui donne

o ^o2BL'
^.2,8oi)8 -^:— =:o'",497.

Ainsi l'accroissement de l'action lunaire est encore indiqué par la

comparaison des observations apogées et périgées lunaires. Les ob-



ET LE REFLUX DE LA MER.

servations anciennes, que j'ai discutées dans le n** 28 du Livre W de

la Mécanique céleste, m'avaient paru indiquer le contraire; mais j'avais

pris pour f^ia. la somme des marées des deux jours qui suivent la syzy-

gie; et l'on voit, par ce qui précède, que cette somme est sensible-

ment plus petite que 4'a dans les observations périgées, où la dimi-

nution des hauteurs des marées à partir du maximum est très rapide

et beaucoup plus grande que dans les observations apogées. 11 faut

donc augmenter la différence 39™, 6961 des marées syzygies apogées

et périgées, donnée dans le numéro cité; et, d'après les résultats pré-

cédents, cette augmentation est i'°,22o. Alors on a, par le numéro

cité,

—— aô"", 819 = o", 354 ;

ce qui donne, pour x, une valeur positive, et ce qui indique, par

conséquent, un accroissement dans l'action lunaire dû aux circon-

stances locales. Mais toutes ces observations apogées et périgées sont

trop peu nombreuses pour déterminer la valeur de a? : il vaut beau-

coup mieux employer, pour cet objet, les observations des équinoxes

et des solstices. Peut-être aussi n'est-il pas très exact de supposer,

comme nous le faisons, que l'accroissement de l'action d'un astre, dû

aux circonstances locales, est proportionnel au mouvement de l'astre

dans son orbite.

Nous allons maintenant comparer à la théorie la loi de diminution

des marées, à mesure qu'elles s'éloignent de leur maximum dans

l'apogée et dans le périgée de la Lune. Considérons d'abord l'apogée;

cette diminution est composée de deux parties : la première est égale,

par ce qui précède, à

'ia'{a-+-b')

a^a'-hb' '

ç étant le mouvement réel de la Lune dans l'intervalle d'une marée

syzygie à la marée correspondante du jour suivant. On aura a' en mul-

tipliant 2A'-;jC0s*- par 12 et par le cube du rapport du demi-dia-

mètre lunaire dans les douze marées syzygies apogées précédentes ii

Qturres de L. — XII. ^7
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son demi-diamètre moyen ; et l'on peut prendre pour cos" - le rapport

de P '^'^

^P '^ P 6t q' étant donnés par le n'' 7. Il faut employer pour c

le mouvement de la Lune dans cette syzygie apogée, pendant l'inter-

valle /, qui est ici 1^,0227331, et qui devient jJ,o3o5744 dans les syzy-

gies périgées.

La seconde partie est due à la variation de la distance lunaire, à

partir de l'apogée, en ayant égard aux inégalités de l'équation du

centre, de l'évection et de la variation. Cela posé, on trouve — 0^,87 1

1

pour le coefficient de /^; un calcul semblable donne — 2'", 9635 pour

ce coefficient dans les observations périgées. Les observations nous

ont donné —o'", 96496 et —2'", 52748. La différence tient aux erreurs

des observations et des approximations, et surtout à ce que, dans les

observations précédentes, la Lune n'était point exactement, soit à son

périgée, soit à son apogée, comme nous l'avons supposé dans le

calcul.

XI. Je vais présenter ici quelques réflexions sur l'accroissement de

l'action respective des astres par les circonstances locales. Supposons

que le port soit situé à la jonction de deux canaux, qui lui transmet-

tent le flux qui a lieu à leur embouchure. Soient

Acos(2/î^

—

"imt — l'k)

l'expression du flux transmis par le premier canal, et

B cos {2nt — 2 mt — 2 }/

)

le flux transmis par le second; le flux total dans le port sera exprimé

par
C cos(2«< — "Xint — 2Q),

en faisant

C = v'A^+B2+2ÂBcos(2X'— 2?i),

.

„ A sinaX + B sin2>L'
sin 2 Q =r .

C

Les constantes A, B, \ et X' dépendent de l'intensité du flux aux

embouchures des canaux, de la longueur et de la figure de ces canaux.
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Cependant, toutes choses égales d'ailleurs, A et B, et par conséquent

C, sont proportionnels à la masse L de Tastre attirant; car, en dou-

blant cette masse, on ne fait que réunir les deux flux partiels que pro-

duit chacune de ces moitiés. X et V relatifs à chacun de ces flux ont

également lieu pour le flux total; ils ne varient donc d'un astre à un

autre qu'à raison de la difl'érence des mouvements propres de ces

astres. Ces mouvements étant supposés fort petits par rapport au

mouvement de rotation de la Terre, il est naturel de faire

l = {n — m)T, V={n—m)T,

T et T' étant les temps que les flux respectifs emploient à se trans-

mettre des embouchures au port, et de supposer, comme nous l'avons

fait, l'accroissement de l'action de l'astre dû aux circonstances lo-

cales proportionnel à m. Mais on voit que cela n'est pas rigoureux,

en admettant même le principe de la coexistence des oscillations très

petites, principe qui, vu la grandeur des oscillations de la mer dans

le port de Brest, ne leur est pas exactement applicable; mais il résulte,

de la précision avec laquelle les formules précédentes représentent les

observations, que ces causes d'erreur sont peu considérables.

Des heures et des intervalles des marées.

XII. Pour déterminer les heures et les intervalles des marées, j'ai

considéré, dans les syzygies que j'ai employées précédemment pour

leurs hauteurs, les heures des basses mers du matin et des hautes

mers du soir, des premiers et des seconds jours qui suivent ceux des

syzygies, en doublant toujours les résultats relatifs à la syzygie la plus

voisine de l'équinoxe ou du solstice. J'ai fait une somme des heures

relatives à chaque année, et, en la divisant par 8, nombre des syzy-

gies correspondantes, j'ai obtenu les résultats suivants. Les heures

observées ont été comptées en temps vrai; mais il est facile de s'as-

surer que l'équation du temps disparaît des heures suivantes conclues

de l'ensemble des syzygies.
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SVZYGIES DES EQUIN0XE8.

Heure

du Accroissement

premier jour de l'heure

après au

Années. la syzygie. second jour.

Basse mer.

i J

1807 0,41988 0,027214

1808 0,4-4769 o,025608

1809 0,42418 o,0253o4

1810 o,43ii6 0,026997
1811 0,42448 0,025347

1812 0,42873 0,027691

1813 o,436ii 0,028559

1814 0,42899 0,027170

Moyennes de ces valeurs. 0,42765 0,026736

Premier

jour. Accroissement.

Haute mer.

0,67795
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sine de l*équinoxc ou du solstice. J'ai fait une somme des heures rela-

tives à chaque année, et, en la divisant par le nombre des quadratures

correspondantes, j'ai obtenu les résultats suivants :

QUADRATURES DES ÉQUINOXBS.

Heure

du Accroissement

premier jour de l'heure

après au

Années. la quadrature. second jour.

Haute mer.

1807 o, 38589 0,061675

1808 0,39891 o,o5625o

1809 o , 39097 o ,o55o35

1810 0,40278 0,057118

1811 o,39o58 o,054080

1812 0,38941 o,o53o38

1813 0,40439 0,05-2432

1814 0,39792 o,o6oi56

Moyennes de ces valeurs. 0,3951

1

o, 056223

Premier

jour. Accroissement.

Basse mer.

0,64948
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pour le retard journalier moyen. Les observations anciennes m'ont

donné, dans le Livre IV de la Mécanique céleste,

oJ, 027052

pour ce retard, ce qui s'accorde aussi bien qu'on peut le désirer.

Les observations précédentes donnent 0^,42660 pour l'heure de la

basse mer du matin du jour qui suit la syzygie. L'heure de la basse

mer du matin du jour de la syzygie est donc oJ, 39949. Dans ces obser-

vations, la syzygie a précédé la haute mer du soir de 0^,1229; elle a

donc suivi la basse mer du matin de oJ,i339. De là il est facile de con-

clure que, si la syzygie arrivait au moment de la basse mer du matin,

l'heure de cette basse mer serait oJ,4o3i2. Il résulte du n° 35 du

Livre IV de la Mécanique céleste que, par les observations anciennes,

cette heure est 0^,98826. La différence 486* me paraît tenir à ce que

la méridienne dont on fit usage dans ces observations n'était point

exacte. Elle était d'abord en erreur de 17'. On corrigea cette erreur;

mais il y a lieu de croire qu'on en laisse subsister une partie, ce qui

va être confirmé par les observations des quadratures.

L'ensemble des observations précédentes donne oJ,o52i865 pour le

retard journalier des marées quadratures. Les observations anciennes

m'avaient donné, pour ce retard, oJ, 052067, ce qui s'accorde à très

peu près. Les observations précédentes donnent oJ, 66280 pour l'heure

de la basse mer du jour qui suit la quadrature, ce qui donne oJ,6io6i

pour l'heure de la basse mer du soir du jour de la quadrature. La

haute mer du matin de ce jour a précédé, par le n** 6, la quadrature

de oJ,2oi7i, et elle a précédé la basse mer du soir de

oJ,25 + {. oJ,o52i865.

La quadrature a donc précédé la basse mer du soir de 0^,06184. De là

il est facile de conclure que l'heure de cette basse mer serait 0^60741,

si elle coïncidait avec la quadrature. Dans les observations anciennes,

cette même heure était oJ, 60826. La différence est 415' au lieu de

486^ que donnent les observations anciennes. Il n'est donc pas dou-
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teux que la différence entre les heures des observations modernes et

des observations anciennes tient à l'inexactitude de la méridienne

dont on fit usage dans les observations anciennes; car, dans les obser-

vations modernes, le temps a été déterminé avec soin par des observa-

tions astronomiques.

L'effet des déclinaisons des astres sur les retards journaliers des

marées est sensible dans la comparaison de ces retards vers les équi-

noxes et vers les solstices. En prenant un milieu entre les retards des

hautes et des basses mers, le retard moyen a été oJ,o263i8 dans les

syzygies précédentes des équinoxes, et 0^,0278997 dans les syzygies

des solstices. Les observations anciennes m'avaient donné o*,o25.io3,

0^,028600.

Pour déterminer la probabilité avec laquelle l'influence des décli-

naisons est indiquée par les observations modernes, j'ai considéré les

retards des hautes et des basses mers dans les syzygies équinoxiales

de chaque année, et je les ai comparés au retard moyen 0^,0263 18.

J'ai pris le carré de chaque différence, ce qui m'a donné seize carrés,

dont la somme est ce que nous avons désigné par £ dans le n" II. La

probabilité d'une erreur u du résultat moyen est, par le numéro cité,

proportionnelle à
— /i(w-H )

n est ici égal à 16. En supposant que u exprime un nombre de minutes

décimales ou de millièmes du jour, j'ai trouvé que l'exponentielle

précédente devient
g-ô.IV93u*

En considérant de la même manière les retards observés dans les

syzygies des solstices, j'ai trouvé la probabilité d'une erreur // du

retard moyen 0^,027897 proportionnelle à

^-9.J78t*u « .

de là j'ai conclu, par la méthode du n" lll, la probabilité que la valeur

de m' surpasserai de la différence i", 079 des deux retards 27'", 897 et
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26'", 3 1 8, égale à la fraction ^57-g; d'où il suit que l'influence des dé-

clinaisons est indiquée par cette différence, avec une probabilité de

25497 contre l'unité.

Cette probabilité, déjà fort grande, le devient beaucoup plus par la

comparaison des observations des marées des quadratures. En faisant,

sur les retards de ces marées dans les équinoxes, le même calcul que

je viens de présenter sur les retards des marées des syzygies, j'ai

trouvé la probabilité d'une erreur u" de minutes dans le retard moyen

proportionnelle à
,-0,67910 /t".

et, relativement aux marées quadratures des solstices, j'ai trouvé la

probabilité d'une erreur de u'" minutes proportionnelle à

,-1,9593 «"»

Le retard moyen des marées quadratures équinoxiales est 56", 700,

et celui des marées quadratures solsticiales est 47'"»673. Leur diffé-

rence est 9*", 027. J'en conclus qu'il y a plus de 8.10'* à parier contre i

que cette différence est l'effet des déclinaisons des astres.

Les observations syzygies précédentes donnent oJ,68862 pour l'heure

moyenne de la haute mer du soir du jour de la syzygie; elles donnent

oJ, 42660 pour l'heure moyenne de la basse mer du même jour, en

sorte que l'excès de la première sur la seconde est 0^,25700. Cet excès

doit être égal à un quart de jour, plus un quart du retard journalier

des marées syzygies, retard qui, par ce qui précède, est 0^0271075.

L'excès dont il s'agit doit donc être 0^,25678, ce qui ne diffère que de

22** de l'excès observé. Pareillement, les observations quadratures

précédentes donnent 0^,66280 pour l'heure moyenne des basses mers

du soir du jour de la quadrature, et 0^,39956 pour l'heure moyenne

des hautes mers du même jour. Cet excès doit être oJ,25 plus le quart

de o^o52i865, retard moyen journalier des marées quadratures. 11

doit donc être oJ,263o5, ce qui ne diffère que de 19^ du retard ob-

servé. Les différences 22^ et 19* sont dans les limites des erreurs des

observations. Leur petitesse prouve que la mer emploie le même
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temps à monter qu'à descendre. Les observations anciennes m'avaient

paru indiquer le temps de l'ascension un peu plus petit que celui de

la desconte; mais il paraît que cela tient aux erreurs des observations

anciennes.

L'heure moyenne de la haute mer du soir qui suit la syzygie a été,

dans les observations précédentes, oJ,G83G2. En lui ajoutant un demi-

jour, plus un demi-retard journalier des marées syzygies, retard égal

à 0^,0271075, on aura 0^,19717 pour l'heure de la haute mer du matin

du second jour qui suit la syzygie. La haute mer du soir du jour de la

syzygie a suivi, dans ces observations, la syzygie de 0^,1229; la haute

mer du matin du second jour après la syzygie a donc suivi la syzygie

de 0^,1229 + 1.1^0271075 ou de iJ, 66356.

En nommant M l'intervalle dont le maximum des hautes mers suit

la syzygie, on aura l'instant de ce maximum, en ajoutant à l'heure de

la haute mer du matin du second jour après la syzygie la quantité

(w — 1^66356). 0^,027 1075. Cette heure est donc

(m — ii,66356).oJ,o27iO70 + 01,19717.

L'heure de la basse mer du jour qui suit la quadrature a été, dans les

observations précédentes, 0^,66280. En lui ajoutant

oi,5 + ^.oi,o52i865,

on aura 0^,18889 pour l'heure de la basse mer du matin du second

jour après la quadrature. La haute mer du matin du jour de la qua-

drature a précédé de 0^,20171 la quadrature dans les observations

précédentes; elle a donc suivi la basse mer du soir de oJ,o6i3îj. En

lui ajoutant
oJ,5 + |.oJ,o52i865,

on aura H, 63962 pour le temps dont la quadrature a précédé la basse

mer du matin du second jour après la quadrature. Pour avoir l'heure

de cette basse mer, lorsqu'elle correspond au maximum des basses

mers quadratures, il faut lui ajouter

(a — I J, 68962 ).oJ,o52i 865

OF.uvres de L. — \\\. 68
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on a donc cette heure égale k

(« — I J, 63962 ).oi,o52i 865 + 01,18889.

A cette heure, la marée solaire est à son maximum, comme dans le

maximum des hautes mers syzygies : les deux heures du maximum

des hasses mers quadratures et du maximum des hautes mers syzygies

doivent donc être égales, ce qui donne

( u — li, 66356). 0,02710-5 -H oJ,i97 17 = (w — li, 63962). o,o52i865 + 0^,18889^

d'où l'on tire

u = iJ, 94466,

Les hauteurs des marées nous ont donné, dans le n" VIÏ,

M = ii,5458.

La différence me paraît trop considérable pour être attribuée aux

seules erreurs des observations; elle indique une anticipation dans

l'heure des marées quadratures relativement à celle des marées syzy-

gies. En supposant cette anticipation de 10™, les deux valeurs de u,

déduites des heures et des hauteurs des marées, seraient à fort peu

près les mêmes. Les marées anciennes m'avaient donné cette antici-

pation, égale à 8™^, dans le n° 39 du Livre IV de la Mécanique céleste.

Je l'attribuais aux légers écarts de la supposition que les deux flux

partiels solaire et lunaire se superposent l'un à l'autre, comme ils se

disposeraient séparément sur la surface du niveau de la mer. Je ne

vois encore maintenant aucune autre cause de cette anticipation.

XIV. Je vais maintenant comparer les résultats précédents à la

théorie. Pour cela, je reprends l'expression de la hauteur des marées

que j'ai donnée dans le n'' VIII^

(o)

Le L
A -7- ces*- CQ'&iint — imt — 2X) + ^B — sin^e cos(2n< — 27)

/•^ 2 / 2 ^.3
'' I '

L' e' L'+ A' -7^ ces*- cos(2ni — 2m' t — iV) + |B -7^ sin'Ê'cos(2nf— 2y').
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Dans les plus hautes marées syzygies ou quadratures des équinoxes

ou des solstices, les cosinus de cette expression sont à peu près égaux

à ±1. Je suppose que T soit le temps de la plus haute marée syzygie

équinoxiale, et que i^ -h T -t- Q soit le temps de la plus haute marée du

jour suivant, en sorte que Q soit le retard journalier de la marée syzygie

équinoxiale. La différentielle de la fonction (o) prise par rapport au

temps t, étant nulle au moment de la haute mer, si Ton différentie

cette fonction, en y faisant d'abord / = T et ensuite / = i^-f- T -h Q;

si l'on observe ensuite que (/i — m).i^=: 211, 17: étant la circonfé-

rence dont le rayon est l'unité, on aura, par l'ensemble des marées,

[(« — m') {m'— m)a'— nmb')] iJ

^ ~ {n — mY a -\- {n — m' Y a' -\- 11^ b'
'

a, a' et b' étant ce que nous avons désigné par ces lettres dans le

n° VIII, et se rapportant à l'ensemble des marées syzygies équi-

noxiales. Nous avons donné, dans le n° IX, le moyen de les obtenir

numériquement. Pour réduire plus facilement en nombres la formule

précédente, je lui donne cette forme très approchée

, ,, _ m'— m a' f m'— m a' \* ia'— ma.
(/) = -+ ^ —?

—

On a, dans les syzygies,

et, en ayant égard à la variation.

=: o,o33863.

Dans les syzygies des équinoxes,

21 a = 4' i",35o,

ce qui donne

Q = oJ, 024924.
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Les observations nous ont donné

Q = oJ,0263i8;

mais cette dernière valeur de Q est exprimée en temps vrai, et, dans

les équinoxes, le jour moyen surpasse le jour vrai, de 0^,000218, ce

qui réduit la valeur observée de Q à 0^,026100. La différence oJ,oo [ 1 76

est dans les limites des erreurs, soit des observations, soit des suppo-

sitions sur lesquelles le calcul est fondé»

Dans les syzygies des solstices, b' est négatif, et Ton a

2 1 a — 367"^, 468,

ce qui donne
Q =: oi, 028068.

Les observations donnent, en temps vrai,

= 0^,027897;

mais, dans les solstices, le jour vrai surpasse le jour moyen d'environ

0^,000288, ce qui donne oJ,o28i35 pour cette valeur de Q réduite en

temps moyen. L'excès de la valeur calculée n'est que 0^,000072, ce

qui est insensible.

Dans les quadratures,
a'= 279™, 535;

dans les quadratures des équinoxes,-

2fa =: i6o"',85o,

ce qui donne
Q zr:OJ, 062300.

, Les observations, réduites au temps moyen, donnent

Q =:oJ, 056462.

La différence oJ,oo5838 est dans les limites des erreurs et des sup-

positions du calcul, ce que l'on verra si l'on considère que, par le

n° XII, le poids de Q, ou le coefficient du carré de ces erreurs pos-

sibles, pris négativement dans l'exponentielle qui représente leur pro-

babilité, est très petit.
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Dans les quadratures des solstices,

3£a^202°',948,

ce qui donne
Q=:oi,o488i5.

Les observations, réduites au temps moyen, donnent

Q=:oi,o479H.

La différence 0^,000904 est dans les limites des erreurs des observa-

tions.

XV. Considérons maintenant les variations des intervalles des ma-

rées dues aux variations de la parallaxe lunaire. Pour cela, j'ai pris

les heures des basses mers du matin et des hautes mers du soir, des

jours des syzygies périgées du n° X, et je les ai retranchées des heures

correspondantes des troisièmes jours qui suivent ces syzygies. J*ai fait

une somme de toutes ces différences, et je Tai divisée par 72; car il y

a douze syzygies, et chaque syzygie produit trois retards journaliers

relatifs aux basses mers, et trois semblables retards relatifs aux hautes

mers. J'ai trouvé ainsi oJ,o3o5744 pour les retards journaliers des

marées syzygies périgées. Un calcul semblable, fait sur les marées

syzygies apogées du même numéro, m'a donné oi, 0227831 pour le

retard journalier correspondant des mêmes marées. On voit donc que

ce retard augmente et diminue avec la parallaxe lunaire. Le demi-

diamètre moyen apparent de la Lune était 3094", 65 dans les syzygies

périgées, et 2734", 07 dans les syzygies apogées. Ainsi l'accroissement

du retard journalier, dû à une minute d'accroissement dans le demi-

diamètre lunaire apparent, a été 217*, 76. Les observations anciennes

m'avaient donné 258* pour cet accroissement; mais elles se rappor-

taient à des syzygies, tant équinoxiales que solsticiales. 11 faut donc,

pour ramener l'accroissement observé 2 17', 76 à l'accroissement

moyen, le diviser par le carré du cosinus de l'inclinaison de l'orbe

lunaire à l'équateur dans les observations précédentes, ce qui donne
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23i%77 pour cet accroissement. En le fixant par un milieu à 245*, on

sera fort près de la vérité.

Je trouve, dans les syzygies apogées précédentes,

a'= 45°», 658.

En ayant égard aux arguments de la variation , de l'évection et à

l'équation du centre, je trouve

m'— m

on a, de plus,
atçç = 65", 982.

La formule (/) donne ainsi

Q r= oJ, 020590.

Les observations donnent

Q = oJ, 022781.

La différence 2",i43 est dans les limites des erreurs, soit des observa-

tions, soit des suppositions employées dans le calcul.

Dans les syzygies périgées précédentes, je trouve

a'~ ee-", 4o5,
^^ _ ^^^

= 0,089493 ;

on a, de plus»
2fa =r BS™, 497-

La formule (/) donne ainsi

Q r= oJ, 029988.

Les observations donnent

Q = oJ, 0805744 •

La différence est presque insensible.

XVI. L'expression de Q, donnée dans le n° XIV, peut servir à déter-

miner le rapport des actions de la Lune et du Soleil sur la mer, soit

par les retards journaliers des marées syzygies, soit par ceux des ma-



ET LE REFLUX DE LA MER. oW

fées quadratures. Elle donne, à très peu près,

Q ( a -f- a' -+- 6'— 2 a' -\ b'

\ n — m n — ni )

(m'— m , mb' \ .( m'— m\
a' )iJ I .

/* — m n — m / \ n — m /

Si l'on nomme Q' ce que devient Q dans les syzygies solsticiales,

cette équation subsistera en y changeant Q en Q' et en y faisant // né-

gatif, ce qui donne

Q \a-h a'— b' ^ ' a'

|_
n — m n — m J

(m'— m , mb' \ .( m'— m\
a'-\ )iJ I •

n — m n — m ) \ n — m /

Kn réunissant ces deux équations et négligeant le terme

mb'

n — m.
(Q'-Q),

à raison de la petitesse de m, b' et Q' — Q, on aura

m'— m , .( m'— m\
n — m \ n — m J

Nommons R la fraction

OU le rapport des actions lunaires et solaires sur l'océan dans les syzy-

gies; l'équation précédente donnera, par le n° VIII, en négligeant les
kl r>

termes de l'ordi^e (Q' — Q)6'
,

>

m — m
n — m (-S)*"'-'')"»-



(c) R=

II
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d'où l'on tire

(Q + Q')^^-(Q'-Q)^^

{p +q') I iJ — (Q + Q ) 1— 2 ]-—-•+ (Q — Q)^-

—

~

Pour réduire cette valeur de R à la moyenne distance de la Lune à la

Terre, il faut, par le n'' VIII, la diviser par iJ, 022486.

On a, par le numéro précédent, en temps moyen,

Q = oJ, 026100,

Q'=oi,o28i33.

De plus, en ayant égard à l'argument de la variation,

m'—

m

2= o,oo4523q.

En employant les valeurs précédentes de p, g, p' et g', on trouve,

pour la valeur de R dans les moyennes distances du Soleil et de la

Lune,
R = 3, 17788.

On pourra encore déterminer la valeur de R par les intervalles des

marées quadratures, en observant que la formule (s) s'étend à ces

marées, pourvu que l'on change les signes du dénominateur, et p, q,

p' et g' ènpt, gf,p\ et g\ ; on a alors

(Q + Q') ^iiiii + (Q _ q')£lz:1i

(Q + Q ) 1 — 2 W-!—i^ +(Q — Q )^^-'

—

— — {p\+ q\) I "^

ici l'on a, par le numéro précédent,

Q =: oi,o56462,

Q'=oi, 047911.

En ayant égard à l'argument de la variation, on a

rr3 0,0331898.
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De plus, pour réduire la valeur de R à la moyenne distance de la Lune

à la Terre, il faut diviser la valeur que donne la formule précédente

par 0,977514. On trouve ainsi, par les intervalles des marées quadra-

tures,

R = 3,ii8a6.

Cette valeur diffère peu de la précédente. Leur milieu donne

R = 3,14782.

Les hauteurs des marées donnent, par le n° VII,

R = 2,88347;

la moyenne de ces trois valeurs est

R = 3,06970,

ce qui coïncide, à fort peu près, avec la valeur 3, que j'ai trouvée

pour R dans le quatrième Volume de la Mécanique céleste.

L'ensemble des hauteurs des marées syzygies et quadratures nous a

donné, dans le n° VIT,

2 A' ^^=4^,74788;

en adoptant la valeur moyenne de R, donnée par les intervalles des

marées, on a

2A^=i'",5o83i.

Le second membre de l'équation (5) du n° VII serait par là diminué

de 16" environ, et le second membre de l'équation (6) serait aug-

menté de la même quantité. Il faudrait supposer une erreur de 16"

dans chacun des premiers membres de ces équations, qui sont donnés

par les observations. Cette erreur est peu vraisemblable, et il me pa-

raît naturel d'en rejeter au moins une partie sur l'hypothèse de la

coexistence des oscillations très petites, hypothèse qui cesse d'avoir

lieu quand les oscillations sont considérables.

OEuvre$de L. — XII. ^9
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Remarque.

Dans les applications que je viens de faire du Calcul des probabi-

lités aux phénomènes des marées, j'ai déterminé la constante que la

loi inconnue des erreurs des observations partielles introduit dans ce

calcul, par les différences du résultat moyen aux résultats semblables

donnés par les observations de chaque année. Le petit nombre des

années que j'ai considérées rend incertaine la valeur de cette con-

stante. On l'obtiendrait plus exactement en déterminant les résultats

semblables par l'ensemble des observations des deux syzygies corres-

pondantes vers chaque équinoxe ou vers chaque solstice, ce qui don-

nerait trois résultats pour chaque année, et, par conséquent, vingt-

quatre résultats pour les huit années. Il faudrait, de plus, corriger les

résultats de l'effet du mouvement des nœuds de l'orbe lunaire, effet

donné par les formules précédentes de la théorie. Mais mon objet a

été moins d'avoir exactement la probabilité des résultats, que de con-

stater qu'ils indiquent, avec une extrême probabilité, l'influence des

déclinaisons des astres; les formules de probabilité auxquelles je suis

parvenu remplissent parfaitement cet objet.
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Mémoires de l'Académie des Sciences, II* Série, Tomo VI, année i8a3; 1817.

ï.

Le développement des fonctions en séries est un des objets les plus

importants de l'Analyse : la plupart des applications du calcul aux

phénomènes en dépendent. Ce développement pouvant se faire d'une

intinité de manières, le choix de celle qui donne les séries les plus

convergentes est une des choses les plus utiles à la solution des pro-

blèmes. Il est donc intéressant de connaître les conditions qui font

converger les séries et l'expression la plus simple dont leurs termes

successifs approchent de plus en plus, et avec laquelle ils finissent

par coïncider. Les méthodes que j'ai données dans ma Théorie ana-

lytique des probabilités, sur leâ approximations des formules fonc-

tions de grands nombres, sont fort avantageuses pour cet objet. Je

vais considérer ici les développements en séries des coordonnées du

mouvement elliptique.

L'excentricité des orbes elliptiques planétaires étant peu considé-

rable, on développe le plus souvent le rayon vecteur et l'anomalie
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vraie en séries ordonnées suivant ses puissances. Mais, si l'excentri-

cité qui, dans les orbes elliptiques, ne surpasse jamais l'unité, en

devenait fort approchante, on conçoit que les séries pourraient cesser

d'être convergentes. Il importe donc de connaître si parmi les valeurs

comprises entre zéro et l'unité, que l'excentricité peut avoir, il en est

une au-dessus de laquelle ces séries seraient divergentes, et dans ce

cas, de la déterminer. Prenons pour unité le demi grand axe de l'el-

lipse; désignons par e son excentricité, par t l'anomalie moyenne

comptée du périgée, et par R le rayon vecteur. On aura, par le n® 22

du second Livre de la Mécanique céleste,

e'
R — I H ecosi

1

e«
C0S2<

1.2

. r ( 3 cos Zl — Z cos t )1.2.2^

I .2.3.2
- (4* COS 4^ — 4-2* ces 2^)

' 5'cos5f — 5.3* cos 3^ h—'— cos^
1 .2.3.4.2* V

*

1.2
t ^
1.4.2* V

'
I e' / 6 5 \

o / r—i (6*cos6^ — 6.4*cos4^H

—

'— 2* cos 2 ^ )1.2.3.4.5.2» \ ^ 1.2 /

Le terme général de cette expression est

' e' r
^ T-r—- ,. i'-* COS it — iii—1 )'-' cos (i—2)t

I .2.3. . .{l — 1)2'-' L
V / \ /

•

'^'~'^(« — 4)^-2cos(i — 4)<

(i — 6)'-'cos(f — 6)^

1 .2

i{i — i) (i — 2)

1.2.3

la série étant continuée jusqu'à ce que l'on arrive à un facteur(« — iry~^

dans lequel i — ir soit négatif. Si l'on fait t égal à un angle droit, ce

terme devient nul lorsque i est impair; et, dans le cas de i pair, il
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devient, abstraction faite du signe, égal à

(a) 5 ?i_^^r-.-._^.l(/_ay-,_^ iiiZLil(|_4)/-.^-.. 1
I .a.3. . .(f — i)a'-* L I '-2 J

et il est alors le plus grand possible. Déterminons sa valeur lorsque t

est un très grand nombre.

Il est facile de voir que les termes de la série

(a') ^v-.^_ £(,_ 2) ^ i(i^(,_ 4)/-,+ . .

.

vont d'abord en croissant et qu'ils ont un maximum après lequel ils

diminuent. A ce maximum, deux termes consécutifs 3ont à très peu

près égaux. Soit

#7/— i\ { i — oN ( i — /.J-iN*(i-i)(«-2)...(£-r + i),,_^

I . 2 . 3 . . .
/•

le terme maximum. Le terme qui le précède sera

i{i — i). ..(/ — /• -f- a)

1.2.3. ..(r — i)

en égalant donc ces deux termes, on aura

i— r H- I

(£ — 2/- -+- 2)'

/•
( f — 2 /•)'-*= ( f — 2 /• -4- 2 )'-*.

Cette équation donne la valeur de r et, par conséquent, le rang que le

terme le plus grand occupe dans la série. Si l'on prend les logarithmes

des deux membres, on a

ou

(6) log'-y^ + log(i + ^.) = ii - 2) log(^. -h -^,:)i

or on a, lorsque i et r sont de très grands nombres,

/ 2 \ 2 2
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l'équation {b) deviendra donc, en négligeant les termes de l'ordre \,

ce qui donne

, i — r 21
log-— = -.

,

r i — 2r

i— r _ r--j

r

c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. En

faisant r= coï, on aura

2

(c) IZL^— c^-Vo,.

Si l'on nomme/? le terme maximum

iji— i). . .{i— r-4- i)

1 .2.3. . . r

le terme qui en est éloigné du rang t sera

(/— r){i— r — i). . .(i— r — t-\-ï) fi— 2r — 2A'-

{i-2ry-\

(r-M)(r-h2)...(r + \ i—2r
-s

Son logarithme sera donc

\ogp -h l loSii— r) -h \ogli — /Z-7) +'ogM— j^A +...

-l0g(l4-;^)+(.-2)l0g(.-^.).

En développant en séries ces logarithmes et négligeant les termes de

l'ordre -^, on aura

, ,,, i — r 1 + 2 + 3+.. . + (< — !)
log/? + t log : ; ^— '-

r i — r

1 + 2 + 3+.. .+ f /. r 2/ 2t'^ 1

/• ' \^i-~2r {i — 2/)*J
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Par la nature do r, on a à très peu près, par ce qui précède,

I
' — '*

• / • X r 2 a
I'«» -7- -^ rr7 = ('-») [t^t^ - (73^7? J

^

la fonction précédente deviendra donc

1/0 ,N ' 2/(1 -2) (/H- 1)log^-(,H-a + 3+...4-0;:(73^
(73^7r

—
En ne conservant ainsi parmi les termes de l'ordre ^ que ceux qui

sont multipliés par /*, et observant que

I-H2-+-3-f-. .,-+-<= ,

2

cette fonction prendra la forme

log/?
•2r{i — /•) {i — 2/-)-

ce qui donne pour le terme placé à la distance / du terme/»

pc lr{i — r){i—irt'

Il est facile de s'assurer que cette même valeur a lieu à très peu près

pour le terme placé avant/? à la même distance. La somme de tous ces

termes sera la série entière (a). On aura, comme on sait, cette somme

à très peu près égale à

i>J*

dtC »'M.-rM/-*r,«^

l'intégrale étant prise depuis / = — ao jusqu'à / = x, ce qui donne,

par les méthodes connues, la série (a') égale à

l-i—'xr /'ir{i — r)
p^^'—j—y—

~i

—
'

z étant la circonférence dont le diamètre est l'unité. On a

i.2.3...f(f — 2/y-«
P ~~

TT2.3.. .(< — r) 1.2.3. ..
/•*

OEurrrs tie L. — \ll. 70
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La série (a) devient ainsi, abstraction faite du signe,

i(i — 2 r
)'-^ \/7r i— 2 /• l'i.r{i — 1

\...{i— /•) 1 .2.3. . .
/• i V l

— r ) é
1 .2.3. . .(î — /•) I .2.3,

On a à très peu près, par Tes théorèmes connus,

1 .2.3. . \i— /•) — {i— z-)'-''^' c-<'-'') v'27:,

La série (a) devient donc

/•'(/ — r)'"'V2 7r

OU

, ^ V ^ r ec(t — 2(o) ]
'

^ ^ ev/^'('-2w)N/2l^L2a)'"(i-'o)'-'-J'

w étant donné par l'équation (c).

On doit observer ici que la valeur de (o donnée par cette équation

n'est pas rigoureuse. Nous avons négligé, pour former cette équation,

les quantités de l'ordre -> et de plus nous avons supposé que le terme

maximum/? était égal à celui qui le précède, ce qui n'est qu'approché.

De là il suit que la valeur exacte de w est celle que donne l'équation (<?),

plus une correction de l'ordre 4> que nous désignerons par ?• Mais

cette correction disparaît d'elle-même par la condition de p maximum.

En effet, si l'on nomme D la fonction

ec(} — 2 0)")

et D' cette fonction, lorsqu'on y change o) dans co + ?> on aura

En repassant des logarithmes aux membres et négligeant ensuite les
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quantités de l'ordre -.» on aura

D"=li'c''



556 SUR LE DÉVELOPPEMENT DE L'ANOMyVLIE VRAIE

L'équation (c) donne à peu près

o) = 0,08807,

d'où l'on tire

ez=:o, 66195.

L'équation précédente de la limite de l'excentricité e donne à cette

limite
I

I — 2C0 =
, ?

y/i + e^

d'où il est facile de conclure

i^-v/-I -f- e-

l'équation (c) donnera donc

(/n) 1-4- y/j -t-e^= e'^v'i+e'.

Les valeurs de e, supérieures à celle que cette équation donne,

rendent l'expression en série du rayon vecteur R divergente lorsque /

est un angle droit. Pour toutes les valeurs inférieures, cette série est

convergente quel que soit t. En effet, le terme général de l'expression

de R développée en série ordonnée par rapport aux puissances de l'ex-

centricité est, comme on l'a vu.

3Y [ i'-- ces it — i{ i — 2
)'-- CCS {i— 2)t -h . . .].

1 . 2 . 3 . . . ( f — 1)2

La plus grande valeur de ce terme, abstraction faite du signe, ne

peut surpasser

1.2.3
_£^__

l^,-,-.^

,(,_,)-+ f<i_il(,_ ,).^=+ . .

.].

On vient de voir que cette valeur, lorsque i est infini, devient nulle

par un facteur moindre que l'unité élevé à la puissance i, lorsque

l'excentricité e est au-dessous de celle qui résulte de l'équation aux

limites; la série est donc convergente quel que soit t. Je vais mainte-
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nant établir qu'alors la série de l'expression de l'anomalie vraie déve-

loppée de la même manière est pareillement convergente.

II.

u étant l'anomalie excentrique et v l'anomalie vraie, on a, par le

n** 20 du second Livre de la Mécanique céleste.

ce qui donne

or on a, par la loi des aires proportionnelles aux temps.

t :
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dernier terme égal à

2 I — awf ec{f — 2(0) 1*

(ii étant donné par l'équation (c) de l'article précédent.

Maintenant, si Ton désigne par A la série

Î^S

I -f-e-i-
1 . 2 . a

../'.2'-'L
^i'(^i'^^y'^'li^ i](,-'_/j)r_^ ,

1 _^._

I .2.3. .
./'.2'-' L ' -^

la série étant continuée jusqu'à i' = i, il est facile de voir que l'ex-

pression en série de ^ sera moindre que le développement en série

de la fonction

(o) A+-^-= -^—

,

V^2xc(i -- (je)

en désignant par q la quantité

(l — 2C0) C

car il est visible que le coefficient d'une puissance quelconque e^ dans

le développement de la fonction (o) est positif, et qu'il est plus grand,

abstraction faite du signe, que le coefficient de la même puissance

du . , . j di> ;, /du\'^ r
dans le développement de ~j-- L'expression de ^ ou de ( —

j
y' ~ ^"^

est donc moindre
r ^2ji-2^>)ç^y

L v/27r(i — 7e) J

or le développement de y^ 1 — e'- est moindre que celui de __ ./, le dé-

dç

dt
veloppement de -j- est donc moindre que celui de

ip)
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c'est-à-dire que le coefficient d'une puissance quelconque e* dans le

développement de cette fonction est positif et plus grand, abstraction

faite du signe, que le coefficient de la même puissance dans le déve-

loppement de ^•
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donne une série convergente; pareillement le terme

2(1 —•2Go)^^^'e-'

7r(i — (jey {i — e^)

donne une série convergente, comme il est facile de le voir, en dé-

composant la fraction

{i-qey-i^-e')

en fractions partielles; ^> développé en série ordonnée par rapport

aux puissances de l'excentricité, donne par conséquent une série con-

vergente, lorsque ge est moindre que l'unité. 11 est facile d'en conclure

que l'expression de v — t ainsi développée forme une série conver-

gente; car, l'intégration de dç faisant acquérir des diviseurs à ses

termes, on voit que, quel que soit t, v — t sera moindre que

[ v^2 TT ( I — ge) j

qui, comme on vient de le voir, forme une série convergente.

11 résulte de ce qui précède que la condition nécessaire pour la con-

vergence des séries qui expriment le rayon vecteur et l'anomalie vraie,

développés suivant les puissances de l'excentricité, est que l'excentri-

cité soit moindre que
2 V^ûj(,i — Où)—

—

y
I — 2 0)

(0 étant donné par l'équation

r — w _2
J-ÎW

Les deux séries sont alors convergentes; c'est ce qui a lieu pour

toutes les planètes, même pour les planètes télescopiques. Les valeurs

supérieures de l'excentricité font diverger la série du rayon vecteur, et

alors il faut recourir à d'autres développements. Tel est le cas de la

comète à courte période.
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m.

On développe encore les expressions de Tanomalic vraie et du

rayon vecteur, suivant les sinus et cosinus des multiples de l'ano-

malie moyenne. Soit alors

V =: t-h flf*' sint -h a<''sin2<H-. . . + a<') siniV -+-...,

a<*^ a^^\ ... étant des fonctions de Texcentricité. On peut facilement

démontrer que la série est toujours convergente. En effet, on a

/ (p— t)dtsinit=^i:a^'\

l'intégrale étant prise depuis / nul jusqu'à / égal à 2::. Or on a, dans

ces limites, en intégrant par parties,

r,, , . . i r. fdi> \ .^ i r, . . d*v
I
dt{v — t)smU=: -:

/ "'( ^ -~ '
)
costf = — -75

I
dtsinit—j-;

on aura donc
i r^ . . dU'

1*1: J dt*^

l'équation

donne
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sera moindre, abstraction faite du signe, que ikiz. De là il suit que a^^\

abstraction faite du signe, est moindre que

^ '

i-

ce terme devient nul lorsque i est infini. De plus, la série de l'expres-

sion précédente de v, à partir de i supposé très grand, est moindre

que

i '

quantité qui devient nulle lorsque i est infini. Cette série est donc

convergente.

Considérons de la même manière l'expression de R, développée

dans une série ordonnée par rapport aux cosinus de t et de ses mul-

tiples. Soit

R = 6(o)+ 6<')cosi-t-. ..-}- 6"'>cos<7-f-. ..;

on aura

l'intégrale étant prise depuis / nul jusqu'à t égal à 27r, ce qui donne

Tzb^'^zzz— —
I
dtcosit

Les formules du mouvement elliptique donnent

d*R I — e»— R

Cette dernière quantité est toujours négative ('). Désignons par — k'

son maximum, et supposons cosiV égal à l'unité; on aura, abstraction

faite du signe, ixè^'' moindre que —^j-; d'où il suit que la série de l'ex-

pression de R est convergente.

On peut, en suivant la méthode exposée dans le numéro précédent,

( * ) Voir, dans le Tome V des OEuvres de Laplace, la note de la page 486.

..d}K

df"
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déterminer la valeur approchée do ^<'^ lorsque i est un grand nombre.

Pour cela, j'observe que l'expression de R développée en série par

rapport aux puissances de l'excentricité, que nous avons rapportée

dans le n" I, donne

i.a.3...i.2'-' L i(i-i-ij\2/ i.2(/-Hi)(/-i-a) \2/

Le terme général de cette expression est

e' i'-* i -h 2r

1.2.3. . .1.2'-' 1.2.3. . . r(/H- i) (£-+- 2). . .(

Si l'on observe que, r étant un très grand nombre, on a, à fort peu

près,
1 .1

1.2.3. . ./M .2.3. , .(« + r) = r '(«-+-/•) *c-'-*'"2r;

on peut donner à ce terme la forme

quantité qui devient nulle lorsque r est infini. La série de l'expression

de b^'^ est donc convergente.

Pour avoir sa valeur approchée, je considère la série

i(t + »)V2/ i.2(i-+-i)(f-h2) Va/

dont le terme général est

i.a.3...r(<-t-i)(*H- 2)...(/ + r) V 2/

On aura, par .la méthode exposée dans l'article I, la somme de celte

série, fort approchée lorsque i est un très grand nombre. Nommons p

le terme précédent, et supposons qu'il soit le plus grand des termes
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de la série. Pour avoir le rang qu'il y occupe, on l'égalera, suivant la

méthode citée, au terme qui le précède, ce qui donne

{i -+- ir — 2) /•(/-+- r) = (f + 2/-) —f-y
4

d'où l'on tire, à fort peu près,

i v/iH- e* — i/•= — .

a

Le terme qui suit p d'un rang supérieur de t est

"
i -h 2r \2/

{r-hï){r-i--2)...{r-\-t){i-\-r-hi){i-hr-]-2)...{i-i-r-ht)'

En appliquant ici l'analyse de l'article I, il est facile de voir que le

logarithme de ce terme est, à très peu près,

/ ,, ei . i-f-2 + 3-i-... + ^

-nog(.-+r)- '+'+.^-^--^'
.ov /

i -f- r

Mais on a, à très peu près,

logr(i-hr) = 2\og^;

en ne conservant donc, conformément à la méthode citée, parmi les

termes de l'ordre -> que ceux qui sont multipliés par t^, et observant

que

1 + 2 + 3+. ..-f-;= 3

2

le logarithme du terme placé à la distance / du terme maximum sera

(i-h 2r)t'
logp

2 /•(«+ r)'

ce terme sera donc

pc »'•('+'•).
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Il est facile de voir que ce sera aussi l'expression du terme qui p.ré-

cède p du même intervalle /. La somme de la série (m) sera donc, à

très peu près,

p I
dt>

Tintégrale étant prise depuis t = — ^ jusqu*à 1 = 00^ ce qui donne

cette somme égale à

y— /r(i-\- r)

Si, dans l'expression précédente de p, on substitue, au lieu du pro-

duit
1.2.3. . .r(f -h i) (f 4- 2). . .(f -f- r)

sa valeur très approchée

[r{i-h r)y{i-^r- ry 21: c-'-*'-\/r{i-¥- r)

1 . 2 . 3 . . . f

on aura
i.2.3...t(f-h2r)c'^*'*

p =, ________ •

2T:\/r{i-+- r){i-\- r)'

ce qui, en observant que i -+- ir est égal à i>J\-\- é^
, et que / -h r est

égal à
,

y

1

donne, pour la somme de la série (/w),

1 .2 . 3. .

.

f(t + g'-)^ a^ c^A^' y/i
"

v/27: t' (v^i -4- e* H- 1 )'

En changeant e^ dans — é^ dans cette expression, on aura la valeur

fort approchée de la série

*

l(t-|-l)Va/ 1.2(t-+-l)(f-|-2) I.2.3(f-hl)(l-i-2)(£-i-3)

Ces passages du positif au négatif, comme du réel ii l'imaginaire, ne

doivent être employés qu'avec une grande circonspection. Mais ici, e*
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étant indéterminé, on peut les employer sans crainte. J'en ai reconnu

d'ailleurs l'exactitude par une autre analyse; on a ainsi

7(0_ 2(1 — e^)*c'V»-«'e'

Lorsque i est infini, cette valeur de i"^ reste toujours infiniment

petite quel que soit e, pourvu qu'il n'excède pas l'unité.

FIN DU TOME DOUZIÈME.

22G47 Paris. — Imprimerie Gautbier-Villabs et fils, quai des Grands-Augustins, 55.
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