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Extrait de I'Avant-Propos de la premiére édition (4842).

Les connaissances mathématiques exigées jusqu’a présent .pour -
Padmission A I'Ecole centrale des Arts ét Manufactures se bornant a
¥ Arithmétique, & la Géométrie élémentaire et & une partie de I'Al-
gébre, les legons dont nous publions le résumé ont pour-objet de
compléter I'instruction des éléves sur les mathématiques pures, jus-
qu'au point nécessaire pour les mettre en état de suivre utilement
les cours de Mécanique rationnelle, d’ Hy ulique et de Théorie dyna-
mique des Machines, qui entrent,;a /aytres sciences applicables
4 Tindustrie, dans le cadre de Lenjbigni @empt .de I'Ecole centrale.

Ce cours préparatoire de mathématiques’ su.péneures g'éléve, par
quelques-uns des sujets qu’il traite jrau -dela de Jenseigiement actuel
des colléges universitaires ; cependhnt son pqu \d’étendue est tel , qu'il
n'exige des éléves auxquels il est destiné* que quatre ou cing mois
d’études. Ainsi le voulait le plan d’enseignement deI’Ecole centrale des .
Arts et Manufactures, et cette condition, nous avons tiché de la rem-
plir, non en sacrifiant dans les démonstrations la logique sévére sans
laquelle les mathématiques deviennent une demi-science souvent trom-
peuse, non en compromettant la clarté par une excessive concision,
mais en choisissant dans la Géométrie analytique et dans le Calcul
infinitésimal les parties que tout ingénieur instruit doit posséder, et’
notamment celles qui sont nécessaires a 1'étude de la Mécanique con-
sidérée au point de vue de son utilité pratique dans la direction des
travaux de I'industrie. Nous avons-passé sous silence une foule de
recherches qui offrent sans doute un trés-vif intérét aux esprits en-
trainés par leur nature & faire des mathématiques leur occupation
principale, mais qui ne laissent bientdt plus de traces dans le souvenir
des hommes voués 4 la vie active des ateliers et des affaires. '

Drailleurs, quel que soit le but qu'on se propose en étudiant les -
mathématiques, nous avons depuis longtemps reconnu que l'ordre le
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plus convenable a suivre n'est pas d’épuiser successivement et sépa~
rément chacune des branches qui composent cet ensemble de connais-
sances. Ces sciences n’ont pas é¢é ainsi créées et ne doivent pas étre
apprises indépendamment les unes des autres. De méme que le com-
mencant, dés qu'il s'est familiarisé avec les combinaisons les plus
ordinaires du Calcul numérique, doit passer simultanément aux élé-
ments de I'Algébre et de la Géométrie, qui se prétent un mutuel
secours, et qui, dans leurs applications, présentent de nombreuses
et intéressantes occasions de revenir aux proeédés de I’Arithmétique;
de méme, si I'on se propose d’approfondir I’Algébre et la Géométrie,
“la marche la plus attrayante ‘et la plus lumineuse est de s'initier préa-
lablement a la Géométrie analytique et au Calcul infinitésimal, dont
I'une, éminemment propre a faire comprendre la signification et la
portée des quantités négatives, enseigne en outre & voir dans les équa-
tions algébriques I'expression des lieux géométriques, et I'aitre fournit
sur la détermination des tangentes, des aires et des volumes les
notions les plus claires et les procédés les plus généraux.

C'est d’aprés ces considérations que nous eroyons avoir lieu d’espérer
que ce petit ouvrage pourra étre utile, non-seulement aux personnes
pour qui il sera, comme pour les éléves de I’Ecole centrale des Arts et

" Manufactures, une introduction mathématique au cours de Mécanique
rationnelle de cette école, mais encore aux jeunes gems qui, appelés
4 faire une étude compléte de la Géométrie analytique et du Calcul
infinitésimal ; voudrunt en voir les parties les plus essentielles réduites *
a une grande simplicité avant d'entreprendre la lecture des ouvrages
spéciaux, ou les'mémes sujets sont traités avec de grands et curieux
développements. o i .

L’auteur d’un Traité aussi élémentaire sur des’ objets depuis si long-
temps connus ne peut prétendre au mérite de I'invention. L'idée de
prendre la théorie des projections pour fondement de la Trigono-
métrie découle naturellement de I'usage qu’on fait des formales trigono-
‘métriques dans la Mécanique analytique. M. Coriolis I'avait d’ailleurs
énoncé avant nous , et nous n’avons problablement fait qu'obéir a son
inspiration en traitant complétement la Trigenométrie sous ce point
de vue nouvcau, qui écarte toute difficulté relative aux définitions et
" aux signes des rapports communément appelés lignes trigonométriques,
ot qui offre I'avantage d'une grande généralité dans les démonstrations
aisément étendues a des angles de grandeurs et signes quelconques.




NOTE SUR LA PRESENTE EDITION. .

Les deux premiers chapitres contiennent, en outre de ce qu'exige
sur la Trigonométrie et la Géométrie analytique le nouveau Programme
d’admission 3 1'Ecole centrale des Arts et Manufactores, quelques
articles que les éléves feront bien de lire attentivement, non pour
étre en état de les reproduire devant un examinateur, mais pour les
bien comprendre et s’exercer a l'art d’appliquer le calcul algébrique
4 la géométrie. Ils verront notamment, pages 45 et suivantes, que les
formules essentielles de la Trigonométrie sphérique ne sont que la
traduction en équations des constructions enseignées dans les Traités
de Géométrie descriptive au sujet des problémes relatifs aux faces et
aux angles diédres des angles triédres.

Au troisiéme chapitre nous avons ajouté une exposition succincte
des notions les plus importantes sur 'emploi des séries; et en déve-
loppant un peu plus que nous ne I'avions fait dans la premitre édi-
tion les applications du Calcul différentiel, nous avons employé un
petit nombre de pages aux questions qui concernent les tangentes aux
lignes courbes dans l'espace et le plan tangent en un point donné
d’une surface exprimée par son équation.

Nous appelons I'attention des lecteurs sur un détail typographique
qui, sans dtre bien important, a cependant son utilité. Toutes les
fois qu'une quantité qui entre dans une formule ou une équation est .
représentée par une seule lettre, minuscule ou majuscule de I'alphabet
ordinaire, cette lettre est en caractére italique ; et les caractéres ro-
mains sont réservés aux notations qui remplacent des mots. Telles sont
les notations .

log, s_in, d, F ou f,

qui sont les abrégés de « logarithme de, sinus de, différenticlle de,
fonction F ou f de », et ne signifient point elles-mémes des quanmés
Nous écnvons donc

log4 ou loga, sinb, dzx, F(z), f(x,r).

Par analogic, si 1w avons 4 désigner une ligne par les deux lettres
écrites a ses extrémités, ces letires, dont ni I'une ni I'autre ne repré-
sente une quantité, sont, majusc ulos ou minuscules, en caractéres -
TOomains.
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Nous ne faisons d’exception que pour les angles d’un triangle qui,
bien qu'étant des quantités, sont désignés suivant I'usage par les
lettres romaines écrites dans la figure aux trois sommets. Pour nous
Pexpression sinA est 'abrégé de « sinus de I'angle dont le sommet

est lepoint A. »

Chaque figure des planches placées a la fin du volume porbe un
numéro d’ordre, et un renvoi, en chiffres plus petits, 4 'article auquel
cette figure s’applique.
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CHAPITRE PREMIER.
TRIGONOMETRIE.

1. L'ebjet spécial de la Trigonométrie est de calculer
les cotés ou les angles inconnus d’un triangle an moyen de
données suffisantes pour les déterniiner. -

Considérée sous un’ point de vue plus général, la Trigo-
nométrie fournit le moyen de soumettre au calcul les rela-
tions qui existent , dans toute figure suffisamment définie,
entre les directions de ses cOtés ou diagonales et leurs lon-
gueurs ou les autres quantités géoméiriques qui en déri-
vent.

Pour établir les formules de la Trigonométrie, nous nous
servirons d'un genre de considérations dont l'ensemble
peut étre appelé la Théorie de Uexpression algébrigue des
projections, et dontl'emploi est dela plus grande utilité dans
la haute Géométyie et dans la Mécanique mathématique.

1




~

POSITION DP'UN POINT

§ 1. GENERALITES SUR LES PROJECTIONS EXPRIMRES
ALGRBRIQUEMENT.

1. Considérations préliminaires sur I'expression algébrique de la
position d’'un point sur une ligne donnée.

2. Une ligne droite ou courbe d’une longueur indéfinie
étant donnée, ainsi que I'un de ses points O (fig. 1), deux
choses sant nécessaires et suffisantes pour déterminer la si-
tuation d’un point M sur cette ligne : 1° la distance du
point O au point M, mesurée suivant la ligue donnée;
2° le sens dans lequel cette distance doit étre portée & partir
du point O pour obtenir M.

3. Connaissant, sur une ligne donnée, la situation de
chacun des points M/, M", relativement & un point O, on
demande la situation de M" relativement & M, & est-a-dire

1%la distance de M' a M"; 2° le sens de cette distance &
partir de M'. '

Pour fixer les idées, distinguons les deux sens dans les-
quels on peut parcourir la ligne donnée, en disant que 'un
de ces sens va de gauche & droite et lautre de ‘droite &
gauche. ' ‘

_Soient x’ et 2" les deux distances OM', OM”, supposées
i droite de O; 2" — x' sera la distance cherchée, et, sui-
vant que cette différence sera positive ou négative, le point
M’ sera a droite ou a gauche de M’; de sorte que, X dési-
gnant la distance cherchée, la formule

(1) : X=x"—x'
répondra aux deux parties de la question, si I'on convient
que, suivant que x” — x', réduction faite, aura le signe +

ou le signe —, la distance X doit étre portéc a droite ou 4
gauche. " ‘ '




SUR UNE LIGNE. 3
Supposons maintenant M’ et M” de différents cotés; soit
par exemple M” & o™,5 i droite, et M’ a o™,3 & gauche
de O. M"sera 4 o™,8 a droite de M/, et ce cas sera encore
compris dans la méme formule (1), siI'on donne le signe —
a la valeur particuliére de x/ qui doit &tre portée i gauche;
ainsi on pose x"=o"5 et x'=—o0™,3, d’ot X = o™,8.
Si au contraire c’est M” qui se trouve 4 gauche etao™,5
de O, tandis que M’ est & droite et 4 o™,3, M” sera 4 o™,8
a gauche de M'; et la formule X = x”— x’ sera d’accord
avec ce résultat si V'on fait "= —0"5, x'=0™,3, et
qu'on interpréte suivant la méme convention la valeur
qu’on obtient, X = — o™,8. . B
Enfin, si les deux points M”, M’ sont a gauche de O, les
deux cas qui peuvent se présenter sont encore renfermés
dans la formule X = x”— x’, ot les valeurs particuliéres
des distances x”, x', devront é&tre substitudes avec le si-
gne ~—. Exemples : '

P'=—0™3, ¥=—o0"5, X=—0"340"5= oo,
$II=_om’5, ‘lJ=_0m’37 X=_0m,5-+0m,3=—0n392.

Ainsi les 8ix cas possibles que renferme la question pro-
posée sont résolus parune seule formule au moyen de chan-
gements de signes correspondants aux changements de sens
des distances x”, x’, X.

4. Cette importante propriété de I’ Algébre appliquée a la
Géométrie peut se généraliser dans les termes suivants:

" Lorsque la distance d'un point & un autre est suscep-
tible détre portée en deux sens opposés selon les divers
cas d'une méme question, il suffit de traiter la question
algébriguement dans Uhypothése de Uun des deux sens;
et les formules ou équations qu’on obtient conviennent &
tous les cas possibles, pourvu que, dans les applications
quon en fait, on affecte les valeurs particuliéres de la

I.
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distance dont il s'agit du signe + ou du signe —, selon
gu’elles sont portées dans le sens adopté dans la mise en
€quation ou en sens contraire.

Cette régle trés-utile, due 4 Descartes, ne parait pas pou-
voir étre démontrée dans toute sa généralité: nous aurons’
soin de la vérifierdansles questions ou nous en ferons usage.

8. Lorsqu’on définit la position d’un ou de plusieurs
points sur une droite illimitée, par les distances de ces
points a un autre peint considéré comme l’'origine com-
mune des distances , on choisit comme posi/if 'un des deux
sens dans lesquels la droite peut étre parcourue, et cha-
cune des distances dont il s’agit, étant aflectée d’un signe,
-+ ou —, selon le sens dans lequel elle duit étre portée a
partir de l'origine, s’appelle 'abscisse du point auquel elle
appartient, relativement a cette origine. Ainsi labscisse
d’un point cst une quantité algébrique constituée d’une
longueur et d’un signe; et si elle est désignée par x, cette
lettre renferme implicitement deux éléments.

6. D’aprés cette définition , la formule X = x” — x’ éta-
blie au n° 5 s’énonce pour tous les cas possibles en disant
que Uabscisse X d’un point M", relativement & un autre
point M', est égale & la différence x"— x' des abscisses
des points M" et M', relativement a une méme origine
quelconque.

" De cette formule on tire
=X+,
c’est-a-dire que ’abscisse d’un point M" relativement a
une origine O égale I abscisse du méme point relativement
& une autre origine M', plus Uabscisse de cette seconde
origine relativement a la premiére. Cette proposition, évi-
dente quand les abscisses sont positives, st également vraice
dans tous les autres cas.
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2", Posmon d'un pomt dans un plan donné, exprimée en coordonnées
paralleles & deux axes concourants.

7. Voici le moyen le plus fréquemment employé pbur
définir la position d’un point M sur un plan. On considére
comme données dans ce plandeux droites illimitées P’ P,
Q'Q (fig. 2} concourantes, sur chacune desquelles on
adopte un sens pour étre le sens positif. Ces droites s’ap-
pellent axes de comparaison ou axes coordonnés. Leurs
parties Ox, Oy, qui s’étendent indéfiniment dans le sens
positif 4 partir de I'intersection O, s ‘appellent les parties
positives des axes. Cela posé, par le point M on imagine
menées parallélement aux axes deux droites MP, MQ, qui
les rencontrent en P et Q; dés lors, pour exprimer la po-
sition du point M, il suffit d’exprimer celle dés points P
‘et Q, ce qui se fait en énongant la longueur et le signe de
chacune des distances OP, OQ. Ces deux quantités, qu’on
pourrait appeler les distances coordonnées du point M,
s'appellent simplement les coordonnées du point M, et
sont désignées d'une maniére générale par des letires ita-

llques COPI‘GSPODd&nlCS aux lettres romaines écrites dans lﬂ

figure sur la partie positive de chaque axe.-
Ainsi, pour le pomt M, situé dans I'angle xOy quc for-
ment les parties positives des axes, on a

x = + longueur OP, y = -+ longueur 0Q;

pour le point M/, situé dans P'angle P'Oy dc la portion né-
gativede I’axe O x et de la portion positive de I'axe Oy, ona

x = — longueur OP’, ~ y =+ longueur OQ
De méme pour M” on a
 x=—longueur OP’, y =—longueur OQ’,
et pour M” | |

x = + longueur OP, y = — longucur 0Q'.
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Les axes coordonnés Ox, Oy, s’appellent souvent, I'un
I'axe des x, I'autre I'axe des y. L’intérsection O est l'ori-
gine des coordonnées. Les coordonnées sont dites rectan-
gulalres ou obligues, selon que I'angle des axes est ou n’est
pas ¢ droit. . _ )

8. Etant données les coordonnées x, y, dun pomt M
par rapport a deux axes connus, on obtiendra ce point par
I'une des deux constructions suivantes :

1°. On peut porter sur les axes les longueurs des coor-
données OP, OQ, chacune dans le sens indiqué. par son
signe; puis tracer par P et Q, parallélement aux axes, deux
droites qui font avec les axes un parallélogramme et qui se
rencontrent au point M.

2°. On peut porter sur 'un des axes celle des deux coor-
données qui s’y rapporte, par exemple OP égale 4 x sur"
'axe Ox, dans le sens indiqué par le signe de x; puis parle
point. P ainsi obtenu mener la droite PM, paralléle au
'second axe, égale a I'autre coordonnée, et dirigée dans le
sens Oy ou dans le sens opposé, suivant que cette coor-
donnée ale signe + ou le signe —. Dans le cas ot le point M
-est supposé obtenu par cette construetion, la premiére des
coordonnées s’appelle abscisse, et la seconde s'appelle

“ordonnée.

9. Lorsque les axes sont rectangulaires, les points P et Q
sont les projections orthogonales ou les projections pro-
prement dites du point M sur ces axes. Quand ceux-ci font
un angle quelconque, les points P et Q peuvent étre appelés
les projections coordonnées du point M sur les axes.

10. Tous les points de la portion de droite OM ont leurs
projections coordonuées entre O et P sur I’axe des z, entre
O et Qsur I'axe des y . C'est pourquoi les distances OP, 0Q,

dont I'étendue ct le sens sont exprimés par les grandeurs
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et -les signes de x et de y, sont quelquefois eonsidérées

comme les projections coordonnées de la droite OM sur
les axes. -

11. En résumé, les quantités x et y, qui servent a dé-
finir la position d'un point M dans un plan relativement a
deux axes, peuvent étre considérées sous quatre aspects;
elles expriment en grandeur et en direction : '

1°. Les distances de I'origine O aux prejections eoor-
données P, Q, du point M;

2°. Les distances des projections coordonnées Q, P, au
point M; «

3. Les projections coordonnées de la droite OM . sur les
deux axes;

4°. Les deux cotés contigus d'un parallélogramme dont
la droite OM est la diagonale partant du sommet commun.

12. ‘Lorsque les axes Ox, Oy, sont rectangulaires, les
coordonnées x, y, du point M dans leur plan sont égales
aux distances de ce point aux deux axes. Il existe entre’
elles et la distance OM, que nous de51gnerons par u, la re-

lation
x' +y'=u’,

qui résulte de chacun des triangles péclaﬁglesOMP, OMQ.

3°. Position d’un point dans V'espace, expnmée en coordonnées
paralléles a trois axes concourants.

13. La position d'un point M dans I'espace s’exprime
par un moyen analogue  celui qui vient d’étre exposé. On
considére comme données trois droites illimitées Ox, Oy,'
01z (fig. 3), qui se coupent en un méme point O et ne sont
pas situées dans un méme plan. Ces droites s’appellent axes
coordonnés, et les trois plans qui passent par les axes, pris-
deux a deux, s'appellent plans de comparaison ou plans
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coordonnés. Par le point M on imagine menés paralléle-
ment aux plans coordonnés trois plans qui rencontrent les
trois axes en P, Q, R. (La figure s’exécute en remarquant
que les intersections des six plans forment les arétes d’un
parallélipipéde.) Or on voit que, pour exprimer la position
du point M, il suffit d’exprimer celle des points P, Q, R,
ce qui se fait en énoncant la longueur et le signe de chacune
des distances OP, OQ, OR. Ces trois quantités algébriques
s'appellentles coordonnées du point M pour le systémed’axes
dont il s’agit; elles sont désignées en général par des lettres
italiques correspondantes aux lettres romaines écrites dans
la figure sur la partie positive de chaque axe; le plus sou-

vent ces lettres sont x, ¥, z, et les axes s’appellent axes des
x, desy, des z.

14. Connaissant la longueur et le signe (et par consé-
quent le sens) des trois coordonnées x, y, z, d’un point M
par rapport A trois axes donnés, on peut considérer sous
deux points de vue la détermination de ce point :

1°. Les valeurs de x, y, =, déterminent les points P,
Q, R, et les trois plans menés par ces points parallé¢lement
aux plans coordonnés ont pour unique point commun le
point M.

2°. En considérant les douze arétes du parallélipi-
pede OM formé par les trois plans coordonnés et par les
trois plans qui leur sont paralléles, on voit qu'en partant
du point O pour arriver a M, en suivant trois arétes consé-
cutives de cc parallélipipéde, on peut y arriver par six che-
mins difléremment situés, mais de méme étendue, tous
composés de trois chemins rectilignes respectivement paral-
leles aux trois axes, et ayant les mémes sens et les mémes
longucurs que les trois coordonnées. Ces six chemins
sont (fig. 2) OPCM, OPBM, OQCM, OQAM, ORBM,
ORAM. On adopte ordinairement le premier, qui se com-

A
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pose des coordonnées dans 'ordre x, y, z. Ainsi I'on con-
sidére le point M comme obtenu en portant xde O en P,
puis y de P en G, -enfin z de Cen M. :

La premiére des coordonnées s’appelle alors I'abscisse x,
la seconde s ‘appelle V'ordonnée y dans le plan des x et 3
la troisiéme s’appelle ordonnée z dans Uespace.

o Dansla fig. 4, les coordonnées z, y, z, du point M, sont
posmves I'abscisse x, du point M, est positive, et ses deux - .
autres coordonnées sont négatives.

15. Le point C, ou la parajléle MC a l'axe des 'z ren-
contrele plan des x et y, s’appelle la projection du pointM
sur le plan des x et y parallélement & Uaxe directeur Oz.
Ce point C est déterminé par les deux coordonnées x et y,
du point M, indépendamment de la grandeur et du signe de
la -troisiéme z. De mémeles points A et B ( fig. 2) sont les
projections analogues sur les deux autres plans coordonnés,
et chacun d’eux est défini par deux coordonnées du point M,
indépendamment de la troisiéme.

Si I'axe Oz est perpendiculaire sur le plan %Oy, le
point Cest la projection orthogonale de M sur ce plan, et
la ligne projetante MC est perpendiculaire i ce méme plan.
Dans tout autre cas, la projection C est dite obligué, et
dépend de la direction de I'axe Oz.

16. Le point P, dont la position est déterminée par Iab-
scisse x, et ou le plan mené par M parallélement au plan
yOz rencontre l'axe Ox, s'appelle la projection du
point M. sur l'axe des x parallélement.au plan directeur
yOz. Les points Q et R, déterminés respectivement par les

coordonnées y et z, sont les projections apalogues sur les
deux autres axes.

Sl le plan yOz est perpendiculaire sur la‘(e Ox, le
pomt P est la projection orthogonale de M sur cet axe, et
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1a ligne projetante MP est perpendiculaire a ce méme axe.
Si cette condition n’est pas remplie, la projection P est dite

_obligue et dépend de la direction du plan yOz.

- 11. Lesdroites OC, OB, OA , sont les projections coor-
données de la droite OM sur les plans coordonnés. Cha-
cune d’elles est delermmée compléwment par deux coor
données du point M.

Les distances OP, OQ, OR, exprimées par x,y, z, sont
les projections coordonnées de la droite OM sur les axes
coordonnés.

)

18. Les coordonnées x, y, z, du point M, peuvenl. donc
étre considérées sous quatre aspects :

1°. Comme les distances de I'origine O aux prolectlons
coordonnéa P, Q, R, du point M sur les axes;
a0, Comme les distances des projections coordorinées A,
B, C, sur les plans au point M;

3°. Comme les projections. coordonnées de la droite OM
_sur les trois axes; :

4°. Comme les trois cotés contigus d’un parallélipipéde

dont la droite OM est la diagonale partant du méme
sommet.

19. Lorsque les axes coordonnés Ox, Oy, Oz, sont rec-
tangulaires, les coordonnées x, y, z, d'un point M, sont
égales aux distances de ce point aux trois plans coor-
donnés v

Dans ce cas, en faisant OM = u, on a

V —_—12 —_—2
W=z 4+0C, 0OC =x"+y?,
d’ou :
W= x? 4
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4°. Projections d’une droite limitée et d’'un contour polygonal
sur des axes coordonnés.

20). Si deux points M’ et M’ sont proletés en P et P”
sur 'axe Ox;, la distance P'P’, prise avec le slgne qui con-
vient au sens allant de P’ a P, s "appelle la projection de la
droite M’ M”. L’ordre dans lequel on énonce les points ex-
trémes M/, M", et leurs projeciions P, P”, détermine le
sens de la prOJecuon P'P’, d'ou résulte le signe que celleci
doit prendre dans les formules on elle entre. Ainsi, dans le
cas dela fig. 4, la pro]ectlon de M'M” est+ longueur PP,
tandis que la pmjectlon de MM est — cette méme lon-
gueur.

21. 1l résulte de cette définition, et de la discussion du
n° 3, que la projection d'une droite M'M", dont les ex-
trémités M/, M”, ont x' et x" pour abscissés sur Uaxe de
projection, est égale a x" — x'.

22. D’aprés cette méme définition, on reconnait aisé-

ment I'exactitude de la proposition générale que voioi :
 Tatorime. Quels que soient l'axe Ox de projection et
le plan coordonné yOz, la somme algébrique des projec-
tions des cotés d'un chemin polygonal M' M’ M”... M),
qui conduit du point M au point M™, est égale a la pro-
jection du chemin direct MM (fig. 5).

En effet, cela est évident si les projections partielles P’P’
P’P”,. . ., sont de méme sens et par conséquent de méme"
signe; et si elles sont de sens opposés, chaque projection
positive fait avancer le point P de toute sa valeur dans le
sens positif, tandis que chaque projection négative le fait
reculer de toute sa valeur dans I'autre sens.

On peut démontrer cette proposition algébriquement en
s appuyam sur celle du n° 20.. :

xyxy 2, ..., 2, étant les abscisses des points M’
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M’, M”,..., M", sur 'axe de projection, on aura en gé-
néral, eu égard aux signes :

Projection de  M'M" = & — x’
’ Projectionde  M'M" =a” — &/,

Projectionde ~ M®=" M® = g — z"=Y),

cten ajoutant, réductions faites,

Somme des projections de  M'M'M”... M® = x™ —2'.

23. Deux points M’ et M” étant situés d’une maniére
quelconque relativement a trois axes coordonnés, si par
chacun de ces points on méne trois plans paralléles aux
plans coordonnés, en formera un parallélipipéde dont la
droite M'M” sera une diagonale, et dont les trois arétes
contigués partant du sommet M’ seront égales et paralléles,
avec le méme sens, aux trois projections 2’ — x', y" —ys
2" — 2, de la droite MM sur les axes coordonnés.

Si I'on porte sur les trois axes, a partir de I'origine O,
des distances égales a ces projections, chacune dans le sens
qui convient & son signe, et qu’on achéve Je parallélipipéde
dont ces distances seront trois ardtes contigués, ce secon
parallélipipéde sera égal au premier; sa diagonale, partant
de l'origine O, sera parallele a la droite M'M”, de méme
sens et de méme grandeur.

Dans le cas particulier o 'une des projections est nulle,
les points M’ M” sont dans un plan paralléle a I'un des plans

. coordonnés, et les para]lellplpédes se réduisent a des pa-
rallélogrammes. Si deux des projections étaient nulles, les
deux points seraicnt sur une droite paralléle a I'un des axes,
et la distance M'M” serait égale a sa projection sur cet
axe.

. . T}
24. Lorsque les trois axes sont rectangulaires, si Yon
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- appelle u la distance M'M’, on a, en rapprochant la re-
marque du auméro précédent de celle du n°® 19,

ut = (@ — ) (=) ()

Si les deux points sont dans le plan des x et y, ou dans un
plan paralléle, la formule se réduit a

u — (.:c”—_-.z")’ + (Y —y)

§ II. EXPRESSION DE LA DIRECTION D'UNE DROITE PARTANT D’UN
POINT DETERMINE. — LlGNES TRIGONOMETRIQUES.

. Un point, une longueur et une du-ect.lon determment une droite
- limitée.

25. Une droite M'M”, joignant deux points déterminés,
peut étre définie autrement que par la position de ses deux
extrémités M’, M”.

Elle peut I'étre par une réunion de données -propres a
faire connaitre trois choses distinctes appartenant a cette
droite, savoir : -

1°. La position d’un des,points extrémes, M’ par exem-
ples '

2°. La longueur M'M";

3°. La direction que suivrait un point mobile¢ pour dé-
erire la droite M'M”, en partant de M'.

On a vu (7) et (13) que la position du point M’ est défi-
nie d'une maniére trés-simple par les valeurs a/gebrtques
de ses coordonnées relatives a trois axes.

La longueur M'M” est une quantité concréte sans signe
algébrique, et s'exprime a P'aide du nombre qui donne son
rapport a une longueur connue. :

La direction allant de M’ vers M” sera complétement dé-
finie par des quantités qui définiront la direction de toute
autre droite paralléle 3 M'M”, et de méme sens. Suppo-
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sons, pour plus de simplicité, que cette droite auxiliaire,

d’une longueur quelconque, parte de Vorigine des coor-

données; désignons-la par Ou, et examinons quelles sont -
les quantités propres a définir sa direction. '

2°. Direction d’une droite dans un plan donné, définie par un angle
et un signe.

26. Le cas le plus simple est celui o la droite Ou est
dans un des plans coordonnés, par exemple celui des x et y.
Alors, pour déterminer la dlrectlon Ou, il sufﬁt d’un angle
et d’un signe, + ou —.

L’angle est celui que décrirait une droite’ mobile qui,

" d’abord dirigée suivant un axe connu, par exemple Ox,

" dans le sens positif, viendrait prendre la position de Ou.
Le signe est nécessaire pour désigner le sens du mouvement
de rotation de la droite mobile.

27. Le moyen le plus usité de désigner un angle est son
expression en degrés. Nous emploierons 'ancienne division
del ’angle droit en go degrés, du degré en 6o minutes, de
la minute en 6o secondes. On sait que, dans la pratique,
pour mesurer un angle, on place 4 son sommet le centre
d’un cercle dont la circonférence est divisée en 360 parties
appelées aussi degrés; il en résulte que le nombre entier ou
fractionnaire de degrés de I'arc compris entre les cotés de
I’angle est égal au nombre de degrés de cet angle; c’est
pourquoi I'on dit que 'arc sert de mesure a I’angle. Il est
quelquefois utile de considérer des angles non-seulement
plus grands que 180° ou deux droits, mais méme plus
grands que 360°, ou quatre droits. Rien n'empéche de
concevoir que le c6té mobile, aprés étre parti de la posi-
tion Ox, ne s’est arrété A la posmon Ou qu’aprés avoir
fait plus d’une révolution.

'28. Un autre moyen dont on fait usage dans la haute -
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Géométrie et dans la Mécanique pour désigner un angle
cousiste a exprimer le rapport de Varc qui lui sert de me-
sure au rayon avee lequel cet arc est décrit. Dans ce cas
'angle droit, au lieu-d’étre représenté par go°, est ex-
primé par {7 ou approximativement par 1,5708. Si un
angle est représenté de cette maniére par le nombre abstrait
18oa

a, on en conclura que son nombre de degrés est

29. La grandeur de I'angle que le c6té mobile Ou est
censé avoir décrit & partir de la position Ox connue ne snffit
pas pour déterminer la direction Ouj; il faut encore, comme
nous I’avons dit, exprimer le sens du mouvement de la
droite mobile. Or, par imitation de ce qui se fait pour dé-
finir la position d’'un point sur une ligne connue (5), on
choisit arbitrairement comme positif I'un des deux sens
possibles du mouvement de rotation, et 'on affecte du
signe + ou du signe — I'angle dont il s’agit, suivant le sens
dans lequel on le suppose décrit.

30. 11 résulte de cette convention que la direction d’une
droite Ou, définie par I’angle positif ou négatif qu’elle fait
avec une droite donnée Ox, est susceptible d’une infinité-
d'expressions équivalentes. =

Si elle est exprimée par «°, elle le sera également par
(«+360)°, par (« -+ 720)°, en général par (« + n.360)°,
en représentant par 2 un nombre entier positif.

'Lam¢medirection seraencoreexprimée par — (360 —a)°,
par — (720 — a)°, en général par — (n.360 —a)° ou

(¢—n.360)°.

31. Au moyen de cette méme convention du n° 29, on
renfermera dans une seule formule la réponse, pour tous

les cas poSsﬂ)les a la question suivante, analogue 2 celle
du n° 3:
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Connaissant- les directions de deuxr droites Ou', Ou”,
par leurs angles positifs ou négatifs o, o, avec une droite
Ox, on demande la situation de Ou” par rapport & Ov/,
- c’est-g-dire la grandeur et le signe de l’angle u'Ov", dési-
gnéparf3. -
- Les six cas possibles sont résolus par la formule
B —_ all — al.

Lorsque I’application de cette formule donne un résultat
négatif, on peut le remplacer par un angle positif équiva-
lent, en ajoutant 360° ou un multiple de 360°. Exemple :

a’"=80° o =125°, B =—45° ou +315°"

L’une ou l'autre de ces expressions de {3 suffit pour déter-
miner la direction de Ou” dans le plan xOu'.

3°. Expression d’un angle positif ou négatif par ses lignes ou rapports
trigonométriques.

32. La.théorie des projections ou des coordonnées four-
nit d’autres moyens d’exprimer la direction d’unc droite
dans un plan. :

Soient (fig. 6) .

Ox et Oy deux axes dont le second fal. avec le premier un
angle droit positif;

Ou (*) une droite partant de I'origine O, et faisant avec Ox
un angle quelconque « positif ou négatif;

AM (*) V'arc supposé décrit par un point quelconque d’une
droite mobile qui, partant de la position Ox, parcourrait

T'espace angulaire « pour prendre la position Ou;

(*) Dans la figure, on voit,, au licu des lettres u et M, les lettrés u’, v”, '
u”, u'v, M’, M", M”, M**. C'cst pour faire comprendre que la droite Ou, &
laquelle le texte s'applique d'une maniére générale, peut avoir une direction
quelconque a partir du point O dans le plan de la figure. .
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r le rayon OA ou OM de cet arc;
xz et y les coordonnées rectangulaires positives ou négatives
du point M, tandis que r est une distance essentiellement
positive, parce qu'elle est portée sur la partie positive de
ladroite génératrice del’ angle.

11 est aisé de voir que Ja direction de la droite Ou sera
déterminée, si Pon connait les signes des coordonnées ,
7,et 'un quelconque des rapports que les valeurs absolues
des troisquantités x, y et r, ont entre elles, sans qu'’il soit
nécessaire d’avoxr ces valeurs absolues.

De l4 on a été conduit A considérer les rapports algébri- -
ques , c’est-a-dire positifs ou negaufs que les quantités x,
Y, r, ont entre elles. ‘

Ces rapports sont au nombre de six, et ont regu des noms
particuliers.

1°. Sinus. Le rapport algebrzque = de ordonnée 7

au rayon r, rapport qui a le m¢me signe que I'ordonnée y,
s'appelle le sinus de l’angle a, en désignant, nous le répé-
tons, par « 'un quelconque -des angles, positifs ou néga-
tifs, plus petits ou plus grands que quatre droits, que fait:
avec I’axe Ox la dreite joignant I'origine O avec le point M,
dont les coordonnées rectangulalres posmves ou négatives,
sont y et x.

Le mot sinus, ou plutdt son abrégé sin, est fd!‘me des ini~
tiales du latin semi-inscripta, demi-inscrite ou demi-corde,
parce que I'ordonnée de y est effectivement la moitié d’'une
corde dans le-cercle dont r-est le rayon; et si 'on suppose,
comme on le dit communément, que la longueur r est prise
égale & une unité linéaire, I'ordonnée y a‘précisémﬂnt eu
égard i son signe, la méme expresswn que le sinus de I'an-
gle a.

2°. Cosinvus. Le rapport algébrique - de Uabscisse x au

2
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rayon r, rapport de méme signe que I’ abstlsse z, s'appelle
cosinus de Uangle a.

Le mot cosinus, que quelques auteurs écrivent co-sinus,
est formé de complément et de sinus, parce qu’on peut con-
sidérer le cosinus d’un angle comme étant le sinus da com-
plément de cet angle. Nous reviendrons (33) sur la généra-
lité de cette relation.

3°. Tancente. Le rapport algébrigue .’; delordonnéey

a l'abscisse x, rapport positif ou négatif, selon que les
deux coordonnées ont le méme signe ou des signes contrai-
res, s'appelle tangente de l'angle a.

Pour expliquer P'origine de cetie dénomination , menons
par l'origine A de I'arc AM une tangente qui rencontre la
droite Ou ou son prolongement au point N, et appelons tla
portion AN de celie tangente prise avec le signe + ou le
signe — , suivant qu'elle a le méme sens que Oy ou le sens

. ¢ R
contraire. Le rapport - est dans tous les cas égal a z
devient égal & ¢ si l'on fait r =1. C'est pour cela que le

rapport*g_ se nomme la tangente de I'angle a.

4°. Corancente. On appelle cotangenie de l’;ngle @
le rapport -'; inverse de la tangente et de méme signe. Ce
mot signiﬁc; tangente du complément.

5°. Skcanre. On appelle sécante de U'angle a le rap-
port i inverse du cosinus et par conséquent de méme signe.

. Pour reconnaitre d’ou vient ce nom, prolongeons le
rayon OM de part et d’autre pour en former une sécante
indéfinie qui rencontreen N la tangente AN, et appelons s
la portion ON de cette sécante, en convenant de lui donner
lc signe + quand ON a le méme sens que OM, et le signe—
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. ) o ' s
dans le cas contraire. Le rapport  a dans tous les cas la

o r . » ' . TS .
grandeur et le signe de 7 devient égal a s si l'on fait
r=r1. ‘

6°. Costcanre. On appelle cosécante de U'angle a le
rapport ;%, inverse du sinus, et par conséquent de méme

signe.

Le mot cosécante signifie sécante du complément.

On voit pourquoi les six rapports auxquels donnent lieu
les trois quantités x, y et rrelatives & un point quelconque
pris sur le cdté générateur de I'angle «, ont é1é appelés les
lignes trigonométriques de cet angle, dénomination consa-
crée par I'usage, mais qui-peut paraitre impropre aujour-
d’hui que 'on s’accorde a désigner sous ce nom des rapports
ou nombres abstraits affectés d’un signe, + ou —.

33. Notations. On écrit en abrégé

. X x
sma::r, cosa=-;, tanga — =

]I

N r r
coséca —= -, séca =— —, cota =
"y' X x

1y

L’angle « étant formé par la droite Ou avec I'axe Ox, il
nous arrivera souvent de le désigner par la notation (u, x),"
qu'on énonce eun disant angle de u avee x; et les six for-
mules précédentes s'écriront ainsi :

sin(u,x):‘-y;., cos (u, x):f, wng(u,'x):%:

r. r " x
coséc (uy x) = 7 séc (u, x) =z cot(u, x) =3
. Ces formules résument de la maniére la plus précise les
définitions rigoureuses et générales de ce qu'il faut entendre
2.
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par sinus, cosinus, elc., d’'un angle, C'est sur clles que nous
nous appuierons dans les démo.nstrations et apPlications. ,
Les étymologies géométriques d?lventseul(.emem aider & re-
wrouver les noms des rapports trigonométriques et a se rap-

peler leur signification.

34. Les ingénicurs désignent quelqucfois des angles par
"Jeurs sinus ou leurs tangentes, qui en donnent une idée
plus nette que I'expression en degrés.
Le fruit d’'un mur, la base d'un talus par unité de hau-
teur, sont les tangentes d’angles avec la yerticale; la pente
d'une route, exprimée en hauteur par méire de longueur,
est lesinus ou la taungente de Yangle & I’horizon, selon que
]a longueur est mesurée parallélement & la route ou parallé-
lement & I’horizon : distinction d’ailleurs indifférente dans .
Jes cas ordinaires, parce que le sinus et la tangente sont
sensiblement égaux pour les petits angles.

20

38. Il résulte des définitions du n® 32 plusieurs consé-

ences remarquables : ' .

1°. Tout sinus ou cosinus est compris entre les valeurs
extrémes == 1: car les coordonnées y et x, positives ou né-
gatives, sonten général numériquement plus petites que r;
tout au plus I'une de ces coordonnées est égale a r, mais
alors 1'autre est nulle. ‘

2%, A mesure que « croit de zéro jusqu'a go°, le sinus
.prend toutes les valeurs depuis zéro jusqu'a 1, le cosinus
toutes celles depuis 1 jusqu'a zéro; la tangente croit de
zéro a Uinfini.

3°. Depuis I'angle de go° jusqu’a celui de 180°, le sinus
reste. positif comme y, mais décroit de 1 & zéro; le cosinus
est négatif comme x, et passe de zéro 4 —1; la tangente est
négative, et variede — o a o. '

4°. Depuis 180° jusqu’a 270°, lc sinus varie de zéro a
—1; le cosinus de — 1 & zéro; la tangente de zéroa 4o .
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59 Depuis 270" jusqu’a- 36a°, le sinus varie de —1 a
zéro; le cosinys de zéro & +1; la tangente de — o a zéro..

6°, A mesure qu'un angle variable approche de go°, sa
tangente approche de Pinfini positif ou de Pinfini négatif,
selon que I'angle croit ou décroit. C'est en ce sens qu’on dit
tanggo® == #= oo . On a de méme tang270° =+ oo .

7°. Les trois lignes trigonométriques coséc, séc, cot,
sont les inverses des trois premiéres, et ont les mémes’
signes. ‘

- 8°. En général, si 'on ne considére que les valeurs nu-
mériques des lignes trigonométriques d’un angle quelcon-
que uOx, elles sont égales a celles dé P'angle aigu formé
par Ou, soit avec Ox, soit avec son prolongement négatif,
cet angle aigu étant considéré comme positif. En effet,
pour ces deux angles, les longueurs des coordonnées x ety
sont les mémes; leurs signes seuls varient, et r est con-
stant.

N

36. 1l existe des tables (*) au n;oyen desquelles, étant
donné un angle quelconque au-dessous de go°, on trouve,
ses lignes trigonométriques; et réciproquement, connais-
sant 'une de ces lignes, on trouve I'expression de 1’angle
aigu correspondant en degrés, minutes, etc.

Lorsqu’il s’agit d’un angle quelconque, positif ou néga-
tif, d’un nombre de degrés connu, et pouvant excéder go°®
en valeur absolue, il est facile, d’aprés ce qui précéde, de
déterminer les signes de ses lignes trigonométriques; on' -
trouve ensuite leurs valeurs numériques dans les tables en
considérant I'angle aigu correspondant.

37. Mais si, réciproquement, on se donne le signe et'la
valeur nuntérique d’une seule des lignes trigonométriques

(*) On verra, n° 60 et 61, comment on « pu les calculer.




aa .. LIGNES

d’un angle qu, cette donnée, d'onr 'on dédmt, I'aide
des tables, I'angle aigu de Ou, soit avec Ox, soit avec son
prolongement négatif, ne suffit pas pour faire connaitre
complétement la direction de la droite Ou dans le plan
x0y. En effet,

. 1°. Soit donné sinz. Si I'on prend arhnralrement le
rayon r ou OM (fig. 6), on aura

y=rsina.

On connaitra donc 'ordonnée du point M, intersection de

la droite cherchée, et du cercle dont le rayon est 7. Or deux

points M/, M, ou M”, M™ (selon que sina est positif ou
négatif), jouissent de cette propriété. On voit que les deux
angles AOM/, AOM’, positifs et plus petits que deunx
droits, qui ont le méme sinus positif, valent ensemble deux
angles droits; ils sont suppléments I'un de I'antre. En gé-
néral, le, méme sinus appartient a deux droites symétri-
quement placées par rapport a I'axe Oy.
. Soit donné cosa. On aura

x=r cosa,

et 1 on connaitra ainsi I abscisse du point M. Or deux pomts ,

M/, M*, ou M”, M (selon que cosa est positif ou négatif),
_]oulssent de cette proprlele, et le méme cosinus apparuent

" A deux droites symétriquement placées par rapport a

I'axe Ox. .
3°. Soit donné tanga. On aura

¥
—=— tanga
z nga,

et il sera aisé de trouver sur la demi-circonférence positive

" un point qui satisfasse i cette condition : ce sera par exem-

ple M ou M, selon que tanga sera positive ou négative.

‘Mais, 'un ou {’autre étant trouvé, le point diamétralement
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opposé ayant des coordonnées de méme grandeur et de si-
gnes contraires satisfera également. Ainsi, selon que tanga
sera positive ou négative, les droites OM’, OM”, ou les
droites QM”, OM", satisferont a cette donnée. En général
la méme tangente appartient a deux droites dirigées en sens
contraires. :

38. 1l résulte de ces considérations, et des définitions du
n°® 32, que, si deux droites différentes font avec Ox des -
angles ayant le méme sinus, leurs cosinus sont numérique-
ment égaux et de signes contraires, etil en est de méme des
tangentes. En général, 4 une méme valeur de I'une des li-
gnes trigonométriques sinus, cosinus, tangente, répondent,
pour chacune des deux autres, deux valeurs numérique-
ment égales et de sigues contraires. .

39. Cette propriéié peut étre démontrée algébriquement
d’aprés les équations générales

. g x y
sm¢=‘7;: cosa =, langa =", y+x=r,

qui donnent

. a . - sina
sin“a +cos"a =1, tangx — .
cosa
Si sina est connu, on obtient
— = , sin «
cosa =+ Vi—sin'a, tanga = ——o—,
‘ * i1 —sin’a

les deux signes supérieurs ou les deux inférieurs devant ’
éire pris simultanément. '
.Si cosa est connu, on a de méme

. . ——

sin ¢ = =+ {1—cos’a, tanga =

Enfin, si tanga est connue, on a, en éliminant d’abord
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sina,

d’ou

cos® a (tang® & +-1)=1,
| . tang a
cosa = sinae =

I
:tVn—i-—tang'a’ vy +tangle
Ces formules ont lieu quel que soit I'angle «, positif ou
négatif. On les retrouve rapidement au moyen des deux
triangles semblables OM'P, ON'A de la fig. 6, en fai-

sant i :
OA= oM’ =1, M'P=sina, OP=cosz, AN'=tang«a,
ON' = séca = y1+tang’a.

Une des quatre derniéres lignes suffit pour déterminer cha-
cune des trois autres; et quand I'expression obtenue com-
porte un radical, on lui donne pour la généraliser le double
signe .

40. On conclut aisément de ce qui précéde qu’en géné-
ral, étant donnés le signe et la grandeur d’une des trois li-
gnes trigonométriques principales d’'un angle uOsx, et le
signe seulement de I'une des deux autres, la direction Ou,
dans le plan xOy, est complétement déterminée.

4°. Direction d’une droite hors des plans coordonnés.

41. Considérons maintenant le cas ou la -droite Ou,
dont il s’agit de définir la direction, n’est dans aucun des
plans coordonnés, et supposons, pour plus de simplicité;
que ces plans soient perpendiculaires 'i)es uns aux autres
(fg.7) ‘ S

~ Prenons encore sur la partie positive de la droite Ou,
un point M, 4 une distance r de I'origine O, et appelons
x,Y, %, les coordonnées de ce point; il est évident que la
direction Ou sera connue si 'on connait les - rapports
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';':a ‘-:-j e (rapports algébriqués, c’est-a-dire positifs ou né-
gatifs, chacun étant de méme signe que son antecédent)
car; en prenant r i volonté, on en conclura les valeurs des
trois eoordonnées, c’est-a-dire leurs longueurs et leurs sens,
ce qui déterminera la situation du point M (13).

La droite MP qui joint Fextrémité de r a I'extrémité de
Pabscisse x, est perpendiculaire a Ox. Il s’ensuit que x se-
rait également I'abscisse rectangnlalre du point M dans le
plan xOu. ‘

On a done (32)

et de méme

= cos'(u, ¥)s ;: cos (u, z).

Ainsi la direction de la droite Ou est déterminée par
les cosinus des trois angles qu’elle fait avec les trois axes
coordonnés.

42. Ces trois cosinus ne peuvent pas &tre pris arbitraire-
ment. En effet, on a entre les coordonnées rectangulaires
x, y, z, du point M, la relation (19)

’ x!+yl+z!='r2‘
ou ’

+r+_'—1’ . .o

qui, lorsqu on y substitue les valeurs du numéro precedem,
devient : o '

oos® (u, x) + cos’ (4, ) + cos? (u, z)=1.

Cette équation exprime un théoréme qu il importe de
retenir. -

~
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H en résulte. ceute consequence que, lorsque Von se
 donne les cosinus des angles qu’une droite Ou fait avec
. deux des axes ¢oordonnés rectangulaires, il ne reste d’indé-
terminé que le signe du cosinus de son angle avec le troi-:
siéme axe. '

43. Remargue. Donner le cosinus de Pangle qh’une‘
" droite fait avec un axe, c’est faire connaitre une nappe de
surface conique de révolution sur laquelle se trouve. ceute
“droite. Sil'on donne deux cosinus relatifs 2 denx axes dif-
férents, la droite est 'une des deux génératrices d’inter-
section de deux nappes coniques déterminées; il suftit,
pour compléter la détermination de la droite, de savoir si
I’angle qu’elle fait avec le troisiéme axe est aign ou obtus,
ct c’est ce qu'apprend le signe de son cosinus.

§ III. EXPRESSION TRIGONOMETRIQUE DE LA PROJECTION ORTHOGO-
NALE D’UNE DROITE OU D'UN CONTOUR POLYGONAL SUR UN AXE,

44. Soient deux axes.coordonnés rectangulaires Ox, Oy
(fig- 8) et soient, dans le méme plan, deux points M/, M”,
dont, les coordonnées sont x’, 5/, x”, y”. Les projections
x" —x', y"—y', de la droite M'M”, peuvent étre expri-
mées en fonctions de 1a longueur M'M”, et de Pangle que
cette droite, prlse dans le sens M'M”, fait avec Ox. -

En effet, si 'on méne WX et M'Y, paralléles 2 Ox et a
Oy, et de méme sens, les coordonnées X, ¥, du point M,
par rapport i ces nouveaux axes rectangulalres, seront des
mémes grandeurs et des mémes signes que les projections
2" —x'yy"— y', etI'angle de M'M” avec M'X sera de
méme grandeur et de méme signe qu’avec Ox. Or, par les
définitions du n° 32, on a,’en faisant MM’ = u,

X = ucos (u, X), =usm,(u, X).

Donc, si 'on représente par (u, x) 'angle que la droite
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M'M fait avec I'axe des x, on a pour les pmjecnons or-
thogonales de M'M” o

2’ —x = ucos (u, fr), y"—y = usin (u, xj.

~ On remarquera que, dans ces formules, les lettres 2", 2/,
¥”,y'; des premiers membres, représentent des longueurs

" affectées de signes : la lettre u, hors de la parenthése, est
une longueur seulement; les lettres u et x, dans la paren-
these, désignent la droite M'M” et 'axe de projection, con-
sidérés quant a leurs directions.

45. La formule

— &= u cos (u, x)
est également vraie pour la projection orthogonale d'une
droite sur un axe Ox qui ne serait pas dans un méme plan
avec la droite, pourvu que par I'angle des deux droites
quelconques dans Uespace an. entende I'angle qu’on ob-
tient en faisant partir d'un point quelconque deux cétés
paralléles a ces droites, et de méme sens qu ‘elles.

En effet, la projection orthogonale P'P/ (ﬁg 9) dela
droite M'M” sur I'axe Ox s'obtient en menant par M’ et M"
deux plans M'C'P', M"C" P’ perpendiculaires a Ox, etle
rencontrant en P et P’. Si, par ', on méne M'X paralléle
a Ox, et de méme sens, la projection M'N ou X, de M'M”,
sur ce nouvel axe, sera de méme longueur et de méme si-
gne que P'P”, puisque ce sont deux paralléles de méme sens
comprises entre deux plans paralléles. Or, la ligne proje-
tante M’N étant perpendiculaire 4 M'N, on a, comme au
nuniéro précédent,

M'N ou X = ucos (u, X),
donc

a2 — ' == u cos (u, x);

c'est-a-dire que la projection orthogonale d'une droite sur
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 un axe quelcongue est égale (méme grandeur et méme si-
gue) au produit de la longueur de cette droite par le co-

sinus de U angle gu'elle fait avec Paxe. -

46. De cette proposition, et de celle du n° 22 on tire la
conséquence suivante, dont nous ferons un fréquent usage :

Tatoreme. Si un themin polygonal M'M'M"... M con-
duit du point M’ au point M, la somme algébrigue des
produits des chemns rectilignes partiels M'M", M"M”,...,
multipliés chacun par le vosinus dé U'angle qu'il forme
avec un axe quelconque, est égale & la projection ortho-
gonale du chemin direct M'M sur le méme axe. :

La formule qui renferme ce théoréme est

x—x=u’cos(u,x)+u”cos( ) X)—+ u” cos( u” x)
et s’exprime en abrégé par

x—a' =X ucos (u, x),
en remplacant par la notation £ le mot somme appliqué a
une suite de termes semblables, et en désignant par u la lon-
gueur de chacun des cotés du contour, dont I'angle (u, x)

~avec I'axe doit étre pris en ayant egard au sens dans lequel
ce cbté est décrit. :

47. La formule du n° 43, étant appliquée aux projec-
tions d’une droite u-sur trois axes coordonmnés rectangu-

laires, donne
x"—x’ = ucos (u, x),

y"— 9" = u cos (u, y),
2" — z' =u cos (u, z).

En y joignant I’ equauon du n° 24
( .xJ)’ +(y” /)’ (zll_z()l =u’,

on voit qu'il suffit de connaitre les longueurs et les signes
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des trois projections X’ — &/, y"—y’, z’— 2/, pour en eon-
clure la longueur u, puis les grandeurs des trois cosinus,
. qui ont d’ailleurs les mémes signes que les projections.

48. ProsLime. Connaissunt les coordonnées x, y, z,
dun point M relativement & trois axes coordonnés quel-
conques Ox, Oy, Oz, trouver Uabscisse orthogonale X du
méme point, comptée a partir de la méme origine O, sur

un aze OX, faisant, avec les trois axes coardonnes, des
angles connus. .

L’abscisse x et deux paralléles aux coordonnées y, z,
forment un chemin polygonal conduisant de I'origine O au
point M (14), et la somme algébrique de leurs projections’
orthogonales sur O X est égale 2 X, projection de OM sur
le méme axe (22). D’apreés cela, supposant les coordonnées
x, ¥, z, positives, on a (46)

X=2x cos (x, X) +y cos (y, X) + z cos (2, X),

les parenthéses indiquant les angles du nouvel axe OX, pris
dans son sens positif, avec les trois coordonnées, ou, ce qixi
est la méme chose, avec les trois axes coordonnés, pris dans
leur senspositif. Maintenant, si I'une des coordonnées, x par
exemple, était négative, il est clair que sa projection devrait
avoir un signe contraire a celui qu’elle aurait eu dansla
premiére hypothése; or il suffit, pour cela, dans le produit
x cos (%, X), de donner a la valeur particuliére de x, pre-
mier facteur de ce produit, le signe qui lui appartiept
d’aprés ‘son sens, et d’entendre toujours par la notation
(%, X) I'angle des axes Ox, OX, donné d’aprés lénoncé de
la questlon.

'49. Prosrime. Connaissant les angles que deux droites
quelconques ou leurs paralléles de méme sens OX, OY,
font avec trois axes rectangulaires O x, Oy, 0z, trouverle
cosinus de I'angle (X, Y) des deux droites entre elles.
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Sur la partie positive de la droite OY prenons une lon-
gueur OM désignée par ¥; sa projection orthogonale, ou
I’abscisse du point M sur la droite O X, sera

X=Yeos (X, Y),
et les coerdonnées x, y, z, du méme point M, seront
x=2XYcos (Y, x), y=UFcos(Y,y), z=Y cos (Y,z).

La substitution de ces expressions dans Péquation’du
numéro précédent donne, le facteur ¥ étant supprimé,

cos (X, Y) = cos (X, x) cos (Y, x) + cos (X, y) cos (Y, y)
~+ cos (X, z) cos(Y,z).

50. Dans le cas ou I'angle (X, Y) est droit, on a

cos (X, Y) = o,
donc
cos (X, x) cos (Y, x) + cos (X, y) cos (Y, y)
~+ cos (X, z) cos (Y,z) =o.

§ IV. FORMULES DE TRIGONOMETRIE PLANE. -

B84, Tatorime. Deux angles a,— a, de méme grandeur
et de signes contraires, ont le méme cosinus, et des sinus de
méme grandeur, mais de signes contraires.

En effet, si x et y sont les coordonnées de I'extrémité M
* de I'arc de rayon r qui mesure I'angle «, et si ' et y' sont
les coordonnées de I'extrémité M’ de I'arc de méme rayon
qui mesure I'angle—a, il est aisé de voir que; les deux

points M, M’ étant symetnquement placés par rapport a
Paxedes x, on a

r=x et y=—y'y .
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ce qui, d’aprés les formules
) T = rcosa, y =rsina,
x'=rcos (—a), . y'=rsin(—a),
conduit évidemment a la double proposition énoncée, sa-

voir :
sin (—a) = — sina, cos (—a) ==rcosa.

52. Comorrare. Des équations x=x'et y=— y’, on
tire, d’aprés les définitions du n° 32,

tang (—a) = — tanga, col(—a) =—cota,
séc (—a) =séca,  cosée(—a) = — coséca.

53. Tatorkme. Si la somme algébrique de deux angles
vaut un angle droit positif, ou, en d’autres termes, si deux
angles sont algébriqguement compléments U'un de Uautre,
le sinus de l'un de ces angles est égal au cosinus de
lautre. ‘

Cest ce qu'exprime 1'une ou 'autre des équations
sina = cos (go®—a) et cosa = sin(go® —a),

a étant un angle quelconque, positif ou négatif, d’une va-
leur absolue plus petite ou plus grande que go°, mais I'un
des angles a et go® — « étant nécessairement positif.

Démonstration. 1°. Si les deux angles sont positifs, et
qu'on ait a+a’= go°, chacun d’eux est plus petit qu'un
angle droit. Il faut démontrer qu’on a

sina = cosa/, cosa=sina’.

.Soit « (fig. 6) I'angle M'Ox; o' est donc égal a M'Oy.
On a, par les définitions du n° 32,

y=rsina, x=rcosa.

Mais x peut étre considérée comme ordonnée M'Q, et y
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comme abscisse 0Q, du point M'; ét, puisque la droite O'M

fait, avec I’axe des abscisses, dans ce cas, I'angle 2/, on a
x=rsind/, y=rcosa'.

On tire de ces quatre équations les relations énon-
cées.

2°. Si 'un des angles est négatif, et qu’on ait a’—a"=—g0°,

. en désignant par ' et a” des valeurs absolues, il faut dé-

montrer qu’on a
. sina'=cos(—a") et cosa’=sin(—a’),
ou, ce qui revient au méme (84),

sina’ = cosa’” et cosa’'=—sina"

pour des angles absolus «', &, dont la différence o/ — a” est
de go°, c’est-d-dire que, si la différence de deux angles
vaut un angle droit, le sinus du plus grand est égal au
cosinus ‘du plus petit, et le cosinus du premier a la méme

. waleur numérique que le sinus du second, mais un signe

contraire.

Pour le démontrer, soit (fig. 10) M"Ox=2o", le plus
petit des deux angles, et M'Ox =a’, qui excéde «” d’un
angle droit. Quels que soient d’ailleurs ces deux angles, les
deux points M”, M', sont aux deux extrémités d'un.arc de
go°, sur une circonférence ayant l'origine des coordonnées
pour centre; d’ou il est facile de conclure, en examinant
tous les cas possibles, que I'ordonnée d’'un queleonque de
ces points a la méme grandeur absolue que I'abscisse de
'autre; mais que I'abscisse du point M’, le plus avancé des
deux sur la circonférence, est de signe contraire a 1’ordon-
née de Pautre point M’, tandis que 'ordonnée de M’ a le
méme signe que I'abscisse de M”. Ainsi

I YA "
y=x" et x'=—y".
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Or, en substituant dans ces équations. les valeurs géné-
rales ' "

y'=rsina', x'=rcosa’, x"=rcosa", y"=rsina’,

on arrive aux relations qu'il fallait démontrer :

sina’ =cosa” et cosa'= —sina”.
54. Cororramre 1. Si la somme algébrique de deux an- .
gles vaut un angle droit positif, le produit de leurs tan-
gentes est égal & Vunité, ou, ce qui revient au méme, la
tangente de l'un est égale a la cotangente de Uautre,
En effet, « et a’ satisfaisant a 'équation
. a+a'=go°,
les relations
sina = cos 2/, cosa = sina/,
,__sina’

Sina
tanga = » tanga'=
. CcOoSa CO

conduisent &
tanga tanga’ =1, ou tangaz = cota'.

Cororrame IL. Si la différence de deux angles vaut un
angle droit positif, le produit de leurs tangentes est égal
a —1. s

En effet, de x—a'=go° on conclut

sina=cosa’y, cosa = —sina/,
d’o, en divisant,

! ou . tanga tanga’ ==
tanga’’ ‘ 8 §x =1

58. ProsLiMEe. Trouver les expressions de sin (a == b) et
de cos (a==b) en fonctions de sin a, cosa, sinb et cosb,

Soient deux axes rectangulaires Ox et Oy, dont le sc-

cond fait avec le premier un angle droit positif, et soient
3

tanga = —
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dans le méme plan deux droites OA et OB, qui fout avec
Ox deux angles quelconques, positifs ou négatifs. Posons
x0A =a et xXOB = b, et appliquons la formule générale
du n° 49, dont le dernier terme disparait, parce que Iaxe
Oz est perpendiculaire aux droites OA et OB. L’angle de
OA avec OB étant, dans tous les cas possibles (31), exprimé
par ladifférence a— &, nous avons (49)

cos (a—b) = cosa cosb +cos AOy cosBOy.
Or il est aisé de voir, en faisant au besoin une figure ou

I’on donne soit 2 OA, soit 2 OB des directions qui embras-
sent tous les cas possibles, qu’on a toujours

AOy===(go°—a) et BOy=c=(go°—5),
© et par conséquent (31 et 33)

cosAOy=sina et cosBOy=cosb.
L’équation:ci-dessps devient donc

cos (@ —b) = cosa cos b +sinasin b,
- * et répond & I'une des parties de la question proposée.

En remplagant dans cette formule b par —b, on a avee
la ' méme généralité '

cos (a+b) = cosa cosb — sina sinb.

Pour obtenir sin (@ 5), il suffit de remarquer (53) que
cette quantité est la méme que cos (9o°—a—b), et d’appli-
~ quer la formule de cos(a—&) en remplagant a par
go°— a, el conséquemment cosa parsina, et vice versd.
On obtient ainsi la formule générale

sin (a+b) =sina cosd + cosasinb,
" et, en y rempldgant b par — b, .

sin (a—b) = sina cosb — cosa sinb. .
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~ Les quatre formules qui précédent, et dont une quelcon-
que permet de conclure les trois autres, se résument ainsi :

sin (@) = sina cosb=+ cosa sin b,
+c0s (a=b) = cosa cosb =sin a sin b.
56. Cas particuliers: 1° b =a, 2°b = 2a.
1°. ° sinaa=2sina cosa, N
‘cos2a = cos’a — sin®a —1— o sinta,

on
cos2a=—2cos*a —1.

En remplagant 2a par a, et par conséquent a par } a, on.
tire de ces deux derniéres formules :

. \/l—cosa
sln - a=— —_————)
2 2

1 I
cost a___\/ ~+cosa.
2 2

Exemrie. a= 90°,. sin 45°= ;'os45° = -;- Va.

2°, On trouvera aisément
sin3a = 3 sina — 4sin’a
et. ; ' ’ .
.c083a = 4 cos*a— 3 cosa.

87. Des formules du n° 85, etde la relation géniérale

' sing _

: cosa 8%,

on tire . ;

‘ A tang (a + 5) — langa+tangh
. 13- tangatangb

8. Cas particuliers: 1° b —a, 2°b = 2 4.

o _ ‘2tanga
1° tangna:—_g, o)
I —lang’a
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d’ou .
tanga = — 1 y/1+ tang’ 2a
tang2a
2°. tang3a = Stanga — tang'a,
1— 3tang’a

59. En combinant par addition et soustraction les ex-
pressions trouvées au n° 55, on a
sin(a + b) + sin(a — b) = asina cosb,
sin(a + b) — sin(@a — b) = acosa sinb,
_ cos(a + b) + cos(a — b) = acosacosb,
~ cos(a+ b) — cos(a— b) = — 2sinasinb.
Faisons A
_ a+b=p e a—b=y,
d’'ou
a= m et b= P;q.;
2 2.

nous obtenons
P—4q

CO8 —
2

. sinp + sing = asin I%q

sinp — sing = 2cos L-:q» sin ’%q»
o N .

cosp -+ cosq = acos’f_"'_q cos ’-’—:—g,
c0s g cosp = nsmP 9 sin 2— . 1,

formules qui servent a transformer une somme ou une dif-
férence en un produit (79 et 80).

Des deux premiéres on tire
‘ P+q

. . ang
sinp -+ sin q_ ,

sinp —sing

2
umgP:q

relation qui sert dans la résolution des triangles (67)
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60. Nous avons dit (36) que I'on posséde des tables qui
font connaitre, au degré d’approximation désirable, les
rapports appelés communément lignes trigonométriques
d'un angle aign quelconque. Ces tables ont été calculées
par des méthodes ingénieuses et savantes qu’on. peut étu-
dier dans les ouvrages spéciaux sur cette matiére. Il nous
suffit de ‘faire comprendre ici la possibilité d’arriver aux
mémes résultats a I'aide des formules qui viennent d’étre
démontrées. .

Nous remarquerons d’abord que, lorsqu’un angle est
trés-petit, 1'arc qui, ayant pour rayon I'unité, lui ‘sert de
mesure, est sensiblement égal 4 son sinus; ce qui signifie
que, si l’on fait décrottre indéfiniment I'angle, le rapport
de arc au sinus approche autant qu’on veut de l'unité.

En effet, si 'on suppose dans la fig. 6 le rayon OA =1
et'angle AOM'= «, 'ordonnée M'P et la tangente AN’
auront précisément pour expressions celles de sina et de
tanga (32); et si 'on compare 'arc AM' a 'ordonnée M'P,
et I'aire du secteur OAM' a celle du tr 1angle OAN’, on éta-
blira les mégalltes suivantes:

1. MP<cordeAM'<<arcAM’, - .

dot .
sina < arca;
done '
arc «
sin > 1
2% sectear OAM’ < tmangleOAN 'y
; iOAXarca<-2£OAxtanga, \
dot (39)

sin @

arco <



38 .GALCUL DES LIGNES
donc '

arcaz I
<

sina S cosa

o s . arc « . o .
Ainsi le rapport —ﬁ est toujours compris entre I et
1 1
——- Or, 4 mesure qu’on fait diminuer «, le nombre ——,
cosa cosz

quoiqué toujours supérieur i 'unité, en approche autant

‘ . : arc
qu'on veut. Donc il en est de méme du rapport ——— et
. @

_Cest ce qu'on exprime en disant que ce rapport, quand
Pangle « décroit, a pour limite I'unité. :
On prouveran avec la méme facilité que le rapport
ltanga
arca
pour limite 'unité : proposition qui nous servira dans la
‘suite de ces legons. '
Nous allons maintenant démontrer que la différence
entre larc et le sinus d’'un méme augle est moindre que
le quart du cube de Uarc.
En effet , on a (56)

s> quand I'angle « dev1ent de plus en plus petit, a aussi

. . & 3
. S1na == 2S81n — COS —
2. 2

Multipliant cette équation par I'inégalité précédemment
démontrée -

arca @
COS —9
2

. a
Sln;>

. .1
et supprimant le facteur commun sin Se,ona

Al
. 1
sina > arca cos® 5%

ou

. . a
sine > arca (1 . sm’;);
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d'ou

. ! . a
arcee — sina <{ arcg sin* 3

Multipliant cette inégalité par I'inégalité de méme espéce
sin’-g < __L(arza 29 '

. N . a . .
et supprimant le facteur commun sin® 5y on obtient l'iné-
galité énoncée

. arc )®
arca — sina <(—---4-ﬂ

Appliquons cette propriété a I'angle de 10", qui est le
plus petit angle des Tables usuelles de Callet.

On sait que le rapport de I'arc 180° ou de 648000” au
rayon est 3,1415926. . . .

Nous aurons donc

arc10"= -3-’—1622—‘3-22 = 0,00004 84813 681...,

et, par suite,
. :
A (arc10”)* = 0,00000 00000 00032. . .;

dou il résulte que la différence entre 1'arc de 10” et son
sinus ne sera sensible qu’a partir de la treizi¢éme décimale .

Ainsi avec une erreur moindre quune unité décima
du treiziéme ordre , on peut écrire ) K

sin1o” == _0,06004 84813 681.
En mettant cette valeur dans la formule -
cos10’ = ﬁm
on trouve avec le méme degré d’exactitude

cos 10" = 0,99999 99988 248.
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61. Au moyen de ces deux nombres et des formules du
n° 56, on pourrait obtenir les valeurs des sinus et cosinus
de tous les angles différant entre eux de 10” depuis o jus-
qu'a 45° et les résultats ainsi obtenus s’appliqueraient
immédiatement a tous les angles depuis 45 jusqu'a go°,
attendu que le sinus et le cosinus d'un angle sont res-
pectivement le cosinus et le sinus de 'angle complément
du premier. o '

Quant aux autres lignes trigonométriques, on les dé-

sina

terminerait ensuite 4 I'aide de la formule tanga = coss &

de la septiéme remarque du n° 35.

§ V. RKSOLUTION PES TRIANGLES RECTILIGNES.

1°. Triangles rectangles.

62. Quatre cas différents se présentent dans la résolu-
tion d’un triangle rectangle ABC, suivant que I'on donne
" 1° L’hypoténuse et les angles,

2°. L’hypoténruse et un coté d’angle droit,

3°. Un coté d’angle droit et les angles,

4°. Deux cotés d’angle droit.

En appliquant les définitions du n° 32, et en y rempla-
¢ant 7 par I'’hypoténuse du triangle, on vérifiera facilement
e tableau suivant, dans lequel @ représente 'hypoténuse,
. b et cles cotés opposés aux angles aigus B, C. Quand I'un
de ces angles est donné, 'autre s’en déduit.
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DONNEES. . FORMULES.

. a,B. | b=asinB, c=acosB.
2°. a, b. | sinB ou cosC::Z; c=y/(a+b)(a—10);
a posteriori c=acosB ou c¢=btangC.

¥ ¢, B |a= b= ctangB.

c
cosB’
. b .

. b, c tangB:z;

. . c
a posteriori q:m ou a::sinB.

63. Les tables trigonométriques en usage donnent les -
logarithmes des lignes ou rapports trigonométriques , au
lieu de leurs valeurs numériques. I} en résulte I'avantage
de n’avoir a faire que des additions et des soustractions
pour appliquer les formules ci-dessus. Nous expliquerons. -
plus loin I'usage qu’on fait de ces tables. . ‘

2°. Résolution des triangles obliquangles.

64. I** Cas. On donne les angles et un c6té a, en dé-
signant parmi les angles connus l'angle A oppose ace
cOté. _

Du sommet C abaissons (fig. 11) la perpendiculaire %
sur le coté opposé c, et, soit que les angles A et B soient
aigus, ou que I'un d’eux soit obtus, nous aurons

h=asinB, h=0"4sinA,
J'on :
__asinB
~ SinA

L’équation enelalc a_sinA dcmomn, ce théoréme :
‘eq 8 b sinB
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Dans un triangle rectiligne quelconque , les sinus des an-
gles sont proportionnels aux cétés opposés.

65. II* Cas. On donne deux cétés, a et b, et U'angle A,
. opposéa l'un d’eux, a.
. D’aprés le théoréme précédent, on a

sinB = M ’
. a
. puis

C=180—(A+B) e o=230C.
Au plus petit des deux cotés a, b, est opposé le plus petit
des deux angles A, B. Donc, si a > b, B est aigu, son
: sipus suffit pour le déterminer; il y a toujours une solu-
tion.

Sia<b, l’angle A donné ( ﬁg 12) est aigu; B peut étre
aigu ou obtus pour le méme sinus. Donc il y a deux solu-
nons, pourvu qu’on trouve

bsinA

sinB<1 <1

oua > b sinA; c’est-a-dirc a > k.
Si 'on demandalt 1mmedlatement le c6te e il faudrait

poser
¢c=AD=+DB= bcosA+Va —b'sin’A.

- 66. III* Cas. On donne deux cétés, a, b, et'T angle
compris C.

1°. On demande & priori le cbté c.
~ Soient x et y les coordonnées rectangulaires du poxnt B
(fig. 13), CA étant pris pour axe des x et C pour origine;

x est négative si I’angle est obtus. Dans tous les cas on a
=y +(b—x) y'=a*'—x*, x=acosC.’

Les deux premiéres équations, ajoutées membre a mem-
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bre, donneﬁt la relation-connue gh géométrie élémentaire
&= é’ + b —abx;
et; en y\substituént Iexpression de x, on a
c*=a'+b'—aab cos C.
¢ étant ainsi déterminé, on rentre dans le premier cas (64).
2° On peut déterminer & priori I'angle A par sa ~tan-

gente. Soit que C soit aigu ou obtus, et quelle que soit
aussi la grandeur de A,ona :

r - asinC
—z _ b—acosC

tangA = yy—

La grandeur et le signe de tang A faisant connaitre A, et
par suite B, on rentre dans le premier cas (64); et 'on cal-
cule ¢ par I'une des deux formules suivantes:

__asinC bsmC
— sinA’ =~ sinB

11 est bon de vérifier si les angles A, B, trouvés, satisfont
a la condition (64) 2
a . b
SinA — sinB’
3°. Autre solution,qu’on présente ordinairement comme
plus propre  I'emploi des logarithmes, quoiqu’elle ﬁ’éxige ‘
pas moins de calculs que la précedente pour arriver aux in-
conuues A, B et c.
C fait connaitre A + B; on cherche A— B..
De la relation ’

sinA
sinB

>R

on conclut '
sinA——sinB»_ a—b
sinA 4sinB~ a—+ b~
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Donc, d’aprés la derniére équation dun®59,0na

tngi(A—B) _a—b .
tangs(A+B) a+b’

d’ott I’on tire . . :
tang~ (A—B).

Connaissant

1 . o

~(A+B=m° & >(A—B)=n,

‘on aura : :
A=(m+n)°, B=(m—n)°,

et on achévera comme dans la deuxiéme méthode.

07. IVe Cas. On donne les trois cétés.
La formule démontrée au commencement du numéro
. précédent donne

a® = b* 4 c* — a bc cosA,
soit que l'angle A soit aign ou obtus. Donc

b+4c—a?

cosA = "2be

Pour obtenir une formule plus propre a I'emploi des lo-
garithmes, an reconnait  I'inspection de la premiére équa-
tion l'utilité de remplacer cosA par un binéme dont un
terme soit égal & 'unité, savoir (56) :

. g A A
cos A =1—2sin? = ou cos A = 2 cos’ — —I.°
Cette équation devient ainsi I'une des suivantes :

4.bc sin’%:a’— (b—cl)’z (a+b—c)(a+c—d),

- 4bc cos’-?-: (b+c)* —a* = (a+b+c) (b+c—a).
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En posant, pour abréger,
3 a+b4c=2p,

on obtient .
s A p=b(p—0)
et
A_ . /plp—a).
) . COS.; = . Mb}_ 3
d'ou )

A_ /=02
tang— =\ / —2 .
=V o—a
" Langle %I étant nécessairement < 9o°, se trouve déter-

miné par I'une de ces trois formules. Quand il différe pen
de go°, il vaut mieux le déterminer par son cosinus que
par son sinus. C’est le contraire quand il est petit. A étant
trouvé, on calcule de méme B, puis C pour vérification.

68. Surface d’un triangle en fonction de ses trois
cotés.

S= -;-bc sinA =-;—bé J(1+ cosA) (1—cosA,

En substituant I'expression ci-dessus de cosA, et repré-
sentant encore le périmétre a + b4c par 2 p, on trouve
la surface cherchée

8= Vp(p—a)(p—b) (p—c).

§ VI. TRIGONOMETRIE SPHERIQUE.

8. Trois arcs de grands cercles, qui joignent trois points
situés sur une méme sphére, forment un triangle sphé-
rique. Les trois cdtés s’évaluent ordinairement en degrés;
les angles sont ceux que forment les tangentes aux cotés en
leurs points d’intersection.
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- A tout triangle sphérique correspond un angle triédre,
dont les arétes sont les droites menées du centre de la sphére
aux trois sommets du triangle. Les angles plans ou faces
du tri¢dre sont mesurés par les cdtés da triangle sphérique,
et les angles diédres des faces ont la méme mesure et la
méme expression que les angles de ce triangle.

Les problémes ot au moyen de données suffisantes on se
propose de calculer les cétés ou les angles inconnus d’un
triangle sphérique, sont précisément les mémes que ceux ou
il s’agit de calculer les faces ou les angles diédres d’'un an-
gle triédre. C’est ce dernier point de vue que nous adop-
tons pour rechercher les relations qui existent entre guatre
~ des six quantités, cotés ou angles d’un triangle sphérique.
Il n'y a que quatre combinaisons distinctes a étudier.

70. 1°. FormuLE FonpaMENRTALE. Relation entre les trois
cétés et un angle. Pour trouver cette relation, supposons
que, donnant deux faces b et c d'un triédre et I'angle com-
© pris A, on demande la troisi¢éme face a opposée a A. Pre-
nons pour plan de la fig. 14 celui de la face b représentée
en POP’. Soient rabattues sur ce méme plan les faces c et
a, savoir : la face ¢ en POM et la face a en P’OM'. Pour -
reformer le triégdre, il suffirait de faire tourner la face ¢ au-
tour de l'aréte OP, et la face @ autour de OP’, jusqu’a ce
que les deux c6tés OM ct OM' vinssent a coincider et former
ainsi la troisiéme aréte dans I’espace. Cherchons sur la fi-
gure la projection d’un point de cette aréte, et, pour cela,
supposons que, dans le rabattement des faces latérales, ce
point soit venu en M sur le cdté rabattu de la face c, et en
M’ sur celui de la face a. Les deux distances OM et OM’
sont égales. Les deux points M et M/, en tournant, I'un an-
tour de OP, I'autre-autour de OP’, ne sortent pasdes pians
projetés dans la figure suivant les droites MPN et M'P'N,

respectivement perpendiculaires aux charniéres. Donc les
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deux points M et M’ se réunissent dans I'espace en un point,
dont la projection est 'intersection N, et dont la distance a
ce point est I'ordonnée d’'une circonférence ayant son cen~
tre en P et son rayon égal 3 PM. En rabattant cette circon-
férence autour de MN, et achevant le triangle rectangle
PNM,, on obtient non-seulement la distance NM, , dont nous
venons de parler, mais I'angle rectiligne M,PN qui mesure
Vangle diédre des deux faces b et c, angle que nous dési-
gnons par A, comme opposé a la face a.

La construction que nous venons de rappeler, et qui est
enseignée dans les traités de Géométrie descriptive, se tra-
duit trés-aisément en une formule de Trigonométrie. Me-
nons PQ perpendiculaire 4 OP' et NR paralléle et égal a
P'Q. Posons OM = OM' = r. Nous avons, en remarquant
que PN =PM, cosA, et PM, = PM =rsinc,

r cosa = OP’ = 0Q + RN
= OP cosb + PN sind

= rcosc cosb + rsinc cosA sinb.

Ainsi, en sapprimant le facteur r, que nous aurions pu
a priori faire égal & 1, nous obtenons la relation cherchée, =
qui s’applique évidemment 4 un quelconque des trois angles
diédres. On a donc, au moyen d’une permutation tour-

nante, dans laquelle les lettres se remplacent dans I'ordre
a, b,c, a, '

( cosa == cosb cosc + sind sinc cosA,
(1) cos b = cosc cosa + sinc sinacosB,

cos ¢ = cosa cosd —+ sina sinb cosC. -
v .

" 7TA. 2°. Relation entre deux cétés a, ¢ et les angles
opposés A, C. On peut conclure cette relation des équa-
tions précédentes ; mais on l'obtient immédiatement d’aprés
la fig. 14, dans laquelle le triangle P'NM|, analogue & -
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PNM,, donne 'angle diédre C, opposé 4 la face c. On a
i M;N=M/N,
c’est-a-dire
rsinc sin A = rsina sinC.
Donc, en général,

) sinA _ sinC _ sinB
(2 ' sina ~ sinc ~_ sinb

72. 3°. Relation entre deux cétés b et c, Uangle A
quw'ils comprennent, et un autre angle C ou B. Soit & trou-
ver une équation entre b, ¢, A et C. On 'obtiendrait en
éliminant a entre deux des équations (1); mais plus sim-
plement, d’aprés la fig, 14, en remarquant qu’avec les don-
nées b,.c, A, on pourrait construire OMP, PNM,, NP/, et
par suite NP’'M, on a '

e G — VML _ NM, S
%= NP = PQ — PN cos?
sinc sinA

) ~ coscsinb — sinc cosA cosb’
. o -
ou bien
cotCsinA = cotc sinb — cosb cotA.

On a de méme, eu égard aux permutations possibles :
cotB sin A == cotd sin ¢ — cosc cosA,
cotA sinB = cota sinc — cosc cosB,

(3) cotC sinB = cotc sina — cosa cosB,
cotB sinC = cotb sina — cosa cosC,
cotA 5inC = cota sinb — cosb cosC.

73 TriANcLEs OU TRIEDRES SUPPLEMENTAIRES. La pro-
position que nous allons exposer sert a obtenir une rela-
tion entre les trois faces et un des angles diédres d’un an-
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gle triédre. L’équation qui Iexprime peut, il est vrai, se
déduire des équations; (1) par I'élimination de deux faces;
mais on y parvient d’une maniére plus simple et plus facile
a fixer dans la mémoire > par la considération d’un triédre
auxiliaire.
Quel que soit le premier triédre OABC (fig. 15), abais-
sons d’un point (¥, pris dans son intérieur, une perpendi-
culaire sur chacune de ses faces, savoir : O’A’ perpendicu-
laire sur la face BOC ou a, O'B’ sur la face COA ou b, O'C’
sur la face AOB ou c.
Nous formons ainsi un second angle triédre, dont le som-
‘met est O’, et dont les faces rencontrent celles du premier
suivant les droites A’B, BC’, C'A, AB’, B'C, CA'. 1l en ré-
sulte un hexaédre, dont les sommets O et O’ sont diagona-
lement opposés, et qui deviendrait un parallélipipéde rec-
tangle dans le cas particulier ou le tri¢édre primitif aurait
-chacune de ses trois faces égale a un angle droit.

. Par construction, les trois arétes O’A/, O'B/, O'C’ du se=
cond triédre sont perpendiculaires aux faces a, b, ¢ du pre- .
mier. Il s'ensuit que, réciproquement, les trois arétes OA,
OB, OC du premier, sont perpendiculaires dux faces a', ¥/,
¢’ du second ( nous désignons ainsi les faces respective-
ment opposées aux arétes O’'A’, O’'B/, O'C'). En effet, par
exemple la face ' ou B'O’C’ étant perpendiculaire au plan
OAB'C (a cause de la perpendiculaire O’B’) et au plan
OAB/C (i cause de la perpendiculaire O'C’), est par con-
séquent perpendiculaire a leur intersection DA. :

De la cette conséquence importante : que les faces de
chacun des deux triédres sont, quant a leur mesure, les -
suppléments des angles diédres de I'autre, car, par exem-
ple, la face B'O’C’ ou 4’ étant perpendiculaire a aréte OA,
I'angle dieédre C'OAB’ ou A a pour mesure I'angle recti-
ligne C’AB’, lequel est supplément de I'angle B’O’C’,
puisque les angles O'C’A, O’ B’A sont droils.

4
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" En généralisant cette remarque, on voit que si

a, b, c sontles faces du premier triédre,

A, B, C les angles diédres qui leur sont opposés,

a’, b', ¢’ les faces du deuxiéme triédre respectivement per-
pendiculaires aux-arétes des angles A, B, C,

A', B, C’ les augles diédres opposés aux faces ', &/, ¢, on a
entre les mesures en degrés de ces angles les
relations :

180°=A+a =B+b =C+¢
=A'4+a =B +b =C-c.

.

- Clest en vertu de cette propriété que les deux angles trié-
dres sont dits supplementazres I'un de 'autre.

Il est clair qu’a deux triédres ainsi constitués répondem
deux triangles sphériques, dont les cotés et les angles omt les
mémes valeurs numériques, et par conséquent les mémes
relations que les douze quantités que nous venons d’écrire.
Ces triangles sphériques sont dits supplémentaires 1'un de
T'autre.

74. 4°. Relation entre les trois angles et un cété d'un
triangle sphérique. C'est celle qui existe entre les angles
diédres A, B, C d’un triédre et la face opposée a 'un d’eux;
et elle se rattache i celle qui a lieu entre les trois faces o/,
b', ¢’ du triédre supplémentaire et I'angle diédre opposé a
Pune d’elles.

Les formules (1) dun® 70, appliquées aux angles a’, 4/,
¢’y A/, B’ et €' qu'on remplace ensuite par leurs valeurs

_180°—A,180°—B, 180°—C, 180°—a,180°—b, 180°— ¢,
deviennent, par changement de signes des deux membres :

cosA = — cosB cosC 4 sinB sinC cosa,
(4) cosB = — cosCcosA + sinC sin A cosb,
cosC = — cos A cos B + sin A sinB cosc.
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Résolution des triangles sphériques.

75. Les six cas différents deviennent a.nalogues.deux a
deux par la considération du triangle supplémentaire.

Ie* Cas. Sont donnés les trois c6tés. Les équations (1)
déterminent les cosinus des angles.

II* Cas. Sont donnés les trois angles. Les trois équa-
tions (4)'font connaitre les cosinus des cdtés.

III* Cas. Sont donnés deux cétés et U'angle compris.
L’une des équations (1) détermine le cosinus du cdté in-
connu. Le reste du calcul rentre dans le I** Cas.

On peut rendre I'équation (1) plus propre a I'emploi des
logarithmes au moyen d’un angle auxiliaire. On a successi-
vement

cosa = cosb (cosc + sinc tangb cosA) .
= cos b (cosc + sinc tangp)
cosb

= —— (coso cos sing sinc
c059( $@ cosc -+ sing sinc),

de sorte que I'angle a est détermme par les deux equauons

trés-simples
_ tangqa = tangd cosA
et '

cosb
cosa = cos (¢ — o).
cosg

Ive CAS. Sont donnés deux angles et le c6té compris.
L’une des équations (4) fait connaitre le cosinus de I'angle
inconnu ; le reste rentre dans le II°¢ Cas.

On peut faire subir a I'équation (4) une transformation
analogue a celle qui vient d’éire indiquée pour I'équa-
tion (1).

Ve Cas. Sont donnés deux cotés a, b et langle A op-
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posé 4 Vun deux. La formule (3) sert a calculer ] angle B
opposé au second coté donné.

Pour calculer I'angle C au moyen des données a, b etA,
on a I'une des &quations (3):

cotA sinC + cosbd cosC = cota sinb;

mais cette équation, n’étant pas 1mmédlalemem applicable,

~ parce qu'elle contient deux inconnues, sinC et cosC, on'la
transforme au moyen d’un angle auxiliaire ¢. On a succes-
sivement

cota sinb = cosd (‘(::)ts: sinC + cosC)
= cosb (tang g sinC + cosC)

=08 cos e (smq; $inC + cosgrosC)

En définitive, I'angle C se trouve déterminé par les deux
équations trés-simples
' tangg = cotA

cosb

et
cos (C — o) = cota tangb cosp.

C étant connu, ainsi que Aet a, on trouvera ¢ par la for-
mule (2).

On peut aussi calculer le coté ¢ directement en partant
de la premiére des formules (1), qu’on remplace par le
systéme de deux équations

cotg’ = tangb cosA,
et
cosa sing’

sin(c+9¢') = cosh
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VI¢ Cas. Sont donnés deux angles A, B et le coté a -
opposé a l'un d’eux. La formule (2) sert a calculer le cdté
b opposé au second angle donné.

Pour calculer le troisiéme cbté ¢, on a 'une des équa-
tions'(3) qu’on transforine comme dans le V* Cas : :

~cotA sinB = cota sinc — cosc cosB

( cota )
=cosB | —5 smc—cosc
cosB

= cos B (cotpsinc — cosc)
__ tosB

Sing - (sinc cosg — cosc sing).

En définitive ¢ est déterminé par les deux équations

”

et

sin (¢ — ¢) = tangB COlB sing;

¢ étant connu, on trouvera C par la formule (2).
On peut calculer C directement. On trouve, en transfor-
mant la premiére des formules (4), les deux équations -
‘ cot¢’ = tangB cosa
et '

. ~ cosA sing
sin(C—o') = W

16. Triangles sphériques rectangles. Supposé que dans
le triangle sphérique I'angle A soit droit, en ‘faisant
cosA = o et sin A =1 dans les formules (1), (2), (3) et (4)
qui contiennent ces deux quantités, on obtient les formules.
suivantes : A ' '

v
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cosa = cosb cosc.
sind — sina sinB,
sinc =sinasinC,
tangc = sinb tangC,
tangb = sinc tangB,
tangc = tanga cosB,
tang b — tanga cosC,
cosa = cotB cotC,
cos B = sinC cosb,
cosC =sinBcosc.

Le tableau ti-aprés indique I'emploi de ces équations
dans la résolution de tous les cas des triangles sphériques

rectangles.

1
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DONNEES, | INCONNUES. | - ronfwws A EMPLOYER.
‘ |
¢ cosa = cosb cosc,
a, b. B sin_b: sinasinB,
C tangb = tanga cosC.
b sind = sinasinB,
a, B. ¢ tange = tanga cosB,
C cosa = cotBcotC.
a sinb = sina sinB,
b, B. ¢ tangb = sinc tangB, .
' C cosB = sinC cosb.
a tangd = tanga cosC,
b, C. c tange = sinb tangC,
B cnsB = cosb sinC.
( a cosa = cosb cosc;
b;c 3 B tangd = sinc tangB,
C tang ¢ = sinb tangC.
) cosa = cotB cotC,
B, C. b cosB = sinC cosé,
c cosC, = sinB cosc.

Transformations propres a I'emploi des logarithmes. Formules
de Delambre et de Néper. '

77. La formule fondamentale (1) peat servir, comme
nous I'avons dit, pour calculer un angle d"un triangle sphé-
rique dont les trois cdtés sont connus; mais elle se trans-
forme en une autre plus commode pour I'emploi des loga-
rithmes. oo
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L'inspection de I'équation (1)
cosa = cosb cosc + sinb sinc cosA
conduit 2 remplacer cosA par un bindme dont un terme
soit I'unité. Or (56) on a

. JA A
oosA:n—-—zsm’; et cosA:zws’;——l,

et 'équation (1) devient par la substitution de ces deux ex-
pressions de cos A

cos(b—c)—cosa:nsinbsincsin’%,

cosa — cos (b + c) = 2 sin b sinc cos’ %
Ici une seconde transformation se présente naturellement,
car on sait que la différence de deux cosinus se remplace
par un produit. On a en effet (39)
cos(b — c)—cosa—= asin-;- (a+b—c)sini(a +c—8b),
cosa —cos (b +c)= 2sin§ (e+ b+ c)sin-;- (b+ c.-—a).
D’aprés cela, et si 'on pose, pour abréger,

ap=a+b+co

on obtient
sinA — \/sin(p-—.b) s.in(p—-c),
sinb sine
cos A__ /sin p.sin (p —a) ,
2 sind sinc

et, par suite,

A /[sin([p—b)sin(p—rc)
tang-z—._\/ sinpsin(p—a)
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Il est évident que la formule (4) dou se- transformer
d une maniére tout a fait analogue.

En posant ;
. 2P=A +B -+ C—180°,
on trouve
sinP sin (A — P)
* sinBsinC

___\/smB —P sin(L P) i

sinB sinC
tane & — smPsm(A—P) .
"85~V sm(B=P)sin(C—P)
18. Formules de Delambre. On. a. vu (66) qu’il est
utile, dans la résolution des triangles rectilignes, de con-

sidérer la demi-somme et la demi - différence de- deux
+ B ot A—B
2

sm =

dans un

angles. Cherchons les quantités

triangle sphénque

. , . A
En substituant les expressions précédentes de sin et
A . y . B B
de cos 5 ainsi que leurs analogues sin 5 eLecos—, dans la
. (A B\
formuale de sin (;- + ;) »ona

sinA-*_B

A B A.B
= sm — Cos~ +cos— sm—

\/sm’ p—b)sin (p —c) éing

sinbd sin*csina

+\/smpsm’(p a)sin(p -c)b

sind sm’csma ) -,
__sin(p—a) +sin(p— b smpsmip—c) '
- sine sina sinb

Or, en comparant ce dernier radical a lexpresswn préce- ,
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A IR T
dente de cos —» on reconnait I'égalué *

\/smp.sm P—C _ ost.
sinasinb 2
en second lien, d'aprés le n° 39, on a, pour transformer

une somme de sinus en un produit, ¢
-

p—a—b a—b

. . .2
sin(p—a) +sin(p — b) = asin - cos —
. ¢ _a—b
= 2sin - cos 3
3 3
enfiu, d’aprés le n° 56, on a
. .¢c ¢
sinc = asin — cos —
2 2
On en conclut
c. A+B C a—b
cos —sin = cos — COs .
2 2 2

On trouve, en procédant d’'une maniére analogue,

- ¢ A+B_ . C a+b
€os — cos =sin-— cos ’
2 2 2
. c . A—B C. a—b
sin - sin =c0s= Sin ~——
2 ’ 2
.¢c A—B . C. a+b
sin cos =sin_ sin .

Ces quatre équations portent le nom de formules de De-
lambre. Elles donnent, comme le dit M. Le Verrier (Re-
cherches astronomiques, tome 1, page 28), la solution la
plus élégante de la question du III* Cas. Soient donnés les
deux cdtés a, et 'angle C qu’ils comprennent. « Les se-
conds membres de ces formules ne renferment que les
quantités données, tandis que les premiers membres ne
renferment que les inconnues. Lorsqu’on aura calculé les
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seconds membres , les deux premiéres équations feront con-

. A : : :
naitre 'angle -+ par sa tangente et.en outre cos % les

S » —B . C
denx derniéres donneront I’angle et en outre sin —
. o 2.

. . .. C c - ; o
Connaissant ainsi sin 5 €tcos > on divisera I'un par l'au-

. , C . , .
tre, en sorte que le demi-c6té S sera lui-méme déterminé

par sa tangente ».
Si la question était celle du IV Cas, les quantités con-
nues seraient dans les premiers membres et les inconnues
_dans les seconds : on procéderait d’une maniére analogue.

79. Analogies de Néper. En divisant la premiére for-
mule de Delambre par la deuxiéme, et la troisiéme par
la quatriéme, pms la quatriéme par la deuxiéme, et la troi-
siéme par la premiére, on trouve les formules qul portent
le nom d’analogies de Neper Les voici :

a—b-
A+B_ P53 ¢

tang = P bCOl(:1
2

ta: = 2 COlC
ang —— —sina-'-i-b 2’
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Lorsque |'on connait deux angles et les cdtés opposés, ces

formules donnent trés-aisément le troisiéme angle et le troi-

siéme coé.

.§ VII. vSAGE BES TABLES BE LOGARITHMES DE CALLET. —
TYPES_DE CALCULS TRIGONOMETRIQUES.

80. Les lecteurs connaissent les propriétés générales des
logarithmes, ainsi que la disposition et 'usage de la partie
des tables de Callet, qui contient les logarithmes des nom-
bres jusqu’a 108 00o. Ils savent que, lorsqu'il s’agit d’ob-
tenir le nombre qui répond i un logarithme, il convient
que celui-ci soit sous la forme décimale, ayant sa partie

.fractionnaire positive, sa partie entiére étant positive ou né-
gative, selon que le nombre est plus grand ou plus petit
que 1. La partie fractionnaire du logarithme ainsi écrit fait
connaitre, au moyen de la table, la série des chiffres signi-
ficatifs (y compris les zéros intermédiaires) qui compose I'ex-
pression du nombre ; la partie entiére, qui s'appelle carac-
téristique, détermine dans le nombre la place de la virgule.
La caractéristique s’écrit immédiatement avant la virgule

du loganthme et, 51 elle est négative, elle est surmomee
du signe —.

Exemple : de logx = 3,6149394

et de log y = 3,6149394
_.on conclut - '
x=4mo 4 et y=o0,0041204.

Lorsqu on’doit multiplier un logamhme negauf ou fait
la multiplicatien 4 Pordinaire, jusqu’a ce qu'on arrive ala
v:rgule on multiplie ensuite la caractéristique et 'on écrit
le nombre négatif, somme algébrique du produivnégatif de
cette muluphcauon et de la retenue positive donnée par
la partie fractionnaire. :
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Exemple : 3,6149394 X 2 =5, 2§98788.

Lorsqu’on doit diviser un logarithme négatif, si la carac-
téristigue n’est pas un multiple du diviseur, on augmente
sa valeur absolue du moindre nombre nécessaire pour qu'il
soit divisible, et ’on fait la division, en ayant sain d’ajouter
le méme nombre. entier a la partie fractionnaire a diviser.

Exemple : %.3,2298788 =3,6149394-

81. Les sinus et cosinus étant moindres que 1'unité ont
leurs logarithmes négatifs. Si les tables les donnent sous la -
forme positive, si, par exemple, pour log sin 28° 31’ 10” on
a mis 9,6789342, au lieu de 1,6789342, c’est afin de dimi-
nuer autant qu’il est possible les interlignes dans ces tables
imprimées. Mais, contrairement a I'opinion_de plusieurs
auteurs d’ouvrages destinés a I'enseignement, il convientd’é-
crire toujours les logarithmes des sinus et cosinus, comme
ceux de tous les nombres moindres que I'unité, aveclear
caractéristique négative ; de sorte qu’au lieu des chiffres g,
8, 7, 6 et 5, qu’on voit dans les tables, a gauche de la par-
tie fractionnaire de ces logarithmes, il est mieux de lire et
d’écrire 1, 2, 3, 4 et 5, c’est-a-dire de retrancher les
dix unités qui sont de trop (*).

La méme observation s’'applique aux logarithmes tan-
gentes des angles de 0° a 45°, et aux logarithmes cotan-
gentes des angles de 43° a go°.

‘Au contraire, les autres logarithmes tangentes et cotan~
gentes sont dans les tables avec leur valeur non altérée.

(*) L’emploi de la caractéristique seule. négative, recommandé dans la
premiére édition de cet ouvrage (1842) et proposé longtemps auparavant
(Cours de Mathémati_ques de Franccepr, 1819), est adopté a 'Observatoire de
- Paris (Recherches astronomiques de M. Le Verrier, 1855).
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82. U.mge des tables trigonométriques. Dans les tables
de logarithmes trigonométriques, chaque colonne a deux .
titres : 'un en haut, I'autre en bas, disposition fondée sur
ce que lesinus et la tangente d’un angle sont aussi le cosi-
nus etla cotangente de I'angle complément. Les minutes et
secondes qui se rapportent aux titres supérieurs sont i
gauche de la page, celles qui se rapportent aux titres infé-
rieurs sont a droite.

L'inspection d’'une table suffit pour vérifier que le loga-
rithme d’une tangente est la différence des logarithmes du
sinus et du cosinus du méme angle, et que la somme des
logarithmes de la tangente et de la cotangente d’'un méme
angle est égale a zéro, ce qui résulte des relations

sina
et cota—

tanga — .
o8 cosa tanga

Lorsque les angles contiennent des parties fractionnaires
de seconde, ces parties s’écrivent en fractions décimales de
la seconde. Les tables de Callet donnent immédiatement
le logarithme cherché lorsque I’angle est composé de dgres,

- minutes et dizaines de secondes.

Pour les autres cas, nous joignons ici un type de la dis-
position que nous conseillons de donner aux calculs par les-
quels on trouve le loganlhme demandé quand on connait
P’angle ou réciproquement.

83. Trouver les logarithmes des quatre principales li-
gnes trigonométriques de Uangle A — 8°13' 52", 76.

log sin A [8°13' 52",76] =]|1,155 8118
2912

d = 1456 1019

87

1,155 8520
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log tang A [8°13' 52",76 ] =|1, 160 3083

2972
. d = 1486 1040
. ! 39

1,160 3493

log cos A [8"13'60" ] = 1,995 5005
: — 7,24 217
d=— 31 6

) I

1,995 5027

log cot A [ 8°13' 60" ]=‘o,839543l

— 7,24 10402 e
d = — 1486 297
59
0,839 6507

Explication. A la suite de la notation log sin A, j'écris
dans une parenthése la valeur donnée de cet angle, afin de
I'avoir immédiatement sous les yeux dans I'opération a ef-
fectuer. J'écris, a la suite de cette parenthése et du signe
=, la valeur de log sin8°13’50” lue daus la table, et au-
dessous de la parenthése j'écris d =1456: c’est la diffé-
rence, que donne également la Table, entre le logarithme
écrit et celui qui suit ; elle correspond donc a un accroisse- -
ment de 10” que prendrait 'angle. Cela fait, je -multiplie
cette différence par la fraction 0,276, qui est (relativement
ala dizaine de secondes prise pour unité), ce qui manque
4 8°13" 50" pour faire I'angle 4. Jécris, 2 mesure que je
les forme, es produits partiels de cette multiplication, au-
dessous du logarithme tabulaire, en n’écrivant pas les cen-
liémes, et me bornant a en joindre les retenues aux dixié-
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mes. Enfin, j’ajoute ces produits partiels an logarithume ta-
bulaire et j'obtiens , en m’arrétant au septiéme chiffre
fractionnaire, log sinA =1, 1558520.

La méme marche s’applique au calcul du log langA

Elle subit une légére modification quand il s’agit du co-
sinus et de la cotangente.

Aprés log cosA j'écris dans la parenthése, au lieu de
I'angle A, I'angle immédiatement supérieur qul se_trouve
dans la table: c’est 8°14’ ou 8°13'60", dont j'écris ala
suite le Jogarithine cosinus donné par cette table. Ce loga-
rithme est trop faible, puisque j’ai pris I'angle trop fort.
Yécris au-dessous de 8°13'60” la différence algébrique
— 7", 34 qu’il faut y joindre pour avoir I'angle A. Plus bas,
je l'mse la différence 1abulaire —31, que subit le logarithme
cosinus quand angle augmente de 10”. En multipliant les
deux nombres négatifs —31 et —o0,724, j'obtiens ce qu'il
faut aujouter au premier logarithme écrit. Je procéde dans
cette opération comme dans le cas du sinus, et je trouve
log cos A = 1,9955027.

Lo calcul de log cot A est tout a fait analogue a celui de
log cos A, parce que la cotangente comme le cosinus dimi-
nuce quand 'angle augmente.

Faisons les calculs pareils pour un angle supérieur
45°. Soit B = 81°46'7",24. Nous le prenons égal au com-
plément de A; afin que la vérification des résultats soit
trds-fucile. Toute explication est d’ailleurs inutile.

logsinB [81°46' ;".a§] =]1,995 5005
a1y
o .- 6
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log tang B [81° 46’ 7”,24] = 0,839 5431

10402
" d=1486 297 .

59

_

0,839 6507

s ———
log cos B [8:“46" 10" =]|1,155 8118

- ’;76 29'2'
d = — 1456 1019

87
" 1,155 8520

Tog cot B [81°46' 10" ] =17, 168 3083
— 2,76 2972
d= — 1486 1040

84. Trouver Vaggle auquel appartient une ligne tri-
gonométrigue dont le logarithme est donné. Exemples :

‘log sin A [8°13'52",76] = 71,155 8520
. 118 d =

Eo 1456

. 11080 | a",76

8880 |-

log tang A [8°13' 52/,76] = 1,160 3493
083 =

4—";0 1485

11280 | 2",76
8780 | -

log cos A [8°13'52",8 ] = 7,995 5027 .
’ 36 =—

__'_90 31

280 | 2".8
32
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log cot A [8°13' 52",76] = 0,839 6507

917 d=—
_ m’o 1486
1128 2", 76
87

Explication. A la suite de la notation logsin A, jouvre
une parenthése que je laisse en blanc pour y écrire plus
tard I'angle cherché. Plus loin, aprés le signe =, je pose
le logarithme donné. Je cherche dans la table, colonne
des sinus, le logarithme qui approche le plus, au-dessous,
du logarithme donné: je trouve 1,1558118 qui est le loga-
rithme de sin8°13'50. En conséquence, j'écris dans la pa-
renthése 8213’5 , en laissant encore en blanc les unités et
la fraction de seconde. Les trois derniers chifires du loga-
rithme trouvé dans la table étant différents de ceux qui
sont donnés, je les écris au-dessous; et, plus bas, je mets
la différence 402; je la multiplie par 10 et je divise 4020
par la différence tabulaire. Le quoueﬁt poussé jusqu’a ce
que les unités de I'ordre du dernier chiffre donné soient
épuisées est le nombre 2,76 a ajouter aux 50” d’abord obte-

nues. Pour indiquer que dans la parenthése on écritd’abord,

8°13/5, puis 2”,76, ces derniers chiffres ‘sont imprimés
dans le type qui précéde en caractéres plus forts.

On trouve de la méme maniére I'angle dont le loga-
rithme tangente estdonné. Mais la marche est un peu diffé-
rente quand il s’agit du cosinus et de la cotangente.

Dans I'exemple précédent, logcosA =1,9555027. Je
cherche dans la table, colonne des cosinus, le logarithme qui

approche le plus, en dessus, du logarithme donné : je trouve -

1,995 5036 = log cos8°13' 50. J'écris dans la parenthése
8°13’5 en laissant en blanc les unités et la fraction de se-
conde. Les-deux derniers chiffres du logarithme trouvé
éant seuls différents de ceux du logarithme donné, je les
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éeris au-dessons; plus bas, je mets la différence qui dans
ce cas est négative et égale & —g, et je divise — go -par la
différence tabulaire qui est — 31. Le quotient 2,8 est le
nombre a ajouter aux 50” déja écrites. L'angle cherché est
donc 8°13'52”,8. L’approximation n’est obtenue qu’i o”,x
prés, parce que la différence tabulaire étant petite n’est

exacte qu’a moins de Ei—-o.prés. En général, quand un angle

est petit, on doit éviter de le déterminer par son cosinus.

Cette explication s’applique a la recherche de I'angle
dont on connait le logarithme cotangente.
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88. Types des calculs pour la résolution des mangles
‘mcabgnes (*)-

1** Cas. Données A, B, C, a.

A =79 57' 4o",94 FORMULE.

B = a1.34.11, 44 SOLUTION.
C = 78.28. 7,62 b= asinB b = 1,002 022
@ = 1,683 86 sin §
log sin B [21°34' 11",44] =|T,565 4094
d = 53a 532 -
213
a1
logu [2,683 86] =|0,428 7501
= 162 972

logasinB = -1-,994 1769

log sin A [79°57' 40",94] =|1,993 2994
d= 37 33
1

log & [1,002 022] = 0,000 8772

64 d=
8o | 43
0,2

S

(*) Observations. Les types qui précédent contiennent tous les chiffres &
toutes les étritures nécessaires, non~seulement pour obtenir les quantités
cherchées,, mais encore pour vérifier sans écriture les calculs exécutés. Dans
le 1°F Cas, on fait V’addition nécessaire pour avoir loga sinB sans réunit
séparément les parties dont se composent logsinB et loga. Ensuite pour
obtenir log a sin B — logsin A on retranche du preniier nombre les somm®
partielles dont se compose le second, sans les écrire, C'est un procédé analo-
gue A celui qu'on emploie dans la division de denx nombres entiers, ol '8
se dispense d’écrire les produits du diviseur par les chiffres successifs 4
quotient. Le resultat de la soustraction est 0,0008764 et doit étre le log**
rithme du ombre inconnu 3, c'est ce qu'on écrit en mettant i la suite deb
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He Cas. Donnbes a,b, A. ‘

FORMULES. .
. 68386 ) SOLUTIONS.
a=2 1
e A
A = 79°57' 40" : . = 79.26. 7,
79 74°$94 c=a§mc C=2,67057
sinA
log b [1,002 022] =|0,000 87639
log sin A [79°57' 40*,94] =|1,993 2994
d=3y 33
1
logbsinA = 1,994 1770
loga[2,683 86] =|e, 428 7501
d =162 972
logsinB [ 21°34' 11",46] = 71,565 4172
A=179.57.40,94 094
C=1y8.28. 7,60 — | a=
7__7’_ 780 | 532
180° .- 2480
352 | 1,46

. loga[2,683 86] = o,428 75982
logsinC [78°28' 7",60] =|1,991 1412

d= 43 ‘3or°
. 26 .
logaginC = 0,419 go43 -

logsinA = ci-dessus’ 1,993 2997

logc [2,670 57] = o, 426 6046. d="
' . 5926 163

—

‘1'200'7

une parenthése en blanc dans laquelle on écrit. ensuite le nombre qui,
d’aprés la table, répond au logarithme qu’on vient d’obtenir.

Les types des autres cas donneraient lieu a des exphcanons analogues que
les lecteurs trouveront d’eus-mémes en refaisant les calculs indiqués,

Nous ne croyons pas nécessaire de placer ici des types pour la disposition
des écritures relatives a la résolution des triangles sphériques.
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1l Cas. Dornées’a, b, C.

FORMULES.
a= 2,683 86 —~| taneA asinC SOLLTIONS.
b= 1,002 022 A = —acesC | A= 79°57' 40",93
C = 78°28’ 7%,60 __asinC ¢ =12,67057
~ sinA -
loga[2,683 86] = |o,4a8 7501
d =162 972
logsinC[78°28' 7%,60 =|T1,991 1412
d= 43" 3ox

26
logasinC = 0,419 9043

log cosC [ 78°28' 10" | =|1,300 7921
- 2»4 3064
d=—1032 413
loga cosC [o0,536 5086] = 1,729 5767
o b = 1,002 0220 - 697
b — Joga cosC = 0,465 5134 70 d=
- 65 81
d= 93 . 5 0,86
- .
log L =11,667 9ago
28
4
log tangA [79° 57' 40",93] = o,751 g7a1
6oy |'d=
. 1400 1227

357 | 0,93

'log sinA [ o 1 = 71,993 2994
) 1
loge [2,67057] = 0,426 6046 | d = .
C 5926 163

120 0,7
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IV® Cas. Données a, b, c.

« = 2,683 86

. ULE.
b=1 ,2702‘22 romu SOLUTION,
c= 2,070 357

2p = 6,356 45 sin§= (—P—l—},—c("—_c-) A = 79°57' 41", 8
p=3,178225 )

‘log (p — b) [2,176 205] = 0,337 6988

d =200 . 10
log (p — ¢) [0,507 655] = 1,705 5644
' d = 86 43

log(p — b)(p—c) = 0,043 2685

logb [1,002 02] = 0,000 8764
logc[2,670 57] = 0,426 5926
' 114
0,427 4804
log sin’;é = -1',9|5 7881

log be

I

log sin %[390 58'50",9] = 1,807 8940

18 d =

= 05 ! Ms
A = 79°57' 4, _noo 51
0,9

§ VIII. PROBLEMES DIVERS DE TRIGONOMETRIE.

86. TriconomerriE RECTILICNE, — . TTouverla distance
AB(fig. 16) entre deux points inaccessibles. On mesurera
une base CD, et les quatre angles ACD, BCD, ADC, BDC
que font avec elle les droites ou rayons visuels dirigés de
ses extrémités C et D vers A et B. On mesurera aussi I'angle
ACB qui ne sera pas la différence des angles ACD et BCD
si les deux droites DA et CB ne sont pas dans un méme
plan. On résoudra les triangles ACD et BCD (64); puis
connaissant les cdtés CA ct CB du triangle ACB et I'angle
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mesuré ACB qu'ils comprennent,-on en conclura la dis-
tance AB (66).

II. Réduire & U’horizon un triangle dont une base est
horizontale. Le point A (fig. 17) ayant été observé des
deux extrémités d’'une base horizontale BC, les cdtés et les
angles du triangle ABC sont supposés connus. Il s’agit de
calculer les cotés BA’, CA’ et les angles du triangle BCA/,
projection horizontale du triangle BCA. A cet effet, on me-
surera les angles ABA’, ACA’ que les droites AB et AC
- font avec I'horizon. On calculera BA’= BA cos ABA’ et
CA’=CA cosACA'. Connaissant ainsi les trois cotés du tri-
angle A'BC, on calculera ses angles (67).

III. Les quatre points A, B, Cet D (fig. 16) étant dans
dans un méme plan, on connait les cbtés et les angles du
triangle ABC, et les angles BDA, ADC désignés par f3 et y;
il s'agit de résoudre les deux triangles ABD et ADC.

Soient AC=5, AB=c, angle BAG=A, angle ABD =2z,
~ angle ACD = y. Les deux triangles ABD, ACD fournissent
deux expressions égales du coté commun AD, savoir (64):

: i inz _ b smr

(x) sinp ~ siny

la somme des angles du quadrilatére ABCD donne
(3) . ~x4+y+A+P4y=360°.

Connaissant ainsi x + 7, on cherche x— y par un pro-
cédé analogue a celui du n° 66, 3°.
De I'équation (1) on tire, en posant

csiny sin
(3) Feimp = 060 g = 1069

On en conclut

sinz+siny _.1-+tangy tang45°+ tange
sinz—siny  1—lange 1 — lang45° tangy’
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Qo (57 et 39)
) to sin x-:y ,
(4) ' 7:—}= tfang (45°+ ?).
sin >

. Les équations (2) et (3) faisant connaitre +7' et ¢,

I'équation (4 donne r—r, ; on en conclura x et y. Ainsi
q > J:

dans chacun des manglm ABD et ADC on connaiu-a deux
angles et un cdté, ce qui raméne au cas du n° 64.

IV. Trouver la relation entre le nombre de degrés d'un
arc de cércle a, la corde ¢ qui le sous-tend et son rayon r.

En menant du centre une perpendiculaire sur la corde,
on a un triangle rectangle qui donne la relation cherchée

wiae

. a
=rsin--
2

Il suffira de connaitre deux des quantités a, c, r pour en
conclure la troisiéme.

87. TriconoMETRIE sPHERIQUE. — I. Etant données -
les longitudes et les latitudes de deux points A et B du
globe terrestre, trouver leur distanceen dogrés. Les lati-
tudes sont comptéés positivement si elles sont boréales, les .
longitudes sont supposées positives vers l'est, et la longi-
tude dn point B est supposée plus grande que celle de A.
Cela admis, si C est le pélc boréal, les trois poinis A, B et
C sont les'sommets d'un triangle sphérique, dont deux
cdtés sont donnés, savoir AC =go°— latitude de A,
BC = go®— latitude de B; et.J'angle € du méme tnangle,
compris entre ces mémes: cétés est la différence connue des
deux longitudes. La distance demandée est le troisiéme coté
qu'on trouvera comme au n° 78, HII* Cas, ou au n° 78.
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II. Réduire un angle & 'horizon. On connait (fig.18)
- les angles MSA =c, NSA = b que deux droites SM, SN
font avec la verticale SA., et I’angle MSN = a de ces droites
entre elles. On cherche I'angle formé par leurs projections
horizontales. Si par un point A quelconque de la verticale
SA, on suppose les deux droites AB et AC horizontales et
par conséquem perpendiculaires a SA, 'angle BAC. est ce-
lui qu’on cherche et mesure le diédre A opposé 4 la face a
du triédre dont les deux-aytres faces sont b et c. Le pro-
bléme se réduit au I°* Cas du'n®75. :

Les trois angles a, b et ¢ ont pu étre obtenus sans que
P'observateur se soit transporté en S, au moyen de deux
stations en M et N. L’angle a est le supplément de la somthe
des deux angles NMS, - MNS, et les angles & et ¢ sont les
compléments de ceux qué les droites NS et MS font avec les
horizontales menées par N et par M dans les plans verticaux

NSA et MSA.

N
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‘Table dcit b étrigues naturels.

" :
% siNuS | TANG | coTAnc | cosinvs sives | TAnG | coranc |cosivus
1{0,01750,0175]57,2900 0,9998‘ o,:39o7 0,4245]2,3559}0,9205
2{0,0349 | 0,0349)28,6362 ] 0,9994 0,4067|0,4452}2,2460}0,9135
30,0533 | 0,0534 19,0811 | 0,986 0,426 0,4663 | 2,1445 | 0,0063
40,0698 | 0,0699 | 14,3007 10,9976 0,4384 | 0,4877] 2,0503 | 0,8988
510,0872 ] 0,0875 11,4301 ]0,9962 0,4540]0,5095] 1,9626 | 0,8910
6fo,1045] 0,1051|. 9,5144 | 0,9945 '0,46950,5317| 1,8807 | 0,8829
70,1219} 0,1228] 8,1443]0,9925 0,4848]0,5543 | 1,8040 p,8746
80,1392 0,1405 72,1154 10,9903 0,5000]0,5774 ] 1,7321 0,8660
9]0,1564{0,1584| 6,313710,9877 0,51500,60091 1,6643 _0,8572
10]0,1736}0,1763 5,6513 0,9848 0,5299 | 0,6349/ 1,6003 | 0,8480
11{0,1908}0,1944} 5,1446{0,98:6 0,5446 }0,6494 | '1,5399 | 0,838
12|0,2079]0,2126] 4,7046]0,9781 '0,5591 0,6-}45 1,4825]0,8290
13| 0,2250] 0,2309 4“,3315 0,9744 0,5736]0,7002|1,4281}0,8192
15{0,2419}0,2493]| 4,0108]0,9703 6,5878 0,7255 1,3764 o,éogo
15| 0,2588] 0,2680| 3,7321|0,9659 0,6018 0,7536' 1,3270 o,;7986
16 | 0,2756] 0,2868].3,4874 {0,9613 10,6157]0,7813] 1,2799 [0;7880
17 0,2954 0,3057 3,:769 0,9563 0,6293 | 0,8098 1,239 o,7j7|
18]0,30g90 0,3949" 3,0777 o,éSn 0,6428 0,839: 1,1918 | 0,7660
19]0,3256 0,3443 ";,9042 0,9/,55; : 0,6561 | 0,8693 111'504 0,7547
20| 0,3420]0,3640] 2,7475 q,93§7 6,66§| 0,9004{ 1,1106 {0,7431
2 |0,3584]0,3839| 2,6051]0,9336 0,6820 | 0,935 1,0724 0,5314
20,3746 0,4040} 2,4750]|0,9272 | 0,6947 | 0,9657 | 1,0355 [0,7193
2310,3907]0,4245] 2,35590,9205 0,7071 | 1,0000{ 1,0000 o',7o’7|

.
COSI.'!'US COTANG | TANG [ siNvs g COSINUS | coTANG | TANG | sinus
A

]
[$14
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CHAPITRE IL

EXPRESSION DES LIEUX GEOMETRIQUES
PAR LEURS EQUATIONS.

§ I. GENERALITES SUR CE SUJET.
1°. Coordonnées paralléles a des axes concourants.

88. L’émploi des coordonnées, qui (n® 7 et 43) sert
désigner la position d'un point dans un plan ou dans l'es-
pace, fournit aussi le moyen d’exprimer algébriquement la
situation d’une suite de points soumis & une mémeloi, et
formant soit une ligne, soit une surface : il suffit pour cela
d’écrire en une ou plusieurs équations les relations qui lient
entre elles les coordonnées algébriques d’'un méme point
pris arbitrdirement parmi ceux dont il s’agit, C'est ce qui
va s’éclaircir en considérant les divers cas renfermés dans
cet énoncé général.

89. S'il s’agit d’une courbe plane, on imaginera dans sov
plan deux axes coordonnés Ox, Oy, et I'on tachera de tirer
de la définition de la courbe une équation qui exprime la
relation entre les coordonnées x; y, d’'un point quelconque
de cette courbe. Cette equauon entre les wariables x,y, ¢t
les quantités constantes fournies par la question, s’appelle
Péguation de la courbe rapportée aux axes coordonnés
Ox, Oy.

Exemples 1°. Un cercle dont le rayon est r, et dont le

centre est 4 Iorigine des coordonnées rectangulaires, a pour
~ équation (12)

PFHz=r ou ymz(FIad
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2°. Un cercle tangent & I'axe:des x, au point pris pour
origine des axes rectangulaires, a pour équation

y—=r)+x=r ou' y’;ary+x’=o,

ou encore’ :
y=rx=yr—x.

Cette équation peut servir i tracer par points sur le terrain
un arc de cercle, d’'un trés-grand rayon connu, tangent a
une droise donnée. .

Lorsque, pour aider le raisonnement, on veut exprimer
de la maniére la plus générale I’équation d’une courbe

" en coordonnées x, y, on la représente par le symbole
F(x, y) = o, dont I'énoncé est : fonction de x et de y
égale zéro, ou par y =F (), dont I'énoncé est : y égale
fonction de x. Dans ce second cas, on suppose que l’equa—
tion est résolue par rapport a y.

Généralement on entend par une fonction d’une ou de
plusieurs variables I'expression d'opérations’ quelconques &
faire sur ces variables, combinées soit entre elles, soit avec
des constantes.

90. S'il s'agit d’exprimer algébriquement une llgne a
double courbure (c'est-a-dire non située dans un plan), ou
plus généralement une courbe située d’'une maniére quel-
conque par rapport & trois axes coordonnés, la- question se
réduit & trouver deux équations auxque]les doivent satisfaire
les trois coordonnées. x, y, z, de tout point de cette courbe.
Si I'une des équations ne renferme que deux coordonnées,
elle est 'équation de la projection de la courbe sur le plan
des deux axes coordonnés correspondants : car, pour an.
point quelconque degla courbe dans I'espace, les coordon-
nées z, y, par exemple, sont les mémes que celles de sa pro-
Jection sur le plan des x et y. ‘

Exemple. Si la courbe est située sur une sphére dont le
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rayon est r, ct dont le centre est a l'origine de trois axes
rectangulaires, et si sa projection sur le plan des xy est un
cercle dont le rayon est r/, et dont le centre est sur Paxe
des x, a la distance a de 1'origine, la premiére condition
donnera (19) :
2 pyr+2t=r,

puisque la distance d’un point quelconque de la courbe a

Torigine est r; et la seconde condition s’exprimera par 1é-

quation du cercle, .projection de la courbe (89)

Y+ (x—a)y=r

91. En général, étant données les deux équations d’une
courbe dans Pespace, rapportée & trois axes coordonnés,
1I’élimination d’une des coordonnées fournit I'équation de
la projection de la courbe sur le plan des axes parall¢les aux
deux autres coordonnées. '

En général aussi, quand on se donne 1'une des coordon-
nées d’un point de la courbe, les équations de cette courbe
deviennent deux équations.a deux inconnues servant a dé-
terminer les deux autres coordonnées du point dont il
s'agit. '

92. Sil’on a a exprimer algébriquement une surface, on
tire de méme de sa définition la relation qui existe pour
tout point de cette surface entre ses coordonnées paralléles
a trois axes.

Ezxemples. 1°. Une sphére dont le.rayon est 7, et dont le
centre est 4 l'origine de trois axes rectangulaires, a pour
équation (19)

: x4yt =
. . . e -

2°. Soit mne surface cylindrique engendrée par une
droite qui se met parallélement 4 une méme direction en
s'appuyant sur la circonférence d’un cercle. Son équation
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aura la forme la plus simple si 'un des plans coordonnés est
le plan du cercle, et si I’on prend I'un des axes coordonnés,
par exemple celui des z, passant par le centre du cercle, et
paralléle a la génératrice rectiligne. Dans ce cas, tous les
points d’'une méme position de cette génératrice auront le
méme x et le méme y ; d’ou il suit qu’entre les coordonnées
x, y, d’un point quelconque de la surface, existe la méme
relation qu'entre I'x et I'y d’un point de sa trace sur le
plan' des x et y. Cette trace est un cercle ayant son centre a
l'origine O} et si 'angle xOy est droit, I'équation de la
trace, et en méme temps l'équation de la surface cylindri-
que, est '
x* 4 J" =r.

93. L'équation d'une surface quelconque en coordon-
nées x, y, Z, se représente en général par le symbole
F (x,y, 2) = o, dont I'énoncé est : fonction de x, de.y et
de z, égale zéro; ou par z =F (x,y), sil'on suppose l’é—
quation résolue par rapport a .

Le deuxi¢me exemple prouve que I'équation d'une sur-
face, rapportée a trois axes, peut ne renfermer que deux des.
coordonnées, et apparticnt alors a une surface cylindrique.
Elle pourrait méme n’en renfermer qu’une : 'équation
z = g serait celle d'un plan parallé¢le au plan des y et z, et
coupant 'axe des x 4 une distance a de I'origine. On voit,
en effet, que pour tout point de ce plan I'abscisse x est
égale a a, et réciproquement.

2°. Coordonnées polaires. X

94. La position d’un point dans un plan peat étre dési-
gnée autrement que par ses coordonnées paralléles a deux
axes. _

Soit'axe Ox supposé connu (fig. 19), ainsi qu'un cer-
tain plan passant par cet axe, plan qui est celui de la figure.
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La position du point M dans ce plan sera déterminée par
_deux quantités, savoir :

- 1°. L'angle uOx ou & que décrirait une drone Ou pour
passer de la direction Ox a la' direction OM;

2°. L’abscisse u, du point M, surla drone Ou cette ab-
scisse prend le nom de rayon vecteur.

‘Ces deux quantités, «, u, s appellent coordonnées po-
laires. On peut, en les prenant toutes deux positives, expri-
mer la position d’un point donné quelconque dans le plan;
mais rien.n’empéche d’admettre aussi des coordonnées po-
laires négatives, et, moyennant cette convention, la posi-
tion d’un méme point peut étre exprimée par quatre sys-
témes équivalents de deux coordonnées, Exemple :

a=120°,
y=a", 5

a= 300° (a=—240°, ;a=—- 60°,

u=—o“5 u= o5, |v=—o™5.

95. Une courbe peut étre exprimée en coordonnées po-
lalres.

" Exemples. 1. Dans ce systéme, 1’équation du cercle
dont le rayon est r, en prenant I'origine au centre, serait
u=r. :
2°: Si, en méme temps que la droite indéfinie Ou tourne
autour du point O, on suppose que le point M se meuve de
maniére que les accroissements successifs du rayon vecteur
u soient proportionnels & ceux de I'angle «, la courbe dé-
crite est la spirale d’Archiméde, et son équation est
u=a a + b, en désignant par b lalongueur du rayon vec-
teur qui correspond A & =0, et par a Paccroissement de u
pour chaque unité de «.

3°. Coordonnées focales.

96. La position d'un point dans un plan pourrait étre
définie par ses distances & deux points donnés dans ce plan.
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Ce mode de détermination est quelquefms employé dans le
lever des plans. :

Si F et F/ sont deux points donnes a priori, et si u et u’
sont les distances respectives d’'un point M a F et F, ces
deux quanutés, étant déterminées, apparuendront a deux
points rectangulairement symétriques par rapport i la
droite FF'. ‘

Une équation entre les distances «, &, considérées comme
variables, peut servir a exprimer une courbe rectangulai-
rement symétrique par rapport a la droite FF'.

Exemples. 1°. Si la somme u-u’ est constante, la
courbe s’appelle une ellipse, dont les points F, F' sont les
foyers. Etant données la distance FF/ = ac et Iéquation
u+u' = 2a, il est aisé de construire la courbe par points
(fig. 26); on peut méme la concevoir décrite d'un mouve-
ment continu i I'aide d’un fil dont la longueur serait 24, et
dont les extrémités seraient attachées aux foyers F, F'; une
pointe tragante qui glisserait le long du fil en le tenant
toujours tendu décrirait la courbe.

2°, Si la différence u — u’' ou v’ — u est constante, la
courbe s’appelle une hyperbole, dont F et F’ sont les
foyers. Etant données la distance FF' = 2¢ et I'équation
u—u' ==+ 2a, ou (u—u')* = 4a*, on construit facile-
ment la courbe par points (fig. 27). On peut aussi en dé-
crired’un mouvement continu un arc d'une certaineétendue :
une régle.tourne dans le'plan de maniére que I'un de ses
points, toujours le méme (fig. 20), se confonde avec I'un des
foyers F; un il NMF' est attaché, d’une part a un peint
N de la régle, d’autre part au second foyer F', et la dis-
tance FN exceéde de 2a la longueur de ceé fil; une pointe M,
qui glisse le long de la régle, en tendant le fil, trace la
courbe, car on a

FM — F'M =FN —F'MN = 2a4.



82 COORDONNERS FOCALES.
97. Les mémes équations

u+u'=a2a, (u—u')'=4a’,

eypnmeralent des surfaces de révolution autour de li
droite FF' si le point M, auquel appartiennent les distan-
ces u, u', n'était pas assujetti a rester dans un méme plan.
Ces surfaces seraient, I'une un ellipsoide, I’autre un hyper-
boloide de révoluuon, ayant F et F/ pour foyers.

98. La position d’un point M dans un plan pourrait en-
core &tre définie par sa distance MN i une droite donnée
AB du plan (fig. 21), et sa distance MF a un point donnéF
dans le méme plan. La méme définition, dans ce cas, ap-
partiendrait & deux points rectangulairement symétriques
par rapport a la perpendiculaire FC sur AB.
~ SiXon desxgne FM par u, et MN par u/, une equatlon
entre u et u', considérés comme vamables, expnmera une
courbe symétriquc par rapport aCF.

Exemple. L'équation u==u’, ainsi interprétée, est celle
d’'une courbe appelée parabole, facile a construire par
points. On peut en décrire par un mouvement continu un
arc d'une certaine étendue a 'aide d’une équerre KLIN qui
glisse selon la directrice AB, et d'un fil attaché, d’une part
au point L de I'équerre, et de I'autré au foyer F, la lon-
gueur de ce fil étant égale &4 NL; une pointe qui glisse le
long de I’équerre en tendant le ﬁl décrit la parabole, car
ona

FM =FML — ML = MN.
99. u étant toujours la distance de M’ au foyer F, si u'

était sa distance au plan projeté en AB dans la' figure;

P’équation u = u' exprimerait une surface appelée parabo-
loide de révolution (*). '

’

(*) La cycloide dont il séra quéstion au n® 157 est un autre exemp‘e
d’une courbe exprimable par l’egallte de deux variables coordonnées.
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100. Les exemples précédents donnent lieu & quelques
remarques générales.
1°. Une équation a plusieurs variables peut renfermer
toute la définition d’une courbe ou d’une surface, et fournir
le moyen de la construire; mais il faut toujours pour-cela
qu'une convention élablisse la signification géométrique
des variables, signification en, vertu de laquelle des valeurs
. simultanées de ces variables déterminent un ou plusieurs
points. : '
2°. Deux courbes égales, c’est-a-dire superposables, ont
des équations. différentes dans deux systémes différents de -
coordonnées, par exemple quand on change 'angle des axes
coordonnés. -
3°. Une méme équation désigne des courbes différentes
sil'on change la signification géométrique des variables.

101. Le systéme des coordonnées paralléles & deux axes
dans un plan, ou 4 trois axes dans I'espace, est le plus fré-
quemment employé. Dans ce systéme, équation de la droite
et celle du plan sont du premier degré. Nous allons donner
quelques détails sur son application a la droite et & quel- -
ques courbes, puis aux plans et aux surfaces dom les équa-
tions sont du second degré.

§ II. DR LA LIGNE DROITK:

102. T oute ligne droite situde dans le plan de deux
axes coordonnés faisant un angle quelconque est expri-
mée par une equatzon du premier Jegre qui appartient i
tous ses points et n appartzent & aucun autre.

Pour le démontrer, considérons d’abord des cas partu,u-
llers.

. 8i la droite se confond avec Lun deés axes ou tui
est parallele, léquation ne contient gu'une vgriable.

En effet, I'équation x = o appartient exclusivement i
' 6.
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tous les points de I'axe des y, et I'équation x=c (éonstame)
a ceux d’une paralléle a I'axe des y.

. 8ila droite passe par Uorigine, son equatzon est de
la forme y = ax, le coefficient a étant un nombre abstrait
affecté d’un signe + ou —.

En effet, soient sur cette droite des points quelconques
‘Vl” M”, dont les coordonnées sont x’, y'; x*, y';

”' , ¥"y...: il est évident qu'on a, quels que soient les
signes de ces coordonnées,
: ’
J,.__y. _].//r )
£ 2
A

C’est ce qu’on exprime en disant que le rapport . ost con-

stant, et en posant I'équation y = ax.

Le coefficient a est un nombre abstrait positif lorsque la
droite divise I'angle xOy et son opposé ; il est négatif quand
elle divise les deux autres angles des axes coordonnés.

8i les axes Ox, Oy, font I’ angle 6, et que la droite
M'M". .. fasse avec Ox I'angle «, il est aisé de voir (64)

- qu’on a
Sina

= — = a,

n(6—a)

81

¢’est pourquoi a s’appelle coefficient angulaire. Quand il
est donné, ainsi que 'angle 0 des deux axes coordonnés, on
peut en conclure I'angle «. On trouve aisément
a sind
tanga = ——————-
. 1-+acosé

Si les axes Ox, Oy, sont rectangulaires, le rapport a est
. simplement égal 4 tang« ; nous 'appellerons, pour abréger,
Vinclinaison dela droite sur I'axe des x ; son inverse S est

Pinclinaison de la droite sur I'axe des y.
Les coordonnées x et y, considérées comme appartenant
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successivement a divers points d’'une droite passant par
I'origine, sont, dans tous les cas, des variables directement
proportionnelles, méme lorsqu’elles sont de signes con-
traires. :

3°. 8ila droite n’est ni paralléle & un axe ni passant
par Uorigine, son équation est de la forme y = ax + b,
la constante a ayant la méme. nature abstraite et la méme
valeur en fonction des angles que dans le cas précédent, et &
étant une longueur affectée d’un signe + ou —, qu’on ap-
pelle Yordonnée & Uorigine.

Cela devient évident en tracant par I'origine une droite
paralléle a celle dont il s’agit, et en remarquant que, pour
une méme abscisse, les coordonnées des droites différent
entre elles d'une longueur constante.

103. Dans le cas de I'équation y = ax -+ b, les variables
z, y, ne sont plus proportionnelles, inais leurs accroisse-
ments a partir de deux valeurs correspondantes quelconques
sont dans un rapport constant égal a a. En effet, si x et y,
x'ety’, x"ety”,..., expriment deux i deux des valeurs si-
multanées satisfaisant i 1'équation de la droite, on a

y=ax+b, y'=ax'+b, y"=ax"+5,...,
et1'on en conclut

.7;’_".7':“(1"—'”)’ y'—y=a(z'—x),...,
d’on

yY—y _ Y -—rv_

¥ —z x—x

se s —=a.

Les différences ' — x, x” — x,..., qui peuvent étre
positives ou négatives, s’appellent les accroissements algé-
briques des x, et se représentent par la notation Ax. Les
différences y' —y, y"—y,.- ., qu'on représente par Ay,
sont les accroissements algébriques des y. La propriété
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dont il s’agit s'écrit donc ainsi

Ay

——a
Az !

at s'énonce en disant que les accroissements sinultanés des

wariables x et y sont proportionnels.
" Les sciences physico-mathématiques offrent des cas nom-
breux d’une pareille loi : par exemple la dilatation d’un
corps, c’est-a-dire son accroissement soit de volume, soit de
longueur, est, entre certaines limites, proportionnelle 4 son
accroissentent de température, toutes circonstances égiles
d’ailleurs.

104. Dans un systéme d’axes déterminé, on peut tou-
jours trouver une droite telle, que les constantes a, b, de
son équation, aient des valeurs donndes quelconques, po-
sitives ou négatives. Il suit de 1a que, réciproquement a la
proposition précédente , dans un systéme quelconque
d'axes coordonnés, une équation de premier degré
Ay 4 Bx + C = o entre les coordonnées x, y, dans la-
quelle 4 et B sont des nombres ou des rapports donnrés,
et C une longueur donnée, est toujours celle d’une ligne
droite, qu'il est facile de construire, quels que soient les si-
gnes des constantes A, B et C.

105. Trouver l'équation d'une droite ayant une incli-
- naison donnée, et passant par un point donné.

Soit a le coefficient angulaire résultant de l'inclinaison
donnée, et soit b 'ordonnée inconnue & I'origine; les coor-
données x, y, d’un point quelconque de la droite, satis-
feront & I'équation

(1) y=ax—+b.

Les coordonnées x’, y', du point donné, doivent satis-
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faire a la méme équation. On a donc

(2) _ y =ax' +b.

Cette derniére équation détermine b, qu’on peut substituer

dans I'équation (1). Plus sxmplement par la soustracnon
on a

y—y'=a(x—x).
On vérifie aisément que cette équation satisfait aux deux.

" conditions de I’énoncé. On peut I'obtenir mmédlatement a
I'aide d'une figure.’

108. Trouver Uéquation d’une droite passant par deux
points donnés (x',y') (=", y?).
Soit @ le coeflicient angulaire inconnu de x : les coor-

données x, y, d’un point quelconque, satisferont, d’aprés
le numéro précédent, a léquauon ‘

(1) - y—y'=a(x—x),

qui exprime deja que la droite passe par le point (&, y'),
c’est-a-dire dont les coordonnées sont x’, y

Les coordonnées du second point x’, y", doivent satis-
faire 4 la méme équation; on a donc

() y—y'=a(="—2).

Cette derniére relation détermine a, dont on substitue
Pexpression dans I’équation (1). On arrive ainsi a

y— y—yﬁy(x x')

ou .
f” 7’ J‘x” =y
i "

L'équation s’obtiendrait immédiatement sous la premiére
forme, soit & I'aide d'une figure, soit par la propriété re-
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marquée au n° 403. On vérifie sans calcul qu’elle satisfait
a la double condition de I'énoncé. ‘

Sous la seconde forme, I'équation est symétrique relati-
vement aux points donnés, cest-a-dire qu’elle reste la
mémesi 'on change 2’ et’y’ en x” et y”, et réciproquement.

Si les deux points donnés sont I'un sur I'axe des x, & une
distance p de l'origine, I'autre sur Paxedesy, & la distance

g, I'équation se réduit a
Y

Y =, :
9 p ' S

107. Déterminer le point d'intersection de deux droites
dont on a les équations. En général, deux lignes quelcon-
ques étant données par leurs équations, la recherche de
leurs points communs se réduit 4 résoudre ces deux équa-
tions considérées comme renfermant deux inconnues, x et
', qui cessent d’étre des variables indéterminées. -

Réciproquement lorsqu’on a a résoudre deux équations
a deux inconnues, si I’on parvient a construire deux lignes,
droites ou courbes, exprimées par ces équations, les inter-
sections des lignes fournissent grapblquement autant de
solutions du probléme.

108. .E'quatzons de deux droites perpendiculaires entre
elles. Dans un systéme de coordonnées rectangulaires, la
condition pour que deux droites dont les équations sont

y=ax+b y=adx+1¥,
soient perpendlculaxres entre elles, est (54) que les coeffi-
cients a, a’, sansfassent a la relation aa’ +1=o.

ArpricaTiON. Démontrer que les droites menées des
sommets d’un triangle perpendiculairement aux cétés op-
posés se coupent en un méme point.

Soit QPP’ le triangle (fig. 22), et soit O Yorigine des
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axes rectangulaires Ox, Oy. Faisons 0Q =g, OP=p et
OP’=p’. La drpite PQ a pour équation (106)

rox_._ . q
L S=T," =—23lr4gq.
q P I, 011‘ J’ P q

Son coefficient angulaire est a = — ;1’ (ce qu’on pourrait

voir & priori, puisque la tangente de I'angle QP x, supplé-
ment de QPO, est — Ig’ ) » et par conséquent le coefficient

angulaire dela droite P'M, perpendiculaire 2 PQ , est

I
A= ——— 1—’;
a g
d'oir il suit que cette droite P’M, passant par P/ dont les
coordonnées sont y'=o et x'=—p’, a pour équation.

y—e(x+P)—ﬂ—+—5—

L’équation de la droite PM’ perpend:culalre aP'Qs obuent.v
de méme et ne différe de la précédente qu’en ce que p est
remplacé par — p’ et wice versd. Elle est donc

S AP S LN . A
y q(x P) 5 q

En faisant dans chacune de ces équations £ = o, on trouve
la méme ordonnée aT'origine £ P » distance du point O au

point N o les deux droites P’M et PM’ rencontrent QO.

§ IIL. pu cerciE.

109. Dans un systtme de coordonnées rectangulaires,
la circonférence du cercle dont le rayon est p et dont le
tentre a pour coordonnées o et (3 est (24) exprimée par



9o - EQUATIONS .
Feaion B+ (z—a) =

110. Sile centre est & l"origihe .dés‘coordonnées ,.0N a

' ﬁ =o0, a=o0;
Péquation devient ' . ‘
yHx=ph dou y'=(p+4zx)(p—zx):

donclordonnée est moyenne proportionnelle entre les deux
segments du diamétre.

‘L’équation du cercle dont le centre est a I'origine s’éerit
souvent sous la forme a

y==EVp'—=z"
| 1. 81 lonfait B=o0,a=p (ﬁg 23), I’equatwnest
- yi+at=apx. _
x*+y* est ie carré de la corde OM: donc OM est

o moyenne proportionnelle entre le diamétre 2p et V'ab-

scisse .
81 I'on falt OM =1z, l’equanon précédente donne

2
z=2px, ou ;:-225

donc les triangles OMP, OMA, sont semblables , et I'angle
OMA est. droit (MP est antlparallele a AM dans l’angle
~ MOA).

112. Réciproque du n°109. Toute équation de la forme
- yr+x2+Dy+Ex+F=o

entre des coordonnées rectarigulaires, dans laquelle D, E,
sont des longueurs, et F'le produit de deux longueurs, est
Péquation d’un cercle, 4 moins qu'elle ne soit impossible.
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En effet, cette équanon peut se mettre sous la forme

[ e

. ] - ’ L ) 2] E: S ‘
3+ ees)=7+5 -2
&oi Pon conclura que les coordonnées du centre t e ljalyon'

somt . . . - ) .
: Dk
B—-_Q’ a="—;E’ P=¢T+T_F.

2

ou

lya 1mpossibilité si p est imagindire,. c’est-a-dire si
'on a
D
+ F.
TS

§i F= o, la courbe passe par V'origine.
113. On détermine facilement les intersections du cercle

précédent avec les axes, avec une droite donnee -ou avec
un autre cercle (107) ‘ Lo

114. Trouver le lieu des points M ( fig. 24) dont les dis-
tances MA , MB, & deux points fixes A B, sont dans an
rapport comtant m;n.

Soit AB=2a : on a, relativement aux axes Ax et Ay,

MA*= y*+ x*, MB’—y +(x———a)
MA?: MB*: 1ty
d’ou l'on conclut
nt (y'+x*) = m"(_y’—&- x— 2ax + a?).-
Sim=n,l équation se redult axr=— ¢_‘, el expmne une

ligne drone perpendiculaire & AB.
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Si m différe de n, I'équation est celle d'un cercle -
‘ am® | @m

mz_nz'r-*- m:_,l‘_::'.oﬁ )

I+”*

A45. ‘Trouver le lieu géométrique des points M, M', M"
(Afg. 25), tels, que les distances AM, AM’', AM”, & un
'point fixe A, sont réeiproquement proportionnelles aux
 distances AN, AN’, AN”, les points N, N’y N", étdnt sur
"une droite. En d’autres termes, il faut que le produit
AN.AM soit constant, quelle que soit la direction ANM.

On prend l'axe Ax perpendiculaire a la droite NN”.

Soient AB=a et AN.AM=ab; on a

tAM=yxz'+y* et AN:AM::a:x,

d'ov; en multipliant les deux premiers termes de cette pro
portion par AM, et substituant - pour AN.AM et AM’ leurs

“valeurs, on conclut
ab x +y’:: a:x, ou x'+y'=br,

‘ equauon d’'un cercle. On. vérifie trés-aisément cette pro-
pnete du cercle par la snmlhtude des triangles ANB, AMD,

§ IV. £QuATIONS DE L'ELLIPSE, DE' L'HYPERBOLE ET DE LA PARA
BOLE, DEDUITES DES PROPRIETES FOCALES DE CES COURBES.

116 L’ellipse a été définie au n° 96, I°* exemple.

- Soient F, F/, les foyers (fig. 26)3 p, p', les rayons vec-
. teurs dont la somme constante est 2a. O, milieu de FF/,
estle centre. Si Yon prend OA = OA'= A, les points A
et A’ appartiennent i la courbe; car, pour le point A, par
exemple, on 2

AF + AF'=(a—FO) + (a +OF') = aa.

Désignant FF' par 2¢, on a nécessairementa > ¢, car




DE L'HYPERBOLE ET DE LA PARABOLE. 93
{uelconque des triangles tels que FMF' donne

FM+FM>FF, ou aa>ac.

rapport 2,0 8§ s’appelle excentricité ; AA' et CC' sont
axes principaux , savoir : '
- grand axe AB=2a, petit axeDC = 2ya*— ¢'.

- 117. Cherchons 1'équation de V'ellipse rapportée a ses
ux axes principaux pris pour axes coordonnés: I'équa-
) aura ainsi sa forme la plus simple, puisque la courbe
t symétrique relativement aux deux axes. L'un des rayons
xcteurs étant désigné par p, I'autre est 2a — p, et I'on a,
aprés la figure,

o . Pa=y:+(c+x)l’

t .

(2a—p)=y’+ (c—x).

| ne reste qu’a éliminer p: on a par soustraction
- ‘ . cx
4ap—4a*=4cx, dou p=a+—>

. e

__et en substituant cette expression de p dans 'une ou I'autre
des équations précédentes , ‘

oy

’ 3 2 ‘
a’+c—a—f—=y’+0’+x’, )
ou bien
a’y'+ (a’--—c’)x -—a’(a’— c).

118. L hyperbole a été définie au n° 96, II° exemple.

-~ Soient les foyers F, ¥’ (fig. 27); les rayons vecteurs p,

=z p!, dont la différence constante est 2a. Le milien O de FF'
estle centre. Soit la distance des foyers FF' = 2¢. On voit

, . par le triangle FMF’ que 'onaa <ec.

Si l’on prend OA = OB =a, les points A et B appar-
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tiennent a la courbe. La distance AB = sa o'appelle 'axe
transverse. ' )

La courbe n’a pas de point sur Oy perpendiculaire & AB

. .149. Cherchons I'équation de I'hyperbole rapportée a
ses axes principaux, c’est-d-dire aux axes coordonnés rec-
tangulaires Ox, Oy, dont I'un passe par lés deux foyers,
et I’autre par le centre. L'un des rayons vecteurs étant re-
‘présenté par p, lautre I'est par &= (p —2a), etl'ona
="+ (c+ax)
(p—2a)=y"+ (x—c).

Ces derniéres équations, étant algébriquement les mémes
qu'au n° 4147, donnent la méme valeur de p = a + _c_.z_: etla
méme équation finale qui, a cause de a< ¢, doit s’écrire
sous la forme ' \

aty ——(c —a')x'=—a'(c'—a’). .

120. En faisant, dans I'équation (n°117) de Vellipse,

at—c*=10% et dans celle (n°149) de Ihyperbole,

o*— a*= b*, on a pour l'ellipse

a*y + brat=a'b?, ou 2;:_'_ £ 1, '
et pdu,r I'hyperbole . i
a!ys__btxlz—atbz" ou' Zb_:_ £=_,

az
121. Réciproquement toute équation em coordonnées
rectangulaires, de la foi‘me
J— ..|_ '7_: =1 y
P q
est eelle d'une ellipse domt les axes sont 2p selon les x, et

24 selon les y; 'axe eontenant les foyers est le plus grand
des deux.
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Toute équation de la forme
q

r v
est celle d’'une hyperbole, I'axe transverse étant 2p ou
24 selon que le second membre est positif ou négatif, c’est-
a-dire selon que I'axe des x rencontre ou non la courbe.

z ‘y’—:tl,

122. Etant donnée I'équation d'une courbe, on peut en
déduire toutes les propriétés de cette ligne. C'est ce qu'on
appellé discuter une équation. On ne s’attachera ici quaux
conséquences les plus immédiates des équations de 'ellipse
et de 'hyperbole.

De I’équation de I'ellipse

,on conclurait, si on ne le savait déja,

1°. Que l'origine est un centre, c’est-a-dire le milieu de
toutes les cordes passant par ce. point: car, si x et y sont
les coordonnées d’un point, les coordonnées —x et —y
d’un point diamétralement opposé sansfom également a Pé-
quation ;

2°. Que chacun des axes coordonnés coupe en leurs mi-
_ lieux les cordes paralléles & I'autre : car, si x et y sont les
coordonnées d'un point, les deux autres points dont les
coordonnés sont — x et y pour 'un, x et — y pour l'autre,
sont également sur la courbe;

3°. Que les longueurs des parties des deux axes coor-
donnés interceptées dans la courbe sont 2p sur I'axe des x
etag sur l'axe des y: car, en faisant y = o, on lrouve
r=z=p;etpour xr =0,y =t gq. .

En résolvant I'équation par rapport a I'une des varia-
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bles; y par exemple, on a
S =3
P :

Le facteur Vp* — x* ou y/(p + x) (p — x) est une moyenpe
_proportioninelle entre les deux segments p +x, p— x du
diamétre 2p. Ce facteur est donc égal a 'ordonnée rectan-
gulaire répondam a 'abscisse x dans le cercle qui aurait
son centre a l'origine et le diamétre a2 p. ‘
.Donc, pour une méme abscisse, 'ordonnée de ellipse
rapportée a ses axes principaux est a celle du cercle décrit
sur U'un de ses axes, comme diamétre, dans le rapport
constant de l'autre axe & ce diamétre. De la résulte un
moyen de congiruire Iellipse par points.

123. On conclut de cette propriété que toute ellipse peut
étre considérée comme la projection orthogonale ou obli-
que d’un cercle sur un plan, et tout cercle comme la pro-

Jection de diverses ellipses ayant un axe commun ; considé- ,

rations fécondes en conséquences intéressantes concernant
" les cordes supplémentaires, les dlamétres conjugués, les
parallélogrammes circonscrits.

Une ellipse, dont les diamétres principaux sont aa et 25,
peut étre regardée comme la projection orthogonale d’un
cercle dont le diamétre serait 2a, et dont le plan ferait avec

celui d'e.‘l"ellipse un angle ayant pour cosinus le rapport — b,

Le centre O de l'ellipse (fig. 28) est la prOJectlon du
“centre O du cercle.

Imaginons dans le cercle un dlametre quelconque AB et
les deux cordes AC et CB, formant I’angle droit ACB. Me-
nons les diamétres F'G et HI, qui passent par les milieux D,

'E de ces cordes. Chacun de ces diamétres partage en deux
parties -égales toute corde paralléle a Fautre : ainsi FG
passe au milieu de MN, paralléle a HI et HI' passe au mi-
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lieu'de NL, paralléle a FG. Enfin, les tangemes en F, G
H et I forment un carré PQRS. .

Maintenant, censidérons dans le plan de 'ellipse tous les
points et les droites qui sont les projections des points et des
droites dont nous venons de parler, et desxgnons-les par les
mémes lettres accentuées.

Les cordes A’C’ et C'B'y qui partent d'un méme point
C’ de la courbe et aboutissent aux deux points A’ et B/, dia-
métralement opposés, s’appellent cordes supplémentaires.
Elles jouissent de cette propriété que si par le centre O” on
méne les droites H'I’ et /G’ paralléles & ces cordes, cha-
cune de ces droites partage en deux parties égales toute
corde paralléle a I'autre. Par cette raison, on dit que F'G/
et H'I' sont deux diamétres conjugués.

Enfin, au carré circonscrit PQRS répond en projection
un parallélogrammé P'Q’ R’S’ circonscrit, dant les coés
sont paralléles aux diamétres conjugués, et il est remarqua-
ble que tous les parallélogrammes circonscrits a Pellipse
ont leur aire constante et égale & 4ab. En effet, il est aisé -
de démontrer, comme on le verra au n°® 349, que Vaire de.
13 projection orthogonale d’une figure plane quelconque est
égale a Paire de cette figure dans I'espace multipliée par le
cosinus de I'angle des deux plans : donc I'aire P'Q'R’S’ est

égale a I'aire PQRS multlpllee par é, c’est donc 4 a? _Ig ou
4ab.

124. On a vu, aux n® 14 et 15, qu'en cherchant I'équa- )
tion d’une courbe définie par une propriété géométrique, -
on peut reconnaitre I'identité de la courbe avec une ligne
connue par d’autres propriétés. En voici un autre exemple.

L’angleyOx étant droit (fig. 29), une droite AB d'une
longueur déterminée, est assujeme a se mouvou', de ma-
niére que V'extrémité A soit toujours sur Oy, et 'extrémité’
Bsur Ox. Cherchons I'équation de la courbe décrite par le

7
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point M de la droite, dont la distance aux extrémités A, B,
sont les constantes a, b.

On a :
MP:MB:: AQ: AM

yibiiyja—xta,

ce qui revient a I'équation de I'e/lipse.

ou

123. Discussion de 1'équation de I’hyperbole
y== g J.;:—' —a'.

Pour x = a,onay = o; pour x < a', y est lmagmalm :
pour x>a et quelconque, y a deux valeurs réelles de si-
gnes contraires; pour x=o, ona y=1=by—1; cest
pourquoi cette quantité b s’appelle le demi-axe imaginaire.
Ainsi la courbe a deux parties séparées, et chaque partic
deux branches qui s'étendent indéfiniment.

L’équation, résolue par rapport & x, donnerait

a ——
r=kvy'+ b
et conduirait aux mémes conclusions.

126. LxumEe. m et n étaut des quantités constantes posi-

tives ou négatives, la quantité m Vz* + £ différe aussi pen
qu'on veut de mx, si I'on prend x suffisamment grand.
Soit
t=mVx' +n,
d’ou
mn

O —m*x*=m*n ou t—mxr———.
t+mx

Ce dernier dénominateur augmente indéfiniment : donc la
différcnce entre ¢ et mx devient aussi petite qu’on veut.
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127. Ce lemme s'applique a I'équation de I'hyperbole, et

démontre qu’a mesure que I'abscisse de cette courbe croit,

son ordonnée différe aussi peu qu'on veut de l'ordonnée

qui, ayant la méme abscisse, appartient & 'une des droites
exprimées par I'équation

r—=+%x
.o a

Ces deux droites, dont les branches de la courbe s’appro-
chent autant qu'on veut i mesure qu'on les prolonge, sans
que les droites ‘et la courbe puissent jamais se confondre,
s'appelleni asymptotes de I'hyperbole. Elles.se construi-
sent au moyen des deux demi-axes @, b. Toute droite pa-
ralléle 2 une asymptote ne rencontre la courbe qu’en un
point, car il n’y a qu'un systéme de valeurs de x et de y
qui satisfasse simultanément a deux équations telles- que

i

r= lﬁx—b’ et y:%x—Fﬁ';

al

en effet, en élevant la deuxiéme au carré, et retranchant la

premiére, on trouve
2bpx+ﬁ’ + b*=o,

. ;

d’ou P'on tirc une valeur unique de x.

"Lersque les demi-axes a et b de l’hyperbole sont égaux,
I’équation est y* — x* = — a*. Les asymptotes, exprimées
par I'équation y = = x, font un angle droit, et I’hyper-
bole est dite équilatére.

. Ilest aisé de voir que toute hyperbole peut étre consldéree
comme la projection orthogonale ou eblique d'une hyper—
bole équilatére. ‘

128. Nous avons obtenn une equauon simple du cercle
(111) en plagant P'origine-sur la circonférence et en faisant

. 7.
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passer I'un des axes par le centre. Faisons la méme chose

pour lellipse et pour 'hyperbole, en prenant Porigine i
une extrémité de I'un des axes principaux de I'ellipse et de
" I'axe transverse de I'hyperbole. '

L’équation del'ellipse peut s’écrire ainsi, quand I'origine
est au centre O (fig. 30) : '

J’:(sz(a—f—x) (a—=x).

Or (a-+x)(a—x) est le produit AP ><PA’ des deux
segments du diamétre AA’, déterminés par Pordonnée MP;
il est évident que, si I'origine des coordonnées était en A,
AP serait exprimé par x, et PA par 2a— x. L’équation de

l’el]ipsé serait donc
r= EZ (adx— x?).

De méme, I'équation de 'hyperbole, quand Vorigine est
au centre et 'axe des x snivant I’axe transverse, peut s'é-
crire ainsi :

: b2

y="—a) (2 +a);
(x — a) (x + a) est le produit ‘des deux distances AP, A'P
(fig. 31), du pied de 'ordonnée aux deux sommets A et A'.
Or, si lorigine était en A, les x positifs restant du méme
coté, AP serait exprimé par x et A'P par 2a + x : I'équa-
tion de I'hyperbole serait donc

\

g
= (20x+ x*).

Les équations de 1’el]ipse et de I'hyperbole sont donc ren-
fermées dans la formule

y+mxt=apx

qui exprime I'une ou l'autre suivant que m est positif ou
négatif. '




DE L'HVPERBOLE ET DE LA PARABOLE. 101

129. La parabole a été définie an n°98. .

Soient le foyer F (fig. 32) et la directrice AB; le rayon
vecteur FM, ou p, est égal a la distance MN. Soit AF = p,
quantité donnée qui spécifie la courbe. La droite indéfinie
AFx sappelle I'axe principal de la parabole. Soit

AO =OF l; ; le milieu O de AF est le sommet de la para-
bole. -

¢ .

- 130. Cherchons I'équation de la parabole rapportée a son
axe principal, le sommet étant pris pour origine des coor-
données.

p=MN=0P+AO0==z+2,

2

P’ =MP - FP' =y —t—(x—e)’;
. d'ow, par I'élimination de p,

y=apx, .

équatien cherchée. -
131. Silon change y en x, et x en y, I'équation

xl
2 =2py ou 7=3

est celle de la méme parabole (si p a la méme valeur), mais
autrement située. Il en est de méme des’ Paraboles dont les
équations sont ’ :
y'=—2px, _y._—f
. 2p
132. En rapprochant l’équal.ion dela parabole y* = 2px
de celle de la fin du n° 114, on voit que I’équation

,7" +mx® = 2px

exprime 1'une ou ’autre des trois courbes que nous venons
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d’étudier, selon que le coefficient abstrait m est positif, né-
gatif ou nul.

Quelle que soit la valeur de m, le coefficient linéaire 2p
de x s'appelle le parametre de la courbe. Si c’est une des
deux courbes i centre, on a (128) ‘
2 P = 3-b_1 = 4—-b’,

a 2a
¢’est-a-dire que le paramétre est une troisiéme proportion-
nelle & I'axe selon les abscisses et au second axe, tandis que

. . b? i .
m est égal a i‘.;a et par conséquent A :t% L’équation

précédente peut donc étre écrite ainsi :
r :i:%x’ =apr.

. Cela posé, dans le cas ou I'on ne voudrait considérer
qu’une portion de la courbe, voisine du sommet situé a 1'o-
rigine, il peut arrivet que a soit tellement grand par rap-

port a p et & la plus grande valeur de x, que le terme E
soit & négliger auprés de 2px. Si, par exemple, on fait
a'=1000000" et p = 1, d'ott b = \pa=1000, on aura

' = 2x == o,000001 x*.

Or, tant que x sera assez petit, par exemple inférieur a 1=,
le terme en x* pourra étre négligé, et y* calculé d’aprés la
formule
y'=a2x ou y'=2pux,

comme si la courbe était une parabole. Telles sont les
ellipses que les cométes décrivent autour du soleil comme
foyer, tant qu’on n’en considére que les parties les plus rap-
prochées de cet astre.

C'est pourquoi I'on dit qu’une parabole est une ellipse
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(et 'on-peut dire aussi une hyperbole) dont les axes devien-
nent infinis, tandis que leur troisiéme proportionnelle
ib .
*~ on 2p reste finie.
2a

\

133. L’analogie des trois courbes résulte aussi de lex-
pression du rayon vecteur en fonction de Pabscisse dans

I’ellipse et I'hyperbole. On a (117) et (118)

: cx
- ‘ o=— +a,
a
cllipse si ¢<Za, hyperbole si ¢ >>a.
Cette équation peut s’écrire :

c a?
p=-{lx+ —)

a\" " ¢

c'est-a-dire que le rayon vecteur est a I'abscisse, augmentée
a? .
de la constaute - dans le rapport constant de ¢ a a; de
sorte que, si I'on prend & partir du centre O (fig. 33), du
’ 14 . . ’ 4 a’

coté des x négatifs, une distance OH (ou OH’) égale & <’

et si I'on éléve sur OH la perpendiculaire HK appefée di-
rectrice, le rayon vecteur FM, joignant le foyer 3 un point
quelconque M de la courbe, sera 4 la distance MR (ou MR’),
du point M 2 la directrice, dans un rapport constant, << 1
si la courbe est une ellipse, > 1 si c’est une hyperbole. De
13 une définition commune aux trois courbes étudiées dans
ce paragraphe.

134. L’ellipse, 'hyperbole et la parabole, sont depuis
longtemps eonnues sous la dénomination commune de sec-
tions coniques, parce qu’on les obtient en coupant par des
plans un céne i base circulaire. Cette propriété est comprise
dans une proposition plus générale démontrée dans I'un des
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paragraphes suivants. Nous ne considérerons ici que le cas
ot les plans coupants sont perpendicn]aires au plan prin-
cxpa] d’un cdne oblique.

On appelle plan principal celui qui passe par le centre de
la base circulaire du cdne et par la perpendiculaire menée -
du sommet sur le plan de cette base. Les droites suivant
lesquelles il coupe la surface conique sont les génératrices
principales. :

Soient SA, SB ( fig. 34), ces deux droites, et prenons le
plan principal ASB pour plan de projection orthogonale.

Soit AA' la trace et la projection du plan coupant; c’est
aussi la projection de la courbe d’intersection.

Faisons AA'=2a.

Soient AB et A’B’ deux droites paralléles a la base circu-
laire du céne : ces droites sont les projections de deux cer-
cles situés sur la surface conique et ayant AB et A’B’ pour
diamétres.

Faisons AB=2r, A'B'= 2.

Soit P le pied et la projection d’'une ordonnée y quel-
conque de la courbe d’intersection. Prenons AA’ pour
axe des abscisses ayant leur origine en A. Ainsi AP ==,
AP=2a—=.

Menons par P la droite QQ’ parallele a AB: elle est le
diamétre d’un cercle dont y est egalemem I’ordonnée pro-
jetée en P. Doncona -

—PQ < PQ.
Or, du parailé]isme des droites AB, QQ’ et A’B/, résul-

tent les relations

AP 2a—2x
PQ AB A'A 2r. 2a ’

PQ'=A'B'. n;——zr’ =

2a
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donc, ‘en substituant, on a

y._—-(aaa:-—-x), ou _y’-—%'(zaa:—x’), :

en faisant rr/ = b*. C’est I'équation d’une ellipse (128).

133. Supposons maintenant que le. plan coupant PAA’
rencontre les deux nappes du cdéne (fig. 35). On aura de

méme ) . .
7*=PQxXPQ,
_ A'P 2a+x
PQ—'—AB.H—ZV. oa -
- Apr AP r-x
PQ’-—AB W—ﬂr 2(l,
d’ou
' :_f"_, . 2
= (zax + x*)
ou

» :
ry'=-(2ax+x *),
équation d’une hyperbole.

136. Tant que le plan coupant passant par A rencontre
la seconde géuératrice SB dans la méme nappe ou est le
point A de la premiére, la section est une ellipse, courbe
fermée; si la rencontre A’ est dans 1'autre nappe, la sec- -
tion est une hyperbole composée de deux parties séparées,
(ui s’étendent indéfiiment dans les deux nappes.

Il reste a considérer Ia position intermédiaire.oun le plan
coupant AP est paralléle a la seconde génératrice princi-
pale (fig. 36).

Soit encore AB = 2r, et de p]us SB = 2l.

y étant toujours I'ordonnée projetée en P, commune a la
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courbe projetée en AP et au cercle projeté en QQ’, ona

)”:PQXPQ’, PQ:AB: ar,

' AP Lz
PQ =AB.§=2I.;—,’
dou )
e
Y ==r":

Clest équation d’une parabole:

On voit que c’est la courbe dont s’approche de plus en
plus Uellipse ou I'hyperbole d’intersection , 4 mesure que le
point A’ s’éloigne du sommet du cdne, tandis que le point A
reste constant. L'équation de la parabole peut se tirer de -
cellés des deux autres courbes d’aprés cette considération.
Pour cela, écrivons ces équations sous la forme

" A mesure que A’ s'éloigne, le rapport —ou —+

AN approche

de la valeur {—:,—B ou 7, ainsi le coefficient de x approche de

. 2r . . cppe .
la valeur finic 2 - tandis que celui de x*, différant aussi

peu qu'on veut de!; . é, approche de zéro.

137. Parmi les sections elliptiques, un cas remarquable
est celui ot le plan coupant est anti-paralléle au plan
de la base circulaire, c'est-a-dire que le plan coupant AA’
(fig. 37) fait avec une génératrice principale SA un angle
SAA’ égal 4 I’'angle SBA que I'autre génératrice SB fait avec
la base circulaire AB.

Dans cc cas, les triangles semblables AA’B, AA' B/, don-
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nent I
AB:AA':I AAIA'B,
ou . T
ar:aa:iaac2r, ou r'=at,
et I'équation de la section devient
cy'=iaxr—x*:

cette section est donc un cercle (112).
Cette propriété trouve son application dans la conslru(.-
tion des cartes géographiques.

§ V. PROPRIETES DES COURBES PARABOLIQUES ET HYPERBOLIQUES.

138. Lorsque dans une équation a deux variables x ety
le premier membre est y seul, et le second membre ne ren-
ferme que des puissances entiéres et positives de x, combi-
nées avec des constantes, on dit que y est une fonction en-
tiére de x. L'équation

y=A+Bx+Cx*+... Hx",

dans laquelle tous les exposants de x sont entiers et posi-
_tifs, est dans ce cas, et exprime une courbe dite pqrabo-
ligue. ' . o

A toute valeur posittve ou négative de x répond une va-
leur de y. Si le second membre se réduit aux deax premiers
termes , I'équation est celle d’une ligne droite.

Siléquation esty = A + B.z:—i— Cx*, elle peut sc meme
sous la forme

B
ce qui revient &
,7/+ﬁ=0(x+“)”

d’ou, en transportant l'origine des coordonnées, de maniére
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qu’on ait ’ :
' y+pB=¥Y, x4+a=2X,
on conclut

Y= CX*.

Ainsi, I'équation est réduite a la forme 1a plus simple -par
le déplacement des axes, transportés parallélement a leur
premiére direction; et le coefficient de X* est le méme que
celui de x* dans la premiére équation. Lorsque les axes sont
rectangulaires, cette équation exprime une parabole dont

. I'axe principal est suivant I'axe des ¥, et, par conséquent,
-paralléle i Paxe primitif des y.
"+ 8i les axes n’étaient pas rectangulaires, on transforme-

rait I'équation en prenant OX (fig. 38), perpendiculaire

‘a Oy, pour nouvel axe des abscisses, et conservant Oy pour

axe coordonné. On a '
op

Mp=y=MP—Pp= Y—Langa’
X
y= Y—"la'ilga?
_or_x

0p=.’l‘ n =
Sina Sina

\

Ces valeurs de x et , étant substituées dans I'équation gé-

nérale des courbes paraboliques, donneront une équation
de méme forme. Donc I'équation y =A +Bx+ Cz'en
coordonnées obliques est celle d’'une parabole dont I'axe
principal est paralléle a I'axe coordonné des y. Cette pro-
priété est importante en mécanique.

139. Si I'on veut tracer la courbe

y=A4+ Bx+ Cx*,

il convient souvent de mener d’abord la droite dont I'équa-

tion est y = A + Bx, et de porter Cx* en accroissement
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" de l’drdonnée de cette droite, accroissement de méme signc
queC.p . ‘

140. Trois points étant donnés, on peut y faire passer
une parabole dont I'équation, par rapport i deux axes don-
nés, soit de la forme

y=A+Bx+Cx'.
Dgslgnam par x’ et y', x" et ¥7, x" et y", les coordon-
nés des points donnés , et les substituant dans l équation gé-
nérale, on a trois équations du premier degré pour déter-

miner les inconnues A, B, C.
On peut écrire immédiatement P’équation suivante : -

_(z =) (s —a") rlr—z)laa)
Y =X (x’-—-x”) (xl_‘z,lll) +J"' (x _x/) xm)
-y (z—7) (x—2") . )

(=) (P =]’
dont le second membre, du second degré en x, *prend les
valeurs y 7", y", quand on y fait successivement x = x,
x=x"x=x". -

i1, La disgussion de la courbe -
y=A+Bx+ Cx*+ Dx*

se raméne a cellede :
' y=Dx*

qui ne présente point de difficulté. '
142. L'équation générale des courbes i)éraboliques
y=A+Bx+Cx+...+ Hx"

nous conduit naturellement 2 dommer une idée du calcul

des différences finies.
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Soit une série de termes suivant une loi quelconque.
Leurs différences s’appellent différences premiéges. Les
différences de celles—ci-s’appellent différences secondes, Les
différences de ces derniéres s’appellent différences *troi-
siémes ; et ainsi de suite.

Différences premiéres. 3 4§ —1 —1 3
Différences secondes. .. 1 —5 o 4

Différences troisidmes. —6 5 4

Pour appliquer ces définitions aux diverses valeurs d'un
polyndme en x, qu’on peut toujours considérer comme ex-
primant I'ordonnée générale y d’une courbe dont x est Iab-
scisse, on suppose que x prenne des valeurs équidifférentes

Xo, .x1=xo+a, x,=x.+2a,..., .‘l.',.=:to+n(3,

auxquelles correspondent diverses valeurs de y, qui seront
'des ordonnées équidistantes de la courbe,

Yos Y1y Yarervs ¥ne
' Les différences premiéres de cette suite sont
Y1—=Yor» Y1—J1s Vs X5 Yi—Ysy-rey Yn—Yn1s
qu’on représente par les nt;tations
Ay, Ay, A],.‘ Dysy. .., Ay,

Les différences secondes de la suite des y sont les diffé-
rences premiéres de celle des A

Ay’_._Ay"’ By:— Ay, Bys—Ay,,...,
qu’'on désignera par .

A!J’(n A’fl’ A,)'h---a
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dont les différences, qui sont les différences troisiémes de
la suite des ¥, sont désignées par '

A3 JYos A AT
et ainsi de suite (*).

On remarquera que, y étant une fonction explicite de x,
Ay, est une fonction de x, et de d; que Ay,, Ay,,...,
n'en différent qu’en ce que x, est remplacé par x,, x,,...,
ou xy+ d, xo—+ 24d,...; que Ay, est de méme une fonc-
tion de x, et 4, et que A'y,, A'y,,..., n'en different
qu'en ce que x, est encore remplacé par Z,, x,,..., ou
r,+d, x,+2d,...; et ainsi de suite pour les dxﬂ'érences
de tous les ordres. »

Si on supprime les indices de y, on entend par Ay,
Ay,..., des fonctions de x et de d dans lesquelles il ne
reste qu’a substituer au lieu de x les valears x,, x,~+d,
ro+2d,.. ., pour avoir les suites ci-dessus indiquées.

143. La différence premiére d’un polyndme est évidem-
ment égale a la somme des différences premiéres de tous les
termes ; et si 'un de ces termes est constant, il dlsparan
dans la-différence premiére.

La différence premiére d’'un mondme kx™ est

Kz ) —ham=kmdznt 4 MR Y ga s

c'est-a-dire un polynéme du degré m — 1 en z. Ce serait la
constante Ad si m était =1.

(*) Les chiffres 2, 3,. .., a la suite et en haut de A ne sont pas des expo-
sants; A'y équivaut a AAY, c'est-a-dire qu’il est I'accroissement de I'ac-
croissement de y, et si 1'on voulait exprimer le carré de Ay, on écrirait
(Ay), ou plus simplement Ay*. Quand on considére y* comme {onction
d’une variable z, son accroissement résultant de ce que x devient x + A x
est désigné par A .y°.
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Donc, siy est un polynéme entier en x, Ay en est un
autre , aussi entier, et du degré immédiatement inférieur

aceluide y.

144. A'y, n’étant autre'que la différence premiére de
Ay, est un polyndme dans lequel le plus grand exposant
de x sera d’une unité moindre que dans Ay, et, par con-
séquent, de deux unités moindre que dans y.

En général, A"y est un, polyndme en x doutle degré a n
unités de moins que le degré de y; et, par conséquent,
dans le cas ou 7 est le degré du polynéme y en x, A"y est
une constante, dépendant seulement des constantes du po-
lyndme y etde la différence ¢ des valeurs consécutives de z.
Dans ce méme cas, A™+ y est nul. Exemple :

y=:2x'—5x'+4x.
8i I'on veut avoir les valeurs de y correspondantes aux va-
leurs de z qui différent entre elles de 0,01, on peut dispo-
ser ainsi les calculs en commencant parles valeurs de x les
plus simples, et en supprimant la virgule dans les diffé-
rences :

.z y Ay Ay &'y
v | ok | s |
’ ’ 39502 12
~+o0,01 |- +0,039502 © 38514 — g88 12
0,02 0,078016 37538 — 976 12
Q.03 0,115554 36575 - 964 éte
0,04 - 0,152128 otc etc. ‘
etc. etc. . )

On voit qu'il suffit de calculer d'qprés la formule

2x®—5x'+ 4x
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quatre termes consécutifs de y, et qu'on obtient ensuite les
autres par des additions ou soustractions, ce qui-est in-
comparablement. plus rapide que de-calculer directement
les valeurs de y,.quand la variable x acquiert plusieurs
chiffres significatifs.

On emploie cette méthode pour dresser, d' aprés des for-
mules données, des tables servant a abréger les calculs de
lamécanique, deI’hydraulique, des déblais et remblais, etc.

145. Lorsque, aprés avoir déterminé un certain nombre
d'ordonnées équidistantes d’une courbe, on trouve que
leurs différences secondes sont constantes, on en conclut
que la courbe peut étre une parabole, et son équation de la
forme y = A + Bx + Cx*. On a vu que trois points con-
nus d’une telle courbe suffisent pour déterminer les coeffi-
cients 4, B, C, et par conséquent, pour calculer tant de
points qu’on voudra de la courbe: mais quand les ordon-
nées des trois points connus M', M”, M” (fig. 3g) sont
équidistantes , le calcul se SImphﬁe

On peut transporter l'origine des coordonnées au pomt
intermédiaire M”. Soit d I'intervalle M"P” égal A P'M”.

Soit 1'ordonnée de M’ = — A, et celle de M" = h,, Ié-

quation cherchée sera de la forme
. : .

et devra &tre satisfaite par les deux systémes de valeurs

On a donc

—h=—B+C e h=B+C,
dow

B=i(h.+h,) et C=i(/t,—h.)~
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L'équalion devient ainsi
r= (b 1) 5+ i( »— k)5
ou bien ’ :
x
r=h? —-(h,—h )(x--)}.
Si pour calculer I'ordonnée MP d’un point intermédiaire
. x .
M on ne prenait que y =/, 3 Ppremier terme de cette, der-
niére formule, ce serait supposer que les points M”, M, M",

-sont en ligne droxte et si M”P eum - M P”, ce qui fait

2 8

=

» I'erreur commise serait (h,-— h,)

Hl-v

- 148. Application au calcul des logarithmes des sinus et
tangentes des petits angles :

A A?
. logsin 4° 16’ = 2,8715646
' 16goo
log sin4°17' = ;,8732546 — 65
: 16835
log sin 4°18' = 2,8749381 — 66
’ ‘ 16769
log sin 4°19' = 2,8766150 —65
16704

' log sin 4°20’ = ;,8782854

On demande log sin 4°17'21". .
Sil'on prenait les angles pour abscisses et les logarithmes
sinus pour ordonnées, on aurait une courbe qui différerait -
trés-peu d’une parabole, puisque la différence seconde. des
erdonnées équidistantes est presque constante. La question

se réduit i trouver I'ordonnée intermédiaire répondant &
I'abscisse 4°17'2 1.
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On applique la formule précédente en transportant l'ori-

gine au point correspondant a 4°17'; prenant l'unité du

dernier ordre décimal des logarithmes pour unité des or-’
données, on aura :

hy = 16900, hy=16835, hy—Ih,=—65,

) . 3 -
;:%, —Z=29, %;(:—;) =o0,114;

y devient donc
16835, . E-l-+ 65 .0,1 14 =>5892,2 + 7,4 = 5goo.

C est ce qu’il faut ajouter a

log sm o17=...2 8732346
pour avoir

log sin 4° 19’ 21" = 2,8738446.

147. Lorsqu’on a les coordonnées de trois points d'une
courbe, et que la question qui donne lieu & cette courbe
permet de la considérer comme peu différente d’une para-
bole, au moins dans I'intervalle des points obtenus, on cal-
cule approximativement,des ordonnées intermédiaires par
la formule du n° 148, ou par celle du n°140, suivant que
les ordonnées connues sont ou ne sont pas équidistantes.
Cette opération , appelée ¥nterpolation, est fort utile dans
les sciences d’observation. .

Exemple. La vapeur d’eau a I'état de saturation sup-
porte une pressmn qui varie suivant la température.

Sachant qu’aux pressions de

5 7 10 atmosphéres
répondent respectivement les températures

153,28 166,50 181,60 degrés,
8.
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on demande les températures pour les pressions de 6, 8, 9
atmosphéres.

Faisant y et x egaux aux accroissements a paitir de
166°,50 eL 7 atmosphéres, on a I'équation

y=Ax+ Bx?,
satisfaite par les deux systemes ' . .
r=-—2, y .—=——-13,42,

r=3, ¥y =15,10; ‘

ce qui donne deux ¥quations du premier degré, d’ou I'on
tire

A=6,039 et B=—0,335;
donc

y = 6,039 xr— 0,335 x2.

Faisant successivement & = — 1 » + 1, + 2, ct ajoutant
les vésultats a 166 50, on _trouve les températures cher-
chées:

160°,13, 172°20, 177°24.

I.’expérience directe a donné
160°,2, 172%i1, 177°,1.

-148. Nous venons de voir que y étant un polynéme en-
tier en x, Ay en est un autre dont il est facile de calculer
tous les termes, lorsque les coefficients de x dans y sont
connus. Quant au terme constant de y, il disparait dans la
différence qui, par conséquent, reste l]a méme_quel que
soit ce terme.

Réciproquement, si I’on se donne Ay sous la forme d’'un
polynéme cntier en x, et si 'on se donne en outre la valeur
de ’accroissement ¢ de x, on pourra toujours retrouver y,
sauf le terme indépendant de x qui restera arbitraire.
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Soit, parexemple, _
o A_y:rzlx’+bx+_c.
Puisque nous savons que y est du troisiéme degré, posons
y=d4x’+ Bx’+ Cx + D.

En mettant x + ¢ au lieu de x dans ce polynoéme, on
a une expression de y + Ay; on en conclut par soustrac-
tion celle de :

Ay =342+ 3 Axd+ A"
+2Bxd + Be* - .
.+ Cd,
et pour que cette derniére soit identique a eelle que nous

.avons supposée donnée, il faut et il suffit que 'on ait, en
égalant les coefficients des diverses puissances de.x,

N 346:(1,

(1) ' 34+ 2Bd=5b,
! A3*4+ Bd*+Ci=c,
équations du premier degré, d’ou l'on tirera toujours les
valeurs de A4, B et C, la constante D restant arbitraire.
149. Voici un emploi utile de ces considérations. Re-

prenons, avec les significations indiquées au n® 142, les
deux suites

Un terme quelconque de la premiére dépend de T'un de
ccux qui précédent et des différences intermédiaires, sui-
vant la loi trés-simple ill(liqilée par la formule

(2) 7’1{'—,:)/0 = A.}"o-"‘ A.).l + .A,_y2 +" .. + 'A,,Tu-l s

1
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11 suffira donc de savoir calculer la différence y,— y, pour
obtenir la somme des n termes du second membre.

" Si Ay est une fonction connue du second degré en x, et
qu'on se donne en outre la valeur de d, on calculera, au
moyen des équations (1), les coefficients 4, Bet C, et, par
conséquent, la différence -

Fimyo= A (5 — ) + B (2. — 2}) + € (2.~ z,).

Exemple. Soient Ay = (px+1)!, d=1 et x,=o,
. par conséquent x, = n. Le second membre de la formule (2)
devient, dans ce cas,

(3) T (por 1)+ (2p + 1) 4o+ [(n 1) p 1]
c’est la somme des quarrés des  termes d’une progression
arithmétique dont le premier terme est 1 et dont la raison
-estp. '
. Or, puisqu’on a en général
' A_y:(‘px—Fl)‘=p‘x’+2px+1,
fonction du second degré comprise dans la formule

'A'y= ax*+bx +c,

on trouvera I’expression correspondante et générale de y
en faisant, dans les équations (1),

a=p', b=2p, c=1 et d=1.
‘Les équations (1) donnent en effet

‘ — 6—6 2
St L i e

ainsi

y=g[2p*x*+3p (2—p)x'+ (6—6p + p*) ]+ D,
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et, par conséquent, ' ' '

clest la valeur cherchée de la suite (3)

Cas particuliers. 1°. p=1. La suite (3) est alors la
somme des quarrés des nombres consecuufs depuls I jusqu’a
n, et ’on a cette somme

‘ ‘1_-f-‘2’+3"+...+n’=én(n+x)(2n"— 1)

2°, p = 2. La suite (3) devientla somme des quarrés des
nombres impairs consécutifs depuis 1 jusqu'a 2n—1, et
I'on trouve sa valeury, — Yo ' ,
1+3’+5’+ +(zn—|)’ —n(nn,—-—l)(nn#—l),
ou, en faisant 2n —1=1/,

‘ l+3'+5’+...+l'='ll(l+l) {1+ 2)..

“Ces derniéres formules ont leur application dans les cal-
culs relatifs aux ponts suspendus

150. L'équation y = — lorsque m est entier appartient
" & des courbes dites hyperbolx‘ques. v 1
Soient d'abord m =1 et r= g La courbe s'étend infi-

niment dans I'angle yOx et dans son opposé au sommet;sa
construction graphique (fig. 40) annonce une hyperbolc
dont Ox et Oy sont les asymptotes. C'est ce qu'’il faut vé-
rifier en prenant pour axes rectangulaires les droites OX
et OY, dont 'une divise I’ angle yOx en deux parties égales, .
désignées.chacune par . On a, en désignant par X et ¥ les
nouvelles coordonnées du point quelconque M,

X =xcos(xX) + ycos(yX) = x cosa +ycosa§
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d'on

.1:+y_—_.

) cose .
Y= xcos(xY) +ycos(yY) = — x sina +_ysma,
don

¥ —.sina

On pourrau chercher 2 et y ‘pour les substituer dans

xy = I'; mais on n’a besoin que du produlta.y, les équa-
tions cl-dessus donnent

' H2ry+ Y= x’—nxy+y'.—_;

ki .
coS’a- sin’a’
d’ou

X: - Yz
cos’z  sin*x’

fxy =
I'équation xy =1 '.sg transforme donc en

Xz V&4
fTcosa  flisina )

ce qui exprime une hyperbole, dont I'axe transverse est
4lcosa = 20A.

Si les axes Ox, Oy sont rectangulaires, on a

. I
sina = cosa = Va2,
et 'équation en X, ¥, devenant X*— ¥*= 2%, exprime
une hyperbole équilatére.
L’équation, xy + ax + by = c, pouvant s’écrire ainsi

(y+a)(@+b)=c+ab, .

se raménerait évidemment, en transportant les axes pa-
rallélement, a la forme X¥ = d. Elle exprime-donc une
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hyperbole , dont les asymptotes sont paralléles aux axes
coordonnés.

151. L’équation de I'hyperbole, sous la forme xy=const.,
conduit 4 des propriétés remarquables dc cette courbe.

Soit UV (fig. 40) une sécante comprise entre les deux
asymptotes Ox, Oy, et divisée aux points M et M’ de la
courbe en trois segments: UM =u, M'V =v et MM’ =3s.
Menons BC paralléle 4 UV et pouvant ne pas rencontrer la
courbe. Les triangles semblables OBC, QUM et PMV don-

nent

~

u=aPC o sv=y s
=%poc ¢t FHV=row

d'ou, a cause de zy = &,
: BC:
—kr _ 2 .
. u(s+v)=kog00
On trouverait de méme par les triangles OBC, Q’'UM’

» etP"\l’V

7

' _ ,/BC( t w4 s— /E(_:_ ,
: Y=J)pp ¢ 4TITT oc’
d’ou :
vls+u) =K gpor

Donc 1°. Pour toutes les sécantes paralléles entre clles,
le produit u (s +v) ou v(s + u) d’un des segments ex-
trémes par la somme des deux autres-est constant.

. Sur une méme sécante les deux segments extrémes
u et v sont égautx, ce qui résulte de l égalité des produits
u(s+v) etv(s-i—u)

Cette derniére propriété, ayant lieu quelle que soit la
direction de la sécante et méme, comme il est facile de le
voir, dans le cas ou la sécante coupe les deux branches de
la courbe, fournit un moyen trés-simple de construire unc
hyperbole dont on a les asymptotes et un point.
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- 1582, Apergu (fig. 41) de la forme de la courbe exprimée
_par I'équation. :
. aa

—_— .

xi
. - a
Pour x=a on a y=a; pour xr=ztma, y=—

. . *a
tandis que pour y = ma, xr = 7—_—
m
" La courbe se' rapproche beaucoup plus rapidement de
Faxe des x que .de I'axe des y, quoique ces axes soient

asymptotes I'un et I'autre.

§ VI." DE QUELQUES COURBES TRANSCENDANTES.

153. La courbe appelée logarithmique est exprimée sous

la forme la plus simple par I'équation .

NA x,
azloga PR

‘La longueur a détermine I'échelle de la construction. L’axe
des y est asymptote du coté des y négatifs ( fig. 42)
Pour

x ' ’
-;.‘:.w...IUOO 100 10 I 0,1 0,01 0,00I....0,
« : '

r

on a

=®.. 3 2 I 0 —1 =2 —3 —x.

equauon Y_ log)lf est celle d’une courbe semblable i

la premiére et semblablement placée par rapport aux axes.
Car, si I'on fait

X = v _ b

F=- ou X==-rx,

b a a’’.
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on aura

ou Y=

ol
RIS
ma-

L2
184. L’équation % =m log - est encore celle d’une

courbe semblable a la precédente, mais non semblable-
ment placée par rapport a 'axe des x, car elle donne

L= L om) =log X
ma._log( v )_logma-i-]ogm,

d’on

- y—amlogm — o -
ma T P ma’

donc, en élevant Vorigine de la longueur am logm sur 'axe

des' y, et appelant les nouvelles coordonnées ¥, X ,on a

Y

ma

__log Y

ce qui prouve la propositien énoncée.
x

185. La courbe dont P'équation est —‘ = m" est égalc-
nent une loganthmlque, mais elle a pour asymptote I'axe .
_ des x négatifs (fig. 43). Caron a
log% = g logm;

d’ou

. i 7
logm1 8a .

156 Sinusoide. Si sur Ox (fig. 44) on porte les ab-
scisses OP OP/, OP”,.. ., égales aux arcs de cercleAm,
A/, Am’, etqu'on fasse les ordonnées PM, P'M/, P’M’,..
de méme longueur et de méme sens que pm, p'm’, p' m
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la courbe OMM M. .. aura pour équation

’

Yy =rsin (—:) ’

. ’ ’ ‘l.
le rayon du cercle générateur étant r; et alors I'angle .

n’est pas exprimé numériquement en degrés sexagésimaus,
mais par le rapport de I'arc > compris entre ses cOtés au rayon
avec lequel il est décrit.

La forme générale de la courbe est facile a discuter.

157. Cycloide. Si un cercle roule sans glisser sur une
droite, en restant dans un méme plan, la courbe que dé-
crit un point de sa circonférence s’appelle une cycloide
(fig- 45).

Soit AmB le cercle générateur dans sa position initiale.
Soit LMK une autre position quelcouque. Supposons que
le point décrivant soit en A sur le premier cercle et en M
sur le second. Par la définition, on a

« arcLM = AL.
Or, si Mm est paralléle 8 AL, on a
Am=LM, mM=AL;

done
mM = arcAm.
D¢ méme
m’'M’ = arcAm’; etc.

En général, on a y = x pour une équation de la courbe.
en appelant & Iabscisse curviligne Am, portée a partir du
point A sur la circonférence Am B,et yI' ordonnée m M pa-
ralléle & Vaxe AE. Si entre ces mémes variables 'équation
¢lit y == arx, la cvcloide serait allongée ou raccourcic
selon que la constante a serait > ou < 1.

VR Sparale o' frchomede. Une droite OM (fig. 46)
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tourne dans ui plan autour d'un de ses points O; l¢ point M
est mobile sur la droite, et y parcourt des longueurs égales
pendant que la droite OM décrit des angles égaux. Le pomt M
décrit surle p]an la spirale d’ Archiméde.

Soit Oa la position de la droite quand le point décrivam
est en O; amm’ est un cercle quelconque, ayant O pour
centre. Les longueurs OM, OM’, du rayon vectear sont
pmportlonnelles aux angles aOM, aOM’, ou aux arcs am,
am’. De 1a une coustruction facile de la“courbe quand on
connait la longueur ON parcourue par le point décrivant
pendant une révolution entiére de la droite mobile.

Cherchons a exprimer cette courbe par une équation,

139. Soit ON =/, donnée; le rayon vecteur OM = p,
variable. Soit ?-%? =03 ce rapport 0 de I'arc variable am
ason rayon est Vexpression analytique de l'angle aOm.
D'aprés la- définition dc la courbe, on a.p:l:if:27 ou
amp = 16, équation cherchée dans laquelle les variables p .
et  sont les coordonnées polaires de la courbe.

170. La courbe dite développante du cercle, utile en
mécanique, est étudiée dans le Cours de Géométrie des-
criptive.

§ VIL TRANSFORMATION DES COORDONNEES, APPLIQUEE
AUX COURBES DU SECOND DEGRE.

161. Les équations des courbes dont nous venons de
nous occuper ont été obtenues sous des formes simples, par
suite du choix convenable de la position des axes coordon-
nés. De méme que 1'équation du cercle (95 et 96) est plus
compliquée lorsque le centre a une situation quelconque
que lorsqu’il est  P'origine des coordonnées, de méme il est
évident que les équations de I'ellipse, de I'hyperbole et de -

.
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la parabole, seraient moins simples si les axes étaient pris
arbitrairement et faisaient un angle quelconque. Mais itest
important de counstater :

1°. Que dans tous les eas les équations de ces trois courbes
" exprimées en coordonnées paralléles & des axes sont du
second degré, c’est-a-dire toujours comprises dans la for-
mule générale , : o

Ay*+ Bxy + Cx* +Dy+Ex+ F.._o,

" 2°. Etque réciproquement uie équation du second degré
en coordonnées paralléles 4 des axes ne peut exprimer une
autre courbe que 1'ellipse (dont le cercle est un cas parti-
culier), Ihyperbole ou la parabole.

La démonstration de cette double proposmon dépend
d’une méthode generale qu'on appelle la transformation
des coordonnées. -

- 162. Soient Ox, Oy (fig. 47), les axes donnés quel-
conques auxquels est rapportée une courbe dont I’équation
estF (x,y)= o..

Soient O’x*, Oy’ les axes ega]ement donnés relative-
ment auxquels on se propose d’obtenir l’equauon de la

" méme courbe;

Soient a et b les coordonnées OA, AQY, de I'origine O' re-
lativement aux premiers axes. .

M étant un point quelconque de la courbe, ses coordon-
nées x et y sont OP et PM, tandis que-ses coordonnées z’
ct y' sontO'P’ et P'M'. 1l est aisé d’exprimer par des éqixa-

- tions les relations qui existent entre les quatre variables x,
g, %', y', les constantes a, b, et les angles des axes entre
eux. Il suftit de remarquer que la ligne brisée OPM, com-
posée de x et de y, et laligne brisée OAO'P’'M , composée
de a, b, x’ et y’, sont deux contours polygonaux condui-
sant du'point O au point M, et que par conséquent leurs
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projections sur une méme droite sont égales (22). Nous
bornant ici a.considérer les projections rectangulaires, nous
pouvons appliquer le théoréme du n° 46; et afin & obteriir
séparément les expressions de x et de y en fonctions des
quantitésx', y'; @, b, et des angles, nous prenens successi--
vement pour axes de projection, d’abord la droite OX per-
pendiculaire & Oy, puis la drojte OY perpendiculaire 4 Ox.
La formule ci-dessus devient, dans ces deux cas (en remar-
quant que Tes cosinus des angles d’une droite avec OX et
avec OY sont les sinus des angles de la méme droite avec Oy
et avec Ox)

rsin (x,y) = asin (x,y) + .1:’ sin (x',y) + 7' sin(y’, y);
ysin (y, x) = bsin (y, ) + x'sin (%', x) + ' sin(y’, x),

dou
r_a+xsnn(x,y)+y"sm \
. sin(y, x) .
. 2’ §in (X', x) + y’ sin (y, x)
r==4t+ - sin (y,x) |

163. Les coordonnees x, y, ‘yy's dun méme point de

la courbe considérée, satisfont simultanément a l’equatlon' '

F(x,y) = o et aux deux formules finales du numéro pré-
cédent; donc si I'on substitue & x et 2 y dans I'équation
F(x, y) = o leurs expressions données par ces formules,
on aura une nouvelle équation qui sera également satis-
falle, etqui, ne renfermant plus d’autre variable que x' et
7', sera I'équation de la méme courbe rapportée aux axes
Ox’, Oy'". ’ ' :

184. Si I'é équation F (x,y) = o est une equauon alge- ‘

brigue du m#** degré, c'est-a-dire qul puisse se ramener a
la forme

Ay"‘+(Bx+C)y"‘"+(Dx +Ex+F) nty.=o,

la plus grande somme des exposants de T et de y=dans un
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méme terme étant le nombre cntier m, I'équation trans-
formée en nouvelles coordonnées x’, y', ne sera pas d'un
degré supérieur au m™, puisque les valeurs de x et dey
a substituer dans la premiére équation sont du premier
degré. L'équation transformée ne sera pas non plus d'un
degré inférieur au m®™, car il faudrait, pour que cela fiit
possible. que le degré piit s’élever quand on reviendrait
des nouveaux axes aux anciens.

Ainsi. a quelques axes coordonnés qu'on les rapporte;
les équations de I'ellipse. de I'hyperbole et de la parabole,
sont toujours du second degré.

165. Pour établir la réciproque de cette proposition,
nous prendrons I'équation la plus générale du second degré
a deux variables :

(1)  Ay'+ B.ry+C.t’+Dy+E.z:+F=§,

et nous supposerons que les coordohnées x et y sont rec-
tangulaires, en remarquant que, sil en était antrement, on
pourrait, par la transformation, obtenir pour la méme
courbe rapportée a des axes rectangulaires une équation
différente, mais toujours du second degré. '

Nous remarquerons, en second lieu, que si le terme Bzy
n'existait pas dans I'équation, une transformation pareille
a celle du n° 112 réduirait facilement I'équation & trois
termes. Proposons-nous donc de faire disparaitre de I'équa-
tion le produit xy en changeant la direction des axes, mais
en les conservant toujours rectangulaires et sans changer
I'origine des coordonnées.

Dans ce cas particulier, les formules finales du n°® 162 se
simplifient : on a : ’

a=o, b=o, sin(v,x)=1, sin(x'.y)= cos(x/,x)
sin (y'y V) = —sin(x',x),”

sin (V'\ x) = cos (¥, x)3




DES COURBES DU SECOND ‘DEGRE. 129
et si, pour abréger, on remplace I'angle (x’, x) par «, les
formules de transformation deviennent (telles qu'on aurait

-pu les obtenir directement par la théorie des projections)

.

x=x'cosa —y'sina, y=x'sina+y’cosa.

Mettant ces expressions de x et de y dans 1’équation (1), .

on obtiendra une transformée du second degré; de la forme
(2) Ay"+ B’xy'+ C'ah D'y’ + E'z'+F=o;

dans laquelle les coei’ﬁclents A, B,..., renfermeront
Yangle «. 11 s’agit de choisir cet angle de maniére que B’
soit nul. Or, en réunissant les termes en x'y’ qui provien-
dront de la substitution, on trouve

B' = 2(.d — C) sinacosa + B(cos'a — sin*a),

ou (56) . ' Co '
= (A — C) sin2a + Bcos2a..

Cette quantité serait nulle indépendamment de « si 'on
avait a la fois A = C et B =0, auquel cas il est aisé de
voir (112) queI'équation (1) en coordonnées rectangulalres
serait celle d’un cercle. :

Dans tout autre cas, il faudra, pour faire. dlsparaitre le
produit x'y’, satisfaire 4 I'équation :

(4 — C) sin2a + Bcos'za =o,

d'ou, en-divisant par (4 — C) cos2a, o

- tang2a = -L-

‘ C—4.
-Comme la tangente d’un angle qui passe de zéro a 180°
prend toutes les valeurs entre -0 et — o0 il s'ensuit
qu'on trouvera toujours un angle &, mais un seulement,
plus petit que go°, satisfaisant a la condition proposée. I1 y
a donc toujours un-systéme d’axes rectangulaires (et il n’y

9
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en a qu'un, sauf le cas du cercle) pour lequel I'équation
d’une courbe du second degré se réduit a la forme’

A u+crx/:+p" ! 4 E'x'-i—F=0-

166. 1. reste 4 completer la transformatxon de cette
équation pour la réduire a trois termes. Il faut pour cela
distinguer le cas ot aucun des coefficients 4’, C' n’ést nul,

. et celui ou I'un des deux disparatt. Ils ne peuvent étre nnb
tous deux, puisque I'équation doit rester du second degré.

Dans le premier cas, le(p'xation peut s’écrire ainsi :

7\ 2 : '’ 2 /2 12
A’( g ;l—)--,) +C’ (.z"+ ;%,) +F— I%—,, - Z%’—o'
Cela posé, il est toujours possible de transporter les axes
parallélement & eux-mémes en O"x", O"y", de maniére
que, =" et " étant les coordonnées d’un point de la courbe
dans ce second systéme d’axes rectangulaires, on ait

’

. ! E’ " D o
X om=x" et y+m=y';

car il suffit et il faut pour cela- que les coordonnées de la
nouvelle omgme par rapport aux axes Ox/, Oy, ‘soient,

Tabscisse — C’ » et I'ordonnée -~ 5 .

- En faisant, pour abréger,

r équauon dela courbe se reduu deﬁmuvement 4
A y"™+ C'a:”’+ F'=o.

Faisons maintenant toutes les hypothéees possibles sur
les valeurs des constantes 4/, C', F".
1°. i elles étaient toutes -trois de méme signe, I'équa-
" tion serait impiossible a réaliser, . -
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2°, Si F' était nul, et 4’ de méme signe que C', l’éq'ua‘-
tion ne serait sausfane que par x=o0, y=o0, elle expri-
merait un seul point, devenu l'vrigine par la derniére trans-
formation .
30, 'Si, F' étantnul, 4’ etB’ étaient de signes contraires,
I'équation , réduite a la forme
r’=Kx* ou y==xKux,
]
exprimerait deux droites passant par l'origine, et situées
symétriquement par rapport aux derniers axes.

'4°. Si A’ et C' ont un méme signe, contraire a celui de
P, I'équation , réduite i la forme

r, x
Frp="
est celle d’une ellipse rapportée a ses diamétres princi-
paux (107). .
50, Enfin, si 4’ et C' sont de signes contraires, quel que
soit celui de F’, I'équation, se réduisant a 'une des formes

est celle d’une hyperbole rapportée i ses diamétres princi-
paux (107). .

167. Ledernier cas a considérer est celui ou, dans I'é-
quation finale du n°165, I'un des coefficients A’ Cy est
nul. Soit C'=o.

Si T'on avait en méme temps E' = o, l’équation, réduite
& A'y""+- D'y’ + F' = q, exprimerait deux droites paral-
léles a ’axe des x'. Dans toute autre hypothése, I’équation
peut s"éc}:ire ainsi :

D F D
A' (y+ ,ﬂ)”"E'(‘”"' = 4A{,E,)=o.
N . 9.
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Or, en transportant les axes parallélement, de maniére
qu’on ait :

rHsg=r" E [AE
‘on raméne I'équation a la forme '
A'y" 4+ E'xl — o,
qui appartient exclusivement a la parabole.

168. Ainsi se trouve démontrée la proposition énoncée
aun°161. C'est donc & juste titre que, vu I'emploi pres-
que exclusif des coordonnées paralléles a des axes, les
courbes étudiées au §IV (n° 116 et suiv.), d’aprés leurs
propriéwés focales, s’appellent courbes du second degre.

Des diamétres des courbes du second degré.
[ ] : .

169.. Une équation du second degré peut étre utilement
discutée d’une autre maniére que par la transformation
immédiate des coordonnées, pour reconnaitre le genre de
courbe qu’elle exprime. Reprenons cette équation sous la
forme la plus générale, Pangle des axes coordonnés étant
quelconque,

(1) Ay +Bzy+Cx +Dy+Ex+F_.o, |

et supposons que le coefficient £ de y* ne soit pas nul;
c'est ce qui aura lieu lorsque ’axe des y aura été choisi de
maniére qu'une paralléle a cet axe rencontre la conrbe en
deux points, et par conséquent ne puisse pas étre une
asymptote. L’équation résolue par rapport a y donne -

B._ D |
y=-— oA r—A

(2)
_'2 J(B’—-— 44(,) ’+2(BD—2.AE) FD'—44F,




. DES COURBES DU SECOND DEGHE. 133
d’ont I'on conclut d’abord que la droite dont I'équation est

: B D
(3) Y=—s4* %1’
coupe en leurs milieux, et sous un angle qui généralement
.nest pas droit, toutes les cordes paralléles a I'axe des y.

Cette droite est un diamétre de la courbe, et la discus-
sion de cette courbe se raméne a celle du radical de I'équa-
tion (2).

Si Yon a B*— 4.A4C > o, la courbe s’étend a I'infini du
coté des x positifs et du coté des x négatifs. C'est donc une
hyperbole, sauf le cas particulier de deux lignes droites,
quand le trinéme en x sous le radical est le carré d'un
bindme.

Sil’on a B*— 4 4C < o, le trindéme sous le radical de-
vient négatif dés que x, soit positif, soit négatif, est suffi-
samment grand en valeur absolue; la courbe est donc limi-
tée dans tous les sens, et-c’est une ellipse, sauf le cas
d’impossibilité, quand le trinéme sous le radical reste né-
gatif pour toute valeur de x, et le cas d’'un point unique
quand le trindme changé de signe est le carré d’un bindme.

Enfin si I'on a B* — 4 4C=o0, selon que BD — a2 AE
est positif ou négatif, le radical reste réel pour des valeurs
croissant indéfiniment dans un seul sens; la courbe est
illimitée de ce cdté seulement; c’est donc une parabole,
sauf le cas de deux droites paralléles au diamétre deter-
miné par I'équation (3)

"Dans les deux cas ou B*— 4 4C n’est pas nul, la courbe

‘aun centre placé sur le diamétre exprimé par l’équatlon (3)-
SiYon y transporte I'origine des coordonnées en prenant
I'axe des x suivant ce méme diamétre, et l'axe des y pa-
ralléle & sa premiére direction, la nouvelle équation de la
méme courbe est, en coordonnées obliques, de la forme

Y+ Mx+ N=o,
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car il faut, 1° qu'a toute valeur de x répondent deux va-
leurs de y égales et de signes contraires, et a° que pour
¥y =oon ait aussi deux valeurs de z égales et de signes
contraires.

Cette derniére forme (la méme que lorsque la courbe est
rapportée & ses diamétres principaux) montre que chaque
axe coupe les cordes paralléles 4 I’autre en leurs milieux. Les
deux diamétres liés entre eux par cette propriété récipro-
que s’appellent diamétres conjugués. Il résulte de ce.qui
précéde qu’a tout diamétre (droite menée par le centre,
qm n'est pas une asymplote) répond un autre diamétre
qui est son conjugué.

170. Lorsque B*— 4.4C est nul, le radical de I'équa-
tion (2) ne devient nul que pour une valeur de x; la courbe
ne rencontre donc qu'en un point le diamétre déterminé
par I'équation (3). D’aprés cela, si I'on transporte en ce
point l'origine des coordonnées’, en prenant pour Yaxe des
x ce digmétre, et I'axe des y paralléle a sa premiére direc-
tion, on réduira I'équation a la forme

. y*=2aPx,

la méme que lorsque les axes sont rectangulaires.

Une parabole pouvant étre considérée (n® 132 et 136)
comme une portion d’une ellipse ou d'une hyperbole dont
les diamétres sont infinis, si 'on méne dans cette courbe
des cordes paralléles et d’ailleurs quelconques , non-seule-
ment leurs milieux sont, comme on vient de le voir, surunc
droite, mais ce diamétre concourant a I'infini avec le dia-
métre principal lui est par conséquent paralléle. Ainsi tous
les diamétres d’une parabole sont paralléles entre eux, ce
qu’on vérifierait aisément en cherchant le lieu des milieux
de cordes paralléles dans cette courbe,




DE LA LIGNE DROITE DANS L ESPACE. 135

\

§ VIIL. #QUATIONS DE La LIGNE DROITE' HORS DES PLANS
' CODRDONNES. :

171. Daprés ce quia été dit en général au n° 6, le moyen
le plus simple d’exprimer la situation d’une droite relative-
ment 3 trois plans coordonnés est de donner les équations
de ses proJecuons coordonnées sur deux de ces trois plans.
Si les deux plans de projection sont ceux des 3x et des zy,
les equatlons seront en général de la forme de celles-cn

z=6x+p, z=Uby-gq.

Il faut bien comprendre que les coordonnées x, .y, z,
d'un point quelconque de la droite dans 'espace, satisfont
i la fois aux deux équations, et que chaque équation consi-
dérée séparément est satisfaite par les coordonnées d'un
point quelconque du plan projetant mené par la droite pa-'
rallélement & un des axes.

En éliminant z entre les deux equatlons ci-dessus, on a’
une relation entre les. coordonnées x, 7, d’un point quel-
conque de la droite; et comme ces coordonnées sont aussi
celles de la PI‘OJeCtlon coordonnée de la droite sur le plan
des xy, la relation qu’on obuent est I'équation de cette pro-
Jectlon, savoir : o

by +p—g=o.

172. Si'on veut déterminer /a trace de la droite sur I'un -
des plans coordonnés,, par exemple celui des x et j, il faut
évidemment faire z = o dans le systéme de deux équations
qui exprime la droite: on aura ainsi les coordonnées de
cette trace, '



136 . 'EQUATIONS
On a de méme pour les traces

sur le plan des xz..éy:or z‘=>q, x.‘._..@l':l’,

'surle plandes yz...x =0, z=p, y=2L 5 9.

173. Si la droite était paralléle & 'un des plans coor-
donnés, 'une des deux équations' & deux variables devrait
étre celle de sa projection sur ce plan. La seconde équation
‘appartiendrait aux projections de la droite sur les deux
autres plans. ' '

Exemple. z=ar+b, y=c.

Si la droite était paralléle 4 I'un des axes, ses équations
seraient indépendantes de la coordonnée paralléle a cet
axe. Par exemple, la droite étant paralléle a axe des z,
T'expression la plus simple de Ia droite est

r=m, y=mn,

m et n étant les coordonnées de la trace de cette droite sur
le plan des x et y. ' ' :

174. Promrime. Connaissant _lef équations de- deu»
droites ,

(1) z=az +p pour la premiér
4 : pou emiére
(3) - Z =a’x+p’

(4)  z=blytg pour la secbndg,
vérifier si ces droites se rencontrent, et, dans le cas de
Uaffirmative, trouver les coordonnées du point d'intersec-
tion. ‘ ' .

Les quatre équations ci-dessus doivent étre satisfaites par
les trois inconnues x, y, z, coordonnées du point de ren-
_ contre. ’

0
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Les équations. (1) et (3) donnent ’

(5) .- (a—a')z=ap'~a'p.
Les équations (2) et (4) donnent ‘
6 . (b—b)z=bg'—bg.

Les équatidns (5) et (6) devant donner la méme valeur.‘
de z, il faut que les constantes satisfassent a I'équation de
condition suivante: -

(a—a') (bg'—¥'q) = (b—"b') (ap'— a'p).

Quand elle a lieu, le reste du probléme est aisé a ré-
soudre. : ' .

175. PuosLimE. Connaissant les équations d’une droite
D rapportée a trois axes rectangulaires, trouver les angles
quelle forme avec ces axes.

Transportons la droite parallélement a elle-méme de ma-
niére qu’elle passe par Porigine, ce qui se fait en suppri-
mant les termes constants des équations. Les angles cher-
chés ne sont pas changés, et les deux équations ‘péuvenl
alors s'écrire sous la forme -

Un point de la nouvelle droite, dont les coordonnées sont
x, y, z est a une distance de I'origine exprimée en gran-
deur absolue par Vx4 y'+ 2%, et en considérant le sens
positif de la droite comme allant de l'origine a ce méme
point, on a pour les cosinus des angles cherchés:

D,x)=—uZf
COS( ’ X) \/.z:’+_7"+ 22
cos (D, y) = ==

——)
s/xi_’_:yd_*_ 2?

cos(D, z) = Ve
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Or, d’aprés les équations ci-dessus, x, y et z sont pro-
portionnelles & a, b et c; donc
cos (D, X)= -——a——-_______ ’
Va: 4+ [/ ]
b
cos(D, z) = o, .
Va+ b +c :
formules dans lesquelles il faut remarquer que les constantes
a, b etc, sont positives ou négatives, qu’elles ne sont don-
-nées que par leurs rapports (grandeurs e} signes), qu'on
peut par conséquent les multiplier par un nombre quel-
conque, et changer simultanément leurs signes, ce qui
change ceux des trois cosinus et revient a changer le sens
posmf de la droite.

Réciproquement, sachant qu’une droite-passe par 'ori-
gine ‘des axes rectangulaires, si I'on se donne les angles
qu’elle forme avec ces axes, c’est-a-dire les cosinus de deux
d’entre eux et le signe du cosinus du troisi¢me (42), on en
conclura que les équations de la droite peuvent étre posé&s
comme il suit: . 4

x -y -z
cos(D,x) ~ cos(D,y)  cos(D,z)’
ce qui revient & écrire, chose évidente, que les trois coor-
données d’un poimt de la droite menée par I'origine sont
proportionnelles aux trois cosinus,

cos(D, y) =

176. Prosrisme. Trouver les équations d’une droite pas-
sant par un point donné et paralléle & une autre droite
donnée , ou faisant avec les axes rectangulaires des an-
gles donnes

La droite donnée étant transportée a I'origine et paralle-
lement a elle-méme , ses équations peuvenl alors étre mises
sous la forme
3

b
(4

QR

C
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et celles de la droite menée parallélement pdr le point dont
les coordonnées sont x’, y’, 2z’ peuvent se ramener-a celles-¢i

z—a r—y _z—z" '

e . = ~—= ]
. a b c

.

ou bien, si les axes sont rectangulaires,
’ z—z _ y—y 33—z

cos(D, x) - cos(D, y) = cos(D, z)

§ IX." EQUATION DU PLAN RAPPORTE A TROIS AUTRES PLANS
- COORDONNES. '

177. Le procéde qui donne cette equatlon depend de la
genératlon qu’on adopte pour le plan.

" Ce plan rencontrant nécessairement au moins I'un des

axes, supposons que ce soit celui des z. Soit c.la distance
positive ou négative de l'origine & la rencontre C de cet
axe (fig. 48). Les équations des deux traces, dans les deux
plans coordonnés xOz et yOz, sont de la forme

z=ax +c pourlatrace Ddans xOz,

et :
z=1>by + ¢ pourla trace E dans- yOz.

Considérons le'p]an comme la surface engendrée par

une droite G qui, s appuyant sur la droite D, directrice '

fixe, se meut parallélement a la trace E, laquel]e est, par
conséquent, 'une des positions de cette génératrice.

Soient « et 3 les coordonnées paralléles 2 Ox et 4 Oy du
point P, out la génératrice G coupe la directrice D. Elles

satisfont.a I'équation de cette droue, de sorte qu on a
(1)  B=aa+tq,

et la génératrice G, passant par P et étant parallele aE,a
pour équations

.

(2) . r=a,

.

et

(3) , s=by+p.
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Si, en conservant a la distance c et aux coefficients an-
gulaires a et b leurs valeurs algébriques, on fait varier «,
et par conséquent [3, on pourra faire prendre au point P
toutes les positions imaginables sur la directrice D. Ainsi
les équations (1), (2) et (3) ont lien entre les quantités «
et 3 qui conviennent a la génératrice passant par un point
quelconque du plan et les coordonnées x, y et z, dece
point. Donc, en éliminant « et 3, on aura la-relation cher-
chée, indépendante dela position particuliére de la généra-

trice.-Cette equatlon y qui exprime complétement la posi-
tion du plan, est

z=ax+ by +c.

Elle s’applique a tous les cas possibles, sauf celui ou le
plan serait paralléle 2 I'axe des z. Dans cette hypothése,
I’équation ne contiendrait (92, 2°) que les variables = et y,
ct ne différerait en rien de 1'équation de la trace du plan
sur celui de xy; elle serait donc de la forme

mx +ny +qg=o,

pouvant se réduire 2 x =k ou y =1 sile plan était ala
fois paralléle 4 deux axes coordonnés.

178. Réciproquement, toute équation du premier degré
comprise dans la formule générale

Ax+ By +Cz+ D=o,

dans laquelle les variables x, y, z, sont les coordonnées
d’un point variable, exprime toujours un plan. Car, a
moins que C ne soit nul, auquel cas le plan serait paralléle
aTaxe des z, on peut, en divisant par C, mettre 1’équation
sous la forme

z=ax+ by +c,

et, par conséquent, concevoir la génération d’un plan (177)
dont tous les points satisferaient, et satisferaient seuls , par
leurs coordonnées a I’équation proposée.
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179. Intersections d’un plan avec les plans et les axes -
coordonnés. Sidans I'équation d’un plan on fait 'une des
coqrdonnées égale a zéro, on a I’équation de la trace du
plan sur le plan des deux axes paralléles aux autres coor-
données. : ‘

Si dans I'équation d'un plan on fait s:multanement deux
coordonnées nulles, cette équation donne la troisiéme coor-
donnée égale a la distance de l’origine au point d’intersec-~
tion du plan et de I'axe paralléle a cette coordonnée.

Tout plan passant par l’origine a son équation comprise
dans la formule générale

. A‘x+By+Cz_o

180. Quand le plan ne passe pas par l'origine, 1'équa-
tion peut étre ecnte sous la forme
Yy :
RANEL AN
p g 7 ,
et p, g, r, sont (179) les distances de I'origine aux intersec-
tions du plan avec les trois axes.

181. On peut trouver l’equal.ion d’un plan en le consi-
dérant comme une surface qui contient toutes les perpendi-
.culaires menées & une droite par un méme point de cetie
droite.

Quelle que soit la position du plan , soit ON (fig. 49) la
droite menée de I'origine O perpendiculairement i ce plan,
qu'elle rencontre en N. Soit M un point quelconque du plan,
et soient x, y, z ses coordonnées.

Joignons M et N par la droite MN. Cette droite est per-
pendu,ulalre a ON, et, par conséquent, la longueur ON
est la projéction orlhogonale de OM sur la droit®ON. Mais
la projection de OM est égale (22 et 48) & celle du con-
tour polygonal OPCM, composé des coordonnées x, y, 2,
du point M. Donc, en faisant ON =d, on a

(x) d'=x c0sNOx +7éosN0y+ z cosNOz.
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Cette équatien, dans‘laquelle d et les trois cosinus sont
des constautes, tant qu'il 8’agit d’un méme plan, est1’ équa-
tion de ce plan.

Si la droite ON est donnée par ses éqliations, on peut de-
mander I'équation du plan qui lui est perpendiculaire, en
fonction de la distance d et des coeflicients qui déterminent
la droite. Les équations de celle-ci peuvent étre mises sous
la forme .

ala

.Z'
b

o P.N

Les cosinus des angles qu’elle forme avec les axes rectangu-
_laires sont des fonctions dea, b, c qu’on trouve trés-facile-
“ment (174), et 'équation (1) du plan perpendlcu]alre a cetle
droite, et dontla distance a I'origine est d, ‘devient par

" suite -
. as/a’+bi+c’=ax+lgy+cz.

Rec1proquement on peut se PI‘OPOSGI' la quesuon sui-
vante.

. 182. ProsriMe. Une droite étant menée de Vorigine per-
pendiculairement & un plan donné, trouver les équations
de cette perpendiculaire, les angles qu’elle forme avec les
axes rectangulaires, les coordonnées de son pied sur le
plan, et la distance de l’origine & ce pied.

Soit l’equauon du plan mise sous la forme

Ax+By+.Cz=1.

Solution divecte de la question. Une droite étant perpea-
diculaire a un plan, la projection orthogonale de la droite
sur un second plan est perpendiculaire & la commune in-
tersection des deux plans. Donc la perpendiculaire au plan
donné a pour équations

—B t ——gx oubien Z =2 =2
--71‘ e Z——A ’ le. 4—-?-‘-6.
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Les cosinus des apgles qu’elle formé avec les axes sont

proportionnels aux coordonnées x, y, z d’un point quel-

conque de cette droite, et par conséquent proportionnels

aux coefficients 4, B, C. De la et de ce que la somme des
quarrés des trois cosinus est égale a 1, on conclut

A
VA+ B+ C
B
V&+ B+ C*
C .

Les coordonnées 2, y’, 2’ du pied de la pérpendiculaire
satisfont aux équations du plan et de la droite; on obtient
d'apres cela

cos(N, x) =
'~ cos(N, y) =

cos(N, z) =

A ‘. B ,___ C
Y Ny T Y =FxBr 0 T arBaCr
Enfin, quant 4 la distance J de P'origine au plan, on a

— ! 7 n__ 1 v,'
=ty = Er o .
Solution déduite de I’équation (1) du n®181. En iden-
tifiant les deux équations .

. Az + By +Cz =1,
" a:éos(N,.x) + ycos(N, y) + zcos(N, z) =3
ona
cos(N,x) = 43, cos(N,y)=Bd, cos(N,z)=Cd,
eten élevant au quarré et ajoutant,
1 =0 (A*+ B*+ ().

De 1a on tire immédiatement J et les trois cosinus.
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Par suite, les équations de la perpendiculaire passant par
P'origine qui sont '

z ¥ g

cos(N, x) = cos(.l‘.l, y) = cos(N, z)’
deviennent
- T _Y_Z
A7 BT C
Enfin les coordonnées du pied sont
A
x'=7dcos(N,x)=Ad= y Farmy eyt

y'=7dcos(N,y), etc.

183. Une droite peut étre exprimée par les équations i
trois variables de deux plans différents qui la contiennent.
Il suffit de considérer ces deux équativns comme devant
étre satisfaites simultanément par les coordonnées x, y, z.
On peut, par deux éliminations successives d’une variable,
obtenir un systéme équivalent, mais plus simple, de deux
équations a deux variables; et ces équations sont alors tout
a la fois celles des deux plans projetants qui y correspon-
dent. :

§ X. DR LA TRANSFORMATION DES COORDONNRES PARALLELES A
TROIS AXES, APPLIQUEE AUX SURFACES DU SECOND DEGRE.

184. La forme la plus générale d'une équation algé-
brigue du second degré entre trois coordonnées x, y, z est
celle-ci:

Ax*+ A'y*+ 4"z*+ Bxy + B'xz + B'yz
+Cx+Cy+ C"z+D=o.

On congoit, par ce qui a été dit (161 et suiv.), qu'une telle
équation , considérée comme exprimant une surface, peut
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étre simplifiée par la transformation des coordonnées sans
cesser d’exprimer la méme surface.

185. Par une méthode analogue a celle du n°162, on"
obtient immédidtement des formules pour cette transfor-
mation. '

Soient Ox, Oy, Oz, les axes pmmmfs falsam entre eux
des angles quelconques H

a, b, c, les coordonnées de la nouvelle origine O’;

0’'z’, O' y', O'z!, les nouveaux axes quelconques.

M étant un point quelconque, considérons deux con-
tours polygonaux cenduisant de I'origine O a ce pomt M:
'un, composé de x, y, z, l'autre de' e, b, ¢, ', ¥/, 2.
Leurs projections sur une droite que]conque sont égales, et
peuvent fournir une relation entre les coordonnées primi-
tives et les nouvelles. Pour obtenir directement x, y, z, en
“fonction de a, b, ¢, a2/, y', z', imaginons un axe auxi-
liaire OX, perpendiculaire au plan yOz: les projections
dey, z, b, ¢, sur cet axe, sont nulles, et nous avons

x cos (x, X) = acos(x,X) + x' cos(x' X).
+7' cos(y', X) + 2’ cos(z/, X).

En conslderant deux autres axes auxiliaires de projec-
tion , savoir: OY perpendiculaire au plan xOz, et OZ per-
pendlculalre au plan xOy, on a deux formules analogues :
xycos(y', Y) =bcos(y, Y) +x'cos(x', Y) +y' coS(y', Y)

+ z'cos (2, Y),
zcos(z,Z) = ccos(z, Z) + x' cos(x', Z) + y'cos(y', Z)
+ z'cos (z', Z).
186. Quelle que soit I'équation F (x, y, z) = o0 d’une

surface, en y substituant a x, y, z, leurs expressions tirées
: ' o . 10
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des formules ci-dessus, on aurait une équation en x', ',
2’, qui serait I'équation de la méme surface rapportée aux
" nouveaux axes : les quantités a, b, c, et les cosinus qui
entreraient dans. la nouvelle équation, doivent étre consi-
dérés comme connus dés que I’on connait les angles des
axes primitifs entre eux et la position®des nouveaux axes
par rapport aux anciens. - .

187. De ces considérations générales résultent quel-
ques conséquences importantes dans le cas ou I'équation
F(x,y,z)=o0 de la surface est algébrique.

. 1°. L’équation transformée en x',y', z', est dui méme
degré que U’équation primitive. Le raisonnement pour le
demontrer est celui du n°164.

2% Si l'on coupe par un plan quelconque une surfacc
dont I'équation F (x,y, z) = o est algébrique, la courbe
d’intersection est tout au plus du méme degré que la sur-

SJace, c’est-a-dire que I'équation qui expnmeran. celte
courbe, rapportée a deux axes que}conques pris dans son
plan, ne serait pas d’un degré supéneur a celui de I’équa-
tionF (x,y, z) =o.

En effet, concevons qu en transformant les coordonnées
on prenne les axes des x’ et-des y’ dans le plan coupant.
La nouvelle équation de }a surface en z’, y’, 2/, sera du
méme degré que la premiére. Or, il suffira d’y faire 2/ =0
pour avoir I'équation de la courbe d’intersection, ce qui
ne pourra jamais élever le degré.

3°. Une droite ne peut percer une surface en un nom-
bre de points plus grand que l'indice du degré de la sur-
Jace, mais elle peut, en certains cas, s’y appliquer tout
entiére.

En effet, en prenant la droite considérée pour axe des
x', et faisant ensuite y’ = o et z/ = o simultanément dans
I'équation transformée, on aura une- équation en x/, qui

‘.
Ly

o
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sera, au plus, du méme degré ; et dont les racines seront
‘les distances de I orlgme O’ aux points d"imtersection. -
Si la supposition y'= o, z/ = o, rendait l’équauon de
-1a surface satisfaite mdependamment de x’', I'axe O’ %/ se--
rait tout entier sur la surface. . C '

188." $i, au lieu de changer a la fois les trois axes,comme
‘nous lavons supposé au.n° 183, on en conserve un, et
qu’en déplagant les deux autres on les laisse dans leur plan
primitif, la transformation est plus simple. Supposons que
T’on conserve I'axe Oz, et qu'on remplace Ox, Oy par
Ox', Oy’ Pordonnée z d’un point M quelconque sera com-
mune aux deux Systemes de coordonnées, et les relations
entre x, y, x’ et y'," seront celles qui ont ete _établies ‘au

n°162.

_489. Appliqubns cette observation a I'équation gépérale

"du second degré a trois coordonnées, afin de la réduire a la
forme la plus simple, et parvenir ainsi plus. facilement 4
caractériser les divers genres de surfaces.que cette équation
peut exprimer suivant les -diverses valeurs. de ses coeffi-
cients. ‘

Nous supposerons rectangulalres les trms axes','en re--
marquant que, s'ils ne I'étaient pas, on pourrait les rem-

* placer par d’autres qui le seraient, sans changer le degré

de I'équation exprimant la méme surface (181, 1 °).

Cela posé, en conservant I'axe Oz, et en raisonnant
quant aux deux autres comme on I'a fait au n® 167, on voit
qu’on peut toujours faire disparaitre le terme contenant le
produit xy. Nous supposerons donc, pour simplifier nos
calculs, que B soit nul dans lequauon du n° 184, qui de-
vient :

Ax!’_*_A/:y!_i_ A”Z’—'— B'xz+Bllyz
+Cx+Cy+C'z+D=o,
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et qui peut aussi‘ bien exprimer toute surface du second
degré. '

190. Démontrons gu’il est toujours possible de diriger
l'axe des z, les coordonnées restant rectangulaires, 'de
maniére: que l'équation , exprimant toujours la méme sur-
Jace qu’auparavant, ne contienne plus les produits xs, y z.

Soit OZ la direction cherchée (fig. 50);

Soit Ox’ la projection orthogonale de OZ sur le plan
xOy; :

Et soit OY menée par 'origine O et dans le plan xOy
perpendiculairement & Ox'. Cette droite sera par consé-
quent perpendiculaire & OZ.

Si I'on voulait prendre Ox’, OY et I'ancien Oz, pour
nouveaux axes coordonnés, il faudrait (188 et 165), en fai-
sant xOx'= 0, substituer dans I’équation de la surface les
expressions _ '

x = x' cosf — ¥sin$,
y = x'sinf +.Ycosb,

et laisser z sans changement.

Cette substitution faite, on pourrait changer les deux
axes rectangulaires Ox, Oz, et les remplacer par OX, OZ,
également rectangulaires, et dans le méme plan perpendi-
.culaire a OY.

Pour cela, il faudrait, en appelant y 'angle zOZ, substi-
tuer dans la transformée précédemment obtenue

z=Zcosy — Xsiny,
x' = Z siny + X oosy,

et laisser ¥ sans changement.
Or, ces deux substitutions successives reviennent a mettre
immédiatement dans I'équation primitive les valeurs sui-
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vantes:
' . z2=~Z cosy— Xsiny,
x = (Z siny + X cosy) cos§ — ¥sin6,
y =(Z siny + X cosy) sin8 + ¥ cosé.

Faisons donc cette substitution immédiate, mais en n’é-
crivant que les termes en XZ et ¥Z, que nous voulons
faire disparaitre. Nous aurons ainsi les termes :

2 A sinycosy cos'0| XZ — 2 Asinysinfcosf| ¥Z
+2 A’siny cosy sin* + 2.A'siny sinfcosf|

—ao A" smy cosy — B'cosysing *
+ B'cos’y cos . ~ B" cosy cosb

— B'sin*y cos 8 '

—+ B’ cos*y sin 6 ‘

— Bsiny sinf

Il s’agit maintenant de démontrer qu’il existe toujours ‘
pour I'axe OZ une position telle, que les angles 9 et y qui
lui appartiennent rendent nuls ,. dans I'équation transfor-
‘mée, les deux polyndmes cdef’ﬁcients de XZ et de YZ.
" Prenons sur OZ, a partir de Vorigine, une distance re-
présentée par ‘1. Appelons a, b,.c, ses projections sur les
trois axes prlmmfs etdsa pmjectlon sur.l'axe Ox’. 11 est.
facile de voir qu’'on a

cosy =rc, smy:;d, cose=§, sinO:%-

Substituons ces expressions dans les deux-polyndmes coef-

ficients de XZ et de ¥YZ, que nous égalerons & zéro; nous - *,

aurons deux équations : ‘
addc + zd’dc——- 2o A"cd + B’a(c'_;.dt)
+ B” (c —dY) =

b b Q- .
— 2 (4 — A’)ft——B'gd—+B”%;=o, o
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(1) 2Aca’+nA’cb’-ua.A”“d’+B”a(c’ d*)
+B"b(c*—d*) =o,

(2) a2(4d—A')ab+ B’ cb— B"ca=o.
* Ces deuy équations jointes aux deux relations’
al 4 b 4t =1, a4+ br=d*,

. renfermem les condmons nécessaires pour déterminer les

quanmésa b c,d’ou dépend la position de I'axe OZ. .

En mu]np‘ham I'équation, (1) para et I'équation (2) par L

bec, puis aloutant on trouve
2 Aac(a*+ b’) 2.4"acd® + B’ c* (a* + b*)
. + B'a*d*— B"abd*=o,
}‘m, 'en'divis_ant. par d* égil a a'+ b,
(3) =2 (.A—-A') ac +~B‘c’— B'a*— B"ab =o.
Les équat:ibns (n)et (3) se simplifient éncore en posant
a b ! 3

=, e= B, et en substituant a=rca, b=cf; elles

deviennent _
(4 [2(A4—A)é+B)—B'a=o,
(5) 2(d—A"Ya+B —Ba*—B"af=o0,

*dou, en élun;nant (3, on tire I'équation finale en a :

-

(A A’)B’a ~ §(A— ) (A A" | — 2 B (A — ') [a— B=0
(6)§ . +B'| —aB(4—d"
A + B"

Nous By avons pas a nous occuper du cas o B’ et B” se-
raient tous deux nuls, puisque I’ équation du n° 189ne con-
ucndran -pas loe produits xz et yz. Si B’ seul était mll 11



DES SURFACES DU SECOND DEGRE. 131
- suffirait de faire permater Paxe des 'z et celui des .y pour
que le coefficient de xz dans eette équation devint B” et
cessiL par conséquent d’éire nul. Nous ne nous arréterons

donc pas non plus a cette hypothése. : :
Sillon avait 4 = A/, l’equauon (6) réduite a

(B”+B”’)a—2B’(A A"y o — B"*=o,

aurait :nécessairement deux racines réelles.

D_ans tout autre cas, il existera toujours au moins unc
valeur réelle de «; positive ou négative, qui satisfera a
I’équation (6) : car c’est, en algébre, une proposition gé-
nérale et facile 2 démontrer que toute équation de degré
impair, & une inconnue, a au moins une racine réelle.
Cette valeur de « étant substituée dans I'équation (4),
celle-ci donnera la valeur correspondante et egalement
réelle def. Enfin, « et 3 étant connus, les équations .

a__caz, =cﬁ, a4+ bl4c'=1,

donneront aisément a, b, c, et, par conséquent, la dll‘e(‘—
tion OZ, qui est celle de la diagonale du para]lellplpede

ectangle dont les arétes sont a, b, ¢, suivant les axes pri-
mitifs.

191. 1l résulte de la démonstration précédente que I'é-
quation la plus générale du second degré, aprés avoir subi,
par le déplacement de deux axes, la modification indiquée

au 1n° 189, pourra, au moyen d’une nouvelle transforma-
tion, étre remplacée par une autre, comprise dans la for-
_mule suivante, en coordonnées rectangulaires :

. A+ Ay + A" 2+ By xy
+Cix+Cy\+C z4+D=o.

Le terme en xy a été introduit par la seconde transforma-
tion; mais, suivant I'obseryation faite au n® 189, il est
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toujours possible de le faire disparaitre par le déplacement
des x et des y dans leur plan. ‘
De 1a résulte cette conséquence fondamentale dans la
classification des surfaces du second degré : c’est queleurs
€quations én coordonnées rectangulaires peuvent toujours
étre amendées & ne plus contenir aucun des produits xy,
xz,yz. -

§ XI. CLASSIFICATION DES SURFACES DU SECOND DEGRE.

192. Toutes ces surfaces sont comprises (191) dans 'é- "
quation suivante en coordonnées rectangulaires :

Px*+ P'y*+4 Pz 2Qz+2Q’y+2Q”"z+R=o.

Les trois coefficients P, P’, P", ne peuvent étre nuls i la
fois (187, 1°). Supposons d’abord qu'aucun d’eux ne le
soit. On pourra écrire ainsi I'équation :

Q .3 , Ql H p Q”\ 2
p (x"l‘l—,) +_P (J’-{rﬁ) ~+ P! (z+ﬁ)
_oL e
=r+rrFrp—k
ou, en transportant les axes parallélement a eux-mémes,

Pa'4 Ply* 4 PV'3'=S,

)

Le caractére général des surfaces exprimées par cette
formule est que I'origine actuelle des coordonnées est le
milieu de toute corde passant par ce peint. Eneffet, si cer-
taines valeurs de x, y et z, sont les coordonnées d'un
point de la surface, et satisfont, par conséquent, a la der-

_ miére équation, des valeurs égales et de signes contraires y
satisfont également, et sont évidemment, les coordonnées
d’un point situé i la méme distance de 'origine, a I'opposé
du premier.
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Le point milieun de toutes les cordes qui y passent s'ap-
pelle le centre de ﬁgure, ou simplement le centre de la
surface.

193. On peut toujours faire en sorte que dans I’équation
Pr*+ Py*+P'z*=S, -

deux des coefficients P, P’, P", soient positifs. Supposons
que ce soient Pet P/, et faisons sur P” et § toutes les hy-

pothéses possibles. Si P’ était positif et § négatif I'équa--

tion exprimerait une impossibilité. 11 ne reste qu’a discuter
les trois cas suivants :

I Cas des surfaces & centre. P" et S positifs.
194. Dans ce cas, I'équation peut s’écrire ainsi :

x oyt B
E+F+?_I

Elle exprime une surface limitée, car x, y, z, ne peuvent
étre plus grands que a, b, c. .

Cette surface est coupée par les plans coordonnés suivant

des ellipses dont les diamétres principaux sont 2a, 25, ac.
Cette surface s’appelle ellipsoide. .
Elle devient ellipsoide de révolution quand deux des

-~

constantes a, b, ¢ sont égales. Si, par exemple, I'équation

x? z? . . \
esg = +'§ + =1, 0n voit qu’en y faisant z égale a une

constante quelconque,, mais plus petite que c, on aura en z
et y I’équation d’un cercle. Or cette supposition revient a
couper la surface par un plan perpendiculaire a I'axe des z.
L’ellipsoide dégénére en sphére quand les trois diamétres
principaux deviennent égaux, son, équation étant alors

x!+y!+z!=__‘a2:
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IF Cas des. surfaces a centre. P" négatif,'S positif.

195. Daus ce cas, I'équation (193) peut s'écrire.ainsi :

. x’ y@ z’

& b ¢

_ L’intersection de la surface avec le plan des xy est une
“ ellipse dont les diamétres principaux sont 2a et 2 .

Son intersection ayec tout autre plan perpendiculaire
I'axe des z, courbe dont I'éguation s’obtient en faisant z-
égale A une constante quelconque, positive ou négative, est
encore une ellipse ayant son centre sur I'axe des z; et les
diamétres augmentent avec cette valeur de z.

Les sections ou traces de la surface dans les plans des
_xetzetdesy et z,obtenues en faisant séparément y =o
et x = o, sont des hyperboles dont les diamétres princi-
paux transverses sont 2a et 2b. :

Cette surface continue dans son étendue illimitée s’ap-
pelle hyperboloide & une nappe.

Elle devient un kyperboloide de révolution & une nappe
lorsque a et 6 ou P et P’ sont égaux.

=1I.

I1I¢ Cas des surfacés a centre. P et 8" négatifs.

196. Dans ce cas, f'équation (193) peut-‘s’écriré ainsi :

x oy oz -

Le plan des x-et y ne rencontre pas la surface, car 'équa-
x* : .

uon — ‘%—Z =—1n’a aucune soluuon Il en est de méme

de tout plan perpendiculaire i I'axe des z dont la dlstancc

auplan des x et y est moindre quec. A cette distance ¢, po-

sitive ou négative, I'axe ‘des z perce la surface. A une dis-

tance plus grande la section faite par tout plan perpendicu-
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laire & I'axe des z est une. ellipse dont le centre est sur cet
axe, et dont les diamétres augmentent avec cette distance.

Les sections ou traces de la surface dans les plans des x
et z et des y et z sont des hyperboles ayant un méme dia-
métre transverse égal & ac, suivant I'axe des z.

Cette surface, composée de deux parties séparées, s ape
pelle kyperboloide a.deux nappes.

Elle devient un hyperboloide. de révolution a deux
nappes lorsque a et b ou P et P’ sont égaux. '

197. Passant i la seconde hypothése sur 1'équation géné-
rale du n° 192, supposons que P soit nul, P’ et P” ne I'é-
tant pas. L’équation pent alors s’écrire ainsi, pourva que
Q ne soit pas nul ,’

y _Q./ ! >0 Q"
P+ g )+ P (4 f) «
T It Ql‘z Ql/z _ :
raQle+sg(r—F )] =
ou, en transportant les axes parallélement a enx-mémes,

. r roy = z? =, :
; 2p’ P : ’

p' et p” désignant des constames posmves on -negauves

Une propriété générale des surfaces exprimées par cette .

équation, c’est qu'elles sont dénuées de centre. En effet, en

quelque point de I'espace que 1'on transporte Porigine, en

- laissant les axes paralléles a leur direction actuelle, Péqua--
tion sera renfermée dans la formule

Ay —=b)  (3+c)
r—0)  (3-—c¢)
2P 2P
Or, dans ce cas, I'origine ne peut étre un centre, parce que

Péquation, satisfaite par certaines valeurs de.x; y, %, ne
le sera plus par ces valeurs changées de signes. :
plus p g 8

=X —a.
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Les surfaces dénuées de.centre présentent deux cas dis-
tincts.

I Cas des surfaces dénuées de centre. P' et P oup'et
p” de méme signe.

198. Si p’ et p” étaient négatifs, ils deviendraient posi-
tifs par le changement de sens de I'axe des x.

p' et p” étant donc supposés positifs, on voit, en faisant
successivement y =0 et z =0, que les plans des xz et
des xy coupent la surface suivant des paraboles dont le dia-
métre principal est I'axe positif des x, et dont le sommet
est a l'origine des coordonnées.

Un plan perpendiculaire & I'axe des x, dans sa partie
négative, ne rencontre point la surface. Si, au contraire, il
coupe l'axe des x dans sa partie positive, a une distance
quelconque, son intersection avec la surface est une ellipse.

Cette surface s appel]e paraboloide elliptigue.

Lorsque p’ et p” sont égaux, elle devient un paraboloide
de révolution engendré par la rotation d'ute parabole au-
tour de son diamétre principal.

II° Cas des surfaces dénuées de centre. P' ¢t P oup’
et p” de signes contraires.

199. ‘Daus ce cas, l’é(iuation prend la forme

21 ’z"-—x
ap” 29

p et g étant des longueurs absolues non susceptibles de
signes. : .

Les plans des xz et des xy coupent encore la surface sui-
vant des paraboles qui ont leurs sommets & I'origine ; mais
le diamétre principal de 1'une est suivant laxe négatif
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des x, tandis que celui de I'autre est suivant la partie posi-
tive du méme axe. i

Si, au lieu de z = o, on fait z égal i une constante quel-
conque, on obtient pour la section faite par un plan paral-
léle a celui des xy une parabole dont I'équation est

y*= 2px + constante,

et qui, par conséquent, est toujours de méme grandeur,
quelle que soit la distance du plan coupant a Forigine. .
Cette parabole a son diamétre principal dans le plan des xz -
et paralléle a I'axe positif des x. Il s’ensuit que la surface
peut étre considérée comme engendrée par une parabole
dont le plan se meut parallélement a celui des xy, dont le
diamétre principal reste-dans le plan des xz, et dont le
sommet parcourt une parabole fixe, dont le plan est celui
de xz et dont le diamétre priticipal est dirigé en sens con-
traire de celui de la parabole mobile.

Si, en faisant x égal a une constante, on cherche l'inter-
section de la surface par un plan quelconque perpendicu-
laire 4 1’axe des x, on trouve 'équation d’une hyperbole
qui se réduit a deux droites quand on fait x =o.

Ceute surface s’appelle puraboloide hyperbolique.

'200. On a vu que, lorsque dans I'équation générale du
n° 192 les coefficients P, P', P”, sont tous différents de
zéro, cette équation_peut toujonrs se réduire a la forme

Px’_‘_P'.y-’_‘_ P// !=S‘

Mais il peut arriver que § soit nul, et, dans cette hypo~
these, il faut distinguer deux cas.

-201. I Cas particulicr. Dans I'équation
Px!_'_ P"yi_’_Pllzl:o .

les trois coeflicients sont de méme signe.
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L'équation, ne pouvant étre satisfaite que par x=o,

y=o et z=o0 simultanément, n’exprime qu’un seul point.

202. II° Cas particulier." Les trois coefficients ne sont

pas de méme signe. .
L'équation peut étre écrite ainsi :
x’
— + -Z,—, —z'=o.

Les sections de la surface par les plans des x et z et des
y et z se composent chacune de deux droites passant par
Porigine. La surface est un cdéne. En effet, si x/, y/, z/,
sont les coordonnées d’un de ces points et satisfont a I'équa-
tion, lout autre point de la droite passant par ce premier
poinijet par lorigine aura pour coordonnées les produits
mzx', my', mz', des premiéres par un méme nombre. Or
ces prodults satisferont également a 'équation. Douc la
~ droite dont il sagit est tout entiére sur la surface (*).

" La surface devient un céne de reuolutzon quand aet b
sont égaux. - . . .

203. Toute surface conique du second degré, coupée par
un plan qui. ne passe pas par fe sommet, ne peut donner
pour intersection que I'une des trois courbes du second
degré (187 2°), et donne une ellipse, une parabole et une
hyperbole, snivant que le plan coupe toutes les génératrices
rectiligues, ou.qu'il est paralléle a 'une d’elles seulement,
ou qu'il est paralléle a deux génératrices. De 13 le nom de
sections coniques donné. par. les anciens ‘géométres aux
“courbes du deuxiéme degré. : ‘

Les hyperboloides, dont le cone est le cas parllcuher, ont

(*) Le méme raisonnement prouve que toute équation algébrigue ¢n r,
¥,z, dont tous les termes sont du méme degré, exprlme une surfaoe comqne
dont le sommet est {’origine des coordennées.
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la méme propriété de fournir les trois courbes par leurs
sections plaues.

904. En discutant (197) l equauon generale du n° 192
dans I’ hypqthese ou P serait nul, P’ et ‘P” neI'étant pas,
nous avons excepté le cas ou Q serait nul en méme temps.
Si P et Q étaient nuls, I'équation pourrau se ramener ala
forme -

- ) Ply* PVt =§;

qui appartient en général a une surface eylindrique (77)

dont les génératrices rectilignes sont paralléles a I'axe des z.

Elle comprend quatre nouveaux cas particuliers.

- 208. 1II* Cas particulier. Si P’ et P" sont de méme
signe, et que § ne soit pas nul, il est aussi de méme signe,
sans qu01 il y aurait impossibilité, et la surface est un c_y—
lindre & base elliptique.

206. IF* Cas particulier.. Si, P’ et P" étant de méme
sige, S est nul, Péquation, qui ne peut éire satisfaite que °

par:y ==o et z = o, indépendamment de x, exprime une

seule droite, qui est ici I'axe des.x..

207. 7* Cas partzculzer Si, P' et P” étant de signces

contrajres, § n’ést pas nul, la surface est un cylmdre a

base hyperbolique.

208. PF Cas partzculzer. 51 P' et P étant de signes
contraires, §est nul, 'équation, dela forme y*—m*z* =o,
ou y = iz, exprime deux plans quz se coupent suivant’

I'axe des x.

* 209. Il reste encore a examiner les cas ou deux des coef-
ficients P, P’," P”, de 'équation du n° 492, deviennent
nuls. Cétte équation peut alors s’.écrire ainsi

/"2

=(')’

p (z+ gz) +2Qx+ 2Q3 +R—

N
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ou, cn transportant parallélement les axes de x et des y,

P’z +2Qx+2Q'y =S,
_ équation qui comporte trois cas distincts.

210. ZIF Cas particulier. Siaucun des coefficients Q,
_ Q’,n’est nul, quel que soit §, la surface coupée par un plan
quelconque paralléle au plan des x et y donne une droite
parallele a celle qui dans ce plan aurait l’equatlon

y_—-_—-g:’:.

Les sections dans les plans des x et z et des y et z som
" des paraboles ; la surface est donc un cylindre a base para-
bolique.
Il en serait de méme si I'un des coeﬂiclems Q, Q’, éuit
nul, quel que fat S.

o4, PHI Cas partig:ultbr.. Si Q.et Q' sont’ tous deux
nuls, S ne I'étant pas, 'équation, réduite 2 P"2* =8 ou

z== \/ I—'f,,-a exprime deux plans paralléles.

212. IX¢ Cas particulier. Enfin si Q, Q' et S, sont nuls
a la fois, I’équation P"z*= o, satisfaite seulement par
z=o0, indépendamment de x et de y, exprime un seul
- plan, qui, par les transformations, est devenu celui des
Tety.

213. Ainsi; outre les cinq principaux genres de surfaces
que peuveny exprimer les équations du second degré a trois
variables, on peut trouver comme cas particuliers :

-Trois espéces de cylindres, le cone, deux plans qui se
coupent, deux plans paralléles, un seul plan, une droite
et un.point unique.
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§ XII. pLANS DIAMETRAUX ET DIAMETRES DES SURFACES DU SECOND
DEGRE. SIMILITUDE DES SECTIONS PARALLELES.

214. Quelle que soit une surface du second degré, pre-
nons pour axe des z une droite qui la coupe en deux points,
le plan des x et y étant d’ailleurs quelconque, son équation

“sera de la forme

z’+dx’+4y +B.zy+B’xz+B’_yz
+Cx+Cy+C'z+D=o;
d'on

z=—(B'z+B"y+C") xR,

en désignant par R un polyndme en x et y du second degré
au plus. On voit aisément par la que le plan dont I’équa-
tion est

z= —-—(B'x-l-B’y—l— C")
coﬁpe toutes les cordes paralléles a la pr‘emiére en leurs
milieux. Ce plan s’'appelle plan diamétral.

1l existe une infinité de plans diamétraux, puisqu'on
peut donner a une corde une- infinité de directions.

215. Si lon prend pour plan des x et y le plan dia-

“métral qu'on vient de trouver, en conservagt le premier

axe des z, I'équation de la surface ne contiendra plus z au
premier degré et sera de la forme

z’+A,x’+_Ay +B,xy+C,x+C y—i—D....o

- Cela étant, en changeant la position des axes des x et
des y dans leur plan, et laissant I’axe des z paralléle a sa
premiére direction,on pourra réduire le polynémeen x ety
qui accompagne z*a trois termes ou i deux, suivant le .

| 9]



162 PLANS DIAMETRAUX
cas (n® 166 et 167). Donc I'équation de la surface de-
viendra )

s+ My*+ Nx*+ P = o sielle a un centre,
o ‘
2'+ My*+ Px = o si clle n’a pas de centre.

Ces formes sont précisément celles que nous avons dis-
cutées aux n® 194 et suivanis. La seule différence est ici
que les trois axes ne sont pas rectangulaires.

1l est & remarquer que, d’aprés ce qu’on a vu aux n° 169
et 170, il y a une infinité de systémes d’axes des y et des
pour lesquels, I'axe des z restant le méme, les formes des
équations ci-dessus ne changeraient pas.

216. On appelle diamétre d’une surface da second degré
une droite dont la propriéié est de contenir les centres des
sections faites par des plans paralléles entre eux.

D’apreés ce qu’on vient de voir, toute droite menée par le
centre. d'une surface du second degré parallélement i une
-corde qui rencontre ceite surface en deux points est un dia-
métre. ‘

Leorsque trois diamétres sont tels, qu’en les prenant pour
axes coordonnés on a I'équation de la surface sous la forme

24+ My*+ Nx*+ P =o,

chacun @’eufcontient les centres des sections paralléles au
plan des deux autres; on les appelle diamétres conjugués.
Lorsque I'équation d’un paraboloxde est sous la forme

2+ My*+ Px =o,

Paxe des & est un diamétre ; mais il n’en est pas de méme
des deux autres axes.

217. Lemme. D’'aprés la définition de la similitude en




-

DES SURFACES DU SECOND DEGRE. 163
général (*), deux courbes planes sont semblables et sem-
blablement placées par rapport aux axes coordonnés,
lorsque, I’équation de l’une étant F (x, y) = o, ’équation.
de Uautre est ¥ (kx, ky) = o, k indiquant un nombre
constant, qui est le rapport de similitude, et la notation F
indiguant la méme fonction dans les deux équations.

Il résulie de la : '

1°. Que les deux courbes a centre dont les équations sont

.f’+"x’=}’i _y’+nz’;p’

(le coefficient n étant le méme dansles deux équations), sont
semblables et semblablement placées par rapport a ori-

ginesi pet p’ sont de méme signe; car en faisant p'= 7% 5

(*) Un systéme de points M, N, P,... (formant soit des lignes, soit des
surfaces, soit un ou plusieurs corps), étant situé d'une maniére quelconque
dans Vespace, si I'on prend un point S aussi quelconque (pouvant comme
cas particulier ¢tre I'un de ceux du systéme), qu'on mene les droites SM,
SN, SP,. .., et que sur ces droites prolongées au besoin on porte, & partir
du point, les distances SW, SN’, SP’,. . ., proportionnelles a SM, SN, SP,.. .,
et dirigées respectivement dans le' méme sens, les points M’, N, P’, ainsi
obtenus, formeront un systéme semblable au systéme M, N, P,.. ., et sembla-
blement placé par rapport au point S, qui s’appelle pile commun de simili-

‘tude. Les points M, N, P',.. ., sont respectivement homologues des points
M, N, P,.... Les droites M' N’ et MN, qui joignent deux points d’un systome
et leurs homologues dans Vautre , sont des droites homologues. Enfin deux
plans passant P'un par trois points d’un systéme et 'autre par les trois ho-
mologues du systéme semblable sont deux plans homologues. Cela posé, on
démontre: 1° que dans deux systémes semblables et semblablement placés
deux droites homolagues quelconques sont paralléles, et que Jeurs longueurs
sont entre elles dans le rapport des distances de deux points homologues
quelconques au pole commun ; 2° que les plans homologues sont paralléles;
30 que les angles plans, diédres ou polyédres, homologues, sont égaux. —
Deux systémes peuvent étre semblables sans étre semblablement placés ;
mais il faut pour cela qu'il soit possible d’en construire un troisiéme égal a
’'un d’eux et en méme temps semblable & V'autre et semblablement placé par
rapport a un pole commun. On démontre aisément d’aptés ces principes
que deux systémes seinblables 2 un troisiéme sont semblables entre eux.

11.

.
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on voit que la seconde équation équivaut i
Ky*+ nk'x'=p.
2°. Que deux paraboles quelconques dont les equauons

sont
y=apx, y'=2p'x,

sont semblables et semblablement placées par rapport a

Torigine si p et p’ ont méme signe; car si 'on fait p'= P,

la seconde équation équivaut a

Ky*=ap.kx.

ES

218. TatoriMe..1°. Si un plan coupe une surface du
second degré suivant une courbe & centre, il en est de méme
de toutes les sections planes paralléles & la premiére :
tous les diamétres principaux de ces sections sont, dans
deux mémes plans, et par conséquent leurs centres sont
sur une méme droite.

2°. 8i l'une des sections est une elllpse, toutes les

autres sont des ellipses semblables dont los lignes homo-
logues sont paralléles. :

.3°. 8i lune des sections est une hyperbolc toutes les
autres sont des hyperboles dont les asymptotes sont pa-
ralléles et qui peuvent former deux groupes distincts d’hy-
perboles semblables.

4°. Si la premiére section est une parabole, toutes les
sections paralléles sont aussi des paraboles, qui ont leurs
diamétres principaux dans un méme plan.

DemonsTraTION. 1°. Soit la premiére section rapportée
i ses deux diamétres principaux pris pour axes rectangu-
laires des z et y. L’équation sera de la forme -

2’4 py*+qg=o.

Imaginons le plan diamétral qui cdrrespoﬁd dans. la sur-
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face aux cordes parallélés a I'axe des z. Ce plan diamétral
rencontrera le plan coupant suivant 'axe des y, puisque
cet axe a, dans le plan de la section, la propriété de passer
par les milieux de toutes les cordes paralléles a I'axe des z.
Enfin prenons Paxe des x, dans le plan diamétral, suivant
le diamétre qui coupe en leurs milieux les cordes paralléles
" & Paxe des.y. L'équation de la surface rapportée aux trois
axes ainsi définis sera de la forme

2+ py*+ q + mx* 4+ nx =o.

Or, si, pour obtenir une section faite par un plan paralléle
a celui des zy, on fait x = constante, on trouve une courbe
ayant un centre situé sur I’axe des x et deux diamétres con-
jugués qui, étant dans les plans des zx et des yx, sont paral-
l¢les aux axes rectangulaires des z et des y.

2°. Si la premiére section est une ellipse, p est positif;
et, tant que x n’est pas assez grand pour rendre imaginaires
les sections paralléles, ces sections restent des ellipses sem-
blables, puisque le coefficient p de y* ne change pas. Par la
méme raison les axes homologues des sections sont dans un
méme plan.

3°. Si la premiére section est une hyperbole, p ést né-
gatif et peut étre remplacé par —2*; I'équation de la sur-
face devient

P L ’+q+m.1:'+ nx =o.

" La prémiére section a pour asymptotes deux droites dont
les équations sont
) z==l;

et, suivant que ¢ est positif ou négatif, 'axe des z est le
diamétre principal transverse ou non transverse.

Toutes les sections paralléles seront également des hyper-
boles, puisque le coefficient — /* de j* ne change pas, ct
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leurs asymptotes, ayant toujours la méme équation en zety,
seront par conséquent dans deux mémes plans et paralléles.

Ces hyperboles seront semblables tant que, en faisant va-
rier x, on ne changera pas le signe du trinéme g+-mx*-+nx.
Mais si ce signe change, le diamétre transverse de la nou-
velle hyperbole devient paralléle au diamétre non trans-
verse de la premiére, et vice versd. Les deux courbes ne
sont plus semblables : I'une occupe les deux angles aigus de
ses asymptotes, I’autre les deux angles obtus des siennes.

Quand le trinéme ¢+ mx*+ nx peut changer de signe,
il y a une valeur de x qui le rend nul, et alors la section se
réduit 4 deux droites paralléles aux asymptotes des sections
paralléles.

4°. Si la premiére section est une parabole, on peut
choisir les axes rectangulaires des z et des y de maniére
que son équation soit

' z'—apy =o.

Prenons I’axe des x dans le plan diamétral correspondant
A Paxe des z; I'équation de la surface sera comprise dans
la formule suivante :

2’— apy + mx'+ nxy +qxr =o,

les coefficients m, n, ¢, pouvant étre nuls séparément on
tous a la fois. Or il est facile de reconnaitre (138) que, si
P'on y fait x = constante, on aura toujours I’équation d’une
parabole dont le diamétre principal sera dans le plan
des x et y, par conséquent paralléle i I'axe des y. Ce dia-
métre sera dans le sens positif ou dans le sens négatif
de l'axe des y, suivant que 2p — nx sera positif ou négatif.
Lorsque ce binéme sera nul, la section dégénérera en deux
droites paralléles, ou méme en unc seule droite si 'on a en
méme temps

2p—nr=o0 et mx'+qgxr=o,
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§ XIII. DE QUELQUES PROPRIRTES DES SURFACES DU SECOND
DEGRE.

219. Tatorkme. Toute surface engendrée paruneligne
drojte mobile qui s’appuie sur trois droites fixes non situées
dans un méme plan est une surface du second degré. C'est
un hyperboloide & une nappe si les trois directrices ne sont
pas paralléles & un méme plan. Cest un paraboloide hy-
perboligue dans le cas contraire.

220. Pour démontrer la proposition dans le premier cas,
menons par chaque directrice deux plans respectivement
paralléles aux deux autres. Nous aurons six plans paralléles
deux 4 deux, déterminant un paralléllpxpéde dont les dll‘e(.- -
trices seront trois arétes.

Soient LL'MM’ (fig. 52) ce parallélipipéde, et LL/, MM'
NN, les trois directrices.

. Par le centre O du parallélipipéde, menons les trois axes
coordonnés Ox, Oy et Oz, paralleles aux arétes; ils ren-
contrent les faces aux points A, B, C.

Faisons OA =a,0B =5, OC—-c

Soient maintenant les équations d’une énératrice uel-
éq g

conque *
(1) ' x=mz+n,
(2) . y=m'z+n'

Cette droite devant rencontrer la. directrice LL', dontles
équations sont y = b, z =— ¢, il faut (176) que ces va-
leurs de y et de £ puissent satisfaire 4 I equa;non (2). Ce qui
fournit la relauon :

(3) b=—m'c+n'

De méme la condition de renconwrer MM', dont les équa-
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tions sont x = — a, z = c, donne I'équation
(4) —a=mc+ n.
Enfin la génératrice rencontrant NN', dont les équations
sont x = a, y =— b, il y.a une valeur de z qui, Jomte a
ces valeurs de x et y, satisfait aux équations de la généra-
trice. D’oui Pon conclut la relation

a—n_—b—n'
(5) =—0

m m

Les cinq équations ci-dessus posées existent pour les
coordonnées d’un point quelconque de la surface et pour les
constantes relatives 4 la génératrice’ passant par ce point.
Donc si I'on élimine les quantités m, n, m’, n', il restera
entre les coordonnées x, y, z, une équation qui sera celle
de la surface.

De (1) et (4) on déduit
(6) x+a=m(z—c) et —az—cxr=n(z—c).

De (2) et (3) on déduit
(7) y—b=m'(z+4¢c) et bz4+cy=n'(z+4c).

On peut tirer de la les valeurs de m, n, m', n’, et les
substituer dans l’é}uation (5). Il est aisé de recomnaitre
quon a, sans écrirf aucun calcul, en multipliant 4 vue le
premier membre de (5) haut et bas par (z — ¢), et le se-
oond membre par (2 +c), et mettant immédiatement pour
n(z—c),m(z—c), n'(z+c) etm'(z+c), leurs va-
leurs tirées de (6) et (7), -

e(z—¢)tas+ox _ —b(s+c)—b z—cy
r+a - Cyr—0b

d’ou1, faisant disparaitre les dénominateurs et réduisant,
cxy + bxz +ayz + abc = o,

¢quation chorchée, qui est du second degré.
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La surface qu’elle représente a un centre, qui cst l'ori-
gine des coordonnées, puisque eette équation étant satis-
faite par trois valeurs de x, y et z, I'est également par ces
trois valeurs changées de signe (192). D’aprés sa généra-
tion, eetté surface est continue et d’une étendue illimitée;
ellen’est niun cylindre ni un céne: donc elle est un Zyper-
boloide & unie nappe. ‘

221. Pour démontrer le second cas de la proposmon du
n° 219 : .

Soit Oz (fig. 53) une posmon parucullére dela genéra—
trice, et soient O, B, C, les points ou elle coupe les trois
directrices Q0’, BB', CC’, paralléles 2 un méme plan.

Par le point O de la premiére menons les axes Ox, Oy,
respectivement paralléles aux deux autres. OO’ est dans le
plan de ces deux axes.

Les equatlons des trois directrices, au moyen de ce choix
des axes, n’esigent que trois constantes , et sont telles que
celles-ci : ‘ ‘

Pour00’, y=oax, z=a,
PourBB', z=h, y=o, -
PourCC/, z=%k', x=o. )

Cela posé, soient les équations. d une generamce qud-
conque, ' :

z=mx+p, z=ny-gq.
La condition ou elle est de rencontrer les trois directrices

fournira trois relations (176) entre les indéfcrminées m,
n, p, g, etles constantes a, h, A’, savoir :

‘

%: %)’ h=gq, hK=p.

Eliminant m, n, p, q, des cinq équations simultanées pré-
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cédentes-, on Lrouve -
hy ez

‘ —h -z
.ou ' :
“hzy —allzx —hh'y +-ahh'x = 0.
Cest I'équation de la surface considérée, qui, comme on
‘voit, est du second degré,

222. On peut aisément démontrer que cette surface n'a
pas de centre. Si elle en avait un, en y transportant ’ori-
gine on ferait disparaitre les termes du premier degré en
x, y, z. Pour cela il faudrait substituer dans I'équation

x=x'4+a, y=y'+b, z=2z'+c.
Ficrivant seulement les termes du premier deéré , On aurait
h(bz'+ cy')y —ah' (az'+cz') — hh'y'+ ahh' 2,
ou . ‘ '
(bh —wak') 2+ (ch — hh') y'— (ach'—ahh') z'.
Or, i)our que ces termes disparﬁssent, il faudrait qu’on PﬁF

avoir a la fois
c—h'=0 et c—h=o,

ce qui est impossible, puisque k différe nécessairement de &',
La surface du second degré dont il s’agit, n’ayant pas de

" . centre et ‘donnant des hyperboles pour sections par des

plans paralléles i ceux des xz et des yz, ne peut étre qu’un
paraboloide kyperbolique. .

223. L’hyperboloide i .une nappe et le paraboloide
hyperbolique sont utiles dans les applications de la Géo-
métrie descriptive. Ils portent la dénomination commune
surfaces réglées du second degré , ct jouissent toutes deux
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d’une propriété remarquable : c’est de pouvoir étre engen~
drées de deux maniéres différentes par une ligne dr oite
mobile qui s’appuie sur trois lignes fixes.

En effet, soient D, D', D”, les trois directrices primitives. -
Si M est un point de la surface, c’est qu'il se trouve sur
une génératrice G rencontrant D, D, D”. Soient G/, G/,
deux autres génératrices satisfaisant 4 la méme condi-
tion. Il est impossible que deux des trois droites G, G/, G”
soient dans un méme plan, car ce plan contiendrait aussi
au moins deux des directrices. Cela posé; si 1'on imagine
qu’une droite mobile glisse sur les trois droites G, G/, G,
elle engendrera une surface réglée du second.degré. Or
cette droite mobile ayant dans chacune de ses positions
trois points communs avec la surface primitive y sera con- -
tenue tout entiére (187, 3°) : donc les deux surfaces coinci-
deront. .

Suivant que les droites D, IV, D”, serosit ou ne seront
pas paralléles & un méme plan 1l en sera de méme des gé-’
nératrices G, G', G”. D’ott I'on conclut facilement que le
paraboloide hyperbolzque peut étre engendré par une
droite mobile qui s'appuie sur deux droites fi fixes en restant
constamment paralléle & un méme plan.

224. Tutorime. Si deux surfaces du second degré se
rencontrent suivant une ligne plane et qu’elles se coupent
encore suivant une autre ligne, cette seconde intersection
est également plane.

Prenons le plan de la premiére ligne commune pour ce-
lui des xy, et supposons que I equanon del'uncdes surfaces
soit

(1) {A-x’+A’ +A”"+Bzy+3’xz+B”yz -
+Cx+Cy+C'z+D=o.

L'équation de la ligne commune s’obtiendra en faisant
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Z = 0 et scra

Ax*+ A'y*+ Bxy 4+ Cx+ C'y + D=o.

11 faut qu’en faisant z = o dans.I’équation de la seconde
surface on obtienne une équation eqmvalente a celle-ci, e
dont les coefficients soient par consequent les mémes sauf
un facteur constant commun. Donc si I'on supprime ce

-facteur dans I'équation de: la deuxiéme surface, elle de-
viendra telle que celle-ci ,

(2) Ax? +A’_y’+.Mz +Bxy—|—N’xz+N”yz
+Cx+Cy+Pz+D=o.

Les coordonnées x, y, z, de tout point commun aux deux
surfaces, satisfont  la fois aux équations (1) et (2), et par
conséquent aussi a celle qu'on obtient en retranchant {'unc
de l'autre, savoir:

(A"— M)z’+(B'—N’)xz+(B” —N")yz+(C'"—P) z=0,

ou bien
z[(A"—M) z+(B'—N')xz+(B"—N" )jz+(C”—P]=9.

Or pour satisfaire 3 cette équation il faut de deux choses
T'une: ou qu'on ait z = o, c’est-a-dire que les pomts -com-
muns soient dans le plan des xy, ou qu’on ait

(4"—M)z+ (B'—N')z +(B"— N")y+ C"—P=o,

¢’est-a-dire que les points communs soient dans le plan ex-
primé par cetle équation du premier degré. Ce qui démontre
", la proposition.
Si l'on avait B'=N', B’=N", €"=P, la seconde
courbe se confondrait avec la premiére.




TANGENTES A CERTAINES COURBES. - 173 .

© CHAPITRE 1L -
'NOTIONS DU CALCUL DIFFERENTIEL.

N — 7

§ I. PROBLEME GENERAL DES TANGENTES. SOLUTIONS DANS LES CAS
OU LA COURBE PEUT RTRE EXPRIMERE PAR UNE EQUATION DU PRE-
MIER DEGRE EN COORDONNKES POLAIRES, FOCALES, ETC.

225. Soit M (fig. 54) un point fixe sur une courbe; .
soient M/, M’, ..., diverses positions d’un second point con-
sidéré comme mobile sur la-courbe et pouvant s’approcher
autant qu'on veut de M sans jamais se confondre avec lui;
la sécante déterminée par ces deux points distincts prend
diverses positions MS’, MS”,..., et s’approche autant
qu’on veut d'une position MT qu’elle n’atteint jama‘is
Cette position limite est celle de la tangente au pomt M
pour la branche de courbe considérée.

Lorsque I'on dit que /a tangente passe par deux points
de la courbe infiniment voisins I’un de I’autre, ouqu ‘elle
est le prolongement rectzltgue d'un arc infiniment petit,
on exprime d'une maniére abrégée les mémes idées que par -

- la définition précéderite; car on fait entendre qu'une droite
passant par le point donné M et par un autre trés-voisin
M/, pris également sur la courbe, forme avec la tangente
un, angle non-seulement trés-petit , mais qu’on peut rendre

ausst petit gu'on veut en diminuant suffisamment MM'.

9226. La définition ordinaire de la tangente au cercle est
en défaut pour beaucoup de courbes; exemples : sinusoide,
cycloide, spirale. Au contraire, la définition génétale
(n° 225) s’applique au cercle. En effet, 2 mesure que l'arc
MM’ (fig. 55) décroit, Pangle au ecnure MOM' devient



174 _ TANGENTES

aussi petit qu'on veut, ct par conséquent I'angle S'MO
différe aussi peu qu’on veut de Yangle droit: donc la tan-
gente en M est la perpendiculaire MT au rayon OM.

227. Tangente & Uellipse. Soient F, F' les foyers
(fig. 56), et M un point de la courbe. Pour avoir un second
point M’ de I'ellipse, on porte une longueur arbitraire MN
en-augmentation du rayon vecteur FM, puis MN'=MN
en diminution de Pautre rayon vecteur F' M et autour des
centres F', F/, on décrit les arcs NM’, N’ M'. Un point quel-
conque S de la sécante MM’ jouit de cette propriété que,si

- Pon méne SR, SR’, paralléles aux cordes M'N, M'N’, on
aMR = MR’ comme MN = MN'. Or a mesure que M'M
diminue, les angles M'NM, M'N’M, approchent autant
qu’on veut d’¢tre droits ; de méme les angles SRM, SR’ M:
donc la tangente MT est telle, que si d’un de ses points on
méne des perpendiculaires TV, TV’ aux rayons vecteurs
FM, E'M, les distances MV, MV’ sont égales; donc MT
est bissectrice de 'angle VMF’; donc

angle TMF' = angle T'MF.

On arrive au méme résultat de la maniére suivante, par
Vemploi des infiniment petits, qui, dans un langage abrégé,
sous-entend les idées intermédiaires ci-dessus exprimées.
Pour obtenir un point M, de Vellipse infiniment voisin du’
point donné M, il faut augmenter I'un des rayons vecteurs
d’une longueur infiniment petite MN,, et diminuer I'autre
d’une quantité égale MN'; puis décrire deux arcs N, M,
N’ M,, des centres ', F': Ces arcs, infiniment petits, se
confondent avec deux droites perpendiculaires en N, et N,
sur MV et ME’; donc la diagonale infiniment petite MM,
dont le prolongement rectiligne est la tangente divise

- I'angle VMF' cn deux parties égales.

298. Tangente & PUhyperbole. Solution analogue
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(fig.57). On prend MN'= MN; SR, SR', étant paralléles
aux cordes M'N, M'N’, on a MR MR/; donc si TV, TV,
sont perpendiculaires en V, V/, on a MV MV'; donc la '
tangente MT est la blssecmce YMV/; donc. o

angle TMV == angle TMV'.

229. Tangente & la parabole. On. prend (fig. 58)
- MN'=MN; on décrit 'arc NM' du centre F'; on trace N'M/
paralléle a la directrice ABj; par le point S dela sécante MM/
. on méne SR, SR/, paralléles 3 M'N, M'N’; et l'on a
MR=MR’; I'angle SRM approche autant qu'on veut d’étre
droit, SR’M U’est toujours ; ‘donc si MT est tangente, et
que TV, TV'; soient perpendiculaires en V et V/, on a
MV= MV’ donc MT est bissectrice de l’angle QMF Le
triangle MI‘T’ est isocéle : on a donc

T'F= MF=QM = AP
Le sommet O est le milieu de AF. Donc
T'F—OF = AP — A0, T'O=0P;

la sous-tangente T'P égale donc le double de I'abscisse OP.
Les propriétés ci-dessus démontrées sont applmables aux
miroirs elllpuques, hyperbohques, parabollques

230. Tangente & une courbe quelconque du second
degré dont on a le foyer I, la directrice AB (133) et le
point de contact M (fig. 59).

La marche du raisonnement est la méme que précédem-
ment. La seule différence est que, au lieu de QM = MF,

MN'=MN, etc., ces quantités offrent un rapport cen- ..

stant (133) .
QM MN MR MV’

— P

MF~ MN = MR MV

Donc, pour avoir un point T de la tangente, il faut sur FM -
» pour ave P g
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- et QM prendre des distances MV, "MV, proportionnelles i
FM et QM, et éleveren V ct V' les perpendlculalres VT,
V/T. 1l suffit de mener FT” perpendiculaire 4 FM; le
“point T” dé rencontre avec la directrice est sur la tangente.

231, Tdngcnte a la courbe telle, que les rayons vec-
teurs FM, F'My sont dans un rapport constant.

On a va (112) que cette courbe est un cercle. On trouve
par lJa méme méthode que les perpendiculaires FT', F'T’
(fig- 60),aux rayons vecteurs se coupent en un point de la
. tangente.

232. Tangente & la spirale d’ Archimede (158).
.. Soit M ( fig. 61) le point de contact donné, M’ un point
voisin sur la spirale, PMN un arc de cercle ayant QO pour
centre, OP la direction initiale du rayon vecteur. Parla
définition de la courbe on a OM' et OM proporuonnels aux
angles M'OP et MOP, et par conséquent a PN et PM ; d'out

M'N:arc MN ;;OM: arc PM.

Soita ce dernier rapport indépendant de la distance M'N.
A mesure que M se rapproche de M, I'angle MNM' approche
d’étre droit; I'arc MN approche d’étre égal a sa corde;
donc le rapport « appreche d'étre li tangente - trigono-
métrique de P'angle M'MN des deux sécantes MS, MR.
" Mais ces deux sécantes approchent en méme temps des tan-
' g‘entes , 'une MT 4 la spirale; I'sutre MU au cercle PMN.
Donc « est la tangente trigonométrique de I'angle TMU.
Si OT’ est perpendiculaire sur OM, on a .
oM oM
oT” arcPM °

donc OT' qu’'on appelle sous-tangente, est egale a Pare PM.
- 233. Tangenfe ala cyclozde (187). SonM (fig. 62) le

- point de contact donné ; M un point voisin sur la courbe ;

—tanaUMT—- a; mais a==-——0-
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' O. (018 les positions correspondantes du centre du cercle
générateur. Si 'on méne M'N paralléle aAL, on a ( 157) _

AL = arcLM, AL'= arcL/ M'_ arc LN

d’ou _ ‘
o AL'— AL ou LL’= arc MN.
Oron a ' ’
' ; =00'= NM’
donc o
NM = arc MN

A mesure: que M et N se rapprochent de M, la corde MN
approche 1° d’étre égale a I'arc MN, et par conséquent
a-NM; 2° d'8tre perpendiculaire 3 MO. -

.En supposant que cette double propriété ait eﬂ'ectlve—
ment lieu, le triangle isocéle MNM’ sera semblable au
triangle isocéle MOL, les angles N et O ayant leurs cotés
Arespectivement perpendlculalres, donc les angles NMM/,
OML, sont égaux. Donc (en ajoutant M'MO)

NMO = M'ML = 1 droit;

d’ou 'on conclut que la tangente en M est perpendlculalre
a ladroite ML, .

'On arrive 2 la méme conclusmn en remplacant le ¢cercle
générateur par un polygone inscrit dont les cotés décrois-
sent indéfiniment. La méme considération s apphque aux
tangentes des développantes. :

§ IL nt’mmmulou DE LA TANGENTE D’APRES LkQUﬂlon
DE LA | COURBE.

234. Prenons d’abord un exemple et cherchons la tan-
gente a la courbe dont I’équation est
x
= -z;'
12



178 DIFFERENTIELLES ‘

Le point de contact M (fig. 63) donné sur la courbe
ayant pour coordounées OP =x, PM =y, soient x + Ax,
y + Ay, les coordonnées du point M’, voisin' de M, aussi
sur la courbe; de sorte que Ax et Ay sont les accroisse-
ments PP/, QM/, que prennent simultanément les coordon-
nées x et y quand on passe du point M au point M'.~

Le rapport

.

‘donnera V'inolinaison de la sécante MM* sur l'axe des. z si
des coordonnées sont rectangulaires. Il se déduit de 1'équa-
tion de la courbe, a laquelle doivent satisfaire les coordon-
nées x + Ax, y + Ay, du point M/, - ’

\3 . u
Fi-qflfi = -‘% (r*+3x'Ax+3xAx*+ Ax);

y+ay=
1 o o
retranchant y = S et divisant par Ax,or a
A . . .
-A'T: = inclinaison de la sécante sur 'axe des x

3x* 3zAx Ax?
a? + a? a

Cette inclinaison (ou tangente trigonométrique de I'angle
M'MQ) dépend, comme cela doit étre, de I'abscisse x du
‘point M et de I'accroissement Ax. A mesure que Ax dé-
croit, le premier membre approche autant qu’on veut

2

3220 . . .
de — qui en est par conséquent la limite. C’est ce qu'on

~ voit én assignant 4 Ax des valeurs décroissantes telles que

x X

’
100 1000

«+++ Or cette limite, étant celle de I’inclinaison
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dela secante, estl’ m(,lmanson dela taligeme sur I'axe des x

(225) : dome - .
. A o .
hmﬁ = inclinaison de la tangente sur I'axe des x
o3z ' I
e . B .

Cet exemple -donne une 1dee dé la méthode a suwre en gé-b
néral pour détetminer la tangente i une courbe d’aprés .

-

l’equatlon de cette courbe. - .

235. La natation llm:—: se-remplace par % ’ exI;r‘es«

' sion qui pent se considérer soustrois aspects dlﬁému.
d
x‘f. dy peut étre considéré comme une snmple notathn

equlvalente a celle-m lim K% ‘signifiant lzmlte du rapport.

des accroissements simubtanés de y qt de x & mesire que
ces accroissements approchent de zéro. Sous ce point de

vue dy et dx ne sont pas deux quantités : % en est yne; .

.z . \qe . Ax
d—"est son inverse, c’est—a-dlre llm —_—
d)" Ay

. On peut considérer dx et dy comme des accraisse-
‘ments qu’il faut donner & x et y.pour passer du point M de
la courbe 2 un antre point N de la tangente en M. Dans °
«e cas, dy et-dx sont deux quanm.és liées Fune a- lautre
par un rapport déterminé ; mais elles sont d’aiHeurs arbi-
traires. On péut alors écrire indifféremment, dans I’exemple

dun° 234,

:.%:_—_i;:, ou d_y‘=§—'f—zdx, ou a’dy=3x§d.1.‘.

. Sous ce second pomt de vue on peut faire A.z' = dx, eL }es
_trois quanutes dx, Ay, dy, seront les acer.olssemems _
I -
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simultanés de abscisse, de Vordonnée de la courbe, de
I'ordonnée de la tangente. Ainsi par. exemple on aura
(fig-63) en méme temps

PP = dx, M’Q = Ay, NQ = dy

Les deux rapports (Al—':, g—£ » dont le second est la limite
du premier, ont donc une différence qui décroit autant
qn’oq veut & mesure que dx diminue. Ainsi on peut poser
oy _dr
‘ dz - dx
e quantité dépendante de dx et devenant aussi petite qu'on
veut a mesure que dx diminue. Il en résulte qu'a mesure
que les quantités Ay, dy, décroissent.par suite de la dimi-
_nution de.dx, le rapport'de Ay a dy approche autant '
qu’on veut de P'unité ; ear I'équation ci-dessus donne
é-z =14 a d—x .
dy
3. Le trmsléme mode de considérer dy et dx est une
eonsequence des observations precedentes. On peut assigner
a dx un tel degré de petitesse, que dy puisse, sans crainte
d’erreur dans les applications ou les conséquences qu’on en
. tirera, éire pris pour Ay ou réciproquement. A ce degré
de petitesse et au-dessous, les accroissements dx et-dy sont
dits infiniment petits, et dy peut alors &tre considéré indif-
féremmem, et selon le besoin de la recherche dont on s’oc-
cupe, comme l'accroissement de I'ordonnée de la courbe
ou de I'ordonnée de la tangente. Considérés sous ce dernier
point de vue, les accroissements simultanés dx et dy s’ap-
pe]lent les .di _ﬂérenuelles des variables x et y.

-236. Lorsque deux quantités vanables sont tellement
liées que, mne valeur quelconque de Fune d'elles étant.

.. . . P . -
: . L.
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donnée, on peut en conclure la valeur correspondante de
Vautre, on dit-que chacune des variables est fonctton de
Tautre.

Si y est exprimé immédiatement au moyen de x, comme
a . .
dans y=ax, y=-, y=x, y=4°, y=alogz,
y = asinx, ondit que y est une fonction explicite de x,
et ’on' se sert des notations y=f (.:r), y=F(x), etc.

- Si Pon donme seulement une relation entre y et , par.
exemple une équauon a laquelle les’ deux variables doivent
satisfaire, la fonction qui n’est pas exprimée immédiate-
mernt au moyen de I'autre variable est dite implicite.

Exemple: x, %——1:

Une relation de ce genre s’écrit ainsi en général :
- f(x,y) =090, F(x,y)=o.

Dans les autres exemples ci-dessus, x est fonction impli-
cite dé y. Une fonction implicite devient explicite par. la
résolution de I’ équation. Par exemple on tire des équations
precédentes

ou

x::t%\/b’-—y’. R

237. Toute fonction peut étre représentée par .une
coutbe, ce qui fait pressentir I'utilité trés-étendue-de la
recherche des tangentes aux'courbes comme moyen de
recopnaitre comment une fonction varie dans le voisinage
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d’une de ses valeurs particuliéres. En géﬁéral  étant une .-

‘ fonctlon de i desrgnee par F (x), la quantité %—i— en est

une autre qu'on deslgue par F'(x), et qu'on appelle la dé-
rivée de F (x). Le produit F'(x) dx s'appelle la différen-
tielle de F (). La recherche du coeficient d'inclinaison 32
des courbes ow de la dérivée d’une fonction quelconque est
le premier objet du calcul différentiel et a des .applications
importantes dans la mécanique.

238. Quand deux variables yex s<;nt_ lides I'une &

' . A . e .o, d .
P'autre, on peut avoir a considérer tantét la dérivée _Z dey

par rapport a x, tantot la dérivée —= d de & par rapport a y

Or il est .clanr que ces deux quanmes sont inverses I'une

de I'autre, car la relation : .
Ay Ax .
Az Ay

subsiste’ pendant que les deux facteurs de ce protiuit ap-.

prochent de leurs limites par le décroissement simultané
de Ax et de Ay.
+ Ainsi

§ II{. DIFFERENTIATION DES FONCTIONS FONDAMENTALES

1 .
x™, s fogz, sinzx.

.
‘

-239." Soit y = x™, I'exposant m étant entier.
Dans cette équation et dans celles des numéros saivants,

x et y sont des nombres et représentent les coordonnées " -
d’unc courbc moyennant le choix d’une ligne prise pour
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unité. Les diverses courbes qu’on obtiendrait en fmsanl va-
fier cette unité seraient semblables.
On a par la formule de Newton

y-l—Ay (x+A.1:)"‘—.z:”‘+ mx™ Ax + k Az,

m(m

kestun polynémé, dont le premiér termeest ———2——[) -1,

-et. les autres ont Az pour facteur. Ces deux équations

donnent

Ax

. A—‘2'.-= mx"‘":’c.Ax, .
don ot . )

Lm — ou mx"'“
Ax dz
Ce résultat s'écrit aussi de cette maniére :
dx*=mx"~dx;

c’est-a-dire que La différentielle d’une puissancede x s’ob-
tient ‘en diminuant Uexposant d'une unité, et en multi- .
pliant par l’('xposant pnmzt f et par la di ﬁ%rentzelle. -

240. Soit y = 1.

On a donc

1 -
‘y+A‘y=x+Ax’

~d’ou
. —Ax Ay  —1 .
Ay—x’+xAx’ Az Z+zbox'
" . Ay dy I
. hm:x- ou '(T;———x—,-
" Donc * . '
de=—"dax
z
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Les différentielles sont de signes coatraires, parce qic y
diminue lorsque x croit.

241. Soity =log x.
On adonc .
z+ Ay =log (x + Ax),

. Ay_10g<x+Ax)’.

dou

] + 2
sy og (1 7)

Ax Ax

On peiit supposer que Ax er décroissant soit toujours une
partie aliquote de plus en plus petite de x. ‘Soit donc

x , .
Ax = o le dénominateur m est dans cette hypothése un
nombre entier qui croit indéfiniment. On a, en remplagant

x
dans le second nombre Ax par —

en remarquant que ces limites sont prises pour m croissant
indéfiniment.

242.. On a deux moyens de déterminer.la limite de

I\" , . .
log» (l —+- ;‘> et par consequent de constater son existence.

N
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1l d 1’\ ion(1+ )", bi
est 4 remarquer que, dans 1’expression| 1 + — ien
(1 arque que, dans P < I A

que — devienne infiniment petit, on ne peut pas 1 le-négli-

ger auprés de 1, parce que lexposant m de la pulssance
devient infiniment grand )

)

1° Donner 4 m une grande valeur, et chercher dans les
tables, pour cette valeur, celle de log (! +;>"‘ ou de
m [ log ('m +1) — log hn]; par exeniple pour m= 1000
cette formule-donne 0,434, etil est aisé de vérifier que pour. -
tout nombre m plus grand on obtient les trois mémes
premiers chiffres fractionnaires. Ainsi, 4 moins de 10,001
prés on a

:il_i’ c’est—a‘x;dire dlg:x ,434 -

2°. On peut trouver directement la limite dont s'ap-
. g |
proche.s,ans cesse la quantité’ (l+;z) .2 mesure que le

nombre entier m augmente. La formule de Newton, poussée
au dela du (7 + 1)*™ terme, donne : -

([+’%)m;.+ﬂ-%+’n(:l:l),;:+ .o A
LPm—1)(m=a)...[m—(r—1)] 1 m—n 1 (m——n)[m—(n+|)] R

L2, 3., n (+n+1 m (r4-1) (n+-2) m_’)

.

ou bien

| — =

1\ = . m .
i - = — .o
(+m) 141+ Py +.

Ll '"<'-"f;n‘>3t;—a'(r—;:-)(x—%‘.l,;? ‘

2. 3... r n+1 (r+1)  (r+2)

La limite de la somme des 72 + 1 premiers termes 4 mesure -



186 . *  DIFFERENTIATION
que m angmente est évidemment :

2+ +— 3 3 - +'_T—_
et 'on peut écrire
Iim(l-}-";) =2.+i+2_l3+”'

NN
-+ : -+ ! lim% m+

2.3.4...n " 2.3.4...n [ 741 (r+1) (n+2)

Or on voit aisément que la quantité renfermée dans la der-
niére parenthése est plus petite que la somme de la pro-
gression décroissante

Fyrria (n41)? +

laquelle a pour limite 71. -Doncon a

lirq(l—{—;'n-)m: 2+i+’2'—3+. ..+2—-—+une quantité <— 73 ;

De la possibilité de calculer la limite cherchée au degré
d’approximation qu'on voudra. Elle se désigne souvent par
la lettre e, et 'on trouve

e=12,7182818.....;
son logarithme est :
loge = 0,4342945.
On a souvent besdin de I'inverse de ce logarithme :

]_'_ = 2,302585.
oge

Il résulte de ce qui précéde qu’on a

dlogx
dx

L
=logcz
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dx

- dlogx = log e—

et . * ’ . .

loge = 0,43429.

243. Soity =sinx. |

On a L oo

Ay =sin (x4 AX) —sinx,

ou, en remplagant cette différence. pa;r un produit (59),

. Az - Az
‘A‘y=asm-— cos (x+—>o
. 2 . . OA

2 -
dou .
' . Ax . o
2sin— = . .
Ay _ 2 cos (x + 2%
Az, Ax | 2

-

Pour déterminer la limite de ce rapport, il faut &tre bien '
fixé sur la'signification qu’on attribue a la variable x. I ne

. suffit pas'de dire.que -c’est un angle; il faut encore ‘savoir

quelle est 'unité i laquelle cet angle est rapporté. Or I'usage
constant en analyse est de mesurer un angle par un arc
compris entre ses cdtés et ayant son sommet pour centre, et .
d’exprimer cet arc non en degrés ni par sa longueur, mais
par le rapport de cette longueur a celle du rayon qui par
conséquent est arbitraire, et disparait. Si donc on suppose
ce rayon pris pour unité de longueur, la longueur de I'arc
exprime I'angle, de méme que la moitié de la corde qui sous- .
tend un arc double exprimre le sinas. Cela posé, la qugmité :
2asin2Z " ¢ - S )

» rapport d’une corde 4 I’arc infiniment petit qu'elle

sous-tend, a sa limite égale a 1.
, . Ax .
D’une autre part, la limite de cos (.’L‘,—!— T) est cos x; .

L)
.
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dong
Ay _dr_
lim iz = dz= cosx,
ou. ’

dsinx = cosx.dx.

- §1V. THROREKMES ET REGLES POUR DIFFERENTIER TOUTES LES
FONCTIONS A L’AIDE DES DJFFRRENTIELLES FONDAMENTALES.

244, Dgﬂér"entialz’on des fonctions de fonction. Ex-
pliquons cette locution par un exemple. Soit

y = (logx)™.

. Pour obtenir y quand on connait z, il faut d'abord calculer
log x, fonction fondamentale de x, puis élever log x & la
puissance m, c'est-a-dire considérer y comme une fonction
fondamentale de log x. .

- Soit en général

y=F(u) et u=f(x),"
ce qu'on indique aussi par la notation

y=F[f(x)]

y est une fonction, fondamentale ou autre, désignée par F,
d’une fonction indiquée par f de la vanable indépen-
dante x. :

Pour différentier y relativement a cette variable x, sup-
posons que celle-ci prenne un ‘accroissement Az auquel
correspondent pour u et y les accroissements Az et Ay, On

"a entre ces trois quantités la relation

Or, a mesure que Az décroit, Au et Ay approchent aussi
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de zéro; et les trois rapports approchent simultanément de

dy d du .
leurs hmues respectives EZ’ d}; et = Péquation sub-

. sistant toujours. On adonc

c’mt-i—diﬁ, d’aprés la notation convenue au n° 237,
& F (u): F ()
"ou-
dy =F'[{(2)]. ¢ (z)dz,
ou encore
: dy =F (u) du

De 14 la régle suivante : :

Tutorkme. Pour différentier une fonctzon de fonction,
il faut prendre la dérivée de la fonction principale par
rapport & la fonction subordonnée considérée comme une -
-simple variable et multiplier le résultat par la rI ifférentielle -
de la fonction subordonnée. .

E xemples.

1°. d(logx)" =m (logx)*dlogx

=mloge (logx)™* dxi:

1 dsinx  cotx
- T e— = —— d.‘l"
sinx sin’x © Sinzx
* 30, dsinz™=cos x"dx™ = ma;""’ cosx™dzx.

2°, d

Remarque. Si la relation entre y et x était établie par
deux équations de la forme

y=F(u) et x={(u),
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on démontrerait aussi facilement I'équation

dy

dy du

dz = dz = 'TT
du

- 245.La fonction.suhordonnée f (x) dans F [f(x)] peut
. .¢tre elle-m@&me une fonction' de fonction.
Soient trois fonctions superposées -au lieu de deux,

y=F(u), u=®(s), o v="4¥(z),

" les.notations F, ®.et ¥ indiquant 'des formes de fonctions
‘ Aquelconques On a, d’aprés le théoréme précédem, . '

du=¢'( )dv et dy =F' (u)du,
.d’of]" e

dy—l'(u Y (v)dv,

formule dans laquelle dv SIgnlﬁe b 4 (x) dx, et dy est la

" dérivée %7‘ multipliée par dx.

On peut aussi exactement et plus facilement écrire

Cdy= ‘(iiyu T, 4% pourvu qu'on se rappelle que 5 gxet g—- .

sont les dérivées dey et de u prises respectivement par rap-
. parta u et av, et que les différentielles dy et d v sont prises
relauveinent 4 une méme varlable indépendante.

E:remple dsm x* = 4sin*x*. dsinx®
= 4sin*x*. cosx*d (x?)
. =‘.8x sin®x* cosx*dx. -
'246. Des fonctions composées. Si, ayant‘plu'si.eurs fonc-
tions d’'une variable x, on les combine ensemble par des
_ opérations quelconques, on forme une foriction composée.

1




DES EONCTIONS COMPOSBES. 191
e prsina T
Exemple : y=—
: 11— log x

.1a formation de y exige prealablement celle de foncnons
moins compliquées x™, sin® x, log x.
Occupons-nous d’abord des cas les plus simples.

247. D ﬁrenttelle d’une somme. So:t
y= u—+v + ey

u,v,..., étant des fonctmns quelconques de x. On aura
ev1demmem entre les accrmssemenls simultanés de ces
quanmes Péquation

.

. Ay .- Au+ Ay +
. Az Az Az 7
par conséquent’
dy
) dz dx 2+

ou

dy = du +dv.-F...,

Tutorkme. La. différentielle d’unc somme de plusieurs .
fonctions est la somme des différentielles de ces fonctions. .~

248. Remarques. 1°. Si I'un des termes de la somme
étajt une constante, ce terme disparaitrait évidemment
dans la différentiation. C'est ce'qu’on exprime quelquefois. .
en disant que la différentielle d’une constante est nulle.

2°. Si I'un des termes est simplement la variable indé-
pendante x, la dlfférenuelle de ce terme est dx et sa den-
véeest 1. . . ‘

249. Tatorime. La différentielle du produit d’une fonc-
tion par un coefficient constant est égale & la &ﬂé’enﬁdle
de la fonction aﬂéctee du méme coefficient.

Cette proposition, qui pourrait étre considérée comme
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corollaire de la précédente, se démontre trés-aisément a
priori. Soit

. y=aF(a:).
On a
‘ Ay F(x+Ax)—F(x)
Az ) Ax
& = alim® (“""’A‘Qf”“’ —aF'(z),

ou - :
: dy =aF'(x)dx.

Remarques. 1°. Le coefficient a peut étre négatif ;
d[—aF (x)] = —aF'(x) ({lx.
2°. Il peut étre égal & — 1, )
d[—F(x)]=—F'(x)d=.
250. Différentielle di produit de deux fonctions. Soient
y=uv, u=F(x) et v=f(x).

Soient les accroissements finis slmullanés Ax, Av, Au
etdy.Ona

y+ By = (utAu) (v 4+ Av);

d’ou
ay Au _ Au Av
L=u—tv—+-— . —Ax
Ax Ax+ az ' Az Az
Av  du
Or,am A A, A0 gy 22
» & mesure que xdecroit les rapports 2 am 2z’

- approchent de leurs limites g—£ ’ 3—:; ouf’(x), et :_x ou

F (x), tandis que le produit %T: -:—; Ax approche de zéro.
Done .‘
dy_ dv , ,du



DE$ FONCTIONS COMPOSEES, 193
ou plus. srmplement

dnv.,.,. udv+ vdu,

étant bien entenda que la différentielle d’une fonction n’est .
pas autre chose que la dérivée de cette fonction multipliée
par la différentielle de la variable mdependame

Ce résultat général s'énonce ainsi :

Tatortue, La di ifférentielle d’un produit est égale & la
somme des résultats qu’'on obtient par la différentiation
* faite en considérant successivement chaque facteur comme
wvariable et I’autre comme constant.

Resanque. Ce théoréme s'étend & un nombre quelconque
de facteurs. Le produit uvz étant considéré comme (uv) z,
ona o T
duvz = uvdz + zduv;
or '
duy = udv + vdu,
donc ' o .
: duvz = uvdz + uzdv 4 vzdu.

La régle a suivre en général est manifeste.

251.. Le méme théoréme s’applique 2 un quotient, car
on peut mettre celui-ci sous la forme d’an prodmt et se ser-
vir de la formule du n° 240.

d— —du+ud—.-=-—___=
v ¢

282. Régle générale de la différentiation des fonctions
composées. Les théorémes précédents suffisent & tous: les
besoins des applications du calcul ditférentiel. Cependant
nous ne croyons. pas devoir passer sous sileuce une propo-

' o a3
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sition trés-générale et trés-remarquable qu’on trouve dans
les traités spéciaux sur cette matiére.

Soit y =F (u, v), c’est-a-dire la fonction F de u etde v,
les quantités u et v étant elles-mémes des fonctions d’'une
variable indépendante x.

Pour arriver a la dérivée d—‘: » donnons 4 x un accrois-

sement fini Ax; les fonctions u, vet y prennem en consé-
quence les accro:sscmems simultanés Au, Av et Ay, et
T'on a
Ay =F (u+ Au, v+ Av)—TF(u, v). :

Pour nous rendre compte de la loi suivie par cete diffé-
rence quand Ax diminue dans u + Au et dans v + Av,
supposons qu’aun.lieu de faire croitre ‘simultanément a et v
dans la fonction composée y, on commence par accroitre
seulement I'une des deux fonctions composantes u, et qu'on
forme ainsi F (u + Au,u).

Cette quanme s’'introduit naturellement dans I’expres-
sion de' Ay qui prend la forme

Ay =F (u+ Au,v) —F (u,v)
. +F(u+Au,v.+Av)—F(u+Au,v);'

par conséquent : .

(l) Ax Au Y
' +F(u+Au,v+Av)—F(u+Au,v) Ay

Av . Ax

sﬂ_F(u-i—Au, 0.)—F(u,0) Au

Passons aux limites vers lesquelles tendent ces quanti-
tés, 4 mesure que les accroissements Ax, Au, Av et Ay

Au Ay

. Av . !
approchent de zéro. Les limites de —, — et -2 s
PP ~ 3% a7 2z sont les

[ e .y . . dv
dérivées désignées, suivant la notation convenue, par iz’

du d]‘
d.z‘~ dz’
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La limite du rapport

¥(u+au,v)—F(u, o)
: N

est la dérivée par rapport a u de la fonction F (u, v) dans
laquelle on ne ferait varier gue u, en considérant v comme
une constante. C'est ce qu’on appdle la dérivée partielle
de F(u v) ou de y par rapport & u. On la désigne par

d
F’ (u, v), ou plus snmplemem par ﬁ » en ayant soin de se-
rappeler qie, si'l'on considére le numérateur dy comme
un accroissement infiniment petit de y, il répond a la va-
riation infiniment petite de u seulement, et non aux varia-
tions simultanées de u et de .

Enfin remarquons que, dans le rapport

F{u—+Au, v+Aav)—F (u+Au, v)
Ay

’

le numérateur est I'accroissement que prend F (u+ Au,v)
quand on fait croitre v de Av. Par conséquent, si'on fait
varier Av. seul et approcher de zéro, on aura pour limite .
de la fraction dans cette hypothése, la dérivée par rapport
avde la fonction F (u + Au, v), et pour avoir ensuite la
limite dont s’approche la fraction quand Au et Av dimi-
nuent tous les deux, il ne reste. plus qu’a faire Au=o

dans F, (u + Au, v), ce qui donne F, (u, v), ou :—‘r, déri-

vée partielle de F (u, v) ou de y par rapporta v.
En égalant les limites des deux membres de I'équation (1),
on obtient la dérivée totale de y, savoir:

dy _dy 'du+dy d_o.
’ da: du dz " dv dz’
’ 13.
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ou, e qui a'au fond la méme signification,
USRS
dy_d—u-du—f—d—v d‘,’,

formule dans laquelle il fant bien remarquer cette anoma-
lie peu conforme a la rigueur du langage’ algébrique, que
la notation dy a trois significations diflérentes , puisqu’elle
désigne dans le premier membre une différentielle totale,
et dans le second des différentielles particlles. Mais les dé-
nominatenrs du etdv du second membre empéchent toute
confusion. 4 4

La formule précédente, facilement e'tendue*é un nombre
quelconque de fonctions composantes , s’énonce ainsi :

Tatonime. La différentielle d’une fonction composée
est égale & la somme des résultats qu'on obtient er consi-
dérant successivement chaque fonction composante comme
variable et les autres comme constantes.

Les régles des n° 247 et 250 sont des cas partlcullers de
celle-ci.

Exemple. Revenant a l’exemple cité au n® 246, on trouve

sans difficulté la différentielle de _ﬂ_s_;g__ ‘qu’on mét préa-

" lablement sous.la forme 2. 0na(n*249 et 250)

duo zvdu+zudv—1wdz
. z!

Ensuite, de
e
u=zx", v=sin'r et z=1—logr, -
on tire

du=mxm™~', dv=asinxrcosxdxr =sinaxdr,
et

loge
dz=——g—dx-

Il ne reste plus qu’a substituer.
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233. Différentiation. des foncuons implicites. Deux
quantités variables sont fonctions implicites 'une de I'autre,
lorsqu’ elles sont liées par unie équation indiquant entre ces
quantités des opérations déterminées.

Exemples : 1°. logy = sinx;

o - 2% yl=axy+ x'.

Daus chaque cas y est en réalité une fonction de x, quoi-
que non exprimée explicitement. Chaque membre est denc,
ou fonction immédiate de x, comme sin x, ou fonction‘de
fonction de x, comme logy ou y*, ou fonction de plusieurs
fonctionsde x, comme axy + xz*. Or, quand deux fonctions
d’une méme variable sont égales, quoique différemment ex-
primées, lenrs dérivées et leurs différentielles, par rapport

i cette variable, sont nécessairement égales.
De la le moyen de déduire d’une équation, comme celles

cn-dessus, Iexpression en x et y de la denvée Iz ou de son
inverse. '

1°. De log y = sinx on conclut

M = cosxdx.
A

2°, Dey*=axy+ x*
3y*dy=axdy+ ayd.:v+ 3xtdx.

De chacune de ces équations différentielles, on lire soit

dy
dx
quantités finies.

dz
soit 3 e opérant comme si dy et dx étaient des

Tutorime. En général on tire d’'une équation en x, y,
la valeur de (’% ou de (:‘—': en différentiant les deux mem- .

bres suivant les régles des fonctions de fonctions. -

-
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Si la relation de x avec y était implicitement exprimée
par deux équations entre ces deux quantités et une troisiéme
variable z, comme .

F(x,ry,2)=o0 etf(x,y, 2z)= o,

pour trouver :—i il suffirait de différentier ces équations

par rapport a la variable x suivant la régle du n°252.On
aurait, en désignant slmplement parF etf les deuxfonctions

ci-dessus, .
dF L dF dy  dF ds

dy Izt az="%
et
df df dy df dz
T=4 == =0

d]‘dx dzdx

e dz . dy . e,
d’ou en éliminant iz conclurait é en fonction des dé-

9_5, etc., qui elles-mémes sont des

. . dF
rivées partielles —
P ? d ¥

dx
fonctions de x, y et z.

§ V. FORMULES DE DIFFERENTIELLES OBTENUES PAR LES RBGLIS
PRECEDENTES.

254. Parmi toutes les fories possibles de fonctions, il
en est un certain nombre trés-limité auxquelles les autres
se raménent. Elles sont nommées fonctions simples, et on
les partage en deux groupes, savoir, en désignant par m un
nombre quelconque positif ou négaiif, et par 2 un nombre
posmf quelconque :

1°." x*, a*, sinx, cosx, tangx, cotx, sécx et coséex;

2°. logx, arcsinx, arccosx, arctangx, arccotx,
arc sécx, arccosécx. -

A Texception de x™, les fonctions d'un de ces groupes
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sont dltes inverses de celles de l’autre groupe, parce que, en
genéral si d’une équation y = F (x) on tirex = @ (y), on'

_dit que: les deux formes de foncuon F et ® sont inverses

o

l'une de I’ autre, Ainsi de y=a* on conclut x = i §£

“doncla forme‘logy est, sauf un facteur .constant, inverse de
la forme a*. De mémessiYen a ¥ = sinx on en conclut que
zest 'arc dont le sinus esty, ce qu'on écrit de cette maniére

x=arc. (sm =y) ou plus hrlévement x = arcsiny. La

foncuon inverse de ™ serait y et par conséquent de méme
\forme, attenda que m peut étre fractionnaire.

Dlﬂ‘érennell&s des. fonctions snmples

255 y=x". On' a différentié cette fonction (239) en
supposant-m entiér et positif. Pour ramener dans tous les
cas la différentation de £ & celle d'une des fonctions fon-
damentales, on transforme la relation donnée en une autre
équivalente, et I'on applique le théoréme du n° 253,

, _y==x" équivaut 3 logy =mlogx,

logédy-_'mlogedx_
‘ y — =z
donc .
v _ydzx
dy=m—
ou

[dx" =mx"~t dx] (*).

(*) Nous mettons ainsi dans des crochets [ ] les formules qu'il importe
de connaitre pour s’en'servir au besoin dans les applications. Dans ces for-
mules x est, suivant Jes cas, la variable indépendante ou une fonction de
cette variable. '
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. . N I
Cas particuliers. 1°. m= 3

256. y = a* (a nombre positif quelcon(ine);' TN

logy = x loga,
d’ou o
logedy logadx;
donc

.__loga . ',
[d’a —1@0 dx]

257. y =sinx ou x = arcsiny.
On sait (243) qu’on a A

dy=cosxdx, -

c’est-a-dire
[dsinx = cosx dx];
donc - .
_dy _ dy . dr
T cosz Ji—sivz Yi—p .
donc (*¥) -

darcsiﬁx ———i{——] ‘ .
[ ~ = .

258. y =cosx ou a = arccosy.

K . T
y= sm(;——x>,

/

(**) Nous annongons ainsi une. formule qui se tire de Féqnation précé=

dente en remplacant x par y cty par x. '
. 1

) , .
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Ty (= Sfom . e
Ldy = cos(.; — )d (;—x) = -—-_~su\n.‘rkdx o
‘donc R S
L ‘[dcosx = ~—sinxdx]
et- Lo ' o
dop—_ 3r-__ - dz - dy
‘ sinx Vi—cos*z YJi1i—92
donc (**) o SR .
darc cosx = — .
259. y — tangz ou x=—arctangy.
o __ sinz
‘ Y= cosz’
d’ou - :
' coszdz ©  sin‘zdx
=
. cosz cos’z N
. [dtanga; = e = (1 + tang x) dx]
. d . N
dx=.—rya;
donc (**) .

- dz T
. [darctangx— +x"]
260. _y_.cotx ou . x = arccoty.
‘ =
y = tang (— — x)
donc ‘ : . . o

dy ==
J sm’x’

[d cotx =—‘fx
T T sintx

R — (‘[ -+ Q(;t’;t)d:z‘]- N

B dx:"—-nd—'y'—';'_ :
<o R e o
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donc (*¥) ‘

[d'arccotx:— dz ] L

1+ z*
261. y =sécx ou x=arcsécy.

t
J = Cosz ’

donc
sinxdx
dy =222%"%,
cos’y

. sinrdx ,
dsécx = ———— = tangx sécxdx |-
' eos’x

d;,_-._._‘.if__.

ryy—r’

‘[d arc sécx = _d_x_]

- donc (*¥)

zzr —1
262. y = cosécx ou x = arccosécy.

Y= sinx: '
done
dy = — cosxdx.
Y = siniz
T, . cosxdx C,
[d cosécx = — ——— = — cotx cosccxdx]-
sin*z )
dr— 9 ..
- yVr—:
donc (*¥)
’ [ , dx
d arc cosécx = — ——— |-
x\/x’——-l]

263. Remanques. L’arc dont le sinus est x et celui dont
. le cosinus est x, ont leurs- diflérentielles égales ct de signes
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contraires : eela doit étre, puisque la somme de ces deux

: ‘ S I T .
arcs st une constante - Par la méme raison

d arc tangx = — d arc cotx -

et S ' . L.
d arc séc x = —d arc coséc.r,
Exeinples de dit_férenti;nion.
264. 1. y = (a + bx")™,
ou . '
z = (a + bx") et y=2z".
dy = mz"='dz = mz"*. nbz"*dx.
dy = mnb (a + bzx*)"'x"'dx. ‘
1L y=Tog Vx +Vi+a,
ou - ’ .

i+at=32" et y=rlog(x+z).

dy=l—°8-€(-1£—’_d—z 2xdx=2édz;
R 2 x~32
d’ou, en éliminant dz,
.dy=logedz‘=loge dz -,

2_2_ .2‘l+x

3
.

I y= ﬁ', - diou logy = vlogu.

logedy _ vlogedu 4 logud“v;
¥y L
donc -
de=ve'du +u logu dv.
. , ‘loge
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1V. y = arc sin -z .
1422
Soit

1+x2'=2z!' et y=— in Z
= J = arcsin —-

zdr=23dz et dy=

§ VI. pES DERIVEES ET DIFFERENTIELLES DE DIVERS ORPRES DES
FONCTIONS D'UNE VARIABLE. EXEMPLES DE LECR EMPLOI.

265. Lorsque y est une fonction de x exprimée par'la
- notation y = F (x), les régles précédentes font eonnaitre sa
dérivée par rapport a x, désignée par F’(z).

Cette dérivée est, en général, une fonction de z, et a
par conséquent clle-méme une dérivée par rapport a cette
variable; on la désigne par F”(x) et on I'appelle la seconde
dérivée de F (x).

Si F”(x) est encore une fonction de x, sa dérivée par
rapport i cette méme variable se désigne par F” (.1:) et
5 appelle la troisiéme dérivée de F (x).

En considérant ainsi les dérivées successives produites
par F (x), on comprend que la notation F” () indique la
dérivée du n*™ ordre ou de l’ordre n dela fonction F (x).

Les dérivées successives d'une fonction ont une autre
notation qu’il est bon de connaitre. ’

De méme que lorsqu'on pose y = F (x), F'(x) se dé-'

dy

signe par %7 on pourraitiindi;[uer IF”(x) par

dx
dr
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Or on rempla(‘e celte notation par Pelle—u '

ddy o dzy
Tzdz ou, plus simplement, 3 i -

b4

qui signifie absolument la méme chose.
En général, sil'on a

F (x) =7,

on a aussi .

- d"y
F (x) = dxn

266. Exemrres. On trouvera sans difficulté :

d~z . .

H‘u-_4m(m—x)...(lnfnq-l):z‘"'f”,
drlogz .y OB €
W:r.n.B...(n—-x)(—-t) ) ‘%—,

dra= —=a* loga\"
dz Toge) ’

d"smx_si .:r:+n"
da — _n 2]’

.(I“cosx . n)
.W—cos(x+n;, .

267. Nous avons vu (238) qu’en général x ct y dépen- .

dani Pup de Tautre, on a toujours, comme si dx et dy’
étaient des quantités finies,

dz 1
dr 7 dy -
dx

.

<

Il ne faudrait pas penser qu'on puisse aussi simplement

changer la variable mdependante Jorsqu’il s’agit des déri-
* vées des ordres supéneurs

N
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Nous - nous bornons A citer un e‘(emple - = x?.
On trouve - ' - .
. d‘r
iz =2%
._‘d,o“% _
e
_£= 2;
x!
. dx _ 1
T dy ~ 2z’
.d’ou - ’ ' o ‘
odrx 1 dx i
¥ sz dy far’
ou bien '
ou1l ‘ .
x =y,
' X dz 1 -% ’
dy =3 >
d*x R . .
=7 =3 :
o 4‘7.2

268. Sens de a concavité des courbes. 1l est facile
d’apercevoir 'utilité de la considération des secondes déri-
vées dans la discussion des fonctions et des courbes qui les
représentent. x et y étant les coordonnées variables d'une
~ “courbe, rapportée a deax axes, non-seulement léquauon

‘y._.F( ) qui les lie' fait connaitre I'ordonnée y qui ré-
- pond & une abscisse x; mais, si I'on. calcule F* (%), on
trouve Dinclinaison sur I'axe des abscisses de ta tangente
au point M déterminé par ces deux coordonnées. Le signe
de F’(x) montre si la fonction F (x) croit ou décroit .
lorsque x augmente ; il indique par conséquent si, a partir
- du point M et en s’avancant .dans le sens des x positifs, la
courbe s'él¢ve ou s’abaisse relativement a une paralléle a
Uaxe des.x; et la valeur absolue que prend F' (x) au point
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dontil s’ aglt manire la rapldﬂé de cette elevauon ou de cet,
abaissement.

_Faisant un pas de plus dans cette dxscussnon, nous sommés
amenés a considérer ce que devient F' (x) quand x aug-
mente, Si F’/(x)réste constante; sa dérivée F” (x) est nulle’;:
c’est le cas particulier d'une ligne droite, plus ou moins
inclinée sur 1'axe des x, suivant la valeur plus ou moins
grande de F (x) -

Si F'{x) n’étant pas nulle est. posmve, cela signifie que
F' (x) augmente quand on passe du point M er un:point -

voisin'du cbté des x positifs; donc I’ inclinaison augmente,
et par conséquent la courbe tourne .sa concavité dans le
sens des y positifs. Ce serait le contraire si-F"(x) était
negatwe :

269. Points d’inflexion. 11 peut arriver que’ pour une
certaine valeur de'x, F” (x) soit nulle sans que I’ () soit
constante. Soit, par exemple,

.yzF(‘t)""ax_'_b:

" La courbe que cette équation exprime a.son ordonnée y
composée de ax, ordonnée d’une droue passant par Yori~

gine, et de —b—-a quantité de méme s:gne que x. Ainsi, du

coté des x posmfs la courbe est au-dessusde la drone, c'est-
a-dire qu’elle s’en écarte dans le sens des y posmfs et du
cdté des x négatifs elle est au-dessous.

La différentiation donne .
F’(x)-—-é-»-%fi’ P =52,

au point de la courbe qui se confond avec longlue des
(oordonneea, ona

'

' xr=o et F’(x)-—-a,»
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ainSi_la courbe est tangente 4 lu droite dent nous venons de
parler. Quant a T'”(x), elle est nulle i origine, et par-
tout aillears elle est de méme signe que x. Donc (268) au
:dela de)origine la courbe tourne sa concavité dans.le sens
des y posmfs, et en de(;a de Porigine elle la tourne én sens
contraire. oo
Le point qui jouit sur une courbe de cette’ propnete du
changement de sens de la concavxte s’appelle un roist
p'inrLESION: I} est caractérisé par la condition que si
- y == £ (x) estéquation de la courbe rapportée a deux axes,
x' étant 1'abseisse du pomt ‘d’inflexion, la-seconde dérivée
f." (x)- est nulle quand on'y fait = x/, et a deux signes
différenté quand onyfait x>z’ etx <z’

270 Maxamums et minimums d'une fonctzon ou de
T'ordonnée d'une courbe. Si pour des valeurs croissantes
“de la variable ou de Vabscisse, la fonetion ou I'ordonnée,
aprés avoir augmenté, diminue; et si, dans cet intervalle, 1a
- dérivéeoul’inclinaison,d’ahord positive, puisnégative, varie
d’une maniére continue et conséquemment passe par zéro;
dans cette double hypothése, ]a valeur de la fonctlon ou de

I'ordonnée y qui correspond 24 ir="0 ést dite un mazimum

de cette fonction. Elle serait un minimumi dansle cas ou la
fonction d’abord décroissante atigmenterait ensuite.

Dans lé premier cas,, 2 mesure que la variable & aug-
mente, la dérivée est' décroissante avant comme .aprés le
mazximum, et par conséquent la seconde dérivéé est néga-
tive, ce qui revient a dire que la courbe représentative de
la fonction tourne sa concavité (268) dans le sens des y né-
gatifs. Dans le second cas c’est I'inverse qui a lieu. Con-
c]uons : ! : ‘ v ‘
- Tutorime. En general un MAXIMUM Ou un Mumwn
Lune fonchon ropoml @ une valeur rle la 'vanable qui
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rend la dérivée nulle. Il y a maximum si, pour les valeurs
de cette variable qui précédent et qui suivent, la seconde
dérivée est négative ; il y a minimum si la seconde dérivée
est pasitive. )

2n. Exemples. 1. y=f(x) =a +mx +‘."‘;

f'(x)= m-l—-:%: et f’(x)=

f' (x) = o a lieu pour
mb

‘2

d’ou le minimum, si b est positif,
_ m*b
y=a—=7

La eourbe est une parabole.

7

II. y=mx (x— a).
f' (x) =m(2x—a) et f'(x)=am.

La courbe est encore une parabole. f’ (x) est nulle par
= -g qui répond 4 un minimum ou a'un maximum de y,
suivant que m est positif ou négatif.

II. y*=mx (a—x). Si l'on ne cherche que le maxi-
mum de la valeur absolue de y, il suffit de poser

f(r)==x(a—x), {(r)=a—2x, {'(x)=—2.

a . . : —
x = répond & un maximum y=ng.

IV. Soit, en général,
‘ y=f(x).f(a—=x),

la lettre f employée ici, deux fois, indiquant ‘'une méme A

forme de fonction. Exemple : y = sin xsin (a — x).

4
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Quelle que soit cette forme, un maximum ou un mini-

: A a .
mum de y répond & x=a—x ou x=-. On en voit la
raison en ce que pour deux valeurs de x également distantes

a .
de >» I'vne en plus, I'autre en moins, y prend deux valeurs

égales. )

La méme rigle et la méme explication ont lieu pour

y=f(x)4f(a—x).

Sil'on a
y=f(z).f(§) on y:f(x)+f(£),

un maximum ou un minimum répond & r = g, c’est-a-
dire a x* = a, parce que y prend deux valeurs égales soit
2 : 0] a 9 .

pour ' = ma, soit pour ' =_, clest-i-dire pour deux
valeurs de x I'une plus grande, I'autre plus petite que Ve,
quel que soit m.

V. Soit '

y=a+x(x+1)(r—a)=a+ r*—x*—ax.

L’ordonnée prend la valeur a en trois points dont les ab-
scisses sont £ = — 1, x=0 et z= 2. Si 'on fait x> 2,
y est>a et croit indéfiniment avec x; si Yon suppose
< — 1, y— a est négatif et sa valeur absolue croit in-
définiment avec celle de x.
" En différentiant on a

f' (x) =32 —ax —a,

qui devient nulle par .

‘ . x' = (14 V7) = 1,215...
x=%(xiﬁ),soit 3 ’ "
B 1 :

z'=—3 (V7 —1) = — 0,549...
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el
f"(x)=6x—a,

quantité qui varie comrme I'ordonnée d’une ligne droite.

Sil'on fait 2 = x/, cette seconde dérivée devient 2y/7; elle
est donc positive non-seulement par x = x’, mais aussi
pour. les valeurs de x qui différent peu de x’ en plus ou
en moins. Donc a I'abscisse x' répond un minimum de y
qui est approximativement

a— 2,114.

De méme, si I'on fait x = x" dans I'expression de la se-
conde dérivée, elle devient — ay/7 ; elle est négative pour
les valeurs de x peu différentes de ” en plus ou en moins.
Donc a I'abscisse x” répond un mazximum dey qu’on trouve
approximativement égal a

a +0,631.
La valeur de x qui rend f” (x) nulle, est x = % Pour
x> %, f" (x) est positive, et la concavité de la courbe est
dans ie sens des y positifs. Pour x < %, f’ (x) est négative,

et la concavité du cdté des y négatifs. Donc a x=% ré-

pond un point d'inflexion de la courbe.

272. Remarques. I. Il faut se garder de penser que les
expressions maximum et minimum d’une fonction ou de
I'ordonnée d’une courbe signifient la valeur la plus grande
et la plus petite que puisse prendre cette fonction:ou cette
ordonnée. L’exemple IV le montre bien, puisque y finit
par croitre indéfiniment avec x positif et décroit de méme
quand x décroit, c’est-a-dire devient négatif et prend des
valeurs absolues de plus en plus grandes.

4.



213 MAXIMUMS ET MINIMUMS.

I1. Une méme fonction peut prendre plusieurs maximums
ou plusieurs minimums (*) égaux ou inégaux. Exemples :
1°. Pour y =sinx il y a une infinité de maximums tous
égaux a 1, qui répondent a

T
X = (I -4 4") ;)
et une infinité de minimums, égaux a — 1, qui répondent a
©
xXr= (— I+ 4 n) ;’

le nombre entier n ayant telle valeur qu’on voudra, positive
ou négative. . ©
2°. Pour la fonction

4
y=a—=x* —T+ 4x*
qui devient — oo quand on faitx = ==, on trouve aisé-
ment que la courbe a trois points ot la tangente est paral-
léle aux x; qu'un minimum a répond & x = o, un maxi-
mum a-+10,66... répond 3 x=—2, et .un autre
a+4,33... répond a x=1.

1. Un maximum et un minimum peuvent étre indiffé-
remment positifs ou négatifs. On doit se rappeler a cet
égard qu'une quantité négative est d’autant plus grande que
sa valeur absolue est plus petite, et vice versd.

IV. Lorsque deux variables sont liées par une équation
du second degré, on peut, en imitant le mode de discussion
du n° 169, étudier la forme générale de la courbe exprimée

(*) Il n’est peut-ttre pas inutile de faire observer que, suivant le Diction-
naire de ’Académie frangaise, le mot maximum est toujours un substantif, et
qu’on doit par conséquent éviter les expressions telles que le poids maximum,
le prix mazimum, etc. Encore moins doit-on dire la valeur maxima, la dis-
tance ou la hauteur maxima, 11 faut dire le maximum du poids, du prix, de la
valeur, etc. Au pluriel, il paraft convenable d’écrire maximums, comme on
€crit les factums, les factotums, les pensums.
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par cette équation, et en conclure,s'il y a lieu, soit le max:-
mum et le minimum de I'une des variables, si la courbe a
un centre, soit son maximum ou son minimum, dans le cas
contraire. Cette variable étant désignée par x et I'autre par
75 cest par rappori a celle-ci qu’on résoudra ’équation.

2713. Détermination des valeurs particuliéres qui, pour

. . . o ®
certaines fonctions, se présentent sous les formes sou —. -
Soit o .

L _u_F(z).
TV
et supposons qu’une valeur particuli¢re de x, désignée

par x,, rende nuls les deux termes de cette fraction. Par
exemple '

_ 1— cos (x— )
sin (z— x,)

Dans ce cas, on désigne souvent sous le nom de vraie valeur
de la fraction la limite dont elle s approche indéfiniment,

4 mesure que x s'approche de x,.
Pour obténir cette valeur, mettons x + Ax au lieu dex.

u-+Au J Ly s
La foncuon 84 devient en général ——— “rav °t e réduit par

x=ux, a T’ dont la limite, quand on fait décroitre Ax,
) .

est -
du .
-d—u ou -9} = F (xo) ?
dv de ™ f ()
dx

c'est-a-dire que la vraie valeur de y qui répond a x, s'ob-
tient en substituant aux deux termes de la fraction leurs
dérivées, et faisant ensuite &= X,. N

Si F' (x,) est encore nulle sans que f' (o) le soit, la va-*
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leur particuliére cherchée est nulle ; si c’est I'inverse, elle
est infinie.
Ezxemple :
1— cos (z -—x.) F'(x) = Sin (7 — )

sin (z—z,) = (x.) = Cos (z— )

qui par x = x, donney = o.

On peut se figurer géométriquement la régle précédente.
F (x) et f (), qui s’annulent par x = x,, peuvent étre
prises pour les ordonnées de deux courbes qui se coupent
sur I'axe des x, au point dont I'abscisse est x,. Dans le voi-
sinage de ce point, les courbes se confondent avec leurs tan-
gentes, sauf une erreur qui diminue & mesure que x ap-
proche de lalimite a,. Donc le rapport des deux ordonnées
différe demoins enmoins de celuides coefficients angulaires
des tangentes, c’est-a-dire du rapport des dérivées F’ (x) et
f (x) pour x = x,.

Si F/(x) et f' (.t) devenaient toutes deux nulles par
x = x,, on leur appliquerait la méme régle: on substitue-

14 "
F'(2) la fraction F (x), et ainsi de saite.

() " (z) -

274. Supposons que les deux termes de la fraction g de-

rait a

1

viennent infinis. On peut alors écrire y = - et rentrer

u

dans le cas précédent. Or

I de 1 du
d._-—-_._ cl d..——_-_-—’
] v? u u?
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d'ou

du
:—;da::&dv, ou g=d—=

fISI8ls

Ceest la méme formule que pour le cas précédent.

Remarques. 1. On voitque I'esprit de la méthode a suivre
quand une fonction prend une forme singuliére par suite
d’'une certaine valeur attribuée a la variable, consiste a
substituer i cette valeur une autre qui en différe trés-peu ,
et a chercher la limite de la fonction 4 mesure que la diffé--
rence diminue.

IK Si un facteur commun est en évidence anx deux ter-
mes de la fraction, il est clair qu'on doit immédiatement le
supprimer. :

Exemple :

Vimm _ (e—a)  _(z—m)”

y= =

=t

(x--—x.)% (x + z,)

qui tend vers zéro a4 mesure que x approche de x,.

275. Développement des fonctions en séries. Un em~
ploi utile des dérivées successives se trouve dans le déve-
loppement des fonctions en série suivant les puissances
entiéres de la variable. Le type de cette forme des quantités
est la somme d’une progression géométrique. Soit

a4+ axr + ax*+ axt4-...4+ ax™.

. ‘ . . ar*—a
On sait que cette somme de n termes est égale a ——0

c'est-a-dire que la somme des termes d’'une progression
géométrique est égale au terme qui viendrait immédiate-
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ment apreés le dernier, diminué du premier et divisé par la
raison moins 1.

Si la raison x est plus petite que I'unité, la formule sub-

g ar

. . z
siste, mais on peut la mettre sous la forme — c’est-

— e |

z
a-dire que la somme des termes de la progression est égale
au terme qui précéderait le premier diminué du dernier et
divisé F'ar linverse de la raison diminué de 1.

Dans ce méme-cas ou la progression est décroissante, le
dernier terme ax"~* devient aussi petit qu'on veut, si 'on
prend 7 assez grand; donc 4 mesure qu'on augmente le
nombre des termes, leur somme approche indéfiniment de

a

-

ou

— qui est par conséquent sa limite. C’est ce
R
x .
qu’on exprime en d’autres termes, qui ont la méme signi-
fication, quand on dit que la somme des termes d’une
progression décroissante, poussée & Uinfini, a pour valeur
le premier-terme divisé par 1 moins la raison, ou le terme
qui précéderait le premier divisé par Uinverse de la raison
diminué de 1.

Exemple :

lim (% 4%+ 5+ ) =1
aHg gt )=

Ces régles s’appliquent aussi bien aux cas ou la raison

est négative. "

Exemples : .
‘x-—a+'4-8=:'§2’_‘___'_1=_5,

. 1 1 1 I 2
l’m(l_;"l_z_g"'—o-.)—'——-—}:g’
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276. Une suite indéfinie de termes soumis a une loi qui
fait que la somme des 7 premiers termes approche de plus
en.plus et autant qu'on veut d'une certaine limite S, quand
on augmente le nombre n & partir d'une certaine valeur,.
sappelle une série convergente, et la limite § s'appelle -
la somme de la série. Un progression décmlssante est done
une série convergente.

Pour constater qu’une sérié est convergente , il suﬂit de
s'assurer qu‘d partir d'un certain terme; tous les termes -
suivants sont respectivement plus petits que ceux d'une
progression géométrique décroissante. Cest la remarque
dont nous avons fait usage au n° 242,

a . ,
2117. N ous venons de voir.que —est -une fonction dé

x développable, quand x est <1, en une série convergente -
sujvant les puissances de x, ce qu’on écrit ainsi :
a
'i—:é:a-}‘ax'*—ax +oooo

Supposons maintenant qu'une autre fonction désignée
par F (x) jouisse de la méme propriété, et cherchons les
coefficients des termes successifs de.la série. A cet effet,
posons : ) ‘

F(x)=4+Bx+Cx*+ D.if+ Ex*+
entendant que le nombre des termes du second membre est
poussé aussi loin que I'exige le degré d’approximation qu'on
veut obtenir. En prenant les dérivées successives des deux
memibres, on a :

F' (r)=B+2Cx + 3 Dx'+ { Ex*+

F’(x) =2C+ 2.3 Dxr+3. 4Ex —|-...

F"(x)=2.3 D + a. 3. 4Ex+

et ainsi de ‘suite.
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De ces équations qui doivent subsister; quelle que soit la
valeur de x, au mpins quand elle est assez petite, il est fa-
cile de conclure les coefficients 4, B, C, D,. .., indépen-
dants de x. En 'y faisarit £ = o et appelant F (o}, F’' (o),
- F"(o), F” (0),. . ., ce que deviennent alors la fonction F (x)
et ses dérivées successives, on obtient

F” (o)

A=F(0), B=F(o), C=212, p=T), erc,,

formxules dont la loi est manifeste et d’ox 1'on conclut

x

F (@) =F (o) +F' o) L 4F"(0) Z+F"(o)

123 e sk REE
_ -Exemples. 1.
F (r)=(a+z)" . - |F ()=a~ -
F (x) = (a+x)* 1F' (0) = ma™*
F'(x)=m(m —1) (a+ x)"* F”(0) =m(m—1) a™*

F”(x) =m(m—1) (m —2)(a +’.1:)""" F” (0) = m(m—1) (m—2) a"""

(et mprmang Pammip g TR
4 I 1.2

m(m—1)(m—2)
1.2.3

~+ ar i . ...

C’est la formule du bindme de Newton applicablé a un ex-

posant quelconque, pourvu que 7 seit assez petit pour que
la série soit convergente.

II.. On ebtient sans difficulté les séries

x x® x? e

. x -
ST = - — x.z.3+ 1.2.3.4.5—. 1'.2.3.4.5.6‘7_'_.”’
x? xt x°

(:05?;1—3+ 1.2.3.4. 1.2.3.4,,5.6+""

dont la loi est évidente.




TANGENTE. 219

278. Série de Taylor Son
y=Ff(h+ x)

Supposé que % sont une constante, On remarquera que
les dérivées de cette fonction par rapport a x sont les mémes
que les dérivées par rapport a %, prises en supposant x
constant, et que, quand on y fant Z = o, elles.deviennent
f' (h), £”(k),. .., absolument comme si x edt été préala=
blement effacé de la fonction, et qu'on elt traité A comme .
variable, ce qui efit donné f (%) et ses dérivées successives.
D'aprés cela, la formule du numéro ‘précédent devient

(hq—x)-—f(h)-q-f' (h) ..|..f” (},) +f”'(h) +
ou, en remplacant h par x etz par h
f(x~+ h) =f{x) 4’ (=) - +fll (x) 1__2_ +f" (x) 1.2’.3 +

C’est la série de Taylor, propre§ calculer la valeur y + Ay
que prend une fonction quand la variable x prend un ac-
croissement fini . ou Ax.

§ VII. APPLICATIONS DU CALCUL.DIFFERENTIEL AUX COURBES
PLANES.

279. Tancente. La relation du calcul différentiel avec
la détermination des tangentes aux courbes nous est con-
nue, puisque c’est elle qui nous a servi d'introdyction 4
r étude de ce genre de calcul.

Si

F(z,y)=0

est 'équation d’une courbe, on obtient par la différentia-

d dx
tion la dérivée Tr ou son invcerse a} en fom‘uon de Vune
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dr
da
laire de la tangente a la courbe, relativemgnt a I'axe des x,

des coordonnées ou des deux. est le coefficient angu-

dz
au pomt dont les coordonnées sont x et T g iy serait le

coefﬁclem analogue relatwement aFaxedes y.
ExEMPLE.. Ellipse.
‘ a’y +b’z’_a,b’

d'ou

}lial’ydy +. b’xdx= 0, OU =¥ =———.

. Soit sur l’ellipse un point spécial dont les coordonnées
sont x' et y', et vérifient par consequentl equan on

ay"+ b! — a*b?,
Le coefficient angulaire de la tangente en ce point, relati-
vement a 'axe des x, est A
b
—ay}
par conséquent 1'équation de cette tangente indéfiniment
prolongée et rapportée aux mémes axes, les coordonnées

variablés d’un quelconque des points de cette droite étant
" xety, est (105)

N b: '
) .y_y=—‘aa I(x x’)’
ou. ’ -
a'yly —a'y"+ bx'x— btz ”—.0,

ou encore
ayy+b’ .z:—a’b'

* 280. Sous-TaNcEnTE. Latangente en un point M ( fig. 64)
d’une courbe réncontre généralement chacun des axes coor-
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donnés en un point. Soit T son intersection aveo 'axe des
x. P étant le pied de 'ordonnée y du point M sur le méme -

axe, la distance TP s’appelle sous-tangente surl axe des x.
Ona

MP . d y :
TP — . N
donc
. ___dzx
TP=y iy

On trouve de méme la Sous-_tangen_te sur I'axe des y
TIQ =z3’ .7'
ExeMpLES. Ellipse
TP — @ Y ab—bz a—az

—'—r—-— p—

bz b’x - =z

Am51 Pellipse étant rapportée a deux dlametres conju-
gués, la sous-tangente sur I'un d’eux, aa, est mdependante
de la grandeur de I'autre, 25.

Parabole.

y=apx, ydy =pdz, ;
TP=£=2¢, T’Q:%:Z

2

La sous-tangente TP est double de l’abscnsse propnete
caracterlsthue de la parahole. )

Hyperbole rapportée aux aqymptotes ( f 8- 65), :

=§, dy_—lf—d—x, Tf’-——-x

x?

De TP = PO on conclut TM = TM/, ce qm se rattache.

aux proprlétes reconnues au n° 151
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Logarithmique. , .
= logur, dy = 1084,
- TP-’-‘{:%:‘”IL?:’ T'Q = loge.
La sous-tangente sur I'axe des y est constan.te.
Sinusoide.
y= sixix, dy = cosxdx,

-y 1) — o
TP = oSy — tansz, T'Q = xcosx.

dzx
AX=0, T=T, L =2N,..., T==NAT,

47 variede 14 —1.Sa plus grande valeur absolue 1 répond

281 Sous-xoiuu.n. La normale au point M 5 pour coeffi-

. . dx ’ ' 0
cient angulaire — — > dans le cas o1 les coordonnées sont

dy

rectangulaires (108): Soit N (fig. ‘64) son intersection avec
P’axe des x. La distance PN s’appelle la sous-normale sur

cet axe. On a

WP _ i
| N =3’
donc .
: 4y
PN=ygz
La sous-normale sur I'axe des ¥ serait x g—f
, Yy
Exemeres. Ellipse. .
Ay _br oy ¥z
dx oay . 2
‘Parabole. (
' dr _p PN =
a—; = ;' PN = p.
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La sous-normale de V'ellipse est propbnionhélle alab-

b
scisse; sa plus grande valeur absolue est - ¢ est-a-du'e la

moitié du paramétre (132).
La sous-normale de la parabole est wnstame et é"ale a
lamoitié du paramétre,, ou au double de la distance du som-

met au foyer (129). o

282. Rayons et céntres de courbure des courbes planes.
M étant un-point déterminé d’'une courbe ‘plane (fig. 66),
par ce point et par un autre point M’ de la méme courbe
menons deux normales MN, M'N’. Si la courbe .est un
cercle, le pointd’intersection O des deux normales ést indé-
pendant de la grandeur de 'arc MM'; la distancé MO/ est
le rayon et O’ est le centre du cercle. Si la courbe n’est
pas un cercle, et si, en-considérant comme constante la
position de la normale MN, on fait varier le second point
M/, et, par conséquent, la normale M'N’, le point d'in-
tersection O’ des deux normales est variable. Dans ce
cas, la distince MO’, 4 mesure qu'on prend Parc MM’ de
plus en plus petit, approche autant qu'on veut d’une cer-
taine limite MO, qu’on appelle le rayon de courbdre dela
courbe considérée au point M, et le point O dont s’approche
indéfiniment I'intersection O’ est ]e centre de courbure
dela courbe au méme pomt M. .

C’est ce qu'on exprime d'une mamere abregee en disant
que le céntre de courbure du point M est & Dintersection
de la normale MN en ce point et de la normale infiniment
voisine.

283. ProsrLiMe. Connaissant l’é'quat.zfoh:y= f(x) d‘um; -
courbe plane en coordonnées rectangulaires, trouver U'ex-
pression de son rayon de courbure au point dont les coor-
données sont x ety.

En ¢onsidérant la figure MM’ O’ comme un mangle qui

.
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tend i devenir isocéle et dans lequel; I'angle MO’ M’ étant
trés-petit, on a, aussi approximativement qu'on veut, et
sauf une erreur qui disparait  la limite,

. MM, N -

MO = MO

Désignant par x + Ax et y + Ay les coordonnées du point
M',ona

MM'= \{Az)*+ (Ay)" ou. AIV 1+ %% "

- Pour éxprimer tangMO/ M’ inenons en'M et M’ les tan-
gentes MT, M'T", fmsant avec Ax les angles aeta'. Nous
aurons :

MO'M' =o' —a,

tang«’ — tange
1 -|- tanga tang '

et, par éonséquent (57),
tangMO' M=

Désignons par &  Vinclinaison tanga ou -gi. » et par | l+ AaAi

Vinclinaison tanga’: nous aurons ainsi
Al ) )
Y
. A 1+1°4 1Al
Substituons les vileurs de MM’ et de tang MO'M/, ainsi
rouvées, dans l’expression de MO' ; elle devient .

MO,;_\/;A—( ) (1422 +1A¢)

tangMO’' M’ =

AL

Az
. .. . &y
- Or, & mesure que Ax diminue, le rapport 77 2pproche

e .. d N .o AL
mfléﬁm_mem .de d—': »égalaiouaf'(x), tz?_nd?s que — ap-
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proche ;autant qu'on 'veut d'une limite qu on peut indiffé-

di
remment représenter, soit par iz’ dérivée de la fonction 7,

soit pac 7 (x), dérivée du second ordre de f(x); et en méme -
temps le facteur (x-l- i’+ iAi) approche de sa limite 1%
1l résulte de la qu'en désignant par p le rayop de cour-
* bure MO, onala formule
UMV,
di
- dz

_%ﬂmmf
- fll()

984. Si Yon convient de prendne tonjoms le numéra-~
teur positif, le rayon de courbure aura le signe de f” (x):
~ il sera donc positif ou négatif, selon’ que la courbe aura sa
concavité tournée vers le sens posmf ou nega tif des ordon-
nées. : :

285. Prenons pour - exemple la parabole exprlmée par
yi=2 2pa. Cette equauon différentiée donne ~ -

Lydy -..pdx, ou yi=p.

Cette defniére équation , dans laquelle Jy et i sont des fonc-
tions de x, étant dlﬁ'érenuee, donne:. ~

d: ‘dy':
ydx+l = 0,
oun .
yii—i *=o0
dz -
De 1a on tire ai _ .
‘ =P o L__ P .
lA_,) et (}x— ‘f’
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et ces valeurs étant substituées dans Fexpression de p, on

trouve
r(=8)
p=———r7,
,\ p
ou .
(r'+p)*

P::{: p‘ E] ) ¢

‘en donnant a cette derniére formule un signe contraire
celuidey. - ‘ .
" Dans le cas particulier ou le pomt M est le sommet de la
parabole, on a _
y=o0 e p=p,

c’est-a-dire (1 ‘29) que le rayon de courbure est double de la
distance au foyer‘ Cela résulte aussi dun® 281, car le rayon
de courbure au sommet, soit de la parabole, soit de I'el-
lipse, est égal a la sous-tangente.

286. Tangentes aux courbes dans !’espace. Soit une
courbe définie (90) par deux équations ‘

(1) - F(x;7,2) =0 et f(x,y,z)=o0,

qui sont celles de deux surfaces dont elle est intersection.
1l en résulte que si nousdésignons par z’, y" et-z’ les coor-
données d’ un point quelconque de la courbe, elles doivent,
étant mises pour x, y et z, satisfaire a ces équations (1); et
deux quelconques de ces coordonnées x’, y' et z’ sont des
fonctions de la troisi¢éme, de sorte qu’on obtiendra leurs
dérivées en différentiant les deux équations (1) conformé-
ment a ce qui a été dit a la fin du n° 253. ‘
Pour plus de généralité et de symétrie dans les formules,
" nous laissons arbm'alre le choix de la variable indépen-
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dante, et'nou’s écrivons ’
( dF , , ~ dF dF :
s
2

Cela posé occupons-nous de la détermination de la tan- .

gente a la courbe dont il s’agit. Cette droite passant par le
point dont les coordonnées sont x','y’; z/, on peut mettre
ses équations sous la forme (175)

N L =2 - y—y  3—3
(3),' ' a ~ b T ¢

De phis en remarquant que la définition du n® 228 s’ap—.

plique aussi bien a une courbe a double courbure qu’a une
courbe plane, on voit aisément que la projection de la tan-
gente a une courbe sur un plan est la tangente 3 1a projec-
tion de la courbe sur ce méme plan, les projections étant
d’ailleurs rectangulaires on obhques. : )

De la il résalte que les equatlons (3) peuvent étre rem-
placees par . . : ’

et
’ x

ou bien

Ainsi des trois différentielles dx’; dy”, dz/ ‘qui entrent au
premier degré dans tous les termes des équauons ( ), sont
proportionnelles aux différences x — ', y—y', z— z/;

elles s éhmment donc-immédiatement, et I'on‘a pour les
15.
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équations cherchées de la tangente

dF dF.

(Ix( ’)+—( )+a7(z‘—z’)=o,
S N R -
a?(x—‘t’)"_WO"_,)',)-'—W(Z.-.—*Z,'A):O. .

_H est entendu que x, y, z sont ici les coordonnées varia-
. bles d’un point quelconque de la tangente , et que les coeffi-

A

. F df L, . . .
cients —,» —» etc., dérivées partielles des fonctions F
dz’ dx . :

et f, dans lesquelles on a mis pour x, y et z les coordon-
nées x', y' et z’ du point de contact, ne renferment que ces

" derniéres coordonnées, et les autres constantes appartenant
A ‘ces mémes fonctions F et f:

987. Plan tangent & une sutfacc. Soit l’equauon de -
cette surfacc ' -

(v) . . F(x,y,z)=o0.
Si par le pomt dont les coordom]ecs sont z' » ' 2/, ¢ sa- -

nsfalsam a cette relation , on fait passer une autre surfac(-
dont T oquanon soit

(2) : f(a, 5 2) =0’ .

*1a tangente a la courbe d’mterse( tion aura pom Fune de ses
équations ‘

o dF . dF WdF

(3) d—;(x—x )+—J(J’—J’ )+gz (=) =0,
qm est celle d’'un plan passant par le point dont les coor-'.
donnés sont x/, y et z/. Cette équation estindépendante de
la fonction f qui, en changeant, détermine sur la premiére
surface, autant ‘de courbes diverses qu'on' voudra. Le plan
défini par I'équation (3 ) contient donc les tangentes-a toutes

N
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ces courbes: donc 1l est le plan tangcm a la premiére sur-
facc '

'988. Arevication. En un point d’un ellipsoide on ménc-
un plan tangent et du centre on abaissc une perpendicu~
laire sur ce plan; on demandé-la distance ¢ du centre
au plan tangent, et les angles que fait la perpendlculalre
“avec les axes principaux de léllipsoide. ~
*. Mettons pour sunphﬁer I'équation de I’ellipsbide sous la
forme
nx'+ py*+ qz’= I,
z',y' et 2’ érant les coordonnées du point M’ pris sur cette
surface, la formule, (3) ci-dessus donnc, pour le plan tan-
gentence poinmt, I’ equatnon )

na' (z—a') +py' (y —' >+qz'<z— s') =o,
qui, a cause de .
rgx”+py”+qz"=
"se réduit a ) . _
) nx'x+py'y +qz'z =1. .
Celte équation étant identifiée avee Péquation (1) dun 184
x cos (N x)+ycos(N y)+zcos( y2) =14,

doune
cos (N, x) = r;x’é',

cos(N,y)=py’d,
: " cos(N,z) =q3z'd.
En élevant au carré et ajoutant, on obticnt
Cr= (x4 pryt 4 gt 2?) 0%
dou . : o

J— 1 .
= ——_—
. Vn1z./1+pzfl.'+ q')zh

’
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et . ' .
nx
cos(N, x) = oo ——
] V"’x’:“‘P’]’“'*‘ q'3"

U

cos (N', y) =£~/_—7:,
cos(N, z) = g-f_, .
Quant aux coordonnées du pied de la perpen&icu]q?re, elles
sont . : .
x"=dcos (N, x) = nx'd*,
y'=py'd '
2 =gqz'd".
Ces formules sont employées dans I'admirable théorie de
la rotation des corps solides due a M. Poinsot.
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CHAPITRE 1V. .

"NOTIONS DE CALCUL INTEGRAL.

§ 1. CONSIDERATIONS FONDAMENTALES.

289. Quand lmchnalson g—— d’une courbe par rapport

i T'axe des x est connue en fonction de x, on congoit que
c’est une donnée suffisante pour déterminer la forme de la
courbe, et méme sa situation relative aux axes si ’on con-
nait en outre un point par lequel elle doit passer.
- d : . . - A ’ Ly

Soit a‘—_: =f(x). Si 'on. reconnait f(x) pour la dérivée
d’une fonction connue F (x), on en conclura quey =F(x)
sera I’ equauon d’une courbe satisfaisant a la condition don-
née, et qu'on aura autant de courbes qu’on voudra satisfai-
. sant a cette condition en posant la formule

y=F(x)+C,

. dans laquelle C exprime une constante arbitraire, c’ést-a-
dire une quantité qui ne varie.pas pour -les divers points
d’une méme courbe, mais qui change quand on passe-d’une
courbe A une autre satisfaisant egalement a la condition

d
1 =f(@)-

i

290. Exemples. Soit g_r = px™, I'exposant m étant un

nombre quclconque positif ou négatif,, mais d]ffércm de

—1.
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. daz* L
Ou sait que —— est nax"~*. Choisissant n et a de sorte

dzx
qu’on ait
. o na=p et n—i=m, ’
c'est-a~dire
n=m-f-l et a—-% m+l_

, : .
on trouve que f’: .1:::‘ a pour dérivée px*. Donc la formule
générale de y est '

o ) il
i C.

2°, Soitd—‘-y-=£-
dz =z

dlogz loge . . ..~ :
T.f— =l: s on trouve aisement

En partant de
y= F)éLelogx + C=12,3026p logx + C..'

En général, Pexpression y = F () + C déduite de I'é-
quation dy =F’(x)dx s'appelle I’ mtegrale indéfinie de
" dy oude F'(x)dx.

291. La constante C cesse d'étre arbitraire si I'on a les -
coordonnées o et y,, d'un peint de la courbe: car, en
outre de , R

| y=F(@)*C,
on aura o
YYo= F (JI) +C;
d’ou .
y—yo=F () —F(x).

Cette quantilé y —y,, accroissement de y a éarlir de y,,
ou depuis I'abscisse x, jusqu’a Yabscisse x, s’appelle l'in-
tégrale définic de dy ou de F' () dx depuis x, jusqu’a .
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Exg'mple. Si la courbe dont l’mclmalson :;Ielauvc-
ment a I'axe des x est p ™, passe par lorigine des coordon-
nées, alors on a C=o, et Pexpression de y est slmple-
ment
xﬂ"-l
I = mr -

2092.. 11 conuent de savoir d’ou vient la dénomination
mtegtale.

Soient Xy, yo. les coordonnées connues du point M,
(fig- 67). On connait en outre Vinclinaison f (z) de la
tangente par rapport a I'axe des x, pour tout point de la
.courbe; en fonction de son abscisse x. On demandeé I'ordon-
née ¥ du point M dont I’abscisse est X. Soient v

P,P ou X -z, subdivisé en intervalles 9,, d,...., d5;

I, I'inclinaison de Ia corde My M, ;

I,, I, 1, I;, celles des cordes suivantes M, M,, M, M;...;

M;N,=M,P, —M,P,=4,,1a dlfference des deux or-
données consécutives ;

A,; As. A, Ay, les autres différences analogues.

On aura .
A1=Igai, Ag=l,6g,-f., Ag;:lsasq
d’'ou - ‘
Y—yo; I.al —+~ Ig'a_’ -+ 1333 -+ I‘ 0‘;+ 1565«3
ce qui s’exprime en abrégé, quel que soit le nombré fini des
subdivisions, de cette maniére : . * o

.Y_‘yg = zla’

Si le nombre des divisions devxent tellement grand et les
arcs. tellement petits qu’on puisse considérer. les cordes
comme se confondant avec les tangentes aux points succes-
sifs de la courbe, alors les valeurs successives de I peavent
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étre remplacées par celles de f (x); Perreur que I'on com-
met est d’autant moindre que les intervalles ¢ sont plus pe--
tits, et devient aussi petite qu'on veut. .

Si par exemple on fait en sorte que la différence entre
chaque valeur de f () et celle de 1 correspondante soit
moindre qu'un millioniéme de celle-ci, I'errenr commise
est moindre qu'un mllhonléme dela valeur totale 214,

On peut donc é (,crlre '

Y—yo=lim [f (x,) 3,+f(xo+3)d,
' +f(ro+a,+o,)6,+..f(X 6)0}

ou, en faisant ' .
OP; = x,, OP,__J:,, OP, = Ty...
et par’suitc
01 =Xy — Xo, G4==Ty— X3y Oy= J”t'— Xgeeny .

Y—yo=lim [f(x,) (2, — o) +f (i) {2 — 1) .
+f () (x?—x.) + Z...f(x,._,) (Xu—,z,,_?)].

L’usage est de représenter la notation du second membre
par cette autre beaucoup plus simple :

j:xf (x) dx

(ui a la méme signification et qu'il faut par conséquent in-
terpréter en des termes éq(ﬁva]ents A ceux-ci :
Lmure de la somme qu’on obtient :

. En mettant pour x dans Uexpression f (x) une suite
rle n valeurs gy €y, Tyy T3,...y qui varient par degres
égaux ou inégaux, mais trés-petits, depuls o jusqu’a unc
valeur x,_, qui dfﬂ‘érc‘ trés-peu de X; )

2°. En multipliant les valewrs f(x,), £{x,), f(xs)s
f(xs)..., f(xay), respectivement par les différences
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(2 — :ro), (x, — ), (Ts— Z4)... X— Xay), Cest-a-
dire chaque wvaleur de la fonction pal ladi ﬁerence entre
la valear de x° qui ’a produde et la 'valeur suivante de
celte méme 'vanabk, S

.3°. En ajoutant les n prodazrs ainsi formes.

Plus le nombre n augmente, plus on approche de'la vraie -
valeur représentée par la-notatian ci-dessus. Le résultat
ainsi ahtenu, étant considéré comme la quantité tout entiére
(en latin integra), dont f (x) dx exprime un élément infi-
niment petit, s'appelle pour cette raisqn {'intégrale.de
f(x) dx.: Les quantités x,, X, dont la significatiorr est ex-
pliquée ci-déssus, déterminentles extrémités de Uintégrale,
ou les limites entre lesquel[es la di ﬂemntlelle f(x) dx est

~

Iﬂtﬁg rée.

293.. il résulte-de ces consxderanons que les mtegrales

. peuvent QVOII‘ divers caractéres

°. Quand on donne .

d ' '
»a—y-——f(x) ou dy—-f( )d.r

et qu il agit seulement de trouver une expressnon générale
dey, c'est-a-dire de toutes les fonctions dont la dérivée est

f(i‘) ou dont la différemielle est f (x) dx, si l'on parvient
4 découvrir une, fonction F (x) dont la dérivée F’ ()
soit égale & f (= ) on ala reponse ala questlon en. posam '

' y— F(x )+ C. C
Cette expression S’appelle Uintégrale indéfinie de f (z) d.r, '
et la relation qui existe entre elle et f (x) s’écritainsi :

4_ f‘f(x) dr=F () +C

ce qﬁi signiﬁe simplcrﬁent qube si on différentiait F(.i') + (7‘
par rapport 4 x,. on aurait f( ) dx. :
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Exemple :
ax”dx_ a‘l-"‘*l ” N
m+1 .
a dx ©

2°. Lorsque, outre l’equauon dy =f (,r)da:,' on sait
(ue la fonction y prend une valeur déterminée y, pour une
valeur également déterminée x, de la variable 2, et qu’on
‘demande’en couséquence la valeur ¥ de la fonction pour
une valeur quelconque X de la variable, en supposant tou-
+ jours qu'on sache trouver une fonction F (x) dont la déri-
vée soit f(x), la réponse est dans I'équation -
¥—yo=F (X)—F ().
Le second membre s’appelle I'intégrale défine de f (x) dx
prise depuis x, jusqu’a X; et la relation qui existe ‘entre
" cette quantité et f (x) s’écrit aihsi :

F(N)—F(z)= [ 1()da

notation dont on oomptendlorlame et la signification,
~d’aprés les explications du n° 202. '

294. Les consldérauons du n° 292 ne servent pas seule-
ment a expliquer une notation, elles fournissent un Tuto-
REME TRES-IMPORTANT, Savoir :

Etant donnée une fonction quelconquc f(x), si i’on de-
mande une autre quantité qui, d’aprés sa définition,
puisse étre représentéc par la formule

Tim [f(x00) (2, — Zo) +(2) (T2 —2,) + ...
A+ £ (Zue) (X—x0ss)]s

ou plus simplement, mais avec la méme inteiprétation,

ﬂ ' f(x) dr,
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-toutes les fois gu’il sera possible de trouver une yuantité
F (x) dont la derwee serait f (x), on aura la reponse en
posant
X . .
f f(x) dz =F (X) —F (z,).

., . .

295. Rcmarque. Une mlegrale définie peut étre negaQ
tive, soit que, entre les deux extrémités de cette mtegra]e,
la valeur moyenne de la dérivée f () soit négative ; soit que
x,, premiére valeur extréme de la vanable, se trouve plus
grande.que la seconde X, auquel cas I'intégrale est la limite
- de la somme des produits des valeurs siiccessives de la fonc-
tion, f(x,), f(x,)y..., f(xaes), multipliées par les diffé-
rences négatives Xy — Lo, Ly — Xy..., X — X,y et il est
évident que lé résultat ne différe que par le signe de celui -
qu'on aurait en changeam I’ordre des valeurs extrémes.
C’est d'ailleurs ce qui se conclut immédiatement de 13 for-
mule précédente, étendue a tous les cas possibles. On a, en

désignant toujours par F (x) une fonctiovn dont la dérivée
estf (x),

f(x) dz=F (X) —F (xo)
el

f;‘f(.;)dx=F (x) —F (X),

f f(x)dx——f () da

‘296 La QUADRATURE pEs courses offre unc apphcauon
wrés-utile du théoréme du n° 294. ' -
Soit représentée dans la fig. 67 la courbe ayant pour
équation y = f(x). L'aire P, M,MP, bornée par deux or-
données répondam.aux abscisses o, X, ost ]'a limite d(- Ia

d’on
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somme des trapézes P,MOM, P, P,M, M,P,,..., 2 mesute
qu’on augmente le nombre de> sabdivisions Py Py, P, P,,...
Cette limite est aussi celle de la somme des parallélo-
grammes PoM,N,P,, P, M, N, P,.... : car, 2 mesure queles
ordonnées consécutives se rapprochent, le petit riangle qui
fait la différence d'un trapéze au parallélogramme corres-
pondant, devient une fraction aussi petite qu'on veut du
trapéze, et par conséquent la somme.de tous les trapézes
ne differe de la somme’ des parallé]ogrammes que d’une
quantité qui est une fraction aussi petite qu'on veut de
I'une ou de I'autre de ces deux sommes. Celles-ci ont donc la
méme limite. Donc l aire P, M, MP, si les coordonnées sont
rectangulaires, satisfait précisément a la définition de la

X
quantité f ) f(x) dx, et par conséquent: lui est rigoureu-
x

sement égale.
Si bes axes coordonnés font I'angle a, on a la surface

X
U=sina | .ydx.

297. Exemries. 1°. Quadrature de la courbe parabo-

lique ayant pour équation y = ax™ (fig 68) :
X
PMMP = U = f az"dz.

Si I'on cherche une fonction dont la dérivée soit ax™, on

trouve (290, 1°)
ax**!

Fx)=
donc

U= fx:}x"dsz(X)—F(lro)

( Xm-f-l T m+i)
S o)
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Si Ton \oulaltl aire OMP, on aurait

aX"+‘ '
m4i

Xo = 0, et; . U"—
" Remarque : '

aire OMQ =XY.....()MP'=._aXm+a aX™'  maXm+

= .
m+| m-—-1

Qaadmtule de. Ilgfperbole equllatere rapporiée
aux agymptotes et ayant poul équation y = - ( fig. 69).

Chex‘chant une fonction dont la dérivée soit g. on
wouve (290, 2°)
.F (x) =2, 3026alogx + C;

ou I’on conclut

. X o ;
U=f fz--d.:r:=2,3026alog~)£-
ey % vz

Remarques. 1°. L’aire ne dépend quc du rapport

X gy OF
X, OP,

2°. Si P'on faisait x,=o, on trouverait I'aireyOPM =0 .

3°. 1l est bon de rappeler (242) que 2,3026 n'est qucla
valeur approximative de ]—Ol—p- ‘ '

298. Toute intégrale définie f F (x)dx peut toujours
' . %o ’ .

¢tre considérée' comme exprimant ’aire d'une courbe dont’

Pordonnée rectangulaire correspondante i la variable x

prise pour abscisse serait égale a F (x). Cest pourquoi

Popération par ]aquelle on détermine cette mlegra]e est

fréquemment désignde sous le nom de quadrature.
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299. La cuBATURE DES SOLIDES terminés par des surfaces
coyrbes est également du ressort du calcul intégral.

Soit I’axe Ox (fig. 70), situé d’'une maniére quelconque
par rapport i un corps; soit MM, AM, M’ la courbe d’inter-
section par un plan passant par cet axe. La génération du
corps étant soumise a une certaine loi, on suppose que I'aire
de la section faite dans ce corps par tout plan tel que M, M,
" ou MM/, perpendwulal re a I’axe, soit une fonction connue
de I'abscisse x, distance du point fixe O au plan d’intersec-
- tion. Cela posé, on demande le yolume du segment compris
entre les deux plans M,M',, MM’, dont les abscisses sont
OP.:I,,OP:X. )

Soit f(x) la fonction qui donne la valeur de P’aire d'une
section dont I'abscisse est x. La section faite par M,M,

est f(x,), celle par MM’ est£(.X); et si I'on ‘partage I'in-
tervalle P,P =X — x, en un grand nombre n de parties;
qu'on appelle xy, x,, x3,. .., ., les abscisses des points
de division; que par ces poims, P,, P,, P;,..., on méne
des plans. M,M,, M,M,, M,M , qui donneront des
sections f(xy), f(x,), f(xs),..., 11 est clair qu’on aura
une grande approximation du volume cherché en prenant
la somme

f (o) (xs—2x) + £ () (22— 21) + £ (23) (x.—-.rg) +..
+ f(x,_y) (X“' Zno),

qui, dans le cas de la figure, est la somme des cylindres
inscrits, dont chacun a pour base une section perpendicu-
laire 4 'axe et pour hauteur la distance entre cette section
- et la suivante. .

On voit de plus que V'erreur commisc pourra étre une
fraction aussi petite qu'on voudra du volume cherché, lequel
est, par conséquent, et rigoureusement, la limite de la
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somme ci-dessus, ou

X
f(x)dex.

300. Exemple. Corps de révolution engendré p.-;r
larc'M¢M (fig. 71), dont I'équation est y = ax™, tour-
nant autour de I’axe Ox.

‘Dans ce cas, 'aire d’'une section quelconque est celle
d’un cercle dont le rayon est y; c'est donc my* ou na®x*.
Donc le volume cherché est

2m+| (Xh“ x™).

X
V=f nratx*dxr = ———

Si Fon voulait le volume a compter de O, on ferait x,=o.
Si OM,M était une ligne droite, m serait 1, le corps un
cone de révolution, et la formule deviendrait pour le vo-
lume, & compter du sommet,
ra’X®* rw@X2:. X
3~ 3

na*X*= nY?* est la base et X la hauteur.

V=

301. En attendant que I'étude dela Mécanique ait montré
d'autres applications du calcul intégral, les exemples qui
précedent suffisent pour faire apercevoir son utilité.

La détermination d’une intégrale définie étant une con-
séquence immédiate de l'intégrale indéfinie désignée plus
haut par F(x) + C, c’est dans la recherche de celle-ci que
consiste la difficulté des quadratures et des questions ana-
logues. '

§ II. THEOREMES PRINCIPAUX POUR L'INTRGRATION DES FONCTIONS
D’'UNE SEULE VARIABLE.

302." Les formules des différentielles fondamentales et
celles qui sont établies du n° 233 au n°® 262 permetient d’é-
16
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crire immédiatement les intégrales indéfinies d'un certain
nombre de fonctions.

A cette observation il faut ajouter quelques théorémes
qu’il va suffire d’énoncer, parce qu'ils résultent immédia-
tement de ceux des n® 244 et suivants.

303. Tatorime I. — Toute intégrale indéfinie est unc
Sonction de la variable, plus une constante arbitraire.

Tatorime II. — L’intégrale d’une somme de di ﬂeren-
tielles est la somme de leurs intégrales.

f[f(x)dx+9(x)dx+...]=ff(x)d:c+ o(x)dx+...

Tatontme III. — On peut faire passer un facteur con-

stant du dedans au dehors du signe f , el réciproquement.

faf(x) dx=;ff(x)dx

304, Tutonkme IV, — Lorsqu’on peut, par la combi-
naison des facteurs qui entrent dans une différentielle
f(x)dx, la mettre sous la forme aF'(px)do (x), on ob-
tient l'intégrale par la formule

* [[eF'[(s)) do () =aF[p(x)] + C.

Exemples :
1°, fxsinx’dx:f@%ﬂxﬂ:—%cosx’+v€:
o [d% —d(a—bxr) —log{a—bx) ¢,

ca—bz ) bla—bz) bloge
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ou bien

(d(bx—a)
a-——bx bx—a b “br—a |

- —log (bx —a)
. bloge +C.
'On emplole 1'une ou l’autre de ces formules selon que bx

est< ou > a.

303. Lorsque lapphcatmn du théoréme IV paran trop
compliquée, on représente la fonction auxiliaire ? (x) par
une lettre, et I'on opére comme dans 1 ‘exemple suivant, ou
il s’agit d’intégrer
dz

dy = —2 .
4 N1 —x*

On fait
\/l__x’zz’ l-——.l‘?:Z’,' —xdx:zdz,
dxi_—zdz. d —dz '—dz

_— T b
x . 2t x? 1—z

i . dz - '
Pour intégrer — on Vécrit sous la forme

L[ dz dé) .
a\1+2 T 1—3z)°

ou I'on reconnait deu'x_ différentielles de logarithmes; donc

7= Tioge Log (1= 2) —log 1+ 2)] +C.
La fqnction entre parenthéses est éggle alog : : ZZ : or

1=z 1—vVi—2* _ (1—yi—2)
,l-i—z_',_,_\/,__xz— x? ’

‘16. _
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logl—— Y “—x:

donc

1
Y = Toge

306. Tutoekme V. — Intégration par parnes — On
a (250)
duy = udv + vdu;

uv=fud"s{ +fvdu_,
fudv: uv—-fvdu.,

Ainsi en décomposant une-difiérentielle f(x) d.x en deux
facteurs, dont 'un, différentiel et pouvant s’intégrer, soit
représenté par dv, et I’autre soit une fonction u, on réduira

la difficulté du c;\lcul de I'intégrale f udv a la détermina-

donc

d’ou

tion de Pintégrale f vdu, qui peut étre plus simple que la

proposée.
Exemple : )
_ . e L S loge' '
vv—fx"'logagdx_lobx. e e dxr,
/’ - loge dx— Jo8e Ioge f.r"'d loge x"‘""
Jm+r oz (m 1)
ZmH loge\ | .
y= m+l-(logx—mil> + C.

Ce procédé s’appelle intégration par parties.
307. Remiu"quq. ‘Lorsqu’on.cherche I'aire ‘
. _ X
P oM@MP = ydx

%o

_(fig. 72,)-dans laquelle OP = x,, OP = X, 0Qo =1,
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0Q =¥, on peut y arriver en calculant d’abord 'aire

Y
QMMQ = [ zdy;

Yo

car on a

PqMoMP=OPMQ—OPn MOQO_QO NIQMQ,

ou
aY

7dx_YX——xoy.,—— xdy,

Zy Yo

¢’est précisément ce que donnerait l’mtegratnon par parties.

§ III. FPORMULES D’INTRGRALES DIRECTES OU OBTENUES PAR LES
RRGLES PRECEDENTES.

e
308. fxndx= 2+ C (288).

Cas particuliers.

309. fdx log = + C=2,3026logxr + C
loge L.

= 2,3026 log % (242).

310. f ‘dx_

314. f —arcsin.r.—!—C(“‘) (257)
\/l-——-.l"
= —arccosx + C' (258).

*+C (256)

(*) 11 ne faut pas oublier que,1a not&uon arcsinr, abrégéde arc(sln x),
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312. fl+ . = arctang.r + C (239)
= —arc cotx + C’ (260).

313. f 9% arcséer+ C (261)
zyfx—1
= — arc coséc.r + C' (262).

Autrement
dzx
dz x? I .
—_— = ——=—-__=arccos-—+(,'.
z z

r—1 / 1\?
J V=3
314. | sinxrdxr = —cosx + C (258),

fcosxdx:sin.r-i— C (257).

. d -
318. f o =ungxr+C (29),

dzx
f SwE = cotx + C (260).
316. Exemples d’intégration (constante sous-entendue).
dz = (d(ax+b) _log(ar+b)
axr+ b ] a(ax+b) "  aloge

I -—f ‘
J \/a+a"

signifiel'arc dont le sinus est x, et que les arcs ainsi exprimés ont pour unité
JYarc dont ]a longueur est égale au rdyon. Ainsi

arc(sin= 1)_..--, arc(sm:-f) -9 nrc(sin:i):%-

De méme

arc tangl = arc (tang = x)

J.NI
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On fait - o . —_
T a+at=z?,
d'ou .
: rdx = zdz;
done .
’ dz dz dz+ds
Y=F=F="1z
donc '
v [z t2) log(x+2z)
. Y= z+z loge '
enfin '
y = log (x + Va+ x%).

log e

Remarque. On aurait pu de la relation

- dx dz
by=7=7
conclure-
Cd dz—d=x d(z—x)
Ve Ty T T ==
d’pﬁ

= lOgelog(—.«:+s,/:z+.z')

Il est facile de vérlﬁer que ces deux expressions de y ne
différent que par une constante.

II. Y= =arc sm‘E
\/a’—--ar:2 \/1

zdx 22 dw d (a2 27
L= ) Vo —= = —p——-

‘/az_xz - ‘/ar__xz‘ .
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Cette expression- est de la forme

donc
y=-—\/a‘——x’.

dx 1 1 1
Voy= x—z’—;f(t +x+l—|x)dx

= a3 1108 (1-+ ) —log (1—a]]

1 1 1+
’—2loge' 1 —x

V= 105('.+.»/_'—x’) (308)-

log e

VIL v— dzr d.rsinx__ dcosx .
Y= Jsinz ) Tsiwz ) i—cosz

cosx = z;
1—3

y——f——z’ 2loge]°g1+z'

‘1—cos® _ 2sin?iz
14+ cosx  2cos’ix

o1 .
=tang ;x;

y= l—- log tang — lx.

dz z*dx

V dr.Vi—x*=
oy = f Vi—s Vi —z Yi—za*
L’intégration par parties donne . '

f‘/:id_x‘: ' ;&:—xs/l—,-x’ﬁ-fdx\/l—x"
—_—X 11—
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, .
En elnmnant —ﬂ et mettant pour [ ———
p
yi—z V

sa

11— 1—x*

,

valeur connue (311), on trouve

fdx.\/x—xfci.z; Vi— &+ % arc sinx.

" x’dx 5 ) . . .. e
X. y= f e On suppose m entier et positif.

En intégrant par parties et faisant dans la formule‘dn
‘ ‘ ~ zdx -
n° 306, u=x"tetdy == , ona

Vi—2z o

fﬂ”_ = ;xﬂ-‘wl —x' 4+ (m’-fx) fx«;—: ,/!—_?'dx_

Or

- —3q.._ [&dx  (amdx
[T [T [
donc ' ’

 famdz __.z“\/l_-—_.z—"_i_m fx“"dx
‘/,_xz"— m m Vi— o

Ainsi l'intégration proposée est ramenée a une auire plus
simple, pmsque Pexposant n7 de x est diminué de deux uni-
tés. En continuantde méme on arrivera, suivant que m sera
impair ou pair, a ‘ "

x_d.r =—vVi—a .ou a f 47— arcsinx
J Vi—a2? . Yi—z?
. . g - dz
3117. Remarques. I. L’intégrale —
' Var—
directement par une considération géométrique. Va —x

peut étre regardée comme I'ordonnée pour I'abscisse x,
partir du centre d’une circonférence dont le rayon est a

se retrouVe
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(fig- 73). Soit .
OP=x, OM=a, MP=yVa’—x', PP'=QM'=da.

. Letriangle différentiel MQM'est semblahle autriangleOMP.
On en conclut .

dx MM’
‘/a -—.Z" “a

. Or MM’ est l’aecrotsoement que prend Parc AM quand
Pabscisse x prend l'accroissement dz. Donc I'intégrale
cherchée, i partir de x = o jusqu’a la valeur x quelcon-
que, telle que OP, estégale a 'arc AM divisé par le rayon,

c'est-a-dire égale a l'anglc AOM dont le sinus est 5- .

. La similitude

On trouve de méme I'intégrale f zdx

4 .‘/af —_x?
des triangles OMP, MM'Q donne
| dr__MQ

a* — x° x

done
rdzx
MQ=-“"=E. .
Q Ve —z*

Or, MQ estla quantité infiniment petite dont décrott 1'or-
donnée Va' — z* quand x croit de d.x. Donc

rdx I S——
Vo e

Le méme genre de considération s’applique trés-simple-
ment a l'intégrale f Va* — x* dx. Car, si on la prend a

compterde.x == o, c’est aire du segment circulaire OAMP,
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laquelle est égale a -

triangle OMP + secteur AOM

——x\/a —x? + a* arcsm-l-l;

*ce qui est conforme au résultat de lexemple VIII, quand
on fait @ =1. :
1 . .

II. Lorsqu'on a une expression’ différentielle comprise -
dans la formule F [x, (a + bx == x*)] dx, on peut la ra-
mener a4 une autre ordmalrement plus simple. Le trindme -
se transforme ainsi:

bz - b-z
a—l-bxiaj".:q.,.z-:t (xj:;)

=) (222 |,
(a+4)’~ _\\/F% 4

en faisant :
2 _—z et a—bz—-"
i TETY
a:,:Z
ona , -
a+bxr+tax*=c" (13,
r¥-cz—b
= +3?
et

dr='cdz,

trois expresswns a subsutuer dans la proposee S

Cette observation montre la possibilité d’apphquer les
formules des n> 311, 312. 318 I1, IV, V, VIII et IX &, des.
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cas en apparence différents. Par exemple, on trouvera
T —— —

dx dz . 2
—=arcsm

Va+ bxr — z | yi—z \/a—l-’g

4

§ 1V. INTEeRATION DES RQUATIONS DIFFERENTIELLES. _

318. Deux variables.r et y étant liées par une équation
qu'il est touJours possible d’amener a la forme

(1) F(x,y)=0o, o
chacune d’elles est une fonction implicite de 'autre, et I’on

peut de cette équation déduire soit la dérivée % » soit sen
inverse ?i—:’ par la différentiation (253), suivant la formule
(2) . : dx —|— d ly = =0,

chacune des dérivées partielles étant en général une fonc-
tion de x et dey.

En combinant les équations (1) et (2), on peut en obtenir
'd’autres auxquelles devront toujours satisfaire les valeurs

simultanées de ; x,de y. et de :—ia gt qui seront comprises
- dans Ia formule
(3) . f(x,y)dx+?(x,y) dy=o.
Exemple. De , '
: ' axy +by*=c
on tire

ayd.x +.ax dy + 2bydy =o.

Ceue dlfferenllanon a fait disparaitre le terme constant c.
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Ou peut, en combinant ces deux equanons, ellmmo-l b, par
exemple, et obtenir

ay'dx +:(2c-——axy) dy=o. .

Les équations telles que (2) et (3) s'appellent des equa-
tions différentielles, et sont, comme on voit, de deux es-
péces. Les unes, comme (2), sont déduites ou peuvent se dé-

* duire immédiatement d’équations telles que (1) par la diffé-
rentiation, ce qu'on exprime en disant que le premier
membre égal & zéro de I'équation (2) est une différentielle
exacte d’une fonction F (x, y), tandis qu il en est autrée-
ment de I’équation (3).

On comprend I'utilité de pouvoir remonter d'une éq'ua—.
tion différentielle a I'équation (1) qui I'a produite par diffé-
rentiation et combinaison, sauf une constante qui a d}s-
paruou pu dnsparanre. '

11 suffit au but qué nous nous propoeons dans ces lecous
de signaler un cas simple o 'intégration se raméne aux
quadratures : c’'ést_celui ou il est possible de’ séparer les
wvariables dans I'équation différentielle, ce qui signifie que
I'équation (3) proposée peut se réduire & la forme

1(y) dy =® (x)dz,

la fonction f(y) ne renfermant plus i, et1a fonction ®- ()
étant indépendante de 2 y. I suffit alors d'intégrer les deux
membres en ajoutant & I'un ou & I'autre une consiante qui
sera déterminée lorsque, ent outre de I'équation différen-
nelle, on connaitra deux valeurs simultanées des variables -
xety,ou un pomt de la courbe exprimée par r equatlon '
F (o, y)=oqu'on cherche ‘

Exen nple. Soit
-(bjf' —_ a)dr= .bafy dy.
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On en conclut

dw bydy
) Th—d’
d’on . .
3 log.r = log -llyi;———a ;

. done

’ cr*="by'—a,
équation dans laquelle ¢ est arbitraire, positif ou négatif,-
.¢'il nes’agit que de satisfaire a I'équation dlﬁércnuelle pro-
posée.

’

" § V. QUADRATURE PAR APPROXIMATION.

" 319. Etant donuée une loi géométrique ou numérique
au moyen de laquelle on-peut construire une courbe par
" points et mesurer ou calculer ses coordonnées relatives a
deux axes rectangulaires, on peut toujours calculer I'aire
P,M,MP (fig. 67) comprise entre deux ordonnées déter-
minées. Ce calcul se fait par approximation lorsque I'or-
donnée y n’est pas donnée en fonction explicite del’abscisse
x, ou lorsque cette fonction f (x) est telle, que Pintégrale

f f(x) dzx ne peut &tre obtenue sous une expression géné-

rale F (x) + C.

- 320. Premiére méthode d’approximation. Lorsqu’on
peut déterminer les coordonnées de n points intermédiaires,
M,, M,, M,,..., M,, tellement rapprochés, que les arcs

. M,M,, M,M,,..., se confondent sensiblemenl. avec leurs

cordes, on considére I'aire cherchée comme une somme de

trapézes, et 'on a .

.

U=l("}’o+]'1)ai+l()’t+ ’V:) ds

()z'l‘)s)at-i-; () +1)6n+15

).

~

r
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formule qui se simplifie beaucoup si les intervalles 3 sont
égaux:

U= [i‘()’o"‘ Y)+yi+yetys+-. .+y..] J.

321. Deuziéme méthode d’approximation. Elle est
fondée sur la quadrature exacte de la parabole du second
degré dont I’axe principal est paralléle a l’axe des ordon-
nées.

Soient trois points My, My, M ( fig. 74), tellement situés,
que lenrs ordonnées soient équidistantes. Ainsi PyP,=P, P.
Ces trois points suffisent pour déterminer une parabole
dont l’équatlon sera de la forme

y=a+bx+ ct’

Les coefficients a, b, ¢ pourraient étre déterminés en fonc- .
tion des ordonnées y,, y:, ¥, et des abscisses correspon- -
dantes; on peut donc demander ['aire du segment P M ,MP
en fonction des mémes données.:

On mmplxhera le calcul en lransporlant Vorigine ‘des
coordonnées au point P,. L’equatlon de la courbe devient
alors de la forme

(l) . Y=o+ bx+cx,

et si ’on représente par X la base P, P du. segment, son
aire U demandée est donnée par I equatlon

U=fo M"d’”‘*"""’df-'-w’dx)—nXﬁ—b—“— + 5

ou

%(Gyo+3bX+ch’)

Il ne s’agit plus.que de faire disparaitre de cette formule
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les coefficients & et ¢, en y introduisant les ordonnées des
points M, et M, qui doivent satisfaire 4 I'équation (1).

Celles du point M, sonty, et -}?f ; donc

_ bX cX*-
7 -—,7’o+\?+ —4"'

.Celles du point M sont Vet X ; d'on.c
Y=yt bX+cX?

d'ou I'on pourrait tirer les valeurs de 5.X et ¢ X*. Mais on
arrive immédiatement au but en remarquant qu'on.a

Yo+ by + Y= 6y +3bX+2 cXe.

L’expression de U devient donc

U=£(‘70+4‘}’1+1’)1

’

" ou, si lon repreeente par d la dlstance =de deux ordon-

nées consécunves ,

U“3(7’0+4.7:+1’) )

(*) Lorsque les ordonnées 7,, 7,, Y, sont données graphiquement, et non
en nembres, on peut aisément, comme 1'a remarqué M. Poncelet, remplacer
Ia longueur y,+ 47,~+ Y par une ligne de la.figure. Joxgnnnt M,et M par
une droite dont le milieu est N, onu

P,N:;(,r,+ Y)=r,+M,N,

d’our . ) .

: ¢ r.,+ Y_zy.+zM N, e

donc ’
U-'-(X—r,)(6.r.+1M N)—(X—z,) y,+3M N)

ou

ll—PPxPK,

le point K gtant au tiers de ia fléche M, N 2 partir de 1a courhe.
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322. Ayanta calculer 'aire P, M, MP &'une courbe quel-
conque (fig. 75), on divisera I’ mlervalle P,P en un nom-
bre pair nde parties égales, et, en désignant par y,, ¥,y
Yt e+ +y ¥no1y X, les ordonnées consécutives,-on aura ap-
proximativement 'aire comprise entre les ordonnées y, et

Y1, dont la distance est 2P P ouad,

. sire Py M, = 2 o+ b3+ ).
DeAl‘néVme, et;tre Y €ty,, . ‘
aireP, M, = § {71+ s 7).
Enfin, entrey,_, et ¥,
L sireP M= (st ).
Donc l’aire totale P M, MP,
U=2 (y.,+ 4y1+ 2y,+ 4y,+ay.+- +4y,._a +1),

ou bien, si I'on appel]e en général x, et X les abscisses ex-
trémes correspondantes aux ordonnées Yoet ¥,

X X—=,
[ rae =252 Gk Y h gt )
+ n(y,—l—yb-{-. e ot Yuos).

Cette formule d’intégration ou quadrature approxima-
tive est due a Thomas.Simpson. Pour que le résultat soit
suffisamment exact, il faut que la courbe ne différe pas
trop d'une parabole du second degré, et que, par consé-
quent, les différences des ordonnées consécutives soient a
peu preés en progression arithmétique.

(3

17
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323. Les ordonnées y,, y, et ¥ (fig. 74) étant équidis-
tantes, on peut chercher I'sire P,M, comprise entre les
deux premiéres en fonction de ces trois ordonnées et de la
distance P, P, égale & 3. On trouvera, en suivant la marche
précédente ,

aire P,M,M, P, = 2 (55,4 8y, — 7).
On a de méme

aireP, M, MP = 2 (5 ¥+ 8y, —7,).

324. Les lecteurs sont invités a vérifier que, si I'on dé-
signe par y,, ¥1, ¥1, Y, quatre ordonnées équidistantes
d’une parabole du troisi¢me degre, on a laire de cette
courbe

x N
] U= ydx-—(X—-x,)(y,+3y,+3y,+Y)

325. Intégration par série. Lorsqu’une intégrale me

peut 2tre ohtenue par une formule générale, ou qu’il est

- difficile dela calculer exactement, on fait quelquefois usage
d’un développement en série, Soit, par excmyle,

f.:;a,/==, —ar

On peut développer (1 — ax) * suivant les puissances de
ax, d’aprés la formule de Newton (277, 1) appliquéea Pex-

Sy
posant — —. On aura

(x-—-ax)’-—1 +-az:-+- -—Za’x'-é--'-%—%a’ i ST

série canvergente si ax est <1.
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.

. de - '
- En multipliant par > on aura dy exprimé en une
Vi— =z ‘ .

s;o'mme de termes de la form;e = d = que I'on sait intégrer
. . V 1— x?
(316, IX)

326. Soit pour second exemple

= (4= |
y—' I—Fd"

Npus savons que cette intégrale est arc tangz, de. sorte que
si elle estpnsedex =oax=ru, elle est égale a larc de

45°, c’est-a-dire 3 az

i
De la I'idée de calculer I 1ntégrale indépendarhment de la

connaissance de 7, afin d arriver A cette connaissance. A

cet effet, on. développe

que la progression

11—+t — ...

; €én une série qui'n ’est autre

Par conséquent, en multipliant par dx et en intégrant &
partit de r=o, ona

r z
arctangx._x-—_-}-r__...,

série qui aurait pu étre obtenue, mais beaucoup moins
simplement, par la formule de Taylor.
Eny faisant x =1, 0n a

-

T~ I I I I

ou, en réduisant les termes pris deux a deux,

® 1 1 I

'—3-’-3._7_’-9 + 3. 15+"“

- 17.
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) . ! T
Cette série peut donner la valeur de g’ pourva qu'onen

prenne un assez grand nombre de termes, car elle est peu
convergente. S '

Mais il vaut mieux dans la série dont la limite est
arc tangx donner i x une valeur plus petite que 1 qui ré-
ponde a une fraction connue de . -

Un simple essai graphique fait connaitre que la tangente
I
5
quart de 45°. D’aprés cela, on est conduit, en appelant a

trigonométrique

est celle d'un angle qui excéde peu le

I'angle ou P'arc dont la tangente ést -é, A poser

' % =4a—b,
et a chercher la tangente de Tarc par la formule

tangd = tang (4a — "‘) _ langéa—-J.

§) — r+tangfa
Or -
t_anga:é—,
donc . i
. a2tanga 5
tang24a = ———— = —»
I—tang’a 2
) __ stlang2a __ 120 )
tangzja_ 1—tang’2a 119
d’on -
1
tangb_gé-

Connaissant ainsi les tangentes des arcs a et b, on a pu
calculer ces deux arcs par deux séries convergentes et en
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conclure
n=16a— 4b.

On a trouvé -
a=arc (tang == ) =o, 197 395 560,
et ‘

b =arc (tan’g = ;%—9) = 0,004 184 076 ,~

d'ou -
7 =3,141 592 65.

'Ce moyen ‘rapide de calculer le rapport de la circonfé-
rencé au diamétre est dit, suivant Lacroix ( Traité de Cal-
cul différentiel), i 1'astronome anglais Machin, qui vxvalt
dans la premiére moitié du xvuur® siécle.
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- CHAPITRE V.

APPLICATION DU CALCUL INFINITESIMAL A LA
DETERMINATION DES CENTRES DE GRAVITE
ET DES MOMENTS D'INERTIE.

§ I. DEFINITION DU CENTRE DE GRAVITE D'UNE LIGNE, D’UNE
SURFACE OU P'UN CORPS GEOMETRIQUE.

327. Si I'on partage une ligne, une surface ou un corps .
géométrique, en éléments infiniment petits, égaux ou iné-
gaux, la somme des produits de ces éléments par leurs
distances respectives a un plan (c’est-a-dire la limite des
valeurs que prend cette somme & mesure que les éléments
sont de plus en plus petits) s’appelle le moment de la ligne,
de la surface ou du corps par rapport & ce plan. Cetie
dénomination dérive de considérations mécaniques dont on
ne doit pas s’occuper ici.

Les produits relatifs aux éléments sont les moments de

ces éléments. Les moments de deux éléments par rapport
aun plan qm passe entre eux sont de signes countraires. La
somme qui forme le moment total est une somme algé-

brique.

328. Tatorkme. Quel que soit un systéme d’éléments
(kgne, surface, ou corps), il existe un point géométrique
tellement situé, que le produit de la somme totale de ces
éléments multipliée par la distance de ce point & un plan
quelcongque est égal au moment du systéme, c’est-a-dire &
la somme des moments élémentaires par rapport au méme
plan.

Ce point s appelle le centre de gravité du systéme.
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DiwoxnstraTiON. Soient deux éléments dont les gran~
deurs sont m’, m”, occupant les positions M’, M” (fig.76).

1°. Leur centre de gravité ne peut étre que sur la droite
M’'M7”, car autrement le moment du systéme de ces deux .
€léments pourrait étre nul sans que }a somme des moments
élémentaires le ft.

2°, Soit G” le centré de gravité encore inconnu. Si on
abaisse sur un plan quelconque les perpendiculaires M'B’,
M"B”,.G’C, désignées par &', «, X", il faut démontrer
que le point G” peut étre choisi de maniére que V'on ait

(m + m") X”— m'x’' 4+ m"x
ou
m'(X’—— x') = m”(x”—- X”).
Si 'on méne N’N” paralléle a B’ B” ona
XY e ' = MINI’ ¥ — X” M*N",
Ainsi, pour que le point G” jouisse de la propriété 6noncee,
il faut et il suffit que I'on ait
ml:mll, :: MIIN/I:M'NI,
ce qui revient a
.m'im" MG MG,
cest-a-dire que le centre de gravité de deux éléments est
sur la droite qui joint ces deux éléments, et la partage en
deux parties réciproquement proportionnelles aux gran-
deurs des deux éléments.
Le point G” étant ainsi déterminé, 1'équation
(m'+m") X"'=m'x'+ m"x"

a lieu, quelle que soit la situation da plan de comparaison,
pourvu qu’on ait égard aux signes des ordonnées x’, x", X".
Cette premiére partie' de la démeonstration s’applique
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exactement a deux systémes domt les grandeurs seraient
m’, m", et dont les centres de gravité seraient en M',. M”.
Le point G” déterminé comme on vient de le dire, c’est-
a~dire situé sur la droite qui joint les deux centres de gra-
vité M/y M”, et la partageant en deux parties réciproque-
ment proportionnelles anx grandeurs des deux systémes,
serait lecentre de gravité de1’ensemble de ces deux sysiémes.
Soient trois éléments m', m”, m"”, occupant les posi-
tions M’;M”, M. On peut partager I'ensemble dé ces trois
éléments en deux parties, dont I'une soit formée du systéme
- des deux éléments m’', m”; I'autre sera I’élément m”. Donc,
"d’aprés la remarque qui précéde, le centre de gravité du
systéme total est sur la droite qui joint le centre de gra-
vité G” deI'ensemble des deux premiers éléments a la posi-
tion M” du troisiéme, et il partage cette droite en deux
parties réciproquement proportionnelles aux grandeurs
m' 4+ m" et m”.
Cette démonstration, qui s’étend facilement 3 un nombre
quelconque de points, prouve I'existence du centre de gra-
vité tel qu'il a éié défini, et indique le procédé graphique

pour le trouver.
[ ]

329. Six',y', 2’ ", y", 2", ..., sont les coordonnées
rectangulaires des éléments d’un systéme dont les gran-
deurs sont m', m”,. .., etsi X, ¥, Z, sont les coordonnées
du centre de gravité, en désignant par Emx la somme des
moments m’'x'+m"x"+. . ., par Zmy et Zmz les sommes
analogues, enfin par Zm la somme des éléments, on a, en
yvertu du théor¢me précédeqt,

_Imx __Imy imz
X=27, r=32%, z=27% (v,

*) Si tous les éléments ', m",..., du systéme étaicnt supposés égaux et
Y Pl 6
ue leur nombre fat'n, les équations deviendraient, par la suppression d'un
q q ! I rp
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330. Les "derniéres équations subsisteraitnt également
pour des coordonnées obliques : car dans ce cas les coor-
données ', x7,. .., X, par exemple, sont proportionnelles
aux distances des points du systéme et du centre de gravité
au plan des zy. :

331. Ccs mémes équations sappliquent au centre de
gravité d’un systéme total composé de sysiémes partiels
dont les grandeurs seraient m’, m”,. . ., et dont les centres
de gravité auraient les coordonnées x', y', 2/, x”, y¥, 3",...5
c'est une_conséquence facile 4 déduire dy théoréme du
n° 328, En général, la position du centre de gravité du
systéme total ne dépend que de celles des centres de gravité
- des systémes partiels et des rapports de leurs grandears.
Elle peut se conclure de ces données par le méme procédé
graphique indiqué au n° 328.

.

'§ Il. DETERMINATION DES CENTRES DE GRAVITE DES LIGNES.

332. On voit aisément que toute- ligne courbe ou brisée
ayant un centre de figure (c'est-d-dire un point qui se
trouve le milieu de toute, corde ou diagonale passant par ce
point) a son centre de gravité en ce méme point. Le centre
de gravité d’'une ]igx;e droite est évidemment son milieu.

333 Le centre de gravité d’un systéme quelconque de
lignes droites se trouve par la propriété indiquée au n°® 331.

'334. Le centre de gravité G du contour d’un triangle
ABC (fig. 77) est le centre du ceicle inscrit au triangle DEI

facteur commun,
Iz .. 3y 2z
X = — ‘ = — Z == —
n n n
C'est pourquoi le centre de (,l:mlc sappcllc aussi centre des distances

moycnnes. .
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formé par les droites qui joignent les milieux des trois cdtés.
Car le centre de gravité des deux cotés AB, AC, est surla
droite EF au point H qui divise cette droite en parties. EH,
HF, proportionnelles aux ctés AG, AB, ou ir leurs moitiés
ED, FD ; donc la droite DH qui contient G est bissectrice
de l'angle EDF. De méme G est sur la bissectrice FI de
l’angle DFE. Donc. . :

333. Le centre de gravné d’une courbe plane est dans le
plan de-la courbe. Pour le déterminer, il suffit de chercher
ses distances a deux ‘plans perpenculaires a celui de la
courbe; les distances de ces éléments i ces plans-sont aussi
Teurs distances aux droites suivant lesquelles ils coupent le
plan de la courbe, On dit alors-que les moments sont pris
par rapport a ces drones ~

336. Centre de gravité d’'un arc de cercle ACB (fig.78).

Il est sur le rayon OC passant par le milieu de Yarc; sa

* distance GO = # se détermine en prenant les moments par
rapport a OD perpendiculaire 3 OC.' L’ élément MM’ de
I’are se confondant avee sa corde, dont le milieu est I, les

" deux triangles semblables MM'N, IKO, fout voir que le
moment élémentaire MM’ >< IK est égal 8 MN >< IO, c’est-
a-dire.a la projection PP’ du petit are sur la corde AB,
multipliée par le rayon: Donc la somme des moments élé-
mentaires est égale A la -corde entiére AB multipliée par le
rayon. Or cette somme est aussi égale au moment de
Varc = arc ACB X< x ; donc, si on désigne 'arc par a, la
corde par ¢, le rayon par R,ona

axr = cR.

Si 1 est le nombre des degrés de V'arc, il faut faire

o= "R ‘et ¢c=aRsm(=> °,
~ 180’ - 2/
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éGo.sin(f)o )
. \2/ _R.

nw

d’'ou
xr=

331. Centre de gravité d’un arc AB d’une cqu}be quel-
conque (fig. 79). Soient L la longueur de I'arc AB, ¥ la
distance de son centre de gravité G & un.plan quelconque,

ds un élément de Varc, y sa distance au méne plan : on
aura

LY = f yds.

Si y, ordonnée MP d’un point quelconque M, était une
fonction donnée de la longueur s comprise sur la courbe .
entre un point fixe O et le poim variable M, le calcul inté-

gral pourrait donner la valeur algebnqne de f yds. Si cette
fonction est inconnue ou trop comphquée on détermmera
dans les cas particuliers la valeur numérique de f ydsau

moyen de la formule de Simpson.

A cet effet on divisera la longueur L en un nombre pairn
de parties égales ; des points de division on, abaissera sur le
plan quelconque XZ des perpendlculaxres Y0319 Y 150w0s Y

et 'on aura trés-approximativement, si le nombre n est

sufﬁsant., .
Al

fyds._. | ‘y.+4‘y,+2y.+4ya+2y‘+ +4y,._x+y,.)
don

d ‘ h .
Y=f.7; 2= (Yot &1+ 290+ A 4Yusi 7).

Cette opération, faite suceessivement par rapport a trois
pe p ppo
plans quelconques, donnera les distances du centre de gra-
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vité cherché a ces trois plans. Si la courbe est plane, deux
djstances suffiront ; une seule sera nécessaire si la courbe
est orthogonalement symétrique par rapport a une droite,
et on n’aura qu’a opérer sur I'une de ses moitiés.

§ III. CENTRES DE GRAVITE DES SURFACES.

338. Le centre de gravité d'un pai‘allé]o’gramme est a
son centre de figure. En général toute surface plane ter-
minée par une ligne courbe ou polygonale ayant un centre
de figure (332) a son centre de gravité en ce point. 1l en est
de méme d’une surface courbe ou polyédrique ayant un

centre de figure. En eﬂ'et, dans 'un et autre cas, la sur-

face est décomposable en éléments qui sont deux a deux de
méme.étendue et a égale distance du centre.

- 339. Si une surface plane est comprise entre deux droites
paralléles AA,, BB, (fig. 80), et entre deux coyrbes AMB,
A,M,B,, telles que toute droite MM, parallele aux cotés
AA, BBy, ait comme eux son milieu P sur un'méme axe KL
le centre de gravité de la surface est sur cet axe de symetrle
pblique ou orthogonale. S

Cette vérité cst une conséquence du numéro précédent,
si I'on considére la surface comme.un assemblage de paral-
lélogrammes trés-étroits MNN, M,, en négligeant les trian-
gles MNM', M, N,M;, infiniment petits par rapport aux
parallélogrammed, ce qui ne peut altérer le résultat qnand

on passe ala limite.

Remarque Si la symétrie n’est pas orthogonale, l'axe
KL qui contient le centre de gravité de la surface eut ne
q g p
pas contenir celui de son contour.

340. Centre de gravité G de la surface d'un triangle
ABC (fig. 81). D’aprés le numéro précédent, il est a Ta fois
sur AD et sur BE, passant' par les milicux D et E de BC et
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de AC. D'ailleurs DE est paralléle a AB et d une longueur
moitié de AB; donc -

’ *
GD=§AG, ou’ DG =z AD.

Douc, en general le centre de gravité de la surface d’un
triangle est sui: la droite menée d’un sommet au milieu du
coté opposé, au tiers de cette drgite, a partir du coté.

Remarque. Ce point ‘G est aussi Je centre de gravité du
systéme de trois corps égaux dont les centres de gravité
seralem aux sommets A, B, C : -

M. On trouvera Ie centre de gravue d’un polygonc
quelconque en le décomposant en triangles (3&1)

342. Centre de graw'téd ‘un quadrilatére. quelconque
ABCD (fig. 82). Soit E le milieu de AC. Le centre de
gravité du triangle ABC est en H, au tiers de EB a4 compter
de E; de méme I, centre de gravité de ADC, est au tiers
de ED a compter de E..Le centre de gravité cherché G
divise TH en parties IG, GH, réciproquement proportion-
nelles aux surfaces des triangles, ou aux lignes DF, BF;
donc, si I'on porte DF de Ben K, en remarquant que BD
et HI sont paral}e}es, on voit que G est sur EK, et que

EG = ~EK De 14 une régle fort almp]e pour déterminer -

‘ glaphlqucment le point.G.

Si Pon coonaissait numériquement les longucm‘si*A
FB FC et FD, on déterminerait les coordonnées obhques
FL et LG du point G par le théoréme des mommts On
a (328) .

FL(surf BDC +-surfBDA) = FC gurt BDC— -A—Isurf BDA.

Or les deux surfaces sont pr0poruonnelles aux longueurs
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FC et AF; donc '

FL (FC + AF)=—FC’ AFY);
d’ou ‘ .
1
, FL = 'g(FC—AF)-'
On trouve de méme
' LG =1 (BF— DF).
343. Centre de gravité d'un trapéze ABCD (fig. 83).
Il est sur EF, joignant les milieux E et F des bases paral-
" léles. Si l'on fait AB =4, DC = %, EF =1, en remar-
quant_que les surfaces des triangles ABC ADC, sont pro-

portionnelles a b et ¥/, et que les ordonnées de leurs centres
de gravité, prises parallélement 3 EF et par rapport a AB,

sont %‘l et %l, le thém:éme des moments doune

(b+¥)EG= 3 bl+ 3 ¥1;

1 l(b+2b)
EG =3

- 344. Centre. de gravité d’un secteur circulaire AOB
(fig- 84). En décomposant le secteur en éléments infini-
ment petils éganx, quon pourra considérer comme trian-
gulaires et ayant leurs centres de gravité uniformément

‘d’oun

distribués sur I’arc .ab, dont le rayon Oa =.§- OA, on

verra que le centre de gravité cherché est aussi celui de

: l’arc ab (336).

348. ' Le centre de gravité du segment circulaire ABCA
{ fig. 85). se. déduira de ceux du secteur AOBCA et du tri-
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angle AOB. c '

) Segmaent. . | Triangle. Secteur.
Aires............. A |- A A=A+ A
Centre de gravité. . . G G" G

. Distanceau centre0Q. |GO=2'|G"O=2z"| GO==x -
ona '
Az =Alz'+ Alz", A= A—A",
‘d'ou :

o As—A"z

i — A’
- 346. Centre de gravité du segment'AOA, d’une para-
bole ( fig.86) dont I'équation est y*= apx, les axes Ox, Oy,
faisamt I'angle «. Le point cherclié est sur I'axe de symé-
trie Ox; on détermine son abscisse X par le théoréme des
moments.

Le trapéze élémentaire MM’ M M, pent étre remplacé
par le parallélogramme MNN, M, , dont la surface est
2ysinadzx : la surface du segment est donc ~

2 sina,fydx. '

Le parallélogramme MNN, M, a son centre de gravité au
milieu de PP’; son moment, par rapport au point O, est

. Ty . dx L 1s
égal & sa surface multipliée par x.+ — ety en négli- -
dz i inedz;l e de
geant — auprés de x, devient 2xy sinadx; la somme des
moments élémentaires est donc
asina f zydz.
On a par conséquent -

- f:t_'y‘da:q ‘ T ‘
X= Jrdx ‘ .
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Dey?= apr on'tire ydy __pd X bubsumant les valeurs
dé x et de dx en y et dy, puis désignant par y’ et x'Vor-
_donnée et I'abscisse extrémes AB et OB, on a

fjdx:fwj—_{;
— J‘dr
f.zydx f lop

341. C entre de gravité d une surface plane quelconque
dans'le cas on les intégrations sont impessibles ou trop dif-
ficiles. Soit la surface comprise entre deux paralléles et
"cntre deux courbes AD, BC (fig. 87). On partagera la dis-
tance IK en un nombre pair n de-parties égales et on ménera
les cordes paralléles yo, ¥4, Y25+ -5 ¥a, de 'une a 1'autre
(ounbe faisant IK = [, on aura, parla formu]e Slmpson,

, Slll‘fABCD =8= -3—1—- (]o+ 4y, + 2)'2"' i)
'On emploira la méme formule pour calculer le moment
de la surface | par rapport AB. Puisqu il s’agit de Suppléera

lmtegratlon de ftydx,. on calculu'a les n—l—-t valeurs

de xy qui répondent aux points de lelSIOIl de IK, et I'on
aura, en désignant par X la distance du centre de gravité
cher(,he -4.1a droite'AB,

31 K .nl
s. X_ﬁ(tgy, + 2 Uigpe E )
.et
x=2! (47. 1+ 2y 2+4ys 3+2y&-4+ = yan ) ;
n\ yo+4y|+2yz+4ys+2y‘+ = ¥n

Il restera a calculer sa distance Z 3 1K. A cet effet, on me-
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surera la distance du milieu de chaque corde Jor Y1 Yase
ala droite IK,, et, appelant ces distances z,, z,, Zyy. .
on aura

. l « ! ‘e ’ .
§2 = f yudx= g (yo st 4yi 521+ 27220+ )y 3+ .+ 7. 2),

et enfin ' ' .

Z_‘rozo—k 4y % +2yzza+4y;z,+ +4J,.-.z.._.+y,.z,.
]o+4]'|+2]':+4]3+ +4fu—-l+]n

Quand les courbes ne sont pas trés-irréguliéres, il suffit de

prendre n == 4, et méme quelquefois n=a.

348. 'Le centre de gravité d’une zone sphenque (fig- 88)
engendrée par I’arc AB tournant autour du rayon OE est du
milieu de I'axe DC : car si I'on décompose la zone totale
en zones élémentaires par des plans équidistants, celles-ci
auront leurs aires'égales et leurs centres de gravité unifor-
mément réparus sur DC.

§'il s’agissait d'une surface de re&latwn quel«.onque
(fig. 89); on appliquerait la formule de Siinpson : appe-
lant X la distance du centre de gravité G au point C,

x Yabscisse CP d’un point M, y son ordonnée MP et Z‘la _
normale variable MN, on aura, .4 cause de la similitude du_ .
triangle différentiel MM’ Q-et du triangle MNP,

. surfdela zZone = fn‘rwds .-_:f-n?:{‘dx,

son moment par rapport a AC _.fnﬂ‘{xdx, v

.donc
fl;xd.z:
X= Sedx ”
ou.
X= 14CI 1+2§z 2+4z3 3+ o+ n'
n §+4§|+2§2+4§3+ G '

! désignant.la longueur 'CD, et £,, £y, &s,. - -, £,, étant lés
. ' ' 18 :
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longucurs des normales telles que MN, menées par les
points de la courbe situés sur n + 1 ordonnées équidis-
tantes, depuis AC jusqu’a BD.

'349. Tutorkme. La projection sur un plan du centre
de gravité G d’une portion de surface plane quélconque
est le centre de gravggé G' de la projection de la surface.
Soit Oy (fig. 9o) la commune intersection des deux plans,
A la surface dont il s'agit, 4’sa projection, a I'angle des
deux plans. La surface A4 étant partagée en éléments trés-
étroits par des perpendlcu}alres 4 Oy, soit a la surface de
I'un de ces éléments et soit a’ sa projection. En les consi-

" dérant comme des parallelogrammes de méme hauteur pe-
ralléle 4 Oy, on aura

a_acosa, dou A= Acosa

Deux éléments correspondams a, a', ont leurs centres de
grayié en leurs milieux, et ces mlheux, étant sur une méme
perpendiculaire au plan de projection, ont les mémes coor-
données x, y, dans le systéme des trois axes rectangulaires
Ox, Qy, Oz. Cela posé, soient X, ¥, les coordonnees de G,
X, r, celles de G, on aura

‘AX=Zax, AY=Zay,
‘A X'=3a'x, AY =Za'y.

Or, en substituant pour &' et A’ leurs valeurs ci-dessus, et
supprimantle facteur constant cos «, on trouve pour X'et ¥’
des valeurs égales a celles de X et Y, ce qm démontre la
proposition. _
- L’équation 4'= 4 cosa donne un théoréme de géome-
“trie remarquable dout,nous nous sommes servis au n° 123.

© 850. Titonkme. Les ce_ntre:»de grawte de deux lignes,
de deux surfaces ou de deux corps géométriques sem-
* blables, sont des points homologués.

-
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On peut (217) supposer les-deux ﬁgurea semblablemem' '
placees par rapport a trois axes coordonués, de maniére
qu'a tout point de I'une d’elles dont les coordonnées sont x,
7> %, réponde, dans I'autre, un pomt homologue dont les
coordennées sont kv, ky, lcz, la constante k étant le rapport
de similitude. - - . '
Divisons la premiére ligne, la premiére surface, ou 2 le
premier corps, en éléments égaux entr¢ eux, dont la
valeur soit a et le dombre n; soient X, ¥, Z, les coor-
données du centre de gravnte, rious aurons; comme i la Notc '

“dun°® 329, .
X.na:'zax, Y.na= Zay, Z.na _—._zaz‘;
d’ou ' ' o ‘ .
: . 2 2z
o X, p=¥, o
: . .n no
Divisons la séconde lwne ou surface, ou le second corps,
en le méme nombre n &’éléments égaux, dont la valeur

soita’; et soient X', ¥7, Z’, les coordonnées de son.centre
de gravne. D’aprés la remarque faite ci-dessus, nous aurons’

X' na'=ZXa'.kx, Y'na'=2Za'.ky, Z'na'=2=Za’ ks;
LR ' ) . ) y N .
ot i

kiz' ., kzy ks

(2). : ‘.-X,—,_’,“Y'=——“—.—7, ===

n n ' .
Des équalioné '(x); et (2) on tire
. X=kX, ¥ =kY, Z'=}kZ,
ce qui démontre la proposmon

N

§. IV CENTRES DE GRAVITE' DES voumns T

3584. Le centre de gravne d'un panllelxpapéde esten son
centre de fignure. En général wout corps: géométrique ayant
| * e e
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un centre de (lgurc a son centre de gravité en ce pomt La
raison en est la méme qu’au n°® 338.

352. Prisme ou cylindre & bases paralléles quelconques.
Si on le partage en tranches infiniment minees et égales par
des plans paralléles aux bases, ces tranches auront leurs cen-
tres de gravité uniformément distribués sur une droite pa-
ralléle aux arétes et joignant les centres de gravité des deux
bases. Le centre de gravité du sysu‘:me total est donc au
milieu dée cette droite. '

L] -

383. Un carps géométrique étant coupé par des plans
paralléles, siles centres de gravité des sections, qui différent
aussi peu qu'on veut de ceux des tranches, sont dans un
méme plan ou sur une méme droue, ce plan ou cette droite
contient le centre de gravité du corps.

354. Une pyramide et un cone & base quelconque sont
dans le deuxiéme cas du numéro précédent : car toutes les
sections faites par des plans paralléles 4 la base sont sem-
blables, et ont leurs centres de gravité, points homolo-
gues (350), sur une méme droite passant par le sommet.
Pour déterminer la position du centre de gravité.du corps
total, on considére le cas d’une pyramide triangulaire, Pre-
nons A (fig. 91) pour sommet, le centre de gravité G est
sur Al, I étant le centre de gravité de la base, et obtenu en

faisant BE=ED et EI=3EC; de mbme C éant pris
pour sommet, G est sur la droite CH obtenue en faisant
EH = 5 EA. Ainsi IH est paralléle a AC et IH = 1 AC;
donc GI = —GA ou GI= ZAI En partageant une pyra-

mide quelconque en pyramides triangulaires ayant méme
sommet, on' voit que les centres de gravité de celles-ci sont



DE GRAVITE. 297

tousdans un plan paralléle a-la base, et mené au quart de la
hauteur du sommet'commun. Donc le centre de gravzte
d’une pyramide quelconque, et par conséquent aussi.d’un -
cone, est surla drojte menée du sommet au centre de gra-
vité de la base et au quart de cette I:gne d partir de la
base.

355 Remarques. 1°. Si la fig. g1 est l exacle projection
(et non la perspective) de la pyramide qu ‘elle représente, la-
projection G du centre de gravn.e s'obtient.en faisant sur-
les lignes de la figure les mémes operau(ms qu'il faudrait |
faire dans 'espace sur les lignes qu'elles représentent, pour -
obtenir le centre de gravité lui-méme. :

2°. Le centre de gravité d’une pyramide mangulaxre est
aussi celui de quatre corps égaux dont les centres de gravité
seraient placés aux sommets A, B, C, D : car le point I ést
le centre de gravité des trois corps B, C, D; et le pointH
est celui des corps A, B, D (40); donc le centre de gravité. -
des quatre eorps A, B, C, D, est 4 la fois sur Al et sur CH"
il est, par conséquent, a leur i mtersecuon

356. Le centre de grawte d'un po{yedre\ quelconque .
peut s’obtenir en le décomposant en pyramides (331).

387. Centre de gravité d’un secteur sphérigue (fig. 92)."
En considérant le secteur comme composé d’une infinité
de pyramides égales, ayant leur sommet commun au centre
O et leurs bases sur la calotte ANB, op voit que les centres
de gravité de ces pyramides élémentaires sont uniformé- .
ment répartis sur une seconde calotte anb semblable a la

. : -3 4
premiére et ayant pour rayon les > du rayon OA. Le
centre de gravité cherché est donc eelui de cetie seconde

calotte; il est donc au n:uheu de pn- (340
Dom,

~ y 3 i
Q(, = (Ol}—ian) =§(op+01\)
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" 388. Centre de gravité du segment de paraboloide de
révolution (fig. 93) engendré parla surfaee plane M,MPP,
tournant autour de A x.

Soient une abscisse quelconque Ap = x et I'ordonnée
correspondante mp =y.

Une tranche infiniment mince mm’m’, m, a pour volume
my*dx, et pour moment par rapport au plan projeté en
Ay, zy'zdx. On a donc, en appelant X,, l'abscisse du
centre de gravité, X. et X les abscisses extrémes AP,, AP,

X

X, y’ dr= | y'zdzx;

"l facteur disparait, et cette formule est générale pour
tout corps de révolution, quelle que soit la courbe géné-
ratrice.

Dans le cas de la parabole dontl équanon est y' =2ax,
ona

X ,
f 2axdr=a(X*—X),
X, :
X . 2 :
f 2ax*dz=Ja(X'— X3),
X,
-d’ou
X = 2X’—X’ 2 X+ XX+ X, _
1= 32’ § X+Xo

2 X3
- (X"" Y+ X, )
Daaus le cas du segment a une base MAM,, on a X, = o,

et X,= ; X =§ AP, comme s'il s’agissait du centre de gra-

vité d’un triangle ayaut AP pour hauteur. On voit que
c’est parce que dans les deux. cas les tranehes perpendi-
culaires 4 AP sont proportionnelles, i leurs distances au
point A. :

_359. Lorsqueles intégrales du numéro précédent, appli-
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cables a un corps de révolution quelconque, ne peuvent étre
calculées rigoureusement, on emploie laformule de Simpson.

360. Pour obtenir le centre de gravité d’un .corps géo-
métrique. quelconque compris. entre deux plans paralléles
vz, YZ (fig. 94), dont la distance IK =/, on. partagera
cette distance en un nombre pair n de parties égales; par
les points de division on fera, dans le solide, des sec-
tions paralléles 4 yz, et on en calculera les aires A,,
Ay, Ayy...y A,. Le volume du corps sera

3—’;(140—}— 4A‘+ 2.1.", -+ ... +Ar5)~

Son moinent par rappon au i)l&ll Yz sera

N

L/, 1 2l RZA
—n (44‘-'—&'“ 2/1,.7"“...—"‘./!”7) 5

et par conséquent la distance X du eentre de gravité au
plan yz sera

LA, x+2d,. 24 44,3 4.+ bAn  (n—1)+ A, n

SR Rray b rSry Ruy o7 Ry o7 AT

Si les plans yz, YZ, sont tangents,les aires A4,, 4,, sont
nulles.

Trois opérations semblables donneront les distances du -
centtre de gravité a trois plans connus.

§ V. DE QUELQUES PROPRIETES DES CENTRES DE GRAVITE.

361. Polume d'un cylindre tronqué i base quelconque.
Si le cylindre est droit sur sa base A (fig. 95), soient a un
élément de cette base, et a’ 1'élément correspondam de
Pautre base 4’; de sorte que a est la projection de o/, et
Fonaa=a’'cos a, A= A' cos o (349), en désignant par &
Pangle diédre des bases. Soit y la distance entre @’ et a; le
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volume du petit cylindre ayant pour base a et pour hauteur
y sera ay, et le volume entier sera /= Zay, ou bien

V=cosaZa'y.

Or Za'y estla somme des moments des-éléments de la base
supérieure par rapport a l'inférieure; donc, en désignant
par Y Vordonnée du centre de gravité de la base supérieure
par rapport 4 Finférieure, on a
Zay=AY;
d’ou .
V=cosad'.Y=A4.Y.

Si les arétes sont obliques sur les deux bases, le cylindre
est la différence de deux autres qui rentrent dans le cas
précédent, et I'on arrive a cette proposition générale :
Le volume d’'un tronc de cylindre est égal & Uaire de sa
section droite multipliée par la droite qui joint les centres
de gravité des deux bases, laquelle droite est paralléle aux
génératrices rectilignes. Exemple : Prisme triangulaire
tronqué. La distance des cenires de gravité est alors le tiers
de lasomme des trois arétes (340, Rem.).’

i

. 362. La surface de révolution engendrée par une courbe

plane quelconque AB ( fig. 96) se compose de petites zones
.dont chacune a pour expression 27y ds. Oryds est le mo-
" ment de Varc ds par rapport. i I'axe; donc, en appelant L
la longueur de I'arc AB et ¥ 'ordonnée de son centre de
gravité G, on a l'aire de la surface de révolution

A=21r¥yds=2nY.L,

égals & la longueur de la courbe génératrice multiplice
par la circonférence que décrit son centre de gravité.
Si la révolution n’est pas compléte, il ne faudra prendre
pour, multiplicateur que V'arc décrit par le centre de
gravité. ' '
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263: Le volume engendré par la révolution d’une sur-
face plane AMBm (fig. 97) tournant autour de I'axe’ KL
situé dans son plan se compose de tranches’ dont chacune
peut éire considérée comme la dxﬂ'erence de deux cy-
lindres. .
Soient R et r leurs rayons IP, iP; et soit dx la dis-
tance entre. Mm etMm'. Le vglume engendré par MM'mm’
sera R

n(R*—r)dx=mn (R+ r)‘(R— r) dx.

Or (R —r) dx est Paire du trapéze MM/mm’; soit a cette

anre. De plus R :—r “est l’ordonnée g,P du centre de grav.i té

de cette aire, sanf une différénce i négliger’ de plus en plus
4 mesure que dx diminue; soity cette ordonnée. Le vo-
lume &lémentaire consndere est 2may, c’est-a-dire a7 mul-
tipliant le moment ay de la surface élémentaire a par rap-
porta Paxe KL. Done, en désignant par A l'aire:totale
AMBm et par ¥ la distance de son centre de gravue 4 Vaxe’
CL,onale 'volume decrit '

V=anZay=2nY. 4,

égal a laire de la surface génératrice multipliée par la
_czrconférence -que décrit son centre de gravzte Méme
modification que ci-dessus si. la revolnuon n’est pas en-

* tiére.

Ces deux proposmons constituent ce qu ‘on- appelle le
T lzeoréme de Guldin.

. )
§ VI. MOMENTS D’INERTIE ET RAYONS DE GYRATION DES CORPS
.GROMETRIQUES.

364. Sil'on partage un corps géométrique en éléments
dont les volumes soicent «/, &”, u™,. . ., et dont les distances



282 MOMENTS

N
s I yes

a un-axe soient 1’, ) y la somme

uirlt_‘_ullrllt_'_ ulll ”I!+

des prodmts qu’on obtiendrait en multipliant le volume de
chaque élément par le quarré de sa distance 4 I'axe, est
‘d"unc grande importance en Mécanique dans les questions
relatives au mouvement de rotation d'un corps solide
homogéne autour d’un axe fixe auquel aboutissent les dis-
tances r.

Cette somme, que nous représentons par Zur’, et qui
dépend non-seulement de la figure et de I'étendue du
corps, mais encore de la pesition de I'axe autour duquel'ce.
corps est supposé tourner, s'appelle le moment d'inertie du
volume du corps dont il s’agit autour de cet axe ou relali-
vement acet axe. On verra en Mécanique l'origine de cette
dénomination. La quantité Zur' peut toujours éire égalée.
au produit du volume total Zu par le quarré R* d’upe cer-

“taine distance R comprise entre la plus petite et la plus
grande des valeurs de r. Cette distance, qui satisfait a 1'é-
quation

" Surt= R'%u,

s'appelle le rayon de gyration du corps homogéne ou de
son volume par rapport-&l'axe considéré. Sa déiermination
estdu ressortdu ealcul intégral. Dans les exemples qui sui-
vent, nous calculerons son quarré, qui entre le plus souvent
dans les formules de la Mécanique. Nous le désignerons par
R? et le moment d'inertie du volume sera représenté par 1.

365. La détermination du moment d'inertie du volume
d'un corps relativement a un axe quelconque est facilitée
par un théoréme général, au moyen duquel, quand on con-
nait le moment d’inertie d'un systéme solide par rapport 4
un axe passant par lc centre de gravité, on trouve immédia
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tement celui du méme systéme par rapport i tout autre
axe paralléle au premier.

Soient ( fig.98) Oz ce premier axe et AB l’autre axe. Me-
nons Ox perpendiculaire a ces deux droites, et Oy perpen-
diculaire au plan z Ox. Soit M un point quelconque du sys-
1éme; appelons x ety ses coordonnées paralléles aux axes
Ox, Oy. Ainsi OP= x et PC =Y. Sa distance MQ our,.
i I'axe Oz est égale & OC ou yz*+y?, et sa distance r &
Paxe AB étant ega]e a AC, on a, en faisant OA = aq,

r’__y +(a—x)’—y +x’+a —aar=r|+a'—aar,
ou, en multlplumt paru, '
ur* = ur’} 4+ ua® — 2aux,

équation applicable a Lout volume élémentaire u, pourvu
qu'on donne & x le signe convenable, en le faisant négatif
quand le point est derriére le plan yOz.

Supposant donc qu’on ait écrit autant d’ équations sem-—
blables 4 la derniére qu’il y a d’éléments dans le corps con-
sidéré, et les ajoutant, puis remarquant que, puisque Oz
passe par le centre de gravité, la somme algébrique zux est
nulle (328), on a

Zurt=2Zur! +~a*'Zu;

donc le moment d'inertie du volume d’un corps, par rap-
port a un axe quelconque, s'obtient eén ajoutant a son
moment d’inertie par rapport & un axe mené paralléle-
ment & celui-ci par le centre de gravité, le produit du
volume entier par le quarré de la distance des deux axes.

366. Moment d’inertie du volume d’'une barre dreite
AB, d’une longueur /, et d’une trés-petite section a, relati-
vement a I'axe A y, qui fait avec AB Vangle « (fig. 99).
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~ Soient- B

AP=x, PP=dx, PQ=n=zxsina.
Ona ‘

u=adx;

1= Zur'_..f asin®a. x‘dx_asm a%,

?

R’:%l‘ sin'a =%BC’.

367. Moment d'inertie du volume d'une.portion.d'an-
neau circulaire AB, d'une trés-petite section a, autour du
rayon AO (fig. 100).

AB=S§, MM'=ds, -PP'=dx, MP=y, AO=p,
2ur‘=fads.y", ds:dx::p:iy;

Zur'=ap fydx.
Or

f‘yd‘i = aire du segment ABC =%p$ —i p*sina cosa;
donc '
I=Zur =érap’ (S-—: é p sin na)- ‘
Dailleurs Su= aS;donc
R= ép’ (1 -—--;-g; sinza)-
Pour un quars de circonférence on a

sin2a = o; lz-;-ap’S et I{’=ip’
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Ilen est de méme pour une demi-circonférence, et pour
une clrconférence entiére.

Le cas particulier du quart de circonférence sobtient
trés-simplement comme il suit. Soient Ox et Oy les deux
rayons extrémes. Le moment d’inertic de I'anneau a la
méme valeur, soit qu'on le prenne autour de Ox, ou autour
de Oy. Donc, en appelant x et y les coordonnées d'un
point quelconque de Tarc, on a

1= fay’ds et I.—_fax’ds,

doun - . .
\ 21=af(.1:’+y’)ds.
Or, dans le cas particulier dont il s'agit, on a aussi . -

+ =

al=ap* fds,:. apts,

donc

donc

I - ) )
{_—_ ;a'p’S et R'= 5 P

368. Moment d’inertie du wvolume d ;urt"dquue cir- -
culaire trés-mince tournant autour.d’un diamétre AB
(fig.-101). Soient son rayon OA = p, son épaisseur = b.
Pour I’anneau élémentaire dont le rayon, OM. est £ et la-

largeur d, la quanmé Sur serait, d’ aprés le numéro pre-
Cédent 9 : N

;E’.ande;

dol;c pour le disque on a

‘L I=Zur= ﬂbifpzsd}; = 1‘u‘bp‘.
. o 4
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. Or ‘
Zu=mnp*b; donc R‘:ip’.

Autrement. Prenons pour axe des y la droite AB rela-
tivement & laquelle on cherche le moment d'inertie du dis-
que, et mgom dans son plan 1'axe Ox rectapgulaire
sar AB. :

Appelant x et y les coordonnées d'un élément du dis-
que, Ja quantité Zur* prise autour d'un diamétre quelcon-
que sera expiimée- 2 volonte soit' par Sux*, soit par Tuy’.
On, a donc

T=Tux® et Izzqy 3
d’ou, en ajoutant et appelant £ la distance d’un élément
quelconque au centre O, on tire

I=§Zu(x’+y’), ou I=122u£’.

Maintenant, pour un anneaw élémentaire dont le rayon
OM est £ et lalargeur d £, la quantité Zut® serait*.anbd .
Donc pour le disque entier on a

1= nbfpg’dg = %n?}p‘,
(]
comme ci-dessus. ‘

360. Moment d’inertie du volame d’un cylindre droit
a4 base circulaire autour de I'axede figure. Soient son rayon
=p, sa longaeur =d, ,

Pour le volume diémentaire compris entre deux surfaces
cyhndnques dont les rayons sont 5 et § 4 dE la quantité
Zur' serait

am E dgl.z2;

donc pour le cylindre entier on a

i= mz,f’gs‘dg =Xngpt,
[\ .. 2
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D'ailleurs

2u=upil; donc. . R’:l et

La méme formule finale existe pour un secteur tournant
dans son plan autour de son -centre

370. Moment d’ inertie du 'volume d’unejante a section
rectangulaire par rapport a ’axe de ﬁgure D aprés le nu-
méro précédent, on a, en considérant le corps comme la
différence de deux cylmdres dont 1es rayons sont p et p’y

i

I-;Zuf:;nl'(p —p")‘
Su—rl(p—p"), R= (p+p'*)

On pout, an lieu des rayons p et p., mtrodulre le rayon
moyen p, =t + LT etla largeur b= P p

Ona . .
4pi=p"+p"+app, b'=p'%p"—2pp;
d'od, en éj?utant, | ‘

2, T gl
P!_*._Pll;‘zpl__'f.;'b!.

. . b,
R’=l " ( l )
RERLCE P ¥ ‘
3. Moment d’zner;tze d’un céne droit & base ciréu-

laire par rapport & l axe de figure. Baybn de la base = p,
bhauteur. = 2. .

Pour un dmiue éléxneﬂtalre on aurant (369)

donc

2ur’=i1ty‘d_x;
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donc, pour le cdne entier, en mettant pour y sa valeur f-l— )

« pl ’
=1 ‘dr=21zL ‘dx =~ mpb
It_znfydx_znl‘i. xdz_.lqzrp l.

. D'ailleurs le volume

 Su= %u’p’l;
donc -
R=2p

10

372. Moment d’inertie du volume d’un segment sphé-
rique autour du diamétre perpendiculaire a la base. Rayqn
- de cette base = p, fléeche = a.
Pour tine tranche élémentaire on aurait (369)

2urf=;1r_fdx.

Or :
r'=2px—2x%
d’ou

y‘=4p’x’f4px’+x‘.

Donc pour le segment sphérique on a
1=§1t‘/0‘f(4p’x’—4pr;—|¥x‘)dx
-'_—%u(%p’a"—pa‘-;-%a‘).
Quanl au volume, il est '
U—fny’dx—ﬂf (2px—w’)d.t—1r(pa —-a—s)
don ' '

a 2op’—-159a+ 3a?
10 Jp—a

1
o —
R =5=
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Pour une demi-sphére, on a

a=p, l=.ﬂ§"u°" R’:%p’.

La méme formule finale s'applique i la sphére entiére, et
on I'obtient directement par un moyen analogue i celui de

la fin des n° 367 e1 368. .
La sphére étant rapportée i trois axes reclangulaires me-
nés par le centre et autour de chacun desquels le moment
d’inertie de la sphére entiére a la méme valeur, on a
o IT=3u(x*+7%),
I=2Zu(y*+ 2%,
I=2Zu(z*+ x7%),
d’on, en appelant ¢ la distance d’un élément de volnme u
au centre de la sphére, on conclut

3I=aZu(x*+y*+ 2*), ou 3I=3Zup.

Pour une couche sphenquc dont le rayon est { et I’ epals-
seur d{ la quantité Tuf? serait E’ 4n£’d£ Donc pour ]a

sphére emlere ona'

Zus*—uf s‘de=§n.o=,

donc
\ — 8 .
]—:gﬂ'ps.
On a aussi
Zu= gﬁp’, |
donc o ‘ S
R 3p

313. Moment d’inem’c d’une calotte sphérigue trés-
. ' . l'g ) N
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mince autour du diamétre perpendlculane 4 la base. Mémes
données; épaisseur = b.
Pour uné zone élémentaire on aurait

Zur*=anpdr.by?,
ou S Lo
anpb (2px— x*)dx;

donc pour la calotte on a
1= aﬂpbf;a(,z-pz—x’)d.pz anpb (afp —_ ;f) '

D’ailleurs le volume

U=421rpa'.b;

Al . ’ R’:a(p——%)

Pour 'hémisphére on a

dong

a=p B=3¢

La méme formule a lieu pour une couche sphérique entiére.

374 Moment d’inertie d’un corps géométrique quel-
conque. Soit O (fig. 102) la projection de Iaxe de rota-
tion : soient Ox, Oy, des axes coordonnés rectangulaires;
u le volume e]emenlalre dont la posmon a pour ‘ordonnées

x,y.Ona

= (a*+y%).
Donc pour le corps entier

I=Sur=Zur'+ Zuy*;

chacune de ces. deux derniéres sommes se calcule séparé-
ment.
Soit le solide dw:sé en tranches comprlses ‘entre des
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plans infiniment voisins perpendiculaires a.l'axe des x.
L’aire variable ou constante de la section faite par un de
ces plans étant désignée par A, et I'épaisseur de la tranche
correspondante étant dr, son volume est 4dx; et comme
tous ses éléments ont Ja méme abscisse x, la quantité
Adx.x* serala valeur de Zux* pour tonte la tranche On
adonc pour le corps entier

o

Zua:’? f Ax*dx,

intégrale dont le calcul exact ou approximatif dépendra de
I'expression A.-

De méme, en représentant par.B I'aire d’une que]conquc
des sections faites par les plans perpendiculaires a I'axe
des 5, on aura -

Zuyt = fBJ dy;
donc :

_ _/'Ax'dx—i—fo’d;
I= fo'dz+fo’dy e Rr=J2Zd7E

315, Moment d'inertic d’un paralleltpzpede reclangle,
dont les trois arétes contigués sonta, b, c autour de l’une
de ces arétes, ¢

A =be, f"Ax*dx:‘bc. 2
A :

b ; b
B = ac, j(; ‘By’(lj'zact.:;—,
done '

[=1}abe (a*+ bY).

!
3
De plus le volume

Su = abc,
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donc

R’=%(a’+ b*). .

376. Si I'axe de rotation paralléle au cdté ¢ passe par le
milieu d’une face ayant 5 et ¢ pour cdtés, le rayon de gyra-
tion est le méme qu'il serait pour chaque moitié du corps
coupé par un plan passant par cet axe. Donc il faut rem-

placer & par ib dans la formule finale précédente, et I'on a

Ve 1 s . ~_abe { 1 B
I{’_3(a +4b), ct l—-s—ka’-'—zb')
377. Si I'axe paralléle au coté ¢ passe par le centre de
figure, on voit par un raisonnement analogue qu'il faut

remplacer a et b par ~a et = b dans la formule du n° 375;
: 2 2

on a

R=l@+5) a I=%5(+b).

378, Moment d’inertie d’un ellipsoide autour d'un de
ses trois diamétres principaux. Les demi-diamétres dirigés
suivant Ox, Oy et Oz ont pour longueurs a, &, c. Le mo-~
" ment d’inertie est pris autour de Oz. ‘

La section par un plan perpendiculaire aux x est une
ellipse dont les demi-diamétres étant y et z sont des founc-
tion de r, savoir

b ¢
=—-yal—a® et z=-ya'— x'.
Y a‘l i a

L’aire A du quart de cette clli pse, projeté en MP, est % nyz;

on a donc
w b(?

=fal—)
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Donc, pour un huitiéme de Iellipsoide, on a_
Suxt= " Axtdx =20 /‘a(a’x’d c—x*dx)=—-a’be.
. 0 T4 a, o o ' 30

De méme, pour cette portion de volume, on a, en rem-
placant a par b et réciproquement, -

s __ T ps ..
E\ uy?= 30(b‘ac,
donc ‘

Ji=Surt = 1 (ai + b*) abe.

Le volume 2 u du, huitiéme de Pellipsoide s’obtient ‘en

intégrant f/!dx Ainsi

Zu...I ﬁj‘ (a*— x*) 1—4: %(a"m%i)zlgabc;.
d’ou I'on conclut
B*:%L“zé(a'+ b*).

S’ils ag!t d'un ellipsoide de revolullon etquonaita __b,
il en résulte

R*—

a',

3
5
eomme pour la sphére (372)

379. Moment d’inertie d’un cylindre a base parabo- -
ligue OPM ( fig. 103) par rapport a un axe projeté en P,
point du diamétre principal. Soient OP = X, PM = ¥, et
Péquation de la parabole y*= 2px. La. dlstancc r d'un

élément de volume a ’axe P cta}nt ici V(X —x)*+ % on
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aura, en raisonnant d’ailleurs comme au n° 374,

Zur=2Zu (X —x)" + 2w’

ou

X L X
Zur‘:f A(X—-x)’dw-f—f_ Bydy.
o o

En supposant la hauteur du cylindre égale & 1, ce qui ne
change rien au rayon de gyration, on a

A:yzy/i/—n‘, B = Y—x—X———'

2p
X _ n v
f ‘A(X.-'_x)’dx=\/2pf (X' — 2 Xx + x')dx
(] . o '
g (2 4,}3} __ 16
_.\/2,)(3-.’( —3“ +7X )_105Y
1Y a2 -
f By'dy = f (Xy’dy——-—-dy)——XY‘ “Fap— EXI":

donc.

I=3ur'=2XY <§X’-|; Y’).
15 "
On a d’aillears pou-n' le volume projeté en OMP
X . X : 3
zu-_—f Adz=Vip [ didz=2Vip. X' =3 XF.
£1) vo
On conclut

vy (e

~ 380. Lorsque Ies mwglalcsf./lx’dx, fB_y’dy, ne

peuvent s'obtenir algébriquement, on emploic la formule
de Simpson.
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Par exemple, soient (fig. 104) le solide compris entre trois
plans rectangulaires xOy, xOz, yOz, les plans HL, IL -,
perpendiculaires 4 Ox, Oy, et enfin la surface courbe KL. |
Il s’agit de déterminer le rayon de gyration par rapport a
I'axe Oz. On partagera OH = en un nombre pair n de
parties égales, et par les points de division on ménera des
sections paralléles 2 yOz, dont on calculera les aires A,,
Ay,. ... On aura approximativement

l 15 (21 31\*
f/!:c’dxzﬁ[zizl,;l;-i—zdg (%)"f‘liAs (;‘) +...+/4u-p]
=3—In'-f%’(4A,+ 2.{422’—*—.41433""--0"’--‘4"‘?‘)‘

_On opérera de méme pour trouver f By*dy. Puis, réu-
nissant les deux sommes et divisant par le volume Zu qui
sera f Adx obtenue a l'aide de la méme méthode, on

aura R*, quarré du rayon de gyration parrapport a 'axe Oz.

FIN.



LETTRES DE L’ALPHABET GREC

dont on fait usage dans les formules de I'analyse mathématique.

FIGURE. NOM. FIGURE. NOM.
«, alpha. I,E, xi.
B, 6, béta. ' n, pi.
' gamma. P, rho.
a, 4, “delta. Z, 085, sigma:
.5, epsilon., 7, tau.
g, dzéta. ®, 9, phi.
n, &ta. x» - ki.
0, 0, théta. v, 4, psi.
C, lambda. Q, o, oméga.
®, mu.
]

Dans cet ouvrage, la lettre = désigne toujours le rapport de la cir-
conférence au diametre, et la lette X, remplagant le mot somme,
annonce en eflet la somme de plusieurs quantités analogues. Cette

notation differe du signe f en ce que celui-ci s’applique & une

somme de termes infiniment petits exprimés sous la forme différen-

tielle. ¥
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