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Der grossartige Aufschwung, welchen die Naturwissensehaften
in unserer Zeit crfahren haben, ist, wic allzemein anerkannt wird,
wohl zum kleinsten Maagse durch die Aushildung and Verbreitung
der Unterriehtsmittel, der Txperimentalvorlesungen, Laboya-
toricn w. g w., bedingt. Wihrend aber durch - dic vorhandenen
Einrichtungen zwar die Kenntnigs des gegenwiirtigen Inhaltes der
Wissenschalt auf das erfolgreichste vermittelt wird, haben hoch-
stehende und weitblickende Minner wiederholt auf cinen Mangcl
hinweisen missen, welcher der gegenwiirtigen  wissenschaftlichen
Ausbildung jlingerer Kriifte nur zu oft anhaftet. 10s ist dics das
Fehlen des historischen Sinnes und der Mangel an

Kenntniss jener grossen Arbeiten, auf welchen das
Gebiude der Wissenschaft rulit.

Diesem Mangel soll durch die Herausgabe der Klassiker
derexakten Wisscensgchaften abgeholfen werden. In handlicher
Form und zu billigem Preise sollen die grundlegenden Abhandlun-
sen dev gesammten exakten Wissenschaften den Kreisen der Lehren-
denand Lemenden zaginglich gemacht werden. s soll dadurch
e Unterviehtamittel beschaflt werden, welehes das Eindringen
woaite Wesendehalt wleichzeiti belebt und vertieft.  Dasselbe ist
A ek ow Bavaehunemittel von grosser Bedentung, Denn
cenen soneteeenden Selaiftea sabien nicht nur die Keime, velche
G el entwiekolt wd Wriiehte getengen haben,  sondern
e oen nech rabttose andere Keime, die noch der Jnt-
Soren. wnd dem du der Wissensehaft Arbeitenden und
bilden jone Sehriften eine unerschopfliche TFundgrube
von Anregungen und fordernden Gedanken.

Die Klassiker der exakten Wissenschaften sollen
m Namen gemiss die rationellen Naturwissenschaften, von der
hematik big zur Physiologic umfassen und werden Abhandlungen
den Giebieten derMathematik,Astronomie, Physik,Chemie
sehlicsslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten.

Die lgemeine Redaktion fithrt von  jetat alb  Professor
Lie, Arthur von Oettingen (Teipzie); dic cinzelien Ausealen
werden dareh 11&&'\'“;15\{:,‘6-.1:11(1 Vertreler  dee betveffeaden Waseens
wehiallon hegorgl wenlin,  Die Pisitung der emnzelnen Ahtheilungen
Ghermalmen: fir Astconomie Prof. Deo Grunae (Leipaig), fir Mathe-
watile Lrof. Dr. Wangerin (Halle), for Krystallkunde Prof. Di.
Groth (Miuchen), fir Pflanzenphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer
(Leipzig), tir Chemie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig).
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Trschienen sind bis jetst aus dem Gebiete der
Mathematik:

Nr. 2. C. T\ Gauss, Allg. Lehrsitze in Beziehung auf die im verkchrten
Verhiltnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anzichungs-
und Abstossunes-Krafte. (1840.) Herausgeg. v. A, Wangerin.

(60 S.)- s —.80..
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Erster Beweis
~des Fundamentaltheorems iher quadratische Reste.”

Disquisitiones arithmeticae.
1801 Lipsiae; Fleischer jun.
(Werke, Bd. I; p. 73—111.)

Quadratische Reste und Nichtreste.

§ 94. Lehrsatz. Fiir irgend eine Zahl m als Modul
konnen unter den Zahlen O, 1, 2, 3, ... m—1 bei
geradem m nicht mehr als 4m -+ 1, bei ungeradem m
nicht mehr als Jm 44 einem Quadrate congruent sein.

Beweis. Da die Quadrate congruenter Zahlen einander
congruent sind, so wird jede Zahl, die irgend einem Quadrate
congruent ist, auch einem Quadrate congruent sein, dessen
Wurzel < wird. Es reicht daher aus, die kleinsten Reste der
Quadrate 0, 1,4, 9, . ... (m-—1)* zu betrachten. Nun sieht
man leicht, dass (m — 1)t =12, (m — 2)* = 2?, (m — 3)* = 3°
sei, w. 8. f. Folglich werden bei geradem s die kleinsten Reste
der Quadrate (m —1)* wnd (§m 4 1)*, (ym — 2)* und
(§m < 2)* u. s. f. dieselben sein; wenn hingegen m ungerade
ist, werden die Quadrate (§7 — 3)* und (§m + §)%, (fm—3)
und (3m 4+ $)*, u. s. w. einander congruent. Daraus erhellt,
dass bei geradem e nur solche Zahlen einem Quadrate con-
gruent werden kionnen, welche einem der Quadrate 0, 1,4, 9,. ..
(4m)* congruent sind; dass dagegen bei ungeradem m jede
Zahl, die einem Quadrate congruent wird, nothwendig einem
aus der Reihe O, 1,4, 9, ... (4m —1)* congruent sein muss.
Es giebt also im ersten Falle hochstens 1m - 1 verschie-
dene kleinste Reste, im zweiten Lm 4% . W.z b. w.

Beispiel. Fiir den Modul 13 findet man als kleinste
Reste der Quadrate von O, 1, 2, 3,...6 die Zahlen O, 1, 4,
9, 3, 12, 10; die weiteren Reste wiederholen sich in um-
gekehrter Folge 10, 12, 3 u. s. w. Jede Zahl, die keinem
dieser Reste und daher einer der Zahlen 2, 5, 6, 7, 8, 11
congruent ist, kann keinem Quadrate congruent sein.

1*



4 Carl Friedrich Gauss.

Fiir den Modul 15 findet man die Reste O, 1, 4, 9, 1, 10,
6, 4, welche sich weiter in umgekehrter Ordnung wiederholen.
Hier ist also die Zahl der Reste, welche einem Quadrate
congruent werden konnen, noch kleiner als 1m - 1; es sind
namlich die Reste O, 1, 4, 6, 9, 10. Die Zahlen 2, 3, 5, 7, 8,
11, 12, 13, 14 und die, einer von ihnen congruenten kénnen
mod. 15 keinem Quadrate congruent werden.

§ 95. Hieraus entnimmt man, dass fiir jeden Modul alle
Zahlen in zwei Classen verteilt werden konnen, deren eine
die Zahlen enthilt, welche einem Quadrate congruent werden
konnen, und die andere diejenigen Zahlen, die es nicht werden
konnen. Jene wollen wir quadratische Reste der als
Modul angenommenen Zahl nennen, diese hingegen qua-
dratische Nichtreste derselben, oder auch, falls keine
Zweideutigkeit daraus entspringen kann, kurz Reste und
Nichtreste. KEs reicht iibrigens offenbar aus, alle Zahlen
0,1,2,....m —1 in diese Classen zu vertheilen, denn con-
gruente Zahlen gehdren in dieselbe Classe.

Bei diesen Untersuchungen gehen wir von den Primzahlen
aus; dies ist festzuhalten, auch wenn es nicht ausdriicklich
erwihnt wird. Die Primzabl 2 jedoch soll ausgeschlossen,
und es sollen nur ungerade Primzahlen betrachtet werden.

Primzahl-Moduln.
§ 96. Ist eine Primzahl p Modul, so wird die
Halfte der Zahlen 1,2,3,....p—1 zuquadratischen

Resten, die iibrigen werden zu quadratischen Niecht-
resten, d. h. es giebt L (p — 1) Reste und eben so viele
Nichtreste.

Man kann nidmlich leicht beweisen, dass alle Quadrate
1,4,9,...3(p — 1) incongruent sind. Wire etwa fiir die
ungleichen Zahlen », ', die nicht grosser als 1(p — 1) sind,
bei » > gleichwohl +* = +'? (mod. p), so miisste (r — 1)
(r 4 +') positiv und durch p theilbar sein. Allein jeder der
Factoren » — 7" und 7 -+ # ist kleiner als p; deshalb kann
unsere Annahme nicht aufrecht erhalten werden. Es giebt
also unter den Zahlen 1,2,3,... p — 1 genau & (p —1) qua-
dratische Reste; und nicht mehr, weil nach Hinzunahme der
Null §(p + 1) entstehen, und dies die obere Grenze fiir die
Anzahl der Reste ist. Folglich werden die iibrigen Zahlen
Nichtreste, und ihre Menge ist = }(p — 1).
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Da die Null stets Rest ist, so wollen wir sie und die
durch den Modul theilbaren Zahlen von unseren Untersuchungen
ausschliessen; denn dieser Fall, der an und fiir sich klar
ist, wiirde nur den kurzen Ausdruck der Lehrsiitze storen.
Aus demselben Grunde haben wir auch den Modul 2 aus-
geschlossen. ’

Zusammengesetzte Zahlen als Reste bei Primzahl-Moduln.

§ 98. Lehrsatz. Das Product aus zwei quadra-
tischen Resten der Primzahl p ist ein Rest; das
Product aus einem Reste und einem Nichtreste ist
ein Nichtrest; endlich das Product aus zwei Nicht-
resten ein Rest.

Beweis. 1. Sind 4, B die Reste der Quadrate o?, 0%
d. h. A=4a? B="5? dann wird das Product 4B dem Qua-
drate der Zahl ab congruent d. h. ein Rest sein.

II. Wenn A ein Rest und zwar = ¢*®, B dagegen ein
Nichtrest ist, dann wird 4B ein Nichtrest. Wiire nimlich
AB=1k* so konnten wir den Werth des Ausdruckes

ko (mod. p)=b
setzen; folglich wiirde ¢*B = ¢?b?, und daher B=10?, d. h.
B gegen die Annahme ein Rest sein.

III. Seien 4, B Nichtreste. Wir multipliciren alle Reste,
die unter 1, 2, 3, ... p —1 vorkommen, mit 4; dadurch ent-
stehen §(p —1) unter einander incongruente Nichtreste nach
II; keinem derselben kann das Product 4B congruent sein;
wire es daher Nichtrest, so gibe es %(p -+ 1) incongruente
Nichtreste, gegen § 96. Daher ist das Produet uw. s. w. —
W.z b w

Noch leichter folgen diese Theoreme aus den Lehren der
Index-Theorie. Da n#mlich die Indices von Resten stets
gerade sind, die von Nichtresten dagegen ungerade, so wird
der Index des Productes zweier Reste oder zweier Nichtreste
gerade und also das Product selbst ein Rest. Hingegen wird
der Index eines Productes aus Rest und Nichtrest ungerade
und also das Product selbst ein Nichtrest.

Beide Beweismethoden lagsen sich auch fiir folgende Theo-

reme verwenden: Der Werth des Ausdruckes %(mod.p)

wird ein Rest sein, wenn die Zahlen o und b zugleich
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Reste oder zugleich Nichtreste sind; dagegen wird
er ein Nichtrest, wenn von den Zahlen a, b die eine
Rest, die andere Nichtrest ist.

§ 99. Allgemein ist ein Product aus beliebig vielen
Factoren ein Rest sowohl dann, wenn alle einzelnen Factoren
Reste sind, als auch, wenn die Anzahl der unter die Fac-
toren eingehenden Nichtreste gerade ist; wenn aber die An-
zahl der eingehenden Nichtreste ungerade ist, dann wird das
Product ein Nichtrest. Man kann daher leicht entscheiden,
ob eine zusammengesetzte Zahl Rest ist oder nicht, sobald
dies von ihren einzelnen Iactoren bekannt ist.

Zusammengesetzte Zahlen als Moduln.

§ 100. Bevor wir zu schwierigeren Dingen  iibergehen,
muss Einiges iiber Moduln beigebracht werden, welche keine
Primzahlen sind.

Wird als Modul eine beliebige Potenz p™ der Primzahl p
genommen, wobei p von 2 verschieden sein soll, dann wird
die eine Hilfte aller durch p nicht theilbaren Zahlen, welche
kleiner als der Modul sind, Reste und die andere Huilfte
Nichtreste, d. h. die Anzahl der Individuen jeder Sorte ist
=4 —1p" 7",

7 wird ndmlich, wenn es ein Rest ist, irgend einem Qua-
drate congruent, dessen Wurzel die Hilfte des Moduls nicht
iibertrifft (§ 94). Nun sieht man leicht, dass es &(p —1)p" —*
Zahlen giebt, die durch p nicht theilbar und kleiner als die
Hilfte des Moduls sind. Es braucht also nur bewiesen zu
werden, dass die Quadrate aller dieser Zahlen incongruent
seien, d. h. dass sie verschiedene quadratische Reste liefern.
Sind nun @, b zwei durch p nicht theilbare Zahlen, die kleiner
sind als die Hiilfte des Moduls, und wiirden ihre Quadrate
einander congruent, so wire a? — 0% oder (¢ — b)(a - b) durch
p" theilbar (wobei, was angeht, ¢ >> b gesetzt werden mag).
Jene Theilbarkeit kann aber nicht stattfinden, wenn nicht
entweder eine der beiden Zahlen ¢ — b, a 4 b durch p"
theilbar wird, was unmoglich ist, da jede < p™ bleibt; oder
wenn die eine durch p™, die andere durch p™ =™ d. h. jede
durch p theilbar wird. Aber auch dies ist unmoglich. Denn
offenbar wiirden auch die Summe und die Differenz 2¢ und 20
durch p theilbar werden, und also gegen die Voraussetzung
auch « und b. — Hieraus folgt endlich, dass es unter den
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durch p nicht theilbaren Zahlen, die kleiner als der Modul
sind, ¥(p —1)p" ™" Reste giebt, und dass die anderen, deren
Anzahl die gleiche ist, quadratische Nichtreste sind. — W.
z. b, w.

§ 101, Jede durch p nicht theilbare Zahl, welche
Rest von p ist, wird auch Rest von p?; ist sie aber
Nichtrest von p, so wird sie auch Nichtrest von p".

Der zweite Teil dieser Behauptung ist an sich klar. Wire
daher der erste falsch, so wiirde es unter den Zahlen, die
kleiner als p™ und durch p nicht theilbar sind, mehr Reste
fir p geben als fiir p” d h. mehr als Lp"~*'(p —1). Ohne
Miihe erkennt man aber, dass unter den angegebenen Zahlen
genau 4 p" ~'(p —1) Reste von p vorkommen.

Ebenso leicht ist es, ein Quadrat selbst zu finden, wel-
ches mod. p™ einem gegebenen Reste congruent ist, wenn
man ein Quadrat kennt, welches diesem Reste mod. p con-
gruent ist.

Kennt man nimlich o als ein Quadrat, welches dem vor-
gelegten Reste 4 nach dem Modul p* congruent ist, dann
kann man hieraus ein Quadrat herleiten, welches = 4 (mod. p*)
wird, wobei » >>u und = oder < 2y anzunehmen ist. Wir
setzen die Wurzel des gesuchten Quadrates in die Form
=+ g - xp', deren Berechtigung leicht erkannt wird; dann
muss o? == 2axpt 4 a?p* = A (mod. p”) oder wegen 2 u =
auch 4— a? = == 2qap™ (mod. p”) sein. Ist 4 — a® = pid,

dann wird 2 der Werth des Ausdruckes —= % (mod. p* — 1)

9

2apt

Ist also ein Quadrat gegeben = 4 (mod. p), so kann da-

raus ein Quadrat = 4 (mod. p?®) hergeleitet werden; von da
kann man zum Modul p*, von da zu p%, ... aufsteigen.

Beispiel. Ist der Rest 6 vorgelegt, welcher == 1* (mod. )

ist, so findet man, dass er = 9* (mod. 25), = 16* (mod. 125)
u. 8. w. wird.

§ 102. Gehen wir-nun zu den durch p theilbaren Zahlen
iiber, so werden offenbar ihre Quadrate durch p? theilbar sein;
folglich werden alle, zwar durch p aber micht durch p* theil-
baren Zahlen Nichtreste fir p" sein. Wird allgemein pfd vor-
gelegt, wo 4 durch p nicht theilbar ist, dann sind folgende
Fille zu unterscheiden:

oder des ihm iiquivalenten ==

(mod. p”).
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1) Ist k=, dann wird p*4 = 0 (mod. p") und also Rest.

2) Ist £ <n und ungerade, dann wird pkA4 Nichtrest.

Wiire niimlich p¥ 4 = p***'4 = ¢* (mod. p"), so wiire s>
durch p** *! theilbar, was nur moglich ist, wenn s durch p* *+1
theilbar wird. Dann wire aber s* auch durch p?* +2 theilbar,
und also auch (weil 2% - 2 sicher nicht grosser als n ist)
PP 4, A h p**+14, oder gegen die Voraussetzung 4 dureh p.

8) Ist k<" und gerade, dann wird p¥ 4 Rest oder Nicht-
rest von p? sein, je nachdem A Rest bezw. Nichtrest von p
ist. Wenn nédmlich 4 Rest von p ist, so wird es auch Rest
von p"~k: und setzen wir A =a?® (mod. p" ~*), dann wird
Ap* = a?ph (mod. p"), und a?p” ist ein Quadrat. Ist aber 4
Nichtrest von p, dann kann nicht pFA Rest von p" sein.
Setzen wir niimlich p¥ 4 = a® (mod. p"), so wird nothwendiger-
weise a durch pF theilbar., Der Quotient wird ein Quadrat,
dem A4 modulo "~ % und also auch modulo p congruent ist,
d. h. 4 wird gegen die Voraussetzung ein Rest von p.

§ 103. Ueber den bisher ausgeschlossenen Fall p =2 ist
noch Einiges zu sagen. Fir den Modul 2 wird jede Zahl
Rest, und keine Nichtrest. Fir den Modul 4 werden alle un-
geraden Zahlen von der Form 4% -4 1 Reste, alle jedoch von
der Form 4% -+ 3 Nichtreste. Wird endlich 8 oder eine hihere
Potenz'von 2 zum Modul genommen, so werden alle ungeraden
Zahlen von der Form 8% -1 Reste, die iibrigen jedoch, d. h.
die von einer der Formen 84 -3, 8%+ 5, 8% + 7 werden
Nichtreste. Der letzte Theil dieses Satzes folgt daraus, dass
das Quadrat einer jeden ungeraden Zahl, gleichgiiltig, ob sie
die Form 4% -1 oder 4% — 1 hat, von der Form 8% -1
wird. Den ersten Theil beweisen wir so:

1) Wenn die Summe oder die Differenz zweier Zahlen durch
2" =1 theilbar ist, dann werden die Quadrate dieser Zahlen
einander modulo 2" congruent. Denn ist die eine = a, so
hat die andere die Form 2"~ '} == ¢, und das Quadrat hier-
von wird = a® (mod. 2").

2) Jede ungerade Zahl, welche quadratischer Rest von 2"
ist, wird einem Quadrate congruent, dessen Wurzel ungerade
und < 2" 2 ist. Ist ndmlich o® irgend ein Quadrat, welchem
jene Zahl congruent ist, und hat man ¢ = == « (mod. 2" —1),
so dass « die Hilfte des Moduls nicht iibertrifft, dann folgt
a® = ¢?. Daher wird die vorgelegte Zahl = «:*. Offenbar sind
@ und « ungerade und o < 2" 72
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3) Die Quadrate aller ungeraden Zahlen, welche kleiner
sind als 2772 sind modulo 2" incongruent. Wiren nimlich
r und s zwei solche Zahlen, deren Quadrate modulo 2" con-
gruent werden, dann wiirde (» — s) (r - s) durch 2" theilbar
(dabei sei r >>s). Nun sieht man leicht, dass + — s und
r 4 s nicht zugleich durch 4 theilbar sein kénnen; wenn da-
gegen die eine der beiden Zahlen nur durch 2 theilbar ist,
miisste die andere durch 2% —! theilbar werden, damit das
Product durch 2% theilbar wirve. Jede der beiden Zahlen 7, s
ist aber kleiner als 2" ~2 also u.s. w.; w.z b. w.

4) Werden diese Quadrate endlich auf ihre kleinsten
positiven Reste reducirt, so giebt es 2" ~* verschiedene
quadratische Reste, welche kleiner als der Modul sind*), und
deren jeder von der Form 8#n -+ 1 wird. Da nun genau
2" =3 Zahlen von der Form 87 -+ 1 existiren, die kleiner als
der Modul sind, so gehoren diese alle zu jenen Resten.
W. z b.w.

Um ein Quadrat zu finden, welches einer gegebenen Zahl
von der Form 8% -1 modulo 2" congruent ist, kann man
eine Methode anwenden, welche der aus § 101 #hnlich ist.
— Von geraden Zahlen gilt das, was in § 102 allgemein aus-
einander gesetzt wurde.

§ 104. Ueber die Anzahl der verschiedenen (d.h. nach dem
Modul incongruenten) Werthe, welche der Ausdruck V=714
(mod. p") zuldisst, falls A quadratischer Rest von p" ist, er-
giebt sich aus dem Besprochenen leicht das Folgende. (p setzen
wir wie oben als Primzahl voraus und schliessen der Kiirze
halber den Fall #==1 sogleich ein). I. Wenn 4 durch p
nicht theilbar ist, hat 7 einen Werth, nimlich V=1 fiir
p=2, n=1; zwei, wenn p ungerade ist, und ebenso fiir

p=2, n=2, derart dass, wenn der eine = v ist, der
andere = — v wird; vier fir p =2, n > 2, derart dass,
wenn man den einen = v setzt, die tibrigen = —wv, 2" 7' 4 v,

2" =1t —y werden. — II. Wenn 4 durch p theilbar ist, aber
nicht durch p", dann sei die hochste Potenz von p, welche
in 4 aufgeht, p*** (offenbar muss der Exponent gerade sein),
und weiter sei 4= ap*"*. Dann miissen sicher alle Werthe
von V durch p* theilbar sein, und die Quotienten der Division
werden die Werthe des Ausdruckes V' =}V a (mod. p" = 1),

* Die Anzahl der ungeraden Zahlen unterhalb 2" ~* ist niim-
lich 2%,
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Aus ihnen gehen alle verschiedenen Werthe von 7 hervor,
indem man alle Werthe von V', die zwischen O und p"—#
liegen, mit p* multiplicirt. Sie werden daher durch

vptt, optt S ph T B opft - 2pn T K optt - (pM — 1) pt T M

gegeben, wenn v unbestimmt alle versehiedenen Werthe
von V' bedeutet; jene Anzahl wird daher p*, 2p* oder 4p*,
je nachdem diese Anzahl (gemiiss I) gleich 1, 2 oder 4 wird.
— II. Wenn A durch p" theilbar ist, dann erkennt man
leicht, dass fiir #» = 2m oder = 2m — 1, je nachdem =
gerade oder ungerade ist, alle durch »™ theilbaren und nur
diese Zahlen Werthe von V7 sind. All diese verschiedenen
Werthe sind also 0, p™, 2p™, ... (p" ~™—1)p™, und ihre
Anzahl ist p" — ™, ’

§ 105. Es bleibt nur noch der Fall ibrig, dass der
Modul 72 aus mehreren Primzahlen zusammengesetzt ist. Es sei
m=a.b.c...., wobeia, b, ¢, ... verschiedene Primzahlen oder
Potenzen verschiedener Primzahlen bedeuten. Man erkennt
sofort, dass, wenn # ein Rest von e ist, dann n gleichfalls
ein Rest fiir die einzelnen Factoren ¢, b, ¢, ... sein wird, und
dass folglich n sicher ein Nichtrest fiir m wird, wenn es
Nichtrest irgend einer der Zahlen a, b, ¢, ... sein sollte. —
Wenn umgekehrt aber » ein Rest fir alle einzelnen Factoren
a, b, ¢, ...1ist, dann wird es auch ein Rest fir ihr Product m
sein. Denn nehmen wir an, es sel n = 4% B C?% ... fir
die Moduln «, bezw. b, ¢, ..., und bestimmt man dann eine
Zahl N, welche den Zahlen 4, B, C, ... nach den Moduln «,
bezw. b, ¢, . .. congruent ist, dann wird n = N® nach allen
einzelnen Moduln und folglich auch nach deren Product m. —
Nun  sieht man leicht ein, dass auf diese Weise aus der
Combination jedes Werthes von 4, d.h. jedes Ausdruckes
V'n (mod. @) mit jedem Werthe von B, mit jedem Werthe
von C w s. w. ein Werth von N, d. h. vom Ausdrucke }/»
(mod. ) entsteht; und ferner, dass aus verschiedenen Com-
binationen verschiedene N entstehen und aus simmtlichen
Combinationen sémmtliche N. Daher wird die Anzahl der
verschiedenen Werthe von IV dem Producte aus den Anzahlen
der Werthe von 4, B, C, ... gleich; und diese haben wir im
§ 104 zu bestimmen gelehrt. — Ferner ist es klar, dass, wenn
ein Werth von J/n (mod. 72) oder von N bekannt ist, dieser
zugleich ein Werth von 4, B, €, ... wird; aus diesen kann
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man nach den obigen Darlegungen alle iibrigen Werthe von
A, B, C, ... herleiten; und so folgt leicht,” dass man aus einem
We1the von N alle andelen erhalten kann

Beispiel. Modul sei 315; man fragt, ob 46 fiir 1hn Rest
oder Nichtrest ist. Die Velsohledenen Primtheiler von 315
sind 8, 5, 7; und 46 ist Rest fiir jeden und also auch fiir
315. Weil ferner 46 =1 und == 64 (mod. 9); =1 und =16
(mod. 5); =4 und =26 (mod. 7), so sind die Wurzeln der
Quadrate, denen 46 modulo 315 congruent ist, 19, 26, 44,
89, 226, 271, 289, 296.

Allgemeines Kriterium fiir Reste und Nichtreste
von Primzahlen.

- § 106. Wir miissen jetzt nach sicheren Kenuzeichen
dafiiv forschen, ob eine gegebene Primzahl Rest oder Nicht-
rest einer gegebenen Primzahl sei. Bevor wir aber an diese
Untersuchung gehen, wollen wir ein gewisses Merkmal hierfiir
darlegen, welches zwar in der Praxis wenig Nutzen gewihrt,
seiner Einfachheit und Allgemeinheit halber jedoch der Mit-
theilung werth erscheint.

Eine jede, durch die Primzahl 2m 4 1 nicht theil-
bare Zahl A ist fir diese Primzahl Rest oder Nicht-
rest,je nachdem A"=-+41 oder =—1 (mdd. 2m -+ 1) ist.

Ist niimlich in irgend einem Index-Systeme fiir den Modul
2m -+ 1 der Index von 4 gleich @, so wird a gerade, wenn
A Rest fir 2m -+ 1 ist, ungerade hingegen, wenn .4 Nicht-
rest ist. Nun ist der Index von A™ gleich ma d. h. = 0 oder
= m (mod. 2m), je nachdem a gerade oder ungerade ist.

Demnach wird A™ im ersten Falle = - 1, im zweiten hin-
gegen = — 1 (mod. 2m - 1).

Beispiel. 3 ist Rest fiir 13, weil 3= 41 (mod 13);
2 dagegen Nichtrest fiir 13, weﬂ 28 = — 1 (mod. 13) wird.

Sobald aber die zu untersuchenden Zahlen auch nur missig
gross sind, wird dieses Kennzeichen wegen des ungeheuren
Umfanges der Rechnung vollig unbrauchbar.

§ 107. Es ist sehr leicht, bei vorgelegtem Modul alle
Zahlen anzugeben, die fiir ihn Reste oder Nichtreste sind.
Wird néimlich jene Primzahl gleich m gesetzt, so miissen die
Quadrate bestimmt werden, deren Wurzeln $m nicht tiber-
schreiten oder auch die, diesen Quadraten modulo m con-
gruenten Zahlen (fiir die Praxis giebt es noch: bequemere
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Methoden); dann werden alle Zahlen, die modulo s einer
von jenen congruent sind, Reste fiir m; alle Zahlen aber, die
keiner von jenen congruent sind, Nichtreste. — Die umge-
kehrte Aufgabe hingegen: alle Zahlen anzugeben, fiir
die eine vorgelegte Zahl Rest oder Nichtrest ist,
fordert weit tiefere Untersuchungen. Dieses Problem nun,
von dessen Losung das im Anfang des letzten Paragraphen
dargelegte abhingt, wollen wir im Nachstehenden durch-
forschen und dabei mit den einfachsten Fillen beginnen.

Der Rest —1.

§ 108. Lehrsatz. Fiir alle Primzahlen von der
Form 4n -1 ist — 1 quadratischer Rest; fiir alle
Primzahlen von der Form 47 -+ 3 ist — 1 Nichtrest.

Beispiel. — 1 ist Rest der Zahlen 5, 13, 17, 29, 37, 41,
53, 61, 73, 89, 97, ... fir die Quadrate von 2, b, 4, 12, 6,
9, 23, 11, 27, 34, 22, ..., hingegen Nichtrest fiir die Zahlen
3, 7,11, 19, 28, 31, 43, 47, b9, 67, 71, 79, 83, . ...

Der Beweis folgt leicht aus § 106. Denn fiir eine Prim-
zahl der Form 4% -+ 1 ist (— 1)*" =1; fiir eine Primzahl
der Form 47 - 3 hat man hingegen (— 1)+ 4 =1,
Wegen der Eleganz und der Brauchbarkeit dieses Satzes wird es
nicht iiberfliissig sein, ihn noch auf eine andere Art zu beweisen.

§ 109. Wir wollen die Gesammtheit aller Reste der
Primzahl p, welche kleiner als p sind; mit Ausschluss der
Null, dureh C bezeichnen. Da die Anzahl dieser Reste stets

—1 c .
=" wird, so ist sie offenbar fiir ein p von der Form

4n 4 1 gerade, dagegen fiir ein p von der Form 4n -+ 3
ungerade. Nun nennen wir associirte Reste solche, deren
Product =1 (mod. p) ist. Wenn niéimlich » ein Rest ist, dann

1 .
ist auch - (mod. p) ein Rest. Da nun kein Rest mehrere

associirte Reste aus C haben kann, so konnen offenbar alle
Reste C in Clagsen vertheilt werden, derart, dass eine
jede zwei associirte Reste enthilt. Giebt es nun keinen,
sich selbst associirten Rest, d. h. enthilt jede Classe zwei
ungleiche Reste, so ist offenbar die Anzahl der Reste das
Doppelte der Anzahl aller Classen; giebt es dagegen irgend
welche sich selbst associirten Reste, d. h. Classen, welche
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nur einen einzigen Rest, oder wenn man lieber will, den-
gelben Rest zweimal enthalten, und wird die Anzahl dieser
Classen gleich @, die der tibrigen Classen gleich b gesetzt,
dann wird die Anzahl aller Reste O gleich a 4 2b. Ist
also p von der Form 4# -+ 1, dann wird o eine gerade Zahl;
ist dagegen p von der Form 4% 4 3, dann wird o ungerade.
Aber ausser 1 und p — 1 giebt es keine Zahlen, die kleiner
als p und sich selbst associirt sind [denn es sind nur die
Wurzeln der Congruenz 22 = 1 (mod. p)]; nun kommt 1 sicher
unter den Resten vor; im ersten Falle muss also p — 1 (oder,
was hier dasselbe ist, — 1) ein Rest sein, im zweiten ein
Nichtrest; denn sonst wiirde in jenem Falle ¢« =1, in diesem
jedoch = 2 werden, was unmdoglich ist.

§ 111. Ist daher » Rest einer Primzahl von der Form
4n -+ 1, dann wird auch — » Rest dieser Primzahl sein;
dagegen werden alle Nichtreste einer solchen Zahl auch bei
geiinderten Vorzeichen Nichtreste bleiben. Das Entgegen-
gesetzte tritt fir Primzahlen von der Form 4% - 3 ein, deren
Reste durch Aenderung des Vorzeichens zu Nichtresten wer-
den, und umgekehrt. Uebrigens folgt aus dem Vorhergehenden
leicht die allgemeine Regel: — 1 ist Rest aller Zahlen,
welehe weder durch 4 noch durch irgend eine Prim-
zahl von der Form 4n -+ 3 getheilt werden konnen.
Fiir alle iibrigen Zahlen ist sie Nichtrest. Vergl
§ 103 und 105.

Die Reste 42 und — 2.

§ 112. Wir gehen zu den Resten - 2 und: — 2 iiber.
Unter den Primzahlen des ersten Hunderts finden sich fol-
gende, deren Rest -2 ist: 7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73,
79, 89, 97. Man bemerkt leicht, dass unter diesen Zahlen
keine von der Form 8% - 3 und 87 + 5 vorkommt.

Wir wollen zusehen, ob man von dieser Induction zur
Gewigsheit gelangen kann.

Zundchst bemerken wir, dass jede zusammengesetzte Zahl
von der Form 8% -+ 3 oder 8% -+ 5 nothwendiger Weise
einen Primfactor von einer der Formen 8% -~ 3 oder 8n -+ b
enthiilt; denn offenbar kénnen aus Primzahlen von den Formen
8n + 1, 8n - 7 allein nur Zahlen von den Formen 8n -4 1
oder 8 -} 7 zusammengesetzt werden. Wenn daher unser
Inductionsschluss allgemein giiltig ist, so giebt es iiberhaupt
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keine Zahl von der Form 8% -+ 3, 8n - b, fir welche -+ 2
Rest ist; und somit giebt es sicher keine Zahl solcher Form
im ersten Hundert, fiir welche -+ 2 Rest ist. Giibe es jenseits
dieser Grenze solche Zahlen, so moge die kleinste unter ihnen
=1¢ sein. Demmnach ist ¢ von einer der Formen 8n - 3,
8n -+ 5, und -+ 2 ist Rest fir ¢, aber Nichtrest fir jede
kleinere Zahl der gleichen Form. Wir setzen 2 = a? (mod. ?)
und konnen hierbei stets a ungerade und zugleich < ¢ an-
nehmen; (denn ¢ hat mindestens zwei positive Werthe < f,
deren Summe gleich ¢ und von denen also der eine gerade
und der andere ungerade ist). Nun sel @ = 2 -+ tw oder
tu =a®—2; dabei wird «® von der Form 8n -1, also tu
von der Form 8n — 1 und daher » von der Form 8n -+ 3
oder 87 -+ 5, je machdem ¢ von der zweiten oder von der
ersten Form ist. Aus der Gleichung o® = 2 - tu folgt, dass
auch 2 = a® (mod. u), d. h. dass 2 auch fiir « Rest sei. Nun
sieht man leicht, dass « < ¢ wird; folglich ist ¢ nicht die
kleinste, unserem Inductionssatze widersprechende Zahl. Dem-
nach ist unser Inductionssatz allgemein richtig.

Verbindet man dies mit den Resultaten von § 111, so er-
hilt man die folgenden Sitze: '

1. Fiir alle Primzahlen der Form 8% - 3 ist + 2
Nichtrest und — 2 Rest.

II.. Fiir alle Primzahlen der Form 8#% - 5 sind -4 2
und — 2 Nichtreste.

§ 113. Als Zahlen des ersten Hunderts, deren Rest — 2
ist, findet man 3, 11, 17, 19, 41, 43, b9, 67, 73, 83, 89, 97.
Da es unter ihnen keine von den Formen 8n 4+ 5, 8n - 7
giebt, so wollen wir versuchen, diesen Inductionsschluss zu
einem allgemeinen Lehrsatze zu machen. Aehnlich wie im
§ 112 lisst sich zeigen, dass jede zusammengesetzte Zahl von
der Form 8% -+ 5 oder 8n -+ 7 einen Primfactor der Form
8n - b oder der Form 8% - 7 enthalte, so dass, wenn unser
Inductionssatz allgemein vichtig ist, — 2 tiberhaupt nicht Rest
irgend einer Zahl von der Form 8% -+ 5 oder 8n -7 sein
kann. Gibe es jedoch solche Zahlen, so moge die kleinste
unter ihnen = ¢ gesetzt werden, und es sei — 2 = a* — fu.
Wird hier, wie oben, o ungerade und < ¢ angenommen, S0
wird % von der Form 8w - 5 oder 8 - 7, je nachdem ¢
von der Form 87 -+ 7 oder 8xn - 5 ist. Weil ferner o® + 2
= tu und o <t ist, so lisst sich leicht herleiten, dass auch
9w < ¢t wird. Daraus folgt endlich, dass — 2 fiir » Rest ist,
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d. h. ¢ wird, gegen die Annahme, nicht die kleinste Zahl, dic
unserem Inductionssatze widerspricht. Folglich ist — 2 noth-
wendiger Weise Nichtrest aller Zahlen von einer der Formen
8n —+ 5, 8n -+ 7.

Verbindet man dies mit den Sitzen aus § 111, so ent-
stehen folgende Theoreme:

I Fiir alle Primzahlen von der Form 8»n -+ 5 sind
sowohl — 2 wie 4 2 Nichtreste, was wir schon in § 112
gefunden haben.

II. Fiir alle Primzahlen von der Form 8n - 7 ist
— 2 Nichtrest, 4 2 hingegen Rest.

§ 114, Es bleibt noch der Fall zu behandeln iihrig, dass
die Primzahl von der Form 87 -1 ist. Bei ihm versagt die
vorige Methode,” und es werden ganz besondere Kunstgriffe
nothig. ‘

Fiiv den Primzahlmodul 87 -1 sel « irgend eine primi-

tive Wurzel, und daher o' = — 1 (mod. 8% - 1). Diese
Congruenz kann auch in die Formen (¢*" -4 1) = 24¢*" oder
(@* —1)* = — 24" (mod. 8% + 1) gebracht werden. Daraus

geht hervor, dass sowohl 24*" als — 24" Reste fiir 8n -1
sind. Da aber a*" ein durch den Modul nicht theilbares Qua-
drat ist, so werden offenbar sowohl 4- 2 wie — 2 Reste sein.

§ 116, Uebrigens lisst sich aus dem Vorhergehenden
leicht folgende Regel ableiten: - 2 ist Rest jeder Zahl,
welche weder durch 4 noch durch irgend eine Zahl
der Form 8n -4 3 oder 8+ b getheilt werden kann,
Nichtrest dagegen von allen iibrigen (z B. von allen
Zahlen einer der Formen 8# -3, 8n 4 b, gleichgiiltiz ob
sie Primzahlen sind oder zusammengesetzte Zahlen).

— 2 ist Rest jeder Zahl, welche weder durch 4
noch dureh irgend eine Primzahl der Form 8% -+ 5
oder 8n 4 7 theilbar ist, Nichtrest dagegen von
allen ibrigen.

Die Reste -+ 3 und — 3.

§ 117, Wir gehen weiter zu den Resten 4+ 3 und — 3
und beginnen mit dem letzten.

.Im ‘ersten Hundert giebt es folgende Primzahlen, deren
Rest — 3 ist: 3, 7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97;
unter ihnen kommt keine Zahl von der Form 67 + 5 vor.
Dass es nun auch iiber diese Grenze hinaus keine Primzahl
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von solcher Form giebt, deren Rest — 3 ist, dies beweisen
wir so: Zuerst ist es klar, dass jede zusammengesetzte Zahl
der Form 6# -+ b nothwendiger Weise einen Primfactor der-
selben Form habe. So weit es also keine Primzahlen der Form
6n -+ b giebt, fir die — 3 Rest ist, so weit giebt es auch
keine solchen zusammengesetzten Zahlen. Gibe es iiber das
erste Hundert hinaus derartige Zahlen, so sei die kleinste
unter ihnen = ¢, und es werde — 3 = a® — tu gesetzt. Wir
nehmen ¢ als gerade und kleiner als ¢ an; dann wird » <¢
und — 3 Rest von «. Ist nun o von der Form 67 == 2,
dann wird tw von der Form 67 - 1 und w folglich von der
Form 6#n - 5, was nicht angeht, da ¢ als kleinste Zahl
angenommen ist, die unserer Induction widerspricht.  Ist
jedoch @ von der Form 6%, dann wird ¢% von der Form
36#n + 3 und somit 1¢u von der Form 12n 4 1; deshalb
wird Y von der Form 6# -4 5. Es ist aber klar, dass
— 3 Rest fir 4w wird, und dass dwu <T{ ist, was nicht
angeht. Sonach liegt es auf der Hand, dass — 3 fiir keine
Zahl von der Form 6#% -+ 5 ein Rest sein kann.

Da nun jede Zahl von der Form 6% -+ 5 nothwendig ent-
weder unter der Form 12 -4~ 5 oder unter der Form 129 4 11
enthalten ist, die erste aber unter 4n - 1 und die letzte unter
dn -+ 3, so gelten folgende Sitze:

I. Fiir jede Primzahl von der Form 12%n 45 sind
— 3 und -+ 3 Nichtreste.

II. Fiir jede Primzahl von der Form 12#% 4 11 ist
— 3 Nichtrest und + 3 Rest.

§ 118. Im ersten Hundert giebt es folgende Primzahlen,
fiir welche -+ 3 Rest ist: 3, 11, 13, 23, 37, 47, 59, 61, 71,
73, 83, 97; unter diesen kommt keine von einer der Formen
125 4+ 5 oder 12m -7 vor. Dass es nun iiberhaupt keine
Zahl einer der Formen 127 -+ b, 12n - 7 giebt, fiir welche
- 3 Rest ist, das kann auf genau die, in § 112, 113, 117
benutzte Art bewiesen werden; deshalb iibergehen wir es.
Mit Hiilfe von § 111 ergeben sich also folgende Sitze:

I. Fiir jede Primzahl von der Form 12n + b sind
-+ 3 und — 3 Nichtreste (wie wir schon im vorigen Para-
graphen gefunden haben). ,

II. Fiir jede Primzahl von der Form 12n -7 ist
+ 3 Rest und — 3 Nichtrest.

§ 119. Ueber die Zahlen von der Form 127 - 1 ldsst
sich dureh die angewendete Methode nichts feststellen; ihre
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Untersuchung erfordert ganz besondere Kunstgriffe. Die In-
duction zeigt leicht, dass fiir alle Primzahlen dieser Form
-+ 3 und — 3 Reste seien. Man braucht aber offenbar nur
zu beweisen, — 3 sei Rest fir derartige Zahlen, weil dann
nach § 111 auch -+ 3 ein Rest sein muss. Wir werden den
allgemeineren Satz herleiten, dass — 3 Rest jeder Primzahl
3n 41 ist.

p moge eine solche Zahl bedeuten, und a gehdore modulo p
zum Exponenten 3; (solche Zahlen giebt es, weil 3 ein Theiler
von p — 1 ist). Dann wird ¢® =1 (mod. p), d. h. es wird
a®— 1 oder (a® 4 a -+ 1) (¢ —1) durch p theilbar. « kann
nicht =1 (mod. p) sein, weil 1 zum Exponenten 1 gehort;
deshalb wird nicht ¢ — 1, sondern a* 4~ o 4~ 1 durch p theil-
bar; folglich auch 40?4 4a 4+ 4, d. h. es wird (2a -+ 1)
= — 3 (mod. p) oder — 3 Rest fir p, w.z b. w.

Uebrigens ist es klar, dass dieser, vom Vorhergehenden
unabhingige Beweis auch die im vorigen Paragraphen bereits
erledigten Primzahlen der Form 127 -+ 7 umfasst.

§ 120. Aus dem Vorhergehenden folgen leicht die nach-
stehenden Sitze (vgl. § 102, 103, 105):

I. — 3 ist Rest aller Zahlen, welche weder durch 8,
noch durch 9, noch dureh irgend eine Primzahl von
der Form 67+ 5 getheilt werden konnen; Nichtrest
dagegen von allen anderen Zahlen.

II. + 3 ist Rest aller Zahlen, welche weder durch
4, noch durch 9, noch durch irgend eine Primzahl
von der Form 12n -4 5 oder 12n + 7 getheilt werden
kénnen, und Nichtrest aller iibrigen.

Insbesondere merke man den folgenden Fall:

— 3 ist Rest aller Primzahlen von der Form 3n -1,
oder, was dasselbe aussagt, aller Primzahlen, welche
Reste von 3 sind, dagegen Nichtrest aller Primzahlen
von der Form 6#n - b, oder, nach Ausschluss der Zahl 2,
aller von der Form 37— 2, d. h. aller, welche Nicht-
reste von 3 sind. Ferner erkennt man leicht, dass alle
tibrigen Fille von selbst hieraus folgen.

Die Reste -5 und — b.

§ 121, Durch Induction kommt man darauf, dass -+ 5
fiir keine ungerade Zahl der Form bn 4+ 2 oder b#n - 3 Rest
ist, d. h. fir keine ungerade Zahl, welche Nichtrest von b ist.

Ostwald’s Klassiker. 122. 2
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Dass diese Regel keine Ausnahme zuldsst, wird so bewiesen.
Wenn es Ausnahmen giebt, sei ¢ die niedrigste Zahl unter
denen, welche der Regel widersprechen, so dass ¢ Nichtrest
von b, dagegen 5 Rest von ¢ ist. Nun sei a? = b - tu,
und dabei o gerade und kleiner als # Dann wird « un-
gerade und kleiner als ¢, und 5 Rest von . Ist nun « nicht
durch 5 theilbar, so ist es auch u nicht; offenbar ist aber fu
Rest von b, und weil ¢ Nichtrest von b ist, so ist auch u
Nichtrest von 5, d.h. es giebt einen ungeraden Nichtrest fiir 5,
fir den 5 Rest ist und der gegen die Annahme < ¢ bleibt.
Falls aber o durch 5 theilbar ist, setzen wir ¢==5b und
w=bv; daraus folgt {v=—1=4 (mod. 5), d. h. v wird
Rest von 5. Der Beweis geht nun ebenso weiter wie im
ersten Falle.

§ 122. Es werden also fiir alle Primzahlen, die Nicht-
reste fiir 5 und zugleich von der Form 4% 41 sind, d. h.
also fiir alle Primzahlen der Form 20#n —- 13 oder 20% - 17,
sowohl -5 wie — 5 Nichtreste werden; fiir alle Primzahlen
der Form 20n -+ 3 oder 20n 4 7 dagegen wird - 5 Nicht-
rest und — 5 Rest.

Auf ganz dhnliche Arvt lisst sich beweisen, dass — 5
Nichtrest aller Primzahlen von einer der Formen 20% - 11,
207 -+ 13, 20% -4 17, 200 -+ 19 ist, und hieraus folgt leicht,
dass -+ 5 Rest aller Primzahlen von der Form 20n -4 11 oder
20m + 19, dagegen Nichtrest aller von der Form 20n -} 13
oder 20% -+ 17 wird. Und da jede Primzahl ausser 2 und 5,
(fir welche == 5 Rest ist), in einer der Formen 207 -~ 1, 3,
7,9, 11, 13, 17, 19 enthalten ist, so ldsst sich jetzt schon
fir alle Zahlen die Entscheidung liefern mit Ausnahme der-
jenigen, weleche von der Form 20m - 1 oder 20w -9 sind.

§ 123. Durch Induction kommt man leicht darauf, dass
+ 5 und — 5 Reste aller Primzahlen der Form 20n 41
oder 207 -+ 9 sind. Ist dies allgemein wahr, dann gilt der
elegante Satz: -5 ist Rest aller Primzahlen, welche
Reste von 5 sind (denn diese sind in einer der Formen
5n -+ 1, Bn 4-4 oder auch in einer der Formen 20n -1,
9, 11, 19 enthalten, fiir deren dritte und vierte der Satz schon
gezeigt ist); dagegen ist 4+ b Nichtrest aller ungeraden
Zahlen, welche Nichtreste von 5 sind, wie wir oben
schon bewiesen haben. Es ist nun klar, dass dies Theorem
zur Bestimmung dariiber ausreicht, ob -+ 5 (und ebenso — b,
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welches als Produect von -+ 5 und — 1 zu betrachten ist)
Rest oder Nichtrest irgend welcher gegehenen Zahl sei. End-
lich machen wir auf die Analogie aufmerksam, welche zwischen
diesem Theoreme und dem in § 120 iber den Rest — 3 dar-
gelegten besteht.

Die Bestiitigung jenes Inductionssatzes ist nicht gerade
leicht. Hat die vorgelegte Primzahl die Form 20# - 1 oder
allgemeiner H#n -~ 1, dann lisst sich die Sache auf #hnliche
Weise abthun, wie in § 114, 119. Es sei némlich « irgend
eine fiir den Modul 5% -+ 1 zum Exponenten 5 gehorige Zahl,
dann wird ¢®*=1 oder (¢ —1)(a* +a* +a*+a+1)=1
(mod. 5 4 1). Weil nun ¢ =1 und deshalb ¢ —1=0
unmdglich ist, so muss o' 4+ ¢® + a®* + o + 1 =0 sein.
Daher wird auch 4 (a* + a® +a* 4+ a +1)=(2a¢* + a + 2)
—5b5a* =0, d. h. 5a* Rest von b#n -+ 1 werden, und des-
halb auch 5, da a® ein, wegen «® =1 durch 57 - 1 nicht
theilbarer Rest ist; w. z. b. w.

Dagegen erfordert der Iall, in welchem die vorgelegte Zahl
die Form bn -+ 4 hat, feinere Kunstgriffe. Da aber die
Sitze, mit deren Hiilfe sich unser Vorhaben erledigt, im IFol-
genden allgemeiner behandelt werden sollen, so brauchen wir
sie hier nur leicht zu streifen.

I. Ist p eine Primzahl und b ein gegebener quadratischer
Nichtrest von p, so wird der Werth des Ausdruckes

P R ) e et ) L

122 ’
(aus dem, wie man leicht sieht, bei der Entwickelung die
Irvationalitédt herausfillt) stets durch p theilbar sein, was fiir
eine Zahl auch fiir x genommen wird. Denn aus der Be-
trachtung der, bei der Entwickelung von A4 auftretenden

Coefficienten folgt, dass alle Glieder vom zweiten bis zum
vorletzten inel. durch p theilbar sind; folglich wird

A=2(p+1) (ocp+xb 2} (mod. p).
Da nun b Nichtrest von p ist, so wird

p—1

b 2 = —1(mod. p)

(§ 106); ferner ist z? stets =«, und also A=0; w.z.h.w.

2k
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II. In der Congruenz 4 = O (mod. p) steigt die Unbe-
stimmte « bis zum p' Grade auf, und alle Zahlen 0, 1,

2, ...p—1 werden Wurzeln dieser Congruenz. Nun mige ¢
ein Theiler von p -1 sein, dann wird der Ausdruck
- 0+ VB — (o — VB
Vo

bei seiner Entwickelung von der Irrationalitiit frei; er steigt
in  bis zum Grade ¢ — 1; und 4 ist, wie aus den ersten
Elementen der Algebra feststeht, durch B (unbestimmt) theil-
bar. Iech behaupte, dass es e — 1 Werthe von « giebt, durch
deren Substitution in B dies durch p theilbar gemacht wird.
Es werde nimlich 4= BC gesetzt; « tritt in ¢ im Grade
p — e + 1 auf; folglich hat ¢ = O (mod. p) nicht mehr als
p — e -1 Wurzeln. Hieraus folgt leicht, dass alle iibrigen
Zahlen der Reihe O, 1, 2,3, ... p—1, deren Anzahl [min-
destens] gleich ¢ — 1 ist, Wurzeln der Congruenz B = 0
sein werden.

III. Nun nehmen wir an, p sei von der Form 5n - 4,
ferner ¢ =5, b ein Nichtrest von p, und @ so bestimmt, dass

(0 4 Vop —(a— Vo)
Vb
durch p theilbar wird. Es ist dieser Ausdruck aber
=10a" 4 20420 + 20 = 2 ((b + ba*)* — 20a").

Folglich wird auch (b 4 5a*)? — 20a* durch p theilbar, d. h.
20a* Rest von p. Demnach wird auch 5 Rest von p sein,
da ja 4a* ein durch p nicht theilbarver Rest ist; (denn man
sieht leicht ein, dass « durch p nicht getheilt werden kann).
W.z b w

Hieraus folgt, dass das zu Anfang des Paragraphen auf-
gestellte Theorem allgemein richtig ist.

Vorbereitung zur allgemeinen Untersuchung.

§ 125, Da nun aber die vorhergehenden Methoden keine
geeignete Grundlage eines allgemeinen Beweises abgeben, so
ist es an der Zeit, einen von jenem Mangel freien Beweis
darzulegen. Wir beginnen mit einem Theoreme, dessen Be-
griindung lange Zeit unseren Bemithungen widerstanden hat,
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obwohl es auf den ersten Blick so naheliegend erscheint, dass
Mancher nicht einmal die Nothwendigkeit eines solchen Be-
weiges einsehen mochte. Es ist folgendes Theorem: Abge-
sehen von den positivgenommenen Quadraten ist jede
Zahl Nichtrest irgend welcher Primzahl. Da wir dieses
Theorem aber nur als Hiilfssatz bei anderen Beweisen benutzen
werden, wollen wir hier nur diejenigen Iille aunseinandersetzen,
deren wir zu jenem Zwecke bediirfen. Die iibrigen Fille er-
ledigen sich dann von selbst. Wir wollen daher nur zeigen,
dass jede positiv oder negativ genommene Primzahl
von der Form 4» -+ 1 Nichtrest gewisser Primzahlen
sei*) und zwar, wenn jene Primzahl > b ist, Nichtrest einer
kleineren Primzahl.

Zuerst sei p eine Primzahl von der Form 4# +4-1; (wir
setzen sie > 17, trotzdem — 13N3 und — 17NDH ist**));
sie soll negativ genommen werden. Ist nun 2¢ die kleinste
gerade Zahl, welche Vp iibertrifft, dann erkennt man leicht,
dass 4¢® immer < 2p ist2), oder 4a® — p <p. Aber 44> —p
ist von der Form 4n -+ 3, und p quadratischer Rest von
40* —p, (weil ja p=4a® (mod. 4a*> — p)). Ist also 4a*> —p
eine Primzahl, so ist — p Nichtrest fiir sie. Ist 44®> — p keine
Primzahl, dann wird einer ihrer Primfactoren von der Form
4n -+ 3; und da +- p auch fiir ihn Rest ist, so wird — p
fiir ihn Nichtrest; w. z. b. w.

Bei positiv genommenen Primzahlen unterscheiden wir
zwei Fille. Zun#chst sei p eine Primzahl von der Form
8n 45, und o sei irgend eine positive Zahl < Vip. Dann
wird 8n -+ 5 — 24? eine positive Zahl der Form 8n -5 oder
8n + 3 werden (je nachdem o gerade oder ungerade ist);
folglich wird 8n -+ b — 2a® nothwendigerweise durch eine
Primzahl von der Form 8% 4+ 3 oder 8 -+ 5 theilbar; denn
ein Product beliebig vieler Zahlen der Form 8n 41 und
8n -+ 7 kann weder die Form 8 - 3 noch. 8% -+ 5 haben.
Dieser Primzahltheiler sei ¢; dann wird 8% -+ 5 = 24* (mod. ).
Nun ist 2 Nichtrest von ¢ (§ 112), folglich auch 2a?***) und
8n -4 b; w.z. b. w.

* Es ist von selbst klar, dass 4+ 1 auszunehmen ist.
*+) [Die aus § 131 vorausgenommene Bezeichnung N bedeutet,
dass die vorhergehende Zahl Nichtrest der folgenden ist.]
**%) Nach § 98. Denn «® ist ein durch ¢ nicht theilbarer Rest

von ¢, weil sonst auch die Primzahl p durch ¢ theilbar sein wiirde.
W.z b w.
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§ 126. Dass jede positiv genommene Primzahl von der
Form 8 -1 stets Nichtrest einer kleineren Primzahl sei,
ligst sich durch so naheliegende Kunstgriffe nicht beweisen.
Da jedoch die Richtigkeit dieses Satzes von grosstem Gewichte
ist, so konnen wir seinen Beweis, wiewohl er etwas umstind-
lich wird, doch nicht iitbergehen. Wir beginnen mit dem fol-
genden "

Hiilfssatz. Sind zwei Zahlenreihen vorgelegt

I) 4,B,0C....; m 4,B,0C,....

(bei denen es nichts ausmacht, ob sie gleiche oder ungleiche
Gliederzahl besitzen) von der Eigenschaft, dass, wenn p
irgend eine Primzahl oder Primzahlpotenz bedeutet,
welche ein Glied (oder auch mehrere Glieder) der
zweiten Reihe theilt, durch dieses p mindestens eben
so viele Glieder der ersten Reihe theilbar werden
wie der zweiten, dann ist das Produect aller Zahlen
(I) dureh das Product aller Zahlen (II) theilbar.

Beispiel. (I) mége aus den Zahlen 12, 18, 45 bestehen;
(I1) aus 3, 4, b, 6, 9. Dann werden durch 2, 4, 3,9, 5 in
(I) theilbar sein bezw. 2, 1, 3, 2, 1 Glieder und in (II) bezw.
2,1, 3,1, 1. Demnach ist das Produect aller Glieder von (I)
nimlich 9720 durch das Product aller Glieder von (II) néim-
lich 3240 theilbar.

Beweis. Das Product aller Glieder von (I} sei == (), das-
jenige aller Glieder der Reihe (II) == @’. Dann ist es klar,
dass jede Primzahl, welche Q' theilt, auch @ theilen wird.
Nun wollen wir zeigen, dasgs jeder Primfactor von ¢’ min-
destens in derselben Potenz in () vorkommt wie in Q'. Es
sei p ein solcher Theiler, und es mogen in (I) ¢ Glieder durch
p theilbar sein, b Glieder durch p*, ebemso ¢ Glieder durch
p* w s. w. Die Buchstaben o', b', ¢, ... mogen das Ent-
sprechende fiir die Reihe (II) bedeuten. Dann erkennt man
leicht, dass p in @ in der Potenz o -+b 4+ c¢-+ ... und in
Q' in der Potenz «' 4 0’ - ¢’ 4. . auftritt. Nun ist ¢’ sicher
nicht grosser als @, b’ nicht grosser als b, u. s. w. (nach der
Voraussetzung); folglich ist " 40"+ ¢’ - ... sicher nicht
>a-4+0-4c¢-+... Da also keine Primzahl bei Q' in
hoherer Potenz eingeht als bei @, so ist ¢ durch Q' theilbar,
w. z. b. w.

§ 127, Hiilfssatz, In der Reihe 1,2, 3,4, ...n kénnen
nicht mehr Glieder durch irgend welche Zahl 2 theilbar
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sein, als in der aus eben so vielen Gliedern be-
stehenden a, a1, a4+ 2, ... a4+ n—1.
Man erkenunt ohne Schwierigkeit, dass, wenn 2 ein Viel-

faches von h ist, in beiden Reihen % Glieder durch /v theilbar

werden; im anderen Falle setzen wir » = c¢h + f, wobei
f<h sein soll, dann werden in der ersten Reihe ¢ Glieder
durch % theilbar und in der zweiten entweder eben so viele
oder e +1.

Eine Folgerung ist der aus der Theorie der figurirten
Zahlen bekannte Satz, der aber bisher wohl von Niemanden
direct bewiesen worden ist, dass

ale+1)-(a4+2)... (@ 4+n-—1)
1r-2 - 3 "

stets eine ganze Zahl wird.

Endlich merken wir an, dass man diesen Hiilfssatz
folgendermaassen allgemeiner hitte aufstellen konnen:

In der Reihe a, a +1, ¢ 4+ 2, ... a4+ n—1 sind min-
destens ebenso viele Glieder einer beliebigen Zahl » nach
einem gegebenen Modul 7 congruent, wie in der Reihe 1, 2,
3, ... n durch A theilbar sind.?)

§ 128. Lehrsatz. Ist ¢ irgend eine Zahl von der
Form 8n -+1, p irgend eine zu o theilerfremde Zahl,
fiir welehe ++a Rest ist, und endlich m eine beliebige
Zahl, dann giebt es in der Reihe

a, 3ao—1), 2(a—4), $a—9), 2(ac —16), ....
. 2(a— m®) bezw. %(w—m?),

je nachdem m gerade oder ungerade ist, mindestens
eben so viele dureh p theilbare Glieder wie in der

Reihe 1,2,3,.... 2m—+4 1.

Die erste Reihe bezeichnen wir mit (I), die zweite mit (II).
Beweis. 1. Ist p =2, dann sind in (I) alle Glieder mit
Ausnahme des ersten, also s Glieder durch p theilbar; und
eben so viele in (IT). II. Es sei p eine ungerade, oder dag
Doppelte oder das Vierfache einer ungeraden Zahl*) und
a=* (mod. p). Dann giebt es in der Reihe — m, — (m — 1),
—(m—2), .... 4+ m (welche mit (II) gleiche Gliederanzahl

*) (Hierunter ist auch p =4 enthalten.]
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hat und mit (III) bezeichnet werden wird) mindestens so viele
Glieder = (mod. p), als in (II) durch p theilbar sind (§ 127).
Unter diesen konnen keine zwei vorkommen, welche nur durch
ihr Vorzeichen aber nicht durch ihre Grisse sich unterscheiden *).
Endlich entspricht jedem solchen Gliede ein anderes in (I),
welches durch p theilbar wird. Ist ndmlich == 0 ein Glied
aus (III), welches = (mod. p) ist, dann muss o — b* durch
p theilbar sein. Ist nun b gerade, so wird das Glied 2(a — b%)
der Reihe (I) durch p theilbar. Ist dagegen b ungerade, so

wird das Glied 4(¢ — 0%) durch p theilbar; denn offenbar ist
a— b

eine gerade ganze Zahl, weil g — b* durch 8, p da-

gegen hochstens durch 4 theilbar ist; .(denn « ist nach der
Voraussetzung von der Form 8# -}~ 1; ebenso wird 4%, als
Quadrat einer ungeraden Zahl, von dieser Form sein, und die
Differenz daher von der Form 8#n). Daraus folgt endlich, dass
in der Reihe (I} eben so viele Glieder durch p theilbar sind,
als in (III) = » (mod. p) werden, d. h. eben so viele oder
mebr als in (II) durch p theilbar sind; w.z. b. w.

I Ist p von der Form 8n**), so sei o =1 (mod. 2p).
Denn man erkennt leicht, dass @, welches nach der Voraus-
setzung Rest fiir p ist, auch Rest fir 2p sein wird.?) Dann
sind in der Reihe (III) mindestens eben so viele Glieder =1
(mod. p), als in (II) durch p theilbar sind, und alle diese sind
ihrer absoluten Grosse nach verschieden. Jedem unter ihnen
entspricht in (I) ein durch p theilbares Glied. Ist nimlich
—+ b oder — b= (mod. p), dann wird 5*=1+? (mod. 2p)***)
und folglich ist &(z — 06®) durch p theilbar. Demnach giebt

es in (I) mindestens so viele durch p theilbare Glieder wie
in (II). W.z b. w.

§ 129. Lehrsatz. Ist ¢ eine Primzahl von der Form
8n 41, so giebt es nothwendiger Weise unterhalb
2Va 41 eine Primzahl, fir die ¢ Nichtrest ist.

*) Wire nimlich » = /= — f (mod. p), so wiirde 2f und also
auch, weil /*= o (mod. p) ist, 2a durch p theilbar. Das ist nur
fiir p =2 moglich, da nach der Voraussetzung o theilerfremd zu p
ist. Diesen Fall aber haben wir gesondert erledigt.

**¥) [Hierunter ist auch p =2” bei » >2 enthalten.]

*#%) Ty ist ndmlich 5* — 9% = (b —7) (0 + ) ein Product aus zwei
Factoren, deren einer nach der Voraussetzung durch p, und deren
anderer, da b und » ungerade sind, durch 2 theilbar ist. Folglich
ist % — #? durch 2p theilbar.
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Beweis. Es sei, wenn dies moglich wire, a Rest aller
Primzahlen, die <Z 2V -1 sind. Dann sieht man leicht
ein, dass o auch Rest aller zusammengesetzten Zahlen sein
wird, die < 2V« -1 sind (man vergleiche die Vorschriften,
die wir gegeben haben, um zu entscheiden, ob eine vorgelegte
Zahl Rest einer zusammengesetzten sei oder nicht, § 105). Nun
sei m die hochste ganze Zahl, die V@ nicht iibertrifftt. Dann
giebt es in der Reihe

(M a, ${a—1), 2(a —4), 3(a—19),....

. 2(a — m?) bezw. §(a —m?)
eben so viele oder mehr Glieder, welche durch irgend eine Zahl
< 2Va 41 theilbar sind, wie in der Reihe

(1) 1,2,8,4,....2m 41 (§128).

Hieraus folgt, dass das Product aller Glieder (I) durch das-
jenige aller Glieder (IT) theilbar wird (§ 126). Nun ist jenes

=al@e—1)(a—4).... (@ — m?) bezw. die Hilfte dieses
Productes, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Deshalb
ist sicher das Product a(e —1) (¢ — 4).... (a — m?) durch

das Product aller Glieder von (II) theilbar, und ebenso jenes
Product nach Weglassung von @, da alle Glieder von (II) zu
o theilerfremd sind. Das Product aus allen Gliedern (II) kann
auch so geschrieben werden:

(m 1) ((m + 1) — 1) ((m +1)* —4) ... (m 4 1) — m?).
Demnach wird
1 a—1 a—4 a—m’
mA1 1P —1 (m4 1 —4  (m 1) —m?
eine ganze Zahl, obwohl es ein Product aus echten Briichen
ist; denn weil Vo irrational sein muss, so wird m 4+ 1> Va

und (m --1)> >> a. Hieraus endlich schliesst man, dass unsere
Annahme nicht statt haben kannj; w. z b. w.

Weil a sicher > 9 ist, so wird 2Va +1 < a, und folg-
lich giebt es eine Primzahl < a, fiir weleche a Nichtrest ist.

Durch Induction wird man auf das allgemeine (Fun-
damental-)Theorem gefithrt und zieht Schliisse aus ihm.

§ 130. Nachdem wir streng bewiesen haben, dass jede
Primzahl von der Form 4% - 1 positiv oder negativ genommen
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Nichtrest einer kleineren Primzahl sei, gehen wir nunmehr zur
genaueren und allgemeineren Vergleichung von Primzahlen iiber,
darauf hin, ob die cine Rest oder Nichtrest der anderen sei.

Mit aller Strenge haben wir oben bewiesen, dass — 3 und
-+ b Reste oder Nichtreste aller Primzahlen werden, welche
ihrerseits von 3 und von 5 Reste bezw. Nichtreste sind.

Dehnen wir die Induction aus, so finden wir, dass — 7,
— 11, 4+ 13, + 17, — 19, — 23, 4 29, — 31, -+ 37, - 41,
— 43, — 47, 4+ 53, — b9, ... Reste oder Nichtreste aller
Primzahlen werden, welche fiir jene positiv genommenen Prim-
zahlen bezw. Reste oder Nichtreste sind. '

Eine leichte Aufmerksamkeit zeigt, dass diejenigen unter
diesen Zahlen, welche die Form 4% -+ 1 haben, mit positivem
Vorzeichen, diejenigen hingegen, welche die Form 4n -4- 3
haben, mit negativem Vorzeichen versehen vorkommen.

§ 131, Wir werden bald beweisen, dass diese Resultate der
Induction allgemein giiltig sind. Vorher wird es aber nothig
gein, Alles was aus jenem, als wahr angenommenen Theoreme
folgt, herzuleiten. Das Theorem selbst wollen wir folgender-
maassen aussprechen:

Ist p eine Primzahl von der Form 4» 41, dann
wird -+ p, ist dagegen p eine solche von der Form
4n 4+ 3, dann wird — p Rest oder Nichtrest jeder
Primzahl, welche positiv genommen fiir p Rest oder
Nichtrest ist.

Weil sich fast alles, was iiber quadratische Reste aus-
gesagt werden kann, auf diesen Satz stiitzt, scheint die Be-
zeichnung Fundamentaltheorem, von der wir im Folgenden
Gebrauch machen wollen, fiir ihn nicht unangebracht.

Um unsere Schlussfolgerungen so kurz wie moglich dar-
legen zu konnen, hezeichnen wir duveh a, o', a”, . . . Primzahlen
von der Form 4# - 1; durch b, b, ", ... Primzahlen von der
Form 4n - 3; durech 4, 4’ 4", .... irgend welche Zahlen
von der Form 4n -+ 1; durch B, B', B”, ... dagegen irgend
welche Zahlen von der Form 4% -+ 3; endlich soll der zwischen
zwei Zahlen stehende Buchstabe R angeben, dass die erste
Rest der zweiten sei, wihrend der Buchstabe IV die entgegen-
gesetzte Bedeutung haben soll. Beispielsweise bezeichnet

+B5R11, =2 N5,

dass b Rest von 11 sei, und dass -+ 2 wie — 2 Nichtreste
von 5 sind.
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Verbindet man mit dem Fundamentaltheorem die Sitze von
§ 111, so ergeben sich leicht die folgenden Sitze?)

Wenn: dann ist:
1. =aRd - . .- +a Ra
2. +=aNa - *+=a Na
[FaBb\ o oy
= aNb =bRa
+aNb\ + N
4. {—rsz J’ +=bNa
. +alRb
bR e
5. E£bla {*aNb |
B [+ aNb
6. =bNa \— aRD
L JAHORV 4+ V' Nb
1\ —bNb | \— b Rb
8 f4bND"\ + b Rb
"\ —bRY | — ' Nb.

§ 132. Hierunter sind alle Fille enthalten, welche bei
der Vergleichung zweier Primzahlen auftreten konnen. Die
folgenden Formeln, deren Beweise weniger nahe liegen, be-
ziehen sich auf irgend welche Zahlen.

Wenn: dann ist:

9. =aRA -+ .- = ARa

CBRA e J A+ ARD

10. =0RA \— ANb
i1, +~aRB - -+ -+ .. +=BRa
12, — aRB -+ ... .. = BNua
18 4 DRB -« /— BRb
13. 4+ bRB \ -+ BNb
—BRB ) - |+ BRb

14. bRB \ — BNa.

Da die Beweise aller dieser Behauptungen aus denselben
Principien geschopft werden konnen, so wird es nicht nothig
sein, alle zu entwickeln. Der Beweis der aufgestellten Be-
hauptung 9. kann als Beispiel dienen. Vor allem moge be-
merkt werden, dass jede Zahl von der Form 4n 4 1 entweder
keinen Primfactor von der Form 47 - 3 hat, oder 2 oder 4,...;
d. h. dass die Anzahl solcher Factoren (unter denen einander
gleiche sein konnen), stets gerade ist; dass dagegen jede Zahl
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von der Form 47 -+ 3 eine ungerade Anzahl von Primfactoren
der Form 4 -+ 3 enthdlt (d. h. einen oder drei oder fiinf
u. 8. w.). Die Anzahl der Primfactoren von der Form 47 -1
bleibt unbestimms.

Die Behauptung 9. wird folgendermaassen bewiesen. Ist
A das Product aus den Primfactoren «', a”, a”,...; b, V',
b, ..., so ist die Anzahl der Factoren b, ', b", ... gerade
(es ist auch moglich, dass gar keine vorkommen, was auf das
Gleiche hinausliuft). Ist nun eRA, so ist ¢ auch Rest aller
Factoren o', o', &', ...; b, b, b", ..., und daher werden nach
§ 131 Formeln 1., 3. diese einzelnen Factoren Reste von a,
und deshalb wird es auch ihr Product 4. Fir — 4 gilt dann
das Gleiche. — Wenn jedoch — o R4 ist, und deshalb —a
auch Rest aller Factoren o', a”,...; b, b',..., dann werden
die einzelnen o', ¢”,... Reste von a, die einzelnen b, ' ...
hingegen Nichtreste. Da aber die Anzahl der letzten At
gerade ist, so ist das Product aus ihnen allen, néimlich 4
Rest von @; und deswegen ist auch — 4 Rest.

§ 133. Wir stellen eine noch allgemeinere Untersuchung
an. Wir wollen zwei beliebige ungerade, theilerfremde, mit
irgend welchen Vorzeichen versehene Zahlen P und @ be-
trachten. P moge ohne Riicksicht auf sein Vorzeichen in
Primfactoren zerlegt sein; dann wollen wir durch p bezeichnen,
fiir wie viele unter ihnen () Nichtrest ist. Wenn dabei irgend
eine Primzahl, deren Nichtrest () ist, mehrfach unter den
Factoren von P vorkommt, dann ist er so oft zu zihlen, wie
er vorkommt, Aehulich sei ¢ die Anzahl der Primfactoren
von (), fir welche P Nichtrest ist. Dann besteht zwischen
den Zahlen p, ¢ eine gewisse gegenseitige Beziehung, die von
der Beschaffenheit der Zahlen P, () abhingt. Ist néimlich die
eine der beiden Zahlen p, ¢ gerade oder ungerade, dann lehrt
die Form der Zahlen P, ), ob die andere gerade oder un-
gerade sei. Diese Beziehung wird in der folgenden Tabelle
angegeben.

Die Zahlen p, ¢ werden zugleich gerade oder zugleich un-
gerade, wenn die Zahlen P, () die Formen haben:

Lo+d, 4 | 444, —B
2. A, — A 5. — A, — A
3. -4, +B | 6 +B, —B'

Hingegen wird die eine der Zahlen p, ¢ gerade und die
andere ungerade, wenn die Zahlen P, () die Formen haben:
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7. —4,+B | 9 4B, +B
8. —4, —B | 10. —B, — B'¥

Beispiel. Es mogen die Zahlen — 55 und -+ 1197 vor-
gelegt sein; sie stehen unter dem vierten Ifalle. Es ist 1197
Nichtrest eines Primfactors von 55, nimlich des Factors 5;
und — 55 ist Nichtrest dreier Primfactoren von 1197, niim-
lich von 3, 3, 19.

Bezeichnen P und -() Primzahlen, dann gehen die auf-
gestellten Sitze in die § 131 behandelten iiber. Hierbei kénnen
nimlich p und ¢ nicht grosser als 1 werden, und deshalb wird
p, wenn es gerade sein muss, nothwendig =0, d. h. () wird
Rest von P; wenn dagegen p ungerade ist, dann wird @
Nichtrest von P; und umgekehrt. Beispielsweise folgt, wenn
man a, b statt 4, B schreibt, aus 8., dass, wenn — & Rest
oder Nichtrest von b ist, dann — b Nichtrest oder Rest von
a wird, was mit 3. und 4. aus § 131 tbereinstimmt.

Allgemein erkennt man, dass ¢ nur Rest von P sein kann,
wenn p =0 ist; bei ungeradem p ist also () sicher Nichtrest
von P.

Hieraus kénnen auch die Angaben des vorigen Paragraphen
ohne Schwierigkeit abgeleitet werden.

Es wird sich iibrigens bald zeigen, dass diese allgemeine
Darstellung mehr ist als eine unfruchtbare Speculation; der
vollstindige Beweis des Fundamentaltheorems mochte ohne sie
kaum durchgefiilhrt werden konnen.

§ 134, Wir gehen jetzt zur Herleitung dieser Sitze iiber.

I. Wie oben denken wir uns P in seine Primfactoren unter
Vernachlissigung der Vorzeichen zerlegt; ausserdem moge ()
auf irgend welche Weise in Factoren zerlegt sein, jedoch so,
dass dem Zeichen von () Rechnung getragen wird. Jene
einzelnen Factoren mogen dann mit diesen einzelnen com-
binirt werden. Bezeichnet nun s die Anzahl aller Combina-
tionen, in welchen der Factor von () Nichtrest des Factors
von P ist, dann werden p und s zugleich gerade und zugleich
ungerade werden. Bezeichnen wir nimlich die Primfactoren
von P mit f, 7/, /", ..., so migen unter den Factoren, in
welche ) zerlegt ist, a2 sein, welche Nichtreste von f sind;

*) Setzt man /=1, wenn beide Zahlen P, Q=3 (mod.4) sind,
und sonst /= 0; setzt man m =1, wenn beide Zahlen P, () negativ
sind, und sonst 7 =0, dann hiingt jene Beziehung von /4 m ab.
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m', welche Nichtreste von /' sind; ", welche Nichtreste von
/" sind, u. s. w. Dann erkennt man leicht, dass

s=m-t+m +m' + ...
ist, und dass p angiebt, wie viele der Zahlen m, m’' m”, . ..
ungerade sind. Hieraus folgt sofort, dass bei geradem p auch s
gerade ist, bei ungeradem p dagegen ungerade.

II. Dies gilt allgemein, auf welche Weise () auch in Fac-
toren zerlegt sei. Wir gehen nun zu besonderen IFillen iiber.
Zuerst wollen wir den Fall betrachten, in welchem die eine
der beiden Zahlen, nimlich P positiv ist, die andere dagegen,
nimlich @ von der Form - 4 oder der Form — B. Jetat
mogen P und @ in ihre Primfactoren zerlegt werden; dabei
geben wir den einzelnen Factoren von P das positive Zeichen,
den einzelnen Factoren von () dagegen das positive oder das
negative, je nachdem sie von der Form a oder & sind. Hier-
bei erhilt, wie dies verlangt wurde, @ die Form - A oder
— B. Nun combiniren wir die einzelnen Factoren von P
mit den einzelnen Factoren von ); wie vorher bezeichne s
die Anzahl der Combinationen, in denen der Factor von @
Nichtrest des Factors von P ist, und #hnlich bezeichne ¢ die
Anzahl der Combinationen, in denen der Factor von P Nicht-
rest des Factors von () ist. Aus dem Fundamentaltheoreme
folgt, dass jene Combinationen mit diesen identisch sind, und
dass daher s=1¢ wird. Endlich ergiebt sich aus dem oben
Bewiesenen p=s (mod. 2), ¢=1¢ (mod. 2) und also p=gq
(mod. 2).

So hat man die Sitze 1., 3., 4. und 6. aus § 133.

Die iibrigen Sitze konnen durch eine #hnliche Methode
direct hergeleitet werden; doch fordert das eine neue Be-
trachtung, und es ist leichter, sie aus dem Vorhergehenden
auf die folgende Art abzuleiten.

III. Wieder mdgen P, () zwei beliebige ungerade, theiler-
fremde Zahlen bezeichnen, und p, ¢ die Anzahl der Prim-
factoren von P, (), fir welche ¢ bezw. P Nichtreste sind.
Endlich sei p’ die Anzahl derjenigen Primfactoren von P,
fiir welche — () Nichtrest ist; (natirlich bedeutet — ) eine
positive Zahl, wenn ) negativ ist). Alle Primfactoren von I’
konnen in vier Classen vertheilt werden:

1) In Factoren der Form a, fiir welche ) Rest ist.

2) In Factoren der Form 0, fiir welche @) Rest ist. Thre

Anzahl sei 7.
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3) In Factoren der Form ¢, fiir welehe () Nichtrest ist.
Thre Anzahl sei .

4) In Factoren der Form b, fiir welche ) Nichtrest ist.
Thre Anzahl sei w.

Dann erkennt man leicht, dass p = ¢ -+ w, p' = 7 + Y sei.

Ist nun P von der Form == 4, dann wird y + w eine
gerade Zahl und also auch y — w; deshalb wird

p=p -+ 35— w=p (mod. 2).
Ist dagegen P von der Form == B, dann zeigen ihnliche
Schliisse, dass p und p’ modulo 2 incongruent sind.

IV. Diese Resultate wenden wir auf die einzelnen Fille an.
Zunichst mogen P und @ von der Form -+ 4 sein; nach 1.
wird dann p == ¢ (mod. 2); nun ist auch p' =p (mod. 2), und
deswegen p’ = ¢ (mod. 2). Das bestitigt die Behauptung 2.

Aehnlich wird, wenn P von der Form — 4 und @ von
der Form - 4 ist, nach dem eben bewiesenen Satze 2. jetat
p=q (mod. 2), und daher wird wegen p’' =p auch p’ =gq.
So ist auch 5. bewiesen.

Auf dieselbe Weise wird 7. aus 3. abgeleitet; 8. entweder
ans 4. oder aus 7.; weiter 9. aus 6., und 10. gleichfalls aus 6.

Strenger Beweis des Fundamentaltheorems.

§ 135. Durch den vorhergehenden Paragraphen sind die
Satze aus § 133 zwar nicht bewiesen, aber es ist gezeigt
worden, dass ihre Richtigkeit von derjenigen des Fundamental-
theorems abhingt, welches wir eine Zeit lang als wahr voraus-
gesetzt haben. Aber aus der Methode der Herleitung ist es
offenbar, dass jeme Siitze fiir zwel Zahlen P und ¢ geltfen,
sobald das Fundamentaltheorem fiir alle mit einander com-
binirten Primfactoren dieser Zahlen Geltung hat, sogar wenn
es nicht allgemein wahr ist. Indem wir jetzt zum DBeweise
des Fundamentaltheorems selbst iibergehen, schicken wir fol-
gende Definition voraus:

Wir sagen, das Fundamentaltheorem sei bis zu
einer Zahl M hin riechtig, wenn es fiir irgend zwei
Primzahlen gilt, von denen keine M iibertrifft.

In #hnlicher Weise muss es verstanden werden, wenn wir
sagen, die Sitze aus § 131, 132, 133 seien bis zu einer ge-
wissen Grenze hin richtig. Man sieht leicht ein, dass, wenn
die Richtigkeit des I'undamentaltheorems bis zu einer gewissen
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Grenze hin feststeht, diese Sitze bis zu derselben Grenze hin
Giiltigkeit besitzen.

§ 136. Durch Induction kann man leicht feststellen, dass
das Fundamentaltheorem fiir kleine Zahlen wahr sei; und so
lasst sich eine Grenze bestimmen, bis zu welcher es sicher
Geltung hat. Wir nehmen an, dass diese Induction angestellt
gei; wie weit wir in ihr vorgegangen sind, ist vollig gleich-
giiltig; ja, es wiirde geniigen, wenn wir es nur bis zur Zahl 5
bestitigt gefunden hitten; und dies konnte durch die eine
Bemerkung erledigt werden, dass -+ 5N3, &= 3NbH ist.

Wire das Fundamentaltheorem nicht allgemein richtig,
dann miisste es eine Grenze T geben, bis zu welcher es gilt,
wihrend es bis zur nichst hoheren Zahl 7+ 1 nicht mehr
gilte. Dies aber heigst nichts anderes als: es sind zwei Prim-
zahlen gegeben, deren grossere T 41 ist, und welche mit
einander combinirt dem Fundamentaltheoreme sich wider-
sprechend verhalten, wihrend alle beliebigen anderen, zu je
zwel genommenen Primzahlen, falls sie nur beide kleiner
bleiben als 7 - 1, dem Fundamentaltheorem unterworfen sind.
Hieraus folgt, dass die Sitze aus § 131, 132, 133 bis zu 7T
gleichfally statt haben werden. Wir wollen jetzt zeigen, dass
diese Annahme einer Grenze nicht bestehen kann. Es kann
sowohl 7 -+ 1 verschiedene Formen besitzen als auch die
kleinere Primzahl, die mit 7"+ 1 combinirt unserer Annahme
nach dem Fundamentaltheoreme widerspricht; dieser Ver-
schiedenheit gemiss sind folgende Fiille zu unterscheiden. Jene
Primzahl bezeichnen wir mit p.

Haben 7+ 1 und p die Form 4% -+ 1, dann konnte das
Fundamentaltheorem auf zweifache Weise falsch sein, wenn
ndmlich zugleich wiire

entweder *=pR(T+ 1) und = (T4 1)Np;
oder zugleich =pN(T+1) und + (T+1)Rp.

Haben 7-+1 und p die Form 4#n -3, dann wird das
Fundamentaltheorem falsch, wenn man zugleich hat

entweder +pR(T+ 1) uwnd — (T 1) Np,
v(oder was das Gleiche ist

— pN(T-41) und + (T4 1) Rp);
oder +pN(T'+1) wnd — (T4 1) Rp ,
(oder —pR (T4 1) md + (T4 1) Np).
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Hat 74 1 die Form 4»n -4 1, und p die Form 4n -+ 3,
dann wird das Fundamentaltheorem falsch, wenn man zu-
gleich hat entweder

FpR(T 1) wnd (T 4 1) Np (oder — (7' 1) Bp);
oder
=pN (T 1) und -~ (T 1) Np (oder 4 (T4 1) Rp).
Hat 7+~ 1 die Form 4» 4+ 3, und p die ¥orm 4y -1,

dann wird das Fundamentaltheorem falsch, wemn man zu-
gleich hat entweder

G+ pR (T4 1) {oder — pN (T4 1)) nnd == (7' 1) Np;
oder

G pN (P 1) (oder — pR(T -+ 1)) und == (T 1) Bp .

Koénnte bewiesen werden, dasg keiner dieser acht Iille

eintreten kann, dann wire zugleich die Sicherheit dafiir ge-
geben, dass die Richtigkeit des Fundamentaltheorems an keine
obere Grenze gebunden ist. An diesen Nachweis treten wir
jetzt heran; weil aber einige der Fille von anderen abhingig
sind, so lisst sich die Ordoung, in welcher sie aufgeziihlt
worden sind, nicht beibehalten.

§ 137. Erster Fali., Weun 7 1==0 von der Form
47+ 1 ist, und p von derselben Form; wenn ferner
= pRa ist, dann kann nicht == aNp sein. Dieser Fall
war oben der erste.

BEs sei - p = ¢* (mod. a); dabei werde, wasg stets erreicht
werden kann, ¢ gerade und <C o angenommen, Zwei Kille
sind zu unterscheiden.

L e ist durch p nicht theilbar. Wir setzen o =p | af;
dann wird 7 positiv¥) und von der Form 4n -- 3 (d. L. von
der Form B); <« und .durch p nicht theilbar. Ferner ist
¢* =p (mod. f), d. h. pBf und deshalb == fBp nach §132, 11
(dieser Satz hat wegen p, /< o Geltung). Nun ist auch
afRp, und deshalb endlich == aRp.

IL Ist e durch p theilbar, dann sei

e=gp und ¢*=yp 4 aph, d. h. pg* =14 ah.
Bs wird % von der Form 44 -+ 3 (oder B), und zu p und ¢*

* [Da p < a ist, wiirde p — af bei positivem [ eine negative
Grisse werden und konnte also nicht = ¢* sein.]

Ostwald’s Klassiker, 122, 3
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theilerfremd.  Ferner wird pg* Rl deshalh aueh plek, und
daher (§ 182, 11) == hRp. Nun ist auch — al fip, weill
-— ah==1 (mod. p) ist; deswegen wird =z a .

§ 138, Zweiler Fall. Wenn T -1 =0 von der
Form 44 4 1 ist, und p von der Form 41 4 3; wenn
fernecr =iz p R (T4 1), dann kann weder 4 (71 Np
noch — (7=~ 1) Rp sein. Dieser Fall war ohen der finfte.

Es sel wie oben ¢* == - fa; dabei werde ¢ gerade und
< @ angenommen.

I Wenn ¢ durch p nicht theilbar ist, dann ist auch [
durch p nieht theilbar; ausserdem wird f positiv, von der
Form 45 -+ 1 (oder 4) und < a; weiter ist -+ p Rf, und folg-
lich (§ 132, 10.) auch -+ fRp. Weil aber zugleich +- faRp
ist, so wird 4~ ¢Rp und auch —aNp.

II. Ist ¢ dureh p theilbar, dann sei e == pg und [=ph.
Daher ist ¢*p =14 lha. Hierbei wird /. positiv, von der
Form 4 -+ 3 (oder B) und theilerfremd zu p und ¢* Ferner
hat man -+ ¢*p RN und also -~ pRE. Daravs entnimmt man
(§ 1382, 13.) — L Rp. Nun ist — alRp, und daher -} alRp
und — aNp.

§ 139. Dritter Fail. Wenn 7-1=a von der Form
4n 1 ist, und p von derselben Form; wenn ferner
4z pNa, dann kann nicht Z=oRp sein. (Dieser Iall
war oben der zweite.)

Wir bestimmen irgend eine Primzahl, die kleiner als «,
und fiir welehe -+ @ Nichtrest ist. Dass es solche gebe, haben
wir oben (§ 125, 129) bewiesen. Hier sind aber zwei Fille
getrennt zu betrachten, je nachdem nimlich diese Primzahl
vou der Form 47 4~ 1 oder 4un -+ 3 ist; denn es ist nicht
bewiesen worden, dass es derartige Primzahlen von jeder der
beiden Formen giebt.

I. Bs sei diese Primzahl von der Form 4n --1; sie
werde = a' gesetzt. Dann wird (§ 137%)) == o' Na und also
= dpRa. Wir kinnen daher ¢? = a'p (mod. a) setzen und ¢
als gerade und <« aunchmen. Hier sind wieder vier Iille
zu unterscheiden.

1) Es ist ¢ weder durch p moch durch o theilbar. Wir
setzen e* ==« p == af, wobel wir das Vorzeichen so wiihlen,

# [In Geuss’ Werken 1, p. 107, Z. 15 findet sich der stirende
Druckfehler: § 131, — Der Annahme nach ist ¢ Nea'; dann kann
nicht & ¢/ Ra sein, weil daraus nach § 137 folgen wiirde =t alia'].
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dass [ positiv wird. Dann ist /< a, theilerfremd zu o’ und p
und besitzt fiir das obere Zeichen die IForm 4 -~ 3 und fiir
das untere die Form 4z - 1. Der Kiirze wegen wollen wir
nun die Anzahl der Primfactoren von v, fiir die » Nichtrest ist,
mit [, ] bezeichnen. Dann wird «'p Rf, und also [a'p, ] = 0.
Folglich wird (nach § 183, 1. und 3.) [/, ¢'p] eine gerade Zahl
und daher entweder © oder 2. Folglich wird / Rest entweder
von beiden Zahlen «' und p oder von keiner. Der erste Fall
ist unmoglich. Denn == af ist Rest von «, und ferner ist
4 aNa' (nach der Voraussetzung), so dass = [Na' wird.
Deshalb muss / Nichtrest fiv heide Zahlen «' und p sein.
Wegen == afRp wird dann == o Np; w. z. b, w.

2) Ist ¢ zwar durch p aber nieht dureh &' theilbar, dann
sel e =gp und ¢*p = o' 2= ah, wobel das Vorzeichen so be-
stimmt sein moge, dass % positiv wird. Dann ist & < «,
theilerfremd zu ', g, p und /7 besitzt fir das obere Zeichen
die Form 44 -~ 3 und fiir das untere die Form 45 - 1. Aus
der mit » und mit @ bezw. muliiplicirten Gleichung

§*p=ua = ah
kann man ohne Schwierigkeit hervleiten

(a) ... pa' Ry (5).... Z=ebpRa'; (y) .. .. adliRy.

i/

Aus {a) folgt [pa’, h] =0 und deshalb nach § 133, 1. und 3.)
[, pa’]=0 (mod. 2), d. h. /o wird Nichtrest entweder von p
und o zugleich oder von keiner der beiden Grossen. Im
ersten Falle folgt aus (§), dass = apNa' ist, und da man
nach der Voraussetzung - aNa hat, auch == p Re’. Hieraus
schliesst man nach dem Fundamentaltheorem, welches ja fiir
die Zahlen p, o' gilt, die kleiner als 7'+~ 1 sind, dass == 'Ry
werde. Dies und der Umstand, dasy nach der Voraussetzung
hNp ist, fihrt (y) in Z=aeNp iber, w.z. b. w. Im zweiten
Falle ergiebt sich aus (9) 2= ap Ra’, hievaus == p Na', == o' Np.
Dies und der Umstand, dass fftp ist, lefert aus (y) == aNp;
W,z b.ow,

3) e ist durch &', aber nicht durch p theilbar. ¥iir diesen
Fall weicht der Beweis nur so wenig von dem des vorigen
Falles ab, dass er wohl Niemandem Aufenthalt verursachen
wird, der jemen begriffen hat*).

4) Es sei ¢ sowoll durch o' als durch p theilbar und
also auch durch «'p (denn wir setzen die Zahlen o', p aly

* [Hier tritt § 138 an die Stelle des § 137.]
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ungleiech voraus, weil sonst der gewiinschte Beweis dafiir,
dass aNp sei, schon in der Annahme «Na' enthalten wire).
Dann sei ¢ =ga'p wnd g*a'p =1 == al. Nun wird &< a,
zu ' und p theilerfremd und fiir das obere Zeichen von der
Form 4n -+ 3, fir das untere von der Form 4 -}-1. Man
erkennt leicht, dass aus jener Gleichung folgt

(@).... dpRhy (B).... F=ahRd; (y).... F=ahRp.

Aus diesem (¢), welches mit dem (¢} in 2) tibercinstimmt, folgt
genau wie dort, dass entweder zugleich LRy, hRa' oder zu-
gleich A Np, h Na' wird. Im ersten Falle wiirde wegen (/)
gegen die Voraussetzung aRa’; deshalb muss A Np sein; und
aus (y) folgt dann aNp.

II. Ist jene Primzahl von der Form 4 -- 3, so wird der
Beweis dem vorhergehenden so ihnlich, dass es uns iber-
fliissig erscheint, ihn herzusetzen. Fiir diejenigen, welche
ihn — was wir dringend empfehlen — fiir sich entwickeln
wollen, bemerken wir nur, dass es nach der Aufstellung einer
Gleichung von der Gestalt ¢ = bp == af (in welcher b jene
Primzahl bezeichnet) zur Durchsichtigkeit beitragen wird, wenn
man jedes der beiden Zeichen fiir sich behandelt.

§ 140. Vierter Fall. Wenn 7+ 1 =0 von der Form
4n -+1 ist, und p von der Form 4% 4 3; wenn ferner
+=pNa, dann kann weder 4~ aRp noch — alNp sein.
(Dieger Fall war oben der sechste.)

Der Kiirze wegen lassen wir auch den Beweis dieses Ialles
aus, weleher dem des dritten Ialles durchaus dhnlich ver-
1guft.

§ 141, Fiinfter Fall. Wenn 7'+ 1 =10 von der Form
45 -+ 3 ist, und p von derselben Form; wenn ferner
4 pRb oder — pNb, dann kann weder --bRp noech
— bNp sein. (Dieser Fall war oben der dritte.)

s sei p=¢? (mod. b), und dabei ¢ gerade wnd <Tb.

I Ist e nicht durch p theilbar, dann sel ¢* =p - bf;
dann wird f positiv, von der Form 47 -+ 3, <0 und zu p
theilerfremd. Ferner wird pRf, und nach § 132, 13. dann
— fRp. Hieraus und aus b/Rp entsteht — 6 Bp und also
+ bNp; w. z. b. w.

1L Ist e durch p theilbar, dann sei ¢ ==pgund ¢*p=1-4-bh.
Dabei ist » von der Form 4% -1 und zu p theilerfremd.
Aus p==g’p® (mod. h) folgt pRh wnd daraus (§ 132, 10.)
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-+ hRyp; dies lefert in Verbindung mit — 6L Rp endlich
—bRp und +bNp. W.z b. w.

§ 142. Sechster Fall. Wenn 77-+1 =10 von der Form
4n -+ 3 ist, und p von der Form 4n 4 1; wenn ferner
pRb, dann kann nicht == s Np sein. (Dieser Fall war
oben der siebente.)

Wir iibergehen den Beweis, welcher dem vorhergehenden
durchaus dhnlich verliuft.

§ 143. Siebenter Fall. Wenn 7'+ 1 =10 von der Form
4n 43 ist, und p von derselben Form; wenn ferner
+pNb oder — pRb, dann kann weder -+0Np mnoch
— bRp sein. (Dieser Iall war oben der vierte.)

Es sei — p=¢ (mod. b); e sei gerade und <.

1. Ist ¢ nicht durch p theilbar, dann sei —p=c* — b/,
dabel wird / positiv, von der Form 4n -+ 1, zu p theilerfremd
und < b (denn e ist sicher nicht grosser als b —1, p<b—1
und daher wird bf=¢e* +p < 0* — 0, & h. [ <Tb—1).
Ferner wird — p R/, hieraus (§ 132, 10.) - /Rp, und dem-
nach wegen OfRp auch hRp oder — b Np.

IL. Ist ¢ durch p theilbar, so sei

e==py und ¢*p=-—1 -4 Dh.

Dabei wird /i positiv, von der Form 44 - 3, theilerfremd zu p
und < 6. Ferner wird — p R/, hieraus (§ 132, 14.) - L R2p,
und demnach wegen 0/t Rp auch 6 Rp und — O Np. W.z b. w.

§ 144, Achter Fall. Wenn 741 =10 von der Form
4n + 3 ist, und p von der Form 4n -4 1; wenn ferner
+ pNb oder — pRbL, dann kann nicht == bRp sein.
(Dieser Fall war oben der letzte.)

Der Beweis nimmt genau den Weg, der im vorhergehen-
den Falle eingeschlagen wurde. )

Durch eine entsprechende Methode werden die Siitze
aus § 114 bewiesen.

§ 145. In den voraufgehenden Beweisen nahmen wir fiir
e stets seinen geraden Werth (§ 1537—§ 144). Es moge be-
merkt werden, dass man auch den ungeraden Werth hiitte
verwenden konnen, allein dabei hiitte man noch mehr Unter-
scheidungen einfiihren miissen. Wer an solehen Untersuchungen
Gefallen findet, der wird nicht ohne Nutzen seine Kriifte an
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der Entwickelung dieser Iille tiben. Ausserdem hiitten dabei
die Siitze iiber die Reste -~ 2 und — 2 vorausgesetzt werden
miissen. Da aber unser Beweis ohne Hiilfe jener Theoreme
durchgefiihrt worden ist, so konnen wir aus ihm eine nepe
Methode entnehmen, um jene zu beweisen. Dies ist um so
weniger zu unterschiitzen, als man die Methoden fiir weniger
direet halten kann, welche wir oben zum Beweise des Satzes
benutzt haben, dass == 2 Rest jeder Primzahl von der Iorm
8n -+ 1 sel. Von den iibrigen, auf die Primzahlen der Formen
8n -+ 3, 8n b5, 8u -+ 7 besiiglichen Sétzen werden wir an-
nehmen, sie seien durch die obigen Methoden bewiesen; nur
jenes erste 'Theorem sei durch Induction gefunden. Und diese
Induction wollen wir durch die folgenden Ueberlegungen zur
Gewissheit erheben.

Wire == 2 nicht von allen Primzahlen der Form 8n -} 1
Rest, so werde die kleinste Zahl dieser Form, fir die == 2
Nichtrest ist, gleich o gesetzt, so dass fir alle Primzahlen,
die kleiner als o sind, das Theorem gilt. Dann nehmen wir
irgend eine Primzahl <% a, fir welche o Nichtrest ist (dass
es solehe giebt, folgt leicht aus § 129). Wir setzen sie == p;
nach dem Fundamentaltheoreme wird pNa. Daraus ergiebt
sich == 2pRa. Wir setzen daher ¢*=2p (mod. o), derart,
dass ¢ ungerade und <« wird. Dann sind zwei IMdlle zu
unterscheiden.

I. Wenn ¢ nicht durch p theilbar ist, dann sei

P = 2p - aq;

es wird ¢ positiv, von der Form 8n - 7 oder der ¥orm
8 -+ 3 (je nachdem p von der Form 4n + 1 oder 472 -3
ist), < @ und durch p uicht theilbar. Alle Primfactoren von ¢
mogen in vier Clagsen verteilt werden; es gebe [/ von der
Form 8n 41, ¢ vou der Form 8n -3, /i von der I'orm
8n -4 b und % von der Form 8u -4 7. Dag Product aus den
TFactoren der ersten Clagse sel I, das aus den Factoren der
zweiten, dritten, vierten Classe bezw. &, H, K*). Nunmehr
wollen wir zuerst den Fall betrachten, dass p von der Form
4n -1 und g von der Form 8n 47 ist. Dann erkennt
man leicht, es werde 2RF, 2RK und daher pRIF, pRK,
und endlich #Rp, K Bp. Ferner wird 2 Nichtrest jedes Factors

*) Giebt es in irgend welcher Classe keinen zugehirigen FFactor,
s0 muss man an Stelle des Productes 1 schreiben.
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der ¥orm 8n -+ 3 oder 8n -5, und also wird auch p
Nichtrest jedes solchen Iactors; demnach [Fundamental-
theorem] jeder solche Factor Nichtrest von p. Iolglich wird
G H Rest fir p, wenn g - /i gerade wird, dagegen Nichtrest,
wenn ¢ -+ o ungerade wird. Allein ¢ -~ /v kann nicht ungerade
sein, denn man erkennt leicht, wenn man alle Fille aufzihlt,
dass FGHK d. h. ¢ entweder von der Iorm 8u -3 oder
8 - b wird, falls g - /r ungerade ist, was auch immer die
einzelnen /, g, i, /i sein mogen; und dies verstosst gegen dic
Annahme. Daher wird GHRp, FOOKEp, d. h. gRp und
hieraus endlich wegen aqllp gegen dic Annahme olp. —
Wenn zweitens p von der Form 4n -+ 3 ist, dann kann auf
ihnliche Art gezeigt werden, dass p R I, also I'R)p ist, ferner
— pRG und also G'Rp, und endlich, dass I - gerade und
folglich HKRp ist; daraus folgt schliesslich ¢lip, allp gegen
die Annahme.

II. Wenn ¢ duvch p theilbar ist, dann lisst sich der Be-
wels auf dhnliche Art durchfithren, und er kann von Kundigen,
fiir die allein dieser Paragraph geschrieben ist, ohne Schwierig-
keit entwickelt werden. Der Kiirze halber iibergehen wir ihn.
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Tweiter Beweis
des Fundamentaltheorems iher quadratische Reste’)

enthalten im fiinften Abschnitte (§ 262) des Werkes
Disquisitiones arithmeticae.
1801.

In dem Falle, dass fiir eine gegebene nicht quadratische
Determinante 1) nur zwei Charaktere moglich sind, wird nur
einem einzigen von ihnen ein eigentlich primitives (positives)
Greschlecht entsprechen (und dies muss das Hauptgeschlecht
sein), withrend keiner eigentlich primitiven (positiven) IForm
jener Determinante der andere Charakter zukommt. Dies tritt
bei den folgenden Werthen der Determinante ein: — 1, 2,
— 2, — 4; bei den positiv genommenen Primzahlen von der
Form 45 -+ 1; und bei den negativ genommenen der Form
4 -+ 3; endlich bei allen positiv genommenen ungeraden
Potenzen der Primzahlen von der Form 44 -1 und bei
allen Potenzen der Primzahlen von der Form 4 - 3, welche
positiv oder negativ zu nehmen sind, je nachdem die Potenz-
Exponenten gerade oder ungerade sind.®) Aus diesem Prin-
cipe kann man eine neue Methode schopfen, um nicht nuor
das Fundamentaltheorem, sondern auch die iibrigen auf die
Reste — 1, - 2, — 2 beziiglichen Sitze zu beweisen. Sie
ist von den oben angewendeten Methoden durchaus verschieden
und diirfte ihnen an Eleganz in keiner Weise nachstehen.
Wir wollen aber die Iille, dass die Determinante gleich — 4
oder gleich der Potenz einer Primzahl wird, ausschliessen,
da sie nichts Neues lehven.

Fiir die Determinante —- 1 giebt es also keine positive
Form, deren Charakter 3, 4 ist; fir die Determinante - 2
iiberhaupt keine, deren Charakter 8 wnd 5, 8 ist; fir die
Determinante — 2 kommt keiner positiven Form der Charak-
ter b wnd 7, 8 zu; fiir eine Primzahl-Determinante - p, wo
p die Gestalt 4% -+ 1 hat, oder fiir cine Primzahl-Determinante
—p, wo p die Gestalt 4n -4 3 hat, kommt keiner eigentlich
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primitiven (im zweiten Falle zugleich: positiven) Iform der
Charakter Np zu. Hieraus beweisen wir die in Frage stehen-
den Theoreme folgendermaassen:

I. Bs ist — 1 Nichtrest jeder (positiven) Zahl von
der Form 4» -+ 3. Wire nimlich — 1 Rest einer solchen
Zahl A, und setzt man —1 = B* — A (, dann wiirde (4, B, C)
eine positive Form der Determinante — 1 mit dem Charakter
3, 4; [da niimlich w==1, y =0 den Werth 4 lefert].

II. BEs ist — 1 Rest jeder Primzahl p von der Form
dn -+ 1. Denn die Form (— 1, 0, p) muss, wie alle eigent-
lich primitiven Formen der Determinante p den Charakter Lp
haben; daher ist — 1 Rp.

HI. Sowohl 42 wie — 2 ist Rest jeder Primzahl p
der Form 8# -+ 1. Denn es miissen, je nachdem » ungerade
oder gerade ist, entweder die Formen

1-—9 — 1 .
(o ) (e DY) o

9 —p Ve P9
(87 37 —‘él)’ (_ 757] 8 )

eigentlich primitive Formen [der Determinante p] werden; sic
haben daher den Charakter Rp. Folgliech ist 4 8Rp und
— 8 Rp, und demnach auch 2Rp und — 2Rp.

IV. Bs ist -+ 2 Nichtrest jeder Zahl von der Iform
8n -+ 3 und 8n -4 5. Wire niimlich ~}- 2 Rest einer solchen
Zahl A4, so gibe es eine Form (4, B, () der Determinante
-4 2, deren Charakter 3 wnd b, 8 wire. .

V. Ebensgo ist — 2 Nichtrest jeder Zahl von der
Form 8n -5 und 8n -4 7. Denn sonst giibe es eine Form
(4, B, C) der Determinante — 2 mit dem Charakter 5 wnd 7, 8.

VI. s ist — 2 Restjeder Primzahl p von der Form
8n - 3. Diesen Satz kionmen wir nach zwei verschiedenen
Methoden beweisen. Zunichst, da nach IV 4 2Np und
nach I. — 1Np, so wird nothwendigerweise — 2Rp. Der
zweite Beweis wird auns der Betrachtung der Determinante
2p geschopft. Bei ihr konnten vier Charaktere auftreten,

namlich Bp: 1 und 3,8. Rp; b und 7,8.
Np; 1 und 3,8. Np; b und 7, 8.
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Wenigstens zweien unter diesen entsprechen keine Geselilechter.
Nun besitzt (1, O, —2p) den ersten Charakter und (— 1, 0, 2y)
den vierten; deshalb sind der zweite und der dritte Charakter
zu verwerfen. Da ferner der Charvakter der Form (p, 0, — 2}
hingichtlich der Zahl 8 dureh 1 wnd 3, 8 gegeben ist, so
kann ihr Charakter hinsichtlich p nur /[7p sein; demnach ist
— 2 p. :

VIL Egist -2 Rest jeder Primzabl p von der orm
8n -+ 7. Dies kionnen wir ebenfalls durch zwei verschiedenc

Methoden beweisen. Zun#chst, da nach I und V — 1N
und — 2Np ist, so wird -~ 2Rp. Zweitens, da entweder
1= p 9 Ly
(87 i, - J '}) oder (87 ;}7 m,,z’,,i_)
o &

eine eigentlich primitive Form der Determinante — p ist (je
nachdem 4 gerade oder ungerade ist), so hat diese den Cha-
rakter [ip; folglieh ist 87p und daher 2 Rp.

VIIL Jede Primzahl p von der ¥Form 4un -1 ist
Nichtrest jeder ungeraden Zahl ¢, welche sclbst
Nichtrest von p ist. Denn wenn p ein Rest von ¢ wiire,
dann wiirde es eine eigentlich primitive Form der Deter-
minante p geben, welche den Charakter Ny hiitte.

IX. Ist irgend eine ungerade ¥ahl g Niehtregt der
Primzahl p von der Form 4n -3, dann wird —p
Nichtrest von 4. Denn sonst githe es eine positive, eigentlich
primitive orm der Determinante — p mit dem Charakter Np.

X. Jede Primzahl p von der Form 45 - 1 ist Rest
jeder anderen Primzahl ¢, weleche Rest von p ist
Wenn auch ¢ von der Form 4w -1 ist, dann folgt dies
gofort aus VHI. Ist dagegen ¢ von der i'orm 41 -} 3, dann
wird wegen Il auch — ¢ Rest von p und alse nach IX plig.

XI.. Wenn irgend eine Primzahl ¢ Rest einer an-
deren Primzahl p von der ¥orm 4un--3 ist, dann
wird —p» Rest von ¢ Ist nimlich ¢ von der ¥orm 45 -1,
dann wird nach VIII p g, und alse nach I — pRRg. Der
Tall, dass auch ¢ von der Korm 4 -~ 3 ist, entzieht sich
dieser Methode, doch ist er leicht dureh die Betrachtung der
Determinante p¢ zun erledigen. Hier konnten vier Charaktere
auftreten, némlich '

Rp; Rg. Rp; Nq. Np; Rq. Np; Ng.
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Zweien von ihnen konnen keine Geschlechter entspreehien; da
nun (1, 0, —pq), (—1,0,pq) Formen mit dem ersten und
vierten Charakter sind, so kann zum zweiten und zum dritten
Charakter keine eigentlich primitive Form der Determinante pg
gehoren. Nun ist der Charakter der Iform (g, 0, — p) bexziig-
lich der Zahl p nach der Aunnahme Rp; folglich muss der
Charakter derselben Form beziiglich der Zahl ¢ g sein;
somit ist — pLlg; w.z b, w.

Setzt man in den Siitzen VI und IX ¢ als Primzahl
voraus, so geben sie, mit X wnd X1 verbunden, das IFnn-
damentaltheorem.
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Neuer [dritter] Bewéis
eines arithmetisehen Satzes [des Fundamentaltheorems]’)

verdffentlicht in den
Commentationes societatis regiae scientiarum Gottingensis

Vol. XVI; Gottingae 1808.

(Werke, Band II; p.1—8.)

§ 1. Iiiufig bieten Fragen der hoheren Arithmetik eine
merkwiirdige Erscheinung, welche in der Analysis bei weitem
seltener auftritt und viel dazu beitrigt, den Reiz, der von der
hoheren Arvithmetik ausgeht, zu erhghen. Wihrend man nim-
lich bei analytischen Untersuchungen meistens nur dann zu
neuen Wahrheiten gelangen kann, wenn man vorher die Prin-
cipien, auf welche sie sich stiitzen und welche gewissermaassen
den Weg zu ihuen erdffnen, vollstindig beherrscht, so springen
im Gegensatze dazu in der Arithmetik iiberaus hinfig die ele-
gantesten Siitze mit Hiilfe der Induction durch gewissermaassen
unerwarteten Gliicksfall heraus, wihrend ihre Beweise so tief
versteckt liegen und in solche Dunkelheit gehillt sind, dass
sie aller Versuche spotten und selbst den scharfsinnigsten
Forschungen sich entziehen. IFerner ist der Zusammenhang
zwischen arithmetischen Wahrheiten, die beim ersten Anblick
von durchaus verschiedener Natur erscheinen, so gross und so
wunderbar, dass man nicht selten bei ganz anderen IForschungen
endlich das Glick hat, auf vollig unerwartetem Wege einen
Beweis zu finden, den man stark ersehnt und trotz langen
Nachdenkens vorher stets vergeblich gesucht hatte. Hiufig auch
sind soleche Wahrheiten der Art, dass man auf mehreren vollig
von einander verschiedenen Wegen zu ihnen gelangen kann,
und dags die zuerst eingeschlagenen nicht immer die kiirzesten
gind. Bs ist deshalb freudig zu begriissen, wenn es gelingt
eine Wahrheit, die man zuniichst lange vergeblich tiberdacht
und dann auch nur auf versteckter liegenden Umwegen hat
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beweisen konnen, endlich auf einfachstem und naturgemiissem
Wege darzulegen.

§ 2. Unter den I'ragen, von welchen wir im vorher-
gehenden Paragraphen gesprochen haben, nimmt der Satz eine
hervorragende Stelle ein, den wir, weil er fast die gesammte
Theorie der quadratischen Reste in sich fasst, im vierten Ab~
schnitte der Disquisitiones arithmeticae durch den Namen
> Fundamentaltheorem« ausgezeichnet haben. Als erster Ent-
decker dieses iiberaus eleganten BSatzes muss Legendie an-
gesehen werden, nachdem lange zuvor die hochbedeutenden
Geometer Fuler und Lagrange schon mehrere besondere IMille
dieses Satzes durch Induction entdeckt hatten*). Ych verweile
hier nicht bei der Aufzihlung der Versuche dieser Minner,
den Beweis zu liefern; wem es Vergniigen bereitet, der moge
das oben erwithnte Werk nachlesen. Ks moge nur zur Be-
stitigung des im vorigen Paragraphen Behaupteten gestattet
sein, auf meine eigenen Versuche Bezug zu nehmen. Auf den
Satz selbst kam ich vollig selbstindig im Jahre 1795, zu einer
Zeit, da ich mich in volliger Unkenntniss iiber Alles befand,
was in der hoheren Arithmetik bereits erreicht worden war,
und zugleich nicht die mindesten litterarischen Hiilfsmittel be-
sass. Ein ganzes Jahr lang quilte mich dieser Satz und ent-
zog sich den angestrengtesten Bemithungen, bis ich endlich
den im vierten Abschnitte jenes Werkes gegebenen Beweis
erlangte. Spiiter stiess ich dann auf drei andere, welche sich
auf vollkommen verschiedenen Principien aufbauten; den einen
derselben habe ich schon im finften Abschuitte behandelt; die
iibrigen, welche jenem an Kleganz in keiner Weise nachstehen,
habe ich mir fiir eine andere Gelegenheit zur Verdffentlichung
aufgespart. Wiewohl aber alle diese Beweise jeder Anforderung
an Strenge geniigen, so sind sie doch aus gar zu weit abseits
gelegenen Quellen hergeleitet, ansgenommen vielleicht der erste,
der dafiiv wieder mit schwierigeren Schlussfolgerungen vorgeht
und mit weitlinfigen Operationen belastet ist. Ich stehe nicht
an, auszusprechen, dass bisher ein naturgemiisser Beweis nicht
beigebracht worden ist. Jetzt mogen Sachverstindige darviiber
urtheilen, ob der auf den folgenden Seiten behandelte, den
wir neulich zu entdecken so gliicklich waren, mit dieser Be-
zeichnung belegt zu werden verdient.

*) [Vgl. Anmerkung 1.]
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& 3. Lehrsatz. ks moge p eine positive Primzahl

und & eine durch p nieht theilbare beliebige Zahl
sein; ferner

A der Complex der Zahlon 1,2, 3, .. .. 4(p—1)
B der Complex der Zahlen L{p -+1), 1(p 4 3),
}2(7’ + 0)7 oo —1.

Wir bestimmen die kleinsten positiven Reste modulo p
der Producte aus & in die einzelnen Zahlen A; diese
werden offenbar simmtliech unter einander ver-
schieden sein und theils zu A theils zu 5 gehidren.
Setzt man nun voraus, dass u dieser Reste zu B ge-
horen, dann wird & quadratischer Rest oder Nicht-
rest von p, je nachdem u gerade oder ungerade ist.

Beweis. Die zu 4 gehorigen Reste bezeichnen wir mit
a,a'y " ... und die iibrigen, die zu B gehoren, mit b, 0, 0" .. . ;
dann ist es klar, dass d1e Complememe d]eSBI letz ten v b,
p—20, p—20", ... simmtlich von den Zahlen «, a,', a'y ...
verschieden sind, und dass sie mit diesen zusammengenommen
den Complex .4 geben. Wir haben folglich

1.2.3. ... Yy—1)=qada

p =B — 0 p—1") L
Dag zweite Product wird offenbar mod. p
= (—1)aa'a".. 000" ...

Uk, 2k, Bk L (p— 1)k
= (—14 -1 2.3

\
(17 — 1.

e \H

Folglich wird ‘
— st
1 :(~ e )

d b Kr(@=1) = == 1, je nachdem i gerade oder ungerade
ist. Hieraus ergiebt smh sofort unser Lelnsai/,. Vel 8. 11].

§ 4. Man kann die folgenden Schiiisse durch Einfithrung
gewisser gecigneter Bezeichnungen sehr abkiivzen. Dag Bym-
bol (I, p) soll uns die Menge derjenigen Producte unter

Loy 208, B0k, oo F(p—1)k

angeben, deren kleinste positive Reste modulo p grosser sind

als ]? Weun ferner = irgend eine Grosse bezeichnet, welcho

nieht ganz ist, dann driicken wir durch das Zeichen [z] die
niichst kleinere ganze Zahl aus, so dass @ — [x] stets eine
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positive, zwischen den Grenzen O und 1 gelegene Grisse wird.
Mit leichter Mihe kann man die ﬁrol%nd@u Relationen ent-
wickeln.

i

1 [z 4= [ —5~ I, ’all% I ganz ist,

UL o) -F [ —a] = // —1.

IV. Wenn 2 -—[2] ein Brueh ist, der < 4 bleibt, dann
wird [2¢] — 2{z] ==0; weunn dagegen x -— (@] >> L wird, dann
ist [2 x) —2z] == 1.

. Liegh daher der kleinste positive Rest von /i modulo p

unterhalb 1 p, dann wird ‘»~l-_2[ }:O; liegt cr aber
2 P

20 ]
oberhalb }Lp, daun wird i Lj —— Q{i} ==
) P p
VI, Hieraus folgt sofort

R 2/ . ‘4/ _§EL]‘ Y

v -
N fﬂ Q1.7

_ 2{]} “’“} _ 2[‘1’5} U
/22 B R R Y7

VIL Aus VI und § leitet man ohne Miihe

() (= k) = 4(p 1)

her, Hieraus folgh, dass -- [ hinsichilich des quadratischen
Rest- oder Nichtrestcharakters die gleiche oder die entgegen-
gesetzte Beziehung zu p hat wie %, je nachdem p von der Form
4y -1 oder von der ¥orm 4n -3 ist. Im ersten Falle ist
offenbar -— 1 Rest und im zweiten Nichtrest von p.

VI Die in VI hergeleitete Formel transformiren wir
folgendermaassen. Mach III wird

P L (L a1 ]
72 R T

i!j b /}_7_ _ {57;‘
o R TR

. . T T e
Wenn man diese Substitutionen auf die »ﬂ—:l—v letzten Glieder

-

der oheren Reihe jenes Ausdruckes anwendet, dann erhilt man 10)
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erstens, falls p von der Form 4n -1 ist,

[k 35 3 (p—8) k] \
kyp)=%k—1 ')—~A1—2{v—}— R e
(k, p) ( )2 ) N Ty I
._ﬂfm?fﬂ“,_ﬂ&ﬂ%}w
1171 R 7 s i |
zweitens, falls p von der Form 4n -3 ist,
AT Y Lp— 1)k
) =1 =) 1) =2 | 2o [

ll
=
.
—

MK, {2k Lp-—1)k
\LJ+{P] I[ o

IX. In dem besonderen Falle b ==2 folgt aus den eben
aufgestellten Formeln [da alle Summanden in den geschweiften
Klammern Null werden, weil ihre Argumente echte Briiche
sind], (2, p) ==1(p -+ 1), indem man das obere oder das untere
Zeichen nimmt, je nachdem p ven der Form 4» +4-1 oder
443 ist.  Bs wird also (2, p) gerade und folglich 2Rp,
falls » von der Form 8n -1 oder 8n 47 ist; dagegen
wird (2, p) ungerade und folglich 2 Np, falls p von der Form
85 -+ 3 oder 8n -5 ist.

§ 5. Lehrsatz. Es sei « eine positive, nicht ganz-
zahlige Grosse, unter deren Vielfachen z, 2z, 3x, ...
bis zu nz keine ganze Zahl vorkommt; wird [na] =1/,
gesetzt, so sehliesst man leicht, dass auch unter den

. ; . 1 2 3 .
Vielfachen der veciproken Grosse —, —, —, ... bis

z a w
I . . . "
zu - keine ganze Zahl sich findet. Dann behaupte
@
ich, dass man hat

@) 4 [22) + [30] 4 - + [n4]

M R E R

Beweis, In der Reihe [2] -+ ([2a) 4 [Ba]-- ...+ [nz],
die wir = £ setzen wollen, werden alle Glieder vom ersten

=nh.

ten
bis zum [—] inel, offenbar == 0; die darauf folgenden bis
x
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2'ten 3 ten

Zum [El insgesammt == 1; die folgenden bis zum [,]
x

e R B T
Y N e R
ey
:hn——[%—[é]_{%]_ . __[gJ, w. 2. b, w.

§ 6. Lehrsatz. Bezeichnen £, p irgend weleche posi-

tive, ungerade, zu einander theilerfremde Zahlen,
dann wird

e

S b o R e

Beweis. Setzt man, was angeht, &< p voraus, dann wird

Lip —1)i
bp— 1)k <4k aber > 1 (k—1) und also

v (p— 1)1
Tp—1)k
[ pp A]*

Hiernach ist klar, dass der eben ausgesprochene Lehrsatz aus

—

=1 (k—1)(p—1).

(k—1).

(S5

k
dem vorhergehenden sogleich folgt, wenn man dort - =u,

P
1(p—1)=mn und also {(k —1) =" setzt.

Man kann iibrigens auf dhnliche Weise zeigen, dass, wenn %
eine gerade zu p theilerfremde Zahl ist, dann

Bl R |

N oy [T
S R

Ostwald's Klassiker. 122, 4
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wird. Jedoch verweilen wir nicht bei diesem Satze, da er fiir
unseren Zweck nicht nothwendig ist.

§ 7. Jetzt fliesst aus der Zusammenstellung des letzten
Lehrsatzes mit dem Satze VIIL, § 4 sofort das Fundamental-
theorem. Bezeichnen n#mlich %, p irgend welche positiven un-
gleichen [ungeraden] Primzahlen, und setzt man

(k, p) + [7—“] + [3’1] + [53—’3] et [i(i‘};i)ﬁj 1,

P P P
T I T =

so folgt aus § 4, VIIL., dass L und M stets gerade Zahlen
werden. Aus dem Lehrsatze des § 6 folgt

LA M= (k,p) + (p, B) + 4 (k- — 1) (p — 1)

So oft also 1(k—1)(p —1) gerade wird, d. h. wenn %, p
beide oder wenigstens eine dieser Zahlen von der Form
4n -1 ist, miissen (k, p) und (p, k) entweder beide gerade,
oder beide ungerade sein. So oft dagegen % (k —1)(p —1)
ungerade wird, d. h. wenn %, p beide von der Form 4n 43
gind, dann muss nothwendigerweise von den beiden Zahlen
(k, p), (p, k) die eine gerade und die andere ungerade werden.
Im ersten Falle sind die Relationen von % zu p und von p
zu % (hinsichtlich des Charakters als Rest oder Nichtrest der
einen in Beziehung auf die andere) mit einander identisch; im
zweiten. Falle sind sie einander entgegengesetzt.
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enthalten in der Abhandlung:

Summirung einiger merkwiirdigen Reihen.!!)

Veritffentlicht in den

Commentationes societatis regiae scientiarum Gottingensis

recentiores.

Vol. I; Gottingae 1811.

(Werke, Band II; p. 9—45.)

§ 1. Unter den bedeutsameren Wahrheiten, zu welchen
die Theorie der Kreistheilung den Zugang erdffnet hat, gebiihrt
sicher micht die letzte Stelle der in den »Disquisitiones arith-
meticae« § 356 gelieferten Summation, und zwar nicht allein
wegen ihrer ganz besonderen Eleganz und jhrer wunderbaren
Fruchtbarkeit, die in einer spiteren Abhandlung ausfithrlich
darzulegen Gelegenheit sein wird, sondern auch deswegen,
weil ein strenger und vollstindiger Beweis auf ganz unge-
wohnliche Schwierigkeiten stosst. Diese liessen sich um so
weniger erwarten, als sie nicht eigentlich dem Theoreme selbst
anhaften, sondern vielmehr einer gewissen Kingrenzung des
Lehrsatzes; vernachlissigen wir diese, dann liegt der Beweis
sofort auf der Hand; er fliesst auf die einfachste Art aus der in
jenem Werke dargelegten Theorie. Der Lehrsatz ist dort in
der folgenden Form auseinander gesetzt. Bedeutet n eine
Primzahl; bezeichnet man alle quadratischen Reste von #, die
zwischen 1 und (#—1) incl. liegen, unbestimmt dureh o;

alle zwischen denselben Grenzen liegenden Nichtreste durch b;
()

endlich den Bogen 36

durch &, und durch % eine beliebige
aber bestimmte, durch #» nicht theilbare Zahl, so wird
4%
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L fir einen Werth von 7, der die Form 44 -4 1 hat,

Scosakw—IScosbhow == Vs
Ssinakw =0,
= gin b]L(L)::O,

IL. fiir einen- Werth von », der die Form 44 - 3 hat,

(N

Seosakw=——

3
Jeosbhw=—1,
Ssinako === 4Vn,
Ssinbko="F4Vn,
Ssinako — Ssinbko==Vn

Diese Summationen sind a. a. O. in aller Strenge bewiesen;
so dass nur die Schwierigkeit zuriickbleibt, das Zeichen zu
bestimmen, welches der Wurzelgrosse vorgesetzt werden muss.
Ohne jede Mithe lisst sich zeigen, dass dieses Zeichen nur
in so fern von % abhiinge, als stets fiir alle Werthe von £,
welche quadratische Reste von % sind, ein bestimmtes.
Zeichen; und fiir alle Werthe von %, welche quadratische
Nichtreste von # sind, das jenem entgegengesetzte Zeichen
gilt. Daher dreht sich die ganze Aufgabe um den Werth
k=1; und es ist klar, dags, sobald man nur das fiir diesen
Werth geltende Zeichen gefunden hat, fiir alle tibrigen Werthe
von k die Zeichen sofort bekannt sein werden. Diese Anf-
gabe scheint beim ersten Anblicke zu den leichteren zu ge-
hoven; gleichwohl stiessen wir dabei auf unvorhergesehene
Schwierigkeiten, und die Methode, welche uns bis dahin ohne
Hindernisse gefiihrt hatte, ldsst uns weiterhin vollkommen im
Stiche *).

§ 4. In allen berechneten Beispielen erhilt die Wurzel-
grosse das positive Vorzeichen; daraus entspringt eine starke
Wahrscheinlichkeit, dass dies sich iiberhaupt so verhalten
werde. Aber der Beweis dieser Thatsache lisst sich aus den
a. a. O. gegebenen Grundsitzen nicht herleiten und ist mit
vollstem Rechte als viel tiefer liegend anzusehen. Der Zweck

*) [Die §§2 und 3, in denen nach einigen allgemeineﬁ Be-
merkungen numerische Beispiele durchgefiihrt sind, habe ich der
Kiirze halber unterdriickt.]
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dieser Abhandlung ist, einen strengen Beweis dieses hochst
eleganten Satzes bekannt zu geben; wir haben einen solchen
frither mehrere Jahre hindurch auf verschiedeme Arten, aber
stets vergeblich, zu fithren gesucht und ihn endlich durch
eigenthiimliche und ziemlieh versteckt liegende Betrachtungen
gliicklich zu Stande gebracht. Zugleich werden wir das
Theorem selbst ohne Verminderung, ja sogar mit Erhohung
seiner Eleganz in bei weitem grosserer Allgemeinheit darlegen.
Schliesslich werden wir den merkwiirdigen, sehr engen Zu-
sammenhang zwischen dieser Summation und einem anderen
iiberaus wichtigen arithmetischen Theoreme zeigen. Wir hoffen,
dass diese Untersuchungen nicht nur um ihrer selbst willen
den Mathematikern willkommen sein werden, sondern dass sich
auch die Methoden ihrer Beachtung werth zeigen, durch welche
dies Alles erlangt werden konnte und die auch bei anderen
Gelegenheiten sich niitzlich erweisen diirften.

§ 5. Unser Beweis griindet sich auf die Betrachtung einer
merkwiirdigen Art von Reihen, deren Glieder von Ausdriicken

der Form
(1 x?)b} (1_xm -—7“3_(1___‘%’!7l—-2) . (1____.,[/.’"}—‘”4“1)
l—w (1—0a*) (@P1—2) .... (1-—24

abhingen. Der Kiirze halber bezeichnen wir einen solchen
Bruch durch (m, ¢) und wollen zuniichst einige allgemeine
Bemerkungen iiber derartige I'unctionen voranschicken.

I. Falls m eine ganze Zahl und kleiner als w ist, ver-
schwindet offenbar die Function (m, u), da sie im Zihler den
Faetor 1 — 2° enthiilt. Fiir m = u werden die Factoren des
Zihlers in umgekehrter Reihenfolge identisch mit denen des
Nenners, so dass (i, u) =1 ist; endlich hat man fiir den

Fall, dass m eine ganze positive Zahl und grosser als u ist,
die Formeln

et =T 1, ),
1 — U2 1 — M1
(U+27.“):( (f—r))((l—i;) ):(f‘+272)7
. (1 __ﬂt-l—:&) (1_~x,u+2) (1__xf.t+'1) -
(!L—{—?),@l)—— (1__95)(1__332) (1____933) ’-<\“+373)7"’

und allgemein
. ’ (m, 1) == (m, m — u).
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II. Ferner erkennt man leicht, dass allgemein

myu41)=(m—1, 414"~ 1 (m—1,u
wird, so dass man also auch
(m—1, 0 41)=(m—2, p41) L™ *2 (1p—2 u),
(m— 2, u-++1)=(m— 3, u+1) 4 ™13 (m—3, u),
(m—8,u+1)=m—4 1)z "4 (m—4 u),...
setzen darf. Diese Reihe kann bis zu

(+2u+1)=(ut+1,u+1)+au+1, 4
== (1, ¢) + (41, y)

fortgesetzt werden. Wenn m eine positive ganze Zahl und
grosser als w -1 ist, dann wird demnach

(my 1) = (, ) + 2 (0 + 1, 1) + 2* (0 + 2, 1)
H2® (43, ) T g — 1 ).

Hieraus ervsieht man, dass, wenn fiir irgend einen be- -
stimmten Werth von u jede Funection (m, u) ganz ist bei
positivem ganzen m, dann auch jede Function (m, o - 1)
ganz wird. Da nun unsere Annahme fir pw =1 statt hat, so
gill sie auch fir w==2, deswegen dann auch fiir u=3,
u. 8. f., d. h. es wird allgemein fiir jeden beliebigen ganzen

positiven Werth von m die Funetion. (m, u) ganz, d. h. das
Product

(1 . xm) (1 . xm—a) (1 . mm-—a) L (1 __mm-—‘u+1)
wird theilbar durch
A—z)(1—a?) (1 —a*. .. 1—aM).
§ 6. Wir betrachten nun zwei Reihen, die uns beide zum
Ziele fihren konnen. Die erste Reihe lautet
1—a" (1—a™ 1 —a"?
11—z (1—a (1 —a?)
(1 —a™) (1 — a™=1) (1 —a™m—2)
(=) (i—a) 1 —a)

1 —

oder

1 — (m, 1) 4 (m, 2) — (m, 3) + (m, 4) — + + -}

b

wir bezeichnen sie der Kiirze halber mit f(x, m). Zunichst
ist es sofort ersichtlich, dass diese Reihe, falls m cine ganze
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positive Zahl ist, nach dem (m - 1)tn Gliede (welches = = 1
wird), abbreche, so dass in diesem Falle die Summe eine
endliche ganze Function von « wird. Ferner zeigt § 5, 1L,
dass fiir jeden Werth von m allgemein
1=1

— (my 1) =—(m—1,1) —a™™*,

4 (m, 2) =+ (m—1,2) 4 a™ " (m—1,1),

—(m, 8)=—(m—1,3) —a™ 3 (m—1,2),...

gilt, und daher wird
flao,m)=1—am = —(1—a™" %) (m —1,1) 4 (1—a™"%) (m—1, 2)
— (=™ Y (m—1,8)4 - -+
Offenbar ist aber
(1 —a™ ) (m—1,1) = (L —a™") m — 2, 1)

(1—a" %) (m—1,2)=(1—2a™") (m— 2: 2)

1 —a™ Y (m—1,3)=1—a™ " (m—23),...
und daraus erschliessen wir die Gleichung
(1) Flo, m) = (1— =) (e, m — 2).

§ 7. Da fir m=0 sich f(x, m)=1 ergiebt, so wird

nach der soeben gefundenen Iormel

fl#,2)=1—u,

fla,4)=1—a) (1 —a’), )

lo, 6) = (1 —a) (1 —a%) (1 — a7,
flz,8)=1—a) (1""373) l—a)(1—a7),...
oder allgemein fiir irgend welchen geraden Werth von m
2) flo,m=1—2z)(1—a®) 1 —2a%)...(1—a™")

Fiir m =1 wird dagegen [ (x, m)= 0, und daher ist auch

[z, 3? =0,
flx,5)=0,
flw,7)=0,...
oder allgemein fiir irgend welchen ungeraden Werth von m
flw,m)=20.

Uebrigens hitten wir diese letzte Summation auch daraus
ableiten konnen, dass in der Reihe

1—(m, 1) 4 (m, 2) — (m, 3) 4+ -+ 4= (m, m — 1) — (m, m)
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das letzte Glied sich gegen das erste hebt, das vorletzte gegen
das zweite, u. s. f.

§ 8. TFiir unseren Zweeck gentigh zwar der-Fall, dass m
eine positive ungerade Zahl ist, aber wegen der Higenart der
Verhiltnisse wird es nicht unangebracht sein, auch Einiges
iiber den Fall hinzuzufiigen, in welchem s gebrochen oder
negativ ist. Offenbar wird dann unsere Reihe nicht mehr ab-
brechen, sondern ins Unendliche fortgehen; da man ausserdem
leicht einsieht, dass sie divergent wird, wenn man dem x
einen Werth <7 1 giebt, so muss man die Summation auf
Werthe von x, die grosser als 1 sind, beschréinken.

Naeh der Formel (1) aus § 6 haben wir

1
f<w7_2): 1
1
x
1 1
f(x,———zl): 1 17
11— 11—
X X
1 1 1
i, — 8 =t T T
l—— 11— —_——
X X x®

so dass der Werth der Funetion f(x, m) auch fir einen nega-
tiven, ganzen, geraden Werth von  in endlicher Form dar-
stellbar ist. Fiir die iibrigen Werthe von 7 dagegen wandeln
wir die Function f(z, m) auf folgende Art in ein unend-
liches Product um.

Wichst 22 ins negativ Unendliche, dann geht f(x, m)
iiber in
1 1 1 1 1 1
L+ + T 128 —1

r—1 " o—1 @ —1 " w—1

_l_....b

Diese Reihe ist daher dem unendlichen Producte

1 1 1 1

gleich, Weil ferner allgemein [nach § 6, (1)]
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[, m) = flz,m —24) . (1 —a™ ") (L—a™?) (1 —a™7") ...
(1 . xm~—2)+1)
gilt, so wird
f (@, m) = f(x,—00) - (1—a™") (L —a™%) (1—a™3) . ..
L gM=l {_M=38 M5 {1

S A3 I g —gpt

es ist offenbar, dass die Factoren schliesslich bestéindig mehr
und mehr zur Einheit hin convergiren. ‘
Besondere Aufmerksamkeit verdient der Fall m = — 1;
hier wird
flo,— 1) =142 ' Fa 3+ Fa=" 4 ...y
und dies wird sonach gleich dem unendlichen Producte
1—z=2 1—g~* 1—ao "¢
11—~ 1—g~% 1—a—°
Schreibt man nun z statt = —*', so entsteht
11— 1—2" 1 —2a 1—2f
T 1l—2z 1—d 1—a® 1—aT

B e S A AR S

Diese Gleichung zwischen zwei merkwiirdigen Ausdriicken
ist recht beachtenswerth; ich werde bei andever. Gelegenheit
auf sie zuriickkommen. ‘

§ 9. An zweiter Stelle ziehen wir die Reihe

31 —a™ (1 —2a") (1 —a""")
B T e =
% (1 . wm) (1 — xm—rx) (1 I xm—g)

L e —— T p——

oder
3
"]

14 o (my 1) 4 @ (m, 2) 4 a* (m, ) 4+ a* (m, 4) 4+ - - -,

die wir durch F(x, m) bezeichnen wollen, in Betracht. Wir
werden diese Untersuchung auf den Fall beschrinken, dass m
eine ganze positive Zahl ist, so dass auch diese Reihe be-

stindig mit dem (m - 1)tn Gliede, welches = @*" (i, m)
ist, abbrechen wird. Da

(mym) =1, (m,m —1)= (m, 1), (m,m—2)=(m,2), ...

wird, so kann ungere Reihe auch so dargestellt werden:
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7, m) == 3™ - g =1) (1, 1) 4 a2 (M =2) (i 2)

A ar(m=3) (1, 3) 4 . -
Demnach wird tm, 8)
(14w ™), P, m) =1 (m, 1) 42 (m, 2) 428 (m,3) 4 - - -
ot a4 ™ (1) . A2 (my 2) 4
Nun hat man (§ 5, II)

)
(m, 1) 4+ 2™ = (m + 1, 1),
(m, 2) 4 2™ =" (m, 1) = (m + 1, 2),
(m, 8) 4+ 2™~ (m, 2) = (m + 1, 3), ...,
und daraus entspringt

(3) (1 4 a2™*3) Flo, m) = Flz,m 4+ 1).
Es ist aber F(z, 0) =1; demgemiiss wird
Plo, 1) =14 ab
Pz, 2) = (1 + o) (1 4 )
Fle, )= (1 +a%) (1 +a) (1 4a3), ...
oder allgemein
(4)  Flo,m)= (14 a%) (1 +a) (1 +a3) ... (1 aih).

§ 10. Nach Erledigung dieser vorbereitenden Unter-
suchungen treten wir unserer Aufgabe nither. Da fiir einen
Primzahlwerth » die Quadrate 1, 4, 9, ... (4(n — 1))? simmt-
lich unter einander incongruent modulo # sind, so ist es

klar, dass ihre kleinsten Reste nach diesem Modul mit den
Zahlen ¢ identisch sein miissen; demnach hat man

T cos akw = cos kw ~+ cosdkw -+ cos Okw 4+ - - -
“+cos(3(n—1))*kw,
Ssinakw=sinkw -+ sindkw -+ sin 9%kw 4 - - -
-+ sin (4 (n — 1))* ko,
Da ferner dieselben Quadrate 1, 4, 9, .... ({(» —1))? in um-
gekehrter Ordnung den folgenden (§(n - 1))%, (4(n -+ 3))%
(L(n—+ 5))% ... (n—1)* congruent sind, so sind auch

Scosakw=-cos (§(n—+ 1)) ko +cos ({(n + 3))* ko 4 - - -
+ cos (n — 1)*kw,
Ssinako=sin({(n+ 1) ko 4 sin(§ (v 4+ 3))* ko + - - -
“+sin (n —1)*ho .
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Setzt man daher

T=1-coskw-cosdkw-+ cos9kw -+ - 4 cos(n—1)kw,
U= sinkw-tsindkw—4sin9kw 4+ - - +sin(n—12kw,
so wird 14+23cosakw =T,

S sinako = U.

Hieraus erhellt, dass die in § 1 vorgelegten Summationen
von denjenigen der Reihen 7 und U abhingen. Wir lassen
deshalb jene bei Seite, richten unsere Untersuchung auf diese
und werden sie in solcher Allgemeinheit durchfiihren, dass
wir sie nicht allein fir Primzahlwerthe von 7, sondern auch
fiir alle zusammengesetzten Werthe erledigen. Dagegen nehmen
wir % stets als zu » theilerfremd an; auf diesen Fall lasst
sich nimlich ohne Miihe derjenige zuriickfithren, in welchem %
und # einen gemeinsamen Theiler besitzen.

§ 11. Wir wollen die imaginiire Grosse ¥ — 1 mit 4 be-
zeichnen und setzen
cos kow 4 isinkw =7,
dann wird +® =1, d. h. » eine Wurzel der Gleichung
M —1=0.
Man erkennt leicht, dass alle Zahlen %, 2k, 3k,.... (n— 1)k

durch 7 nicht theilbar und unter sich incongruent modulo #
sein werden. Folglich werden die Potenzen

2 g3 =1
L,r,r%,0% 000

simmtlich wungleich. Da aber eine jede der Gleichung

2" — 1 =0 geniigt, so liefern diese Potenzen alle Wurzeln
der Gleichung " — 1 =0.

Diese Schliisse wiirden nicht gelten, wenn /% einen gemein-
samen Theiler mit » hitte. Ist nimlich » ein golcher ge-

meinsamer Theiler, dann wiirde k.:% durch 7 theilbar, und

n

folglich eine niedrigere Potenz als +”, ndmlich r» der Einheit
gleich. In diesem Falle konnen die Potenzen von r hochstens

%Wurzeln der Gleichung 2" — 1 = 0 liefern, und zwar

5
werden es in der That so viele Wurzeln, wenn » der grosste
gemeinsame Theiler der Zahlen %, # ist. In unserem Falle,
in dem % und » als theilerfremd angenommen sind, wird man
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passend von einer primitiven Wurzel*) der Gleichung
2" — 1 =0 reden; dagegen in dem anderen Ialle, in welchem
k und % als (grossten) gemeinsamen Theiler » haben, soll »
eine nichtprimitive Wurzel jener Gleichung genannt werden

es ist klar, dass dann » eine primitive Wurzel der Gleichung
n

x? — 1 =0 werden wiirde. Die einfachste nichtprimitive
Wurzel ist die Einheit; im Falle # eine Primzahl ist, giebt
es weiter keine nichtprimitiven Wurzeln.

§ 12, Setzen wir nun

We=14r—rt 44 ... +7.(7l—1)2,

so wird offenbar W =T 40U, so dass 7 der reelle Theil
von W ist und U aus dem imaginiren Theile von W durch
Unterdriickung des Iactors ¢ hervorgeht. Unsere gesammte
Aufgabe reducirt sich daher auf die Bestimmung der Summe 7.
Zu diesem Zwecke kann sowohl die in § 6 betrachtete, wie
die in § 9 summirte Reihe verwendet werden. Fir den Fall,
dass n gerade ist, wird die erste weniger geeignet sein. Trotz-
dem wird es, wie wir hoffen, dem Leser angenehm sein, wenn
wir den Fall, in welchem # ungerade ist, nach beiden Methoden
behandeln.

Wir wollen also zuniichst voraussetzen, » sei eine ungerade
Zahl; 7 bezeichne irgend ecine primitive Wurzel der Gleichung
2" —1=0. In f(z, m) setzen wir x =1+ und m =n — 1.
Das giebt offenbar

1—am™ 1 —yp!

o e A
= = )

1—ux 1—
{ g1 1 __p—2 L,
Iy T i T T
{—gm—2 | — 3 .,

R 5 ! P
11— 11—

bis zu v
11— 1 — ™

-——-—-—T—.__-———————:—7
1 — g 1 — gt

(Bs wird nicht tiberfliissig sein, daran zu erinnern, dass diese
Gleichungen nur so lange gelten, als 7 eine primitive Wurzel
* [Gauss gebraucht die Bezeichnung »radix propria«und

»impropriac«. Wir haben die jetzt allgemein iiblichen Be-
nennungen >primitive« und >nichtprimitiv« beibehalten,]
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ist; wire nimlich » eine nichtprimitive Wurzel, dann wiirden
mehrere der Briiche unbestimmt werden, da Z#hler und Nenner
derselben gleichzeitig verschwinden).

Hieraus leiten wir die folgende Gleichung ab
flrym— =14~ =3y~ ... | p—g=—1)n
=1 —7) (1 —») (1 —9%) . .. (1—2"72.

Dieselbe Gleichung wird auch dann gelten, wenn #* fiir 7
eingesetzt wird, wobei A irgend eine ganze, zu # theilerfremde
Zahl bedeutet, weil dann auch ## eine primitive Wurzel der
Gleichung 2" — 1 =0 wird. Schreiben wir also " ~? oder,
was das Gleiche ist, » — % statt », so wird
1 +7,.2_|_7.<s+7.m+ . +7,(71-1)n

=1 — ) (L — ) (L — =) (1 — T2,
Beide Seiten dieser Gleichung multipliciren wir mit

oot gd =2 — 1,,%(11~1)27

dann entsteht, wegen

2= T—}(n—a)‘l’ pa=0n+tn=-02 __ d(n+1)?
g6 T (—=1)? — ph (= 5)27 p=2)(n—1)+4 (m—1)* _ % (n+3>2

I ?
pe+in—1)® 7.71,»(41.—-7)27 p=3)(n—2)+3 (n—1)> — % (n+5)2, .

die folgende Gleichung
Sk (=) L pd(=n)t L e 1
+ phinA41)? 4 ph(n+3)? 4+ pr(+s)? I yi(n—2)?
= (r—o"1) (1‘3 — T3 (1P — T L (TR T
oder bei anderer Anordnung der Glieder auf der linken Seite
(5) Tyt e pln—1)*

— (,}, . 1.—1) (7.3 _ 7.—3) (7,5 . 7.—5) . (rn—ﬁ . 7,—n+2)

§ 13. Die Factoren der vechten Seite in (5) lassen sich
auch folgendermaagsen darstellen

Py = (P
3 = e (3 pn+F3
7.5_,',—5___(,,.n—5_7—n+5)

bis zu
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dadurch nimmt jene Gleichung die Form an

W (— 1O % — =) (= =) 0 —r7")

(7.n-—4 _ 7,-—n+4),

Multiplicirt man diese Gleichung mit der urspriinglichen Form
von (5), so ergiebt sich
We — (__ 1)1';(71,—4) (7. . 7,—1) (7.2 _ 1‘_2) 8 =3}
(7.n—4 . 7,——n+|) ,
wobei (— 1)2®—1) gleich 41 oder gleich — 1 ist, je nach-
dem 7 die Form 4u -4 1 oder 4u -+ 3 besitzt. Folglich ist
W= g1 (1 —p=2) (1 —p ™) (1—570) |, (1—72(071)),
Man erkennt ohne Mithe, dass » =2, =4 ¢ =6 p—20+2
alle Wurzeln der Gleichung 2™ — 1 = 0 liefern, ausgenommen
die Wurzel @ = 1; folglich muss die Gleichung stattfinden
(m . 7.—-2) (x _ ¢~4) (w . 7.-—0) . (a; — g 2n «M)
__:xn—i_l_xn—-z_l_mn——a_}__, o1,
und hieraus wird fir « =1
1— 7'—2) A—=r= 1 —r=%...1— P2
Da ferner offenbar »32("=1) —1 wird, so geht unsere Glei-
chung iiber in
(6) W?= *%mn.
Im Falle, dass n die Form 4u -+ 1 hat, wird
W==Vn md daher T==Vn, U=0;
dagegen in dem anderen Falle, in welchem # die Form 4u - 3
hat, _ _
W==%=4Vn und daher T=0, U= £=Vn.

§ 14. Die Methode des vorhergehenden Artikels giebt
nur den absoluten Werth der Aggregate 7 und U, und lisst
es zweifelhaft, ob man 7 im ersten und U im zweiten Falle

= - Vn oder = — Vn setzen muss. Dies lisst sich nun,

wenigstens fir den Fall k=1 aus der Gleichung (5) auf
folgende Art bestimmen. Da man fiir &/ = 1 hat

r —r~'=2¢sh o,
7 —r73=2¢8n 3w,
™ — 75 =2¢8inbw, ...
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so wandelt sich jene Gleichung um in
W= (2ip""Dsinowsin3wsinbo ...sinn—2)0.
Nun giebt es in dem Falle, dass » die Form 4u - 1 hat,
in der Reihe der ungeraden Zahlen
1, 3,5, 17, Ln—38), ¥n41),...(n—2)
4(n — 1), welche kleiner als 4x sind, und diesen entsprechen

offenbar positive Sinus; die ubngen 4(m—1) dagegen sind

grosser als 4n, und diesen entsprechen negative Sinus. Des-
wegen ist das Product aller Sinus gleich dem Producte aus
einer positiven Grosse in den Multiplicator (— 1)¥(*—1), und
also wird W gleich dem Producte aus einer reellen positiven
Grosse in ¢~ 1! d. h.in 1, weil ja =1 und #»— 1 durch
4 theilbar ist. Demnach ist 7 eine reelle, positive Grosse,
so dass nothwendig sein muss

W=+Vn, T=+"Vn.
Im anderen Falle, in dem 7 die Form 4w -+ 3 hat, werden
in der Reihe der ungeraden Zahlen
1, 3,5, 7, Yn—1), 4(n+3),... (n—2)

die ersten 1(n -+ 1) kleiner als 1# und die iibrigen %(n — 3)

grosser als 1n. TFolglich werden unter den Sinus der Bogen
w, 3w, bw, ... (w—2)w genau }(n — 3) negativ werden,
und also wird W das Product aus ¥~ 1) in eine reelle
positive Grosse und in (— 1)%®—3), Der dritte Factor ist
i3(®=3); er liefert mit dem ersten verbunden ¢%~ %=1, da
ja e®~3=1 ist. Folglich wird nothwendigerweise
We=-—4iVn wmd U=-+Vn.

§ 15, Wir zeigen nun, auf welche Weise dieselben Schliisse

aus der in § 9 betrachteten Reihe hergeleitet werden kinnen.

Schreiben wir — ¢~ ! statt «? in der Gleichung (4), dann
wird

- 1~—-y-—2m _ (1___11—247?,) (1_y—2nz+g)
1e—gy=n =Y 2
YUy Y =y (1 —y™"
_ (1_y—2m) (1_y~em+2) (1___y—efm+4)
— =3 C
! =y =y t—y
(7) W 8. w. bis zum (m 4 1)¥" Gliede
=(1—y ) (1 +y ) 1=y (A +y~") .. (LEy™™).
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Nimmt man nun fiir u eine primitive Wurzel der Gleichung
y®" — 1 =0 an, die wir gleich » setzen, und nimmt man
gleichzeitig m = n — 1, so wird

1 — y~2m 1 — 1.‘2

— == = — p?

1—y—? 1—r—2 ’
—2m-+2 4
- 133/—4 :11—~7'T_4='~w’
1__?/——2771,4-4— 1 — 46 . S
1—y—o T T
bis zu
1__?/—2 . 1 p2n—2 ___7.‘7%-—‘2

1 ___y~~zm— {1 — p—2nt2

wobei zu bemerken ist, dass keiner der Nenner 1 — » %
1 —»—% ... gleich O wird. Demnach nimmt die Gleichung (7)
die Form an
1t et +7.(1z~4)?

=1—r7) (14" —r73. (1T,
Multipliciren wir auf der linken Seite dieser Gleichung das

erste mit dem letzten Gliede, das zweite mit dem vorletzten
u. 8. w., dann kommen wir auf

(1 7,-4) (1 9—~n+4) 7 P 17
(1 l ,,—2)( p—nt2 ,,n—‘) 7-—n+°’
(L—r=") (H—F””) -
(1 7.—4)( 7—7L+4)._1?’l—4 7—-n+4,

Aus diesen Partialproducten setzt sich dann das Gesammt-

product

(7,__,,.——1)(743__7,—3) (7,5,‘7.-5) . (1.11-4_7.-—n+4)(7.n~2“7.—72+9.)

zusammen, und dies wird also ;
=1dr—rt +,,.(n—1)2 — .

Diese Gleichung ist mit der § 12, (b) aus der ersten Reihe

abgeleiteten identisch; es kionnen an sie die iibrigen Schliisse
wie in den § 13 und § 14 gekniipft werden.

§ 16, Wir gehen nun zu dem anderen Falle iiber, in
welchem 7 eine gerade Zahl ist. Sie sei zuniichst von der
Form 4y -+ 2 oder ungerade mal gerade, dann. ist es offen-
bar, dass die Zahlen a2, (n -1 —1, (4n 420 —-4
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und allgemein ({n —+ A)2 — A* durch 4n dividirt ungerade
Quotienten geben und deshalb simmtlich modulo 7 congruent
zu in sein werden. Demnach wird, wenn » eine primitive

Wurzel der Gleichung @" — 1 =0 und also 73" = —1 ist,
7'(%")2 =—1, 1’(‘12'7“"')2 = —7, 1‘(%""'2)2 = — !,
L, 2 ’
¢(§n+3) — ,,.3, .

Daraus folgt, dass in der Reihe
1t bt e ._1_7,(n—x)2

das Glied »G™” durch das erste Glied zerstort wird, das fol-
gende Glied durch das zweite; u. 8. f.; und so wird

W=0, T=0, U=0.
§ 17. Es bleibt nur der Fall noch iibrig, dass » von der

Form 4y, d. h. gerade mal gerade wird. Hierfir wird allge-
mein (yn -+ ) — A* durch » theilbar werden, und sonach gilt

N S L
Daraus folgt, dass in der Reihe
Tyt e __|__7.(n—4)2
das Glied 73" dem ersten gleich wird, das folgende Glied
dem zweiten u. 8. f., so dass man erhilt
W —29 (1 dr bt e 7*(%'”"‘)2).,

Jetzt nehmen wir in § 15, (7) m =4n — 1 an und setzen
fir y eine primitive Wurzel der Gleichung y” — 1 =0, die »
heissen moge. Dann erhilt man genau wie in § 15 eine
Gleichung von folgender Form

1__|_7,+7,4+7.9+,,_+,,.(—.§n—-4)2
=(1—r"1(14r"(1 e N & a"%"'“)

d. h.
(8) W=2(1— ") (14=2") (L — %) (1 o=21) . .. (1—p727F),
Da ferner 73" = — 1 ist, so wird
1pr = — pyn—2 1— 7.—§n+2)’
1=t = pdn—t g p—dntay
18 = — gm0 (L — phnre)

. . 1 1
weiter wird das Product aus den Factoren — 2"~ 2 — pz? — 4
1n e . 1y 402 1 .
— 70 L — o gleich (— 1)F" T e TN, g0 dass die
Ostwald’s Klassiker, 122, 5
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vorhergehende Gleichung auch folgendermaassen geschrieben
werden kann:

W=2(— 1)"1’?"‘“‘1 pran’ = 1—r= @ —=r731—r"%...

co (L pmany

Da nun
{1 =t e e (1 Rt ,
1 — 7.——‘2 —_ 7.-—2 (1 — 7.—n+~2) ,
1—r P =—r~301 — TS L

ist, so wird
A—r Y1 —r ) 1-—r"7... (1 w—o'"f‘i’““)7 o
—_ (__ 1)—?;11«1 7.-—},.n‘“‘+»}-n (1 s T-{,—n— 1) (1— ,},-%n—a)

(1 . 9‘“‘3”"3) o (1 . 7.-n+1)7
und folglich

W =2 (,,_ ])%—n——z pTon® 1— 7.—-?}-11—1) (1 . ,r-—v‘zn—ﬂ)
(1 w—r‘%""3)‘. (1= pn?t .
Multipliciren wir nun diesen Werth von 7 mit dem frither

gofundenen und fiigen auf heiden Seiten den Factor 1 — 1~ 3"
hinzu, dann entsteht

(1 o 7.—{,—11) W?=— 4 (_ l)n—s T——_}n (1 . 7.—.1) (1 - 7_—2)

(1—=%) . (L Fh),
Nun ist aber

{— =3 =— 9 (=1t =— 1, PR e 9.+%n7
A—r Y l—r )1 —r73). . A —r"") =n,
und daher schliesslich
(9) W? = 2pt 1y,

. 1 . .
Man erkennt leicht, dass #%” entweder = -4 oder = —=1

ist, je mnachdem % von der Form 4y -+ 1 oder von der
Form 4 u -+ 3 wird. Da weiter

2= (1 44, —2i=—(1—q)

ist, so hat man in dem Yalle, dass & von der Form 4u -4 1
wird,

W= (14149 Vu ud also T= U= =Vn;
im anderen Falle aber, dass & von der Form 4 g -4 3 wird,

W===(1—1) Vi und also Te= — U===Vn.
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§ 18. Die Methode des vorigen Paragraphen hat uns die
absoluten Werthe der Functionen 7 und U geliefert und die
Bedingungen aufgezeigt, unter denen ihunen gleiche oder ver-
schiedene Vorzeichen gegeben werden miissen; aber die Zeichen
selbst werden auf diesem Wege noch nicht bestimmt. Wir
kionnen dies fir den Fall £ =1 auf folgende Art ergiinzen.

Setzen wir ¢ =-cos Lw 4 ¢sin fw, so dass »==0? wird,
dann folgt, dass man wegen ¢" = —1 die Gleichung (8) so
schreiben kann

=2 (14 " (L ¢ (14 ¢ (L ¢
ey (e

Nun wird
140> =2gcostw,
14907 *=20"%cos 0w,
1+ 0% =20°cos Jw,
14078%=20""cos2w,...
bis zu

1o m*i=29—3"% 208 (1n — o,
14" 2=20%'eos (in —Yo;
und daher hat man
W = 23" g1" cos L cos  cos 3w . .. cos (3 — Ho.
Alle Cosinus, welche in dieses Product eingehen, sind offen-
bar positiv, und der Factor 04" wird =.cos 45° 4 i sin 45°
= (1 4-4)}'4. Daraus schliessen wir, dass W das Product
aus 1 -7 in eine reelle positive Grosse ist; daher muss noth-
wendigerweise werden
W={14+dVn, T=+Vn, U=+ Vn.

§ 19. Es ist der Mihe werth, alle bisher entwickelten
Summen in einer Tafel zusammenzustellen. - Es ist also ganz
allgemein

T= h U= t falls 22 von der Form ist
+=Vn +=Vn du,
+=Vn 0 4+ 1,
0 U 4u-2,
0 +=Vn dup—+3,

und in dem Falle, in welchem % ==1 genommen wird, muss
der Wurzelgrosse das positive Vorzeichen zuertheilt werden.

H¥
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Es ist somit das, was fiir Primzahlwerthe von n im § 3 durch
Induction erlangt worden ist, in aller Strenge bewiesen worden,
und es bleibt nur iibrig zu zeigen, wie in allen Fillen fiir
beliebige Werthe von & die Zeichen bestimmt werden. Bevor
wir an diese ganz allgemeine Aufgabe herantreten, miissen
wir zuniichst die Fille, in denen 7 eine Primzahl oder eine
Primzahlpotenz ist, ndher betrachten.

§ 20. Zuniichst sei n eine ungerade Primzahl; aus dem
in § 10 Dargelegten erhellt, dass W=14-237% =1 4- 2 S R
ist, wenn R =cos w - ¢ sin w, und @, wie dort, unbestimmt
alle quadratischen Reste von 7 bedeutet, die zwischen 1 und
n — 1 liegen. Bezeichnen wir ferner durch b unbestimmt alle
quadratischen Nichtreste von n zwischen denselben Grenzen, so
erkennt man ohne Mithe, dass alle Zahlen ok modulo » ent-
weder allen « oder allen b (abgesehen von der Zuordnung)
congruent sein werden, je nachdem 4 ein Rest oder ein Nicht-
rest ist. Demnach wird im ersten Falle

W=14+23R"=14+R4+-R"+ R+ ... —FR("“UQ
und somit W= - V%, wenn » von der Form 4u -+ 1, da-
gegen W= -4V n, wenn n von der Form 4w - 3 ist.

Im anderen Falle dagegen wird, wenn & Nichtrest von # ist,
W=1+4 23RV,

Da nun offenbar alle Zahlen a, b den Gesammtcomplex der
Zahlen 1,2, 3, ... ausmachen, und da also

SROA SRV =RAR R A RV =
ist, so wird
W=—1—23R'=— (14 R4 R+ R -+ - - RO)°)
und somit W= — V??, wenn 7 von der Form 4u 4 1, und
W ==—¢Vmn, wenn # von der Form 4u - 3 ist.

Unsere Resultate sind:

erstens, wenn 7 die Form 4w - 1 hat, und ;& quadratischer
Rest von 7 ist,

Te=-+Vn, U=0;

zweitens, wenn # die Form 4u -+ 1 hat, und 4 Nichtrest
von 7 ist,

T=—Vn, U=0;
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drittens, weun n die Form 4y -+ 3 hat, und & Rest von n ist,
T=0, U=+ Vn;

viertens, wenn % die Form 4u - 3 hat, und % Nichtrest
von n ist,

T=0, U=—"Vn.

§ 21. Is sei ferner n das Quadrat oder eine hohere Potenz
der ungeraden Primzahl p; wir setzen n = p**q, so dass q

entweder == 1 oder = p ist. Hier ist vor Allem zu beachten,

dass, wenn 2 irgend welche, durch p* nicht theilbare Zahl
ist, dann

A e p#? Ok 20%0)® 4 (Asp* Q) oL (A n—p¥a)?
— pA® {1 -+ 7.2/113”q+,,11)gp“q +7.0),p“q 4 7,.2%(n—p“q)}
e 1— ,.a).n)
1 24 p*q
wird. Hieraus erkennt man leicht, dass man
W= 1 = oP™ o™ o™ L ()
hat. Es konnen niimlich die iibrigen Glieder der Reihe

Tr ot oo pn—1)*
in (p¥ — 1)q partielle Reihen vertheilt werden, welche je p*
Glieder enthalten und gemiss der eben behandelten Trans-
formation verschwindende Summen haben.

Hieraus folgt in dem Ialle, dass g=1 d. h. dass n eine
Primzahlpotenz mit geraden Exponenten ist,

W =p* =+ Vn und also T=+V7;7 U=0.

Dagegen setzen wir in dem Falle, dass ¢ =p, d. h. wenn »
eine Primzahlpotenz mit ungeraden Exponenten ist, = 0;
dann wird ¢ eine primitive Wurzel der Gleichung 2? — 1 =0

k k
und zwar ¢ = cos 7 360° -~ 4 sin Eb 360°; folglich ist

W14 04 o'+ o+ -+ ¥+ =1
= (o ot o),
Nun wird die Summe der Reihe 1 -9 - 0" 4 0° 4 ...

+ oP— Y durch den vorhergehenden Paragraphen bestimmt.
Daraus fliesst sofort
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W==:= Vn= T, wenn p die Form 4« -1 hat,
We==4Vn =1U, wenn p die Form 4y - 3 hat,

dabei gilt das positive oder das negative Vorzeichen, je nach-
dem % Rest oder Nichtrest von p ist.

§ 22. Leicht ergiebt sich auch aus dem in § 20 und 21

Dargelegten folgender Satz, der uns unten von wesentlichem
Nutzen sein wird. Wir setzen

PV/zl—{—Th—}«?‘“h—{—?”gh—l—-H—i—a"h("“l)ﬂ,

wobel % irgend eine ganze, durch p nicht theilbare Zahl be-
deutet; dann wird in dem Falle, in welchem == p oder eine
ungerade Potenz von p ist,

W' = W, wenn &k quadratischer Rest von p ist,
- W' = — W, wenn h quadratischer Nichtrest von p ist.

Denn offenbar entsteht W' aus W, wenn kh fiir k eingesetzt
wird. Im ersten Falle sind hinsichtlich des Charakters als
Reste oder Nichtreste von p die Zahlen & und kh einander
gleichartig, im zweiten aber ungleichartig.

In dem Falle jedoch, in welchem % eine gerade Potenz
von p ist, wird offenbar W' = - Vn, und also stets W'=W.

§23. In den §§ 20, 21, 22 haben wir ungerade Prim-
zahlen und deren Potenzen betrachtet; es bleibt noch der Fall
iibrig, dass » eine Potenz von 2 ist.

Fir n=2 ist offenbar W =14 r=20.

Fiir n = 4 ergiebt sich W =144 1" 41 =2 4 27,
und folglich W= 2 - 24, falls & die Form 4« - 1 hat, und
W=2—2¢, falls k die Form 4 u -} 3 hat.

TFiir =28 haben wir W=1 -4 4t 99 4 910 442
A3 ey =2 44y - 29" =475, TFolglich wird

W= (1+1)V8; falls & die Form 8y -1 hat,

We==(—1-1)V8; falls & die Form 8u 43 hat,

W= (—1—4)V8; falls & die Form 8w - 5 hat,

W= (1 —4)V8; falls & die Form 8u + 7 hat.

Ist » eine hohere Potenz von 2, so setzen wir n = 2%*¢, so
dass ¢ entweder = 1 oder = 2, und » >1 wird. Hier ist

vor Allem zu beachten, dass, wenn A irgend eine ganze durch
2% 1 nicht theilbare ganze Zahl ist, dann
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,).).2_%_ 7,(_J,+~z”q)2_1__7.()&2 .az”q)?__{_ ,,,(),+3.2“q)‘3+ ce p(An—o%qg)*
____7.12{1_{_7.2”""}.q+,,.2.=z”+‘M+1‘3.~z“*‘“lf]+_, . +7a(2)z—2%+1q)1}
- 7.),2 (1 — 2 ,'{n)

1 — 7121{1--1 2 (;

wird. Hieraus erkennt man ohne Schwierigkeit, dass man hat
2242

W=1-+412 + pd. 22572 4+ g2 e _i__r(n—«e”—‘)‘l .

. 524 — 2 . .
Setzen wir +* =9, dann wird ¢ cine Wurzel der
Gleichung ¢'¢ — 1 =0, und zwar

I k
= co8 — 360° 4 7 sin —— 360°.
0 cos4q36 +zsm4q 60

Hieraus folgt

W=1+490+4+o0" 40"+ - -+ \zﬁ)(f’hﬂfl““)2

=27 (L 4@ 4 @ A ¢ A=+ - - A gl ),
Nun wird die Summe der Reihe 1 G040 +o' 4 ...
-+ 9(40—/‘)2 dureh die Resultate fiir #» =4 und % =8 be-
stimmt. Daraus schliessen wir beli ¢ =1, d. h. wenn » eine
Potenz von 4 ist,
W= (1+41)2% = (1+1) Vn, wenn k die Form 4y -+ 1 hat,
W= (1—14)2% = (1 —14) Vn, wenn &k die Form 4u - 3 hat;
dies sind ganz genau die Formeln, welche fir n =4 gelten.

In dem Falle jedoch, dass ¢=2, d. h. dags » eine Potenz
von 2 mit einem ungeraden Exponenten > 3 ist, erhilt man

W= (14424y2= (1+44)Vn, wemn % von der Form
8n 1 ist,
W = (—1+14)2% Vo = (—1-14) Vﬁ, wenn & von der Form
8n -+ 3 ist,
W= (—1--14)2% V2 = (—1—4) Vn, wenn % von der Form
8n -+ b ist,
W= (1—1i)2% Y2 = (1—1) 'V%, wenn & von der Form

8n -7 ist;
Dies stimmt vollig mit dem fiir » = 8 Abgeleiteten iiberein.

§ 24, -Hier wird es gleichfalls der Miithe werth sein, das
Verhiiltniss der Reihen-Summe

W'=1 4 2 + gl + g0l T phn—1)?
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zu W zu bestimmen, wobei & irgend eine ungerade ganze
Zahl bedeutet. Da W' aus W hervorgeht, wenn man % in kh
verwandelt, so wird 7’ genau so von der Form der Zahl kh
abhiingen, wie W von der Form der Zahl k. Setzen wir
W' W=1, so ist klar:

L in dem Falle n =4 oder wenn 7 eine hhere gerade
Potenz von 2 ist, wird

=1, wemn . die Form 4u -1,
{=—<¢, wenn k& die Form 4y - 3, und £ die Form 4u—--1,
=14, wenn h die Form 4u - 3, und % dieselbe Form hat;
II. in dem Falle 7 = 8 oder wenn 7 ecine hohere ungerade
Potenz von 2 ist, wird
=1, wenn 2 die Form 8u 41,
l=-—1, wenn % die Form 8u 4 5,
l= -1, wenn entweder . die Form 8u -3, und & die
Form 4w -1, oder 2 die Form 8u -+ 7, und %
die Form 4u 3,

l=— 14, wenn entweder % die Form 8u -+ 3, und %k die
Form 4u -+ 3, oder & die Form 8y 4 7, und %
die Form 4w -+ 1 hat.

Hierdurch ist die vollstindige Bestimmung der Summe W
fiir alle Fille, in denen n eine Primzahl oder eine Primzahl-
potenz ist, geleistet; es bleiben also nur noch die Fille zu
erledigen, in denen % aus mehreren Primzahlen zusammen-
gesetzt ist. Hierfiir bahnt uns der folgende Satz den Weg.

§ 25. Lehrsatz. Es sei # das Produect aus zwei

ganzen zu einander theilerfremden Zahlen ¢ und 0,
und es werde gesetzt

P=1-1 pa + g’ + poa? e 71(1)—-1)‘-’112’
Q=1+ #? - pab® + po0° T +,.(a—~1)2b2,
dann wird W= PQ.

Beweis. « modge unbestimmt die Zahlen O, 1, 2, 3, ...
@—1, und S unbestimmt die Zahlen O, 1.2,3,...0—1,
endlich » unbestimmt die Zahlen O, 1, 2, 3,...#n — 1 be-
deuten, dann ist offenbar

P=3/F" Q=" W=3p",

2 Qa9

Folglich wird P Q= 3»¢*f*+b%* indem man fir ¢ und £
alle moglichen auf jede Weise mit einander combinirten Werthe
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einsetzt. Ferner wird wegen 2abo = 2nc¢ 3 das Product
PQ:E?'(“/))”’“)“. Nun erkennt man ohne Mihe, dass die
einzelnen Werthe von af 4 b« unter sich verschieden und
je einem Werthe von » gleich sind. Tolglich wird
PQ=Z3m"=TW.

Wir wollen iibrigens anmerken, dass 7" eine primitive
Wurzel von ” — 1 =0, und 0% eine primitive Wurzel von
2% —1 =0 ist.

§ 26, Ist ferner n das Product aus drei zu einander
theilerfremden Zahlen a, b, ¢, und setzt man bc == b, , so werden
auch @ und b, theilerfremd sein; folglich wird ¥ das Product
aus den Factoren

1 P0* + pia* -+ phat R q.(b‘—\)i’a‘—’)

1 +7.b,2 +7,4b12+,,9bt2+ Cee pla—1)by® .
Da aber #** eine primitive Wurzel der Gleichung ¢ — 1 =0
ist, so wird jemer erste Factor selbst das Produet aus

1+ ij —+ 941)"2 + Qﬁ)b2 4t Q(C—d)ibi7
14+ gc- + Q4c‘ + 9902 I Q(b—l)“C',

wenn man %" = o setzt. Daraus ergiebt sich, dass W das
Product der drei Factoren ist

2,2 2,2 2,2 —1\2hH 2,2
1_!_1.1) c +7,4b ¢ __i_q.{)b e® .. ‘__‘_7.(u 1)%b%¢ )
1 _i_Ta‘lc2 + prate? __|_7.oa‘~’c"’ N 7.(11—1)%*02
1+7.a?b2 _’_714&%2__[_,)&([31)2 I +T(c—4)2a2b2

wobei 70%¢* 7‘“202, 740 Yezw. primitive Wurzeln der Glei-
chungen 2¢ —1=0, a’ —1 =0, 2° —1 =0 werden.

?
?

§ 27. Hieraus schliesst man leicht allgemein, dass, wenn #
das Product beliebig vieler, zu einander theilerfremder Zahlen
a, b, ¢,...ist, dann W das Product aus ebenso vielen Factoren

nn nn nn 9 NN
— 4 — 9 —— a— —
1-—‘—7‘&&—*—7' zctt+~ 7'qad——i—- . +7( 2 aa,
nn P i (b—1)2"2
142049009 0 47 0o,
nn PRl 9“’_’2 (c_‘\)Qnﬁ
Lo oo oot oo T
wird, wobei rae, 750, #ce, ... primitive Wurzeln der Glei-
chungen 2% —1=0, o’ —1=0, 2°—1=0,.... sind.
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§ 28. Von diesen Grundlagen aus ist der Uebergang zur
vollstindigen Bestimmung von W fiir einen beliebigen Werth
von n naheliegend. Man zerlege niimlich » in theilerfremde Prim-~

nn

zahlen oder Primzahlpotenzen «, b, ¢, ... und setze rve =4

nn nmn
rib = B, rec=0C,...; dann werden 4, B, C, ... primitive
Wurzeln der Gleichungen

Y

2*—1=0, 2! —1=0, 2°—1=0, ...,
und W wird das Product der Factoren

S By [ L By L R (G

1-b BB B A+ - o 4 BO—D

S o B L I e B R A
Nun konnen diese einzelnen Factoren nach den Resultaten
von §§ 20, 21, 23 bestimmt werden, und dadurch ist auch
der Werth des Productes bekannt. Es wird nicht ohne Nutzen
sein, die Regeln fiir die Bestimmung jener Factoren hier zu

gchnellem Ueberblicke zusammenzustellen. Da die Wurzel 4

].. (o] k (o]
gleich cos kn 350 - 7 sin ., 3607
@ a a

Aggregat 1+ A4 AP+ A° ...+ Ale=1)? , welches wir

].
mit I bezeichnen, ganz ebenso durch die Zahl %n bestimmt,

) ist, so wird das

wie in unserer allgemeinen Untersuchung W durech £. Hier
sind zwolf Fille zu unterscheiden.

I. Wenn « eine Primzahl von der Form 4u -1, etwa
=p ist oder die Potenz einer solchen Primzahl mit ungeradem

Exponenten, und wenn gleichzeitig ]% quadratischer Rest von p
ist, dann wird L = 4 Va.

II. Wenn fiir o Gleiches gilt, dagegen ]ﬁa]—l quadratischer
Nichtrest von p ist, dann wird L = — V a.

III. Wenn « eine Primzahl von der Form 4u -+ 3 ist
etwa = p oder die Potenz einer solechen Primzahl mit ungeradem

*) [Gfmss setzt aus Versehen /A =

[42 [

Ln 360 "]
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Exponenten, und wenn gleichzeitig 712:7, quadratischer Rest von p
ist, dann wird L =14V a.

IV. Wenn fiir ¢ Gleiches gilt wie in ﬁI., dagegen ]ﬁ;—&
quadratischer Nichtrest von p ist, dann wird L = — iVa.

V. Wenn o das Quadrat oder eine hohere Potenz einer
(ungeraden) Primzahl mit geradem Kxponenten ist, dann wird

L=4Va. .

VI. Wenn ¢ =2 ist, dann wird L =0,

VII. Wenn ¢ = 4 oder eine hohere Potenz von 2 mit
geradem Exponenten, und zugleich I—“(? von der Form 4u 41
ist, dann wird L= 144V a.

VIII. Wenn fiir ¢ Gleiches gilt wie in VIL, dagegen ]LC:Z
von der Form 4. - 3 ist, dann wird L = (1 — )V a.

IX. Wenn o =8 oder eine hohere Potenz von 2 mit un-
geradem Exponenten, und zugleich %% von der Form 8u -~ 1
ist, dann wird L = (1 +4)Va.

X. Wenn fiir ¢ Gleiches gilt wie in IX., dagegen ]—u} von
der Form 8y - 3 ist, dann wird L= (— 149V a.

XI. Wenn fiir ¢ Gleiches gilt, dagegen %% von der Form
81t 4 b ist, dann wird L = (— 1 — i)V a.

XII. Wenn fiir o Gleiches gilt, dagegen ]i? von der Form
8pu -7 ist, dann wird L= (1—14)V a*).

§ 30. Eine andere Methode zur allgemeinen Bestimmung

der Summe W folgt aus den Resultaten der §§ 22 und 24.
Setzen wir cos w —¢sin w = ¢ und

*) (8 29, der nur ein numerisches Beispiel enthiilt, ist fort-
gelassen worden.]
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nn nn nn
gra=o0a, Qbv=7/3, gec=1y,...,
so dass 7 = oF, A =aF, B=pgF, C=yF ... ist, dann wird
Lo @' @ o o g
das Product der Factoren
lhata a4 alm)?
b g8 A plm ),
Leby eyt e L

und folglich W das Product aus den Factoren

w=1 g+ @' @' - g0,
g LFAF A A Ala=1)*
14+a+ a4+ a4 - .- —i—a(“")”
g L BEB 4B+ BO=1)*
L B B - A g0
O o e wl Al R oA
by 7 b A Ay
Hier ist der erste Factor «w durch die oben angestellten
Untersuchungen (§ 19) bestimmt; die tbrigen Factoren I, B,
@, ... ergeben sich aus den Formeln der § 22, 24. Um

Alles vereint zu haben, stellen wir sie hier nochmals zu-
sammen®). Es sind zwolf Fille zu unterscheiden, nimlich

I. Wenn ¢ eine (ungerade) Primzahl = p oder die Potenz
einer solchen Zahl mit ungeradem Exponenten ist, und zu-
gleich & quadratischer Rest von p, dann wird der entsprechende
Factor A —= - 1.

II. Wenn fiir o Gleiches gilt, dagegen & quadratischer
Nichtrest von p ist, dann wird U = — 1.

II. Wenn o das Quadrat einer ungeraden Primzahl oder
eine hohere Potenz einer solchen mit geradem Exponenten ist,
dann wird A = 1.

*) Offenbar ist das, was dort £ und % war, hier g und & fiir

) n . .
den zweiten I'actor, A und % fiir den dritten Factor, u. s. w.



Vierter Beweis des Fundamentalsatzes quadratischer Reste. 77

IV. Wenn @ = 4 oder eine hohere Potenz von 2 mit
geradem Exponenten ist, und zugleich & von der Form 4u - 1,
dann wird U = 1.

V. Wenn fiiv a Gleiches O"ilt wie in IV., dagegen & von

der Form 4u - 3 ist, und - von der Form 41+ 1, dann
wird W= —1. @

VI. Wenn fiir ¢ Gleiches gilt wie in IV., dagegen & von

der Form 4pu 4 3 ist, uud — von der Form 4u -+ 3, dann
wird A = <.

VII. Wenn ¢ — 8 oder eine héhere Potenz von 2 mit un-
geradem Exponenten ist, und & von der Form 8y -1, dann
wird U =+ 1.

VIII. Wenn fiir ¢ Gleiches gilt wie in VIIL, dagegen &
von der Form 8u - 5 ist, dann wird ¥ = — 1.
IX. Wenn fiir ¢ Gleiches gilt wie in VIL, dagegen k& von

der Form 8u -3 ist, und — von der Form 4u 41, dann
wird A = 4 2.

X. Wenn fiir o Gleiches gilt wie in VIL, dagegen % von

der Form 8 u - 3 ist, und  von der Form 4LL+3 dann
wird A = —=. o

XI. Wenn fiir a Gleiches gllt wie in VIL, dageven I von

der Form 8u -+ 7 ist, und — von der Form 4u 4 1, dann
wird A= —14.

XII. Wenn fir o Gleiches gilt wie in VIIL., dagegen % von

der Form 8u -+ 7, uud — von der Form 4u -+ 3 ist, dann
wird U = 7.

Den Fall o= 2 iibergehen wir. Hier wiirde zwar A = —g,
d. h. unbestimmt erscheinen, aber doch bestindig W =0 sein.
Die iibrigen Factoren B, €, ... hingen ebenso von b, ¢, . . .

ab, wie 9 von @, so weit diese Grossen in die Bestimmung
jener eingehen *).

*) [§ 31 behandelt dasselbe numerische Beispiel wie § 29 nach
der zweiten Methode.]
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§ 32. Da der Werth von W durch zwei Methoden be-
stimmt ist, deven eine sich auf die Beziehungen der Zahlen
I ,
n_lg) Zv,_c7 @, ... zu den Zahlen @, b, ¢, ... stiitzt, wihrend

a’ b’ ¢

die andere von den Beziehungen des &k zu den Zahlen a, b,
¢, ... abhingt, so muss zwischen all diesen Relationen eine
gewisse Abhingigkeitsheziehung bestehen, derart dass eine jede
aus den iibrigen bestimmbar ist. Wir nehmeun an, alle Zahlen

a, b, e, ... seien Primzahlen, und % sei = 1; die Factoren
a, b, ¢, ... wollen wir in zwei Classen vertheilen. Die erste
moge die Zahlen von der Form 4u -1 enthalten; diese be-
zeichnen wir durch p, p’, p”, ... Die zweite Classe mige aug
den Zahlen von der Form 4 - 3 bestehen; diese sollen durch
0, ¢, q", ... ausgedriickt werden. Die Anzahl dieser letzten

Zahlen bezeichnen wir durch s . Hierauf bemerken wir zu-
nichst, dass n von der Form 4u - 1 wird, sobald m gerade
ist (hierher muss auch der Fall gerechnet werden, dass in der
zweiten Classe iiberhaupt keine Factoren vorkommen, dass also
m =0 ist); dass dagegen % von der Form 4y -3 wird,
wenn s ungerade ist. Nun vollzieht sich die Bestimmung
von W durch die erste Methode folgendermaassen. s méigen

die Zahlen P, P', P",...; Q, @, ", ... so von den Be-
? ) ’ Y ) Y ?
. nonon nonon
ziehungen der Zahlen —, —, —, ...; —, — —7, ... zu den
pp 7 7 19

Zahlen p, p', 9", .. .5 ¢, 4, q", ... abhingen, dass man setzt

P=-1, wem —g quadratischer Rest von p ist,

P=—1, wenn % quadratischer Nichtrest von p ist

u. s. f. fir die tbrigen Zahlen. Dann wird W das Produet

der Factoren PVp, PV, P'Vp . .0 iQV g, iQV
iQ"Vq', ... und also ‘

W=PP'P"...QQQ ...i"Vn.
Nach der zweiten Methode, oder vielmehr schon naech den
Vorschriften des § 19 wird

W=+ Vn, wenn n die Form 4y -1 hat, d. h. wenn

gerade ist,

W= 41iVn, wenn n dic Form 4u - 3 hat, d. h. wenn m

ungerade ist.
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Beide Falle umfasst gleichzeitig die folgende Formel

W= Vn.
Demnach ist

PP'P ...OQ Q" ... =¢im-m

“ap 2 » .
Nun wird 4™ —™ gleich 1, wenn m von der Form 4y oder
4u -1 ist, dagegen = — 1, wenn m von der Form 4y ~ 2

oder 4w -+ 3 ist. Hieraus fliesst der folgende hochst elegante
Satz.

Lehrsatz. Bezeichnen a, b, ¢,... ungleiche, un-
gerade, positive Primzahlen, deren Product ==
ist, und unter denen m von der Form 4w -3 sind,
wihrend die iibrigen die Form 4w -+ 1 haben, dann

wird die Anzahl derjenigen Zahlen «, b, ¢, ..., fiir
. n on on . .
die bezw. —, AR Nichtreste sind, gerade werden,
a c

wenn m von der Form 4u oder 4 -+ 1 ist, ungerade da-
gegen, wenn m von der Form 4p -+ 2 oder 41 - 3 ist.

Ist z. B. a =38, b=>5, ¢="1, d =11, so haben wir drei
Zahlen von der Form 4p —+ 3, ndmlich 3, 7, 11; und es ist

5.7.11R3; 3.7.11Rb; 3.5.11R7; 3.5.7N11 d. h. allein%&
ist Nichtrest von d. a

§ 33. Das beriihmte Fundamentaltheorem iiber die
quadratischen Reste ist nichts anderes als ein besonderer Fall
des eben entwickelten Satzes. Beschriinken wir némlich die
Anzahl der Zabhlen a, b, ¢, ... auf zwei, so ist klar, dass,
wenn npur eine derselben oder keine von der Form 4w —4- 3
ist, dann zugleich aRb, bRa oder zugleich aNb, b Na sein
muss; wenn dagegen beide von der Form 4u - 3 sind, muss
die eine Nichtrest der anderen, und diese Rest der ersten sein.
So haben wir also einen vierten Beweis dieses wichtigen
Satzes, fiir den wir einen ersten und zweiten Beweis in den
»Digquisitiones arithmeticae« und neulich einen dritten in einer
besonderen Abhandlung (Comment. Gott. T. XVI) gegeben haben ;
zwei andere, die sich wieder auf vollig verschiedene Grund-
lagen aufbauen, werden wir spiter darlegen. Es ist sehr
merkwiirdig, dass dieser so schone Satz, der zuerst recht hart-
niickig allen Beweisversuchen widerstand, so viel spater auf so
zahlreichen weit verschiedenen Wegen erreicht werden konnte.
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§ 34. Auch die ibrigen Sitze, welche gleichsam eine Er-
ginzung des Fundamentaltheorems ausmachen, und die sich
auf die Bestimmung derjenigen Primzahlen beziehen, deren
Reste oder Nichtreste — 1, - 2, — 2 sind, konnen aus den-

gelben Principien hergeleitet werden. Wir beginnen mit dem
Reste - 2.

Wir setzen n» = 8a und verstehen unter ¢ eine Primzahl;
k sei = 1. Nach der Methode des § 28 wird W das Product

aus zwei Factoren, deren einer - Va oder -V o ist, falls 8
oder, was dasselbe besagt, 2 quadratischer Rest von o ist;

dagegen — V a oder — ¢V a, falls 2 quadratischer Nichtrest
von @ ist. Der zweite Factor hingegen ist
(1 +49) }'gA, wenn ¢ die Form 8y - 1 hat,
(—144 V8, wenn a die Form 8u + 3 hat,
(—1—4)¥V8, wenn o die Form 8u -5 hat,
(1 —4) V8, wenn a die Form 8y -+ 7 hat.
Nun wird nach § 18 stets W = (1 +4)Vn. Dividirt man

dies durch die vier Werthe des zweiten Factors, so nimmt
offenbar der erste Iactor die Gestalt an

—+ Va, wemn o die Form 8u — 1 hat,
—iVa, wenn o die Form 8u - 3 hat,
— Va, wenn a die Form 8u 5 hat,
+¢Va, wenn o die Form 8u - 7 hat.

Hieraus folgt sofort, dass im ersten und im vierten Falle 2

Rest von @, im zweiten und im dritten dagegen 2 Nichtrest
von ¢ ist.

§ 35. Die Primzahlen, derven Rest oder Nichtrest — 1 ist,
lagssen sich leicht mit Hiilfe des folgenden Satzes feststellen,
der auch an und fiir sich bemerkenswerth ist.

Lehrsatz. Das Product aus den beiden Factoren
— i 1)2
Wi=14r=t o=t ™ 20 )
W=141r ot 4.0
ist =mn, wenn n ungerade ist; dagegen =0, wenn »

ungerade mal gerade ist, und endlich == 2n, wenn #u
gerade mal gerade ist.
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Beweis. Da offenbar

We=pr 9l ¥ e op 7.1@‘3
S T 7.(n-H)2
= O 1.(11-&-2)2 =,

s0 kann dag Product WV’ folgendermaassen geschrichen werden

I ST I = P =1)?
47 ! (r =0t A At 7.;1’-’) 0
4 (,.4 R B s 7’(”“)?)
+ 1.-9(7.9 + 7.1“ + 7'?5 + p36 “i"' . + 7.(n+rz)2)

_[._..'...............,..,,

+7.~(1l—-1)2 (1.(n—-‘1)2+,,sz~’+7.(n-l~|)2 L ._(_7.(21;»—2)‘3);
addirt man dieses Aggregat spaltenweise, dann ergiebt sich

n

“+ 7 (1_1__72__}_.).4 0 _I_H,_I_,}.m—z)

_‘_7.4(1+714+7.S ‘f" ,).1‘.7__|___ . ._‘_7.111»—4)

+.],9<1+7.(;+7.l‘l+7.18_l___ . ‘_i_,}.n'n—u)
—[—-7'(”“‘)2(14—7‘%"_9‘—{—7‘4”'4—I—-T“"”“—l—«~-~—|—-7‘2("'—‘)2).
Ist nun n ungerade, dann verschwinden die einzelnen Glieder

dieser Summe ausser dem ersien, #; denn offenbar wird das
pon I q

zweite r—5——, das dritte »—F—u, .. ...
2 1

rerade ist, muss man ausser dem ersten noch das Glied
)
7.f!,-71,2(1 P e g P 7.1@“-)1)

In2 . .
absondern, welches ==ns3"" wird. Im ersten Ialle ist also
. . 192 . 12
WW'=mn; im zweiten = n - nr4" . Nun wird " =41,
wenn # gerade mal gerade ist; dabei erhiilt man also
WW' = 2n.

Talls aber =

. 14,2 o
Dagegen wird #%"" = — 1, wenn » ungerade mal gerade ist;
daraus geht WIW' =0 hervor. W.z b. w.

§36. Aus § 22 ist es bekannt, dass, wenn n eine un-

‘VPTV
gerade Primzahl ist, = -+ 1 oder = — 1 wird, je nach-
dem — 1 Rest oder Nichtrest von #» ist. Folglich muss im

Ostwald’s Klassiker, 122, 6
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ersten Falle W®= 4 » und im zweiten W?= —n sein;
und deshalb schliessen wir aus § 13, dass der erste Fall nur
dann statthaben kann, wenn n von der Form 4u - 1 ist;
der zweite nur dann, wenn % von der Form 4w -3 ist.
Endlich folgt aus der Combination der Bedingungen fir
die Reste -+ 2 und — 1 von selbst, dass — 2 Rest jeder
Primzahl von der Form 8 -+ 1 oder 8 - 3 und Nichtrest
jeder Primzahl von der Form 8y ~5 oder 8 u 4 7 wird.



(Fiinfter und Sechster] Beweis
des Fundamentaltheorems der quadratischen Reste.

Veriffentlicht in den

Commentationes societatis regiae scientiarum Gotftingensis
recentiores.

Vol. IV; Gottingae 1818.
(Werke, Band II. p. 47—64.)

Das Fundamentaltheovem iiber die quadratischen Reste,
welches zu den schinsten Wahrheiten der hoheren Arithmetik
zu rechnen ist, wurde durch Induction leicht entdeckt, allein
sein Beweis war ausserordentlich schwierig. In diesem Zweige
der Mathematik geschieht es hiufig, dass sich dem Iorscher
einfache Wahrheiten durch Induction von selbst aufdriingen,
dasg aber ihre Beweise sehr tief versteckt sind und erst nach
vielen vergeblichen Versuchen, auf einem ganz anderen Wege
als man sie vermuthete, ang Licht gezogen werden konnen.
Ferner geschieht es nicht selten, dass, wenn erst ein Weg
aufgefunden ist, sich dann mehrere offnen, die zu demselben
Ziele fiihren; einige kiivzer und directer, andere gewisser-
maassen von der Seite her und aus so verschiedenen Principien
entspringend, dass man kaum eine Verbindung zwischen ihnen
und der vorgelegten Frage vermuthet haben wiirde. Dieser
merkwiirdige Zusammenhang zwischen versteckten Wahrheiten
leiht solchen Betrachtungen nicht nur einen eigenthiimlichen
Reiz, sondern verdient auch deshalb eifrig durchforscht und
ergriindet zu werden, weil aus ihm nicht selten neue Hiilfsmittel
oder Bereicherungen der Wissenschaft selbst fliessen.

Obwohl daher das arithmetische Theorem, um das es sich
hier handelt, durch voraufgehende Bemithungen mit vier unter
einander vollig verschiedenen Beweisen versehen ist™), und

*) Zwei sind in den Disquisitiones arithmeticae, Abschn. IV
und V,auseinandergesetzt ; der dritte in einer besonderen Abhandlung

6+
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so fiir vollig erledigt angesehen werden kanu, so kehre ich
dennoch zu demselben Gegenstande zuriick und fiige noch
zwei andere Beweise hinzu, welche sicher auf diese Frage ein
neues Licht werfen werden. Der erste derselben ist dem
fritheren dritten einigermaassen verwandt, indem er von dem-
selben Hiilfssatze ausgeht; dann aber verfolgt er einen ver-
schiedenen Weg, so dass er mit Recht als neuer Beweis gelten
kann, welcher an Kiirze jenem dritten wenn nicht tiberlegen,
so doch mindestens nicht untergeordnet ist. Der sechste Be-
weis dagegen stiitzt sich auf ein vollig versehiedenes, ver-
steckteres Prineip und liefert ein neues Beispiel des merk-
wiirdigen Zusammenhanges zwischen arithmetisehen Wahrheiten,

die beim ersten Anblicke sehr weit von einander entfernt zu
sein scheinen *).

Fiinfter Beweis des Fundamentaltheorems in der Theorie
der quadratischen Reste.

§ 1. Wir haben bereits in der Einleitung angekiindigt,
dass der fiinfte und der dritte Beweis von demselben Hiilfs-
satze ausgehen. Der Bequemlichkeit halber scheint es an-
gezeigt, ihn an diesem Orte in Bezeichnungen zu wiederholen,
welche der vorliegenden Untersuchung angepasst sind.

Hiilfssatz. Es sel m eine (positive ungerade) Prim-
zahl, M eine ganze durch s nicht theilbare Zahl;
wir nehmen die kleinsten positiven Reste der Zahlen

M, 2M, 3M, 4M, ..., 5m—1)M
modulo 72, weleche theils kleiner sind als 4m theils
grosser; die Anzahl der letzten sei ==n. Dann wird
M quadratiseher Rest oder Nichtrest von m, je nach-
dem n gerade oder ungerade ist.

Beweis. Wir bezeichnen die Reste, welche kleiner sind

alg fm, mit a, b, ¢, d, ... und die tibrigen, welche grosser sind
als Jm, mit o, ', ¢, d,.... Die Erginzungen der letzten
zu m, nimlich m —a, m—10b, m—¢, m~—d, ... werden

offenbar simmtlich kleiner als —%m und sind sowohl unter sich

(Comment. Soc. Gotting. Vol. XVI); der vierte ist in die Ab-
handlung »>Summatio quarundam serierum singularium« (Comment.
Recentiores, Vol. I) eingeflochten.

*) [Die weiteren Ausfiibrungen der Einleitung sind unterdriickt,
da sie sich nicht auf unseren besonderen Gegenstand beziehen.]
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als von den Resten «a, b, ¢, d, . .. verschieden. Deshalb werden
sie, mit diesen zusammengenommen, abgesehen von der Ord-

nung, mit allen Zahlen 1, 2, 3, 4, .... &(m —1) identisch.
Setzt man daher das Product

1.2.3.4..... Lim - 1) =
so wird y(m =7,

P=abed...><(m~a')(m—20)(n—d)(m—d)...,
und also
(— 1 P=uabed...><(d —m) (D —m)(d —m)(d —m),...

Ferner wird modulo m
PMiM=D=qbed...><abcd ...

=abed...(a —m) (b — m){d —m)(d —m). .
und daher .
PMz0M=1) = P.(— 1)

Hieraus folgt Mi("=1) = =41, wo das obere oder das
untere Zeichen gilt, je nachdem = gerade oder ungerade ist.
Mit Hiilfe des Satzes § 106 der Disquisitiones arithmeticae
[siehe 8. 11] ergiebt sich dann von selbst der Hiilfssata.

§ 2. Lehrsatz. Es seien m und M ganze, positive,
ungerade, theilerfremde Zahlen und n die Anzahl
derjenigen kleinsten positiven Reste von

M, 2M, 3M,...5m — 1)M
module m, welche {m iibertreffen; ebenso sei IV die
Anzahl derjenigen kleinsten positiven Reste von
m, 2, 3m, . .. H(M—1)m
modulo M, welche 1M ibertreffen. Dann sind die
drei Zahlen n, N, 4(m —1) (M — 1) entweder simmt-
lich gerade oder eine unter ihnen gerade und die
beiden anderen ungerade.
Beweis. Wir bezeichnen mit

f den Complex der Zahlen 1, 2, 8, ... L(m — 1),

" den Complex der Zahlen m—1, m—2, m——3,.. . L{m—4-1),
F den Complex der Zahlen 1, 2, 3, ... (M —1),
F’ den Complex der Zahlen M— 1, M— 2, M—3, ... L (M-41).

Dann zeigt also # an, wieviel Zahlen M/ ihre, modulo n ge-
nommencn kleinsten positiven Reste im Complexe /' haben;
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ebenso zeigt N an, wieviel Zahlen [ ihre, modulo M ge-
nommenen kleinsten positiven Reste im Complexe I’ haben.
Endlich bezeichnen wir durch

@ den Complex der Zahlen 1,2,3,...4(mM—1)
@' den Complex der Zahlen

mM—1, mM—2, mM—3,...5mM—+ 1).
Da jede durch s nicht theilbare Zahl, modulo 22 genommen,
einem der Reste in / oder einem derjenigen in /' congruent
sein muss; und da genau so jede durch M nicht theilbave
ganze Zahl, modulo M genommen, einem der Reste in I7 oder
einem derjenigen in ' congruent sein muss, so werden alle
Zahlen ¢, unter denmen offenbar keine gleichzeitig durch m
und durch M theilbar ist, sich auf folgende Art in acht Classen
vertheilen lassen:

I. Zur ersten Classe rechnen wir diejenigen Zahlen, welche
modulo m einer Zahl aus f und modulo M genommen einer
Zahl aus F congruent sind. Die Anzahl dieser Zahlen be-
zeichnen wir mit «.

II. Die Zahlen, welche modd. m, M bezw. zu Zahlen aus
f, I'" congruent sind. Die Anzahl dieser Zahlen setzen wir

III. Die Zahlen, welche modd. m, M bezw. zu Zahlen aus
{, F congruent sind, ihve Anzahl sel == y.

IV. Die Zahlen, welche modd. m, M bezw. zu Zahlen aus
/', F" congruent sind; ihre Anzahl sel = 0.

V. Durch o theilbare Zahlen, welche mod. J/ zu Resten
aus I’ congruent sind.

VI. Durch m theilbare Zahlen, welche modulo J zu Resten
aus F' congruent sind.

VIL. Durch M theilbare Zahlen, welche modulo 72 zu Resten
aus f congruent sind. :

VIIL. Durch M theilbare Zahlen, welche modulo 7 zu Resten
aus /' congruent ist.

Offenbar umfassen die Classen V und VI zusammen ge-
nommen alle Zahlen mF; die Anzahl der in VI enthaltenen
ist = N, und also die Anzahl der in V enthaltenen

(M —1)—N.

Ebenso umfassen die Classen VII und VIII zusammen ge-

nommen alle Zahlen Mf; in VII giebt es # Zahlen, und also
in VIII

$m —1) —n.
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Auf iihnliche Weise konnen alle Zahlen ¢’ in acht Classen
IX, ... XVI vertheilt werden. Behdlt man dafiir dieselbe
Anordnung bei, so erkennt man leicht, dass die in den Classen

IX, X, XI, XII, XIII, XIV, XV, XVI

enthaltenen Zahlen bezw. die Complemente der Zahlen in den
Classen
Iv, III, II, I, VI, V, VIII, VI

zu mM sind, so dass es also J Zahlen in der Classe IX
giebt, ¥ in der Classe X u. s. f. Nun ist es klar, dass, wenn
alle Zahlen der ersten mit allen Zahlen der neunten Classe
vereinigt werden, dann alle Zahlen unterhalb m M sich ergeben,
welche modulo 22 einer Zahl aus f und modulo M einer Zahl
aus [ congruent sind. Ferner erkennt man leicht, dass ihre
Anzahl gleich der Anzahl aller Combinationen der einzelnen /
mit den einzelnen I sind. Wir haben also

a4 0 =%(m—1)(M-—1);
und auf dhnliche Art erhilt man
B4y = }m— 1) (M —1).

Vereinigt man alle Zahlen der Classen IIL, IV, VI, so hat
man offenbar alle Zahlen unterhalb m B, welohe einem der
Reste aus F' modulo M congruent sind. Dieselben Zahlen
konnen nun auch so dawestellt werden '

F' M+ F,2M—4F 3M~+F, ... Lm—3) M- F';

folglich wird die Gesammtanzahl = %(m — 1) (M —1), d. h.
wir erhalten

B40+4+N=1(m—1)M—1).

Auf gleiche Weise folgt durch die Vereinigung aller Classen
III, 1V, VIII,

Y404+ n=>%1m—1)(M—1).
Aus diesen vier Gleichungen entspringen die folgenden
Qoe=1(m —1) (M ~1)+n—|—N

)
2 =X(m—1)(M—1)+n—N
2y =1(m —1) (M ——1)——%—]—1\7
20=1(m—1)(M—1)—n-—N.

Jede dieser Gleichungen zeigt die Richtigkeit des aufgestellten
Theorems.
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§ 3. Setzen wir nun voraus, m und M seien Primzahlen,
dann folgt auns der Combination des vorhergehenden Liehrsatzes
mit dem Hiilfssatze aus § 1 sogleich das Fundamentaltheorem.
Denn es ergiebt sich:

I. Sind beide Zahlen m und M oder ist wenigstens eine
derselben von der Form 4% - 1, dann wird die Zahl

L — 1) (M — 1)
gerade; also werden » und IV entweder gleichzeitig gerade oder
gleichzeitig ungerade; und deswegen ist entweder jede der
beiden Zahlen m und M quadratischer Rest der anderen, oder
jede ist quadratischer Nichtrest der anderen.

II. Wenn beide Zahlen m und M von der Form 4k - 3
gind, dann wird 4 (m — 1) (M — 1) ungerade, und somit eine
der Zahlen # und N gerade und die andere ungerade. Des-
wegen ist die eine der Zahlen m und M quadratischer Rest

der andern, wihrend diese quadratischer Nichtrest der ersten
ist. W.z b.ow.

Sechster Beweis des Fundamentaltheorems in der Theorie
der quadratischen Reste.?)

§ 1. Lehrsatz. Bezeichnet p eine (positive, un-
gerade) Primzahl, » eine ganze positive durch p nicht
theilbare Zahl und = eine unbestimmte Grdsse, dann
wird die Function

1 + a/.?L _l_ x%‘)’l + wfﬂlr + . + xnpm)z
durch
1tata?+ad .. ol
theilbar werden.

Beweis. Wir nehmen eine ganze positive Zahl g an, fiir
welche gn =1 (mod. p) wird, und setzen gn =1 - hp. Dann
wird

1 _I__ mn + x‘m + x:ﬁn + .. + xﬂp——n . (1 ___wnp) (1 — x)
1o+ a8+ FaP™t T (1 —a")(1—aP)
(1 . w')z,p) (1 | . mhp-H)

(1—a") (1 —a?)
1—ag® 1 —af  p(1l—a") 1—

TGP T T 1 —a 1 —a?

und somit offenbar eine ganze Function. W. z. b. w.
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theil-

. 1 — o
Jede ganze Function von x, welche durch — —
g ) 1 —— o

. 1—a? .
bar ist, wird demnach auch durch TA% theilbar sein.

2. « mige eine primitive positive Wurzel fir den
Modul p bezeichnen, d.h. « soll eine derartige positive ganze
Zahl gein, dass die kleinsten positiven Reste der Potenzen 1,
o, a®, b ... aP—% nach dem Modul p genommen, ohne Riick-
sicht auf die Ordnung, mit den Zahlen 1, 2,3,4,... p—1

identisch werden. Bezeichnet man ferner durch 7(x) die
Funetion

x—-|~m°‘+x”“2—i—w"'a—l—...—}—x“pﬂ-l—l,

dann ist es klar, dass f{) — 1 —2 — o0 —@® — .+ - —aP !
durch 1 — 2P theilbar wird, und also um so mehr durch
1—aP ,

: % =14a-+a a4 4 aP—1; folglich wird

— P

1
f(x) selbst durch dieses 1 theilbar. Da nun 2 eine un-

—

. . j —
bestimmte Grosse bezeichnet, so wird auch /(z") durch ———
1 _— mn,

1 p
theilbar, und deshalb (§ 1) auch durch T%’ sobald %
eine ganze, durch p nicht theilbare Zahl ist. Wenn hingegen »
eine ganze durch p theilbare Zahl ist, dann werden die ein-
zelnen Summanden von f(2"), je um eine Einheit vermindert,
durch 1 — P theilbar; folglich ist in diesem Ialle auch

[{@") — p durch 1— 2P und folglich auch durch 1—_;—@;
theilbar. ‘
§ 3. Lehrsatz. Setzt man
@ — o o g gt gt — P T

1-— P
1—ux
das obere Zeichen nimmt, sobald p von der Form

4k -+ 1 ist, das untere dagegen, sobald p von der
Form 4k - 3 ist.

dann wird &* = p durch

theilbar, wenn man
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Beweis. Man sieht leicht ein, dass unter den (p — 1)
Funetionen

b E—ar Aoart? YO _l__“,__i_xr/.])‘*9+a

R é: — a2 4 .’15'/‘2"‘0' _‘_xvf‘»fru g a/.(L])—l")‘(/«?
+ xuﬂg_« 2ot 4 gt gtra? A g P+e?

)
___xa:’g_xwﬁ 4 P R Y A S el F el

P2 £— x‘).ap“‘Q + xap—’l-i—(/.p"—““ . mocp+(,<2)—2 .
+ G20~ b =2
die erste = 0 wird, und dass die anderen einzeln durch

1 — z? theilbar werden. Daher ist auch die Gesammtsumme
durch 1 — 2P theilbar; diese Summe ist

= & — (fla}) — 1)+ (lo* ™) — D) — ([l +1) — 1)
+ (f(x(/'g.i_‘) —1)— (f(wrﬂ) T —1)

= 8 (o) - [ ) — ) - ) —
+ [l TR = Q.

R
Dieser Ausdruck £ ist also gleichfalls durch —1——?2 theil-

bar. Nun ist unter den Exponenten 2, « 41, «®-- 1,
o« 41, ... «? 7?41 nur ein einziger durch p theilbar, nim-
lich «*(P—1) - 1; folglich werden nach dem vorhergehenden
Paragraphen die einzelnen Theile von (2, nimlich

@), ™), fla= ), fle*), ...

L0y 1 — P
mit Ausnahme des einen Gliedes / (ac”-?(p Y +1) durch T%
theilbar. Lisst man jene Glieder fort, so erkennt man, dass

1 — gD
die durch Ti theilbare Funection zuriickbleibt:

e F f(x“é(p—'”’*"‘),
wobei das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem p
die Form 4% -1 oder 4% - 3 hat. Da iiberdies
f(wo,‘lf(P— 0+ N —p
1— aP

{—gh oy
durch —1——95- theilbar ist, so wird auch §* -~ p dureh e

theilbar; w. z. b. w.
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Damit das doppelte Vorzeichen keine Schwierigkeit ent-
stehen Lisst, wollen wir durch ¢ die Zahl -1 oder — 1 be-
zeichnen, je nachdem p von der Form 4/ 1 oder 45+ 3
(1—2) (5% —ep) eine ganze IFunction

1—a? °
von z. Wir wollen sie durch Z bezeichnen.

§ 4. Nun moge ¢ eine positive ungerade Zahl und also
1(g—1) eine ganze Zahl sein. Dann wird

(EE)RO—) — (ep)rlr—)
1 —

ist. Demnach wird

z? .
durch &% — ep und also auch durch — theilbar. Setzen
wir e3¢ ) = ¢ und

P

! - Y,
s0 wird Y eine ganze Function von z; und es wird § = -1,
sobald eine der Zahlen p, ¢ oder auch beide die Form 4% -1
haben; dagegen wird d = — 1, sobald beide Zahlen p ¢ die,
Form 4% -+ 3 haben.

& 5. Jetzt moge ¢ gleichfalls eine (von p verschiedene)
Primzahl sein. Nach dem in § 51 der »Disquisitiones arith-
meticae« bewiesenen Satze™) ist es klar, dass

E9— (29 — @ - 0%* — w1 wan*?)

§1—1 — ()'])’JZ((I*‘) =

durch ¢ theilbar, d. h. von der Form ¢X sein wird, wo X
eine ganze Function von x ist, auch hinsichtlich der nume-
rischen Coefficienten; (das Gleiche ist auch bei den iibrigen,
hier in Betracht kommenden ganzen Functionen Z, Y, W zu
bemerken). Nun bezeichnen wir fir den Modul p und die
primitive Wurzel « den Index der Zahl ¢ duveh g, d. h. wir
setzen ¢ = o' (mod. p). Dann werden die Zahlen ¢, g, qa?,
qgad, ... qeP ™% modulo p bezw. den Zahlen !, af'*! «¥*2 .,
aP=% 1, «, ¢, ... af* ! congruent, und also

gt Mm+3

xq—x""u, 24% — —_ ™

, p L— zd%®
—u—2 ) —2 D — L —1
e TR b gl

xqu.P_M'H

M2
, R

— U
— ', 2

?
CopgeP TR et

2
7
r

* [Es ist dies der aus dem Fermat’schen Theorem folgende
Satz, dass die ¢-t¢ Potenz eines Polynoms « - 4- ¢+ ... dem Aus-

drucke a? -+ b7+ ¢? 4 ... modalo ¢ congruent wird, sobald ¢ eine
Primzahl ist.]
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durch 1 — 2P theilbar. Nimmt man diese Grissen abwechselnd
positiv. und negativ und summirt sie dann, so wird durch
1 — P theilbar auch die Funetion

gl — g _!-.xq("Q _._(x;qug 4 __xan—Q 0+ 57

wobei das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem
gerade oder ungerade ist, d. h. je nachdem ¢ quadratischer

Rest von p wird oder quadratischer Nichtrest. Wir kinnen
also setzen

ol — ;;(;Q”'_i_ xQ“Q — xqﬂ-a + e — xq(/_p——‘z —_— ys = (l ~——£Up> ”77

indem wir y = -1 oder y = — 1 nehmen, je nachdem ¢
quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist. Dabei wird W
offenbar eine ganze Function.

§ 6. Nach diesen Vorbereitungen folgern wir aus der
Combination der vorangehenden Gleichungen

gEX = ep(dpri—) —y)

— P
+ 11 — (Z0p T — ) 4 VB — WE(1 —a)).

Dividiren wir £€X durch
xP—1 _I_xpwz_l_xp—-z_l_ . . +£E+17

so moge sich der Quotient U und der Rest 7' ergeben, d. h.
e8 moge

. 1 —a?

EX = T U4 T
sein, wo U, T auch mit Hinblick auf diec numerischen Coeffi-
cienten ganze Functionen sind, und zwar 7' von niederer Ord-
nung als der Divisor. Daher wird

qT—ep(dpr@=1 —y)
1—a?

—
Diese Gleichung kann offenbar nur bestchen, wenn die Glieder
auf der linken sowie die auf der rechten Seite fiir sich ver-
schwinden. Daher wird ep (61)%(‘1 =1 — ) durch ¢ theilbar,
und ebenso auch dp*(@—1) — v; demmnach wird wegen 0% =1
die Zahl p»'0=1 — »¢ durch ¢ theilbar.
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Wird nun durch ( die positive oder die negative Einheit
bezeichnet, je nachdem p quadratischer Rest oder Nichtrest
von ¢ ist, dann wird pia=1) — 8 durch ¢ theilbar, und also
auch f—yd. Dies ist unmoglich, wenn nicht § = yd wird.
Hieraus folgt von selbst das Fundamentaltheorem; néimlich

I. so oft entweder beide Zahlen p, ¢ auch oder nur eine
die Form 4% -1 haben, und also J = -+ 1 ist, wird f =y,
und so ist dann zugleich ¢ quadratischer Rest von p und p
quadratischer Rest von ¢, oder es ist zugleich ¢ Nichtrest von
p und p Nichtrest von q.

II. so oft beide Zahlen p, ¢ die Form 4% -}~ 3 haben, und
also 0 = —1 ist, wird = — y, und also entweder zugleich
q quadratischer Rest von p und p Nichtrest von ¢, oder zu-
gleich ¢ Nichtrest von p und p Rest von ¢. W.uz b. w.



Anmerkungen und Erlduterungen®).

Ueber die Wichtigkeit und die Tragweite des von C. Fr. Gauss
als Fundamentaltheorem bezeichneten Satzes spricht sich
B. Kummer**) folgendermaassen aus: »Die Reciprocitiitsgesetze,
welche unter den Resten und Nichiresten der Potenzen statt
haben, bilden gewissermaassen den Schlussstein der Lehre von
den Potenzresten und erdffnen zugleich den Weg fiir weitere
und tiefer liegende arithmetische Untersuchungen. Sie sind
in diesen beiden Beziehungen fiir die Zahlentheorie von grosser
Wichtigkeit; aber eine noch hohere Bedeutung haben sie in
der geschichtlichen Entwickelung dieser mathematischen Dis-
ciplin dadurch erlangt, dass die Beweise derselben, so weit
sie iiberhaupt gefunden sind, fast ginzlich aus neuen, bis da-
hin noch unerforschten Gebieten haben geschopft werden
miissen, welche so der Wissenschaft aufgeschlossen sind.«

Diese Worte rechtfertigen wohl hinreichend das Unter-
nehmen, die von Gauss gegebenen, auf quadratisehe Reste
und Nichtreste beziiglichen Beweise in deutscher Uebersetzung
zusammenzustellen, zumal da in diesen Untersuchungen fast
alle Wege aufgedeckt sind, auf denen es bisher gelungen ist,
zum Reciprocititsgesetze durchzudringen.

Hinweisen miissen wir hier ausdriicklich auf die sehr ver-
dienstvolle und interessante Monographie von Oswald Bawmgart:
»Ueber das quadratische Reciprocititsgesetz. Tine vergleichende
Darstellung der Beweise ... und der denselben zu Grunde
liegenden Principien«, Inaug. Diss. Gott. 1885. In dieser Schrift
werden die Gauss'schen Beweise, wie natiirlich, gleichfalls
behandelt, allein mit alle den im Laufe der Zeit aufgefundenen
Vereinfachungen, withrend hier gerade aunf die Originaldar-
stellung das Hauptgewicht gelegt ist. Der Vereinfachungen,

* Die im vorausgshenden Texte in eckige Klammern ein-
geschlossenen kurzen Bemerkungen sind als Irliuterungen vom
Herausgeber beigefiigt worden.

* " Abhandl. d. Berl. Akad. (1859) p. 19.
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welche wir spiteren Forschungen verdanken, wird nur in den
Anmerkungen gelegentlich Erwithnung gethan werden.

Glauss hat im Laufe der Zeit acht Beweise fiir das qua-
dratische Reeciprocititsgesetz geliefert. Von diesen verdffent-
lichte er selbst sechs, wihrend die beiden anderen erst durch
die Herausgabe seines Nachlasses bekannt geworden sind.0 Die
Anordnung geschah im voraufgehenden Texte nach der Zeit
ihrer Publication, wie dies auch in den gesammelten Werken
geschehen ist. Die chronologische Reihenfolge der Gauss’schen
Beweise ist eine andeve. L. Kromecker hat hieriiber einige
Vermuthungen aufgestellt®), die aber von Bawmgart (1. ¢.8.101)
mit grosser Wahrscheinlichkeit widerlegt worden sind. Naeh
Baumgart diirfte die zeitliche Anordnung die folgende sein:

I, 11, VIL, (VIII), I, 1V, V, VL

Bei der Wiedergabe der Beweise wurde von III, IV, V, VI
eine genaue Uebersetzung geliefert; dies war durch die in
sich abgeschlossene Form angiinglg, welche Glauss selbst seinen
Beweisen ertheilt hat. Beim Beweise I wurden, um allzu be-
deutendes Anschwellen des Umfanges zu vermeiden, kleinere,
zumal historische Notizen unterdriickt. Beim Beweise II, der
ganz in der Theorie der quadratischen Formen wurzelt, sind
die entscheidenden Ueberlegungen in wortlicher Uebertragung
vorgelegt; in den Erliuterungen wurde durch eine kurze Ueber-
sicht dem Leser eine Rinfithrung gegeben, welche das Ver-
stindniss zn vermitteln wohl ausreichen wird.

Die Beweige VII und VIII (Werke II 8. 233 und 8. 234)
konnten nicht aufgenommen werden, da bei ihrer Darstellung
der fragmentarische Charakter der nachgelassenen Abhandlung
zu stark iiberwog. Der Kern der Beweise liegt bei ihnen in
der Vergleichung zweier Kriterien fiir die Losbarkeit einer
Congruenz zweiten Grades, welcher die beiden umfassendsten
Kreistheilungsperioden geniigen. Um dem Leser auch nach
dieser Richtung Klarheit zu geben, ist in der letztem, drei-
zehnten Anmerkung der Beweis kurz entwickelt [13) 8. 109].

Die beiden Bezeichnungen » F'undamentaltheorem« der
hoheren Arithmetik und »Reciprocititsgesetz« fiir den in Rede
stehenden Satz haben wir bereits angegeben. Die zweite De-

*) Berichte, Berl. vom 22. April 1875, p. 272, Anm.
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nennung stammt von Legendre, der sie schon im Jahre 1785
eingefithrt hat; sie hat sich als die charakteristischere in der
Litteratur erhalten. Die erste Benennung fithrt Gawss in den
»Disquisitiones arithmeticae« ein und begriindet ihre Wahl mit
der Wichtigkeit des Satzes.

Im Paragraphen 151 der » Disquisitiones« schreibt sich
Gauss die endgiiltige, einfache Formulirung des Reciprocitiits-
gesetzes zu (1801). Legendre erhebt in einem Briefe an Jacobi
[Journ. f. M. 80, (1875) p. 217 hiergegen Einsprache und nimmt
fir sich die Prioritdt in Anspruch. L. Kromecker*) hat fest-
gestellt, dass L. Fuler der Erste gewesen ist, der auf dem
Wege der Induction das Gesetz erkannte und in iibersicht-
lichen, der Gauss'schen ¥orm #hnlichen Ausdruck brachte.
Gauss selbst hatte in § 2 des Beweises III seine fritheren
Angpriiche zu Gunsten von Legendre’s Autorsehaft zuriickge-
zogen (1808).

Nach diesen allgemeineren Darlegungen gehen wir zu den
Erlduterungen iber, welche die einzelnen Beweise betreffen.

1) Zu S. 3. Die Voraussetzungen des ersten Beweises sind
von elementarster Natur; sie verlagsen nirgend das Gebiet der
Congruenzen zweiten Grades.

Charakterisirt wird der erste Gauss'sche Beweis -— der
iiberhaupt der erste Beweis des Reciprocititssatzes ist — von
L. Kronecker**) als »merkwiirdige und scharfsinnige Dedue-
tion, welehe ganz direct mit Ueberwindung aller Schwierig-
keiten auf das Ziel losgehend fast wie eine Kraftprobe Glawss-
schen Genies erscheint«. Dirichlet sagt***), thm sei der Be-
weis »immer merkwiirdig erschienen, sowohl wegen des so
einfachen Gedankens, welcher demselben zu Grunde liegt, als
auch deshalb, weil dieser Beweis der einzige ist, in welchem
die Betrachtung das Gebiet der Congruenzen zweiten Grades,
welechem der Satz wesentlich angehort, nirgend verlisste.

2) Zuw S. 21. Dass fir 19 und 23 wirklich 4a®> < 2p ist,
sieht man unmittelbar. Wenn ferner p >> 23 ist, dann wird
Vp — 2 >V8, und daraus folgt durch Quadrirung

p—4Vp >4 wmd p>44+4Vp.
*) Berichte, Berl. v. 22. April 1875,

**) Berichte, Berl. v. 22, Juni 1870.
#*%) Journ, flir Math. 47 (1854}, p. 139.
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Nun ist nach der Amnnahme 2@ < Vp -2 und also
4> <p4[4Vp 4] also <p-+p=2p.
3) Zu S. 23. Denn statt der Reihe
ay o1, a4+2, ... 04+n—1

betrachten wir zundchst die Reihe

a—ry ¢—1r =41, a—r-4+2, ... a—r-n—1.
Hierin kommen mindestens so viele durch /o theilbare Glieder
vor wie in der Reihe der Zahlen 1,2, 3,...#n. Das zeigt
den Satz; denn jedem durch /o theilbaren Gliede der Reihe
@—17, @ — - 1,... entspricht eins in ¢, a 41, a 4+ 2,.. .,
welches = (mod. %) ist.

4) Zuw S. 24. Wir setzen o= +* (mod. 2"m), wobei m un-
gerade und » == 3 ist. Dann wird, wenn wir », = 2""'m — s
setzen, zugleich auch ¢ =* (mod. 2"m). Nun ist

. 2 g 2 T
’ﬁ;f, " , (AR — 42",
2%m 2"m 2 m
et a—1* . ,
Dabei ist der Annahme nach T das erste Glied auf
m

der vechten Seite der letzten Gleichung also gerade, und das
letzte wegen v > 2 gleichfalls. Dagegen ist + ungerade, und
daher auch die ganze Summe rechts. Folglich ist die Summe
der beiden Briiche links eine ungerade Zahl und deshalb einer
unter ihnen selbst gerade. Somit ist die eine der Differenzen
o—1?* a—* durch 2°% ' theilbar,
3) Zuw S. 27. Das Fundamentaltheorem liefert nimlich un-
mittelbar:
Wenn pRa pNa ‘ plib
dann ist aRp aNp | —DbIp

pNb,

—bNp .

Benutzt man nun die Resultate aus § 111 und § 98, so folgt:

o |+ pNa pRO\ [+ pNDY

Wemn =pla \\ —pRa t —pNb [\ — pNb
dann-ist o Rp aNp | —bRp | —ObNp

Y

7
und setzt man endlich fiir p einmal ¢« und einmal b ein, so
entstehen die Formeln des Textes.

6) Zu S. 37. Dirichiet sagt (1. ¢.) iiber diesen Beweis: » Wenn
er die Kiirze vermissen liisst, welche einige der spiteren in

Ostwald's Klassiker 122, 7
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g0 hohem Grade auszeichnet, so liegt dieser Mangel nicht im
Wesen der Methode und hat vielmehr seinen Grund in dem
zufilligen Umstande, dass zur Darstellung gewisser Beziehungen,
welche bei dieser Behandlungsweise hiufig wiederkehren, kein
zur Rechnung geeignetes Zeichen benutzt ist, wodurch es
nothig geworden ist, acht verschiedene Ifiille zu unterscheiden,
von denen jeder wieder in mehrere Unterabtheilungen zerfillt.
Durch Einfithrung des zuerst von Legendre gebrauchten Zeichens
in der allgemeinen Bedeutung, welche Jucobs demselben spiiter
gegeben hat, und durch einige andere Vereinfachungen, welche
jedoch das Wesen des Beweises eben so wenig indern, zieht
gich dieser in einem solchen Grade zusammen, dass er kaum
noch hinter einem der iibrigen hinsichtlich der Kiirze zuriick-
zustehen scheint. «

Was zuniichst die erwihnte Legendre’sche Bezeichnung an-
langt, so ist diese die folgende. Legendre setzt das Symbol,
in welchem ¢ eine Primzahl bedeutet,

(%;) gleich 1 oder gleich — 1

je nachdem in Gauss'scher Bezeichnung

pRq oder pNg
d. h. je nachdem p ein quadratischer Rest oder ein quadra-
tischer Nichtrest fiir den Modul ¢ wird; p soll dabei nicht

durch ¢ theilbar sein. Die Restcharaktere nebmen dann, wenn
p und g ungerade Primzahlen sind, die Formen an

(a) (fi) = (- 1)2(=1); () (%) = (— 1)-2:(1""’—0;

) 17_) (2):(;_1 F—1) Fg—1)
o (U)() =1
Fiir das Legendre'sche Symbol ist, wenn p,, p, zwei beliebige
“durch ¢ nicht theilbare Zahlen bedeuten,

-

Jacobi definirt nun*): »>Ist p irgend eine ungerade Zahl =
forf ..., wo f, f,f" ... gleiche oder verschiedene

*) Berichte, Berl. 1837, Octob. = Jouwrn. £ M. 30 (1837, 8.166
= Werke VI S. 254—264 (S. 262.
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Primzahlen bedeuten, so dehne ich die schone Legendre’sche
Bezeichnung auf zusammengesetzte Zahlen p in der Art aus,

dass ich mit (%), wenn @ zu p Primzahl ist, das Product

G-

bezeichne. Sind p und ¢ zwel ungerade Zahlen, die keinen
gemeinsamen Theiler haben, beide positiv oder anch die eine
positiv, die andere negativ, so hat man ganz wie bei Prim-
zahlen« die obigen Gleichungen («j, (), ().

Durch die Einfithrung und die Benutzung dieses Jucobi’schen
Symbols vereinfacht sich der erste Glawss'sche Beweis. Ks ist
iibrigens zu bemerken, dass Gauss selbst die Bedentung dieses
Symbols erkannt hat. Das in § 139 der Disquisitiones ein-
gefithrte Zeichen [z, y) giebt die Anzahl der Primfactoren von
y an, von denen x Nichtrest ist. Man hat demnach, wenn die

rechte Seite der folgenden Congruenz das Jacobi’sche Symbol
enthilt,

[p, 4= (g) (mod. 2).

Fiir das Studium des Dirichlet’schen Beweises empfehlen
wir nebst der Originalabhandlung die Darstellung, welche sich
in der von Dedelkind herausgegebenen Ausgabe der » Vorlesungen
iiber Zahlentheorie von P. (. Lejeune Dirichlet< findet.

Wir wollen, um wenigstens eine der von Dirichlet ge-
gebenen Vereinfachungen hier zu besprechen, den Hiilfssatz
aus § 129 der »Disquisitiones« in Dirichlet’scher Art beweisen.
Es handelt sich darum, dass eine Zahl p’ < ¢ existivt, fiir
die ¢ Nichtrest ist, wenn ¢=—=8n -~ 1 angenommen wird.

»Es sei 2m -+ 1< q, und man nehme an, ¢ sei qua-
dratischer Rest von allen ungeraden Primzahlen, welche nicht
grosser als 2. 41 sind. [Wegen ¢=8n -4 1 ist ¢ auch
Rest der Potenzen von 2 und es ist] dann die Congruenz
a? =q fiir jeden Modul losbar, der ausser einer beliebigen
Potenz von 2 nur ungerade, 2 -1 nicht iibertreffende
Primfactoren enthiilt. Diese Bedingungen erfiillt aber das
Product 1. 2. 3....(2m — 1) = M, und man kann also setzen
k* = q (mod. M), wo k positiv gewihlt ist. Man hat dann

(q—1)(g—2% ... (g—u )= (1 —1*) (* —2?) ...
oo (B —m?) (mod. M).
7



100 Anmerkungen.

Nun ldsst sich die zweite Seite, wenn man sie mit dem Factor &
multiplicirt, der relative Primzahl zu I/ ist, als continuirliches
Product

(e =m) (k== m—1) ... (k—m)

schreiben, welches Product ein Vielfaches von AI ist, wie sich
leicht rein arithmetisch zeigen lisst, und wie dies auch daraus
folgt, dass dasselbe, durch M dividirt, eine Combinationszahl
darstellt. Es muss also auch die erste Seite durch 3/ getheilt

werden konnen. Giebt man dem Quotienten dieser Division
die Form

1 q— 17 q-— 2% q—m?
m— 1 (m—4 1P —1 (m4 12 —2° (m 4 1) — n?’
50 stellt sich offenbar ein Widerspruch heraus, wenn man fiir

m diejenige ganze Zahl willt, welche unmittelbar unter V¢
liegt, indem dann der Quotient ein Product echter DBriiche
wird, Es ist daher stillschweigend angenommen, dass diese
Wahl der Zahl m der Bedingung 2m -4 1 < ¢, die unserer
Deduetion zu Grunde liegt, gemiiss ist, was wirklich der Fall
ist, da 2m 4 1<C2Vqg 41 und 2Vqg -+ 1 augenscheinlich
tiiv alle Primzahlen 872 - 1, deren kleinste 17 ist, <9 ist.
Es ist somit bewiesen, dass es immer eine Primzahl p' giebt,

welche < 2m - 1 <7 ¢ ist und fiir welche ¢ ein quadratischer
Nichtrest ist.«

7) Zaw S. 40. Wie wir schon erwihnt haben, ist dieser zweite
Beweis derart in die Theorie der quadratischen Formen ver-
flochten, dass es unmoglich erscheint, ihn so geschlossen und
vollstiindig aus den allgemeineren Untersuchungen herauszu-
schiillen, wie dies beim ersten Beweise moglich war; es sei
denn, dass man geradezu die gesammten umfangreichen Ab-
leitungen des fiinften Abschnittes der »Disquisitiones« wieder-
gibe.

Um aber trotzdem den Gedankengang dieses hocheleganten
Beweises dem Verstindniss zu erschliessen, sollen im Folgen-~
den ohne Beweise und mit Einhaltung moglichster Kirze die
Grundlagen, auf denen es beruht, vollstindig gegeben werden.
Die eingeschalteten Paragraphenzahlen bezichen sich auf die
Stellen der »Disquisitiones«, denen die angefiihrten Sitze ent-
nommen sind. _

Jeder Ausdiuck aa* ++ 20bzy ¢y = F wird als qua-
dratische Form, oder, wenn kein Missverstéindniss eintreten
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kann, wohl auch kurz als Form bezeichnet. Dabei sind ¢,
b, ¢ gegebene ganze Zahlen und x, y ganze unbestimmte Zahlen.
Handelt es sich nicht um diese Unbestimmten x, %, dann wird
F = (a, b, ¢) geschrieben (§ 153). Wenn
M= am® -+ 2bmn -+ cn®
ist, wobei m und s theilerfremd zu einander sind, dann sagt
man, M werde durch (a, b, ¢) dargestellt. Der Ausdruck
b* — ac =D heisst die Determinante der Form F. D ist
quadratischer Rest jeder durch (a, b, ¢) darstellbaren Zahl A
(§ 154). Wird I’ bei ganzzahligen
o B, 7,0 und «d —pBy==1
durch 2 =ca2’ + By und y=ya + dy in
F =da* 420y 4y =, V', )
transformirt, so wird umgekehrt F durch == o' = do — Sy,
=y = —yx 4 oy in I’ transformirt. Daher ist jede, durch
eine der beiden Formen darstellbare Zahl auch durch die
andere, transformirte darstellbar. Die Determinanten beider
Formen sind einander gleich. Zwei solche, gegenseitig in
einander transformirbare Formen heissen einander &quivalent
und zwar sind sie eigentlich oder uneigentlich dqui-
valent, je nachdem «d — fy = -+ 1 oder = —1 ist. Kine
Form kann einer anderen gleichzeitig eigentlich und uneigent-
lich #quivalent sein (§ 157, 158, 163).

Alle Formen derselben Determinante [), welche einander
eigentlich #quivalent sind, rechnmen wir einer Classe von
Formen zu (§ 175). Die Anzahl der Classen einer ge-
gebenen Determinante ist endlich (§ 175, § 195, § 211). Be-
sitzt die Form F = (a, b, ¢) eine negative Determinante D,
80 haben die dusseren Coefficienten o und ¢ gleiche Vorzeichen,
und dieses Vorzeichen ist fiir alle Formen derselben Classe
das gleiche. Ist es positiv (bezw. negativ), so heisst die Form
selbst eine positive (hezw. eine negative); dementsprechend
heissen dann auch die enthaltenden Classen positive und
negative Classen. Durch eine positive Form lassen sieh
keine mnegativen, durch eine negative Form keine positiven
Zahlen darstellen (§ 175, § 225).

Eine Form F heisst eine primitive Form, wenn a, b, ¢
keinen gemeinsamen Theiler haben; anderenfalls heisst I eine
derivirte Form. Kommt in einer Formenclasse eine primi-
tive Form vor, so sind alle zugehorigen Formen primitiv, und
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die Classe heisst eine primitive Classe. Haben auch o,
2b, ¢ keinen gemeinsamen Theiler, so heisst die Form eigent-
lich primitiv; alle Formen der zugehdrigen Classe sind
auch eigentlich primitiv, und die Classe heisst eine eigent-
lich primitive Classe. DBesteht fiir a, b, ¢ kein Theiler,
dagegen fiir a, 20, ¢, dann heissen Form wund Classe un-
eigentlich primitiv (§ 226).

Die beiden Classen, denen die Formen («, b, ¢) bezw. (¢,
', ¢') angehoren, werden zu gleicher Ovdnung gerechnet,
wenn sowohl «, b, ¢ denselben grossten gemeinsamen Theiler
haben wie «', 0, ¢/, als auch a, 20, ¢ denselben grissten ge-
meinsamen Theiler haben wie o', 20', ¢'. Ist dies nicht der
Fall, dann werden die Classen zu verschiedenen Ordnungen
gerechnet. So bilden z. B. alle eigentlich primitiven Formen-
classen eine Ordnung fiir sich; und eben das Gleiche gilt von
allen uneigentlich primitiven Classen (§ 226).

Eine eigentlich primitive Ordnung kann wieder in Ge-
schlechter eingetheilt werden. Das geschieht auf Grund
folgender Sitze: Ist F' eine zur Determinante D gehorige pri-
mitive Iform, und p eine in D aufgehende Primzahl, dann sind
alle durch p nicht theilbaren Zahlen, welche durch F dar-
gestellt werden kdnnen, entweder simmtlich quadratische Reste
von p oder simmtlich quadratische Nichtreste von p. — Wenn
ferner D durch 4 theilbar ist, dann sind die durch I dar-
stellbaren ungeraden Zahlen entweder simmtlich =1 (mod. 4)
oder simmtlich = 3 (mod. 4). Wenn D durch 8 theilbar ist,
dann sind die durch 7 darstellbaren ungeraden Zahlen ent-
weder simmtlich =1 oder simmtlich = 3 oder = b oder
= 7 (mod. 8); fir D=3 (mod. 4) sind sie entweder simmt-
lich =1 oder simmtlich = 3 (mod. 4); fiir D=2 (mod. 8)
sind sie simmtlich theils =1, theils =7, oder simmtlich
theils = 3, theils =5 (mod. 8); fiir )= 6 (mod. 8) sind sie
sammtlich theils =1, theils =3 oder simmtlich theils = 5,
theils = 7 (mod. 8). Jede solche Eigenschaft nennt Gauss
einen Charakter der Form [/ und bezeichnet die einzelnen
soeben angefiilhrten Charaktere der Reihe nach durch

Rp oder Np; 1,4 oder 3,4; 1,8 oder 3,8 oder 5,8
oder 7,8; 3 und b, 8 oder 1 wnd 7,8; 1 wund 3,8
oder b und 7,8. (§ 229, § 230).

Der Totalcharakter einer Form oder einer Classe setzt
sich aus simmtlichen einzelnen Charakteren der Form oder
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der Classe zusammen. Die Ordnung der eigentlich primitiven
(und wenn die Determinante negativ ist, zugleich: der posi-
tiven) Classen von gegebener Determinante wird derart in
Gegchlechter eingetheilt, dass zwei Classen zu demselben
Geschlechte gerechnet werden, wenn sie denselben Total-
charakter besitzen (§ 231). Bei negativer Determinante heissen
die Geschiechter, welche nur positive Classen enthalten, posi-
tive Geschlechter. — Die Form (1, 0, — D) der Deter-
minante [ heisst Hauptform; die Clagse, der sie angehort,
heisst Hauptelasse, und das Geschlecht, dem diese Classe
angehort, heisst das Hauptgeschlecht (§ 231).

In den einzelnen Geschlechtern einer und derselben Ord-
nung einer gegebenen Determinante sind gleich viele Classen
enthalten (§ 252).

Nicht mehr als der Hilfte aller, fiir eine gegebene, nicht
quadratische Determinante als moglich angebbarer Total-
charaktere konnen eigentlich primitive (und bei negativer De-
terminante zugleich: positive) Geschlechter entsprechen (§ 261).

8) Zaw S. 40. Bei den Determinanten — 1, 4 2, — 2, — 4
kommen nimlich nur die beiden Charaktere hinsichtlich 4 und 8
in Frage. Bei den ungeraden Potenzen der Primzahl p von
der Form 4#n -1 giebt es nur die beiden Charactere fiir
dieses p; die negativ genommenen Potenzen dieser Primzahlen
sind simmtlich = 3 (mod. 4) und sind also, da bei ihnen dann
vier Charaktere moglich wiren, von der Betrachtung auszu-
schliessen. Aus dem gleichen Grunde kommen nur die positiv
genommenen geraden und die negativ genommenen ungeraden
Potenzen der Primzahlen von der Form 4#n -+ 3 in Irage:
Quadrate sind ja ausgeschlossen.

Die im folgenden Absatze des Textes benutzten Charactere
ergeben sich aus den zugehdrigen Hauptformen (1, 0, — D).

9) Zus S. 44. Kuwmmer sagt (L e.): »Zwei [der spiiteren Be-
weise] ndmlich der als dritter und fiinfter von Gauss be-
. zeichnete, sind beinahe ebenso elementar als der erste Beweis,
da sie nur in so fern das Gebiet der Congruemzen zweiten
Grades verlassen, als ein Satz iber die reinen Congruenzen
hoherer Grade hinzugezogen wird.« »Der Unterschied dieser

Beweise liegt hauptsiichlich nur in der Art der Abziblung
der Reste.«

Jener Satz iiber die reinen Congruenzen hoherer Grade
ist das in § 106 der »Disquisitiones« abgeleitete Kriterium.
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10) Zaw S. 47. Im Falle p = 4n -+ 1 ist das letzte umzu-
wandelnde Glied

[’-1_7(]’ + l] I [;xp — l]
T p U

und die obere Reihe jenes Ausdruckes in VI wird, da P

Summanden umgewandelt sind,

Vo= [ [ [

(e o5

Vereinigt man mit den Gliedern der ersten geschweiften
Klammer die mit — 2 multiplicivten gleichen Glieder der
unteren Reihe, dann ergiebt sich das erste Resultat.

Im Falle p =4n -+ 3 ist das letzte umzuwandelnde Glied

= I =t

und die obere Reilie jenes Ausdruckes in VI wird, da jetzt

P +

Summanden umgewandelt sind,

Mp 1) (k~1)+{[27ﬂ+{ﬁ]+ +[‘7<2) - 31k},

\
f
e P

Daraus folgt dann in #hnlicher Art das zweite Resultat.

11) Zu S. 51. Der vierte und der sechste Gauss'sche Beweis
stittzen sich auf die Theorie der Kreistheilung, insbesondere
auf die Ausniitzung einer Formel, deren Ableitung hier nach
Gauss, Disquisitiones § 356 gegeben werden soll.

Es sel n=2m-} 1 eine Primzahl, » eine primitive #'°
Vurzel der Einheit und g eine primitive Congruenzwurzel fiir
den Modul 7, d. h. eine zum Exponenten 2m gehorige Zahl.
Dann sind alle primitiven 2! Wurzeln der Kinheit in dem
Complexe enthalten:

0 1 2 3 n—-2
VL A R L
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oder, wie wir bequemer sehreiben wollen, in

'] [9'} (o), 1o, - T

Wir vertheilen diese Wurzeln in zwei Perioden

m, 9 ) =1") + ")+ 9" ]+ - - -+ 9" 77,

(m, g") =91+ [0*]+[5"] + - - -+ 9"
die Gleichung, deren Wurzeln diese beiden Aggregate sind,
moge

2 — de 4+ B=0
sein, wobei also
A=(m, 1)+ (m, g) = —1; B=(m, 1) (m,y)
gesetzt ist. Bildet man B durch Ausmultipliciren, so folgt
B=(m, g 1) 4 [m, * + 1) & m, g7 1) - - -
4 (m, " 1).

Jeder Summand links ist entweder (m, ¢°) oder (m, g') oder m
und also

B=q«-m-f-{m, 1) 4~y-(m,g), («c-4fF-4y=m.

Ferner ergiebt die allgemeine Theorie, dass 5 eine gauze
Zahl, folglich 5 =y und daher

B=a-m—p; (a4 2p=m)
ist.

Um « zu bestimmen, unterscheiden wir zwei Fille:

1) Es seil m ungerade. Da ¢™ —+ 1=0 (mod. ») ist, so
giebt es in der Reihe

g9+1, P41, P, T

ein Glied und nur ein Glied = 0 (mod. #); folglich ist « =1
und daher = %(m — 1). Dies ergiebt

B=14(m-1).

2) Bs sei m gerade. In diesem Falle giebt es in der
Reihe

B e TR e TN e B

kein Glied, welches =0 (mod. 1) wiire; folglich ist « =0
und daher 3 ==Z1wm. Dies ergiebt

B=—14m.
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Die Gleichung fiiv « ist in diesen beiden Iillen
e A ) + 1) =0, wenn 2 die Form 4% -3 hat,
& A w—Im =0, wenn » die Form 4/ - 1 hat,
oder allgemein

Bt —(—1) 2 n);
und folglich ist

X == 5

=1V, wenn n die Form 4% 4 8 hat,
=1 Vn, wenn n die Form 4% -+ 1 hat,

T Tt

Daher wird auch

= b

[CERURS

x:-——__/

S

oder allgemein

(m, §°) — (m, ¢') = = Vﬁ, wenn # die Form 4% - 1 hat,
(m, g°) -— (m, g') = == z'Vf/’_07 wenn 7 die Form 4k - 3 hat;
und zwar gilt dies, welche Wurzel auch fiir [¢°] = + genommen
werden mag.

Ferner ist

5

2
[11] =" = (cos

7T .. 2m\g”
—+ 7 sin — 7
n 7

1 R
= ¢0s — 277¢" - 7 sin — 270 g”.
n 7

In (m, ¢°) durchlaufen die g* alle quadratischen Reste von #,
in (m, ¢') dagegen alle quadratischen Nichtreste. Diese Be-
merkung liefert dann die in § 1 des vierten Beweises ange-
fithrten Formeln.

Der vierte Beweis benutzt die Bestimmung des bis jetzt
noch zweifelhaften Vorzeichens von (m, ¢°) — (m, ¢'); dexr
sechste Beweis kommt ohne diese Bestimmung zum Ziele.

Speciell tiber den vierten Beweis spricht sich L. Kronecker™)
folgendermaassen aus: »Die gesammte Schwierigkeit lag in der
Summirung von

rob 2R rzt 2R .
Seog——— und Isin —— (p Primzahl),
h=0 P =0 )

* Vorlesungen aus der Theorie der einfachen und der viel-
fachen Integrale. Leipzig, Teubner. 1894, p. 117, 118.
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aus welcher dann das quadratische Reciprocitiitsgesetz leicht
zu entnehmen war. Gawuss hat wahrscheinlich schon in seinem
siebzehnten Jahre den Werth der Reihen, abgesehen vom Vor-
zeichen, gefunden, dessen Bestimmung ihm, wie aus der Ab-
handlung » Summatio quarundam serierum singularium« und
aus einem Briefe an Sophie Germain hervorgeht, unsigliche
Mithe machte. Nach sechsjihriger andauernder Beschiiftigung
mit dem Gegenstande gliickte thm die Feststellung des Zeichens
und zwar, wie er in bewundernswerther Bescheidenheit sagt,
pur durch eine Art Eingebung. Ueber seinen Gedankengang -
hat er uns vollig im Dunkel gelassen, und in der That ist
seine Beweisart auch noch heute ein Réthsel. Er hat gleich-
sam aus einer Projection die ganze Figur erhalten, indem er
némlich aus einer specielleren eine allgemeinere Reihe errieth
und diese dann als ein Sinus-Product darstellte. Bisher ist
es iibrigens noch nicht gelungen, eine Summe von Sinus, wie
sie in der Reihe vorliegt, direct in ein solches Product um-
zuformen. Ausserdem ist es merkwiirdig, dass_Gauss, ob-
wohl er nahe darvan war, doch nicht darauf gekommen ist,
die ihm bekannte @-Reihe zur Berechnung seiner Summe zu
benutzen. «

12) Zu S. 88. K. Kummer sagt (1 c.) iiber diesen sechsten
Beweis: »Der eigentliche Kern dieses Beweises wird bei Gauss
dadurch etwas verhiillt, dass anstatt der p'*® Wuwrzel der Bin-
heit eine unbestimmte Variabele x angewendet wird, was zur
Folge hat, dass Congruenzen unter ganzen rationalen Functionen
nach dem Modul 1+ =+ «® 4 - - 4+ 27! angewendet werden
miissen, statt deren man nur einfache Gleichungen erhilt,
wenn dem z der specielle Werth einer primitiven p'** Wurzel
der Einheit gegeben wird. Diese Vereinfachung des sechsten
Gauss’schen Beweises hat zuerst Jacobi ausgefithrt und im
Jahre 1827 an Legendrc mitgetheilt, welcher sie im Jahre 1830
in die dritte Ausgabe seiner »Theorie des nmombres« aufge-
nommen hat. Hisenstesn hat denselben Beweis im Jahre 1844
in Crelle’s Journal Band 28, 8. 41 reproducirt.«

Um die Vereinfachungen zu zeigen, welche durch diese
Jacobi’sehe Annahme hervorgerufen werden, wollen wir den
Beweis nach Legendre (Théorie des mombres; édit. 3. Bd. IL
8. 391) reproduciren.

Es sei p=2m 4+ 1 irgend welche ungerade Primzahl,
¢ eine der zu ihr gehérigen primitiven Congruenzwurzeln, so
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