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PREFAZIONE

Le lezioni sulle funzioni ellittiche che rac-
colgo in questo volume, sono, con qualche modi-
ficazione, quelle formanti la prima parte del corso
di analisi superiore da me dettato nell’Universita
di Pavia nell’anno 1894-95.

L’indirizzo che ho voluto dare alla trattazione
& questo: io ho voluto fondare tutta la trattazione
Rulla teoria delle funzioni % di Jacobi ed & in cid
che il mio piano si stacca profondamente da quello
degli altri recenti trattatisti, i quali in generale
espongono la teoria delle & quasi come un’ appen-
dice a quella delle funzioni ellittiche.

Dopo che Jacobi, alla fine dei suoi celebri Fun-
damenta nova, fu condotto alla scoperta delle ele-
ganti funzioni 5, egli pensd subito di seguire un
procedimento inverso e di fondare la teoria delle
funzioni di Legendre sopra quella delle 3, e ci
restano appunto di Jacobi alcune lezioni, conser-
vateci da Borchardt, (Opere di Jacobi, vol. I, pa-
gina 497; Theorie der elliptischen Functionen aus

428067



v Prefazione.

den cigenschaften der Thetareihen abgeleitet) in
cui si sviluppa ampiamente ed elegantemente que-
sto concetto.

Lo scopo che mi sono proposto io si pud com-
pendiare dicendo che, prendendo le mosse appunto
da questa Memoria di Jacobi, ho voluto prose-
guirla sino a comprendere le funzioni ¢, e la fun-
zione p, e tutte le formole relative, le quali rap-
presentano le pill recenti novitd nel campo delle
funzioni ellittiche.

In alcuni punti naturalmente, il passaggio per
la via che mi sono imposta, mi ha presentato
qualche non lieve difficoltd, che io ho cercato di
superare nel modo pilt semplice che mi & riuscito
di trovare; ho dovuto percid dare un’estensione,
maggiore di quanto ordinariamente non si faccia,
alla ricerca delle relazioni fra le ; e mi si & pre-
sentata come necessaria la ricerca di certe sem-
plici relazioni fra le derivate delle $ per argo-
mento zero, relazioni sulle quali non era, credo,
stata ancora fissata 1’attenzione.

Trattando della operazione indicata da Halphen
colla lettera D (Fonct. ellipt. vol. I, pag. 294) ho
voluto rintracciarne le formole corrispondenti per
una via quasi inversa a quella seguita dall’ Hal-
phen, perché non mi pare un procedimento abba-
stanza elegante quello per il quale, p. es. il ri-
sultato dell’operazione D sui moduli debba rica-
varsi dalle formole che danno i risultati di D sulle
funzioni p (#) e 'u); mi pare invece pill naturale
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cercare di risolvere direttamente il primo proble-
ma, e non seguire la via, direi quasi, contorta,
tenuta da quell’ Autore.

Non voglio infine tralasciare di notare che i
procedimenti da me seguiti nei due paragrafi trat-
tanti delle funzioni rasionali di p e p' sono presi,
quasi senza modificazioni, dalla cifata opera di
Halphen.

Pavia, ottobre del 1895,

ErNESTO PAScArL,
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CAPITOLO I

LE FUNZIONI 3 DI JACOBI

§ 1. La serie & fondamentalo. — Consideriamo
la serie seguente

—-g- ® eov-2bvte

V== =00

dove a, b, ¢ sono dei numeri qualunque, v & un
numero intero, e il sommatorio deve estendersi per
tutti 1 numeri v interi positivi e negativi.

' chiaro prima di tutto che tutti i termini di
questa serie hanno per fattore comune ¢°, e quindi
basterd considerare I’altra serie

y—i*' meay’-}zbv
yr=—0o0

che & la stessa di prima, ma diviea per un fattore
costante.

La _prima quistione che ci si presenta & quella
he si riferisce alle condizioni necessarie e suffi-
ienti per la convergenza assoluta della serie stessa.

Pascan. 1



2 Capitolo 1. — § 1.

E facile dimostrare che condizione necessaria e
sufficiente per la convergenza assoluta della serie
data & che: il numero a abbia negativa la sua
parte reale. '

Poniamo infatti

a=a, +iag

b=2b, +ib,

11 termine generale della serie potri allora seri-
versi

e(al+'.a2)"'+_2( byHiby)y —
= 0™ +2b7 [cos (ayv? + 28, v) + 7 sen (ag v2 -+ 2b, V)]

il cui modulo &
eV +2by

Ora se a, ¢ positive, allora per v=— =+ oo questo

modulo tende a infinito, e quindi il modulo del
termine generale della serie tende a infinito; cid
basta per conchiudere che se a, 2 positivo la serie
non sard convergente. Perché il modulo del ter-
mine generale possa tendere a zero, come deve
accadere perche la serie sia convergente, deve dun- -
que necessariamente essere @; negativo.
- D’altra parte si pud dimostrare che questa ¢
condizione sufficiente. Infatti formiamo il rapporto
di un termine al précedente; dobbiamo distinguere
due casi secondoche si considera un v positivo ov-.
vero un v negativo.




La serie & fondamentale. 3

Nel primo caso il modulo del rapporto di un
termine al precedente &

e 20, « pa (=114 2b,(r—1) = gay(2r—1-25,

e per v= - oo questo rapporto tende a zero se a,
¢ negativo; quindi, come si sa dalla teoria delle
serie, si pud subito dedurre la convergenza asso-
luta della serie formata coi termini da v =0 sino
a v=+4o00,

Analogamente considerando I'altra serie coi ter-
mini da v=—1 sino a v—=— oo, si vede che in
essa il modulo del rapporto di un termine al pre-
cedente &

@11 =2b « 08,(v=1)"—2b,(¥—1) — pa,(2v—1)—2b,

e se a;, ¢ negativo questo rapporto tende a zero.
Si deduce quindi la convergenza di tutta la
serie in esame, e una tal convergenza ¢& assoluta
perché dalla dimostrazione risulta che & conver-
gente la serie dei moduli.
§ 2. Introduzione delle quattro funzioni 5. —
Nella serie del paragrafo precedente poniamo

a=loggq
b=uzi.

Dovendo @ avere la sua parte reale negativa,
se ne ricava che g deve avere un modulo compreso
fra O e 1. La serie diventa

o0
b q)" 622‘1‘)’
r—=-00



4 Capitolo I. — § 2.

la quale, per le cose dette, ¢ assolutamente con-
vergente per qualunque z, se il modulo di ¢ &
compreso fra 0 e 1. Noi vogliamo considerare la
somma di questa serie come funzione di z.
Essendo la serie assolutamente convergente, la
sua somma sard indipendente dall’ordine dei ter-
mini; dunque noi potremo raccogliere a due a due
i vari termini, e trasformarla facilmente in un’altra
di forma trigonometrica. In effetti se raccogliamo
i due termini che corrispondono a due valori di v
eguali ma di segno contrario, & chiaro, per le note
relazioni fra la funzione esponenziale e le funzioni
trigonometriche, che tali due termini formano

29" cos2va

e quindi la serie diventa

=00

142 qu" cos 2 v .

Questa serie considerata come funzione di  la
chiameremo 35 (x), per distinguerla da altre tre
funzioni ¥ che si ricavano da essa e che ora in-
trodurremo.

Nella serie

“+o00
b3 qv' vt
Y=—00

facciamo il seguente cangiamento. Poniamo in luogo

di w,w+%'n.
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Allora si ha:
o0
> qr’ e2vai gvrei
y=-—00

Secondoché v & pari o dispari, I'ultimo fattore
¢'7 & egualea + 1 ovvero a — 1; quindi facendo
per questa nuova serie gli stessi cangiamenti fatti
nell’antica, si vede che essa non & altro che la stessa
di prima, ma coi segni alternati; essa cioé é:

142 c,20’-1(— 1) ¢ cos2va

che chiameremo 3 (x). E dalle considerazioni fatte
risulta anche subito che:

33(.'1: + —;x) = 3 (2)..

Nella stessa serie 25 () sopra considerata po-
niamo in luogo di x:
x+-;—7'-' +%ilogq.
Essa diventa:

> qﬂ e2v.m' Pl e—vlogg —
Y==—00

<00
= X (—1) g7 e~
V==
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Questa serie la porremo sotto la seguente forma:
1 1
——ig e 3 (—1pig® T sw-ne
Vy=—00

e raccogliendo, come sopra, il termine corrispon-
dente all'indice v con quello corrispondente all’in-
dice — v + 1, i quali termini hanno lo stesso coef-
ficiente. ma col segno contrario, e ricordando che

i [e@—Lai —g=@—Dxi] = —2gen (2v — 1)
si ha che I’espressione di sopra -diventa

1
q—z(2v—l)

B "
—iq ¢ e”‘2y§l(‘— 1)1 sen(2v—1)x

che noi porremo eguale a

1
=—ig ¥ ey (@),
Si ha quindi

1
9, (o: + —;r + ; ilog q) =—iq 4¢3 (@).

Seguitando collo stesso procedimento troveremo
finalmente 'ultima funzione 3. Nella 3; al solito
porremo in luogo di ,

w+lilo ¢
2 gl‘
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Si ha allora

r=-+4o00
X g g2rwi g—rloge —
¥=—00

= 2 qr’—r e
r=—o0

che noi scriveremo sotto la forma

1 1
T S g™ per—nai,

y=—00

q

Raccogliendo al solito i termini eorrispondenti
all’indice v e all’indice —v + 1, si ha:

® -—:»(‘ly—l)

- 2 - .
q 4ev2 qu cos@v—1)x
=

che porremo eguale a

1
g e 3, ()

per modo che si ha la relazione

.-
33 (a7 + % ilog 9) =q 4% 3 ().

Come si vede dunque i valori delle altre tre fun-
zioni 3 2, 3, non sono altro, a meno di fattori, che
quelli-della funzione 3; quando all’argomento &
si aggiungono certe quantitd determinate.
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§ 3. Riepilogo delle formole di definizione delle
funzioni 3. Passaggio dall’una all’altra di esse.
— Per le cose dette nel paragrafo precedente le
quattro funzioni ¢ restano definite dalle seguenti
formole

il

s @)=1+ 221(—- 1)” ¢ cos2v @

+o0
= X (_ l)v qv’ Pricad

y=—00

1
(@)= 221(— -1tV gen(@v—1) 2=

1
=% (— 1) i g8 &V g1z
y=—00

1 8
q'f(gy Y oos @v—1a =

by
3 (@)= 2;1

1
=% gt i

r=—%
+o0
HB@)=1+ 231 q"cos 2va =
= +§° qv' v @i |
y=—00

Ogni funzione ha una doppia espressione, 0 me-
diante gli esponenziali, o mediante le funzioni tri-
gonometriche,




.\'

Riepilogo delle formole, ecc. 9

Una prima osservazione che ci si presenta &
questa: 1a funzione 3, () & evidentemente una fun-
zione dispars, ciod muta di segno ma non di va-
lore assoluto mutando 1'argomento # in — ; le
altre fanzioni invece, mutando # in — 2 non mu-
tano né di segno, ne di valore, e quindi sono fun-
zioni pari.

Sono quindi funzioni dispari le derivate di ordine
dispari di 9, 9;, 3;; e funzioni pari le derivate di
ordine pari delle stesse; mentre per la funzione 2,
si verifica il contrario; inoltre la 3; & zero per argo-
mento zero, e anche zero sono le derivate di or-
dine dispari delle 3, 3,, 3,, per argomento zero.

Una seconda osservazione importante & che que-
ste funzioni, salvo dei fattori, restano tutte inal-
terate aumentando o diminuendo I’argomento di
due quantitd che avranno poi una grande impor-
tanza in tutta la teoria, e che sono le quantita

=, 1logq.

Queste due quantitd le chiameremo periodi.

Per dimostrare c¢id incominceremo coll’ esami-
nare come si trasformano le une nelle altre quelle
quattro funzioni, quando I’argomento si aumenta
o diminuisce dei semiperiodi.

1 1.,
7% gl log q.
Gia nel paragrafo precedente abbiamo visto che
la 93 (@) diventa, a meno di fattori, ciascuna delle
altre 3, quando I’argomento si accresce di tali
quantitd separatamente o contemporaneamente,
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Ora possiamo far vedere che una tal proprietd &
generale per ciascuna delle quattro funzioni.
Consideriamo per.es., la funzione 3 ().

Aumentando I’argomento di é— 7, si ha

o0
> (_ l)v qy' e2:*.m' et
—00

ed essendo
eVl — (_ l)r
si ottiene esattamente la funzione 3; (x).

Aumentando 1’argomento di ) ilog ¢ si ha

“+oo
N (_. l)y qy' e2vwi g—vlogg —

— +§°(_ 1)" qy*—y e2voi - =

I 4o 1—(2y—1 »

= — g 4ewi ;m (—1)iq e@v—1)xi —

1
=—iq 4e% 3 ().

Finalmente aumentando V'argomento di

1 1 '
5 7 Fgilogy

IR v
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si ha nella stessa maniera

1
q - e.m+$° q-—(?.r 1y elr—1)zi —
—00
1
=q *e73,(2).

Lo stesso potrebbe verificarsi per le altre duc
funzioni, per modo che si ha infine tutto il com-
plesso di formole racchiuse nella seguente tabella

1

3 ( é— logg)|=Fiq ¢e%3 (@)
1
2

Hlx = zlogq) Fiq 4eﬂ'3 (@)

L
8

(
(o= Fivoga)=+ a7 i@
(5 110s4)

s w4=~tlogq =+q 46““3 (®).
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Mediante queste formole possono subito trovarsi
quelle per I’aumento dell’argomento di

1 1
i_—-‘lt _—-.
2 + 2’l°gq'

Cosl p. es. si trovano subito le altre

1
S(x +% x t—;-ilogq)=q—7e*‘”‘3s ()

1

% (w +%ﬂ :t:—é—ilogq) =g % et 9 (x)

1
3,(:::-}——;—1: i%ilogq)= +iq 4et?3 (x)
' 1

-9,(.7; +-%—1: d:—;—ilogq)= Fiq *er® 3 ()

Da queste formole appare questo, che aumen-
tando o diminuendo I’ argomento del semiperiodo
1 . .
g™ BVviene fra le quattro 3 una permutazione
formata econ due trasposizioni, cioé si invertono 9
e 9 fra loro e 9, e 2, fra loro. Cosl aumentando
1
2
tono invece & e 3, fra loro e 9; e 3; fra loro.

Di qui si ricava che se aggiungiamo all’ argo-
mento un intero periodo invece di un semiperiodo,
allora, a meno di un fattore, ciascuna delle < ri-

o diminuendo P'argomento di — ¢ log ¢ si inver-
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torna in s& stessa. Le formole corrispondenti si
possono facilmente ricavare, riapplicando due volte
di seguito le formole precedenti.

Si trova cosi la seguente tabella:

S(exn)= 9 (@
5@+ =—3, (@)
5, (@ 1) = — 3, ()
H@xr)= 3 (@)

3 (wxilogg)=—g-lex>i 3 (v)
3 (@xilogg)=—g1 et 3, (@)
3, (wxilog q) = + g1 e*% 3, (2)
33 (@ £ ilog g) = + g1 e*2%i 35 ()

§ 4. Equazioni differenziali cui soddisfanno le
funzioni 9. — Le serie 9 e le loro derivate ri-
spetto ad x, considerate come funzioni dell’argo-
mento z e del modulo ¢ sono gli integrali di una
semplice equazione a derivate parziali, che ora ci
proponiamo di trovare.

Deriviamo p. es. rispetto ad « la serie 9 (x).

Si ha

3'93 (w$ 9) =2‘i+§°\' qyt egyz"
ox -
222(®,q) _

— 4+§°\,2 v g2rad
o x® S 1 :
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Deriviamo invece rispetto a log ¢, cioé deri-
viamo rispetto a ¢ e poi moltiplichiamo per ¢
stesso.

Si ha

3% (®@,q) _ 93, @) q= RO g i,

9(ogq) ¢ —o0

A meno di un fattore numerico, si ha cioé lo
stesso risultato di prima; quindi possiamo con-
chiudere che la 3; (e cosi tutte le altre 3) sod-
disfa all’equazione differenziale

*3_ 4 0%
dxt 9(logq)

A quest’equazione differenziale non solo soddi-
sfanno le quattro 3, ma anche tutte le loro deri-
vate rispetto ad x. Infatti per la forma speciale
che ha quest’ equazione differenziale si vede che
la questione si riduce a osservare che la derivata

seconda di una 2 rispetto ad e a (log ¢V, & in-

dipendente dall’ ordine delle derivazioni, e quindi
che derivando rispetto ad z ambo i membri di
quella equazione differenziale, si pud scrivere

2~ arteal22)

formola che dimoktra 1’assunto.
§ 5. Formola fondamentale di Jacobi. — Per pas-
sare alle relazioni algebriche esistenti fa le 3, Ja-

T,
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cobi comincia a stabilire una formola generale
donde poi si ricavano tutte le altre. Noi vogliamo
qui esporre il procedimento di Jacobi che & pieno
di quell’eleganza classica che contraddistingue le
opere di quel matematico.

Si premette la seguente considerazione. Si ab-
biano quattro quantitd a,, ag, a;, a,, e altre quattro
legate alle prime dalle relazioni

1 \
all=E(al +as+as+a,)

1
aa'=-2»(a1+ae—as —ay)

. (1)
' =—2—(a1 —as + a3 — a,)
’ 1 '
ay =—2—(a1—a,—a3+a4) .
E facile verificare che
o' +ast+a+at=a,2+a, + a2+ 0
a,+ag=a,/ +a;’ :

2)

o+ ag=a +a
o +a=a'+a) /

Se ay, as, a5, a, sono tutti numeri pari, ovvero
tutti numeri dispari, allora dalle (1) si vede che
@', a)'y @',y saranno anche numeri inferi, e
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dalle (2) si vede che gli stessi saranno tutti pari

se G, & pari; ovvero tutti dispari se a,’ & dispari.
Deduciamo dunque che il sistema dei quattro

numeri o tutti pari o tutti dispari, mediante l'indi-

cata trasformazione, si riduce ad un analogo sistema

di quattro numeri o tutti pari o tutti dispari.
Dalle (1) si hanno le formole inverse

1
a ='§ (@' + ay' + as' + a)))

as ='%‘ (@) +ay' —ay' —a))
(8)

as ='§‘ (@ —ay' +a —ay)

1 , |
o=5 @' —a'—a'+ a) |

|

Onde possiamo dire che i due sistemi (ay, a,,
as, ay), (a,,a,, ay,a) stanno fra loro in perfetta
reciprocita, cioé dal secondo di essi, colla stessa
trasformazione si tornerebbe al primo.

Tutti i possibili sistemi di quattro numeri tutti
pari, e di quattro numeri tutti dispari, si possono
percid ordinare in coppie, in maniera che con
una trasformazione del genere di quella sopra
indicata, si passa dall’uno all’altro dei due si-
stemi di una medesima coppia. Per modo che
se applichiamo la trasformazione di sopra a tutti
i possibili sistemi di quattro numeri pari e di
quattro numeri dispari, otteniamo daccapo gli stessi
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sistemi, in un ordine diverso, nessuno escluso, con-
nessuno contato pii che una volta. .
Cid premesso passiamo alla dimostrazione della
formola fondamentale di Jacobi.
Possiamo scrivere le due serie 9; e 3; nel se-
guente modo :

o0
9 (w )= —}; evlogg+2vxi

+°° R
= elogq > elog‘q[(2y) lo¢q+.m]

-—00

4

1

. +m
.9’ ($) = elogq-l" s 31084[( 2v41)— logq_l__mr
' —00

Sotto questa forma si vede che le due serie
333, si esprimono in maniera assai simile, solo
che la prima di esse & un sommatorio che si deve
estendere a tutti i numeri pari (2 v), e il secondo
& invece un simile sommatorio che si deve esten-
dere a tutti i numeri dispari (2v + 1).

Indichiamo con z, x; z3 x, quattro argomenti e
formiamo i prodotti:

I (a’l) 35 (@05) 35 (5) 35 (@) =
= (@2 22 f)

L
3 elogg
v

3 (@) 3 (5) 3 () 3 (@) =

M
_eﬁﬁ(w,"-l-w-%‘-l-x.) ¥ gloge

v

= elosq

PASCAL. 2
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dove
L= 2 [2vk—logq+m“]

4 \ 1 2
— ). | . .
M—kzl[(2v1¢+1/ 3 logq—l—wm]

Sommando si ha

4 4
I S (xp) + 13, "o =
- 8( / hl" s

_ F“(xl b e e A s log'q (5)

dove

N=3[ml |
—k=l[ak—2— ogq+w1¢z]

e a; ay ag a, rappresentano quattro numeri interi
o tulti pari ovvero tutti dispari, e il sommatorio
nella formola (5) bisogna estenderlo a tutti i pos-
sibili sistemi di quattro siffatti numeri.
Consideriamo ora quattro altri argomenti

@y xs" wy @y
legati ai primitivi argomenti
2, By Ty X,

da relazioni perfettamente simili a quelle svilup-
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pate sul principio di questo paragrafo, e conside-
riame inoltre altri quattro numeri interi

a' as' ay' a;

legati agli a, ag as a, dalle analoghe relazioni.

8i pud subito verificare che la espressione N
resta trasformata in un’altra della medesima forma
dove perd ci sono le lettere cogli apici in luogo
delle omonime senza apici, e cid perché la somma
dei quadrati delle o resta trasformata nella somma
dei quadrati delle a’; cosi quella delle #® resta
trasformata in quella delle #'?; e la somma dei
prodotti delle ax colle &z resta trasformata nella
somma dei prodotti delle az' colle x%'. Si vede
cosi che il secondo membro dell’espressione (5) &
perfettamente eguale a quello che da esso si ri-
cava sostituendo alle a e alle @, le a’ e le @’ pur- -
ché queste quantita sieno legate alle prime dalle
note relazioni. Possiamo quindi dedurre che anche
il primo membro della formola (5) & eguale a
quello che da esso si ricava coi cangiamenti indi-
cati, cioé si ha la formola fondamentale di Ja-
cobi:

4 4
3 =
kgl 35 (o) + kgl s (@)
= 1413 ﬁ.& 4 | A
== a(wk')+k=l s (@) (A)

formola che sussiste se le &' sono legate alle x  —
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dalle relazioni

1
@, =g (@ + @ + 25 + @)
A |
&, =?(a’1 + @ — 25 — @)

1
@y = ) (@, — @3 + 23— )

1
a;," = -2
§ 6. Prima categoria di formole che si ricavano
dalla formola fondamentale. — Una prima cate-
goria di formole che si ricavano dalla formola fon-
damentale si pud ottenere nel seguente modo.
Se noi ad alcuni degli argomenti z, x; x; x,
aggiungiamo dei semiperiodi, e lo facciamo in tal
modo che anche gli argomenti x," x," 23’ #,’ re-
stino aumentati di semiperiodi o di multipli di
semiperiodi, allora adoperando le formole del § 3
potremo trasformare la formola (6).
Incominciamo coll’aggiungere ad @, la qualitd =.
Allora dalle (7) si vede che &' @y’ @5’ @, restano

(#, — @, — B3+ 2,)

tutte aumentate di %'ﬂ. Facendo tali cangiamenti

nella (6) e adoperando le formole del § 3 si ha
Paltra formola

4 4
— I 9, (xx n 3, (o) =
— 2 ( )+k=4 s (k)

4 4
= N4 T8 (2
% (@) + R (@x). B)



Prima categoria di formole, ecc. 21

formola che differisce dalla /A) perche in essa com-
pariscono tutte le quattro 3, mentre che nella (A)
ne compariscono solo due.

Sommando (A) (B) si avrebbe un’altra formola
rimarchevole.

Possiamo similmente ottenere una formola in
cui non ei entrano che 3 e 3,. Nella (B) aumen-

1 . .
tiamo di 5 1 quattro argomenti .

Allora gli argomenti ' restano aumentati ri-
spettivamente di =, 0,0, 0. Adoperando le solite
formole del § 3 si ha la formola

4 4
— 03, (xr)+ 1 3(xp)=
k=11() kzl(k)

4 4
S n213‘ () + kgl 3 (xr') ©

In tutte queste formole vi sono quattro termini,
ognuno formato col prodotto di quattro 3 col me-
desimo indice.

Si possono poi ottenere formole in cui vi sono
prodotti di quattro 3 non col medesimo indice.

Per procedere in questo paragrafo con maggiore
semplicita introduciamo una notazione comoda per
esprimere tutte queste relazioni. Indichiamo con

ijhk)
il termine

91 (@) 9; (@) 31 (@s) 9 (@)
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e con
(Gjh k)
lo stesso termine quando gli argomenti sono &’ in
luogo delle x. L’indice zero corrisponde alla 2
senza indice.
Allora le tre relazioni gia trovate diventano
(2222) + (3333) = (2222)' + (3333)" (A)
— (2222) + (8333) = (1111)' 4+ (0000)' (B)
— (1111) + (0000) =— (1111)' 4 (0000)' (C)

Aumentando in (A) z; x; della quantitd %w, gli

argomenti a'; 2’y 'y 2, si aumentano rispettiva-
.1
mente di gh g™ 0,0. Adoperando allora le note
formole di trasformazione si otterrd una formola
in ogni termine della quale vi compariscono quat-
tro 9, due collo stesso indice e due con indice
diverso.
Si ha cosi:

(0033) + (1122) = (1122)' + (0033)’
Similmente

(0033) — (1122) = (2211)' + (3300)’

(0022) + (1183) = (0022)" + (1133)

(0022) — (1138) = (2200)' + (3311)’

— e~
—
[S=]
A
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La seconda di queste si ottiene dalla prima mu-
tando i segni agli argomenti z, #,, e quindi scam-
biando poi z'; con — 2’y e 2’y eon — x's. L terza
e quarta infine si ricavano da (A) in modo analogo.

VYediamo ora in che maniera possiamo ricavare
due altre formole di natura assai analoga alle (D).

Nelle prime due delle (D) aumentiamo #; =z,
della quantita —%ﬂ—f- —;—i log ¢; anche &', z'y si
aumenteranno della stessa quantitd e si hanno le
formole

(2233) - (3322) = (2283)’ - (8322)
(2233) — (3322) = — (1100) — (0011)'.
Se mvece si aumentano K/EN rispettivamente
di i t lo di — 1 n _1, 1
2 g q © 2 2 ' 08 q’ e

qmndl Ty, delle stesse quantitd si hanno le altre
due formole

(0011) — (1100) = (0011)" — (1100)’
(0011) + (1100) = (3322)"' — (2233)

Da queste quattro formole otteniamo quelle che
cercavamo ciod

(3322) + (0011) = (3322)" + (0011)

(3322) — (0011) = (2233)’ + (1100)’ "

Finalmente possiamo ottenere formole i cui ter-
mini contengono 9 con tutti quattro gli indici.
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‘Aumentiamo le x rispettivamente di
1 1., 1 1,
0, 5 m 5 tlogg, —57—5ilogyg

& quindi le 2’ delle medesime quantita.
.Si ha allora da (A):

/(3021) — (2180) = (3021) — (2180)' °

. - /
Analogamente \
(2081) — (3120) = (2081)' — (3120)" |

(F)

Se nella prima delle (E) aumentiamo =z, x, di
1 1, ey g
CRANE log ¢ e quindi ', ', della stessa quan-
titd si ha I’altra formola

(1320) 4 (2013) = (1320)' + (2013)’ (@)

§ 7. Seconda categoria di formole che si rica-
vano dalla formola fondamentale. Formole in cui
entrano tre argomenti indipendenti. — Poniamo

&= — (@, + @, + @y).
Allora si ha: |
z,' =0
) =+,
@y = + >y
@) = — (@ + %)

e e —
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La formola (B) diventa (ricordando che 3, &
zero per argomento zero)

2(0) 3 (1, + ) 3 (0, + @5) 3 (@05 + 2,) =
=3 (@ + @y + @) % (2,) 35 (20) 3 () —
— 33 (@, + @5 + @5) 35 (@) 3, (23) 3, (@)

Nella stessa maniera potrebbero trovarsi altre
formole dalle altre trovate nel paragrafo prece-
dente. Queste formole perd poco e¢i occorreranno
in seguito. '

§ 8. Terza categoria. Formole in cui entrano due
argomenti indipendenti. - Poniamo:

€, =@, &y = Xy,
donde si ha
@, =, + @,
2y =0
2, =0
T, = o, — X,

Sostituendo questi valori nelle varie formole dei
paragrafi precedenti si ha una categoria di altre
formole contenenti solo i due argomenti z, &, e
che sono importanti per le cose che dovremo dire
in seguito.
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Tali formole sono:

32 (0)3 (@, + @5) 3 (@, — 75) =
=3 (@) 3 (@5) — 3 (@) 3* (@) = |
= 3¢ () 3.*:_2 (@) — 3% () %5° (5)

352 (0) 35 (2, + @) 35 (2, — @) = .
=9 @)% @)+ @IN@ =, ()
= 3 () 352 () + 3,2 (@) 3% (2,)

3,2(0) 3 (@, + @5) 9, (@, — 25) =
= 32 (@) 35 () — 92 (@) 2* () =
= 3% (®,) 3;* (@) — 3% (@) 3,2 (@)

Le due prime di queste formole si ricavano di-
rettamente dalle (B) (C); le altre quattro si pos- -
sono ricavare nel seguente modo: in (B) scambiamo
gli argomenti & cogli argomenti '; poi in (A) e
(B) cosi modificato, facciamo le precedenti appo-
sizioni, Avremo due equazioni da cui colla risolu-
zione, si ricavano subito le ultime gqnattro delle (1).

Se nella prima delle (1) si accresce 1’argo-

T .
mento &, della quantltb,E ¢ log ¢ e si tien conto

delle formole solite di trasformazione, si ha la
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formola

2(0) 3 (2, + @5) 3y (@, — ) =
=32 (@,) 9 (2,) — 32 () 3,2 (@)
Cosi si hanno le altre
332 (0) 3 (@, + @) 3, (@, — @5) = v (2)
=32(2,) 35* (&,) — 3% (@) 3, (22)
3% (0) 3y (@) + @) 3, (@, — 25) =
=32 (@) 3;® (@5) — 3,° () 3,* () |
Queste due ultime si ricavano in analoga ma-
niera dalla 4. e 6. delle (1).
Si hanno poi le altre seguenti formole:
%2 (0) 25 (0) S (@, — @5) 9, (@, +@5) =
=3 (@) % () 33 (@) %5 (2) +
+ 3 (@) 3y () 35 (@1) 95 ()

5 (0) 33 (0) 3 (2, — @) 25 (w0, + ) =
=3 (@)% @)% (@)% (@) — (3)
— 31 (@) 95 (1) 3 (%) 25 (@)

93 (0) 2 (0) S (@, — #5) 35 (0, + 2,) =
=3 (@) 35 (@) 3 (@5) I3 (@5) — |
— 3, (@) 3 (@,) 3 (5) 9 (@,)

\
\
|
l
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Queste tre formole sebbene di natura diversa
riguardo alla costituzione -dei loro termini le rac-
cogliamo insieme perché le dovremo in seguito
combinare fra loro.

La prima di esse si ricava dalla (&) colle ap-
posizioni di avanti, e le altre due si ricavano dalle
formole (D). Similmente da (F) si hanno le for-
mole seguenti analoghe alla prima delle (3):

$(0) 3 (0) %, (2, — @) &y (@, + @) = \\
=3 (@) 35 () ¥ (@) %5 (@5) +

+ 3 (@) % (@) 3 (@5) 35 (25)
C))
3(0) 25 (0) 55 (@) — @) & (@, + x5) =

=3, (@) 35 (2,) ¥ (@) %5 (@) +
+ 3 (@) I (@) 3y (@) 95 (25)

§ 9. Quarta categoria. Formole in cui entra un
solo argomento. Relazioni algebriche fra le 3. —
In due maniere possiamo ottenere dalle formole
del paragrafo precedente, formole ad un argomento
solo, e ciog, o ponendo fra loro eguali i due argo-
menti, o ponendone uno di essi eguale a zero.

Nel primo caso si hanno formole in cui le &
hanno in un termine 1’argomento doppio 2 e in
altri termini ’argomento semplice 2, e nel secondo
caso si hanno relazioni algebriche fra le 9 col me-
desimo argomento.

Dalle (1) (4) ponendo @, = @, = x si hanno le
altre:
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B0)s Q)= (x)— st (®)=
=34t (1) — 55 (@)

55°(0) 33 2 @) = 54* (@) — 5 (@) =
=3 (@) — 3, (@) (1

555035 (22) = (@) + %! (@) =
= 5! (@) + 3,1 (@)

57(0)9(0)5 (22) = 22 (@) 3,* (@) + * (@) %* (@)

E ponendo 3 =0 z; = x in una delle (1) § 8
si ha

557 (0) 55 (@) = 92 (0) 5% () + 55 (0) % (@). (2,

Se nella (D) poniamo z;, =z, =0 2, =2z, =z,
donde si ottiene z', = — 2’y =2, o/s =x', =0, si
ricava l'altra formola

5% (0) 3 () = 92 (0) 93* (@) + %, (0) 3% (%) (3)

Questa formola potrebbe anche ricavarsi aumen-
tando z di —g— nella (2).

Le due formole (2) (3) possono considerarsi
come le formole fondamentali rappresentanti le
due relazioni algebriche esistenti fra le quattro 3
considerate eome funzioni di un medesimo argo-
mento &,
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Da esse mediante la relazione fra le 3 pari con
argomento zero e che sard sviluppata nel para-
grafo seguente possono ricavarsi le altre due re-
lazioni con semplici eliminazioni algebriche:

532 (0) 952 (@) = 9,2 (0) %5? () — %2 (0) ** (@)
332 (0) 3,2 (@) = %% (0) #? (@) — 2 (0) %;* (@)

§ 10. — Quinta categoria — Relazioni algebriche
fra i valori delle 3 pari e della derivata di 9, per
argomento zero. — Lo’ scopo di questo paragrafo

¢ di ricercare due relazioni algebriche esistenti
fra le quantita

3 (O)a .3" (0)1 38 (0)$ '91’ (0)'

Una prima di tali relazioni si trova subito po-
nendo # =0 nella (2) del § 9. Si ha allora imme-
diatamente

@

35t (0) = 54 (0) + =4 (0) V)

che & la formola cosiddetta delle quarte potenze
cui abbiamo accennato sulla fine del precedente
paragrafo.

Per passare ora ad una elegante relazione che
lega la 3'; (0) colle altre quantita, ci piace seguire
anche qui il procedimento di Jacobi che & molto
elegante.

Dalle formole di definizione delle & (vedi § 3)
risultano immediatamente le seguenti relazioni

% (@ 9) +2 (0,9 =25%(22,q"
23 (ma Q) —3 (wa 9) =23 (2 @, 94)
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donde
‘S'.‘l (wa Q) = '33 (2 wa 94) + '9'.’ (2 wa qi)
3 (wa Q) =3 (2 z, 94) — 3 (2w7 q4)

Consideriamo ora la relazione (vedi le rela-
- gioni (1), § 9).

%2 (0) 25 (2 @) = 35* (@) — ¥ (@)

in cui porremo 2 in lnogo di 2x, e quindi 5 in

luogo di 2, e poi ci serviremo delle relazioni pre-
cedenti. Si ha allora la formola

%0, 9) % (4, 9) =
=8 % (®, ¢*) 35 (&, ¢9) [%5* (@, 4*) + % (@, ¢*))

Aumentiamo ora z di %ﬂ. Allora dalle fun-

zioni 3, 3; si passa alle 3, e 3, e si ha la formola
52’ 0,9)% (xg)=
=83 (@, ¢%) * (@, ¢") [%* (@, ¢*) + =* (2, ¢")).

Deriviamo questa rispetto ad », e poi poniamo
2 =0. S8i ha allora

5,20, ) 3,/ (0, 9) =8 3% (0, ¢*) 3,/ (0, ¢*).

D’altra parte dalle relazioni di sopra, ponendo
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=0, si hanno le altre
%3(0,9) = 33 (0, ¢*) -+ %, (0,9")
+ (0,g) =950, 9*) — %,(0,¢")
3540, 9) =
=82%,(0,4) %5 (0, %) [3,* (0, ¢*) + 95 (0, ¢*).

Moltiplicando queste tre formole e dividendo
colla precedente e tenendo conto della (1), si
ha la rimarchevole relazione

Y - Y
510,950,055 (0,9)  5(0, 43 (0, 4955 0, ¢)

la quale mostra che il rapporto espresso dal primo
membro resta inalterato di valore quando si muta
la quantitd ¢ in ¢* Nella stessa maniera restera
inalterato quando si muta ¢* in ¢, e cosi di
seguito. Ora siccome il modulo di ¢ & minore di 1,
cosl ¢!, ¢'% ... avranno moduli sempre decrescenti
e quindi tendono a zero; possiamo percid dire che
il valore di quel rapporto & eguale a quello del suo
limite per ¢ =0. Essendo la 2, e quindi anche
quel rapporto, funzioni continue di ¢, il suo limite
per ¢ =0 ¢& lo stesso del suo valore per ¢ =0.
Ricordando le serie di definizione delle 2 si trova
subito

50,00=1  3(0,0)=1

% (0,0) '
'32 (07 0)
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onde possiamo infine conchiudere che quel rap-
porto & eguale ad 1, donde la formola richiesta

%' (0)=23(0) %4 (0) 35 (0), @

§ 11. Equaziene a tre termini per la funzione
dispari 9,. — Vogliamo ora passare alla ricerca
di una importante relazione cui soddisfa la fanzione
dispari 3, e che chiameremo lequazione a tre ter-
mind.

Partiamo dalla relazione (C)nella quale mutiamo
il segno a 2'¢, cio¢ intendiamo per il nuovo &',
non piu la quantita

1
§($1—'w3'w3 + )
ma sibbene
, 1
Ty = '2'(— Tt x5 — ).
Allora la formola (C) pud scriversi
o 3(')' ﬁ 5 (an')
a3 (aw) — L () =
R g (1)
= Tk 2) .
k=1 1 k=1 ! xl; \
dove z', ha perd il nuovo signfﬁéato, non piu
I’ antico.

Le relazioni che legavano le antiche ' alle
o e . N . ,
erano relazioni reciproche (v. § D), cio¢ dalle z

PASCAL. 8
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colle stesse formole si torna alle z; invece le re-
lazioni che legano le nuove z' alle 2 non sono
pilt reciproche, ma applicando alle 2’ le medesime
formole si hanno delle nuove quantita 2", cui ap-
plicando daccapo le stesse formole si torna alle x
primitive; queste trasformazioni hanno ciod una
certa proprietd ciclica di 3.° ordine.

Le relazioni fra le quantity 2, 2', '’ (in numero
di 12' sono quelle espresse nella seguente tabella

1 . .
wx'=_2“(w:+x2+ws+w4)
, 1
%, =‘2“(a’1+w2—w3—w4)
1
Ty 2‘2”(“’1_‘”2+xs—w4)
, 1
Z, =—2“("w1 + @y + 2y — )
” 1 r ‘ 14 1 r
x, =‘2‘(w1 + &, + @' + @)
r l’ I 14 14 r
Xy 2—2‘(‘1’1 + @&, —x) — 2,)

l .
oy = 7 (@' — o'+ @) — 2/)

-1
a)'=(-a/'+2 - x) -2
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1
wl — E (wlll + wg” +w8" +a“ll)

1
@y = _2_ (wlrr + m:en_wsu_ w4rr)

1
ms — E (wlll —_ wg" +w3” _w41')
1
&y = ‘2‘("‘-71" + " + " —2,")
da cui si ricavano le formole inverse
1 .
o=y (@ + @) + @' — )
1
Zy = ’2— (wtl + w2' - ws’ + wA')
1
ry = ) () =z + 2y + )
x ——l—(w '~ — 2 — )
1= 5 ) 3 4
r__ 1 " " ” 7]
&, —”2‘(""'1 + a2 + &y — 2,")
r__ 1 " " " "
z, -—’E(wn + @ — " + ")
1

ws' = ? (mi" - we" + ws" + w4")

1
x4l — »2_ (wlﬂ — w2ll —_ m:‘l! . w‘ll)
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@/ = '2' (a?, + 2y + 25 — 2y)
w1 ’
g :?(wl + @, - xs‘*‘-'pﬂ.)

1
"= (a,' @z, -+ 25 -+ )

A

= '2“(7'1 — &y — g — 1)

E sussiste sempre la proprieta che la somma. dei
quadrati delle x, & eguale a quella dei quadrati
delle 2’ e a quella dei quadrati delle z'’, ciod

ottt ot af=a 2 a2t =
=uw"? 2"+ 2, "

In relazione a queste tre serie di formole pos-

siamo scrivere altre due relazioni analoghe alla (1),

permutando clrcolarmente nella (1) i simboli x,

',z
Sl hanno allora le due altre formole

] a(wkr)__ n v(’)"L")—\‘

k=
4 4 :
AmE L aEn [
)
s (') — I s (zx) =
k=1 k=1 .

II =*-

1(a'/»")+ " 9 (wx)
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E sommando (1) (2) si ha infine

YO 4 4

03 @)+ D3 (@)+ U3 @'n)=0 (3)
k=1 k;l k=1

che & la equazione a tre termini.
A questa equazione possiamo dare un’altra forma.
Poniamo

=Y+ Y
Te=Y1— Y2
xg=Y5+ Y,
Ty =Y3s—Ys

donde ‘
it xt g +wlt =y +yt Yy Yk

Si trovera subito che

. z' =y +Ys
i ' =Y —Ys
' =Y+ Ys

x =Y —Y,

o =Y+ Y,
"=y —y,
2" =Ys + Ys

z =Y; —Ys.
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La relazione di sopra diventa:

S WY)W —Ys) S s +Y) 5 W —Y) +
+ 5 W Y)Y —Ys) 3 W+ Y2) 5 Y —Ys) +
T3 WY)W —Y) 5 W+ Ys) 3 (Y2 —Ys) =0.

Quando tratteremo della funzione ¢ di Weier-
strass questa formola trovera la sua applicazione.

§ 12. Le derivate dei rapporti delle funzioni 3. —
Una delle proprietd fondamentali delle funzioni
& questa: che la derivata rispetto ad x del rap-
porto di due qualunque delle funzioni 3, si espri-
me razionalmente mediante i rapporti delle 3.

Per dimostrare questa proprietd partiamo dalle
formole (1) (3) del § 8, combinate come segue:

35 (0) 35 (0) 3, (; + 24) _
30) 30 (@ +z)

31 (1) 25 {209) 35 (%3) | 31 () %5 (21) 75 (%)
_3 (&) 2 (29) 3 () 3 (x5) 2 () 3 ()
- 3% (1) 3,2 ()

S (@) S (x)

e facciamo le derivate del primo e secondo mem-
bro rispetto ad x; e poi poniamo x; =0.
Osservando che le funzioni

% (@) S i(ﬁ)
:‘}_(;)_ K (x)

O]
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sono funzioni pari e quindi che le loro derivate
rispetto ad x sono funzioni dispari, e percid si
annullano per £ =0, possiamo semplificare moltis-
simo il calcolo. Otteniamo cosi

335 (0) 35 (0) [ 3y (w, + &5) —
3(0) 2(0) ld (x, + @3) 3 (2, + To)lr=0

d 3 (z5) 33 (21) 35 ()
d"l's 3 (@) Jay=0 ¥ (%)) 2 ()

cioé, mutando x, in z,

I3 (0) 5 (O)i-?, (x)___ %1 (0) 35 (%) 35 (2)
2(0) 2 0)dz 2 (2) 5(0) *@) 3(x)°

Similmente si procederebbe per gli altri rapporti.

Senza effettuare i calcoli che si condurrebbero
nella stessa maniera noi segneremo qui le formole
relative alle derivate di tutti i rapporti delle quat-
tro & fra loro,

L2 r 2GR
2D =0 2920
R
To50 " 3»'(0)3_2%2‘
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d 3 (@) _ *(0) 3 () 35 (2)
da:3 S5@ PV (@)
dxé‘ @ 342 (2)

§ 18. Derlvate logaritmiche delle funzioni 3. —
E faclle far vedere che le derivate, a cominciare
da quella del secondo ordine, del logaritmo di una
qualunque delle funzioni 3, si esprimono razional-
mente mediante i rapporti delle funzioni stesse.
Infatti partiamo dalle quattro eguaglianze
SO 5 (2t 7 (@ —) =
= 5 () 5% () — 52 () 5% ()

"(0)31 (5'31 + 25) 3 (2 — ) =
: ) = 5,2 (%) 32 (arg) — 3% () 9,° (&)
52 (0)~7>(xx +2g) 3 (x, — ) =

= 342 ;) 9% () — 35° () 3,2 (xy)
52(0) 55 (g + x5) S5 (2 —29) =

= 333 () 92 (5) — 342 () 512 (o).

La prima di queste formole & la prima delle
formole (1) (§ 8, Cap. I); le altre si possono
subito ricavare dalla prima aumentando 1’argo-
mento x; rispettivamente di

1, 1
gy tloga, - 1=+ tlogq, 5™
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Per semplicita eseguiamo il procedimento che
vogliamo applicare, per la ricerca delle- derivate
logaritmiche, solo sulla prima delle relazioni scritte.
Si ha derivandola rispetto ad z:

53 (O 33+ 22) 3 (5= ) (@3 +2) ¥ (13 — )] =
=250(2) 5 (8 ' (2) — 2.9, (1) %, () 31 (13)

e derivando una seconda volta, e ponendo poi
Ty — o, 23=0, e poi osservando che

5" (@) (@) — () d?
52 (z) d g2

log ¥ ()

si ha finalmente:

S7(0)  5,(0) 52 (2)

d?
log s (@) =" 3(0)  2(0) () -

d 7 2

E similmente:

KPR Gl Nl (VR )
dzt BT 5 0) ‘32«» 52 @)

d S10) _ 51.0) 3 (a)
F o @="5 g~ Fg)

S0 50 HE)
3% %= 50 T S0 5@

In quanto alle derivate di ordine superiore noi
osserviamo che esse si riducono a derivate dei
rapporti_delle ¥; ora nel paragrafo precedente &
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stato dimostrato che le derivate dei rapporti delle &
si esprimono razionalmente mediante i rapporti
delle < stesse ; dunque resta dimostrato in generale
I’ assunto.

Vogliamo qui notare le formole per le derivate
terze logaritmiche delle 3, formole le quali si pos-
sono facilmente ricavare mediante i risultati del §
precedente (v. anche § 5, Cap. IV).

log s ()= —2,5(0) 22 '(m);’((:)) =
32 (=)
3 (%)

3 () 34 (x) 3 ()
3% ()

a

ds
dl S ( 2920

dsog $) + l()
3

d ,
d‘xslg“s z)=— 25,2(0) 2

dxg lOg '3 (w) + 2 ‘s"li (0)

§ 14. Alcune formole relative alle derivate delle 5
per argomento zero. — Vogliamo raccogliere in
questo paragrafo alcune formole rimarchevoli che
ci serviranno spesso nei calcoli seguenti. Queste
formole si riferiscono a relazioni esistenti fra le
derivate di ordine superiore delle ¥ prese per ar-
gomento zero.

Partendo da

3 =539

prendendo i logaritmi e le derivate rispetto a log ¢
e poi servendosi dell’equazione differenziale cui
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soddisfanno la & e le loro derivate, si ha

nr n " rn
Til,,.:i_ ”3:'{“ i«f‘- )
5 T T, T,

Derivando ambo i membri rispetto a logg e
servendosi ancora delle solite equazioni differen-
ziali si ha

— 'ﬂ'_*_ 'i’_t,_l_ :Z?'l_v — i’f_*_ 'i:z_*_ '_s_-".i’f (2)
& A S 3 Sy S22 )

~

Partiamo ora dalla formola per le derivate dei
S, 3y T
rapporti —2, —5‘"—, —- date nel § 12; deriviamo
~ 2
primo e secondo membro rispetto ad x, trasfor-
miamo il secondo membro mediante le stesse for-
mole del § 12 e poi poniamo = =0.

Si ottengono cosi le formole

‘3 n 's, ” '
3 2
—— = ¥
~3 ~g .
3" "‘:.3"
o T = % (3)
~3
n ”
WS
EC /

E introducendo invece le derivate rispettoa logg
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si hanno le altre

dlog3; dlogd;
dlogq dlogq

dlog&s_ dlogs

dlogg dlogg
dlogd dlogd,

dlogg dlogqg

8 =1 s
dlogg *3, 4
d I 1
———:——-—-3’4 \
dlogg EF 1 (W
d lo :s_—_.,l_sl
dlogg 85, 478

Dalle formole per le derivate logaritmiche delle S
ottennte mel § 13 possiamo .ottenerne delle altre.

- Facciamo le derivate quarte logaritmiche delle &
pari e poi poniamo #==0. Tenendo presenti le
formole per le derivate terze, effettuando lo svi-
luppo della quarta derivata del logaritmo di cia-
scuna 3, e servendoci. ancora delle formole per le

derivate dei rapporti
altre formole

v

delle < (v. § 12) si hanno le

.3112 \

58 =2

.9,“’ 32112
= 8. = 4 54

5, sy T 2% ()
'st 38"2 N
-5—‘-—-3 .932 :+2.J4.924 /

Vogliamo finalmente dimostrare un’altra for-

mola.
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Dalle (1) (2) opportunamente combinate si ha:

: 9" g 3
-_3‘?17_}_53 )=__3(.._v )+
1

woffs) e Jali ]

Ma dalle relazioni (3) quadrando e sommando
si ha

[YIAV] n 14
[(JT) + .. ] - '3— i}_ +.. ] ;‘(38 ""%23 + 5%

7

onde possiamo scrivere
3 nr JIV
33 +5( ) ——3[ +...]+.
§'1\2
+o[(F) + |-z or s,

Ricorrendo ora alle formole (5) si ha

S 57\ _
[‘3‘+0--]—3[(_§')+o..]+—
= - 2(3y4 5yt St H oI = — (98 + 38+ 5,8,

onde- infine

3'"2. o
_33, S =38 58 58, (6]
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§ 15. Punti-zero delle funzioni S. — Le funzioni &
sono funzioni intere (olomorfe) dell’argomento «;
cid risulta immediatamente dalla definizione, per-
ché abbiamo dimostrato che se mod ¢ < 1, le serie &
sono convergenti, cioé hanno valore finito per qua-
lunque 2 finito ; dunque non ¢’é aleun punto « in
cui una $ & infinita; esse sono percid funzioni
intere.

Ci proponiamo in questo § di ricercare quali
sono i punti del piano complesso x uei. quali cia-
scuna delle quattro & ha valore zero.

Sappiamo gia che essendo 5, una funzione di-
spari, essa & zero per x =0. Essendo poi (v. § 3)

¥ (a:-}-ﬂ):—&,(x)
S (@—ilogg)=—q e 23 (x)

la medesima funzione 3, (¢) & zero anche in tutti
gli infiniti punti della forma

x=mr—nilogq

dove m n sono numeri interi qualunque positivi o
negativi.

Come si vede, vi sono dunque in tutto il piano
infiniti punti-zero della funzione 3, ().

Possiamo ora semplificare la ricerca nella se-
guente maniera:

Segniamo nel piano complesso il parallelogrammo
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che ha per vertici i punti

x=0
r==
x=—ilogq

x=n—ilogygq. -

Dividiamo il piano, con rette parallele ai lati
di questo parallelogrammo, in infiniti parallelo-
grammi eguali a questo. Considerando il punto
2« =0 come appartenente al parallelogrammo fon-
damentale, ad ogni altro parallelogrammo sara ap-
partenente uno ed uno solo degli infiniti soprase-
gnati punti-zero di 9.

La ricerca allora si riduce a questo: esaminare
se nell’interno di uno di tali parallelogrammi,
per es. nel fondamentale, esiste un altro punto-
zero di %;. Se esiste un tal punto in uno dei pa-
rallelogrammi esistera in tutti, per effetto delle
sopracitate formole; e se quindi non esiste in uno,
non potra esistere in nessun altro. Onde se noi
troviamo che nel parallelogrammo fondamentale
non esiste altro punto-zero di 9, , possiamo dedurre
che nel piano non esistono altri siffatti punti oltre
quelli gid indicati, che sono tutti i vertici della
rete di parallelogrammi in cui si & diviso il piano.

Ricorreremo ad un teorema fondamentale nella
teoria delle funzioni analitiche, che ciod se si ha
una funzione analitica énfera ¢ (2), e si calcola
I’ integrale

1 (¢@, _ 1 (dloge(z)
24 qa(a:)dx—2ﬂi. dz dz
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esteso ad un contorno chiuso, il valore di un tale

integrale & esattamente un nwmero intero, e rap-

presenta il numero degli zeri che la funzione ha

nell’ interno del contorno (teor. di Cauchy).
Calecoliamo ora I'integrale

zﬂtfdlogvl(x)

esteso a tutto il- contorno del pamllelogrammo
fondamentale. Si ha:

1 T 1 —ilogg —ilogq !
o3 [ +J +f +f]dlog3‘(¢)
-0 i3 - t—ilogg —ilogq

dove si intende che gli integrali sono calcolati
percorrendo tratti rettilinei fra i due limiti.
Questa espressione la possiamo scrivere

U dlog~1<x>+j“dlogs @+

- ilogg

" —iloggq _
+ ’ dlog9; (x+ ) +Fdlog»3.(x—ilogq ] =

(=D

'_,_ 1 x)
B f dlog x—tlogq/+

n f—-.'logo dlog ™! Sy ( : "t)]
0
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e tenendo conto delle relazioni del § 3 si ha:
! }rdl wnie L ("2ian=1
= 2—1‘:‘2." 0g e« = 27"[ taxr=1.
0 0

In forza del citato teorema possiamo allora
conchiudere che nel parallelogrammo fondamentale
la & (@) non diventa zero che una volta sola, e
propriamente nel punto # = 0. Dunque:

1.2 1 soli punti-zero della funzione dispari 3,
sono quelli della forma

x=mr—nilogq.

Le altre tre funzioni & godono anche della pro-
prietd di possedere un solo punto-zero in ciascuno
dei parallelogrammi. Perché sappiamo dalle solite
formole del § 3 che si passa da ¥, a ciascuna
delle altre aggiungendo all’argomento un semi-
periodo. La 9, cosi modificata & eguale ad un’altra
della & moltiplicata per un fattore costante e per
un fattore esponenziale,

Ora questo fattore esponenziale non pud diven-
tare né zero né infinito per valore finito di «,
dunque si ricava che, per es., 3 (x) diventa zero
solo nei punti in cui diventa zero

. 1 . .
F (e —5ilogg);

%4 () diventa zero solo nei punti in cui lo diventa
. 1
1 (w + 9 "‘);

PaSCAL. 4
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e g () diventa zero solo nei punti in cui lo diventa
1 1
) sm——3 :
,(x+2n 2zlogq):

Abbiamo dunque che:
2.0 I soli punti-zero della funzione 3,(x)
sono quelli della forma

1, .
x=§1logq+m7:—nzlogq;

8.0 I soli punti-zero della funzione S, (x)
sono quelli della forma

x’=—%n+mn—nilog°q;

4.0 I soli punti-zero della funzione S5 (x)
sono quelli della forma

a,-.:———;—n —{-—;—ilogq-[-mﬂ - niloggq

dove m n sono numeri interi qualunque positivi
o negativi.

§ 16. Sviluppo delle funzioni & in prodotti infi-
niti a due indici. — Una funzione intera (olomorfa;
ciod che non ammette infiniti a distanza finita,
come sono appunto le funzioni $) pud secondo la
cogiddetta formola di Weierstrass svilupparsi in
un prodotto infinito, ogni fattore del quale ha per
radice uno dei punti-zero della funzione olomorfa
stessa. Il la generalizzazione della scomposizione
in fattori di un polinomio razionale intero.
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Siccome i punti-zero delle funzioni % formano
nel piano una doppia infinitdh di punti, cosi natu-
ralmente lo sviluppo delle & in prodotto infinito
sara uno sviluppo in prodotto a doppio indice.

Noi non ei fermeremo qui sul modo di ricer-
care un tale sviluppo, perché queste formole non
ci occorreranno per le cose che diremo in seguito
e qui le diamo solo per rendere piu completa la
nostra. raccolta di formole.

Esse sono le seguenti:

o’ x
Slmy==s(0) 1 [1— -
m,n » m ‘rr - (n + —2)4 108 q .
‘ x )
S5 =5 11 -
o1 (x} ! (O) xm,n(l mrT—ni log q)

Syl2) =5,(0) 1l [1— = -
m,n 1 .
(m + ~2—)1= —nilogyg

33w, = 330) ". 1— 13 ? N .
™ (m+-2—)1: - (n + —2—)ilogq ’
Si possono poi trovare delle formole per le quali
le 9 restino sviluppate in un prodotto infinito
ad un solo indice; ogni fattore allora & un’espres-
sione trigonometrica avente infinite radici.
Per brevita tralasciamo di dare questi altri
sviluppi.




CAPITOLO IIL

LE FUNZIONI ELLITTICHE DI LEGENDRE

§ 1. Introduzione della funzione amplitudine di
Jacobi, e dei moduli %, &' di Legendre. — Poniamo:

5(0)

Vlc—-% R (1)
< (0)

Ve = s ( O)\

Dalla relazione (1) § 10, Cap. I si ha allora
subito la relazione

B4 EE=1.

Le quantita %, &' le chiameremo moduli comple-
mentari.

Facciamo ora le seguenti altre apposizioni.

Poniamo

lp

3(0) 3 ()
93(0) & (@)

\_/

=sgen ¢ @2
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e teniamo presente la seconda relazione (4) § 9,
Cap. I che possiamo scrivere come segue

2(0) 3’(””)—\/1 (3 L (0) 3, (x)
%0 3@ 3,(0) 3()

Si ha allora che

5(0) 3%
% (0) *(2)

= C0i¢. (6))

E infine scrivendo la (3), § 9, Cap. I sotto la
forma

3 (0) s,(w) \/1_(39(0) 5 @}

35(0) 3(x 35 (0) S{z)/
si ha che
. 3(0) 35(x) —
5 ; @ - VI — k®sengy. @

In questa maniera resta introdotta la quantitd ¢.
I rapporti delle tre funzioni $, $, 9; alla funzione
S si esprimono in modo facile tutti mediante la o,
e propriamente mediante le funzioni trigonome-
triche sen ¢, cos ¢, Y1 — %?sen® 9. — La funzione
VI — %% sen® ¢ si suole indicare col simbolo A ¢.

Mediante le formole precedenti la ¢ resta defi-
nita come una certa funzione di #. Per mettersi
d’accordo colle formole che si trovano ordinaria-
mente nei libri, noi introdurremo qui in luogo di o,
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Targomento
v=2352(0). .

La ¢ sard funzione di » e, seguendo Jacobi,
questa funzione la chiamiamo amplitudine, e la
rappresentiamo col simbolo am v; le funzioni se-
no-amplitudine v, coseno-amplitudine v, delta-am-
plitudine v che corrispondono a seno di ¢, coseno
dio, delta di ¢ le indichiamo coi simboli abbreviati

spo, cno, dno.

Riqssumendo abbiamo allora le formole:

kY \
~1 '

=\ sen ¢ = VZsno

3 (w)
3
32((;0) ‘/k v= Vic" Mo ©0=370.2 @)
"73 ("’) __1__ — _1_
2 ) \//c_’A? ‘/Fdnv

Le tre funzioni snv, env, dnv corrispondono
alle tre funzioni ellittiche di Legendre. Scopo di
questo capitolo sara lo studio di queste tre fun-
zioni. Queste funzioni si esprimono poi algebrica-
mente 'una per l'altra mediante le formole

sn?v+en2yv =1

/ 6)
dnt v+ k2sn?o=1)
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§ 2. Teorema d’addizione per le funzioni ellittiche.
— Una delle proprietd importantissime delle fun-
zioni ellittiche & quella contenuta nel cosiddetto
teorema d’addizione, e che si riduce a questo: fra
la funzione presa per I’ argomento v, % vy, e quelle
prese per gli argomenti semplici v,, v,, esiste una
relazione algebrica razionale; e propriamente la
prima si esprime razionalmente mediante le sn,
cn, dn prese per gli argomenti semplici v,, v;.

Colle formole che noi abbiamo gia stabilite, pos-
siamo assai facilmente dimestrare questa proprieta.

Ed infatti combinando fra loro le formole (1) (8)
§ 8, Cap. I, possiamo scrivere

33(0) $5(0) 3 (2 *ay) _
$0) 3(0) 3(r, =)

35(75) Ig(ws) 3 (x5) Jg(my) 35(wy)
(@) Slay)  (3ag) w) I(ay)
1— (1) 3 ()
S (ary) 3 ay)

1
S

(@)
(,)

$3(0) 5y (@, % 25)
3(0) S(r, £y

g (@) 35(ws) % AR ARG -?3 (ag)
Slw) 3wy " (z) I(my) I(ry) 3(my)
92 (@y) 32 (x)

1 — =

Fiz) ()
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nella formola (2) e nelle sue analoghe, una tal corri-
spondenza & risoluta rispetto a ¢. Ora ¢i vogliamo
proporre il problems inverso; risolvere quella re-
lazione rispetto ad #; vedere cio&é in che modo «
si esprime mediante la ¢.

Troveremo che x si esprime mediante un inte-
grale di cui uno dei limiti & ¢, e che si chiamera
integrale ellittico di 1.* specie.

Teniamo presente la prima delle formole del
§ preeedente, sostituendo rispettivamente sen o,
cos 3, A9, alle funzioni snv, env, dno.

Introducendo la derivata rispetto a 7 possiamo
scrivere

d do
—_ —t=32 A
d?sen?.dx 22(0).cosp. A9
ciog
do
coscp.‘—i—.a—cz.ss*(O).cosc?.A?

donde immediatamente:

de
—1=9.2 A
dx 32 (0)Ag
=3,2(0:V1 — F*sene
e quindi
¢
v=520).2=| 9% (g

— e~ —
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r‘ supposto che la corrispondenza fra ¢ e x si voglia
fissare in modo che per ¢ =0 anche 2 =0.

Da questa formola si vede per quale ragione,
come abbiamo avvertito nel paragrafo precedente,
si suole prendere per argomento delle funzioni sn,
cn, dn, non la semplice quantitd x, ma la quan-
j tith 9,2(0).x; in tal maniera si viene a prendere
*  per argomento addirittara tutto 1'integrale che sta

al secondo membro e che ha una fondamentale
«  importanza nella teoria delle funzioni ellittiche.

Dalla formola superiore appare inoltre un’altra
cosa, ed & che le funzioni % servono a risolvere
il cosidetto problema d’ inversione, ciod il problema
di esprimere il limite superiore ¢ dell’integrale
ellittico mediante ’integrale stesso che & #, a meno
di un fattore costante. La formola (2) § 1, evidente-
mente risolve in tutto questo problema. Si potrebbe
cominciare una esposizione della teoria delle fun-
zioni ellittiche, col proporre prima d’ogni altro
questo problema d’inversione e col cercare di ri-
solverlo.

11 Legendre risolvette il problema coll’introdu-
zione delle funzioni sun, ¢cn, dn, di cui studid le
varie e singolari proprieta.

Fu Jacobi che si imbatt® per il primo, nei suoi
studi sulle funzioni ellittiche, nelle serie 3, (vedi
Fundamenta Nova, Opere vol. 1.°), che poi egli
in una posteriore Memoria (Theorie der ellipti-
schen PFunctionen, aus den eigenschaften der The-
tareihen abgeleitet, Opere, I, pag. 499) pose a capo
di tutta la teoria delle funzioni ellittiche.

Si chiama integrale completo 1 integrale esteso

L
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da 9=04a o= % intendendo che il eammino d’in-

tegrazione sia il cammino rettilineo lungo I’ asse
reale.

Un tale integrale si suole indicare colla lettera K.
Se invece di formare I'integrale col modulo % lo
si forma col modulo complementare %', allora I'in-
tegrale completo corrispondente lo si indica con K'.
Si ha quindi

ol 3

K=

1 —/k%gen?e

J \/1 - k”sen’

intendendo che i cammini d’integrazione sieno i
tratti rettilinei fra i limiti segnati.
Passiamo ora a esprimere i valori delle & per
argomento zero mediante le costanti K, %.
Consideriamo i rapporti

e %)
@ @

e poniamo in essi x = 5

Tenendo presenti le formole del § 3 quei rap-

(2)
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porti possono trasformarsi ponendo:

‘_s’(_i')ﬁs, 0)

s (;) =50V
Sztg—% =—§1 Eg)zo.
g }_ 8! )

2

Mediante le formole (5), § 1, Cap. II, si ha di
qui

sen g =1
cosp =20
donde
kq
v=4n+15

dove » & un numero infero ignoto.
Sostituendo nella formola (1) si ha

4n+1)§ _

_— do
532\0)—= = —— .
st )2 f VI —7Fsen¢

Il secondo membro di questa formola & indeter-
minato, fissato che sia il numero n; perché resta
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non ancora fissato il cammino d’integrazione; per
ogni cammino d’integrazione, il numero » dovra
avere uno speciale valore, perché 1' eguaglianza
sussista. Ora noi fissiamo che il cammino d’in-
tegrazione debba essere il cammino rettilineo. —
Allora il numero # pud facilmente determinarsi
nel seguente modo: dovendo quella relazione sus-
sistere per qualunque valore di g, poniamo ¢ =0
nel primo e secondo membro. E facile allora ve-
dere che £ =0 perche

5(0,00=0 35(0,0)=1
e quindi l'integrale diventa
(nt1ry
j do=(dn+1) —;— .
0
B evidente allora che » uon pud essere che
zero perche ‘il primo membro diventa semplice-
b3 . .
mente ¢ 9"
Possiamo allora conchiudere la formola

14

2
T do

_,5‘2 O\‘:‘ B P ————e
2»3 - J VT = %sen’y

dove il secondo memhro & K perché il cammino
d’ integrazione & il cammino rettilineo giusta cid
che abbiamo fissato.
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Di qui si ha:
3)

Dalle (1) § 1, Cap. II si hanno subito le altre
formole - ’

. .~ 2KE
"72(0/'='v =

s 0=\ 2EE

ki3

O]

Mediante queste formole la relazione fra la « e
la v resta trasformata cosi:

L X
2K’

§ 5. Espressione del modulo ; mediante k. —
Noi abbiamo definito # mediante una formola in
cui compariscono i valori delle 9 pari per argo-
mento zero, e che quindi dipendono solo dal mo-
dulo ¢.

Ora ¢i proponiamo di risolvere il problema in-
verso: trovare ¢ mediante 4. Ci serviremo di un
procedimento di Jacobi.

Partiamo dalle due formole di cui gia ci siamo
serviti precedentemente

33 (0,9)=3(0,¢*) + 3 0,¢%)
& {0,9) =2335(0,¢*) - %70, %)

z
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Indichiamo con %, %', K, K,' le quantita ana-
loghe a L, &', K, K’ quando invece del modulo ¢
si sceglie il modulo ¢*

Servendosi delle formole (3) (4) del § 4, e delle
due ultimamente segnate, possiamo scrivere le
due alfre:

VK = (1 + Vi) VK,
VEF = (1—VE) VK,
donde dividendo

2t 17

1+ Vk,

e risolvendo rispetto a %, si ha
1—V¥
Vi, = 1 V¥ =

1+ V%

Queste due formole si prestano ad un’impor-
tante osservazione.

Se noi partiamo dal modulo %, per formare il
modulo %, dobbiamo servirci della formola pre-
cedente, ciod dobbiamo formare prima il comple-
mentare di % che & &', e poi mediante la formola

1—VE
1+ VE
formiamo il %,. Immaginiamo ora di partire, an-

ziché dal modulo %, dal modulo %,” complemen-
tare di k,. Allora dobbiamo trovare prima il com-
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plementare di %, che & %,, e poi calcolare

1 — V&,
1+ VE,*

Ora per la formola di sopra, questa espressione

o esattamente V%'; dunque possiamo conchiudere
che se partiamo da %,” e eseguiamo lo stesso pro-
cedimento che occorre per calcolare %,, dato che
sia k, giungiamo a %'.

Possiamo allora dalla formola trovata sopra

E=(1+Vr) K,

ricavarne un’altra mutando

k in &'
K . in K/
k' in k
K in K,
ky in K
K, in K
k) in k&
K/ in K

colle quali trasformazioni si ha la formola

K/ =Q0+VE)r K

PASOAL, 5
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donde
K _ L K
K, K
essendo .
(L +VE) (14 Vi) =2,

Questa formola ci mostra un’elegante proprieta
del rapporto dei due integrali completi K', K.

Questa proprietd & la seguente: se si comside-
rano K K' funzioni di q, e se si muta q in g,

dl

il rapporto 7{ resta moltiplicato per 4.

Come si vede & questa una proprietd analoga a
quella della funzione logaritmica. Per modo che
la funzione

Klogq
K'

deve restare inalterata, mutando ¢ in ¢*; e cosi
analogamente mutando poi ¢! in ¢', in ¢%, ecec.
E poiché la serie di grandezze g, q%, 9% ¢%, ...
¢ formata di quantitd in valore assoluto sempre
pilt piceole e tendenti allo zero (perch¢ mod ¢ < 1),
cosi possiamo dire che il rapporto

¢ eguale al suo limite per ¢ =0. Resta dunque
a trovare il valore di un tal limite.
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Per ¢-=0 anche £ =0; dalla formola di defi-
nizione di %, tenendo presenti gli sviluppi in serie
delle S, si ricava che

lim 1
=0 16g

Inoltre per £ =0 il X tende a — 2 ; quindi pos-

siamo dire che

lo iy
i Klogg _ 7, 18
7=0 KI 2 =0 KI *

Ora si pud far vedere che il limite che com-
pare al secondo membro & eguale a — 2.
Si ha cosi infine la formola
g=e¢ K.~ ©(1)
" Dovendo q avere il suo modulo minore di 1, si
14

K
reale positiva diversa da zero.
Per dimostrare che

ricava che il rapporto — deve avere la sua parte

k2
lim 16 — =2
ce=0 K!

log —
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o, cid che & lo stesso,
r
k=0, 4
0

k

procediamo nel seguente modo.
Essendo

g
2

| 22
) VT=Fsen® o
0

colla sostituzione
z=ktgo

, ro dz
A' = ——
V128 + 2%

si ha

0

che possiamo scrivere in forza di una proprietd
elementare degli integrali definiti, e in forza dei
cosidetti teoremi del valor medio,

V& L]
o= [ ()

0 vE 0

1 © gz
+( 1+Zc_) Ile-{-z’
z’ﬁﬂ&ﬁ

‘\’73 dz
Vi 22




!

"‘"z[(vr%a)o,ﬁ +(\/;:T_§)W] j e
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dove con i simboli

1 1
(v/l-l—z’o,s’?? (\/1+’£)
22 ﬁ,m

si intendono valori di quelle funzioni in paren-
tesi per valori di 2 compresi rispettivamente

fra 0 e V%, o fra V% e oo,
Ora facciamo nel primo integrale la sostituzione

—=u

e nel secondo integrale la sostituzione

1

z=-

w’

Allora ambedue diventano eguali a

1
vE
du
I Vifet.
0

Si ha quindi

0
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Ora

u
du e
——— =log(u + V1 + u?
j\/1+u” g (u+V )

onde l'integrale precedente & eguale a

1 i1 1 7%
log(ﬁ +\/1 + 7):103 Vi Tlos (L+VT+E)-

11 primo fattore nell’espressione di X' & eguale
a 241 dove n & una quantith che tende a zero
con %; onde possiamo infine scrivere

. 1 . l . -
(2+ r,)(~2—1og—k- +log2+e)
essendo & una quantitdy che tende anche a zero
con k& =0. Si vede quindi che il limite di
. _
. 1
log A -+ 2log 2
ciot di
K
log 2
¢ Tunity, come si volea dimostrare.
§ 6. Periodicita delle funzioni di Legendre. — Le

funzioni di Legendre si esprimono come rapporti
delle 5; ora queste si riproducono quando I'argo-
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mento & si aumenta di

T, - il(’g q,
dunque possiamo dire che le sn, en, dn, si do-
vranno riprodurre quando # si aumenta di queste

quantita, ovvero, ¢id che & lo stesso, quando v si
aumenta di '

% (0).m,  —i%°(0)logg.

Queste due quantitd, per effetto delle formole
(3) § 4, e (1) § b, sono rispettivamente

2K, 2iK'.

Possiamo adunque fin da ora prevedere che le
quantitd 2 K, 2¢ K’ dovranno comparire nello stu-
dio della periodicita delle funzioni di Legendre.

Per trovare le formole corrispondenti basta te-

ner presenti le formole del § 3, Cap. L e le (5) § 1.
Cap. II. Si hanno allora le seguenti:

sn (v+ 2 K) ==——snv‘v\
.en(w+2K) =—ecnv | -

dn(v+2K) = dnv

: )
sn(v+2iK)= snv

en(v4-2¢1K)=—ecnv
dn(v+2iK’)=—-dnv*,‘

Da queste appare che, a differenza delle <, que-
I ste funzioni si riproducono non moltiplicate per
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altro fattore che =1, e cid sia per il primo pe-
riodo 2 K, che per il secondo 2 K’,

Aggiungendo opportunamente all’argomento v
un’ altra volta le quantita 2 K, 27 K’ si possono
ottenere formole i cui secondi membri sono tutti
positivi,

Da queste formole appare che:

1.° sn v resta inalterato in valore e in segno,

aumentando 1’argomento di

AK, 2iK"

2. cnov resta inalterata aumentando l’argo-
mento di .

4K, 4iK'.

3.° dn v resta inalterata aumentando 1'argo-
mento di

2K, 4:iK'

A differenza delle & le funzioni di Legendre
sono funzioni periodiche nel senso puro. Le 3
invece si riproducono ma moltiplicate per un fat-
tore. .

Si possono poi nella stessa maniera ottenere le
formole che danno la trasformazione delle funzioni
di Legendre quando 'argomento si aumenta delle



Zeri ¢ infiniti delle funzioni di Legendre. 13

semplici quantitd K, ¢+ K'. Si ottiene cosi:

sn(v+ K) = 3:3

en(v+ K) =—Fk ;‘;2
k'

dn(» 4+ K) = ino
. 1

sn(v+iK)= oy
J— d

en(v+iK)= —ﬁcﬂss-v—

dn(v +iK")= —;::li

§ 7. Zeri e infiniti delle funzioni di Legendre. —
Dalle cose dette per le funzioni ¥ & facile rica-
vare in quali punti le funzioni sn, cn, dn diven-
tano zero o infinite.

Consideriamo la prima delle tre funzioni; essa

diventa zero nei punti in cui lo diventa 3, (2),
e diventa infinita nei punti in cui 3 (z) diventa
Zero.
* Questi punti sono in numero infinito; ma a
noi occorre notare quelli che sono compresi nel-
I’interno del parallelogrammo fondamentale dei
periodi.

Chiamiamo parallelogrammo fondamentale dei

P
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periodi per la funzione sn v quello che ha per ver-
tici i punti 0, 4K, 2/ K', 4 K+ 2: K.

Dividendo il piano delle v in infiniti altri pa-
rallelogrammi congruenti a questo, ad ogni punto
del piano appartenente a qualunque altro paralle-
logrammo, corrisponde sempre un punto nel paral-
lelogrammo fondamentale in cui la s» ha il mede-
simo valore.

Cosi per la cnv il parallelogrammo fondamen-
tale ha per lati 4 K, 4: K’'; e per la dnv ha per
lati 2K, 4:K'.

Tenendo presenti i risultati del § 12. Cap. I si
ha che le tre funzioni diventano infinite nei me-
desimi punti della forma

v=2mK+@n+1)iK'

Nello stesso modo gli zeri di snv sono della
forma

v=2mK+2niK';
quelli di env sono‘ '
v=02m+1)K+2niK'
e quelli di dn» sono ’
r=@m+)K+En+1)ik’

§ 8. Degeénerazione delle funzioni ellittiche di Le-
gendre. — Vogliamo esaminare che cosa diventano
le funzioni ellittiche quando il modulo % acquista
dei valori limiti. Allora esse degenerano in fun-
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zioni ordinarie, e propriamente diventano secondo

i casi o funzioni trigonometriche o funzioni espo-

nenziali. Considereremo prima il caso di k=
Allora

]
=1 - a9

V1 —k2sen?o

0

diventa semplicemente
. > o
v= ‘ do=27.
0

E poiché =am v si ha che la funzione ampli-
tudine diventa la variabile stessa. :

L’integrale completo K diventa eguale a ;
E poiche £2=1 si ha

7T

K= [ L¥ =
cos 9
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KI
Essendo poi g=¢ "X siha ¢=0, e quindi le
funzioni < diventano rispettivamente

S (=1
% (@) =0
S5 (x)=0
3 (@)=1.

La funzione dn v diventa eguale ad 1, e le fun-
zioni snv, cnv diventano rispettivamente sen v,
co8 v,
~ Passiamo ora al caso k*=1 £?=0; allora vi-

e T
ceversa si ha K==o0o, K'_--_?,

L’ argomento v diventa
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1"

donde si ha

L+ tgy
e"=“°
1—tg-§~
P _.cv__l
i
T o — g=v
snv=senQo= ———
ev_l_e—v
cnv=c039=ev+e_&
dnv=cos ¢

Come si vede, le funzioni ellittiche diventano
funzioni esponenziali. In quanto poi alle serie ¢
esse diventano delle serie divergenti perché il mo-

dulo ¢ diventa eguale ad 1.



CAPITOLO IIL

LE QUATTRO FUNZIONI ¢ DI YV EIERSTRASS,

§ 1. Costruzione della funzione o dispari. — Le
funzioni di cui discorreremo in questo ecapitolo e
la funzione p di cui ‘si trattera nel capitolo se-
guente, sono di data recente nella scienza; esse
surrogano rispettivamente le funzioni S e le fun-
zioni sn, cn, dn, e hanno su queste il vantaggio
di soddisfare -ad alcune proprieta piu semplici.
Per il calcolo numerico perd si prestano sempre
meglio le antiche funzioni < i cui sviluppi in serie
soddisfanno a leggi molto semplici.

La maggiore importanza teorica delle ¢ rispetto
alle 3 si trova nella teoria della trasformazione
lineare dei periodi, di cui parleremo in seguito.
Per una trasformazione lineare di periodi le 5
si scambiano fra loro moltiplicate per un fattore
esponenziale di 2.° grado, e invece le ¢ si scam-
biano fra loro semplicemente.

Le funzioni ¢ di Weierstrass non sono che le &
di Jacobi moltiplicate per un fattore esponenziale
di 2.° grado.
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Esaminiamo con che criterio si incomincia col
costruire la ¢ dispari.
Poniamo:

!

2w

-~

dove w & una quantiti costante di cui troveremo
poi il significato, e # & il nuovo argomento ehe
vogliamo sostituire a & ovvero a v del capltolo
precedente.

Formiamo allora la seguente funzione

Cedn® ,3-1 (r)

dove A, C sono due costanti tali che lo sviluppo
di quella espressione secondo le potenze ascendenti
di %, manchi del termine in #3, e abbia I'unitd per
coefficiente del primo termine.

Essendo 5, una funzione intera di = o, se si
vuole, di u, e inoltre una funzione dispari, la fun-
zione sopra scritta sara ancora infera e dispari, e
quindi il suo sviluppo in serie conterra solo le po-
tenze dispari positive di u.

Colla formola del Taylor cerchiamo questo svi-
luppo, si ha

Cedw' s, (1 u) [2 CAuedn'y (2 u) +
w

w2t
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K3 ° ' [ X 73
+ 4CAu2—me4“ 5, (2_‘”) +

soTemes (U] 2

2"’)]14—0 21
+[r+e CAg%"““"’l'(%) +

3
aw g m|TY LA
+C—eu : (20))]“ gt

dove si & indicato con 7' I’assieme di tanti ter-
mini che vanno a zero per ¥ —0, e dove eviden-
temente tutti i termini che moltiplicano »* vanno
8 Zero.

Eseguendo i calcoli si ha dunque

st "0). %+

1!3 nr T r
+ [048;3-51 O+ C4s, (0)]u°+

Vogliamo ora determinare C, 4 in modo che sia
" zero il coefficiente di % e che sia 1 1l primo coef-
ficiente. Poniamo percid

C= 3,"(0)

20 =1
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oy n? e 111 AN
A3 O+ 5 5, 0} =0
donde
2um
C=—-—7—
=3,"(0)
4 1TEN0)

24wt s (0) "

La funzione cosi ottenuta la chiamiamo ¢ (u);
abbiamo cioé per definizione della ¢ dispari di
‘Weierstrass la formola

1 2%4,"0) 1
o (u) =22 ¢ HSI0) w_\2w)
w 4'(0)

Si noti perd che qui coi simboli &,"3,"" si in-
tendono le derivate fatte rispetto ad ¢ e non ri-
spetto ad .

Ponendo

1_ - '91”’ (0)

T T2 5 (0)

si ha infine:

U

. R ——-—)
145 ., 7

6 (1) = 20 ru" _\2o, .

T 5,"(0)

PascaL. [}
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§ 2. Introduzione delle tre ¢ pari. — Come ab-
biamo costruito la ¢ dispari mediante la $ dispari,
cosl con formole assai analoghe possono costruirsi
le ¢ pari. La o dispari & il prodotto della % di-
spari per una costante e per un fattore esponen-
ziale di 2.° grado; la costante & determinata in
modo che sia 1 il coefficiente del primo termine
dello sviluppo in serie.

Le tre ¢ pari risultano formate nella stessa ma-
niera; il fattore esponenziale di 2.° grado & il me-
demmo per . tutte le. ¢, ed abbiamo visto, per il
calcolo fatto, che & propnamente

17,
e2w

e la costante & determinata poi sempre in modo
.che sia 1 il primo coefficiente dello sviluppo.

Abbiamo allora tutti gli elementi per costruire
le tre o pari; per uniformarci alle notazioni abi-
tualmente adoperate notiamo che le tre ¢ pari si
indicano coi tre indici 1, 2, 3, e che propriamente
6, 64 o5 corrispondono rispettivamente alle funzioni
3, 35, 9.

Si hanno ciod le formole

®U
s 2()
(4 S (0) _cl(“)

Tu
11, %(5)
elw

55 (0)

==z 0y (1)
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5 ’2'“
S0 A

R
62"’

costraite appanto, sempre col medesimo fattore
espounenziale, e. in maniera che per u =0 tutte
queste funzioni diventino eguali ad 1.

Non vogllamo tralasciare di notare una propneth
dl queste o pari ed & che lo sviluppo in serie del
pradotto delle tre o pari manca del termine di 2.°
ordine in u. »

In effetti lo sviluppo della prima di quelle s &-

1 =% 3,7(0)
1+[—2-—+-§4—m;3—{6)— ’+...

e cosi per le altre, e qmndl lo smluppo del pro~
dotto & .

32 12%3,(0) , 3"(0) 3"(0)
H’[EK 8w’( 570 T 50 T30 )] e

Ora per effetto della relazione trovata in fine
del § 10 Cap. I la quantith dentro parentesi &

3 12570
2w " 8ut5(0)

che & identicamente zero pec effetto del valore di
n dato mnel § precedente. Con cid resta dlmostmtu
la proprieth enunciata.
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 Questa proprietd & importante per il fatto che
si generalizza al caso iperellittico ; mediante essa
potrebbe calcolarsi il fattore esponenziale che oc-
corre per la costruzione delle ¢ mediante le 9, e
che noi abbiamo calcolato nel § precedente con
una via diversa. -

Nel caso iperellittico questa proprietd sussiste,
ma non sussiste invece pilt quella di cui ci siamo
serviti nel paragrafo precedente per il calcolo del
fattore esponenziale.

A proposito del fattore esponenziale, che come
si vede ha molta importanza in questi calcoli, noi
vogliamo osservare che esso pud porsi sotto la
forma:

/

__1_7:‘(3‘"&0) J4'10) , 34"(0) )“:
e 240?\F(0) ' % (0) ' 30

e tenendo conto delle equazioni differenziali cui
soddisfano le 3, possiamo scrivere

2510)
") __ _,0logg
O 5(0)
— 40130
dloggq

e quindi il fattore esponenziale &

1 725logl3(0134(013,'0)]
e 0logg

Questa forma per il fattore esponenziale & assai
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caratteristica, ed essa trova poi la sua perfetta
generalizzazione nel caso iperellittico
§ 3. Formole di periodicita delle funzioni o, —
Poniamo
1 e s (')’
ogg=imT=in -

introducendo cosi una quantita «’' come prima ab-
biamo introdotta la quantitd .
Dovendo ¢ avere il suo modulo minore di 1, e
quindi log ¢ la sua parte reale negativa, si ha che
14

w 3 . .
—=r deve avere la sua parte immaginaria po-

sitiva diversa da zero,
Essendo poi

TU
X =
2(0

si vede che i due incrementi dell’argomento &
r==r g=-—ilogq

che compariscono nelle formole di periodita delle 5,
corrispondono agli incrementi di u

u=2w, u=2uw\

Ne ricaviamo quindi che le ¢ devono, a meno
di un fattore, restare inalterate quando I’ argo-
mento % si aumenta di 2w, ovvero di 2w’

Le quantitd 2w, 2 v’ si sogliono chiamare i mo-
duli di periodicita di 1.* specie, ovvero periodi di
1.* specie,
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» 14
w . .
Dovendo - avere la sua parte immaginaria
positiva diversa da zero, si ricava che i punti
u=2uw, Uu=2uw

non staranno allineati col punto # = 0; questi tre
punti quindi formano i vertici di um parallelo-
grammo con area diversa da zero.

Disegniamo questo parallelogrammo che chia-
meremo parallelogrammo fondamentale dei periods,
e immaginiamo poi scomposto tutto il plano in tanti
parallelogrammi congruenti come si & fatto al
§ 7 del Cap. II.

Vogliamo ora trovare le formole di perlodlcltb.
delle o. Si ha, partendo dalla definizione

clut 20y 22 oo 0

4'(0)
20 *71'%"’31 () w
= ——1;_62 mes'](“’l’ )

= —a [y 2utw)

w

I
A\

P .U
=i = q—-(u-l-w' )

w’
——

T ,
e U
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¢ ponendo
i )
N ——
n = 2
w
. 1
€100 t ‘( )
n0 —nw="" )
si ha

6'u+ 20')= — ¢ 'y) '(utw),

Come si vede, mediante le notazioni introdotte
si ha in queste formole una rilevante simmetria ;
ma ¢’ ancora dippil,, ed & che le formole di pe-
riodicita delle altre ¢ sono le stesse di queste
(salvo i segni). Inoltre & notevole questo, che se

vogliamo calcolare

o(u+2w”)  (ponendo " =w + w')

si ha un formola perfettamente simile solo che
invece di w,n ovvero di «’,»’ ci sono le quantita

w' =0+
7' =4
In effetti '

s(u+20”)=— ¢ (u+ 2v')2ivt20'+w)
== ¢ 'y) 27 (u+wH2n(u+20'+w)
= ¢ 'y) e2lrtr)ut2pot2n e’
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e per le formole (1) si ha
= — o [u) e¥'(ute"),
Nella stessa maniera possiamo trovare le for-

mole di periodicita delle altre tre ¢ pari.
Si trova:

o (u+2w) = —eiltia (u)

o, ( + 20 = + e¥l+wlo (u) |

o5 (4 + 2 w) = + ¢2iv+w) g, (u) ’

oy (u+2 0') = + e2rutway (1) ‘ ®
o (1 + 20) = + eBinto) ag (u) |
o3 (u + 2 0') = — Wtw) gy (u), '

Come si vede in queste formole e in quelle re-
lative alla o dispari, il fattore per cui & moltipli-
cato il secondo membro & sempre il medesimo ed
& propriamente

e2n(u+tw)

gyvero
27 (utw)

secondoche si tratti dell’aggiunzione del periodo
ovvero del periodo v'.

Una osservazione bisogna aggiungere relativa-
mente a queste formole; abbiamo detto che il fat-
tore del secondo membro & sempre il medesimo ;
ma non ¢ invece lo stesso il segno. I segni sono
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propriamente i seguenti :

per la ¢ i segni sono — , —

per la 9 ” -, +
per la oy » + 5+
per la o3 » +,—

intendendo che il primo segno si riferisca alla
formola del periodo 2 v, e il secondo alla formola
del periodo 2 «', Si vede che quelle quattro coppie
di segni esauriscono tutte le possibili combina-
zioni.

Le quantitd 27, 27’ si sogliono chiamare moduli
di periodicita di 2.* specie, o periodi di 2.* specie.
Essi si possono esprimere colle formole

6’ (©) , oW

n ] o'((”")
71——‘u'(w) ) Te() ' T e(w)

che si possono facilmente ricavare derivando le
formole di periodicitd di ¢ e poi ponendo u—=—uw,
— o', —w'' rigpettivamente.

§ 4. Formole relative al caso in cui 'argomento
si accresce di semiperiodi. — Quando 'argomento
si accresce di semiperiodi, ciod delle quantity o, o’
allora le 9 si scambiano fra loro, coll’aggiunzione
di un fattore esponenziale.

Questo fatto che si verifica per le funzioni 9,
si verifica naturalmente anche per le ¢; pero al so-
lito per le o le formole relative hanno una mag-
giore simmetria,
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Per trovarle bisogna tener presenti le formole
del § 3, Cap. I. 8i ha:

ot w) = 2w ll(u+w)- 1(31 - )

=0 (w) e™ e2 3’ Ez;
= () e oy (1)
o (4 + 0') = o (o) e7% o5 (u)
o (u + ") =0 (W) &7 oq (u).
Da queste formole potrebbero trovarsi facilmente

quelle relative alle o, o5, cg.
Essendo poi
6(0)=0=0Qu)=0(20)=0¢(20")

si ha
% ("’) =

Inoltre si possono avere subito le seguentl altre

o, (w')=0 g3 (0)==0

formole:

g, (w') = c( w”) e—iw'
o= &)

o)==
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og(v) = :::'))

oy (') = % e
oy () = :::’)) ~rfe.
oy (W) =— :—(f}))— efw”
20 2w %(0)
) = et

2o gro 2(0)
L 3 (0)

o(w) = 4

o (0')= V—2 z _‘”ﬂw" :? Eg; .

§ 5. Formole varie relative alle o, ricavate da
formole per le 3. — Dalle ultime formole del pa-
ragrafo precedente, tenendo presenti le relazioni
fra le 3 e 3," per argomento zero, si ricavano su-
bito le due relazioni .

g (w)e(w)e()=i{i — —(,)w+rw+'] )

3—2'4"*’ gt (w) + =27 64 (v') + ¢—21"" ¢4 (w") =0,
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Dalla 1.* delle formole (4) del § 8, Cap. I per
Ty =ua,, si ha

$(0) 3 (0) 35 (0) 3, (22) = 25, (2) 3 (2) 55 () 35 (o).

Sostituendo alle ¢ le ¢ corrispondenti, da questa
formola abbiamo subito 1’altra:

o (2u) =20 () oy () o3 (u) o5 ().

§ 6. Equazione a tre termini per la funzione <
dispari e formola d’addizione per la stessa fun-
zione — Sappiamo che la funzione 3, («) soddisfa
alla cosiddetta equazione a tre termini (v. Cap. I,
§ 11.) Ora & facile mostrare che ad una simile
relazione soddisfa ogni funzione formata moltipli-
cando la 3; per un fattore esponenziale di 2.° grado,
e quindi anche la funzione .

In effetti, teniamo presente la formola (4) § 11.
Cap. 1. Essendo il primo membro di quella formola
omogeneo rispetto alla 9,, se questa si moltiplica
per un fattore costante C, ogni termine resta molti-
plicato per C* Inoltre moltiplicando ancora <, per
un fattore del tipo

GAQ',
il primo termine della formola resta moltiplicato
per
eAl(@y+ze Hay =~ 27 t2) Hag— )% —=
= Az i+t )

e gli altri termini restano moltiplicati per il me-
desimo fattore, come & facile verificare.
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Possiamo conchiudere che ad una relazione del
tipo (4) § 11. Cap. I soddisfa non solo la 9, (x),
ma qualunque altra funzione del tipo

Ced® 3y (x)

e quindi anche la ¢ ‘%),
Possiamo dunque dire che la ¢ soddisfa alla re-
lazione

o (uy + u5) 0 (10 — up) & (w3 + 1) o (g — uy) +
+ 7 (ug + ug) 6 (g — ug) o (uy + u,) o (u, — ) +
+ o (ug + ) 0 (g — %) 0 (us + 1) 0 (g —u) =0.

Di qui possiamo ricavare un’altra formola inte-
ressante.
Poniamo

%y =1y — ¢,
Si ha allora .
o (g + 1) (1, — ug) 7 Qg — £) 5 () +
+ & (ug + 1s) ¢ (g —15) 5 (26, + 143 —¢) & (10, - U3+ &) +
+ o (ug+ u,) o (g —u,) 6 (ug+ 13 —2) 6 (g —154¢) =0
Deriviamo ora rispetto ad ¢:
o (uy + ug) ¢ (1, — us) >
X [6QRus— &)o' (&) — o' (Rus— ¢)a(e)] +
+ o (us + ug) 0 (g — ug) <
< [—6" (g + ug— )5 (u, — uy +¢) +

oo (g + uy —€)o (wy — ug+ )] +
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+ o (5 + uy) o (ug — u,) x< : .
> [= o (g +us—¢) 0 (ug— 1y +¢) +

+ 0 (us + 14y — ) 0" (g —u; 4 )] =0
e ponendo s =0 e osservando c\O)=0 o (0)= 1
si ha:

"o (uy + ug) 0 (g — ) 0 (2 45) +
+ o (us + us) o (g — wg) & (g + ) @ (w0, — ug) >

[_ o (g + %) o' (4, — ty)
o (uytug) o (uy — ug

+ °(“s +uy) 0 (g — ) 0 (s + 15) 0 (g — ) <
_ '(us+us) " (s — us)
><[ 6 (us — ug) d’(u3+a,)] 0

donde
o (g + tg) 6 (u; — 1y)
o (ttg F 13) @ (thy — ty) & (t4y + thg) @ (g — 14g)
1 o (s +us) o' (4 —usg)
T Quy) o Fu) (o — ag)
o' (g + 1) o (ug—uy)
o (g —tg) & (thg — ug)l’

In questa formola porremo us =0. Per condurre
piu facilmente i.calcoli cominciamo col porre:

o’ (u)

d
C(u)=-~——log (u)— < (0) ;
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allora
lim % (4 + ug) — € (uy — us3) _
%4,=0 (2 u)
—lim ™ (ot us) —=8(uy—ug) 1
 we=0 2 ug o (2us)
2 ug
U(w) d®
P = — Y.
o' (0) du, lqg @ (w
Analogamente

Lyt ) — C(ug —145) _ P :
T B TR

onde infine possiamo scrivere:

o (uy + u) o (s —ug)
of () 0% ()

d? d?
= Tui log 5 (,) — T log o (ug) -

che & in certo modo una formola d addizione e
che ha una grande importanza in tutta la teoria
delle o.

§ 7. Introduzione delle quantita e, ¢; ¢;, degli in-
varianti g, g, e del discriminante A.
. Per ottenere delle formole pid simmetriche, ci
conviene introdurre tre quantitd che avranno una
grande importanza nelle cose che avremo a dire
in seguito, e che acquisteranno poi un significato
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pilt semplice di quello che risulta dalla definizione
che qui ne daremo.

Queste tre quantiti costanti le chiameremo ¢, ¢; ¢;
e restano definite dalle formole

o= (e e

)

|
= g (‘_ ("24 it
\
/

Ricordando la relazione fra le quarte potenze
delle 3 per argomenti zero

514 .372“ = .334

€3 — — 3 (9 m) (354 + %) .

si possono ottenere le altre formole semplici

- \
Ve, —e; =5
3
Vez — e — T Sy? @)

T facile trovare immediatamente delle relazioni
che legano le ¢ col modulo % introdotto nel capi-
tolo precedente.
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Dalle (1) § I. Cap. II si ha subito

kg — € — €3
e, — e
®3)
klg=el_el
€ — 83 7

e dalle formole di definizione si ha subito
e, +e;+e=0. @

Queste formole sono fondamentali e si potreb-
bero assumere per definizione delle e, salvo che
esse non riescono a definire le ¢ che a meno di
un fattore di proporzionalita.

Mediante queste quantitd possiamo subito tra-
sformare alcune formole gia trovate avanti. Per es.
si & trovato

v =342(0) z;
si ha quindi subito

2o es. T 2‘”\/e i Ve e .U
v=—N\e, —es.x=—V\e, —e3-—=Ve, — 5.
x 1 3 T 1 32(" 1 3

e per la (3) § 4. Cap. IL

K —
w—Wx (2}

donde ricordando le formole

wf
y— —~7C
g=—¢e w—_=c¢

ik

PASCAL. 7
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si ha

+ K’ V K
—Veé — e3— —
) (O]

)
\

;;—vel-e.) |

'

A questo proposito non vogliamo tralasciare di
stabilire altre formole e altre notazioni di cui do-
vremo poi servirei in seguito.

. Prima -di tutto indichiamo con 4 il diseriminante
delle quantita e e; e, cioé poniamo propriamente

A =16 (e, — )% (e — €4)% (e, — €)%

" Mediante le relazioni di sopra si ha allora:

{‘,K=\J§\/(2_l:j$._sgss
e R

Con questa formola possiamo mettere sotto altra
forma il fattore di proporzionalits fra le 3 e Ie &
di cui abbiamo trattato nel § 2 di questo capitolo.

Tal fattore pud porsi sotto la forma

(6)

12t Alog(Aw®) |
e48w' dlogq ‘. : (7)

Introduciamo infine i cosiddetti invarianti g, g,.



Introduzione delle quantit e, e, ey, ecc. 99

Poniamo
—4(e,epteye5+p30) =g,
+ 4de ey 03 gy

Allora abbiamo subito le_ espressioni.
4 .
ga = 3 l(ez - e) (e —e)+ (e, - )

— ;(2(0) [__ ;434+38]

e per effetto della relazione che si ottiene formando
i quadrati di ambo i membri della nota relazione
fra le quarte potenze delle 3 pari per argomenti
zero, si ha

9
— 984 3,81 98
9= 3(2“)( + ).
Inoltre
4 344) (344 — ) (354 + 3,4 =
0= — g5 (5a) €' 20 art = 39 0439 -
4 3.543,8 - 3983, 9,12 _ 9 312
= 272 (J 2+22 - e )’

Mediante g; g5 il discriminante A si pud espri-
mere colla formola

A= g:° - 21 g4
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Le quantitd g, g5 possono chiamarsi moduli alge-
brici a differenza delle quantita v, »' ovvero 9, %’
che possono chiamarsi moduli trascendenti.

Prima di terminare questo paragrafo dobbiamo
aggiungere qualche osservazione sulle quantity
g2 9s.

Consideriamo il polinomio che ha per radlcl le
quantith e, eg e,

() =4(z—e)(2— ;) (2 —e5)
=4zs—ggz—-gs.

Questo polinomio di 8.° grado pud considerarsi
come un polinomio di 4.° grudo di cui sia zero il
primo coefficiente, cio¢ di cui una delle radici sia
I’infinito. _

Supponiamo dato un generale polinomio di quarto
grado

a2+ 4a,2°+6a,2°+4a32+ a,

Nella teoria delle forme si studiane i cosiddetti
wnvarianti delle forme, cioé quelle funzioni dei
coefficienti, che restano inalterate quando la va-
riabile si sottopone ad una trasformazione lineare.
Si dimostra che esistono, per il caso del polinomio
di 4.° grado, due soli invarianti, che risultano
cosi formati mediante i coefficienti : :

j=apa,— 4a, a3+ 3as’
i=|a a L)
a ay asg

a as ay -
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Ora nella forma del polinomio ¢ (2) & notevole
questo, che se si calcolano tali invarianti si trova
semplicemente

" J=9s
i=g; "

cioé gli invarianti funzionano da coefficienti del
polinomio stesso. E siccome poi si sa dalla stessa
teoria delle forme che due polinomi di 4.° grado
i quali hanno i medesimi invarianti, sono sempre
trasformabili 1’ uno nell’ altro con una trasforma-
zione lineare della variabile, cosi possiamo dire
che, assegnato un polinomio di 4.° grado i cui
coefficienti sieno tali che gli invarianti abbiano
per valori i valori di gy, g, si potra sempre tra-
sformare quel polinomio, con una trasformazione
lineare, nel polinomio ¢ (z). Non possiamo entrare
in maggiori dettagli e percid dobbiamo supporre
nel lettore cognizione, almeno sommaria, dei prin-
cipii della teoria delle forme.

§ 8. Relazioni algebriche fra le quattro . Rela-
zioni in cui compariscono due argomenti. Formole
d’addizione per i rapporti delle s. — Tenendo pre-
senti le formole (2) (3) (4) del § 9, Cap. I, si pos-
sono ricavare subito le relazioni algebriche esi-
stenti fra le quattro ¢; si hanno quattro formole
assai semplici, di cui due sono conseguenza delle
altre.
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Esse 010
o,f (u) — o® (u) + (e, — e5) a* (u) =0
o,® () — o,® (u) + (g — €,) 7% () =0
o5% (u) — 5% (u) + (s — ) o* () =0
(es—ez) 0, (u) 4 (e,—ey) 0,2 (?‘) + (e;—e,) 05% (u) =0
Possiamo ora ottenere delle relazioni nelle quali
figurano due argomenti indipendenti %, u,; tali
relazioni si ottengono naturalinente trasformando
quelle ottenute nel § 8 del Cap. I.
Dalla (2) § 8. Cap. I, si ha
5 (g + ug) 0 (g — ug) =
= 0% (1) ¥ us) — a® (uy) o* (u13)
e dalle (4) § 8, Cap. I, insieme colla prima delle
(3) si ha
o (g — ug) 0i (10y + 1) =0 (uy) @ (ug) 05 (teg) o1 (103) —
— i (uz) 8 (us) 5 (111) o ()
dove i j L rappresentano una permutazione degli
indici 1, 2, 3.

Dividendo membro a membro queste formole
si ha i/ teorema d’addizione per i rapporti delle
tre ¢ pari alla o dispari. Si ha la formola

o; (g + ug) -
& (g + tp)
i) 1) () 1 o) — i (1) (1) ) ok (1)

o (u,) 0 (1) — 0% (u,) " (uy)
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§ 9. Relazioni fra le funzioni di Legendre e le
funzioni o, — Le funzioni di Legendre si espri-
mono come rapporti delle 9, e quindi potranno
esprimersi come rapporti delle o; le formole cor-
rispondenti sono molto semplici e sono le seguenti

. o (u
snv=\e — e 6—3(—(14))
5 (1)
" o )
_ %)
dno = o3 ()
donde otteniamo le altre
o () _ o
c (u) )
W) _ oy dnv
- o (u) t Sen v
o (1

o(u) Ve, —es 8N v
§ 10. Omogeneita delle 5, delle o, e dei moduli.
— ¥Fra le funzioni & e le ¢ ¢’é una differenza ri-
marchevole che ora vogliamo porre in vista.
Consideriamo sia le 9 che le o, dipendenti tutte
dall’argomento %, e dai moduli o, »'. Ora & facile
mostrare che tutte queste funzioni sono tutte fun-
zioni omogeneo delle tre quantitd , w, »'; ma che
inoltre le 3 e le ¢ pari sono omogenee di grado
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zero, mentre che la o dispari & omogenta di
grado uno. :
Per le formole

-’E—Ru
_21.0
1 _.‘ o'
0gg=im—

si vede che se u, v, »' si moltiplicano per un fat-
tore, sia & che ¢ restano inalterati.

Possiamo dunque dire che anche le $ e quindi
le sn, en, dn restano inalterate, cioé sono funzioni
omogenee di grado zero di u, w, w', :

Dalla formola di definizione di o (%) si vede in-
vece che la ¢ resta moltiplicata per il medesimo
fattore, per cui si moltiplicano u, », w’; cioé

s(ruyro,ro)=re(u;m )

da cui si ha che la ¢ & una funzione omogenea
di grado 1.

Per completare questa ricerca dobbiamo esami-
nare come si comportano tutti gli altri moduli in-
trodotti nei paragrafi precedenti.

Noi abbiamo introdotto nei paragrafi precedenti
le due altre quantita

K, K';
poi le altre

e
Ny 95
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poi ancora le altre
e, €3 e colla relazione e, + ¢, + ¢; = 0;
e poi finalmente le altre

g3y 9s-

Queste sono tutte quantita costanti, indipendenti
cioé dall’'argomento u, ma dipendenti naturalmente
dai moduli v, »'. B facile vedere che ne dipen-
dono tutte omogeneamente, ma con gradi diversi
di omogeneita.

Moltiplicando v, v’ per una stessa quantita, X K’
restano inalterati perche

K=50)5
K!
logg=—= %

dunque X A’ sono omogenei di grado zero.

Dalla formola di definizione-di » (v. § 1, Ca-
pitolo III) si vede facilmente che « resta moltipli-
cata per -1 se » ' si moltiplicano per »; e lo
stesso per 2’ come risulta da (1) § 3, Cap. IIL
Dunque: *, " sono omogenei di grado — 1.

Dalle (1) § 7, Cap. IIL si vede che ¢, ¢; ¢5 sono
omogenei di grado — 2; e infine di qui si ricava
subito che g, ¢ omogeneo di grado —4, ¢ gy ¢
omogeneo di grado — 6.

Considerando la o come funzione di u, g,, gy si
ricava quindi la formola

s(ru; r-tgy, r8g;)=ra(u;y,, g
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§ 11. Punti-zero delle funzioni . — Dalle for-
mole di definizione delle o, e dalla ricerca fatta
nel Cap. I riguardo ai punti-zero delle funzioni 3,
possiamo subito trovare in quali punti le ¢ diven-
tano zero. Si trova

o (1) diventa zero in tutti

i punti della forma 2mw 4 2n o
oy (u) ” Cm+1Do+2u0
o3 (1) » @m+rDo+E2n+1)w
o3 (1) » 2me 4+ Cn41)o

m, n rappresentando sempre due numeri interi po-
sitivi o negativi.

§ 12. Scomposizione delle o in prodotti infiniti
doppii. — Come le 5 cosi anche le ¢ si possono
scomporre in prodotti infiniti doppii; noi, come
abbiamo fatto per le 9, raccoglieremo qui solo le
formole definitive, tralasciandone la dimostrazione
dettagliata

' w) M4l
G(u):u n (1—'")(5"’ 2 10°
mn w
1, w, bt
——, It - ——
si(u)=e z4 | - ——) e“"'+ 2
m,u\- A
dove
w=2mw+2n0
w=Cm-+1Do+2n0
we,=C2m+ Do+ 2n+ 1o
wy=2mw-+ 2n+1)"
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§ 13. Degenerazione delle funzioni s. — Ricer-
cheremo ora che cosa diventano le ¢ nel caso limite
in cuig=0

Nel caso di ¢ =0 si ha L =0, e quindi dalle
formole (8), § 7, Cap. 111, risulta subito che

Ge=e=a

cio¢ due delle quantita e risultane eguali fra loro;
percio il discriminante A risulta zero, e

ey =—2a.
Dalle (1) § 7, Cap. III si ha allora A
= 1
=T
Consideriamo i rapporti

% (%) _sen & — ¢* sen 3 & + ecc.

5,0) 1—3¢? + ecc.

3 (®) _ cos & + q® cos 3 2 + ece.
3 (0) 1+ g% + ece.
33(0) 142gcos2x + ece.
30 14 2g+ ece.

S(@) _1—2qcos2x + ece.

50~ 1—2q-4ece.
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dalla nota relazione data dal teorema di Eulero. Al-
'equazione differenziale di cui si parla, si potrebbe
percid dare sempre una forma nella quale com-
parisse solo una delle derivate rispetto ai duo
moduli omogenei, perd allora si perderebbe molta
simmetria, e si introdurrebbe poi necessariamento
la derivata prima di o rispetto ad ». Ora volendo
eliminare questa derivata prima, volendo cioé¢ ot-
tenere anche per la s una forma dell’ equazione
differenziale in cui non entri la derivata prima
rispetto ad % ma solo la derivata seconda, come
gia si verifica per le funzioni 3, bisognerd neces-
sariamente introdurre le derivate sia rispetto ad «
che ad o'; ovvero sia rispetto a g, che a g5; que-
ste due derivate entreranno allora combinate in
una certa maniera speciale e propriamente sotto
la forma ‘
oc 1 09
2718&)-—271 T
Percid noi, prima di passare alla ricerca del-
I'equazione differenziale cui soddisfa la s, vogliamo
fare uno studio preliminare sull’ operazione

[ 0
D=—2y 7o —2q' FY%
che cliameremo operazione D.

Cosi ci sard agevolata la ricerca posteriore.

11 problema principale che ci proporremo in
questo paragrafo sard di trasformare questa ope-
razione in un’altra, nella quale invece di compa-
rire le derivate rispetto ai moduli trascendenti
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w, o', comparissero le derivate rispetto ai moduli
algebrici g; g5.-

Dalla formola di definizione si ha immediata-
mente 3

D(o) ::—2[]
Dw =—24
Do'"=24",

Inoltre tenendo presente che

’
[0}

loeg=:in —
gg=ix -

si ha

Dl e —ix D
ogg— — Do —in—Deo=
84= ? _

l),
/]
(]

2

=—2ix" 4 2in

¢
© «
n2

(')2

servendosi della formola di relazione fra », o', , %',
Passiamo ora a mostrare che

DA=0

cioé che I'operazione D applicata sul disoriminante
A =g,*— 27 g, d& per risultato zero; o questa &
la proprietd fondamentale dell’operazione D.
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Partiamo dalla formola (v. Cap. I1I, § 7)
_ s _3
=TT

o applichiamo 1’operazione D al primo e secondo
membro. Essendo identicamente

D3/ (0)= l'(o)pl

possiamo scrivere
1 P _5
;A g DA:V%[—- g ? Dwsy (0)

-5d 3/ (0)

T dlogq

Dlo q]

o[ -3 -1d3 (0
=\/— 293/ — 2y 2—- P37
V4 [3m 13 (0 =t dlog q

e servendosi dell’equazione differenziale delle 3 e
della formola per la %, ciod:

a3, (0) 1

G \Y) 2 gm

dlogq 47! ©
_ 1 R"&'"(O)
T=T 127 3,0)

il secondo membro della formola precedente di-
venta identicamente zero. Con ¢id & dimostrato il
nostro assunto.
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Cerchiamo ora di trasformare ’operazione D in
un’altra nella quale non entrino pil le derivate ri-
spetto ad w, o', ma quelle rispetto agli invarianti
g3, s, che, come si sa, possono considerarsi moduli
equivalenti ai moduli trascendenti v, o', .

Cosi trasformata, I’operazione D prendera la
forma

9. 9
b= AB ,+Bags

e resta a trovare 4, B, che dovranno in generale
essere funzioni dei moduli.

Dalla proprietd ultimamente dimostrata si trova
subito quale deve essere il rapporto di queste due
quantita,

Applichiamo una siffatta D al discriminante A
e poi eguagliamo a zero il risultato.

Si

349%2—2.21.Bg;=0
donde.
A 2.219; 18y,

B 3 g,® - A

Possiamo dunque dire che

( ) )
D_hllsy”a o’ 0 9s)

dove resta ancora a trovare il fattore A il quale
in generale potrebbe a sua volta. essere ancora

PascaL. 8
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funzione dei moduli; noi perd dimostreremo che
. . 2
¢ un numero, e propriamente eguale a s

Per giungere a questo risultato dobbiamo co-
minciare col cercare I’ effetto dell’ operazmne D
sulle quantita e, ey, e;.

Essendo
46— gyea—gys=0
si ha
3&: aea
l) T — a
39: gsays ;
'dea aeu
120(;2 -_ ‘*—‘=1
d9s s
Oea _ _ €a
09: 12¢ed—g,
a_@«_ 1

99s 12e—gy'
Quindi possiamo scrivere

De,,_,,%y_a
1281: — 92

18.4 ec® ep ey + g,2

=h 12 eia""

dove «, B, v salvo nell’ordine sono gli indici 1, 2, 3.
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Essendo
~eates+e =0
si ha ancora

2 2
Dey—p 18:40a [esey +ex(ex + eg+e))] + o5
12 eu? — g5

18. 4 ¢.? [ea’—— i— g,] + 99°
) 1A2 e? — 9
=h (6 ea® — gy).

=h

Di qui ricaviamo subito
D (e, —e)=6h(e,>2— &?)
=6h(e, —ey)(e; +€5)
e servendoci delle formole che danno le e me-

diante le S per argomento zero (v. § 7, Cap. III)
si ha

2
Doy — ) =2h — 3 (34 + 5.

Cerchiamo invece di trovare in altro modo I’e-
spressione di D (¢, — ;) partendo cioé dalla for-
mola
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Applicandovi 'operazione D sotto la prima forma
si ha

n? ! dlogs
D(ex—es)=ujn34—(:434dlogq

ed essendo

L (3 Y
T 12w\s, T 9 8

_in_’(dlogﬁg_*_dlogﬁs gllogﬁf)
T 3 w\dlogg ' dlogg ' dlogyg
si ha infine
D(e,—e)=
w4 dlogs | dlog3, dlog 58;
= — 941 .
3wt j d]ogq+dlogq+dlogq

Tenendo ora presenti le formole per le 2 da noi
trovate nel § 14, Cap. I e paragonando i due ri-
sultati ottenuti per D (e; — ¢;) si ha infine

h=—3—.

Si ha dunque infine

D=—2n%—2n' ba;;'—

_. 0,2 5 0
‘12”’ayg+ 3% 59
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Col trovato valore di % si ha allora
Dea=14e? —gyg.
3
Vogliamo ora trovare .

Operando direttamente si ha

l ‘R’ '31’")

1 1‘2 '91"I 1 14 d (3] mn
T T8 s T120%dlogg )

Y

ed essendo per effetto dell’equazione differenziale
delle 3:

si ha riducendo:

o 1 =t 31m s 31'
Du=ga 3,5(9_,') —3.97(-'

Ora noi dimostrammo (v. § 14, Cap. I) che la
quantitd dentro parentesi & esattamente eguale a

38 4 3,8 4 3,8

che, come sappiamo, & proporzionale a ¢,; quindi
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si ha
Da= %y. o,
Essendo
0 —n n= 1;—
si ha:

o' Dy+9Do"—wDy'—4" D=0
donde ‘

D+ = —é—- gs o'
E cosi anche
.D nll — %yg (1)".

§ 15. Derivate dei moduli trascendenti di 1. e
2.* gpecie rispetto ai moduli algebrici, e dei mo-
duli di 2.» specie rispetto a quelli di 1.» specie. —
Vogliamo utilizzare le formole trovate, per trovare
le derivate dei moduli trascendenti ciod- v, ©' ov-
vero 7, #' rispetto ai moduli algebrici gy, g.

Le quantith o, »' sono fanzioni omogenee di
92, g5 di grado 1, se g, si considera del grado — 4

e g5 di grado -— 6; in altri termini sono funzioni
1 1

omogenee di grado 1 di g, %, g5 6. Quindi ap-
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pllcando opportunamente il teorema dell’omoge-
neitd si ha

4925 +Gysaa;"—"’-

Intanto si ha

a(') . a 3
Dm—12gs~a—+— . a; — 2y
dunque risolvendo si ha
0w _1( 1 , 9
ot e DURE X8)

ow 1/(9
azz—&— —2—93(-:—3g,7| B

Ponendo 7', »' in luogo di 4, » si avrebbero le
formole per le derivate di o',

Collo stesso metodo possiamo trovare le derivate
dei moduli trascendenti di 2.* specie , #' rispetto
ai moduli algebrici.

La relazione di omogeneita (sapendo che n &
omogenea di grado — 1) da

4922" + 6 saa; n.

Questa insieme con

0n , 2 407 _ 1
D':—12s'.«.a +8g2893—6‘92w
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(Et

1 3 1
’“:X(' g st Zyg"ﬂ)

97 _1(1 . 9
ﬁzx Zy” ""Eys"l .

Sostituendo le lettere cogli apici #’, o’ alle 3,
si hanno le formole per le derivate di »'.

Finalmente calcoliamo le derivate di », %' rispetto
ai moduli trascendenti di 1.* specie v, o',

La relazione d’omogeneita da

an ,8n
am+ am -
" e-intanto
_ 9n pon_ 1
Dfi = —21 a — 29 am,—ﬁ ga

onde

on _2if1 , ,
a;:—ﬂ_ I—Q—-gzwm—-'qn)

Bt e)

Col solito scambio si hanno poi le derivate di 4'.
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§ 16. Derivate del discriminante rispetto ai mo-
duli trascendenti di 1. specie. Espressione note-
vole dai moduli trascendenti dj 2.* specie. — La
definizione della quantitd » ha relazione colla de-
finizione del fattore di proporzionalith fra le ¢ ¢
le 3 il qual fattore, come si sa, & esattamente

17 4
=
elw

Ora nei paragrafi precedenti noi ci siamo occu-
pati di dare all’espressione di % varie forme.
In primo luogo 7 si pud esprimere mediante il

3 nr
rapporto -, poi mediante la derivata rispetto a

1
A
log ¢ del logaritmo del prodotto delle tre < pari
per argomento zero; infine mediante la derivata
rispetto a log ¢ del logaritmo del disecriminante A
(v. Cap. III, § 1, 2, 7).

La quantith 2" poi si definisce in una maniera
affatto diversa, e le due formole non hanno fra
loro alcuna analogia.

Ora vogliamo dare una nuova forma della quan-
tita », forma la quale ha il vantaggio di rappre-
sentare in una maniera perfettamente simmetrica
ambedue le quautita 2, 4"

Consideriamo che 1’operazione D applicata al
discriminante A da per risultato zero, ciod

96 108
T P

Inoltre il discriminante ¢ funzione omogenea di

+ 0.
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1 1
grado —12 in g, *, 95 ©, e quindi & funzione
omogenea di grado — 12 in ©, '; onde possiamo
scrivere

wa—A+w'~a—£=—l2A,

) o'
Risolvendo queste equazioni si ha

oa__2i,
ow

dA_ 24i

v =

donde

Queste sono le due formole che noi cercavamo.
§ 17. Equazione a derivate parziali cui soddisfa
la funzione s dispari. — Le & considerate come
funzioni del modulo log ¢ e dell’argomento @ sod-
disfano ad un’equazione a derivate parziali sem-
plicissima, che & sempre la medesima per tutte le
quattro & e per tutte le derivate di qualunque 5.
Il fatto che tutte le & e anche tutte le loro de-
rivate rispetto ad «, soddisfanno ad una medesima
equazione differenziale semplicissima costituisce




Equaz. diﬂ“crenziale per la ¢ dispari. 123

certamente una elegante proprietdA delle funzioni
di Jacobi.

Per le ¢ non accade precisa.mente lo stesso, ma
ogni s soddisfa ad un’equazione differenziale di-
versa.

Per ritrovare quella cui soddisfa la o dispari
non ¢’ & che trasformare 1’ equazione cui soddisfa
la 3, che differisce da ¢ per un fattore.

Partiamo dalla formola

1y ,
3 (@)= —s O e " o (u)

e formiamo le due derivate

9" % (@)

ox*

BEENC)
. dloggq
e poi eguagliamole fra loro.

Considerando che il secondo membro & espresso
mediante « e che la relazione fra & e u &

_ru
T 9w’
abbiamo:
Q_";l_.w(fm) 3,/ (0) [— —us(u)+o (u)]
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' RIUINY e |
3’63;_?) N TEL [(— w— %) ") -

— g(; us' (u) + o’ (u)] .

Calcoliamo ora la derivata rispetto a log g.
Possiamo scrivere, in virtl dei risultati dei pa-
ragrafi precedenti

3 = =
D3 (u) dlogg ogq dlogq o?
donde
2 w?
071 __ " ps
dloggq = D@

dove perd si noti che siccome il primo membro
& calcolato nell’ipotesi di & costante, cosl in tale
ipotesi deve essere calcolato anche D 3; (#); ma
essendo poi 3, () espresso mediante una formola
contenente % e non Z, nel calcolo dell’operazione D
non bisogna pensare % costante, ma tener conto che

])u:l)(g(pw)_—_g‘f[}m
T w

_2un

w
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Si ha allora

05 @_

17
o[ _ 1, ,
dlogq ~ 2x° [ o>’31 © <) Do+

+ o@D ()=

__i_s,'(O)a(u)(—; @Dl 4t ul)u) 3
+ 25 O (Do @+ @ Dw)].
Ora

' (0)

5O =G Dlog g =— = — 45"(0) Dlogg=

__1 '
= 3ws,(0)

D(l)zépn-—%,m:

(0]

2

1 29
6yﬂ+

onde infine riducendo si ha,
23 (x) 20 ut [ n? .M
4 5t0gg — 7 1 O [(E “2“3)“(“)
-2 l o' (u)

— gnue@+De@]
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Eguagliando questa espressione con quella pre-
cedentemente ottenuta e riducendo, si ha la rela-
zione

1
" () — Do (4) + 1592 4% (w) =0

che & I'equazione differenziale per la o dispari.

§ 18. Equazioni a derivate parziali cui soddi-
sfanno le tre funzioni ¢ pari. — Con un caleolo
analogo a quello del paragrafo precedente pos-
siamo calcolare I’ equazione corrispondente alla
funzione o, (»). Dobbiamo percio partire dalla for-
mola :

11,
(@) =3(0)e 29 o (u).

La formola per

9 3 (%)
ox?
risulta simile a quella analoga del paragrafo pre-
2
cedente, perd col fattore éi:—, invece di 2e e col
k19 kid !
cambio di 3,' (0) in 3, (0).
La formola per

03 (%)
dlogq
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risulta
0)2 —
) T W D5 0) —

—%(0)s (u)(—é-u’D—Z— +%uDu) +

+ 33 (0 (D sy () + o' (u) D w))-

Intanto al solito

. n2d S (O)
D% 0=~ 5 7Togq

e servendosi delle formole (4) del § 14, Cap. I,
i ha

1 d 52

(st y=_% Bt

4( + 3) dlongOgj‘ss -
d

d lO [3 loo 32 - log &4 ’]

3.ds, 14

T S,dlogg  S,dlogg
3 d:z .9"'
Sydlogq 43’

donde ricordando che
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by=—6g;
9
b9=_-4_y22
by=—18y.g;
b =—3*23g;? +§‘ 23 9

Analogamente possiamo procedere per le ¢ pari.
Ponendo

L4

o4 (u)—l-l—bg(" +b4()4' +...
si ha subito
b2 = D bou—2) — €i bap—2l) —
(” - 1) (9 n= )g, bon—q(.

Si badi perd che in questa formola nell’ appli-
care 'operazione D bisogna tener conto che i coef-
ficienti & possono essere funzioni esplicite delle
quantita e, e; ¢35, e quindi bisogna allora tener
conto delle formole che danno De,, Deg, Dey.

Collo stesso procedimento con cui si & ottenuta
questa formola ricorrente, cioé sostituendo nel-
l’equazione differenziale lo sviluppo in serie, e poi
eguagliando a zero i coefficienti delle diverse po-
tenze di «, si pud calcolare il secondo coeffi-
ciente 5,0,
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Eguagliando a zero i termini senza u si ha
b= —¢;.

Conoscendo ora il primo coefficiente che & 1, e
il secondo bs'¥) possiamo, mediante la formola ri-
corrente, calcolare tutti gli altri.

Si trova cosi:

bl =— ¢;.

. 1
b’ =—3e? +‘2‘92

. 3 3
biV=——79eit 19

21 39 1
b = 19 el — 7 986 Zysg

. 135 9 99
b= 936" — (g 9’6 + 5 R 95

Al secondo membro di queste formole non com-
pariscono potenze di e; superiori alla seconda, per-
ché una potenza di e; superiore alla seconda pud
.sempre trasformarsi con una formola nella quale
non entrano che potenze prime e seconde di ¢; e
le quantita g¢,, gs.

Cosi dalla identita

de’ —gsei—g;—0
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si ha ‘
3 1
€i ‘=+z(9285+93)
a1 2 ;
ot =7 (e +gs¢)
1 1 1
6f =79ttt 59



CAPITOLO 1V.

LA FUNZIONE p (u) DI WEIERSTRASS.

§ 1. Introduzione della funzione p (x) e sua bipe-
riodicitd. — Come mediante le 3 si forma la fun-
zione seno amplitudine, e le altre analoghe a que-
ste, che hanno la proprieta della biperiodicita, cosi
mediante le ¢ si pud formare una funzione, chia-
mata p (%), la quale ha un’importanza fondamen-
tale in tutta la nuova teoria delle funzioni ellit- .
tiche.

La funzione p (x) resta definita dalla formola

pl)= —d—logc(u)

o () — o (u) o" ()

o* (u)

Essendo ¢ (#) una funzione dispari, la &' (u) &
pari, e la ¢’ (u) & dispari; dunque la p(u) ¢ una
funzione pari, e percio la sua prima derivata p’ ()
sard una funzione dispari.

=+




134 Capitolo IV, — § 1.

E facile mostrare che la p(x) & una funzione
biperiodica coi periodi 2w, 2w,
In effetti partiamo dalle formole

¢ (u+20) = — e2rlntw) g (u)

o (4 + 2 0') = — 2ut+o) 6 ()
donde
log o (4 + 2v) = 21 (4 + v) + log (—1) + log o (u)
e quindi derivando si ha

o' (u+2w) . ' (w)

Twtgw) e T

Analogamente
o' (u+20)_ o' (u) '
Twt2w) e T
Derivando ancora una volta si ha
pu+2w) =pu)
p(u+20)=p ),

formole che dimostrano la doppia periodicita della
funzione p.
Essendo

s(0)=0 J@O0)=1 "(0)=0

(come si vede dallo sviluppo in serie della fun-
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zione ¢) si vede subito che
r0)=
Aumentando I'argomento di », ', " si hanno

delle formole rimarchevoli

2
p(u+ w) =—;—u§]ogc(u+m)=
a2
= — oo (@
, az ,
p (4 o) ——-Eﬁlogc(u—}—m)z

(A
=— 1 og 7, (u)

du
plu+o’)= -—El 2log0(u+w )=
d2
=———leg 5, (1).

du
§ 2. Espressione della » mediante le 3. — Da

20) --—--ul.9 (w)

"= 57 0)

si ha

20
log o (v) = logTu + % -g-uﬁ + log 3, (z) —log 2," (0)
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e derivando si ha

%' (@) =

35 @)20

°'(u)_1u+

c(u) o

donde, derivando ancora, si ha

p(u)=— _:’; _H"@ 5; 1(39(;)—31" () 41;

Di questa formola avremo occasione di servirei
in un paragrafo seguente.
Aumentando 'argomento # di w, »’, »” e quindi
9 ? q
x di

1. —}-;l l1t——1—ilo
2 1 2 qu, 2 2 gq

si hanno le altre formole nelle quali vengono a
comparire le altre 3. Si ha

ns d’
p(u+w) =—1—4_'w3¢7-x—210338(m)
a2
pu+o) _'—%—Z%gd slog 3 (@)
" 73 d?
pluto )——%—md 3108 %3 ()
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§ 3. Valori di p (), p ('), p(»"). — Prendiamo
a considerare la relazione fondamentale cui sod-
disfa la o, quella ciod relativa al cosidetto teorema
d’addizione (v. § 6, Cap. III). Ponendo

U —w
U =U
si ha

L : (:3 Zs(z,;)_ %) =p@w)—p(»)

donde essendo

_G%(%)(i = glit g, (u)
si ha ’
1% (u) 2
pw —p@y=[25]"
Analogamente

P —-p@) = [24]

p-pe)=[24]"
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Ponendo u = w, »', " si possono avere subito
le formole:

.

o O g e L () _ e’'v 6 (o)
vp( ) -p( ) ¢ ((") ¢ ((”") ¢ (('))A
p@) —py=20) o)
Vp (o) —p (@) = ) " e
&, (»") e=1' ¢ (0'")

Vp @) —p ) =

g (w') = 6 (w) o ()’

Se ora in luogo delle ¢ (w) 6 (v) ¢ (»”) poniamo
le espressioni trovate al § 4 del Cap. III, e se
teniamo conto delle relazioni fra le 9, 9," con argo-
mento zero abbiamo

PO —p ) =52
Vp =2 () = 5%
P =) = 5=

delle quali formole non potrebbero trovarsi i va-

lori di p(w), p(»), p(«”) perché una di queste

relazioni ¢ conseguenza delle altre due.
Dimostreremo ora la relazione fondamentale

p @)+ p )+ p@©")=0.
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e allora si ricaverd subito che p (») p (»") p (o)
non sono altro che le quantith da noi introdotte
avanti e chiamate rispettivamente e;, es, ¢;.
Poniamo # =0 nelle formole alla fine del pa-
ragrafo precedente, e teniamo conto delle equa-
zioni differenziali cui soddisfanno le 9.
Essendo

E3i@) _  d3%(@)
dzt dlogq
si ha
d?log 3 (x) 3";(x) i (2)\? .
do? 9i(x) («9; (w))

___48log3i(x) (3i(2))
=4 ilgq (3..@))'

Quindi otteniamo

=™ (L5"(0)
p(“) '—4(”9 3 311(0) +

dlog %, (0);
dlogq

=™ (L3O dlogem)g

PO) =113 370 dlogg

™ (13"(0) , ,dlog3(0)

p(U) )=4m2§317(0)+ dlogq ;

tenendo presente che 3, 3,, 3; essendo funzioni
pari, le loro derivate sono funzioni dispari, e
quindi diventana zero per & =0.
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Inoltre per effetto dell’equazione differenziale
cui soddisfanno le 2 e le loro derivate si ha

5" ©) _ _, dlog3,’ (0)
570 - % dlegg

donde si hanno le formole rimarchevoli

1 (= edlog[3,/-1(0) 3, (0)]
p() ‘“§(w) dlog g

1 (m\dlog[%/~1(0) 3 (0)]
po")_'3(w) }hgq

k2 )2 d log [3,"-1(0) 25° (0)]
© dlogq )

m__ 1
pe—(
Di qui colla relazione
%' (0) = 3 (0) %3 (0) %5 (0)
si ha subito

p(o) +p ) +p @) =0.

Questa relazione insieme con quelle gia trovate
d3 immediatamente

po) =e
p() =e
p")=e.

{
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§ 4. Relazione fra la funzione p (x) e la funzione
di Legendre sn v. — Teniamo presente 1a formola
del § 2 relativa ad un’espressione di p (#) me-
diante le 5, e adoperiamo le formole che danno
le derivate logaritmiche di 2.° ordine delle fun-
zioni ¢ (v.-§ 12 Cap. I). Si ha allora

__n_ w0, w20 ()
PU== " 1050 T4 50 5@

. n .
Sostituendo per — la sua espressione trasfor-
:,,

mata con un procedxmento simile a quello del § 3,
cioé .

_ 1 17dleg3'(0)
o 3w dlogg
e inoltre ponendo
30 _ _ , dlog3(0)
3(00) dloggq
(per effetto dell’equazione differenziale delle 9),
si ha
= dlog[5,/-1(0) 3 (0)]
3 w? dlog g
= 5,2(0) 5 (a)
4 »? 3’ 0) 9,2 (x)

p)=

E per effetto delle formole del § 3 e della espres-
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sione di snv, si ha finalmente

P =e+2

su’v :

Come si vede fra le due funzioni p (x), sn v esi-
ste una semplicissima relazione algebrica.
Dalla formola precedente si hanno le altre:

€y — €3
8N v =
\/ (u) — es

| N

o p () —e
dnov = Vp(u)—es'

La funzione p («) gode, come le fanzioni di Le-
gendre, delle due proprietd fondamentali e carat-
teristiche, cioé: 1.* che la derivata della funzione
si esprime algebricamente mediante la funzione
stessa; 2.8 che possiede un teorema d addizione,
cioé che il valore della funzione per la somma di ‘
due argomenti si esprime algebricamente mediante
‘ i valori della funzione per gli argomenti semplici.
! § 5. Espressione della derivata p' (u) mediante
i la p (u). Inversione. — Adoperando la formola per |
| p (u) trovata nel § 2 e derivando rispetto ad »

i si ha -
|

reny— _ ® d*log 3 (2)
- PU=—gsgqp - |
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Intanto teniamo presente la formola per la de-
rivata seconda logaritmica della 3,.
az 3"(0) _ %"%(0) % (x)
—log 3, (x) = - 4 i
d zg 108' 1 (x) 5 (0) 9% (0) 312 (x)

Derivando ancora si ha

a3 3,'7(0) d 9%(x)
dz 310g l(x)——?g—(ﬁ)—(ﬁsg(x)

Ora nel § 3 Cap. I abbiamo trovato

a5 @) _ 32(0 )i@)ﬁ_@
dz5@ " " 3@ 3@
onde
d 3() 35 (x) 35 ()
PPN R

d? 1o 3 () 33 () 3
78 log 3, (x) =23;"%(0) (=) 3123(2) 1(2)

e quindi
T 3 (x) 35 (x) 35 (0
() '41-)3 1,2( ) : )313((:3) =

=9 oy (u) o5 (u) o4 (u)
o3 (u)
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Intanto dalle formole .del § 3, Cap. 1V si ha
Vip () — e [p (W) — el [p () —&s] =

% (w) o5 (1) o5 (v)
o® (u)

onde infine si ha la rimarchevole relazione
P2 (u) =4[(p () —e) (p (u) — &) (p (1) — e5)]
=4p3(u) — g2 p (u) — gs.

Questa relazione equivale evidentemente all’altra

(1) '
e
J 2V(p—e) (p— ) (p—es)

da cui si vede che la funzione p (%), come a suo
tempo mostrammo per la funzione amplitudine,
serve a risolvere il problema d’inversione dell’in-
tegrale ellittico

[ =
2V(.'/ —e) (Y —e) (Y —es)

o

cioé da P'espressione del limite superiore di questo
integrale in funzione dell’integrale stesso.

Questo integrale si chiama integrale ellittico sotto
la forma di Weierstrass. Ne discorreremo meglio
in un prossimo capitolo.
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Mediante la formola precedente ricaviamo su-
bito che tutte le derivate di ordine superiore al
primo si P0ssono esprimere razionalmente me-

diante p (1), p’ (u).
Derivando p. es. primo e secondo membro della

formola precedente si ha
2p" (1) p” (u) = 12 p* (u) p’ () — g5 P’ (1))
donde
" 1
P’ (¥)=6p*(v) — 5 9
Similmente si hanno le formole
P (u) =12 p (u) p’ ()
p7(w) =120p%(v) — 18 g, p () — 12 g4
2" (») =360 p" («)p' (¥) — 18 g, p' (u)

p" (1) = 36 [ 1404 () —28 9, * () —

— 2095 p () + %9:’]

Le formole per le derivate di ordine pari si
possono risolvere rispetto alle successive potenze
di p, e quelle per le derivate di ordine dispari si
possono risolvere rispetto ai prodotti delle succes-
sive potenze di p per p'.

Si hanno allora le formole

1({, 1
P’=§(P'+ ’ggz)

PASCAL. 10
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1(p™ 38
3= L — .

r_i e
1 1
20— v . ’

Ai secondi membri di queste formole ci sono
sempre espressioni lineari in p e nelle sue deri-
vate. Onde ogni funzione intera di p e p' potrd
sempre esprimersi linearmente mediante la p e le
sue derivate.

Vogliamo ancora notare che, mediante la for-
mola trovata sopra, si hanno le altre

gl

dp
J VipP—gsp—ys
[+ <]

=

(es .
dp "

——————— =
J V4P3—92P—‘93
(o]

(e

dp '

——- =,

J VipP—gsp—gs
o0
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formole che possono servire a definire le quantita
w, o', " purché si stabiliscano opportunamente i
cammini d’integrazione. Di ¢id discorreremo in un
apposito capitolo.

E infine vogliamo osservare che, mediante il pre-
cedente integrale, si vede che dato a p (%) un qua-
lunque valore, esiste sempre un valore dell’ argo-
mento % che vi corrisponde; anzi, ricordando poi
le formole di periodicita di p (x), si deduce che
di tali valori dell’argomento ne esistono infiniti.

§ 6. Teorema d’addizione per la funzione p (u).
— 1l teorema d’addizione lo ricaviamo dalla for-
mola

c (u‘:(:)) :-(('3,7 “) = p (1) - p ().

Prendendo i logaritmi di ambo i membri, po-
nendo

%‘ log o (u) = (u)

e derivando rispetto ad %, e u,, si ha

_ p(us)
p (ug) — p ()

% (g + g) — & (uy — ug) — 28 (1tg) =

_ —p' (uy)
C ) + 80— ) — 28 () = e TS
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e derivando ancora rispetto ad %, si ha

)= P u)p ()
[» (ug) —p(m)]?
d P " (ug)
= duyp (ug) — p (uy)
— p (g + us) — p (4 — u5) + 2 p () =
_ —[p ) —p )l p" (u) —p" (w)
- [p (u) — p(w,))?
_a —p'(w)

du, uy p (ug) — p (%)

—p (g + us) + p (u, — u,

donde

+2p (v +ug) —2p (u)) = .

_ PP () —p" (w) [p (w) — p ()] — p’ () p" (v5)
[p (ug) — p (w))]?

—_ 8 () —p (u)
du, p(u)—p(us)

Quest’ ultima formola pud costituire una forma
ritnarchevole del teorema d’addizione.
Aggiungendo ad ambo i membri la quantita

4p (uy) +2p (u)
si ha, riducendo,

2p(u,+ u) +2p () + 2p (ug) =
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= W)_l_—p(;lﬁg’@l’s(":)— ‘;—9210(“1)— %93) +

+ (2 P (ue) — ‘;‘ 92 p (ug) -‘—1‘93) A (":)(
_ 1 P () + " (ug) — 29" (w) p' ()
T2 [p (u) —p (u)))?

Onde si ha infine la formola

"(w) — o (u.)]2
DO+ )4 plw) Fp(n) = ¢ [H =L

che ¢ la formola d’addizione per la funzione p.
Questa formola pud mettersi sotto varie forme.
Ponendo

Ut U=y
ciod
Uty +u3 =0
si ha
1[p () = p' (w)]?
u (u + Ug) = — [——____.
p( l) +p 2) p( 3) 4 p(ux)'—'p(ug)
e permutando circolarmente u, u; uy, il secondo
membro pud scriversi
1, P’ (4y) — p' (u)]?
P (v) — p (u5)
p A "(vg) — Ys) —p (“1)
(“a) - (“1)
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Abbiamo dunque I’ eguaglianza, a meno del se-
gno, delle radici quadrate dei rapporti che figurano
al secondo membro.

E facile verificare che i segni di tali radici de-
vono essere tutti positivi, cio¢ che si ha senz’altro
la relazione

P (uy) — p (u5) _ ' (ug) —p' (1) =p' (v5)—p ()
P()—pug)  p(u) —p(e)  p(ug) —p ()

In effetti se ad uno di questi rapporti ponessimo
il segno negativo e si avesse per esempio

P’ () — p' (uy) — _P' (ug) — p' (vg) —
p () —p (v5) p (1) — p (uy).

L )=y ()
P (ug) —p (uy)

3e ne dedurrebbe

) —=p) P ()= p" (1)
p(uy)— 2 p(ug) + p(us) p(us) —p(u,)

donde
p(ug) — p(u))=F (p () —2p(us) + p(us)

e qualunque segno si scelga al secondo membro
si avrebbe o una relazione fra p (v3) p (1), ovvero
una relazione fra p (»,), p (its) relazioni che sono
assurde, perché duwe soli dei tre argomenti sono
fra loro indipendenti.
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Possiamo dunque dire che alla relazione

Uy + ug - ug=0.

corrisponde 1’eguaglianza di due dei tre rapporti
precedenti.

Questo teorema d’addizione lo possiamo porre
sotto un’altra forma elegante.

Si pud far vedere che se la somma delle tre u
¢ zero, allora & zero il determinante

1 1 1
p (1y) p (ug) p (vg) [=0.
p' () P (ra) P’ (us)

Infatti la eguaglianza dei due primi rapporti pud
mettersi sotto la forma

[p(us)—p ()] P’ (ws) + [0 (v5) — o (wg)] p" (21) +
+ o () —p (#3)] p' (ug) =0

e questo & proprio lo sviluppo del determinante
di sopra.

Possiamo ancora trasformare nella seguente ma-
niera il teorema d’addizione. L’annullarsi di quel
determinante corrisponde alla sussistenza delle tre
relazioni

ap(u)+bp (u)+c=0
ap(us)+bp' (1) +c=0
ap(us)+bp'(vg) +c=0.
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Quindi possiamo dire che se determiniamo delle
quantite a, b, ¢ tali che le due prime di queste
equazioni sieno soddisfatte, cioé tali che la equa-
zione

ap(u)+bp (uw)+c=0.

sia soddisfatta da w = w,, w = ug, allora la stessa
equazione sara soddisfatta anche da u=us, se

uy + ug + u3=0.

Prima di terminare questo paragrafo vogliamo
fare un’interessante osservazione riguardante il
teorema d’addizione delle funzioni ellittiche.

Vogliamo mostrare come tal teorema si collega -

colla celebre scoperta di Eulero sull’integrazione
dell’equazione differenziale ellittica.

Consideriamo un’ equazione . differenziale della
forma

dzl dxg

—+—=0

VX, VX

dove X, si intende un polinomio generale di 3.°
o 4.° grado in z, e con X, il medesimo polinomio
in cui si mette x; in luogo di x3. In questa equa-
zione differenziale le variabili sono separate, e
quindi ’integrazione si riduce a due quadrature,
ma perd tali quadrature sono degli integrali ellittici,
e quindi la soluzione dell’equazione data, cioé

%, -+ u; = costante

i presenterebbe sotto forma trascenduvnte.

~

-



Teorema d&addizione per la funz. p (u). 153

La scoperta di Eulero, cui abbiamo accennato,
consiste in cid che, sebbene in tal maniera 1 in-
tegrale di quell’equazione si presenta sotto forma
trascendente, pure esso pud porsi sotto forma al-
gebrica, cioé si pud trovare una relazione algebrica
fra @, @; e la costante arbitraria, che sia I’ inte-
grale dell’equazione data. Ora cid si vede subito
col teorema d’addizione delle funzioni ellittiche.

Supponiamo che il polinomio X, sia della forma
di Weierstrass avanti adoperata, cioé

X1=4xls"ynwl—géa

allora le va.rlablh &,, ;3 non sono altro.che le fun-
zioni p (u,), p(u,) dove

&
8

l

N

[
J

u2 d——_wa
VX,
Ponendo
uy + Uy = — ug,

per il teorema d’addizione, si ha da questa ultima
relazione

1 1 1
p () p(vg) p(us) | =0
p () p'(vg) p'(us)
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ovvero, ponendo p (13 = &g

1 1 1
2, Ty 23 | =0
VX, VX, VX,

Questa relazione in cui 23 funziona da costante
arbitraria, & 'integrale algebrico dell’ equazione
data.

§ 7. Addizione di semiperiodi ali’argomento della
funzione p (x). — Mediante la formola d’addizione
possiamo trovare i valori di p (u + ), p (u 4 '),
P+ o). 8i ha

1 2
p(utow)=—pu)—e +‘Z(7)-02%)——:11)2
ed essendo

PR =4"p () —e) (p(1) — &) (p(¥) — &)

si ha

pln-to)=—(p(u) 4 o) + L2 —0)

p(u)—e,
_____+elz_l’(“)(en +eg)+ege_3
p(u)—e
— [p(n)—e]e 1 (e, —e) (e, — &)
p(n)—e,

(e —es)(ey — e,_).

=at p(u)— e
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Analogamente

plutw) =0 alle 0
plu+to')=e -{—(es (f:))fi’e: &) .
§ 8. Infiniti delle funzioni p (u), p' (). Omoge-

neita. -— Per trovare gli infiniti della funzione p (2’
basta ricordare la formola

6,2 (u
p(u)= ;2 :u; -6

da cui si vede che p («) diventa infinita in tutti e
soli i punti in cui diventa zero o (), cioé nei punti
della forma

u=2mw+2nuwv'.

In tutti tali punti la p(u) diventa infinita di
2.° ordine; nel parallelogrammo fondamentale dei
periodi, cioé in quello che ha per vertici i punti

0, 20, 20/, 204 20’

di tali punti d’infinito di p (¥) ve n’& uno solo.
Nei medesimi punti la funzione

) = % (u) 6g ('u)fl_(ﬁ)
P () 6® (u)

diventa infinita di 3.° ordine.
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In quanto agli zeri poi osserviamo che quelli
p(u) non hanno una espressione facile; mentre
quelli di p' ‘u) sono tutti ¢ soli quelli delle tre
funzioni ¢ pari; cioé tutti i punti della forma

u=mo-+nw

dove m, n sono numeri interi.

La funzione p ‘w), essendo la seconda derivata
logaritmica della o dispari che, come funzione di
u, w, w', & omogenea di grado 1 (v. § 10, Cap. IIT",
sarh omogenea di grado — 2; quindi si avra la re-
lazione

prusro ro)=r=2pu; v, )

ovvero, ricordando che gy, gs sono omogenee dei
gradi — 4, — 6 rispettivamente, si pud scrivere
anche :

plru; r=tgy, r=8g5)=r—2p(u, gy, gs)

se p anzich® dipendente da w, ' la si vuol consi-
derare dipendente da gg, g5.

§ 9. Sviluppo di p(u) in serie nell’intorno del
punto » =0. — La funzione p/u' diventa infinita
di 2.° ordine nel punto #» =0, come risulta dal pa-
ragrafo precedente.

Possiamo ora dimostrare dippit che il prodotto

u®p (u)

ha per limite 1 per u =0, e quindi che lo sviluppo
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di p (u) secondo le potenze di u, ha per primo ter-
mine esatlamente ”
In effetti sapendo che
s(W)y=u+Au+...

dove 4 ¢ un coefficiente che ancora non cono-
sciamo, e quindi

o (W=1+5A4ut+...
o (u)=20A4us+...

si ha
a’2 (u) — o (u) 6" (u)
p(W) = o (u) =
1— 104wt ..
T ut 4+ 24ub ..,
e quindi

limu2p(u) =1.
w=0

Nello sviluppo di p () il primo termine sari
dunque + 1%. Non pud poi esserci un termine in 1
u

perché p () & una funzione pari, e non pud es-
serci un termine senza u, perché si pud far ve-
dere subito che

lim []) (u) — ul,] =0,
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Basta percid servirsi dei medesimi sviluppi dati
sopra.

Si ricava percid che gli altri termini dello svi-
luppo hanno tutti per fattore una potenza pari po-
itiva di w.

Possiamo quindi porre

1
p)=5+tau +au+...

dove a; a, ... sono coefficienti ancora ignoti.
Di qui abbiamo

P = St 2wt 2a gttt

3a,
uz

p3(u)=z%s+ +8a,+3a,ut ...

. .

mentre poi

P (“)=—;‘2-5,+2a,u+4a4u3+,,,

p' (W)= ?7;+2a3+12a4u%+.,,

2.3.4
" +24a,u4...

P (W) =—
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Ora se teniamo presenti le formole che espri-
mono p”’, p'”,... mediante p, p’ e sostituiamo in
csse questi sviluppi, e paragoniamo i termini si-
mili al primo e secondo membro, otteniamo facil-
mente delle formole che ci danno i coefficienti

Ay Qgoe.
Si ha p. es.
1
2a2= 12“2 ‘-2—y,
donde
1
ay = 20 9s-
Analogamente:
1
@y == 28 ]
1

%= gy g

Partendo dall’eguaglianza
P () =12p (1) p' («)

possiamo trovare una facile formola di ricorrenza
per il calcolo dei coefficienti a.
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Possiamo scrivere

" 2.3.4
p ,(ll).:— u5 +
=00 .
+ 2 (2:9)(2i—1)(2i—2)agi u-3
i=2
(-]
2.3.4
12p () () =—"" +

o0
+ 12 :2 (2ia2 + (21— 4) ag azi—4 +
1
+ (27— 6) a, azi-¢ +
+ 4 azi—sa, +
+ 2 azi— a3 —

__.202‘] u2‘—3 ==
2.3.4

u®

+12G6—1) ;‘2[2 a2i + ag azi-4 +

+a,azi-6+ ...+ azi—s a, + azi—4 ag] u2i-3

dove la legge di formazione & evidente.
Dal paragone dei coefficienti dei termini simili
risulta subito

24 (2i—1)axn=12a2 +
+ 6[a; a2i-4 + a,a2i-¢ + . . . + a2i—6 @, + a2i—1 a5)
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donde
3

az = (_—g)—(_2_t+—3) [as a2i—4 + a, a2i-6 +. .

+ a2i sa, + azi—sa.).

Questa & la richiesta formola di ricorrenza che
da i coefficienti a cominciare da a.

11 primo e il secondo cioé ay, @, li abbiamo gia
ottenuti sopra. Si vede di qui che futti i coeffi-
cientt dello sviluppo di p(w) sono funzioni razio-
nali intere di g5 93, © questa & una proprieta fon-
damentale ed importante.

Si trova cosi

yﬁ
% =g pi
G = 39295
8 T2t 5.7.11
_ 1 (g5 92“)
“‘0—24.13(7 T3 3.5
2.
gy = 9:" 93

25.8.52.7.11

a =_1_(4 3929:; )

M\t 211018 28 3 58 13
1 2999 g3 ~ _gg )

s = 19(28 59.7.11.18 T 20 75, 13

PascaL, 1
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Lo sviluppo di p («) di cui abbiamo trattato in
questo paragrafo non vale in tutto il piano. Per
i principii della teoria delle funzioni esso vale in
un cerchio col centro nel puuto » =0 e che non
comprenda aleun punto in cui p (¢) & infinita (salvo
il punto = =0).

Cid risulta dal teorema di Cauchy sul campo
di convergenza di una serie di Taylor. Si sa che
tal campo & un cerchio dentro cui non esista alcun
punto d’infinito della funzione che si sviluppa in
serie; ora applicando questo teorema alla funzione

1

p(w)—

la quale non diventa piu infinita nel punto u = 0,

ma lo diventa invece in tutti gli altri punti d’in-

finito di p («), si ha appunto il risultato sopra
enunciato. '

Sapendo che i punti del piano in cui p (1) di-
venta infinita, sono tutti i vertici dei parallelo-
grammi dei periodi, si ha che il campo di vali-
dita della serie di p (¥) & un cerchio col centro
nell’origine, e il cui raggio & eguale al pid pic-
colo fra i tre segmenti

0,2 v)
0,2 w)
0,2 ")

che rappresentano rispettivamente i due lati e la
diagonale del parallelogrammo fondamentale,
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§ 10. La funzlone p (1) svuluppata in una serie
doppia. Conseguenze aritmetiche. — Dobbiamo pren-
dere le nosse dalla formola di sviluppo di ¢ ()
in un prodotto infinito a due indici:

1u®

" "‘+—_"
a'(u.)=u {1 — --)erw 2w
" "

dove w-—=2mw» +2n o con m, n numeri interi
qualunque, escluso il caso che sieno ambedue zero.
Per ottenere p ‘u) prendiamo i logaritmi dei
due membri e poi formiamo la derivata seconda
col segno mutato.
Si ha

L N N 7‘ u 1 uz
log o (u) = log u + > [Iog(l - w_)+(? -+ 9 ’,4:’)]

o 1
p(u)— d ,logc(u) w (u—w)2 1
| J1 1
2}7’—*_'3“2-;“-’_5“4\;‘_“—*—”'

Notianio che quest’ ultimo risultato si ottiene os-
servando che i somwatorii:
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sono zero perché bisogna estendere il w in modo
che m, n abbiano tutti i valori interi positivi e ne-
gativi.
Dal paragone di questa formola con quella del
paragrafo precedente otteniamo che le somme doppie
1 . 1

w? ~m‘:n (2 me -+ QZBJIjg

st esprimono come funzioni razionali intere degli
invarianti gs, gs. B siccome poi dallo sviluppo del
paragrafo precedente si ha che i primi due coef-
ficienti sono, salvo un coefficiente numerico, eguali
a g3, gy © qumdl si puo dire che tutti ¢ coefficienti
successivi sono funzwm razionali intere dei due
primi, cosi possiamo dedurre il risultato notevole
che tutte le somme

N 1
mn @mo-+2n w')2

dove =2, 3, 4,... si esprimono tutte razional-
mente e in funzwm intere delle due prime di esse,
cioé di quelle per le quali 1 =2, i=3.

Questo risultato relativo alla somma delle serie
doppie & importante, tanto pilt che esso & la ge-
neralizzazione di un teorema che si verifica per le
serie semplici del tipo

© 1

m=1 me

le quali, salvo fattori numerici, sono eguali rispet-
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tivamente a =2, =... cio¢ sono funzioni razionali
intere della prima di esse (vedi Cesdro; Corso di
analisi, pag. 481).

In quanto alle serie doppie

\‘1

0P

vogliamo ricordare che si dimostra essere esse

convergenti assolutamente se p>2 e se il rap-
14

o)
porto — non é reale, il che appunto accade nel
(D]

caso delle funzioni ellittiche, perché in tal caso
questo rapporto deve avere la parte immaginaria
positiva diversa da zero. Per queste serie si pud
vedere: Eisenstein (Crelle, vol. 35 (1847)); Jordan,
Analyse, I, pag. 161; Halphen, Fonct. elliptiques,
I, pag. 358, ecc.

§ 11. Casi particolari della funzione p (1). Sua
degenerazione, — Vogliamo considerare dei casi
particolari e propriamente quelli in cui uno degli
invarianti & zero.

1.0 caso; g;=10. Allora il polinomio in p di-
venta

4p3(1) —gap (1)

c una delle radici e, ¢, ;5 diventa zero.
Poniamo per es. e;=0; allora

1 )
‘\/92

e|=— 2

1,--
e =+ 2’\/.‘72-



166 Capitolo IV. — § 11.
Le quattro radici a
00, 0» €1y €

sono armoniche, cioé uno dei sei loro rapporti
anarmonici ¢ uguale a — 1,
Facciamo la trasformazione

p=eq?

introducendo la nuova variabile ¢ in luogo di p.
Allora '

e quindi 'integrale diventa

q
1| ¢
Ve, ) Vi—g*
0

L’integrale ellittico generale si riduce a questa
forma particolare quando le quattro radici del po-
linomio di quarto grado sono armoniche.

Questo integrale ellittico particolare & quello che
si presenta nella rettificazione della lemniscata.

In questo caso si pud dimostrare che se 2w &
un periodo della funzione p (u), anche 2w sard
un periodo; cioé che si possono scegliere i due
semiperiodi in modo che il loro rapporto sia 7.

Infatti partiamo dalla formola d’omogeneita della
funzione p -

plur; rgy, r=8gg) =r—2p(u; gs, gs)
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e poniamo =1, Essendo-g3==0 e r—4=1 si ha
p(ui, gg) = —p(u, go)-
Di qui si ricava
plut2iv)=—pu+2wv)
=—p@
=pGu
cioé ponendo
LU=,
si ha
pluy +2iv)=p(u)

qualunque sia #,. Di qui si ricava che 27 & an-
che un periodo.
La proprieta contenuta nella formola

pEw)=-—p ()

costituisce una bella proprieta della funzione p cor-
rispondente al caso particolare di cui qui si tratta.

2.° caso; g3 =0. Il caso di g, = 0 corrisponde
a quello in cui le quattro radici del polinomio di
4.2 grado che ha per invariante g5, sono equianar-
moniche, cioé uno dei loro rapporti anarmonici e
radice cubica dell’ unitd negativa. Infatti in questo
caso le quattro radici sono

2
m) el« 3((9H 9‘81
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dove « & una radice cubica dell’unita. Il loro rap-
porto anarmonico & proprio — .

La funzione p anche in questo caso soddisfa ad
una bella. proprieta analoga a quella del caso pre-
cedente. Nella formola d’omogeneita ponendo »=x
si ricava

p(xu) = ap ().

Ora
pluc +2ew)=ap@w +2w)
=2p(u)
=p(xu)
e ponendo
. « U= U
si ha

Py + 22 0) = p ()

cioé 2xw & anche un periodo se lo & 2w,
In questo caso il rapporto dei periodi & una ra-
dice cubica dell’ unita.

Passiamo ora ad esaminare in che cosa dege-
nera la funzione p (¢) nei due casi limiti ¢ =0,
qg=1.

Per trovare in che cosa degenera la p basta ri-
cordare la relazione fra la p(u) e la sno.

Tenendo presenti i § 8, Cap. IT, § 13, Cap. 111, ‘

——

IS
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si ha che per ¢=0
3a
sen2 (n \/ —3 a)
dove a & il valore comune di quelle due radici fra

le ¢, e, ¢ che diventano fra loro eguali quando ¢ =0.
In questo caso «» diventa

. 1
2 V=30

e o' diventa infinito.
Nel caso in cui g=1 si ha

B=1 k=0

pw)=a—

»1
e2 = el = es

g2 =36 g5 =e5®

e dalla (3), § 7, Cap. III si ha

'I’_M\/"‘ 3 [

» o — 2
p () —03”'3 3(8 g e_:_)

er —

¢ quindi

dove v ha con u la relazione di sopra.
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In questo caso w=0oc ed essendo

iK'y
*m' = Ve — ¢

e inoltre essendo K'= —g— quando k2 =0 (v. § 8,
Cap. II) si ha

e infatti si pud direttameante verificare che 2 o' &
un periodo di quella funzione esponenziale cui si
riduce p (u).

In ambo i casi, come si vede, le funzioni dop-
piamente periodiche diventano funzioni ad un sol
periodo.

§ 12. Le funzioni razienali di p e p’. — Imma-
giniamo una qualunque funzione razionale di »
e p'. Ricordando che p'® pud esprimersi razional-
mente mediante p, la supposta funzione razionale
di p e p’ potrd sempre porsi sotto la forma

dove M N M, N, sono funzioni razionali intere
della sola p; e moltiplicando numeratore e deno-
minatore per M; — N, p/, possiamo fare scompa-
rire il p' dal denominatore, e porre la funzione
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data sempre sotto la forma
A+ By

dove A, B sono funzioni razionali della sola p.
Facciamo allora la decomposizione delle funzioni -
fratte razionali 4, B, coi metodi ordinarii.

Si ha in primo luogo una parte intera in p e p,
di grado qualunque in p e di 1.° grado in p', la
quale parte intera ¢ formata di termini come p?,
e di termini come p" p'.

Ora tenendo presenti le formole che esprimono
le derivate successive di p mediante p e p' si vede
subito che esse possono risolversi rispetto alle suc-
cessive potenze di p, e anche rispetto ai prodotti
delle successive potenze di p per p’, e che ai secondi
membri si hanno sempre espressioni lineari nella p
e nelle derivate successive di p (v. § 5, Cap. IV);
onde la parte intera, di cui sopra si parla, potra
sempre trasformarsi in un’espressione lineare nella
p e nelle sue successive derivate.

Dopo la parte intera si ha una serie di frazioni
del tipo

_ Mmie s Rk r(u)
& () —a) T a (p)—by’

dove m, n, sono costanti, a;, b; sono le radici dei
denominatori di 4, B; gli indici %, » devono avere
i valori 1, 2,... sino al grado di molteplicits della
corrispondente radice.

Sapendo che ad ogni valore di p corrisponde
sempre un valore dell’argomento, possiamo sempre
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porre
ai =p (ui)
b =p )
e quindi alla data funzione si pu® sempre dare la

forma

yoo MR gy M
& (p @ —p @ Tl —p P

Ora dobbiamo ricordare delle formole riguar-
danti le funzioni p.

Dalla cosidetta formola d’addizione della o, de-
rivando rispetto agli argomenti si possono ottenere
le formole (v. § 6),

7 I Ll — u) —°¢ = __p'(u)
) U — ) =280 =

C(u+u) —C(e—u)—2%(u) = P (;-)Ii’_(:l()")

¢ derivando ancora rispetto ad u; e u; rispettiva-
mente si ha

D) pe—u) = _»-(’;f—()uj,)]g P ()

—p e tu) —ple—u)+2p () + ;)_(ﬁ,)—;’(:i()uv) -

— )
[p () — p (1))]?
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e derivando ancora si hanno altre formole nelle
quali i denomipatori del secondo membro sono di
3.2 grado, e cosi di seguito.

Da queste formole appare che tutte le frazioni
contenenti un denominatore di 1.° grado od un
denominatore di 2.° grado, di 3.°, ece., si pnssono
esprimere mediante una combinazione lineare di
quantita come

§ (w—u')
p (w—u)
P (u—u)

. . .

Riunendo questo risultato con quell’altro rela-
tivo alla parte intera in p e p' possiamo dunque
conchiudere che ogni funzione razionale di p (u),
p' (u) si potrd sempre esprimere come una combi-
nazione lineare del tipo

ct+Zcvi(u —w)+2e pv—u)+
v @
- X ce”P’ (u _ "i’") +...
[

cioe lineare in § in p e nelle successive derivate
di p.

C’¢ da fare alcune osservazioni sul risultato pre-
cedente. Prima di tutto, tenendo presenti le for-
mole precedenti, si vede che ogni volta che, nella
trasformazione precedente, introduciamo le ¢ in cui
I’'argomento sia variabile (dipendente da ) le ve-
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niamo sempre a introdurre sotto le due forme
a8 (w+ )+ (10— u) — 28 ()]
b (w4 u) —L(n - i)

dove a, b sono dei fattori costanti (indipendenti
da u); in altri termini tutta la parte in { che
verra nello sviluppo non sara che somma di tanti
termini di questo tipo; ora si vede che la somma
dei singoli coefficienti delle varie { in queste espres-
sioni & zero; dunque possiamo conchiudere che
sard zero la somma di tutti i coefficienti cv dello
sviluppo sopra indicato.

Inoltre dobbiamo anche osservare che ¢’é un
caso in cui lo sviluppo precedente appare in di-
fetto e cioé quando uno degli argomenti v4, u;' &
esattamente un semiperiodo ©; giacche allora
p' (u5) & zero.

Ora in questo caso possiamo mostrare che il ri-
sultato sussiste egualmente, ma bisogna mutare il
procedimento.

Teniamo presente la formola

P (. — v3) — ei = (e; — en) (e — €k) p(;)t;:

mediante la quale ogni frazione del tipo

¢
(p(u) - e

puod ridursi ad una parte intera in p(u — o), e
quindi, mediante le formole citate al principio di
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questo paragrafo, pud poi ridursi ad un’espres-

sione lineare in p (¥ — w;) e nelle sue derivate.
Per ogni frazione poi del tipo

ap ()
p (u) — e

col denominatore di 1.° grado, si pud applicare
senza alcuna difficoltda il procedimento generale
dato sopra e introdurre le {; invece per una fra-
zione del tipo

-
i = ">l
puod osservarsi che essa pud scriversi
—ed 1
n ~ 1du(p(uw) — ¢)—?
1 1 d

O —_ —p:n—1
T n—1[(ei—en)(es—ex)|*-1d u[p(u w)—ei]

Mediante le citate formole si trasformera allora
prima la funzione sotto il segno di derivazione in
un’ espressione lineare in p (¥ — w;) e nelle sue
derivate successive e poi si eseguirda la deriva-
zione Come si vede ¢ in ogni caso sempre possi-
bile la trasformazione contenuta nel teorema di
sopra.

§ 13. Decomposizione delle funzioni razionali di
p, p' in quozienti di prodotti di s. — Consideriamo
una funzione razionale infera qualunque di p (w)

P (u) e sia F(u).
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Se essa diventa zero di ordine n; per u = wu; |il
che significa che sviluppata secondo le potenze
ascendenti di (¢ - w:] nell’ intorno del punto .,
acquista per fattore (¢ —u;)*) la sua prima deri-
vata rispetto ad u, avra la stessa radice ma di
ordine n; — 1.

Se quindi noi formiamo il quoziente

ﬁ" ( u)

F(u)

e poi facciamo la decomposizione di questa fun-
zione in frazioni elementari, come si ¢ fatto nel
paragrafo precedente, non vi potranno essere fra-
zioni con un denominatore di grado superiore ad 1,
percheé se nello sviluppo vi fosse p. es. la frazione

o4
[p () - p )l

il secondo membro per u -=u; diventerebbe co di
ordine r > 1 [osservando che p (u) — p (u:) per
w = u; diventa zero come (# — u;)] mentre che il
primo membro diventa oo di primo ordine.

Tenendo allora presenti le formole del para-
grafo precedente, si vede che il secondo membro
della formola di decomposizione verrd espresso
solo mediante le %, perché le p non vengono in-
trodotte che quando ci sono frazioni con un de-
nominatore & potenza superiore ad 1, come risulta
dalle formole citate.

Del resto allo stesso risultato si pud giungere
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anche diversamente. Lia frazione I;, ((“u)) ha per in-
finiti i punti-zeri di F (u) e il punto = 0.
Come abbiamo osservato, i punti zero di F (u)
sono infiniti di 1.° ordine per quella frazione, e il
punto ¥« =10 & anche infinito di primo ordine.
Giacché essendo F'(u) funzione intera di p e p’
e potendosi quindi sempre porre sotto la forma

F@) —a+ap@ ' o @ ... onr1p™ (@)
e

F' (u)==c, p' () + ...+ cnt1p "D (u)

il punto » = 0 & infinito di m»™° ordine per F, e
di # + 1™ ordine per F' e quindi di 1.° ordine
r

per —= .
F F’
Immaginando quindi (v. § prec.) lo sviluppo di F
mediante le &, p, p'... i cui argomenti sono del
tipo # —u; dove u: & radice di F, si vede che al
secondo membro non vi possono comparire le p,
p'... perché queste diventano infinite di ordine su-

periore al primo; non vi possono che comparire le
funzioni del tipo

§(u — wi), L ()
che essendo eguali a

o (v - w) o' (u)

c(u—u)  a(u

diventano appunto infinite di 1.° ordine.
Pascar. 12
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Fay ™ 1y § (4 — ;) +

g G (U —ug) +... + 18 (u)
dove poi sappiamo che deve essere
n+ng+...+ne+n=0.

E facile mostrare che il numero costante n; non
¢ altro che il grado di moltiplicita della radice u.
nel denominatore F (u). Infatti moltiplichiamo
" primo e secondo membro per % — u; e poi pas-
siamo al limite per u — u..

11 secondo membro diventa #., e il primo mem-
bro, tenendo presente lo sviluppo in serie di F'
nell’intorno di w:, diventa il grado di moltiplicita
della radice u; in F (u).

Dovendo allora %, #n,... essere tutti numeri in-
teri positivi, il numero # sara intero negativo.

Integriamo ora i due membri della precedente
relazione e abbiamo

log F(u)=mwu-n,log s (u —u,) + nglog o(u—us)+..
—(ny+ng+...)logs(u) + 4
donde

Fu)= A em o Qi -c’:'l-)l- __I_;‘#_f(_;()u - u’,“)

Osserviamo ora che la F' essendo funzione di
p e p', sard una funzione periodica coi periodi
20, 20,
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Avendo presenti le formole di periodicita della
s, si vede che alterando # di 2 w, il secondo mem-
bro si altera di

e2mw—2)](u,u,+...n e ).
Deve dunque essere
2moe  2n(ngu,+...-Fnuwd) =250,
E analogamente
2me' — 29 (nyuy b oo peup) =258 i
e Uy

dove s, s’ sono due numeri interi.
Ricordando che
R
0 —n w=-_—

2
si ha

Mty . RpUpg=28 »v—2s0,

Alterando i punti-zero w, ... %, di multipli di pe-
riodi 2w, 2’ 8i pud sempre fare che il secondo
membro si riduca a zero; basterebbe p. e. scrivere
la precedente relazione sotto la forma

(u; - 280 +2s80)+—1ow;+... - nuthu=0
(
¢ i punti zero diventano allora .

u, 2804250

u, contato solo n 1 volte

. contato »u volte.
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Allora le costanti m, A restano cangiate, & in
luogo dell’ espressione soprascritta col medesimo
procedimento si avrebbe l'altra

g1 g St 280 =250 )3m (U —1y)...5m (e — )

ottt (u)

Ripetendo il precedente ragionamento su questa
nuova espressione, & facile trovare che m' deve
essere zero; quindi si vede che la funzione intera
F(u) pud sempre porsi sotto la forma

gt —uy). ..o (u—w)
o” (u)

dove aleune delle u;" sono fra loro eguali ed eguali
alle u; precedenti, e dove la somma di tutte le w,,
2 zero.

Considerando allora una funzione qualunque ra-
zionale di p (u) p’ (») e ponendola sotto la forma
del quoziente di due funzioni intere come F'(u), ¢
ponendo poi ambo i termini del quoziente sotto
la forma precedente, possiamo infine conchiudere
che ogni funzione razionale di p e p' pud porsi
sotto la forma

S =)o (4= ug)) ... 7 (4~ )
c(u—u")o u—uy" ...0(u—u")
dove alcune delle u' o delle u' possono anche es-

sere zero, od essere fra loro eguali, e la somma
di tutte le u' & equale a quella di tutte le u'.
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E interessante a questo proposito stabilire la

espressione, mediante le ¢, del seguente determi-
nante

1 1 1 1

p@W pw) p@) ... p (un)
pw) p ) p(u) ... p(ua)

P (w) p* () 7 (ug) oo pH ()

Espresso mediante le ¢ quel determinante ¢
esattamente eguale a

"

o(u i uyt ... + Un) 1(;1 & (the —up,
[o (#) o (uy)... o (un,JnH!
Non entriamo nei dettagli della dimostrazione di

questa formola.

§ 14. Trasformazione delle 5, delle ¢ e della p
per la trasformazione lineare dei periodi. Differenza
fondamentale fra le funzioni 5 e le . — Sieno dati
i semiperiodi w, o', e poi due altri o, v, legati
ai primi da relazxom lmean omogenee a coeffi-
cienti interi, cioé

w, =aguwt+ba

(—=1D=218!...n

w/=cwt+do

Le quantita », »," sono anche evidentemente
dei semiperiodi essendo @, b, ¢, d numeri interi.
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Il sistema d1 semlperlodl w,, o, 8i dlra. equwalente
al sistema ©, o’ quando il determinante

a b
~ c d

¢ eguale a -{- 1.

Se cid si verifica, allora ®, o' potranmo espri-
mersi linearmente e con coefficienti inter: per mezzo
di v, »,’; perd questa esprimibilita non basta per-
che il determinante sia eguale a -+ 1; potrebbe
quel determinante essere anche eguale a — 1; ma
allora il sistema non potra dirsi equivalente al pri-
mitivo, perché si pud far vedere che in tal caso w; »,’
non possono assumersi come moduli per costruire
delle funzioni ellittiche. Giacché sappiamo che una
condizione fondamentale per questo, & che la parte

r

. . 3 uw 3 o, .
immaginaria di — sia positiva; ora supposto che sia
(0]
1
.. 3 . . . (')’ .
positiva la parte immaginaria di -— possiamo mo-
w
r

o) . .
strare che non lo sara quella di Z;L se il determi-
1
nante ¢ eguale a — 1.

In effetti posto
w=d+4+iB
w=A4"4+iB

si avra

(AA’+ BB) i i(AB'—4'B)

® A A"
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dove per ipotesi
AB —A'"B>0.
Fatta ora la trasformazione, e posto similmente
o, =4, 1B,
o,/ =4,"+iB
si ha
A =ad+b4 A'=cd+d4
B,=aB+bB B/'=c¢cB+dB
donde
| 4,4/ " abi 4B
i ByB', . c¢cd;, A B,

Se dunque il determinante della trasformazione
¢ negativo, lo sara anche il primo membro, il quale
poi diviso per 4,24 4,'? non & altro che la parte

4
immaginaria di v;’—.
).
1

La trasformazione sopra indicata resta natural-
mente individuata dati che sieno i numeri a, b, ¢, d;
essa puod al solito indicarsi col simbolo

(a b)

(c dl’
Nella teoria dei numeri si dimostra che tutte
siffatte sostituzioni si possono comporre mediante
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1 0) 0 1)
(1 1 (—1 o)
ambedue di determinante eguale a -+ 1.

Noi vogliamo esaminare quali relazioni esistono
fra le 3 o le o calcolate per i moduli nuovi e pei
moduli primitivi; quindi ci basterd esaminare le
formole corrispondenti solo a queste due ultime
sostituzioni.

Dobbiamo cominciare le nostre considerazioni
dalla funzione p e dalla ¢ dispari.

Teniamo presenti le formole che. esprimono gli

invarianti g, g5 per mezzo di », ', ciod (Cap. IV,
§ 9, 10)

le due

1
= y -
9a 60m,n 2mo +2no)t
=140 % l
= mn 2mo + 2n ')

dove m, n bisogna estenderli a tutti i numeri in-
teri positivi e negativi, esclusa la cambinazione 0,0.

Da queste formole si vede che trasformando ®,
»' con sostituzione lineare a coefficienti interi, i
nuovi g gs saranno gli stessi dei primi, percheé tale
trasformazione equivarra a spostare 1’ordine dei
termini in quei sommatorii che sono serie assolu-
tamente convergenti (v. § 10, Cap. IV).

Poich® dunque g, g5 restano inalterati, possiamo
dire che resta inalterata anche la funzione p e
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la funzione ¢ dispari che dipendono direttamente

da gy 95. . ) )
Onde possiamo scrivere semplicemente

pu; o, ) =pu; o, v
o (u; w, o) =0(u; v, o).

In quanto alle s pari si pud fare la seguente
considerazione.

Gli invarianti irrazionali ¢, ¢, e; devono natural-
mente permutarsi fra loro perché essi sono eguali
ai valori della p per argomenti ©, u", . Propria-
mente pec la sostituzione

()

cioe
T
of'=o+u 0" =20+u
si ha
e =pv,) =p)=¢
o =pO")=p@u+w)=¢
ey =p(w') =p")=e

mentre per la sostituzione

[
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cioe
0)‘ —_— ('),
(ol'=—m wl"=o>'—¥0)=2w+(u"
si ha
e =p(w) =p©) =¢
& =p (") =p")=¢
&' =p () =p) =e¢.

Come si vede, nel primo caso resta inalterato e,
e si scambiano gli altri due, e nel secondo resta
inalterato e, e si scambiano gli altri due.

Osservando ora che le o pari dipendono, oltre
che dagli invarianti gy g5, anche da uno solo dei
tre invarianti irrazionali e, ¢; €5, ricaviamo che le
s pari restano nel complesso inalterate, solo che
si scambiano semplicemente fra loro in corrispon-
denza alla permutazione che sabiscono le e.

Per le due sostituzioni fondamentali sopra citate
si ha dunque

o, (u; o, o) = oy (u; o, ) 1 o
| ,
L N
oy (u; oy, o) =0y (u; 0, o) ‘
2 (45 00, o)) = (4 @, ) 01
7y (U o, ) = 0y (u; v, ') ° per ( )
k] b 9 b} \ _——1 O

9y (“’; 1, ("ll) - 0y (u; , (”I)
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Vogliamo cercare ora come si trasformano i mo-
duli di 2.* specie 3,%". Dobbiamo tener presenti le
formole del § 3, Cap. III, ciod

Per le due sostituzioni fondamentali, n, #’' si
trasformano precisamente come w, «'; dunque pos-
siamo dire che anche in generale

0y =an+bn'
' =cn+dn

cioé 4, 1’ si trasformano come o, v’

Come si vede le funzioni ¢ di Weierstrass ri-
spetto alla trasformazione lineare dei periodi, si
comportano assai semplicemente; esse si permu-
tano fra loro semplicemente cioé senza I’aggiunta
di alcun fattore.

B questo un fatto fondamentale per I’impor-
tanza delle ¢ rispetto alle funzioni S le quali non
si comportano cosi semplicemente, ma invece si
permutano moltiplicandosi per un fattore esponen-
ziale di 2.° grado, come vedremo nelle formole di
sotto. Ed & questa proprieta caratteristica delle &
che si conserva nella costruzione delle ¢ iperellit-
tiche mediante le 9,
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Per cnupletare yuesto eapitolv el resta solo a
trovare le formole per la trasformazione delle =.

Le 5 non dipendono direttamente da «», ' ma
dal modulo

¢ dall’argomento

U
Tr=c—

2w’

Il trasformare «», »’ colle formole solite corri-
sponde dunque a trasformare * e x colle formole

L w_eetdw _otds
17w, audbde  atbr

I U
1 —2“’1 —2(aw +bw')’

Basta al solito occuparsi solo delle due sostitu-
wioni fondamentali sopra citate. Per esse si ha:

T =141 (‘l 0)

or

&y VPR

ST ( 01
‘ T .
\lcm -1 0
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Per ottenere le formole corrispondenti alla prima
sostituzione si pud procedere molto piu semplice-
mente che ricorrendo alle formole per le o e alle
relazioni fra le & e le . Si pud ricorrere diretta-
mente agli sviluppi in serie delle & e si hanno
allora subito le formole:

S (@, 7)== (@, T+ 1)
%@ )=e * 3@ t+1)
@ =e *3@ 1)
‘38 (w1 T) =3 (wv T+ 1)'

Non si pud invece fare lo stesso per le formole
della seconda sostituzione. Per esse dobbiamo ri-
correre alle relazioni fra le S e le s che, serven-
doci delle gia trovate relazioni (v. § 7, Cap. III)

e
Ve,—e; - Y
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Q2w ;. g— —llu'
s @)=\ VBT o)

1y
2 Wy — — — Ly

@) =\—Ve—ese 2 o (u)

2 0 —l.’l_ 2
I3 (w)=\/—‘(“’<"1 “ese 29" o (u).
Si hanno allora le seguenti formole

o [z 1 e f—f—f
Pl - )=iVit e S (x, 7)

T T
sat
'3-] ('ai, __1')= vi—f 3”131 (w’ T)
izt
W2, -1 )=ivicems @)

(— -———)—9\/11 e”3 (x, ‘r)

Come si vede non ¢’ &, come per le s, la per-
mutazione pura e semplice, ma i secondi membri
restano moltiplicati per un fattore esponenziale di

it
2.0 grado o'’
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CAPITOLO V.

INTEGRALI ELLITTICI DI 1.2, 2. 3.% SPECIE.

§ 1. Considerazioni generali sugli integrali ellit-
tici. — Dagli elementi del calcolo infinitesimale
si sa che cosa sono gli integrali ellittici

Immaginiamo due variabili o, y legate fra loro
da una relazione algebrica f(xy) =0 e conside-
riamo un integrale della forma

jF(wy)dm

dove con F(xy) si intende una funzione razio-
nale di @, y. La funzione sotto il segno integrale
¢ naturalmente una funzione ¢rrazionale di  sola;
la natura di un tale integrale dipende essenzial-
mente dalla specie di relazione f (»y) =0 esi-
stente fra @, y.

Si suole prendere un punto di vista geometrico
e considerare la f(z¥) =0 come rappresentata
nel piano mediante una curva algebrica.

Ora nelle curve algebriche ha un’importanza
fondamentale il cosiddetto gemere, e la sua im-
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portanza viene da questo fatto che due curve
generali che hanno il medesimo genere sono trasfor-
mabili razionalmente I'una nell’altra, cioé le-coor-
dinate dell’ una possono sempre esprimersi razio-
nalmente mediante quelle dell’ altra, e viceversa;
fra le due curve sussiste allora, come si dice, una
trasformazione birazionale.

naturale allora che gli integrali del tipo sopra
indicato corrispondenti a due curve del medesimo
genere, potranno trasformarsi gli uni negli altri.
e quindi vien subito Iidea di distinguere gli inte-
grali del tipo sopra indicato secondo il genere
della curva f(2y)=0: la relazione f(xy) -- 0 si
suol chiamare la curva o la forma fondamentale
dell’integrale, il quale poi a sua volta si suol chia-
mare integrale abeliano di genere eguale a quello
della curva f=0.

Quando il genere & zero, allora si pud mostrare
che l'integrale corrispondente si pud trasformare
nell’integrale di una funzione razionale di una va-
riabile; infatti dalla teoria delle curve si sa che
una curva di genere zero ha la proprietd che le
coordinate di un suo punto si possono esprimere
mediante funzioni razionali di un parametro ¢, ed
¢ percid che le curve di genere zero si sogliono
chiamare anche curve razionali.

Sostituendo allora in F ( ¥) d « tali funzioni
razionali, si ottiene evidentemente una funzione
razionale di ¢.

Il caso immediatamente seguente & quello del
genere 1; questo & il caso ellittico; quando la
curva fondamentale & di genere 1 allora I inte-
grale corrispondente si chiama ellittico.
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Due esempi rimarchevoli di curve di genere 1
80DO :

1. y’=aow4+4a,w.3+6a,.’77’+4a3a)+a4
dove il secondo membro rappresenta un. polinomio
generale di 4.° grado.

2. Una curva piana del terzo ordine.

- Se la forma fondamentale & data sotto la forma 1)
allora l'integrale ellittico generale ha la forma

.[F(m,Vaom4+...)dw

essendo F il simbolo di una funzione razionale.

Prima di terminare questo paragrafo vogliamo
porre in rilievo una forma rimarchevole sotto cui
pud porsi un integrale abeliano qualunque, la cosi
detta forma omogenea di Aronhold. Supporremo
la equazione della curva fondamentale messa sotto
la forma omogenea, introducendo cioé una terza
variabile :

f (@, @5 @) =0.
Allora in_forza del teorema di Eulero si ha

of df arf _ . _
8w1_rw’3w+ 3570. =0

e inoltre differenziando

of
0w

PASOAL, . 18

of

0%,

of _,

+dm3 aw

dx, +dw,
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donde
of of  ef
0%, _ o0 0 s
b my @ ' ®, @, \_ @, B |
dwydwy! |dagzdw,| dwda,’

e percid, introducendo tre quantitd arbitrarie c,
¢y, Cg, 81 ha che ciascuno di questi rapporti & an-

che eguale a

of ,, 0f . of

“om, T % hm, % ym,

(%1 C; cs |
|

dx, dx, dxy

Ora introducendo le variabili omogenee I’ inte-
grale abeliano diventa

e w =21 =%
(ponendo cio¢ & = z,’ Y= ws)

) @sdw, = d  y)
2,2

f F (@, &g 24

il quale, in forza delle identitd sopra dimostrate, &
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eguale a

F(w,a:zws)af do, dxy, dag,

,? 0 w: 0 f of of
337 +e 23ws+ 33“’3
che possiamo scrivere
i
f‘" (2, o, ws) cx (3 :;)
“9 @

indicando con (¢ x d #) il determinante di 3.° or-
dine, e con ® I’ assieme di tutti quegli altri fat-
tori. Essendo la F' di grado zero nelle tre varia-
bili, la ® sara funzione omogenea di grado n — 3
se 7 ¢ 'ordine della curva fondamentale

f (@, x5 25) = 0.

E chiaro, per il procedimento fatto, che I’espres-
sione differenziale .

¢ indipendente da c.

Esaminiamo in quali punti diventa zero e infi-
nita questa espressione differenziale.
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La

P %ﬂ

eguagliata a zero rappresenta la curva polare del
punto di coordinate ¢, c; ¢s rispetto alla curva fon-
damentale; come si sa dalla geometria questa po-
lare passa una volta sola per tutti i punti di con-
tatto delle tangenti condotte da ¢ alla curva e per
tutti i punti doppii della curva stessa. Variando c,
i punti doppii sono fissi, ma variano i punti di
contatto delle tangenti condotte da ¢. Cid ci fa in
certo modo vedere che quella espressione diffe-
renziale non potrd avere per punti d’ infinito tali
punti di contatto, perché¢ come sappiamo quella
espressione deve essere indipendente dalla posi-
zione del punto ¢. Del resto si pud subito far ve-
dere che il determinante (¢ d @) si annulla an-
ch’esso in tali punti di contatto, giacché quando
i tre punti di coordinate

C1y Ca Cg
%y, Xy, L3
& +dxy, @3 + day, Ty + d g

sono in linea retta, allora questa retta e tangente
alla curva, e il determinante (c2 d @) & zero, e
d’altra parte questo non & zero, se quei tre punti
non sono allineati cioé se la retta dei punti ¢, 2
non & tangente alla curva.

Ricaviamo quindi che i soli punti d’infinito del-
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Vespressione differenziale sono ¢ punti doppii della
curva fondamentale; e se questa non ha punti
doppii, quella espressione differenziale non ha né
zeri mé infiniti.

§ 2. Distinzione degli integrali in quelli di 1.,
2.» e 3.» specie. — Abbiamo detto nel paragrafo
precedente che si hanno gli integrali ellittici quando
la forma fondamentale & p. es. di una delle due
forme seguenti:

1. Xlrw =f, (@, 2,
2. fs (@, @3 29) == 0

dove con f, fs si intendono rispettivamente delle
funzioni omogenee generali dei gradi 4, 3 nelle
variabili indicate sotto il simbolo stesso; la f3 =0
deve rappresentare una curva piana generale di
3.° ordine, senza punti doppii, altrimenti il suo
genere non sarebbe piu 1.

Esaminiamo la curva di equazione

@y® 2 — fy (2, 2,)=0.

Il punto #; =0 #; =0 & un punto della curva
e, come si vede, & un punto doppio, perché si an-
nullano per &; ==0 &3 =0 tutte le derivate prime
del primo membro dell’equazione della curva, e
non tutte le derivate seconde. Le due tangenti nel
punto doppio sono riunite nell’unica retta

2y =0,

dunque quel punto doppio & propriamente una
cuspide.
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Formiamo ’espressione differenziale

(cx da:)
of
0 &

assumendo per punto ¢ il punto

Zc‘

2, =0 x,3=0 x3=1.

Questa espressione diventa, tenendo conto del-
I’equazione della curva:

(7, d @y — @3 A )
2 @, \f, (@, @)

la quale, per le cose dette nel paragrafo prece-
dente, deve diventare infinita solo nella cuspide
x,=0 2,=0:

Essendo in questo caso n=4, sardh » —3 =1
e quindi ®.-3 & una espressione omogenea in
@, 23 X razionale di 1.° grado. Mediante I’ equa-
zione della curva una tale espressione pud sempre
ridursi alla forma

./ (@ X3, + pu—2 Vﬁ &y wn)__‘
Pu—1 (@, @) + Qu~s Vf s (@ @)

La distinzione delle diverse specie di integrali
ellittici (o in generale abelianii si fa dal seguente
punto di vista: la espressione che sta sotto il segno
d’integrale pud:
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1. Non diventare infinita in alcun punto;

2. Diventare infinita in un punto, ma di or-
dine superiore al primo;

3. Diventare infinita di 1.° ordine in un punto.

E pud poi naturalmente anche accadere che in
certi punti si verifica la proprietd 2) e in certi
altri la proprietd 3).

Se si verifica la proprietd 1) I'integrale non di-
venta mai infinito.

Nei punti in cui si verifica la proprietd 2) I'in-
tegrale diventa infinito algebricamente, cioé si pud
sempre trovare un’espressione algebrica, che di-
venti zero nello stesso punto, e per cui moltipli-
cando I’ integrale, il limite del prodotto, quando
la variabile si avvicina a quel punto, & I’ unita.
Nei punti invece in cui succede la proprieta 3)
I'integrale diventa infinito, ma logaritmicamente,
cio¢ si pud sempre trovare una funzione algebrica
per il cui logaritmo dividendo I'integrale, il limite
del quoziente sia 1.

Un integrale per il quale si verifica la pro-
prietd 1) sara una funzione che non diventa infi-
nita in alcun punto e si suol chiamare integrale
ellittico di 1.* specie; un integrale che non am-
mette altri infiniti che énfiniti algebricisi chiamera
integrale ellittico di 2.* specie; e finalmente sara
di 3.* specie un integrale non avente altri infiniti
che nfiniti logaritmici.

Ogni altro integrale avente punti d’infiniti al-
gebrici e punti d’ infiniti logaritmici, si comporra
sempre mediante combinazione lineare di integrali
di 1.8, 2.*, 3.* specie.

Le asserzioni contenute in questo paragrafo non
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le abbiamo dimostrate, e non sono certamente evi-
denti; esse risulteranno dimostrate da alcune con-
siderazioni che avremo subito occasione di fare e
che si fondano sugli sviluppi dati nei capitoli pre-
cedenti.

§ 8. Forma normale di Weierstrass. Corrispon-
dente espressione dell’integrale ellittico generale.
Trasformazione di una forma ellittica in quella nor-
male. — Dalla teoria delle curve si sa che ogui
curva piana di genere 1 (curva piana ellittica) pud
trasformarsi con trasformazione birazionale in una
curva di equazione

Tt 2y — 43, + g9y @y 2% + g5 2,° =0
0, in coordinate non omogenee,
Y —42°+ g2+ 95 =0.

Questa forma si chiama la forma normale di
Weierstrass, e per le cose dette nel § 1, possiamo
dunque prendere questa relazione per forma fon-
damentale per gli integrali ellittici.

Come si vede, la relazione esistente fra @, ¥y &
la stessa di quella esistente fra p e p’, quindi ri-
cordando che ad ogni qualunque valore assegnato
a p (4) corrisponde sempre un valore di %, possiamo
dire che esisterd, per ogni sistema di valori di «,
Y, un argomento % in modo che sia

z=p (v
y=1'(v
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ciod: le coordinate di un punto di una curva el-
littica piana possono sempre esprimersi come fun-
ztoni ellittiche di un parametro u.

Possiamo nello stesso modo trovare una forma.
normale per un integrale ellittico generale.

Assumendo per forma fondamentale quella di
Weierstrass e facendo un procedimento simile a
quello del § 2, possiamo dire che ogni integrale
ellittico pud sempre con trasformazioni razionali
ridursi alla forma

[+ %2

dove la p é la funmzione di Weierstrass studiata
nel capitolo precedente, e con ¥ si intende una fun-
zione razionale di p e p'.

Ora sappiamo che ogni ¥ (p p) pud sempre porsi
sotto la forma (v. Cap. IV, § 12

c+3el(u—u) +
v
+ib'ﬂp(“““'ﬂ) +

+2c"p (- u; +
0

dove

ey =0
v



202 Capitolo V. — § 3.

dunque, sostituendo, integrando ed osservando che
d . . . .
;?;du, possiamo dire che ogni integrale ellit-

tico potra sempre ridursi all'espressione
cu+ 2evlogs (v — w) —
1 4
— 2wl (u— ') +
"
+ 3 ¢"op(u-—u"o)

+. .

dove la somma di tutte le cv & zero.
Una tale espressione risulta di tre categorie di
termini.
1) Termine in » (integrale di 1.* specie);
2) Termini in { in p, p'... (integrali di
2.» gpecie);
8) Termini in log o (integrali di 3.* specie).
Nei paragrafi seguenti sard mostrato che ognuno
di tali termini si pud esprimere mediante integrali
in cui la variabile d integrazioue & p.
Per, le note proprieta delle funzioni p, p', p",...

{—= c~, o si ha che
3
¢ possiede degli infiniti algebrlcl di 1.° ordine
(w=1'n)

p possiede degli infiniti algebrici di 2.° ordine
(u ~ u'"g)
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p' possiede degli infiniti algebrici di 8.° ordine
(w =1u'"7), ecc., ecec.

log o possiede degli infiniti logaritmici (¥ = u»).
Infine la quantita '

*d
u=f_?
Y4

o0

nell’interno del parallelogrammo dei periodi, in
cui il limite superiore p dell'integrale puo rice-
vere tutti i valori possibili, non diventa natural-
mente mai infinita; essa rappresenta un integrale
che non diventa mai infinito per alcun valore di .

Resta dunque pienamente dimostrato che ogni
integrale ellittico pud sempre comporsi linearmente
mediante #re specie di integrali, di cui ognuna &
caratterizzata dalle proprietd indicate nel § pre-
cedente.

Dall’analisi precedente risulta anche che ds inte-
grali di 1. specie ne esiste uno solo cioé

’d
=[ dp
. P

s <}

Prima di terminare questo paragrafo vogliamo
notare con quali trasformazioni una forma ellittica
dei due tipi principali avanti ricordati, si riduce
alla forma normale di Weierstrass.
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I due tipi principali di forma ellittica sono (vedi
Cap. V, § 2):

1o y2i=a,2t+4a, 2%+ Baz 2 +4dasx + a,.

20 fs(@y)=0

dove con f3(»y) =0 si intende 'equazione gene-
rale di una curva piana di 3.° ordine.

Per trasformare la forma 1) nella forma nor-
male trasformiamo prima la 1) colla sostituzione

c

: =z v
a3’ Yy=vay

r=n —

con che il secondo membro perde il secondo ter-
mine e diventa

Yi=a* + 602"+ 4052 + o,

dove
ay ag — a,®
a,=-°—————9ao’ !
« __%’%“3“0“1“2 *2_213
- 3 -
@
“‘=ao’a4—4ao’a1as+ﬁaoal’as—3an‘

X
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Si ponga ora

_ 1 p—ua®

20 p+ua’
_l _ g __ (p—_asaﬂ)]
_ao’[2p Bk p+ 26’

Queste relazioni sono birazionali; infatti si vede
subito che di qui potrebbero ricavarsi p, p' razio-
nalmente mediante y', «’.

Mediante queste relazioni, sostituendo e ridu-
cendo si ha

(49 —4oap + aa — ¢y apf) (p+ % 3g)* —
—@"—2%a°p + 270" (p + 2 4% -
— 203 a0°(p' — 23a,%) (P + % 0,") = 0.
e sopprimendo il fattore p -+ %, e riducendo si ha
P 4P+ ot (4 + B0 p +
+ ag® (xg e, — ag® —ag¥) =0

Con cid la forma data & stata ridotta alla forma
di Weierstrass. I coefficienti

agt (2, + 3 og?)
ao® (o % — ag® — a4?)

non sono altro che gli invarianti g;, g, della biqua-
dratica data.
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Vogliamo ora indicare un’altra trasformazione
che ha su questa, ora sviluppata, un grande van-

taggio.
Poniamo
1:=1p +B
1p+3
e
pl
Y = - <.
Y=(yp - oy

Questa trasformazione, come si vede, € una tra-
sformazione biraszionale, potendosi subito ricavare
p, p' razionalmente mediante z, y.

I coefficienti « 8 y® li determiniamo in maniera
che .

e che f(x; si riduca esattamente a

4p—gsp—g;s
(rp+34

G . . «
Cid si pud sempre fare; bisogna percid porre

eguale ad una delle radici dell’equazione f(x) = 0;
i quattro coefficienti devono poi ancora sottoporsi
a due altre condizioni facili a trovarsi,
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Il vantaggio di questa trasformazxone 8 che,
considerata solo in rispetto al polinomio f (), la
variabile in questo resta assoggettata ad una so-
stituzione lineare.
Passiamo ora alla trasformazione della curva di
3.° ordine.

Prendiamo il punto di partenza da un teorema
relativo a queste curve: se da un punto di flesso
della curva si conducono le tre tangenti alla curva
stessa, i punti di contatto di queste tangenti sono
in linea retta.

Chiamiamo ¢z’ ¢z” ¢z"”' i primi membri delle
equazioni delle tre tangenti, e uz=0, s,=0 le
equazioni rispett. della tangente di flesso, e della
retta nella quale sono allineati i tre punti di con-
tatto delle tre tangenti.

Allora la espressione

’

cxl cx" cx"l
Uz 82°

¢ una costante quando per le z si pongono le coor-
dinate di un punto della curva data. Supponendo
questa costante eguale ad 1, I’espressione della
curva data resta trasformata in

ez’ ez’ ez — Uz 8:2=0

che si riduce subito alla forma di Welerstmss, se
si pone uno dei vertici del triangolo delle coor-
dinate nel punto di flesso.

§ 4. 6li integrali ellittici di 2.4 specie. — Dal-
P'analisi precedente risulta che vi sono varie cate-
gorie di integrali ellittici di 2.* specie,
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Quello che diventa infinito di 1.° ordine in un
punto %' &

o (u— )

—f(u—u)=— cu—w)

Tutti gli altri, cioé p, ’,... non sono che le de-
rivate successive di questo e diventano in un punto,
infinite di ordine superiore al primo.

Abbiamo dunque la definizione dell’integrale
ellittico fondamentale di 2.* specie (coll’infinito ')

!/ '\____d_ —_—u)=
Zu—u')= dulogc(u u)=
== [Eogeu—w)du=[plu—u)du=

du?

— N3 ACY)
_"Ip(u “) p'(u) .

Per le formole che conosciamo sulle o, si ha che
I’integrale Z ha per periodi precisamente le quan-
tith da noi avanti introdotte e chianate — 27,
— 29,

In effetti essendo

c(u+ 2(»)=—-c(u,)92'7("4'm
si ha

¥ (u+20) _ o ()
s(u+2w) o (w)

+ 2.
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E analogamente

ot 20) o ()
o(u—+ 2(»’) c(u)

2 I

Le quantith — 2%, — 27" sono rispetto all’in-
tegrale Z quello che sono 2v, 2’ rispetto all’in-
tegrale w. L’integrale Z counsiderato come funzione
di p, si accresce in generale di un multiplo di 27,
27" sempre che p torna ad acquistare il medesimo
valore; ad ogni valore di p corrispondono cioé
per w tutti i valori del tipo

ut+2mo+2n0
e per Z tutti valori del tipo
Z+4+2mn+2n7',

dove m, n sono numeri interi positivi o negativi.

Fra tutte le Z aventi per infiniti tutti i punti «’
possibili, noi ne possiamo scegliere una qualunque,
perché dimostreremo che tutte le altre si possono
riferire a quella comunque scelta, cioé che tutte
le altre non rappresentano una specie di trascen-
dente diversa da quella; propriamente che: la dif-
ferenza fra due Z con punti d'infinito diversi é
una funzione algebrica di p e p'.

Sceglieremo allora come Z fondamentale la

20)=[r =t

Pascar. 14
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che ha per punto d’infinito nel piano % il punto

#=0 e quindi nel piano di p il punto p=o0.
I1 teorema risulta subito mediante il teorema

d’addizione della funzione p.

Ricordando la formola

V()= L 8P () =2 ()
=)= (=" G —p ()

si ha

’ 1 d p'(v)—p' (v) u
Z(u—“)"z(u)_g dzwdl

_ 19 ()—p' ()
2 p()—p@)’

Quindi ogni Z con un punto d’infinito qualun-
que si puod ridurre alla Z avente per punto d’'in-
finito il punto » =0, ovvero, nel piano della va-
riabile p, il punto p=oc.

Possiamo dire che, come di integrali di 1.* spe-
cie, anche di quelli di 2.* specie, aventi un solo
punto d’infinito di 1.° ordine, ne esiste uno solo.

Tutti gli altri integrali di 2.* specie aventi in-
finiti nello stesso punto non sono che le derivate
successive di questo.

Osserviamo che aggiungendo ad un integrale di
2.* specie uno di 1.* specie, si ottiene ancora uno
di 2.* specie.

§ 5. Gli integrali ellittici di 3. specie. L’inte-
grale Q di Klein. — Nel § 3 abbiamo visto che
nella scomposizione di un integrale ellittico gene-



Gli integrali ellittici di terza specie. 211

rale gli integrali di 3.* specie si presentano sotto
la forma

Sy logo (v —1y)
v

dove la somma di tutte le ¢ & zero.

Tutto questo sorhmatorio rappresenterebbe un in-
tegrale di 3.* specie i cui punti d’infinito sono
Uy Ug...; le quantith ¢ sono i cosiddetti residui;
la somma di tutti i residui & zero.

Si pud porre questa espressione sotto la forma
di un integrale nella variabile p; possiamo cioé
scrivere:

IR = |
=—[Bozw—m??.

La espressione dentro parentesi, come & facile
vedere, & un’ espressione doppismente periodica
perche la somma delle ¢» & zero. Essa sard dun-
que esprimibile mediante p e p', cid che del resto
pud qui dimostrarsi anche direttamente come se-
gue: ricordiamo la formola (v. § 4) riguardante la
differenza fra Z(u —wu,) e Z (x); mediante tale
formola possiamo sostituire a Z (w — u,) il suo va-
lore, e allora si ha una parte in p, p’, e una parte
in Z(«) ma col coefficiente zero perché eguale

a 2 ¢v. Resta con cid dimostrato 1’assunto.
v
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Ogni integrale del tipo precedente 8i pub sem-
pre comporre mediante certi altri di tipo pit sem-
plice. Il precedente ha molti punti d’infinito; com-
poniamone uno simile ma con soli due punti d’in-
finito; allora dovendo essere zero la somma dei
due residui, essi saranno eguali e di segno con-
trario; li potremo porre eguali ad 1. Avremo al-
lora

o (u—u)
o (u — uy)

1 f@ P —p () p' (1) —p (u)
2(4) —p(u) p(¥)—p(ug) I’

log " f "’;’3 |2 (4 — ug) — Z (n — uy)]

Mediante questo si pud comporre qualunque in-
tegrale del tipo generale avanti indicato; la di-
mostrazione di c¢id si fa subito serivendo

2 ¢r log o (4 — uy)

sotto la forma

¢ log ogu u‘; + (¢ + 1) log (Z = ';’;
o (u— )

+ (¢ + ¢g + ¢)) log o (u =)

1.

+(en+ cn-14+... + ¢,) log o (u— un)
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ed osservando che & zero la somma di tutte le ¢

che forma il coefficiente dell’ultimo termine.
L’integrale precedente si suole indicare (secondo

Klein) colla lettera Q; per modo che si scrive

Qu.u, = log : :Z l; -+ cost,

Con questa notazione si rappresenta 1’integrale
indefinito ; volendo definirlo fra i due limiti » = «,’,
u=1uy si ha
6 (1, — uy) o (uy' — uy)

o (1" —ug) o (g’ —vy)’

Q::‘:‘: = log

Le quantitd u," u,’ si chiamano gli argomenti,
¢ u, ug sono i cosidetti parametri (punti d’infinito).
Dalla forma precedente appare subito una proprieta
singolare dell’integrale di 3.* specie @, cioé che
esso resta inalterato scambiando ¢ parametri cogli
" argomenti:

th'ssy “I“Q
Q T Vuyuy't

L’integrale @ pud mettersi sotto la forma di
integrale doppio; infatti basta tener presente la
espressione

Qul’un’— |Z(u —ug) — Z (' —u)]d '

ythy
_J‘ d j d u.p(n’-—u),
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Questa forma fa vedere ancora una volta la pro-
prieta gia dimostrata della permutabilitd dei pa-
rametri cogli argomenti, ricordando che p & una
funzione pari, e quindi

p(vn—w)=p(/—u).

Questo integrale @ di Klein ha un’importanza
speciale nella teoria delle funzioni ellittiche.

Esso si generalizza anche per il caso iperellittico,
e la sua importanza sta principalmente nel fatto
che esso ¢ una forma invariantiva per la trasfor-
mazione lineare della forma ellittica fondamentale.
Di cid discorreremo in seguito.

Si adopera alcune volte un altro integrale di
3.» gpecie che si indica colla lettera I e che ha
la seguente forma

o L [P+ P (4)
Uy () = 2J P () —p(1) d

Dalla formola d’addizione delle ¢

o (u - u t— U
_(-_c;(':T)”((u ) 1) =p(y)—p»)

prendendo i logaritmi e derivando rispetto ad w,
% si hanno le due formole

o(utu) =) (W) —p (4
c(u-{—u,) o (v —uy) o (u) P (%) —p(¥)
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o'(utu) o'(u—u) d(4) __  p (n‘.)

°'("+“1)— a(v—u,) & (4y) P( 1)""?( )

donde, sottraendo, si ha

Lo/ () 4p () _ o (i—) o) , o ()
2ol —p () ali—uy)  o(n) (D’

Con questa formola I’ integrale superiore diventa

()
a(’ ‘1)

Da questa formola appare che questo integrale
diventa infinito logaritmicamente nei due punti
u=0, u=u,.

Costruendo

My () = —logo (v — uy) + log o (u) —

— My, 0 (10 — vg) = Dy, (%)
si ha un integrale che diventa infinito in w, u%,:

n.ﬁ..,(u)=+loga(u—uo—log«(u—u.>+

che, come si vede, differisce dal Quu, solo per un
termine che & integrale di 1.* specie e per un
termine costante.

Dobbiamo aggiungere qualche altra cosa riguardo
alla periodicita degli integrali di 3.* specie.
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Dell’integrale @ le formole di periodicitd sono
semplici. Accrescendo !’argomento # di 2w, 2o’
I’integrale si accresce rispettivamente di

27 (ug—u,)

27’ (ug — uy).



CAPITOLO VT.

ESPRESSIONI DELLE FUNZIONI ELLITTICHE
QUANDO SI PRENDE PER FORMA FONDAMENTALE
UNA BINARTA BIQUADRATICA QUAT.UNQUE.

§ 1. Espressione rimarchevole della ¢ dispari me-
diante I’integrale Q. — Estendiamo ’integrale di

o/ p'

fra due limiti qualunque, p(/1,), » (7).
Allora si ha

1) 'p(tr2) j p(u,)
0w = — —_ = Uy — ¥,

i) o o

Il problema che ci proponiamo & questo: espri+
mere ¢ () = (%, — u;) mediante i valori di p, p’
in u; e uy. L’espressione di p (1) mediante p (%),
p (ug) risulterebbe subito dal teorema d’addizione.
Le formole notevoli che troveremo sono state tro-

14%
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vate per la prima volta da Klein (Math. Ann.,
vol. 27, pag. 455) e servono per le cose che di-
remo nei paragrafi seguenti.

Cominciamo col calcolare il valore di Q)"

quando gli argomenti «,’ vy’ si fanno convergere
a valori eguali, ma di segno contrario, dei para-
metri, ciod quando si pone
u, = —u
) = — u,.
Per tali valori di #," u," si ha
p(w)= p(w)
P () = —p'(u)
p ()= p (w)
P (u')=—p' (1
Tenendo presente la formola per @ si ha allora

—t—thy __ ¢ (2u) 0 (2 u)

=10 .
thtle o {uy + u5)

Intanto dalla formola d’addizione per la ¢ cioé

o (uy + ug)o (u —u,)____ I\
! o? (1:[) o (:") T p'\“ﬂ) p \ul)
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ponendo %, = u, si ha

o (24) = lim 2 (ug) — p (1)
ot (“1) ug=w, O (U — ug)

— lim P =P () o w— i

tg=1t, Uy — 1, =1, O (U — 2g)
=—p' ().
Analogamente
6(2u)
) P (ug)

onde, combinando ancora colle formole d’addizione,
si ha

cQCu)e@u) P (w)p (us)
o (2 + ug) 0% (g —1y) [P () — p (1))

Possiamo quindi scrivere la formola

—1, =y

p (ug) — p (uy) —0,, ”

) = e

Questa formola & notevole per il fatto che se
invece di considerare, come qui, per fondamento Ja
forma normale di Weierstrass, si considera una bi-
quadratica qualunque, si trova una formola per-
fettamente analoga a questa.

§ 2. Espressioni delle s pari mediante Q. —
Vogliamo per le ¢ pari fare una ricerca analoga
a quella del paragrafo precedente.
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Partiamo dalle formole

\

Vo () — e = %—((;%)

Vot —e = ;(‘;‘3)
Vo () — e \p () — e = ?’—(Z;—)(:f_)(%)‘
Vo () -0 Vo () — 5 = °’_(%:7(_“2)

dalle quali si ha

P=\pu) — e Vp(us) — e Vo (u) — & +
+ V) — &V (wr) — e \'p (1) — €5 +

_ (o) 54 (1) 5 (1) 05 (145) 0 () 3y (5) 55 (1) o (u;)
a* (1) 0% (15)

Moftiplicando e dividendo il secondo membro
per

o2 (1) 0,2 (ug) — o2 () 5,7 (u,)
e osservando che

o (u;) 0,2 (ug) — 02 () 0,2 (1)
o (u,) o2 (u,)

e che I'altro fattore del secondo membro della

= p () — p (10;)
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formola superiore & (v. Cap. III, § 8,

51 (4 — 1)
o (ug — uy)

si ha infine, tenendo conto della formola gia data
per la o,

P 1 =t~y
oy (uy — u)) = N 3-50“‘“’

Vp (1) 2" (u,)

dove P & formata mediante p (%,) p (u3) nel modo
sopra indicato.

§ 8. Espressioni di w, p, Q, riferite ad una bi-
naria biquadratica qualunque. — Supponiamo la
forma ellittica fondamentale del tipo

V=fi@=aya* +4a, 2+ ...
o, sotto forma omogenea,
zs? 2 =fy () Xg) =ap 2,* + ...
Vogliamo cominciare coll’ esaminare come resta

espresso 1’ integrale di 1.* specie u. Dico che si
ha semplicemente

“= 'Vf(w)

se per formole di trasformazione delle variabili
p, p' nelle variabili z, ¥ si assumono le seconde
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indicate nel § 3, Cap. V, ciod

_ep+B
3

Yo+ af —_1
(rp+2?)?

In effetti si ha

d _(@3—Bv)dp
(rp+¥)*

5
(yp +3)2

e quindi si ha

Sotto forma omogenea si avrebbe:

_(mdm zd%)  (xdz)

d e
T Nfma Vi@

Se si adoperasse I’altra trasformazione indicata
nello stesso § 3, Cap. V si avrebbe lo stesso ri-
sultato, ma a meno di un fattore costante Y aq
Poniamo qui sotto in nota il calcolo relativo, che
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del resto per le cose di questo capitolo non ha
importanza. *
Supposto allora che ai valori ug u, dell’ argo-

* Essendo, per le formole di oui si parla,

_Gy 1 p—oa
2a,p + as a;*

y=— | wp - wan— (2722

x =

8i ha

1 (P+oadp — (@ —maf)dp
2a, T(pFaal

2P'dp'=(12p’—ﬂa)dp

dx =

1 1

| 2P H6matp' S — 5 5 %05 3+ 93+ @ ac’ p’
dx=s5— . g

23, » (p+¢.a»")' ar

[2p'+s¢,a.,'p'+ v.p+ 9 -

V= ——
aa\/ao

' 1
—ﬁa-'ao‘—ga.'ao‘+¢.ao'n']
ed essendo (v. § 3, Cap. V)
gs = 6o* (¢ +8 ap*)
= a6 (@ o — a® — ayY)

si ha

L —2ated— 1 atad =0 50 a

g s F] =0 F} Go Js
e quindi
22— va, P =vadu,

v



224 Capitolo VI. — § 3.

mento # corrispondano i valori #” ' della varia-
bile x, si ha
a"
Yy — 1 dz
— == py ——
VF @)

Troviamo ora l’espressione di p (u; — u,).
Osserviamo che la forma binaria generale

f (z; x)
si riduce al polinomio di Weierstrass
4282y — gy 2 73° — g5 75"
con una trasformazione lineare delle variabili, di
determinante eguale ad 1. E di tal genere appunto
la trasformazione ora adoperata.
Ora io dico che si ha la formola

p ‘rd’)= p (U — VW + F(a: .l‘”)

2 (' 2?2

dove F(z'2") & la seconda polare di f fra le va-
riabili 2’ 2", cio&

F(&L"-’b‘")— ’3’ (l‘ .’I‘g’) 321"’ + ..

(@ ") = 2 2" — 7' "

Per dimostrare la formola di sopra noi osser-
viamo che, per noti principii della teoria degli in-
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varianti, le espressioni di cui & formata quella
formola sono tutte espressioni invariantive, cioé
restano inalterate colla sostituzione lineare delle
variabili omogenee.

Supponiamo allora fatta la sostituzione lineare
che muta il polinomio generale nel polinomio di
Weierstrass.

11 secondo membro della formola si otterrd po-
nendo:

p(w), 1, 0" (u), p(us), 1, p' (us)
in luogo di
2\ @' NF@), 4", 2" NG
Si ha cosi
P (ug - u) =
9s

' (1) ' (tag) + 2p(14,) p (u5) [ (141) + p ()] - 9 lo(w;) + p(us)] -5

2[p (w)) —p (w.)]®
Ora questa formola & vera, perche, opportuna-
mente trasformando la formola d’addizione per la
funzione p, possiamo ottenere precisamente que-
st’ ultima formola, come & facile verificare. Dun-
que resta dimostrata la formola di sopra.
facile ora ottenere 1’espressione dell’integrale
normale di 3.* specie Q. Essendo (v.§ 5, Cup. V)

o %, %,
e = I du' | dup @ —n)
4y’ "
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si ha

u,.hj J de'_ dz VfVfE) + F(z2)
V&N ) 2(27) '

Questo integrale pud indicarsi con Q“,;“_’,," per
porre in vista le variabili 2, in luogo degh argo-
menti %.

Le formole di questo paragrafo sono importan-
tissime, perché mostrano appunto le proprietd in-
variantive di p e di Q, rispetto alla trasforma-
‘zione lineare del polinomio fondamentale.

§ 4. Espressioni delle ¢ riferite alla biquadratica
generale, — Le formole che daremo qui non sono
che la generalizzazione di quelle date nei § 1, 2
di questo Capitolo.

Si ha
)= 2F) gerT
(g — ) T ¢
ol — oy V@OV HV @GR Joga™
i (g — wy) T ) ¢

dove con ¢ (2'), ¢ ("), ... si intendono due fattori
quadratici tali che si abbia esattamente

f@)=¢ ()¢ @)

Colla trasformazione adoperata nel paragrafo
precedente, 8 che per il polinomio f(x) si riduce
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alla trasformazione lineare che lo riduce nel po-
linomio di Weierstrass, le formole qui date si tra-
sformano esattamente in quelle citate dei § 1, 2.
Il che mostra la loro esattezza.

Si pud osservare che la scomposizione di f (@)
in due fattori quadratici ¢ (@), ¥ () si pud fare
appunto in tre modi, ciascuno dei quali corrisponde
ad una delle tre funzioni ¢ pari.

Per tutte le formole contenute in questo capi-
tolo si pud vedere: Klein, Math. Ann., vol. 32,
p. 360.
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Agricoltura. Vedi dbitazioni animali domestici —
Agronomia — Alimentazione del bestiame — Ani-
mali da cortile — Apicoltura — Bacologia —
Bestiame e Uagricoltura — Botanica — Cantiniere
— Caseificio — Catasto italiano — Cavallo — Chs-
mica agraria — Colombi — Coltivazione piante
tessili — Computisteria agraria — Concimt — Con-
tabilitd agraria — Economia fabbricats rurali —
Enologia — Estimo rurale — Floricoltura — Fru-
mento e mais — Frutta minori — Frutticoltura
— Funghi e tartufi — Gelsicoltura — Geometria
pratica — Humus — Igiene rurale — Insetti nocivi
— Insetti utili — Latte, burro e cacio — Legisla-
zione rurale — Macchine agricole — Malattie crit-
togamiche delle piante erbacee coltivate — Malattie
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det vini — Mezzeria — Molini — Olivo ed olio —
Olis vegetals, animali e minerali — Orticoltura —
Piante e fiors — Pignte industriali — Piante tes-
8ili — Pollicoltura — Pomologia artificiale — Por-
cicoltura — Prato — Prodottt agricoli del Tropico
— Selvicoltura — Tabacco — Triangolazioni topo-
grafiche e catastali — Uva passa — Uva da tavola
— Vino — Viticoltura — Zootecnia. :

Agronemla, del Prof, F. CaArEaa D1 MURIOCE. 3* ed.
riveduta ed ampliata dall'autore, di pag. xm-210 . .1 50

Alcoel (Fabbricazione e materie prime). di F. CANTA-
MESSA, di pag. x1-307, con 24 incisioni. . . . . .3 —

Algehra complementare, di PINCHERLE:

Parte 1. Analisi algebrica, di pag. vi-174 . . . 150
Parte II. Teoria delle equazions, di pag. 1v-170 con
4 incisiomi nel testo . . . . . . . . . . .100

Algebra elementare, di PINCHERLE, 6°* ed., p. vir-210 1 50

— Vedi Esercizi di algebra.

Alimentazione. — Vedi Adulterazione alimenti —
Conserve alimentari — Frumento e mais — Latte,
burro e cacio. — Pamificazione razionale.

Alimentazione, di G. STRAFFORELLO, di pag. vIIr-122. 2 —

Alimentazione del bestlame, di T. Pogal (In la-
voro).

Alpl (Le), di J. BaLL, trad. di L Cremona, pag. vi-120. 1 50

— Vedi Dizionario alpino — Prealpt.

Amminlstrazione. — Vedi Contabilita.

Analisl del vino, ad uso dei chimici e dei legali, del
Dott. M. BArTH, con pref. del Dott. I. Nessler, trad.
del Prof. D. F. C. Comboni, di pag. 142 con 7 inecis. 2 —

— Vedi anche A4lcool — Cantiniere — Cognac — Eno-
logia — Liquorista — Malattie det vini — Vino
— Viticoltura.

Analisi volumetriea applicata specialmente ai pro-
dotti commerciali e industriali, di P. E. ALESSANDRI,

di pag. x-341 con 52 incisioni . . . . . . . . . 450

Anatomla. — Vedi anche Animali parassiti — Bat-
teriologia — Coleotters — Embriologia — Fisiologia
— Imbalsamatore — Insetti — Lepidotieri — Pro-
tistol \gia — Zoologia.
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Anatemia e fisiclegia comparata,del Prof. R.BEsTa,

di pag. vir-218 con 34 incisioni. . . . . .
Anatomia mlierescopica (Tecnica di). del Prof D

Carazzr, di pag. x1-211, con 5 incisioni. . . . . . 150

Anatemia pitterica, di A. LOMBARDINI, pug vI1-118,
con 39 incisioni. . . . . . .

Anatomia topografica (Compendlo dl). del Dott
Prof. C. FarLcong, di pag. xvi'395, con 30 incisioni
(volume doppio). . .

Animali (Gli) parassid dell'lo-o, del Prot F MEB-

CANTI, di pag. 1v-179, con 33 incisioni . . . . . .150

Animali da cortlle, del Prof. P. Bonrzzi, di pag. x1v-

238 con 3D incisioni . . . . .. 0 .0 ... 02

— Vedi anche Bestiame — Cane — Cavallo — Co-
lombi — Coniglicoltura — Pollicitura — Porci-
coltura.

Antlichita private del romanli, del Prof. W. Korp,
traduzione del Prof. N. Moreschi, 2° edizione, di pa-
gine xir-180 . . . . . L L . . e e e e e e

Antropelogia, del Prof. G CAm'mrm, 2* ediz., ri-

veduta ed ampliata, di pag. vir-232, con 23 incisioni. 1 50

— Vedi anche Etnografia — Fistologia — Palevetno-
logia.
Apleeltura raziomale, del Prof. G. CaNEsTRINI, 2

edizione riveduta di pag. 1v-196, con 43 incisioni . .2 —

Arabe velgare (Manuale di), di DE SterLICH e D1B
KuaDDAG. Raccolta di 1200 vocaboli e 600 frasi pii
usuali, 22 edizione. (In lavoro).

Araldiea (Grammatica), di F. TRIBoLATI, 8* edizione,
di pag. virr-120, con 98 incisioni e un'appendice sulle
“Liveee s . . . . . . . ... ...

Archeologia. — Vedi Antichita private dei romant
— Archeologia dell'arte — Monete romane — Nu-
mismatica — Paleografia — Paleoetnologia.

Archeologla dell’arte, del Prof. I. GENTILE :

Parte L Storia dell’arte greca testo, 2* ed. (esaurito).

»  Atlante per I'opera sudd. di 149 tavole,indice. 4 —

Parte IL Storia dell'arte etrusca e romana, testo,
2* ediz., di pag. 1Iv-228

w Atlante perlopen mdd. di 79 tavole, indice. 2 -
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L. ¢
Architettura itallana, dell'Arch. A. MELANI, 2 vol.,
di pag. xvimr-214 e x11-266, con 46 tavole e 113 figure,
2* edizione. . . . .6 -
L Architet. Pelasgwa, Etmsu, Itulo-Grocs e Romum.
IL Architettura Medioevale fino alla Contemporanea.
Aritmetica pratiea, del Dott. F. Panizza, di pa-
gine vi-188 . . . . . . 150
Aritmetica rulonle, del Prof. Dott. F PANIZZA,
Peodiz,. pag. xO@-210. . . . . . . .. ... 1D
Armonia (Manuale di), di G. BErRNARDL (In lavoro).
— Vedi anche Cantante — Pianista — Strumenti ad
arco — Storia della musica — Strumentazione.
Arte del dire (L), del Prof. D. FERRARI, 3* ediz.,
corretta ed ampliata, di pag. x;x-246. . . . . . .150
— Vedi anche Rettorica — Ritmica — Stilistica.
Arte del nuoto, del Prof. P. ABgo. (In lavoro).
Arte mineraria, dell'Ing. Prof. V. ZorPETTI, di pa-
gine 1v-182, con 112 figure in 14 tavole. . . . . .2 —
Artl (Le) grafiche fotomeccaniche ossia 1a Elio-
grafia nelle diverse applicazioni (Fotozincotipia, foto-
zincografia, fotolitografia, fotocollografia, fotosilografia,
ecc.), con un cenno storico sulle arti grafiche e un
Dizionarietto tecnico ; 2* ediz. corretta ed accresciuta,
con molte illustrioni ; pag. virr-197 con 12 tav. illustrate. 2 —
— Vedi anche Dizionario fotografico — Fotografia
per dilettanti — Fotocromatografia — Fotografia
ortocromatica — Litografia — Ricettario fotografico.
Asfalto (L"), fabbricazione - applicazione, dell’ Ing. E. Ri-
GHETTI, con 22 incisioni, di pag. vir-152 . . . . .2 —
Asslonrazioue sulla vita, di C. Pagany, dip. vi-152. 1 Ho
Assistenza degll infermi nell’Ospedale ed in fa-
miglia, del Dott. C. CaLLIANO, di pag. xx1V-448, con
7tavole. . . . . . . . e e e e e . o400
— Vedi anche Igiene — Modmtura antisettica —
" Soccorsi urgenza.
Astrenomia, di J. N, LoCKYER, nfntta e riveduta dal
Prof. G. CELORIA, 4* ediz. di pag. xvi-258 con 51 inc. 1 50
— Vedi anche Cosmografia — Gnomonica — Gravita-
zione — Ottica — Spettroscopio.
Atlante geegrafice-storice dell’ ltalln, del Dott.
G. GAROLLO, 24 carte, 76 pag. di testo e un’ Appendice. 2 —*
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Atlante geegrafice universale, di KIEPERT, con no-
tizie geografiche e statistiche del Dott. G. GaroLLo,
8* ediz. (dalla 70000 alla 80000 copia), 25 carte, 88 pa-

L.

gineditesto . . . . . .. I

Atmosfera. — Vedi Chmatoloma — Igroscopt —
Meteorologia — Sismologia.

Attrezzatura, manovra delle navi e segnalazionl
marittime, di F. IMpERATO, di pag. xx11-360, con

fig. 232 nel testo e xv tavole litografate . . . . . 4

— Vedi anche Doveri del macchinista navale — In-
gegnere nwale — Filonauta — Macchinista navale
— Marino.

Aviecoltura. — Vedi Animali da cortile — Colombs
domestici — Pollicoltura.

Bachl da seta, dol Prof. T. NENcI, di pag. vI-276,
2* ediz., con 41 incisioni e 2 tavole . . .

— Vedi anche Gelsicoltura — Indusiria della aeta
— Tintura della seta.

Balistiea. — Vedi Esplodenti — Manuale dell’ Uffi-
ciale — Pirotecnia — Storia dell’arte militare an-
tica ¢ moderna.

Batteriologia, dei Proff. G. e R. CANESTRINT, di pa-
ginevr-24000n29ﬂlusmzioni c e e e

— Vedi anche Anatomia wmicroscopica — Ammah
parassiti — Microscopio — Protistologia.

Belle artl. — Vedi Anatomia pittorica — Archi-
tettura staliana — Calligrafia — Ceramiche — Co-
lori e pittwra — Colori e vernics — Decorazioni
— Disegno — Disegno geometrico — Litografia —
Monogrammi — Ornatista — Pittwura — Raccogli-

— Ristauratore dei dipinti — Scoltura.

Bestlame. — Vedi Abitaziont — Alimentazione —
Animali da cortile — Cane — Cavallo — Colombi
domestici — Coniglicoltura — Igiene veterinaria —
Pollicoltura — Porcicoltura — Zootecnia.

Bestiame (Il) e Pagriceltura in Italia, del Prof. F.
ALBERTI, di pag. vir-312, con 22 zincotipie . .

Bilancheria. — Vedi Disegno, tagho e confezme
di biancheria — Macchine da cucire — Mono-
grammi.

c.

.150

.250
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Bibbia (Manuale dells), di S. M. Zaupini, d1 pa-
gine x-308 . . . . . . . e e e e e 0280

Illbllognnn, di G. O:l"rmo, 2‘ edlz. riveduta di pa-
gine v1-166, con 17 incisioni . . « + + ¢ . . . .3 —

— Vedi Dizinnorio biblicgrafico.

Bibliotecario (Manuale del), di PerzmoLpT, trada-
zione di G. Biaal e G. FuMaeaLLy, di pag. xx-364 con
un'appendice di pag. 213 . . . . . . . . . . . 750

— Vedi Dizionario bibliografico.

Billarde (Il giuoco del), di J. GELLI, di pag. Xv-179
con 79 illustrazioni . . . e o s s s e

Bilegrafia. — Vedi C’mtoforo Colombo — Dantologia
— Omero — Shakespeare.

Borsa (Operazioni di). — Vedi Debito pubblico — Va- *
lori pubblici.

Botanica, del Prof. I. D. HookEg, traduz. del Prof. N.
PebiciNo, 4* edizione., di pag. XIv-134, con 68 inc. 1 50

Bromatolegia. — Vedi Adulterazione — Alimenta-
zione — Conserve alimentari — Frumento ¢ mais
— Ladtte, burro e cacio — Panificazione.

Burre. — Vedi Latte — Caseificio.

Cacelatere (Manuale del), di G. FrRANCEsCHI, di pa-
gine vim-268, con 10 tavale e 14 incisioni nel testo. 2 50

Calel e Cementl (Impiego delle), per I'Ing. L. Maz-
ZoccHI, di pag. xu-212 con 49 ineisioni. . . . . .2 —

Calcolo infinitesimale, del Prof. E. PascaL:

Parte L Calcolo differenziale, di pag. 1x-316 con 10
incisioni (volume doppio). . « « « + « & . .3 —

Parte IL Caleolo integrale, di pag. vi-318 con 15
incisioni (volume doppio). + « « ¢ ¢« ¢« o o 3 —

— Vedi Esercizeé applicats al calcolo — Funziont el-
littiche — Determinanti e applicazions.

Calligrafia (Manuale di). Cenno storico, cifre nume-
riche, materiale adoperato per la scrittura e metodo
d'insegnamento, con 69 tavole di modelli dei principali
caratteri conforni ai programmi governativi del Pro-
fessore R. PERcossI, con 35 fac-simili di seritture,
elegantemente logato, tascabile, con leggio annesse al
manuale per tenere il modello . . . . . . « + .3 —

— Vedi anche Monogrammi — Ornatista.
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Calore (11), del Dott. E. JonEs, trad. di U. FornarrI,
di pag. vir-296 con 98 incisioni (volume doppio) . .3 —
Cane (Manuale dell’allevatore del), con molte tavole.
(In lavoro).
Cantante (Manuale del), di L. MasTrIaL, di p. x11-132. 2 —
Cantinlere. Lavori di cantina mese per mese, dell'Inge-
gnere A. STRUCCHI, di pag. VIII-172 con 30 incisioni. 2 —
Cartegrafia (Manuale teorico-pratico della), con un
sunto sulla storia della Cartografia, del Prof. E. GEL-
cIcH, di pag. v1-257, con 37 illustrazioni . . . . .2 —
— Vedi anche Celerimensura — Disegno topografico
— Telemetria — Triangolazione.
Caselficlo, di L. MANETTI, 2* edizione, completamente
rifatta di SARTORI, di pagine 1v-212, con 34 incisioni. 2 —
— Vedi anche Bestiame — Latle, burro e cacto.
Catasto (Il nuovo) itallame, dell’ Avv. E. Brunr, di
pag. x11-346, vol. doppio. . . . .3 -
Cavalle (Manuale del), del Ten. Colonnello C Vor.rm,
<@ ediz., con un'appen. Proverbi sul cavallo. (In lav.).
Cavl telegruﬂcl settomarinl. Costruzione, immer-
sione. riparazione, dell'Ing. E. JoNa,di pag. xv1-338, con
188 figure ed una carta delle eomunica.zioni telegra
fiche sottomarine . . . . . 550
Celerimensura (Manuale pratlco dl), e tavole logn-
ritmiche a quattro decimali dell’ Ing. F. BoRLETTI,
di pag. v1-148 con 29 incisioni . . . . . . . . .85
Celerimensura (Manuale e tavole di), dell'Ing. G. Or-
LANDL, di p. 1200 con quadro generale d'interpolazioni. 18 —
— Vedi anche Cartografia — Compensazione degli
errori — Disegno topografico — Geometria pratica
— Telemetria.
Cemento. — Vedi Calce e cemento.
Cementazione. — Vedi Tempera.
Ceralacche. — Vedi Vernict e lacche.
Ceramiche, majoiiche, vetrl e percellane (Guida
per il raccoglitore di), del Conte L. DE MAvurL (In lav.).
Chimiea, del Prot. H. E. Roscor, traduzione del
Prof. A. PavEsi, di pag. vi1-124, con 38 inc., 4* ediz. 1 50
— Vedi anche Alcool — Analist del- vino — Analisi
volumetrica — Chimica — Chimica agraria — Chs-
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mico industriale — Cognac — Concimi — Farma- '
cista — Infezione, disinfezione — Latte, burro.
Chimica agraria, del Dott. A. Apucco, di p. vir-328. 2 50
Chimice (Manuale del) e dell’ indnstriale, ad uso

dei Chimici analitici e tecnici, degli industriali, ecc.,

del Dott. Prof. L. GABBA, 2* ediz. (In lavoro).
Chirurgia. — Vedi Anatomia topografica — Assi-

stenza infermi — Igiene — Medicatura antisettica

— Soccorst urgenza.
Clelista (Manuale del), di A. GALANTE, riccamente

illustrato, 2* ediz. (In lavoro).
Climatelogia, di L. DE MaRCHI, p. X-204, con 6 carte 1 50
— Vedi anche Igroscops — Meteorologia — Sismologia.
Cedlce cavalieresco Itallane (Tecnica del duello), -

opera premiata con medaglia d’oro, del cav. J. GELLI,

8 ediz. riveduta di pag. xv-272 (Vedi Duellante) . 2 50
Cedice doganale italiano con commente ¢ nete,

dell’ Avv. E. Bruni, di pag. xx-1078 con 4 incisioni. 6 50
Cegnae (Fabbricazione del) e delle spirite di vimo

e distillaziene delle fecee e delle vinacee, di

DAL Piaz-p1 Prato, di pag. x-168, con 37 incisioni. 2 —
Celeotteri italiani, del Dott. A. GRIFFINI, p. XVI-334

con 215 incisioni (volume doppio) . . . . .3 -
Celombi demesticl ¢ colombicoitura, del Proi. P
Bonizzi, di pag. vi-210, con 29 incisioni . . . N .

— Vedi anche Bestiame — Cane — Cavallo — Com-
glicoltura — Pollicoltura — Porcicoltura.

Celorl e la pittara (L scienza dei),del Prof. L. GUAITA,

Celeri o vernlel, di G. GORINI, nuova edxzione total~
mente rifatta, per I'Ing. G. AprpiaNL (In lavoro).

— Vedi anche Fotografia — Luce e colori — Vernici.

Coltivaziene ed industrie delle plante tessiii,
propriamente dette e di quelle che danno materia per
legacci, lavori d’intreccio, sparteria, spazzole, scope,
carta, ecc., coll'aggiunta di un Dizionario delle piante
ed industrie tessili, di oltre 3000 voci, del Prof. M.
A. SavoraNaN D’Osorpo, di pag. xm-476, con 72 inc. 5 —

Compensazione degii errert con speciale applica-
ziene al rilievi geodeticl, di F. CroTTI, pag. 1v-160. 2 —
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Cowmpesitere-Tipegrafe (Manuale dell allievo), di
S. Lawpr (In lavoro).
Computisteria, del Prof. V. Girrr, vol. L Computi-
steria commerciale, 3* ediz., di pag. vi-168. . . .150
— Vol. IT. Computisteria finanziaria, di pag. vm~156 150
Cemputisteria agraria, del Prof. L. PETRI, di pa-
gine VIFZIZ . . . . ¢ s e s 4 0 0 s e e o o1
— Vedi Contabilita.
Cencia delle pelil ed artl affinl, di G. GoriN,
3* edizione interamente rifatta dai Dott. G. B. FRAN-
CESCHI e G. VENTUROLI, di pag. 1x-210, . . . . .2 —
Conclliatore (Manuale del), dell'Avv. G. Puucmx.
Guida teorico-pratica con formulario completo pel Con-
ciliatore, Cancelliere, Usciere e Patrocinatore di cause.
32 ediz. tutta riveduta ed ampliata dall’autore e messa
in armonia con 1'ultima legge 28 luglio 1895. p. x-465 3 —
Cenclmi, del Prot. A. Funaro, di pag. vir-258 . . .2 —
Cenfezione d’abitl per signera. — Vedi Disegno,
taglio e confezione di biancheria.
Coniglicoltura pratiea, di G. LicctarpeLLI (In lav.).
Conserve alimentarl, di G. GorINg, 3°* ediz. intera-
mente rifatta dai Dott. G. B. FRANCEscHI e G. VEN-
TUROLL di pag. vim-256. . . e e e e e e 22—
Contablilta. — Vedi Compututcm commerciale —
Computisteria finanziaria — Computisteria agraria
— Contabilita comunale — Contabilita generale dello
stato — Interesst e scontt — Logismografia — Pega
giornaliera — Ragioneria — Ragioneria delle Caoo-
perative , — Ragioneria industriale — Scritture
d’affars — Societd di mutuo soccorso — Valori
pubblici.
Ceontabilita comunale, secondo le nuove disposizioni
legislative e regolamentari (Testo unico 10 febbraio 1839
e R. Decreto 6 luglio 1890, del Prot. A. Dk BRruN,

dipag. vim244. . . . . I & )
Centabllita generaie delle smo, dell’ Avv. E.
Brunt, pag. xo-422 (vol. doppio) . « . . . .3 -

Cosmografia. Uno sguardo all’ Umverao, di B M.
LA LETA, di pag. x11-197, con 11 incisioni e 3 tavole. 1 50
Cestlituzione degll stasl. — Vedi Diritti ¢ doveri
— Ordinamento.

I |
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Ceostruttere uavale (Manuale del), di G. Ross1. (In
lavoro\.

Cristallegrafia geometries, fisica ¢ chimiea ap-
plicata ai minerali, del Prof. F. SAnsonN1, di p. xvi-368,
con 284 incisioni nel testo (vol. doppio). « « « . .8 —

— Vedi Geologia — Mineralogia.

Cristoforo Celembo, di V. BELLIO, con 10 incisioni,
dipag. Iv-136 . . . . . . . . ... .150

Crittogame. — Vedi M’alatttc mttoga»uche

Crmoguﬂ- (La) diplomatica, militare e commerciale,
ossia l'arte di cifrare o decifrare le corrispondenze
segrete, del Conte L. Gioppr. (In lavoro).

Crenologla. — Vedi Storia e cronologia.

Cubatura del legnami (Prontuario per la), di G. BEL-
LUOMINT, 2* ediz. aumentata e corretta, di pag. 204 . 2 50

Curve. Manuale pel tracciamento delle curve delle Fer-
rovie e Strade carrettiere di G. H. KrSENKE, tradu-
zione di Li. LoRrIA, 2* edizione, di pag. 164, con 1 tav. 2 50

Dantologla, di G. A. ScarTAZZINI, 2* ediz. Vita ed
Opere di Dante Alighieri, di pag. vI-408 (vol. doppio) 3 —

Deblte (1) pubblice italiane o le regole e i modi per
le operazioni sui titoli che lo rappresentano, di F, Az-
ZoNI, di pag. vir-376 (vol doppio). . . « . . . .8 —

— Vedi Operaziont di borsa.

Decerazione e industrie artistiche, dell’Arch. A.
MEgrani, 2 vol di complessive pagine xx-460, con
118 incieioni . . . . .6 —

Determinantl e appllmto-l del Prof E PABCAL
(In lavoro).

— Vedi Calcolo tnfinitesimale — Esercizi di caloolo
— Funzioni ellittiche.

Didattiea per gli alunni delle scuole normali e pei mae-
stri elementari del Prof. G. SoLr, di pag. vim-214 .1 50

Digeste (1), di C. FErRINI, di pag. Iv-134. . . . .150

Dinamica elementare, del Dott. 0. Carraxgo, di
pag. virr-146, con 25 figure . . . . . . . . . 150

— Vedi Termodinamica.

Diritti e deverl del elttadini, secondo le Istituzioni
dello Stato, per uso delle pubbliche scuole, del Prof. D.
MarrioLr, 8* ed., di pag. xv1-206. . . . . . . .150
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Diritte amministrative giusta i programmi gov:
tivi, ad uso degli Istituti tecnici, del Prof. G Lonu.

2* edizione, di pag. xx11-508 (volume doppio). . . .8 —
— Vedi anche Legge comunale — Contabilitd comu-

nale.

Diricte etvile (Compendio di), del Prof. G. Loris, giusta
i programmi govematm ad uso degli Istituti Tecnici,

di pag. xv1-336 (volume doppio). . . . . . . . . 3 —
Diritie civile italiane, del Prot. C. ALBICINT. p. vIZ-128 1 650
Diritte commerciale itallane, di E. Vmari, di

pag. x-514 (volume doppio). . « « « « + ¢ 4 . 33—
— Vedi Mandato.

Diritte comunale e provineiale. — Vedi Diritto
amministrativo — Legge comunale — Contabilitd
comunale.

Diritte costituzienale, di F. P. CoNTuzzI, 2* ediz.,

di pag. xvI-370 (volume doppio). . . . . . . .3 -
Diritte ecclesiastice, C. OLMO, p. X1T-472 (Vol. dop]no) 8 —
Diritte internazienale private, dell'Avy. Prof. F. P.

Contuzzl. di pag. xv1-392 (volume doppio) . . . .8 —
Diritte internazionale pubblice, dell’Avv. Prot.F.P.

Conruzzl, di pag. xm-320 (volume doppio). . . . 8 —
Diritte pemale, dell’'Avv. A. SToPPATO, di p. vII-192, 1 650
Diritte romane, del Prof. C. FERRIN, di pag. vir-132 1 50
Disegnatere meceanice e nozioni tecniche generali

di Aritmetica, Geometria, Algebra, Prospettiva, Resi-

stenza dei materiali, Apparecchi idraulici, Macchine

semplici ed a vapore, Propulsori, per V. Gorr1, 2¢
ediz. riveduta, dxpag xx1435, con 363 figure . b -

Disegme. I principii del Disegno, del Prot. C. Bon'o,

3* ediz., di pag. Iv-208, con 61 silografie . . . . .2 —
Disegne assememetrice, del Prof. P. Paoroxi, di pa-

gine 1v-122 con 21 tavole e 23 figure nel testo. . .2 —
Disegne geemetrice, del Prof. A. ANTrLLI, di pa-

gine vixr-85, 6 figure nel testo e 26 tavole litografiche 2 —

Disegne Industriale, di E. GiorLr. Corso regolare
di disegno geometrico e delle proiezioni, Degli sviluppi
delle superfici dei solidi, Della costruzione dei princi-
pali organi-delle macchine, Macchine utensili, di pa-
gine v-218, con 208 problemi risolti e 261 figure 3 —
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Disegne di projezieml ortegonsift, del Prof D.
LANDI con molte tavole. (In lavoro).

Disegne topegrafice, del Capitano G. BERTELLI.,

2* ediz. di pag. vi-137, con 12 tavole e 10 incisioni .2 —

— Vedi anche Cartografia — Celerimensura — Pro-
spettiva — Telemetria — Triangolagions.

Disegne, taglieo ¢ confexione dif hiancheria (Ma-
nuale teorico pratico di), di E. BoNETTI, con un
Dizionario di nomenclatura, di pag. vrr-216 con 40 tav, 3 —

Disegno, taglie e confezione di abitl da signora,

di EMinia Cova, con 40 tavole illustrative . . . .8 —

Disinfezione. — Vedi Infezione.

Distillazlone. — Vedi Alvool — Analisi del vino —
Analiss volumetrica — Chimica agraria — Chimsco
— Cognac — Farmacista — Liquorista.

Ditterl itallant, di Paoro Lioy (Entomologia III),

di pag. vi-356, con 227 incisioni (volume dopplo) . .3 —

Dizienarie alpino Italiane. Parte 1*: Vette e valichs
staliani, dell'Ing. E. BieNaMI-SoRMANL. — Parte 2*:
Valli lombarde e limitrofe alla Lombardia, dell'Ing. C.
Scorarl, dipag. xxx310. . . . . . . . . . .880

— Vedi anche Alpi — Prealpi.

Dizienarie Eritree italiane arahe-amarice, rac-
colta dei vocaboli pilt usuali nelle principali lingue par-
late nella colonia eritrea, di A. ALLor1, p. xxXTI1-204, 2 50

— Vedi Grammatéoca galla — Lingue d’ Africa — Tigré.

Dizienarie hibilografice, di U, ARLIA, di pag. 100. 1 50

— Vedi Bibliografia — Bibliotecario.

Dizienarie Filatelice, per il Raccoglitore di franco-
bolli con introduzione storica e bibliografia, di J,
GELLL, dipag. Lxxv-413. . . . . . . . . . .. 4 50

Dizlienarie tomnoo pei dilettanti o mﬁsuonlsﬁ.
con oltre 1600 vodi in 4 lingue, 500 sinonimi, 600 formule,

di L. Groppi, pag. vi-600, con 95 inc. e 10 tav.. , 7 60

— Vedi Arti grafiche — Fotocromatografia — Foto-
grafia ortocromatica — Fotografia per dilettanti —
Ricettario totografico.

Dizienarie goegrafice universale, del Dott. G, Ga-
ROLLO, 4* edizione eomplmmenw rifatta. Uscind in
autunno 1896,
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Dizienarie teenice italiane, tedesco, francese e
inglese, dellTog. E WEBBER. 4 volumetti (In lav.).
Dizienarie termini delle corse, di C. Vorring, p.47. 1 —

Dizionarie universale delle lingue ttaliana, te-
desea, inglese e frameese, disposte in un unico
alfabeto. 1 vol. di pag. 1200 . . . « « « . « o «8—

Diztomarle volapiik. — Vedi Volapiik.

Dogane. — Vedi Codice doganale — Trasporti e ta-
riffe.

Detiriua pepelare, in 4 lingue. (Italiana, Francese,
Inglese e Tedesca). Motti popolari, frasi commerciali e
proverbi, raccolti da G. SEssa, 2* ediz., di pag. Iv-212. 2 —

Deverl del macchinista navale e condotta della
macchina 8 vapore marina ad uso dei macchinisti navali
e degli Istituti nautici, di M. LieNaRoLO, p. XVv1-303. 2 50

Duellante (Manuale del) in appendice al Codice caval-
leresco. Opera premiata con medaglia d’oro e con
diploma d'onore, del cav. J. GELLi, 2* edizione, di

pag. vi-256, con 27 tavole . . . . . . . . . . 2 50
Ecenoemia dei fabbricati rurall, di V. Niccorr, di
Pag. VI-192. . . . . . 0 0 e e e e e e e .2 —

- Vedx anche Eotmo rurale — Legislazione mrale
Ecenemia pelitica, del Prof. W. 8. JEvoxs, traduz.
del Prot. L. Cossa, 3* ed., riveduta, di pag. x1v-174. 1 50
— Vedi anche Diritti e doveri — Diritto civile —
Diritto commerciale — Divitto ecclesiastico — Di-
ritto internazionale — Diritto penale — Diritto
romano — Ordinamento degli Stati — Scienza delle
finanze.
Edilizia. — Vedi Abitaziont animali domestici —
Architettura staliana — Asfalto — Calci e cementi
— Fabbricati civili — Economia fabbricati rurali
— Fognatura cittadina — Ingegnere civile — Mar-
mista — Proprietario di case ed opifici — Ricchezza
mobile — Resistenza dei materiali — Riscaldamento
e ventilazione degli ambients abitati — Travi metal-
liche composte.
Elettricista (Manuale dell), di G. CoromBo e R. FEr-
BINI, di pag. vi-204-44, con 40 incisioni . . . . . 4 —
Elettricita, del Prof. FLEEMING JENKIN, traduz. del
Prot. R. FEreDq, di pag. vin-180, con 82 incisioni. 1 50
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— Vedi Cavi telegrafici sottomarini — Elettricista —
Galvanoplastica — Illuminasione elettrica — Ma-~
gnetismo ed elettricitda — Telefono — Telegrafia —
Unita assolute,

Embriclogia e morfologia gener-le, del Prot. G.
CATTANEO, di pag. x-212, con 71 incisioni. . . L1580

Eneclclopedia Haepil (Piccola), in 2 volumi di 3%
pagine di due colonne per ogni pagina, con Appen-
dice (146,740 voci). L'opera completa elegantem. leg. 20—

Energla fislea, di R. FERRINT, di p. vI-108, con 15 inec, 1 50

— Vedi anche Calore — Dinamica — Luce e suono
— Termodinamica.

Enologla, precetti ad uso degli enologi italiani, del
Prof. u. Orravy, 3* ediz., riveduta e ampliata da A.
Srruccal. (In lavoro).

— Vedi anche 4lcool — Analisi del vino — Cantiniere
— Cognac — Liquorista — Malattie ed alterazions
dei vini — Uva passa — Uva da lavola — Vmo
— Viticoltura.

Enologia domestica, di R. SERNAGIOTTO, pag. VIII-223, 2 —

Entomologia. — Vedi Animali parassiti — Apicol-
twra — Bachi da seta — Coleotteri — Ditters ita-
liani — Imbalsamatore — Insetti nocivi — Inselts
utils — Lepdotteri italiani — Naturalista viag-
giatore — Ortotteri — Zoologia.

Rquazienl. — Vedi Algebra complementare — Eser-
cizi & alyebra,

Eritrea. — Vedi Dizionario eritreo, italiano-arabo
— Grammatica galla — Lingue d'Africa — Pro-
dotti agricols del Tropico — 1'igré-italiano.

Errori e pregludizi velgari, confutau colla scorta
della scienza o del razioanio da . STRAFFORELLO,

dipag.Iv-170, . . . . . . . 160
Esercizl di algebra ele-enure, del Prof. P

CHERLE, di pag. viu-135, con 2 incisioni . + . . , 4150
— Vedi Algebra.

Kserelzi dl calcaelo infinitesimale (Calcolo differen-
ziale e integrale), del P’rof. 1, PASCAL, di pag. xx-372
(volume doppio). « . . . . . “ e e e e .3 -

— Vedi Calcolo infinitegimale — Determmmtz e ap-
plicazions — Funzioni ellittiche, .
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Esercizi df geometria, del Prof. PmomrriE. (In
lavoro).

Esercizi di tradazicne a complemento della
grammatica framecese, del Prof. G. PrRAT, p. vr-183 150

— Vedi Grammatioa — Letteratura.

Esereizt di traduzione con vocabelario a com-
plemente della grammatioa tedesoa, del Prof. G.
ADLER, dipag. 1v-236 . . . . . . . ... . .150

— Vedi Grammatica —~ Letteratura.

Esercizl geograficl e gquesiti, di [.. Hucurs, sal-
PAtlante di R. Kiepert, 3» odiz. (In lavoro).

Esercizi greel per la 4* classe ginnasiale in correla-
zione alle Nozions elementari di lingua greca, del
Prof. V. INaMA ; di A. V. BisconTr, di pag. xx1-237. 1 50

Esercixi iatini con regole (Morfologm generale), del
Prof. P. E. Cerer, di pag. xm-832 . .1

— Vedi anche Grammatwa latina — Letwramra :
romana. )

Esplodenti e modo di fabbrlearll, R.MoLINA, p.xx-800 2 50

Estetlea, dol Prof. M. P1ro, di pag. xx-280 . . . .150

— Vedi Etica — Filosofia — Logica — Paicologia

Estime rurale, di F. OAREeA D1 MURIOCE, p. VI-164. 8 —

— Vedi Agronomia — Catasto — Celerimensura —
Disegno topografico — Economia.dei fabbricati re-
rali — Geomelyia pratica — Triangolasions.

Etlea, del Prof. L. Friso. (In lavoro).

Etnografia, B. MavLFATTI, 2° ed. inver. rifusa, p. v1-200 1 50

— Vedi Antropologia.

Etnologla. — Vedi Paleoetnologia

Fabhricatl civill di ahlulloul del Prof, C. Lv,
con molte ineisioni. (In lavoro).

— Vedi anche Edslizia

Fabbre. ~ Vedi Honditore — Operaio — Tomitore.

Falegmameo od ehanista. Naturs dei legnami, manters
di conservarli, prepararli, colorirli e vernidarli, loro
cubatura, di G. BELLUOMINI, pag. x-188, con 43 ino. 2 —

Farmaoista (Manuale del), del Dott. P. E. ALnssaNDR],

di pag meﬂ%,mmtavoﬂ)mddonioﬁdmliow

Ferro. — Vedi 500 meocanismi < Ingegnere vivils
- Iuemn mwalc Metalh Opmuo ~ Roa
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sistenza materiale — Siderwrgia — Tempera —
Travi metallici.

Ferravie. — Vedi Codice doganale — Cwrve — Mac-
chintsta e fuochista — Trasporti e tariffe.

Filatara. Manuale di filatura, tessitura e lavorazione
meccanica delle fibre tessili, di E. GroTHE, traduzione
sull'ultima edizione tedesca, di p. virx-414, con 105 inc. 6 —

— Vedi anche Coltivazione — Piante industriali.

Filatara della seta, di G. PasquaLis. (In lavoro).

I?Ilologlnelu-le-,greuel.tlu.v Inuu,p.m-lﬂé 1560

Fllonauta. Quadro generale di navigazione da dnpomo
o consigli ai principianti, con un Vocabolario tecnico pii1
in uso nel panfiliamento, del Capitano G. OLIVARI,
dipag. xvi-286. . . . . . . . . . . . . . 250

Filosnaefia. — Vedi Estetica — Etica — Filosofia nw-
rale — Logica — Psicologia — Psicologia fisiologica.

Filosefia morale, di L. Friso, p. xvi-346 (vol. doppio) 3 —

Finanze. — Vedi Debito pubblico — Scienza delle
finanze — Valori pubblici.

Fiorl artificlall, di O. BALLERINI, con molte illustra-
zioni. (In lavoro).

Florl. — Vedi Botanica — Floricoltura — Orticol-
tura — Piante e fiori.

Fistea, del Prof. BALFOUR STEWART, trad. del Prof. G.
CANToNT, 4* ediz., di pag. x-188, con 48 incisioni . . 1 50

— Vedi Calore — Energia fisica — Luce e suono.

Fislelogia, di FosTER, traduz. del Prof. G. AvLBINI,

3* ediz.. di pag. xm-158. con 18 incigoni . . . 150
Flericoltura (Manuale di), di C. M. Fratelli Bom. di
pag. vIr-186, con 61 incisioni. . . . . . . P

— Vedi anche Botanica — Orticoltura — Piante e fiori.
Fognatura cittadina, dell'Ing. D. SpaTaro, di pa-
gine x-684, con 220 figure e 1 tavola in litografia. .7 —
Fonditere In tutil { metaiii (Manuale del), di G. BEL-
LUOMINT, di pag. 146, con 41 incisioni . . . . . .2 —
— Vedi anche Operaio.
Fonologia greea, del Prof. A. OmQuINL (In lavoro).
Fenologla italiana, del Dott. L. SToPPATO, p. vIII-102. 1 50
Fonalogia latina, di S. ConsoLr, di pag. 208 . . .150
Fetecromatografia (La), del Dott. L. Sassi, di pa-
gine xvr-438, con O incisioni . . . . , . + . 3 —

e
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Fetografia ed artl aful. — Vedi Arti grafiche —
Dizionario fotografico — Fotocromatografia — Fo-
tografia ortocromatica — Fotografia per dilettanti
— Litografia — Ricettario fotografico.
Fotegrafia ertecremaiica, del Dott. C. BONAOINI,
con incisioni e tavole. . . . . . . . . .. . . 2 —
Fetegrafia pel dilottanti. (Come il sole dipinge), di
G. MUFFONE, p. x11-306, 8* ed. rifatta ed aument., 83 inc. 2 —
Frumente e mals, di G. CANTONT, p. vI-168 ¢ 18 incis. 2 —
Frutta minert (Le), di A. Puocy, di pag. vir-192, con
Bincisioni . . . . . . o 00000 . 250
Frutticeltura, del Prot. Dott. D. TaMaro, 2¢ ediz.,
con 88 illustrazioni, di pag. xvi-225 . . .2 -
Foiminl o parafaimini, del Dott. Prot. E Om
STRINI, di pag. vir-166, con 6 incisioni. . . . . .2 —
l'-nghl (I) ed | ¢tartufl, loro natura, storia, coltura, con-
servazione e cucinatura. Cenni di Foroo Bruwr, di
pag. vII-I8Y . . . . . L L 0 o s e e e 2 —
Funzienl ellittiche, del Prof. E. Pascar, di pag. 240. 1 50
— Vedi anche Calcolo infinitesimale — Esercizi ap-
plicati al calecolo — Determinanti e applicazions.
Galvaneplastica, ed altre applicazioni dell'elettrolisi,
Galvanostegia, Elettrometallurgia, Affinatura dei me-
talli, Preparazione dell'alluminio, Sbianchimento della
carta e delle stoffe, Risanamento delle acque, Concia
elettrica delle pelli, ecc., del Prof. R. FERRINT, 2* ed.,
completamente rifatta, di pag. xm-392 con 45 incisioni. 4 —
Gelsicoltura, del Prof. D. TAMARO, p. XVI-175622inc. 2 —
Geodesia. — Vedi Compensazione degli errori —
Celerimensura — Curve — Disegno topografico —
@eometyia pratica — Telemetria — Triangolazioni.
Geodiuamica. — Vedi Dinamica — Meccanica —
Sismologia — Termodinamica — Vulcanismo.
Geografia e steria del globo. — Vedi Alpi —
Atlante wniversale — Atlante dell’ Italia — Carto-
graﬁa — Catasto — Cristoforo Colombo — Dszio-
nario alpino — Dizionario geografico — KEsercizs
geograficc — Etnografia — Geografia — Geografia
classica — Geografia fisica — Geologia — Mare —
Paleoetnologia — Prealpi bergamasche — Prontuario
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di geografia e statistion — Sismologia — Statistion ~
Vuloanismo.
Geografla, di G. Gnovu. trad. del Prof. E. GALLETTI,
2 ediz., riveduta, di pag. xm-160, con 26 incisioni. . 1 50
Geografia classica, di H. F. Tozzgr, traduzicne e
note del Prof. I. GENTILE, §* ediz., di pag. 1v-168, .1 50
Geografia fisica, di A, GRIKIR, traduzione sulls 6*
ediz. inglese di A. SToPPANI, 8* edis., di pag. Iv-183,
con 20 incisiond. . . . . . . . ....160
Geologia, di GEIKIR, traduzione snlla 3‘ edizione ine
glese di A. Stoppant, 3* ed.. di p. viI-154. con 47 inc. 1 50
— Vedi Cristallografia — Mineralogia — Paleografia.
Geometria analitica delle spasie, del Prot. F.
AscaiEry, di pag. vi-196, con 11 incisioni. . . . . 150
Geometria analitica del pianae, del Pr, F. AscHIERI,
di pag. vi-194, con 12 incisioni . . . . . + . . . 150
Geometria descrittivadi F. AscHiERI, 2° edmone.
(In lavoro).
Geomeitria meirica o trigonometria, dol Prof S.
PINCHERLE, 4* ediz., di pag. 1v-1568, con 47 incisioni. 1 50
Geometria pratiea, dell'Ing. Prof. G. EREDR, 2* ediz.,
riveduta, di pag. x-184, con 124 incisioni . . . . .2 —
— Vedi Celerimenswra — Disegno assonomeltrico —
Disegno geometrico — Disegno topografico — Geo-
desia — Regolo calcolatore — Statica — Telemetria
— Triangolazions.
Geemetria prejettiva del piane ¢ della stella,
del Prof. F. AscHIERI, 2* edizione, di pag. vi-228, con
86 incisioni. . . . . . . .. .. 0. .160
Geometria projeulv. dello spazioe, del Prof. F. A
SCHIERI, 2* ediz. rifatta, di pag. vi-264, con 16 incis. 1 50
Geemetria pura eolementare, del Prot. S. Pm- -
CHERLE, 4* ediz., di pag. viu-159, con 112 incisioni . 1 60
Glardine (1) Infantile, del Prof. P. Qonri, di pe-
gine 1v-214, con 27 tavole (vol. doppio). « + « . .8 —
— Vedi anche Giuochi ginnastici.
Ginnastlea (Storia dells), di F. Varrgrrr, di p. vin-184. 1 50
Ginnastica femmintle di VALLETTI, p. vI-112,067ill. 2 —
Ginnastica maschile (Manuale di), per cura di J.
GELLI, di pag. vI-108, con 216 incisloni « « + . 8 —
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Glaielleria, ereficeria, ore, argente e platine,
di E. BosrLLl, di pag. 836, con 125 incisiont . . .4 —
Gluochi, sport e eelleziont. — Vedi Spnrt.
Gluochi ginnastici per la gloventa delie seuole
e del popolo, raccolti e descritti di F. GaBrIELLY,
di pag. xx-218, con 24 tavole illustrative . . . .
Glurisprudenza e legislazione. — Vedi Catasto —
Codice doganale — Conciliatore — Debito pubblico —
Digesto — Diritti e doveri — Divitto amministrativo
— Diritto civile — Diritto commerciale — Diritto
costituzionale — Diritto ecclestastico — Diritto in-
ternazionale privato — Diritto infernarionale pub-
blico — Divitto penale — Divitto romano — KEco-
nomsa politica — Imposte dirette — Legge comu-
nale e provinciale — Legislazione rwrale — Mandato
commerciale — Notaro — Ordinamento stati liberi
di Ewropa — Ordinamento stati liberi fuort di
Europa — Proprietario di case — Ricchezza mobile
— Scienza delle finanze — Testamenti.
Glottologla, del Prof. G. DE Grraorio. (In Javoro).
— Vedi anche Crittografic — Letterature diverse —
Lingua gotica — Lingue neolatine — Paleografia
— Sanscrito.
Gnomonlea ogsia ’arte di costruire orologl se-
lari, del Prof. La Leta. (In lavoro).
— Vedi Orologeria.
Grafelogia, di C. LoMBROSO, con 470 fac-simili, di
Pag. 2. . . L L L o L e e e e e e e e 350
Grammatica araldica. — Vedi Araldica
Grammatica o dizienarvie delia lingua detl Galla
(eremenlea), del Prof. E. VITERBO.
Vol. I Galla-Italiano, di pag. vox-152 . . .
Vol. IL Italiano-Galla, di pag. rxtv-108, . .
Grammatica francese, del Prof. G. Prar, p. x!-%’l
— Vedi Ksercizi di tradusione — Letteratura.
Grammatica greca. (Nozioni elementart di lingua
greca), del Prof. Inama, 2* edizione, di pag. xv1-208. 1 50
— Vedi Esercizs — Letteratura.
Grammaitiea della lingua greca mederna, del
Prof. R. LoveRra, dipag. vx-164 . . . . . . . .1560
Grammatiea inglese, dol Prof. Luet Pavia, p. x11-260 1 60

. 260
. 260
160

B
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Grammatica itallana, di T. Concm,zaedizione ri-

veduta, di pag. xvi-230. . . . . . . . . . . .150
Grammatica latina, del Prof. L. VALHAGGL. P x-250 1 50
— Vedi Esercizi latint — Letteratura romana.
Grammatica olandese (Elementi di), di M. Mor-

GANA. (In lavoro).
Grammatica e vocabolario della lingua rumena,

del Prof. R. LOVERA, di pag. viz-200 . . . . . . 150
Grammatica spagnuela, del Prof. L. Pavia, p. x11-194 1 50
— Vedi Letteratura.
Grammatica tedesea, del Prof. L. Pavia, p. xvirr-254. 1 50
— Vedi Esercizi di traduzione — Letteratura.
Gravitaziene. Spiegazione elementare delle principali

perturbazioni nel sistema solare di Sir G. B. Ay,

traduzione, note ed aggiunte di F. Porro, 50 inc.,

dipag. xxxv-176 . . . . . . . ... .. .. 150
Grecia antiea. — Vedi Arte greca — Storia antica.
Humus (L), la fertilita e I’'igiene del terreni

culturall, del Prof. A. CasaLi, di pag. xvi-220 . .2 —
Idraulica, del Prof. Ing. T. PErpoNI. (In lavoro).
Idreterapia. — Vedi dcque.
Iglene. — Vedi Acque minerali — Fognatura citta-

dina — Igiene del lavoro — Igiene vita pubblica

e privata — Igiene privata e medicina popolare —

Igiene rurale — Igiene scolastica — Igiene veteri-

naria — Infezione, disinfezione e disinfettanti —

Medicatura antisettica.
Iiglene del lavere, TRAMBUSTI A. e SANARELLI. di pa-

gine vm-362, con 70 incisioni. . . . . . . . . .250
Igiene della vita pubblica e privata, del Dott. G.

Faparnr, dipag. xxi-250 « & & o v 2 o . o . . 200
Igiene privata e medicina popolare ad uso delle fami-

glie, di C. Bock, trad. di E. PARIETTI sulla 7* ediz. ted.

con una introduzione di G. SorMANI, di pag. x1-378. 2 50
Igiene rurale, A. CARRAROLI, pag. X-470 (vol. doppio). 3 —
Igiene scolastioa, di A. REPossI, 2" ed., di pag. Iv-246. 2 —
iglene veterinaria, del Dott. U. Barpr, di p. vi-228. 2 —
igrascopi, Iigremetri, umidita aimesferica, del

Prof. P. CaNToNI, di pag. X1-146, con 24 inc. e 7 tab. 1 60
(lluminaziene eletirica (Impianti di), dell’'Ing. E.

— P1azzoL1 .:3* edizione interamente ritatta. (In lavoro).
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Imbalsamatere (Manuale dell), preparatore tessider
mista, di R. GeerRO. 2* ed. riv,, di p. xmx-148, 38 inc. 2 —
— Vedi Naturalista viaggiatore.
Imposte dirette(Riscossione delle), B, BRunt, p. vim-158 1 50
—bVedi anche Proprietario di case — Ricchezza mo-
ile.
Industria della car¢a, dell'Ing. L. Sm'ronl (In lav.)
Industria della seta, di L. GaBsa, 2* ed., p. 1v-208. 2 —
Industria (L) steariea. Manuale pratico dell'Ing. E.
Magrazza, di pag. 288, con 76 inc. e con moltetab.!i—-
Endustrie diverse. — Vedi Apicoliura — Arte mi-
neraria — Asfalto — Colors e vernici — Concia
pells — Caseificin — Concimi — Conmserve — De-
corazions — Falegname — Fiori artificiali — Flo-
ricoltura — Fonditore — Fotografia — Frutti-
coltura — Gnomonica — Industria della carta —
Industria stearica — Imbalsamatore — Latte, burro
e cacio — Marmista — Meccanico — Molini — Olii
vegetali, animali ¢ minerali — Operaio — Orticol-
tura — Qstricoltura — Panificazione — Piccole in-
dustrie — Pirotecnica — Piscigoltura — Pittura
— Pollicritura — Pomologia artificiale — Saponeria
— Scoltura — Vernici e lacche.
Industrie tesslli. — Vedi Bachi da seta — Colti-
vazione e industria delle piante tessili — Filatwra
— Filatura della seta — Gelsicoltura — Industria
della seta — Piante tessili — Tessitore — Tintore
— Tintwra della seta.
Infezlone, disinfexione e disinfettantl, del Dottor
Prot. P. E. ALEssaxDRrI, di pag. vim-180, con 7 inc. 2 —
Kugegnere clvile. Manuald dell Ingegnere civile eindu-
striale, di G.. CoLomBo, 14* ed. (34°, 35° e 36° migliaio), di
pag. xxv-356, con 203 figare . . . . . . . . . .DEO
11 medesimo tradotto in francese da P. MaromLaG. 5 50
Ingegmere navale. Prontuario di A. CieNont, con
36 fig., di pag. xxxm-292, Leg. in tela L. 450, in pelle. 5 50
Ingegnerla. — Vedi Matematica e Ingegneria.
Ensestl neolvl, F. FRANCESCHINI, p. VLI-204. 96 incis. 2 —
Ensett! utlll, F. FRANCESCHINI, p. x11-160, 43 inc. o 1 tav, 2 —
"Interesse o scente, di BE. GAGLIARDI, di pag. vi-204. 2 —
Hutlolagia. — Vedi Ostricoltura — Piscicoltura.
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L. e

Latte, burre e cacle. Chimica analitica applicata al
caseificio, del Prof. SARTORI, di pag. x-162, con 24 in¢. 3 —

— Vedi Caseificio.

Laveri di terra (Manuale di), dell'Ing. B. LEoNI
(In lavoro).

Laveri femminill. — Vedl Confesione d’abiti per
signora ¢ Uarte del taglio — Disegno, taglio e con-
fezioni di biancheria — Macchine da cucire e da
ricamare — Monogrammi — Ornatista.

Legge (La nuova) comunale e previnclale, anno-
tata dall’Avv. E. MazzooooLo, 3* ediz., con 1'aggiunta
di due regolamenti e due indici, di pag. vimr-728 . . 4 50

Legge comunale (Appendice alla) del 22 e 23
lugiie 1894, di E. MazzoccoLo, di pag. vi-236. 2 —

Leggl. — Vedi Catasto — Codice doganale — Con-
ciliatore — Debito pubblico — Digesto — Diritto
amministrativo-civile-commerciale-costituzionale- ec-
clestastico-internazionale-penale-romano — Imposte
dirette — Legge comunale — Legislazione rurale —
Mandato commerciale — Notaio — Ordinamento
degli stati — Proprietario case — Ricchezza mobile
— Scienza finanze — Testamenti — Valori pubblici.

Legisiazione rurale secondoil programmagovernativo
per gli Istituti Tecnici dell’Avv. E. BRUNI, di p. x1-422 3 —

Legnaml. — Vedi Cubatura det legnami — Fale-
gname.

Lepidotterl 1taliani, del Dott. A. GrIFFINI, di pa-
gine vir-238 con 149 incisioni . + + + ¢+ . . . 150

— Vedi Animali parassiti — Coleotteri — Ditterr —
Insetti — Qrtotteri.

Letteratura albanese (Manuale di), del Prof. A.
STRATICO, di pag. xx1v-280 (volume doppio) . . . .8 —

Letteratura americana, di G. STRAFFORELLO, D. 158 1 60

Letteratura danese. — Vedi Letteratura norve-
giana.

Letteratara ebraiea, di A. REVEL, 2 vol., di pag.364. 8 —

Letteratura egiziana, del Dott. L. BricrorL (In lav.).

Letteratura francese, del Prot. F. MARCILLAC, trad.

di A. Paganint, 2* ediz., di pag. vimr-184 . . . . . 160

— Vedi anche Grammatica francese — Esercizi per
la grammatica francese.
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Letteratura greca, del Prof. V. INnaua, 11°* ediz., mi-
gliorata (dal 40° al 46° migliaio), di pag. vir-2334 . .1 50

— Vedi anche Esercizi greci — Filologia classica —
@lottologia — Grammatica greca — Verbi greci.

Letteratura indiana, del Prof. A. DE GUBERNATIS,

di pag. vI-159 . . . . e o+ o150
Letteratura inglese, del Prof. E. Soum 3* ediz.,

dipag. VII-194 . . . . . ¢ 4t ¢ 0 e e 0 . o100
— Vedi anche Grammatica inglese.

Letteratura islandese, di S. AMBROSOLL (In lavoro).

Letteratura ltaliana, di 0. FENINT, 4* ed.. di p. vI-204 1 50

Letteratura latina. — Vedi Esercizi di gramma-
tica latina — Filologia classica — Fonologia la-
tina — Grammatica latina — Letteratura romana.

Letteratura norvegiana, di S. ConsoLl, p. xvi-272, 1 50

Letteratura persiana, del Prof. I. Pizz1, di pag. x-208. 1 50

Letieratura prevenzale, A. Resrorr, di pag. x-220. 1 50

Letteratura romana, del Prof. F. RaMoriNo, 8* ediz.
riveduta e corretta (dall’8° al 12° migliaio), p. 1v-320. 1 50

Letteratura spagnuela e perteghese, del Prof. L.
CAPPELLETTI, di pag. V1206 . . . . . . . . . .150

— Vedi Grammatica spagnuola.

Letteratura tedesca, del Prof. O. LANGE, traduz.

di A. PagaNINT, 2* ediz., corretta, di pag. xm1-168. .1 50
— Vedi Esercizi tedeschi — Grammatica tedesca.
Letteratura ungherese, di ZieANy ARPAD, di pa-

gine Xm-205 . . . . . . 4 e 0 e e ....150
Letterature slave, di D. CrAmpoLr, 2 volumi

I. Bulgari, Serbo-Croati, Yugo-Russi, di pag. 1v-144. 1 50
IL. Russi, Polacchi, Boemi, di pag. 1v-142, ., . . 150

Librl e bibilotecenomia. — Vedi Bibliografia —
Bibliotecario — Compositore-tipografo — Critlografia
— ﬁ.l:izionario bibliografico — Paleografia — Tipo-
grafia.

Lingua araba. — Vedi Arabo volgare — Dizionario
eritreo — Grammatica Galla — Lingue dell’ Africe
— Tigre.

Lingua getica, grammatica, esercizi, testi, vocabolario
comparato con ispecial riguardo al tedesco, inglese,
latino e greco, del Prof. S. FrRirnpwaNy, di pag. xvi-333.
(volame doppio). . . . . . . . . . . . . . .3 —

L
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Lingue dell’ Africa, di R. Cusr, versione italiana
del Prof. A. DE GUBERNATIS, di pag. Iv-110. . . .1 FO

Lingue mneo-latine, del Dott. E. Gorra, di pag, 147. 1 50

— Vedi Filologia classica — Glottologia. -

Lingue stranlere (Studio delle), di 0. MARCEL, ossia
I’Arte di pensare in una lingua straniera, tradus. del
Prof. DaMiaNg, di pag. xv1-136. . . . « . « . + 100

Linguistica e fllologia. — Vedi Arabo volgare —
Dizionario eritreo italiano arabo-amarico — Digio-
nario universale in 4 lingue — Dotlrina popolare
in 4 lingue — KEsercizi di traduzione per la gram-
mtwafrancm-—Idemperlaarmmamto-
desca — Ksercist greci — Esercizi latini — Filo-
logia classica greca e latina — Fonologia greca —
Fonologia latina — Fonologia italiana — Glot-
tologia — Grammatica e dizionario della lingua
galla — Grammatica francese — Idem greoa —
Idem greco-moderno — Idem tnglese — Idems ita-
liana — Idem latina — Idem olandese — Idem
rumena — Idem spagnuola — Idems tedesca — Let-
teratura albanese — Idem americana — Idem ebrasca
— Idem egiziana — Idem francese — Idem greca
— Idem indiana — Idem inglese — Idem islandese
— Idem staliana — Idem lating — Idem norve-
giana — Idem persiana — Idem provenzale — Idem
romana — Idem spagnola e portoghess — Idewms
tedesca — Idem ungherese — Idem slava — Lingwua
gotica — Lingue dell’ Africa — Lingue neolatine —
Lingue stransere — Metrica des grecs e des romani
— Morfologia greca — Morfologia italiana — San-
scrito — Tigré-italsano — Verbi grecs anomali —
Volapiik.

Liquorista. (In lavoro).

— Vedi Cognac.

Litografia, di C. DoveN, di pag. viu-261, con 8 tavole
in cromo e fototipia e un album tuori testo con 40
figure di attrezzi, ecc., occorrenti al litografo . . .4 —

Legaritmi (Tavole di), con 6 decimali, pubblicate per

Loe

—— cura di O. MULLER, 4* ediz., aumentata delle tavole

‘ei logaritmi d'addizione e sottrazione per cura di
. RamNa. di pag, xxx1v-186 . I ¥

——
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[
Leglea, di W. STANLEY JEVONS, traduz. del Prof. C.

CANTONI, 4* ediz., di pag. vin-1564, e 15 incisioni . . 1 50
— Vedi Estetica — Etica — Filosofia — Psicologia.
Legica matematica, di 0. BuraLi-ForTI, di pagine

vI-IG8. . . . . . c e e e e . 180
Legismegrafia, di 0 CHIESA.. 3 edizlone, di pa-
gmexxv-1 . . . . . . . . . . . .1

— Vedi Contabilita.
Luee o caleri, del Prof. G. BELLOTTI, di pag. x-156,

con 24 incisionie 1 tavola. . . . . . . . . . .100
Luce e suene, di E. Jongs, trad. di U. ForNary, di

pag. vim-336 con 121 incisioni (volume doppio) . . .8 —
Macchinista e faochista, del Prot. G. GAUTERO,

6* edizione, con aggiunte dell’Ing. L. LoRria, di pa-

gine x1v-180, con 24 incisioni e col testo della Legge

sulle caldaie, ecc. (dal 10° al 12° migliaio). . . . .2 —
Maceohinista navale (Manuale del) di M. LieNAROLO,

di pag. xu404,con 164 figure . . . . . . . . . 500
— Vedi Doveri del macchinista navale.
Haechine agricele, del conte A. CENCELLI-PERTI,

di pag. vix-216, con 68 incisioni . . . . . . . .3 —
Hacchine per cucire e ricamare, dell' Ing. ALFREDO

GALASSINT, di pag. viI-230 con 100 incisioni. . . . 250
Macchine. — Vedi anche Disegnatore meccanico —

— Il meccanico — Ingegnere civile — Ingegnere

navale — Macchinista e fuochista. — Macchinista

navale — Meccanica — Meccanismi (600) — Model-

latore meccanico — Operaio — Tornitore meccanico.
Magnetisme ed eletirieita, del Dott. G. PoLont,

28 ediz. curata dal Prot. F. Grassi, di pag. x1v-370,

con 136 incisioni e 2 tavole . . . . . . . . . .360
Matls. — Vedi Frumento e mais — Panificazione.
Walatiie crittegamiche delle plante erbacee

coltivate, del Dottor R. WoLr, traduzione con note

ed aggiunte del Dottor P. BACCARINI, p. X-268, 50 inc. 2 —
Malattie ed alterazioni del vinl, del Prof. S. CeT-

TOLINI, di pag. x1-138, con 13 incisioni . . . . . .2 —
Malattie trasmlssibill. — Vedi Animali paraseiti

— Zoonosi.
Mandate commerciale, del Prof. E. ViDagI, p. v1-160 1 60
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Mare (T1), del Prof. V. Berrro, di pag. 1v-140, eon
6 tavole litogratate s colori . . . . . . . . . . 1050

Marine (Manuale del) milltare e mereantile, di
De AMEzaaAa, con 18 xilografie ed un elenco del per-
.sonale dello Stato maggiore, di pag. vim-264. . . .5 —

Marmista (Manuale del), di A. Riccr, 2@ edizione, di
pag. x11-154, con 47 incisioni. . . . . . . . . .23 —

Matematica e Ingegueria. — Vedi Algebra comple-
mentare — Algebra elementare — Aritmetica pratica
— Aritmetica razionale — Caleolo infinitesimale
@ vol.) — Celerimensura — Compensasione degli
errori — Curve — Egquazions — Esercizi dalgebra
— Esercizi di calcolo infinitesimale — Ksercizi di
geometria — Fognatura cittadina — Funzions ellit-
tiche — Geometria analitica dello spazio — Idem
del piano — Idem descrittiva — Idem metrica e
trigonometrica — Idem pratica — Idem projettiva
del piano e della stella — Idem projettiva dello
spazio — Idem pura elementare — Ingegnere civile
— Logaritmi — Logica matematica — Momenti
resistenti e pest di travi metalliche composte — Peso
det metalli — Regolo calcolatore — Resistenra det
materiali — Saggiatore — Travi metalliche — Unita
assolute.

Materia mediea moderna (Muma.le di), del Dott.

G. MaLACRIDA. (In lavoro).

Meccanica. — Vedi Disegnatore meccanico — Dise-
gno industriale — Macchinista e fuochista — Mac-
chinista navale — Macchine agricole — Macchine
da cucire e ricamare — Meccanica — Meccanico —
Meccanismi (500) — Modellatore meccanico — Ope-
rato — Orologeria — Tornitore meccanico.

Meccantea, del Prof. R. STAwELL BaLL, traduz. del
Protf. J. BENETTI, 3? edizione, di pag. xvi-214, con 89
incisioni. . . . . . . . . ... . ... 150

Meccanico, di E GIORLIL Nozmm specm]i di Aritme-
tica, Geometria, Meccanica, Generatori del vapore,
Macchine a vapore, Collaudazione e costo dei mate-
riali, Doratura, Argentatura e Nichelatura,di pagine
x11-234 con 200 problemi risolti e 130 figure. . . .2 —
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Meceanismt (500), scelti fra i pih importanti e recenti
riferentisi alla dinamica. idraulica, idrostatica, pneu-
matica, macchine a vapore, molini, torchi, erologerie
ed altre diverse macchine, da H. T. BrowN, tra-
duzione italiana sulla 16* edizione inglese, dall'In-
gegnere F. OERRUTI, di pag. vI-176, con 500 incisioni

nel testo (2* edigione italiana) . . . . . . . .
Medaglie. — Vedi Monete greche — Monete romone
— Numismatica.

Medicatura antisettiea, del Dott. A. ZaAMBLER, con
prefazione del Prof. E. Tmcom, di pag. xvrI-124, con
6 incisioni. . . . . . . e e e e e e

— Vedi Terapeutica.

Medicina. — Vedi Acque minerali — Anatomia e
fisiologia comparata — Anatomsa microscopica —
Anatomia topografica — Animali parassiti — Assi-
stenza agis infermi — Farmacista — Igiene del
lavoro — Igiene della vita pubblica e privata —
Igiene privata — Igiene rurale — Igiene scolastica
— Igiene veterinaria — Infezione, disinfezione e di-
sinfettanti — Materia medica — Medicatura antiset-
tica — Soccorsi d'wrgenza — Terapeutica — Zoonoss.

Metalli preziesl (oro, argento, platino, estrazione, fu-
sione, assaggi, usi), di G. Gorini, 2* edizione di pa-
gine 196, e Q incisioni . . . . . . . . . . .

— Vedi Oreficeria — Saggiatore.

Metallargla. — Vedi Siderurgia.

Meteorologia generale, del Dott. L. Dx MaRoHI,

. 250

2 -

di peg. vi-156, con 8 tavole colorate. . . . . . .150

—VednClmatologia—Gw"aﬁaﬁeica—Iqroooopi
e igrometrs.

Metrica del greel e del romani, di L. MULLER,
tradotta dal Dott. V. LaMr, &* edizione. (In lavoro).

Metrelogia Universale ed il Codice Metrico In-
ternazienale, coll'indice alfabetico di tutti i pesi,
misure, monete e delle regioni o Cittd dell’ Ing. A.
TaccEINT di pag. Xxx-482 . . . . . « « « & .

Mezzeria (Manuale pratico della) e dei vari sistemi
della colonia parziariain Italia, del Prof. Avv. A. RaB-
BENO, di pag. vIIIF98 . . . ¢« . 4 ¢ 40 0 .

.450

1560
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Micelogia. — Vedi Funghi ¢ Tartufi — Malattie
crittogamiche.

Mierescopia. — Vedi Anatomia microscopica — Ani-
mali parassiti — Bacologia — Batteriologia — Mi-
croscopio — Protistologia — Tecnica protistologica.

Micrescoplo (Il), Guida elementare alle osservazioni di
Mmrosoopm, di CaMILLO Ao0QUA, di pag. x1m-226, con
81 incisioni . . . . . . . . . .. . 150

Militaria. — Vedi Cavallo — Codice cavallcreaco —
Duellante — Esplodenti — Scherma — Storia arte
militare.

Mineralogia. — Vedi Arte mineraria — Cristallo-
grafia — Marmista — Metalli preziosi — Minera-
logia generale — Mineralogia descyittiva — Orefi-
ceria — Pietre preziose — Siderurgia.

Mineralegia generale, del Prof. L. Bousioor, 2° ed.
riveduta, di p. xxv-190, con 183 inc. e 3 tav. cromolit. 1 50

Mineralogia descrittiva, del Prof. L. Bousicor, 2*
ediz. di pag. 1v-300, con 119 incisioni (vol. doppio). . 8 —

Miniatura. — Vedi Color: e vernici — Decorazione
e ornamentazione — Luce e colori — Ornatista —
Pittura.

Midlicoltura. — Vedi Osiricoltura — Piscicoltura.
Witeloglia comparata, di A. DE GUBERNATIS, 2* edlz.
di pag. vir-150 . . . .
Iluloghgreoa,dxFom Vol I Dumutd,p.vm-% 50

Vol. I, Eroi, pag. 188. . . . e s e e e e o100

Mitelogia remana, di A. Forgsrr. (In lavoro).

Modellatore meccanico del falegname e del-
1’ebanista, del Prot. G. MmNa, di pag. xvir-423, con
203 incisioni e 1 tavola. . . . . . . . ... .55

Welinl (Industria dei), di C. SIBER-MiLLOT. (In lavoro).

Momenti resisientl e pest di travi metalliche
cempeste. Prontuario ad uso degli ingegneri, archi-
tetti e costruttori, con 10 figure ed una tabella per
la chiodatura. di E. ScHENCK, di pag. xt-188. . . .3 50

Monete greche, di S. AMBROSOLI, con numerose in-
cioni. (In lavoro).

Monete romane, del Cav. F. GNeccHI, di pag. xv-182,
con 15 tavole o 62 figure nel testo . . . . . . . 150

8
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— Vedi Meduglic — Metrologiz — Numismatica —
Paleografic — Tecnologia monetaria.
llonogr--l del Prot. A. vamnl, 73 tavole divise
in tre serie, le prime due di 462 in due cifre e la
terza di 116 in tre cifre. . . . . . . . . . . . 3 50
— Vedi Ornatista.
Morale. — Vedi Estetica — Etica — Filosofia mo-
rale — Logica — Psicologia.
Morfologia greea, del prof. V. BETTEI, di pag. xx-376

(volume doppio) . . « + & ¢ ¢+ v v e e e .o 3 —
Merfelogia Itallana, del Prof. E. Gorra, di pa-
gine VI-142. . . . . . . . . . 0 e e e e e 160

Maslea. — Vedi Armonia — Cantante — Pianista
— Storia della musica — Strumentazione — Stru-
menti ad arco e la musica da camera.

Mauatae seccorso. — Vedi Societd di mutuo soccorso.

Nataralista viaggiatere, di A. IssEL ¢ R. GESTRO
(Zoologia), di pag. vim-144, con 38 incisioni . . . .2 —

Nautlea. — Vedi Arte del nuoto — Attrezzatura na-
vale — Costruttore navale — Doveri del macchi-
nista navale — Filonauta — Ingegnere navale —
Macchinista navale — Marino.

Notare (Manuale del), aggiunte le Tasse di registro, di
bollo ed ipotecarie, norme e moduli pel Debito pub-
blico, del Notaio A. Gmm, 2¢ ediz. rifusa e smplinta,

— Vedi Teatamentz

Namismatlea, del Dott. S. AMBROSOLI, 2* ediz. corretta
ed accresciuta, di pag. xv-250, con 120 fotoincisioni
nel testoed tavole . . . . . . . . . . . .. 150

— Vedi Araldica — Archeologia — Medaglie — Me-
trologia — Monete — Paleografia.

Nuete. — Vedi Arte del nuoto.

Olll vegetali, animali e minerall, loro applicazioni,

di G. Gorini, di pag. vim-214, con 7 incis., 2* ediz.,
completamente rifatta dal Dott. G. FaBris . . . .2 —

Olive ed olle, Coltivazione dell' olivo, estrazione, pu-
rificazione e conservazione dell’olio, del Prof. A. Avrorx,

3* ediz., di pag. x11-330, con 41 incisioni . . . . .3 —

Owmero, di W. GLADSTONE, traduz. di R. Pu.mo [

O Fiormuur, dipag xox-1986. . . . . . . . . .160
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Operale (Manuale dell’). Racoolta di cogmizioni utili
ed indispensabili agli operai tornitori, fabbri, calderai,
fonditori di metalli, bronzisti, aggiustatori e mecea-

. €

nici, di G. BELLUOMINI, 3* edizione, di pag. xvi-216. 3 —

Operazionl doganall. — Vedi Codice doganale —
Trasporti e tariffe.

Orataria. — Vedi L'arte del dire — Rettorica —
Stilistica.

Ordinamente degll Statl liberl &’ BEuropa, do!

Dott. F. Racrorpy, di pag. vir-310 (vol. doppio) . .8 —

Ordinamente degll Statl llberl fuorl d'Eurepa,

del Dott. F. Racioppr, di pag. vixi-876. (vol. doppio) 8 —

Oreficeria. — Vedi Giojelleria — Metallt prezwn
— Saggiatore.

Ornatista (Manuale dell’) di A. MeraANL: Raccolta di
iniziali miniate e incise, d'inquadrature di pagina, di
fregi e finalini, esistenti in opere antiche di biblio-
teche, musei e collezioni private XXIV tavole in co-
lori per miniatori, calligrafi, pittori di insegne, rica-
matori, incisori, disegnatori di caratteri da stampa, ecc

I2 serie. . . . 4

Orografla. — Vedl Alp; Atlante - Dumano
alpino — Dizionario geografico -- Geografia —
Prealpi.

@relogeria mederna, dell’' Ing. GARUFFA, con 187

—

illustrazioni, di pag, viri-302, con 276 incisioni. . .5 —

— Vedi Gnomonica.

Orticolcara, del Prof. D, TaAMARO, con 60 incisioni. 4 ~

— Vedi 4gricoltura.

Orttoteri ed insettl minerl italiant, del Dott. A.
GRIFFINL (ln lavoro).

Ostricolitara e mitlliceltura, del Dott. DD. CarazzI,

con 13 fototipie, di pag. vix-208 . . . . . . . . 250

— Vedi Piscicoltura.
Ottlea, di K. GBLeICH, di pag. XvI-576, con 216 incisioni

eluavold. « + . . . 4 i ¢ s e s v .. .6

Paga glernallera (Prontuario della), da cinguanta
centesimi a lire cingue, di 0. Nsenmy, di ps-
8ineﬂ'&¢o-oovvvov'0'0“0

250
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Palecetnelogia, di L. Rzaazzoxnt, di pag. x1-362, oon
10 incisioni . . .. .+« 100
Paleografia, di E. M. Tuomou, mdnz. dall inglese,
con aggiunte e note di G. FumMaeaLyt, di pag. vi-156,
con 21 incisioni nel testo e 3 tavole in fototipia . .2 —
Panificaziene razienale, di PoxriLIO, di pag. 1v-126. 2 —
Parafalminl. — Vedi Eletiricita — Fulmini.
Pedageglia. — Veodi Didattica — Giardino infantile
— Ginnastica femminile e maschile — Igiene sco-
lastica.
Pelli. — Vedi Concia delle pelli.
Penslonl. — Vedi Societd di mutuo soccorso.
WPesl e misure. — Vedi Metrologia wniversale —
— Statica e applicazione alla teoria e costruzione
degli struments metrici — Tecnologia e termino-
logia monetaria.
Peso del metalll, ferrli gquadrati, rettangelarl,
offindricl, a squadra, a U,a ¥, a Z,a Kl o
a dopplo T, e delle lamiere e tubl dl tutel )
wmetalll, di G. BELLUOMINI, di pag. xx1v-248 . . ., 350
Planista (Manuale del), di L. MASTRIGLI, di p. XVI-112, 2 —
Plante e fleri sulle tinestre, sulle terrazze e nei cor-
tili. Coltura e descrizione delle principali specie e va-
rietd, di A. Pucor, di pag. viu-198 con 116 1ncisioni. 2 50
— Vedi anche Botanica — Floricoltura — Frutta
minori — Frutticoltura.
Plaunte Indastriail, coltivazione, raccolto e prepara-
zione, di &. GORINI, nuova edizione, di pag. 11-l4, 2 —
Plante tessili. — Vedi Coltivazivne e industrie delle
piante tessili.
Plccele Industrie, del Prof. A. ERRERA, di p. XvI-186, 2 —
Pletre preziese, classificazione, valore, arte del gio-
Jeulere, di &, GORINI, 2* edizione, di pag. 133, von 12

meisioni, .« 4 . . . . ce e e e W 2=
Piretecnica mederna, di F D[ Muo, ocon 111 inci-
giond, di pag. vi-LoU. . . . . « o 0. «200

Pisciceltura (d'acqua dolce), del Dots. E. BETTONI,
di pag. vir-318, con 85 incisioni . . . . . 4 . ,3 —
— Vedi Ostricoltura
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Ricchezza meblle (Imposta sui redditi di), dell’ Av-
vocato E. BrRUNI. di pag. vor-218. . . . . . . . 150
— Vedi Imposte dirette — Proprietario di case.
Ricettario fetegrafico, Dott. Liuter Sassr, di p. vi-150 2 —
Riscaldamento e ventiiaziene degll ambienti abi-
tatl, del Prot. R. FERRINI, 2 vol., di pag. x-332,94 incis, 4 —
nt lome Impeste. — Vedi Imposte.
Risergimento itallano (Storia del), del Prof. F. BERr-
TOLINI, di pag. vI-154 . . . . . . . . . . . . 100
— Vedi Storia e cronologia — Storia italiana.
Ristaaratere del dipinti, del Conte G. SECCO-SUARDO,
2 vol., di pag. xvi-269, xu-362 con 47 incisioni. . .6 —
Ritmica ¢ metrica razienale lialiana, del Pro-
fessore Rocco MURARI, di pag. xvi-216. . . . . . 180
— Vedi Arte del dire — Rettorica — Stilistica.
Rivoluziene (La) francese (1789-1799), del Prot. Dott.
GI1AN PaorLo SorERIO, di pag. Iv-176 . . . . . .150
Sugghtore (Manuale del), di F. BurTaRy, di p. vii-245,
con Wincisioni . . . . . . . . ... L ... 2 50
— Vedi Metalli preziosi — Opreficeria.
Sanscrite (Avviamento allo studio del), di F. G. Foux,
2* ediz., rifatta, di pag. xm-254 (vol. doppio) . . . .3 —
Snponerla, dell'Ing. E. MarAzzA. (In lavoro).
Scacchl (Manuale pel giunoco degli), di A. SEeHIERI,
di pag. xv-222, con 191 illustrazioni, 2* ediziene. (In
lavoro).
Scherma italiana (Manuale di), su i principii ideati da
Ferdinando Masiello, di J. GnLu, di pag. vio-194,
con 66 tavole. . . . c e e e e «200
— Vedi anche Codice cavalleresco — Duellante.
Scieuza delle finanze, i T. CARNEVALL, pag. 1v-140. 1 50
Scienze fisiche ¢ naturall. — Vedi Anatomia com-
parata — Analomia microscopica — Animali pa-
rassiti — Antropologia — Arte mineraria — Bat-
teriologia — Botanica — Calore — Chimica — Chi-
mica agraria — Coleotters — Concimi — Cristallo-
grafiv — Dinamica — Eneygia fisica — Fisica —
Fisiologia — Flora italiana — Fulmins e paraful-
mint — Funghi e tartufi — Qeologia — Imbalsama-
tore — Insetts -— Lepidotteri — Luce e colori —
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Luce e suono — Microscopio — Mineralogia — Na-
turalista — Ostricoltura — Ottica — Piscicoltura
— Pomologia — Protistologia — Selvicoltura —
lio'qef:modimmica — Tecnica protistologica — Zoo-

ia.

Sceltara. Scoltura italiana antica e moderna, statuaria
e ornamentale dell’ Archit. Prof. A, MELANI, di pa-

gine xvIII-196, con 56 tav. e 26 fig. intercalate nel testo. 4 —
Scritture 4’ affarl (Precotti ed esempi di), per uso
delle Scuole tecniche, popolari e commerciali, del Pro-

fessor D. MaFFIOLI, di pag. vim-203. . . . . . .150
Selvicoltara, di A. SANTILLI, di pag. vII-220 e 46
fpedsioni. . . . . . . o 00 000w e . .2 —

Sericoltura. — Vedn Baclu da seta — Gelsicoltwra
— Filatura — Industria della seta — Microscopio
— Tintura della seta.

Shakespeare, di DowpEN, traduzione di A. BaLzaxt,
dipag. xm-242 . . . . . . e s e +150

Slderargia (Manuale di), dell'Ing V Zomrn, pub-
blicato e completato per cura dell' Ing. E. GARUFFa,

di pag. 1v-368, con 220 incisioni. . . . . . . . .5 50

Sismelegia, del Capitano L. Garra, di pag. vixi-175,
con 16 incisioni e 1 carta . . . . TS ]

Soccersi &’ argenza, del Dott. C. CALLIANO, di pa-
gine xL1-299, con 6 tavole litografate, 3* edizione. .3 —

— Vedi Assistenza infermi — Igiene — Medicatura
antisettica.

Secleta di Matue seccerse (Manuale Tecnico per le).
Norme per 'assicurazione delle pensioni e dei sussidi per
malattia e per morte, del Dott.G. GARDENGHI, di pa-
gine vi-152. . . . e . W19)

Spetirescople (Lo) e ‘le sue uppllculonl, di R. A,
ProcToR, traduz. con note ed aggiunte di F. Porro,

di pag. vI-178, con 71 incisioni e una carta di spettri. 1 50

Spirito di vime. — Veodi Alcool — Cognac — Liquo-
rista.

Sport, gluochl e cotlezienl. — Vedi Arte del nuoto
— Biliardo — Cacciatore — Cane — Cavallo —
Ceramiche — Ciclista — Codice cavalleresco — Duel-
lante — Dizionario alpino — Dizionario filatelico
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— Dizionarie termini delle corse — Filonauta —
Giardino infantile — Ginnastica — Ginnastica
maschile — Ginnastica femminile — Giuocht gin-
nastics per la gioventi e per le scuole — Pirotecnia
— Prealpi bergamasche — Raccoglitore di oggetts
d’arte — Seaccht — Scherma italiana.
Statlea (Principi di) e lore applicaziene alla teoria
e cestruzione degli strumenti metriecl, per I'Ing.
E. BaanoLi, di pag. vir-252 comn 192 imoisioni . . . 3
Statistiea, di F. Virenm, di pag. vig-176 . . . . 1
Stemmi. — Vedi Araldica.

Stenegralla, di G. GioraETTI 0 M. TRSAROLI (se-
condo il sistema Gabelsberger-Noe), £* ediz. (In lav.h
Stilistica, del Prot. F. CAPELLO, di peg. x1-J64. . .1 80

— Vedi Arte del dire — Rettorica — Ritmica.
Storia antiea. Vol. L L’Oriente Andico, diI.Gmn.n,
di pag. x3-232 . . . . . e o o v o .15
Vol. IL. La Grecia, di G. ToNtazzo, di m v:-zm 150
Storia e cremelegia medieevale ¢ mederne, in
CC tavole sinottiche, di V. CasaarANDi, 2* edizione,
dipag. vI-260. . . . . . c b 0 e e e e 4. 150
Storia deli’arie militare antioa o mederma, di
V. Rossgrro, con 17 tavole illastrative, di pagine
vio-50t. . . e e e e e e e 550
Steria della gln-udc.- -_ Ved1 Stom
Storia italiama (Manusle di), di C. Cawrd, di pa-
gine 1v-160. e e e e e e e e e 4 e . o150
— Vedi Risorgimento.
Storia della musica, dol Dott. A. UNTRERSTEINER, di
pag. 300 (vol. doppiode ¢ « « « ¢ ¢« 4 0 0 o . o3 —
Storia naturale dell’nomo e suol con-.l. —
Vedi Antropologia — Brmografia — Fistelogia —
Grafologia — Palecetwologia.
Storia dei pepeli ¢ mish. — Vedi Cristoforo Co-
lombo — Errors e pregiudizi — Mitologia — M
logia greca — Mitologia romana — Risorgimento
ttaliano — Rivoluzione francese — Storta antica
— Storia e cromologia medioevale e modeyna —
Storia dell’arte militare antica ¢ moderna — Storia
italsana.

50
50
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Stramentaziene (Manuale di), di E. Prour, tradu-
zione italiana con note di V. Rrcor, con 95 esempi,
dipag. x-223, . . ... .. e e e . 2250

Strumenti ad arco (Gli) e la ---lcs l. camera,
del Duca di CAFFARELLI F..di pag. x235 . . . .2 50

— Vedi anche Armonia — Cantante — Pianista.

Strumentl metricl. — Vedi Metrologia — Statica.

Saeno. — Vedi Luce e suono.

Sussidi. — Vedi Societa Mutuo Soccorso.

Tabacece, del Prot. G. CanTonI, di pag. 1v-176, con
6 incisioni. . . . .2 —

Tacheometria. — Vedl Celemmnswra — Telemetma.

— Topografia — Triangolazion:.

Tagllio e cenfezione di biancherla. — V. Disegno.

Tarifle ferroviarie. — Vedi Codice doganale —
Trasporti e tariffe.

Tartufi e fanghi. — Vedi Funghi.

Tasse di registro, bollo, ece. — Vedi Notaro.

Tassldermista. — Vedi Imbalsamatore — Natura-
lista viaggiatore.

Tavole logaritmiche. — Vedi Logaritmi.

Tavole tacheometriche. — Vedi Celérimensura —

— Telemetria — Topografia — Triangolazioni.

Tecniea mleroseoplca. — Vedi Anatomia micro-
scopica.

Tecnlca pretistologlea, del Prof. L. Maeer, di
pag. XvI-318 (volume doppio). . . . . . . . . .8 —

— Vedi Protistologia.

Tecnologia meccanlea. — Vedi Modellatore mec-

canico.
Tecnelogia e terminologia menetaria, di G. Sac-
CHETTL, dipag. xtv-192. . . . . . . . .. . .2 —
Telefome, di D. V. PrccoLr, di pag. 1v-120, con 38
incisioni. . . .2 —
'l‘elegralla, di R. FERB]NI, dl pag v1~318, eon 95
incisioni. . . . 02—

— Vedi Cavi e telegraﬁa sottomanna

Telometria, misura delle distanze in guerra,
di G. BERTELLI, di pag. x1u-145, con 12 zincotipie . 2 —

’l‘empera e oe-entulone, dell’Ing. FADDA, di pa-
gine virr-108, con 20 incisioni . . . . . . .

2"
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Teologia. — Vedi Bibbia — Diritto ecclesiastico —
Religione e lingua dell’ India tnglese.

Terapeutica (Manuale di) I'impiego ipodermico e la
dosatura dei rimedi del Dott. G. MALACRIDA, di pa-
gine306 . . . . ¢t v vt s e e e s 88—~

— Vedi Medicatura antisettica.

Termodinamica, di C. Cumnno, di pag. x-196, con
4 fieure. . . . . .......150

Terremeotl. — Vedi stmo’oym — Vulcamsmo

Tessitere (Manuale del), del Prof. P. PiNcrETTI, 2*
edizione riveduta, di pag. xvi 312, con illustrazioni
intercalate nel testo . . . . . . . . . . . . .35

Testamentl (Manuale dei), per cura del Dott. L. SB-
BINA, dipag. VI-288 . . . . . . . . . .+« . . .250

— Vedi Notaio.

Tigreé-itallane (Manuale), con due dizionarietti ita-
liano-tigre e tigreé-italiano ed una cartina dimostrativa
degli idiomi parlati in Eritrea, del Cap. MANFREDO
CAMPERIO, dipag. 180 . . . . . . . « « . . .2580

— Vedi Arabo volgare — Grammatica galla — Linguc
dell’ Africa.

Tintere (Manuale del) dl R. LepETrT, 3* ediz., di po-
gine x-279, con 14 incisioni (vol. doppio) . . . . . 4 —

Tiatura della seta, studio chimico tecnico, di T. Pa-
BCAL, di Pag. XVI-432. « + ¢« ¢« ¢« ¢ ¢ o ¢ ¢ o D —

Tipografia. — Guida per chi stampa e fa stampare.

— Compositori e Correttori, Revisori, Autori ed Edi-
tori, di S. Lanpr, dipag. 20 . . . . . . . . .200

— Vedi Compositore-tipografo.

Topografia e rilievi. — Vedi Cartografia — Catasto
italiano — Celerimensura — Compensazione degli
errori — Curve — Disegno topografico — KEstimo
rurale — Geometria pratica — Regolo calcolatore
— Telemetria — Triangolazioni topografiche e trian-
golaziomi catastals.

Ternitere meccanice (Guida pratica del), ovvero
sistema unico per calcoli in generale sulla costruzione
di viti e ruote dentate, arricchita di oltre 100 pro-
blemi risolti, di S. DiNaRo, di pag. 164¢. . . . . .23 —

Trasportl, tariffe, reciami ferroviarit ed eope-
razienl deganali. Manuale pratico ad uso del com-
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mercianti e privati, colle norme per l'interpretazione
dele tariffe e disposizioni vigenti, per A. G. Braxonr,
con una carta delle reti ferroviarie italiane, di pa-
gine XVI-152 . . . . . . . . .00 00 e 0. 02—

Travi metallict oo-mtl (Momenti resistenti, pesi
dei), di E. ScHENCE, pagine xL-188, 10 figure e tabella
per chiodatura . . . . . . < .+ .« o . . . . 360
Triangolazioul topografiche e trlangohllonl oa-
tastall, dell'Ing. O. JacoanereLl. Modo di fondarle
sulla rete geodetica, di rilevarne e calcolarle, di pa-
gine x1v-240, con 32 incisioni, 4 quadri degli elementi
geodetici, 32 modelli esemplificati pei calcoli trigono-
metrici e tavole ausiliarie . . . . . . e e . 750
— Vedi Cartografia — Celerimensura — Dtseyno topo-
grafico — Geometria pratica — Telemetria.
Trigonometria. — Vedi Geometria metrica.
Ufbelale (Manuale per I') del R-gio Esercito italiano,
di U. Moring, di pag. xx-38 . . . . . . . . .350
Unita assolute. Definizione, Dimensioni, Rappresenta-
zione, Problemi, dell'Ing. G. BERTOLINT, di p. X-124-44. 2 50
Uva passa (Industria dell’) e della essicazieme
delle frutta e degll ortaggl, Prof. L. PAPARELLI
(In lavoro).
Uve da tavels. Varietd, coltivazione e commercio,
del Dott. D. Tamaro. (In lavoro).
Valll lombarde, di Scorarr. — Vedi Dizionario al-

pino.
Valori pubblicl (Manuale per i’apprezzamenbo dei) e
per le operazioni di Borsa, Dott. F. PicciNgLri, di
Pag. XIV238 . . . . . . . . v e e e e .. 2200
— Vedi Debtto pubblico.
Veloclpedista. — Vedi Ciclista.
Ventllazione. — Vedi Riscaldamento.
Verbl grecl anemali (I), di P. SpaaNoTTI, secondo le
Grammatiche di CurTius e INAMA, di pag. xx1v-107. 1 50
Vernicl, lacche, masticl, inchlestri da stampa,
ceralacche ¢ predottl afMinl (Fabbricazione delle),
dell'Ing. Uao FoRNARL di pag. vi-263 . . . . .2 —
Veterinaria. — Vedi dlimentaztone del bestiame —
Bestiame — Cane — Cavallo — Igiene veterinaria
— Porcicoltura — Zooteonia.
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Vine (T1), di G. GrazzI-SoNoINT, di pag. XVI-162. . .2 —
Viticeltura od enelogia. — Vedi dlcool — Analisy
del vino — Cantiniere — Cognac — Emnologia —
Enologia domestica — Ligquorista — Malattie ed
alterazioni dei vins — Uva passa — Uve da tavola
— Vino — Viticoltura.
Viticoltura. Precetti ad uso dei Viticoltori italiani,
del Prot. O. OTTAVI, rived. ed ampliata da A. S'muocm.
3* ediz., di pag. vir-184 e 22 incisioni . . . . . .2 —
Volapiik (Dizionario italiano-volapik), preceduto dalle
Nozioni compendiose di grammatica della lingua, del
Prot. C. MaTTEIL, secondo i principii dell'inventore M.
SCHLEYER, ed a norma del Dizionario Volapiik ad uso
dei francesi, del Prot. A. KERCKHOFFS, di pag. xxx-198. 2 50
Volapiik (Dizion. volapiik-italiano), del Prof. C. MATTEI,
dipag. XX-204 . . . . ¢ 4 ¢ e . e e e e . o250
— Manuale di conversazione e raccolta di vocaboli e
dialoghi italiani-volapiik, per cura di M. Rosa Tox-
MASI 6 A, ZAMBELLI, dipag. 152 . . . . . . . .2H0
Vulesnisme, del Capitano L. GaTTA, di pag. vimx-268,
con 28 incisioni . « + . 4 4 . e . e e . . S.150
Zoolegla. — Vedi Anatomia e fisiologia comparate
— Animalt parassiti dell’'womo — Animali da cor-
tile — Apicoltura — Bachi da seta — Batteriologia
— Bestiame — Cane — Cavallo — Coleotteri —
Colombi — Coniglicoltura — Ditteri — Embriologia
e morfologia generale — Imbalsamatore — Insetti
nocivi — Insetti utili  Lepidotters — Natwralista
viaggiatore — Ortotteri — Ostricoltura e mitili-
coltura — Piscicoltura — Pollicoltura — Porcicol-
tura — Protistologia — Tecnica protistologica —
Zoologia.
Zoologia, Proff. E. H. G1aLIOLI e G. CAVANNA, 8 vol.:
L Invertebrati, di pag. 200, con 45 figure . . .1 50
II. Vertebrati. Parte I, Generalita, Ittiopsidi (Pesci
ed Anfibi), di pag. Xvi-156, con 33 incisioni. . 1 50
III. Vertebrati. Parte IT, Sauropsidi, Teriopsidi (Ret-
: tili, Uccelli e Mammiferi), p. xvi-200 con 22 inc. 1 50
Zeenesi, del Dott. B. GaLLI VALERIO, di pag. xv-227 1 50
Zeotecnia, del Prof. G. TAMPELINT, p. vi-297, con 52 ine. 2 50
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