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PRÉFACE

Dans le domaine des Mathématiques pures, on peut distinguer

deux parties : l'une, la plus élevée, qui s'augmente constamment,

presque toujours par degrés insensibles, ne regarde que les ma-

thématiciens ; l'autre, longtemps immuable, s'accroît brusque-

ment, à des intervalles éloignés, par l'adoption de quelque théorie

nouvelle : c'est la matière de l'enseignement, ce que doivent re-

tenir et savoir appliquer tous les hommes qui s'adonnent aux

sciences exactes et, sans cultiver les Mathématiques, ont toujours

besoin de les connaître.

Dans laquelle de ces deux parties faut-il aujourd'hui ranger les

fonctions elliptiques? Partout on les enseigne; seuls les mathéma-

ticiens savent s'en servir. Elles traversent, semble-t-il, une pé-

riode de transition. C'est avec l'espoir de hâter la (in de cette pé-

riode que j'ai entrepris cet Ouvrage.

Trois Volumes, dont voici le premier, contiendront à peu près

complète, je l'espère, la théorie des fonctions elliptiques, avec ses

principales applications, au point où l'on est aujourd'hui parvenu.

Mais, en offrant au lecteur le moyen de s'instruire complètement

dans cette partie des Mathématiques, j'ai voulu lui permettre de gra-

duer son instruction. J'ai donc réservé pour le troisième Volume

ce qu'il y a de plus abstrait, la théorie de la transformation, les

applications à l'Algèbre et à l'Arithmétique supérieure ;
cette

partie ne regarde que les mathématiciens, et les travaux inces-

O 1- if
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sants dont clic est actuellement l'objet prouvent qu'elle n'est pas

encore parvenue à la dernière perfection.

L'étude des sept premiers Chapitres, la moitié du premier

Volume, suffira pour connaître les fonctions elliptiques aussi

complètement qu'on apprend la Trigonométrie dans les cours élé-

mentaires, pour comprendre les applications à la Mécanique, à la

Physique, à la Géométrie, au Calcul intégral.

Ces applications sont nombreuses déjà, toutes d'une grande

importance, comme l'attestent les noms des géomètres qui les ont

faites, Gauss, Jacobi, Lamé, Hermite, pour ne citer que les plus

célèbres.

C'est à rendre ces applications facilement accessibles que je me

suis surtout attaché, et l'on ne devra pas s'étonner de me voir, en

maint endroit, insister sur des détails qui ne semblent point d'abord

intéresser la théorie générale : la meilleure théorie n'est-elle pas

celle qui s'applique le mieux?

Les applications auraient pu, au moins en grande partie, être

placées dans la seconde moitié de ce premier Volume. Je les ai

remises au second, qu'elles rempliront entièrement. Il a paru pré-

férable de compléter celui-ci par l'exposé des divers modes de dé-

veloppement des fonctions elliptiques en séries. C'est une théorie

dont la connaissance constitue un second degré d'instruction, mais

qui, répétons-le, n'est pas indispensable, pas plus que la connais-

sance des développements en séries n'est jugée. nécessaire pour

apprendre et appliquer la Trigonométrie. Toutefois, comme l'un

des modes de développement, particulièrement célèbre, a une

grande importance pour les calculs numériques, je l'ai exposé à

part, dès le Chapitre VIII, offrant ainsi au lecteur l'occasion d'ac-

([uérir facilement, par la connaissance des séries de Jacobi, ce qu'il

V a de plus essentiel dans la seconde partie de ce Volume.

Les mathématiciens verront sans doute avec étonnement que,

ne prenant pas les séries pour point de départ, je n'emploie pas
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cependant les intégrales imaginaires et les éléments de la théorie

générale des fonctions, si propres à simplifier l'exposition directe.

Les procédés dont je fais usage, plus élémentaires, répondent

mieux, je crois, à l'idée d'instruction graduelle, qui m'a servi de

iruide. En rejetant à la fin du Volume l'étude des liens étroits^ej

qui unissent les intégrales imaginaires et les fonctions doublement

périodiques, j'ai sacrifié l'élégance à l'utilité. Si j'ai été entraîné

par là, notamment dans les Chapitres V et YI, à quelc[ues lon-

gueurs, il ne faut pas trop le regretter : les détails qu'exige l'unique

considération des intégrales réelles sont, de toute laçon, néces-

saires; si, en se servant d'abord des intégrales imaginaires, on les

évite dans la théorie générale, on est tenu de les aborder ensuite

pour certaines applications. Sur ce point donc, je demande aux

mathématiciens leur indulgence provisoire, jusqu'à la publication

du second Volume. Ils pourront alors juger si le mode d'exposi-

tion, adopté spécialement pour rendre les applications faciles, ré-

pond, autant que je le crois, au but proposé.

Les notations employées dans cet Ouvrage sont celles de

M. Weierstrass. La préférence qu'il faut leur accorder sur les no-

tations primitives n'est pas contestable. Pour les applications, elles

constituent un très grand progrès, grâce surtout à l'avantage de

fournir, dans l'inversion des intégrales elliptiques, les mêmes for-

mules, quel que soit le nombre des racines réelles du polynôme

placé sous le radical. Ce n'est pas seulement par là que M. V^eier-

strass a innové dans la théorie des fonctions elliptiques, comme on

peut le voir dans les quelques feuilles, trop concises, publiées,

d'après ses Leçons, par M. H.-A. Schwarz avec un soin extrême-

ment remarquable. Je n'ai pas manqué de consulter cette publica-

tion et d'y prendre un grand nombre de formules.

Tout en adoptant les notations nouvelles, je fais connaître, dès

le début, les anciennes. En apprenant ici les fonctions elliptiques,

on n'aura pas à craindre de ne pouvoir lire les Ouvrages ou les
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Mémoires écrits avec les notations primitives, qui, à défaut d'au-

tres titres, ont celui d'avoir servi à Legendre, Abel, Jacobi et

à notre contemporain M. Hermite.

Dans le cours de ce Volume, on trouvera rarement cités les au-

teurs à qui sont empruntées les idées ou les démonstrations. Je

n'aurais rien ajouté à la gloire des géomètres que je viens de

nommer en répétant leurs noms à chaque page. J'ai cru mieux faire

en composant un aperçu historique sur les fonctions elliptiques,

où chaque progrès, mis à sa place au point de vue de l'importance

et de l'époque, apparaît dans son vrai jour. Mais cet aperçu ne

peut être utile qu'aux personnes déjà versées dans la théorie; il

terminera le troisième Volume et contiendra les indications néces-

saires pour que le lecteur retrouve aisément dans le cours de

l'Ouvrage les théories, dont il connaîtra déjà le sens, et dont Ihis-

toire lui sera alors présentée.

Des amis dévoués, MM. Alfred Collet et Charles Brisse ont pris

la peine de lire les épreuves et m'ont prêté un bien utile et bien

gracieux concours; notre célèbre imprimeur-éditeur, M. Gauthier-

Villars, après avoir accueilli cette publication avec un empresse-

ment que je ne saurais oublier, lui a prodigué tous ses soins, au

delà, sans doute, de ce qu'elle méritait. Seul, on le voit, je suis

responsable des fautes qui subsistent. Mais le public d'élite, au-

quel s'adresse cet Ouvrage, saura bien discerner que j'ai voulu seu-

lement être utile et me pardonnera, sans effort, toutes les imper-

fections cpi'il serait en droit de me reprocher, si mon livre avait

des prétentions plus hautes.
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PREMIERE PARTIE.

THÉORIE.

CHAPITRE I.

FONCTIONS ELLIPTIQUES A DISCRIMINANT POSITIF

AVEC UN ARGUMENT RÉEL.

Amplitude. — Modules. — Définition de K. — Fonctions elliptiques; argument. —
Périodicité. — Argument -|-lv. — Addition de la demi-période. — Dérivées. —
Dégénérescence des fonctions elliptiques. — Addition des arguments : théorème

de Jacobi. — Digression sur les polygones de Poncelet. — Construction pour

l'addition des arguments. — Formules d'addition. — La fonction ,]i?/. Sa défini-

tion déduite de celle de snu. — Invariants g.,, g./, discriminant A. — Les ra-

cines e,, e.,, e.,. — La période 203. — Dérivées de pu. — Dégénérescence de pu.
— Homogénéité. — Addition des arguments.

Amplitude.

Soient un cercle et un point G, intérieur à ce cercle. Par Je

point C on mène des cordes du cercle et, sur cliacune d'elles, on

porte, à partir du point G, de part et d'autre de ce point, une lon-

gueur inversement proportionnelle à la racine carrée de la corde-

Le lieu de l'extrémité du rayon vecteur, ainsi obtenu, est une

courbe (G) qui va servir à la définition des fonctions elliptiques.

Désignons par M et M' les extrémités d'une corde, par JN et ]N'

I. I
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les extrémités, symétriques par rapport au point C, des rayons

vecteurs correspondants. La courbe est fermée et convexe; elle

a pour axes de symétrie et pour diamètres minimum et maximum
le diamètre NoN'j,, correspondant à la corde MoM'^j passant par le

centre du cercle, et le diamètre perpendiculaire ]N,N',

.

On conviendra de considérer comme se correspondant sur la

courbe et sur le cercle les deux points cjui, sur une même droite

issue du point C, sont situés d'un même côté par rapport au

point C. Ainsi, sur la figure, M et N se correspondent entre eux-,

M'etN', Mo et No, • . ^ sont des couples de points se correspondant.

L'aire d'un secteur de la courbe, limité par deux rayons

vecteurs issus du point C, sera comptée positivement dans un

sens de rotation déterminé, et négativement dans le sens opposé.

(Une flèche marcpie sur la figure le sens choisi pour les aires posi-

tives.) Le rayon CNo, dont l'extrémité No correspond au point

Mo du cercle, le plus éloigné de C, est celui à partir duquel on

comptera les aires. Si le raj^on mobile CN, tournant dans le sens

positif, après avoir décrit un tour entier, continue son mouvement

dans le même sens, Taire sera considérée comme croissant tou-

jours, dépassant ainsi Taire totale de la courbe; elle peut croître

ainsi sans limite. De même, si le rayon mobile tourne dans le sens

négatif, la valeur absolue de Taire négative peut croître sans

limite. Par cette convention, l'aire d'un secteur, limité par le

rayon initial GNq et par un rayon mobile GN, est une variable qui
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peut prendre toutes les valeurs depuis — co jusqu'à •+ co
, et qui

varie d'une manière continue avec le ravon CN. Il en est de même
pour l'arc décrit sur le cercle par le point M qui correspond à

l'extrémité N du rayon vecteur. Cet arc étant compté comme on a

l'habitude de le faire en Trigonométrie, avec le point Mo pour ori-

gine, est nul en même temps que l'aire variable et croît ou dé-

croît avec elle sans limite. D'après les conventions faites, l'aire

NqGN et l'arc MqM sont deux variables, dont chacune est une

fonction continue de l'autre. De plus, à chaque valeur de la va-

riable correspond une valeur, toujours unique, de la fonction.

Soient

Il le ravon du cercle,

S la distance OC du centre de ce cercle au point G,

/ une longueur arbitraire.

Le rapport constant du rayon vecteur GN à l'inverse de la racine

carrée de la corde sera exj^iimé par /y/2(R 4- o)]:

On désignera par u le rapport de l'aire variable au carré l^ :

aire No GNu^ ^—

•

Soit encore cp la moitié de l'angle au centre MoOM, compté comme
l'arc MoM.Gette variable (p est une fonction de u^ continue et

déterminée sans ambiguïté pour toutes les valeurs de u\ elle est

désignée par la notation

|MoOM = 'j = amw,

que l'on énonce amplitude de u.

Modules.

Dans le cas particulier où le point G se confond avec le centre

du cercle, la courbe se réduit elle-même à un cercle, de rayon /,

et la fonction amw est simplement u. Dans le cas général, am ?/

diffère d'autant plus de u que l'excentricité de la figure est plus
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grande. Cette excentricité, élément essentiel de la définition, sera

représentée par un nombre A", nommé module. On considère aussi

un autre nombre analogue A"', nommé modale complémentaire :

k=\(^^, A-'=ii^5; A^+A--=..
R H- R -H

Ces deux quantités k et A' sont, comme on voit, toutes deux

comprises entre zéro et l'unité.

Quand il est nécessaire de rappeler le module de la fonction

am?^, on écrit am(z^, A) au lieu de am?^.

Définition de K.

Le rapport de l'aire totale de la courbe au carré /- sera désigné

par 2K. D'après les définitions, on a

(amo = o,

am2K = 71,

^ am(2K + î«) = 7: + am M,

am(— w) =— amt«.

Et encore, la demi-aire de la courbe répondant au point M'^,,

(2) amK = -•
^ ' . 2

Fonctions elliptiques ; argument.

l^cs fonctions elliptiques de la variable u sont au nombre de

trois, à savoir le sinus et le cosinus de amw, et la distance du

point C au point M, qui correspond à la variable u sur le cercle,

cette distance étant rapportée à sa grandeur initiale prise pour

unité. Ces trois fonctions seront désignées par les notations snUy

cnUj dnUj et l'on appelle u Vargument de ces fonctions

sn u = sin ain u,

en 11= cosamtf,

CM CM
^^"" CM, R

Dans le langage habituel, on énonce successivement les trois

lettres s, /z, w, c, /2, u] d, n, u.
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Sur les deiyt premières la Trigonométrie nous fournit les rensei-

gnements suivants, d'après (i) et (2) :

sno = o, cno = r,

sn2K=:o, cn2K= — r,

(3) { sn(2KH-î^)= — snu, cn(iK-{-u) = — cnii,

sn(

—

II) = — snUj cn(

—

u) = cnu,

snK = I, cnK = o.

Elles sont comprises entre — i et -|- i et satisfont à la relation

( I )
sn^ u -+- cn2 u = i.

Quant à la fonction dnii^ elle est, par définition, toujours posi-

tive; son maximum est l'unité et correspond à la droite GMo ; son

minimum correspond à CM'y ; il est égal à k' :

(dno = I, dn^K = I,

dn(2K+ II) = dnii,
(5)

dn(— II) = dn u,

dnK = A'.

L'angle CMqM est égal à cp; son cosinus est donc égal à

sn;^; de plus, la corde MqM a pour expression 2Rsin'^, c'est

à-dire 2Rsn?^. Donc la relation fournie par le triangle GMoM('),

CM =r=CMo +iMMo — 2GM0.MM0 cosCMoM,

se traduit en celle-ci

/ R 8
ôn^u = 1 ^—- sn2 u.

D'après la définition du module A", on a donc

(6) dn^ u H- A2 sn'2 u = i.

En éliminant sn^;^ entre (4) et (6), on a cette autre analogue

I A2
(7) ^2dnn^-^cnn^ = i.

(*) Ici M est supposé entre zéro etK; mais, d'après (3) et (5), si l'on change u
en 2jnK±u, ni étant un nombre entier, la formule (6) reste inaltérée: elle est

donc entièrement générale. Même observation pour la formule (8a) delà page 7.
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Quand il y a lieu de rappeler le module A', on écrit sn(f/, A) au

lieu de snu, et ainsi des autres.

Périodicité.

Les trois fonctions elliptiques sont périodiques ; les deux ])re-

raières ont la période 4K., la troisième a la période 2K. Néanmoins,

on appelle 2K la période. En l'ajoutant à l'argument u, on repro-

duit les fonctions sn et en changées de signe. La période joue le

même rôle ici que t: en Trigonométrie. La quantité K est la demi-

période.
Argument JK-

hsiJig. I fournit encore le renseignement immédiat suivant :

, K CM, y/R^— 0'
. /R — /-

et, par suite, d'après (4) et (6),

K \/^-^'^'l

;ii — = 4 / I — sn^ — =: 4 / —

Addition de la demi-période.

Par suite de la symétrie qu'offre la courbe, toute droite passanl

par son centre G la partage en deux parties d'aires égales. Soit //

l'argument qui correspond à un point N de la courbe; au point

N', symétrique de N par rapport à G, correspond l'argument

u -f- K. La propriété du cercle, exprimée par l'égalité

GM.GM'=R2_S2^
fournit donc celle-ci

(R -i- 0)2 dn u dn( w + K) = R2— 82

ou, d'après la définition du module complémentaire k\

(8) dn(w-i-K)= -y^.

Dans le triangle GMqM, on a déjà observé que l'angle en Mo est

- — cp5 son sinus est donc q,t\u. L'angle en M est le supplément
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de la moitié de l'angle mesuré par l'arc de cercle Mo M' dans le

sens positif. Cette moitié est, suivant la définition, Vamplitude

correspondant au point N', c'est-à-dire am(w -f- K). Le sinus de

l'angle en M est donc sn(w-i-K). La proportionnalité des sinus

aux côtés opposés, dans le triangle G Mo M, fournit donc la relation

CM _ en M

Par définition, le premier membre est précisément ànu. Ainsi

en w
(8a) sn(w-HK) =

-i

Changeant, dans cette dernière relation, u en u -h K, remplaçant

sn(w-|-2K) par — snz/, et dn(«-f-K) par l'expression qu'on

vient de trouver, on obtient

/ rt 7 N / xr k' %WU
(8b) cn(u-\-K) =

i

Changeant uen — u dans les trois relations (8), (Sa), (Sb), on a

dn(K — w)= ~,
cnu

sn(K — u) = ,

/TA X
k'snu

cn(K — u) = —j— •

dnu

Pour le calcul des fonctions elliptiques, ces trois relations,

jointes à (4) et (5), permettent de ramener l'argument à être tou-

jours compris entre zéro et^K, comme, en Trigonométrie, l'angle

peut toujours être ramené entre zéro et -' pour le calcul des fonc-

tions circulaires (^).

Dérivées.

Soit l'angle du rayon vecteur CN avec le rayon initial, angle

compté dans le sens positif; la dérivée de l'aire de la courbe, par

(') Dans les Fundamenta nova de Jacobi et beaucoup d'ouvrages subséquents,

K — u est appelé l'argument complémentaire ; son amplitude est appelée la

coamplitude de u, en sorte que sn ( K — i« ) et en ( K — m ) sont dénotés sin coam u,

cos coam u
;
quant à dn m et dn ( K — w ), ils sont dénotés par A am a et A coam u

.
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rapport à 9, est 4CN^. D'après la définition de u et l'expression du

rayon vecteur CN, on a donc

Soient o et cp' les demi-angles ^MqOM et ^MoOM' comptés

Fisr. 2.

dans le sens positif, on a, d'après les propriétés du cercle,

et, par conséquent,

Soit maintenant un second rayon vecteur CN< , coupant le cercle

au point M< qui correspond à N,, et au second point M',. On a

la relation

MMi _ CM
Wm; " CM'/

d'où, si M, est infiniment voisin de M,

f/cp _ CM

d^ ' "" CM" " (H-f-8) dn^^*

Mais les précédentes donnent

du _ R-HO
d'^-\-do' ~ MM'

*
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Multipliant membre à membre ces deux dernières et remplaçant

c3 par am?^, on a donc

De là résulte

d amu -—, = dnu.
du

d snu d sin am u d am u
,;— = -, ; =: Cil U Cl H U,

du d am u du

d cnu d cosamu d amu
du d am u du

= — snu dn u.

Enfin, en prenant les dérivées dans la relation (6),

, d dnu ,„ d snu
dn u —-, — -i- k^ sn u —z— = o

,

du du

d dnu ,„—
i
— == — k^ snu cnu.

du

Ainsi, en résumé, les dérivées des trois fonctions s'expriment

chacune par le produit des deux autres fonctions, sauf un facteur

constant :

-j- snu = cnu cln u,
du

(9) { -T- cnu = — dnu snu,

-j- dnu = — /c2 sn u en u.
du

Dégénérescence des fonctions elliptiques.

Quand le module k se réduit à zéro, on a vu, par la définition,

que la courbe (C) se réduit à un cercle de rayon /; am u se réduit

à w, ?>nu et cnw à sin z^ et cos?/, et dnz^ à l'unité. Quant à 2K,

rapport de l'aire totale de la courbe (G) au carré /-, cette quan-

tité devient tc; ainsi K se réduit à -•

Voyons maintenant ce qui se produit quand k devient égal à

l'unité. A cause des relations

dn2 u = \ — A:2 sn^ w, cn^ u = \ — sn^ m,

qui coïncident alors (k = i), dnu et cn;^ ne forment qu'une seule

et même fonction, tant que u reste compris entre — K et K, li-
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mites dans lesquelles cnu est positif. Les équations différentielles

(9) deviennent donc



CUAP. I. — FONCTIONS ELLIPTIQUES A DISCRIMINANT POSITIF. 1 I

D'après un théorème (*) de Géométrie élémentaire, 5?" trois

cercles ont, deux à deux, un seul et même axe radical, les tan-

gentes menées d\ui point quelconque de Vun d'eux aux deux

autres ont leurs longueurs dans un rapport constant. Prenons

Fig. 3.

le cercle c de telle sorte qu'il ait avec le cercle O l'axe radical

commun à ce dernier et au point G. S'il en est ainsi, et Tq dési-

gnant le point correspondant, sur c, au point initial Mq, on aura

TM CM
ToMo GMo

= dn w.

Pour construire la courbe (Q), employée précédemment, nous

avons porté, à partir de G, sur GM la longueur

CN ~ y MM'

Soit M'' le second point de rencontre de TM avec le cercle.

Portons de même sur la tangente TM, à partir de T, la lon-

gueur

/a.ToM o

^''-^/"MM""'

(') Qui se démontre ainsi : soient en coordonnées rectangulaires A = o, B = o,

C = o les équations des trois cercles. La communauté de l'axe radical s'exprime

par l'identité A = 'XB + [xC, X et [jl étant des constantes. D'ailleurs B et C sont

les carrés des longueurs des tangentes menées d'un point aux cercles B = o, C == o.

Si donc ce point est sur le cercle A = o, l'égalité B : C = — ij. : X prouve le théo-

rème.
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mais en ayant soin de la porter seulement dans un seul sens, celui

même de TM. Le lieu du point n, soit la courbe (c), est fermé et

convexe. Cette courbe est extérieure au cercle c.

Considérons l'aire comprise entre le cercle c et la courbe (c), à

partir de la tangente Ïq/^oi et décrite par une tangente mobile 11 n

tournant autour du cercle. Avec les mêmes conventions qui ont été

faites relativement à la courbe (C), cettenouvelle aire prend toutes

les valeurs depuis — oo jusqu'à -t- oo . L'aire (c) décrite, à partir

de TqIIq^ par une tangente mobile T/iM correspond, en vertu des

conventions et sans aucune ambiguïté, avec l'aire (C) décrite

par le rayon Accteur CNM correspondant. Ces deux aires sont

nulles ensemble. Il va être àéuionivQ ç^ue Lies sont écjuwaientes.

Soit
aire tiqIlqT n

Uy =
/2

Soit aussi 0, l'angle de TM, compté dans le sens convenu, avec

CMq. La dérivée de la nouvelle aire, par rapport à 9, , est ici encore

Donc

Désignant encore par acp et id' les angles MOMq et INFOMq,

on a, exactement comme dans le cas de la courbe (C),

d^" ~ TM"' "do ~ TM
*

De là résulte semblablement

do TM
tlnzi,

et, puisque l'on a

il en résulte

duy TqMo

-ji = dn u.
du

dui—-- z= I et Ui = u
;au

car iii est nul avec u.

Par le point M'', menons maintenant la seconde tangente JVFT"
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du cercle c. Son point de contact T'' est celui qui correspond à

M", d'après les conventions. Mais, les deux tangentes M'^T et IVFT''

étant égales, la relation

do _ JTM
df

~~ ÏM"
donne celle-ci

do _ do"

TM "" "Fat*

Soit u" Targument cpii correspond à M'^, comme n correspond à

M; on a
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Digression sur les polygones de Poncelet.

Supposons qu'uQ triangle de sommets M M, Mo, placés dans

cet ordre pour le sens de rotation positif par exemple, soit inscrit

dans le cercle O et circonscrit au cercle c. Les arguments des

trois sommets seront successivement u^ u-\-u^^^ u-\-iUq^ et,

puisque la corde MoM est encore tangente au cercle c, l'aire de

la courbe est décrite complètement, et l'argument qu'on obtient

en revenant au point M a les deux expressions

Donc

Ainsi le cercle c n'est pas un quelconque de ceux qui ont, avec O,

l'axe radical donné. Il est déterminé par cette condition que le

point MJ, réponde à l'argument -—
• Gela étant, chaque point M

du cercle O sera un sommet d'un triangle inscrit au cercle O et

circonscrit au cercle c.

Au lieu d'un triangle, supposons un polygone de/> côtés, inscrit

dans O et circonscrit à c. Admettons, en outre, que ce polvgone,

s'il est étoile, se recouvre lui-même €[ fois (</ = i pour un poly-

gone convexe). Si u est l'argument du premier sommet, on retrou-

vera, après avoir décrit le polygone dans le sens positif, pour

nouvelle détermination de cet argument, les deux expressions

/^ -f- 2^K et « -\- pù\' Donc li'^ = ~~— De là le théorème de

Poncelet :

Si deux cercles sont, Vun inscrit^ l'autre circonscrit à un

polygone fermé, il existe une infinité de polygones, ayant

pareil nombre de côtés, à la fois circonscrits au premier cercle

et inscrits dans le second.

Construction pour l'addition des arguments.

Sur le cercle O {^fig- 4)» prenez le point A répondant à l'argu-

ment a, et tracez le cercle c, tangent à Mo A, ajant avec O l'axe

radical donné, et intérieur à O, ce qui se peut faire d'une seule ma-
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nière (*). Prenez le point B répondant à l'argument 6, et menez,

par ce point B, l'une des tangentes au cercle c, savoir celle qui

du point de contact au point B est dirigée dans le sens négatif ou

dans le sens positif, suivant que A est au-dessus ou au-dessous de

la ligne des centres (sur la figure, A est au-dessus, et la tangente

SB est dirigée de S vers B dans le sens négatif de rotation). Pro-

longez cette tangente jusqu'à la seconde rencontre en D avec le

cercle O. Le point D répond à ^argument (a -Y- b). C'est, en

effet, ce qu'indique le théorème de Jacobi. Les lettres A, B, D,

h, a remplacent ici M'J,, M, M'', w, li'^,

La représentation de am?^ par un point M du cercle O renferme

un défaut : un même point M correspond à tous les arguments

qui diffèrent par un multiple quelconque de aK, tandis que sn w et

Q,x\u restent inaltérés seulement quand on ajoute à l'argument un

multiple pair de 2K. En second lieu, l'argument z/J,, désigné

maintenant par a, est supposé, d'après l'analyse précédente, com-

pris entre zéro et 2K. Quand, tout à l'heure, nous passerons de

la construction aux formules, il iàudra avoir égard à ces circon-

stances. Mais, sur la figure, ces circonstances n'ont aucune in-

tluence; elle reste inaltérée quand on attribue à l'argument. d'un

(') Prolongez M^A jusqu'à la rencontre avec l'axe radical en R; par R menez

la tangente au cercle O, et prenez, à partir de R, sur RAM^, du côté où se

trouve A, une longueur égale à cette tangente. Vous obtenez le point de contact

du cercle c.
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point, sur le cercle O, des valeurs qui diffèrent par un multiple;

quelconque de 2K.

La construction précédente, dissymétrique par rapport aux

arguments a et b qu'on additionne, peut être faite aussi dans

l'ordre inverse; le résultat ne sera pas changé. Par conséquent,

si l'on mène le cercle Ci , tangent à MqB, toujours intérieur à O
et avant avec O l'axe radical donné, et qu'on mène par A la

tangente à ce cercle Cj, en observant les mêmes. conventions que

précédemment, cette tangente passera au point D. On aura ainsi

un quadrilatère Mq ADB dont deux côtés opposés MoA, DB sonl

tangents au cercle c, et les deux autres MqB, AD au cercle c,. De
là un théorème de Géométrie élémentaire (^).

Le point D représente la somme des arguments représentés par

A et B. Par suite, A représente la différence des arguments relatifs

à D et B. On a donc encore une liaison analogue entre les points

D, A et le point B' symétrique de B par rapport à la ligne des

centres; ce point représente, en effet, l'argument — b : étant

tracé le cercle C2, tangent à MoD, et étant menée à ce cercle, par

le point B', la tangente d'après les conventions admises, cette tan-

gente passe au point A. Si, de même, par le symétrique de A, on

menait la tangente à Co, cette droite passerait au point B.

Formules d'addition.

Une seule équation suffit évidemment à traduire la relation qui

existe entre les trois points A, B, D
;
par conséquent aussi à four-

nir les trois formules d'addition pour les trois fonctions elliptiques.

C'est ce que rend évident la considération des égalités

d'où Ton peut tirer deux des fonctions quand on connaît la troi-

sième. Mais, en suivant la voie qui s'indique ainsi, on introduirait

des ambiguïtés avec les radicaux. Pour les éviter, nous conclurons

des constructions ci-dessus trois égalités.

Afin de faire disparaître toute incertitude, supposons d'abord

(') Un quadrilatère étanl inscrit dans un cercle 0, si l'on mène un cercle c

tangent à deux côtés opposés, et un autre cercle c^ tangent aux deux autres

côtés, ayant, en outre, son centre en ligne droite avec les centres des deux

autres cercles, les trois cercles ont, deux à deux, même axe radical.
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a et h compris, tous deux, entre zéro et K; alors d-=a-\-h sera

entre zéro et 2K. (Dans la figure, d est entre K et 2K.) Les am-

plitudes de a, 6, <isont, toutes trois, comprises entre zéro et ti;

leurs sinus, c'est-à-dire sna, sn^, snc/, sont positifs. Gomme
l'amplitude de a est le demi-angle mesuré par l'arc MqA, on a

2R sn a =Mo A
;

chaque fonction sn est représentée ainsi par une corde.

On devra se souvenir aussi que la fonction dn est toujours posi-

tive. Pour chaque cercle, tel que c, dn u est le rapport des tangentes

menées à ce cercle du point qui représente u sur le cercle O, et

du point Mo.

Marquons le point de contact de chacune des tangentes précé-

demment menées aux trois cercles c, C|, Co, et par le moyen de

ces tangentes exprimons, de toutes les manières possibles, dn«,

dn6, dnc/. Des égalités ainsi obtenues, nous tirerons les formules

cherchées.

A chaque cercle, on a mené deux tangentes dont l'une part de

Mo; soient T, T,,To les points de contact des trois tangentes

menées de Mo aux cercles respectifs c, Cj, Co ; elles aboutissent

respectivement aux points A, B, D. Soient S, S,, So les points de

contact des trois autres tangentes, les indices correspondant à ceux

quidistinguentles trois cercles : S est sur BD, S| surDA, So surAB'.

Il y a encore une tangente MoB' menée au cercle C|, mais on

n'aura pas à la faire intervenir. La dissymétrie provenant de ce

(|ue la droite ASo passe par B', et non par B, disparaîtra des for-

mules; les fonctions dn coïncident pour B et B' qui répondent à

des arguments égaux et de signes contraires.

Par A passent trois tangentes, de même par D; il en passe deux

par B et une par B'; de là trois expressions pour chacune des quan-

tités dn<2, dn^, dnc/; les voici rangées suivant l'ordre des indices

des trois cercles c, c^^ c^ :

dna

ônb

dnd

TA
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Des trois rapports silués dans la diagonale de ee tableau, dé-

duisons d'abord

,
Mo A

i-i- dna= 7ÎTTT-'
liMo

i-h dnô

dn d —

TiMo

MqD
ïoMo

Dans chaque couple de lignes du tableau, il existe deux rap-

ports dans lesquels les segments, en numérateur, ont la même ex-

trémité S, S| ou So. En ajoutant les égalités correspondantes

membre à membre, nous avons

dn o -h dn d = ^,.

dncf-H dn a =

dna -t- dn ^ =

TiiVlo

AB'

Ta Mo

Divisant membre à membre chacune de ces dernières égalités

avec celle qui occupe la place correspondante dans la série pré-

cédente, nous obtenons

d n /> -J- d n d
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Pour la corde AB', elle s'évalue d'une façon analogue, si l'on

attribue à B' l'argument (2K — 6), qui, suivant les hypothèses,

est supérieur à K et, par suite, supérieur aussi à a. D'ailleurs

sn(cAK — /[^) = sn6j cn(2K — h)—— en 6;

on a donc aussi

AB'= 2R(sn6 cna H- sna cnè).

Voici donc les trois formules cherchées

dn ^ -h dn <:/ sn cl en h — sn è en û^

I -h dna sna

dn «? -r- dn <2 sn d en a— sn a en r/

H-dn6 sn^

dn a -f- dn 6 sn6 en(7 -h sn a en6

1 -I- dn <^ sn d

traduisant la relation

d z=:z a ^ h,

et démontrées si a et h sont compris entre zéro et K.

La dissymétrie de ces formules disparaît si l'on remplace d par

un autre argument c, en prenant

<-/ — iniK — c,

m étant un nombre entier positif ou négatif; on a alors

dnc/=dnc, sn d = {— T)'"+isnc, en <:/ = (— i)'" cnc,

et les formules sont les suivantes :

I
dnè-!-dnc , , , snè enc -H snc en Z>

\ i + dna sna

^ ^
IdncH-dna , , ,

snc en a -H sna en c
(10) ;

7—,— = ( — 1)'»+^
-j ,

^ ^
1 n-dn6 sn6

f dn 6f -f- dn6 , , . sn« en & -h sn6 en <7.=,(_im+l ,

\ I -h dnc snc

entièrement symétriques, et traduisant la relation

^ (11) a -\-b -\- c = ini\L.

Elles sont démontrées jusqu'à présent avec une restriction sur

a et b. Mais d'abord, si l'on change a, 6, c en — a, — ^, — c
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et jn en — m, les deux membres de chaque formule (lo) restent

inaltérés, et la condition (i i) est toujours satisfaite ; donc les for-

mules subsistent si « et ^ sont compris entre — K et K. Si l'on

change a en a + a/îK, b en Z^ + 2/i'K, n et ii' étant entiers,

et qu'on change aussi m en (/?^— n — Ji')^ les deux membres de

chaque formule (lo) et (i i) restent inaltérés. Donc les formules

(lo) sont démontrées en toute généralité, quels que soient les

arguments a, b^ c, vérifiant la relation (i i).

On peut déduire des formules (lo) une foule d'autres, parmi

lesquelles il convient de remarquer celles qui sont résolues par

rapport aux fonctions de l'un des trois arguments. On peut obte-

nir ces dernières en considérant les équations (lo) comme trois

équations simultanées du premier degré en sna, en a, dna et les

résolvant. Mais on parvient plus rapidement au but en adjoignant

aux équations (lo) d'autres qui s'en déduisent.

Pour abréger, écrivons simplement s, c, d au lieu de sna, en a,

dna, et employons les mêmes lettres affectées des indices i et 2

pour sn^, . . . , snc, .... Les deux identités

sn2 II -}- cn2 u = \^

A-2 sYi^u-t-àn^u = I

donnent celles-ci

i~d
i-\-d k^s

s^Ci-h S1C2 dy — d<i

di-^d=i k^{S2Ci— S1C2)

Faisant, en outre, (— iy«+« z= £, nous concluons de la première

formule (10)

s I — d S2Ci-\- S1C2 s di— di

\-\-d~ k^s
~"

di-^di ~ k'^ s^Ci— SiC^^

1 s

(12)

, , ^2 Cl -h ^1 C2
-^ 1

#

—

«1 -4- «2

70 S^Ci— SxCi

s di C?2

et, en ajoutant ces dernières membre à membre,

s
^ \ di-\- di di — di /





22 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.

Pour avoir les formules d'addition, supposons nulle la somme

a-\-b-\-c, par suite £ = —1; puis changeons a en — a, c'est-

à-dire simplement s en — s^ et nous obtiendrons

,, . sn ^ en c dnc H- sn c cn& cln6
sn(6-l-c)= T^ —r 5 j

, ,, , on 6 en c — snè snc dn6 dnc
(17) \ àn{b-\-c)= —

Q,n{b-\- c) =

I — A-2 sn2 6 sn2c

ùnb dnc — A^ snb snc cnb cnc

I
— A:2 sn2 6 sn2c

Ce sont là les formules dont on fait usage d'habitude; mais les

formules équivalentes (i3), (i4) et (16) sont tout aussi bonnes.

Parmi les nombreuses combinaisons que l'on peut faire entre

les formules ci-dessus, il convient de remarquer l'égalité (i5), à

cause de sa simplicité,

dna— dnb dnc = (— r)'«^-ïA-2 snb snc sna;

elle a lieu sous la condition a -h Z> + c = 2/7zK, ainsi que les

deux autres qu'on en déduit par permutation des lettres a, />, c.

Si l'on y change 6 en ^ -f- K, et c en c + K, m en (771 — i), et

qu'on emploie les formules d'addition de la demi-période (8),

(8a), (8^), on en déduit cette autre, non moins remarquable,

dna dnb dnc— k'^ = (— i)"'A2 cnacnôcnc; (a -{- b -^ c = i/nK).

Si, dans la même formule,

d — <ii <^2 == - ^^ S1S.2C,

on remplace dt d.2 par son expression tirée de (i4 bis)^ on obtient

cette autre, tout aussi simple,

ZC =^ SiS^d— Cl 6-2,

c'est-à-dire

(— i)"^ cna = cnb cnc — snè snc dna; (a -^ b -{- c — "irnK),

et, si l'on change b et c en 6 4- K, c -j- K, m en (m — i),

(— i^m-hi sna dnô dnc = A' sn 6 snc — 77 en 6 cnc dna
;

A"

il y en a d'autres encore, qu'il est inutile de rapporter. L'une

quelconque de ces dernières, présentant, comme une quelconque

des formules (10), le double caractère d'être du premier degré par
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rapport aux fonctions d'un même argument, et de valoir, à cause

de la symétrie^ trois formules à la fois, peut servir à retrouver les

formules d'addition.

Toutes ces formules, intéressantes par elles-mêmes, seront utiles

aux personnes désireuses de lire les anciens ouvrages, et notam-

ment les OEuvres de Jacobi. Mais nous ne nous en servirons jamais,

et, pour la seule étude de ce livre, il est inutile de clierclier à les

retenir. Il est aussi superflu d'examiner longuement les propriétés

que nous venons de reconnaître aux fonctions snw, cnu^ dnu.

Ces éléments vont désormais être relégués au second plan, et

faire place à un élément nouveau, la fonction pu, introduite par

AI. Weierstrass. (Dans le langage, on prononce séparément les

deux lettres p, u).

La fonction pu. Sa définition déduite de celle de snu.

D'après les expressions (9) des dérivées, les trois fonctions

elliptiques nous apparaissent comme ayant la propriété commune
que le carré de leur dérivée est exprimable par un polynôme du

(juatrième degré par rapport à la fonction. Ainsi

cn2p cln^ç; = i — (1-4- A-2) sn2(;4-A2 sn^v.

Ces polynômes sont d'ailleurs bicarrés.

Par une transformation simple on peut en déduire d'autres

fonctions, ayant une propriété analogue : le carré de la dérivée est

un polynôme du troisième degré par rapport à la fonction. Cette

transformation consiste à poser, en désignant par a une constante

et par z la nouvelle fonction,

sn2p =
a -T- z

On aura, en effet, d'après (4) et (6),

d sn'^v _ I clz

clv ~ {a-^zy^ Th"*

, sji^z -^ a)(^z -\- a — \){z -^ a — k"-)

{^a-r-zY

d9,n^v—
-,— = 2 snç^ cnp dnp,

dz\^
-^j =i{z---a){z-i-a-i)iz-^a-/c^).
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Parmi ces fonctions z, il est naturel d'en choisir une, pour la-

quelle le polynôme du troisième degré présente une forme réduite.

Choisissons donc la constante a de manière que le terme en -z-

manque dans ce polynôme (la somme des trois racines est alors

nulle); ainsi

Mettons en évidence les trois racines, rangées par ordre de gran-

deur,

£i>£2>£3, £i 4- £2+ £3 == o,

_ _ 2 — 7.2
. _ z ,_ 2Â:2 — I I -+- A-2

3 ' ^ 3

dzV-m 4(^ — £i)(^ — £2)(- — £3)-

Ces trois racines, dont la somme est nulle, dépendent de la

seule quantité A-.

Pour faire en sorte qu'on puisse prendre deux racines arbitrai-

rement, introduisons une nouvelle constante 1, et posons

zi=lei, £, = Xe2, £3=^63, z = 'ky, ç = -—-

Nous aurons alors

(18) (^)' = 4(7-^0(7- 62)(7- ^3).

Dans cette relation, (?i, (?27 ^3 sont trois quantités réelles, dont

la somme est nulle :

^i>^2>^3) ^1-4- 62-7- 63 = o;

elles sont d'ailleurs arbitraires. La fonction j' de la variable i/,

ainsi déterminée, sera désignée par la notation pu. C'est elle qui,

désormais, jouera le plus grand rôle. Actuellement, elle s'offre

comme dépendant, non seulement de Vargument u, mais encore

de deux constantes, suivant la formule, déduite des précédentes,

I M- A2 1

(19) ^ =p^=___+^^.
A

Voulant la considérer comme dépendant de l'argument u et des
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constantes e<, eo, <?3, nous n'avons qu'à exprimer A- et ). par ces

dernières. C'est ce qui se fait ainsi

^ ^1 £3 t
/ 2

^2 — £3 ^2 ^3
.

^1 — ^3 ^1— ^3 £1— £3 ei — es'

à quoi l'on peut joindre

^'2^I_>^2=^JIL^.

Invariants ^2; ^3- — Discriminant A.

Aussi bien que par ses trois racines, le polynôme (18) est ca-

ractérisé par ses coefficients, que nous désignerons par g 2 et ^3,

— ^27 — S'i
=
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Le signe de eo est aussi celui de (k-— ^'')5 car on a

/.•2—
A'2

^1 — 63 61—63 €1—63

D'ailleurs k- — //- = 2/i-— i; donc ^o est négatif, ^3 positif,

quand A- est inférieur à ^ ; au contraire, Co est positif, g^ négatif,

quand A- est supérieur à ^.

En remplaçant X par son expression —— dans (19), nous

avons

(•20) pu=.ez-] ^.
sn2-—

I^e dénominateur variant toujours entre zéro et l'unité, pu varie

entre l'infini positif et <?,. Ainsi la seule racine e, est une des va-

leurs que peut acquérir pu, et c'est le minimum de pu, qui prend

successivement toutes les valeurs entre Ci et l'infini positif.

La période 9.w.

La fonction pu est paire, comme le montre la définition (19);

car, ayant sn{— i^)= — snc, on en conclut p[— u) = pu. Elle a

une période que nous désignerons par 2to, et qui n'est autre que

2KyOw Ainsi

— K
CD = K /X — - =z , 6i = pw, p{'imui± u) = pii.

V^i— 63

Dérivées de pu.

La dérivée de pu sera désignée ipar p'u; c'est une fonction im-

]:)aire, ayant aussi la période 2(0

p' {2.?rnù ±1 u) =±: p'u.

Elle est liée à pu, d'après (18) et (18 a), par la relation

(21) (p'w)2 = 4p3i^_ o-, p^^„^3=: ^Çp u — ei) {p U — e.2) (p U — es).

Les dérivées successives ont toutes la période 2to; elles sont alter-

nativement paires et impaires, et se calculent facilement par diff'é-
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rentiation de (21)

p"u = ep^u — is'i,

p"'u =\2pU p'u,

pi^U = Ï2{p'uy-^l2pu p"u= l2{lOp^ll—^g2Pl('—ff3),

Dégénérescence de pu.

On a vu que les fonctions elliptiques dégénèrent en fonctions

circulaires ou en fonctions exponentielles c[uand k converge vers

zéro ou vers l'unité. Ces deux circonstances ont lieu, la première,

quand 6-2 va coïncider avec e^', la seconde, quand 62 va coïncider

avec Ci. Dans l'un et l'autre cas, le discriminant A devient nul. Il

ne peut d'ailleurs devenir nul autrement, puisque e,, e^ sont sépa-

rés par zéro, sauf le cas limite ei= 60--= (^2= o qui sera examiné

tout à l'heure.

Ainsi deux modes principaux de dégénérescence : dans le pre-

mier A"=o, ^3 est positif, e^ coïncide avec e-^; dans le second

/,•= I
, g^ est négatif, 62 coïncide avec <?<

.

Dans le premier mode, on a

62 = 63 = — \ eu gi='le\, g3=e],

A^^3_27^|r=o, X=^=:-^, A = o, inu = smu,

2 \ 71

Dans le second mode, on a

X = ^^
Si

9^3'

9é^3 3^3

^2 2g2\e^-e-^) y 2g2

K = X) , ca = 00 .

Enfin, troisième mode de dégénérescence^ si ^,, (?2, e^ tendent

ensemble vers zéro, il en est tout autant de ^2 et ^3, et le rap-
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port — est infiniment petit du même ordre que e^. On a alors

61 = 62=63 = 0, ^2 = ^3 = 0, w==oo, pu= ~^.

Homogénéité.

Si, dans la relation (19), on remplace «etl par -— et -> u. étant

une constante positive quelconque, et, en même temps, pu par

[t-pu-, cette relation reste inaltérée ; mais, en même temps, e< , ^2, e.}

sont remplacés par [jie<, [i-^o? |^^3« On a donc une relation d'iio-

P(-7^1 I^V-2, |J-V3J= (^Pl(22) p( -7^; iJ-V-2, |J-V3) = (^p(w;^2,^3);

de même

pW -^; lJ-V2,lJ-'^3 )
= ix\/^p\u; gi,g->).

Addition des arguments.

De la formule (i3) on déduit aisément celle qui convient à l'ad

dition de l'argument pour la fonction pu. Ecrivons-la ainsi

I s] c\ d\ -4-
.çf cf d\ — 'iSx C\ d\ s^_c.,d^

I c\d\ _i_ c\d\ __ c^d\ c, f/o

OÎ* O.j O9 Sx Oj O2

(.| 5|)

Mettons de même p, p,, p^ pour les fonctions j3 des trois argu-

ments. Nous concluons de l'égalité (20), d'après (4) et (6),

^ =:X(p-e3), ^ =>^(Pl-e3), ^ =>^(P2— es),

4z=XpiH -— =X(pi_ei), -^ =X(p2-e,),

d} . i— ik^-., . d\ . . .

-1 -XpiH 5— =X(pi— 62), -f = A(P2— 62),

-^ = — 2^ Pi' ^^ ~ 2^ -^^2'

^1 *2
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En substituant, on voit disparaître )v, et l'on obtient

P— ^3=
(Pi—es){p2 — ei){p2—e^_)-^(p2~e3)(pi—ei)(pi—e2)— \p\ p'^

(Pi— P2)

,PiP1 -^ P2P? - i^2(Pi -^ P2) — 2 ^3—7 p\ p'2

iPi-P2y

Al I ) //, I 1 l^

(23) p(m+p)

Mettant les arguments en évidence, nous avons la formule cher-

chée

^ 2 ( ,p ?< p P — l,^, ) (p ?^ -f- p P )
— g-3— P'U P'V

.

i{pii— pvf

mais on peut l'écrire aussi sous une forme qui se fixe mieux dans

la mémoire

Mettons (^ z= «^ , a -{- ç =— ;^o, et écrivons la formule ainsi

I fp'u — p'u\\'^
pU-\- pUi -h pU^ = - , U-\-Ui-^ M.7 = O.

\\pu—piHj

Cette relation a lieu entre trois arguments dont la somme est

nulle.

Echangeons entre eux u^ w,, u.2 au second membre et concluons

([ue les trois rapports

p'u — p'uj p'ui — p'U2 p'uj— p'u

pU — pUi' pUi—pU2^ pUi—pU

ne peuvent différer que par les signes; mais, si l'on avait

p'u p'Ui _ p'U\ p'Ui _ _i_ P'^^2— P'u

pU — pUi ~ pili— pU2 ~~ p 112— pu'

on déduirait, en combinant les deux premiers rapports,

p'u ~ p'U2 ^ ^ p'U2 — p'u

pU—'J.pUi-hpU2 ~ pU2—pu'
pU2~pU=Z^{pU — ipUi-\-pU2),

relation évidemment impossible. Les trois rapports sont donc

absolument égaux, ce qui, d'ailleurs, entraîne une seule équation;

{;ar le troisième rapport a pour termes les sommes des termes des

deux autres. Ainsi la relation

a -i- wi --h W2 = o
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esl traduite par les égalités

p'u — p'ui _ p'wi — p'uz _ p'm2— p'u

(25) ' pil— pUi Plh— pil2 pUi—pU

[
pu -^ pui-\~ pu2 = l a^.

Ces formules, extrêmement simples, sont celles dont l'usage est l(

plus fréquent.

Voici encore une autre forme intéressante :

p'u — ,pV\ _ I <) / p'it — p'<'"

" ^ ' ^ 1 du \pu — p r / '' 2 dv \pu — p V )

p\u-\- v)= —

-

'— .

" 2 du âç \ p u — p V )

On retiendra encore mieux ces formules (20) en observant l'inter-

prétation suivante :

Soient «, h deux constantes données, et supposons qu'on clierclic

à déterminer a par l'équation

a pu ^h := p' u.

On en tirera une équation du troisième degré en p/^

4 P'^
u — ^2 p u — g-i = {apu^hY,

ayant trois solutions j3?/, }^U\.i ,p;<2- Par l'équation proposée, on

aura trois quantités correspondantes jj';/, jj'f^i, ^Ui sans aucune

ambiguïté. De là résultent

a pu -i- è = p'u

a pu\-\-l> ^^ p'ui,

a pu2-i- b ~ p'ui.

En éliminant b, on conclut l'égalité des trois rapports (aS) et

de la constante a; puis, en prenant la somme des racines de l'équa-

tion du troisième degré, on obtient la seconde égalité (aS). Ainsi

la relation
u H- ?/ 1 -h ?^2 = o

est traduite encore par ce fait que u, U\^ u^. sont solutions de

Véquation
a pu -^ h = p'u.

C'est là un cas particulier d'un célèbre théorème dû à Abel, et

dont nous parlerons au Chapitre Vil.
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CHAPITRE II.

ARGUMENTS IMAGINAIRES. — DOUBLE PÉRIODICITÉ.

Arguments purement imaginaires. — La période aw'. — Arguments complexes.

— Dérivée. — Relation entre p;/ et p'u.— Addition des arguments. — Homogé-
néité. — Double périodicité. — Addition des demi-périodes. — Infinis de la

fonction pu. — Diverses valeurs de u pour une même valeur de pu. — La fonc-

tion pu passe par toutes les valeurs réelles ou imaginaires. — Sur les signes de

p'u ou de —7~ quand pu est réel. — Dégénérescence de pu. — Les fonctions

sn?/, cnu, dt\u, d'arguments imaginaires. — Addition des demi-périodes. —
Zéros et infinis de snu, cnu, dnu. — Diverses valeurs de l'argument pour une

même valeur de la fonction sn ;/, ou cnu, ou dnu. — Les six modules conju-

gués. — Quarts de périodes. — Définition directe de pu. — Nouvelle démon-
stration du théorème d'addition. — Sur la liaison entre les invariants et le mo-
dule, — Variation des périodes avec les invariants; rapport des périodes. —
Cas où g^ est nul. — Expressions asymptotiques des périodes quand le discri-

minant devient nul.

Arguments purement imaginaires.

Jusqu'à présent, l'argument u a été considéré uniqiiemenl

comme une variable réelle, et les fonctions elliptiques n'oni

d'existence que pour cette supposition. La formule d'homogénéité

de pu suggère tout naturellement l'idée de généraliser et en ofl'rc

le moyen.

Ecrivons (^) cette formule (I, 22) en y mettant z^ y/p. au lieu

de u et intervertissant les deux membres ; ce sera

Chacun des deux membres a une signification qui nous estcon-

(') Quand nous renverrons à une équation d'un autre Chapitre, nous indique-

rons, comme ici, le Chapitre et le numéro de l'équation. Ainsi le renvoi actuel

(I, '22) signifie : Chapitre I, équation (22).
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nue déjà, tant que, g^ et ^3 étant réels et satisfaisant à la condition

jj. est une quantité positive. Effectivement, au premier membre,

a y/ [A est réel, et, au second membre, ^'al^"? ^ sl^^ ^^^^'^ réels et sa-

tisfont à la condition

(3) {g.2ix^Y-i:{g^ix^Y>o.

Mais, u restant réel, cette dernière condition est encore satis-

faite, si li. est une quantité négative, en sorte que le second

membre de (1) conserve une signification connue, pourvu que la

condition (2) ait toujours lieu. Quant au premier membre, la

fonction j3 s'y présente avec un argument purement imaginaire.

C'est une fonction nouvelle, non définie encore. Nous prenons

donc pour définition de la fonction ellipticjue p avec un argu-

ment purement imaginaire (en faisant ia = — i , ? = \^'
— i ).

(i) p("*;^2,^3)=— p(w;^2, — ^3)-

Il est donc bien entendu que p{iu] go-, g-i) est, par définition,

une fonction réelle de l'argument réel u-^ c'est un autre nom qu'on

donne à — J3(w; ^"25 — g-;i)' Par suite de cette convention, on de-

vra écrire

(5) ip'{iu;g.2,g^) = — p'{u; ^2,-^3);

d'où résulte

p'H«'";^2,^3)
— 4pH"*;^2,^3) -j- ^2p("^;^2,^3) -+-^3

r=_p'2(t^;^2,— ^3)+4p3(?^;^2,— ^3) — ^2P(W;^2,— ^3)— (— ^:i) = 0.

Ainsi la fonction p, avec l'argument purement imaginaire iu^

satisfait, comme avec l'argument réel, à la formule

p'-2= 4p3_^2p — ^3.

Elle satisfait aussi à la formule d'addition (I, 23). La démon-

stration se fait de même. Sans qu'il soit besoin de rien écrire, on

voit que le changement de u en iu, de v en iç entraîne :
1° le chan-

gement de signe de p; 2*^ le changement de signe de ^3; 3*^ la

multiplication de p' par i. Or ces changements ont pour résul-

tat de changer les signes de tous les termes au numérateur

du second membre, sans altérer le dénominateur, et de changer
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aussi le signe du premier membre. Par suite, d'après (4), la

ibrmule subsiste si l'on y suppose u et v purement imaginaires. On

aperçoit encore l'exactitude de la formule d'addition d'une ma-

nière bien simple dans l'égalité (I, 24). La supposition que u et v

sont purement imaginaires a pour effet de remplacer chaque jj par

— p et chaque p' par ip' . En conséquence, la relation

n'est pas troublée.

On voit aussi par les relations (4) et (5) que p et p' conservent,

pour les arguments purement imaginaires, la propriété d'être, la

première une fonction paire, la seconde une fonction impaire,

et de devenir infinies quand l'argument est nul. Quant à la pério-

dicité, elle existe encore, mais la période est changée. Désignons

la nouvelle période par 2to'. Ce sera une quantité purement ima-

w' , ,

iiinaire et — sera réel.

La période 2w'.

Il est aisé de reconnaître ce qu'est cette période. Rappelons-nous

les relations suivantes :

/-2= ^^-~ ^^ j'î— ÎIZL^.~ ei— 63' *^
~" ei— 63

On voit, par les deux premières, que le changement de g^ en

— g-i a pour effet de changer les signes des trois racines e. Comme
on doit les ranger par ordre de grandeur, on doit remplacer e, par

— ^3, 62 par — <?2, <?3 par — e^. Parla k- et k'- s'échangent entre

eux. Donc la fonction p, avec les invariants g^ et — ^3, est définie

par la fonction sn, au module A', comme la fonction p[u] ^o, g-^)

par sn(i^,/i). Remarquons, en outre, que le multiplicateur).,

61—63

n'est pas altéré. Si donc K' est l'analogue de K, mais pour le mo-

dule A', on aura

- U)' = K' \J\.
i
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Nous avons vu la signification de ^i, lraduite(p. 26) parla relation

Changeant ^3 en — ^3, on a donc

pyY'^^'~'^y

De là, d'après la définition (4), nous concluons

Arguments complexes. — Définition de p{a^i%).

Connaissant la fonction p pour les arguments réels et pour les

arguments purement imaginaires, nous la définirons, pour un argu-

ment imaginaire quelconque, par la formule d'addition.

Donc, par définition, pour le cas u =^ a -\- ia_, a et a étant

réels, nous aurons

2 (p « ,]n'a — i^2
) (,P Of -^ p î'a)— ,^:i— p'« p' ï

a

(6) ,PW = ^-tt; •

Dérivée.

Pour un instant, remettons, dans le second membre, une variable

réelle a' ^ au lieu de «a, et soit ainsi

,, ,. 2(p«p«'^--|^2)(P«+P<»')— ^3— P'«.P'«'
f(a, a') = ; j~

Comme f{a, <^') n'est autre que p{a + «'), les dérivées par-

tielles dey par rapport à a ou par rapport à a' sont égales entre

elles; c'est j3'(a + «'). Cette égalité

ôa ôa'

n'a pas lieu identiquement, mais en vertu de la seule relation

p"-^=4p3 — ^2p — ^3,

satisfaite par p'a, pa, aussi bien que par p' a'
,
pa . La même

égalité a donc lieu encore si l'on attribue aux symboles j3, p' des

significations quelconques, pourvu que la même relation soit véri-
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fiée entre p' et j3. Or, on vient de le reconnaître, il en est ainsi

quand on suppose a' purement imaginaire. Donc, d'après la défi-

nition (6), on a

dpu àpu dp II dpu
ôa â{icc) d[a-^i'x) du

Ainsi pu^ qui se présentait sous la forme d'une fonction de deux

variables a et a, est légitimement considérée comme une fonction

de la seule variable a + f'a, et possède une dérivée bien déter-

minée. Cette dérivée, qui se réduit bien à p' a ou. p' ioL quand a ou

a sont nuls, sera désignée encore par p' u.

Il importe de démontrer que la fonction pu, ainsi entendue, a

les propriétés déjà reconnues pour les cas où u est réel ou bien pu-

Relation entre pu et p'u.

Quand u est imaginaire, on a, comme dans les autres cas,

(7) p"'if = iP^tf — ê'iPtf — g-3'

Effectivement l'égalité

a lieu, quand a et a' sont réels. Elle a lieu, non pas identiquement,

mais en vertu de cette même égalité, supposée vraie pour p<2 et

pour pa'. Donc, par le même raisonnement que tout à l'heure, on

voit qu'elle a lieu pour a' purement imaginaire; c'est ce qu'il fal-

lait prouver.

Addition des arguments.

Quand u et i^ sont imaginaires, la formule d'addition est exacte.

Nous allons l'établir.

Considérons quatre arguments a, a' , b. b' , et posons

u = a-i-a', Ui=a-\-b,

ç=b-{-b', ç,=a'-i-b'.

Envisaireons la fonction
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Si a, b,a'^ b' sontréeh, /{u, c^) et/(?/|, (^^) exprimenl tous deux

p (a -{- b -]- a' -{- b' ) ^

et U se réduit à l'unité. Pour faire apparaître cette valeur de U, il

faudra exprimer pu, p' u, J3P, pç au numérateur et J3«i, p'ui^

p^i^ p'^-\ au dénominateur par les fonctions des arguments a, a',

6, b'
]
puis, par la relation (7), réduire les deux termes à ne con-

tenir les p' qu'au premier degré. Nécessairement alors les deux

termes de U deviendront identiques.

Voici donc les conditions analytiques sous lesquelles Use réduit

à l'unité : 1° les symboles p el p', avec les quatre arguments u^ ^,

Ui, Çij s'expriment par les mêmes symboles avec les arguments a,

a', b, b\ conformément aux formules d'addition; 2" ces derniers

satisfont à la relation (^ ).

Supposons maintenant, dans U, a'=: i'a, U= i^, a et j3 étant

réels. La seconde condition est satisfaite. Quant à la première en

ce qui concerne les arguments u et v, elle est satisfaite par défini-

tion; en ce qui concerne u^ et ^^, dont le premier est réel, le se-

cond purement imaginaire, elle est satisfaite aussi, comme on l'a

démontré. Donc, dans ce cas aussi, U= i. D'ailleurs /(z^i, (^, ) est

la définition d^e p{a-\- ia -{- b -\- i'^)
] f{u, v) est le second mem-

bre de la formule d'addition avec les arguments a-\- ioL, b -\- i^.

Donc la formule d'addition a lieu pour des arguments imaginaires

quelconques.

Homogénéité.

Les relations d'homogénéité ont lieu pour un argument imagi-

naire quelconque. Gela est évident à cause de l'homogénéité de la

formule d'addition.

En particulier, les relations (4) et (5) ont lieu dans tous les

cas.

Double périodicité.

La formule d'addition a^^ant lieu avec un argument imaginaire

quelconque, il est clair que les cas particuliers suivants ont lieu

aussi

Donc pu est doublement périodique. De même p' u et toutes les

dérivées de pu admettent les deux périodes sw, 2to'.
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Addition des demi-périodes.

On a déjà vu que, les trois racines e<, e^^ e^ étant rangées dans

l'ordre décroissant, les deux extrêmes sont les valeurs de
J3

pour

les demi-périodes to et to':

paj=:ei, pto'=e3.

D'après la relation

p'2w = 4(pî^— ei)(pZ/— e2)(pZi — 63),

on a

ji' {}i = o, p' (x>' = O.

Cette circonstance simplifie l'expression de p(u -H <^) quand on

suppose ç z=ix> ou ç = iû'. Soient t^- r= to, pc z=: e^ . Nous aurons

(I, 24)

p(w-Hw) = — (pï^ + ei) ' ^ ^^ ^^

=— (pW-4-ei)-h

(pii — e2)(pi' — es) = p u -t- Cl — e-

p u —ei

pu—ei

La formule se réduit ainsi à

/ON / x (ei— e2){e'— e:,)

(8) ,,(„^„)„e,=
j^j^^

Elle pouvait se déduire des formules donnant sn(?^-f-K) et

cn(?^-|-K), établies au début (I, 8).

La symétrie parfaite qui existe entre les deux racines e<, ea

montre qu'on a de même

/ON / fN (^3— ei)(g.j— e=>)

(8 a) p{ii-^oi')~e,= '~ -/- -'
pu — 63

Si dans (8) on suppose jj;/ = (?3 ou, dans (8 a), p?/ = e,, on

trouve
p(w 4-o/} = ^2,

égalité qui montre la signification de la troisième racine e-y- Par

le même calcul que pour p(ii + w), on obtient aussi

(8i) j,(„ + „ + co')-e,= ^^î=^ili^i::i^.
P« — «2
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Il y a, comme on voit, trois demi-périodes to, to' etto"= to -|- to',

répondant aux trois racines (?i, ^2, e^. Pour chacune d'elles, la

fonction p' devient nulle.

Infinis de la fonction pu.

Comme snu est nul, jd?^ est infini pour u=o. D'ailleurs la

dérivée de snu^ qui est cn^^dn?^ se réduit alors à l'unité. Donc

a pour limite l'unité. Donc ii-pu a pour limite l'unité quand

u converge vers zéro par des valeurs réelles. Il en est de même
quand u converge vers zéro par des valeurs imaginaires quel-

conques. On le déduit facilement de la définition (6) ; on peut aussi

le prouver par un calcul qui se trouvera plus loin (p. ^^). A cause

de la double périodicité, on voit que pu devient infini pour

11 = •2mu}-\- 1 m' to',

m et m' étant des entiers quelconques, et que l'on a

lim (m — inihi — 2m'cL>')2p w = I.

11 importe de s'assurer que pane devient pas infini pour d'autres

valeurs de u.

Quand u prend seulement des valeurs réelles, pu n'a pas d^autre

infini que les valeurs u=^ ^/rno', et, quand u prend des valeurs pu-

rement imaginaires, les seuls infinis sont 2m'oj'.

Soient a et a réels. Gomme pa varie de (?i à + co , il est tou-

jours positif; comme pict varie de + <?3 à — oo , il est toujours

négatif. Donc pa — pieu, est la somme de deux quantités positives,

dont aucune n'est nulle; cette quantité n'est donc jamais nulle.

Donc, d'après (6), p{a~{-icf.) ne peut devenir infini que si le

numérateur de (6) est infini; mais, si l'une seulement des deux

quantités pa ou pioL est infinie, p(a -+- Îol) n'est pas infini. Dans

l'un ou l'autre cas, on obtient p(ia + amto) ou p{a ~\- ^m'iù'),

c'est-à-dire j3i a oupa. Il faut donc, pour que p{a-h ^a) soit infini,

que pa et pict. soient tous deux infinis et qu'ainsi l'on ait

u = imoj -\- 2 m'io'.

Gomme p'u est lié k pu par la relation

p'u ne devient infini qu'avec pu.
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Diverses valeurs de u pour une même valeur de pw.

La double propriété que possède pu d'être paire et doublement

périodique montre que l'équation

OÙ rinconnue est u, admet les solutions

î£ = ziz P -T- 2 /?l W -j- 2 Dl'lxi'

,

où 7)1 et f7i' sont des entiers quelconques. Elle n'a pas d'autre

solution.

En effet, prenons la formule d'addition et changeons-y v en — r,

•»
^ '^

4\P«^ — P^/

En retranchant membre à membre, nous obtenons

/ s / N P'^^ P'^

Si donc l'équation proposée est satisfaite, le second membre de

cette dernière est infini ^ donc p{u — v) ou p[u-\-v) sont in-

finis. Donc on n'a pas d'autre solution que celles qu'on a remar-

quées d'abord.

La fonction p u passe par toutes les valeurs réelles

ou imaginaires.

Soit d'abord a un argument réel et variable. On sait que pa
passe par toutes les valeurs réelles depuis e^ jusqu'à H- oo .

Soit aussi It. un argument purement imaginaire. On sait que pioL

passe par toutes les valeurs réelles (négatives) depuis e^ jusqu'à

GO .

Rappelons-nous aussi que l'on a

En mettant a au lieu de u dans (8a) et écrivant

[p(aH-w') — e3](pa— 63)= (^2 — e3)(ei— es),
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on voit que p{a + w') est réel et décroît de eo à e^ quand pa croît

de e, à + oo . Donc, pour les arguments imaginaires de la forme

a-\-iù\ la fonction j3 est réelle et passe par toutes les valeurs

comprises entre e^ et e^.

En mettant î'a au lieu de u dans (8), on a

[ei — p(ia-Hw)](ei — j3fa) = (e, — e2)(ei — ea).

De là résulte que, pioL variant de C;} à— œ
, J3(ia + w) est réel et

varie de eo à (?i. Ainsi, pour les arguments oj --}- «a, la fonction p

est réelle et acquiert toutes les valeurs comprises entre e^ et e^.

D'autre part, on a

et cette relation fait voir que p' est réel quand p est supérieur à e,

ou compris entre <?2 et <?3, purement imaginaire quand p est infé-

rieur à ^3 ou compris entre <?< et (?o.

Les divers arguments qui correspondent à une valeur donnée pv,

pour la fonction p, sont tous compris dans les deux formes

ç -i- 0. 711 M -h 1 m'co', — ç -\- 2m 0) -\- 1 ni'm';

p' est une fonction impaire. Si donc on donne à la fois p et p',

l'argument est enlièrement déterminé, à des multiples près des

périodes. Donc :

1° pu et p'u étant donnés, tous deux réels, il y correspond (à

des multiples près des périodes) un seul argument qui est ou bien

réel ou la somme d'une cjuantité réelle et de la demi-période to';

2*^ pu et p'u étant donnés, le premier réel, le second purement

imaginaire, il y correspond (à des multiples près des périodes) un

seul argument, qui est ou bien purement imaginaire ou la somme
d'une quantité purement imaginaire et de la demi-période co.

Démontrons maintenant le théorème fondamental :

// existe un argument u et un seul (à des multiples près des

périodes) pour lequel pu et p'u soient respectivement égaux

à des quantités imaginaires données^ vérifiant la relation

Il s'agit de trouver les deux parties a et ia dont la somme com-

pose u. Pour conserver la symétrie dans l'écriture, mettons h au

lieu de «a; il est entendu que a est réel, h purement imaginaire.
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Employons le théorème d'addition (I, 25) qui fournit les deux

équations

p' {a -^ b) -^ p'a _ f,'{a -^ b) -^ p'b _ ^
^'^^ p{a-i-b)~pa ~ ~p{a-\-b)--pb " ^'

(10) p(a-^ b)-\-pa-i-pb = yr2.

Soient donnés

p II = p (^a -h b) = A -h iB,

p'u = p'{a -h 6) = A'-f- t'B'.

Il s'agit de trouver pa et p'a, tous deux réels; j)^ et p'b, le pre-

mier réel, le second purement imaginaire. Prenons pour inconnue

le rapport commun \z=^ x -\- iy. En séparant le réel et l'imagi-

naire, nous tirons des deux rapports (9) les quatre équations

(11) h!-\-p'a=Ax — By—xpa^ V>' -^ - p'b — Ky -^Bx — J,p^;

(12) B' = Aj' + B5?—jp«, A'=Aa:- — Bj' — xpb.

Tirons pa et j3^ des deux dernières (i 2) et substituons dans(i o),

après y avoir mis {^x 4- iy^ au lieu de Ç, puis séparons les parties

réelles et les parties imaginaires. Nous aurons ainsi deux équations

entre les inconnues x^ y. Les voici :

3Aa'7+ (B - {^7) (372^72) __ B'a:- - A'j)- = o,

^j(B — 2^7) = o.

Rejetons la solution étrangère xy = o; nous avons ainsi

^7 = 2B,

et, en éliminant 7, nous parvenons à la résolvante

2B'
x'* ;— x'^ -{- 12 Aa?2 — 4 A ^ — 4B- = o.

B

Le terme indépendant de x ayant le signe — , cette équation a

des racines réelles; prenons-en une, nous aurons pour y la valeur

réelle — > puis pa, pb seront donnés sous forme réelle parles

équations (12), ainsi que p'a et - p'b par les équations (11).

D'après l'étude faite précédemment, j3<2 et p'a étant réels, a sera
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réel, ou réel plus w'; de même h sera ou purement imaginaire, ou

bien purement imaginaire plus to. Que les uns ou les autres de

ces cas aient lieu, on aura trouvé un argument u=^a-\-bj et le

théorème est prouvé, car il n'en peut exister qu'un seul.

A posteriori, on peut se rendre compte de la raison pour la-

quelle la résolvante est du quatrième degré et reconnaître que ses

quatre racines sont réelles. Nous avons exprimé que pa, p6, p'a

sont réels et p'b purement imaginaire. L'argument u est unique

(à des multiples près des périodes) ; soient z^ = a +
^'i^,

a et fi

étant réels; le problème, tel que nous l'avons mis en équation,

comporte les quatre solutions suivantes :

rt =:^ a, b — i^\

a = x-\- ui', l) = il 'i — ~
i

a— % — o), b = i'^ -{- m;

a = X -r- m'— W, 6 = M |3 r

A chacune de ces solutions correspond un couple différent de

valeurs réelles pour x et y.

Sur les signes de p'u ou de '^ quand pu est réel.

On rencontre à chaque instant, dans les applications, des argu-

ments u qui correspondent à des valeurs réelles de pu, et il est

nécessaire de n'avoir pas à rechercher chaque fois le signe de p'u

ou de '^- Les formules d'addition des demi-périodes permettent

aisément de trouver ces signes.

En premier lieu, pour un argument réel a, p'a est négatif quand

a est compris entre zéro et to^ et change de signe chaque fois que a,

en variant, passe par un multiple de co.

X-. Il' .... p'f'a
J^n second lieu, pour un argument purement imaginaire ia, ^^-^—

d^ r • n 1 •
, Lu

e même, negatii quand a est compris entre zéro et -n et

change de signe chaque fois que a, en variant, passe par un mul-

tiple de —

.

Ce sont là les conséquences immédiates des définitions ; ce sont
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aussi les réponses à la question quand pu est supérieur à e, pour

le premier cas, inférieur à e^ pour le second.

Soit maintenant z^ == (2/1 -f- i)co' + a, a étant réel, en sorte que

pu est compris entre <?3 et Co- ^n a

De là suit que p'u a le signe opposé à celui de p'a. Ainsi p'u est

positif quand u-— (2/1-1-1)0/ est réel et compris entre zéro et to.

Soit enfin ?^ = (2/1 -|- i) oj + ta, a étant réel, par suite pu entre

e-2 et Ci. On a

(^1 — e2)(ei— C'a) i , (gi — ^2) (^1— ^3) p'^'^t

p ti — ^1 = ; ? ~ P ^^ — ;^

'

\7)
*

^ pioL — ei i (pia — eij- i

Par suite, ^-r- est positii quand • r— est réel, compris

*
^'

entre zéro et -. •

i

Dégénérescence de pu.

On a vu, dans le Chapitre I, comment pu dégénère en fonction

circulaire ou exponentielle suivant le signe de g-^. Le changement

de g'i en — 03 n'altère pas le discriminant, qui devient nul quand

la fonction dégénère. Donc p[u-^ g2 y g^) ^^ p{ii', §'2-) — c'a) d^^gé-

nèrent en même temps, mais l'un en fonction circulaire, l'autre

en fonction exponentielle. La définition que nous avons adoptée

pour p(a-\- iy.) entraîne ainsi avec elle une définition des fonc-

tions circulaires et des fonctions exponentielles aux arguments

imaginaires et un lien entre ces deux espèces de fonctions. Ces

faits sont-ils conformes à ceux que Ton a précédemment introduits

en Analyse et qui découlent de la formule d'Euler

cosa? >ix'}

On va reconnaître qu'il en est bien ainsi. Prenons les formules

du Chapitre I, en supposant, par exemple, gz<io\ nous aurons

A = o, ^3 <

p(^^;^2,^3) =

0, V
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D'après la définition (4),

p(m;^2, .^3) = — p(w;^2, —^3),

nous aurons comme définition de e^^, en substituant et suppri-

mant le facteur commun,

= 1

\e"^— e^'^/ sin'^p sin-^i'

Extrayant la racine carrée, nous obtenons

e^^ = cos (' -h i sin ç>, e-^^' = cos <- — i sin v.

En faisant la supposition opposée ^.j >> o ou bien changeant ici

ç en iv, nous aurons la définition de cosiV et sin «V pour ç réel;

puis, pour un argument complexe, les formules d'addition défi-

nissent de la manière la plus générale les fonctions circulaires et

exponentielles, conformément, on le voit, à ce qui est d'usage.

Les fonctions snu, cnu, dnu d'arguments imaginaires.

La fonction snu a servi pour former j3 u quand l'argument était

réel. Inversement, pu, qui est maintenant connu pour les ar-

guments imaginaires, va servir à définir snu d'une manière gé-

nérale.

Rappelons les relations suivantes, trouvées au Chapitre T :

)
I



CHAP. II. — ARGUMENTS IMAGINAIRES. — DOUBLE PÉRIODICITÉ. 4-^

Kn conséquence, nous avons

[-''=Vf^
e-i

('-0 \ cnw = 1/—
1 V ,P^ — ^3

\nu = 4 /
V pv — e-i

/ei- 63 V ^1— ^3

Il n'y a aucun obstacle à supposer, dans ces relations (i4)i ^I^e (^

soit imaginaire, et nous aurons ainsi la définition de snw, en;/,

dn// pour un argument imaginaire quelconque. Cependant une

difficulté subsiste à l'égard du signe des radicaux. On trouvera,

dans le Chapitre VI, par des moyens directs, la preuve que les

trois radicaux \/pV— e peuvent être remplacés par des fonctions

dépourvues de toute ambiguïté. Ici, au contraire, nous allons faire

disparaître l'ambiguïté de snw, cnz/, dn?/ par ces fonctions elles-

mêmes.

Pour abréger, employons la notation

en sorte que, j3?/se rapportant aux invariants ^o, ^3, jp?^, surmonté

d'un trait, se rapporte aux invariants g^^ — ^'3. Rappelons-nous

que, d'après (i3), ainsi qu'on l'a déjà observé précédemment,

l'échange de g-:^ en — «-3 entraîne celui de A' et /c' sans changer \.

Nous aurons donc, suivant les équations (i4)> en mettant les mo-
dules en évidence,

fi
V^

V p P — 63 ^ '
'

y/ jj (; + 63
^

Dans les premières, mettons iu au lieu de u^ et rappelons-nous
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que p(^iç) =— pç\ nous aurons

* / ^1 — ^3 ^ ^ . sn (
u, k' )

^V —p^ — es
" cn(ïf,/t')'

:„(«,, A-) = ^|f
ei

63 cn( u, k')

dn(iu, k)= {/ '^ : =±i —)—^,/'

Les trois fonctions d'argument iu doivent, pour la continuité,

satisfaire, comme avec l'argument réel, aux conditions

sn u
,= I, cn« = i. an u = i, pourw=o.

u ' '

On voit que ces conditions exigent qu'on prenne les signes +.
Nous écrirons donc

/ .. -, .sn(u,k')
sn{iii, k) = i

(i5)
'

/ cn(iu,k) — ry-

dn(m, k) =

cn(u, k'

)

I

n{u,k')'

(\n{u, k')

cn{u, k')

Ce seront là les définitions des trois fonctions pour un argu-

ment purement imaginaire; puis les formules d'addition serviront

à définir les trois fonctions pour un argument complexe. Ainsi, de

même que pu, les trois fonctions snu, cnii, dnu sont connues

sans aucune ambiguïté pour un argument imaginaire quelconque.

Comme corollaire, nous concluons que les trois radicaux

\/pu — e sont dépourvus d'ambiguïté :

y/ei-

(r()) ^ ^
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Addition des demi-périodes.

Pour sn, en, dn, les périodes sont 2K, ii¥J. On sait par les dé-

finitions du début (p. 5) que l'on a

s\-\{u -^ il\) — — sn^^, cn(?^-i-2K)= — cnu, àn{u ^ lYi) = Anii.

Parles relations (i5), on aura aussi

sn (« -+- 2 îK') = sn ?/, en {u -\- 1 i\\!) = — en u, dn ( u -+- 1 ÎK' ) = — dn u.

Pour l'addition des demi-périodes, on a trouvé au début, en ce

qui concerne K (I, 8, 8<7, 8 6),

sn (?/-+- K) — -,— 7^ dn u

^ ' ^ d n i/

dn (?/-!- K) = -p^^

—

dn u

On en déduit, par l'intermédiaire des relations (i5),

sn(?/ 4- iK') = j^

\ en { if -\- iK')

dn{i(-^ iK')

T

A sn u

dn II

iksn II

en u

isn II

En combinant enfm les équations (i-) et (18), on obtieni

sn ( ?/ -h K -i- iK ) = -, ,

kcnit

(19) { cniu-^-K-h iK') =~ ,

j

ik cnu

f
dn ( w + K -H iK') ^ ik' -~ .

Zéros et infinis de snu, Qwu^ànu.

Des relations (i4) résulte que les trois fonctions sont infinies

quand p[u y/).) est égal à ^3 ; ainsi les infinis de sn?/, cnu, dn u sont

iK' -r 'imK -\~ im' i\i'.
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l^es zéros de sn« correspondent aux Infinis de p[u\/').j\ donc

sn(2mK -1- 2fn'iK') = o.

Les zéros de cnu correspondent à p[u \J\) = Ci ; donc

en ( K -H 2 /?iK -i- 2.711 iK') = o.

Les zéros de dn u correspondent à p{u y A ) = (?o ; donc

dn ( K -f- t K' -h 2 m K -+- 2 m' iK') = o.

Diverses valeurs de l'argument pour une même valeur

de la fonction snu, ou cnu, ou dnu.

Soit à résoudre par rapport à l'inconnue ç l'équation

sn u = snt^.

On en déduit

p(u\/a) = ,p(p/x);

donc
f y/X = z'- a y/X -i- 2 /?i to -l- 2 /?i' w',

c'est-à-dire,

(> = zb it H- 2 m K -f- 2 m' IK'

.

Mais, parmi les formes de p comprises dans cette égalité, deux

donnent sni^ = — sn ^^ ; ce sont les suivantes :

i^ = î^ H- ( 4 /i H- 2 ) K H- 2 m' f' K',

ç = — u -{-^nK+ 2 tJi' i K'.

f^es deux autres donnent bien snt^ =:^ + snu. Ce sont les seules

solutions du problème. Ainsi l'équation snç^^sn;^ admets

pour solution générale,

_ i u-\- \jnK-T-ini' iK'
~

\
— t^ + ( 4 /?i -t- 2 ) K + 2 m' iK'.

De même Véquation en (^= en u admet, pour solution générale,

p = =h w + i{im -\- ji)K-\- •i{im' -{- n)iK',

et dnçz3=z dnu admet, pour solution générale,

V =i ± u -\- imK -\- \ m' iK!.

Enfin il a été prouvé que pu passe par toutes les valeurs imagi-

naires. Donc aussi snu, cnu, dnu passentpar toutes les valeurs
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Les six modules conjugués.

Dansj3^/, les trois quantités <?<, (?o, ^3 jouent un rôle entièrement

symétrique. Il est donc naturel de les permuter entre elles ; comme
elles jouent un rôle dissymétrique pour la définition de sn, en,

dn, on aura par(i4) la définition de ces fonctions pour divers

modules, au nombre de six, qu'on pourra appeler modules con-

jugués. Deux seulement, k et A', sont compris entre zéro et l'unité

positive. Les carrés des quatre autres sont réels, mais ou négatifs

ou supérieurs à l'unité.

La liaison entre les fonctions à modules conjugués se déduit im-

médiatement de (i4)- l^ar exemple, si l'on permute <?< et Co, le nou-

veau module est!/-' -•> c'est-à-dire y) le nouveau multiplica-

5 c est-à-direteur est 5 c'est-à-dire -7-, : on a donc
6^9— e-A A-

dn/ u. j]~ en i ^ h

Les formules (i5) ont déjà exprimé la liaison entre les fonctions à

module Ix et celles à module k. En combinant les dernières avec

(i5), on a les quatre autres groupes de relations analogues; mais

il n'y a aucune utilité à les rapporter ici. Ces formules n'ont qu'un

intérêt historique.

Quarts de périodes.

On a trouvé au début (p. 6)

Tenant compte des expressions (i3).

K T K
sn — = ? en -

'^ \/v + k' 2

V' ei — e-i ^1— 63

L L4
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on en déduit

1 P^' = ei+v/(ei— e2)(ei— 63),

f p' - = — '^(^1— 63) /ei— 62 — 9.(61— 62) \/ei— 63.

On aura semblablement, par le changement de Cj, Co, 63 en — <?,,

J5
—

. =— ^3-^/(^2— e3)(ei— 63),

P'
—

. =— 2(^1— 63) v/^a— 63— 2(^2— ea) s/e^— e-^
;

et, puisque
_ î^ , ?t I ,

J' 7
=-'"'• J'ï = 7J'"^

il en résulte

(21)

(1) /

P Y ^ ^3— \/(e2— e3)(ei — 63),

to

2«(ei— <?3) v/<^"2— 63 — lii^e^— e-i) sje^ — e^'

Dans ces formules ( 20) et (21), les radicaux, qui sont tous réels,

sont, bien entendu, pris positivement.

Par suite de la symétrie, on peut affirmer d'avance que les di-

verses expressions analogues où les e seront permutés et les signes

des radicaux changés, correspondront de même à d'autres quarts

de période.

Les quarts de période sont (à des multiples près des périodes)

, 1. 7?2W ni' hi' , / . 1 1

les divers arguments 1 , ou jii et m sont les nombres o,
"^ 1 1

1,2,3, sans être à la fois pairs tous deux. Il y a donc douze sem-

blables arguments, dont chacun correspond à un second de telle

sorte que la somme soit une période; on peut donc les réduire à

six paires, en adjoignant à chacun l'argument égal et de signe con-

traire. Ainsi a - on adioindra — -: a — ? par les lormules

P(— '0 = P{u), P'(— u) = — P'i^-

Les formules (20) et (2 1) peuvent donc être envisagées comme se

rapportant à quatre arguments zh —, zrz — • Il reste à trouver quatre
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formules analogues. C'est ce que nous allons faire au moyen

du théorème d'addition. Mais d'abord, par l'addition des demi-

périodes, nous pouvons vérifier la forme commune aux expres-

sions de j3 et jd' pour tous ces arguments.

Soient a, p, y les nombres i, 2, 3 dans un ordre quelconque;

j^osons

«22+ b^-^ c2= o.

1" Si l'on prend

-pu =1 eyi-\- ibc,

a est un quart de période. Soit effectivement co^ la demi-période

qui correspond à(?a, c'est-à-dire e^ ^pw^. Nous avons (8)

,p(?6— Wa)— ea=
pu — Cr^ ibc

p{u—^r^)=--pU.

ibc.

Donc la somme ou la différence des deux arguments [u — w^

u^ est une période. Ce ne peut être la différence; donc

iu-

u

Mri= ini(x> 2 m Lu
,

/7l' Ui'.

C'est ce qu'il fallait prouver.

2° Cherchons l'expression de p'u. îNous avons

ey =— Z>2.pu — eo!.= ibc, pu — ei^= c'^-\- ibc, pu

P"'U = i(pu—ea)(pu—e^)(pu — ey) =—ib^c^c
p'u =±2 ibc (c -{- ib).

- ib c,

iby,

En remettant, dans ces formules, pour b, c, leurs expressions,

nous voyons que les quarts de période sont caractérisés par les

formules suivantes :

PT

Dans ces formules, chaque radical est pris partout de la même
manière. En variant les déterminations des deux radicaux, on ol)-

tient quatre couples de formules, quatre arguments différents :
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ce sont les arguments dont les doubles reproduisent la demi-pé-

riode tOa, à des périodes près, par conséquent

to^
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On a identiquement

(i-\- i) {bc-{- ib^— a2— ica) = {a -{- b -\- c) [c -{- i{b— a)] — (a^-{- b^-{- c^),

et, comme («-+ b--h c-) est ici nul,

p'ii — p'i^= — .(a-^ b -{- c)[c-\- i{b — a)]

= (1+ i) c(a H- /; -t- c) [c + i{b — a)].

D'autre part, nous avons

p II — pP = ^a— ^3 + ic(6 — a) = c[c -h i{b — a)].

Donc le rapport cherché a pour expression simple

^ = (i-f- t) (a + 6-j- c).

Cherchons les fonctions p et p' pour l'argument iv= — (u-i-i^>).

Nous aurons d'abord

p(ï^H-pw+ pp =
-f

ç2 _ _ (^^ ^_ ^ _|_ c)2 = i(^ab -h bc -]- ca),

pu -{- pç = eo^~h €9, -f- i{bc -\- ca) = — eyH- i{bc -h ca),

pw — Cy -h lab.

D'après le théorème d'addition, le rapport Ç reste inaltéré quand

on permute u, ç^ w^ d'autre part, j3«, J3(^,
pw se déduisent les uns

des autres par permutation de «, b, c. Donc, sans recommencer le

calcul de i, on peut écrire immédiatement

p'iv = '2 iab (b -^ ia ).

Nous avons donc ce groupe remarquable de formules pour les

quarts de période

pu = Cy^-^ ibc, p p = e^-\- ica, p iv = gy H- lab
;

p'u = -1 ibc {c -f- ib ), pV = •>. ica {a -\- ic ), p'w = 2 iab (b -\- ia);

u -{- ç -\- w =^ o.

Par les changements des signes de /, a, 6, c, ces formules con-

viennent à l'addition d'un quelconque des arguments -^ avec un

quelconciue des ar^^i^uments —^ ou —

Soient a =:z I, ^ =z 2, y = 3, et choisissons les racines carrées

«, 6, c ainsi :

'2

•2

a = \Je^— 6^3, b — isjci—e-i, c=—\Jei
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Nous aurons

. [
Il = -;

p'w = — 2.i^e-2— e^\/ei~es{\/e.2— e-^-^ ^61 — 63), )

'^

et, par conséquent,

J)P = ^2— ^V^2— ^3 /^l — ^2, ) _ OJ -^ W'

pV = — 2^/^2— 63 ^^1— ^2 (/eo — ea — 1/^1 — ^2), )

^

Comme co est réel et co' purement imaginaire, on n'aura qu'à

changer, dans ces dernières formules, i en — i pour avoir les for-

mules convenant a 1 argument • Le problème est entière-

ment résolu, et nous pouvons résumer la solution dans le tableau

suivant, où tous les radicaux sont pris positivement :

p - = ei + /ei — ^2 /ei — 63 j

p'- = — 2(61 — 63) y/ei — 62 — 2(^1— 62)/^! — 63

'

)
= ei — \/ei— 62 /^i — 63

,

P
( —i- to' )

= 2(61— 63) y/ei — 62 — 2(61—62) /61— 6;

(22)

p — = 63— v/62
— 63 /ei — 63

,

p'— = — 21(61 — 63) v/62— 63 — 2«;(^2— ^3) V^ei- 63:

- 4- w
j
=63-1- v/62— 63 v/61— 63

,

I P'(
— 4-WJ = 2 1(^1— ^3) v/e2— ^3 — 2i(62— ^3) V^6i €3

p = 62— f V^62— 63 Vei— 62,

2

tO — tu

= 2(61 — 62) y 62— 63 -+- ii{ei — 63) \/ei— 62

62 -+• i s/e^.— 63 v/^i — 62

,

2(61 — 62) v/e2 — ^3 — ii{e.i— 63) v/61— 62-
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Définition directe de pu.

Sans passer par Fintermédiaire de snu, on peut envisager j3^<

comme uniquement défini par la relation

(23) p'Hi = /ipHi — S'2pu — S''i = A(pu — ei){pu — e2){pu-~es),

de la manière suivante. Les coefficients go-, g's étant réels et €{ dé-

signant la plus grande racine réelle, envisageons l'intégrale définie

(.4) - '
'^

dont nous appelons ^^u la limite inférieure variable, et faisons dé-

croître cette limite j3?^ de + oc à e,. La fonction intégrée est tou-

jours réelle et positive (le radical étant pris positivement), en

sorte que u croît constamment. Appelons co le maximum de a ou

l'intégrale complète

dy f"^ dy= r <& = f
Je. v/47'— ^27 — ^3 J, V( 7 — ei ) (7 — 62 ) (7 — ea)

De la sorte, pu se trouve être inversement une fonction réelle de u,

décroissant constamment de + oo à <?i et, par conséquent, dépour-

vue d'ambiguïté. Elle est définie pour toutes les valeurs de u com-

prises entre zéro et w.

En même temps, p'u se trouve aussi •défini, comme égal au

radical, pris négatiçement, puisque pu est une fonction décrois-

sante.

Par ces définitions, e\ =p{ù est le minimum de pu et p'iù est

nul. On reconnaît facilement aussi (p. 71) que Ipu -\ devient

nul avec w, a toutes ses dérivées finies pour ^^ = o et que les déri-

vées d^ordre impair sont nulles. On aura donc une fonction coq-

tinue et restant finie de — w à 4- w, en convenant de prendre pour

(pu ^ j
une fonction paire; par conséquent, on étend naturel-

lement la définition àe pu à l'intervalle (— w, to) par la conven-

tion

(25) p{—u):=pU,
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qui entraîne celle-ci

(26) p'(~u) = —p'u.

De cette manière, à chaque couple de valeurs pu, p'u^ où pu est

supérieur à <?< et p'u réel et quelconque, correspond un argument

unique u, compris entre — to et -f- (o.

Pour prolonger maintenant la définition en dehors des limites

(

—

M, -^ co)^ observons les dérivées successives de pu^ déduites

de (23). On a successivement

p'" u = 11pu p'u,

piv
if^ ^ ^r,pn ^"if^ _|_ j2 p'S U = \'). ( I0p3 u — I ^2 PW — ,^3),

U est manifeste que les dérivées d'ordre pair sont des polynômes

entiers en pu, tandis que les dérivées d'ordre impair sont de tels

polynômes, multipliés ^d^r p'u. Comme p'to est nul, il s'ensuit que

les dérivées d'ordre impair sont toutes nulles pour u = w. La con-

tinuité exige donc que l'on prolonge la définition en posant

(27) p{lM-\-u) = p{tM — u),

ce qui entraîne

(28) p'(w + îi) =--p'(w— ^0-

Ces deux relations, jointes à (20) et (26), donnent la propriété

(29) p{1m(^i± U) = pu, p'(lJ7Hx)± u) —±p'u,

contenant à la fois les deux précédentes. Les fonctions p et p' se

trouvent maintenant définies pour toutes les valeurs réelles de u;

elles sont périodiques, leur période est sto.

Si, dans l'égalité (24), on fait

y^lxY, ^2=;^2G2, ^-3=!J.^G;-3, 11=-=^ pw=ii.P(U),
V/|J.

on obtient une égalité toute semblable

" ^Y
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De là découle la propriété relative à l'iiomogénéité; car on a, en

conséquence,

(3o) p(";^2,^^3) = :i-p(^"/i^; ^' ^j-

Ici intervient le théorème d'addition, dont nous donnerons tout

à l'heure une démonstration directe et qu'on peut résumer en

disant que p{u + c^), p'(u -{- (^) s'expriment par une fonction ra-

tionnelle de pu, pu, pç, J3V.

En même temps que pu = j3(w; g^, g-i), envisageons

fonction cjui n'a pas besoin d'être définie de nouveau. Elle ne dif-

fère de la précédente que par le changement de «"3 en — g^. Le

seul effet de ce changement est de changer aussi les signes des trois

racines e^, e.,, <?3, qui deviennent ainsi — ^i, — <?o, — 63. Si les

trois racines sont réelles, alors la plus grande est maintenant — e-^,

l'ordre primitif étant supposé C3<C^2<C^i* En conséquence, la

demi-période de jj;^ est définie, comme co, par une intégrale éten-

due de — <?3 à + 30 . La désignant par — > on aura

dy

i\/ {y -\- e^){y -^ e.2){y -^ ey)

\yà formule d'homogénéité (3o) conduit maintenant à prendre pour

définition de p[iu), avec u réel,

p{iu)=-^-pu,

' ,p'("0= i'p'i^;

puis, pour définition de p[a-\- iy.), on adopte celle que donne le

théorème d'addition_, et Ton démontre que les fonctions j3?^, p'u,

ainsi généralisées, jouissent de toutes les propriétés reconnues

pour l'argument réel. C'est ce qui a été fait dans ce Chapitre.

On ne peut manquer d'observer que cette analyse résumée s'ap-

plique parfaitement au cas où les trois racines e,, eo, e^ ne sont

plus réelles, mais une réelle et deux imaginaires conjuguées. La

seule diiï'érence consiste en ce que, dans ce nouveau cas, le chan-
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gement du signe de g^ ne substitue plus — <?3 à e^, mais substitue

à l'unique racine réelle cette même racine changée de signe. Cette

circonstance amène quelques différences de détails, qui seront exa-

minées dans le Chapitre III; mais on voit, dès à présent, qu'il

n'existe pas de différence essentielle entre les deux cas, celui où

les trois racines sont réelles, le discriminant positif, cas envisagé

jusqu'à présent; et le cas nouveau où deux racines sont imaginaires

conjuguées, la troisième réelle, le discriminant négatif, cas qui

fera l'objet spécial du Chapitre III.

Nouvelle démonstration du théorème d'addition.

La démonstration suivante, qui fournit immédiatement le théo-

rème d'addition sous la forme simple et élégante (1, 25) déjà envi-

sagée, est un cas particulier de celle que nous reproduirons au

Chapitre VII pour le théorème d'Abel.

Soit à déterminer u par l'équation

apu^b = -p'u,

où a et b sont des constantes données. Prenons pour inconnues

(3i) x = pu, y = ]yu.

Les équations du problème sont

(32) ax-\-b=y, yt ^ i^x'' — g,_x — g.,;

d'où résulte la résolvante en x

(33) Y{x) = ^x^-g^'x -g,- {ax + 6)2 = o,

qui a trois racines Xq^ x^, x.y, à chacune desquelles correspond

un seul argument, sauf des multiples des périodes ; soient iIq, u^ , u>

ces trois arguments. Chaque groupe {^Xr-^ Jr-, Ur) varie avec a et h

et dépend de ces deux variables suivant les relations (3i), (32),

(33), où il faut supposer chaque lettre x^ y, u munie de l'indice /*.

Si l'on fait ainsi varier a, 6, F(^^) sera identiquement nul et, lar

suite, sa différentielle totale sera nulle aussi. De là provient l'équa-

tion

F'(xr) dx,. H f

—

-da -^ è-^db = o.
oa db
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Mettons pour les deux dernières dérivées leurs expressions ex-

plicites et remplaçons {aXr-\- h) par jK;^, suivant (32) :

F' (a?;.) dx,.— iyy{x,. da -}- db) = o,

= -^.—r da + =,-,--—- db.

D'après un théorème attribué à Euler, les deux sommes

X(. Xx X=, ^ I I

F'(^o) F'(-^i) F'(^2) F'(^o) F'(;rO Y'{x^

sont nulles (^); donc on a

dx(s dxi dx^
H h = — o,

Jo 7l J2

ce qui, d'après (3i), se change en

diio-+- dui 4- duo = o,

î^o -H U\ -^ Uo = const.

Il suffît, pour déterminer cette constante, de supposer a et h

infiniment grands, leur rapport ayant une limite finie quelconque.

Alors une racine piiQ devient infinie, les deux autres égales entre

elles, et l'on a, sauf une période,

Uq = o, Ui = — ii2, Uo-V-U[-\- 110 = une ^période.

Donc la somme des trois racines u est égale à une période. De la

relation (Sa), en y substituant successivement Uq^ Wi, Wo, on tire

ensuite les formules (I, 25), comme on l'a fait au Chapitre I.

Sur la liaison entre les invariants et le module.

Nous avons, au Chapitre I, exprimé les liaisons entre les inva-

riants et le module par l'intermédiaire des racines <?<, e^, e^. Il est

(') En effet,

(XX -\-^ _ '^.x^-Ar p ,

aar, + p aa7.,+ p
"F(;r) ~ {x-x,^Wl^) "^(^-^JF'(^J

"^ {x-x,)Y\xS

Multipliant par x aux deux membres et supposant x infini, on a
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intéressant de faire disparaître cet intermédiaire. Voici les rela-

tions obtenues :

3Xei = 2 — k-, 3Xe2=2/:2— I, Z\e^~ — (^i^k~)\

^2 = — 4(^1^2 -f- 6063 -H 6361), ^3 = 4 ^1^2 63.

De là résultent ces expressions pour g^ et ^3

puis la suivante, indépendante de )v,

.^1 ..o
(,_/^2_i_/,V)3

10^

C'est ici le lieu de faire connaître une propriété des deux poly-

nômes formant les termes de cette fraction. On en peut former

une combinaison linéaire qui soit un carré parfait, comme on le

voit par l'identité

4(1 — A-2-^A*)3— (l + /:2)2(2— A-2)2(l— 2A-2)2=27ÂHl — A-)2.

Pour vérifier cette identité, il suffit de remarquer que les deux

membres sont, l'un et l'autre, des polynômes du quatrième degré

en k- (les termes en A'- et A"' ^ disparaissant au premier membre), et

c[ue ces deux polynômes sont égaux entre eux pour cinq valeurs

de A--, savoir 0,1, — i , -r, 2.

Se rappelant la définition du discriminant A,

\ rr'i o- r»-2

on déduit de l'identité ci-dessus les rapports égaux

rr3 0-^/>-2 A(ir\ -U _ .

-^/ A 3 _ ±
^ ' ^ 4(1 — k^-^k'*Y (I -:- /.2)2 (.2 — /^2)2 (I — •2/i:2)2 -^.^ k'\l — A^ J2

Les rapports mutuels de gl, g^^ A ne dépendent pas de )., mais

seulement de k- : ce sont des invariants absolus. Pour voir com-

lïient ils varient avec A-, nous allons considérer leurs dérivées,

dont les expressions sont fort remarquables. On va les trouver

comme il suit.

Pouf avoir plus de symétrie dans les calculs, prenons les trois

polynômes
A = j2 xy -+- J72^

B = (7 -^^) (27 — x) (7 — ix),

C = xy{y — x),
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qui coïncident avec les trois polynômes (34) si l'on suppose >= i

,

X = k'-. Ils donnent lieu à l'identité qu'on vient d'établir

(35) 4A3— B2— 27C-2 = o.

Dénotons par les indices i et i les dérivées partielles de ces po-

lynômes par rapport à .r et j'; ainsi

, dk . dk dB
^^=^' -=â^' ^'--dx' ""

En dilTérentiant dans (35), on a

12A2A1 — 2BBi-54CGi = o,

12A2A2 — 2BB2 — 54GG.2 = o;

d'où résulte

B1G2— C1B2 _ G1A2 — AiGo _ AiB.2 — B,A,

12A2 ~ IIT^B ~ — 54G

Dans chacun de ces rapports, les deux termes sont d'un même
degré, 4 pour le premier, 3 pour les deux autres. Les dénomina-

teurs n'ont aucune racine commune; donc ces rapports sont égaux

à une constante indépendante de x^y^ et il suffît de supposer, par

exemple, x ^=y, pour reconnaître que cette constante est égale

à — I . Ainsi

/ BjGa— GiB, =— 12A2,

(36) 1
G1A2— AiG2= 2B,

( A,B2— BiA2= 54G.

A cause de l'homogénéité en x, y et des degrés de A, B, C, on a,

en supposant maintenant j' = i

,

A2-l-Ai^ = 2A, Ba-l-Bi^r = 3B, G24-Gi^ = 3G.

Substituons dans les relations (36) et, au lieu de Ai , B< , C),

mettons A', B', C, dérivées prises par rapport à la variable unique x
;

nous aurons ainsi

GB'-BG' =— 4A2,

2AG'— 3GA'= 2B,

3BA'— 2AB'= 54 G

et, par conséquent.

BY_ 4A2 M^Y_ ^A^B /B2\' 54 GB
G/~"""G^' Vg^/ G^

/B2Y__ 54G
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Prenons, en particulier, la dernière de ces dérivées, d'où nous

concluons

... . d g\ ^ I A-2(i-/,2)(^_:_A-2)(2-A-^)(l-9./.^)

Par cette relation, il est aisé de voir comment varie, avec A-, le

rapport ^- Les valeurs extrêmes de A- sont o et H-i; à toutes

deux correspond, pour A, la valeur zéro, et, pour '-^ , la valeur ~.

Quand A- varie de o à ^J^, le second membre de (3-) est négatif; il

est positif, au contraire, quand A- varie de ^ à i. Donc, A- crois-

sant de o à i^, le rapport .^^ décroît de + i à o; puis, A- crois-

sant de 4" à I , ce même rapport croît de o à + i . Dans le premier

intervalle, «-a est positif; négatif dans le second. Si l'on suppose ^'o

invariable, ce qui est permis, on peut conclure ainsi : A- croissant

(le o à -1, g^ décroît de + 4 / i ^r^
j

à o
;
puis, A^ croissant de ^ à i

,

«3 décroît encore de o à — 1/ ('^) ' ^"^ ^^ mot, si g.^, reste fixe,

«•3 décroît constamment pendant que A- croît.

Variation des périodes avec les invariants
;

rapport des périodes.

L'égalité
6/am u—7-— = dnw,
du

où l'on remplace amz^ par o et dnw par y/i— A^sin-c5, donne

celle-ci

du = <icp

y/i — A2sin2cp

(Juand u est réel et compris entre zéro et R, il en résulte

J^ V^i — A2sin2cp

et, si l'on prend la limite extrême de cette égalité,

J^ /i— A2sin2(B
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Telle est l'expression delà demi-période K par une intégrale dé-

finie. Comme A-sin-o est positif, l'intégrale est supérieure à

I ch ou - • Ainsi
^

2

D'ailleurs K se rapproche d'autant plus de cette limite inférieure -'

que k est plus petit. D'autre part, l'intégrale

n'a une valeur finie que si a n'atteint pas -? et dépasse toute limite

quand a se rapproche de - • Donc K croît au delà de toute limite

aussi quand k se rapproche de l'unité. Ainsi, lorsque k varie de

zéro à l'unité, K varie de - à oo .

La quantité analogue K' joue, par rapport à k' , le même rôle que

K par rapport à k; c'est donc l'intégrale définie

K'= f--
2 6/cp

Puisque /{-'varie de i à o quand k varie de o à i, K' va de -|- co à -

en sens inverse de K. Le rapport -^ va donc en décroissant con-

stamment de H- c/D à o, tandis que k croît de o à i. Il est égal à

l'unité pour k^ = k''^ ~ ^.

Les demi-périodes co et co' sont

Nous venons de voir, dans le paragraphe précédent, que, si go reste

fixe, ^3 décroît constamment quand A- va croissant; donc :

Si g2 reste fixe, le rapport -.— varie toujours dans le même

sens que ^3.
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Les valeurs extrêmes et la valeur moyenne de ce rapport sonl

\/mPour g -à

Itû

(38) { .. ^,=0, ^ = <;

Cas où ^3 est nul.

Pour le cas particulier ^3 = o, la valeur même de co est remar-

quable. Elle est donnée par l'intégrale

où e^ désigne la racine positive du dénommateur, <:^,=^^/i,'

Changeant de variable en posant 1== e^x~'-^ on obtient

(39)

L'intégrale définie que nous rencontrons ici a été calculée pour

la première fois par Stirling; voici sa valeur numérique :

Je
^ cIt

' =z:z= = I,3l 102 8777146059 87. . ..

C'est une intégrale eulérienne de première espèce: changeant t''

en x^ on a

J„ /i-^'- 4j„ 4 r(t)

Expressions asymptotiques des périodes quand le discriminant

devient nul ( ^ )

.

Nous nous servirons ici d'une proposition appartenant au Calcul

intégral et dont la démonstration, extrêmement facile, n'a pas

besoin d'être rapportée. Cette proposition concerne les inté-

(') Ce paragraphe peul être omis dans une étude sommaire.
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grales définies, dans lesquelles la fonction intégrée dépend d'un

paramètre variable, dont une valeur est considérée comme limite.

Il consiste en ce que la limite de Vintégrale est égale à V inté-

grale de la limite, pourvu que, dans tout le champ d'intégration,

la fonction intégrée reste toujours finie quand le paramètre varie.

Cette proposition s'applique même au cas où le champ d'intégra-

tion est infini, pourvu que l'intégrale ne cesse pas d'être finie.

Supposons que le discriminant A devienne nul ; une des racines e\

ou ^3 converge alors vers e-2\ admettons que ce soit ^i, cas dans

lequel g^ est négatif. Soient donc

c étant infiniment petit. Nous avons d'abord (p. 07)

changeant de variable et prenant y — ia

w / dt

et, puisque la fonction intégrée reste finie quand s converge vers

zéro, on a

dt TT

lim
3a — f^

v/3iv oa

La demi-période to devient infinie, et nous allons en chercher

une expression asymptotique. En même temps que

dy

£
considérons cette autre intégrale

Cette dernière se calcule aisément au moyen de l'intégrale in-

définie,

f± ( _ L\

y—'—z^ + /(j — ^i)(7 — ^2)

= iIog

1.

y
]
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On a, par conséquent,

? = .rzz lopj î—^ = ^=r=. log -•

Cette quantité p, comme on le voit, devient infinie pour £ = o;

mais la différence (w — p) reste finie. Nous allons le reconnaître et

en trouver la limite.

Réunissant sous un même sicne d'inlé2:ration les deux fonctions

mais la fonction qu'on intègre ici peut être écrite

I \L -i/l^^îl '

1,

et l'on voit qu'elle reste finie, même à la limite inférieure y=:ei^
quand ^o et ei convergent l'un vers l'autre; donc, encore ici, la

limite de l'intégrale est égale à l'intégrale de la limite, et nous

avons

lim(to — p)

Soit, pour un instant, b^ a; on a

/ I T \ _ I
I ^^ — ^

/3^^i '^ \y 7— «/ ~
2v/3l^

og—^—

.

En ajoutant membre à membre, nous concluons

_ I

2 /3a

I , ( i/'>, a -L- /? -I- i/'^ n V'
lOor . ,
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Supposons maintenant b =^ a, et concluons

lim(a) — p) — —

—

=rlogi2.
'2 v/3<2

ia
Nous avons trouvé pour p une expression qui diffère de——=. log

seulement par un infiniment petit; donc enfin

lim ( W — -rrz 10 ^r
I

=0.
v/3,

Faisons disparaître de ces résultats a, z ; mettons en leur place

les invariants g2, gs et, avec eux, l'invariant absolu

A

dont il sera plusieurs fois fait usage. D'après les expressions ci-

dessus de e^, €2, <?3, et celles de ^o, g^ par les racines, nous avons

A = 26.34an2, J = -^, ^ = /3J, 'i^J7i = lim(i2é'2)*-

Nous pouvons, par conséquent, résumer nos résultais ainsi :

Quand le discriminant devient nul et que g^ est négatif, on a

A = o, ff' < o, J — -f- 00 ,

!

lim {/ 12*5^2 -•- = ^j

^

'

_
]im[v^i2^2W — log(24/3J)] = o;

à quoi nous pouvons joindre, sous une autre forme,

i (>)

(40 lim /oJe"^ t^' = 2*,,.

Si maintenant nous voulons avoir les formules analogues pour

le cas où ^3 est positif, nous n'avons qu'à échanger w et ^; donc:

Quand le discriminant devient nul et cjue g^ est positif, on a

A — o, ^3 > o, J = -f- 00
;

limv/12^2 w = T.,

lim[v'i2^2 - — log(24 /3J)] = o;

(43) Vims/YSe" ^ ^ i^.
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Il est facile de compléter ces résultats en concluant les analo-

gues pour Ket K'. Dans le cas des formules (40)5 nous savons que

l'on a (p. 63)

-r- = i/^K', limK'= -;

donc

V^I2^2

D'autre part, d'après les égalités (34), nous avons à la limite, pour

A'^o,

J A" * = 2~7 , "^ ^ V 3 J = -3 ;

et, d'après co = \/^K, nous pouvons conclure ainsi :

Lorsque k' tend vers zéro, on a '

limK'= -,
I

_^K
•2' .-^K'

(4â) { , ,. i'
lim^ - '

jlim(K-logi)=o| k'^
iti

De même, pour le cas des formules (4^) •

Lorsque k tend vers zéro, on a

limK= -
'1

(45) { / lim

/ lim/'K'— log|j =0 /c2

Dans le Chapitre VIII, on retrouvera ces expressions asjmpto-

tiques par d'autres moyens.
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CHAPITRE m.
DISCRIMINANTS NÉGATIFS.

Définition de pu pour un argument réel. — Homogénéité. — Limite de u^pu
pour u — o. — Addition des arguments. — Arguments purement imaginaires.

Arguments complexes, — Périodes. — Les trois demi-périodes. — Infinis de la

fonction pu. — La fonction pu passe par toutes les valeurs réelles ou ima-

ginaires. — Variation des périodes avec les invariants : rapport des périodes.

— Cas oîi g^ est nul. — Cas où g^ est nul. — Lemme sur les expressions asyiii-

ptotiques de certaines intégrales définies. — Expressions asymptotiques des pé-

riodes quand le discriminant devient nul. — Dégénérescence depw.

Définition de p u pour un argument réel.

On a déjà vu d'une manière sommaire, au Chap. II (^Défini-

tion directe de pu) comment s'introduit la fonction pu quand

le discriminant est négatif. Nous allons reprendre cette définition,

montrer rapidement comment les propositions déjà connues s'ap-

pliquent à ce nouveau cas et insister seulement sur les différences

qui s'y rencontrent.

Soit

(0 /(J) = 47^ - ^27 — ^3 = 4(7 — ei)(y — e,J{y — 63)

un polynôme ayant deux racines imaginaires conjuguées <?), e^

et une racine réelle e^' Cette circonstance est caractérisée par la

condition que le discriminant doit être négatif.

L'intégrale définie

JjiuvJiy)
(2)

^pu

où le radical est pris positivement et où la limite inférieure varie

entre -j- oo et èo, croît quand jdz^ décroît. Soit ojo l'intégrale com-

plète

(3) . . /
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parle moyen de l'égalité (2), la fonction pu se trouve définie sans

aucune ambiguïté pour toutes les valeurs de u dans l'intervalle

(o, (1)2). Enmême temps p'i/ est défini comme égal au radical />/'i5

négativement, puisque pu est une fonction décroissante.

Nous étendons maintenant la définition à toutes les valeurs

réelles de u au moyen des relations

entraînant celles-ci

P'(— ") ="— ,P'W, p'(w + 2t02)=p'w

et se résumant ensemble par les égalités

(4) p(2mw2± m) = pw, p'(2mw2— w) = — P'"'

Les fonctions pu el p' u sont continues, on l'établit comme il a

été dit au Chap. II. Elles deviennent infinies quand u est un

multiple, positif ou négatif, de 20)2. La première pu est toujours

supérieure à 62, qui est son minimum, et l'on a

(5) pw2=-^2, p'w2^o;

la seconde p'w prend toutes les valeurs réelles et change de signe

en passant par zéro ou par l'infini, quand u passe par une valeur

multiple de 0)2, multiple impair dans le premier cas, pair dans le

second.

On conviendra de distinguer les deux racines imaginaires

def(^y), en prenant pour e^ celle dont la partie imaginaire

est positive. Soient

^1 =— a-ht'P, e^ —— a — i6, e2=2a; p > o.

Les relations entre g2-, gs et les racines sont les suivantes

^2 = -4(^1 ^2+^362^61 ^3) = 4(3a2-^2),

^3=4^16263= 8a(a^+,32),
(6)

te Ton voit que ^3 a le même signe que ^2-

Homogénéité.

La définition (2) rend évidente, comme il a été expliqué au

Chap. II, la relation (II, 3o)

(7) p(^^;^2,^3)- i^p(it\/Jj', ^. ^,
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Limite de u^-pu pour u — o.

D'après la définition (2), si pu est infiniment grand, la partie

principale de u est

u- r-^ = —

^

Donc on a

lim. u"^ pu — i
,

pour ?^ — o.

La partie principale de J3^^
étant —5 celle de p'i^ est -^j et l'on

a en même temps

lim w^ p' u —— 1.

Addition des arguments.

La démonstration directe, donnée au Ghap. IT, s'applique

ici sans modification. Nous en ajouterons cependant une autre

comme il suit.

Soit

(8) F(„,.)=.i(gi^y-p„-p..

Il a été prouvé, au cas du discriminant positif, que cette combi-

naison F est égale à j3( u -f- ç). On a donc, pour ce cas,

(9) -7- = T- ==^ v4l''^^' du dv
^^

Cette relation n'est pas une identité par elle-même, mais seule-

îux égalitésment en vertu des deux égalités

(10)

Gomme ces égalités (lo) ont lieu aussi pour les fonctions qu'on

vient de définir au cas du discriminant négatif, les relations (9) ne

cessent pas d'être exactes.

Gomme F, v- ? -r- sont réels, il suit de
( 9) que le radical est réel

aussi. Donc F et le radical, pris avec le signe dont il est affecté

dans (9), sont égaux respectivement à pJJ et p'U, U étant un cer-
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tain argument dépendant de u et de v. Sa liaison avec w, v est ex-

primée par (9), sous forme d'équation différentielle, ainsi

du, dv '^ du ^ ùv ^

d\3_ _ ^ _
du ~^'

ùv
~^'

donc U = w -J- ^ -I- const. Si l'on donne à F la forme (I, 28)

'2{pupç — 1 /r?) (p W ^ p ç^) — /Tti—P'll p'^
Fiu,v)

2{pu— pçy

en voit, pour t; n^ o, F se réduire à pu. Ceci résulte de ce qui a

été établi au paragraphe précédent. On a donc simplement

(u) Fiu,v)^-p{u~.-v).

C'est ce qu'il fallait prouver.

Arguments purement imaginaires.

En même temps que

pu==p(u;g.2,g-3),

considérons

(12) pi^ = P(m;^2, — ^3),

qui a même définition que pu, et en diffère seulement par le

signe de ^3, sans influence sur le signe du discriminant. La

demi-période de pu sera désignée par -^? en sorte que co!, sera

une quantité purement imaginaire; sa définition sera

(i3) ^C v//i(7)

On passe de (g^^ gs) à (^25 — ^3)5 ^^ changeant les signes des

trois racines. Pour conserver la convention relative au signe de la

partie imaginaire dans <?<, il faudra, comme dans le cas où le discri-
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minant est positif, changer e,, (?2, e^ respectivement, et dans cet

ordre, en — 63,-^2, — <?|

.

D'après la formule d'homogénéité (7), nous prenons comme

définition de p{iu)^ avec irréel, la relation

(i4) p(iw)=^-pw,

qui entraîne cette autre

(i5) jp' {iu) ^ ip' u.

On démontrera, exactement comme au Chap. H, que, pour

un argument purement Imaginaire, les fonctions ainsi définies

vérifient les diverses relations établies jusqu'à présent pour un ar-

gument réel.

La fonction p(iii)^ où u est réel, est elle-même réelle et com-

prise entre e.2 el — co
; ^2 est son maximum et l'on a

(16) pw'2=e2, p'c02 =

La fonction p'{iu) est puren

rir toutes les valeurs réelles.

T r • // • \ • • • P'( ï'm)
La fonction p [lu) est purement imaginaire, et '^—^.— peut acque-

Arguments complexes.

La définition de j3;^, pour u -= a -i- ici., se fait exactement comme
au Chapitre II, par la formule d'addition, et l'on prouve que :

1° pu Si une dérivée p' u satisfaisant à la relation

(17) p'^ii=ip^u~- g,_pu é"3,

2'^ ces fonctions vérifient les formules d'addition^ et aussi 3" les

formules d'homogénéité.

Périodes.

Nous voici maintenant au point où apparaît une différence entre

les deux cas distingués par le signe du discriminant. Les deux

demi-périodes 0)2 et (x>[, correspondent, d'après (5) et (16), à une

même valeur pour jd; on a

pa)2 -- pw,^ e.2,
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Par le même calcul qu'au Cliapilre II [Addition des demi-pé-

riodes)^ on a

P(W-^ W2)= 62-^ ^
,

P("-^W2) = ^2-^

pu — e,

(ei— Ci)(ei— es)

p{u-^oi.2)=p(u-hiM'i).

Changeons dans cette dernière relation u en (u — co!,), ou en

[u -r- to'^), et nous aurons

p{u -^ uii— to!,) — pu,

p{u~oi2—o}',) = p{u^20i'^) = pu.

Il n'existe donc pas seulement les périodes 2mt02-^ 2/?î'w!,,

mais encore (2/71 -f- i)w2 ^ (im' -- 1)^^.

Considérons les trois demi-périodes

UJ2 <-u,

(18) a>i = , w,, 0)3

dont les deux extrêmes sont imaginaires conjuguées; nous allons

montrer qu'elles correspondent à e^, ^o, 63, exactement comme,

dans le cas du discriminant Ipositif, cela avait lieu pour co,

Les trois demi-périodes.

Soit posé, comme au Chapitre II {Quai^ts de périodes)

e^— e- — a-, e — e^^— b-, e^— e'^ — c-,

et prenons a = 2, j3 = 3, y = i, par conséquent,

Nous avons déjà employé la notation

ei=— a— tp, egr- — a— t^, ^2=27, ^ > o.

Choisissons

(19) \/e.2— es ^ v^i a — ip ^ p - - iq
; 7? > o, ^ > o,
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par la condition que la partie réelle soit positive. En élevant au

carré, on a

et, puisque p est positif, ^ a le même signe que/?. C'est ce que

nous venons de mettre en évidence dans (19).

Achevons maintenant de fixer h et c, en prenant

C— p -^ iq, b ~ z i(p — iq), B = zti.

Soit maintenant

pu = 62-^ ihc = 62— z{p^-\- q^).

On voit que p u est réel. Si £ ^^ — 1 5 P '^ est supérieur à 6-2] il

y a donc des arguments réels u. Soit un de ces arguments; il

donne lieu, comme on l'a vu au Chapitre II, et comme on le re-

trouve immédiatement, à l'égalité

d'où résulte que
-f^

est une des valeurs de u; donc

03.7

(20) p—- =e,-^/?2_:-g2.

Soit maintenant £ =^ + i; pw est moindre que e^', il y corres-

pond un argument purement imaginaire, et l'on a de même la con-

séquence

{'11) p!^=e,_^2__^2.

En répétant le calcul fait au Chapitre II, on a en même temps

ziz p'u = iibc{c -^ ib) — — iz{p'^-^ '7^)[p ~^ ^Ç — -(P — ^S')]>

quantité réelle ou purement imaginaire, comme il convient, sui-

vant que £ = — I ou -f- I .

Quant au signe à choisir, il résulte de ce que p'— et - p'

—

doivent être négatifs. On a donc

(22) p'"-^ ^-ipip'-'-q'),

(23) p'!^=._4,-^(^2^^2).



76 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.

De là résulte

v'^=-\ip''^q'){p~iq\
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Mais, maintenant, il y en a d'autres. En effet, dans le cas du dis-

criminant positif, pa avait e^ pour limite inférieure, pioL avait e^

pour limite supérieure; ces deux limites étaient séparées par un

intervalle infranchissable, en sorte que pa — pioL ne pouvait être

nul. Ici, au contraire, les limites, inférieure pour pa, supérieure

pour J3ia, coïncident. Donc pu est infini encore dans le cas

Alors

par suite.

{^m-'i)iù2j iy. = {lin' -^ \)iù\

— {im H- i)w2-h (2m' + OtOg.

Donc les infinis de pu sont

U =^ 77HÛ2-^ m' tu 2,

ou m ET m' sowT de même parité; ceci, par l'introduction de to^ et

t03, peut s'écrire

U = 2mi(x>i-v- 2m3W3,

et l'analogie avec le cas du discriminant positif est ainsi rétablie.

On déduit de là, comme pour le cas précédent, que les valeu/^s

de u satisfaisant à réquation pu=^pv sont toutes comprises

dans la forme
M = ± P -i- 2/721 0)1+ 2/7230)3.

Il a été prouvé, dans un précédent paragraphe de ce Chapitre,

que u-pu di l'unité pour limite quand pu converge vers zéro par

des valeurs réelles. On peut vérifier qu'il en est de même quand u

converge vers zéro par des valeurs quelconques. A cet effet,

prenons la formule d'addition sous la forme (I, 23)

P^"-'')= ^

'-ipu-p.f
^'

et supposons w = ^ -|- ^5 z étant infiniment pf^tit. La partie prin-

cipale du numérateur est

et celle du dénominateur est iz- p'-ç. La partie principale du se-

cond membre est ainsi —> et l'on a bien
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On en conclut immédiatement aussi

(26) lim(t^ — 2mit0| — 2/7230)3)2 p i^ = I, pour w =- 2 miWi H- 2/7230)3.

La fonction pu passe par toutes les valeurs réelles ou imaginaires.

Cette proposition s'établit ici par la même analyse exactement

que dans le cas où le discriminant est positif (Gliap. II, p. 4i)' La

conclusion résulte de ce que la résolvante en x a des racines réelles.

Il y a cependant une légère modification dans la remarque

placée (p. 42) à la suite de la solution. La résolvante n'a plus ses

quatre racines réelles, mais deux réelles et deux imaginaires conju-

guées. Ces racines correspondent aux quatre couples d'arguments

a -= 01..
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Si, dans la seconde, on change ^ en (^ — 2^2)? on obtient cette

expression

(28) -;- = / , ^zz, ::-=.

Pour reconnaître cette forme du polynôme sous le radical, on

n'a cpi'à tenir compte de la relation l\e\ — giG^i — g^^= o 5 car on

a identiquement

4(^ — 262)^— ^2 (^ — 262) + ^3

n= 4^'J— ^2-27 — ^3 -2462(^^-62)2—2(46^— ^262-- ^3)-

Des expressions (27) et (28) résulte immédiatement la consé-

quence suivante : le rapport -^^ est supérieur, égal ou intérieur a

l'unité suivant que eo est positif, nul ou négatif, suivant aussi, en

d'autres termes, que g-^ est positif, nul ou négatif.

Voici encore une autre conséquence immédiate. Supposons

d'abord (?2 > o, et admettons que le discriminant, toujours néga-

tif, converge vers zéro. Les deux racines conjuguées e^ et 63

convergent vers ^« Comme cette quantité, d'après l'hypothèse

^2 >• o, est en dehors des limites ^2 et + 00
,
coo conserve une valeur

finie. Mais les racines — e\ et — e^ du polynôme soumis au radi-

cal dans la première expression de — convergent vers — ? qui est

dans les limites de l'intégration; par suite, -4- devient infini.

Les mêmes faits se passent en ordre inverse quand <?2 est néga-

tif. Donc :

i*^ Quand 0-3 est positif et que —-^- décroît de +1 à — 00
,

"^1 S z

co', . ,
,

, .

-^^ varie de -- co a -r 1 , sans crue nous sachions encore si cette
tW2 ^

variation a lieu par continuel décroissement;

2*^ Quand 0-3 est négatif et que —^ décroît de + i à — ce
,

,

*" 27^5

. -- varie de zéro à + i, sans que nous sachions non plus si cette

variation a lieu par accroissement continuel.

Pour faire disparaître cette lacune, mettons en évidence la racine
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^2 5 en écrivant

4:r3— ^2^ — ^3 = 4(07 — 62) (
^- -+- ^2^ 4- 7-^

Changeons maintenant, dans (27) et (28), x en e^x^ el faisons

la supposition e^^ o. Nous aurons alors

/

—

/ dx

^,(,._,)_,^(,_,)

/— w, /
" dx

2/62 -j =

/ y/^(^2_i)_^^(^._l)_ 6(^-1)2

Soient '^- -àzi^ les deux racines imaginaires e^^ e^. On a

i^3 = ^1 ^2 63 = ^2 ( -^ + ?% .
,

La quantité~ peut donc prendre toutes les valeurs depuis }
4 ^2

jusqu'à + œ . Quand elle croît ainsi, les deux intégrales définies

décroissent toutes deux; mais le décroissement relatif est moindre

pour la première que pour la seconde, en sorte que -^ décroît.

Pour prouver ce fait important, faisons, dans les dernières inté-

grales, le changement de variable

La substitution directe donne pour résultat

do
2 v/e2 W2 = 2 v/2 -H Y / —

2 /ëi -^ -= 2 V^2 -h Y /

t^

(2+ y)4-3v/2+ y+ [2(2+ y)~~'^/2+ y]cos2cp

tOo 4/ /' d'j)

v/2(2+ y)"~3v/2+ Y-h[2(2+ y)+ 3v/2 4-y]cOS2cP

La première peut s'écrire

71

/— 2/^2 do
21/62^2 = —, / —r=r=—===.

i2(p''
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on a posé

^.(9. + Y)- 3 v/'^ -4- Y

4("2 + Y)

Cette quantité est plus petite que l'unité, comme il résulte des

données d'après lesquelles le radical ne peut jamais devenir ima-

ginaire pour des valeurs réelles de o. On le vérifie d'ailleurs; car

la condition A-^' < i donne justement y >| . Elle est aussi positive.

Quant à la seconde intégrale, elle s'écrit de môme

2/^2 -^ = - / - —

;

^
V ^ -+- T .^0 V i— /^"? sin2 -.

9.(9. -hy)^ 3 v/a -^Y

on a pose

Â-\2 3,^i —
/:f
=

4('^ + T)

Par cette transformation, le rapport ^ apparaît comme coïn-

cidant avec le rapport ~ des périodes au cas du discriminant po-

sitif, avec un module A,, dont le carré /x'^ varie de o à 4^ quand v

croît de { à -H co . D'ailleurs /x'-^ est toujours croissant avec v.

Dans la forme précédente, on voyait que \/<?2 ^2 et y/^o -^ dé-

croissent quand y croît; dans la forme actuelle on voit que

V<?2 V '-'' -H Y ^2 croit avec y, mais que y/<?2 y 2 -i- y -^ décroît. 11

en résulte clairement que -7-^ décroît quand y croît.
0);

D'après l'ésralité

;
on peut écrire

lei-
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s^s étant positif et \, décroissant de + i à — oo ,
-— dé-

croit constamment <ie + go à -\- \ (* ).

Comme il suffit de changer g^ en — g-^ pour échanger cl>2 et

-f-y nous pouvons ajouter que

f^^ étant négatif et—^- décroissant de -\- i à — oc , ^ croit

constamment de zéro à -j- i

.

Cas où gi est nul.

Il existe ici un cas particulier fort remarquable qui ne se pré-

sentait pas pour un discriminant positif; c'est le cas gi=^ o, im-

possible dans l'hypothèse g\ — '^''j g\ > o. Les formules précé-

dentes exigeraient des transformations pour faire reconnaître la

valeur simple du rapport des périodes en ce cas. Mais on v par-

vient tout naturellement ainsi :

Dans la formule d'homogénéité

p(^; :^*^2, (j-Vsj; =- \^^ p(w; ^2, ^3),

supposons g'x ::= O, ct prcuons alors pour [x une racine cubique de

l'unité. Soient

1 , V3 , 1 V3
a —— ~L _i_ j JL_ , ^2 — _ l — j JL_

2
'

1

les racines cubiques de l'unité; faisons |j. = a-, il vient, pour

p(aw)=apM,

(') On peut éviter le calcul qui précède en se référant à l'égalité

d^
9 ^ g.

dg, 1
- iz

qui se trouvera démontrée au Chapitre IX. Ici A est le discriminant négatif

A = ^1 — 'i."g\- Il résulte de cette égalité, g^ étant positif et supposé constant,

que la dérivée du rapport —- » par rapport à g ^ est» positive; donc ce rapport est

croissant avec §•,, ^•3 restant constant et positif. C'est ce qu'on vient de prouver

par un calcul direct.
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sans changement dans les invariants. Il suit de là que, si 2ti5 est

une période quelconque, aaw en est une aussi. Pour préciser da-

vantage, observons que ei, e^ reproduisent e^, multiplié par a

et a2.

Nous avons distingué e^ comme ayant sa partie réelle positive
;

donc, si eo est positif, nous aurons

ei --= ae2j ^3 = a2e2.

Prenons ce cas, et faisons w =:= W2 ; il en résulte

p(aw2)^ae2 ou p(aw2) == ei = p(œi).

Par conséquent, m et m' étant deux entiers de la même parité,

= tOi
— W2 I — 2 ^ ^ ^ )

-''' ^^ ^2— nX M.2 .

Si le signe + convient, en séparant les parties réelles et les

parties imaginaires, nous aurons

{m -^1)^2 = i -^— C02.

D'après la première égalité, 7n est l'unité, m' est donc impair, et

Wg v/3

4n--i

Mais ce rapport est supérieur à l'unité, on l'a prouvé dans le pa-

ragraphe précédent; il ne peut donc être égal qu^à y/3.

Si le signe — convient, on a /?i = o, et

/A 1 \ / ^V^(m H- I) Wg = w.

avec m' pair. Là encore la conséquence est la même. Donc, pour
0-2 = et 0-3 > o,

L'inversion de toa et -4 correspondant au changement du signe

de ^3, on a aussi pour g.2 = 0, ^3 << o,

0)2 _ T

i^2 ~ y/3
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En joignant ces résultats aux précédents, nous pouvons conclure

ce qui suit ;

(29)

.^3>0, ^2^0,

^3/0, ^2<0,

Si ^ o,

>/3,

I CO.,

^3<0, ^2<0, — <^<I

^3 <: 0, ^2-^0,
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On a ainsi, dans ce cas particulier,

tOo 1 A
W2 = —' —

,

•

Lemme sur les expressions asymptotiques de certaines

intégrales définies.

Soit à trouver, pour s infiniment petit, une expression asym-

ptotique de l'intégrale

v/(7-a)2-l-£2

OÙ l'on suppose que a soit entre B et C, et que <i^(«), ^'(«) aient

des valeurs finies. Partageons V en deux intégrales U et U', ayant

pour étendue : la première^ l'intervalle (B, a)] la seconde, l'inter-

valle (<2, G). De plus, pour pouvoir même supposer B ou G infinis,

partageons encore U en deux autres U|, Uo dans les intervalles

(B, b) et [b, «); et U' en deux autres U', et U'^ dans les intervalles

(a, c) et(c. G). Nous allons d'abord trouver une expression asym-

ptotique de

Considérons l'intégrale

u =r /
_^_x___;^___ ^ ^^ ( a) log

Jb Ay-af-^z^ ^{a-br-r-s^-ia-b)

Dans la différence

^(.r)-^(a)

la fonction intégrée ne devient pas infinie quand s est infiniment

petit. Donc la limite de l'intégrale est égale à l'intégrale de la

limite, c'est-à-dire

lim(U,-.)=r^^^^^^.

On remarquera qu'il faut mettre effectivement (a

—

y) c. non

{y — a) pour la limite de \J{y— «)--r- £"
,
puisque ce radical est

pris positivement et quejK, dans l'intégrale, est moindre que a.

b
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Cette dernière intégrale peut être considérée comme la limite de

f"" '^dZLzM^ dy

quand a tend vers cr^ précisons davantage en supposant encore

a << «• D'ailleurs

donc

lim(Uo- ^0= lim r r iL>l^ + J;(a)log(a - a)1 - ^{^a)\o^{a-h).

Substituons à a son expression finie et faisons passer le terme

tJ>(a)log(a — h) au premier membre; observons, en outre, l'éga-

lité suivante, où s est supposé infiniment petit :

= _4;(a)log
r ,

' - ^ —T--'l>(^)logTTi•

Nous pouvons maintenant conclure

limrU2-^(a)log-l =limr r''i^M^+4.(a)log(a-a)l, a < a.

D'ailleurs l'intégrale U,
,
prise dans un intervalle qui ne contient

pas rt, converge, pour s = o, vers l'intégrale de la limite, c'est-

à-dire vers

Donc, en ajoutant U, et Us, on a

limrU^.K«)losîl=lim[ ri^^^(a)log(a-a)l, a<«;

Pour l'intégrale U', prise dans l'intervalle («, G), le calcul est
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analogue. Nous prenons à la fois

ûj( y) dv

87

--/.

4.(a)l0g.
^ <\i(a)dy ,, s, c — a-h\/(c — a)--

Par la même raison que précédemment

lim
£ y — a

J^, y-a "^ c~a

lim('u;-'i>(a)log-) = lim T' iiZl^ +-!;(«) log(a' - «)

limfu' -^(a)log-') = lim T iiZl^ _;_ ,t;(^) log(a' - a)
£= o\ £/ a'=:rt [_^2^, 7 — <^

En ajoutant maintenant U et U', nous avons le résultat cherché

]

lim (v -<];(«) log 4) - lim \ T ^5^^^' + ^(a) log(« - a)l (a<a),
£=0\ -V a.-a\jj^ <^—y

J

a) (a'>a).lim
a' -«

fil
X' 7

^(7)^^^'
•];(«) log( a'

C'est en quoi consiste le lemme que nous avions en vue d'établir.

Appliquons ce résultat en supposant

^(y)^
1 s/y -^ ia

J a>o, B=: — 2 a, G=-i-oo.

Nous aurons

r'' ^(r)dy ^_ f <

Jb ^ 7 J-^_ai{,a —y ) />' -r- -1 a

^^^^^ dt

3 « — r-

r - ( \/3 a -h v/'^ a
loîi-———

isj'^a

(a — a)= ——= log(/3<2+ \/'2« -}- a)^.

2v/3a
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Celle quantité, pour a = a, prend la valeur—^=\o^\ia.

Nous avons de même

dy

2(7 — «)v/r + 2a

73"J, r2— 3« iJ-^a
" a—

a

dont la limite est aussi —-— logi2rt.

Le résultat est donc

Expressions asymptotiques des périodes quand le discriminant

devient nul.

Revenons maintenant aux périodes de i\ fonction elliptique.

Supposons ^2 > o et Ck, e^ convergeant l'un vers l'autre; en pre-

nant (?o == 2a, e, = — « + «£, e-i^ — a— h, l'intégrale précé-

dente n'est autre que ^? et nous avons

En même temps, on a

—

u

e '"^
il\a

Exprimons ces résultats par les invariants

^, =^ _ 4(^1^2 -h ^163+ 62^3) = 4(3«2— £2)^

^3 -= - 4^1^2e3 = 8a(a2-4- £2);

A 3 £2 \z)
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Voici maintenant la conclusion :

Quand le discriminant négatif tend vers zéro et que g^ est

positif, on a

lim V i2^^2 CO2 — 71,

(3o) lim '\/i-iff-i
—- — log(— 12 j)^ o,

T — TT- I

12

Puis, changeant ^3 en — ^^ avec échange de too et —f :

Quand le discriminant négatif tend vers zéro et cjue gs est

négatif, on a

I A = o, ^^3 < o, J =: — ce
, v/i2^2 = /ë y/— ^3 ,

l lim v/l2^A'2 —r^ ~ 'J^,

lim Ly' 1 2 ^'2 ^2 — lOg- [ 12 J jJ
— O,

lim Je «"î = ":zz7
12

Dans ces formules, go est positif, puisque g'I— '^'j
g'I

est nul; la

^*, ,11
racine y i 2 «o est réelle et positive.

Dégénérescence de pu.

Cet examendes valeurs limites pour les périodes doit être com-

plété par celui de la valeur limite pour la fonction pu.

En supposant, comme précédemment, que Ci et ^3 convergent

vers — a, Co vers 2 a >> o, la définition

Jpu \/f(y)

donne, à la limite,

„=-_r ^?__.
Jpu '^{y — Cl) s/

y —2.

a

Prenant une nouvelle variable d'intégration ^, posons

j — 2a -- 3az-,

p w — 2» = 3aZ2
;
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nous aurons

u /3 a = /

dz „— = arc cot Z.
z'^-\- I

Cet arc est compris entre o et - si, comme on le suppose dans

la définition par l'intégrale, pu est supérieur à e^ et le radical

positif. Nous avons donc

-pu — 2<2 :^ 3a cot-?i v^3a

ou encore

pu
sin^ u v/3 a

Mettant ce résultat et les précédents sous une forme analogue ^i

celle qui a été employée (Chap. I) pour le cas du discriminant

positif, nous avons

61 — 63 = — a, e^ — ia, g^_ = \ià^, ^3 = 8a3;

A^^l — 27^1 :=o, 61 = 63 -—2^2 = - —;

->- -'— ^:-fi

formules de tout point semblables à celles du Chapitre I, où le

discriminant tendait vers zéro par des valeurs positives. A cause

de ce fait, il est évident que les formules du même Chapitre, rela-

tives au cas g^ <C o, s'appliquent encore ici, sauf échange de

€2 et 63.
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CHAPITRE IV,

PROPRIÉTÉS COMMUNES AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES, QUEL QUE SOIT

LE SIGNE DU DISCRIMINANT. — MULTIPLICATION. — INVERSION.

Développement de pw suivant les puissances ascendantes de u. — Remarque sur

la notation des périodes. — Multiplication de l'argument: multiplication par 2,

— Multiplication par 3. — Multiplication par un nombre entier quelconque. —
Calcul de la fonction ^„(m). — La fonction y^^ : son calcul par une formule ré-

currente. — Cas oîi n est un nombre composé. — Théorème sur la fonction y^

.

— Sur les racines de la fonction }')" u. — Racines de p" u quand le discriminant

est positif. — Racines de p" u quand le discriminant est négatif. — Sur l'équa-

tion p'w - c. — Sur une transformation de la quantité '

• — Autre
pic — pv

transformation de — Inversion des intégrales elliptiques. — Racines
pu — pv

de l'équation du quatrième degré. — Caractères de réalité des racines. — Dis-

tinction des racines par ordre de grandeur. — Variation simultanée de la va-

riable X et de l'argument u. — Cas où quatre racines sont réelles. — Cas où

les quatre racines sont imaginaires. — Cas où deux racines sont réelles et deux

imaginaires. — Inversion en quantités réelles. — Autre forme de l'inversion. —
Cas où le polynôme est du troisième degré.

Développement de p u suivant les puissances ascendantes de u.

Ce développement ne peut pas être obtenu par la série de

Maclaurin, puisque pu est infini pour u = o. Nous avons vu, dans

le Chapitre précédent (Injlnis de pu), un moyen de trouver le

premier terme de ce développement. Il consistait à employer la

formule d'addition, exprimer p(u — ^) par pu et pç, à supposer

dans cette formule u -^ v -\- ^, et à développer, au second membre,

le numérateur et le dénominateur suivant les puissances croissantes

de z par la formule de Taylor. On s'est borné au premier terme,

mais il est clair que cette méthode permettrait de trouver autant de

termes qu'on voudrait. Les calculs seraient fort laborieux.

Cet aperçu montre toutefois qu'il existe, pour pu, un dévelop-

pement suivant les puissances de u, à exposants entiers et crois-
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sants, dont le premier est — 2. Soit (à cause de la parité de pu

( I ) PU= ~-^ Cl -'- C2 W2 -n- C-i II'* -i . . . -h Cy w2>^-2 i-
. . .

ce développement; cherchons les coefficients, par voie de récur-

rence, en nous fondant sur la propriété

p'" u = iipup' u.(2
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Pour déterminer les coefficients Co et C3, il faut recourir à la

relation
p'^u = /ip^u — ff.pu— ff^.

C'est, en effet, l'intégrale seconde de l'équation différentielle (2).

A ce point de vue, g., et «3 sont deux constantes arbitraires, qui,

dans la série précédente, sont remplacées par les constantes Co etC;j.

En poussant les développements jusqu'aux termes indépendants

de u, on a

ip^u --^
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soliie {^) de u soit inférieure à la plus petite des deux quantités

1 to ou —r~, et, dans le cas du discriminant négatif, à la pluspe-

7 • • / 2. to', / „
tite des trois quantités 9.iô2, —~ et I / wl -i

Ces propriétés si cachées, et que nous révèle seulement la con-

naissance acquise préalablement de la fonction pu, ne peuvent en

aucune façon apparaître dans le développement lui-même. C'est

pourquoi il ne saurait être question de prendre ce développement

pour base d'une généralisation de la fonction pu. Des formes de

développement bien différentes serviront à nous faire atteindre ce

but. Pour le moment, il suffît de considérer le développement (4)

comme on fait dans les éléments du Calcul différentiel; c'est

une formule d'approximations successives delà fonction pu, quand

u est suflîsamment petit.

Ace point de vue, le développement (4) pourrait être envisagé

comme permettant d'établir avec facilité une table des transcen-

dantes pu et p' u pour de petites valeurs de u. On passerait ensuite

de là à toutes les valeurs de u par les formules d'addition, ou en-

core par la multiplication de l'argument. C'est cette dernière

théorie qui va maintenant nous occuper.

Remarque sur la notation des périodes.

A partir du présent Chapitre, nos raisonnements porteront très

souvent, à la fois, sur les deux cas, du discriminant positif ou né-

gatif. Il en sera toujours ainsi quand le contraire ne sera pas

mentionné. Dès lors, il y a lieu de s'entendre sur la manière de

dénoter les périodes.

La coutume ne permet de renoncer ni à la notation (to, to') que

nous avons employée pour les discriminants positifs, ni à la no-

tation (o3,, oja), dont nous avons fait usage pour les discriminants

négatifs.

Nous conserverons ces deux notations, que nous emploierons,

pour ainsi dire, indifféremment dans beaucoup de cas. Il est même
utile de les 'entendre, dès à présent, d'une manière générale. Nous

conviendrons donc, toutes les fois que le contraire ne sera pas dit

(') La valeur absolue d'une quantité imaginaire, c'est ce qu'on appelle com-

munément son module.
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expressément, de désigner par w, to' et (ji" =-- (o + co', trois demi-

périodes quelconques, que le discriminant soit positif ou négatif.

Et Ton ne devra pas perdre de vue qnune demi-période est un ar-

gument qui rend nulle la fonction p'

.

Dans les cas où Ton voudra mettre en évidence les valeurs de p
pour chacune des demi-périodes, on emploiera de préférence la

notation co^, 103, coo = to, -f- (O3, c[uel que soit le signe du discrimi-

nant.

Multiplication de l'argument ; multiplication par 2 ( ^ )

.

Puisque p{u H- r), ainsi Cjue p' {u 4- (^), s'exprime en fonction

rationnelle de j);^, p' u^ pv, p'^^ la conséquence immédiate, re-

lative à la multiplication de l'argument, consiste en ce cjue, n étant

un nombre entier, p{/iii) s'exprime en fonction rationnelle de pu
et p' u.

C'est la composition de cette fonction rationnelle qu'il s'agit

d'étudier.

Pour obtenir p(2z/), prenons la formule

i fp ç — p u\-
p u -^ p V -'- p ( u -:- ç) = -

En y faisant converger <^ vers u, nous devons remplacer, au

second membre, le rapport qui se présente sous la forme - par le

rapport des dérivées. Nous aurons donc

De là résulte

(6)
P^u--U.P'u-^^^,pu-^i,^l^

Nous écrirons de préférence cette formule ainsi

/ X
— 3 p'* U -:- J ^2 p2 M + 3 ,^3 p ii-^r^ ,^lp{^u)-pu= ^^

-.

Le polynôme numérateur, changé de signe, est le troisième

d'une suite indéfinie que nous allons bientôt connaître; ces poly-

(') Voir aussi Chapitres VI et IX.
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nomes seront désignés par la notation '^{u) avec un indice mar-

quant le rang de chacun d'eux.

Posons, dès à présent,

j
^i(^0 = I, '^2(^0 ^--p'ih

(7) i

et écrivons, d'après cette notation,

(8) p{iu)~pu~-:^— --rj-'

Multiplication par 3.

Passons ixpCdu). Parla formule d'addition

o ( p 7f ^^ (' — V -^^ ) ( V^f -'- V v)
p{u-'r-v)-\^p{u—v)

{pic — pvy

nous obtenons, en faisant $' = 211 et substituant l'expression de

p(3w)-f-pt^=:: — —^- —
—^^^^

——

.

En retranchant ipu aux deux membres, on voit apparaître, au

numérateur du second membre, le facteur p''-i(, et il vient

p{3ic)-pu= —J^T^

Posant, suivant la même loi,

^!,{it)-p'u{p"-u— 'l3p"u)

nous écrirons

(10) p{3u) — pu-^~-^'

Sans aller plus loin dans ces calculs directs, rendons compte

de la composition des expressions trouvées pour p{2u)— pu et

p{Zu) — pu.

Multiplication par un nombre entier quelconque.

En premier lieu, p(nu), étant exprimable rationnellement par

pu et p'u, aura la forme A + i^p'u, où A et B seront rationnels
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€11 pu. Mais p(nu)esl une fonction paire de u, comme pu, tandis

que p' u est impaire. Donc le terme Bj3'f^ n'existe pas. Donc j3(/?;^)

est une fonction rationnelle de pu seulement.

En second lieu, si l'on envisage p(/?w) comme une donnée, et

pu comme une inconnue, il y aura pour cette dernière n- valeurs

distinctes. En effet, soil p(nu) ^= pa. Il en résulte

nu — ih a -{- 2 nix W] -1- 2 ^3(03 ;

d'où, pour u, les valeurs en nombre infini

^ ' n te n

les entiers /??, et m^ étant arbitraires. Si l'on donne à m, et /??,•$

toutes les valeurs o, i, 2, ... [11 — i), et cju'on prenne le signe

-h devant -? on a ainsi des arguments en nombre îi-. Pour deux
Il

^

quelconques d'entre eux,

(.2)

a inii 1 m 3
u — ; Wi H W3,

n n 11

a lin,
; Wi -, CO3,

n n n

ni la somme, ni la différence n'est une période : la somme, à

cause de la présence de — ? qui est indéterminé; la différence, à

cause de ce fait que {m^ —^'^^i) ^t {m-^ — m'.^) ne sont pas nuls

tous deux, et qu'aucun d'eux, s'il n'est pas nul, n^est multiple de /z,

les quatre nombres in étant moindres que n.

Tout autre argument U, déterminé par la formule générale (i i),

donne lieu à la môme détermination de p\] que l'un des argumenls

u précédents. En effet, si d'abord on prend

a 2 Ml 9.:\l3

U = ; co, + -—- W3,
n n n

on peut trouver m^ et /«;5, compris entre zéro et (/z — i), de telbî

sorte que Mi -h m, et M3 -H wza soient tous deux divisibles par n.

Cela étant, U + w est une période. Donc p\j = pu.

Si, en second lieu, on suppose

-, a QtMi 2M3
U = H -!- Wi H- W3,

n n n
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on peut aussi trouver /?z, et m^^ compris entre zéro et [n — 1), de

telle sorte que M^ — m^ etMa — m^ soient tous deux divisibles par

n. Alors U — u est une période. Donc p\] = pu.

11 est donc prouvé que, p{riu) étant donnée, pu a n- valeurs

distinctes, précisément.

La quantité p{nu) est une fonction rationnelle en pu.
F (pu)

Soit p{nu) = [J., donnée arbitraire. Il est établi que l'équation

F(x) — |JL<ï>(^) = o a /i- racines distinctes (réelles ou imaginaires).

Aucune de ces racines n'est multiple, p. étant indéterminé. Au cas

contraire, en effet, une telle racine appartiendrait à l'équation dé-

rivée et, par suite, annulerait F<ï>'— (I>F' et serait indépendante

de [Ji. Elle devrait donc annuler F et <ï>, et la fraction F : <ï> ne se-

rait pas irréductible. Donc F(^)— [jl$(^) est du degré /?-.

Dans les deux exemples calculés (/z = 2 et /i = 3), on a trouvé

effectivement un numérateur F du degré Ji- ; le dénominateur était

de degré moindre; en outre, ce dénominateur, dans le cas ji = 2,

était p'-u; dans le cas /i = 3, c'était le carré d'un poljnôme du

troisième degré. Ces circonstances s'expliquent aisément.

Si l'on suppose u infiniment petit, pu et p(nu) sont inOniment

grands, tous deux du second ordre. Donc F : <I> est infini dumême
ordre que pu; donc le degré de ^P est inférieur d'une unité à celui

de F.

Les racines de <I>(^) correspondent aux autres infinis de p[nu);

ce sont les valeurs de u égales à un des arguments ç suivants

n 71 '

ce sontles /z^'""-^ parties de périodes. Quand u est infiniment voisin

de (^, p(nu) est infiniment grand du second ordre. Donc (^(pu)

est infiniment petit du second ordre. Comme <ï>(j3(^) est nul, la

partie principale de (^(pu) serait (u — ç)^l^'(pv)p' ^^ si <ï>(j3w)

devait être du premier ordre. Mais, puisque ^(pu) est du second

ordre, il faut que ^'(pv) p' v soit nul. Le second facteur jdV est

nul si ç est une demi-période. Dans le cas où n est un nombre pair,

cette circonstance se présente en effet, si l'on prend pour m, elm^

les nombres zéro ou^fi; etfl> contient alors le facteur j)'-?^. Quant

aux racines de —'i^
— ? en ce cas, ou aux racines de ^P{pu) dans
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le cas où n est impair, elles laissent j^V différent de zéro. Donc

<ï)'(j3^) est nul, et ces racines sont doubles. Donc, si /^ est pair, le

dénominateur <ï> est le produit de ^'-u par le carré d'un polynôme

entier en p?^; si n est impair, $ est un tel carré.

On a vu tout à l'heure que ^(j3«) est du degré n- — i. Si n

est pair, la racine carrée de -7—- est alors du deerre ; si n est

impair, la racine carrée de <ï> est du degré — •

Achevons de préciser ce polynôme, racine carrée de -7^ ou de

<P, en y fixant le coefficient de la plus haute puissance àepu^ comme
il suit :

t
n^-it "12

r llz:! 12
si Al est impair, ^—-\ji{pu) 2

-^-...J .

Appelons ^/i(?^) la racine carrée de ^, ainsi déterminée :

f nimpair, ^a{u) -^ iri{]Mi) 2 -^.
..J.

Le choix, du premier coefficient a pour effet, comme on voit,

d'attribuer, dans les deux cas, à t!>,i(w), quand u est infiniment

petit, la partie principale —711:^
•

Voici donc établie l'existence et connue la nature d'une fonc-

tion '^n{u) dont les racines u sont les 72'*'""^* parties de périodes.

Si maintenant nous envisageons, au lieu de p[nu)^ la différence

p{na) — pu, qui a, comme p(/zw), le dénominateur d;,-^(?^), la com-

position du numérateur apparaît immédiatement. Effectivement,

pour que p{nu) — pu soit nul, il faut et il suffit qu'on ait

nu = ± u -{- iniiOii -{- 2?ns(xis,

c'est-à-dire l'un ou l'autre des deux cas

1 nii 0. in^
u = tOi-i W3,

71 -r- 1 7i -T- I

inii iin^
u = toiH to^.

71 — 1 72—1

J^es racines du numérateur correspondent donc aux (/« -h i^^'"^^ et
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aux [ti — ly^'mcs parties de périodes. Si n est un nombre pair,

(/? + i) et (/i — i) sont premiers entre eux, et ces deux groupes de

racines n'ont aucun terme commun. Donc le numérateur doit se

composer du produit '^n-\-\ {u) ^«-i (^')« Si n est un nombre impair,

les demi-périodes appartiennent à la fois aux deux groupes; mais

alors la dérivée de p{nu) — pu s'évanouit quand u est une demi-pé-

riode, et chacune de ces racines est double. Donc encore le numé-

rateur contient le facteur 'i^/^.^, (?/) 6,i_i (i^). Dans le premier cas,

'^Jn+\ Q^^/i-i sont tous deux des polynômes entiers en pu; leurs

I f
(^-^- 1)2-1 (n — iy — i

, ^1 p. ^ T\
dearres sont et ? dont la somme lait n-. Dans

le second cas, chacun d'eux contient le facteur p'u^ et le produit

est encore un polynôme entier en pu^ ayant pour degré

Comme /i- est précisément le degré que doit avoir le numérateur,

on voit que ce numérateur est ^„+, (w) ^/i_4 (w), sauf un facteur

constant.

En dernier lieu, ce facteur constant nous sera connu par l'hypo-

thèse : u infiniment petit. La partie principale de p(/??/) — pu est

/? "- I n —

1

n-— I r
• • • i j '^n^\'^n-\

est —, rr-r - />«-: == —r s" * ^3 oartic pnncipale de -—,-^— est

donc — „
7 = — I -7, — I )

—' Donc le coefficient est éeral à

I, et l'on a généralement

(j4) p(ntO--,P"

Calcul de la fonction ^n{u,).

Pour avoir entièrement épuisé la question, il reste maintenant à

calculer la seule fonction '|'/i(w), dont nous connaissons déjà l'ex-

pression jusqu'à n = 4-

Dans la formule d'addition déjà employée pour calculer j3( 3^/),

savoir

1 ( p II p V - J ff2)( P u -+- p V) — ,^3p{u-\-v)^p{u—v) =
{pu — pvf



CHAPITRE IV. — PROPRIÉTÉS COMMUNES AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES. ICI

remplaçons u par mu et v par nu. Supposons maintenant qu'on

mette pour les fonctions leurs expressions en ^u^ alors le premier

membre a pour dénominateur 'Ym+iA'm-n' Quant au second membre,

son dénominateur est {^m^\ ^m-i ^\— '^«+i '\n-\ ^L)"- ^ ^^^^ donc

\ avoir proportionnalité entre ces deux polynômes, dont, nous

allons le reconnaître, les degrés coïncident. Cependant, pour pou-

voir Taffirmer ainsi, il faudrait examiner avec soin s'il n'existe pas

de réduction dans les deux termes de la fraction. Nous éviterons

cet examen en comparant directement les deux fonctions

(^e sont d'abord deux polynômes entiers en pu. En effet, pour le

premier, (/?i + /i) et {rii — n) sont de la même parité; pour le se-

cond, /?i + i, m — I sont de même parité, ainsi que (/^-|-I) et

(/^— i); par conséquent, p'u ne ligure ici qu'au carré et disparaît.

En second lieu, le terme du plus haut degré est, pour le premier,

(/?z- — /i-)(j3;^ )'"'+"'"'. Le terme correspondant est

Pour ^,n^,^,n-,^l (m2_i) ^2(pi,);«^+/r-l,

)) ^a^^^„_^^l, (/i2 — i)m2(piO'"°'^'''-S

et, pour le second polynôme, (m-— /i-)(j3?^)"^°"+"'~^ comme pour

le premier. Il suffît maintenant de reconnaître que ces deux poly-

nômes ont les mêmes racines pour reconnaître leur égalité. Or le

premier s'évanouit quand (/?z ± n^u est une période. Quand il en

est ainsi, on a /h^ ^ zh niu (
^
) et par conséquent ^,^ = t|;^^

; on a, de

])lus, ^n->r\ = '%«+< ^^ ^«-1 = ^w-i si RU ^ mw, si, au contraire,

on a nu ^ — mu^ il en résulte 'h,i_\ = '}///+i, ^«+1 = '}/«-<• Donc

le second polvnôme a toutes les racines du premier.

Si m et n sont impairs, les demi-périodes appartiennent aux

deux groupes à la fois; mais il y correspond des racines simples

])Our le polynôme en pu. D'autres racines, appartenant aux deux

groupes à la fois, existent si (/?? + n) et (m — n) ont un facteur

commun, c'est-à-dire si m et 7i sont multiples d'un même nombre v :

une telle racine correspond à une v' '"'^ partie de période. Elle est

double dans le premier polynôme, mais elle l'est aussi dans ie

second; car à^^ et «LJ; sont tous deux divisibles par ày.

(') Cette notation a^^b, empruntée à l'Arithmétique, et qui s'énonce a congru

ou équivalent à b, exprime Végalité à des périodes près.
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Le second polynôme ayant toutes les racines du premier, ayant

pour racines doubles celles qui sont doubles pour le premier, ayant

le même degré et le même premier terme, coïncide avec lui. On a

donc cette égalité

Soit, dans cette égalité, m ^= Ji ^ i, et nous aurons, à cause de

^1 = 1,

(16) 4'2«+l = ^n+2 ^« — ^n-l ^l^i ;

changeons m en n -{- \ et n en ii — i, et nous aurons, à cause de

^2 = — pu,

(17) ^2n = — ^(^n+2H-l — '\'n-2H+l)-

Nous avons par (16) et (i^) deux formules récurrentes extrême-

ment simples pour le calcul successif des fonctions (L„ ; elles peu-

vent servir à partir de ^15. Ainsi la première, avec n = 2, donne

La seconde, avec n =^d, donne

pu

où il faut se rappeler que -^ est un polynôme entier en pw donné

précédemment. Les autres fonctions ^n se calculent successive-

ment sans difficulté.

La fonction -{a : son calcul par une formule récurrente.

On peut condenser le calcul en substituant aux fonctions ^n cer-

taines combinaisons qui, d'ailleurs, interviennent naturellement

dans plusieurs applications. Posons

(18) > = ^«^7^~";

on a ainsi y,= i, y2 = i • La formule (i5) s'applique aussi à y
comme à

<J>,

'
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et, par conséquent, on a aussi

( Y2/i — YAiVT«H-2 Y/1-1 — T«-2T/'5+i.)•

7 = T^

Si Ton fait maintenant

^ = Y^

on aura successivement

1

(21) { T8 =7[(7 — ^)(2^—7) — ^7-],

i

T9 =^'[7^7 — ^—7^) — (7 — ^)^]^

T.o = (7 — ^) [7'(-2T — ^2—7^) — ^(7 — -^ —7-)'].

'\ Tii = (^7 — ^^—7^)(7— •^)^---^7(7— ^— 7-)"'^-

Généralement, si ^ n'est pas divisible par 3, y,^ est un poly-

nôme entier en œ, y\ s\ n est divisible par 3, y/^ est le produit de
i

X"' par un tel polynôme. C'est ce qu'on voit par les formules ré-

currentes, d'après lesquelles
Y/^

est entier en x'^ et y^ et d'après la

forme (18) de y^, qui est ou rationnelle si ii est premier avec 3, ou

rationnelle, sauf le facteur 'h\^ si n est divisible par 3.

La considération de y,; fait, en dernière analyse, disparaître en-

tièrement les fonctions elliptiques, et l'on a le résultat suivant:

1
Avec les valeurs initiales y, = y2^ i, y3-= x''\ y4 =jr, si l'on

calcule par les formules (20) une suite indéfinie de fonctions y,^ :

i'' ces fonctions sont des polynômes entiers en x et y, sauf le

1
facteur x'^ quand n est divisible par 3 ;

2° si n est divisible par v,

y,; est divisible paryv*, 3** elles satisfont à la formule (19).

Il y a même des formules plus générales que (19) et qui s'en

peuvent déduire tant pour les fonctions
(j>,i que pour y„.

On peut écrire cette égalité (19) sous cette forme

Ym+ra ^(m—n Yffl+l ^(tn-\ _ Y/z+1 Y /z— l i.
j

i^ '

'im^ri ^(7ii Y/i

Les quantités M et N contiennent : la première, le seul nombre /??
;
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la seconde, le seul nombre n. Si donc on considère une suite d'in-

dices 77?, 77, p^ q, ..., il y aura, entre les fonctions, telles que

{m+n im-n ^^rç.ç. ç,q^ divcrs indiccs, des relations correspondant aux
i m i a

identités entre les différences composées avec M, N, P, Q, . . .

.

Par exemple, avec trois indices, l'identité

(M — N) -4- (N — P)+ (P — Î\I) = o

donne la relation

dont (19) est le cas particulier p z=z i.

Avec quatre indices, l'identité

(M-^)(P-Q) + (N-P)(M-Q)-f-(P-M)(N-Q) = o

donne la relation

/ o \ )
ï'«+-« "{in-n ^ip+fj ^(p-rj

"|~ ^('i+p ^i'i—p ^(/n+q ^i»i-q "^ ^(p-^m ^(p—m '^n-\-q'^(ti—q — 0>

dont la précédente (22) est le cas particulier q ^ o. L'identité

(M-\)-i-(N-P)H-(P-Q) + (Q-M) = o

donne aussi

/ /\ )
"ï'ii+'i ^(in—n Yyô "(q + Y«—P "(ii+P Yv Y/«

Cette dernière peut se déduire d'ailleurs de (22).

Cas où n est un nombre composé.

Ces formules fournissent divers moyens d'abréger le calcul quand

on veut parvenir à une fonction y d'indice donné sans passer par

toutes les précédentes. Par exemple, si l'indice est composé de

plusieurs facteurs, on peut mettre facilement en évidence les fac-

teurs correspondants de y. En supposant dans (22) 777 = «a,

;? = l)y., p =z by. — (a -{- b)^j^ on aura

^{(a-h)ot. Y(«+'^.,'>

(a (a^b (y.

Ya+6
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Par exemple
a = 3, b = 2, a= 3, 3 — i;

Ti5 ^ ïio /Te

<M-
Tiu = -2^^ (7 — -T-); [jH-^T— -272 —73)„ 37(7 — 57 —72)2]

X [('.7— ^)(2-2^— 7)— ^^7'] (7— ^—7^)-

— [7-^7 — ^ —7-) — (7 — ^y? i^y — ^-— 7^)
I

'

tandis que la formule (20) donne, sans mettre en évidence le fac-

teur (7 — x),

1,

Yio == ^'^
\
{^y — -r^ — 73)^ [y'^iy — -^ —y- ) — (7 ^ '^Y]

— (r — -^—7^) [17 — -2?) (--^^—y) — -2"^'-
J-'^7'^

|-

Théorème sur la fonction 7,^.

Il y a manifestement un autre moyen de calculer les fonctions

d'indice composé; car, pour obtenir p(nmu)^ on peut employer

la multiplication par /i, appliquée à l'argument 77iii. Il résu-lle de

là une relation entre ^^,1(77111) et à„in{f-f-)' Afin d'obtenir explicite-

ment cette relation, observons d'abord que 'hfi{7?iu)^ exprimé en

ionction de pu^ exige, pour être ramené à la forme entière, d'être

multiplié par ^w(w)"'~^ Le polynôme ainsi obtenu a pour racin

les fonctions p des /?m^''"'^" parties des périodes; mais les 7n

parties de périodes sont par là éliminées. Le produit ne donne

donc pas ^,/^/^(^<), mais cette fonction débarrassée du facteur

'lpi(u). En restituant ce facteur et comparant les termes du plus

haut degré de part et d'autre, on obtient la relation

{'l5) ^,nn{u)=^u{mu)^,n(ur"'

Mais la considération des fonctions y permet de conclure plus

nettement encore.

Le caractère commun aux formules (22), (28), (24) et à toutes

les analogues consiste en une double homogénéité. Il y a d'abord

homogénéité par rapport aux fonctions y? pwis homogénéité par

rapport aux carrés des indices; car, dans une même formule, le

nombre des fonctions v et la somme des carrés des indices ne

varient pas d'un terme à l'autre. Les formules subsistent donc si

l'on V remplace les fonctions par des combinaisons présentant ces

mêmes homogénéités.

es

•mes
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Formons la combinaison

«-—4 »"-—

1

qui est du degré zéro pour l'une et l'autre des deux homogénéités.

Considérons les deux cas particuliers 03 et ô.j, et posons

Remarquons, en outre, que l'on a 8< = 02^i. Dans la for-

mule (22), par exemple, supposons remplacés ?n et n par jiip et

/?/?, et mettons les au lieu des fonctions y. La formule subsiste

et devient

^in-^n ^in-n -r- 0„_i 0„-,_i 0;„— 0/«-i Of,i-^\ Oj'^ — O,

en tout semblable à la formule (19), sauf changement des lettres.

D'ailleurs, les valeurs initiales sont les mêmes pour les que pour

les y. Donc :

Si, dans Vexpression de yn pcir x et y, on remplace x et y

par \ et rj, savoir

(27) ^ = 1ÎJL1Ï, y^= TlP^P,

cette expression se change en celle de

«2—4 «2— 1

0« = ^(np^(p ^ Y2/J ^ •

On remarquera les expressions de H, r;, 8,^ en fonction des '},

savoir
n^—

4

Tl'—-1 III!; I I V

5 -J; ^^^t!;"-3- f_ikll, r^-'hlàl-

elles ne diffèrent des précédentes (26) et (2^) que par le change-

ment des lettres.

Sur les racines de la fonction p"w.

D'après l'expression de p" u

p"ll z= 6p2ï^_i^2,

on voit que les valeurs de pu, correspondant aux racines de p" u,

sont

H- I 4 /iÎL?

'"'2V 3
'
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L'étude de ces racines et de plusieurs questions connexes est utile

pour les applications; nous allons la faire. Le lecteur désireux de

connaître d'abord la théorie générale pourra, dans le Chapitre

actuel, laisser provisoirement de côté tout ce qui va suivre.

Racines de p"u quand le discriminant est positif (0-

D'après A = gl — 27^-3 >> G, on voit que ^o est positif; les

deux valeurs de pu sont réelles
;
posons

Il en résulte

Le produit de (p'i^o)- et de {p'v\)- étant négatif, il s'ensuit que

(p' ('4)- est positif, (pVo)- négatif; donc pÇi est réel et p'vo pu-

rement imaginaire. Mais jd^'i est négatif et p^o positif. Donc pVi

est dans l'intervalle (e^, 62) et pçQ dans l'intervalle (eo, e^)] v^ est

de la forme a H- to', a étant réel, et Vq de la forme ioL -|- oj, a étant

aussi réel, le tout, bien entendu, à des périodes près.

D'après le théorème d'addition (I, 20), on a

p'u-'-p'iu ^ ^^^
p'{u-^z) — p'u ^p"u

pU— piU £^0 P(W — £) — pw p'u

Si l'on y suppose u = i^o ou = ^i, le dernier membre étant nul,

on aura
p'2Po =— P'^'O, p'2Pi= — p'Pi.

Cette propriété nous conduit à examiner de plus près la dupli-

cation de ces arguments particuliers. Pour calculer p'iç, au lieu

de recourir à la formule générale, ce qui n'offrirait d'ailleurs au-

cune difficulté, prenons cette même égalité (29) dont les numéra-

(') Dans ce paragraphe et les suivants, où la distinction est faite entre les deux

signes du discriminant, la notation des périodes est celle des Cliap. I, II, III,

Ainsi, pour A > o, w et — sont réels
;
pour A < o, w^ et -1^ sont réels.
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leurs, aux deux membres, deviennent nuls quand u converge vers

('„ ou vers c,. Il y a donc, à ces limites, égalité entre les deux

membres, si l'on remplace les numérateurs parleurs dérivées

p" V -\- "}. Y>' 1 V p'" ('

pP — p2(^ p (^

et, puisque p'V = o, on obtient, en mettant, au lieu de 9.p"iv,

12 p'^IV — g-i=- 12 p^P I2ppp2r,

mais

on peut donc écrire

o = 12 p-2P -h 12 J)(^.p2(^ — 24 p^(^ = I2(p2P -f- 2 p(^)(p2P — pc).

Le dernier facteur n'étant pas nul, il s'ensuit

p 2 Po = — 2 p (' = — 1 / y '

p2Pi = — 2p(^l = + v/f

Nous pouvons maintenant préciser v^ et ç^.

Ayant ç^^^ a-^ m', avec a réel, nous concluons de ce qui pré-

cède

(3o) p2a=+^/Ç, ,p'2a--p'i'i =-y'y^y-^3.

Le signe de p'çi est arbitraire; prenons-le positif; alors p'Q.c(

est négatif, et 2 a peut être choisi moindre que o). Ainsi, en pre-

nant p'Vi > o, on aura (^j = a + co' avec a réel et moindre que

•ico. Bien entendu, il y a, pour l'équation p" u — o, la seconde ra-

cine u=: — (^1 , le tout à des périodes près.

De môme, v\^= fa -\- to donne

(31) p2ta = -4/Ç, p'2ia-=-pVo-:-îy y^y H- ^;5.

D'où la conclusion analogue : en prenant -j p' Vq > o, on aura

Cy rzi: iy, -f- co, avec a réel et moindre que

i

2 i
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Racines de ]i"u, quand le discriminant est négatif.

Les calculs précédents s'appliquent encore, mais les conclusions

sont différentes.

En premier lieu, au cas ,«'o<^o, v^ elv^ sont des imaginaires

conjuguées.

Au cas g^^'^i le produit (jjVq J3'i^i)-, étant égal à

—

t,^? ^^^

positif; les deux facteurs ont donc un même signe. Il est manifeste

que ce signe est contraire à celui de g^.

Supposons g2 >• o, g^<C o. En ce cas, Vq et r, sont, tous deux,

réels. Nous pouvons prendre c^o et v^ entre zéro et (1)2; alors p'r,)

et jjV, sont négatifs, eAp'i^Q^ p''-^^^\ sont positifs : donc iVq^ 2r,

sont supérieurs à t02. On a donc

\ W2 < ^'o < ^i < «2-

Nous pouvons encore préciser en considérant la fonction '};$(//)

pour les deux arguments Çq et ç>^. D'après la relation

piu — pu = — '

,

p^-ll

jointe à p2ç = — 2j3^, nous concluons

Gomme j3'-(?o et p'-^i sont de même signe, et p^'o, J3^i désignes

opposés, on voit cjue ']>3(") change de signe quand u croît de r,) à

i^,. Les racines réelles de '^3(^^) sont cle la forme —^—^ • La racine

-^ se trouve donc dans l'intervalle Vq, ^', :

Supposons maintenant

^2 > o, .^>-3 > O.

On passe du cas précédent à celui-ci par l'échange de u en iw^

les conclusions sont donc les suivantes : Les racines Vq et i^, sont

purement imaginaires, et on peut les prendre ainsi

ï W', ^ PO ^. 2 0>'.y ^ V\ ^ W',

•2 i i ^ l l ^ l
^^

i
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Sur l'équation p' u = c.

Cette équation joue un rôle dans diverses applications; nous

allons étudier ses racines. Les valeurs de pu sont fournies par

l'équation

( 3'2) 4 p3 u — g-i p u — (^3 ^- C2 ) ^ O,

dont le discriminant est gl — 27(^3+0-)-. Si ce discriminant

est positif, les trois valeurs de pu sont réelles; s'il est négatif,

une seule est réelle. Examinons les divers cas en distinguant sui-

vant le signe de A.

Soit d'abord

27.4

i" Supposons

(33) g\ — i-{g-i-^c^Y<o.

La constante c est supposée réelle, en sorte que c- ne peut être

inférieur à — "tI^'T— ^^r ^^^^ ^^^ négatif, comme on l'a re-

connu dans Favant-dernier paragraphe. La condition (33) se

change donc uniquement en celle-ci

Cet argument v^ est la racine de pi' u^ pour laquelle pu est

compris entre e^, e^\ par conséquent (p^'i)- est le maximum de

(jj'ï/)- dans cet intervalle; puisque c est supérieur à ce maximum,

l'unique racine réelle pu^ de (Sa) est extérieure à cet inter-

valle et, p^Uçs^=^c étant réel, pu^^ est supérieur à <?,. Nous avons

donc une racine réelle u^ (à des périodes près), et deux racines

imaginaires conjuguées w,, u^.

Quand pu croît depuis e^ jusqu'à + co
,
plu croît toujours,

puisque p^' u ne s'annule pas. En considérant la partie réelle a

dp v^ (('4 = rt -j- co'), nous avons ici, d'après (3o),

p'2iiozz= c2,:-p'2 2a.

Donc dn Wq (suivant le signe de c) est moindre que 2 a.

La somme des trois racines Wo? U\y Ui fait une période, comme
il résulte de la proposition générale (I, 20).
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Comme U\ et 11-2 doivent être imaginaires conjuguées, et que la

somme «0+ ^^1 + ^^2 doit faire une période, on est assuré que la

partie réelle, commune à u^ et u^, doit être, ou bien -, ou bien
2

'1

A cause de la continuité, on peut voir lequel des deux cas a lieu

en supposant c- infiniment voisin àe p'-[ia). Quand il en est

ainsi, les deux racines u^ et u.y sont infiniment peu différentes.

Si c est négatif, c est infiniment voisin de p'ia^ Uq de '2 a. A cause

(le la relation (3o)

on voit que w, et Wo sont infiniment voisins de — i^\ = — « -f- oV.

13onc, quand c est négatif, Ui et 11-2 ont la forme — -,^ — i^-

Si, au contraire, c est positif, u^ est infiniment voisin, non pas

de :^a, mais de — 2 a, et la conclusion est la même.

Voici donc la conclusion pour ce cas :

Le discriminant étant positif, quand on a

<34)
3

réquation p' u = c admet : 1" une racine réelle u^ (à des pé-

riodes près), qui, étant prise entre — (d et -\- co, est, en valeur

absolue, moindre que 2<7 (3o); 2° deux racines imaginaires

conjuguées, de la forme — ^Wo± iz. Ces deux dernières coïnci-

dent ( à la période ilù' près) entre elles, et avec ± v^ (28) quand

l'inégalité (34) se change en égalité. En ce cas, z devient égal

a -^
i

>>" Supposons, au contraire, le discriminant étant encore positif,

(35) c^<f^, -f-g^

D'après l'allure de la fonction p'-u^ rappelée tout à l'heure, il

est manifeste que deux racines de (32) sont entre e^ et <?2, et une

troisième supérieure à e,. Donc, dans le cas de IHnégalité (35),

l'équation p' u -- c admet une racine réelle Uq, qui, étant prise

entre — co et-\-i.ù, est, en valeur absolue, supérieure à ia;
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2" deux racines w, = co'-j- .c,, «0= ^^^^'^ -^2? ou z^ et z^ sont

réels.

On peut ajouter que z^ et z-i ont pour somme — ^/q^ compren-

nent entre elles d= a (suivant le signe de c) et deviennent égales

à ± a := —
-J U(si quand l'inégalité (35) se change en égalité.

Soil, maintenant,

i"" g-1 < O- La quantité g'i— '^"j^S'^
^~ ^")" ^^"^ toujours négative.

L'équation p' u = c admet une racine réelle Uq et deux iniagi-

ncdres, de la forme — 7^ H- i^- H n'y a pas lieu de distinguer ici

entre cette forme — -" + iz et cette autre — -*^ 4- co»-}- iz\ car

(Oo -i- co!, est une période, et l'une des formes coïncide avec l'autre;

par le changement de z^ puisque co., est purement imaginaire.

^° g-i > o, «3 >> o. En ce cas, pt'u ne s'annule pour aucune;

valeur réelle de pu. Donc p\i croît constamment quand pu varie

de eo à -h GO . II ne saurait donc exister qu'une seule racine réelle

pu de l'équation (82). Effectivement, ^3 étant positif, la condition

S\ — ^7(02 + C'Y > o est incompatible avec A < o. Donc, en ce

cas encore, Céc/uation p'u = c admet une racine réelle u^ et

deux imaginaires de la forme ^ + is.

3" ^'"2 > C), ^3 -< o. En ce cas, p"u, comme on Ta vu, devient

nul pour deuK valeurs de pu qui répondent à des arguments réels

^^05 ^'< (<^o <C <'i )• Quand pu croît de Co à + 00
,
p'-u croît de zéro

à p''-V\^ puis décroît jusqu'à J)'-ro, et croît ensuite jusqu'à -}- ce .

Si donc c- est compris entre p'-^a et J3'-Pi, il v a trois racines

réelles u. Si, au contraire, c- est moindre que p'-Vq ou plus grand

que j3'-(^,, il n'y a qu'une seule racine pu réelle pour (Sa); elle est

supérieure à pv^ dans le premier cas, inférieure à pv^ dans le se-

cond. Voici donc les conclusions :

Si Von a g\ — 27(^3 -f- c-)->o, Véquation p'u = c admet

trois racines réelles. Prises entre — ojo et + coo, ces trois ra-

ines sont, en valeur absolue, séparées par r, et Vq ; la plus

ande, en valeur absolue, est moindre que 2(^2

—

Vq)] la

plus petite est supérieure à ^(wo — ^\ )•> toujours en valeur ab-

solue.

c
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Si, au contraire, on a gl — 27(^3-1- c-)- <^ o, une seule ra-

cine Uq est réelle. Prise entre — too et -f- too, elle est, en valeur

absolue, ou supérieure à 2(cl)o — Co), ou inférieure à ^(wo — Tj).

Le premier cas a lieu pour c- <C— ^ 1/ -/ —^3 5 l^ second,

pour c^ ]> ^ 1/Ç "^
S'-i' ^^^ deux autres racines ont la forme

- î^ + iz.
•À

Nous rencontrerons, dans une application, Véc[imùon pu ^= ic,

où c sera réel. La discussion n'exige aucune nouvelle recherche. Il

suffît de changer, dans tout ce qui vient d'être dit, ^3 en — «3 et

de multiplier les arguments par /.

Sur une transformation de la quantité —
pu — pi^

Supposons que ç soit une racine de l'équation p'u= c. La somme
des trois racines fait une période; on peut donc prendre pour deux

des autres racines

V V
Wo = 'r- Z, «1 = Z.

1 -1

On a ainsi un argument unique z^

(36) z ^ Uq-^ - -(-^0

pour lequel nous allons calculer l'expression de la fonction pz. En
vertu des deux relations supposées

P'uq =p'iii = p'v,

on aura par le théorème d'addition et de deux manières, d'après (36),

la quantité j)^,

pZ-HpWo+ p-

(3;)

pz^pui^p^ = -
•1 4

\

L
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Après suppression du facteur (j3«— pv), Véqudiiion p'- u= p'- v,

où l'on exprime les deux fonctions j)' par les fonctions p, se réduit

à une équation du second degré

a?2 -h a:r -h «2— •_: — o, x = pu, a — pv,

dont les deux racines sont œQ=^puQ, Xi=pUi. En ajoutant

membre à membre les deux égalités (Sy), nous aurons pz en fonc-

tion symétrique de ces deux racines

. , xP'~P^l

(:i8)
' ^«^^•--^P^^-^Pï =

4 (^,—brJ^-^. M-^^l- 2*(:r„+^,) + ^*M

Voici les expressions des fonctions symétriques

Xfj -r- Xf = <2- — 2
(
a^ y- ) 5 Xq i- Xi

(Juant au premier facteur du second membre, dans (38), on le

trouve sous une forme très simple en retranchant, membre à

membre, les équations (37), qui donnent

I
(^'^~P'0^

On obtient finalement

(39) P-s-

\g^^ipvp- — 2p^-

1\pV'^ip^-

et cette formule fournit la solution de l'équation p' it— -
j
^ p'r,

(|ui a deux racines t égales à ± ^, et, en outre, la racine ft-', le

tout, bien entendu, à des périodes près.

Au moven de cet argument z, qui dépend de v suivant la rela-

tion (39), nous allons parvenir maintenant à la transformation de

l'expression

p'u — pV
(4o) 27=* ^-

,
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OÙ u désigne un argument quelconque, comme ç. Au lieu de u,

prenons un autre augument t en posant

(40 '' = ~^

Remarquons maintenant que, d'après le théorème d'addition

(I, 25), les trois arguments ^; ("^r~^0' (

—

' " — M a}antune

somme nulle, on a

(42) 'ly =
P^

(_^_H.)_p. ^{;~l~')

On voit donc que j^ est une fonction paire de t. Si l'on dévelop-

paitpf

—

- -^ t\ etj)'( — - -f- n d'après les formules d'addition,

on obtiendrait pour y une fraction dont le numérateur, ainsi que

le dénominateur, aurait la forme A + Bp'^, A et B étant fonc-

tions entières àe pt\ mais, puisque y est une fonction paire de t^

les termes Bp7 doivent manquer, et la fraction ne contiendra

que pt.

Nous allons maintenant écrire cette fraction sans calcul en

cherchant les racines de son numérateur et de son dénomina-

teur.

Dans la première forme (4o) de j^, on reconnaît que y ne de-

vient infini que pour u=^ o ei u= — v^\e toutà des périodes près,

et nul pour u = Uq et a = u^. D'après (4i)? les infinis de j' sont

donc ^ = dz - et les zéros t ==-± z. Le numérateur n'a donc pas

d'autre racine que pz., et le dénominateur pas d'autre racine que

p-; par conséquent, on a

avec un coefficient G indépendant de t, qu'il faut encore déter-

miner. Pour ce but, on fera ^ = o, ce qui rend pt infini et réduit r

à G. D'autre part, l'égalité (42) fournit l'expression dej^'cn ce
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cas, et nous avons finalement

(43) v=- ""-"
p^ — p- p^ — p-

Le premier facteur au second membre peut s'écrire sous une

autre forme déjà employée (29). Employant cette forme et remet-

tant u au lieu de t^ nous pouvons écrire la formule

Il
^
p("-^^)-p^

où pz a l'expression (Sp). On observera que cette formule (44)

elle-même fournit d'autres expressions de pz^ dont plusieurs sont

remarquables (^). Par exemple, en supposant u infiniment petit

et prenant la partie principale aux deux membres, on obtient

J'"ï
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dans laquelle «désigne un argument qui, mis à la place de lu-]--u

rend nul le premier membre.

Ces transformations, fondées sur la considération des racines et

dont nous avons déjà fait usage pour la multiplication, seront dé-

veloppées d'une manière générale dans le Chapitre VII.

Autre transformation de -—•
pu — pv

Considérons la fonction

7i = 2(pa — pt')[p(t^-+-p)-pt^],

où it est envisagé comme variable. Le premier facteur est infini

du second ordre pour u = o, mais le second facteur est alors infi-

niment petit du premier ordre; de même le second est infini du

second ordre, mais le premier infiniment petit du premier ordre

pour w = — i^, en sorte que^i devient infiniment grand du pre-

mier ordre pour u =^.0 et pour 11=— ç. En outre, yi devient nul

pour 11= ç et pour 11=2— 2Ç. Si l'on fait la substitution (41)5 .X*

prend la forme

7i [p(^-^)-,l-][p(^+^)-J-l.

C'est donc une fonction paire de t, par conséquent une fonction

rationnelle de pt seulement*, elle devient nulle pour

;t infinie pour

'1

La fraction est donc du premier degré. Elle n'est pas de la

forme (4^)5 mais en diff^ère seulement par un facteur indépen-

dant de u, que l'on aperçoit immédiatement par la considération

delà partie principale de ji pour ?^ infiniment petit. Cette partie

principale est -^ , au lieu de — - comme dans la fonction (4^)-

On a donc, au lieu de l'égalité (4^),

,
p'u — pV

,
... . -,

~ ^ pu -p^ + c = ^(P '* - P <^) [P(" +- ^) — P ''l
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et il reste à connaître c, quantité indépendante de u. Il suffît, pour

trouver c, de faire u = v^ hypothèse qui doit rendre nul le premier

memhre. D'ailleurs

par conséquent c = jd'V, et voici la formule que nous voulions ob-

tenir :

(47) !Î i-^ = î- ,-(P«« - P(^)rP(w+ i^) — Pt^l.

On peut facilement la vérifier par un calcul direct au moyen de

la formule d'addition.

Inversion des intégrales elliptiques.

SoitX un polynôme du quatrième degré par rapport à une va-

riable X. Le problème que nous allons traiter consiste à exprimer

à la fois y/X et x sans ambiguïté par des fonctions elliptiques

dUin même argument u. On verra plus loin pour quelle raison ce

problème porte le nom placé en titre de ce paragraphe.

Considérons, comme précédemment (4o), la fonction

pu — pV
(48)

' 'iy = - ^^•
^^ ^ -^ pu- pv

La formule d'addition

pu-^-pv ^ piu-^ v) = - { I

peut être écrite ainsi

(48a) y^—'^pv=:^[p{u-\-v)-pv] + {pu-'pv),

et la formule (47) de cette manière

(48^^) p"v — iyp'v = ilp{u-^v) — pv]{pu — pv).

De là on lire l'expression du carré {p{u -j- v) — puY sous la forme

d'un polynôme Y du quatrième degré en j-,

(4y) Y = {y^'-'ip^y^ i{iy p'v — p"v) = [p{u-^ v) — pu)-\\

Nous avons de la sorte une variable y et la racine carrée d'un po-
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lynôme du quatrième degré Y exprimés comme on le désire, savoir

y par (48) et y/Y par la formule

Mais le polynôme Y n'est 'pas quelconque, il manque du second

terme. En développant la formule (49) ^t remplaçant p"ç par

6p2(;_1^2, on a

(5o) Y=7i— 672p(;_u4jpV + ^2— 3p2r.

Il est facile de modifier les formules pour les appliquer à un po-

lynôme du quatrième degré tout à fait arbitraire. Soit un tel poly-

nôme

(5i) X = a^x'^'i- 4«i^3_|_ 6^2^-+ 4«3^ -^ «4-

Prenons ses deux invariants

(52)
f S = aoa4— 4<^i^3 i^3a|,

( T = a^a^ai^-^- laiaias— aj — a^al — a\a!,.

On sait, par les éléments d'Algèbre, et l'on vérifie sans peine que,

si l'on fait une substitution x =^y -\- h^ les quantités telles que

S et T, composées avec les coefficients du polynôme transformé

en jK, reproduisent S et T. C'est une partie de la propriété d'in-

variance. Choisissons h de manière à faire disparaître le second

terme. Soit donc

X = «0 (7*+ 6 aa 72 _i- 4 a3 j -i- a^),

résultat de la substitution x ^= ^ +J^; on aura

S = al(a4H-3a|),

T = «^(aaa;,— a| — a|).

Pour identifier le polynôme Y (5o) avec le nouveau polynôme,

nous n'avons qu'à égaler de part et d'autre les coefficients de y-

et les invariants. Or, pour Y, on a les invariants

Sl=(^2-3j32p)--3p2p^^^,

Ti= — p(;(^2— 3p2p)+p3p_p'2ç; = ^3.

Si donc on choisit les invariants de la fonction elliptique ainsi :

(53) ^2 =-2. ^3=-^.
"0 "0
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S et T étant les invariants (5a) de X; puis l'argument constant t'

par les deux relations concordantes

on aura X= aoY. Remplaçant ao et y.^ par leurs expressions au

moyen des coefficients primitifs, nous avons le résultat suivant :

Soit X un polynôme du quatrième degré, quelconque,

.soient S et T les deux combinaisons (invariants)

S ^= a^a'^ — \a^a^ -\-'ia\,

T = aQa^_a<^-^ la^a^^a-^i — al — aoal — a\af,.

Si l^on prend les fonctions elliptiques ayant les invariants

S T

et un argument constant v par les relations simultanées et con-

cordantes

(54) pv= -^-r2 -^ P^= -^ '

a^y te
y

et qu'on désigne par u un argument variable^ on aura, à la

fois,

(55) ! «0
""2 pii-pv'

On a déjà eu l'occasion d'observer, pour le théorème d'addition,

la forme suivante (p. 3o) :

/ , N
^ d p'u — p'i>

^ "' ^ 2 du pu — pv

D'après (55), nous aurons ainsi

et, par conséquent,

v/«o y/x \/«o J y/x

C'est de là que vient au problème actuel le nom (}i inversion des
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/dx
-—r est vin des types des
s/x

intégrales elliptiques, dont nous parlerons au Chapitre VII. L'm-

version consiste en ce que, par les formules (55), la variable x est

explicitement exprimée en fonction de l'intégrale.

Racines de l'équation du quatrième degré.

Le procédé qui vient d'être exposé pour effectuer l'inversion

n'exige pas la résolution préalable de l'équation X = o. Tout au

contraire, il fournit les racines de X et peut être envisagé comme
une résolution de l'équation du quatrième degré par les fonctions

elliptiques. En effet, d'après la seconde égalité (55), les racines

de X correspondent aux valeurs de u, fournies par l'équation

u -\- V =1 zh it -\- une période,

c'est-à-dire

m, et ^3 étant des entiers quelconques. On aura par là quatre va-

leurs pour ^, en prenant les couples /?2<, /?^3 ainsi : (o,o), (o,i),

(1,0), (i,t).

Suivant une relation déjà employée (29), on a

J>-"pf p-

x\ Targumenl w = répond donc, d'après (55), cette valeur

de X

C'est une racine de X. D'ailleurs, par les relations (54), ^ n'est

déterminé qu'à des périodes près. Donc les racines du poly-

nôme X sont comprises dans la formule unique

(57) X = ^ —
«0 2 . / V

p - ~77iiiOi -t- maWg
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OU /??i et /??3 sont des entiers quelconques (auxquels il suffît de

donner les valeurs 0,0; 0,1; 1,0; 1,1, pour avoir les quatre ra-

cines).

Caractères de réalité des racines.

La formule (5^) met facilement en évidence les caractères dis-

tinctifs des trois cas : 4 racines réelles; 4 racines imaginaires;

2 racines réelles et 2 imaîrin aires.

h 2
27r3=iï(S^-27T^)<o--Puisqiiej3<'etp'r

sont réels, l'argument v est lui-même réel, en sorte que ^v et

^(^ H- Wj 4- 0)3^ :i^p -f- CO2 sont réels, tandis que ^v -\- iù^ Gi^ç -\- W3

sont imaginaires conjugués ; donc, quand le discriminants^ — 27 T^

est négatif, le polynôme X (à coefficients réels) a deux racines

réelles- et deux racines imaginaires conjuguées.

2° A >> o. — La réalité de p v et de pV n'entraîne pas celle de v.

Nous savons que v est réel dans le cas seulement où p^ surpasse

e<, tandis que pi v est réel encore quand pv est compris entre ^2

et ^3 : en ce cas, (^ a la forme a + co', a étant réel.

Ces deux cas se distinguent très facilement par les signes de

pv et de p'V. Pour le montrer, considérons les valeurs de pv qui

font évanouir pl\'\ soit donc (28)

P^o

Nous avons vu quep^o est dans l'intervalle (<?27 ^\)^ P^i <ians

l'intervalle (^3, e^). La fonction pV est positive quand pv est

moindre que — -\/y ' négative quand pp est entre — -l/y ^^

-t- 7! /y? positive au delà de -l/y •

Puisque pv^ = -1/ y est dans l'intervalle (^2, <?0 et que e^ esl

positif, on voit que, si v est réel, pv et p''^' sont positifs.

Si V est de la forme a + co', jDt^est dans l'intervalle (^3, e^)- Si

pv est moindre que — -i/y ' ,p''^ est positif, mais pv est négatif.

Si pi^ est supérieur à — ri/^^ J3V est négatif. Donc, si v est de
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la forme a + to', l'une au moins des deux quantités pv et p" v est

négative.

Ainsi, quand le discriminant est positif et que p p, p' v sont réels,

il faut et il suffît, pour la réalité de v, que pv etp'V soient positifs.

Dans les cas opposés, v est une quantité réelle, augmentée de la

demi-période to' purement imaginaire.

Si V est réel, les quatre arguments -? —h w,—h w', - -[- w + w'

sont ou réels, ou réels sauf la demi-période w'; p et
J3'

sont réels

pour chacun d'eux. Donc, quand le discriminant est positif et,

en outre,

(58) a\ — ao«2>o, i2(<2| -- «o«2)^— Sag > o,

les quatre racines de X sont réelles.

Si ^ est de la forme a -h w', les quatre arguments - + mio H- n (./

sont imaginaires, et les fonctions p'^, p' Je sont aussi. Donc, quand

les deux conditions (58) ne sont pas satisfaites, les quatre

racines de X sont imaginaires.

Pour ce dernier cas, on pourrait craindre l'existence de valeurs

particulières de v^ imaginaires et rendant néanmoins une racine

réelle. Voici comment on écarte cette petite difficulté. Soit

une demi-période. Pour toute racine, u a la forme — - 4- w, et

l'on a alors

La formule (48 a) devient, en ce cas,

(59) 72_ 3pp = 2I p [^ -h wj — pp 1;

elle montre que, si^ et par suite ^ aussi sont réels, pi—h w j
doit

être réel; donc ou bien l'un des artruments -5 w' est réel, ou

bien l'un des arguments -? w est purement imaginaire. Au-

cun de ces cas n'a lieu si (i^ — co') est réel, ce qui se présente

quand, J3^ et p' v étant réels, (^ n'est pas lui-même réel. L'argu-
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ment v^ bien entendu, est toujours envisagé ici comme déterminé

à des périodes près.

La formule (5-) nous présente toujours les quatre racines de X
comme différentes entre elles. Il n'y a pas de valeurs de ç qui

rendent deux racines égales entre elles-, on.le voit nettement par

la formule (09). H ne faut pas s'en étonner: la condition pour

l'existence d'une racine double, c'est que le discriminant de X,

S^ — 27T-, soit nul. S'il en est ainsi, le discriminant A des fonc-

tions elliptiques est nul aussi, et les fonctions elliptiques dispa-

raissent. Elles dégénèrent en fonctions circulaires (ou exponen-

tielles).

Distinction des racines par ordre de grandeur.

Il est utile, au point de vue des applications, de savoir distin-

guer les racines réelles de X, dans la formule (07), quant à leurs

grandeurs relatives. Pour ce but, nous fondant sur ce que deux

racines ne deviennent jamais égales entre elles, nous substituerons

à ç une valeur particulière : nous aurons soin de choisir cette va-

leur particulière Çq, de telle sorte qu'un argument variable i^'

puisse aller de Tq à (^ sans que, dans l'intervalle, aucune racine (5-)

devienne infinie. Il est alors certain que chaque racine varie,

dans cet intervalle, d'une manière continue, et que l'ordre des

quatre racines se conserve inaltéré.

Prenons le cas où les quatre racines sont réelles (le discrimi-

nant est alors positif). L'argument réel ç peut être choisi entre

zéro et 2w. Glioisissons i^o=^ O7 et faisons varier v' de zéro à v.

Examinons d'abord les racines pour l'hvpothèse : ç' voisin de zéro.

Elles sont contenues dans la formule (07), que nous reproduisons

ici :

( 60 ) X =—
«0

Nous les distinguerons par des indices o, i, 2, 3, correspondant

aux quatre valeurs de ô3.

I*' w -^ o. — L'argument 9' étant infiniment petit, p" - et p' -
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sont infiniment grands; leurs parties principales sont

donc la racine est infiniment grande; elle a pour partie principale

^0=-,-

2'* Ô) = (Oa (a étant égal à i, 2 ou 3, et (x>^ = (x^^ o).^=zlo\

t02=- w'^). — Rappelons la formation des dérivées successives de p :

p"'=I2pp', p'^=I2pp"-M'2p'2.

Gomme Jj'toa est nul, on aura

p'"coa= O, p»^wa= I2pwap"wa= I2eap"wa.

De là résultent, pour les premiers termes des développements du

numérateur et du dénominateur au second membre de (Go),

d'après la formule de Taylor,

pMwa-l- M -=p"wa I
— 6eafM • • • L

p'(o.a-;;-j==^p"co,[i+2eagy...];

puis, pour le quotient,

enfin, pour les racines,

Comme ç^ est supposé positif (variant de zéro à v qui est

positif), on voit que Xq est la plus grande des racines, et que les

trois autres sont rangées dans l'ordre opposé à celui des quan-

tités Ca

11 est d'ailleurs visible, la limite supérieure de - étant inférieure

2/ '^'

r '-1 1
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à la demi-période to,, que les numérateiiis j)'^ ne deviennent pas

infinis, ni les numérateurs p' nuls pour d'autre valeur de v' que

la valeur zéro. L'ordre des racines est donc le même pour p'= o

et pour v' = <^. Ainsi, quand les quatre racines sont réelles, cl

qu'on a choisi v entre zéro et 2w,, ces quatre racines étant

désignées par la notation

«1 I

a = O, i, 2, 3,

elles sont ainsi rangées

^0 > ^3 > ^2 > ^1 •

On préfère souvent choisir ç entre — to, et + co, ; alors on a

Tordre précédent si v est positif, et l'ordre opposé

^1 > ^2 > ^3 > ^0

si ç est négatif. On le voit par la démonstration précédente où v'

doit être supposé négatif.

Quand deux racines seulement sont réelles et qu'on a choisi

V entre zéro et 2W2 (le discriminant est alors négatif), on a, sui-

vant la même notation,

La démonstration précédente s'applique à ce cas où x^ et x^

doivent être laissés de côté comme imaginaires. Ici encore, si l'on

prend v entre — 0)2 et -4- Wo, on a

^0> ^t ou ^2> ^0)

suivant que p est positif ou négatif.

Variation simultanée de la variable x et de l'argument lu

Une discussion facile, mais nécessaire^ va nous montrer com-

ment varie l'argument u, quand x passe successivement par toutes

les valeurs réelles. La liaison entre ces deux variables est celle que

donne la relation (55)

a, I X)' u - ,pV
(61) ^-+--i=j = -'^ ^—

.
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Pour chaque valeur de x, il y a, aux périodes près, deux valeurs

de II, la solution u=^ i^ étant rejetée de l'équation (6i). D'après

le théorème d'addition (I, aS), la somme des deux arguments ii

est égale à — v.

Nous allons reconnaître aisément quels sont ces arguments u

suivant la grandeur de x. La discussion sera fondée sur l'expression

déjà trouvée pour la dérivée de x par rapport à u (56)

(fo) ^ =,,«-,,(» + .).

Cette dérivée diffère de X seulement par le facteur constant

y/aoî elle est nulle dans le cas unique où x devient égal à une

racine de X. Rappelons-nous que ces racines correspondent aux

valeurs de u ayant la forme u = h ^a-

Cas où les quatre racines sont réelles.

Prenons d'abord le cas le plus compliqué, celui où les quatre

racines de X sont réelles (discriminant positif); ç^ est réel, nous

choisissons cet argument entre zéro et aw,. Rappelons que les

racines de X sont

Soit, en premier lieu, u=^ h ^, et prenons ^ réel, croissant

de zéro à -• La valeur initiale de x est la racine Xq^ la plus grande

des quatre. D'après (62), nous avons

(63)
, 5f-Ki-')-K^0-

Cette dérivée ne devient pas nulle; effectivement ses racines

sont les demi-périodes, la limite supérieure de t est-<;co,,

et l'on voit que -y- est nul au début pour ^ = 0, mais ne l'est

plus ensuite. Elle ne devient pas infinie non plus, sauf à l'extré-

mité t=^ -• Son signe est donc invariable, et toujours positif; car,

- étant moindre que w,, p' -est négatif. Donc x croît avec t. Aux
•1 " " 1
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mêmes valeurs de x correspondent en même temps les secondes

racines de (6 1); les premières croissent de — -à zéro, les secondes

décroissent de à — r. Voici donc un premier résultat :

Quand x croît de Xq à -f- o©
, u croît de — ~ à zéro, ou dé-

croît de à — r.

Faisons croître maintenant ^ de - à coi. Dans cet intervalle
2

dx
-j- ne devient pas nul; il a passé par l'infini, mais sans changer

de signe. Il est donc positif, et x croît constamment de la valeur

initiale — oo à la valeur finale x^. Prenons en même temps la se-

conde racine u de (6i), et concluons que :

Quand X croît de — co à x^, u croît de zéro à — - + lù^, ou

décroît de — pà — (-+to.

Soit maintenant t ^= is, s étant réel et croissant de zéro à —•
i

On aura
d.v . dx
ds dt KJ-')-(r')]

Le signe de cette dérivée est encore invariable, dans l'intervalle

considéré, et, p' - étant négatif, ce signe concorde avec celui de

it^=^ — 5; c'est le signe moins. Donc x décroît depuis la valeur

initiale Xq jusqu'à la valeur finale x^- Donc :

Quand x croît de x^ à Xi^^ '^ + r ^^^ purement imaginaire^

et -
( u ^— décroît de —r a zéro ou croit de -a zéro,i\ij i i

Faisons ^ = Wj -f- ^i, nous pouvons écrire

dx dx ( V \ 1 V ^ \

sous la forme

qui coïncide avec la forme (63), sauf le signe et le changement de r

dx
dt ^

dti
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en (acoi — ç). Ce second arg^ument est, comme ç, entre les limites

zéro et cl)< .

Si nous supposons maintenant ti = is^ et que s varie comme

tout à l'heure, -r; sera positif; donc :

ds

•1

y. W.i

Quand X croit de x^ à x-^j if -^
:

^^^t est purement inia-

inaire; son quotient par i croit de zéro à -4- ou décroit de

W3
zéro a

i

Il ne reste plus à examiner, pour x, que l'intervalle (jPo, ^^

On obtient ces valeurs de x en supposant

V
M = h W3 H- ^

(ît faisant croître la variable réelle ^ de zéro à to,. Nous aurons

alors

dx ( V

(^
quantité dont le signe est encore invariable dans l'intervalle assigné

à t. Ce signe est opposé à celui de p' l^s H- 7 )
' et nous savons

(p. 43) que c'est le signe moins, - étant moindre que (x>i. Donc

X décroît ; en conséquence :

Quand x croit de x^ à x-^^ u -\ W3 est réel et décroit (fe w,

Cl zéro, ou croit de — toi à zéro.

Cas où les quatre racines sont imaginaires.

dx
du

Ce cas est bien plus simple; on sait que -j- ne devient jamai;

nul, et que ((^— tog) est réel. Choisissons ce dernier argument

entre zéro et aco,.

Si l'on prend u réel, x est toujours réel, et -j- positif. La se-

conde valeur de u est alors une quantité réelle, à la demi-période

(O3 près. En conséquence :

Quand x croit de — 00 à + oo
, w est réel et croit de zéro à

2 0J,_, ou bien (u -\- tO;j) est réel et décroit de 2co, — (ç — Wg) à
— (^ — W3).

I.
. 9
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Cas OÙ deux racines sont réelles et deux imaginaires.

Le discriminant est alors négatif, ç est réel. On prend cet argu-

ment entre zéro et 2030. Les racines de X sont Xq^ x^ et l'on a

Les raisonnements faits pour les trois premiers cas dans l'avanL-

dernier paragraphe s'appliquent ici sans modification. Il n'y a

qu'un changement dans la notation, et \oici les conclusions :

Quand X croît de Xq à -^ co
^ u croît de — - à zéro, ou décroît

de à — V.

Quand x croît de — co à x^, u croît de zéro à \- too^ ou
2

décroît de — va — (- -J-0J2

Quand X croît de x^ à Xq, u -{-- est purement imaginaùe^

et -{u -^— ) décroît de ~ à zéro ou croît de ~~ à zéro,
i \ 1 i i

Inversion en quantités réelles.

L'inversion en quantités réelles consiste à faire varier u de telle

sorte que, non seulement^, mais encore y/X, soit réel. Nous ve-

nons de voir comment varie u quand x est réel. La seconde con-

dition n'offre aucune difficulté.

Quand les quatre racines de X sont réelles, on doit prendre

u réel ou bien u — W3 réel., si a^ est positif; u -^— ou bien

v> .... , .
f.

u -r- co, purement imaginaire, si a^ est negatij.

X
En effet, x est ainsi dans l'un des intervalles où — est positif

dans le premier cas, négatif dans le second.

Quand les quatre racines de X sont imaginaires, on doit

prendre u ou bien u -\- W3 réel, si a^ est positif. Si a^ était né-

gatif, le problème serait impossible, y/^X étant toujours imaginaire.

,
Quand deux racines de X sont réelles et deux imaginaires,

on doit prendre u réel, si «« est positif; u -^— purement ima-
1

ginaire, si a^ est négatif.
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Autre forme de l'inversion,

D'après la relation (46)5 on peut, pour chaque racine x^^ mettre

la différence [x — x^^) sous la forme

^1 P " -^- pa

J^:;

et a est un argument qui, mis à la place de / ?« -i- - j? doit rendre

nul le premier membre. C'est donc w^.

Ecrivons, pour abréger, u^- - = t, et nous avons cette formule

^a — —
J)t—piùy_

p^— ptoa Pi —
^l^

{x = 0,1,2,3).

Mais il y faut distinguer des trois autres celle qui correspond à

a 1=3 o, Wa= o. Nous avons ainsi deux formules distinctes

De là résulte

X — Xo

Pi — P

pt—Co,

P-—<^OL pi

(a = 1,2, 3).

'^OL *^0

(6-1)

(65)

P--e:

i^:

Xa—XR =
'W~

(pl-ea)(pl--e^)

(Xi~ Xo){X2— .T:i) _ 6-2—^3

(^j=.,2,3),

{x2 — Xo){xi—X3) ei—e-i

Par cette égalité (65) se trouve déterminée une quantité équiva-

lente à l'invariant absolu ^|; c'est précisément le module k qu'on

a envisagé quand le discriminant est positif. On connaît donc, par
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là, l'invariant absolu des fonctions elliptiques à employer, exprimé

au moyen des racines de X. On peut de même déterminer ç par

l'égalité, déduite de (64),

(66)
.v^-^^P^Z^_

Cette dernière donne p-y puis l'une des égalités (64) fixe p' --

Cette forme de l'inversion doit être employée de préférence

dans les applications, assez rares, où les racines de X sont mises

en évidence. Par un calcul facile, on peut retrouver les formules

propres à cette solution sans passer par l'intermédiaire de la solu-

tion précédente. C'est ce que nous allons faire; mais il importait

de bien montrer que les deux solutions diffèrent par la forme seu-

lement, non par le fond.

Nous mettrons, dans ce calcul direct, w au lieu de -? et nous

introduirons, en outre, une constante arbitraire A. Ainsi nous

posons immédiatement

/ Al
i ce — Xq = — 1

]

]^t-piv

A(p^-^a)

et nous en déduisons, comme précédemmerjt, ~ ? par l'éga-

lité (65) et j3(v=:j3-par l'égalité {Ç>Çi). Il s'agit de retrouver

maintenant l'expression de y/X. C'est ce qui a lieu par le calcul

suivant, où le symbole II désigne le produit de plusieurs facteurs

analogues :

ao(^ — .27o) Jj|[(a? — ^a)

a

n(pt — pwyJLJLpç — eo, (pt— p^vy
a

p'w{pt — pwy

I
d.T ^p't

(^^>
\ 'di

^~
(pt— pw)^'

\
* p w dt
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»

Cas où le polynôme est du troisième degré.

Pour passer de là au cas d'un polynôme X du troisième degré,

il suffira de supposer pw infini et A du même ordre que P'W.

Mais il est évident de soi que, si X est un polynôme du troisième

degré, il suffit de poser

ce = c-{- pu,

en choisissant c égal à la moyenne des racines de X, pour que

y/X, à un facteur constant près, se change en p' u.
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CHAPITRE Y.

LA FONCTION tu.

Définition de ^u pour les arguments réels. — Développement de 'Ç.u suivant les

puissances ascendantes de u. — Homogénéité. — La constante f], — Addition

des arguments. — Un corollaire. — Arguments purement imaginaires. — Argu-

ments complexes. — Infinis de la fonction ^u. — Dégénérescence de ^u. —
llemarques sur l'intégration de la fonction p{u — v). — Relation entre ti, tj',

to, q' quand le discriminant est positif. — Relation entre r,, t/, m, (o', quand

le discriminant est négatif. — Etude de la fonction

*(«, a) — / [^{a -i' ioi) -^ t,{a — ioL)]d7.

première propriété. — Addition d'une période au premier argument de ^l*{a, a).

— Expression de *(a, a) quand l'un des arguments est une demi-période. —
Addition d'une période au second argument de <ï>(<2, a). — Généralisation des

propriétés précédentes. — Addition simultanée des deux demi-périodes, dans le

cas du discriminant négatif. — Valeurs limites de *(a, a) quand les arguments

convergent vers des périodes. — Propriétés de la fonction ^I*( a, ^ )
— e^

Définition de tu pour les arguments réels.

Nous allons introduire une nouvelle fonction, l'intégrale de pu.

Considérons d'abord les valeurs réelles de u.

Désignons par aco la période réelle, quel que soit d'ailleurs le

signe du discriminant. Les valeurs de u., multiples de 2 0j, forment

obstacle à l'intégration de pu. Mais, quand u converge vers un

quelconque 'imiù de ces multiples, la différence

pu
{u ~ imiù )^

reste finie. Le même fait se produit pour la fonction trigonomé-

irique / \ • Prenons donc la fonction
TZU

lui sin—
20)

(l) f{u)= — pu
. t: u

2C0 sin —
2 10
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Cette dernière reste toujours finie, quelle que soit la valeur de

Fargument réel u^ et on peut l'intégrer entre des limites quel-

conques. Elle a d'ailleurs, comme pu, les deux propriétés

(2) f{-u)=f{u), f(o^-^u)=f{iO-uy

Soit maintenant F{u) son intégrale, et posons

(3)

(4) f{u)du.

La fonction F(w) est définie sans ambiguïté par la relation (3);

d'après les relations (2), elle a aussi les propriétés

i^) F(tO-i-w)-}-F(cO — U) = 27),

F{u -f- 2to) — ¥{u) -'^ ir^.

Gomme F(u) a été composée en introduisant un terme trigono-

métrique étranger, il convient maintenant d'en retrancher l'inté-

grale de ce terme, et voici la nouvelle fonction Ç(w) que nous in-

troduisons

(6) lu ~ cot
20)

/ \ 2wsin — / I

Elle a les propriétés suivantes :

d
.

-7- c?< C II = pu

(7)

du

^(— m) =— ^w,

Gomme F(«) est toujours finie, ^11 devient infinie avec le terme

trigonométrique. Donc ^u est infinie pour 11=9. nnù, m étant

un entier quelconque. D'après (6), on a

(8) lim i tu — — ) ^ o
n=0\ "/
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et, d'après la troisième égalité (^),

(q) lim (tu ] = i7nr\.

C'est, au surplus, une fonction bien définie, sans aucune ambi-

guïté.

Développement de tu suivant les puissances ascendantes de u.

A l'égalité (6) on peut en substituer d'autres plus simples, où

les termes trigonométriques sont remplacés par des termes algé-

briques, par exemple

(,o) '^" = i^.[ (,7=-''" du.

Il faut remarquer d'abord que le second membre n'a de sens que

si l'intégrale reste finie. Cette égalité (lo) exige donc la condition

— 2 0) << i!i << 210.

Sous cette réserve, l'égalité (lo) a lieu effectivement; car

( Çw j et l'intégrale ont même dérivée (— — pu)^ d'après ('j),

et même valeur pour u = o, d'après (8).

On peut employer cette formule (i o) pour développer 'C,u suivant

les puissances ascendantes de u. Nous avons trouvé (IV, 4)

28 2'*. 3. 52 2^5.7.11

et nous en pouvons conclure

^ ^ ^ M 20 3 28 5 2*. 3. 52 7 2^5.7.11 9*

Un théorème général (^) nous enseigne que cette série Çz/ con-

verge dans la même étendue que la précédente pu\ mais nous ne

ferons pas usage de cette série (i i) pour généraliser la fonction Ç
Remarquons seulement que l'homogénéité de pu se traduit dans

(') Pour une série procédant suivant les puissances d'une variable, à cxposanl>

entiers, croissants et positifs, le cercle de convergence est commun à la série et y

la série des dérivées.
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la série pu par ce fait : dans chaque terme la somme des indices

des lettres g^ diminuée de ia moitié de l'exposant de u, est tou-

jours égale à 4- I. Dans la série Cm, cette même somme algébrique

est égale à \.

Homogénéité.

Ce caractère de la série (i i) se traduit par la relation d'homo-

généité

(12) n -^;^2îJ--, gzi^A = /[^C(";^2, ^3),

qu'on peut aussi déduire de la définition (6). Il suffît, à cet effet,

de se rappeler que, changeant u^ g-,, g^ en -—, ^2^-"? b^?-^^ ^^

faut aussi changer w en -— , et que ces changements transforment

La constante tj.

Nous avons déjà introduit cette constante r^ -^^ Çco. On peut la

définir par l'égalité (lo) :

(3) ^ = .^^X (l^-J'")'^«-

Remarquons que r^iù est, au point de vue de l'homogénéité, une

quantité de degré zéro. Quand on remplace g2 et g^ par 0-2 [Ji- et

g^Y-^, il faut remplacer r| par '/ly/jji, comme Ç par Çy/fJ^.

Addition des arguments.

La formule d'addition de pu sous la forme (I, il\), qui a élé

utilisée au Chapitre IV {Inversion des intégrales elliptiques)^

pu — p{u-^v)= - ~- '- '-

,

1 du p u — pv

conduit à l'addition des arguments pour Z^u. Ecrivons-la comme il

suit

du^ ^ du •?. p u — pv

et concluons que les deux fonctions, dont les dérivées sont ainsi

égales, diffèrent seulement par un terme indépendant de u.



l38 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.

Pour trouver ce terme, développons chacune des deux fonctions

suivant les puissances ascendantes de u

Ç(a -h p) = Çp -L- u t'v . . .= tv — u pv . .
.

,

U 10 S

En nous bornant aux trois premiers termes, nous avons donc

) ^(

D'autre part,

(l4) ^(t^ _.-(;)_ ^u — ly "=— - — ^«P<^

i(p'«-p'0= -77i — 2P'^+---

/ , X 1 P' " P' <' ï

La comparaison des termes aux seconds membres, dans (i4)

\\ {\^a)^ permet donc de conclure la formule d'addition

(i5) r(w-+- v) = ^W4- ^^v-\~Y,. ,

T P " — P *'

2 J1
U — J3

('

Voici une conséquence dont nous aurons à faire ui^ fréquent

usage. Changeant r en — r et ajoutant membre à membre,

on voit disparaître X^v dans la somme X^v -\- Ç(— v) = Çr — 0' = o,

er il reste

(16) Uu-\-v^-^'C{u — ^^ — 1tu^ —"^-^—

5

^ ^^ - - pw — pp

ou, par un simple changement des lettres,

(i6a) X,{u^v) — tXu — v) — ')Xv--

^'^

P

Un corollaire.

Le corollaire suivant , relatif à la seule fonction f>,
est curieux

en lui-même et, de plus, va bientôt nous être utile. Pour abréger,

écrivons

I p' ^' p' <'
/ N
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Prenons quatre arguments a, v^ «,, r,. Nous avons, d'après (i 5),

et, en retranchant ces équations membre à membre,

i8 )

Mais, toujours d'après (i5), on a

^(î«-l-Wi)= ^w H- Çi^i -h (m, W]),

— C(?'- + (0 =— c^^ — ^^ — (^^ ^)^

— ^(i<i+(^i) = — ^«1 — ^Pi — (wn^^i).

Ajoutant ensemble ces dernières égalités, comparant le premier

membre à celui de (18) et observant qu'au second membre les

quatre symboles ^ disparaissent, nous avons le corollaire en

question

(19) {a, ui)-^ (v, Vi)-\-(ii-^ iii, V 4-t^i) ={u, p)-4-(?^i, (''i)+ («+ P, Ui-\-Vi).

Dans cette égalité (19), les symboles ont la signification (17).

C'est là une identité qui se trouve prouvée pour le cas où les quatre

arguments sont réels, hypothèse introduite dans notre analyse par

la considération de la fonction Ç, que nous connaissons seulement

pour les arguments réels; mais aucun doute ne peut exister sur la

généralité de la formule (19), qui s'étend certainement à tous les

cas, que les arguments soient réels ou complexes. On s'en convainc

par un raisonnement pareil à celui qui a été employé au Chap. II

pour des cas analogues. Au surplus, une vérification directe s'offre

d'elle-même. Rappelons-nous que (f/, ç) s. pour dérivée, par rapport

il 11^ pu — p{u-^v). Nous voyons alors que chacun des deux

membres de (19) a, par rapport à u, pour dérivée

Les dérivées des deux membres, par rapport à u^ sont égales entre

elles; et il en va de même pour les dérivées par rapport à chacun

des autres arguments. Les deux membres diffèrent donc seulement

par une quantité indépendante de ces quatre arguments. Mais ils

sont identiques entre eux quand, par exemple, ^/, = ('. Ils sont

donc constamment égaux.
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Arguments purement imaginaires.

En même temps que

envisageons la seconde fonction

comme déjà nous avons considéré à la fois

pu = p{u; g,^, g^) et pu = p{u; §^2, — ê^s)'

De même que la demi-période réelle cô de j3w a été désignée par

-^, de même la constante r^ relative k^ii sera désignée par ir/.

Ainsi, suivant (i3),

(22) ^ = ,-V=i+J (j-_j-,„jrf„=çS=ç(^).

Pour définition de Ç a^ec un argument purement imagi-

naire^ nous prenons Végalité suivante^ suggérée par la relation

d'homogénéité (12),

(23) X^{iii)=—iX,u.

Conformément à cette définition, on a

(24) ^w' =— î'n ^ j=— t^T]' ==r/.

Cette nouvelle fonction Çç^, où l'argument v = iu est purement

imaginaire, jouit des propriétés reconnues déjà pour Çt/ avec

l'argument réel, sauf changement de t], to en Tj', w'. En efl'et,

d ^ i d . .- . d

^ — v) =— i\{— u) = i\u — — ty

,

(25) ^(p -{- 2w') = — i^(?i + 2ôj) = — i\Xu H- 2 7]) = ^P -h 2r/.

Ce sont les analogues des relations (7). On établit de même la

relation analogue à (8). D'une manière générale et sans calcul,

on voit que toute relation établie entre les fonctions Ç, jd, jj' avec

un ou plusieurs arguments réels ou purement imaginaires subsiste

quand on y multiplie chaque argument par i. En effet, l'homogé-
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néité exige que cette relation reste inaltérée si l'on y multiplie

chaque argument par y/jji et cju'on y remplace Ç, j3, jj', en même

temps, par —r:^, -p, —pp'. Ceci doit avoir lieu quelle que soit la

cjuantité réelle y/[Ji, et subsistera nécessairement si I'oq suppose

Il est évident par là que la relation d'homogénéité et le théorème

d'addition ont lieu pour les arguments purement imaginaires

comme pour les arguments réels.

Arguments complexes.

Désignant par «, a deux quantités réelles quelconques, nous

connaissons, pleinement et sans ambiguïté, Ça et Çi'a. Définissons

maintenant Ç(a + ?a) par la formule que suggère le théorème d'ad-

dition

(26) t,{a-hio(.)=zta-^lio^ .

<» r
1 pa — pta

On vérifie immédiatement, par cette définition, l'exactitude des

relations suivantes :

, tiu -^ iniM -T- 'ini' (jd')=i tu -\- iin'(\ -\- im' r\'
\ ,

(27)
[

'

} (il = a -h iol),

lim { lii ) = o
»=o\ uj

à ^ y/ • N / • N
dt(a -i~ îcc)

Cette dernière prouve que ^u ^ une dérivée, quand u est une

quantité complexe, et l'on a

(28) -—tu—Xlll— J3W.

La relation d'homogénéité et le cas particulier (23) sont exacts

aussi, quel que soit u. Le théorème d'addition (i5) a lieu égale-

ment, quels que soient w, v. Pour le vérifier, remontons à la défi-

nition (26), en employant la notation abrégée (17). Soient
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La définition (26) de Ç(« -\- v) est la suivante :

En y employant le théorème d'addition (i5) démontré pour les

arguments réels a, b et pour les arguments purement imaginaires

/a, i^, nous pourrons l'écrire ainsi

\
-{- (a, b) -^ (ioL, i'^) -^ ( a -^ h, i'x -r- i^).

D'autre part, le second membre de la formule (i5), dont nous

voulons vérifier la coïncidence avec l'expression (29), est ici

^{a -h la) -^- t{b-'r- ^p) -h (a— ioc, b -'- i^).

Suivant la définition (26), ceci est égal à

lia -h Çta -h Ib -f- ^t\3 -i- (a, j'a) -i- (b, i^) -h (a -l- ta, b -i- i^).

En comparant cette quantité au second membre de (29), nous

^ oyons que la différence est égale à

{a, b) -i- (la, ï3)

-h (a H- b, ioL -h i^) — [(a, îol) -i- (b, i'^) -h (a -'- ia, b -f- i^)].

Cette différence est nulle d'après le corollaire (19), où l'on

change les notations en y mettant a = <:/, Ui =1 b, i^ = ia., r, = i^.

Donc, le t/iéorème d'addition (i5) et ses conséquences (i6) et

(16 a) sont exacts pour les arguments complexes.

Infinis de la fonction X^u.

Jusqu'à présent, tous nos résultats s'appliquent quel que soit

le signe du discriminant. Voici maintenant une question où va

s'accuser une différence entre les deux cas que présente le signe

de A.

Nous avons reconnu que Ça, où a est réel, est infmi pour les

valeurs de a multiples de 2co, et non autrement; et de même s^^,

où a est réel, est infini pour les valeurs de /a, multiples de 2Cl>',

et non autrement.

Quelles sont les valeurs complexes de u^= a -{- icL qui rendent

infini Ç«?

La définition (26) répond à cette question, et l'on rencontre la
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<;irconstance déjà remarquée au Chapitre III {Infinis de pu) :

quand le discriminant est positif, la quantité

I p'a — p'ta

1 pa — pi'x

ne devient infinie qu'avec pa ou pix. En même temps "Ça ou Çta

devient infini. Donc, en ce cas, les seuls infinis de Ç« sont les pé-

riodes 2niiù H- 'ini' iù'

.

Mais, si le discriminant est négatif, (a, iy) devient infini pour

p« = piy. = (?2 7 et il correspond pour u les valeurs

U = (2 /?i -h I ) W2 -4- ( 2 m' -f- I ) W 2 .

En conséquence, 'Çu devient infini pour les valeurs

OÙ m et m' sont des entiers d'une même parité. C'est le fait que

nous avons trouvé, au Chapitre III, pour pu. Introduisant alors

les demi-périodes imaginaires conjuguées w,, (03,

0J3

nous avons rétabli l'harmonie en mettant les infinis de p^^ sous la

forme (am, w, -4- 2^3(03). Ce sont aussi les infinis de 'C^u. Il reste

à montrer que to, et 0)3 jouent aussi le rôle de demi-périodes par

rapport à Ç?/; ainsi, comme cela se produit pour w et w', quand
on ajoute 20J, ou 2033 à Vargument, la fonction Ç se repro-

duit augmentée dhine constante.

Dans la formule (i6rt) supposons (^ = cj^, et rappelons-nous que

p^o, est nul. Nous aurons

^(t^ H- Wl) — ^(m — OJi) = 2^Wi,

ou, changeant « en (f^ -|- w,
),

C'est, pour la période 20J,, l'expression de la propriété dont il

s'agit.

La nouvelle constante Çto, ==yii s'exprime par les précédentes

T,2 et 7I2 (nous rétablissons ici les indices 2, pour le cas du discri-

minant négatif, à l'égard de r,, r/, comme à l'égard de to, (.)').
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Supposons, à cet effet, « = co', dans la dernière relation; elle

devient
tlùo — Cw'2 = 1 wtOi,

c'est-à-dire

r,o— r,;
r, 1
= •

Reproduisant le même calcul en supposant, dans (i6rt), ç

nous aurons pareillement

t,(u + CO3) — l{fl Wg) = 3^10:3= 2r|3,

puis, supposant 11=2 — o/,,

r o-f- r

Ainsi, en résumé, les deux périodes w, et 0)3 jouent, par rap-

port à ^Çu, absolument le même rôle, quand le discriminant est né-

gatif, que iù et to', quand le discriminant est positif. Les constantes

Tj, et rj3, qui correspondent à ces demi-périodes, sont liées à 7,0 el

7/2 par les mêmes relations qui lient to, et tog à too et to!, :

Iy.

COi = tOo— w',

,

2 W3 = (Oo -h tOq
,

2r,i = 7^2
— r,2, 2 7)3 =: -/]2H-T(2.

De ces relations (3o) résulte

(3l) 7jjC03— T,3tOi= 4- (7,2^2—7/2102).

On va, dans un paragraphe suivant, comprendre la signification

de cette formule.

Dégénérescence de tu.

Nous avons trouvé, aux Chapitres II et III, de quelle manière

dégénère pu quand le discriminant, positif ou négatif, tend vers

zéro. Prenons la formule commune à ces deux cas, dans l'iiypo-

thèse où ^3 est positif. C'est

et l'on peut écrire cette dernière sous la forme
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La fonction (i) f{u) se réduit alors à une constante, et nous

avons ainsi les formules de dégénérescence

A = o, ^3>o, tu— -^-u-^ cot—

,

(32)
3^3

-fj =— w,

712

2^2
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Les deux membres ont tous deux, en effet, pour dérivée

et sont nuls, tous deux, pour w = o.

Cette égalité (34) exige, avons-nous dil, que, parmi les quan-

tités {t— p), il n'y ait aucune période. S'il s'en trouve, nous pou-

vons remplacer la formule (34) par une autre, comme nous l'avons

fait, par exemple, en employant l'égalité (lo).

Soient (v, (V'i, . .. ces périodes : nous écrirons

^{u—v)-^:,v^
a-i

I
-^

/ I?
^ ^•>-^; ^ -^- ...-,])(?/- r) h///.

L'intégrale reste toujours finie, les deux membres ont encore

même dérivée — p{u — v) et même valeur initiale zéro pour u=zi).

Mais ici, comme dans la formule (lo), il faut que ii soit limité;

car, s'il en était autrement, w -\- ijuaù, w^-\~ imb:>, ... seraient

encore des périodes à éviter; leur nombre, tant que u resterait in-

déterminé, serait indéfini, et la formule (35) ne pourrait subsis-

ter : il la faudrait changer en une autre, analogue à l'égalité (6).

Voici un exemple, où v est supposé purement imaginaire et,

comme tel, remplacé par ta :

;(M— fa)+ l,ia= —
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alors, mettant en évidence dans (36) l'indice 2 caractéristique,

les conditions simultanées seront

( 38 )
— ^^-^ < îf < ^-^ y — cl)2 < M < 0)2 •

^ ^ Il
Evidemment la formule serait encore exacte si l'on faisait la

supposition inverse

^ ^ Il
Sous ces réserves, la formule est ainsi exacte. Changeons-y a

en — a, elle reste exacte dans les mêmes conditions^ ajoutons les

deux égalités membre à membre, et nous obtenons cette autre

t^{u -h t'a) -+- l(u — ta)

T I -\

p{u— iol) — p{u +- ta) du,r L— ta)2 (tt-|-taj2

qui a lieu sous les conditions (36) et (87) pour A > o; sous les con-

ditions (38) ou (38(2) pour A << o. Les deux membres y sont réels.

Si l'on voulait composer une formule analogue, pour A << o, de

manière à laisser pour a et u toute l'étendue marquée par les iné-

galités (36) et (37), il faudrait mettre en évidence, outre zéro, les

quatre périodes d= 2to, et dz 20^3.

Nous allons faire usage d'une égalité plus simple dans laquelle

les limites seront

w '., 1 oy ,

( 40 )
^ < a < r^ ? CO9 < w < '2 00.7.

^
t t

Conformément à la règle générale (35), nous écrirons la formule

pour Ç(« — «a), l'analogue pour t^{u-hio'-) et nous ajouterons

membre à membre. En ce qui concerne ^(u — /a), il faut mettre

en évidence la période 203, = L0.2— w'^, et l'on a, en dehors du signe

d'intégration, les termes

II I I

u — ta ta II — ta — 0)2+0)2 ta — oi^-hto.j,

A l'égard de Ç(w -f-^'a), la période conjuguée 2a);{ intervient

avec les termes conjugués

I 1 I

ta u + ta — 10-2— 0)2 t'a — o)^ — a»2
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Mettons, pour abréger,

T I

iu,a)

(40
{u — ioi.)'^ {u -^ iay

{u — ioL— tu 2 -f- 0)2 )2 ( i< + t a — 0)2— o)
2 y

nous aurons

Çw H-ta)+ Z^{u — in)

1U 1{U — Lù-i) 2 0)2

U--T- CC^
, s^ / W

(42) {

(,,_o)2)2+ (^a-^j coi+l^a-^^y

I
\ 'f(n, a)— p(m + lOi)— p{ii — ioi)] du,

formule exacte sous les conditions (4o) et convenant au cas A <C (>-

Relation entre r^, r/, o), o)' quand le discriminant est positif.

Dans la formule ( 89) supposons m = to, qui est bien entre les

limites (S^). Le premier membre devient

^(w 4- ta) H- ^(to — loi.) — 21]

Au second membre, la partie extérieure au signe d'intégration

devient -1— -, et Tintée^rale a pour limite supérieure w. Inté-
0)2 -f- a2 ^ A ^

grons maintenant aux deux membres, par rapport à a, de zéro

à — ) qui est aussi entre les limites (36).

Portons notre attention sur la première partie du second

membre, qui devient

r ' 2 0) , w'
/ -— <ia = 2arctang ^— = 2arctanffT:,(43) / 9 "^^ <ia = 2arctang ^ = 2arclang'r, z = ~r-

Cette quantité réelle et positive t assigne à l'arc, qui figure ici,

une valeur précise, comprise entre zéro et^- C'est là un point

tout à fait élémentaire de Calcul intégral; mais il est bon, pour la

suite, de le rappeler ici d'une manière nette. On a généralement

r^ a ^ r dx h
I -r -doL—l r = arctang-.
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Cet arc est parfaitement déterminé. En effet, x varie direc-

tement de zéro à - sans devenir infini dans l'intervalle : c'est la
a

définition même de l'intégrale. L'arc variable, dont la tangente

est x^ part de zéro et aboutit à sa valeur finale sans passer, par

conséquent, par liz - • L'arc égal à l'intégrale est donc compris

entre et H
—

' : il a d'ailleurs le sie^ne de - •

Revenant à notre objet, nous avons maintenant l'égalité

/ to'

1 27)— = 2arctangT

/ . (o;

Dans cette relation (44)) changeons g-^ en — ^3, ce qui entraîne le

changement de — en co et de to en — ? ainsi que de r\ en ir{ . Echan-

geons en même temps les lettres w et a dans l'intégrale, et nous

aurons

I

.UTj ca = 2arctang-

Mais les relations

(45)

(a — iw)2 {u -\- IolY (a -i- iuY {u — îol)'^

p (a — iu) = — p{u -^ i a), P (a -l- iii) = — p(u — ia)

permettent d'écrire le résultat sous cette autre forme

2i'f] tji = 2arc tang -

— / dut doi\- -T—T +
,

^—: — p(u— ta) — p (a -h l'a) .

Si l'on compare les deux intégrales qui figurent dans (44) et

(45), on reconnaît que les quantités intégrées coïncident entre

elles; la différence porte seulement sur l'ordre des intégrations.
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Mais la quanlité intégrée étant toujours finie dans le champ des

intégrations, l'ordre est indifférent, et ces deux intégrales n'en font

qu'une. Elles disparaissent donc si l'on ajoute les deux égalités

membre à membre : d'ailleurs

I TT

arc tangT -f- arc tang - = - ,

à cause de la manière dont sont déterminés les deux arcs. On a,

par conséquent, la relation

fK

OU, sous sa forme définitive,

(46) riw'

—

Ti'(o=—'•

C'est la relation qu'il s'agissait d'obtenir.

Relation entre tj, r/, w, to' dans le cas où le discriminant est négatif.

L'analyse est la même que pour le cas précédent, mais se fonde

sur la formule (42). On a d'abord

'
- = 2arc tangTo, X2 = -^

—

'>

a'^
" tW2

par conséquent, au lieu de l'égalité (44)7 on obtient celle-ci

27]2 -^ = 4 arc tangT,

-}- / doL du[(i^{ii,<x)— p{u-\-iy.)—p{ii— i7.)]d7.:

cl, au lieu de (45), cette autre

2 17] 2 0)2 = 4 arc tang—

(47)

(48)

-2

M.

y

/f>) 2 /^ i

'du / doi[^{u,oL)—p{u-^ioL]--p(u—ic(.)]d:t.
'^0
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La conclusion est donc

(49) riaw'^ — riUo2= tTi;

ou trouve ici une constante double, itz au lieu de — • Mais, d'après

(3i), nous tirons de là

(50) ''Il
Wg— 7)3 0)1= — .

Ici encore, on le voit, les demi-périodes co,, (03, avec A < o,

jouent le même rôle que to, o)' avec A >> o.

Étude de la fonction *(«, ^)= / [^«-'- «a)+ ^a — ia)]<^a.

a

Première propriété.

L'analjse précédente s'étend immédiatement. Considérons la

fonction suivante

(')i) *(a,a)= / [^(a + ta)H- ^(a — ia)]6/a;

c'est, comme on voit, une fonction réelle de a et de a. En mettant,

pour abréger,

nous pouvons exprimer <I> par une intégrale double d'où a disparu

V Ce sera, d'après (Sg),

<ï>(a, a)= / -^^—^-i- / ^/a / r/a ,];(«, a),

OU bien, en changeant la variable d'intégration dans l'intégrale

simple,

a

(53) *(«,a)= r'-l^, + r'^a f\la^{a,y.).

C'est à dessein que nous laissons subsister l'intégrale simple.

11 est essentiel de se rappeler les limites imposées à a et a; ce
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sont les mêmes que pour u et a dans (Sp), savoir :

Si A > o,

( 54 ) < a < :- , — 2w<a<2co;

Si A<o,

(55) r- < a < , — W2 < a < wg,

(5j«) — —T^<a<—:=? — 2C02<a<2a)2-

Pour le cas du discriminant négatif, on a le choix entre les

limites (55) ou (55 a).

Considérons, en même temps, la fonction $,, semblable à $,

mais obtenue par le changement de 0-3 en — «3, et échangeons-j

les lettres «, a; en conséquence,

r^ - -
(56) <ï>i(a, «)= / ['CX'x-\-ia)-{-:,{'x — ia)\da.

Sous le bénéfice des restrictions (54) ou (55), on aura aussi

a

' Trii -^
\

da j t/ad;,(a, a),

).,(«, a)::. ^^_'.^^, + ^^^-Vy^-p(a-^«)-p(a + ,a) = -4,(a, a).

Par conséquent, on conclut, comme dans les deux paragraphes

précédents,
a a

Mais on a, en faisant y^ =z -,
ce

a

dx

^0 ï+7' ^a I-

et le signe de la limite supérieure coïncide avec celui de - • Réunis-

sons les deux intégrales, nous obtenons

a

+ 372 2
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Voici donc la propriété que nous trouvons

(58) ^I>(a, a)-f- a'i(a, a) =±11;

le signe du second membre coïncide avec celui de -? et a^ y. sont

renfermés dans les limites (54)) (55) ou (55 a).

La somme (58) est donc une fonction discontinue, passant brus-

quement de + t: à — ~ quand une des variables passe par zéro.

On peut de plus observer que, d'après la définition (5i), ^(a, a)

est égale à zéro quand un quelconque des deux arguments est nul
;

ainsi

(59) *(o, a) = o, 4>(a, o)::^o.

J^a somme (58) passe, disons-nous, brusquement de + iz à— tt.

Au moment du passage, elle a la valeur moyenne zéro.

Cette discontinuité ne doit pas surprendre. Elle ne tient pas à la

nature des fonctions elliptiques, mais elle est dans Tessence même
des intégrales définies. On a vu qu'elle se trouve également dans

l;i somme
a a

dx r"-^ dy j TTr dx r

Nous allons procéder à une étude de la fonction <ï>, en nous pro-

posant de reconnaitre comment elle varie quand a et la s'augmen-

tent des périodes, et comment aussi la relation (58) doit être mo-

difiée quand a cl a. sortent des limites (54) ou (55), (55 «).

Remarquons, comme conséquence immédiate de la définition

(5i), les deux égalités

(60)
(,*(-«, a) =-*(«, a),

( *(«, — a) :r^— *(«, a).

Addition d'une période au premier argument de *(a, a).

La relation (27),

donne immédiatement, d'après la définition (5 1),

*(a+ 2m co, a) = / [4 m-rj -h Ç(a -+- la) -h ^(a — la)] dcc,

do

(Cl) <ï>(a + 2mto, a) = .^mr^a -h *(a, a),
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formule par remploi de laquelle le premier argument peut èlrc

ramené entre les limites (— co, -h (o), ou plus généralement entre

deux liuiites distantes d'une période aco.

Expression de *(a, a) quand l'un des arguments
est une demi-période.

D'après la relation

Ç(to + i'a) -f- ^(o) — l'a) = ar^,

on coucliit de la définition (5i)

(62) ^I*(^'^? ^) = 2tr,a.

Semblablement, pour la fonction <I>^, obtenue par le change-

ment de ^-3 en — ^3, changement qui entraîne celui de (o, 7,

en -7-? vrJ , on a

(62a) *î^i(-^'> «) —li'rîa.

On ne saurait trop rappeler que to' et y/ sont purement imagi-

naires-, par conséquent, — et ir^' sont réels.

Pour obtenir maintenant (p ( r/, -r
j

? recourons à la formule (58).

En supposant, comme cette formule l'exige, a entre les limites

(54) ou (55), suivant le signe de A, nous pouvons l'écrire ainsi, en

y faisant a = -^
,

La quantité £ sera l'unité positive ou négative suivant que «sera

positif ou négatif. En outre, il faudra supposer £ = o quand a est

nul lui-même, puisque les deux fonctions fl> et <I>, sont alors nulles;

mais, c'est là un Irait essentiel dans ces discontinuités, t doit être

considéré comme égal à d= i quand a est, non pas nul, mais infi-

niment petit. Cette définition de s est rappelée par les relations

s=±r, îrt>o; £ = o si a = o.

Ceci entendu, nous concluons de la dernière égalité et de (62 a)

*IM <2, -:-
) = £- 2 lY] a.
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Mais ici a est limité, comme nous l'avons dit. Pour affrancliir a

<le ses limites, substituons cette expression de 0(<^, — )
au second

i
membre de (6i), où nous prendrons a =: — • Nous aurons ainsi

63) <I>( a-f- iniiù, -^
)

\ mr^ —r — 2lT^ an- ett.

Soit a-{-2mixi = b, les conditions (54) ou (55) deviennent

respectivement

2(/?i — i)to < 6 < 2(m -;- i)ol), si A > o,

(2m — i)w2< 6 < (2/?i H- i)co2, si A < o.

J^a définition de î devient

£ = zbi, z{b — 2/?iw)>o; £ — o si 6:^2 m w;

et l'égalité (63) s'écrit sous la forme

. // ^'^'\
/

^'^'
' r/r ^ ,

TjOj'— 7]'w . ,,
<lM t>, -:- I = ^mr^—r — iir{ {b— 2m to) -!- stc = 4 '^^ -^

=

—

— — 2 iy) o— stt.

emplaçons maintenant ;

—

— par - ou par t:, suivant Je

signe de A, et distinguons les deux cas. Pour celui où A est positif,

on pourra limiter b dans un intervalle de grandeur 9. to, au lieu de

4(0, comme cela a lieu dans la formule ci-dessus. La quantité î

n'aura alors que les valeurs + i ou zéro. Mettons, en outre, a au

lieu de 6, et résumons le résultat :

(64)

[
A > o, 2/?ico I a < 2(m -r- i)w,

*(<r/, -^
)

-- — 2tr/<2 4-(2m + E)7r,

(. I, sauf au cas a — iinoi où s = o.

(65)

A < o, (2m — 1 ) W2 < a < ( 2m + I ) t02

,

fï>

I
<7, ^ j

^ — 2 ir/^ a + (4 m H- ô)tî,

ô=— 1 si (2/?l — T)W2<a<2mW2,
î = o si a = iniM^,

£ — -4- I si 2mt02 < <2 < (2m-f- i)c02.

A ces dernières formules il convient d'en joindre encore une, rela-
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tive au cas où a est de la forme (2/72 -\- 1)^0. D'après (61) el (62),

on a

(66) * (2m + i)cl>2, —9- = \rixr^^_ -^ + 2Tj2 -^ = 2(2m + 1)7)2 —^'
I • _J ^ ^ ^

On peut écrire sous une autre forme

(66«) M- [(^"^ -^ ')''.,

yJ
= '("" + )( -,- +-V}

' = — 2 ( 2 /?i -T- I ) ï'r/g to,+ ( 4 /'i + 21 ) 71.

D'après la formule (65), quand a passe, en croissant, par la va-

leur (2/?z + ])t02, la fonction ^(a,^\-\-ii'r\.,a subit un change-

ment brusque, de (4 /?i -H 1)7: à {^jn -^ 3)7r. On voit, par (66 a), qu'an

moment du passage elle acquiert la valeur moyenne {/\m-\- i)t^.

J^e même fait a lieu, quel que soit le signe de A, quand a passe par

les valeurs 2.mM, comme on le voit immédiatement dans les for-

mules (64 ) et (65).

Addition d'une période au second argument de *(a, a).

Considérons l'intégrrale

lm= [^(a+ ta) -+ Ç(a — fa)]«fa.
,J 0)'

/« —
I

Si m est pair, changeons a en a -h m — ; la relation

(m pair) U '*
~'" m —r ) — luôz inr(

donne immédiatement I„, == I,) == (t ( «,

Si m est impair, changeons a en (/;z + 1) ^ — a; la même rela-

lion donne encore \m=^ Iq- Ajoutons ensemble Iq, Ii, • • • , Im_i- La

somme est égale à /?iIo; mais c'est aussi l'intégrale prise depuis

zéro jusqu'à m — -> c'est-à-dire ^(<^, i)i — \- Donc

( 67 )
*

( «, m —
J

-- /?i * ( tz, --
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Prenons maintenant l'intégrale

2/1 ^ -h a

par le changement de ,3 en 2« — + p, et en vertu de la relation

elle devient

f [^(a+/,3)+^(a—i3)]^? =:*(«, a).

Ajoutons-la à la somme 1^+ 1, — - . . + lo/;_<. Nous aurons ainsi

ime mtegrale, prise depuis zéro jusqu a in— H- a; par conséquent

*( a,a-H 2/1 —
j
= 2/i*( <2, —

j -f- *(a, a).

La démonstration que nous venons de faire pour cette formule

suppose n positif, mais il suffit de l'intervertir ainsi

<1)((2, a) = — 2Ai* f a, — 1 + *Im a , ol -{- 1 n -t

pour reconnaître qu'elle s'applique également au cas où n est né-

gatif. Prenons cette dernière forme en y remplaçant n par — «,

(68) *(a, a) = 2 7i*( a, — j-r- *( a, a — 2n-^

Généralisation des propriétés précédentes.

Employons maintenant les égalités (6i), (64), (65) et (68) pour

réduire explicitement les deux argumcnls à être compris dans l'in-

tervalle d'une période.

Dans le cas A >> o, supposons a compris entre 2n — eti[n-{-i)—y

vl a, comme dans (64), entre amco et ^{m -j- i)a). Transformons

le dernier terme de (68), d'après (6i), en écrivant

*
(
a, a — 9. n — j

= i mrJ a — 2 n —
j
H- tp

( a — imixi, oi — 2 n — )>
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et remplaçons aussi ^la, -^
j
par son expression (64). Les termes

du second membre, outre la fonction <ï>, sont les suivants :

2 i t/ a -^{im -h £
)

- ]

.

Nous les mettrons sous la forme la plus symétrique en rempla-

çant 2 7jCo' par la quantité égale 7/0'+ r/o) -f- -^j et nous aurons li

formule suivante :

A>o, 2mw ^ « <2(m -h i)a),

w' to'
2/1 -7- - a <2(7l -t-i)-^,

l
^

' l

{69) ^ *(«, a) == 4''i7,a

—

L\ni'c'a -\- l^ninii^r^^'^' ^fl ^à)

-f- 2 71 (m H- £j 77 + q> 1 <2 — iiiiKù^ a — 2 /i —

s = i, sauf au cas a=i /nia, ou

Nous pouvons maintenant généraliser la relation (58). Chan-

geons gs en — g^, par conséquent

w, r,, (JL)', t/

en
m' ... r,

et, en même temps, échangeons «, a par conséquenl aussi m, n\

nous aurons

2 7?i ( Al H- £
)
t: -^ 4^1 (

a — on — y a — 2 /«

w

La quantité e' a, par rapport à a, même signification que £ par

rapport art.

Dans les deux fonctions <E> et <E><, qui sont aux seconds membres

de (69) et (69 rt), les deux arguments sont entre les limites (o, 2co)

(o, —T- ) • On peut donc leur appliquer la formule (58), et leur

somme est zéro ou zh t:, suivant les cas, que l'on peut réunir en
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représentant celte somme par tzr^. Ajoutons membre à membre

(69) et (69 a)^ et voici la formule ehereh

A>o, 9.mw ^ « < 2(m -H i)w,

ee :

(0 ^ / N
^'^m — ;^a <2(/i + 1)
—

4>i (a, a) = (2m -+- s) (2 fi -1
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arguments sont l'un entre — (s)-2 et -f-Wo, l'autre entre ^ et

H ~ * On aura donc

A < o

,

{im — I ) 0)2 < a < ( 2 /?!+ I ) CO2

,

(2Al — l) -T^ < a <(2W +1) -T^,

4>(<7, OL) -h- *i(a, a) = [(im -- E)(2n 4- e') h- 4/'«/? I~,

£= — I, (2/n — 1) a>2 <« <C 2/72 0)2,

(7--i)

! ,
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d'où résulte

<fM ('im — ï)M2,{in ~i) ~ = i{in — i){im—i) -11^

= {in — i)(2m — i) ——-—r-^—- -h- .

i a = (2/?i — i)w2, cL — (in — i)^,
(jic)

j

i

( *(a, a) 4- *î>i(a, a) = 2(2/1 — i)(2m — iJTT.

Addition simultanée des deux demi-périodes, dans le cas

du discriminant négatif.

Prenons l'identité

a + CO2± i a = 0J2± W2 -i- a ± i

puisque 0)2± to!, est une période, nous avons

Ç(a4- co2±fa) = r.2±r/2+ M a± i( a— ^ H •

De la définition (5i) on peut donc déduire

ff>(« -f- W2, a) = / [^(a + W2+ a) H- Ç(<2 + CO2— a)]<ia

J 0)2

2r,2a H-

Séparant la dernière intégrale en deux autres, ayant toutes deux

une limite égale à zéro, on conclut

<î>(a-l-tJL)2, a)==2rj2aH-4>(<2, -4j + <î>(rt a ~

i

Changeons a en a H ^
-, remplaçons $ ( «, ^

j
par son expres-

sion (65), et nous avons la formule cherchée

(73)

* a H- tjL)2, an r^

2Y]2a — 2iY]2 a H- 2rj2 —- + (4m 4- £)7r -4- *(«, a),

II
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dans laquelle m et £ ont la même signification que pour la formule

(65).

Valeurs limites de *(«, a) quand les arguments convergent

vers des périodes.

Nous savons déjà (09) que <ï> est nul quand un des arguments

est nul. Mais il n'en est pas de même quand un argument esl

infiniment petit; c'est là un des caractères de discontinuité.

1° Quand a tend seul vers zéro, la définition (5i) montre que

<I>(a, a) tend aussi vers zéro. Il n'y a là aucune discontinuité. Ainsi

(74) lim<i>(a, a) = o.

1^ Quand a tend seul vers zéro, on voit dans les formules (70)

ou (72) et (72^) le terme $<(a, a) tendre vers zéro, comme on

vient de le reconnaître, tandis que le second membre présente une

discontinuité; donc ^(«, a) est discontinu quand a tend vers zéro;

sa valeur limite n'est pas la même quand l'infiniment petit a est

positif ou quand il est négatif. Effectivement, l'égalité (53)

a

X"^
idx r^ r"

dans laquelle a est supposé entre r- et H r- ? et dans laquelle

aussi d» (a, a) conserve toujours une valeur finie, fait voir que

<[>(«, a) se réduit à la première intégrale : celle-ci devient ± u,

suivant le sierne de - • Nous avons donco n

/ lim<î»(<2, a) = ôî'tc, £a>o, £'a>o,

w^)
) 2W' 2to'
/ ^<a<— -, £ = ±i, £' = ±i.
\ l l

3° Si a et a tendent ensemble vers zéro, la même égalité (53)

fait voir que 0(a, a) est indéterminé; sa valeur limite

(76) lim *(a, a) = 2 arc lang-
ui =0, a =30 Cl

dépend de la manière dont «et a tendent ensemble vers zéro; c'est

un arc quelconque, compris entre — tt et -f- tc.
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On pourra, sans aucune difficulté, passer ensuite à l'examen des

discontinuités qui s'offrent quand les arguments tendent vers des

périodes. Les formules des paragraphes précédents, qui donnent

le résultat de l'addition des périodes en fournissent le moyen. Nous

laisserons ce calcul, comme inutile.

Ce qu'il importe beaucoup plus de savoir, c'est s'il n'existe pas

d'autres discontinuités. A cette question, la formule (53) répond

par la négative, dans les limites où elle s'applique; puis, au cas

A>o, l'égalité (69) enseigne que les discontinuités ne peuvent

pas se présenter autrement. Au cas A <^ o, l'égalité équivalente

(71) montre que les discontinuités se produisent seulement quand

a ou a converge vers des périodes ou des demi-périodes. Mais, à

l'égard des demi-périodes, la formule (53) fait encore voir que les

discontinuités s'offrent seulement si a et a tendent, à la fois, vers

ces demi-périodes.

Pour ce cas, les égalités (78) et (76) nous donnent

/ ,. , / w',\ a w',
l hm 4> a-l-W2, a-i ^ 1 = stt -i- 2arctang 'r-ir^i.—~y

(
£a>o, £ = dzi.

- *ï*(a a)

Propriétés de la fonction W(a, a) = ^ 2 ' ,

C'est cette combinaison

-^(a, a)

(78) W(a, a) = e2 = cosi* -+- i sini*

qui jouera, dans le Chapitre VI, un rôle considérable, en nous con-

duisant à la connaissance de la fonction dans laquelle se résume

toute la théorie. Les propriétés qu'on vient de reconnaître à la

fonction <ï> se traduisent en propriétés correspondantes, qui ap-

partiennent à W . Pour en obtenir les expressions explicites, nous

n'avons à faire, pour ainsi dire, qu'une transcription des formules.

Mais, à cet égard, il y aura lieu à quelque simplification : l'inté-

grale <î>(a, a) se rencontre dans les applications, et il était utile de

développer, pour elle, les formules sans qu'il s'y présentât aucune

restriction. Mais ^F n'est qu'un intermédiaire; nous ne prendrons

pour cette fonction que les formules dont nous aurons besoin au

Chapitre VL Ainsi nous ne supposerons pas que les arguments puis-
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sent être égaux à des périodes, mais seulement qu'ils puissent con-

verger vers des périodes.

Nous transcrirons d'abord les formules qui s'appliquent, quel

que soit le signe du discriminant^ puis celles qui sont propres au

discriminant positif, enfin au discriminant négatif.

I. A>o.

Conséquence de (60).

/ XF(-«, a)W(«,a) = i;

(79) } W(a,— a)W{a,a)=^i;

Conséquence de (61).

(80) W{a -f- 2to, a) = W(a, a)e20/a.

Conséquence de (74)-

(81) lim^(a, a) = i.

Conséquence de (75).

lim W(a, a) = ss't,

a=o
£=±1, £'=±1,

£a>o, £'a>o,

îi CO' 2to'< a < -.

i i

(82)

La forme du second membre, ss'/, résulte de ce que e ^ est égal

Conséquence de (76).

Si 9 est l'arc dont la tangente est-? ^F converge verscos9+ isinB.

Cet arc, à cause de sa définition, est, on l'a déjà vu, compris entre

et H ; son cosinus est donc positif. La partie réelle de W est

donc positive, et l'on a

( lim iF(a, a)=lim£-^^tifL,
(83) {

« = o. a-o /
£=±:i, £a>o, \/a'^-i- a^y- o.
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II. A>o.

Conséquence de (68).

Prenant, dans (68), /i = i , et remplaçant ^la^-^\ par son

expression (64), on obtient

^
(
a, a H — \ — *(«, a) = — ^ir^a -}- (as -H 4 Jn)Tz.

Comme il a été convenu de ne pas considérer maintenant les cas

où les arguments sont égaux à des périodes, £ doit être pris égal

à I . De là l'égalité

(84) ^lYa, a4- ^] = — W(<2,a)e2-0'«,

résultant de ce que e^'^= — i

.

Conséquence de (70).

Il faut y supposer aussi s = t , t' =zi. On a

iTZ
(2w + l)(2/; + l)—

et la conséquence cherchée s'exprime ainsi

/ ^'•(a, a)^"i(a, a) = (— i)"î+«t;

(85)
2mw<a<2(mH-i)a>, in -^ <a<2(/z-f-i)-T-

La quantité ^, (a, a) est, bien entendu, celle qu'on déduit de ^^
,

comme ^ est déduit de $ :

C'est, par conséquent, la fonction ^ où l'on a changé gz en

— ^3, et échangé les lettres a, a.

III. A < o.

Conséquence de (68).

En faisant dans (68) /i = i et remplaçant <^(<7, co') par son ex-
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pression (65), nous aurons

<ï> / <7, a -^ ^ \ — q>(^a^ ol) = — \ir^\a -h (2£+ 8m)7r.

On doit prendre s =: zh i , tant que a n'est pas une demi-période.

Mais, comme il a été expliqué à la suite de l'égalité (72), on doit

diminuer le second membre de 2/^ si a est une demi-période;

donc

(86) «, oc -^ 2 —^ )
= r: ^I (<7, a) e

égalité oi^i il faut prendre le signe moins ^ sauf au casrt =^(^> /?? — i)'

Conséquences de (72), (72a), (yi b).

( \)"^z'

l

si a = (2/?l -';- I)W2,

w'.

T(«, a)vr,(a,«)=
^^

(— i)"ct SI a = (2 /i -1- 1

, I ^ = — I si ( 2m — 1 ) C09 < rt < 2 771 (.0.,

,

^^'^ '

,

• / -/ ^
î = -^ 1 SI 2/77 t02 <C <7 < ( 2 777 -f- 1 j

tO, ;

î = J SI ( 2 77 1
)
^=^ < a < 2 7i -7^ ?

» • w', ^ ^ , , to'.,

£ = -4- T SI 2 77 -V^ < a < (2 77 -J-
I ) -7^ •

Nous ne transcrirons pas la conséquence de ('-'>- c), qui serait

semblable aux précédentes avec — i au second membre; car nous

n'aurons pas à employer le cas dans lequel a et a sont égaux à la

fois à des demi-périodes, mais seulement celui où ils convergent à

la fois vers ces demi-périodes, comme il a déjà été dit (p. 164 )•

Conséquence de (73).

(88) ^ («-: (02? ^H ) =W(a,0L)zie ' i ^i i

formule oili s a la même signification que pour la précédente (87)^

zi doit être remplacé par — i quand «=: ('^m -t- i)t02.
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Conséquence de (77).

En raisonnant comme on l'a fait pour la formule (83), on voit

que le terme i arctang - amène le facteur s; mais le terme st: donne

l'exponentielle e ^ = si, en sorte que £ disparaît, son carré étant

toujours -f-i; donc

ilim W ia -\- W2, an ^
a = 0,a = \ l

/

/ / 1
' '

— l^ — te — ""* o "
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CHAPITRE VI.

LA FONCTION j-z/.

Définition de o^w pour les arguments réels. — Homogénéité. — Dérivée. — Addi-

tion de la période. — Racines réelles de (ïu. — Formule fondamentale. —
Arguments purement imaginaires. — Arguments complexes. — Imparité. —
Changement de u en iu. — Dérivée. — Addition des périodes. — Addition de

la période 20)3(1 <o). — Continuité de Cm. — Dégénérescence de Cm. — La-

cune que présente le développement de cm. — Propriétés caractéristiques de

CM. — Équation à trois termes. — Les fonctions c, m, C^^m, C^m. — Expression

des quantités sj^u—e^ par les c. — Diverses expressions de s/e^— e^, de

//e,— e^ i/gj—63 et des quantités analogues. — Addition des demi-périodes dans

les fonctions C. — Expression de p' u par les c. — Multiplication de l'argu-

ment dans CM. — Intégrale complète de la fonction ^.

Définition de a' m pour les arguments réels.

L'intégration de "C^u est l'origine de la fonction que nous avons

encore à introduire. Soit w une période : quand u converge

vers w, 'Cu devient infini à la manière de ? et son intégrale

devient, elle aussi, infinie, mais à la manière de log(w — w). Pour

éviter cette singularité, on prend pour nouvelle fonction une expo-

nentielle, dont l'exposant est l'intégrale de Ç^.

En définissant Çz/, nous avons considéré (V, 3) la fonction

" I \ 2wsm — /

(0 \ r

Elle est finie et continue pour toutes les valeurs (réelles) de u.

l^a même propriété appartient à son intégrale rf (w)

(2)
^0 J. J.

[[^^^-EJ J
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La nouvelle fonction a" ^^ sera définie par l'égalité

('\\ :fu= — sin e

C'est une fonction impaire comme le sinus; car F(«) est im-

paire et, par conséquent, ^ (u) paire :

(4)
^(_;^)^_3'zi.

Homogénéité

.

Les relations d'homogénéité établies successivement pour p'a,

pi/^ Ç« font apparaître toutes ces fonctions comme homogènes et

des degrés respectifs — 3, — 2, — i
,
quand on y envisage w, to, o)'

comme étant du degré i, et «o, ^'3 comme étant des degrés — 4,

— 6. La combinaison F(w) est, comme ^u, homogène et du degré

— I, et son intégrale ^'(u) est homogène et du degré zéro
;
par

conséquent, iu est homogène et du degré i :

u

V/fj. J \/[J.

Cette relation (5) comprend la précédente (4) comme un cas

particulier.

Dérivée.

Par la définition (3), on obtient

l -~i-\oE:iu— — cot '-¥(11) = L,u,
] du ^ 210 2 0)

Addition de la période.

D'après l'égalité (V, 5)

F(m -h 2w) — ¥(u) + 2r,,

on obtient, en intégrant de zéro à u,

rT (il -h 2 w)— J (2 co) = cf M -1- 2 rj î<.

Faisant u := — w, nous voyons, dans cette relation, se détruire
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les deux termes 5^(?< + p. to) du premier membre, el^(«)du se-

cond membre, la fonction ^ étant paire-, donc

-p

.

§{U -4- 2W) = rT [u) -h 2Tj {U -h to).

D autre part, sin ^— se reproduit, changé de signe, quand on

change u en (ii + liù). Donc, d'après la définition (3),

(7) :^ {u -\- iiù) = ~ ^ u.e'^-'\^'^+<^\

ce qu'on peut écrire aussi

a'(wH- u)
(H)

tf (w II)

Pour l'addition de iiniû^ on déduit de (7)

1^ £ — , g2rjî«-+-(2w-i;wl

c^lu-i- '2{m — i)wj

L ^ ' J — . ç2r,l«-l-(2w—3)0)1

a'[i<-|- '2(/?l — 2)to]

a'ii

Multipliant ces égalités membre à membre, et tenant compte,

pour composer l'exponentielle, de la relation ,

14-3-4-5-}-... -+- {'2m — i) = 711^,

on obtient la relation générale

3* Il

(pii, démontrée ainsi dans l'hypothèse 7?i positif, est vraie aussi,

quand m est entier et négatif. C'est ce qu'on voit par le change-

ment de a en — u dans cette relation (9) elle-même.

Racines réelles de cfu.

L'exponentielle e'^*"'est toujours positive, sans devenir jamais

nulle; donc, suivant (3), du a toutes les racines du sinus, sans en

avoir d'autres. Les deux fonctions ont toujours même signe. Les

racines sont de la forme ù = imio.
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D'après (2), cf(o) est égal à zéro, e^'*°* à l'unité. Puisque le rap-

port du sinus à l'arc tend vers l'unité quand l'arc tend vers zéro,

on a, suivant la définition (3),

(10) lim — = i;

de là, suivant la relation (9), on déduit

//= n

Formule fondamentale.

L'égalité (V, 16)

t{u-\- v) -^l{^i — v) — i^u "

peut être écrite sous la forme

d , (j(u -^ v) a'(ii — ç) cl , , .

Les deux fonctions, dont les dérivées logarithmiques sont ainsi

égales, ont donc entre elles un rapport indépendant de u. Poui"

connaître ce rapport, il suffit de supposer u = o. D'après (10), la

1 1 a'(u-+-v)a'(u— v) , 1 ,
3^ «^ a' ( — <-

)

partie principale de -— ^^-^ est égale a ^— ou.
II-

a'- V ... I

d'après (4), ^- La partie principale de {pu — pr)est -,• Le

rapport est donc égal à — cj-(^. Voici donc la formule obtenue :

, ^ (ï(u-i- ç) cf(a—v)

On verra bientôt, dans le présent Chapitre, que cette formule

(12) renferme, pour ainsi dire, toute la théorie. Il n'existe pas de

théorème d'addition pour la fonction es*; la proposition (12) eu

tient lieu.

Arguments purement imaginaires.

Lu même temps que

considérons aussi

('3) ^u = :^{u-s^,,—^^-i).
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comme nous avons déjà envisagé pu et 'C^u. Rappelons qu'à l'égard

de Ç?^ les constantes remplaçant Y), w, y/, o' sont

(l4) ^=Wj ôS=—y 7^'=-, m' — ioi.

Conformément à la relation d'homogénéité (5), nous prenons,

pour définition de d(^iu) avec u réel, l'égalité

(i5) a'{iu) = i ^u.

La fonction dv^ dans laquelle v r= iu est purement imaginaire,

satisfait, comme l'homogénéité le rend évident, aux relations déjà

établies pour du\ mais, dans les relations où figurent t,, o), ces con-

stantes sont remplacées par r/, w'. Ainsi, au lieu de (8), on a

(.6) • ^:±^ ,.,..;
a'(w — v)

au lieu de (9),

au lieu de (11),

(,8) lim -'"t^"'"'^ = {-^y^•e^'".r:^.

Arguments complexes.

N'ayant pas de théorème d'addition pour 3', c'est à la formule

(12) que nous devons demander la définition de d avec un argu-

ment complexe. Elle peut nous servir à définir le produit des deux

imaginaires conjuguées <i(a -\- i'a), d{ci — i'a). Posons donc d'abord

cfia-^ l'a) :>{a— î'a) = cj'^a a'^ioL{pi'x— pa).

Mais il faut maintenant une seconde relation ; c'est à quoi va servir

la fonction W du Chapitre précédent (V, ^8), et nous poserons en

même temps

(ï(a -h itx)

a' (a — l'a)
W^(a, a).

Ces deux relations donnent bien pour <i(a -\- ict) et d(a— /a)

deux imaginaires conjuguées; leur produit, en effet, est réel, et

leur rapport est une exponentielle à exposant purement imaginaire :
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c'est ce qui doit avoir lieu pour le produit et le rapport de deux

quantités conjuguées pe^^, pe~^^.

En multipliant membre à membre les deux égalités que nous

venons d'écrire, nous aurons d-[a-^icL). Extrayons la racine

carrée aux deux membres, et précisons entièrement cette racine

carrée; (3'(aH-/a) sera alors bien défini. Nous aurons ensuite à

reconnaître ses propriétés.

Il y aura lieu de distinguer ici le signe du discriminant, ce que

nous n'avons pas eu à faire jusqu'à présent dans ce Gbapitre.

A>o,

a'(a + ?*a) = (— i)«-t-i i (^a -^ ii^pa — p i(iW{a, oc),

(>9)

2 Al — < a < '>. ( /i -H I )
—

Le radical \/pci — pi'^'^ toujours réel puisque l'on a

pia<e3< ei< prt,

est pris positiçement.

Quand a est un multiple de 2(o ou icc un multiple de 2oj',

pa— picf. est infiniment grand, n'a point de sens. Mais daou di'y.

est alors nul. On prendra pour définition de di^a + «a) la limite

vers laquelle converge le second membre quand a ou t'a con-

verge vers ce multiple de aw ou de 20)'. On verra plus loin cjuelle

est cette limite.

Dans le cas du discriminant négatif, voici la formule analogue :

/ A < o,

cr'(a + l'a) = (— \y i d'à :f iy.s/j)a — p (iW^a, a)

\
(— i)''+i£' en général,

(20) (
— z' si a = (2«i + i)w2,

— I Sl(2/i — l)-7^<a<2Al —
^

i i

= -h I PI 2n-T=^ < a 1 ( 2AI 4- l) ^^»

Le radical est pris positivement; il est toujours réel, puisque

l'on a

Pour les valeurs de 'a et de «a, multiples de 20)2 ou de 2032,

mêmes observations qu'à la formule (19). On peut remarquer que
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le facteur (— 1)"+' s' change son signe quand i'a passe par un mul-

tiple de 2co!, : la formule (20), par suite, dans le cas où a n'a pas

la forme (2m + 1)^0, est identique à la formule (19). C'est seule-

ment ce cas particulier a=^(^im-\- i)co2 q^ii oblige à séparer les

formules propres au discriminant négatif.

Voilà donc C5'(a H- i'a) bien défini, sans aucune ambiguïté. Nous

devons démontrer que cette fonction possède les propriétés déjà

reconnues pour les cas où l'argument est ou purement imaginaire

ou réel.

En premier lieu, l'équation d'homogénéité (5) est vérifiée; car

M' est homogène et du degré zéro, y/j3a— j3ia du degré — i, et

zia dia. du degré 2. Il faut cependant observer que nous sup-

posons ainsi implicitement \/\x positif, supposition sans laquelle il

deviendrait nécessaire d'examiner le facteur dz i des formules (19),

(20). Aussi allons-nous le faire à part pour le cas v/[J. = — 1 .

Imparité.

i*^ Dans la formule (19), nous pouvons écrire

Donc au nombre Ji se rapportant à a correspond le nombre

— (/z -f- i) se rapportant à — a
;
par conséquent, on a

cr(— a— iy) ^ (—ly^i ^{— a) ^{— ia)^-pa — j3ta W(— a, — a).

Mais, d'après (4) et (V, 79),

a'(— a) =— cTa, 3'(— ta) =— cs'f'a, W(— a, — a) = W(a, a).

Donc

3'(— a— ii)= (— i)"t ^« ^ ta /pa — ptaW(a, a),

a'(— a — i'a) = — a' (a -h ta).

2" Dans la formule (20), si l'on a

. w, to',

(in — \)-^ <y.<in -^3
^

i i

on en conclura

— 2n-:^<— a<(— 2/H-l)-:^-
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Avec l'argument a, on avait à considérer le nombre /^, etî' étail

égal à — 1 ; avec l'argument — a, n est remplacé par — ii^ et z' de-

vient égal à +1. On voit donc que (— i)"^ est remplacé ])ar

(— 1)^+* quand a est changé en — a.

11 n'est pas nécessaire d'examiner le second cas qui se déduil

du précédent par l'échange de a et — a.

Il n'y a pas lieu non plus de considérer le cas

a — ( 2m -i- I ) W2

,

a = ( 2 TZ -T- I ) —r^
>

dans lequel on a

Donc, en toute généralité,

a'(— w)= — :ï u.

Changement de u en iu.

La relation (i5) doit aussi être vérifiée. On peut l'écrire ainsi

(21) C7'(a H- ta) = t ?(a

—

ia).

Nous venons de reconnaître comment se changent les nombres

/i, z' cpiand on change a en — a. Prenons les nombres analogues

m, £ relativement à a et w, au lieu de a et — > et faisons-j les mêmes

changements. Nous aurons, de cette manière, â'(a — ia).

Ainsi : 1" pour A <C o, soit

2m o) < a < 2 (m 4- i) o),

nous aurons

a'(a — la) = (— i)"^ i c'a a'(— ia) /p a — pia Wi(a, — a).

D'ailleurs,

10" 0!.= a'i'x, a'{— ia) =^— ia'a,
(22)

pa = — pta, pia= — pa

et, d'après (V, 79),

(23) Wi{oi,—a
Wi(a,a)

En conséquence,

a'(a — ia) = (— i)'"+U* a'a a'ioL^/pa — pi'a
Wi{cc,a)
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Divisons membre à membre l'égalité (19) et cette dernière,

pour en déduire

^^"""^'^^ = (- i)'«^« ^'{a, a) W,{oL, a).
a'(a — la)

Mais la relation (V, 85)

W{a, a)Ti(a, «) = (— i)'"+-"t

transforme précisément notre dernière égalité en celle {'>i) qu'il

fallait vérifier.

2" Pour A < o, soient

£=— I si (2m — i)0l)2 < « < 2,mw2,

£ = -f- 1 si 2 /?? W2 < a ^ ( 2 /?i + I ) C02

.

Comme il a été expliqué au paragraphe précédent pour le chan-

gement du signe dans le second argument, on aura, conformémeni

à la définition (20),

(?(a — ia) =
{
— I

)!^-^-i 5^ a ^ ia y/jl a— piaWi{oi, — a ),

(

—

i)"^t en général,

-f-s sia=(27iH-i)-;=«

De là se conclut, comme précédemment, par les égalités (22),

!(
— !)'"+"££' en général,

(--l)'«£ SI « = (2m-^i)w2,

(— i)"£ si ioL = {in -~i)<m'.j,.

Dans chacun des trois cas, le second membre est précisément

égal, d'après la relation (V, 87), à -^jr^- L'égalité (21) est donc plei-

nement prouvée.

Dérivée.

D'après les définitions (V, 5i, 78) de 4)(a,a) et de ^F((7, a),

on a
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On conclut donc aussi bien de (^^o) que de (iq)

!; ( a — ta) r-

Mais, suivant le théorème d'addition (V, i6rt) pour la fonc-

tion Ç,

V • y/ • \ .P'^^ y/ • X'iQfa-f- ;(« — ta) tia-^iy.).

Il reste donc simplement

f)

Nous aurons semblablement, changeant a en a, a en —^ a et

«3 en —^-3,

D'après (21), le premier membre équivaut à - — log3'(« + i'a).

Quant au second membre, il peut être écrit aussi - Ç(a -f- ia)
;

donc

-r- loga'(a H- i'a) — t{ci -f- iy.),

Ainsi l'égalité (6) a lieu quand w est une quantité complexe.

Addition des périodes.

Si, dans la définition (19) ou (20), on change a en (a + 2co),

deux des facteurs du second membre changent seuls : 1" le facteur

da qui, d'après (7), se reproduit multiplié par — ^-'''^[a+M)
.
^o

le

facteur ^F(a; a) qui, d'après (V, 80), se reproduit multiplié par

e^^.'^. Donc

(25) cf{a -i- ta 4- 2w) -- — 3'(« -;- ta)g5rj(a-t-/a+a))^

C'est la complète généralisation de la relation (7).

On peut de même obtenir la relation analogue pour l'addition

de 2 0)' au mojen des formules (V, 84 et 86), ou encore déduire

I. 12
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de (ao), par le même changement de lettres qu'au paragraphe

précédent,

3^ ( a — la -T- —. -
j

"- — 3^ ( a — La)e ^ ' /

,

c'est-à-dire'

généralisation de la formule (17), avec m = 1.

Addition de la période 2o)3(A<o).

L'addition de la période (O2 -j- co', r=: 2(03 (A << o) exige un peu

plus d'attention.

Tirons d'ahord de la relation (12) avec arguments réels (elle

n'est encore établie que pour ce cas ou celui des arguments pu-

rement imaginaires) une formule particulière, en supposant

if rir (Oo, r -=- a,

ou, d'après (8),

pa— 69= e""Oi« -^

—

'' "
L 0^0)2. 3'a J

Nous allons extraire la racine carrée, prise avec le signe plus.

A cet effet, il faut observer que ^'(too + a) est positif quand a est

entre — too et + too, puis change de signe chaque fois que a passe

par un multiple impair de too.

Au contraire, s'a change de signe quand a passe par un mul-

tiple pair, et a le signe plus quand a se trouve compris entre zéro

et 2W2. Si donc, comme précédemment, on suppose

( £- — I quand (ifu — 1)002 C « <! 2ma)2,

( £ - -î- 1 quand 2 m w, < a C ( 2 m -h i
)
m,

,

le quotient -—'-^— a le même signe que î. Pour avoir le radical

positif, nous écrirons donc

/ON / — a'('(o,-Ha)
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Semblablement, en supposant

, (0 „
-7=^ ^ a C 2 /i —7^ >
i i

i £'= — I quand (2/1 — i)

(29) ',

[
£=-:-! quand 111 -^ <, a <^ (2/i -f- i) -^ j

on aura un radical positif si l'on prend

(30) yJei—]M7.= z e —.j-i~r-

En second lieu, la formule d'addition de la demi-période

( e=i — e\)( en— e-.-^)

p(a — W2)— e.:

^2 — p(fa + w'g
)

e. — p 6 a

nous donne

/^ ; T--
\

r- \he.2— e^)(e.i— e^) , ^
v/p(a-T-co2,)— p(ta + 0J2J = 7 , r /p^ — P^^r

v/pa — e^^e-i — pta

et tous les radicaux sont pris là positivement. On observe, à ce

sujet, que (e-j — ^i)(^^— ^3) ^^^ ^^ produit de deux imaginaires

conjuguées, donc positif. Par le moyen de (28) et (3o), nous avons

de la sorte

y/p ( a H- to.2 )
— p ( i a H- w

^ )
j* ( 0)2 -f- <'«) :;' ( w'^ -}- i a)

y/p a — pi'x (j a :> It.

= o W2. o^Wj V (^2— ^OC^â— ^3 ) -T- e ^ ^ —A.

Reprenons maintenant l'égalité (20), changeons-y a et ioL en

(a + (1)0) et (i'a 4- to!,), et soit v' le nombre qui remplace alors v.

Nous concluons

^)
3'(a -h ta) ^(<^j 3c)

Mais, d'après l'égalité (V, 88), le dernier rapport est égal à

z i é^ 2 ' ^ ^ "'"'

2 " "•" '"' 2 ''^ 2
•

Posons

G — a'co2.3'o>2 \/(e2— <?i j(^2— ei)e^i^ i''>
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nous avons donc

(3i)
' ^(ci^i^-^^2-^^0',) _G/ ,)v+v'e'e(^2+V2)(- + *a).

Il nous reste à examiner le facteur de discontinuité (— 1)^+^'£'. Pre-

nons le cas général où a, a H- (Oo ne sont pas multiples impairs de (Oo.

On a, d'après (20), (— i)^^:(— i)"+^£'- désignant par /i', s"

les nombres analogues à /i, s', mais relatifs à(aH ~\-, on aura de

même (— i)'^'^(— 1)'^'+' i' . Le facteur qu'il faut examiner est donc

(

—

\y^^'^' z"
. Or (— i)" change de signe quand t'a passe par un

multiple impair de co'^. On a déjà remarqué que (— i)"£' change

de signe seulement quand icf. passe par un multiple pair; donc, de

même, (— i)"'c" change de signe seulement quand (/a-|-co!,)

passe par un tel multiple, c'est-à-dire quand ît. passe par un mul-

tiple impair, exactement comme (— i)'' ;
donc le produit ne change

jamais son signe et n'est pas discontinu. On voit d'ailleurs immé-

diatement qu'il est égal à -f- i

.

Ceci observé, on peut facilement déterminer G en supposant,

dans (3i),

a = — ^ w.,,

par quoi le premier membre devient — i , et la formule (3i)

t ( 1 2 -•" '^1
•> M " ""—

1

(32) a'( ï< -h too-n 100) =— :fu.e ' \ ^ /;

y changeant u en {u— 2w!,),on en déduit, parle moyen de (17),

/ , , / (0 .>—(•)', \

(33) G'(ïiH-o)2— 0);) = — j'^.e ' \ 2 y.

Ces deux égalités, conformément aux notations introduites (V, 3o),

s'écrivent

(34) :f{it -!- 2(03)= — z^ii. e^-^>^^^\

(35) (^(u -:- 2coj)i=— j'u. e2r„(«+(o,).

Elles complètent l'analogie qui existe entre les périodes 2w,,

2 cos ( A <C o) et les périodes 203, 2 to'( A ^ o).
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Continuité de 3'w.

1° Supposons, dans les formules (19) ou (20), a infiniment

petit; il s'agit de s'assurer que d{a -{- iy.) a pour limite (^a.

Dans la relation (19), le produit des facteurs au second membre,

le radical réservé, a pour partie principale (

—

i)"ac3'<2, comme il

résulte de (10) et (V, 81). Le radical a pour partie principale

dz -, quantité positive. D'ailleurs n est ici — i ou o, suivant que

a est négatif ou positif. La partie principale du radical est donc

(— i)'*-) et le second membre a pour limite ia.

Dans l'égalité (20), le raisonnement est tout semblable : le

nombre n est ici égal à zéro, et le signe de a concorde avec celui

de £'; le radical a donc pour partie principale -; le produit des

autres facteurs, s'a da. La limite est <^a.

1^ Si a est infiniment petit, il n'est plus nécessaire de recourir

aux formules. La limite est dia, comme on le déduit du résultat

précédent en mettant ô*, a., — a^ au lieu de c^, a, a, puis reve-

nant à d par le moyen de la relation (i5). C'est un procédé que

nous avons déjà employé.

3^^ Supposons a et a infiniment petits à la fois. Soient

£ — ^- r, î a > o,

s' = zb 1, î'a > o.

La partie principale de y/jj^ — jj/a coïncide avec celle de

1/-^ H—5? radical positif que l'on peut écrire sous cette forme

\'a--\- Cf.- étant pris positivement. Les égalités (19), (20 )

donnent toutes deux

Ja"^ -4- yi
Partie principale de 3'(a 4- ii) = t' ai -— , ^(<^, a)-

tz ai

D'après (V, 83), ^L(a, a) a, pour partie principale, celle de
y-» \ T n

; donc

36)

C'est la généralisation de l'égalité (10).

(36) lim :
= [,

rt^o, a= o a -h 11
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Les formules (9) et (17) ont leurs analogues (34) et (35) dans

le cas où le discriminant est négatif. Employons maintenant la

notation 2Wi, 20^3 pour les périodes, quel que soit le signe de A.

Nos deux formules sont donc

cr(u -^ 2m ,.5(03
")

r= (
i\m^ç'2m.r^^{n-irmjMj

où, bien entendu, l'argument u est une quantité complexe quel-

conque. On peut réunir ces deux formules en une seule. Chan-

geant, dans la seconde, if en u -^ 2m, co, et multipliant membre

à membre avec la première, nous aurons

a' ( u — 2 m 1 wi -h 2 ma W3 )

a' Il

Mais 7, , 0J3— r,3 (L>i est égal à -^ ? en sorte qu'on peut écrire cette

formule ainsi

(^7) { Cfill -^ 1M) . w .,, ., .-, -N

Elle ne diffère de la formule (-), relative à la période 2(o, que

par le signe du second membre; ce signe peut être /?/«5. Mais cette

circonstance se présente seulement quand m,^ et ni^ sont tous deux

pairs, et alors ca est une période. Ainsi, toutes les fois que w est

une demi-période quelconque, on a toujours, pour l'addition de

2(JL), une formule absolument semblable à (7). La constante 'r\ est

seulement remplacée par y,.

La formule générale (3^) montre que deux fonctions cj, dont les

arguments diffèrent seulement par une période, diffèrent elles-

mêmes seulement par un facteur exponentiel du premier degré.

Ce qu'il est essentiel d'observer, c'est que ce facteur est une fonc-

tion continue et ne contient aucun des signes ambigus di i qui se

présentent dans la définition de du. Au commencement de ce

paragraphe, nous avons démontré que du^= d{a-\- i(y.) est une

fonction continue: i" quand a tend vers zéro; 2° quand a tend



CHAPITRE VI. — LA FONCTION O'W. l83

vers zéro; 3" quand u=^ a-^ /a tend vers zéro. Il est maintenant

prouvé, au mojen de (S^), que ci u = i {a -{- l 'x) est continu:

i" quand It. converge vers une période; 'i^ quand a converge vers

une période; 3*^ quand u converge vers une période; 4° ci^'and

(A étant négatif) a converge Ycrs un multiple impair de too, ou iy.

vers un multiple impair de to!,. Mais les formules (i 9) et (20) n'offrent

aucune discontinuité rt/>/;rtre/i/<?, hormis celles qu'on vient dépasser

en revue. Donc la fonction du est toujours finie et continue; en

outre, suivant (36) et (37), elle a pour racines les périodes. Elle n'a

pas d'autre racine, c'est ce qui résulte des définitions (19) et (20)011

l'on connaît les racines de tous les facteurs aux seconds membres.

Le facteur W n'a aucune racine, puisque, par définition, c'est une

exponentielle e'^, où 9 est réel.

Il reste encore à s'assurer que la fonction cj*;^ satisfait, dans tous

les cas, à la relation (12). Maintenant cjue cette fonction nous est

connue, nous pouvons lui appliquer, pour démontrer cette relation,

la même démonstration, absolument, qui a été faite d'abord pour

un argument réel. La relation (12) est donc exacte.

Dégénérescence de -ju.

Les formules (V, 32 et 33), qui font connaître les dégénéres-

cences de Ç?^, donnent immédiatement les dégénérescences de ci 11^

pour les arguments réels ou purement imaginaires d'abord, puis

pour les arguments quelconques. Il suffit d'appHquer les défini-

tions de du. On trouve ainsi

(38)

(39)

A -= o, ^3 > o, Ctii— — sin — ^6v2(oy_ — gjj^— ^^g.
T. 'ILÛ 7T SiW

71// TZ II

TI 0.1

TZiii TC in

A = o, ^3 <^ o, :fu=--^— e 6\ 20) y ,

'(lu)^ sin -, e eV

1 TZnr
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Lacune que présente le développement de -iu.

Développée suivant les puissances croissantes de ?^-,la fonction

paire— présente une lacune au second terme, en sorle qu on a

a'u = u{i -h A u'* -'t- B ?<'' -t- . . . ).

Cette propriété importante résulte immédiatement du développe-

ment de puiYV
^ \). Soit, en effet, à supposer que cette lacune

n'existe pas,

^u— u{\ - au-~{- Au'*-i- B w*^ r . . .):

11 en résulte

Zu = — - lau ->r-( [A - •2a~)u^-i- . ..

,

p u = — t' u -^ ^ — 'la -^
{ 6 a- — 12 X) 11^ -r- . . .

.

Mais le développement de pu (IV, 4) a la forme suivante :

' U^ 'lO

nous en concluons

2 |0

( 40) a'u —- it( I — —-- w
'2 |0

Au Chapitre IX, on apprendra à former rapidement tant de termes

qu'on voudra dans ce développement.

Propriétés caractéristiques de cfu,

La nature et les propriétés de la fonction a* z/ se résument ainsi :

c'est une fonction définie sans ambiguïté pour toutes les valeurs

réelles ou imaginaires de u, toujours finie, impaire, ajant pour

racines toutes les quantités ^mto, + a/itog, m et n étant des en-

tiers^ elle est développable en la forme

3* M — u(] - Au'* - r- B u^ -y- . . .),

avec une lacune du terme en u- dans la parenthèse, elle se repro-

duit multipliée par un facteur de la forme e^«+*, quand on ajoute
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à u des multiples quelconques de 2 03< et 2033 ;
elle jouit enfin de la

propriété suivante, traduction de la relation (12),

(40 diC^ dv'-

Ges éléments résument toute la théorie. Nous allons le montrer

Si l'on pose

\o^:ï II — Zii,
du

^!i -- pu^

on reconnaît d'abord, comme conséquences immédiates, la nature

de <^u et de pu, la double périodicité de cette dernière. Les for-

mules d'addition se concluent de (4 0' P^^ ^^^ conséquences, obte-

nues en dérivant par rapport d u et ç :

P' Il

pii — pv

J)
(' — p u

en dérivant de nouveau par rapport à m, on en déduit

() p' u

Ou pu— pç

() p' ç

Ou pu — pv

p(u-^v)-^~p(u— i')^2pu .

p(ll-'^ç)—p{u~-v)

et, par conséquent,

p{ii -^ ç)= 1 p a — <) p' u — p' V

<)ti p u —
J) V

C'est une formule d'addition, mais dans laquelle figurent pu,

p' u, p" u-^ il faut pouvoir en faire disparaître pi' u et, pour cela,

connaître la relation qui lie
J3'?^

Qlpu. Or, en dérivant par rapport

à t^, on a de même
d p u — p V

p ( u -f- ( ) =:^ 2 p V — --'

J>"-J>

et, par conséquent,

ô p' u — p V () p' u — ]VvipU— — ''- ^ = 9.p t^ — — ^—
Ou pu — pç "

àv pu — j)p

Mettant à part, dans le premier mcmbrc_, le terme

<) p' V
__ p'u pV

.
au pu — pç ~ (pa — pçyz'
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on lui trouve son analogue, qui le détruit, dans le second membre,
en sorte qu'on peut écrire

ài( pn~pv pii — pv (pu~pçY

OU, en mettant j)'^/
^

au lieu de — et divisant par (j3w — j3rj,

p' Il d p'u _ ^
p"ç p'-2ç

^'

p " — p ^' d{p a
) p a — pv " '^

'
( p il — p Vf ^ {pu — pv )'

'

Intégrant les deux membres par rapport à la variable pu^ et dé-

signant par a une constante encore inconnue, nous aurons

—\(pu-\~a)-\ -J
'

\P" — J^^V pu-~pv (pu
p-^P

OU bien, en chassant le dénominateur,

p'2 «, r^ 4 (p îi — p (; )2
( p u + a)—1 p" V ( p U - - p P ) -:- p'H-

.

Ici (• est une arbitraire. On voit donc que p'-u est exprimable

par un polynôme du troisième degré en pu. Pour préciser ce

polynôme, on observera que Tune des propriétés de du donne,

pour u infiniment petit, les développements

r
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Équation à trois ternies.

La formule, que nous venons de reconnaître caractéristique,

entraîne, ainsi qu'on l'a déjà reconnu pour un autre exemple en-

tièrement analogue (IV, ?.3), la conséquence

i (jia — b) :j{a -}- b) 0^(0 — d) a'(c -;- d)

(43) } -\- ^ (b -~ c) :>- (b -^'^ c) (fia- - d):f(a- d)

[ -i- j' (c — a) a" {c -+- a) a'(b — d) a'{b 1- d) -~ o.

On obtient cette dernière, rappelons-le, en ajoutant membre à

membre les produits deux à deux des termes de six équations

semblables à l'équation (4^); elle résulte de l'identité

(A -- B)(G — D)^^-(B -- G)(A — D) --
( G — Â )(B — D) ^: o.

Inversement la relation (43) permet de conclure la précédente

(42), moyennant la simple hypothèse d' o = i. Qu'on y suppose,

à cet effet, d infiniment peu différent de c, on voit d'abord que a*

est une fonction impaire; car la première ligne représente une

quantité nulle, et les deux autres se réduisent ensemble à

Cj(b — c) :f(b-\-c) :f(a -!- c)[a'{a — c)-- 3^(0 — a)],

qui doit être nul. Ceci admis, l'hypothèse d infiniment voisin de c

donne une conséquence nouvelle si l'on égale à zéro la dérivée

prise par rapport à <^ et qu'on y fasse ensuite d= c. Désignant

par ^u la dérivée logarithmique de du, nous aurons ainsi

— a" {a — b) a'(a -T- b) Ci (2c)

-!- a'{b — c) (j{b -^ c) a'(a — c) :j{a-^ c)[— ^(a— c)-- ^(ff- -^ c)]

+ a'(c — a)a'{c -- a) ^{b — c) :f{b — c) [— Z(b— c)-h ^,(b -— c)] — o,

ou bien

(fia-h b)a'(a — b)

c^{a^ c) :f{a— c) a'(6 -H c) a'(6 — c)
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Faisant maintenant converger c vers zéro, on a

liin — = —^ ^Xla= -r— \Q<^:ia.

Ilm ^ — ^ '- = -—.\o<r:^b.

Donc

— — z=z —-^logO'a ry-lOi^j'Ô.

Ainsi la belle propriété qu'exprime la relation (43), connue

sous le nom à''équation à trois termes, caractérise la fonction du
et permet de remonter à la définition de pu. Nous ferons bientôt

usage de ce fait si important (Chapitre VIII ).

Les fonctions j'i t/, 3^2 u^ o'a u.

Soient /:>, q deux entiers, dont l'un au moins est impair, et po-

sons

Gi — pM —- qhi'

,

'^ ~ /> "Q -H <7 'l' ;

w, w', r,, 7/, dans le cas A << o, seront remplacés par co,, 0)3, y,,, 7j;j.

La relation (3^) devient ici

- im 1 — — (— |)f/'4-l)(<74-l}g2rj(îi+tb) — g2rj(«^+to).
:^ Il

Par le changement de u en (?<? — w), on peut l'écrire

j ( W — «
)

e-'^^" j'( w H- m) — e^/f 3'(^trj — 11^

Pour déduire de là une fonction dont la valeur correspondant à

u = o soit purement numérique, il convient de diviser par cî'â).

Ainsi s'introduit la fonction

fonction paire, égale à -h i pour u = o. Il j a en tout trois fonc-

tions différentes comprises dans cette définition: c'est ce que nous

allons reconnaître.

Soit w, une autre demi-période, déterminée par deux autres
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entiers/?, et q^^ mais /?, de même parité que/?, </, de même pa-

rité que q. Soient

p—p\^~'^Pï, q — qi^-'-qt,

di^ piM — qi Lu', YJi - /?! r, -H ^1 r/,

w — toi — 2 W2 — -lipitù H- ^2 W ), r< — fji — 2'^2 " '^{Pï'^i
-"-^ ^lifl')'

On aura

Le signe riz a été mis pour (— i)P&'h+Pi9i. Faisant u =^ o, on a

de même
c'a) = r- o'wi e2-?,,(fOi+a),).

Divisant membre à membre les deux dernières égalités , on ob-

tient

a'(cô -h u) 3'(û)i -f- u) ^~
_ ;— _—: _ g-r^nli^

D'ailleurs

Donc

(j oi cr'wi

On voit donc que dr^u ne dépend pas des valeurs absolues des

deux nombres/?, q^ mais seulement de leurs parités. Il y a donc en

tout trois fonctions c'a?^, savoir

a' ( oj -i- Il )

a' co

quand p est impair, q pair ;

G' ( co -H (.0
)

quand p et q sont impairs ;

(»-'' -") ,_„^,,„^.^^,

quand p est pair, q impair.

Ce sont trois fonctions paires, se réduisant à l'unité pour

M = o.
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Expression des quantités \/p a — e^c par les 3'.

La formule suivante, déduite de (12) par la supposition

j ( 0) — u) 3' ( w — u) e-'ô" a'iCù -h II) eV^ a'
'' w — ti

)

P" — P'
3'2ii.3'2w C>'2î^. 5-2(0

peut être écrite

' ii\''i

P II — P w 7 u

Convenons de désigner aussi par e^^ l'une quelconque des trois

constantes e,, e-^^ <?3, avec le même choix de l'indice que pour

CjaWj et nous aurons, en extrayant la racine carrée

/ -• a ^*

Q U

Les trois radicaux y/j3 ;^ — e^ s'offrent donc comme dépourvus

d'ambiguïté, avec un signe toujours déterminé.

Prenons, par exemple, le cas du discriminant positif, et suppo-

sons u réel. Alors ^211 et d^u ne deviennent jamais nuls; ces fonc-

tions sont donc toujours positives, puisqu'elles sont égales à + i

pour ?< = o.

Pour s*, w, il j a, au contraire, les racines w = (2/?i + >)w, en

sorte que d^u est positive entre — to et -H (o, négative entre w et

3(0, Quant à a'w, cette fonction est positive entre zéro et 2to,

négative entre — 2(0 et zéro, entre 2co et 4^^ ••••

Les racines carrées \Je^ — ^3, sje^ — <?3 étant extraites positive-

ment, nous aurons ainsi (Ghap. II, p. 45)

a'3 u

cn{ii y/ei— 63)= ^^J— ) ( iiKxl k = ^^ ~

j x IL /

Diverses expressions des quantités /^i— e-i et s/e^ — e-iS e^

Considérons les trois radicaux y/pu — ea, désormais dépourvus
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d'ambiguïté

/ j'i u e -''(" o'fto -^ u) en" 3'(co — u)
K/pii— Cl—- = =^

, z!^u e-"0"" i'(co" -+- ?0 eV"-^{Ki^' — u^ \ oj" ^ w -,- co'

v/])w— eo ~ -T— — 3

—

-ir~z ~
~L
—;;~: ^

^ ' -^ u -j iM . :: a -^m . :jII
i r/ = r,

j;^ u e-'''t' " 3'
( to'+ u) e<'i '^ a'(ùi' — u)

\/pii — 63

Prenons successivement pour u les trois demi-périodes, en lais-

sant de côté dans chacune des relations la demi-période qui rend

nul le premier membre. Nous aurons ainsi :

1° En faisant u = co dans les deux dernières,

yei — e.
J9W e"0"(»>jtL)'

y/ei — ^3

7 Lu o OJ . j CO

7'iO) e-'^i'^ a' 0)"

W TtO . TtO

et de là, en multipliant membre à membre et extrayant la racine

carrée,
1

2" En faisant u = txi" dans la troisième et la première ou, si

nous voulons, en permutant circulairement les indices i, 2, )

et les accents o, 11, i,

en(à"7ix>

^e,-
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En comparant les deux déterminations qui s'offrent ici pour

deux radicaux, tels, par exemple, que y/ej — Co et \le-i— <?,, nous

voyons qu'elles sont reliées ainsi

; \Jei
— e^-z^ -\- i ^ e-i

— e^-

/ei— 63 = --- i^e-i— e,'

v/e,-
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est réelle et positive. C'est, au facteur o'co près, 3*, (iY). Gomme
Cîst une fonction paire, d^^it) est réelle; de plus positive, car

elle l'est j^our ^ = o, et ne s'annule pour aucune valeur réelle de t.

En supposant it = to', on voit que d<jy" est le produit d'une quan-

tité positive par l'exponentielle e''"^'. Par suite, à un facteur positif

près, le second membre de (45), abstraction faite du facteur y//,

se réduit à une exponentielle dont l'exposant est

- Cow + r/{jO'

D'ailleurs /jW et t/co' sont réels, donc e' est réel et po-

sitif. Le second membre de (4")) est donc le produit d'un facteur

positif par sji et pare '*

. 11 est donc réel et positif si l'on prend
iTZ

Dans la troisième série, nous aurons de même
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en fonclion de e,, ^o, e^. Dans le Ghap. YIII, nous les considé-

rerons d'un point de vue justement opposé.

Ces mêmes relations entraînent une conséquence qu'il faut re-

marquer. Si l'on considère l'identité

T ^2— e^

(ei— e2)(^i— t'a) (^i— e2)(ei— e3)(e2— «3)

et les deux analogues, on conclut

o,

par conséquent,

/ rio V / 'ft'

^'
,\ { T." M" ,,Y

(47) \e ^ ^^'V '^ V ^ ^^/ "^ \^ ^^"^
' ^ °-

Les trois formules

/

s/ei— e.2 sje^— e^ =

yei—e^ \/e2— e^ =

donnent les trois produits des racines quatrièmes exprimés par

ces trois quantités U, U', \}" . On peut, par ces mêmes quantités,

exprimer les trois racines carrées. Il sera aisé, en effet, de vérifier

la concordance des formules suivantes avec celles qui ont été

données d'abord

'

I -T 1''

é'2
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formules fort simples, relatives à l'addition des demi-périodes

pour ces fonctions. Il y a quatre fonctions c^ et trois demi-périodes,

donc douze formules ; mais nous les résumerons toutes dans trois

seulement. A. cet effet, nous désignerons par w^, top, tOy trois

demi-périodes, ayant zéro pour somme

tOjxH- (03 -h Wy — o.

Nous poserons, en outre,

Ua:
OaWa

et de même Up et Uy désigneront des quantités analogues; par la

définition de c'a w, on peut écrire les deux formules suivantes :

Dans l'égalité

a" {il -{- M^)= eA'y c;'top a'p ii,

qui définit a'p, changeons u en u + w^, et remplaçons (0^+ w^ par

— coy, o'top par son expression au moyen de Up; il viendra

Ylawj

Comparant cette dernière égalité à la première ci-dessus, où l'on

changera a en y, on aura successivement

'("-'>r)u,^y^,

r)3W3+|Y)vW..,

a'(a — coj/) = —

Up a'p( W -4- Woc) -rja(«+-5 Wa) _ - 2r,a.Wa-/l3<
— C ^ ' —— c
Uy c'y ^^

En vertu des égalités

COaM- Wp-f- Wy=r o, Tja-f- Tjp-f- r,y=:o,

l'exposant de e, au second membre, se réduit à ^(r,gj(o^]
—

'^1,3^^).

Soient

Wa=/?aW -h ^aw', wp = /?p w -f- ^^ w',

on en conclut

^iawp — r;j3Wa= (/?a^^ —7^^^a)(^iW'— r/co) z:^ {p%q^— P'^qtx) —'
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Soit, pour abréger

(a3) ^pr^q^^ — pyi-x.

Les trois formules d'addition des demi-périodes s'écriront ainsi

(43)
|^.(«:ha>,).:,e l

Y,'"'

Par rechange des indices a, ^3, y, ces trois formides donnent

toutes les autres. On doit remarquer que les six nombres entiers

ttds que (a, P) se réduisent à deux, égaux et de signes contraire^-,

parce que les trois entiers/? ont zéro pour somme, comme aussi les

trois entiers q. De là résulte

(a?):-(|3Y)-(Ta)^-(?a)^^-(Y?)^--(aY).

Si, de plus, comme on doit le supposer, les trois demi-périodes

sont différentes (aux périodes près), l'un, au moins, des deux en-

tiers /?, q^ dans chaque couple, doit être impair, et (aj3) est un

nombre impair. Cet entier (a^) est égal à ±1, si les trois demi-

périodes, aux signes près, sont to, to', w".

Expression de j)'?/ par les 5'.

La fonction j3'« a une expression remarquable parles fonctions a*.

D'après la relation

p' u = zi /( p u — ei) (p II — e, ) {p II — 63),

il apparaît que p' u est le double produit des trois quantités

'^-^^j mais avec (luel sii^ne ? Il suffit de considérer la valeur u = o,

pour reconnaître que ce signe est négatif. Ainsi

, , ^ , :fiu. j'o?/. J3 II

(jo) p 11 = ^1

Multiplication de l'argument dans s'i^.

SI, dans la formule (12),

, . , :f(v -•- II) :f(v — u)
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on fait tendre v vers u^ après avoir pris les dérivées dans les deux

membres par rapport à r, on obtient

(52) p^^. -___/.

Ce résultat, comparé au précédent (5o), donne cet autre

(53) (^{^it) ~ T.a'iu a'^ii cjsii cfii.

Si l'on remplace ctt u, o'o^^, '^iif, par leurs expressions convena-

blement choisies, on peut encore écrire

, ^^ ^ , . 1 :f(u — m) a'(u -h lû'-h m) a'(u — tù')a'u
(53a) a'{2u)^ ^ —'

_,, ,.' ) ;

a^coa^((o + w)cj^w

les exponentielles disparaissent quand on prend ainsi les trois

demi-périodes, de façon que leur somme soit nulle.

Cette formule de duplication de l'argument dans du peut être

aisément généralisée et étendue à la multiplication par un entier

quelconque. Dans (5i) faisons v =^ iiu^ nous aurons

a' ( /i H- I ) w cïin — i)u
p (nu) — 1) u = — ; ?
•^ ^ ^ '' a'-i{nu)a'Hi

résultat que nous écrirons ainsi

..,, , . a'(n-^i)u :f(n — i)u. [(:fu)"'']-^

Si nous le comparons à la formule de multiplication (IV, i4)

(54 «) P nu — p u -~

nous ne pouvons manquer d'être frappés de la ressemblance des

deux formules : elles coïncident si l'on assimile l'une à l'autre les

deux fonctions

Or les valeurs initiales, pour l'une et l'autre, sont les suivantes

(52 et IV, 7) :

^ u

I / \ f
a'(2u)

,h{u)^- — p u, -^/ = — pi'-
o * u

Les deux fonctions coïncident donc pour les indices i et 2. Si,
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dans les formules (54) et (54«), on suppose n^=i 1, on en conclut

que les fonctions coïncident pour l'indice 3 ; en supposant ensuite

/?= 3, on voit qu'elles coïncident pour l'indice 4, etc.. Donc, gé-

néralement,

(55) ^n{u) =
(o-îO"'

Supposons d'abord n un nombre impair. Les /li*^'"^^ parties de

périodes sont en nombre [n-— i), distinctes entre elles, à des pé-

riodes près. On peut les partager en deux groupes ; chacun des

groupes est composé des éléments de l'autre groupe changés de

signes. Alors a, <2,. ... étant les éléments d'un de ces groupes en

nombre ^(/i-— i), la fonction '\,i{f-t) est un polynôme entier en p;^,

savoir (IV, i3) :

<^n{u)^- nipii— j) « ) (p if — p ai ) . . .

.

ce que nous pouvons écrire, à cause de (5i);

j{u ~\- a) :f{u — a) :j{u -^ ay) :f{u — «i") i :f(nu)
•}«(^^) (—a) cfai 3'(— ai) (a'u)"-^-^ {j'u}''-

Nous avons donc

3'(i^H-a) 3'(w — a) a'{U'~ai) a'{u — ai)
a' (nu) = n :f II

'(— rt) 3'(ai) :^{—ai)

Si nous modifions chaque terme ^ ^ r^
—

- en remplaçant b par

Z> -f- 2 0), ce terme se reproduit multiplié par l'exponentielle e-'"'".

Si nous choisissons les divers w de façon que leur somme soit

nullc; la somme des y, correspondants sera nulle aussi. On peut

donc généralement écrire

(j6) :f(nii)-^ n:fu —-— -^-—^ -'•',
^ j« a^ai

a, ai, ... reproduisent, à des périodes près, les /^''°^'^^ parties de

période, en nombre {n- — i), et sont choisies de façon que leur

somme soit nulle.

T-' 11- •
. 1 • — '^'\'ti(tf-) .hn second beu, si n est un nombre pair, —

—

]
—^—

^ est encore un
' ^ p'ii

polynôme analogue, du degré —^

—

-, en j)^^. Par les mêmes consi-
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dérations, on peut écrire ce polynôme sous la forme

^ {u -'r- a) :ï{li -}- «i) 1

ii:f u —

En le multipliant par

p' u a'{u — m) j
(
u -+- M -'- Lu' ) a" {a — m'

)

2 a'(— to) a'(co-r-co) j(— to) (j'w)^

on obtient en définitive, pour ce cas encore, la formule (56), dé-

montrée ainsi en toute généralité.

Intégrale complète de la fonction ^ (*).

On rencontre fréquemment, dans les applications, les deux inté-

grales définies

'--' (\ • ri

dans lesquelles v est quelconque, réel ou imaginaire. Au cas

A << o, to, Lu' désignent Wo et to'^. Nous avons actuellement les élé-

ments nécessaires pour déterminer avec précision ces intégrales,

qu'on appelle complètes parce qu'elles sont étendues à une pé-

riode entière.

Considérons la seconde. L'intégrale indéfinie nous est connue,

c'est - loga'(m 4- v). L'intégrale définie est donc

r , j (aco'-f- p) I
, r . ,,-log-A_^ == log[-e-2V(.+a)',']

l ~i y V

mais elle comporte une indétermination qui est dans la nature du

logarithme, en sorte qu'on a

2 0)'

^(m + v)du --= — iir/{v -+- w') -t- (2/1 -4- 1)11;X
le nombre entier n est à trouver. A cet effet, prenons la quantité

(•) V'oir la même question, sous une autre forme, traitée par iM. Ilcrmitc :

Sur l'intégrale elliptique de troisième espèce (Comptes rendus des séances de

l'Académie des Sciences, t. XCIV, 1882, p. 901).
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conjuguée: supposons r = rt+/a; en ajoutant les deux conju-

guées, nous aurons (/y/ étant réel)

2(0'

1

J'

[t,{a -h iy. -h iu) -{- l{a — ix — iu)]dii = - - i^ ir^' a -]- '1(2 n -\- i) -

.

Changeons la variable sous le signe d'intégration, en posant

a + z< = P; il vient

2f«)'
an—r-

f [^(a-^t\8)-^^(a — i3)]t/p = _ 4 tV/a -4- 2(2/1 -f- i)t:.

Le premier membre est, suivant les notations du Chapitre V,

*ï»(^^,a4-^j — *(a, a),

et c'est une quantité dont l'expression explicite a été trouvée.

1° A>o.

Faisant dans (V, 68)/? = i et remplaçant 4>(<f^, to') par son ex-

pression (V, 64), on a

* ( a, 7.-+- ^-T- \ — 4>(a, a) — — ^ir^ a -^ 2(2/?! -J- i)r,

2 /?2 co < a < 2 ( ;?i -^ I ) to
;

nous excluons le cas ou a 'serait une période, car alors l'intégrale

cpie nous considérons n'aurait pas une valeur finie.

Voici donc l'intégrale demandée

( F )

\

\ p = « -f- f'a, 2mw < « < 2(/?i -f- i)w /

L'autre intégrale se déduit aisément de celle-là. Prenons la con-

juguée, et mettons en évidence la fonction Ç au lieu de w, avec les

constantes qui s'y rapportent, savoir

Nous déduirons ainsi de (5-)

f C( u -\- y.-\- ia)du — 2r^(y. -1- lô -4- ia) -— (im -i- \)i-.
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Revenant mainleniint à ^, échangeant a et a, nous avons la

formule

(58) <

''
,

>
^>o.

(; = a -f- ? a, 2 /?i — < a ^^ 2 ( m -4- 1 )
—

2° A C o.

La seule différence qu'il y ait entre ce cas et le précédent pro-

vient de la différence entre les expressions (64) et (65), obtenues

(Gliap. V) pour <ï> (a, ^V On voit donc immédiatement l'exacti-

tude des résultats suivants :

2 (.) .>

(50) Mo
(
^ < ''

I
ç=za — i a, z = — I si (

2

m — i) Wj < « < 2 m coj l

I £ — -h I si 2 /n CO2 < a d'^in -'-
i ) '02

(60) { ç = a-{~ 17 £^— I SI (2m — i) ^ < oc < 2m -^ /
A < o.

£ = ^- 1 SI 2 m —.' ^ a < (2 m -: \) -v-



202 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.

CHAPITRE YII.

DÉCOMPOSITIONS EN ÉLÉMENTS SIMPLES ET EN FACTEURS.

Préambule. — Décomposition des fonctions elliptiques en éléments simples. —
Coefficients de la formule de décomposition. Résidus. — Intégration. — Inté-

grales elliptiques. — Expression des fonctions elliptiques en produits de fonc-

tions a'. — Proposition réciproque. — Théorème d'Abel. — Addition d'argu-

ments en nombre quelconque.— Expression de 4',, ( u ) sous forme de déterminant.

— Fonctions analogues à snw, cnii, dnu. — Relation générale entre des produits

de fonctions r. — Fonctions doublement périodiques de seconde espèce. —
Multiplicateurs. — Décomposition en éléments simples. — Exemple de décom-

position. — Développement des fonctions de seconde espèce. — Autre exemple

de décomposition. — Cas singulier des fonctions de seconde espèce. — Cas

où les multiplicateurs sont des racines de l'unité. — Deuxième méthode pour

le développement des fonctions de seconde espèce. — Développement de

suivant les puissances ascendantes de u. — Développement de ^a.^.

Préambule .

On a vu, dans le Chapitre précédent, la théorie des fonctions

elliptiques s'élargir tout à coup et se simplifier singulièrement :

c'est l'intervention de la fonction du, qui produit ce changement

soudain. En un petit nombre de propriétés simples et frappantes

et une seule formule (VI, 12), toute la théorie se résume. Le Cha-

pitre actuel mettra mieux encore en évidence la force de ces élé-

ments fondamentaux. On y verra, pour toutes les formules, leur

liaison d'être; on y apprendra, en quelques pages, ce qu'il importe

le plus de bien savoir pour faire facilement les applications.

Décomposition des fonctions elliptiques en éléments simples.

Le but de la décomposition est d'abord de mettre les fonctions

rationnelles de J3« et p'w sous une forme propre à l'intégration.

Mais on s'apercevra que cette décomposition a, par elle-même.
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une importance considérable, comme il arrive, en Algèbre, pour

la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.

A cause de la relation p'-u = 4p^u — g'-ipi^ — g^-, toute fonc-

tion rationnelle de pu eip' u peut être réduite à la forme A-f- ^p'ii,

dans laquelle K et B ne contiennent que pu.

En considérant pu comme une variable ordinaire, on peut dé-

composer A et B en éléments simples, ainsi qu'on le sait faire pour

toute fraction rationnelle. Les éléments simples se composent de

termes entiers dont Ja forme générale est a[puY^ et de termes

fractionnaires ayant la forme 7 ——-: les coefficients tels que a,
-^ (pu — et)''' 1 '

a sont des constantes, les nombres tels que n des entiers positifs.

La fonction B p' u est immédiatement intégrale; car, si l'on sup-

pose B ^--^ F (pu), et que ri(jo) soit l'intégrale indéfinie de F(^),

l'intégrale, par rapport à u, de p'uF(pu) est ^J(pu). Cependant

nous ne conserverons pas cette forme.

Considérons d'abord les parties entières des deux fractions A
et B. Nous allons les réunir en une somme de termes, tous de

même forme, constituant une première partie des éléments simples

de la fonction A -i~Bp' u.

Par les relations successives

P'"
-- I2PP',

p'^---I2(pp"H-J3'2)== l2(lOp3— |^2P— ^3),

p^ -r 36(iop2— |^.,)p',

p' ' - - 36 ( 1 4op4 — iS gi p2 — 20 ^3 P -^
4 ^i ) • • •

,

on peut exprimer toute puissance de pu, d'exposant entier positif,

en fonction linéaire de jjw, jV^?^, p^^u., P^'^^h • • • 5 ainsi

'''--'l {
I /,))" 3

On peut aussi exprimer les produits de ces puissances par p' u^
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en fonclion linéaire de p' u^ p"^
^^i J^^'''- • • 5

ainsi,

PP'=~P"'^

D'après ces relations, les termes entiers de Bp'n prendront la

forme d'une somme de termes tels que ^ p^-'^+'^(/^). De même, les

termes entiers de A prennent la forme d'une somme de termes

y. p^-^\u). Ainsi, dans la fonction rationnelle A+ Bp'u, sans dis-

tinction des deux parties A et B p'u, nous avons d'abord une somme
de termes cp'-'^\u)

G — Co+ Cl p II + 0-2 p' U -T- C-i p" U H- C4 p'" Il -+-... .

Envisageons maintenant dans B et dans A les fractions à déno-

minateurs du premier degré Comme il existe toujours,

on l'a vu Chapitre II et III, des arguments ç répondant à pr = a,

on peut écrire cette fraction sous la forme — D'après les
i

^
P u — p P i

relations (p. i38)

i{u-\-v)^i:Xji— v)—2tti- -P^*

(0 { ^;i"^'

nous pouvons écrire, pour A, tous les termes analogues sous la

Ibrme d'une somme de termes tels que /q -^ ^[^('^+^0^—^s("— ^Oj^

r variant d'un terme à l'autre; d'ailleurs /q peut être réuni à Cq, et

il ne reste que des termes /Ç(?^-l-(^) — / Ç( « — <^'). Pour B j)'«,

nous aurons des termes tels que l' "^(u -\- ^'')H- l' K{ii — ^')— '^ l' Ç if-

Tous les termes analogues de A et de B p' a., étant réunis, fournis-

sent une somme L, dont la forme est

L = /, ^^u - P,) -i- ^2 'Jji-v,) -;- /:, ^(u -- ^^3) . . ., ,

et où la somme des coefficients est nulle

Il -- /, -'^ h -'-
. • . ^ o,

comme cela a lieu pour chacune des parties l^{u + ^)— ^K{^^ — ^')

et /' Ç(?/ + ç^')+ l''C{u — r') — 2 /'Ç-w, provenant de A et deB p'u.
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En cl ilïeren Liant, par rapport à c, l'une et l'autre des relations

(i), on obtient

p'vp'u
/ \ / \

\ {pu — ^vy- '^ pi^ — p^

Il en résulte que les fractions, à dénominateurs du second

degré, dans Bp' u et dans A, fournissent des termes

M =^ m
Y p {u — ^^1 ) :- f^ii p{ii — ^'i)

-^
. .

.

,

avec d'autres qui viennent se réunir, soit à la somme G, soit à Ja

somme L.

En diffcrentiant encore les relations (2); par rapport à v, il est

visible qu'on obtient, pour les fractions à dénominateurs du troi-

sième degré, des termes

IS ~ nyp'{iL— Vi) -'- n.2p'(u — Vi) -- . . .,

avec d'autres qui se réunissent aux précédents, et ainsi de suite.

Si l'on observe maintenant que les termes de G peuvent être

réunis avec ceux de M, de N, ... en supposant dans ces derniers

^', := o, . . . on voit qu'en définitive :

Théorîîme 1. — La décomposition d' une fonction rationnelle

de pu et p' a peut être faite sous la forme d'une somme de

te/-nies L -i- P

/ h- Il H^iii — vi) -1-/2^(1^ — ro)-^- h r(î« — (^a)-..

(3) (/,+ /,-;- /,...^o),

( P ^ c L mp^'^Hu — v).

11 existe une exception à l'analyse précédente, sans qu'elle em-

pêche la généralité du résultat. Gette exception provient des frac-

tions à dénominateur pu ^ e\\ car, si l'on fait pv = e\^ p' ^> sera

nul, et plusieurs des formules tombent en défaut. Mais la relation

p{u— w)j—ex= ! (À, 'X. V — I, 2, 3)

permet de remplacer immédiatement ces fractions par une partie



206 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.

entière dans A, en sorte qu'elles viennent se réunir aux termes P.

Quant à celles qui sont dans B, l'analyse précédente s'y applique

pour celles dont les dénominateurs sont du premier degré. Pour

les autres, on a

P i^

(p II— e}j" n — I du {pu — e)J" -i

I I d_

n — I [(e\— en){ei— ey)\"~^ du
\p(u- iùi)-eiY-K

Elles viennent donc encore fournir des ternies de P.

La proposition réciproque est presque évidente. Elle n'est à

prouver que pour la fonction L : Une somme telle que L, dans

laquelle les coefficients l ont zéro pour total, est une fonction

rationnelle de pu et p' u. On a, en effet, d'après (i),

•2 p U—pç

Puisque la somme des coefficients / est nulle, on voit dlspa

raître ^u dans la substitution, qui fournit cette expression de L

fonction rationnelle de pu et de p' u :

^ \i pu— pvi
' ^2 pu — pv.j.

Coefficients de la formule de décompositions. Résidus.

C'est seulement pour la démonstration qu'il a fallu successive-

ment préparer les diverses parties de la fonction rationnelle. Mais,

pour effectuer la décomposition, le moyen est bien plus simple, et

l'on peut déterminer directement chaque coefficient, pourvu

que Von connaisse les constantes v : ces constantes sont les infinis

de la fonction. Prenons, dans L, le terme l'Ç{u — p) et, dans P,

tous ceux qui contiennent ce même argument v ] nous compo-

sons ainsi la somme

(4 ) ]

(
-{-77lip'(u — V) -^- J71qP{u— V)-^ 11{U — V).

Si on la développe suivant les puissances ascendantes de {u — v')

on y trouve d'abord une partie où les exposants sont négatifs. A
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cette partie, chaque terme de (4) fournit un seul terme, et elle se

compose ainsi

(5) {

^

\

" "~ ' ^' " [u — v f
' '

' * (u — v f ' {u~v Y ' u — i-

Les autres parties de L et de P, développées aussi suivant les

puissances ascendantes de {u— i'), ne fournissent que des termes

à exposants positifs. Si donc on développe la fonction proposée

suivant ces mêmes puissances, et qu'on y retienne seulement les

termes à exposants négatifs, ces termes composeront l'ensemble (5)

et l'on aura, parleur moyen, tous les coefficients /, mo, /?^^,.... m^,

afférents à V infini (ou pôle) r.

Le coefficient / de la fraction du premier degré est le résidu

relatif à l'infini ç. La somme des résidus relatifs à tous les in-

finis est nulle, comme on l'a va. Il faut avoir soin de ne jamais

considérer comme différents deux infinis c, v^ dont la différence

est une période. D'une manière générale, les arguments sont con-

sidérés aux périodes près.

Le nombre (^ -|- 2) est Vordre de multiplicité de l'infini (ou

pôle) V : cet infini est simple quand l'ordre est l'unité : en ce cas,

il n'existe, pour ce pôle, aucun terme dans P, mais le seul terme

l^{u — ('). Le résidu / de la fonction F est alors la limite

de {u-— p)F pour u = c.

Intégration.

L'intégrale indéfinie de chaque terme, dans la formule de dé-

composition (3), nous est connue. On peut donc intégrer une

fonction rationnelle quelconque de pu et p' u. Pour les termes (4).

l'intégrale indéfinie est

( -[-/?iip(« — v) - ni^it{u — y) -- / loga'( ?^ — v).

Outre que cette fonction présente des transcendantes logarith-

miques, elle diffère encore, en général, de la fonction dérivée par

l'absence de la double périodicité. Quand on ajoute une période à

l'argument w, elle se reproduit augmentée d'une constante. Ef-
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fecLivcment, soil 2cô cette période : le terme — />2o'C(^^
— ^^) se

reproduit augmenté de — 2/no'V En outre, 'i[u — r) se reproduit

multiplié par — (^2r|(«-»+a)). donc /logc>(« — i') se reproduit aug-

menté de nog(— i)-|- 2/fi(w— (' 4- w). La somme des termes ana-

logues, puisque les / ont zéro pour total, se reproduit augmentée

de — 2T,(/, r, + /^.To . . .V Donc enfin l'augmentation de la fonc-

tion est le produit de ir^ par une quantité dépendant de la fonc-

tion seule, non de la période choisie. Si cette dernière quantité

est nulle, la fonction est doublement périodique, mais les trans-

cendantes logarithmiques la distinguent encore de la fonction dé-

rivée. Si, en outre, ces transcendantes disparaissent, alors l'inté-

g-rale est, elle aussi, une fonction rationnelle de pu et p' u. Les

conditions pour qu'il en soit ainsi consistent en ce que les résidus

soient nuls, et que les coefficients m^ aient une somme nulle.

Intégrales elliptiques.

On désigne sous ce nom les intégrales de fonctions rationnelles

de X et de y/X, X étant un polynôme du quatrième degré en x.

• Nous avons vu, au Cliap. IV, que x et \/X sont exprimables, à

la fois, en fonction rationnelle de pu et p' u. Si donc on prend u

pour variable, au lieu de x^ la différentielle ¥(^x, \JysS)dx se

change en <-T(j3W, p u)du^ et la fonction rf est rationnelle comme F.

Donc les intégrales elliptiques sont explicitement exprimables,

sous la forme que nous venons d'étudier, par àes fonctions cllip-

liques de la variable u.

Dans tous les anciens Traités, on procède à une réduction des

intégrales elliptiques, pour les ramènera trois e">/?èce5 caractéris-

tiques. Ces considérations ont de l'intérêt pour l'histoire des

fonctions elliptiques, mais, dans notre mode d'exposition, elles

sont dénuées d'utihté, tant pour la théorie que pour les applica-

tions et nous n'en parlerons pas.

Dans le cas particulier, signalé à la fin du paragraphe précédent

où l'intégrale de .T est, elle aussi, une fonction rationnelle Aq pu et

p'w,onla peut mettre sous la forme d'une fonction rationnelle de^

et de y/X. L'intégrale, en ce cas, n'est plus^ à proprement parler,

elliptique; elle s'exprime algébriquement. Les éléments du Calcul

intégral fournissent, on le sait, des moyens simples pour recon-
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naître ces cas. Nous n'avons pas à en parler ici ; il importe seule-

ment de savoir cjue l'intervention des fonctions elliptiques, loin de

masquer ces cas particuliers, ne pourra manquer de les faire dé-

couvrir quand ils s'offriront.

Un autre cas, bien plus intéressant, existe encore où l'intégrale

peut s'exprimer sans le secours des fonctions elliptiques. C'est celui

où d'abord les coefficients di^^ ont une somme nulle, et dans lequel,

en outre, la fonction soumise au signe logarithme est, elle-même,

rationnelle en pu^p' u. Dans la somme des quantités analogues

à (G), la partie logaritlimicpie estlog[a'(;^— ç)Y [^ {u — ^'0]^'* • • •

C'est un produit de fonctions a*, avec des exposants quelconques.

J^'étude des cas où ces produi-ts sont des fonctions rationnelles de

pu dp'a s'impose donc. Mais ce n^estpas seulement pour les inté-

grales elliptiques qu'elle importe ('). Nous allons j trouver un autre

mode caractéristic|ue d'expression pour les fonctions elliptiques,

aussi important C[ue la décomposition en somme d'éléments

simples : c'est la décomposition ç^n facteurs.

Expression des fonctions elliptiques en produits

de fonctions z!

.

D'après la formule fondamentale (VI, 12),

j'(?« -f- p) ziiu — (')

p u— p V ^ — — ,

^ ' IL. ^ - V

lout polynôme entier en pu^ étant le produit de facteurs j^;^ — P^i>

p u — p^'^l^ • • • ,
peut être mis sous la forme du quotient d'autanl

de facteurs ci{u -\- v)d{u — v) et de {iu)-"y le tout à un facteur

près, indépendant de u. Le 'quotient de deux polynômes entiers

vv\ pu, c'est-à-dire toute fonction ratiomielle en pu, peut donc

être transformé en fraction de la forme

11 peut y avoir des zéros parmi les ('<, Co, • • • , <'^, <'.,, . • • • H y
autant de facteurs au numérateur qu'au d 'nominatcur.

(') Dans le second volume de cet Ouvraj^c, on p rlcra plus amplement de ces

iLcgralcs, nommées pseudo-elUpli'jueî.
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La fonction p' u a déjà été représentée sous une forme analogue

(VI, 5o)

P" =
a' ( z/— to ) 3' ( ?/ -^ w -^ 0)' ). cf{n — oj'

)

c'a), j'co'. 3^(10 -T- w') o'?^. '^ u. (j II.

Ici il y a trois fonctions d à chaque ternie; à chacune a'(f^ + r)

ne correspond pas, comme dans la formule précédente, la conju-

i^uée d{u — ç). Mais les trois arguments, tels que r, au numérateur,

sont co, w', — (to + to'), et leur somme est nulle.

En multipliant par p^ z^ une fonction rationnelle de pu seule-

ment, on obtient donc aussi le quotient de deux produits de fonc-

tion d. Ces deux formes sont, toutes deux, des cas particuliers de

la forme générale suivante

comprenant autant de fonctions a* en numérateur qu'en dénomina-

teur, avec cette condition, en outre, que la somme des zéros est

égale à la somme des infinis

^'l -f- (^2 • . . -^ t^/i = ^'l
-^ ^2 -^

• • • + ^'n-

Grâce à cette dernière condition, la fonction /(?<) est double-

ment périodique. En effet, si l'on change u en zf -f- 2 w, cliaque d

se reproduit, multiplié par le facteur =b (?2r,(?i-t^+(b)^ j^^ fonction

f{u) se reproduit donc multipliée par une exponentielle dont l'ex-

posant est

[u —
<'i

-^ CÔ -^ u V.y -" CÔ -4- . . .
-^ U — V,i -J- W ~|

/ ' ~ X / r ~ X , . , = o.— {u — Pi W) {u — V.2 -hCO ) ... — {u — ^/i H- (-0
) J

Il est naturel de rechercher si f(u) n'est pas une des formes par

lesquelles on peut représenter toute fonction rationnelle en pu et

p' u à la fois. C'est ce qui a lieu, comme nous allons le montrer.

Considérons d'abord un polynôme entier en pu et p' u. Il peut

être mis, on l'a vu dans ce Chapitre, sous la forme

Envisacreons la fonction -pr;—:• Elle devient infinie, soit pour

F(w)i=o, soit pour u = o, A l'égard de ce dernier infini, les

parties principales de ¥\u) et de F(?/), pour u infiniment petit,
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sont respectivement celles de cp^"^(u) et de cp^'^'^^ii). Le résidu

est donc le même que si Ton bornait F(ii) au terme p^'^~^\u) ou,

plus simplement, si l'on prenait, au lieu de F(;^), la fonction

—j—^' Le résidu est donc — (n -[- i). Quant aux racines de F(z^),

il en est ici comme si F(w) était une fraction rationnelle; chaque

résidu est égal à l'ordre de multiplicité de la racine, et chaque in-

fini est simple. Si donc Pi, i^o-, • • • sont les racines de V(u), dis-

tinctes, àdes périodes près, avec les ordres de multiplicité [jl, , ijio, ...,

les résidus sont lk^, |jlo, ....

En appliquant à le théorème de décomposition en éléments

simples, on a donc

(6) "fTo)
""^"^ l^iC("— (^i) + I-«-2C("— ^a)-^.-. — (/i-i-[)a«;

d'où l'on voit d'abord que la somme [^j+ [jio • - • est égale à (/i 4- i

puisque la somme des résidus doit être nulle :

(7) [J-i-f- |J.,-^... == /l-HI.

En prenant les fonctions

logFiu)

et

c — [J.1 log a'(w^ (^1) -^ [J.2 log a(M — (^2)+ . .
•— (/i -T- i) log j«,

dont les dérivées reproduisent les deux membres de (6) respecti-

vement, puis, passant des logarithmes aux quantités, on obtient

l'égalité

(8) F(»)=.Aa^-.r-^"-^'^1^-'^<"-'--^1^----,

où A est une constante. Mais la double périodicité de F(;^) va

nous permettre d'établir que c est nul et que r^ Co^ • • • sont liés

par une relation.

En effet; si l'on change u en u H- 2to, suivant un calcul déjà fait

plus haut et d'après la relation (7), le second membre se repro-

duit, multiplié par une exponentielle dont l'exposant est

Cette exponentielle se réduit à l'unité, puisque F(;<) a la [)ériode
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2(o; l'exposant est donc un multiple entier de 2/7:; ainsi, m étant

un nombre entier, on a

2 C CO — 2 ( [Jt-i Cl H- fXo «^2 -^ • • • )'^i = "^^^ ^'^•

Semblablement, avec l'autre période, on aura

2 c w' — 2 ( y-i (-'1 -f- ;jL2 1^2 --•••) ''i'
= ^ '^^' ^ '^•

Multipliant la première égalité, aux deux membres, par — oj', la

seconde par to, puis ajoutant et remplaçant r^co' — r/co par—,

divisant enfin par ît:, on obtient

[ji-i Vy-\- {i-i.v-i--- . . . =; iniLù — iniLù'

.

Cette relation exprime que la somme des racines de F(?^), cha-

cune comptée autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de

multiplicité, est égale à une période, ou, en d'autres termes, est

égale à zéro, sauf une période.

Chaque racine v^, ^o?--- n'est déterminée qu'à des périodes près;

altérons l'une d'elles d'une période de manière à réduire la somme
des nouvelles racines à zéro. Par exemple, écrivons, au lieu du nu-

mérateur du second membre de (8),

Cj^u — Pi— inux)' -\- im'o)) [:j'{u— Pi)]Hi~i [^{i^ — ^'•2)]^-'

A cette altération des racines correspond simplement un chan-

gement des constantes c, A, puisque l'on a

:^( u — Pi— 2mo)' + ijn'io) =± c;'(?i — ^^j
je(2w'vi-2mr/)(u-(^,-+-/«(o-m(o').

il est donc établi que l'on peut supposer dans (8) la relation

Mais, s'il en est ainsi, les deux relations trouvées tout à l'heure

se réduisent, pour la nouvelle constante c, à

2Cto = ijnir.,

cl leur simultanéité exige que c soit nul, to' et co ne pouvant èlre

j)roportionncls à deux nombres entiers, puisque leur rapport est

imaginaire. Ainsi (en mettant n, au lieu de n -\- i):



CHAP. VII. — DÉCOMPOSITIONS EN ÉLÉMENTS SIMPLES ET EN FACTEURS. 2l3

Théorème II. — Toutefonction entière de pu et p' upeut être

écrite sous la forme

le nombre des fonctions d au numérateur est égal au degré n

du dénominateur, et la somme ^, + ^2-1- ••+ ^ndes racines est

égale à zéro. Quelques-unes de ces racines v^, Po, • • • peuvent

être égales entre elles.

Prenons maintenant une autre fonction entière analogue F^{u)

(^{u — v\) a'(u — v'^J...:^( u — p;„)

Il peut se faire que quelques ç' reproduisent quelques ç et dis-

paraissent dans le quotient j^-y~' De même aussi, les dénomina-

teurs (ju disparaîtront ou subsisteront, soit en numérateur, soit en

dénominateur, suivant la grandeur de la différence {m — jî).

Quoi qu'il arrive, le résultat sera toujours conforme à l'énoncé

suivant :

Théorème III. — Toute fonction rationnelle de pu et p'

u

peut être écrite sous la forme

le nombre des fonctions zt en numérateur est égal au nombre

des fonctions d en dénominateur ^ et la somme des zéros est

égale à la somme des infinis

Pl+ ^2 -^ • • • -T- t'/i = P'i -+- ^2 + . . . -f- P/i.

Il peut, bien entendu, y avoir égalité entre quelques racines r,

égalité entre quelques infinis v'\ il peut, parmi les uns ou les autres,

s'en trouver qui soient égaux à zéro.

Proposition réciproque.

Cette proposition admet une réciproque : Toute fonction, telle

(jue ^{li) (10), est rationnellement exprimable par pu et p' u.
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Pour le démontrer, envisageons d'abord

(fiu— Vl) Cf(ll~Çi)...(3'(u — i'n)
(S{U)=

;
r 5

avec riiypolhèse

Prenons d'autre part^ avec des coefficients indéterminés,

On peut déterminer les rapports de ces coefficients, de telle

sorte que '\i{u) ait les racines ^i, (^2? « • • ? ^/i- Effectivement, écri-

vons, en laissant de côté une des racines,

Ces (fi— i) équations du premier degré vont déterminer les rap-

ports mutuels des /i coefficients c, si toutefois elles ne se réduisent

pas à moins de (n — i) distinctes. Si ce dernier fait se produisait,

il faudrait seulement conclure que quelques-uns de ces rapports

peuvent être pris arbitrairement. De toutes manières, on peut les

résoudre sans que les coefficients c soient tous nuls. Gela étant,

à{u), qui a un seul infini, multiple d'ordre /i, a /i racines, donc une

encore, outre Pi,. . ., Vn-i- Comme aussi la somme de toutes les

racines doit reproduire une période, la dernière racine est c,/. H
existe donc bien un polynôme à (a) ayant les fi racines de 0(11).

Quant à l'indétermination de ce polynôme, elle ne peut exister; car,

si l'on avait deux pareils polynômes, on pourrait en déduire un

troisième qui ne contiendrait plus p^"~-^(z/), et aurait ainsi moins

de n infinis. Il ne saurait donc avoir n racines. Donc '^(u), à un

facteur constant près, est entièrement déterminé. Main tenant tj;(z^)

sera exprimable sous une forme telle que 'f{u), et, les zéros étant les

mêmes, on aura^ à un facteur constant près, ^(^a) = (£)(u).

Prenons maintenant ^{u) sous la forme (10), avec la condition

Déterminons deux polynômes, tels que 'i>(z^), d'ordre (/?-]- i)

tous deux, par la méthode qui précède, savoir

^^u)=. ^

(o'^O'-^
'

•)"(") (^uy
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et nous aurons

C'est ce qu'il fallait prouver.

Il y a là une remarque à faire. La forme en produit est

beaucoup plus parfaite que la forme rationnelle en pu, p' if^'t elle

met en évidence les zéros et les infinis sans aucun facteur étranger.

Pour passer à la forme rationnelle, il faut introduire un facteur

étranger, cju'on ne saurait éviter.

Théorème d'Abel.

Dans les énoncés des théorèmes I et IIT, il j a une partie qu'il

faut surtout remarquer, c'est d'abord (théorème I) :

La somme des résidus d^une fonction rationnelle de pu et

p' u est toujours égale à zéro;

Et, dans le théorème III :

La somme des racines est toujours égale à la somme des in~

finis (r des périodes près).

Ce second énoncé, dans sa forme générale, se déduit d'ailleurs

immédiatement de l'énoncé spécial, partie du théorème II :

La somme des racines d'une fonction entière de pu et p' u

est égale à zéro (à des périodes près).

C'est en cela cpie consiste, non pas le tliéorème d'Abel^ mais

le cas particulier de ce célèbre théorème concernant les intégrales

elliptiques. En voici la démonstration directe, que nous avons

déjà employée dans un cas simple (Chap. II), telle, sauf un chan-

gement de langage, qu'Abel l'a donnée d'abord.

Soient M et N deux polynômes entiers par rapport à ^ = jd ?/;

la forme générale d'une fonction entière de puel p'u estM + ^p'u.

Nous désignerons par m et n les degrés respectifs de M et de N.

Les racines sont fournies par l'équation

(u) ]M-f-Np'w = o,

qui, rendue entière par rapport à ^ = pu^ devient

(12) F(^) = M2- N2(4^'- .'?-2^— .^-3) =0.

Le degré q de cette dernière est le plus grand des deux nom-
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bres 'im, in -\- ?>. Supposons maintenant variables les coefficients

de IM et N. Les racines x de l'équation (12) et, par snite, les ra-

cines u de la fonction proposée, varient en même temps, et la dif-

férentielle totale de F(^) est nulle. Désignons par oM et oN les

différentielles totales de M, N, oii on laisse x constant, c'est-

à-dire ces polynômes mêmes où seulement chacpie coefficient est

remplacé par sa différentielle. Gela étant, et dx, du désignant les

différentielles totales de x et de «, on a

F'(^) dx 4- 2M0M — 2N oN(4^3_ 0-2^ _ ^3) = o,

dx = j:>' u du,

De là se conclut d'abord

(i3) F'(^)p'«^«--2MoM — 2No\p'2^f = 0.

Mais, suivant (i i),

31= — Np'z/, Np'2;/. 3= — MjVw.

Remplaçant, au second terme de (i3) M et, au troisième terme,

Nj3'2?^, par les deux expressions qu'on vient de mettre en évi-

dence, puis supprimant le facteur commun p' u et divisant par

F'(a:), on obtient
NoM — MoN

du = 2 .-, . .

1^ {x)

Chaque racine x de (12) donne lieu à une pareille égalité. Dé-

signant par U la somme des arguments-racines 11^ on aura donc

(14 )
^U = 2 V NoM — MoN

"ît la sommation, au second membre, s'applique à toutes les racines

;; de l'équation (12). Cette somme est nulle, d'après le théorème

d'Euler, classique dans la théorie de la décomposition des fractions

rationnelles en fractions simples : si le degré du polynôme ^^(^x)

est inférieur de deux unités au moins à celui du polynôme

F(^), la somme des quantités ^{x): F'(^) est nulle quand on

y met successivement pour x toutes les racines de¥ [x), supposé

n\ivoir que des racines simples ('). D'abord F(x) n'a pas de racine

(') Rappelons la démonslralion : suivant les hypothèses, la fraction <I»(^): F(^)
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multiple tant que les coeffieients de M, N restent indéterminés.

Quant au degré de NoM — MoN, c'est m -\- n, tandis que le degré

q de F est le plus grand des deux nombres 2/?i, •m -f- 3. Or on

peut écrire, en premier lieu,

m -- n — in-'\ — {n — m -'-
\).

Si in-\- 3 est supérieur à 'ini, on a 2/?^^2/^ + 2, par conséquent

Il— /?z + i^o; donc in-\-n^,q — 2. En second lieu, écrivons

aussi
m -^- n = 1111 — 9. — {m — n — 1 ).

Si 2 711 est supérieur à 2 /? -I- 3, on a 2 m ^ 2 n -H 4? par conséquent

m — n — 2^0; donc m -i- ntiq— -i- Ainsi le degré de N oM— MoN
est au plus égal, dans tous les cas, à ^ — 2, et la somme (i4) est

nulle. Donc U est une constante ne dépendant pas des valeurs

|)articulières qu'ont actuellement les coefficients de jNI et N. Si,

par exemple, on suppose M réduit à l'unité et N à zéro, toutes les

racines x deviennent infinies, les arguments a se réduisent à zéro

(sauf des périodes), et la somme U est alors nulle. Elle est donc

toujours nulle ou mieux, toujours égale à une période.

On voit que cette démonstration ne se modifie, pour ainsi dire,

en aucune façon, si l'on remplace y/4^^ — g-i^' ~ ^'3 par la racine

carrée d'un polynôme entier quelconque; en ce cas le théorème

vise des transcendantes plus élevées que les transcendantes ellip-

tiques. Mais Abel ne s'est pas borné à cette généralisation, et son

théorème s'étend encore aux transcendantes abéliennes (ainsi nom-

mées par Jacobi), qui naissent de l'intégration d'une fonction al-

gébrique quelconque. Nous n'avons pas à donner ici plus de détails

sur ce sujet.

Une remarque doit être faite dans la démonstration qui précède :

le nombre des racines x est égal à q, c'est aussi le nombre des

racines u. D'après une partie des théorèmes lï ou HT, le nombre

se décompose en IracLions simples sous la iorme -tt— — 7 7-,
—

; '

x^ étant une racine quelconque de L\ Multipliant par a; aux deux membres, et su[)-

posant X infiniment grand, on a zéro pour limite du premier membre, et

V^ * ( ^, )

pour limite du second.
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des racines est égalait nombre des infinis. Il faut donc recon-

naître que l'ordre de multiplicité de l'unique infini u=^ o, pour la

fonction M -{-'^p' u, est égal kq. Or cela est visible : car, pour M,

cet ordre est a/;^, puisque pour pu l'ordre est égal à 2; pour N,

cet ordre est 2/i-|-3, puisque pour p'w l'ordre est égal à 3.

L'ordre de multiplicité est donc le plus grand des deux nombres

.un, [in -H 3, c'est-à-dire le degré q.

Addition d'arguments en nombre quelconque.

Soient u^^ u^-, ••.< Un des arguments quelconques.

On peut construire une fonction entière en pu et p' u, qui ad-

mette ces arguments pour racines. On prendra pour cette fonc-

tion

f{u) = Ao-^Aipw-T- Asp'zz-f-... — A„p(«-i^?^

et l'on déterminera les rapports mutuels des coefficients par les

conditions

f{Ui)=0, /(u,) = o, ..., /{u„) = o.

La fonction est donc ainsi déterminée, à un facteur constant

près. Elle a pour expression, sauf un facteur constant et arbitraire,

(l5) On{u,Ui,U2.. ..,U,i) =

I pila p'Un ... p^''-^hl

D'après le tliéorème d'Abel, elle a encore la racine

— (Ul-i- U2-^...-^ Un ).

Donc le déterminant (i5) est nul quand la somme

u -f- 11^ -\- U^-^ . . .-\- Un

est nulle. C'est là, comme on voit, un tln'orème d'addition très gé-

néral, et que nous connaissons, depuis le Chapitre II, pour le cas

/2 = 2.

Nous pousserons plus avant dans l'étude du déterminant (i5),

et l'exprimerons complètement par un produit de fonctions d. L'en-

I
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visageant comme fonction de u et connaissant ses racines, nous

pouvons écrire immédiatement

, ^. , a'(ui—u)a'(u=>— u)...a'(Un— u) cfiii-h ni-]-ih-^ -
• --^ tfn)

(iG) cp„(w, Ui, U.2,,..,Un) = Cn '—^^
^ ^ ^^ y,+\

'
'

et c,i ne dépend pas de u. Pour déterminer cette constante, pre-

nons, aux deux membres de l'égalité (i6),la partie principale quand

n est infiniment petit.

Pour 0,1, on obtient sa partie principale, dans l'expression (i5),

/ ^~\«— 1 ^1 ,

par le seul terme p^'^^^^u =: —^—'-

-i-. . . ,
qui se trouve mul-

tiplié par un déterminant mineur. Ce dernier se déduit du déter-

minant (i5) par la suppression de la première ligne et de la der-

nière colonne; c'est le déterminant analogue à cp,^, mais avec un

argument u en moins. C'est donc cp«_,(«i, Uo, •••, ««)• De plus

il est affecté, quant au signe, du facteur (— i)". En mettant pour

cp/i_, une expression analogue à (16), nous avons donc, comme
partie principale de c5„, ?^~^"+*^, multiplié par le coefficient

Quant à la partie principale du second membre de (16), du ayant

u pour partie principale (VI, 10), ce sera ?^~^"+'\ multiplié par

C,i (jUi '^U2. . . CjU,i 'j{U\ -h W2+- • •+ "«)•

Egalant entre eux ces deux coefficients, nous obtenons

_ <^{Ui-~ Ui) d{U\— Uz)- . ^(Wi— Un)
C n — — U . : C 11— I .

(a'«,)«+i^i^2 <fu3, .. :fun

De même

{a' U2)^ o'wa (ïui^.

'(Un-i—Un)

_ cf(u2~uz):j(u2— u^). . . a'(u2— Un)
n-i— v'ï — !)•

/ w ,. \» ^ ::; z>
^"«-25

{:ï Un-i)^ ^ Un
Cq.

I] est visible que Cq est l'unité. Multipliant ces égalités meml3re

à membre, on en déduit c,,^ et l'on conclut

l , \ / \„ tôt ,
:f(u-hUi-{-U2-i-. . .-\-Un)U^(ua— JfR)

(17) / ' {:fU(jUi(jU2...^Uny^+^

( a> |3, a, p = o, 1,2,.. . 71.
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Le symbole II, dans cette formule, comme dans les suivantes,

indique le produit de divers facteurs analogues.

Expression de 'l>n{u) sous forme de déterminant.

Examinons comment se modifie cette égalité (i^) quand quel-

ques-uns des arguments deviennent égaux entre eux. Supposons

Un— "«-1 = à

infiniment petit. Remplaçons, dans le déterminant (i5), les élé-

ments de la dernière ligne par leurs différences avec les éléments

correspondants dans la ligne précédente. Comme /i est infiniment

petit, pun— pun^i converge vers h p'
u,i-ij et ainsi des autres. La

partie principale de On est donc le produit de /i et d'un détermi-

nant qui diffère de (i 5) par la dernière ligne seulement. Dans ce

nouveau déterminant 'j,,^, la dernière ligne est

O, p'lC.,-i, p"Un-U •••' P^"'"/^-^•

Dans le second membre de (17), le facteur a'(;^/; — ihi-\) a pour

partie principale h.

Égalant les parties principales, on a

(a>[3, a, ^ = 0,1, 2,. ..(/i — 2).

Supposons maintenant Un-\ — if/i-2= ^h infiniment petit. On
obtient la partie principale de 'f,i,\,

en combinant les éléments des

trois dernières lignes, et cette partie principale est le produit de

^A; par un nouveau déterminant cp,,^2, différent de o,, pai' les deux

dernières lignes qui sont

O, p'Un-2, p"ll,i~2, P^"'ï««-2,

O, p"Un-2, p"'lhi-2, ..-, p^"^^h(n-2-

Prenant de même la partie principale au second membre de (18),

on voit qu'elle est formée par le facteur [i{u,i_i — Un-i)]'^ et

l'on a

a>fi, a, ^ = o, I, 2,. . .(/i — ') ).
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On voit clairement qu'on peut continuer ce mode d'analyse et

supposer finalement tous les arguments égaux entre eux. Mais il

est mieux d'obtenir ce résultat final d'un seul coup au moyen d'un

petit théorème, souvent utile dans les applications des détermi-

nants au Calcul infinitésimal.

Soient/,
,
/o, . . . ,//« des fonctions d'une variable w. Envisageons

le déterminant D composé avec les m- é\émenlsfp(u-i-aç), où/?, rj

sont les entiers 1,2, . .., m. Dans une même ligne, celle de rang ^, la

lettre/aies divers indices 1,2,..., m, et la lettre «le seul indice rj
;

dans une même colonne, celle de rang/?, la lettre /a le seul in-

dice/?, et la lettre a, les indices i, 2, ...,7?^. Le théorème dont il

s'agit donne l'expression de la partie principale de ce déterminant

D, quiMid a^, a^i ' ' ', ci,n sont infiniment petits. Voici comment.

Prenons pour chaque fonction les 77i premiers termes de son déve-

loppement par la série de Tajlor sous cette forme

en sorte que î^^^y est im infiniment petit. Abréviativement

Soit D| le déterminant des quantités A^^^. ^11 est manifeste

que le rapport D : D, converge vers l'unité quand les z sont infi-

niment petits. On peut donc substituer D, à D dans cette question.

MaisD,, d'après la règle pour la multiplication, est le produit de

deux déterminants; l'un d'eux D' est composé des éléments /^'^'(f/),

l'autre D" des éléments --• Pour ce dernier, on connaît son ex-

pression explicite; aux factorielles près, c'est le produit de toutes

les difïérences [cig— «y'), où l'on prend partout cj >> cj'

.

Appliquons cette proposition au déterminantcp//^,(;^, , z/o, ..., u,i),

en y supposant u^ = a -f- «i, ;/2= ^^ H- cf-i^ • • • ? ^'«= i^ + (^hi et

j\=^, /2-p, /3=p', ..., y«-p(«-2).

Les dérivées de /, étant nulles, le déterminant D' se réduit à

un mineur de {ji — i)- éléments. ]^a partie principale de

est donc
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et ce déterminant D' a ici l'expression suivante :

(19) 0/.(^o

p'-u

p"'u

p {/i-V

j)^"' a
^ D'.

Mais, d'autre part, d'après la formule (17) où l'on change /i en

(n— i), uenui, u^ en «o, •••7 la partie principale de o,i-{ est

aussi

(-.)-..
!3!...(«-.):^^J];(«,-«,.)-

D'ailleurs Uq— Uq^ aq— a^', d'après la supposition Uq^=^ Il 4- a a.

Nous avons donc ainsi la formule

(20)
a' (nu) (_I)/^-l

T,e;,(«).

Il faut se rappeler qu'on a prouvé (VI, 55) l'égalité

'|/^(«) étant l'importante fonction qui sert de base à la théorie do

la multiplication de l'argument. Au Chapitre IV, on a vu comment

cette fonction se calcule par voie de récurrence. Nous en trouvons

ici une expression sous forme de déterminant. Cette dernière,

pour le calcul effectif, n'est d'ailleurs pas d'un emploi pratique.

Mais elle offre un grand intérêt au point de vue théorique. Elle se

rattache notamment à la théorie des fractions continues d'une

manière curieuse, comme on le verra dans une application.

Fonctions analogues à sn«, cn^^, ànu.

Voici une autre forme de l'analyse qui précède, propre à mettre

en lumière des circonstances nouvelles. Désignant par m un entier

positif, considérons la fonction

[:^{u — v)]'"- (ï(u^7iiv)
(21) Z(«) {a'uy^^^ (:fçyn{m-hi)

D'après la proposition réciproque du théorème III, c'est une

fonction entière de pu, p' i(
',
comme l'infini u= o est multiple
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d'ordre {m + i), on pourra la mettre sous la forme

(22) x(zO = «^o--^ «1 pu -^a2p' u^ «3 p"i(-^- • . -^ a,np^"^-^' II.

Si l'on veut déterminer les coefficients «, la méthode générale

pour la décomposition en éléments simples nous indique le procédé

qu'on doit suivre : développer '/ (u) suivant les puissances ascen-

dantes de u. Bornons-nous à prendre le premier terme de ce déve-

loppement; c'est, d'après (21), le produit de a-~("'-+^^ par

D'autre part, dans le polynôme (22), le coefficient de /^-('«+0

est (— 1)'"~* 2.3.... jna,n. On a donc immédiatement a„i :

(23) a,„= i^/«(^')-

Nous pouvons encore déterminer les coefficients a, en dévelop-

pant les deux membres de (22) suivant les puissances ascendante:

de [u— v). D'après (21), les ni premiers termes doivent manquer

Quanta celui de rang (/?z -|- i), qui contient [u — r)'" en facteur

son coefficient, d'après (21), est

Voici donc (/?^ -f- i) équations qui déterminent les coefficients a :

<^o + «1 P ^ -^ «^2 P' ^ -i- «3 p" ^ -^ . . . -f- a„i p^'«-i^ V = o,

«1 pV -^ «2 p" ^' -- as p"'ç + . . . — a,n p^'"^ V = o,

cil p" p -I- «2 P'"^'
— «3 P'''<'

— . . .
-- «m p('"+l)

(' z:= o,

«1 p("i-l) Ç -f- «2 P^'"^ t^ + «3 p''"+ l^ p — . . . -^ a,„ p(2m-2} ^ :^ o,

a^ p(/«) ç; ^ «2 pim+l) (; -1- «3 p('«+2) ç. _^ _ _ _^ ^^^^
p(2m-l) p =: «? ! (];,„+i (

(.
j

Le dénominateur, commun aux expressions des inconnues a,

est le déterminant trouvé tout à l'heure (19), sauf un changement

des lettres : c'est ^m+s (<)• Prenons maintenant le numérateur pour

l'expression de «,„ ; d'après la théorie générale des équations du

premier degré, on forme ce numérateur ici, en remplaçant, dans

le déterminant précédent, les éléments de la dernière colonne par

les seconds membres. On voit parla que ce numérateur est
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jNous avons donc, avec (2,3), cette double expression de a,

J^a relation

[iii se déduit de là, et les valeurs initiales 'i;2(<')=— 9:i(<')= — J)'t',

conduisent immédiatement à l'égalité (20).

]^es circonstances nouvelles, dont nous avons ])arlé au début de

ce paragrapbe, concernent le cas où inv est une j^ériode. Soit

,
r a'( ?i — p) — t«-f-fb)

En faisant abstraction d'un facteur indépendant de u, on voit s'in-

Iroduircici la puissance /??' '"'^ d'une fonction/(?^ ) fort remarquable

jNous allons bientôt envisager de telles fonctions pour le cas où

t' et s seront des constantes quelconques. Ici v est la /?i^
"''' partie

d'une période, et s la /?i^'''''^ partie de la constante i'r\, qui corres-

jjond à cette période. D'après notre analyse, cette fonction {i:\)

J'{u) est la racine ni'''''' d'un polynôme entier en pu et p' u.

(On observera que, pour ce cas, «,„ est nul.)

]3ans le cas ])articulier m =^ 2, nous avons déjà, au Gliap. VI,

envisagé trois fonctions (24), et nous avons vu qu'elles sont égales

9.(.)
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Le nombre des facteurs au numérateur est égal à celui des fac-

teurs au dénominateur, et la relation (26) exprime que Ja somme
des racines est égale à la somme des infinis. D'après la réciproque

du théorème III, F(u) est une fonction rationnelle de pu etp'a

donc la somme des résidus est nulle, ce qui s'exprime par la rela-

tion

^^^^ 2d^{i^',„~^\)^{y,
^(^'m—^l) ^(i^'m—^i)'- ^(Ki—i'n)

La relation (27) a lieu entre 2/1 arguments quelconques, liés

seulement par Inégalité (26).

Pour qu'on se fasse une idée de la généralité que comporte

cette relation (27), montrons qu'un de ses cas particuliers, le

plus simple, consiste en la belle équation à trois termes que nous

avons vue au Ghap. VI (VI, 43). Supposons m= 3, et chassons

les dénominateurs, nous aurons

Cette relation se change en l'équation à trois termes, si l'on

prend

2 a = 2 p'j — v^— v-i^ 'ih — 1 v'.^ — ('1— ^2,

2C = '2^3 — Pi — ('•>, 2 6/=ri — V-i.

Fonctions doublement périodiques de seconde espèce.

Remplaçons, dans (27), Vn et v\^ par (r„— u) et {^v\^— u), ce

qui laisse subsister l'égalité (26). Posons aussi

Ces notations amènent une dissjmétrie pour un terme de la

relation (27), le dernier, celui où l'indice m est égal à /z. Ce terme

s'écrit alors ainsi

^(ai— u) (i{a^— u). .. tf(a,,_i— u) çf ( i>',^— ç^)
^

I. i5
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Quant aux autres termes, ceux où l'indice m est égal à

I, 2, ..., (/l — l),

ils prennent la forme commune

<:i{a\—bjn) ^{a-i— b,n)... :ï{an-\— b,„) ^(Vg— J'n— ^m+ u)

^(bi— b„i) cf{b2—b„i)... a'{b,n-i—b,n) :f{b,n+i— b,„)...:>{bn-i—b„,)^{u—b„iy

Pour mettre en pleine lumière la relation (27) dans cette nou-

velle forme, soient encore

^''

\ b^-^b,-^...-+-bn-i=B;

d'où résulte, d'après (26), v\^— i'/^ = B — A. Nous pourrons dès

lors écrire notre égalité comme il suit :

'(u — ai) cf{u — «2). . . ^(u — «/i-i)

:f{u — bi) <^{u — b.i). . . cf{u~ bn-i)

m-n—i
. j ^ ^ c^{b,n—ai) :t(b,„~a.2)... cf(b„i—a,n-i) c^(6,„— a„t+i)... :f{b,„— an-i )

(^9;
' - ^ :s'{b,n—bi)a'(b,„— b.2)...a'{b„,— b,n-i)^ibm—b;„+i)--.^(b,n—bn-i)

[
(f(b,n— a,,,) cfdi — b,,,-^ B — A)

^ a'(B-A) ^(u-b,n)

Dans cette égalité (29), tous les arguments sont quelconques,

et A, B désignent, comme l'indiquent les relations (28), les sommes

respectives des a et des b. Considérons tous ces arguments comme
des constantes, u seulement comme variable. Nous voyons alors

au premier membre de (29) une fonction de u, composée parle

quotient de deux produits, chacun comprenant pareil nombre,

mais quelconque, de fonction «s*. Au second membre, apparaît une

somme de termes, dont chacun, sauf un facteur indépendant de u,

contient seulement le quotient de deux fonctions (i. C'est donc

une véritable formule de décomposition en éléments simples. Il

convient de s'y arrêter pour bien reconnaître la nature du pre-

mier membre, et la composition du second membre.

La fonction qui figure au premier membre n'est pas expri-

mable rationnellement en pu et p' u; il lui manque, pour qu'il en

soit ainsi, l'égalité entre les deux sommes A et B. On voit même
immédiatement comment, au cas où A deviendrait égal àB, la for-

mule dégénérerait en celle (3) qui fournit la décomposition des

fonctions rationnelles, car tous les termes du second membre con-
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tenant, en dénominateur, le facteur évanouissant ^(B — A), il est

certain que ce second membre doit s'offrir sous la forme -; il sera

donc remplacé, en chacun de ses termes, par le rapport des déri-

vées prises relativement à (B — A), et l'élément simple se changera

en Ç(w — b,,,)- La même circonstance aurait lieu si B — A était

une période.

Le premier membre de (29) n'est pas doublement périodique.

Si l'on change u en (f^ -h aw), il se reproduit, multiplié par la

quantité e'-^^'^^'^K, indépendante de u. C'est aussi par cette même
constante que se multiplie, en même temps, chaque terme du se-

cond membre (29).

On le voit, la quantité (B — A) caractérise assez le premier

membre, quel que soit le nombre de ses facteurs, pour qu'on

puisse immédiatement en déduire la fonction analogue, mais com-

posée d'un seul facteur

de telle sorte que le premier membre pourra s'exprimer par la somme

Ri ©( ?*— bi)-^K=io{u — ^^2)+- • --T- ^n-i^{u— ba~i).

Dans cette somme, chaque terme reproduit un des infinis de la

fonction proposée. Le coefficient R correspondant est le résidu,

relatif à cet infini ; c'est effectivement ce qu'on voit d'après la forme

du coefficient dans (29), mais aussi ce qui est évident par ce fait

que ^{if), pour f^ = o, a l'unité pour résidu, c'est-à-dire

\im[u(s{u)\u=o= I-

Multiplicateurs .

La propriété qui consiste à se reproduire multiplié par un fac-

teur constant quand la variable s'augmente d'une période appar-

tient à des fonctions un peu plus générales, dont voici le type :

^^ ^ \ C^{u—bi)c^[u~b2)...C^{u-bn-,)

Elles ont, de plus que les précédentes, le facteur eP". Les itiitl-

tlplicateuî'S ou facteurs constants par lesquels cette fonction se
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multiplie quand on augmente u des deux périodes distinctes 2(0,

2to' sont

(3i) [i. = e2r,(B-Aj4-2pa)^ jj.' ^ e2r,(B-A)+2pa)',

Introduites dans Tanalvse par M. Hermite, ces fonctions ont

reçu de lui le nom àe fonctions doublement périodiques de se-

conde espèce.

Les deux multiplicateurs sont quelconques; on peut trouver des

fonctions pour lesquelles ces multiplicateurs soient à volonté. Ef-

fectivement, si ^ et ^' sont donnés, les équations (3i) feront con-

naître (B — A) et p; ce sont deux équations du premier degré, où

le dénominateur commun est 7,oj'— y/to^*-? et voici la solu-

tion :

(32) ÏTip -= r, log [jl' — r/ log [x, /-( B — A) == 10' log [x— 10 log ;x'.

U faut avoir soin de noter à part le cas où B — A serait une pé-

riode ( 2 //iw + 2m' co'). Ce cas aurait lieu si (loga — o.m'ir.) et

(log ui' + iinir^) étaient proportionnels à to et co'. A cause deTin-

détermination de la fonction logarithmique, c'est en un mot le cas

où les multiplicateurs ont des logaritlimes proportionnels aux

périodes qui leur correspondent. La fonction F(w), ainsi qu'on

l'a vu tout à l'heure, est simplement alors le produit d'jme expo-

nentielle par une fonction doublement périodique ordinaire.

Décomposition en éléments simples.

Laissons de coté ce cas particulier, et, (B — A) n'étant pas une

période, prenons l'élément simple o{u), modifié par le facteur ex-

ponentiel

D'après l'égalité (29), nous aurons

(33) F(w) = Ri^^{ii — bi) -i- l\, ^^{u — b.2) -\- . . .-{- Wn-i ^(i^ — bn-l)^

11 s'agit de reconnaître comment cette décomposition en élé-

ments simples se modifie, quand les infinis b ne sont pas tous

distincts, quand, par conséquent, il s'en trouve qui soient multi-

ples.
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Supposons que bi, b^, . • . , b^, dépendent d'une variable œ, at-

I

teignent, pour œ = o, la valeur commune b, et que leurs dérivées

aient, à cette limite, des valeurs finies toutes différentes entre elles.

Chacun des résidus R,, Ro, . • ., R[j(., comme on le voit dans (29),

contient en dénominateur
(

|jl — i) facteurs i^ dont les arguments

sont des différences de ces quantités b. D'après nos suppositions,

chacun de ces résidus, pour œ évanouissant, est infiniment petit de

l'ordre (a — i)' *^ étant l'infiniment petit principal. Tous les autres

termes de l'égalité (33) conservent des valeurs finies; il en est donc

de même de la somme des [x termes considérés. Cette somme

s'offre donc sous forme indéterminée. Son dénominateur commun
est infiniment petit de l'ordre ([jl — i)-, sa valeur limite s'obtient

donc en remplaçant le numérateur et le dénominateur, chacun par

sa dérivée d'ordre (jjl— 1). Cette somme, au point de vue de la

quantité u, est linéaire par rapport aux tx quantités <ï>(?/ — bh).

La dérivée d'ordre (|ji— i) de <ï>(w — 6y^) est composée linéaire-

ment avec cette quantité elle-même et ses
(

jji — i) premières déri-

vées <I>', ^% . . ., f^^l^-^K Puisqu'enfin 6,, b.^ . . . , b^, ont la limite

commune b, l'expression limite de la somme est une fonction li-

néaire de (^(u— b), ^'{11 — b), . . ., ^^^~^^{ii — b). Donc la for-

mule générale de décomposition peut être écrite ainsi

(34) f{u) = 2[Sj,_i *^!J.-i'(z/, -b)-^ Sj;,-2 *(F-2'(w— ^>)4-. . .+ Si ^'(u— b)-^l\ *(m - b)].

Le signe sommatoire s'applique aux divers infinis b de la fonction

F(z^), et la lettre [ji représente l'ordre de multiplicité de cet infini.

Quant à la manière dont on pourra déterminer directement les

coefficients, elle est, de tout point, semblable à celle qu'on a

expliquée précédemment pour les fonctions doublement périodi-

ques ordinaires ; c'est aussi la même que pour les fonctions ration-

nelles algébriques. Effectivement, chacun des termes mis en évi-

dence au second membre de (34), étant développé suivant les

puissances ascendantes de (u — 6), fournit un seul terme à expo-

sant négatif, tandis que toute la partie relative aux autres infinis

fournit seulement des termes à exposants positifs. Le développe-

ment de F ( w ) suivant les puissances ascendantes de (u — b) con-

tient donc, pour seule partie fractionnaire, l'ensemble
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En formant directement ces termes, on aura les coefficients. Le

dernier R est le résidu.

Exemple de décomposition.

Voici un exemple où il se trouve un seul infini, mais double :

-j " IL

a'{u — a^) =— j «2(1 — u ^«2+ ' • •)>

V 240 /'

eP"- = i-^ pu

F(u) = a'ai ^^2
I

^4-(p — C^i — ^a2)^^+--. ,

F(m) = — <i>'(M)-h(p — ^«1— ^«2) *(w)j

^(u)= 1 1 il epw.
a'{ai-{- a.2) a" Il

En particulier, si l'on prend p=Çrt,4-Ça2, on a cette for-

mule, qui se présente dans des applications,

(36) _l_i i/ _^ J-' ^ i-le(!:«i+i,«j)"= —- —^ il eKla^+X,a^)u

^a\<^ai A^")^ du y (jU

Développement des fonctions de seconde espèce.

Les développements qu'il faut employer pour déterminer les

coefficients de la formule (34) s'oflfrent sous une forme très in-

commode; la présence des dérivées successives de es* y serait fort

gênante dans les applications. Voici comment on peut, à leur

place, amener dans les coefficients les fonctions p et p'

.

Prenons d'abord la fonction, un peu moins générale que $,

, . :i(u-\-v) y
cp ( ^^ ) = -~-z—- e-''^^,

-j V \i u

dont la dérivée logarithmique

o{u) '
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se développe ainsi [voir le développement de Ç;< : V, 1
1)

9'(w) I ,pV
XJ^

—

i ~ uv>v — W -—
çp(w) Il -2 6 bo

h A2 - + A3 h A4 r
U 1 1.2 1.2.3

Intégrant aux deux membres, observant que [w'f(w)]„=o «st

l'unité et posant

/(ii) = A, h A3 5 H- A4 r— +. ..,•^^^ 1.2 1.2.3 1.2.3.4

on conclut

^ ( ,, ) = i e/(") = i / I -^ P, i^ + P3 -il
i ^ ^ 7/ // V T •> T O

2 ;<^

î^ i^ \ 1.2 1.2.3

P2=A2, P3=A3, P4 = A4+3A1,

I .2.3.4

Pg^ A5+10A2A3, P6 = A6-i-i5A2A4-moA|-m5A|,

et ainsi de suite. Nous avons, d'autre part,

A2 =— pc^, A3 = — p't', A4 = — p"p-+-^,

A5 = -p"V, Ae^-p-^^-f-^,

Réduisant les coefficients P à ne contenir que pt^ et pV, nous

trouverons successivement

P2--P^, P3 = -pV, P4--3p2p + |^,,
(37) P5=— 2pPp'P, P6=— 5p3p — ^2pp-f-M^3,

Ce calcul direct est un peu laborieux; on trouvera, à la fin de ce

Chapitre, un moyen de le rendre plus facile. Le point important,

c'est que les coefficients P sont, on le voit, des fonctions entières

de pv et p' V,

Prenons maintenant la fonction <I> quelconque, et mettons le

coefficient p de l'exposant sous la forme x — Ç(^, nous aurons

(iVC^U u 2 '2.3

+ (^*+ 6 P2^2+ 4 P3^ + p^)

(38)

2.3.4

-+-(.r5-i-ioP2a73+ io P3ar2 + 5P4^ + P5)
2.3.4.5

4-(;r6+ i5 P2^^4- 20 P3^3_^ j5 p^^2 + 6 Ps^ + Pc)
W5

2.3.4.5.6
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llfii—l

Le coefficient de -

—

~ se représente symboliquement par

( .r — P )'"
;

les exposants de P sont remplacés par des indices, et la première

puissance de P par zéro.

Autre exemple de décomposition.

Soit à décomposer

En prenant successivement, pour c, — n^, — a-^, — <7.j, on aura

J'( M- -I- r ) y I u
-^ V :j u u 2

'

Multipliant les trois premiers membres ainsi obtenus et, en même
temps, les seconds membres, on obtient

a^'ja^ j «;j
= «i> (?0 — (,P<^i + P«->-^P«3)*(")j

^, '^{U «1 rto Ci%) ,y y y v

<ï)( ?f )
= — g{La^-+-La,-+-^a^)u

^

On peut, dans la formule (36), comme aussi dans cette dernière,

supposer égaux entre eux les arguments a, et l'on voit que toutes

les puissances, à exposants entiers, des fonctions de seconde espèce,

s'expriment linéairement par des fonctions de celte nature et leurs

dérivées.

Cas singulier des fonctions de seconde espèce.

Le cas singulier ('), où les logarithmes des multiplicateurs sont

proportionnels aux périodes correspondantes, n'offre pas de fonc-

tion nouvelle au point de vue théorique. Chaque fonction, dans

le cas singulier, est simplement le produit d'une exponentielle ^P"

(') Signalé à l'attenlion par INI. MiLiag-Leffler {Comptes rendus de l'Académie

des Sciences, t. XC, iH8o, p. 178).
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par une fonction rationnelle de pu cl p' u. Il est néanmoins utile,

pour certaines applications, de mettre, pour ces fonctions, la for-

mule de décomposition en éléments simples sous une forme en

rapport direct avec leur nature.

Soit/(w) une fonction rationnelle de pu dp' n^ décomposée en

éléments simples conformément à la formule (3) :

f{u) ^-^L-r-W

h = Il t{ U —Vi)-{- 1.2 l{ll — ^2 ) + l^i ^( ?f — T;}) -^ . . • ,

P = c -^ :i m. p'^'^\u — (>).

En multipliant les deux membres par <?P", nous aurons l'expres-

sion d'une quelconque de ces fonctions singulières. Prenons main-

tenant pour élément simple, au lieu de Ç, son produit par la

même exponentielle :

On aura généralement

par conséquent, la formule de décomposition pourra s'écrire ainsi

( 39 ) /( u ) ^ ce?" -h X A;,_v o^''^ ( tf — i'>, )•

Sous le signe sommatoire figurent successivement tous les in-

finis ç,i de/(w), et les dérivées cp^^^ jusqu'à l'ordre immédiatement

inférieur au degré de multiplicité de cet infini.

Il va de soi que, dans cette formule (Sq), les coefficients se dé-

terminent, comme dans le cas général, par la partie fractionnaire

du développement de /(u) suivant les puissances de (u — ç,i)'

Seul, le premier coefficient c doit être calculé à part. Mais il faut

surtout remarquer que les coefficients A sont liés par une rela-

tion, traduisant l'égalité primitive

Pour avoir cette relation, revenons de la formide (3()) à la for-

mule primitive, ce que nous ferons au moven de la relation

cpv( a) ^ e9"
(
çy^tu -4- - p^^-i

l' )•

On voit par là que le terme A„^yZ>^'^^ (a — v,/) fournit à la somme
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L le terme A/,^v p'^ s(" — (^//)e~P^'". Il existe donc entre les coeffi-

cients la relation

(4o) SA„,v?''e-P"«=o.

Cette relation (4o) est d'ailleurs nécessaire pour que le second

membre de (Sg) soit doublement périodique de seconde espèce.

En effet, d'après la définition de
'f
(f^), nous avons

e-'^^9o{u -f- 2CÔ) — o{u)-^ ir^eP",

Par conséquent, la fonction (Sp) donne lieu à la relation

L'égalité (4o) est donc exigée pour que/(^^ -h aw) reproduise

f{u), multipliée par le multiplicateur e-^P.

Cas où les multiplicateurs sont des racines de Tunité.

Ces cas n'offrent aucune exception à la théorie générale, mais

l'élément simple est particulièrement intéressant. C'est celui que

nous avons déjà rencontré (24)-

Soient

2 7iwH-2/i'w' Of.ni] -h in'r^'

m
(40

ŒV Œ II

n et n' étant des nombres entiers. Nous avons déjà vu que la puis-

sance /?i'
™® de/(i^) est doublement périodique ordinaire. La fonc-

tion /(?^) doit donc avoir pour multiplicateurs des racines m^''^^^

de l'unité. Effectivement, prenons une période quelconque

2W == 2/?0J -f- ip'o)'.

Le multiplicateur correspondant, c'est l'exponentielle ayant pour

exposant

2(5w — pr,) = —inp' — n'p){r^{}i' — r/w) = np — np .-^ IITZ.m

Ainsi le multiplicateur a a pour expression
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c'est une racine m^'-'™*' de l'unité. Nous avons déjà observé que ces

fonctions particulières comprennent les trois radicaux ^pu — e^

et généralisent, par conséquent, les fonctions anciennes sn?/, cnw,

dnz^. A l'égard de ces dernières, on a vu (Chap. II) qu'aucune

d'elles n'a les périodes 2w et 2co', mais que toutes se reproduisent

multipliées par ± i, quand l'argument s'augmente d'une période .

Ces faits concordent bien avec ceux que nous rencontrons main-

tenant.

Deuxième méthode pour le développement des fonctions

de seconde espèce.

Reprenons la fonction de seconde espèce

o(ii)= -^ ^ e-'<^,

et considérons sa dérivée logarithmique

(42)
i!|ii)=j;(,,H_,)_r,,_r,,^

qui, d'après la formule (V, i 5) d'addition pour 'C, peut s'écrire

Conformément au théorème fondamental d'addition (p. 29), on

a donc

(43) [^j]' = ,p(.. + .) + P^^-P^-

Mais, en prenant la dérivée dans les deux membres de (4^)? o^i 21

aussi

Ajoutant cette dernière égalité, membre à membre, avec (43)

et chassant le dénominateur, on obtient

(44) Cp"(w) = (2pî^-f-pP)cp(ïA).

Cette équation, où l'on considérerait C3(?^) comme une inconnue,

serait différentielle linéaire et du second ordre. C'est un cas d'une

équation très importante, à laquelle est attaché le nom de Lamé;

nous y reviendrons dans les applications. Nous voulons en faire



^36 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.

usage ici pour indiquer un procédé propre à former plus rapide-
ment les coefficients successifs du développement de ^{u).

Soit, comme précédemment,

'

"l " J.'->- ' 1.2.3 " i.2.3...n '"]•

Soit aussi, com?iieau Chapitre IV (p. 9.3),

La substitution de ces développements dans (4 j) conduit aux
équations successives que voici :

P. _ P3

y - '3 '

Po P3 I

î7>^^3'' "

p.. 1

j.4-'> 2.3 2.,')

7P'" -- P2<"2 -^- 2C3
3.4.>.() 2.3.i" -^^^ -^- :,.3.6'

1

Il est à remarquer que celte méthode laisse indéterminé le

coefficient P;j et, par suite, tous ceux d'indice impair. Ce fait

provient de ce que l'équation
( î4) reste inaltérée si l'on change u

PU — //. Comme nous avons précédemment trouvé P3 (3j), il n'y

a là aucune dilficulté.

Le calcul devient encore compliqué assez rapidement, mais il

est cependant ])ien plus simple que par l'autre méthode. Pour

faire suite aux formules (Sj), voici quelques autres coefficients:

nous mettons sim])lemcnt p, p' au lieu de pv, p' v.

1*8 =— 7P' — 2.7A'-2p^ — 2^^3J>^- ^.^1,

Pl0=-9,]''-'-^-33^-.2jv5-23.32.7^3r--32.5^1p-H2—:—^^2^3,
^.11

Pii=— ,p'(5r*-f- 2. i3.^'-2p2-^ 5. 2^3^-^-32.17^1).

(J5) / l'9 — 4,P'(,P3--^é'-2P-+-22.5
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Ge développement a une très grande importance pour une des

plus belles et des plus récentes applications des fonctions ellip-

tiques. Il serait à désirer qu'on pût le former par des procédés

plus simples.

Développement de -

—

e-<^ suivant les puissances

ascendantes de u.

Ce nouveau développement a de l'analogie avec le précédent,

mais il est beaucoup plus simple. Soit

r. — —!^ '- o-uLk'

En prenant les dérivées par rapport à a et ^, on obtient

(46)

dz ôz

Si l'on pose ensuite

ii't

I -f- Al «« -H A2 h ... 4- A„
1.9- 1.2... n

on a immédiatement l'équation récurrente

(47) A„
dAn-i

(n~ï)\„^,pç,

par où les coefficients se déterminent très facilement :

Ai = o, A.^ — ,)) A

(48)

1 Ai =— p'V + 3p2 (^ :^ — 3 ,p2 ç _^ l^r,^

I

A5 = — 2,pPp'(', A,j = ~5|j)3p-+-i.^2pp-|-2^3,

{ A7=- — p'p(3p2(;— 1^-2),

A9 = — pV(4 p=* V — S g.2 p (' + 8^3),
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Développement de o'^?^.

Si l'on suppose pour v une demi-période, la fonction z qu'on

vient d'envisager se change en l'une des trois fonctions cî'a«. On
a ainsi le développement de cette dernière. Les coefficients d'in-

dice impair sont alors nuls; dans ceux d'indice pair, il faut rem-

placer pç par Cq^. Les coefficients sont ainsi des fonctions entières

de g•.2^ S'3 et de la racine e,^, dont on peut d'ailleurs rabaisser les

exposants au-dessous de 3. On a, de cette manière,

s'a?* = I -^ Bi r- B2 h B3
1.1 '1.2.3.4 1.2.3.4.5.6

^49) 'i Bi = -ea, B^ = - Se^+ i^',,

B3--f^2ea+ f^3, B4 = ^^2eâ-¥^3ea~ié^^ ....

On verra, au Chapitre IX, un procédé meilleur pour calculer

les coefficients de ce développement.
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CHAPITRE YIIL

LES SERIES Sr.

Avcrlissemcnt. — Recherche d'une série ayant les mêmes propriétés que a'w re-

lativement à la périodicité. — Convergence; choix des périodes. — Démonstra-

tion directe de l'équation à trois termes. — Identification de la série avec ru.
— La série 2r,. Expression de r^(ù et de cTi^. — La série S;^. Expression de r^u.—
La série Sr^. Expression de (T^u. — La série 2^3 . Expression de <ï^ii. — Résumé
des relations entre les 2r et les cr. — Observations sur les séries Sr. Diverses

notations usitées. — Addition des demi-périodes et des périodes dans les Sr.

— Séries 3" avec l'argument zéro. — Expression des trois quantités e 2 ' c^oi

par les Sf. Première identité. — Première expression de e,, e^, e^ par les Sr.

Seconde identité. — Seconde expression de e,, e.^, e^. Expression du discrimi-

nant. — Expression des Sr par les :r. — Changement des périodes : équivalence.

— Echange des indices de e,, e^, e... — Changement des périodes dans les fonc-

tions Sr. — Résumé des formules pour le calcul des fonctions or. — Calcul de q.

Cas A > o. — Calcul de m, connaissant p u. Cas A > o. — Calcul de q. Cas A < o.

— Calcul de u, connaissant pu. Cas A < o. — Observations sur les cas particu-

liers où ^ a les valeurs e-'^, i'e 2
^ ïq t .— Expression de ^^ par les fonctions

2r. Remarques. — Fonctions elliptiques à invariants imaginaires. — Manière

dont varient les fonctions Sr d'arguments réels.

Avertissement.

On trouvera, dans ce Chapitre, Ja représentation des fonctions

elliptiques par les belles séries dont Jacobi doit être considéré

comme l'inventeur, séries éminemment utiles pour les applications.

Elles ne doivent être, en général, introduites qu'à la fin des cal-

culs. Pour cette raison, les formules nombreuses et un peu com-

pliquées qui vont être développées sont destinées à être consul-

tées seulement. Il serait inutile de les retenir de mémoire; il suffit

d'en bien connaître la nature.
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Recherche d'une série ayant les mêmes propriétés que :iu

relativement à la périodicité.

La fonction crw, à laquelle nous sommes parvenus en avançant

progressivement dans l'étude des fonctions elliptiques, offre sur

les précédentes X^u et ^u l'avantage de rester toujours finie, quelle

que soit la valeur attribuée à la variable. Aussi doit-on espérer

pouvoir la développer en série plus aisément que les autres. Nous

verrons bientôt comment elle se développe suivantla série de Mac-

laurin. Mais on doit désirer surtout un mode de développement

qui fasse apparaître la propriété caractéristique

3'( ti + 2 oj ) = — :iu e-2-')('*+"J' , -^
( u -f- 9. oj' ) = — -in e-n' '«^f)'

)

,

A cet efl'ct, prenons la combinaison

_ ' 'HHl

(i) /(") = e '' '" -^Li]

on aura

(-2) f{u-^ii^) = ^f{ii), /(u-i-'Zio')=-f{u)e""^"' "> ,

A cause de la relation

l'exposant de la dernière exponentielle pourra s'écrire

( W -T- co ),

et Ton aura
/ TZ'i i% (O

'

f{u-\-iLo)=-—f{u)e "> e ^ .

Le dernier facteur va dorénavant jouer un rôle important; nous

poserons

(3)
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nous avons

(5) /(^ + 2C0) =-/(./), /(^ + 20)')=-^/(îO-

Si nous remplaçons aussi, dans /(;/), la variable w par la variable

^, en écrivant

ces deux équations deviennent

(6) Cp(z)=: — Cp(— ^), cp(^^)=— -L-çp(^).

La dernière de ces équations éloigne, pour ^(-s), toute idée de

développement à la manière de la série de Maclaurin. Elle fait

naître, au contraire, la pensée de développer cp(^)en une série

double comprenant à la fois les puissances à exposants entiers

positifs et négatifs de z. D'ailleurs, d'après la première relation

(6), la fonction est impaire, et l'on ne devra envisager que des ex-

posants impairs. On doit donc essayer de trouver un développe-

ment tel que celui-ci :

?(^)=
I

,
I

,
I ,1

,
I

(
~"^^;^

~^=^i^ ""^^;^ -^•••-^C2„+, ^j^^-\---..

Il nous donne

5 _i_ _i_ /i„„
, n'^n+ï ^2/i-t-I

ic^q
Z -^ c^q'^ Z'^-V- C-^q'> z^ -h. . .4- Cg^+i q

' _L -i_ ' -_L_ ' __L_ ' »

/ z Z^ Z"^ ^2«+l

Par conséquent, la seconde relation (6) impose les conditions

C3=— Cig2^ C5 = — C3<7S C7 = — C-j^S ..., C2«4-3 = — C^/^+l ^2(«+-l)

De là se conclut

c'i =^—C3= Cl q^,

c'j =— C3 = — Ciq^^

C'iu+X = - - C2«+l = (— !)«-» Cl ^«(«+ 1).

I. i6
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Noiis trouvons donc, comme satisfaisant aux deux conditions

(6), la série

(7)

Cp(.^)=C,[(.--l)-^2(^.3_i_J_.,^^.

\ ^ / J

En remeltant pour ^ son expression en u^ invoquant la formule

d'Euler
eia __ Q-ia z=z ii sin a,

et changeant la notation du coefficient arbitraire c,, nous avons

cette autre forme

(8)

(— I.\nqn{n+\) g^ L '.

'2C0 J

s'offrant pour vérifier les deux relations (2).

Convergence; choix des périodes.

Il faut toutefois s'assurer que ces séries convergent. Or leur

caractère de convergence est immédiatement visible. En considé-

rant séparément les deux séries ayant pour terme général l'une

- q
l'autre

7'

«(«+1) z2«+l

OU une seule d'entre elles, comme on peut le faire par le change-

, I

ment de z en -5 on a

^^«(«-+-1)^2/4 _ gti qz^-.

Le facteur qz- est indépendant du rang n] le premier facteur

est ou infiniment petit ou infiniment grand, quand n est infini-

ment grand. Il faut et il suffit, pour la convergence, qu'il soit in-

finiment petit. Ce caractère, indépendant de ^, s'applique aux deux

séries en lesquelles nous venons de décomposer ^{z)', donc la

condition nécessaire et suffisante à la convergence de ^{z)^ c'est

que la valeur absolue (module) de q soit moindre que l'unité.
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Celte condition satisfaite, la série converge très rapidement,

quelle que soit la valeur de z. Est-elle satisfaite par la valeur (3)

qu'il nous faut ici assigner kq?

Si le discriminant est positif, il y a un couple de demi-pé-

riodes où cj et — sontréellesetpositives.Pource couple, l'exposant

:— est réel et négatif; q est réel, moindre que l'unité.

Si le discriminant est négatif, on peut prendre

et Ton a, en ce cas.

On voit que ? est réel, moindre que l'unité. Par ces choix, la

série convergera, et déplus, ne contenant que les puissances paires

de q^ elle sera réelle quand u sera réel aussi-

Il y a une infinité d'autres manières de choisir to et lo' pour

rendre la valeur absolue de q inférieure à l'unité; nous y revien-

drons. Pour le moment, fixons les idées en faisant le choix dont

nous venons de parler dans le cas où le discriminant est positif.

Mais, dans le cas opposé, prenons

tO=aJi=|(W2— W'^), C0'= 0)3 = 5-(aj2-|- Wg),

iTl
60» -+-(»)„ 0)2+a),2 (0,(j()'

m-—: —
- llTZ-

G '^'--^2=e ^2-'^2e "^2^:

Gomme coo et -;^ sont réels et positifs, on voit que la valeur

absolue de q est égale au dernier facteur, dont l'exposant est réel

et négatif; elle est donc moindre que l'unité.

De cette manière, il sera entendu, dans les deux cas du discri-

minant, que les indices des e correspondent à w, w', iù" comme
nous l'avons toujours supposé jusqu'ici

En choisissant q comme nous venons de le dire, nous avons

trouvé une série convergente f{u), qui possède, en commun avec

la fonction (i). les propriétés (2). Ces deux fonctions coïncident-
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elles en effet, sauf le choix du coefficient C, indépendant de iil

Voilà ce qu'il faut savoir.

Pour montrer la coïncidence des deux fonctions, nous prendrons

la série elle-même, et, par elle seule, nous remonterons à la défi-

nition de pu.

Démonstration directe de l'équation à trois termes.

Pour la commodité du calcul, modifions un peu les notations

dans '^{^)' Ecrivons

q=.x'-, e'-^=y, ^=y",

et prenons la fonction — o(s), que nous pouvons écrire ainsi

7/? —

1

(9) ¥{u):=^2i^~l) 2 X'-ynu^

le signe sommatoire s'ctendantà tous les nombres impairspositifs

ou négatifs, mis à la place de m. Effectivement ^^"^"+'^ devient

une puissance de x, dont l'exposant est

La série F(u) est absolument convergente, sous la seule li}'po-

tlièse que la valeur absolue de x soit inférieure à l'unité. Nous

faisons cette hypothèse, celle-là seulement, nécessaire à l'existence

de F(w). Avec cette unique définition de F(w), nous allons véri-

fier l'exactitude de la relation fondamentale, reconnue déjà pour

^«(VI,43).

/ F{a — b)F(a-{-b)¥{c — d)F{c-\-d)

(10)
I
-^¥{b — c)F{b-^c)F(a — d)F{a^d)

( -\-F(c — a)F{c-ha)F{b — d)F{b^d) = o.

Considérant les trois produits

A = F {b — c )F (b ~ c)F {a — d)F (a ^ d),

B = F{c~a)F{c-i-a)¥ib — d)F(b-i-d),

C = F{a~b)F{a-{-b)F{c — d)F{c-\-d),

nous allons, dans chacun d'eux, effectuer la multiplication des

séries qui représentent les fonctions F, et reconnaître que tous les

termes se détruisent dans la somme S = A + B 4- C.
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En désignant par ni, 7n\ m!\ ml" quatre nombres impairs positifs

ou négatifs, nous avons, pour un terme quelconque de A, cette ex-

pression

(II)

(A)=:(-i>xMja,

[jL = j ( 7?z -^ nï -I- m" -}- ;?i"' ), IM = m^ + m'2 -^ /?i"2+ ;7i"'2

,

a = m{b — c) + 7?i'(^ -h c) 4- 77i"(<^ — d^ H- m"'(« 4- c?)

= ( 7?i" --H m!")a-\-{m-h ni! )b-{-{ m' — m)c -{-{ ni!"— ni!' ) cl.

Nous distinguerons les termes où [x est pair et ceux où [a estim-

pair, en écrivant

(A)=: (Ao) si [j. est pair; (A) = — (Ai) si [x est impair.

De cette façon, on aura

A = S(Ao)-2(A,).

Faisons de même pour B :

(12)

(B)=(-i)v^>>P,

V = \{n + n'-^n"~n"'), N= 7l2 4-^'2+7l"

( p = (7z."-r- n"')b -f- (ti + n')c -\-{n' — n)a-\- {n'"— n")d.

(B) = (Bo),si V est pair; (B) = — (Bi), si v est impair.

B = 2:(Bo)-2(BO.

Faisons encore de même pour G :

/ (G) = (-i)u^PjT,

(l3) ) ^ = l(^+y_Hy_Hy), P=/?2_|_y2. P'"',

ï = {p"-^p"')c^ (P +p')a 4- {p'-p)b-^ {p"'-p")d.

(G) — (Co) si TT est pair; (G) = — (Ci) si tt est impair.

G-2(Co)~S(GO.

Les lettres m, /i, /> désignent des nombres entiers impairs quel-

conques, positifs ou négatifs. Prenons un terme arbitraire (A), et

voyons s'il existe un terme (B) pour lequel l'exposant [^ soit iden-

tiquement égal à a, quels que soient a, b^ c, d. A cet effet, on devra

poser

(i4)
n — n = m -
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Ces équations résolues donnent

n — i (— m-^ m' —- m"— m'" ) = — [j. -f- m',

n! — 2 (— m -\~ m' -\- m" -\~ m'") = h- jjl — m,

n" —\{ m-i- m'-i- m"— m") = 4- (j.
— m'",

n'" = I (. m -T- m'— m" -h m'") = H- [j.
— 7n",

On voit d'abord que ces nombres /i, effectivement entiers, ne

sont impairs que si [x est pair. Ainsi le terme (A) considéré doit

appartenir au type (Aq ), sans quoi l'identification serait impossible.

Ayant donc pris un terme (Aq), nous trouvons les quatre nombres

n impairs, et, par conséquent, un terme (B), pour lequel on a

^= a. D'ailleurs, d'après (14)7

n -h Ai' -f- n" -f- n'" = 2 m', v = m'.

Le nombre v est donc impair, et ce terme (B) appartient au

type — (^i)- Enfin, élevant au carré les deux membres dans

chacune des équations (i4) et faisant la somme, nous avons

7i2+ /i'2 -i- n"i+ n'"2 == ni'^ -\- iii!^- -f- m"^ -h /?z"'2,

N = M.

Donc le terme (B) considéré est égal, sauf le signe, au terme

(A), et le détruit. Donc, dans la somme A + B, la partie 2(Ao) est

entièrement détruite par — 2(B<).

Réciproquement, en résolvant les équations (i4) par rapport aux

m, on voit que — S(Bi) est entièrement détruit par S(Ao).

On déduit A, B, C les uns des autres par permutation circulaire

de a, ^, c; donc de même 2(Bo) et — S(Gi) se détruisent, et

S(Go), — 2(Ai) se détruisent. Donc la somme A + B + G se ré-

duit à zéro ; c'est ce qu'il fallait démontrer.

Identification de la série avec (îu,

La relation (10) reste inaltérée si l'on y remplace la fonction F
par une autre qui en diffère seulement d'une exponentielle paire

du second degré; en d'autres termes, elle a lieu pour toute fonc-

tion ^{^li) de la forme

.^(w)r=e^"'-+/'F(w).

Ge fait tient à ce que le premier membre de (10) est doublement
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homogène : i° par rapport aux fonctions F, circonstance qui fait

disparaître le facteur e^; 2° par rapport aux carrés des arguments,

dont la somme est 2(^2 4- 6- + c- + d'^) pour chaque terme*, cir-

constance qui fait disparaître le facteur efS""'.

Si donc, en désignant par r^ une constante encore indéterminée,

nous définissons du par la relation

cette fonction du, dont nous n'avons pas encore prouvé l'identité

avec celle qui nous est déjà connue, cette fonction a'w, outre les

propriétés de périodicité, a encore celle de satisfaire à la rela-

tion (10).

Pour la rapprocher de la précédente fonction du^ choisissons

la constante */] de manière que le développement, suivant les

puissances ascendantes de «, manque du second terme. A cet effet,

il faudra prendre

-t^r^-^^'^]2 CO

ce qui détermine -/] par une série convergente. Choisissons aussi

la constante G de façon que la limite de — soit l'unité pour

?/ = o
;
par conséquent,

Cela étant, la fonction du ainsi définie a toutes les propriétés

signalées comme caractéristiques au Chap. VI; on peut avec elle

remonter à j3?^. La légitimité du développement se trouve donc

bien établie.

La série S^i. Expression de Tf]w et de du,

La série qui vient de s'offrir sera employée sous la forme intro-

duite en dernier lieu : on multiplie tous ses termes par 2^*. On la

désigne par la lettre 2r avec l'indice i

,

:^ (i5) Si(p) = 2^*sin(^Tr— 25'* sin3piH-...H-(— i)«2g * 5111(2/1-4-1)^11+ ...

I
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OU bien, en mettant les exponentielles au lieu des sinus et fai^nt

(i6) z = ei'^^,

on peut l'écrire aussi

(17) '^i{^)=~i2^{''^Yq ' ^^'^+S

et le signe sommatoire comprend tous les entiers positifs et né-

S^atifs n.

En mettant

(i8j v= —

,

1 a»

on a, pour z^ la même signification que précédemment, et

(19) e '^~^' c^u = 2UJ^^'

Sous la forme précédente, ceci est la même chose que

2 (^ cfif— I mn — r/^ sin \- . -i-(— T^«/^«(«^-l) gin -^ -

20) r . Tzu ^ . 3tcw
^u — —— sin 72 sin h. . .+ (— i)"^'

En outre, comme on l'a vu tout à l'heure,

(20) r,a)=-^[l-275r2+...+ (_,)«(^^+l)3^«(«-^l)_^...]=_±_f^^

En faisant w = co, on a

/ N -r'/iw ^ S^i (I) 2 0) Al
(21). e2 3'0) = 20)ç^= -^^--i,

.J
1 ( o )

7C A

A, = n-^2_u...-(-^/n«+i)...= _L.2ri(i).

La série Sr,. Expression de o'i m.

Il est d'usage de désigner par 2^2 (i^) la fonction ^^ (^ — ç)] ainsi

^2(0 = 3^l(i-^)
1 q (2/?+l)2

(22) {
= 25'*cos('"7r+ 2<7*cos3p7rH-...+ 2^ * 005(2/1-1-1)^7:...
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Changeant u en (to— ?/) dans (ig), par conséquent (^en(^ — v)^

et divisant membre à membre l'égalité obtenue et l'égalité (21),

on a

(23) e -- w — =e » <"
cT'i !t

Œ tO ^l(i) ^20

1 Y)?/

e

ou, sous une autre forme,

2 (O 3^1 ii = —[C0SP7T + ^2 cos3p7C +...+ ^"^^+1^ 005(2^1 + 1)^714-...].

La série 2^0. Expression de Caw.

Il y a lieu de mettre sous une forme analogue a'(cL>'+ u). En

posant

(24) -=T,

d'où résulte

(25) ^ = e'T^,

1

on voit que le changement de :; = e^'^^ en q ^z revient au change-

ment de i^ en (ç — ^t). On a donc

^i(^-iT) = 4^(-i)«g""^^ "^"^'"-"^

On désigne par 2»o(^) ^a nouvelle série

(26)
I

2ro(p)3=2(— i)«^«^^2/i

l =l—iq COS2P7:+2<7*COS4t'7r-h...H-(— l)«2<7"' C0S2 nt^Ti-l-....

La relation d'où nous venons de la conclure s'écrit donc

1
(27) SroP = j^^e-'^^Sri((^-iT)

ou bien, changeant ç en — ç, comme 2»o est paire et 2*i impaire,

i
(27a) Sot^ =— «3'*e''^''Si(PH- ^t).
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En faisant u = w' dans (19), par conséquent t^ = ^ t, nous avons

maintenant

(28) e ^ ^ a'a)'=2co^4^^^ = 2w^7~4eii^).

D'ailleurs on a

— r
——

-

— r — Ow —— ( VI co^ )
— - — vi w

e 2w_g 2 0)' _g 2to\' 2/_^ 4g 2'

On peut donc écrire

(29) e"^^''^'^c.-.o..-|4^.

Changeant ensuite, dans (19), 11 en (w'+ u)^ par conséquent e

en ^ ^^T, puis divisant membre à membre avec (28), on a

l /)!/'- r;0)'
, ,^ 4 Or / 1 \ rv_ .

puis, en remplaçant, danse ^ , Texposantpar— -(r/a) + — j,

par conséquent l'exponentielle par e~V« e ^w __ ^-r/u^-iin'^

(30) e-5 -ir^iii+iîL) e-r,'» = TiV ^3 „ = £^)

.

En faisant u = co, par conséquent i'^i, on a

... -i-^o)—o'a>tfo/ _ 2ro(i).

multipliant membre à membre avec (29) et observant l'égalité

1 / \ t I
^^

\ Il ir

nous en déduisons

(32) e 2 ^(j^ = 2 (1) e 4 ;

-

Sri(o)
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La série ^3. Expression de 0*2 m.

En dernier lieu, l'on désigne par 2^3 (^) la fonction 2»o((^ -hi)',

ainsi

(33)
3-3 ((;) = I -f- 2 ^ COS^VK -\-iq^ 008 4^^^ -h . . . -i- 2 ^"* COS 2 71^11

^ zzz e'Tît', ^3(P) = S^^'^2«.

Changeons, dans (3o), u en (z^ + to), partant v en (^ + ^), et

divisons membre à membre avec (3i); nous aurons

^^'^ ^
C'a)" ^ ' "^ ^'"

2r3(o)

Résumé des relations entre les 2r et les c.

On remarquera qu'il est aisé de se rappeler la manière dont

sont distribués les indices dans les quatre fonctions Er. Chacune

de ces fonctions correspond à une fonction es*, et les indices pour

les ^ dépassent chaque fois d'une unité l'indice correspondant

de d\ les prenant d'ailleurs aux multiples de 4 près, on remplace

l'indice 4 par l'indice zéro.

Les quatre formules étant rapprochées, nous avons

-V^ ^ 2ri(p) u

S',(o)

(35) ^
^'^""^

Sro(o)

e 2 (O

11 n'y a d'ailleurs d'essentiel à retenir que 2r, et Sq, les deux

autres s'en déduisant par le changement de i^ en (ç -h^).
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Observations sur les séries 2r. Diverses notations usitées.

Les fonctions employées jusqu'ici pu, 'Çuf ^u dépendaient de

trois quantités, ii et les invariants, mais étaient homogènes; les

fonctions antérieures snu, cnii, ànu dépendaient de deux quan-

tités, l'argument et le module. Les séries 2;, elles aussi, dépendent

de deux quantités. En premier lieu, on y voit figurer un argument

c', ou une variable z, suivant la forme trigonométrique ou en série

de puissances qu'on emploie; en second lieu, une quantité q, à

laquelle se trouve liée une autre quantités : il est plus ou moins

commode, suivant les cas, de mettre en évidence t ou q. Dans les

séries, c'est q qui apparaît, mais dans la théorie de la transforma-

tion, ce sera toujours t, rapport de deux périodes.

On emploie la simple notation ^^^ ou ^a(^)) avec ou sans pa-

renthèses, quand on n'a pas besoin de mettre en évidence la se-

conde quantité q ou t. Dans le cas opposé, nous ferons usage de

la notation .%(^5 q) ou 27a (^l^).

Voici un résumé de ces notations :

/ z = e''^, q = e''^';

l ^Tat^ = ^a(^",^) = ^a(t^h)? a = i, 2, 3, o;

(^^^) '
C- V 4-(2m-l,*

, , „ -1(2/1+ 1)'

:3iV = il.,nq* cos(2/?i— i)7:p = E„^* z2«+i,

2^3^ := I — l'Lniq"^' cosimr.v — S^^^^'^s/t^

m = I, 2, 3,. . ., H- 00
, ;i = o, ii= I, liz 2, . . . , ± co .

La première 2?| v est une fonction impaire, comme dw, les autres

sont paires, comme les autres drj^u. Les développements mettent en

évidence la propriété suivante, qui appartient en commun à ces

quatre fonctions et à toutes leurs dérivées (par rapport à (^),

Cette propriété, que nous déduirons directement, au Cha-

pitre IX, de la fonction d, y fournira un nouveau moyen de trou-

ver les séries ^.
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Les notations adoptées ici sont conformes à celles qui sont em-

ployées par M. Weierstrass ('). Jacobi, dans ses Leçons (-), a fait

usage de notations peu différentes : 2ra(^, q) au lieu de ce que

nous désignerions ici par ^a ( z' ^) î ^^ outre, l'indice zéro est

supprimé, 2?o étant écrit simplement 27. Dans la Théorie des fonc-

tions elliptiques de MM. Briot et Bouquet, est employée la nota-

tion 8a(^)j q^ii équivaut à ce que nous désignerions par 27^ (
—

) ;

en outre, comme dans les Leçons de Jacobi, l'indice zéro est sup-

primé. Dans les Fundamenta nova theoriœ functionuni ellip-

ticarum, Jacobi avait adopté d'abord d'autres notations, et

6(2Kjr), H(2K^) y représentent ce que nous dénoterions par

2>o-^, HJo^. On y a joint ensuite les notations 0i (2K^), H, [i}Lx)

équivalentes kxj^x el .^, x. Ces désignations, mises en faveur par le

succès des Fundamenta^ se trouvent dans nombre de Mémoires et

d'Ouvrages, notamment dans la plupart des travaux de M. Her-

mite.

Quand il y a lieu de prendre les dérivées des séries 2», c'est le

plus souvent par rapport à Targument r, et nous dénoterons ordi-

nairement ces dérivées par des accents : 27' r, .27" r, etc.

Addition des demi-périodes et des périodes dans les 2r.

D'après la liaison ;/ =z= 2 w r entre les arguments u de i, et r de 27.

d'après aussi la définition de t, rapport de lo' à to, on voit que, pour

les 2», les périodes sont i et t, au lieu de 2to et 2 to'. Les formules

d'addition des demi-périodes et des périodes résultent immédia-

tement de l'analyse qui précède; elles sont contenues dans les

égalités (2), (22), (27) et la définition de 273 r. Nous avons besoin

seulement de les résumer. On les retrouve d'ailleurs facilement

comme conséquences des égalités (35), en employant la définition

de dy^u :

cf^u= -e-W, a = i, 2, 3,

{^) Fomieln und Lehrsàtze zurn Gebrauche der eltiptischen Functionen.

M. Weierstrass emploie seulement la lettre h, au lieu de q, que nous avons cru

devoir conserver d'après Jacobi.

(') C.-G.-J. Jacobi's gesanimelle Werke (t. I, p. 497)-
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et la propriété générale, où w est une demi-période,

tf ( ?i -f- 2 û) ) = — a' ïf .
e2r,(M+tb)

.

Les voici, ordonnées en trois groupes :

(38A)

2ro(.-i-
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Voici Jeurs expressions, déduites des égalités (36) :

i> = o, m = I, 2, 3, ... -H 00
,

m
i

V^ -(2/;? — 1)2 i.
2 > <7* = 2^-^(1+ <72_^ ^6_^ ^12

(39) \ :^; = _2T:2^(2m-i)2^*
^2/;2-l)î

27r2^4(i^32^2_i_52^(

X gjn'- — i ^^ 2q ~\- Q.q'* -\- '2q^ -h . . .

,

m

m

Les quatre fonctions 2*
'^

, 2*2, 27;$, .2*0, qui dépendent de la seule

variable q^ sont naturellement liées par trois relations qu'on doit

supposer transcendantes. Mais, comme on \a le voir dans un in-

stant, deux de ces relations sont algébriques et fort simples. Écri-

vons-les immédiatement pour qu'on les trouve ici réunies avec les

formules ( 39). Les voici :

(40) C' O ^ ^
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Ce sont deux identités extrêmement remarquables, qui vont

être démontrées, et sur lesquelles nous aurons à revenir dans les

applications à la théorie des nombres. Elles sont, toutes deux,

dues à Jacobi.

_ 1

Expression des trois quantités e 2 o^oj par les 'à.

Première identité.

Réunissons les trois relations, trouvées précédemment, (21), (ac^)

et (82),

2 0^ CO = 2 tO ^ »

I 1 „ „ i TT Or

e 2 a^to=2coe* 5-7- •

Rappelons-nous maintenant l'égalité (VI, 47), suivant laquelle

la somme des puissances quatrièmes des trois premiers membres

est nulle. Nous en déduirons

(4ia) â-| -1-27^ — 2r| = o,

ce qui est la preuve de la première identité (4o)-

Première expression de ej, e^, e^ par les 2r. Seconde identité (i).

Nous avons successivement

D'après les formules (35), en remplaçant l'indice 4 par zéro, on

peut écrire d'un seul coup trois formules ainsi

p(w-f-Wa)=-^^2(4^.w-u^log27o,+iPJ; a = i, 2,3.

(*) Voir dans les Œuvres de Jacobi, t. T, p. 5i5, une démonstralion de ccttL-

identité, extrêmement intéressante, et tout à fait dissemblable de celle qu'on

trouvera ici.
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Faisons a = o, remplaçons r,to par l'expression déjà trouvée (20)

I ^1

observons en outre que Ton a

2 . SrV /yv\'
- loir J'p = ^ ( -^—

)

et que, pour u = o^ v = o, 2?', avec les indices 1, 3, o, est nul; nous

obtiendrons de la sorte

D'après les relations (3(j), nous avons

[
71" —

c/lo g'/ -^a+i

d logS'j _ S"'i'

c?lo8</

et la formule {f\i) peut s'écrire

(42«) 3 /^y.nos&l^

Mais la somme des trois quantités e^. est nulle; nous avons

donc l'identité

d
dXo^q

Par conséquent, '

^^f'
'^

est une constante indépendante de q.

Reportons-nous aux formules (39) en y supposant q = o] nous

voyons que !^- a pour limite iz, 2*3 et ^o devenant égales à Tunité.

J^a constante est donc inverse de 7:, et nous obtenons la seconde

identité (4o)

(Î3) E;'i = 7: 2?2 ^3 ^0 (v =^ o).
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Seconde expression de ei, 62, e^. Expression du discriminant.

1

Les trois quantités e ^ <3'to, qui fîg-nrent aux premiers membres

des relations (40' ^^^^ celles qu'au Chapitre VI (48) on a déno-

tées par U, U', U''. D'après l'identité (43), on peut les écrire aussi

sous la forme

///\ TT
'-^'^ ï TV ^'^'^

*'

JVf 9.M e'*

(44) U=--^-^, U'--— ^-^, U"=-^-^-^, (i^--=o).

Les racines carrées telles que y/e, — Co s'expriment très simple-

ment en fonction des trois quantités U, suivant des formules

(VI, 48 ^) qui nous donnent maintenant

m

— TT I

s/e^-e^ = e~ ^ j-^r^, = JÎL
27| }

(r = o)
U'U 'Ihi

i'^ -tin „

En premier lieu, élevant au carré les deux membres dans cha-

cune de ces relations, nous avons immédiatement <?,, e-i^ <?3, dont

la somme est nulle.

(45)

Extrayant, au contraire, les racines carrées, nous avons

Dans ces trois dernières égalités, i / ;— a partout la même dé-

termination ; c'est, par exemple, la racine positive si w est la demi-

période réelle. Si nous prenons les produits, deux à deux, des trois
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premiers membres, que nous les comparions aux formules (44) ^t

à celles du Chapitre VI (VI, 44> 45, 4^)? nous reconnaissons im-

médiatement qu'ici et au Chapitre VI les quantités '^e^ — ^2 et les

deux analogues sont déterminées de la même manière.

Nous avons adopté (Chap. I et III) pour le discriminant A,

quant au facteur numérique (^), l'expression

A = i6(e, - ^-2)2(^2 - ^3)2 (^1 - e.y-.

D'après lesrelations(46),nous en déduisons cette expression de A

ce qui se transforme par l'identité (43) en la relation

(47) yi^-^J}y,, (ç-^o)

ou, sous une autre forme,

(47 a) '^I^^^^-l^T^y,.

L'expression (20) de r,oj peut subir par là une transformation

(48) ,.„ = _ -1 |J = ..^'. = i- ,, l'°E^.
12 XTi 3 dio^q 24 d\ogq

C'est une 'relation que nous retrouverons, par une voie toute

différente, au Chapitre IX.

Expression des 2r par les a'.

Les formules (35), jointes à celle (20) qui exprime rjW, doivent

être envisagées comme fournissant les fonctions d par le moyen
des fonctions 2r. Nous pouvons maintenant donner les formules

inverses : il suffît, à cet effet, dans (35), de remplacer les constantes

^\ , 2*2? ^3, ^05 d'argument ç = o, par les constantes équivalentes,

(*) M. Weierstrass emploie, pour désigner le discriminant, la lettre G et cette

lettre représente, non pas A, mais y^ A.
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suivant (47) et (4^)- Nous avons, de la sorte,

u

2W
1 -ri II-

(49) (
"^-2^^ = {/ — \/e.2- e^c^iu.e 2 O)

7t

1 -^z/S
/ 1 -qir^

^ ^
/'>.w w ^ -7,-77-

^0^ = 1/ — V 61—62 o'aw.e ^ f^
.

Changement des périodes : équivalence.

Nous avons reconnu, au second paragraphe de ce Chapitre, la

possibilité de choisir à volonté, pour composer la quantité q^ deux

demi-périodes quelconques w, to', pourvu que la valeur absolue de

q =r. e ^ soit inférieur à l'unité. En outre, dès le début de ce Cha-

pitre, nous avons admis que ces demi-périodes satisfassent à la

relation

T,tO Tj CO = •

Il est clair que tout couple ( to, to') satisfaisant à cette double con-

dition laisse à notre analyse toute son exactitude et exigera seule-

ment quelque interversion dans l'ordre des indices pour e^, 62, e-^.

Nous avons à examiner quels sont ces couples (to, to'). Soient

w'= a'to H- b'oi'

deux demi-périodes composant un tel couple. Nous avons, en

même temps,
Tj = ar^ -h br^',

r/= a'r^ -hb'r^',

et par conséquent

Y^w' — r,'Gi = (ab' ~ ba'){r^<Si'— '/'/w) = {ab' — ba') —

•

La seconde condition est donc satisfaite si les e/z^i'e/'^ a, a', b^ U
vérifient la relation

(5o) ab' — ba' = i.
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De plus, cette dernière relation exige que a et h\ ou h et o! soient

à la fois impairs, et w, w' seront effectivement des demi-périodes.

A l'égard de la première condition, supposons co et w' des quan-

tités imaginaires quelconques, et soient

w = 12-l-îûi, w'= O'-i- i'Q'i.

11 en résulte

(5i) -T- — ^— =a-l-i3,

La valeur absolue (module) de q est e""^^, moindre que l'unité

si a est une quantité positive. Ainsi la première condition se tra-

duit en ces termes : la partie réelle de -r- doit être positive. Sup-

posons qu'il en soit ainsi, ce qui avait lieu effectivement pour les

choix faits précédemment.

Prenons maintenant w et Co' . En supposant encore

nous aurons

et, d'après la condition (5o),

Qà'i
— Ôi Q' = QQ\ — Qi û'.

D'après (oi), ces deux derniers déterminants ne diffèrent l'un

et l'autre des parties réelles de -r- et de -7^ que par des facteurs

positifs 0--HÛ^ et Q--|-Ù^. Le premier étant positif, le second

l'est aussi. Donc la condition ( 5o) est la seule à laquelle on soit as-

sujetti pour le choix de w et 63^ Sous le bénéfice de cette condi-

tion (5o), le couple w, Ql est dit équivalent au couple w, to'.

Échange des indices de ei, ^2, 63.

Prenant maintenant w et w' de cette manière, comment devons-

nous modifier les indices de e, , é?2, ^3 ? A cette question la ré-

ponse est immédiate; nous devons mettre partout

au lieu de

ei, 63, 62-
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En posant

pGi = ei, p{Cd-hGi') = e^, pGi'=ey,

nous aurons en tout six cas distincts, résumés dans le Tableau sui-

vant. Le nombre i indique que le coefficient a ou a\ etc., au-des-

sous duquel il est placé, est impair; le nombre o indique, au con-

traire, que ce coefficient est pair. Les colonnes /, m, n donnent

une indication qui sera bientôt expliquée.

a. b. a'. b'

.

\. ix, v. l. m. ?i.

I I o o I I 2 3 I 1 3

II I o 1 £ i 3 2 r 3 2

(52) {III I 1 o I 2 1 3 2 I 3

IV I I I o 2 3 I 3 I 2

V o I I o 3 2 I 3 2 I

\ VI o I I I 3 I 2 2 3 1

Ces six cas correspondent aux six permutations des trois in-

dices 1, 2, 3.

Les six permutations peuvent être obtenues par la combinaison

de deux opérations simples ; de même aussi les substitutions, en

nombre infini ( ' /' ) (0? dérivent toutes de deux d'entre elles, par

'i o\ . / o
exemple des deux suivantes (

) ^M )' appartenant aux

cas II et V. C'est, au reste, un sujet sur lequel nous reviendrons

avec soin dans la théorie de la transformation.

Changement des périodes dans les fonctions 2r.

Ce changement des périodes cd, to' en d'autres équivalentes ô), w'

entraîne une propriété très importante pour les fonctions 2i.

Mettons en évidence les périodes en écrivant, au lieu de ^{y)^

2f(r|T). Ayant à la fois posé

(53)
U U

V = -, Pi= -^,
20) 2W

et observant que A n'est pas changé par l'échange des indices, mais

(') Cette notation abrégée rappelle l'opération qui consiste à remplacer deux

quantités w, w' respectivement par am -h 6w' et a'to -f- ô'w'.
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que la racine huitième peut l'être, nous aurons d'après (49)^ en

désignant par ô une racine huitième de l'unité,

(54) -^^'ÂG'^^= ~e2-oco..3i(pk) = ô4-^'''^''^i(^il'^i)-

On aura, de même, une double expression pour les autres d :

co

2 4

1 y/Ti y/to y/à)

\
y/Tt y/to y/tô

Les indices /-h i , /?i + i , /i 4-
i

, donnés par le Tableau (02),

doivent être pris aux multiples près de 4 et réduits à o, 2, 3. Les

lettres s,, -27 ^3 désignent, comme s, des racines huitièmes del'unité,

dont la détermination précise exigerait une étude qui serait inutile

ici. On les fixe très aisément dans chaque cas particulier. Il suffit

d'ailleurs, au point de vue de la théorie, de les fixer pour les deux

substitutions particulières dont nous avons parlé tout à l'heure,

et dont toutes les autres dérivent. C'est ce que nous allons faire.

La première substitution consiste à remplacer to et to' par w et

to + w'. On a donc

Qu'on se remette sous les yeux les développements 2», savoir

'^^{v\z) = i^{— i)«+ig' * sin(2/i — ^)t.v,

.%(p|':) = 2E<7 * cos(2^ — O^^^j

'^^(v\z) — I + ll^q'^' C0S2 JIV-K,

^q(v\'z) = 14- 22(— l)«gr«"- COS2m^TZ,

et l'on reconnaît immédiatement l'exactitude des résultats suivants,

relatifs à ce cas :

iTl

2fi(^h)-^~"^.^i(plT + i),

— iZE

^56)
^
%{ç\z) = e *2r2(p|TH-i),

2r3(^|x)= 2ro(HTH-i),

-o(H'^)= 2r3(Pk4-i).
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La seconde substitution consiste à remplacer 03 par to' et to' par

— co; c'est celle dont nous avons déjà parlé maintes fois, et qui

provient du changement de g^ en — ^3. On a, en ce cas,

q — e'^^, qi = e
0)
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toujours un même signe. Or, pour t = ?, les deux membres (si

t; = o) sont identiques et 4/- doit être pris égal à +1. Donc

dans la troisième formule on doit prendre pour {/- Ici détermi-

nation dans laquelle la partie réelle est positive. Il en est de

même dans les autres formules, qui se déduisent de celle-là par

le moyen des formules (38 A, B, G).

Au point de vue théorique, ces dernières relations ont une im-

portance très grande pour la transformation. Ici, au point de vue

du développement des fonctions elliptiques en séries, l'importance

n'est pas moindre, à cause de la facilité qu'elles nous fournissent

pour choisir les séries réelles les plus convergentes. C'est ce qu'on

va comprendre immédiatement par le résumé que nous allons

faire.

Résumé des formules pour le calcul des fonctions tf.

I. DiscraMiisAiNT positif. — Nous désignerons par coi la demi-

période réelle, par (1)3 la demi-période purement imaginaire. Voici

la première représentation réelle des constantes elliptiques par les

deux quantités réelles et positives oji et q^ puis celle des fonctions

par ces quantités et un argument. La quantité q est moindre que

l'unité.

-Io"rnatf-)7 co3=to,T,

^^^^==7^ 1-3^^-5^' iq'

(58A} 4/—-*
V^ea— ^3 = l'yq{i-^q^-+q^

\/ -^v/ei-e3 = i

. /2CO1 4/

y — V 61 — 62 = 1

iq -\- iq' -^ iq^-^. .

iq ^ iq'*— 1 q'^ '\- . .

'\

s/\

Toutes ces racines sont réelles et positives.

..}.
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(59 A)
62—^3 cr'i ?i = e5-/],w,('2 <^2(p, g),

^—!^ ^ei— e-i a'211 = e2"0iWi^^2 ^3((,^ ^)^

Il est bon de se remettre ici sous les yeux les expressions expli-

cites des fonctions 2r :

?i^{ç, q) — i\/q {ûnvK — q^ s\nZv'K -+- q^ sinSpir — q^^ sin7PTr. . .),

^^{y^ q) =: 1 sjq (cost^Tï 4- ^2 cosSptt h- c^^ cosôv^tc -f- ^/^^ 0087^71. . .).

?3^{v, q) =z i-\-'iq cosiviz -\- iq'* co^^vr^ -h iq^ cosGptt -f-'igfi^cosSt^TT ..,

.%(p, q) = 1 — 2^ C0S2t^T: -i-^q'* cos4t^'^ — ^^^ cosôpti h- 2^^*^ cosSpt:. . ..

L'emploi de ces formules est à recommander dans le cas où g^ est

positif. On a vu (Chapitre II) qu'alors -^ est supérieur à co, . En ce

cas, 4 est supérieur à l'unité, et ^ moindre que e~'^= o,o4v32i ....

La convergence des développements est alors extrêmement rapide.

Voici maintenant le second mode, à recommander pour le cas

où «3 est négatif. Les développements ont lieu suivant les puis-

sances à exposants croissants de qi

_ '"^

qi=e ^,

qui, en ce cas, est, à son tour, réel, positif, moindre que e""^.

7:2 i_33^2 _^53^6 _^3^12,_
IQ3W3

•j -2
,

-
fi 12 ' ^^^3— 7(3 0)1= —

12 l—:iqi-^jql — yq['... 2

72 0)3 4/ 4;

—

4/ -^—\/ei— e2 = i\lqx
y ITZ

(l-f-^f-l-^l+^P-4-...),

(58B)
2 0)3 4

Vei— e3 = i-{-2qi~\-2q\-h2ql

20)3 4

s/
\lCl— e-i = \ — iq-i-^ iq\ — iq\ +...,
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Ici encore, toutes les racines sont réelles et positives. En posant

ensuite
u = 20)3^1,

on aura les formules

i/^ V^i— 63 ^1 II = e2-^3t03^? % ( ç^ , g,),
y iTî

y m

On remarquera que, u étant réel, ^4 est purement imaginaire
;
les

seconds membres perdent alors l'aspect trigonométrique; les sinus

et cosinus se remplacent par des exponentielles réelles. Ils re-

prennent, au contraire, la forme trigonométrique quand u est pu-

rement imaginaire. Pour les formules (A), les faits se passent dans

l'ordre inverse. Dans les applications où, sans avoir égard à la ra-

pidité de la convergence, on veut mettre en évidence une période,

on prendra l'un ou l'autre mode de développement suivant que u

sera réel ou purement imaginaire.

II. Discriminant négatif. — Nous désignons, comme aupara-

vant, par (02 la demi-période réelle, par co', la demi-période pure-

ment imaginaire. On se rappellera que nous avons posé

wi= 1(102—^2), W3=-l-(w2 4-a)2).

Il ne convient pas, dans les applications, de prendre pour t le

rapport 0)3 : w, ; car q ne serait ni réel, ni purement imaginaire.

Nous prendrons deux modes de représentation ; dans le pre-

mier, on aura

(0 = t02 = Wj -h W3, to'= |(W2H- w'2) = W3.

Il appartient, comme on voit, au cas III du Tableau (62)

1 = 2, m = 1, n = 3,

1 2 (02

On aura alors
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on voit que la quantité q correspondante sera

et c{ est réelle et positive, inférieure à l'unité. Quand ^3 est positif,

q^ est moindre que e~'^(Chap. III).

On se rappellera que e-^ est réel, e^ et 63 imaginaires conjuguées,

et que e^ a sa partie imaginaire positive. Voici, d'après nos for-

mules générales, la représentation des constantes et des fonctions,

au moyen des données coa, ^', quantités réelles et positives, la se-

conde inférieure à l'unité.

t'= - loir nat

(58G) [
qi=i^q',

Y]2 W^ — r/2 CO2 = i'

0)2= 0)2^
,

7]2W
3-^ q'— 53 q'"^— 73 ^'6 . ,

,

12 i-+-3<7'— 5^'^

—

iq'^'--

t/^V^(e3— ei)t ^ 2 v/7'(i — ^'—^'^-t-^'6 + ...),

Dans cette dernière formule les deux membres sont réels et posi-

tifs. Pour les deux autres analogues, nous ferons les deux combi-

naisons réelles suivantes :

I£

/£W2
(^^g^— 63 + s/e^_—e]) = 1 + 2^'2+2g'«+ iq'^'^+ . . .),

u = ibi^v, q'^ — e^ yjq\

2 t V TT

7^'^ + -)-

(59 G) —
' yie^— e,)i 0^2 z* - e2-l.o),c^^ e'^'^.X ^, ^2 ),
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Pour ces fonctions 2*, la quantité analogue à Test':2= ^(i 4- '')•

Dans le second mode de représentation, on prendra

CD = to'.2 = t03— tOi, w' = OJi = ^ W'2 0)2).

Il appartient, comme on voit, au cas IV du Tableau; l'ordre est

/ = 3 , /?! = I , n = 1;

r,,w., = —
12 I -T- 3 ^"— 5 ^'

(58 D)

e-i— ei)i=i \/q"{i ..),

2 w , / 4

ITT
••),

/(t^)''^-"^ = 'v/^c -^ ^^"- ^'?"'- 7*"

i^ = 2 tO , P g|=e V^^%

(59 D)
(

63— ei)fa'2W= e e ^,j^{v,q.^),

6% 3"= e Sr3((^, ^2).

e-i— 62
:-A,oyy'- ^̂

o{^', q'-i)-

Au sujet de la réalité de u, ç, v', les observations sont ici les

mêmes que pour le cas du discriminant positif. Les radicaux sont

choisis comme il suit: 1° y/— A et \J{es — ei)i, qui sont réels, sont

pris positivement; 2° posant 6-2 — <?3= pe'^, Co — 64 = pe"^''^, on

choisit 'il entre zéro et iz, conformément à la convention que ei ait

sa partie imaginaire positive, et l'on prend

V ^2 — 63 = V (

\/e-2— Ci = V p6
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dans les formules (G); tandis que l'on doit prendre

'h — TZ

dans les formules (D).

Calcul de q. Cas A > o.

Dans les applications où l'on doit faire des calculs numériques,

il arrive d'ordinaire que les données sont ^i , 62-, 63 ou des quantités

équivalentes, et, en outre, la valeur numérique de p pour quelques

arguments; puis ces arguments interviennent ensuite d'une manière

quelconque dans les formules. On a donc besoin de calculer :
1° q

et une période ;
2° les arguments u donnés par la valeur numérique

de pu.

Les formules qui précèdent fournissent, à cet effet, des moyens

dont l'usage est très commode. Nous allons raisonner sur le cas

(A) où le discriminant est positif, ainsi que «•3; par conséquent

^2< o. Les conclusions s'étendront facilement aux trois autres cas.

Pour le calcul de ^, prenons les deux formules
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mule (6 1) elle-même permet d'assigner à (-j une limite voisine.

Mais, indépendamment de cette formule, nous voyons que

l'on a

^1 — ^2
2;

car, à cause de e< -]- <?o 4- ^3 = o, cette inégalité se réduit à la

supposition <?o < o
;
par conséquent, on a aussi

/< ^-.z =-0,0864....

V 2 -T- I

Il en résulte que, dans les cas les plus défavorables, c'est-à-dire

ceux où / est voisin de cette limite, on aura déjà q avec une erreur

moindre que —^ en prenant, comme approximation de </, la ra-

cine X de l'équation

X = - -^ Ix*,

dont le développement, d'après la série de Lagrange, est

2«
^n{\n~\)i\n--9.)...{\n — n-^9.) //\*«+i

i .'!,?>... n \'i

Le développement de q lui-même diffère de celui de ^ à partir

du troisième terme inclusivement. On voit effectivement par la

formule (61) que le coefficient de ce terme sera diminué d'une

unité. Les quatre premiers termes sont

/\13
(6.) '/=^-^(^)^--(^)'^-^^«(y

A^ant calculé q, on calcule to, par la formule

-IC

(63)
/_to, ^ w-^^-i-^^

Pour le cas (B), où g-^ est négatif, on n'a qu'à changer ici

, ^2, ^3 en —• 63, — 621 — e\, et w, en -.- •
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Calcul de u, connaissant pu. Cas A>o.

Il s'agit maintenant de calculer it connaissant pu. Nous suppo-

serons, comme cela se présente dans les applications, pu réel. Il

y aura lieu de distinguer quatre cas suivant la place de pu dans

les intervalles marqués parles nombres — oo
, <?3, <?2, e<, H- go .

i" pu'^e^. — INous avons, d'après les formules (09 A)

Vei — <?3 c:', u — \]ex — e^ ^3 u

(64)
\/ei— 63 c'a ^^ -h \/ei— e^ a'^u

q cos2t^7r -\- q'^ cos6P7r -=-. .

l -r- '2^'*C0S4 t^'JT -i- 2(716 cOs8P'

Le premier membre s'exprime immédiatement par les données,

t si l'on pose

^2 — v^<?i — ^2 y/p î* — ^•5

(63) 5=
,^

'^ ^ei — 63 v/p w — 62 ^ V^ei— ^2 Vp w — es

on a l'équation 5 = Q.

Il existe des valeurs réelles de u., donc aussi des valeurs réelles

de V. Les cosinus qui figurent dans Q sont donc moindres que

l'unité, en valeur absolue. A cause de la petitesse de ^, on a déjà

cos2P7r, avec une erreur relative moindre que
f^^-i^VôT],

en prenant

s
C0S2P7r = - •

Il sera aisé d'obtenir ensuite autant d'approximation qu'on

pourra le désirer. Ayant calculé (^, on aura les valeurs de u

u = ± 2Wi p -h 2/?icoi -f- 2/1003,

jyi et n étant des entiers arbitraires.

2" e^<i.pu <ie<2.> — Nous traitons maintenant ce cas, comme
étant plus semblable au précédent. On y emploiera encore la

formule (64), mais en remplaçant u par u — toa. Nous avons

^(1, ..\ ^ .

(ei— g3)(g2— gs)
p(.. - C03) ^e,-r-

J,,rzr^^
'

par conséquent,

(^2— e^){e^ — j>ii)
p{u — W3)

j) u — e-i



CHAPITllE Vlir. — LES SÉRIES S". 278

En faisant donc

,1 v/^i — p?^ — \/ 61—62 v/ei—g.{
(66) .s = - --= -=^—=,

v^i— pu -\- \ e\— e^\J Cl — 63

on aura, pour déterminer p, l'équation 5'=Q, d'où r se tirera

comme précédemment. En effet, p;^ (Hant entre <?2 et <?3, il existe,

pour (^u — (O3), des valeurs réelles. On aura ensuite

i« = ± 2 0)1 p -4- 2m wi -f- ( -2 n -i- I ) W3.

3" piK^e^. — On se servira encore de l'égalité (64), mais on aura

soin de changer, dans 5, \/pu — e.2-, \/pu — ^3 en y/co — jj w,

y/ e;j— jj;^. Ici l'équation 5 =: Q doit donner pour p des valeurs

purement imaginaires. Les cosinus se changent en des cosinus

hyperboliques. Si l'on fait ç = iv\ on aura à remplacer partout,

dans Q,

cosinvT^ par .

2

Parmi les déterminations de -? il en est une qui est réelle et, en

valeur absolue, moindre que-^» Le maximum de cos 2/1(^71 est

ainsi -(— -i-'/'O- La première approximation de cos2^7:, c'est-

à-dire-? dans les cas les plus défavorables, où pu se trouve peu

inférieur à ^3, donne ainsi une erreur relative sensiblement égale à

iq'* cos4*^''^ ou q-^ moindre que -^. Mais, en ce cas, on peut em-

ployer s au lieu de 5, de manière que :— soit compris entre

^3 . / -1 T / I

zéro et —7 et cos4^'^ moindre que -[ — -f- q)- La première ap-

proximation donne alors une erreur relative moindre que tt^^tô*

Ainsi, dans ce cas pu << ^3, il conviendra d'employer l'une ou

l'autre des équations 5=Q ou 5'=Q, suivant que -> compté

dans l'intervalle (o, -^
j ? sera dans la première ou la seconde

moitié de cet intervalle. Si l'on procède ainsi, la première approxi-

mation donne toujours une erreur relative inférieure à 77^-
4*" <?2 < P^^ <C ^1 •— On emploiera encore la formule (64), mais en

L 18
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y remplaçant u par [a — co,) ou par [u — too). Pour la première

substitution, on a

p(w — coi) =eiH '- = Cl— '-
,

j) u — ex ex — JJ ic

e.2—J){U — Lrix) =
ex — p u

(ex— e:i)(pu — e^_)

ex — pu

On voit par là que s se reproduit cliangé de signe, et l'équation

à résoudre par rapport à ç est s = — Q.

Pour la seconde substitution, on a

, - (ei~ e=,)(e2—C:i)

^3— P {u — (^2)

pii — e,

(e.-,— e:i)(ei — pn)

P u — e.2

et l'on voit que s se change en — s . L'équation est donc 5'= — Q.
Parmi les valeurs de (w — co, ), il en est qui sont purement ima-

ginaires. Considérant celles-là, on peut renfermer -— .—^ dansl'in-

e ( o, ^- )• 01 —;— est dans la première moitié de cet in-

tervalle, alors ç est purement imaginaire ; comme tout à l'heure,

on voit que cos4^"^ est inférieur à-( r/ H ) > si l'on prend l'équa-

tion 5 = — Q. Dans le cas, au contraire, où -—:—^ est dans le se-

cond intervalle, il sera mieux de prendre l'équation 5=— (V; v

sera encore purement imaginaire,, et cos 4 ^''^^ inférieur à -\q-\— )•

Dans l'un et l'autre cas, l'erreur relative, dans la première approxi-

mation, est inférieure à y^jy^.

Dans le cas (B), où le discriminant est encore positif, mais ^,1

négatif, tout ce que nous venons de dire pour le cas (rV) subsiste,

sauf changement, dans toutes les formules, de <?<, (?o, (?3, pu, q,

en

—

e-i, — e^t — <?,,
— pu et q^^ avec l'échange des périodes

2to< et 20J3.

Calcul de q . Cas A < o

.

Pour le discriminant négatif, on procédera d'une manière ana-

logue au moyen des formules (G) ou (D). On doit seulement re-
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marquer que les circonstances peuvent s'y trouver moins favorables

au calcul. Les quantités c/^ cf ont, comme q et ^<, e~'^pour maxi-

mum; mais ce sont leurs racines carrées qui remplacent q (ti q^.

La base des calculs d'approximation est donc ici

6 2= 0,20787937. . .
,

et non plus

e-^ = 0,04321 ....

L'autre part, la quantité /', qui remplace /, a pour expression, dans

le cas des formules (G),

I v^eg— e^ — y6-2 —ex ^ ^
^ \Je.2—e^ -^^^2—^1 ^

L'angle <i>, compris entre zéro etTî, est l'argument de la quantité

complexe (<?o— e-^). Gomme la somme (e, -h Co-H ^3) est nulle, la

partie réelle commune à e\ et à (?3, est — ^e.j en sorte que p cos^L,

partie réelle de (<?2— ^3), estf^o. Elle est donc positive ou né-

gative suivant que 62 est positif ou négatif, et 'h est compris entre

zéro et - dans le premier cas, entre - et tu, dans le second. G'est
2 ^ ' 2 '

dans le premier cas qu'on emploie de préférence les formules (G),

et /' a pour maximum tang'-> c'est-à-dire \J'i — i =:o,4i42ï

Dans le cas des formules (D), on emploie la quantité l"

^

rr \ /" ' v/ei — e, — V^e3— ^2 ^ tt — (];

(67 a) Z = y n-_^= '.,-j=^^=--^ = tang ~y-^ '

^ \/ei — 62 -^ \e,i— e.2 4

déduite de l' par le changement de ^i, Co, 63, en — e-^, — <?o, — e,;

elle a aussi, quand Co est supposé négatif, pour maximum

y/'s — I .

On voit que, dans l'application des formules (G), (D), les quan-

tités à employer peuvent être moins petites que pour le cas du

discriminant positif ; mais elles sont encore assez petites pour assu-

rer le succès du calcul par l'emploi de la formule (62), dans la-

quelle / est remplacé par /' ou l'\ et q par ^q' ou s/q"-

On peut d'ailleurs, en appliquant les formules (A) et (B) au cas

du discriminant négatif, retrouver pour le calcul les mêmes avan-
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tages. Mais on opère alors sur des quantités complexes. C'est ce

que nous allons expliquer.

Raisonnons sur le cas où e^ est positif. Les trois quantités e<,

<?2, ^3 étant représentées sur le plan par trois points de même nom

{Jig' 5), l'angle <!> est le demi-angle en Co, dans le triangle isoscèle

formé par ces trois points. Il est inférieur ou supérieur à - sui-

Fie. 5.

vaut que le côté e^e^ est inférieur ou supérieur avix côtés égaux

eo^i, (?2^3- Le carré de la longueur eoê, ouco^a? c'est le produit

des deux quantités conjuguées (co

—

<^\){<^-i — ^a)- Le carré de Ja

longueur e^ e-^, c'est — (<?< — c^)-. On a donc

<];^ - en même temps que

D'ailleurs

(ea— ei)(e2— e3) + (ei— e3)2>o.

(e-i— ei){e2— e^)-{-{ei— e:iy= ej^ e'j-h e|— (ejea-i- 6163+ 6363)

= 2^2 4^2^

donc 'b est inférieur ou supérieur à -- suivant que «2 est positif ou

négatif.

Dans le cas où nous raisonnons actuellement, e.2> o, c'est-à-dire

^3 ^ o, si ^2 croît à partir de zéro, nous savons déjà (Chapitre III)

que .—" croit a partir de y/o
;
par suite, nous avons en même temps

^2 ys.

/';i tang— = 2V/2+ /3 — 2 — v/3
— o,i3i. .

.

n

Les maxima de ^Uj' et de /' sont encore supérieurs à ceux qu'on

avait pour q el l dans les cas du discriminant positif; mais ils sont

sensiblement inférieurs à ceux que nous considérions tout à l'heure.
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Si maintenant g^ est négatif, on va voir qu'en prenant les formules

(A), on aura pour q et pour /, en valeur absolue, des quantités

moindres aussi que e ^ et tang-i.

Soit 'z'= /a le rapport w'^ : too, nous avons

9 . a«—

1

a

«t:— = tT: — = — il! -^ — 2 71 — 7 q — e ^-^^ e a- + i,

toi I — ta a2-+-i a2—

1

La valeur absolue (module) de q est e a- +-i^
L^^ quan-

tité -^—- décroît constamment quand a croît à partir de l'unité.

Or nous savons que, dans ce cas g^ > o, si ^o est négatif, le rap-

port -^ = a est compris entre i et \/3 (Chapitre III) 5 à ces deux

limites extrêmes correspondent pour -^ les deux limites i et

r,-y/3. Donc la valeur absolue de q est comprise entre e"'^ et

Pour calculer alors q par la formule (60), il faudra seulement

savoir de quelle manière prendre yei — e^ et \Je^— e^. Or la for-

mule nous l'apprend elle-même, car on en tire

47=- -1 + 4^-+-....

A cause de la petitesse de q^ la partie réelle du premier membre,

peu différent de 1+4^, est positive, et la partie imaginaire est né-

gative. Effectivement, -^ étant compris entre zéro et^, l'argu-

„2 ,—

ment de <7, savoir — 71 — > est lui-même entre zéro et — -- On
^ ' a- 4- 1 2

voit par là qu'après avoir choisi ——-^j comme précédemment.

pour l'argument de ^e^— 62, il faudra prendre ^ pour celui de

Pour le cas où, au contraire, e-i est négatif, on voit parle chan-

gement de e,, ^2, ^3 en —63, — eo, — e<, que les formules (D)
1 j-

donneront c/' limité à e 2 quand ^2 sera positif. Si main-

tenant ^2 est négatif, on pourra employer les formules (B) dans
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lesquelles alors q^ sera imaginaire et, en valeur absolue, compris
1 r- -71 y/s

entre e '^ et e ^

Calcul de u, connaissant pz^. Cas de A < o.

Le calcul est analogue à celui qui a été indiqué pour le discri-

minant positif. Raisonnons dans l'hypothèse ^3>>o, cas où l'on

doit employer les formules (G). Nous ferons usage de la formule

suivante, tirée de (09 G)

(08)

ï \let— e.j a'] u — \l
e-i
— ex C:i u

'^ *
s/e^— 63 a'i u -h V 62 — ^1 ^;i if-

I
y/^' C0S2 PTT -h V ^"'* COSÔf 7t H- , . .

\ 1 -H 2<7'2 cos4 (^îC H- 2 <7'^ COS 8P7r -i-. . .

Soit maintenant

'-^ '^

V ^2 — Ca \/p II — ei -t- v 62— ^1 /p ^' — ^i

c'est une quantité réelle, quand on a eu soin d'y prendre, comme

on le doit, pour y/^o — <?.$ et ve-^— 6^1, pour ^j3W — e, el\/pu — e.i,

des déterminations conjuguées.

Si pu est supérieur à. eo, il y a pour u et, par conséquent, pour

p, des déterminations réelles. L'équation s = Q' servira à déter-

1 -ri • X • • s
miner la quantité v, et la première approximation cos2(^7r= —

—

comporte une erreur relative inférieure à 2^'- dont le maximum,

correspondant à g'= e~'^^= o^o/{'5 . . . , est moindre que o,oo4-

Ayant une valeur de p, on aura

i6 = Zil 2 W2 C^ -h 2 /?l tOi -h 2 71 W3.

Si p u est inférieur à 62, il y a pour u et pour r des détermi-

nations purement imaginaires. Il est nécessaire de distinguer deux

cas, comme il a été utile de le faire pour le discriminant positif.

La quantité Q^, où nous mettrons en évidence l'argument (^, a

pour expression

2 i .:J3 1^ -+ ^0 ^
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La période To des fonctions 2», comme on l'a vu aux formules

(C), est

I to.,

Prenons un second argument ç\ lié à v par la relation

p -4- p' = T2 — i.

D'après les formules (38), nous aurons, .^3 et 2?q étant des fonc-

tions paires

STo^^'
"~

!^o(^
— ^2+ ^)

~ .%(> — ^2) ^3t^'

.% t^' — STq (>' ^ ETq p -+- 3-3 p ^ I

Q'(P')Q'(P)=J.

La fonction Q'((^) atteint donc la valeur^, pour

et, par conséquent, s atteint aussi la valeur
^
pour

Il = 2W2 2('^2— 2) =i^2-

Il est d'ailleurs aisé de voir que c'est là le seul argument u, pure-

ment imaginaire, compris entre zéro et to'^ en valeur absolue, pour

lequel s atteigne la valeur i. Si l'on veut, en effet, que s soit égal

à ^, il faudra, dans la relation (69), que les deux quantités

\/e2— ^3 y/p u — ei et \/eo — Ci /p a — e-^

soient proportionnelles à i -1- i et i — /, dont la somme des carrés

est nulle. De là l'équation

\/e.2~e-i{pu— ei)+ ^/e-^— ei{pii — e^) = o,

dont la solution

p îf r= ^2— ye.y — ei y e^ — C3

nous fait retrouver j3 — ? tel que nous l'avons obtenu au Cha-

pitre III (p. 'y 5).

La fonction .9 se réduit à ^Z' pour u^=.o\ elle est alors moindre

que -7. Elle est donc moindre que ^ quand u est compris entre zéro

I co'2 , . , . j ^ . T w', co',

et ^t supérieure a ^ quand a est compris entre et-7-«
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Il est facile maintenant de fixer le mode de calcul de w, quand

pu est donné, inférieur à <?2-

Si s (69) est moindre que i, on calculera p par l'équation

sz=Q'. Il y a une valeur de -, comprise entre zéro et - ^;

donc une valeur de -. comprise entre zéro et - -^ = i -, . On a
i ^ 4 ^^' 4 *

donc (58 G)

VA'

Dans l'expression de Q' les cosinus sont hyperboliques, et le

maximum des cosiju^tz est sensiblement ( -7= )
• On voit donc que

Wg'J
la première approximation cos2(^- = -—

: sera soumise a une er-

Vg'

reur relative, qu'on peut comparer, dans les cas défavorables, à

q', dont le maximum est e~'^= o,o43 .... Ayant (^, on en conclura

ï^ = dz 2 W2 p -h 2m toi -h 2 71 CO3

.

Si s est supérieur à^, on calculera, non pas (^, mai^ i>', par l'équa-

tion s = ,^,, ,^ j où l'on rencontrera les mêmes circonstances pour

l'approximation; ayant ç', on en conclura

W =±2102^ + Wg-i- 2mtOj-l-2/lt03.

Dans les applications, on trouvera toujours quelque moyen de

rendre l'approximation plus rapide. Par exemple, quand u est pu-

rement imaginaire, voisin de 4 w'^7 ce qui est le cas le plus défa-

vorable, on pourra, par les formules de multiplication, faire porter

le calcul sur l'argument ^u, voisin d'une période; on se trouve

alors dans le cas le plus favorable, les cosinus hyperboliques étant

voisins de l'unité.

Nous avons raisonné dans l'hypothèse g^ >> o. Pour le cas ^ ;, << o,

on changera, dans ce qui précède, ^i, ^2, ^3, '^'5 ^p^^ en — ^3,

— ^2, — ^1, ^'^ — pu, conformément aux formules (D).
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Observations sur les cas particuliers où ^ a les valeurs

e^^, le - , le -

Il n'est guère possible de ne pas s'arrêter un instant pour si-

gnaler les cas particuliers que nous venons de rencontrer, et réunir

les formules où la transcendante numérique <?~'^joue un rôle si

curieux. C'est l'égalité (60)

qui se recommande d'abord à notre attention. Nous avons trouvé

qu'elle est vérifiée de ces trois manières

10 l = ~_ avec qz=ze-^\
v/2-f- 1

1

•20 / = i(^_ j) avec q =^ ie 2
'•

30 l = i\is/i-\- \/3— 2 — y/â) avec q = ie~ 2
^^

La formule

XO) =: i-

12 I — 3<72-H5^'^—7<7i^-f-. ..-!-(— i)'"(2m -4-i)^'"^'"+i'...

n'est pas moins intéressante dans ces cas particuliers. Dans le pre-

mier, on a

, • ,1 , , . , . i~

i 1

'r.S

par conséquent

71

7)w = - avec q — e-~^.

Dans le second, nous aurons de même

, . , 1
, , ,

• 2 = tW2, ^12 ^"^Sj rj2C02 = — '^2^2;- '^^(2^2 — Tj g W2 = 2 f rj2 W^ =

par conséquent

2° 7)0) = - avec q — le

Dans le troisième cas, ainsi qu'on l'a déjà vu au Chapitre III
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(p. 83), en désignant par 9 une racine cubique de l'unité

2

on a d'abord

Les relations d'homogénéité, en ce cas particulier, donnent,

sans changement des invariants (^o étant nul),

Ç?i=0^(ô?O, ra=^co, = — r(0co2) =_ 62^(0, = - 02r,,,

r^,=.l^oi, = -m'-to,)=- 0^W2 =-0r,,,

— = Tji W3— /]3C0i — (6 — 02)r,2 W2 = i \/3r,2 (O2
;

donc

o" r,w = —

—

avec g = le -

2/3

Il faut remarquer enfin, avec cette dernière valeur de q, la for-

mule analogue à (63), donnant la période ojo. Nous avons ici

ve2— C3 = Vp^'^*) \/e2— Ci = \/p e ^*

v/e2— 63 H- v/e2 - ^1 = 2 {/p cos J7
'

Ici p désigne la longueur Ci e^ {fig- 5, p. 2-6), côté du triangle

e^ 6-263, équilatéral en ce cas particulier. On a donc, pour la hauteur

de ce triangle, l'expression

et par conséquent (58 C)

/c02 _ n- 2g'2-t- 2<7'8+ . .

.

V 2- ~
8,-3 4,— Ti

^ 2 \/3 v^o cos -—

Prenons ^3 =: 4> 'l'^'cc ^0=05 alors (co étant égal à l'unité) on a

I r de
W2= - / —r >

2 J/3 cos 4 • \/"l = ^ -^- ^'/''--i- 2^'8-+-. . .+ 27'2"'h-. .
. (5^'= e-T^^).

24 |/ 2 71
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Comme <? -'^v^* est égal à 0,0042. . . , on a déjà l'intégrale définie

0)2 avec une erreur relative moindre que 70^^^ en négligeant tous

les termes du second membre, sauf le premier, et prenant

t02 =
•1 v/3 C0S2

24

Expression de gi par les fonctions 2*. Remarques.

Nous avons employé, dans les calculs, les racines e^^ e^^ 63, et

non les invariants. Mais on pourrait aussi se servir de ces derniers.

Déjà nous avons obtenu l'expression de A. Pour obtenir g2^ pre-

nons la formule déjà utilisée (p. 276)

Par le moyen des expressions (/jC), nous en déduisons

Mais la première identité (4o)? ses deux membres étant élevés

au carré, donne
j * -i- i" . o ^ <• "T^+ —- j «^

.-^ •-
' ' ^ -^ 2 "^ — "^ 3 •

Eliminant le produit ^l^l, nous concluons

(70) i^g,= (~\{?:l-^-^l-^?:l).

On doit observer c|ue, par sa nature, g2 reste inaltéré quand on

échange les indices des racines (?a5 en conséquence, l'expression de

g2 par les .3/ doit rester inaltérée quand on change les périodes.

C'est, en efi'et, ce qu'on vérifie immédiatement sur l'expression

(70) : les égalités (55) font voir que, dans ces changements, les trois

quantités —se reproduisent, sauf Tordre. Leur somme reste donc

inaltérée. Même observation sur l'expression trouvée déjà pour le

discriminant A, et que nous reproduisons ici

(71)
2 to y/ w ^

Voici maintenant la remarque que ces égalités (70), (71) sug-

gèrent. Elles nous présentent les coefficients d'une équation du
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troisième degré exprimés en fonction explicite et non ambiguë^

d'un paramètre q et d'un facteur d'homogénéité w. En même
temps, les égalités (45) nous donnent les racines de l'équation ex-

primées aussi en fonction explicite et non ambiguë de ce para-

mètre q et du facteur d'homogénéité. Gomme on l'a vu au Cha-

pitre IV, on obtiendrait maintenant des faits tout pareils pour une

équation du quatrième degré, avec l'introduction d'un paramètre

de plus, l'argument v. Ce sont là, en Algèbre, des faits nouveaux,

analogues cependant à la résolution trigonométrique de l'équation

du troisième degré. Nous en verrons encore de semblables dans les

applications géométriques et dans la théorie de la transformation.

Fonctions elliptiques à invariants imaginaires.

Nous n'avons jusqu'à présent considéré les fonctions elliptiques

que dans le cas où les invariants sont réels. Dans le présent Cha-

pitre, ce cas est caractérisé par l'existence de deux demi-périodes,

l'une réelle, l'autre purement imaginaire. Mais, pour ces cas

mêmes, nous avons été conduits à envisager les fonctions 2r for-

mées avec d'autres demi-périodes. Rien ne s'oppose à une géné-

ralisation complète. Prenons deux quantités quelconques to, to'

dont le rapport soit imaginaire, et, observant que les parties

réelles de t— et de -.—, sont de signes opposés, prenons-les dans

l'ordre tel que -r- ait sa partie réelle positive. On formera, par leur

mojen, une quantité q dont la valeur absolue sera inférieure à

l'unité, et des séries 2r convergentes. Par les formules ci-dessus,

on déterminera les constantes r,, r/, e^, e^, e^, et la fonction du.

Cette dernière vérifiera l'équation à trois termes, et l'on en dé-

duira une fonction pu, qui, sauf les propriétés relatives à la réalité,

jouira de toutes les autres propriétés reconnues jusqu'à présent.

Nous pourrons donc, dorénavant, raisonner sur ces fonctions plus

générales; néanmoins nous aurons encore à relever des détails de

calcul particuliers au cas où les invariants sont réels. Ce cas se pré-

sente uniquement dans presque toutes les applications. Nous

allons encore étudier une question très simple où les invariants

sont essentiellement réels.
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Manière dont varient les fonctions ^ d'arguments réels.

Nous supposerons l'un ou Faulre des deux cas qui corres-

pondent aux invariants réels; ainsi q sera réel ou purement ima-

ginaire.

Premier cas : q i-éel. — Envisageons les égalités

du- "
]iit — e\

{l, a, V r^ I, 'j., 3).

Faisons croître ii depuis zéro jusqu'à co,
;
pu décroît constam-

ment de + oc à Ci ;
par conséquent, chacune des quatre dérivées

secondes envisagées ici varie constamment dans un même sens, à

savoir -7-^ 10^311 cl -r—, logŒo'f^? ^^ première comme — pu^ la se-

conde comme — 5 c'est-à-dire en croissant; les deux autres comme
pu

j c'est-à-dire en décroissant. Prenons maintenant l'éealité
pu '^

suivante, déduite de (09 A),

—— logc^x?/ r- Urjiwi-f- -— log.JX+iP ,

du^ {-2 001 )' \ dv^ ^ J

X = o, I, '2,3, ç = J

'2 Wi

OÙ, bien entendu, l'indice zéro pour 3* doit être supprimé, et l'in-

dice 4> pour Xjj remplacé par zéro. Concluons que, p croissant de

^ log^, ., ^, ..^

deux autres décroissent. D'ailleurs

zéro a ^, -7-^ l<^g«^i ^5 t^, log-^a^ croissent constamment, et les

f/2 ^ d /?j\v\ S7", p

«t^-^ ^ dv \:2iv J :^yv

La dérivée 3', t^, dont le développement ne contient que des co-

sinus de multiples impairs de -kv, est nulle pour t-' = ^; en même
temps

27", (f ) =:. - 27:2 J/^(i + 9^2_^ ).5q^-^ 49'7''+ - •
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ont tous leurs termes, le premier, positifs; le second, négatifs. Donc

dv'-

- log 2*i (^ est négatif pour v--\^^ où il parvient en croissant.

Donc cette fonction est constamment négative. Donc ~- est con-

stamment décroissante; mais sa dernière valeur est zéro; cette

fonction est donc positive. D'ailleurs 27, ç', comme du, dont elle

diffère par un facteur positif, est positive; donc .3?, v est positive;

donc 2?, V est constamment croissante. A cause de la relation

(38 A)

et de la circonstance cjue ^\ v est nul pour ^ = i, on voit que la

fonction S7< v varie d'une manière tout à fait analogue à celle de la

fonction sinc^-. En même temps, la fonction tj.^v ^^^^{^v -\-^')

varie absolument comme cospt:.

La fonction 2^3^, comme d^iii ne devient jamais nulle pour des

valeurs réelles de l'argument et reste toujours positive. Sa dérivée,

dont tous les termes contiennent des sinus de multiples pairs de

çr., est nulle pour ^ ^ o et ^ = ^. Donc, v variant de zéro à i, ^~

part de zéro et j revient, passant par un ou plusieurs maxima ou

minima. Mais sa dérivée -^ log.̂ 3 r croît constamment; donc la

fonction passe par un seul minimum, sans aucun maximum. Donc

"^^v est négative; donc H73 v est décroissante. Cette fonction a un

maximum pour (^ = o, un minimum pour c = \-,\ elle est analogue,

entre ces deux valeurs, à un arc de sinusoïde, et se reproduit

ensuite de part et d'autre, comme le montrent les égalités

^3(^-1-1) = -^^^ ^^ ^^( ^) =-^3^^.

La fonction 2»o <^' = •^3(^ + t^ suit la marche inverse.

On voit que l'allure de ces deux dernières fonctions est sem-

blable à celle des deux fonctions i ± iq ç.o?>ivr^^ où q serait sup-

posé compris entre zéro et ^. Cette circonstance est d'autant plus

remarquable que la quantité q^ dans les séries .^, peut recevoir

toutes les valeurs de zéro à l'unité; pour les valeurs de q supé-

rieures à i, la forme même des séries laisserait difficilement aper-

cevoir la régularité des fonctions.

Deuxième cas : q purement imaginaire. — Il faut ici considérer,

non plus .^< r, mais son quotient par Vq, qui ne contient plus que
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des puissances paires de q^ et se trouve ainsi réel; ou encore

e ^ 2*< (', qui diffère de du par un facteur positif (Sg G). Quand v

varie entre zéro et ^, (i^ varie de zéro à Wo? ^'^ part de zéro en res-

_ TU/

tant positif, et de même e ^ ^7^ t^; pour p z= ^, la dérivée est nulle,

un maximum ou un minimum est atteint. Prenons la dérivée se-

conde en posant, comme dans les formules (G), ^ = ^\^q' •}
et éga-

lons-la à zéro. Mettons alors x au lieu de q' ^ et nous avons l'équa-

tion

(72) 1 — (J^T — 25^2-4- 49'2^''-T- 8ia?l'>-|-. . .-{- ('i /i 4- l)2(— x) ~ . . . = O.

Gette équation a une et une seule racine x^ comprise entre zéro

et l'unité, ce qui sera prouvé en toute rigueur au Gliapitre XIII,

et la forme (72) permet de la calculer avec six décimales exactes

au moyen des quatre premiers termes seulement; on trouve

(78) X = 0,107653. . ..

Ayant d'ailleurs

71/ _

nous voyons que cette quantité est négative quand q' est moindre

que x^ positive dans le cas opposé. Dans le premier cas, la con-

clusion est la même que pour q réel : -7^ ^^g'^i ^ parvient, en

croissant toujours, à sa valeur finale qui est négative; cette quan-

tite est donc toujours négative; -^^— décroît, et, sa dernière valeur

étant zéro, cette fonction est positive. Donc e ^ 'xj^v croît con-

stamment. Mais, dans le second cas, quand q' surpasse x^ les faits

sont très différents : -j-^ log«^t ^ croît, comme précédemment, de-

puis — 00 ; sa valeur finale étant positive, cette fonction passe j)ar

zéro pour une certaine valeur de v\ soit Ti cet argument. Alors yA—

décroît de t^ = o à (^ = (^i ,
puis croît àc v == {^^ hi v =^~. Gomme la

valeur finale de cette fonction est zéro, la valeur initiale 4- oc
,

^~— passe par zéro pour une valeur de p = ^'2 inférieure à v^ . Donc
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enfin e ** 3, t^ croît de (^ = o à (^ = ^^2) p^^is décroît de (^ = ('2 à

_ rrt

(^ = ^. La fonction e ^ .^o^ suit la marche opposée.

Nous ne devons pas envisager les fonctions 2*3 v et "^^v^ qui sont

imaginaires conjuguées, mais leur somme et leur différence. Or il

suffit de jeter un coup d'œil sur les expressions de ces fonctions

pour constater l'exactitude des deux relations suivantes, qui jouent

un rôle dans la théorie de la transformation :

(74)
^3(^, '/) — ^o(^, ^) = 2.%(2(^, q'*).

Ayant ici remplacé q par i^q' et observant que ^^{v^ q) con-

tient le facteur \jq^ nous concluons

S73 V ~^?JqV —- 1 ?J:i ( 2 P, q'^
),

Comme q'- est réel, la marche des fonctions nous est connue :

la première décroît constamment de {^ = o d ç = ^, puis croît de

i^ = !- à p = ^; la seconde décroît constamment de i^ = o à <^ = ^.

Dégénérescence des fonctions elliptiques.

Les formules qui viennent d'être développées fournissent très

facilement les expressions limites des fonctions et des invariants

quand le discriminant tend vers zéro. C'est ce qui a été annoncé

à la fin du Chapitre IL

On obtient les cas de dégénérescence en supposant infinie une

des périodes; c'est alors que les fonctions elliptiques se changent

en fonctions circulaires ou exponentielles. La dégénérescence est

plus complète encore si les deux périodes deviennent toutes deux

infinies; c'est alors que pu se réduit simplement à - - (p. 28).

Examinons d'abord le premier mode de dégénérescence. Il n'y

a plus lieu de distinguer ici plusieurs cas suivant les signes des in-

variants, et nous pouvons même envisager le cas le plus général,

celui où les invariants sont imaginaires.
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Le premier mode de dégénérescence répond à l'hypothèse q = o.

Relativement aux périodes, ceci suppose que, w et w' étant les

demi-périodes choisies pour composer q^ la partie réelle de -^ soit

infiniment grande. Mais, pour avoir effectivement le premier mode

de dégénérescence, non le second, on doit ajouter que (ù est une

quantité finie (différente de zéro).

Prenons les deux groupes de formules (58 A) et (ag A), en y

remplaçant to^ par w et ^i, ^2, e-^ par e\^ e^^ ^v, comme il a été ex-

pliqué pour le Tableau (02). Employons aussi la formule (70),

qui donne l'expression de l'invariant g.^. Nous aurons immédiate-

ment les résultats suivants, où, pour simplifier, nous mettons r,

,

to, au lieu de *?!, d) :

q =0,

TCO =

e^-^ ev, e\— e^y,= ex- e,, ^ :-—=( —
) ? A ^ o,

1g-i \2(-0/

1 / 71 // \ 2

9, tO . 7: U
Il

---- e"
"""

' — sin —
t: a to

\2(jO/ t: ?/

o'xi/ — e^ ""' cos
'2 CD

O'jj J^ z::^ a'yU = 6

71 «^

Le second mode de dégénérescence suppose les deux périodes

infiniment grandes; leur rapport peut être quelconque. On ne

doit pas toutefois supposer infiniment petite la partie réelle du

rapport ^^- •

Si cette partie réelle est infiniment grande, on déduit immé-

diatement les résultats ci-après des dernières formules (75), en y

supposant co infini. Si, au contraire, elle a une valeur finie, alors

q n'est pas nul. Mais, dans les formules (bg A), on voit dispa-

I. 19
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raître les séries Er, parce que l'argument p s'y réduit à zéro

to = 00 LO GO rj = o,

(76)

Nous avons omis, dans ces formules (76) et (76), les fonctions

'C^u eipu^ comme se déduisant immédiatement de du. Il faut faire

attention que u^ dans ces formules, est supposé représenter une

i\\\imûié finie.
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1

CHAPITRE IX '\

DÉRIVÉES PAR RAPPORT AUX INVARIANTS ET AUX PÉRIODES.

Dérivées de pu par rapport aux invariants, — Calcul direct des dérivées de pu
par rapport aux invariants. — Dérivées de ^u par rapport aux invariants. —
Dérivées de cra par rapport aux invariants. Équation aux dérivées partielles.

Développement de <fu. — Remarques sur l'opération D = 12^3- H -^^^ __.

— Dérivées de ^^u, ^^u, g'jî^ par rapport aux invariants. Equation aux dérivées

partielles. Développement suivant les puissances ascendantes de u (seconde

méthode). — Dérivées des périodes par rapport aux invariants. — Dérivées de

T) par rapport aux invariants. — Observations sur les équations aux dérivées

partielles qui sont vérifiées par les fonctions a'. — Équations hypcrgéométri-

(jues avec l'invariant absolu pris pour variable indépendante. — Applications :

limite de - quand le discriminant tend vers zéro; variation de - quand le

discriminant est positif. Exercice. — Dérivées par rapport aux périodes. — Dé-

rivées par rapport à log^.— Équation aux dérivées partielles vérifiée par les

fonctions Sr, — Expression des fonctions & par les fonctions cr. — Équation aux

dérivées partielles pour le calcul de la fonction (]/,j(m). — Sur un système d'é-

({uations différentielles.

Dérivées de pu par rapport aux invariants.

La fonction pu dépend de trois variables u, ^o, ^'3- Jusqn'ici

nous avons envisagé seulement sa dérivée par rapport à u. Nous

allons considérer maintenant ses dérivées par rapport aux deux

autres variables. L'homogénéité permet d'écrire immédiatement

une relation entre les trois dérivées. En effet, pu est homogène,

du degré 2, quand on considère u comme du degré — i
? ^2 et g^

des degrés 4 et 6. Le théorème des fonctions homogènes fournit

donc l'égalité

/ X dpu^dpu^dpu

(•) Le sujet de ce Chapitre offre le plus grand intérêt au point de vue de l'a-

nalyse. Il est cependant de peu d'usage pour les applications, sauf toutefois les

formules (87) et (3(j).
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Par remploi d'un artifice très simple, nous trouverons une se-

conde relation entre ces dérivées, et le problème sera résolu.

Néanmoins, comme le calcul direct de ces dérivées offre un des

meilleurs exemples de la méthode d'intégration expliquée au Cha-

pitre Vil, nous ferons ensuite ce calcul direct à titre d'exercice.

Le point de départ est fourni par l'équation fondamentale

Ô
J)
u

'

du ' ^P ^^ — S'-ipu — ffi-

En dérivant par rapport à chacune des variables «^j ^'3? on obtient

iv
, r)2 p K , „ , à p U ,, â p II

Observons maintenant l'égalité

() / I à p u

')u\p'ii ôg

1 <^^]'>ii p" tf f^pff.

Ou \p' u ôg ) p' u du àg- p''^u ôg '

divisons, dans chacune des égalités (2), les deux membres par

2p'-w, et nous obtenons

) du\p'u âgs ) "i-p'^-u

i ry / I d p tf'\ _ P ff

[ àu\p'u Ôg2 J '2p'''U

Le problème consiste donc à intégrer, par rapport à w, les se-

conds membres des égalités (3). C'est une question pour laquelle^

au Chapitre VII, nous avons étudié la méthode à suivre.

Vérifions d'abord la relation d'homogénéité (i) par le moyen des

égalités (3). La relation (i) fait voir quelle est la dérivée à consi-

dérer; c'est la suivante :

_ o p '* p" ^' ^ '^'2 p ^' -^ ^ ^-^

Ou \ p u J p'^-u p'-^u

De là et des égalités (3) on déduit

du\ pu ' J
~^^'^ Ou\p'u 0g2 J

' ^^Ou\p'u Ogs

_ â I / à pu ôpu
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Ces deux fonctions, ayant même dérivée par rapport à u^ ne

diffèrent que par une constante. Il semble d'abord qu'il y ait

quelque embarras à déterminer cette constante par l'emploi de la

valeur particulière u=o, qui rend infini pu. Mais on doit se

rappeler que (pu ^ j
conserve une valeur finie quand u tend

vers zéro, de sorte que les dérivées de pu par rapport à g^ et ,^'3

restent alors finies. On voit donc que les deux fonctions s'éva-

nouissent pour u = o. Donc

pu ^ ( , à p u ^ à p u
'

^o 3 /

C'est la relation (i), qui se trouve ainsi vérifiée. Faisons un

calcul analogue en prenant cette autre dérivée

)ii\ ôp u j
— JJ il

<)ii\ 3p'u / ''
' op'u dp'^a

Remplaçant jd'^ ?^ par (Gp^u — ^§'2) et réduisant au même dé-

nominateur, on obtient

L, Il

Ou\ "ip II ) V'^u

D'après les relations (3), nous concluons

, ,. ^ 1 ^ 6p2M— g^\ à I /,. à pu I ^dpu\

Pour z^ infiniment petit, on a

\- ( Y I \ T /6P^W — ^2 I \
lira tu =0, lim ( ^ ,

—2j: ^ =0.
u^^\

' uj „ = o\ 3p II u

]

La fonction, dont le premier membre de (4) contient la déri-

vée, se réduit donc à zéro avec u\ il en est de même pour celle qui

figure au second membre. Donc, en multipliant par 2 à chaque

membre, on conclut

/ - \ ^ P ^ 1 ^dpu
, ^ , , 1

Cette relation (5), jointe à la relation d'homogénéité (i), fait

connaître les deux dérivées demandées.
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La combinaison de dérivées partielles, qui figure au premier

membre de (5) avec les dérivées de pu^ jouera dans ce Chapitre

un rôle important avec d'autres dérivées. Il conviendra de désigner

par une seule lettre D cette opération

Ainsi, pour une fonction quelconque de ^'2? ^33 le symbole D/
signifiera

I] est évident que l'opération D et celle de dérivation par rap-

port à une variable indépendante de ^2? ^3 sont commutatives^

c'est-à-dire qu'on a

du -^ du

Ainsi, en difFérentiant successivement dans l'égalité (5), nous obte-

nons

(7)
j
Dp'^^= 2p"M^w + 6p'wpw,

( Dp"ï^ = 2p'"aÇî« + 48p3w — 8^2PM — C^3,

De même, en difFérentiant l'équation d'homogénéité (i), on ol)-

tient la relation générale, évidente d'elle-même,

(8) 4^2 -^v^— + 6^3 -^^ ={n-^ i)p^"hi -f-
ï^p(«+i) u.

On connaît ainsi les dérivées de pii^ p' u, p" u^ ... par rapport

à §2, g'i' On voit que les dérivées de p^'^hi, outre une partie

entière en pu, p' u^ contiennent un terme up^'^^^Hi et un autre

"Çu p^'^'^^hi, qui ne sont pas doublement périodiques.

Calcul direct des dérivées de pw par rapport aux invariants.

Comme nous l'avons annoncé au début du paragraphe précédent,

nous allons calculer directement les dérivées dejD^^, en intégrant

les seconds membres des équations (3). A cet effet, nous devons
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(Chap. VIT) les décomposer en éléments simples. Dans chacune

des formules ci-après, il y aura trois termes semblables ;
nous en

écrirons un seul, les deux autres seront à déduire par permutation

des indices :

4

p'^u {pu — ei){pu — e2){pii — e3) {ex— e^){ei — e^) pu — e^

4pw pu ei I

p'^u {pu~ex){pu — e^_){pu — e^) {e^— e2){ey — e^) pu — e^

î T

pu — ex {ex—e^}{ex — e-i)

Soient

[(ei-^2)(ei-e3)p
"'''"

e?
Cl,

(J U Cl

\ [(ei — e.2)(ei — 63)]''

et, de même a^t ci-i, b^-, ^3, C2, C3, par permutation des indices.

Nous avons

4 à

p'-^ u
— =èip(M-+- coi) — Cl -f-... = — — [(^^iÇ(M + a)i)+ cjw]...,

Les seconds membres des égalités (3) sont ainsi sous forme de

dérivées par rapport à u. Intégrons et observons, comme précé-

demment, que les fonctions, dans les nouveaux premiers membres,

s'évanouissent pour u=^ o. Le résultat sera donc

—— -7 = «1 Ç( W + Wi )
— «1 ÇWi -h 61 W + . . .

,

P U dg^

8 ()pM , ^. N 7 y—^ -~—
- = 61 Ç(W 4- Wi) — t>i^Wi-t- Cl M +. . ..

P W C>^2

D'après la formule d'addition (V, i5 ),

^ ^ '2pW — pV
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en y faisant ç^ = w,, on a

(10) ^(u-+- (Ûi) — ^Oii= tu -h - — '

^ ^ / ^ .
'2 pu — ei

Soient, pour abréger,

(11) «1 -h «2 -1- <^3 = <^? bi-+- bi-^ h-^ — b, CiH- C2H- C3 = c.

Substituant l'expression (10) dans les dérivées précédentes, nous

les pouvons écrire

S dpu ^ j 1 ,
/ «1 aa «3 \

—r- -V— = aZ,u -^ bu ^ Ip u
[

1 H )

p u agi -' \pu— ex pu — eo. pu — e^J

8 r),pw
\ , ( i>^ bo b^ \

pu âg2 \pu — ei pu-e-i pu — ej

Réduisons au même dénominateur les termes dans chacune des

deux parenthèses. Le dénominateurcommun est \p''-u. Quant aux

numérateurs, c'est d'abord, pour la première,

«1 p2 u — ai (e-i -r- e^) pu -^ Uie^e^—-. . .
— a^p^u -^ «1 e^pu -r- «1 e^ 63 -l- . .

.

ou, sous une autre forme, à cause de e^e^ = é\ — \g2^

«1 p'^ u-i- bipu-h Cl— l ,^2 «1 -+-••• •

On a donc de cette manière

^ . S ôpu ^ j
). ,

j 1
^

(12) —

;

^
— = aX^u ^ bu -\ ,- ^ap^u-v- bpu-\- c — \ g^a).

p u agi p u

Semblablement le numérateur dans la seconde formule est

bip'^u—-bi{e^^ei)pu -\- b^e^ez-^ . . .= b^p'^u -\- b^e^pu-^ aieiezC^-h ...

= bip^u-h cipu -f-l-^3«i +....

Par conséquent

(13) -, ~- = bi;^U-h eu -i y- {bp^U 4- CDM + {^3«).
^ ^ p'u dg2 p'u^ ^ ^

Il reste seulement à calculer, en fonction de ^2? ^35 les trois

fonctions symétriques a, 6, c, définies par les relations (9) et (i i).

C'est une question élémentaire d'Algèbre, qui se résout le plus fa-



CHAPITRE IX. — DÉRIVÉES PAR RAPPORT AUX INVARIANTS. 297

cllement par la méthode des coefficients indéterminés. Le déno-

minateur, commun à a, b^ c, est le discriminant

^ = gl-i7gl=i(S{e,-e^f{e^-e,Y{e^~e,)\

et l'homogénéité enseigne que, sauf des coefficients numériques

a, ^, V, on a

Aa^a^2, -^^=?c'?-3, Ac^-Y^;.

Le calcul se fait donc avec un exemple numérique :

47^— ^27 — <§-3=47^— 37 — 1 = (7 — 0(27-1-1)2,

e, = f, 62 = 63 = — !,

IG -^

^2 =-3, ^3=',
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d'où se déduit

dpu f) V u
4^2-^;^ H- 6^3-^^- = upu — ipu;

c'est la relatk)D d'homogénéité (i).

Les formules (12) et (i3) fournissent donc le résultat de la ré-

solution des égalités (i) et (5) par rapport aux deux dérivées. En
y substituant les expressions de <2, b^ c, nous aurons les formules

définitives

1^-^= P'ui^gilu —\gzu)^Ç>g-ip''u-^g^pu — gh

àg(
-^-^ =?'u{-^gz'Cu-^ \ g\u)- ^gzP- u -^lg\pu-r- I gigi.

En prenant, pour chaque terme des seconds membres, le déve-

loppement suivant les puissances ascendantes de u (IV, 4 et V, 11),

on vérifiera que les deux dérivées se réduisent à zéro avec u,

comme cela doit être d'après le développement de pu.

Dérivées de tu par rapport aux invariants.

On obtiendra ces dérivées en intégrant, par rapport à m, les dé-

rivées de pu] c'est ce qui résulte des égalités

dtu dx) u d dZ

du
^

Og ~ Ou ôg

Le calcul est immédiat si l'on prend pour point de départ la pre-

mière égalité (^) après l'avoir écrite ainsi

X}tu= — (iTiu'Cu ^p'u — ^ giU).Ou OU^ ^ '
*^ 6^^ J

La fonction, dont la dérivée figure ici au second membre, s'é-

vanouit avec u, en sorte qu'on a

(i5) Di:u = — 2putji — p'u — \g2U,



CHAPITRE IX. — DÉRIVÉES PAR RAPPORT AUX INVARIANTS. 299

à quoi il faut joindre l'équalion d'homogénéité

(16) 4^2^-' +6^3-7— = lu—UpU.

Ces deux équations, résolues par rapport aux deux dérivées,

donnent

('7)

^ ^a 2

On pourrait aisément déduire ces deux dernières, par intégra-

tion directe, des relations (i4)-

Dérivées de ^u par rapport aux invariants.

Équation aux dérivées partielles. Développement de :fii.

Écrivons l'équation (i5) sous la forme

du ^ du^^ •* 12*- /

La fonction qui est dérivée au second membre s'évanouit avec u,

en sorte qu'on a

D logo-u — Z,'U — pu -^ -^ gnu-.

Il convient de modifier le second membre par la relation

-pu = —\o^:^u=—-l^u,

et le premier, en mettant à sa place

Dloi? (ju = — D:fu.^ du

Le dénominateur du étant alors chassé, on obtient

(18) D G-W = '^"u-^^_g.u'^^U = -^|ii —
f^ ^2Î^2 -^u.
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Joignons à cette relation celle d'homogénéité

(.9) ^^'-àgl-^^S.^^ =-iu + a-^,

et nous aurons ainsi les deux nouvelles dérivées de a'w,

( 20 ) \

La relation (18) constitue une équation aux dérivées partielles,

linéaire; remettons pour le symbole D son expression explicite,

et nous aurons cette équation

Elle fournit une équation récurrente très commode pour le dé-

veloppement de du suivant les puissances ascendantes de u

:fu = ic-{- b.2-p-^ -f- &3 — -^ • • • + ^«
, .

5! 7! (2nH-T)!
(22)

àbn-i , ^àbri-i ('2n—i){n—i)

agi "^

<)gi t)

Il y a une simplification dans les coefficients numériques avec

un changement de notation :

h f( L ^^"-^
' 7,, ^^/^-l ^ (2Al— 0(71-1)

b^^—fh, bs = — ihs, b!, = — c)hl,

b^=—l\hjl-i, 06=— 3.23/l2 + 3.23A1,

, 67 =- 22.32.19^1/13, ^8=- 3^2(27. 23/il -MO7AI),

Remarques sur l'opération D = i2^^3 t 1-
| ^1 ^

—

Parmi les fonctions de g^ et ^3, se trouvent le discriminant A et

les racines e,, eo? ^3? et nous allons avoir besoin de connaître le

résultat de l'opération D sur ces quantités. D'abord, et c'eît la
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cause de l'importance qu'il faut attribuer à cette opération, on

trouve immédiatement

Pour les racines ^a, le calcul direct est facile ; car on a

Employant ces deux dérivées, formant D, on obtient une fonc-

tion rationnelle de la racine Ca., fonction que l'on rendra entière

par des procédés algébriques bien connus. Mais nous avons ici un

moyen bien plus rapide de parvenir au résultat sous sa forme la

plus simple.

Supposons II, non plus quelconque, mais égal à une fonction

donnée v de g^ et ^3 ; d'après le théorème des dérivées pour les

fonctions composées, on aura

Dp (^ — (Dp u)a=i> -h pV D ('.

Soit maintenant v = to^^, alors jdV est nul. Donc l'opération se

fera comme si u était quelconque. Donc, d'après (7),

{'}/)) Dea= 4e|— |é''2 (a = i, 2, 3).

Les considérations analogues sur les autres égalités (7) seront

développées plus loin. Voici d'autres combinaisons que nous allons

utiliser. D'après (sS), nous avons

D(ea— ep) = 4(e|— e|),

et, en divisant par (^a— ep) aux deux membres et tenant compte

de ce que ( e, -h Co 4- ^3 ) est nul,

(26) Dlog(ea— e^)== — 4ep (a, ["i, 7 = 1, 2, 3)

(27) Dlog(ea — es)(ea— e.0 = 4ea.
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Dérivées de ^lU, Cou, a'^u par rapport aux invariants. Équation
aux dérivées partielles. Développement suivant les puissances

ascendantes de u [seconde méthode (i)].

D'après les égalités (y) et (sS), nous avons

I){pii-- ea) = ip'u i^u-h ip^u— iel,

et par conséquent

D log /p u -- erj, = -—-^i-—-D {pu - Co,) = >:u -^-^ -~ -lipu -h eo,).i{pu— ey_) pu — ey_

Ajoutons cette égalité membre à membre avec celle-ci, obtenue

précédemment,

Dloga'u = '!^^u — p u -
f2 ô'2 it-^,

et rappelons-nous la relation (p. 190)

s/pu — ey^= ---,

d'où résulte

loi^ y/p " — ^a + logJ'w^ log s'a î/,

pour conclure

(28) D logcj'aW — X^-u -T'X^u — -h pw -h 2eaH- Yï^tW"-.pu — e-x

Mais le second membre peut être transformé par le calcul sui-

vant. L'égalité (V, i5)

C(m -T- (Oa) — QWa= LU-^ ,

2 pu— erj,

ses deux membres étant élevés au carré, donne

\\pu-ej pu-ea

(') Voir la première méthode à la fin du Cliai^itre VII.
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Par définition (p. 189), nous avons

Cf (il -^ iÙy_) ^^^u= e--Oa», ^wa= Tja,

(m sorte que la relation (28) peut s'écrire

(28a) D loga'aM- (i^!) — Tl-TTT-'V )
-^ P^^ "^ ^-^a + ^^2 w^.

Nous avons, d'autre part (à cause de ea+ ^sH- (?y= o),

I / p' Il \

2

( p7i — ea) ( -]-)u — ev) ie\-^e'\e

v

- —^ 4- p i^ -i- 2 ea = — -4- p M + 2 ea = —-

4 \ipu — ey^J '' pu — erj, pu — ey.

= ~ ; =- [p{u^'^y.) — ey.].

,p u — Ca

Il suit de là, au lieu de (28 a), cette autre forme

\ ^ a " /

ressemblant extrêmement à celle qui a été obtenue d'abord pour

D logo'w. Pour obtenir la forme définitive analogue à (18), obser-

vons la relation

-p(«+ »,) = ^.^- log^(«+ «a) = ,j^
log-a» = -j^ -

( 5^j •

Donc enfin, en chassant le dénominateur, nous obtenons

(29) Da'a"= -j^ + (ea+r2^2?«2)-aï^ (« = 1, 2, 3).

Nous devons joindre l'équation d'homogénéité, à savoir, comme

'irxU est du degré zéro,

(30) 4^_^|__+6^,^ = «^^.

La relation (29) constitue une équation aux dérivées partielles,
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linéaire^ qui diffère, par un seul terme, de l'équation (->. i),

au- Ci,'

2

Ci?^3

a = I, 2, 3.

Gomme il y figure, outre g\ et ^3, encore la quantité ^a, on peut

mettre cette dernière en évidence dans les deux, termes du milieu

en écrivant, d'après {1^),

± TO rr.^
-^

. i 0-2 -^

ou'
'"»^

d^^,
»»=

,;i'3

— ( 4 eà — 3 ,^'-2 )
-^^^^^

^
( ^a -^-

-r2\"2 '^-
) C^'a " = o-

Nous avons par là une équation récurrente fort simple pour \c.

développement de da,u suivant les puissances ascendantes de u :

u- II* II'

71 'r- . . .-\- S/i

4! (2/1)
(jrt U — 1-4-^1 •— -+- ^2 -rr -r- . . .-\- Su .

Sn ^I2i,'-3— r-\gi—.

,, , 9 , ^^-Çv-i {n -iH'in — 'i)

-t- (4 eâ - 1 0-2) -^ - erj,sa-i ^ ft-2-^/.-2

.

Si l'on veut abaisser au-dessous de H les exposants de e^, dans

les coefficients, il sera commode d'approprier la formule récur-

rente à cette exigence, en posant

On aura ainsi

(4e|- 3^2)'^ -er,s,,

^ 7 A ,i e^ ^ 3 B,, e 2 _ ( 4 ^^ x^ — C/, ) ea— | ^2 B«

= 3 B/^ el H-
( ^^ ^2 A,i— G,, ) ea -T- i ^3 A ,.,

—
§ ^2 1^//-

La formule récurrente se décompose alors en ces trois autres

^
dX;,-i , :,à\n-i (/l —J)( 9.71—3)

"" ='^-"^ -à^ " t ^^ d,"7 6 ^-^ '- ^ ^ •'"-'

()G«_i , ^, àC,j-i (n — })('?. fi- - 3 )

C« = 12^-3 -J^ -r§^2 -^-: iT- g-2Cu-.2-^lg^^n-l-lg-Z^^.
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Voici quelques-uns de ces coefficients, dont les premiers ont

déjà été trouvés autrement (VII, 49) •

n. A. B. G.

O O O I

I O — I o

2 —3 O i^2

3 o --|^2 f^3

4 V-^2 -^^3 -Ul
1 6 C» 2 1 G Ô

t\, 13 3 o- 9rr2 î)no-rr^ -1-53 —Te" ^2 T7rô2^3

Voici maintenant une autre voie pour parvenir à l'équation

(3i a). Nous allons la déduire de l'analogue (21), qui a été établie

pour du. D'après cette dernière (21), la fonction y z^ di^a -f- ç),

où ç est indépendant de g2i o 35 vérifie la relation

Changeons de variable et prenons z, au lieu de j', en posant

La transformée sera l'équation suivante :

à^-^ ni, y '^^

du^ 1 - * -^ ^ du

-4-^(Ç2p_ D logj'P— i^DÇp-l- -L^,p2_|_
J
,^Wi(^) = o.

Nous avons d'ailleurs, comme il a été prouvé précédemment,

m sorte que notre équation devient

(32)
(^ti2

D^ -+-
(iT ^2 ï^2 + P «^ -^ WpV)^ + U ?qi p ^P3 + 2 ^ (' ^ 1 = O.

Le dernier terme est séparé à dessein, comme devant disparaître.

Voici comment. Nous savons que, comme fonction de v^ z s'ex-

prime sous forme entière, dans son développement (VII, 48), par

]^v et jjV. Mettons en évidence ces deux quantités dans l'opération

L 20
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D, qui affecte ici ^, et traitons g2) ^'i^ P^^ p' ^ comme des va-

riables indépendantes. D'après les égalités (-), nous devrons écrire

alors, au lieu de D^,

Ici, bien entendu, l'opération D ne portera plus sur jJ^ et p'ç.

Dans cette dernière quantité, deux termes peuvent se réunir ainsi

àz , ^ ôz „ ^ ^ dz

(^ p p
'^

(^ pV^ dv

joints au terme entre crochets dans (3^), ils donnent

,,
\dz dz 1

quantité nulle, comme on l'a déjà vu (VII, 4^)5 et comme cela

doit être, puisque z ne dépend que de pç, p'ç, non de Çt', c'est-

à-dire est une fonction doublement périodique de ç.

Remettant maintenant pour le symbole D son expression, il

nous reste, à la place de Téquation (Sa), cette transformée défi-

nitive

(33)

â^-z dz ^ ^ dz , ^ . ôz

dans laquelle, répétons-le, u, g^j ©'3? P^i p' ^ sont considérées

comme des A^ariables indépendantes. Cette transformée est vé-

rifiée par la fonction

(34) ^ = -^^a--»^.

On pourrait s'en servir pour former le développement de ;: sui-

vant les puissances ascendantes de u\ mais ce serait plus compli-

qué que par le procédé suivi au Chapitre VII. Seulement la na-

ture des opérations que l'équation (33) renferme sur pv et p'

v

permet d'attribuer à c^ la valeur particulière v = Wa, d'où résulte

pç z= ea, p'^ = o. Par ces suppositions, l'équation (33) reproduit

l'équation (3i a), comme z reproduit o'^t^
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Dérivées des périodes par rapport aux invariants.

Nous avons précédemment observé que, si ç est une fonction de

,^^2,^3, on a

(35) D p(«^ (^ = (D p(«) w)„^t.+ p(«+i^ ç Dç,

et nous avons déjà utilisé cette relation, dans l'hypothèse ^ = cd^,

n étant supposé nul (25). Semblablement, pour tout nombre pair

n, on retrouve de la sorte une égalité équivalente à celle qu'on

obtient avec n = o; par exemple, pour /z =2, on a, d'après (7),

Dp"wa= D(6ei — 1^2) == 48eâ — S^s^a— 6^3,

ce qui concorde avec la relation (20), nous donnant

D(6eâ — |^2) = i2ea(4el — 1^2) — 6^3.

Mais, si n est impair, le terme j3^''+^^(^, dans (35), ne disparaît

pas quand ç est une demi-période, et l'on obtient ainsi le résultat

de l'opération D sur cette demi-période. Prenons le cas /i = i et

mettons simplement to pour cette demi-période qui sera quel-

conque : p' ^ étant alors nul, T) p' ^ l'est aussi, et nous avons, en

écrivant 'r\ au lieu de Çw,

o = 2p"co.r, -f- p"ca Dco.

Telle est l'expression très simple que nous trouvons

(36) Dco=i2^3^^-+|^l^=-2Vî.

Avec l'équation d'homogénéité, co étant du degré — i, comme
du,

^ô2 (^és

nous avons les deux dérivées de co, savoi

^TZ-= 1^3 W — 3^2 ''n

(37)
, ^

Cé^2
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On peut encore obtenir l'égalité (36) d'une autre manière par

la première relation (^). En supposant toujours u indépendant

de go, ^3, nous aurons, à cause de la périodicité de pu^

D
J3 ( « -H 2 w )

= D p w.

Mais, d'autre part, on obtiendra Dj3(?^+ 2(0) en faisant l'opéra-

lion D comme si l'argument était indépendant de ^'2? o 3 et ajoutant

au résultat ip'{u-]r 2co)Dto.

Donc, suivant (^),

D p w = ^p'(w -+ 2iw) tX^i -I- 2C0) + \]'i^{u -^ 2to) — 1^2+ ?'P'(" + 2co) Dw.

Comparons à (7), et observons que j)(«+2to), p' [u -\- i(ji),

reproduisent pu et p' u-, mais que Ç(f^ -i- 20)) = Çf/. + ir^, et nous

avons

4 p if- <"] -T- '^p' if^ Dw = o,

retrouvant ainsi l'égalité (36).

Dérivées de vj par rapport aux invariants.

Nous obtiendrons ces dérivées en opérant sur l'égalité (i5)

comme nous venons de le faire sur les égalités (7). D'après (i5),

nous aurons généralement, à cause de ^' ç = —
J3(^,

Supposons ç=zLo, et employant l'expression (36) de Dto, on

conclut
Dr, =— 2pw.r, -i- i^^'2W-^2pto.-o =: 1^2^-

Avec la relation d'homogénéité, ceci nous donne

(38)
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Voici quelques conséquences qu'il convient de remarquer. Pre-

nons deux demi-périodes distinctes w, to', et les quantités corres-

pondantes v), ri'. Considérons, en premier lieu, laquantitéTjw'— r/w.

D'après (36) et (38), nous avons

D(rjto'— r^/to) = o.

L'opération 4^2 ;^ f- 6^3 -^— donne aussi zéro pour résultat sur

cette quantité, qui est du degré zéro
;
donc, comme on peut le véri-

fier aussi par (3^) et (39), les deux dérivées de Tito'— yi'w sont

nulles. Cette quantité est donc une constante numérique. Nous

savons, en effet, qu'on a toujours (p. 260)

(4o) TjO) — rjCO = mf —

j

m étant un nombre entier, qui est l'unité si w et to' sont convena-

blement choisies. On trouve aussi par (36),

10 Dco' — co' Dto =: 2(r|W' — r^'^ii) = mir,

(40 tO TT

D ^- = /?i -—

(4^)

De même, comme conséquence de (38),

I

T^Dr, — r, Dt] =i^2(r,w — Yicoj= -^^"2.

Notons encore celle dernière égalité

(43) Dyiw = Tj Dco -J- coDtj =— ir^--^^ff2*

Observations sur les équations aux dérivées partielles

qui sont vérifiées par les fonctions a'.

Reprenons les deux équations (2 i) et (3i) en meltant des lettres

quelconques pour les inconnues :

(44) ^,-^y + i,g.u^y = o,
\ ^ ^

(45) --_D^+(,tjg-,«»+e,).- = o. I
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Voilà deux équations à trois variables indépendantes g2, ^3, u

qui s'offrent dans cette théorie. Il est manifeste que l'une est une

transformée fort simple de l'autre. Si l'on pose z = [jlY, pour

changer d'inconnue dans la seconde, et que p. soit indépendant de

Uy la transformée sera

^ - D7 -- (^ ^2 ^2+ ea- Dlog[.)Y = o.

Cette transformée coïncidera avec (44) si l'on choisit pour [x

une solution de l'équation

Dlogî^^ea.

Or, d'après la relation (27),

D log(ea- ep)(ea— ey) = 4ea,

on a une telle solution en prenant

1^-= V{ea—e^){ea~ey).

On peut donc se borner à considérer l'équation (44)? ^t nous

voyons que l'équation (44) ^^^^ vérifiée par les quatre fonctions

suivantes, mises à la place de y,

^ I

-jU, —— - oi?^,

v/(ei - e.2}{e^—ei)

I I

3'3M.

Nous pouvons même multiplier ces quantités par des fonctions

arbitraires de A 5 les produits sont encore des solutions, puisque,

d'après l'égalité (24), l'opération D, faite sur A, donne zéro pour

résultat. On peut aller plus loin encore, et nous allons faire con-

naître un changement d'inconnue qui transforme l'équation (44),

en elle-même. Soit

une solution de l'équation (44)- Considérons la fonction

où n sera supposé représenter une arbitraire, indépendante de u,
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^2, ^3; un nombre, si l'on veut. Voyons d'abord quelle est la trans-

formée de (44) pour jv'i • Deux changements doivent être faits dans

cette équation : le premier consiste à remplacer, au dernier terme,

u^ par {u-\- nio)- ; le second se rapporte à l'opération D, qui est

faite dans (44) en supposant u indépendant de ^2? ^3- H est ma-

nifeste que, mettant dans/, après l'opération, u -{- nto au lieu

de u^ on aura, d'après l'égalité (36),

par conséquent, la transformée enjKi est

Changeons maintenant l'inconnue en posant

1

7i = Ye ' 2

On aura

_i_ ^1 _ £ aY

ji
"^ ~ Y du

"^'''^'

— Dji = Y
DY + nu T>r^ -i- l^/i^ D r^iii.

Cette dernière égalité, d'après (38) et (43), se change en

-ï-Dji= lDY-f-|-/i^2WM-n2(r,2_^^2a)2).
7i ^

Substituons dans (4^)? et, réductions faites, nous trouvons

c)2Y— -DY + A^2^^Y = o,

c'est-à-dire l'équation (44) elle-même. Ainsi, ayant une solution

yz=f(^u] g^t ^3), nous en déduisons cette autre

1

(47) y=f{u-^n^',g.2,g^)e 2
,

dans laquelle Ji est une quantité numérique à volonté. En parti-
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ciilier, prenons /2 = i , et nous aurons pour cette solution, en par-

tant de du.
1 1

OU, d'après une relation déjà établie (VI, /\S),

y
v/(ei— e2)(ei— ^3)

C'est là, on le voit, une nouvelle manière de démontrer que la

fonction da.u vérifie l'équation (45)-

Au point de vue de l'équation (44) elle-même, si l'on change

encore, dans (47)5 ^^ en zf -|- n'to', en multipliant parle facteur
1— «'•0 («+ «(*))-- h's-o'w' .

,
• 1 1 1 •

e ^
^ on voit que cette équation admet la solution

,, , ,^ — ( n Tj 4- n' rj' «) {nr\-\-n'l\'){tHji + n' tù')

y = a'{u -h mo -^ niû)e 2
,

où 72, n' sont des quantités arbitraires. On peut, en outre, multi-

plier y par une fonction arbitraire de 72, n\ A, intégrer ou diffé-

rentier le produit par rapport à /z, n', et l'on a encore des solutions.

Par exemple, {tùd' u— y^udu) est une solution de l'équation (44)?

obtenue en différentiant, dans (47)? P^ir rapport à n, et faisant

n = o.

Équations hypergéométriques avec Finvariant absolu

pris pour variable indépendante.

Si l'on considère une fonction de ^2, ^s» homogène comme les

précédentes, mais de degré zéro, on peut envisager cette fonction

comme dépendant d'une seule variable, \ invariant absolu J,

(48) J = ^, J-i:^^, A = ^i-27^1.

Gomme DA est nul (24), on a

DJ = fi ,^^^3= ^ii--li 1^1 = 4 v/3(J - 1)^ J^ A6

.

Soit z la fonction considérée; elle aura une dérivée par rapport
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à J, et, si l'on connaît Dz, on en conclura

D.= gDJ=4v'3(J-i)MAH;.

Prenons, comme de telles fonctions ^, homogènes et du degré

zéro, les deux suivantes x^ y :

(49) ^=:a)AÎ^, y=r,A"iV

Suivant (36), nous aurons alors

et, suivant (38),

dr' T -i -2 _i T ..1 _2 __i 1

-^=--(J-i) M ^A 4xl^,co = -I-(J-,) 2J 3A '^(AJ)3co,
""^ 4 V 3 24 V 3

(5.) ^ = __i_^.(a_,rlri..

Conservons la quantité <r; mais, au lieu de y', prenons )',

(52) ^ = -i^ (J_i) ïj 3y^
2 /3

et les deux relations (5o) et (5i) s'écrivent

/ dx

(53)
dJ ~ •^'

44J(J -i)^^'M(7J-4)j-^-o;

d'oià l'on peut tirer une équation séparée, soit pour x, soit

pourj,

(54) J('-J)S?^i(4-7J)^"-rh--o,

(55) J(x-J)^^l(5-i9J)^-||^ = o.

Ces équations appartiennent au tjpc Jiypergéoinétrique ou

équation de Gauss, et nous j reviendrons dans le Chapitre sui-
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vanl. Elles déterminent les quantités to, r, en fonction des inva-

riants (M.

Applications : Limite de - quand le discriminant tend vers zéro
;

variation de - quand le discriminant est positif; exercice.

Les formules qui donnent les dérivées de 'r\ et de w par rapport

aux invariants sont souvent utiles. Nous allons, à titre d'exercice,

en donner ici trois applications, où les invariants seront supposés

réels.

Première application. — Démontrer que, le discriminant

tendant vers zéro, le rapport 4 tend vers la limite -^? comme

on l'a déjà reconnu (V, 82 et 33).

Prenons l'égalité

(56) t.— =1^3,, -3^2 7),

en j entendant par w la demi-période unique qui reste finie et

continue quand A tend vers zéro. On se rappelle qu'il y en a tou-

jours une dans ce cas [voir Chap. II et III) : deux demi-périodes

différentes jouent tour à tour ce rôle, suivant que g^ est positif ou

négatif. Ce sont la demi-période réelle et la demi-période purement

imaginaire. Le premier membre de l'égalité (56) devient donc nul,

et l'on a effectivement, à la limite, - = — • Mais, si l'on prend

maintenant une autre demi-période, on aura

7] 7] niTz

Le second membre est infiniment petit, car w est infini. Donc

4- a la même limite que —'

(') L'équation (54) a été découverle par M. Bruns: Ueber die Perioden dcr

elliptischen Intégrale erster und zweiter Gattung {J)ov\)di\.e.v Feslschrift, 1876);

elle a été reproduite par M. Félix Klein dans son premier Mémoire sur la théorie

de la transformation : Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und
die Aujlosung der Gleichungen fUnften Grades {Math. Ann. t. XIV, p. 124).
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Deuxième application. — Quandg ^^ reste fixe et positif et que

gz croît depuis — 1/ ( "T )
jusqu'à -^ 1/ (^ )

(en sorte que le

. • Tl . I / "'t

discriminant reste positif),— croît constamment depuis i / %^

jusqu'à -\- -i/ ^; to désignant la demi-période réelle ou la

demi-période purement imaginaire.

Par les relations (3-) et (Sg), nous avons

= 12^2

w 3^2/^ 3 ^3^2

^2

On voit que, g2 et A étant positifs, le second membre est tou-

jours positif. Donc — est constamment croissant. Pour les valeurs

extrêmes de g^, le discriminant est nul, et les valeurs extrêmes de

^sont^==±ii/^.

Troisième application. — Le discriminant étant positif, éta-

blir c/ue la fonction /(Ç)

(où w désigne la demi-période réelle) est négative pour ^ = e

et pour ^ = e2^ et qu^elle est positive pour ^ = e^.

Celte application, un peu plus compliquée, est utile pour la

théorie du pendule, comme on le verra dans le tome IL

Formons la dérivée def(l) par rapport à ^3, en y supposant

que i soit Ci, e^ ou e^. Envisageons d'abord la quantité

(57) 4(^^---)-ê-^â]---^-

Les coefficients P et Q s'obtiennent par la substitution, dans

cette égalité, des expressions trouvées pour —^ et -^^i

Q=-3^2^^H-|-é^3.^ + i^:
\ fr2

•1'
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Formons ensuite les produits Q^ etQ^-, en j faisant disparaître

^•', par le moyen de

(58) 4^3-^2? -^-3 = 0.

Nous trouvons ainsi

Comparant cette dernière quantité à — jûê'^Q.^ ^^ obtient

Remplaçant P par Q^ et Q par celte dernière expression dans

(5^), nous aurons

Nous déduisons aussi de (58)

par conséquent, en difTérentiant y(^), nous aurons

——^ = (t^— -- ^9 I E h ( 2 wE Ti) —-^

I tOç + T| 9. W; 7]~
2 12^2—^2 12^2—^2'

<)/<:^) 3 w^ —
ï)

'èTs 2 12^2—

La forme si remarquable de cette dérivée va nous permettre de

démontrer la proposition annoncée. Ecrivons-la ainsi

(59) |^(l2^^-.^2)^{-^=/(0+^^2
o 3

Observons maintenant que, ^3 croissant depuis — 1/(^)

jusqu'à -\-{/i^y ' f(^) ^^ P^^^*^ ^^^^ infinie qu'à la limite infé-

rieure, où r, et co sont infinis. Elle est ensuite toujours finie.

Elle est nulle' pour la dernière valeur de g^. En effet, le discri-
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minant étant alors nul et ^3 positif, Co <^t e-^ sont égales entre elles
;

par conséquent elles rendent nulle la dérivée de 4^^ — ^ 2^— o 3 •

I'2^2„^.^=0, ^ = ^i/f

Cette valeur de ^ coïncide avec celle que prend alors '-7 comme

on l'a vu dans la seconde application. On a donc

/(O- 6-^(12^2-,.o-O-^^oUU-^^l^o, ^:^e„e,.

D'autre part, on a

/(ei)-r-/(e2)+/(e3) = w(ef -^ el -^~ ej) — r,{ei-r- e^-^ e^ — \ ^^o),

61-^62-1-6-3—0, 6] -~ 6\ -V- el = j g-i.

f{ex)'r-f{6,)^f{6,) = 0.

Donc/(e,) est nul, en ce cas, puisque /(C2) et /(<?.•$) le sont

aussi.

Rappelons-nous aussi que la dérivée 12Ç- — «2 du polynôme

(4?^^— g'ii — ^'3)? dont les trois racines sont e^ < e^ <^ <?,, est po-

sitive pour les deux extrêmes, négative pour la racine moyenne; et

aussi que e^ est positif, e^ négatif, e-^, positif ou négatif.

Revenons maintenant à l'égalité (oc)) en y supposant ç = e,. Le

coefficient ^(12^- — g^) est positif. Comme ^^o to est aussi positif,

on voit que -y^ est positif quandy(e, ) est nul. Donc f{c^) ne
t> 3

passe par zéro qu'en croissant, et, comme zéro est sa valeur finale,

nous voyons que l'on a toujours /(^, ) << o.

De même, en supposant Ç = e.j, nous avons un coefficient néga-

tif ?(i2^- — g.,)] la conclusion est opposée : f {e-i) ne peut passer

par zéro qu'en décroissant; donc, zéro étant sa valeur finale, on a

toujours/(rf3)>o.

Pour ^2, il faut observer que sa valeur finale, coïncidant avec

celle de ^3, est négative. Faisons croître g-^ à partir de zéro, de

telle sorte que <?o reste négative. Alors ^.{iiei— g^) est une

quantité positive, et, par le même raisonnement, on voit (\vie /[e.y)

est négatif, quand g^ croît ainsi à partir de zéro, c'est-à-dire quand
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e> est négatif. Pour le cas opposé, observons que le polynôme

f{z)j dont les termes extrêmes ont des signes opposés, a une seule

racine positive, à laquelle Ci est inférieur, puisque ^(^4) est né-

gatif. Comme e^ est moindre que e^^ 62 est moindre aussi que la ra-

cine positive de/(^); par conséquent, si e^ est positif, e^ entre les

deux racines de /(^) et/(<?2) est négatif. Donc, en tous les cas,

ona/(e2) << o. C'est ce qu'il fallait prouver.

Voici quelques conséquences de la proposition qu'on vient

d'établir. Considérons le quotient de/(^) par co, et soit o(Ç) ce

quotient

Il est prouvé qu'on a

çp(ei)<o, cp(e2)<o, cp(e3)>o.

Prenons maintenant la quantité analogue, également réelle, eu

mettant la demi-période purement imaginaire

Par le changement de g^ en —^3? ?(^0? ?(^2), ^(^a) se

changent respectivement en ^(^3), ^[e^)-, ^(^i)- On a donc

tj;(ei)>o, ^{e,_Xo, ^{ei)<o.

De là résultent, pour les six quantités cp et
^J^,

des limites plus

précises ; car entre ces quantités a lieu la relation

^(^)-^^^)-G-^')'

En désignant par une seule lettre la quantité positive

c

on a donc

— cei <cp(ei)<o, o< t|;(ei)< cei,

0<o(e3)<— ces, ce3<^{ei)<o.



CHAPITRE IX. — DÉRIVÉES PAR RAPPORT AUX INVARIANTS. 3ig

La fonction /(Ç) a pour dernière valeur o quand A devient nu!,

«3 étant positif; nous n'avons pas précisé sa valeur extrême pour

A = o, ^3 << o ; ce qui serait cependant facile, au moyen de l'ex-

pression asjmptotique de w, mais entraînerait à quelques détails

un peu longs. Ici nous voyons que ^{^) est nul aux deux limites.

Ainsi ^(^i) et ^{62) partent de zéro et reviennent à zéro en restant

toujours négatives, cp(e3)part de zéro et y revient, en restant tou-

jours positive.

Dérivées par rapport aux périodes.

La connaissance des dérivées, prises par rapport aux invariants,

va nous permettre de trouver, par un calcul direct, d'autres déri-

vées bien moins immédiates : celles qui sont prises par rapport

aux périodes. Il est clair que le système de trois variables w, (x>, w',

peut remplacer le système u^ go-i g?i-

Ce changement de variables se fera, à la manière ordinaire, par

le moyen des relations (3^) où l'on mettra successivement w et to'

au lieu de cj. Mais il est beaucoup plus simple d'utiliser la rela-

tion (36)

Soit z une fonction quelconque des variables ci-dessus; on aura

avec les nouvelles variables

(60) Dx; = ^Dw-f-^Dco' = — pVr, ^
Obi ÔLù V <9co

dz _ dz ^ , / âz. , dz

oui âiù

Cette formule (60) nous suffira; mais on peut y joindre la reb

tion d'homogénéité

_ , ()z âz , âz ^ r)z

Soit, par exemple, z = r^; on aura, d'après (38),

âf] , ôri .

f w—!- -+- to'—^- = — r,;
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d'où Ton lirera, en supposant TjOj'— r/iù = mi
1

àio inr.

àoj' ni t:

Soil, en second lien, :; = A, on aura, d'après (24),

()\ , f)\
(0 r- W ^— = — 1 2 A,

Oui Ooi

(ko niTz (J(ji) niû

formules inléressantes, faisant apparaître Tj et 7/ comme étant, à

des facteurs numériques près, les dérivées logarithmiques du dis-

criminant par rapport aux périodes

Enfin l'équation fondamentale (31), satisfaite par j':=a'//, se

(liante en cette autre

^•"

)

rfii5
+" ;i»

^- "' 5^' ^ " ^^ ''-y = °-

Cette forme ne semble guère pouvoir être utile à cause de

la présence des quantités r,, y{ ^ gw mais un changement d'in-

connue va bientôt faire disparaître ces quantités et nous con-

duire à la propriété fondamentale (VllI, '6'j) qui caractérise les

fonctions 3?.

Dérivées par rapport à log^.

Dans un des paragraphes précédents, on a considéré en parti-

culier les fonctions homogènes et du degré zéro; il convenait,

pour elles, de prendre comme variable l'invariant absolu J, au

lieu de g.^ et gr^\ car elles ne dépendent que d'une seule variable,

non de deux. De même, pour ces fonctions, au lieu des deux va-

riables o), co', on devra considérer une seule variable, le rapport
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de ces deux dernières. Nous afTecterons, en outre, ce rapport d'un

coefficient numérique. Soit donc cette variable

_ u to' _ . co'

Nous avons, d'après (40'

/-\^
, ,

•'^

Dû = — m — ) r,w — 7] w = ini - •

\ w / -1

Soit :; une fonction homogène et du degré zéro; sa dérivée, par

rapport à 0, sera fournie par l'égalité

Dz = — 'i{ r^~ + r/ -— )
—

-j^^ D12 = — m

Par exemple, DA étant nul, on aura

(G5) TjW =
24 <:/i2

Si l'on suppose t^m'— y^'w z=z i - , c'est-à-dire m = i ^ alors

coïncide avec la quantité désignée par log^ au Chapitre VIII, et

l'on retrouve la relation (VIII, 48)

.rr^
-2 ^ log Aro'2

'j4 dio^q

Notons encore, d'après (43), cette autre conséquence

("7) -7à = i^^^'^-^^^''')-

Nous venons de supposer une fonction ne contenant pas u.

Prenons maintenant une fonction des trois variables u, to, to', ho-

mogène et de degré quelconque/?, en sorte qu'on ait

'F{pii, pw, pw') = pi>¥(u, w, w').

C'est ainsi que iu est une telle fonction du degré + t, Çw du

I. 21
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degré — i, j3W du degré — 2, etc. Prenons la combinaison

F(2(.0P, O), 0)')

/(^, i^)
COP

c'est une fonction des deux seules variables ç, ù. Calculons les

dérivées. Il est entendu que^ ? -r— > ^, ? ... représentent les dé-
^ ou ÔLù Oui ^

rivées partielles de F(w, to, w') dans lesquelles, après le calcul, on

remplace u par 20)^. Quant à. y, -y . . ,, ce sont les dérivées par-

tielles de /par rapport aux deux variables Vj 0, qui figurent dans

cette fonction.

En dérivant; par rapport à ç^, w, w', les deux membres de l'égalité

lùPf{ç, 0) = F(2Wf, w, co') = F(w, O), co'), (w = 2top)

nous avons successivement

df da dF d¥ , df d¥

d/ ()Q dF

d¥ , dF

d(i) ' ' ôoi'

J ^ àf\ df f dil ,dLl\

D'ailleurs, comme on le peut aussi vérifier directement d'après

la définition de 0,

en sorte qu'il vient ici

/^ N
àF ,dF J ^ df\ mr^ , df

(^9) -i ,- ^-^^'^ ^-'-' [Pf- %-J ^ -^ ^'-'à'

Nous allons faire usage de ces formules de changement de va-

riables (68) et (69).

i
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Équation aux dérivées partielles, vérifiée par les fonctions Sr.

Conservons aux lettres employées les mêmes significations que

dans le calcul précédent, et prenons la combinaison

(70) ^ = e-2riw^^(Aa)i2) 24 /(p, û).

Les coefficients introduits sont homogènes et du degré zéro, en

sorte que z est aussi une fonction des deux seules variables, p, Q.

Calculons les deux dérivées suivantes :

f)2
- ^f"-^^

Formons maintenant la combinaison

d^z dz
(7.) U=^+4mu^^^,

et examinons d'abord quels sont les termes contenant seulement/,

sans dérivées.

Sauf le facteur placé en dehors des crochets, ces termes sont,

d'après (65) et (67),

l6T,2co2(;2_4v)tO,

— 8m7r2p2^^. ^_i6y~^2to2(;2_t_ ^ ^3 w* P^

20+1 - <ilo<îAtoi2
-^-^ ^-^^

2li
=+ 4(2/> + i)r,w.

La somme de ces coefficients est (8/?TjCo + ^g^io'* v'^). Les autres

termes n'off'rent pas de réduction, et l'on a ainsi

_'ip-\-\

g2ria)(^--(Aa>i2) ~2r^ U

ce que nous pouvons écrire, d'après les égalités (68) et (69), sous
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cette autre forme

(72) lwP-2e2Y]CO^'^(Awl2) 24 U= ^, +27)^-1- 2T)'—, +îî^^2W-^F.

Telle est la transformation de la quantité U(7i), quand on pose,

conformément à l'égalité (70),

(73) z = g-2rio).^(A^oi2)~Tr
^^''^ ^^' "''\

^ = 20)^,

et que F est une fonction homogène du degré p.

Nous retrouvons ici, dans Texpression (72) de U, le premier

membre de l'équation (64) ; c'est aussi, nous l'avons vu (p. 820),

le premier membre de l'équation bien étudiée déjà

(74)
'

^^ -D7-^îV^2w27=.o.

Cette dernière a donc pour transformée, avec les variables z,

ou, en supposante = i ir^(±>' — r/to = —
j,

/ . X
â^Z ^ ^ âz -U:^'

(75a) -TV +47^^ "il =0, q=e lOi.

C'est l'équation déjà trouvée (VIII, 87) comme étant satisfaite

par les fonctions ^v^ d'après la forme de ces fonctions. Nous al-

lons maintenant, d'une manière sommaire, retrouver ici, par une

i^oie nouvelle, les principaux résultats obtenus au Chapitre VTII.

Expression des fonctions ^ par les fonctions 3'.

Supposons, dans (73), F remplacé par a*, dont le degré/? est

l'unité. La fonction

satisfait à l'équation (70 a), puisque -i satisfait à l'équation (74)-
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De plus, d'après la propriété de a*,

la fonction ^ a la propriété correspondante

^(| + .)=:z(|-.);

c'est aussi, comme a", une fonction impaire. En admettant donc

qu'elle se développe en série trigonométrique, on posera

2(ç) = Al sinpTT -h A3 sin3(^7r +. . .+ A^n-hi 3111(2/24-1)^114-

L'équation {^d a) impose aux coefficients A, indépendants de

ç, la condition générale

La solution de cette équation différentielle est

^2n+l — ^2/^4-1 qi-n'

le coefficient Co^+i devant être purement numérique. Pour déter-

miner ce coefficient, invoquons, avec Jacobi (^), la propriété que

possède d de s'annuler pour u =^ 20j'; par conséquent z(ç) doit

être nul pour c = — Cette valeur de ç donne

•/ \ 1/2/24-1)71;— —(2/2 + 1) 7tz— \ I . ,„ ,,, „ , 4xsin(27i 4-i)pt: = —.\ e w_e ' w 1= — (^-(2/2+1)

—

qin+\\
Il ^ ^ Il -^

A2/i +-lSln( 2 71 -+- I ) P 7C = ^-.C2„+i^V 2 ; (^-(2/2+1)_ ^2/^+1)

^ ~-.c2,i+\q~^iq^ 2 ) —q\ 2 ; J.

On doit donc avoir

C3 = — Cl, Cg = H-Ci, C7= — Cl, Cg = + Cj,

(' ) Ueber die partielle Differentialgleichung, welcher die Zàhler und Nenner
der elliptischeii Fimctionen genûge leisten {Journal de Crelle, t. LXXXVI^
et C .G.J. Jacobi's gesammelte Werke, t. 11^ p. 170).
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Il n'y a donc plus qu'un coefficient numérique C\ inconnu dans

la formule

^((;) = Cl L^^'i sint^Ti — ^i sinSç'Tr +...+ (

—

\)nq\ 2 / sin(27i + i)pir...J

Au Chapitre YIII, le coefficient, par où la série et la fonction

considérée difi'éraient, dépendait de q^ et il a fallu un détour assez

long pour trouver l'expression effective de cette série. Ici le coef-

ficient numérique c^ se trouve aisément. Supposons, à cet effet,

que le discriminant tende vers zéro, g^ étant positif. Alors q tend

vers zéro; et l'on a (Chap. II et III, p. 67 et 89)

hm^ j-^ = 712.

D'autre part, la dégénérescence de a*;/ donne ici (VI, 38)

comme on le voit, en se rappelant que tqoj a pour limite —(V, 82).

On a donc

,. ziv) /- . /-
lim—^ = 2 y/ 77 sin (^tt, Ci = 2 y/ir.

q~-

Ainsi, en posant, comme au Chapitre VIII,

fi ^
(76) 3"iP = 2^^* sinPTi: + ^4 sinSpTT -f- . .

.

/2ra4-l\î "1

-h(— i)«^v 2 y 3111(2/1-4-1)^71...],

on a, pour cette fonction, l'expression

/~ 1 _1 ^Jff

(77) 2ri(^= -— -s(p) =: 4 /- A8 a'we 2 w
^ i* = 2wp,

y/TT V '^

conforme à celle qui a été déjà trouvée (VIII, 49)- Les autres re-

lations analogues se déduisent immédiatement de celle-ci, et il

n'est pas utile d'y insister. On peut seulement dire qu'il est loisible

de les obtenir directement en construisant les autres fonctions 2r,

comme on vient de le faire pour Si, au lieu de les déduire de ^\.
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Par exemple, en prenant, pour F, la fonction v^^j — e^d^u^ qui

satisfait à l'équation (^4) ^t a pour degré p =. — ^, on aura

cette fonction devra vérifier l'équation (^5 a), et l'on pourra former

son développement, comme on vient de le faire pour la précédente.

. Equation aux dérivées partielles pour le calcul

de la fonction ^n{iO*

Soit encore F(w, to, iô') une fonction satisfaisant à l'équation

(78) ||-DF + À^2^2F = o;

la fonction j^= F(^w, 0:), to'), où n est une constante quelconque,

vérifiera l'équation

I d^y

Faisons le changement d'inconnue

1 d^y i d^z c^ àz

y du^ z du^ ^ du ^ '^ '

^Y)y = ^-Y)z +/i2Dloga'w= i T>z -^ n^{i:,^u — pu-\- ^g^u'^).

Il en résulte la transformée

/ \
i d'^z ^ dz ^ / „ N

En considérant la variable pii^ au lieu de w, on aura

rk ^^ T\ 1
dz ^ ^ dz

Si l'on met cette expression de D^ dans (79), on voit dispa-
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raître les deux termes en Çw, car on a ^

dz , dz

ou à pu

La variable pu remplaçant w, il faut aussi changer le premii

terme
d'-z d'-z „ ôz .,

Ainsi, soient

du^ ~ (ôfuy^'''' ' âpu^'
'''

F (nu)
X = pu, z =

{^ur" .

F (u) satisfaisant à la relation (78): la fonction z vérifie l'équa-

tion

(4x3-«",:r-s-3)~~[(4«^-G):ï=-(4«^-3)|]~

Supposons F(u) = du. Alors ^ coïncide avec la fonction "^/[{u)

q\ii sert de base à la théorie de la multiplication de l'argument.

Ainsi la fonction '^«(?^) vérifie l'équation (80), qui pourra ser-

vir à calculer ^!>;i;(?^).

Supposons, par exemple, n impair; ^n(i^) est alors un poly-

nôme entier en pu, dont on connaît le premier terme (IV, i3),

"'-'
2

t^,i(^u) = nx - -^ Ax '^

En écrivant ce polynôme avec des coefficients indéterminés et

substituant dans (80), on verra les coefficients se déterminer suc-

cessivement sans difficulté. Mais nous ne voulons pas nous arrêter

sur cette détermination, qui, déjà pour le cas n = 5, entraîne à

des calculs fort longs. Cette méthode est, il est vrai, la seule que

nous possédions pour trouver ^,1 (u) sans calculer d'abord les fonc-

tions d'indice moindre; mais elle n'a été jusqu'à présent d'aucun

(') Cette équation reparaîtra dans la théorie de la transformation; nous dirons

alors comment elle s'est présentée dans les travaux récents de M. Kiepcrt et de

M. F. Klein.
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Pour le cas où ii est un nombre pair, l'équation (80) s'applique

encore à 6,^ (?/). Mais ^/^ {u) a la forme

et ^n est un polynôme entier en j3W, dont on connaît le premier

terme (IV, i3),

W/, ( i^ ) = — y^nx - -~Bx 2 "_}___

Il convient donc de faire, dans l'équation (80), le changement

Z =zp'u Wn = v/4 ^^ — gi X — g-i Wa.

On Irouve ainsi la transformée

(80 a)

I] existe aussi une équation linéaire aux dérivées partielles, du

second ordre, satisfaite par la fonction V/^ (Chapitre IV) avec les

variables indépendantes y/, etyîj; mais cette équation très com-

pliquée n'a pu être utilisée, et nous renverrons le lecleur au Mé-

moire où il pourra la trouver, s'il le désire (^).

Sur un système d'équations différentielles.

Nous avons vu précédemment c[ue, si z est une fonction homo-
gène et du degré zéro, sa dérivée, par rapport à =r log^, s'oli-

tient ainsi

dkl \tz J

Nous avons aussi formé D^a; de l'expression (2 5) trouvée pour

cette quantité, résulte, ainsi que de Dco =— 2rj,

d(eoL^') I

dir~
= -2(î^2W'-H4eaw2r,w-4e>'').

(') Sur deux équations aux dérivées partielles relatives à la multiplication

de l'argument dans lesfonctions elliptiques, par M. Halphen {Comptes rendue,
t. LXXXVIII, p. 698; année 1879).
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Joignons encore la relation (67)

observons que ^2^'' est exprimable par^^a)-, eow^, e^iù-, ainsi

—
^ g-^oi'' = ei 0)2 62 w^ -+- e^ 0)2 63 0)2 -1- ^3 o)2 ei o)2,

et concluons que les quatre quantités '/iw, e^.^^ vérifient un

système d'équations différentielles, dans lequel la dérivée de

chaque inconnue, par rapport à Q, est exprimée sous forme qua-

dratique et homogène en fonction des inconnues.

Gomme la somme des trois quantités ^a^- est nulle, on peut in-

troduire trois quantités seulement, au lieu de quatre. Posons donc

^a=^w-^^aw2, a, p, T=i, 2, 3.

4 ^ 4 ,

712 TC2 ''^

Nous en concluons

^^+ ^Y= 2T)0) H- epO)2-f- (?yO)2= 2Y]0) — eocO)2,

// f 'T^ fi 1 "7* i

--—^ ^ = 7)2 0)2— J-^2W*-f- e^O)*— TjO) ^0(0)2= 37^ ^y.

Ainsi les trois quantités ^^ vérifient le système d'équations dif-

férentielles simultanées (^)

^^'^ ^7— -^1^2,
^^ -^2^3, ^^ -^3^1,

sur lequel nous aurons occasion de revenir. II se transforme d'une

manière remarquable si l'on introduit g^^'* et ^3^®. D'après la

définition (6) de l'opération D, on a

D^2=I2^3, D^3 = |^l.

(') Ce système d'équations fournit la solution d'un problème posé par M. Dar-

houx {Annales de VÉcole Normale, 2« série, t. VII, p. 149). Il a été intégré par

l'auteur du présent Ouvrage {Comptes rendus, t. XCII, p. iioi). Voir, sur le

même sujet, une Note de M. Brioschi et une seconde Note de M. Halphen dans le

même Volume, p. 1889 et i4o4 (année i88t).
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Il en résulte

-^— = 2 ^2 W* Y)W — 3 ^3 WS

" -^^ =3j-3W«t]w— i^|w8.

En y joignant l'équation déjà citée

di\tù

~dt
= 1 Y)2to2— ^^SWS

on a ainsi un autre système, qui est un transformé du précédent.

Remplaçant r^w, ^2 ^S ^3 w« par les lettres x,y, z, on peut dire

que le système

dx
dt " 2

- '^'-iVr.

(82) {
~ =ixy —3^,

est le transformé du précédent (81) par la substitution

x= i(^i+:r2+^3), y= '^{x\-^ xl-^ xl — x^Xi— x^xz— x^x^),

Z = -^{IX^— X^— X^){lX^— Xz— Xx\lXz— x^— x^^.

C'est ce qu'on voit aisément en exprimant e^, Ci, e^ par x^^ ^2?

^8, puis g2 et gs pai' ^i? ^2, ^3.
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CHAPITRE X.

DÉVELOPPEMENT DES PÉRIODES EN SÉRIES HYPERGÉOMÉTRIQUES

Equation hypergéomctrique. — Série liypergéomjtrique. — Diverses solutions de

l'équation hypergéométrique. — Cas parliculier où l'un des coefficients est nul.

— Développement des périodes en fonction de l'invariant absolu. Discriminant

positif. — Développement des périodes en fonction de l'invariant absolu. Dis-

criminant négatif. — Développement de K et K'. — Intégrales complètes de

Legendre.

Équation hypergéométrique.

Soit l'équaLioii

dx-~^\x — «1 X— a, x — ciijdx

^ ^ — q^ — qi-q ^ r ^ — q^ — q^-^g,

4 L(^ — ax){x — «2)

\— qï—qz-\- q^
,

i — <73

i^x — ai){^x— a^) {x — a^){x y

Elle a deux propriétés caractéristiques :

i" Si Ton y faitj^= {x — a,)^'Y, la transformée en Y ne dif-

fère de la précédente que par le changement de ^, en — ^,.

En effet, en dénotant les dérivées par des accents, on a
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D'ailleurs

4

— (t — g^i — ^2.)^— ^1 -^ 4yi(i— ^2)

4

_ (i-^ 7i — ^O^— 7I ___
(i- - q^ — g=> — q^){^-^ q\ — q1-^q:^)

_

\ 4

Le coerficient de jr, dans (i), se compose de la somme de trois

termes. La dernière égalilé montre que le premier de ces trois

Lermes subit la transformation indiquée; en échangeant les indices

2 et vi, on obtient pareil résultat pour le troisième terme; quant

au second, il n'est pas altéré par le changement de q^ en — q^. Le

résultat annoncé est donc établi.

1^ Si l'on fait le changement de variables

accompagné du changement de lettres

71 -- l , 2, 3,

la transformée en X, Y reproduit la proposée, sauf changement

de ^, J', «1, rto, «3 en X, Y, A,, Ao, A3.

Pour le prouver, soient

2
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Si l'on écrit la transformée ainsi

L^ pL^ o-

ses coefficients auront les expressions suivantes :

A — Al X — A2 A — A3

[_ A — Al A — A2 A — A3
\

2L (X-Ai)(X-A2)

' (X-A2)(X-A3)

Dans l'expression de ?^P, remplaçons 2(7-1-1) par

(1 — ^l) + (l — ^2) + (l— «73),

qui lui est égal. On a

Ml _ ,, a'AiM- P' _ a'X + [^' _ M

(X-A3)(X-Ai) J

X — Al X— Al X — Al X — Al

La même transformation étant faite pour chacun des trois

termes analogues, il en résulte

X - Al X - A2 X - A3

Le coefficient P a donc bien la forme annoncée.

Pour s'assurer qu'il en est de même à l'égard de Q, considérons

la quantité

2 (X-Ai)(X-A2)

Décomposons cette dernière en fractions simples. Cominc on a

w2=.(a'X + P')2,

il existe d'abord une partie entière

^a'2[(i — ^1—^2+^3) + (1 — ^2— ^3+^1)^(1 — S'a— ^71-^^2)]

^ Ia'2(3 — ^1— ^2-^3) = '('-Hi)a'^
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Pour obtenir le numérateur de la fraction ayant pour dénomina-

teur X— Ai, il faut prendre dans u-K les deux fractions dont les

dénominateurs sont (X— Ai)(X— Ao) et (X — Ai )(X — A3).

La première fournit le résidu

la seconde

^(1-^1-^2+^3)^^^,

^(1 — ^1+^2 — ^3)2^ ^^ ^- ^^^Ai — As

Dans w-Q les deux fractions dont les dénominateurs sont aussi

(X — Ai)(X — A2) et (X — A,)(X — A3) donnent les résidus

correspondants

La somme de ces derniers, moins celle des premiers, fait

T Wl(W2— Ml) T Mi(M3— Ml)

T T= (1— ^1— ^•2+ ^3)a'Mi— -(l— 5^1— ^2—^3)2''Wi=— Ta (l— ^i)Mi.

En y ajoutant le numérateur Ta'(i — q\)u\ de la fraction à dé-

nominateur (X— Al), qui existe déjà dans w^Q, on trouve ainsi

zéro. Toutes les fractions disparaissent donc dans w^Q — w-R.

De plus, la partie entière disparaît aussi, d'après le calcul qui pré-

cède. Donc lâ^l = w-R, ce qui achève la démonstration.

Série hypergéométrique.

De ces deux propriétés résultent de nombreuses conséqueûces.

En premier lieu, supposons a^ = o, «2 = i ? <^3= ^
; l'équation

(i) se réduit à

( ^'T _|_
/ ^jr£i _+_ l—li] ^2:

' dx'^
~^

\ X X — I / dx
(2) \

+ (l — ^1 — ^2— <73 )(t - ^1— g^o + y:0 ^
^
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Si l'on fait

réqiiation s'écrit ainsi

{\^ T{i - X)g -- [v - (a -h ? - i)^]g - aSj :^ o.

C'est la forme employée par Gauss (' ). On vérifie par la substi-

tution directe que cette équation admet la solution

1 r^/ o ^!^ a(a + r)-8(3-f-i) ,

' "^
i.2.../i.Y(Y-f-i)...(Y-^/i — ij

Nous dénoterons par [^,, ^o, ^3; jc] cette série; ainsi a, ^, y
étant liés à ^,, ^o, ^.-j par les relations (3), ou inversement

(G) <7i=. I— Y, ^2=Y — a— [3, q^^'^ — i^

nous posons

(7) F(a, ;^., Y, 37) = [^1, 72, ^3; ^]-

Diverses solutions de l'équation hypergéométrique.

Si nous cliano-eons de variables dans (2) en posant

A, -A3 X— Ai ,,,^ ,
^(i-'/.-v.-'Za^

on a précisément X= A,, Ao, A3, en correspondance avec

X — Oj I, oc.

La transformée a donc la forme générale ci-dessus. Donc l'équa-

tion générale (i) a, pour solution particulière,

(8) r,= (^-«3) '- [?„ <j., ?.,;
----- ~-^-^\

(') Cari Friedrich Gauss Wer/.e, t. HT, p. i23, 197, -207.
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et toutes celles qu'on en déduit par l'échange des indices, ce qui

donne six formes différentes. Telles sont les conséquences de la

seconde proposition.

La première proposition fait connaître la solution

(9) 7-1= (^— «^3) 2 ' ' ' ^oc — a,Y^\~q,,q,_,q-,;- h
1^

ct-2— w 1 J- — ^3 J

déduite de celle qui précède. De cette dernière, on conclut en-

core par la même proposition (en y changeant l'indice) cette

autre solution

--(1 + 71+^.-.— ^3) , ^ , ^ r «0

—

Cl:\ oc — a{\
j = {x-a^) ^.

I /^ (;r-aiy/'(^-a2)'?^ l-'Zi, -^2, ^73; -^—
-^-^37^J

Quant au changement du signe pour le troisième argument, on

voit, par les formules (3) ou (6), que ce changement correspond à

l'échange de a, [3, qui ne modifie pas la série.

Les diverses solutions qu'on obtient de la sorte se résument

comme il suit : si l'on pose

1 1 11
(lo) 7 = zi^x — a^f-'^' {x— a^y'^- {x — a'i)^''^~ 'i,

les diverses formes de z sont

_ _ 1

, . ;x — a^\^^'^' /x — a^'^"^'
<ii) ^ = ' ' ^ '

\x— ai
— ±71, dz r/2, d=<73;
«a/ L '«2— «1^ — «sj

avec celles qui s'en déduisent par la permutation des indices. Le

changement du signe, pour le troisième argument, ne modifie pas

la série. On a donc, en tout, vingt-quatre formes différentes pour

z^ et autant pour j.

Chacune fournit une solution de l'équation (i), linéaire et du

second ordre. Entre trois quelconques d'entre elles il existe donc

une relation linéaire et homogène à coefficients indépendants àex.

Nous ne nous occuperons pas ici de trouver ces relations, qui con-

stituent l'une des plus belles découvertes de Gauss : dans l'appli-

cation que nous allons faire, ces relations seront tirées de la na-

ture même du sujet. Il nous suffira de reconnaître comment les

vingt-quatre séries, différentes par la forme, constituent, en fait,

six fonctions différentes seulement, dont chacune se trouve déve-

L 22
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loppée de quatre manières diverses. Pour ce but, il nous faut

d'abord examiner les conditions de convergence de ces séries.

Dans la série (5), le rapport d'un terme au précédent converge

vers x^ quand le rang de ce terme croît au delà de toute limite.

Cette série converge donc sous la condition, nécessaire à la fois et

suffisante, que la valeur absolue (module) de x soit inférieure à

Tunité. Dans les séries considérées ensuite, la variable x est rem-

placée par — ^ ou les analoerues. C'est cette dernière

dont la valeur absolue doit être inférieure à l'unité pour la conver-

gence. Si x^ aiy a2, «3, quantités complexes quelconques, sont

représentées sur le plan par des points de même nom, la valeur

absolue de est le rapport des lono^ueurs -^-^ =_-•

Le lieu des points x^ pour lesquels ce rapport est Tunité, se com-

pose du cercle Co, décrit sur le segment diamétral que les deux bis-

sectrices de l'angle a, «2 <^3 interceptent sur la droite a, «3. Suivant

la disposition de la figure, le point «, est intérieur ou extérieur à

ce cercle, le point a^^ est dans la région opposée. La valeur abso-

lue du rapport est inférieure à l'unité et la série converge, quand

le point X est, par rapport à ce cercle, dans la même région que

le point a^.

Il y a trois cercles analogues C|, Co, C3, ajant respectivement

leurs centres sur aoCis, cisCii, ci\ ct-i et passant respectivement par

«1, «2? <^3- Chacun d'eux partage le plan en deux régions, l'inté-

rieur et l'extérieur du cercle. On distingue ainsi des régions, au

nombre de six, et pour chacune d'elles quatre séries qui con-

vergent dans toute son étendue. Par exemple, les quatre séries

[-
,

«2— a^ œ — «1

convergent dans toute Tétendue de la région limitée par le cercle

C2, et dans laquelle se trouve (7< ; et les quatre autres

[_t- _i_
«2— «1 3" — a:?1

dans la région complémentaire, limitée par Co, mais où se trouve
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Chacun des points a,, ^2, «3 appartient à deux des six régions;

ainsi «, se trouve à la fois dans deux des régions limitées par les

cercles G2 et G3. La partie du plan commune à ces deux régions,

qu'on peut appeler région («)), entoure le point a^ : huit séries y
sont convergentes. Quatre de ces séries fournissent une seule et

même fonction j^; les quatre autres, une seconde fonction j^. C'est

ce que nous allons reconnaître aisément.

jNous pouvons d'abord distinguer, entre r^s dernières, les deux

fonctions j^i etj-_<, représentées par les égalités (8) et (9). On y
observe cette différence essentielle; quand œ devient égal à «<,

y^ d'une part, et (œ— a<)~'7'/_, de l'autre, convergent vers des

limites finies, différentes de zéro. Si, par exemple, on suppose cji

négatif (ou à partie réelle négative), j_i est infiniment grand

pour^ = rt,. Toute solution de l'équation diflerentielle (i) peut

être mise sous la forme Afi + ^J-i ; si donc une solution est

fournie par une fonction qui reste finie pour œ = a^, elle sera de

la forme Arj. Prenons donc la solution qui se déduit de j^, par

l'échange des indices 2 et 3, et concluons immédiatement, en ob-

servant les valeurs limites pour .^ := a,

,

(12)

H-fJi-q.2-f/3).T-a,\ -2- " '^ ''^r a,- a, ,v - a^

Cette égalité, ainsi prouvée pour le cas où q^ a sa partie réelle

négative, est évidemment générale. On peut s'en convaincre, soit

en observant la parfaite continuité des deux membres, envisagés

comme des fonctions de q^ , soit encore en remarquant que les deux

fonctions coïncident, ainsi que leurs dérivées par rapport à ^,

pour^^^i, et constituent donc une seule et même solution de

l'équation différentielle (i).

De la seule égalité (12), on peut déduire les autres relations

analogues en se rappelant que le changement du signe, pour le troi-

sième argument, n'altère pas la série. Mais il est plus simple encore

de reconnaître directement, par un raisonnement tout pareil, la

même fonctionnai sous les quatre formes suivantes, déduites de



(i3)

340 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.

(10) et de (i i) avec permutation des indices 2, 3 :

71

71

a,\-r-'"-'i'--'''

(ii—aj
1

^ — «:j \ 2

«1— «3/

qi + Oi-fjs)

71 =

\y^ =

X — «2

X «2

«1— «2

--[^-qi-qi-q^)

;ii-qi-qi+q

a^— a^ X — «aj

[«3— a^ X — ail
^1, ^3, qi ;

——
»

*
/ a? — «3 \73 r «3 — a-i X — «1 "I

\q\,—q%, qi\
'-

\ai— «3/ L^ ^ ^ «3— «1^ — «aj

Semblablement, en changeant dans ces quatre formules q^ en

— qxi et multipliant les seconds membres par (^ — «, )'^', on a les

quatre formes dejK_4.

Nous avons ainsi reconnu, comme il a été annoncé, que les

huit séries, convergentes dans la région («<), représentent en

tout deux fonctions. Il en est de même pour les huit séries qui

convergent dans la région (<2o) et aussi pour les huit autres qui

convergent dans la région («3).

Cas particulier où Tun des coefficients est nul.

Les deux fonctions j)^, ^l y_\ sont essentiellement distinctes;

mais elles coïncident lorsque q^ est égal à zéro. D'après les prin-

cipes du Calcul différentiel, l'équation (i) admet alors, outre la so-

lution j^i, cette autre

y = li
Ji—J-i

Si l'on pose jj-'i =:f(^q^^^ on en déduit, d'après (8) et (9),

f X — a. \7"

r = lim

•^ * \x — «3

ri—7-1 /^Ji

f{-q^\

x—ai— — Vi lo*^
dqi/r/,^i) '^"^ ^x— a-i

Nous rencontrerons, dans la suite, ce cas j)articulier ; d'après la

forme du développement (5) et les relations (3), il n'y aura

aucune difficulté à composer le développement de
(
y-^

)

à
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Développement des périodes en fonction de l'invariant absolu.

Discriminant positif.

_i_

La lettre x désignant A^^co et to étant une période, nous avons

obtenu (IX, 54) pour x l'équation hjpergéométrique

Elle est dans la forme même de Gauss; la correspondance des

quantités a et des nombres ^ est la suivante :

q \ i, i, o.

Elle offre la particularité signalée tout à l'heure, que Fun des

nombres q est nul.

L'ordre des indices (i, 2, 3) et l'ordre (i, 3, 2) donnent les

mêmes intégrales, développées suivant les puissances de J ou de

-j^
• L'ordre (2, i, 3) et l'ordre (2, 3, 1) donnent les développe-

ments suivant les puissances de I—Jet de—,— L'ordre (3, 2, i)et

l'ordre (3, 1,2) donnent les développements suivant les puissances

de -r et de •

j I — j

Supposons le discriminant A positif. D'après la relation

J - r - -- ,

on voit que J est supérieur à F uni té. Les développements suivant

les puissances de —^— et suivant les puissances de -y convergent

donc.

Envisageons d'abord les premiers.

L'ordre étant ici (2, 3, i), les deux intégrales particulières sont

fi I J_i]-^,
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La solution la plus générale est, avec deux constantes arbitraires,

X = axi -^ bx-i.

A cause des relations

-i-
(i4) to=a^A ^-^ A =^|J-i,

nous aurons, pour une demi-période quelconque w, la forme

/ t- X
4/

—

r ' I J — 1 1 , r I T J — 1 1 /J — I

(.5) ^/g,^ = a y^, o, -;
-j-J

+b\- -, o, -;
_-J ^ _^,

et il s'agit de trouver les nombres «, b. A cet effet, supposons, pour

fixer les idées, g^ positif, et envisageons, pour oj, la demi-période

réelle.

Si J devient égal à l'unité, nous avons déjà trouvé (II, p. 64)

{ï6) ^^/ =1,311028777146
Jo VI — -^^

De là résulte le coefficient a de l'équation (i5)

(17) a = A sl'i.

La dérivée de x^ par rapport à J, est infinie pour J = i , comme
celle de x.2_\ mais on a

lim /J — \ -^pr =\h.
J = 1 etJ

D'après les égalités (IX; 53, 02,49), cette dernière relation se

change successivement comme il suit :

2 21
^-\h = \\myslV^^i= lim-^= J V= >im —^ f'^r.S^^- (J = i),

imVr.A ^V =-6/3.J

J = i

Joignons à cette égalité la précédente

limltoA'^O ^^
\=\

pour conclure

lim(-f,co) =— ah )/^.
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On a d'ailleurs, pour 1=1,

Par conséquent,

(i8) ab=:^-

'^
4

4 \/3 4 v^3rt 4 /gA

Stirling a calculé aussi la constante numérique

(19) B= 7^ = 0,59907011736779610372. ..

(les quatre derniers chiffres sont dus à Gauss). On a, par là,

('20) b= -.

v/6

Les valeurs numériques (17) et (20) de a, b étant substituées

dans (i5), cette formule nous donne la demi-période réelle (o. Le
changement de «3 en — «3, c'est-à-dire le changement du signe

de y/J — I , donne, par la même formule, la demi-période purement
imaginaire w', divisée par i. Voici donc le résultat:

2!) \. .A(2!) {

Si nous convenons maintenant de prendre!/— ,— positif, les

grandeurs respectives de to et — nous enseignent que le signe -f-

convient à co ou à — suivant que g^ est négatif ou positif. A et B

sont les constantes numériques (16) et (19), calculées par Stirling.

Les deux crochets représentent les séries hvpergéomé triques sui-

vantes :

-50,^; --r-^ h= ï^(~' --
|_2 3 J J \12 12

1 J

2' J

12^ J 3. 12'A J

|_
2 3 J J \ 12 12 2 J /

== ^^/zVL-zJ 2.72.192 / j — t V
^"^

3 \i2/ J "^ 3.3.12^ V J /
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Considérons maintenant les développements suivant les puis-

sances ascendantes de y- L'ordre des indices est 3, 2, i, en sorte

que le premier élément est nul. Les deux intégrales particulières

sont, l'une finie, l'autre infinie comme log J, quand J devient in-

fini. Or on a vu, au Chapitre II, que, le discriminant positif ten-

dant vers zéro, l'une des deux quantités ygo^y V^2 — reste finie,

suivant le signe de ^3, et que l'autre est infinie. Celle qui reste

finie est donc proportionnelle à l'intégrale particulière qui, elle

aussi, reste finie. Nous connaissons d'ailleurs (II, p. 67) sa limite,

et nous en pouvons conclure

Pour la seconde intégrale, nous avons ici l'occasion d'appliquer

la remarque faite, dans ce Chapitre, et relative au cas où le pre-

mier coefficient q^ devient nul. En supposant d'abord^, dilTérent

de zéro, nous avons les deux intégrales particulières

pour composer les deux quantités v^2^- Faisant converger ^, vers

zéro, nous remplaçons ces deux intégrales par /(o), déjà em-

ployée, et par ^/(o) logj 4-/'(o). La série /'(o), que nous dési-

gnerons par la lettre Q, se développe ainsi :

^ ^ (l.2.../l)2 J'^'
ii — l

(13)

I T I

IH h - -f-...-!- -
'2 J n

T„= -GĈC-H-':
3 1-2/1 — 11/

\5 17 I2;i — 7/
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On aura, pour la seconde période, une formule telle que

où a et p seront purement numériques. Mais on a vu, au Cha-

pitre II, que, Q désignant soit w, soit — suivant le signe de g^, la

quantité

y^l2v/r75-log24/3J

converge vers zéro, quand J devient infini. Il suit de là

(
4/— W )

(.4) ^^ = |Q+|_o,-,3;jJ,og.4/3J

Développement des périodes en fonction de l'invariant absolu.

Discriminant négatif.

Pour le cas du discriminant négatif, nous distinguerons sui-

vant le signe de g2} que nous allons d'abord supposer positif. Les

relations

font voir qu'en ce cas J est négatif; il y aura convergence pour

I

les développements suivant les puissances ascendantes de —

—

et de -j
• Voyons d'abord les derniers. Ils correspondent à

l'ordre des indices i, 3, 2, et voici les deux intégrales particu-

lières

Pour obtenir une demi-période w, il faut multiplier par A
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On aura donc des expressions de cette forme

où a, [3 seront numériques. Si ^3 est positif et que g2 devienne

nul, on a (III, p. 83)

CD

'Ai) .1 Jxv/3
'

'-* \ ^ / J s/x'^ — I

On n'a pas jusqu'à présent, croyons-nous, calculé cette inté-

grale définie, mais on pourra trouver, au besoin, son logarithme par

les Tables des logarithmes des fonctions T, auxquelles nous renver-

rons. En posant donc

^
l/iJ, v/ï^^ 3f^4 ni)

et observant que J s'évanouit avec go, nous aurons déjà, dans le

cas où g-i est positif, les valeurs numériques c et c y/3 du coeffi-

cient a, répondant à Wo et
M.

y

i

Soit maintenant

4 <o,= c
[j,

o, 1; 3^] -. ? [- \, o, i;
j^] (^_f!,)

'.

Nous en conclurons

]'r;^-^>'-^^=-^^

et, d'après les relations (IX; 53, 52, 49)7 par un calcul tout sem-

blable à celui qui a été fait un peu plus haut,

U 'r,) =
Ji=0

Déjà, au Chap. \l\\ {Observations sur les cas particuliers, etc.),

nous avons reconnu l'égalité

2s/i
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qui a Heu quand ^^ est nul et ^3 positif; on a, en même temps,

(26)

En conséquence, voici les formules définitives :

-^<o, ,^''3>o, ,^^2>o;

Pour le cas où ^3 est négatif, on aura, par l'échange des pé-

riodes,

-^<o, ^3<o, é''2>o;

(26a) l 4v/3cL 3' °' aM — ij V J" J'

Les développements suivant les puissances ascendantes de

r donnent lieu aux mêmes observations que nous avons faites
I — J ^

précédemment pour ceux qui procèdent suivant les puissances

de y Au Chapitre III, on a vu, «3 étant supposé positif, que

V^3 ^2 converge vers -^ quand A devient nul_, et qu'en même

tempî [6/
lu'.-, -—-log 12^(1 — J) converge vers zéro (p. 89).

v/6 J
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Il s'introduit ici la série

^^ ^ (1.2. ..n)2 ('— J)"
u—l

/
[ 1 I

IH h - +.. .4- -
l 2 J /i

S,,= /-^6( H--4 +...+
^

I 3 12/1 — II

Il I

'

i9'"*"i2n — 5/*

et l'on obtient les formules

(.7) l^-^-^^^hs'S'T^]'

/
A < O, ^3 < O, ^2 > O,

Il nous reste enfin à examiner les formules propres au cas oiig.2

est négatif. L'invariant J est maintenant positif, inférieur à l'unité,

et l'on peut employer les développements suivant les puissances

ascendantes de J ou de (i — J).

L'analyse est absolument la même que dans les cas précédents,

et il suffira de réunir ici les résultats :

!) ' {/3 [3 2 ' J 4v/3c L ^ -^^ J
^

Le coefficient c est ici le même que dans les formules (26).
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Au cas o'3 <; o, ^2 !> ^; OH doît Seulement échanger, dans (28),

(0,
(Oo et -^'

La même observation s'applique aux formules suivantes :

A < o, ^3 > o, ^2 < o,

7=-^-^^,a[1,1,o;i-j]h-^[-1,-;,o;i-j]v/I^J,

où A et B sont les mêmes que dans (21).

Développement de K et K'.

Prenons la définition de R par une intégrale définie (II, p. 62),

et développons, suivant les puissances ascendantes de k-, la fonc-

tion à intégrer :

y r~.-^ = t -f- .5 yt2 sin2 cp -î- | . ^ . | X:* sin'^ cp 4- t! 3 t • 1 • I A'^ sin^ co + . . .

.

yi — A'^ sin^cp - - - »

Intégrons ensuite chaque terme du développement suivant la

formule

2F I 3 2 /i — I

- 2 2 2

Jf
sin2«cp û?cp =

n 2 I .2. . ./Z

Nous aurons ainsi, pour K, une série hjpergéométrique

K=-^F(i h I, >^-^) = -[0,0,0; k-^].
^ 2

On aura de même
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A cause de la relation A'-.^^ i — A"-, et des propriétés de l'équa-

tion hjpergéométrique, on voit par là que K, K', et par suite i¥J

et toutes les périodes sont des solutions de l'équation différen-

tielle suivante, où l'on a mis x au lieu de k-^

(30) .(,_.)g^(,_...)|_.,,^o.

Nous rencontrons là une des propriétés les plus curieuses de

ces équations liypergéométriques particulières. En vertu des re-

lations qui lient les invariants au module et w à K, l'équation

(3o) est nécessairement une transformée de celle que nous avons

formée précédemment.

La relation entre les invariants et le module (p. 60) peut

s'écrire ainsi

(3i) j = j—-^ -=
^ ,

et le multiplicateur \ a pour expression

Il en résulte

et voici la conséquence finale, digne d'attention à tous égards.

Si, dans l'équation (3o), on fait un changement de variables,

en prenant pour nouvelle variable indépendante J, liée à x par

(3i), et pour nouvelle inconnue z liée à y par la relation

on obtient pour transformée
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Intégrales complètes de Legendre.

G'esl ici le lieu de faire connaître, avec R et K', les deux quan-

tités qui, dans les œuvres de Legendre, jouent le rôle des quantités

employées maintenant, r^ et r^'

.

Revenons aux formules du Chapitre I, et, le discriminant étant

supposé positif, prenons la fonction

/X pu— es pu — es ei-es"-^^ ^ ^'

_ ei — p(ii^bi') _^ d eiU^i:(ii-\- m')

e\.— es du e^ — es

En l'intégrant depuis zéro jusqu'à w, nous aurons

A du
y/X ^i — es

On a d'ailleurs

X = —

^

, w = Kv/X,
e^—es

ce qui permet d'écrire la dernière relation sous cette autre forme

TU

/ (ln2 a <:/ w = - ^ ' = / t/cp /i— A2 siii^ o •

«-^0 \ei — es Ja

C'est cette dernière intégrale définie que Legendre a employée,

en la désignant par la lettre E,

(32) E = f d-o /i-yt^sin^cj = fÛpÈl^dx = '' "' + ''
.

Legendre considérait, en même temps, l'intégrale analogue, re-

lative au module complémentaire,

(32^^ T7'_ i ^,../. /.'•2.:.2,. _ ,
Vi-/c'2^2^^_ j(^'H-^3w')

a) E'= r 6/cpv/i-A'2sin2cp ^ f ll^Jll^l dx =
siex — d3
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Avec ces égalités (Sa) et (82 a), considérons aussi

K = w yjex — e-^ , K' = -r y/ci — 63,

et formons la quantité EK'-j- E'K — KR'. Nous obtenons

(33) EK' + E'K-KK'= l(riw'— r/co)= -

C'est sous cette forme que Legendre avait trouvé la relation fon-

damentale entre les quatre constantes.

Il est utile aussi de connaître les expressions de dérivées de

ces quantités par rapport au module, analogues à celles des déri-

vées de Tj, w, par rapport aux invariants (IX ; 87, 89). Voici com-

ment on les trouve sans difficulté.

D'après la définition (82), on a

cm

(34)

/E _ I r sin2cp<icp _ r- do

ciE r^
K + •! Â:2 =z / doJi — k'- sin2 o = E.

En difFérentiant E une seconde fois, nous obtenons

E ^ r^ sin^cp do

d{k^

4A-2(i — A2) H-4(i-/^^) -^^ +E , ,

71

JC^ d sincD cos©
f -T- ,

' '— do = o.

Posant A-= x, on voit que E satisfait à l'équation différentielle

(35)
cim ^ dE

, ^
dy^ d-A
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La relation (34), étant écrite ainsi

(36)

puis différenliée, donne

l'/.—r = E — K,

(37)

^2E dE dK

Combinant cette dernière avec (35), on en conclut

d(K — E)
(ï^x;

d-A
=-iE.

Les deux égalités (36) et (3j) sont équivalentes à celles que

nous avons formées dans le Chapitre IX.

23
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CHAPITRE XI,

DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN SERIES
A DOUBLE INDICE.

Décomposition de pinu) en fraetions simples par rapport a pu. — Série qui se

déduit de la formule de décomposition de p{nu) en fractions simples. — Séries

à double indice. — Convergence de la série qui se déduit de la décomposition

de p{7iu) en fractions simples. — Développement de p m en série à double in-

dice. — Observations sur le développement de pu. Double périodicité. — Dé-

veloppement de p' u, de p" u, etc., en séries à double indice. — Dévelop-

pement de t,u en série à double indice. — Développement de cru en produit

à double indice. — Transformation de :r {u -h a). — Nouvelle définition des

fonctions elliptiques. — Nouvelle démonstration pour la décomposition des

fonctions doublement périodiques en éléments simples. — Equivalence des pé-

riodes. — Expression de ^^u, cr.,u, r^u en produits à double indice.

Décomposition de p(nu) en fractions simples

par rapport à pu,

La théorie de la multiplication de l'argument a introduit une

fonction 'l,i(u), caractérisée par ce fait qu'elle a pour racines les

^^irnics parties de périodes. Considérons cette fonction spéciale-

ment dans le cas où ft est un nombre impair. C'est alors un poly-

nôme entier par rapport à pu, du degré 4^(/^- — i). Le coefficient

du terme du plus haut degré est /z. En désignant par iv diverses

périodes, on pourra écrire ^//(?^) sous la forme

^niu) = '* Xlf P"— P- )

qui met les racines en évidence. Il faut seulement préciser les

quantités iV, dont le nombre est{(/z- — i), et dont la forme gé-

nérale est

w = 7.m to -h 2 m' w'.
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Les entiers m et ni! sont quelconques ;
ils ne doivent seulement

pas être nuls tous deux à la fois, et il faut les choisir de telle sorte

cjuej3 — acquière successivement toutes les valeurs, au nombre de

1(^2— i^^ que cette expression est susceptible de représenter. Ce

choix peut être fait de diverses manières ; arrêtons-nous au choix

suivant :

i*' Avec m = o, prenons 171 = 1,2,0,..., -;

2*^ Prenons ensuite, pour m^ l'un des nombres 1,2,0,..., -^— ,

et, en même temps, pour 7?^^ l'un quelconque des nombres

o, dzi, ±12, ±,..,± —--

Cette manière de choisir w présente un avantage qui sera, un

peu plus loin, utile à une démonstration : le nombre n devant être

pris de plus en plus grand, les diverses quantités —, ainsi choisies,

resteront dans des limites faciles à assigner, elles auront la forme

piû-\-p'M', ailles fractions p et p' seront comprises, la première

entre zéro et -f- i , la seconde entre — i et ^- i

.

On a vu, au Chapitre IV, que p{nu) s'exprime en fonction de

pu^ par une fraction rationnelle dont le dénominateur est <]^,^(?/),

et dont le numérateur est d'un degré supérieur d'une unité à celui

du dénominateur (p. 100).

Cette fraction, décomposée en fractions simples prend la

forme

p{nu) = p
A ^ A- n

^

et nous allons y déterminer les coefficients.

En supposant d'abord ;^ infiniment petit, et développant les deux

membres suivant les puissances ascendantes de u (IV, 4)5 on

trouve

P = o. ^=~

Posant ensuite ?^ = h^ et développant suivant les puissances
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ascendantes de p, on détermine A et A' par le calcul suivant :

{p^^-p'i;)'

A' A' I

P ?< V) ~ p —

w

p 2 _ p' _ p'3 _
'^ n ^ n ^ ji

A = — p 2 -
, A = -- p" - .

La formule de décomposition est donc la suivante :

P(n«)=;f,P»+;|;2

[ P'^
— P-) P"— P

Série qui se déduit de la formule de décomposition de p{nu)

en fractions simples.

Dans la dernière formule, clianireons a en -, et nous aurons

Examinons maintenant ce que cette formule devient si, u restant

fixe, 71 croît au delà de toute limite.

Pour le premier terme, sa limite est — ; car - tend vers zéro et

1) - vers 1 un lie.
nj '^ /i

Dans un quelconque des autres termes, en y considérant w comme
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une quantité fixe, on a des fonctions toutes infiniment grandes, et

les parties principales sont les suivantes :

'^ n /lit'* * n Cw2

'^'(P- — P- ..ol .. ^ \

n n I

Ces deux fractions donnent ensemble

\ u'* 6 u^- i

On peut séparer cette somme en deux parties analogues

I I

et

Ces quantités constituent deux termes de la série suivante

W A u- Atd \\ii — wy (p2j

où w prend successivement toutes les valeurs

(3) (1t^ = 2/ZW + 2/l'w', ,

' = O, dz I, ± 2, dl . . ., ± 00
,

Il
\

n =r /i^= o excepté.

Cette série /(f^) apparaît ici comme composée des termes vers

lesquels convergent les fractions simples de la formule (i). La

conclusion que l'on doit naturellement chercher à établir, mais

qui, actuellement, n'est en aucune façon prouvée, c'est que la

série /{u)-, prolongée indéfiniment, est convergente et qu'elle

converge vers pu.

Pour obtenir la limite d'un terme quelconque de la formule (i),

nous avons considéré iv comme une quantité fixe, tandis que w
doit acquérir toutes les valeurs imiù -\- ani'u)'^ choisies comme il

a été expliqué dans le paragraphe précédent. Non seulement les

limites supérieures de 7n et ni' ne sont pas fixes, mais elles de-

viennent infinies avec n^ circonstance qui rend indispensable une

démonstration rigoureuse.
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La série (2) est d'une nature nouvelle, et l'on n'en a pas considéré

d'analogues avant la théorie des fonctions elliptiques. Tandis que,

dans les séries usuelles, les termes sont déterminés uniquement

par leur rang, c'est-à-dire /?<7r un seul indice, ici chaque terme

dépend de deux indices /î, n' . 11 nous faut d'abord examiner avec

soin ces séries nouvelles, pour revenir ensuite à la série (2) et

prouver alors qu'elle converge vers pu.

Séries à double indice (^).

Rappelons tout d'abord, sans les démontrer, trois propositions

relatives aux séries ordinaires, à simple indice.

1° Soient T<, ïo, . . • , T;„, ... les valeurs absolues (modules)

de ?, , ^2 7
- • • 7 ^7/o • • • • Si la série Ti -h T2+ . . . -h T;„+ . . . con-

verge, la série ^, -j- ^2-+-. . •+ tm-^-» . . est dite absolument con-

vergente. Elle a cette propriété que sa somme n'est pas altérée si

l'on intervertit arbitrairement l'ordre de ses termes, c'est-à-dire si

l'on range les termes suivant une loi quelconque qui n'en fasse

omettre aucun.

2° Si Sm est le terme général d'une série S et que s^ ait pour

expression asyniptotique tjn, terme général d'une série absolu-

ment convergente, la série S est elle-même absolument conver-

gente.

On dit que s,n a pour expression asymptotique tm-, si le rapport

Sm '• tm tend vers l'unité quand m croît au delà de toute limite.

S"" La série i H -|- — -f- . . . H -H- . . • , dans laquelle l'ex-

posant a est réel, est absolument convergente si a surpasse l'unité.

Elle diverge, au contraire, si a est égal ou inférieur à l'unité.

Nous allons maintenant considérer les séries à double indice, et

l'on doit être averti que nous envisagerons seulement celles qui

sont absolument convergentes., c'est-à-dire dont la somme ne dé-

(') Cette théorie est principalement due à Eisenstein ; le mode d'exposition

employé ici est emprunté au Cours d'Analyse de l'Éeole Polytechnique, par

M. Camille Jordan (t. I, Cliap. III, p. 161),
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pend pas de Tordre des termes. Voici comment on reconnaît leur

existence.

Soit tj,i,n Lin terme général dépendant de deux indices m, /z, re-

cevant chacun une infinité de valeurs. Rangeons les quantités tm^n

à la suite les unes des autres, suivant une loi arbitraire, qui cepen-

dant n'en fasse omettre aucune. Nous formons ainsi une série or-

dinaire. Si cette dernière est absolument convergente, sa somme

reste inaltérée quand on intervertit arbitrairement l'ordre des

termes. La somme des quantités tjn,m arbitrairement rangées à la

suite les unes des autres, a donc une bmite bien déterminée, indé-

pendante de l'ordre. C'est, par définition, la somme de la série

^fm,/n ^V^^ ^^^ alors absolument convergente.

D'après cette définition, il est clair que la seconde proposition,

relative aux séries ordinaires, a lieu aussi pour les séries à double

indice : si Sm^,i est le terme général d'une série S, et que s„i^n ait

pour expression asymptotique tf„^,i, terme général d'une série ab-

solument convergente, la série S est elle-même absolument con-

vergente. On dit que s,n,n a pour expression asymptotique ^,«^«, si

le rapport s,n,n • tm,n tend vers l'unité quand m et n dépassent toute

limite, chacun suivant une loi quelconque, et aussi quand l'un

seulement des deux indices devient infini.

Nous allons donner un exemple, celui qui est fondamental pour

les fonctions elliptiques.

Soient a, b deux quantités imaginaires quelconques

a = aj H- ia^, b = bi-i- ib-i,

et p un nombre réel. La série que nous envisageons a pour terme

général

_ 1

*m n — ',

/ ,o '

( ma -+- no )p

et les indices m,/i doivent acquérir toutes les valeurs entières et

positives, dont on exceptera toutefois les valeurs simultanées

ni =z n = o. Cherchons la condition pour que cette série soit ab-

solument convergente.

Prenons d'abord les termes où l'indice m est un nombre fixe M,

et où l'indice fi ne surpasse pas (M — 1)5 ce sont ainsi les termes

'm,05 Vi' •••' ^iM,M-i- Figurons, sur le plan, la quantité complexe
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(Ma -+- nb). Elle se construit ainsi {Jïg. 6). A partir de l'origine

on porte la droite o A représentant Ma, c'est-à-dire que le point

A a les coordonnées M^i et M^o ;
puis, à partir de A, on porte de

même la droite AG représentant nb^ c'est-à-dire que le point G a,

par rapport aux axes transportés en A, les coordonnées nbi elnb^-

Fiî

Prolongeons la droite AG jusqu'au point B, qui représente

(Ma -\-M.b)\ les différentes quantités (Ma -f- nb)^ n prenant suc-

cessivement les valeurs o, i, 2, . . . ,
(M — i), sont représentées par

divers points G, tous contenus dans le segment AB.

Faisons, d'autre part, la même construction en portant, à partir

de 0, la droite a, aboutissant en un point a\ puis, à partir de

ce point, la droite ^, aboutissant en un point b. Les triangles

oAB et oab sont homothétiques ; le rapport d'homothétie est le

nombre M. Les rajons oG sont égaux à M fois les rayons oc qui

aboutissent au segment ab. Parmi ces derniers oc, il en est un

minimum p,, et un maximum ps. De même, les rajons oG sont

compris entre Mpi etMp2. Les deux longueurs pi, p2 dépendent

seulement delà disposition delà figure oa^, nullement du nombre M.

Les rayons oG sont égaux aux valeurs absolues de (Ma -\- nb).

Ainsi les valeurs absolues de {^la -\~ nb) sont comprises entre

Mpi et Mpo; et, par conséquent, les valeurs absolues des termes

^M,07 h\,\i 'm, M-i sont comprises entre et . La

somme des valeurs absolues de ces M termes est elle-même com

prise entre

;i
mp- pf^ M^-^
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Envisageons, de même, les termes ^o.m? ^i.m^ • • • > ^m-i,m- Fai-

sons la même construction dans l'ordre inverse, c'est-à-dire com-

plétons le parallélogramme oabd \ désignons par p'^ et p'^ le plus

petit et le plus grand rayon allant de l'origine à un point du seg-

ment ha! ^ ou, ce qui revient au même, allant de h au segment oa.

La somme des valeurs absolues des nouveaux ternies est comprise

entre

et

'f MF^-^ of MP

A cette double suite de termes, joignons encore ^m.m- En dési-

nant par p la longueur oh^ on a pour la valeur absolue de ce terme

i

l'expression -, qui est comprise entre zéro et — -77—' Soient

maintenant

^ I I
r> _ ^ ^ ^

c4 Pf P'i Pi' P^

La somme totale des valeurs absolues de tous les termes consi-

dérés est comprise entre les deux limites

Les deux quantités positives Ri, Ro dépendent seulement de la

disposition du triangle oab. Mais il faut avoir soin d'observer que

leur existence est subordonnée à l'existence même de ce triangle.

Si les droites oa, ab coïncidaient, si, par exemple, b était situé sur

le segment oa ou son prolongement, p', serait nul, et Rj cesserait

d'exister. Si b était situé sur le prolongement de ao
, pi serait nul,

et Ki n'existerait pas non plus. Pour que les droites oa et ab ne

coïncident pas, il faut et il suffit que {a^b^— a^b^) ne soit pas

nul, c'est-à-dire que le rapport j ne soit pas réel. Supposons qu'il

en soit ainsi.

Les termes que nous avons envisagés sont tous ceux où le plus

grand des deux indices m, n est égal à M. La somme de leurs va-

leurs absolues est comprise entre les deux limites (4).

En prenant successivement, pour M, les nombres i, 1, 3, . . .,

nous reproduirons, rangés par groupes, tous les termes de notre
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série, cliacun pris une seule fois, et nous aurons formé une série

ordinaire dont la somme sera comprise entre les deux limites

31 - 00 M =r 00

-^Id^ - '^Em^.
iM = l

Mais la série^ iTTôr" ' suivant la troisième proposition, converge

ou diverge suivant que (^ — i) surpasse ou non l'unité. La con-

dition de convergence absolue, pour notre série, est donc ^ > 2.

En résumé :

Si a et, b sont deux quantités complexes^ dokt le rapport

n'est pas réel, la condition de convergence absolue pour la sé-

rie

(^ni = n = o excepté), consiste en ce que l'exposant réel jB sur-

passe le nombre 2 (^).

Avec la série précédente, prenons ces trois autres

2dinia—îib)'^' 2d(—ma-\-nb)'y 2dy^ j^ {— ma -^ 7ibyi^ Àmà {^— ma — nb y^

OÙ /?z, n parcourent les mêmes suites de valeurs. Pour chacune

d'elles, les deux conditions de convergence absolue, savoir [3 >» 2

et j imaginaire, sont les mêmes que pour la précédente. Il en est

donc de même pour la somme des quatre séries. En d'autres

termes, les conditions de convergence absolue sont encore les

mêmes pour la série

^ ' ^ad ( ma -\- no )? n]
m. Il

m =: n =^ o étant excepté.

(1) Ici, comme dans la troisième proposition, on peut supposer p imaginaire,

et la condition s'applique alors à la partie réelle de [â; mais cette généralisation

nous est inutile.
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Convergence de la série qui se déduit de la décomposition

de p{nu) en fractions simples.

Examinons, au point de vue de la convergence, la série /(u)

(2), dont le terme général a pour expression

{'in Lu -r- in'iii'— u )'2 {-in Où -h i li w' )2

y doivent acquérir toutes les valeurs

entières positives ou négatives, à l'exception de ii = i^^ o.

Envisageant les fonctions elliptiques les plus générales, nous

avons été conduits (Ghap. VIII, Fonctions elliptiques àùwariants

imaginaires) 'A considérer co et co' comme deux quantités quelcon-

ques dont le rapport est imaginaire. C'est exactement la suppo-

sition que nous venons, à l'instant, d'être contraints de faire pour

les quantités «, b dans la dernière série.

Construisons, ainsi que nous l'avons fait avec a, b, un parallé-

logramme dont les sommets o, a, b, a' représentent les points

zéro, 1LÙ, 2 (ta 4- to'), 20)', et menons deux séries de droites équi-

distantes, dans chaque série, parallèles respectivement aux côtés

de ce parallélogramme {Jig- 7). Le plan se trouve ainsi partagé

Fig. 7.

en un réseau de parallélogrammes égaux, dont les sommets repré-

sentent les quantités {'x n lu -{- o. n' ui' )

.

La quantité u est, elle aussi, représentée par un point du plan;

le rapport —r-7 a pour valeur absolue le rapport des dis-
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tances de l'origine à ce point et à un sommet du réseau; il tend

vers zéro si ce sommet s'éloigne à l'infini, c'est-à-dire si l'un, au

moins, des nombres 7^, ji' croît et dépasse toute limite, en valeur

absolue.

Ecrivant s sous la forme suivante

iu\ I
—

4 /i 00 -}- 4 n CD

(2/ia) 4- '2/i'co')3
( I

2 Ai CO -h 2 /l W

nous reconnaissons que ce terme a pour expression asvmptotique

, -,—TT^. ? c'est-à-dire, au facteur constant près, luel^ sauf
(2 /ICO -H 2/1 bi'y ' 1 ' 5

changement des lettres, le terme général de la série (5). Le rap-

port cl):w', qui remplace a\b, est imaginaire ; l'exposant ^ est égal

à 3. La série est donc absolument convergente. Donc, suivant une

proposition générale rappelée précédemment, la série f{u) est

absolument convergente.

Développement de j)u en série à double indice.

Il reste à prouver que la somme de la série /(«) est égale à j3«.

Cette démonstration peut maintenant se faire avec facilité, par les

moyens usités en pareil cas. Considérons deux nombres positifs

arbitraires M, M', et distinguons dans le second membre de la for-

mule (i) deux parties : la première, composée des termes dans les-

quels les deux indices m, ni! , composant (v, sont, en valeur absolue,

moindres que M et M' respectivement; la seconde, composée des

autres termes. Cette décomposition peut se faire, si grands qu'on

ait choisi M et M'; il suffît qu'on suppose n supérieur à 2M -j- i,

iW -\- I, et croissant à Tinfini, à partir de cette limite inférieure.

Dans la première partie, les diverses valeurs de w sont indépen-

dantes de 7?
;
par conséquent, les termes correspondants, dans la

formule (i), tendent vers ceux de la série f{u). On peut donc

prendre n assez grand pour que la somme de ces termes dans (i)

et la somme des termes correspondants dans /(m) diffèrent moins

que d'une quantité donnée. On peut, en même temps, prendre M et

M' assez grands pour que la somme des autres termes, dans/(w),
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soit aussi moindre qu'une quantité donnée, cela en vertu de la

convergence def(u). La démonstration sera complète si l'on éta-

blit qu'on peut aussi choisirM et M' assez grands pour que la somme

des termes, composant la seconde partie dans la formule (i), soit

elle-même moindre qu'une quantité donnée.

On a remarqué, dans le premier paragraphe de ce Chapitre, que

les valeurs de — = (^ ont la forme (/>cl> -f-/»^^), les fractions /?, p'

étant comprises, la première entre zéro et + 1, la seconde entre

— I et -t-i. Dans ces limites, les fonctions pp, p'ç, p' ç ont le

seul infini ç = o; par conséquent, les produits i^'-pi^, — i^^p'^,

^ç'' p'\^, égaux à l'unité pour ç =z o, restent finis, et l'on peut assi-

gner des limites supérieures aux valeurs absolues de chacun d'eux.

Ceci reconnu, prenons d'abord, dans la formule (1), le premier

terme sous le signe de sommation. En l'écrivant ainsi

'2^^
^' n 4(-i^^p'^)-

nous reconnaissons qu'il a pour expression asjmptotique

Puisque (

—

^.v'^p^^Y est une quantité limitée, ce terme est com-

parable à — ? terme efénéral d'une série absolument convere^ente;

et l'on peut prendre M et M' assez grands pour que la somme de

tous les termes analogues soit aussi petite qu'on voudra.

Prenons ensuite, dans la formule (i), le second terme sous le

signe de sommation. On peut l'écrire

V -
6(iç^ip'V)

u w

son expression asymptotique
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est comparable à --? terme général d'une série absolument con-

vergente, et la conclusion est la même que précédemment. Il est

donc établi que la fonction pu est représentéepar la série con-

(6)

, ,
Il

•2 71 co
; , ^

z= o, mi, nz 2,

n = /i'= G excepté.

Observations sur le développement de ^u.

Double périodicité.

Une des premières conséquences de la formule (6) se rapporté

à une nouvelle forme du développement de pu suivant les puis-

sances ascendantes de u. Effectivement, cbaque terme étant déve-

loppé suivant ces puissances, on obtient

(Comparant cette formule à celle qu'on a déjà obtenue (IV, 4)>

on en déduit

(7)

Ainsi toutes les séries > —— i où ?n est un nombre entier

positif, au moins égala 2, s'expriment en fonction rationnelle et

entière des deux premières d'entre elles. C'est là un fait algébrique

des plus remarquables.

L'observation qu'il y a lieu de faire ensuite sur la formule (6),

c'est que, peu utile pour le calcul numérique, elle est merveil-

leusement propre à mettre en évidence la nature de la fonction

pu. On y lit, en effet, immédiatement que pu devient infini pour

u = (P, et que [{u — ^^)"p/^]„^j„ a pour limite l'unité. La double
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périodicité n'est pas moins manifeste; car, si l'on change u en

^^_l_(^v^ ((V^ étant une des quantités (v), tous les termes qui con-

tiennent u s'échangent les uns dans les autres. Toutefois la com-

position, un peu complexe, du terme général, formé de deux parties,

ne laisse pas apercevoir tout d'abord si p{ii + w^) reproduit pu

sans changement, ou bien augmenté d'une constante. Il est bon de

vérifier sur la formule (6) que c'est le premier cas qui a lieu.

A cet effet, considérons d'abord la série^ z^^-T^y "~ "^ '

où la sommation s'applique à toutes les valeurs cv = 2 /^ to + 3 ai' to',

sauf w = et (V = — «^ . Cette série est absolument convergente,

puisque c'est simplement la précédente où l'on a remplacé u par

(V,, après avoir écarté deux termes. Puisqu'elle a une somme dé-

terminée, cette somme est zéro; car l'ensemble des quantités —

ne diffère pas de l'ensemble des quanti tés , r^ • Nous pouvons

donc écrire la formule (6) comme il suit :

(V = o, — (Vi exceptés.

Cette dernière forme coïncide encore avec la suivante

W =^ — iv^ excepté.

Si l'on change maintenant (v en (w — (v^i ), on pourra écrire

aussi

w

çç> =z o excepté.

C'est justement l'expression de p(n -\- (Vj ) suivant l'égalité (6)

sans aucune transformation. On a donc vérifié directement la re-

lation

piu^ wi)=pu,

qui exprime la double périodicité.
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Développement de p'u, de p"u, etc., en séries

à double indice.

Pour obtenir, à l'égard de p'u, p" u, p'" u-) ..., les développe-

ments analogues, nous avons le choix entre deux moyens. Le pre-

mier, celui qui paraît d'abord le plus simple, consiste à prendre

les dérivées aux deux membres dans la formule (6). Pour la rigueur,

il suffît seulement de se convaincre que les dérivées de la série (6)

sont égales aux séries composées avec les dérivées des termes. Ce
fait résulte de ce que les séries ainsi obtenues sont uniformément

convergentes par rapport à m (*), et cette propriété s'établit im-

médiatement au moyen de l'analyse qui précède.

Mais une autre voie, non moins facile et plus conforme à notre

mode d'exposition, s'ouvre aussi, et nous allons la suivre, en déri-

vant les deux membres de la formule (i); puis, comme précé-

demment, nous supposerons n infini. Voici, à cet effet, une trans-

formation de l'égalité (i). Prenons la formule d'addition, pour la

fonction Ç (V, iGa),

et concluons, en dérivant par rapport à v,

p ( M -h p ) 4- IH i^ — v) — 1\)V = H

Mettant - ? — au lieu de u et ç^ et nous reportant à la formule

(i), nous pourrons l'écrire ainsi

(8) P " = ,p
P

;ï
+

;r5 2- L'' l -n' )
+ J' {-^r-} -^f'n

ieux encore

W

ou mieux encore

(8a)

m =^ m'= o excepté.

2,

(') Au sujet de la convergence uniforme et de la différentiation des séries, on

peut consulter le Cours d'Analyse de l'Ecole Polytechnique, par M. C. Jordan,

t. T, p. 117.
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On remarquera que cette forme du second membre fournit, plus

immédiatement que dans la formule (i), la limite de chaque terme,

pour n = oo . Mais elle exigerait un détour de raisonnement pour

qu'on en pût conclure qu'effectivement le second membre et la

série (6) ont même limite. Ce détour cesse d'être nécessaire à

l'égard des formules dérivées de (8). Pour ces dernières, tous les

termes suivent une seule et même loi, et l'on peut écrire en gé-

néral

^^^^''-.-f..i:^^K^
(9)

(P = 2/?10) -h 2 /?i w
, , > = o, zh I, dz 2, . .

2

Nous concluons de là, pour la formule limite.

(k|

w = 2 niû -+ 2 n (Ji>
, ,

> =o,=lzi,±2, ...,±00.
ti ]

'

En effets d'abord, tous les termes de la somme (9) où /?2, m', en

valeur absolue, sont respectivement moindres que deux nombres

arbitraires M, IVF, convergent vers les termes correspondants de

la série (10). En second lieu, la somme des valeurs absolues des

termes de la somme (9), où ± m, dz m' dépassent M et M', peut,

parle choix de M et M', être rendue aussi petite qu'on voudra. C'est

cette dernière partie qui, non immédiatement évidente dans la for-

mule (8), est évidente dans la formule actuelle (9).

Effectivement, un terme quelconque peut être écrit ainsi

.[e-r-e-)]
w

{il — wjV-^-^ l\n / \n J

\

n

Or v^ ainsi qu'on l'a déjà observé, est limité dans une étendue

telle que la fonction (^H'+2p([x) ^^ j reste toujours finie. On en peut dire

autant de cette même fonction quand on y remplace v par iv— -
j

,

si 11 est pris assez grand. Le terme t diffère donc seulement par

un facteur limité de -,
——^ > qui est, lui, le terme erénéral d'une

I. 24
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série absolument convergente. Par conséquent, la somme des

termes analogues à t^ où m, m'' surpassent M et M', peut être rendue

inférieure à toute quantité donnée, comme il le fallait prouver.

La série (lo), de même que la précédente (6), met en évidence

les infinis u = w des dérivées de jd « ; on y lit la double périodicité

mieux encore que dans (6); car, si w^ est une période, le chan-

gement de lien ( ;/ h- pPi ) a pour simple effet d'échanger les termes

les uns dans les autres.

Développement de X.u en série à double indice.

On peut tirer le développement de ^C^ii de la formule (6) en in-

tégrant aux deux membres. Mais nous adopterons encore la mé-

thode plus élémentaire qui consiste à déduire d'abord de la formule

( 8) son analogue pour la fonction t,ii. En intégrant chaque membre

de cette égalité (8) et observant que (^ii— -)? (- Ç - — -) ont

tous deux la limite zéro pour ^^ = o, nous obtenons

(il) ^W=-C--f-->K H^ h2-p- ,
^ ' n n n Jmà \ n ii n " n

et (V doit être pris comme dans la formule (i). Voulant reproduire

une analyse semblable aux précédentes, occupons-nous d'abord

de ce qui en était tout à Theure la troisième partie, en considé-

rant les termes où les nombres m et d= ni! surpassent deux

nombres arbitraires M et M'. D'après la formule d'addition (V, i6),

transformons le terme général t^ du second membre (i i) successi-

vement ainsi :

, u ^

n u w \

Il w

— >

l / ll\^ ,11

-*-^^- P

U u ^u -1 \n J ^ n u- , . .

\fi/ ' n w^ '^ '
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Ainsi qu'on l'a déjà observé, i^-pi^ est une quantité finie ; d'autre

U ^ Il I f U\'^ ,11 [ll\'^ Il ' n '

P''"' «SV -i[n) Pn' [n) i'n' P°"'" " '"^'"'' convergent

,

. Il

vers ± i^ donc — tt a pour expression asjmptotique

Réunissant les termes, on peut écrire

s^ = —
w I

/ aii^'\

terme général d'une série absolument convergente, puisqu'il est

comparable à —j- De là résulte que, a étant suffisamment grand,

on peut prendre M et M' tels que la somme des termes ^, soit,

en valeur absolue, inférieure à toute quantité donnée.

Il reste maintenant à former, avec les limites des autres termes

delà somme (ii), une série convergente. Mais, pour que, dans

cette série, on puisse, comme dans les précédentes, séparer les

termes qui répondent à deux valeurs de (V, égales et de signes con-

traires, nous ajouterons, sous le signe sommatoire, dans (ii), les

deux termes ^- et c^ (
1 , qui se détruisent, et nous écrirons

(il a) II

fi ^ n ^^ |_/i " n 11"' Il ii'^
^ Ily

les valeurs de w seront alors les mêmes que dans la formule (8 a).

De là se conclut la série

(12) tu
I.
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car on a

terme comparable à ^ •

La série (12), comme les précédentes, met en évidence les in-

finis de Çw; quant à la propriété relative à l'addition d'une pé-

riode, on peut la reconnaître par le calcul suivant, analogue à

celui qui a été fait déjà pour la série pu, mais un peu plus com-

pliqué.

Désignant par w^ une période, nous écrirons d'abord, en excep-

tant de la sommation les valeurs (v :::= o et w = — (P,

,

^ I I u i "^ [ i u-\- ivi r 1

Il u-i- Wi wf (Pi .Ad La

—

iv (tP-i-rPi)- iv-i-iv^j
w

y^ Vu u -h wi I f
"I

.^d L(v- ( (P -+- WiY (P w + Wi]
w

Nous passerons de là à la forme suivante :

u -T- Wi ^^\ \_u — w ((P -f- WiY w -f- Wi j

_.!+ y [-1 '^ !— 1.
W^ ^mk'^yw ((P + (^i)2 w-\-\\\\

Dans la première série S,, est exceptée la seule valeur (v=: — w^
;

dans les deux autres, sont exceptées les valeurs w ^:=^ o et

w =— (V, .

La série So, qu'on a déjà rencontrée dans le calcul analogue

pour pu, est nulle. La série S3 est une quantité indépendante de

3
u^ qu'on désignera par — i'l\^ en y adjoignant le terme —
Quant à la série S<, avec le terme qui la précède, elle représente

X^i^u -4- ^Vi), comme il résulte du changement de w en (^w— (v, ).

On a donc effectivement
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avec cette expression de 2f,

w

w = o, — (Vi exceptés.

Développement de ^u en produit à double indice.

Dans la formule (i i a), prenons, de part et d'autre, les fonctions

dont les deux membres sont les dérivées logarithmiques, en déter-

minant les constantes de telle sorte que le rapport de chacune de

ces deux fonctions à la variable u ait l'unité pour limite, quand u

devient nul. Nous aurons ainsi

Cr
I

I u (v u- w
(i3) ^«^«^I^JJ

- "^.,7^7".-^";

tf —
II

Les limites des termes de ce produit limité nous conduisent au

produit infini

04) -«="n('-y

où w parcourt les mêmes valeurs que dans les séries (6) et (12).

L'exactitude de cette formule (i4) sera établie si l'on prouve,

comme on l'a fait précédemment pour les séries, que le produit

des termes où, dans la formule (i3), dz /72 et ± ni surpassent

deux nombres donnés M et M', peut être rendu aussi voisin de

l'unité qu'on voudra, par le choix de M et M'. Pour le montrer,

réunissons les facteurs deux à deux, en groupant ensemble ceux

qui répondent à deux valeurs de w, égales et de signes contraires.

Le produit ^3 de deux pareils facteurs, suivant la formule fonda-

mentale (VI, 12), peut s'écrire

-: P - ^. If l U
_

(T- \ -^.VZ
^ = ^" - P- —P

n
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OU bien, en remplaçant encore — par r,

n ^ItV' U'^ Il H- ^ \ —;''"-p«

- - - — P
7.^'P^ je'"'

Mettant, au lieu de v-pv-, la lettre a, qui représente ici, on se

le rappelle, une quantité finie, on \oit que ^3 tend vers l'unité. Il

existe donc une détermination du logarithme népérien de ^3 qui

tend vers zéro; choisissant ainsi le logarithme, on a

lOg /s :=: 2 log - G' - -T-lOg -- p a— + «^ •

Cette quantité, quand n devient infini, a pour expression asym-

ptotique

,
/ iû-\ u-^

I a^ Il
9 ,,')

qui est elle-même asymptotlque à — ^-j terme général d'une

série absolument convergente. On peut donc choisir /i assez grand

pour que la somme des logarithmes des termes ^3 diffère aussi

peu qu'on voudra de la somme des quantités — - —-; cette der-

nière, si l'on prend M et M' assez grands, est aussi petite qu'on

veut. Donc la somme des logarithmes des termes ^3 peut être

rendue moindre cjue toute quantité donnée et, par conséquent, le

produit des facteurs ^3 aussi voisin de l'unité qu'on voudra. La

formule (i4) est donc complètement prouvée.

On peut remarquer que nous n'avons pas eu à démontrer la

convergence du produit infini (i4)î elle résulte de notre analyse.

Elle est d'ailleurs évidente. La convergence d'un produit infini

a lieu, par définition, en même temps que celle de la série

des logarithmes de ses facteurs, les logarithmes étant pris comme

tout à l'heure : le logarithme du facteur général, dans le pro-

duit (i4)î est

, / U\ Il II'-

losl I H h 5;

r II

il a pour expression asymptotique — -^ ' terme général d'une

série absolument convergente.
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La formule (i4) niet en évidence la nature de la fonction a* fV, qui

s'offre nettement comme ayant, pour toute valeur de u^ une valeur

finie; on y voit les racines u == iv. Quant aux propriétés relatives à

l'addition d'une période, leur vérification n'offre aucune difficulté
;

il suffit, pour la faire, de reproduire exactement le calcul qui a été

développé dans le paragraphe précédent à l'égard de la série ^u.

Mais cette vérification va être efî'ectuée d'une autre manière; ce

sera une des conséquences de l'analyse qui va suivre.

Transformation de a'(w-i-a).

D'après la formule (i4)j les facteurs du produit infini c^(^ii ~\-a)

ont la forme( i
— )• Notre but actuel est de remplacer ces

facteurs par
(

i
—

) • Le rapport de ces facteurs est indépen-

dant de u, car on a

W \ W Cl/ \ w I

C'est dans la transformation des exponentielles que réside le

calcul. L'exponentielle qui accompagne le facteur envisagé a pour

exposant p,

I / w H- a\ 2 u -^ a

Considérons les deux quantités suivantes

\ [ IL \^ U i a^ a
pl=- H ? P2= ;H J

et retranchons-les de p ; voici le résultat :

(l5 ) p = pi 4- P2 -^\u^- -- — ,
î

-i- w (
-^- -H - H

^—
)

.

Mettons, en outre, le premier facteur (^u -h a) sous la forme

1 II- Il 1 11' Il

(i6) e~''''^ e^'ali-^ -\ e^
^~«.

Remplaçons maintenant, dans le produit infini c5'(w -t- a), p par
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Texpression (i5) et partageons ce produit en quatre autres, tous

absolument convergents :

1° Une exponentielle dont l'exposant est

2° Une seconde exponentielle dont l'exposant est

u x"^ r I ï «Il
?^ - -+- >

i 1 =ula;
( a Ami ya — w w w^\

\

3" Le produit provenant de l'adjonction des facteurs ePs aux bi-

nômes (1
j

j avec le facteur a du produit (16),

n
1 n^

4'' Le produit provenant de l'adjonction des facteurs ePi aux bi-

nômes ( I ^
—— j j auquel on adjoint les deux derniers facteurs

(16). Ce produit a la forme

où w parcourt toutes les périodes, y compris zéro.

De cette façon, nous obtenons la formule

1 -,

(18) (^{u-^ a) = :fa.f{u, a)e ^
,

dont nous ferons divers usages.

Tout d'abord, nous allons en tirer parti pour reconnaître l'effet

de l'addition d'une période iv^ à l'argument delà fonction a*. Nous

observerons, à cet effet, que f{u^ a) est doublement périodique

par rapport à a; car le changement de a en (a-f-^v,) échange,

les uns dans les autres, les facteurs du produit (17). Connaissant

déjà les deux relations
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nous tirons de (i8)

tf ( i/. H- a )
c:' a

ou, sous une autre forme, en posant u -\- a^=^h^

a'6 c'a
'

par conséquent,

''^"-"^> = Ce'?,",

C étant une quantité indépendante de u. Si ^ w, est une demi-pé-

riode effective, c'est-à-dire n'est pas une des quantités tv, on dé-

terminera C par la supposition z^ = — \^v^. Comme du est mani-

festement une fonction impaire, on aura par là (en mettant w au

lieu de t,w^)

(iq) —

^

.^ =_e2r,(z^^w)

formule supposant essentiellement que cô ne soit pas une période.

Par l'addition successive de 2w, on obtient, comme on Ta fait au

Chapitre VI (p. 182), la formule générale

tf II

OÙ l'on doit prendre le signe moins quand w n'est pas une période,

le signe + dans le cas opposé.

Nouvelle définition des fonctions elliptiques.

Après avoir introduit les séries 2i (Chapitre VIII), nous avons

été conduits naturellement à généraliser les fonctions elliptiques :

pour ce but, il a suffi de supposer, dans les séries Ef, les deux, pé-

riodes remplacées par deux quantités arbitraires, dont le rapport

fut imaginaire. Dans le Chapitre actuel, nous avons emprunté seu-

lement les notions établies avant l'introduction des séries 2?. Nous

pouvons, avec les nouvelles séries, généraliser aussi les fonctions

elliptiques par le même moyen. C'est ce que nous allons faire, et

la suite de notre analyse nous ramènera, dans le Chapitre XII j
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aux mêmes séries B, qui se présenteront ainsi d'une manière

moins directe, mais plus naturelle, et plus conforme à l'ordre

historique.

Voici donc le problème que nous allons traiter. Désignant par oj

et w' deux quantités arbitraires, dont le rapport ne soit pas réel,

nous prenons les trois fonctions jdz/, Çw, du^ définies par les éga-

lités

pu =

lu

w

I '^ r i I w
1

(20)

n u
1 — —

w

, ,
n

w = 2 n w -H 2. 71 w
; , ^ = o, =n I ,

:jz 2, . .

n =- 7i' z=z o excepté.

Nous nous proposons de prouver que ces fonctions jouissent des

propriétés signalées comme caractéristiques dans le Chapitre VI

(Propriétés caractéi'istiques de du. p. 184), savoir

(21) -y- logG^i^ = C?^ -r-LU= — pu,
^ ^ du ^ du - "

, , ^{u -+- v)zf{u — v)

Les propriétés de périodicité de ces fonctions ont déjà été tirées

des seules formules (20), et nous avons démontré que, aw dési-

gnant une quelconque des quantités iv^ on a

/ p{u-^ iGi) = pu, ^ ( ï« -I- 2 w ) = Ç w H- 2'^,

(23) \ a'(M-4-2Û)) ^~, '^

La lettre }\ désigne une quantité dont nous avons obtenu le dé-

veloppement. Enfin, par le moyen des seules formules (20), nous

avons aussi obtenu l'égalité (18), où s'introduit une fonction à

deux variables/'(?^, a). Cette dernière est définie par un produit

d'un nombre infini de facteurs (17).



CHAPITRE XI. — SÉRIES A DOUBLE INDICE. 879

Il peut d'abord sembler inutile de prouver les égalités (21), qui ré-

sultent de la dilFérentiation dans le produit du et dans la série Çw.

Mais la seule preuve générale que l'on possède pour la différen-

tiation des séries n'est pas assez élémentaire, et nous ne voulons

pas l'invoquer ici. Au surplus, il n'est pas dénué d'intérêt d'éta-

blir les égalités (21) par un raisonnement facile et court, fondé sur

la formule (18).

Nous allons faire usage de la formule de Taylor, limitée à un

terme quelconque, avec l'expression du reste^ telle qu'elle a été

donnée par M. Darboux (*) pour les variables imaginaires,

cp ( a -h /? ) = cp ( « )
-1- /i cp' ( cf ) -h . .

.

(24)<
i

/i" .w . . /i"+ l(
1 — 6 )"-/'+! , ,,, .,,

H C5t"^(a)-i-) ^ '- o(«+i^(a-4-0/0.
\ \ .1. . .11

'

i .1. . .n.p

Dans cette formule, le facteur \ constitue la seule différence

avec la formule depuis longtemps classique, mais propre seulement

aux variables réelles; a et h sont réels ou imaginaires, ô réel et

compris entre zéro el -\- i
, p arbitraire; enfin \ est une quantité

inconnue, mais dont la valeur absolue (module) est inférieure à

l'unité.

Appliquons cette formule avec les suppositions

o(/<)=:log(i — h), a = o, 11 — 1^ /> = 3;

-log(.-A)-/^ + iA^+ iA^^-—-\^-

Delà définition (17) tirons le développement de log/(?^, a) et

remplaçons chaque logarithme suivant la dernière formule; nous

aurons

3 \log/(.,a)=-2r^
3(,_-^

Bien entendu, les quantités inconnues A et dépendent de u et

varient d'un terme à l'autre. Mais, supposant u suffisamment petit

en valeur absolue (et nous allons le supposer tout à l'heure infini-

(') Darboux, Sur les développements en série des fonctions d'une seule va-
riable (^Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3« série, t. III, p. 291).
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ment petit), nous voyons que le second facteur, sous le signe de

sommation, est essentiellement limité. On peut notamment, en li-

mitant «, faire en sorte que l'on ait

X

3(.--iii
<i

en valeur absolue.

Gomme la série 7 , est absolument conversrente, nous

avons, en résumé (la valeur absolue de u étant limitée),

F(u, a) — \oQf{u, a) = Au^,

et A est une quantité toujours finie. Donc d'abord F est nul avec u.

En second lieu, le quotient de F par u est nul aussi avec u. Donc
F a une dérivée par rapport à u, et cette dérivée est nulle avec u.

Ensuite le quotient de F par u- est nul en même temps. Donc F a

une dérivée seconde par rapport à «, et cette dérivée est nulle aussi

avec u.

Ceci reconnu, prenons, par rapport à u^ la dérivée logarithmique

au second membre de (18), et faisons u = o. Cette dérivée se ré-

duit à "Ça. D'après l'expression du premier membre, on a donc

[^Jos^ia^a)]^^^^ = ta

et, par suite,

da ^

Prenons la dérivée seconde du second membre de (18), toujours

par rapport à w, puis supposons u = o. Cette dérivée se réduit à

— pa. On a donc aussi

— logeai — pa,

et les égalités (21) sont démontrées. Il reste à prouver l'éga-

lité (22).

Mais nous ferons plus, et nous établirons directement la for-

mule de décomposition en éléments simples (Chap. VII) pour les

fonctions doublement périodiques composées avec des produits

et des quotients de fonctions c>.
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1

Nouvelle démonstration pour la décomposition des fonctions

doublement périodiques en éléments simples.

Considérons la fonction suivante

a' {II — a') :ï{u — b')... :^{ii — t')

(2:)) ^(.u)-
^{^u — a)^{u — b)...c^{u—t)'

où les facteurs sont en même nombre au numérateur et au déno-

minateur, où, de plus, la somme des racines est égale à la somme
des infinis

(ï6) a'+ è'-i-. . .+ ^'= « -f- 6 -f-. . .-f- ^.

On Ta vu au Chapitre VII, ceci est la forme générale des fonc-

tions rationnelles de jj;^ et p'w; mais actuellement nous devons

faire abstraction de ce fait : nous avons seulement, d'après la rela-

tion (28), une conséquence de la condition (26) : ^{u) est dou-

blement périodique. Nous profiterons de cette propriété au cours

de notre analyse; mais c'est d'une autre manière que la condition

(26) manifeste son importance tout d'abord.

Prenons, pour chaque fonction (j dans le produit (20), un fac-

teur de son développement, celui qui répond à une même période

(r. La condition (26) a pour effet de faire disparaître a dans l'ex-

ponentielle. Si, pour abréger, on pose

on obtient cette expression de ^{u) en produit infini absolument

convergent

d, / ;, \ ^ {u—a'){u — b')...{u— t')

^ ' \u— a){u — b)...{u — t)

^n - - ---^
—^— ~- -'

^'^"^
^ -r-r(iv — ii-{-a')(w — u-i-b')...(w — u-{-t')

{w — u-^ a){w ~ U-+- b).. .{w — u-{~ t)

Si nous limitions les valeurs absolues de ;?, n' ^ nombres qui

composent w = 2/10) + in' lù'
^ ^{^^) se changerait en unefraction

rationnelle o{u)-

Nous pouvons considérer ^(u) comme la limite vers laquelle
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converge cette fraction o(^u), quand, supposant toujours

dzn<N, =fc/i'<N',

les nombres N et N' deviennent infinis. Gela étant, nous allons dé-

composer o(u) en fractions simples et chercher la limite de la

formule de décomposition; ce sera une nouvelle forme de ^{u).

Les deux termes de la fraction
'f
(w) étant d'un même degré, la

partie entière, dans la décomposition, est indépendante de a. Soit

G cette partie entière. Les fractions ont pour dénominateurs

{II—

a

— w), {a — b — w), ..,, {ii — t — w),

avec les diverses valeurs de w, y compris zéro. Les numérateurs

de ces fractions, ou résidus, sont respectivement

^'w= [{il — a — W)(f{ll)]n = rl^w,

Gomparons-les avec les résidus correspondants de ^^(u), savoir

1,^= \(ii— t — tp)*ï>(?0]"-

Ghacun des derniers, a,,, par exemple, est le produit de facteurs

en nombre illimité, mais ce produit est absolument convergent.

Ghacun des premiers, a^^ par exemple, est le produit de facteurs

en nombre limité, et tous les facteurs qui composent a[^, font partie

du produit a,^, absolument convergent. Mais la double périodicité

de ^{u) nous apprend aussi que les résidus a^^, p^, ..., T(^ sont

indépendants de w, et coïncident avec ao, [^oj - - -, "To- Le produit,

absolument convergent, a,^, a donc une valeur finie, qui ne varie

pas avec pp, et l'on peut déjà affirmer que a',^ a, lui aussi, une va-

leur finie, dont on pourrait assigner une limite supérieure inva-

riable, si grands que soient les nombres n et n' , 11 en est tout

autant pour [3^, . . ., t^. Soient donc M et M' deux nombres arbi-

traires, mais qu'on ne fera pas varier avec N et N'. Prenons les
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fractions où zh n et — ii' sont compris respectivement entre M, N
et M', N', et distinguons par l'indice i les valeurs de ^v correspon-

dantes. La somme de ces fractions est

s, = y('^^^;^— +
^'r

+...+
''"'

).
^à\u — a — (Vi u — b — wj u — t — w^J

Nous servant de l'identité

V

et y mettant successivement (u — a), (u — b), . . ., (w — t), à la

place de ^, changeons S, en la somme de deux autres quantités :

S, = T1 — Al

2[ w\{^Wi — a -^ a) <vf((ï^i
— u-^b)

Cette dernière quantité s, donne lieu à l'observation suivante.

Les numérateurs étant limités en valeur absolue, les termes qui

composent s, sont ceux d'une série absolument convergente, car

les dénominateurs sont comparables à iv\. Donc on peut prendre

M et M' assez grands pour que £< soit inférieur à une quantité

donnée, si petite qu'elle soit.

Prenons, d'autre part, les fractions où riz n et 3i n' sont moin-

dres respectivement que M et W . Quand w est ainsi limité, et que

N, N' deviennent infinis, ^{u) tendant vers ^{u)^ a'„, tend vers

aj^= ao- Donc a'„,, ^\^,, . . ., t,'^ diffèrent de ao, ^o, • • -7 '^o P«ir des

quantités que l'on peut rendre aussi petites qu'on voudra en pre-

nant N et N' assez grands. La somme S de ces fractions peut donc

se représenter par

S = £ -h ao >; î h 3o V 1 h. . .
4- To 7, ;^^ u — a— w ' X^ u — b — w Xmà u — t — w'
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et £ désigne une quantité infiniment petite quand N et N' sont in-

finiment grands. Ici (v, rappelons-le, est une période quelconque,

y compris zéro; mais ± /i et zb ii! ne dépassent pas les nombres

fixes M et M'.

Maintenant, en ajoutant et retranchant certains termes, écrivons

S sous la forme

S = £-i-T-i-R,

L M — a Jmd \u — a — iv w (v- / J

w

Dans ces dernières sommations, (V = o est excepté. On voit que

El se compose du développement de

ao Ç (
w — a) -^- [^0 ^( « — ^ ) -+-

.
•

. -^ '^0 s( ^* — 0»

limité aux termes où n, n' ne dépassent pas M et M'. La différence

s' entre R et cette dernière fonction peut donc être rendue aussi

petite qu'on veut par le choix de M, M'. Soit donc

^{u)=^{u) — aQ^{u — a)—^Qi:,{u — b)—...— XQt{u— t),

nous avons

6( ?^) = G -T- T, H- T + £ H- e'+ Cl.

Les trois premiers termes G + T,-hT forment ensemble un

binôme du premier degré en w, Pz^ -|- Q, dont l'analyse précédente

ne laisse pas aisément apercevoir la forme limite. Mais, supposant

N et N^ infinis, nous avons pour s, e', £< des quantités infiniment

petites ; le premier membre a pour limite la fonction

iF(w) = *(m) — aoÇ(w — «) — poC(" — ^) — ...— ^oC(w— 0-
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Donc P;^ + Q a aussi une limite finie, quel que soit u\ donc P

et Q ont des limites finies. Ainsi notre analyse conduit à ce résultat

que ^{it) se réduit à un binôme du premier degré en u. Tl reste à

établir que P est nul. C'est à quoi l'on parvient en observant la

double périodicité de <ï>(?^). En effet, de l'égalité

on déduit

W(z^ + 2w')— W(îO = 2Pw' =— 2(ao-l- ,3o+ ..--l-'^o)r/.

Si donc on veut bien admettre comme établi que l'on n'a pas

r,(x>'— r' lù z= o, il en résulte nécessairement P = o, et l'on trouve

en même temps que la somme des résidus est égale à zéro. Quoique

la relation précise

, ,
ir:

r^ix) — Tj w = —

ne soit pas encore établie dans l'analyse actuelle (ce que nous fe-

rons d'ailleurs au Chapitre suivant), on peut cependant reconnaître

sans nouveau calcul que (tjw' — r/co) est la moitié d'un multiple

impair de ïtt, et, par conséquent, n'est pas nul. Nous avons,

en effet, en partant de la définition actuelle de <iu, prouvé (équa-

tion 19) l'égalité

(28) —^ ^ = _ e2r/w+a)l

qui est vraie toutes les fois que w n'est pas une période. Nous
avons donc successivement

g'
( w -f- 2 w' -I- 9, co

)

de là, en multipliant membre à membre,

, a'ill -h 9Aù' -h- im)
(29) —

^

=z -I- e2(Y)-1-r/)(îf-t-M+{.)') v^ e2(-/)w'-Y]'to).

I. 25
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D'autre part, les relations

Ç ( ?« -T- 2 w' ) = ^ « H- 2 r/

conduisent à celle-ci

t ( z^ 4- 2 w -h 2 w' ) = r i^ + 2 ( T, H- r/),

d'où l'on voit qu'avec 2 w = 2w + aw', on a aussi 2-?; := 27, + 2r/.

Gomme (co -+- iù') n'est pas une période (03 et tù' ayant leur rapport

imaginaire), l'égalité (29), comparée à la précédente (28), exige

qu'on ait

(3o) e2(r(W'-r/w) = — I
,

r,to'— rj'co = ^ ^^^ ^ '

ir..

Nous avons donc prouvé par une analyse directe que tout pro-

duit de fonctions d, tel que ^{u), est décomposable en une somme
d'éléments simples : une constante, et des fonctions Ç. Les infinis

de la fonction sont supposés différents entre eux, c'est-à-dire tous

simples. On peut de là passer aux autres cas, comme on l'a déjà

fait au Chapitre VII pour une question analogue. Mais notre objet

est uniquement ici de conclure la formule fondamentale (22), et

c'est ce que nous ferons ainsi : prenons

^, . a'(u -]- v) :f(ii — ç) (fiia)
4>(m) - / . /

3'(w-i-a) a' {il — a) a'(v -i- a) a'{v — a)

les résidus sont in i , et la constante se détermine par la condition

^(v) = o. On a donc

<î>(?/,) = ^(a — «0+ ^(« + ") — C(<^ — ^0 — C(«-+- <')•

Divisons les deux membres par a'(2«), et faisons r/ = o. La

quantité

se présente sous la forme -. En prenant le rapport des dérivées,

on a pour la limite

i[-p(— ")-P"] = — pw-
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De même à l'égard des deux autres termes, où u est remplacé

par v\ donc

tf(w-f- V) (j{u — v)

0-2 u c'a p
pv — pu.

C'est la formule (22), que nous voulions établir.

On ne manquera pas d'observer la grande portée de la démon-

stration qui vient d'être exposée. En prenant pour point de départ

les définitions (20), nous avons immédiatement trouvé le théorème

général de la décomposition en éléments simples pour les produits

doublement périodiques composés avec les fonctions d. De là se

conclurait immédiatement la décomposition des fonctions ration-

nelles àepu et p' u en produits de fonctions a*, et toute la sub-

stance du Chapitre VII.

Équivalence des périodes.

La définition des fonctions elliptiques par les formules (20)

conduit à la notion d'équivalence des périodes, plus immédiate-

ment encore et plus clairement que la théorie des séries 2^. Les

périodes primitives 210, 2to' se trouvent caractérisées, en effet,

dans les formules (20) de cette unique manière : ce sont deux

quantités telles que, si l'on pose

l'ensemble des quantités w reproduise, dans un ordre quelconque,

l'ensemble des quantités analogues, figurant dans les formules (20).

Il est dès lors évident que 20) et 20)' sont deux périodes primitives

si l'on a en même temps

(!)'= a'w -i- 6'w', w' = a'w
-1-

P'tô',

«, ^, a', b\ a.^ ^, a/, [B' étant des nombres entiers. C'est ce qu'on

exprime en d'autres termes par les égalités

to = aiM H- 6to', ,, j ,

_, , ,, , ao — ba —±ii.
to = a to 4- 6 eu ,
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De plus, comme il n'y a aucune distinction entre to et u)', on

peut supposer, sans restreindre la généralité,

ab'— ba' = -+- 1;

car il suffît, pour changer le signe du déterminant, d'intervertir cô

et G)' ou bien to et w'. Cette dernière convention apparaît ici comme

ayant pour seul objet de laisser inaltérée la quantité (tjCo'— '^'^'0

quand on change les périodes primitives; car on a

r = ar, -{- br/, ^,, ^, ^ 7 ^x/ / r -,

, , ,
rto — Ti CO == ( at? — ba )( t,w — "n to ) ;

-?/= a'r, -\- b'r^', ^^ '
' ^'

mais la suite de l'analyse actuelle, qui doit nous ramener aux sé-

ries .3r, présentera cette convention sous son véritable jour.

Expression de -^xu, :f2U, :fzii en produits à doubles indices.

Reprenons la formule (18) en l'écrivant ainsi

' e~'^^'^ = f(u. a)e ^

c" Cl

Nous y retrouvons, au premier membre, cette même fonction

de u dont nous avons appris à former le développement suivant

les puissances ascendantes de u (VII, 48). Cette fonction est

maintenant développée en produit à double indice /(«, a).

Supposant, en particulier, pour a, une demi-période w^, nous

avons, au premier membre, c'a m. Voici donc le développement en

produit :

(3i)
^'"""nCa« = e IIP ]e

n \ f II \'i

lï^a = 2 n CO + -2 /i to -H to^, • = o^ zz i , dz 2, . . . , :iz oo.
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CHAPITRE XII.

DÉVELOPPEMENT DES FOiNCTIONS cr ET 2r EN PRODUITS SIMPLES.

Développement de o', en produit simple. — Démonstration de l'égalité

i~
T W ;=: —

2

Développements de cri/, û'^?/, ii'^u en produits simples. — Expression des trois

1 rw
quantités j'oie 2 et de \Je^— e,^ en produits. — Expression de ^u et de pu
en séries simples. — Expression de T,to et des racines e^ en séries simples. —
Les séries 2r déduites des développements en produits.

Développement de o'jw en produit simple.

Après avoir développé les fonctions d en produits à double in-

dice, on est naturellement conduit à transformer ces produits par

le groupement des facteurs. Le groupement le plus simple est celui

de tous les facteurs où l'un des indices a une seule et même valeur.

C'est celui que nous allons effectuer. On peut opérer sur l'une

quelconque des quatre fonctions a*; nous choisirons 0*2 z^. Il faudra,

pour ce calcul, se souvenir du développement de la fonction cosinus

en produit infini. Ce développement est connu dans les éléments

sous la forme

COS -^ TiX —
I I

( I
;^ j;

Il — l, 3, 5, . . . , 2[JL -f-i, . .
.

, ce.

Il est valable, quel que soit.r, réel ou imaginaire. Nous l'écrirons

un peu autrement :

(i) cos\t.x = I
I nj

n

n = dz I , =iz 3, . . . , ± ( 2 ;a 4- i), . . . , ih X.

L'exponentielle qui complète chaque facteur linéaire disparaît



2
"
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le produit de tous les facteurs analogues au second, d'après (2), est

71 11 TC « (jO—- tang ^2w 2 o) =B,^';

enfin le produit des facteurs analogues au troisième donne

71 n' W
10) cos

2 0) / n ,

1

Nous avons ainsi (en mettant n au lieu de ii!)

I I A/i ij/i C/i,

n

n = ±i, ±3, ± ( '2 [Jt -T- I ). . . . ± ce.

Pour simplifier cette expression, examinons les facteurs C//. En

posant

(5) ^^e'""^,

nous avons

(5 a) cos- -- = -W- +î - A

I /7r?«y I

/ 1- 1 \5

De là résulte que la série SlogC/^ est convergente ; car, un fac-

teur invariable étant omis, le terme général s'écrit sous l'une ou

l'autre des deux formes

q/i g -a

Ces deux formes, l'une pour n positif, l'autre pour ii négatif,

mettent la convergence en évidence. Au surplus, deux termes, où

les valeurs de n ne diffèrent que par le signe, étant égaux entre

eux, il suffît de donner à n des valeurs positives, et d'adopter alors

l'une ou l'autre des deux formes, suivant que la valeur absolue de

q est inférieure ou supérieure à l'unité. C'est ici le lieu de conve-

nir, comme on l'a déjà fait au Chapitre VJII, quon choisit m' et co

de telle sorte que t- ait sa partie réelle positive; par suite, la va-

leur absolue de q est inférieure à l'unité.
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Nous avons donc

^^^U^-(^)l(rI-.^.^..
2m-l

1
e,n^

Il convient de réunir cette série avec le terme e^
'

;
posant

donc

nous aurons

Il

On a manifestement B„ B„,^= i , d'où résulte que les facteurs B„

disparaissent par le groupement des facteurs. Voici donc une pre-

mière forme simple de développement :

(7) e-««V2M=JJ

Il nto — u t: noi -T- u
cos cos-

„7r nco
cos^-

2 U)

/i = I, 3, . , ., (2;jL -h i), . . ,+ 00.

D'après la formule

cos (6 — c) cos{b -I- c) = cos^b — sin^c,

on peut aussi écrire

,(8) e-«"V2i.=Jj( I-
sin2—

2 w

2 w

n = 1, 3, . . ., (2[Jl + l) . . .+ CO.

D'après (5 a), nous aAons

1

cosn zt sin— n-<7«±27" sin—
20) 2 0) ^ ^ 20)

TïO) I 4- cr'i

cos;i ^

2C0

„ 71 0)'
. „ TC ?i

, , ^ , . ^T.ll , 71 M
C0S2/1-—- — sin2 — (i_}-^«)2— Aq'>-sm^— i -H ^^«-f- 27" cos—

20) 20) ^ ^ ^
-^ 20) ^ -*

0)

, 710)' (i_|-^«)2 (i^^«)2
COS^/i \ :z / V ^ /

2(0
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Cette transformation change la formule (8) en celle-ci

(9) e--««'- 0-2 ^^ = JJ

T. U
\ -h 2q'^ cos h q-'^

(0
-'

77

n = I, 3, ..., (2[j.H-i), ..., -

En posant

(10)

iTïn

.2 0)

on peut écrire le facteur général du dernier produit sous cette

forme

et changer alors la formule (9) en la suivante, où apparaissent

deux produits distincts, convergents séparément,

^ ' 11 n-<7» Xl n-y»
77 77

/Z = I, 3, ..., (2|JL-r-l), . ., -h ce.

On peut encore obtenir d'une autre manière la séparation en

deux produits distincts, avec les facteurs qui figurent dans l'égalité

(7); mais il y a lieu de substituer alors au/acteur de convergence

B/; un autre facteur plus simple. Nous avons

logB„= i

Si n est positif, nous écrirons

, ^ iT.u I — q"^ ir.u [ "iq"^

^
'lOi i-}-q'^ 2w \ i -^ q"

Si /i est négatif, n =— m, nous écrirons, au contraire,

- ^ iT.u 1 — qf"^ i-KU ( iq'"^
lojrB_,/j= i— =

( 1— —^—
^

2C0 i-4-^'« 2 0) \ i-\-q"^
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J^a série, composée des termes •—^— el — , est conver-

gente et sa somme est nulle. On peut donc réduire le facteur de
mu
2(jOconvergence à e ^

, suivant le signe de n] ce qui donne la for-

mule

- /ito — u . Tï ;ito H- u ..
cos - _ 'Jli' cos - i!L^W 20)

1—

e

VvV^o — — _ ____ ^^^3 —

7t AIW
COS „ COS-

2 CO 2 tx)

Il reste à trouver la signification de la constante a ; c'est ce qui

va être fait dans le paragraphe suivant.

Démonstration de l'égalité r^w'— r/w = ITT

2

Par la définition de du en produit infini, nous avons trouvé,

dans le Chapitre précédent (XI, 19),

a' ( ?i + 2 to ) „ , ,

a' Il

g2r/(jf+a)'}.

Au dernier paragraphe de ce même Chapitre XI, nous avons

reproduit la définition de c^a?^

d'où résulte que l'addition des périodes 2cj et 2co' a pour efi'et de

multipher aussi d^ par une exponentielle, du premier degré en u.

En particulier, supposant ol = 2^ c'est-à-dire coa= (00= co + w',

on détermine immédiatement le terme indépendant de u par l'hj-

pothèse w =— CO ou u =

(J2

U =
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Ces deux dernières égalités caractérisent entièrement les deux

constantes rj, t/. En retrouvant ces mêmes égalités par les der-

nières expressions de (3'2, nous obtiendrons deux relations entre

rt, Tj, r/, et atteindrons ainsi le double but poursuivi : i" exprimer

a par les quantités déjà introduites; 2° démontrer la relation qui

lie 7], r/, Cl), (o'.

L'une quelconque des formules (7), (8), (9), (i i) met en évi-

dence que e"""' c^oi^ reste inaltéré par le changement de u en

{u -\- 2io). On a donc

a'iiu-hIM) e«(«+2W)2
>4aw(«+(0)

Comparée à la première relation (12), cette dernière donne

,3) « = i^-
'2 tO

Pour le changement de a en (u -{- 2.0)'), prenons la formule (i i).

Posons
Tt 7HÙ — U

COS / TZ It

Xi r. iiM ' '

„ COS
2 w

en sorte que la formule (11) s'écrive

Par le changement de u en ?^-t-2(x)', (w'

—

u), (Sw'— ?<),

(5(1)'— u), ... se changent en — (w'h- u),{io'— a), (Sto'— u),

On a donc, en désignant par A une constante qu'il est inutile de

préciser davantage,

F(ii~'it^')=Acos- ^i-llli^e" 2^F(^0•

Résolvant par rapport à F(^^) et changeant u en (u — 2co'), on

a de même
/TT;m— 20)')

F(u — iim') ^ 4- *-7 e ^, F(u).A TT OJ Il ^ '

cos-
2 W
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Changeons u en — a, nous aurons

I [

COS -
2 tO

De là résulte enfin

¥{u-\- '}. w') F (— u — •! w'
)

- — [n -H 60')

a^9(«+2to) («-t-W) e«(w-H2W )- 4(7 0)'-
) (?<-t-w')—:^—

^

: r= g *^ ^ g ^ f»^ /

Comparée à la seconde égalité (13), et a étant remplacé par son

expression (i3), cette relation nous donne

(14) r^to — Y] w =

C'est ce qu'on voulait établir.

Il est opportun de faire la remarque suivante : en établissant la

formule (i i), on a explicitement supposé q inférieur à l'unité, en

valeur absolue. Dans le cas opposé, en effet, la transformation du

facteur de convergence B/^ aurait amené un changement du signe

dans l'exposant de l'exponentielle e ""'
, comme on l'a vu plus

haut. Ce signe étant ainsi changé, on trouverait — au lieu

de -^ pour (rjw'— '/'/w), comme il convient, en effet. On rencontre

la même circonstance si l'on emploie, pour faire la même dé-

monstration, la formule (7), exercice recommandé au lecteur. La

formule (10) se prête fort bien aussi à ce même calcul; le change-

ment de u en [u -j- '-> co') équivaut au changement de z en qz.

Le caractère général des produits infinis (7), (8), (10), (11) con-

siste en ce que : i" par le changement de u en [u -4- '^t')), les fac-

teurs se reproduisent, ou tels quels, ou changés de signe; 2^ par

le changement de u en {u -\- ato'), ils s'échangent les uns dans les

autres.
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Développements de -^ a, -^lU, :^àU en produits simples.

On pourrait répéter les calculs, qui viennent d'être faits pour

i.2ih a^ec de très légers changements, et obtenir directement les

nouveaux développements chercliés. Il est plus simple de changer

la variable dans d^u^ en utilisant les formules ci-après :

-^^{u — w) = ^(^^•-+- t'O g_(.^+.^M(/i-(o) = 1^ gr/'o) g-r,« j'^ ^^^^ ^ ::'(to 4- w
)

a^w

"^ '

J'(U) -i- CO ) u w

(^oiu — w co' ) = —:, en"^" e-"0"" g' ?«.

G' (0

Soient, pour abréger,

r, ri- fi II-

1 • 1 „ „
r,(.) — r/(t)' — r/'o)"

(i5) U = 3'coe- , ij^o'toes ^ l;=3'a)e-

On déduit des formules ci-dessus les suivantes :

1 /7T _- /T: 2'^ — (I)'

! /2(w — w — to') = e * ^^,6* ''^ /«•

Employons d'abord la première égalité (i6) et, observant cpi'on

ay";j(o) = I , concluons

De là se déduit, pour chacune des formes de o'of^ (7), (8), (9),
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(lo), (il), une forme correspondante de ^2,11, savoir

, TZ JIM U . TT fl (0 -h II

sin - — sin -
'1 Ui 2 0)

n
. TC 71 W Il

sin iTiu

-,— e 20)

71 72 to n
. TT 71 W H- W

Sin - — /Tt»

sin

où /i = I , 3, . . .
,
(2[J. -i- 1), . . .

, + ce.

A ces égalités, nous devons joindre l'expression de /2W, qu'il

suffit de prendre sous une seule forme, déduite, par exemple, de

la relation (9),

(18)
£' _ r n(i — y2/.-i)T2

= I, 2, 3, . . . + 00.

En employant la seconde égalité (16) et observant encore que

/, (o) est égal à l'unité, nous aurons

/TTO)' 1

/2C0' e'*^ = q'^f^_ià\

j^^^^^U i^-^^'^ -T^ _ i Mu-i^)
/2C0 f-î^'

On transforme immédiatement les produits (^) et (i i), qui su-

bissent un très léger changement, celui des nombres impairs n en

des nombres pairs. De plus, il se trouve un facteur isolé prove-

nant de cos - ? lequel, par le changement de u en {u— to'),
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devient cos Du produit (-), ainsi transformé, on conclut les

produits analogues à (8) et (9) par un calcul tout pareil à celui

qui a été fait pour (i^- Pour transformer le produit (10), on doit

observer que, a se changeant en [u — to'), z- se change alors en

q~^ Z-. Les nombres impairs n se changent en des nombres pairs,

et il V a un facteur isolé provenant de (i -f- qz-)^ qui se change en

(i-f--G-); ce dernier se transforme en(^-f-^~^) par l'adjonction

du facteu] Voici donc les formules finales :

('9)

T. Il f-f-
o'i u ~ cos— I I

2 (0 X JL

cos cos -
2 Oi 2 W

cos^

2(1) ^

2 W

IZlt

u = cos n

2(jO
a'i II = cos

e ^ \ii

\ cos^
\ 2 OJ

r.ii
i -h iq"^ cos— H- r/^'«

tu

m

-I -|-|- I -j- 7"'^g2 -pTT 1 + q"^z-

n

ri»2

j II — cos n

171

Tï /?lto' ?i

cos- l'^ti

2 W
-—

—

-,— e

u m to H- f«

/nto ^n
cos cos

2 (O

ou m + CC
;2, 4, 6, . .. , 2;j.,

(20) ^ e
ij. -2^n(n-^2/-i)J ^ 79 = I, 2, 3,

En suivant cet ordre dans le calcul, au lieu d'emplojer, telle

quelle, la dernière égalité (16), il est un peu plus simple d'utiliser

les deux dernières (16), pour en conclure d'abord

\}fi{ll — co) —fil.

Observant ensuite que - fu^ comme - dii^ a, pour f^i^o, une
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limite égale à l'unité, on aura

La troisième forme (19) donne immédiatement cette dernière

limite ainsi

(21)

puis, le changement de u en (u — to) entraînant celui de z en

— iz, on a immédiatement les formules suivantes

. Tc /nco — u . Tz jn 00 -h il
fi'i- sin - SIR-

I
e -^ :fu z=z — sin

I
Te 2 CO A Jl . ^IZ ÎIHO

20) ^ 2 10 . - a
u = — sin —

7: 2C0

n
in

n

sin-

sin"^

2 w

2 n>

/,, ,\ / •/]"- 1 — 2 7'«cos h 7-'"

e '^ :; u 7=. -— sin
71 2C0

liii z — z
e -- :: u = ^^n^f:^"n

q"^z'^ T-r f — q"iz'^

I — q'" JL JL \ — q>

2 w , 7: w
u — -— sin n

TT mto — Zi

a ^
^ SiW

TT 2 ol> X. JL . t: niiû
jn Sin

2 OJ

II

. 71 m M -4- u .

iin - — — i^
2 W 2 0)

,— e

O Ù /;« := 2 , 4 5 ^^? • • • > -^ [^7 . . . , + 00 .

Expression des trois quantités ^we ^ et de v^a— <^^

en produits.

Considérons ensemble les trois équations (18), (20), (21); on

y voit figurer quatre produits, que nous désignerons chacun par
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une lettre, savoir

DÉVELOPPEMENTS EN PRODUITS SIMPLES. 4oi

(23)
q, = n(l + 72/,-!) = (i + ^) (i + 5r3)(, + ^5). .

.

,

Entre les trois derniers existe une relation très remarquable et

très simple.

Si l'on désigne Q3 par cp(^)

on a

(•^0 o(q)o(— q) — ^{q'^).

D'autre part, en distinguant dans Q, les facteurs où les expo-

sants de q- sont impairs, puis ceux où ces exposants sont pairs et

non divisibles par 4, et ainsi de suite, on peut écrire

Qi = ?(-^')?(-^')?(-^')-.--

Par conséquent; en employant successivement la relation (24)

où l'on cliange q en q-, en q'' , etc., on a

= '-?{q')^i-q')'H-^') ?(-5''')---

Comme q'^ a pour limite zéro quand n est infini, il résulte

de là

('^5) QiQ2Q3 = i.

L'égalité (21) nous donne

(26)

puis l'égalité (20)

(26a') U"=j'o/e - =
4 Vo

2^
I. 9.0
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enfin l'égalité (i8) conduit maintenant à celle-ci :

(266) U=a'coe 2 3^___^.

De là nous concluons, d'après les formules (VI, 49)? les trois

quantités y/^a— <^pj simplifiées au moyen de (26 ),

En extrayant les racines carrées, nous en déduisons

(28) < v;i^=^=l/— 2t/i-QfQo,

Ces calculs sont tout à fait analogues à ceux du Chapitre VIII

(44i 45, 46)5 et sur les racines quatrièmes des binômes (e, — 62)

il j a lieu de faire la même observation qu'en l'endroit cité. Au
reste, le rapprochement sera complet quand, un peu plus loin,

nous reviendrons aux séries 3. Pour le moment, nous devons con-

clure des relations (28) : i*^ l'expression du discriminant; 'i^ une

identité

(29) ^'Â=v/^t^^r=^^^^I^=^v'^7^=^=[^Qo]'^?,

(30) Qi + 165'Qf = Qi.

Expression de X,u et de pu en séries simples.

On obtient "Qu et pu en prenant les dérivées logarithmiques du

produit infini du^ sous une quelconque des formes (22). Aucune
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démonstration n'est exigible pour la légitimité de cette opération.

En effet, dans le Chapitre précédent, on a prouvé rigoureuse-

ment que cette opération, faite sur le produit à double indice,

conduit aux développements de ^u et pu en série à double indice.

En opérant sur ces derniers les mêmes groupements de termes

qu'on vient de faire sur le produit d'où ils dérivent, on obtiendra

pour résultat des séries qui dériveront de même du produit

transformé.

Cette observation s'applique aussi aux produits qui représentent

les fonctions cj^- Comme les développements dont il s'agit sont de

peu d'usage et, déplus, se calculent sans aucune difficulté, il suffira

de consigner ici, à titre de spécimen, une de leurs formes : les

égalités suivantes sont déduites de la troisième équation (29.) et de

la troisième (17).

. r.u

r II Ti T.u 9. Tz xr^
^

co

X,U = -!
\ col 1 >

0) 2 0) 2C0 OJ Jad2C0 OJ Jad. TZU
I — 2 g'" COS

(3i) /

(-Y^--^'(-YY

to

q"^{\-\- cf-"^) COS- iq'

Sin2 ,a 1 — 2 g'" COS— U- ^2//i

-2t0 \ W

\ //2 = 2 , 4 , 6 , . . . ;

/
. TiU

q'^ sin

co co M:^ 7: U
n I ig"^ COS—

co

(02) <
/ „ V

'^?*

p(„H_„.)=_^_,/fy2
(7«(l -+- ^2;i) COS 2^2«

CO

/ 'jrii \ 2

(
I— 2<7« COS ^ h q'^"

j

71 = I , 3 , 5
,

Expression de rjco et des racines e^ en séries simples.

Le calcul de ^2^^ nous a conduit à l'égalité (6), qui, à cause de

la valeur (i3) de «, s'écrit ainsi

YJCO =: — e^co-^-T- 2 7:-
"^

^^lâ(l-f-<72/,-l)2
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C'est cncomposanllefacteur de^^-, dans l'exponentielle qui mul-

tiplie cî'o, que nous avons trouvé cette formule. En faisant le calcul

direct pour les autres d, nous trouverions de même trois autres

égalités analogues. Mais, a posteriori, nous pouvons obtenir ces

égalités et retrouver la précédente par le moyen des formules (3i)

et (32). Dabord, par la seconde formule (3i), en nous rappelant

que i^u— —
J

est nul avec u^ nous obtenons

( 33) T.w = T2 -' -
''-'^''Zà ii-q^Py-

' /> = 1
, 2, 3, . . .

,

oc.

Dans cette même formule (3i), si l'on fait u = w, on a

(34) Vo=-eico2+ {7.2-- 27.2^^—1^^, y. = i,2,3, ...,-^.

Puis, dans la seconde formule (32), supposons successivement

u = 0) et u = G, nous aurons deux relations analogues à (34); la

première sera justement celle que nous avions obtenue d'abord

directement :

(35) r/o= — 6'2w2 4-2Tr2^ ^^^~'

(36) r,CO=-e3to2— 2TC2^

(1+ ^2/.-lj2

P ^1, 1, 3, .. ., ce.

Comme <?, + (?2-i- e^ est nul, il résulte de là l'identité

(3-) 2d (I -r^>")2 -2d {T^q^P-iy ~ ^2d {i-q^py
'

( /> = I, 2, 3, ..., 30.

En outre, si l'on retranche membre à membre les égalités (33),

(34), (35), (36) deux à deux, on obtient de nouvelles expressions

pour les six quantités e^ et (ca— <?p). Ces expressions, comparées

à celles qu'on a déjà obtenues, donnent lieu à des identités dont

nous reconnaîtrons l'importance dans les applications à la théorie

des nombres.
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Les séries .^, déduites des développements en produits.

Parmi les cinq formes adoptées précédemment pour les produits

il en est une où l'on a introduit une variable z^ au lieu de l'ar-

gument «, et les facteurs sont alors algébriques par rapport à cette

variable. Tl est naturel de chercher à en conclure des développe-

ments suivant les puissances de z^ et on peut le tenter de deux

manières. Comme les produits s'offrent sous la forme F(^) F(
-J?

on peut vouloir développer F(^) suivant les puissances ascendantes

de ^; ce mode de développement offre de l'intérêt, mais nous n'en

parlerons pas : il n'a jusqu'à présent aucune importance. La se-

conde manière consiste à développer le produit, comme un poly-

nôme réciproque, suivant les quantités (^zP -\- z~p): c'est par là

que nous retrouverons les séries 2r.

Nous allons opérer sur le développement de <i^^ par conséquent

sur le produit qu'offre la quatrième formule (19). Pour y arriver,

nous considérerons d'abord le polynôme limité suivant :

(38)
*^ ^

^^ ^ '

{ p = \x, (|J.— i), {\x — 'i), ..., i—ix-\-\), —[X.

Il est composé de (2 \k + i) facteurs, et évidemment réciproque,

c'est-à-dire ne change point par le changement de ^ en -• Il est

impair; son développement ne contiendra que des puissances de 3

à exposants impairs, dont les extrêmes seront zb (2[jt. + 1).

La propriété vraiment caractéristique de ce polynôme consiste

en ceci : si l'on y change z en qz^ les facteurs s'échangent les uns

dans les autres; car (qPz -f- q~P z~^) devient (^^/'+^^ s -h q~^P'^^'> z~^).

La modification porte seulement sur les facteurs extrêmes, en

sorte qu'on a

(38 a) {g-\^z-hqV'Z-^)(^{qz) = {q[>'+^z-h q-^\^+^Kz-^)(^{z).

Si donc on suppose o{z) développé sous la forme
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les coefficients se déterminent immédiatement par l'équation ré-

currente

D'ailleurs, le terme contenant la plus haute puissance de z est

le produit de toutes les quantités q^z, c'est-à-dire ^^H"^'. Donc A|x

est égal à l'unité, et l'on a successivement

A^_, == g-^V- ^-^- = q-^^^-^'^
'-T=-P "J^'^'"'^

Mettant maintenant les termes suivant l'ordre croissant des in-

dices, on a le développement cherché, où nous représentons par

une seule lettre G le premier coefficient

(l_^2f.)(i_^2^-2) /
^

,

(l_^2[i.+4)(j_^2fX+6)

Dès lors que q est, en valeur absolue, inférieur à l'unité, ce

polynôme ^(^), pour p. infini, converge vers la somme de la série

La démonstration en est évidente, semblable à celles que nous

avons employées plusieurs fois déjà; elle se fonde sur deux faits :

i^ tout terme de rang déterminé, dans <ï*(^), a pour limite le

terme de même rang de $i (,:;); s"* les termes dont les rangs, dans
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<!>(:?), croissent indéfiniment avec ji., forment une somme infini-

ment petite.

Réunissons dans l'expression primitive (38) de '^{z) les deux

facteurs qui répondent à deux valeurs de p égales et de signes

opposés, et écrivons

{qPz -\- q-Pz-'^){q-P z-^ qPz'^) = q-^P{i-\- q'^Pz^){i-\- q'^Pz-'^).

Il résulte de là

/? = r, 2, 3, ..., ix\

ou bien, comme 2 S/? est égal à [jl({jl + i),

G *(z) = {z -\- — i)n([ -1- ^2/^^2)n(n-^2p^-2).

Quand on suppose [x infini, le numérateur de G devient égal à

l'unité ; nous avons donc

(z 4-^-1) n(i -f- q^Pz'^)U(i-^ q-^Pz-^) U(i — q^~P) = *i(3),

yj^i, 2, 3, ...,cc.

Si l'on multiplie <E>^ (:?) par q* et qu'on pose, en outre,

z = e^'^^, ^

on retrouve alors la série .^o^ (^HI? 22)

i'

1 i 9

STgP = q'* ^^{z)= iq'" cospTT + 27* cos3p7r -{-...

J-
(2,^+ 1)^

-T-2<7 C0S(2/> -h IjPTT -4- . . ..

Mettant, de même, v au lieu de z dans le produit et réunissant

les termes deux à deux, nous obtenons

(40) Sat^ = 25^* cospttI
I
(i-}-2<7'«cos2P7H-^2/«)

I
|(i_^/«)^

m m

/« = 2 , 4 » . . . , 2 (Jl , . . . , -h ce.
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A cette relation se joint la suivante, où intervient 2»i ç défini par

l'égalité

(40

(42) Stjp == 2^* sinpTT
I I

(i — 2<7"^ cos2Ç'7r + ^-'")
I
|(i— 5''"),

m m

m = 2 , 4 , . . . , 2 ;a , . . . + co.

On peut passer de ^^ ou 3"2 à 2»3 et 2*0 par un changement de

l'argument v, comme on l'a fait au Chapitre VIII. On peut aussi

reproduire l'analyse précédente pour développer le produit qui

figure dans l'expression (10) de ^'2?/. C'est ce que nous allons faire

en quelques mots.

Prenons le polynôme limité

^{z) = n{qPz-^q-Pz-^),

dans lequel p acquerra maintenant les valeurs

,1,3 .
2 [^ — rp=±\, ±1, ... ± -^^^^—

•

Ce polynôme, comme le précédent, est réciproque; mais il est

pair et de degré 2[jl. Au lieu de la relation (38 a), il vérifie cette

autre analogue

2[X—

1

2[A— 1 \ / 2[J.-4-l l^-^i

q 2 ^H_^ 2 ^-rj^^q^)=\q ^^ z -^ q ^ z-')^{z\

et l'on a, pour déterminer les coefficients, la relation suivante :

.1)
I — q^'^^^-^'

Bv-i = 7-(2v-i) "i-l Bv, B,
^ ^ I , -,2a- 2V+2 ^' i

En posant alors

^, ^ (l - ^2lX+2) (i _ ^2!i.+ 4) . . . (i _ ^VH.)
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on obtient ce développement

^)=^.^'^W--T^.(--~)\\f{

Nous concluons alors que, |jl devenant infini, ^ i^z) a pour limite

la somme de la série

XV,{^z)^X-^q{z^-^~
Z'

:2V.
:2V

Enfin, par la transformation des facteurs de ^(^), déjà faite pour

ceux de ^('^), on conclut

(43) S'3P — I-i-2^ 003 2(^71 -{- 2<7* 008 4^^7: -H ... H- iq^' cos avt^TT -H. . .

,

(44) 2r3Ç^=J^(l + 2^«COS2P7r-r72«)JJ(l_^'^e),

n m

/i = I, 3, ..., (2;a + i), ...,-t-cc,

;n = 2 , 4 , . • . , 2 |J^, • • . , -H ^.

En dernier lieu, le changement de v en {v +4^) donne

(45) '^qV= \ — iq 0.0% IV T. -T- ^.q'* cos^vt. -+-. . .4-(— I^iq^' COS 2 V(^ 71+. . .,

(46) ^oÇ=
I I

(i_ 25'«COS2P7r+ ^2«) I |(l — 7'")-

/i = r, 3, . . ., (2;j. -hr), . . .,

m =2, 4, . . .. 2;a,

Si nous donnons à ^ la valeur zéro, dans les expressions de STo,

.^2, ^3 en produits, nous retrouvons les produits infinis désignés

par les lettres Q('>3) :

(i7) -^o^QiQo, :^2=2^*QfQo, .%=QlQo, (^ = 0).

Ces formules rendent manifeste la coïncidence des expressions

(28), obtenues dans le présent Chapitre pour V^a— ep, . . ., avec
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celles qu'on a obtenues précédemment (VIII, 46). Enfin la formule

(i'i) donne immédiatement pour < = o

(48) 3r', :=iT.q''Ql, (V = o).

On voit par là que l'identité Qi Q2Q3= i coïncide avec l'iden-

tité (43) du Chapitre VIII, de même aussi que l'identité (3o) du

Chapitre actuel coïncide avec l'identité {^i,a) du Chapitre VIII.
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CHAPITRE XIIL

DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES.

Développement des fonctions doublement périodiques de seconde espèce. — Autre

développement des fonctions de seconde espèce. — Troisième développement

des fonctions de seconde espèce. — Développements de C"> de ^{u-{- M'),depu,

p'u, etc. — Sur la racine réelle de l'équation 2r"^ (|, i[/x) = o. — Développe-

ment de loger M et de logr^u. — Développement des douze quotients cT^w: cr^w.

— Développement des inverses des fonctions a'. — Développements à conver-

gence rapide pour les fonctions de seconde espèce. — Développement des in-

verses des produits formés avec deux fonctions or. — Développement des racines

e„ et des invariants. — Développement des quantités ^e^—e»^, etc.

Développement des fonctions doublement périodiques

de seconde espèce.

Nous avons déjà parlé plusieurs fois des fonctions de seconde

espèce, qui ont une très grande importance, et pour la théorie et

pour les applications. Leur définition a été donnée au Chapitre Vil.

Elles ont pour tjpe général

f(^U)=————^ep".
^ V ^ u

Prenons ici pour la constante p une valeur particulière

Posant alors

«TTC

,2fO

et employant la quatrième expression (XII, 22) de la fonction d
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en produit, nous aurons

m m
m = 2, 4, .. ., 3 [a, ..., -f-co.

Considérons, d'autre part, la fraction limitée suivante

n'(i — a^On(i— g^^-rj)
^^^ ?(^.J)- n(i— a«.r)II(i-a«j)'

dans laquelle, pour former les divers facteurs des produits, on

donne à n les valeurs

n — — \x^ — |JL -h I ,
— [Ji- + 2, . . . , . . . —

(
[JL — i), ;jL,

c'est-à-dire celle des entiers successifs de — a à + tjL inclusive-

ment, sauf toutefois pour le produit II' où l'on ne donne pas à n

la valeur zéro.

Nous allons d'abord reconnaître que cette fraction (i), si l'on

y fait croître [j. au delà de toute limite, ne diffère pas de la précé-

dente. En effet, si l'on y sépare d'abord les facteurs répondant à

n = G, et qu'on y mette en évidence ceux où n est négatif et égal

à — n', on pourra l'écrire ainsi

'
I — xy TTT (i— a")(i— :i'^xy) '|~|" (i — a-'^')(i — a-"' .vy)

'

r

—

cry TT (' — a")(i — 2c"^j»') ttt (i — a'^')(i — ot."' .T~^y'^)
^

{i — x){i—y) JL JL {i—0L'^x){i— a"7) 11 (i— a'^'ic-i)(i — a«'j-i )'

et les nombres /i, n' seront les entiers positifs 1,2, . . . ,
[x. Si

maintenant on suppose

(3) a = ^2, x = z\ y=t'-,

on a évidemment

(4) limcp(^, j) = - ;^/(w)-

En faisant donc subir une transformation quelconque à o{œ^f)

et prenant la limite de la formule obtenue, nous aurons obtenu

une transformation de f{u).

Nous allons, pour ce but, décomposer cp(^, j) en fractions sim-

ples par rapport à la variable jk-
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Il existe d'abord un terme C indépendant dejK, savoir

En second lieu, la fraction dont le dénominateur est (i — y) a

pour numérateur

Tr(i — a«)n(i — a"^) _
ll(i— a«^) n'(i — a")

~

En troisième lieu, la fraction dont le dénominateur est (i — ^-^f)

a pour numérateur
11' ( I — a« ) n ( I — a«-v cr )

Av
ll(i — OL'^x) lï{\ — a«-^)

Nous y désignons, au dénominateur, par II' le produit des fac-

teurs indiqués, en évitant seulement celui qui serait nul (n = v).

Prenons d'abord v positif^ supprimant les facteurs communs aux

deux termes de Av, nous aurons

^^
'
''~

I — a!J-a7 \ — aH--i x ' ' '
i — a!J--v+i x i— oFh-^ '

[ — ai^-^ • • ~
f I^T a-p--^

'

C'est le numérateur de la fraction

Av . .

i-avj

Enfin le numérateur Bv de la fraction

1 - a-vj

ne diffère de Av que par le changement de x en -, comme il résulte

de la forme (i) donnée 'plus haut à cp(:r, )); car 'f(.r, y) se re-

produit, sauf le signe, par le changement de œ,j' en -, -- Nous

avons ainsi déterminé tous les coefficients de la formule

o(x, }') =: G H -4- > -T- > —— .

' ^ -^
^ 1—7 ^i — Qiyy ^i — oL-'^y

Modifiant un peu la forme extérieure du second membre, nous

l'écrirons
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Nous allons maintenant examiner ce que devient le second

membre, quand [a devient infini.

En supposant d'abord, pour v, un nombre fixe, et a étant, en

valeur absolue, moindre que l'unité, on voit immédiatement que

Av converge vers x^ : car les facteurs du premier groupe, au second

membre de l'expression (5), convergent individuellement vers

l'unité, et ceux du second groupe vers x. L'expression limite de

Av^^ est donc a^^^, et l'on est conduit à faire l'hypothèse que la

valeur absolue de y,x soit inférieure à Vanité. Moyennant cette

hypothèse, la série illimitée

00

I — aV

est convergente. Chacun de ses termes, de rang déterminé, esl la

limite du terme occupant le même rang dans la suite limitée

s'= y A^^^7

D'autre part, en écrivant Av sous la forme (5) modifiée ainsi

' ~ '^''
(i_a!J'-v+i^)(i — a!J--v^-2:p)...(i_ al^-^ (i— aî^-^i )(i— a!J-+2). . .(,_a!J-+v)

on voit que le quotient Av : xy est composé par le produit de fac-

teurs appartenant aux trois produits illimités suivants, tous abso-

lument convergents,

XI(i-^-"), JÏ[(i-a«^), w
donc Av:^"^ est limité, en valeur absolue, et la somme des

termes qui, dans S', correspondent à des valeurs de v supérieures

à un nombre donné N, est comparable à la somme des termes cor-

respondants dans la série S. Elle est donc, par le choix de N,

aussi petite que l'on veut. Donc la limite de S' est égale à la

somme de la série S.

La dernière somme, au second membre de l'expression (6) de
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'^{x, f), diffère de la précédente par le changement de a;, y en -

et-» On doit donc faire maintenant la supposition que la valeur

absolue de — soit inférieure à limité. Cette somme a, dans ces

conditions^ pour limite celle de la série

S = V f ^~^y~^

' ^^ I - avj-i
*

1

La double hypothèse faite précédemment s'exprime par les iné-

galités

,(7) hl<i-^l<

Par cette notation |x|, assez usitée depuis quelques années, on

entend la. valeur absolue (module) de la quantité jc placée entre

les deux traits.

Il nous reste à trouver la limite de G -f- SA,;. Pour ce but, nous

supposerons d'abord |^|<<i, hypothèse compatible avec celles

qu'on a déjà faites (17), et que nous ferons ensuite disparaître. L'ex-

pression de G étant écrite ainsi

J? LA I — a"^X± I —
^5[J•-

/^ = I , 2,

on voit que G converge vers zéro. En même temps, par les raisons

invoquées tout à l'heure pour S', on voit que SAv converge vers la

somme de la progression

^ + ^2 _|_ ^3 _|_. _ _ .

I — X
Donc

]im (G + -i + V A,) = 1 + ^_^-_ = L .ï±_^,,
[X=:oo^ ^ ^ 2 1 X 2 1 X

V = 00 V =r 00

(8) limcp(x, r) =
1

^ -+- y ^ h > ^—

;

jjL= oo ' ^ ' ^ ^ 2 i — x 21 —y jLd I — yyy Amà\ — a'^j-i
V = 1 V := I

Gette formule est prouvée sous le bénéfice de l'hypothèse

Ia|<|^|<i.
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Mais, comme ^ reste inaltéré, sauf le signe, par le changement

de jc,/ en - 7 -? et qu'il en est autant du second membre (8), la

formule se trouve aussi prouvée pour le cas

a <

c'est-à-dire

Kl^K Ui.

En résumé, la généralité de la formule (8) est établie sous la

seule hypothèse (7). Si nous remettons maintenant pour a, x^ y
les quantités (3), nous avons, d'après l'égalité (4),

(9)

l'Ku

o 260
^ = e iîi<i-^i<|

C'est ce qu'on peut écrire encore sous la forme suivante :

(10)

'^{li^v) - -^

2 0)
COt h COt

2 tO 2 W

'" sin -(/iw -T- p) — <7^« sin — /ZM 1

I — iq^-'^cos h^'«
I

La condition relative à la grandeur de z s'exprime, comme il

suit, pour l'argument u. En désignant par R(^) la partie réelle

d'une quantité complexe quelconque x^ c'est-à-dire

X =: Xi-r- 1X2,

on a

q=e

R(x) = xi,

, 2 \i(tiJ . 2 V / (.) /
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et la condition ci-dessus se traduit par cette autre

\i OJ ] \ i to / V ^ w /

Dans ces limites (i i), la formule (lo) est exacte.

On ne peut manquer d'observer le fait suivant : la fonction qu'on

vient de développer ainsi est symétrique par rapport à u et v^

tandis que les développements ne présentent pas cette symétrie. H
est donc désirable de transformer les seconds membres, pour

mettre la symétrie en évidence. Mais il est manifeste qu'alors il

laut faire, sur ^, la même hypothèse que sur u. Nous allons donc

supposer maintenant

Si nous développons, suivant les puissances ascendantes de /,

la fraction

ce développement est convergent d'après rhypothèse, et son

terme général est q-'^"'^ z-'U-"^ , où n et m sont deux entiers, au

moins égaux à 4- i . Chaque terme de l'avant-dernière somme dans

la formule (9) donne lieu à un développement analogue
; de même

aussi, sauf changement de ^ et ^ en ^ et -, chaque terme de la der-

nière somme donne un développement analogue et convergent

d'après l'hypothèse. Il est, pour ainsi dire, évident dès lors que

la formule (9) se change en cette autre

(^ a :i V (.0 L'^ z — z-'^ 2 t — ^-1

— V^2«w( -2//^2/«_ --2«^-2/yi) I

kl<I-^l<i^

([2)

'

\<i\<V\<\-

Pour établir ce fait en toute rigueur, il suffit d'observer que la

I. 27
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série, à double indice, ainsi obtenue, est absolument conver-

gente. On a donc le droit, sans en altérer la somme, de grouper

les termes arbitrairement : si Tony réunit tous les termes oii z est

affecté d'un même exposant, on retrouve précisément la for-

mule (9).

Cette dernière égalité (12), si l'on introduit, au second membre,

les arguments ii, ç, acquiert la forme élégante

^ ^e '^ cot h cot
71 / 7rp— cot—
,ci> \ 210(^ V Q It 2 Ci> \ 2 10 2 CO

\ tO ^^ ^
CO

'^'

m

valable sous les conditions

(l4) ~2R -^ <
;

/ <.2R -:-

U V

2W 2

\t(0/

Si l'on introduit, au lieu de cj, la fonction 2ii , et qu'on remplace

par ?/, (^, la formule (i3) s'écrit alors sous la forme

(15)

= 4^ ^ <^2/«7i sin 2 7r(AiP -h mu),

r("
e/TTT, _R( ; )<^ y/^ ) < R

'^©j

En particulier, le développement (i5) est valable pour toutes

les valeurs réelles de u et r.

On doit remarquer que les limites imposées aux variables u et

V dans ces développements ne s'opposent pas à ce que ces déve-

loppements puissent cependant servir au calcul numérique dans

tous les cas. Ceci résulte de la propriété que possède la fonction

de se reproduire, multipliée par une constante, quand on ajoute

une période à l'un de ses arguments.
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Autre développement des fonctions de seconde espèce {^).

On peut varier les formules précédentes en ajoutant les demi-

périodes aux arguments u et ç. Dans les séries (9) et (12), ceci

revient à changera en iz ou en q-z^ et de même pour t. Le chan-

gement de z en iz^ ou de t en ^^donne un résultat qui s'aperçoit

immédiatement.

Mais, pour le changement de z en q-z, on peut modifier les sé-

ries d'une manière notable en développant les termes qui ne sont

pas soumis au signe somma toire, comme il suit :

(.6) i4^^4^ = .:-7^=-;,-^--^--^-----

Ce développement est valable si la valeur absolue de qz- estin-

férieure à l'unité. Le changement de z en q'-z transforme déjà en

I il
I

-Il
\q'^\ et|^~-| les deux limites imposées à |^| pour les développe-

ments précédents. Si Ton emploie la nouvelle transformation, |:;|

devra être compris entre |^'^| et |^ ^
\.

La plus intéressante des formules qu'on obtienne ainsi résulte

du changement simultané de z- et t- en q z- et qt- dans la série

(12). D'après le développement (16), employé pour t comme pour

z^ on a d'abord une série de termes ayant la forme

1

ce qu'on écrira ainsi

Parle changement de z- et t- en q z- etq t'-,[es termes q-

de la formule (12) donnent la somme suivante

2/i-l-l /^^2«+l _j_ ^ (in-i-l \

liin -'211 ilin

ts/q

(') II faut observer que les diverses formes de développement sont dues uni-

quement au rôle dissymétrique attribué ici aux deux périodes. Au fond, il n'existe

qu'un seul développement; les autres offrent seulement des différences de forme.
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OÙ a et m prennent toutes les valeurs positives depuis l'unité. Cette

somme, jointe à la précédente, conserve la même expression exté-

rieure, mais II et m peuvent alors y prendre les valeurs

n = o, m = o.

Enfin les termes q'^nm ---nn^-im fournissent la somme suivante,

où n et m sont changés en (/2 + i), {m + i),

Z t \lq
^^

et dans laquelle n et m peuvent aussi acquérir la valeur zéro. Nous

avons donc

(17) \ =—^y /r'" '

-'' ^"'

/'
{

Réduisons maintenant le premier membre au moyen des égalité:

c'(^' -f- co) = a'w' 0^3 (^ e'O'*^, a'(i^-f- w') = a'w' o's « cO'"
;

nous aurons, pour l'exposant de e,

— -
( ?t -h w' ) ( (^ + w' ) -i- '2 Y)' ( ?« -}- <^ -'- w' ) — t/ r — r/ //

10

r, ?<p ?/. 4- r -4- w' , , , ,= i . (tjCO — Tj (o) + r, (.0

co co

et, pour l'exponentielle,

C\n\> iTZ n-hi' ' (<)' T, in'

e "" e'h^^ e ^ "^ — e ^ e^ rn'iû'

zts/q

On voit donc que la formule (17) peut aussi s'écrire ainsi

\ -1 ^ ' e ^ — — > ^q"">( z>H>
1 a'2 co' a'3 ^ s'a î^ ^ ^^ \ z"t'

(18) :

""

'^
j =1, 3, 5, ..., {l[X-^i), ..., 4-cc

m )
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OU, SOUS la forme Lrigonométrique,

(19) /

\
—- — ^ e ^^ :=^ _ .— > ^q""^ sin — (nu -h mp),

/

^^J
= I, 3, 5, .. ., (2[j.-m), . . ., -f-oc.

En groupant les termes dans la série (i8), soit par rapport à n,

soit par rapport à /?z, puis passant à la forme trigonométrique,

on peut encore éprire

, en'M' (ï( u -f-v) - ~ î- V / \/~(p>z'' t sfcp^z-'^ t-^
( 20) —7—, — ' e "" = — 7-

21)
i-^(\lq '" t"i - v/<7 "' i

M Â^\\ — q'"^z-^ i — q"^z--^

(...) =-^2^^
7t . t:

'

sin —• {nu -1- (') — q" sin — (;??« — v)
1LÙ '2 0)

xi) =-v2^'

iq" cos— + q^-'^

sin — ( mç -\- u) — q"^ sin— (mp— u)
2 co 2 co

^

~u
I — 2^'" cos H- fif2//i

co
^

Les lettres /i, m désignent ici tous les nombres impairs positifs.

Les limites à considérer pour u^ ç ou z-, t sont les suivantes :

Pour \z\,\tl \^q\ et

Dans les séries (18) et (19) les deux arguments doivent, ^Oi/5

deux, satisfaire aux conditions imposées par ces limites. Dans les

séries (20) et (22), l'argument u seul doit y satisfaire; dans les sé-

ries (21) et (28), c'est au contraire le seul argument ç auquel ces

conditions sont imposées.

Troisième développement des fonctions de seconde espèce.

Nous allons maintenant dans la série (9) changer seulement ^ en

t\/qi par conséquent ç en (p-|- to'). Et d'abord la fonction, qui
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est au premier membre, se transforme ainsi

a* ( p 4- to' ) a' a 0^3 «^ a' u

T, Il ('

j'3 V a' H

Nous ferons disparaître le dernier facteur en multipliant le se-

cond membre par z. Effectuant cette multiplication, laissant de

côté le facteur —, que nous rétablirons ensuite, cliano^eant t- en

qt-, et modifiant la forme des deux premières fractions, nous trans-

formerons ainsi le second membre (9) :

Z. — ^-1 \ — qV^~ Zu. 1 — q'^-n^-^t^ ~^ 2^ 1 — ^^"-l
1 1

Mais on a CNidemment

qfi- ^ ^ ^2«+1^2«+l/2 ^ ^ ^2//-1^2«-l/2

u suit de là

\J 3 (-' v^ W

irS T '^ /^2/;-l;:2/^-l/2 ^2/^-1 --2/^+ 1 ^-2 \-l

sin— [(a/i — i)î« H- 2('l — n'2«-i sin — (2/1— i)(i

( 25 ) = -•- —— + — y ry 2.-1 —A
71

20)

(2G)

sin — 1 — 27-" ^ cos ^ a*'
2to ^ co ^

^ X^ q[2n-l)mrjr2n-l (2m ~-2n+l i-2m\

~ ^
'

9.0i . T.n Oi jLd ^
2 co

"-^ '

sin—
2C0

^^^^ ^
Tô" [-'

—
"^^^ ~~^ V 1 — ^2m^2 ""

,
—g2m~--2)\

(29) = H >, ^'"

sin — (imv -\- u) — q'^'" sin —^ (iniv — u)
" to

^
2 10

V. — ^ Ta
sin— i — 272W cos h <7*'"

2(0 <o
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Les lettres /?z, n désignent ici tous les nombres naturels positifs,

depuis l'unité inclusivement. Les limites pour w, ç ou ^, l sont les

suivantes :

Pour 1^1 ..

•

Pour |/) . . .

Pour R^-^

lv/?l

et

et

\Uùj

et

el

2R

R

I

to'

to'

Les deux arguments doivent satisfaire, tous deux, aux condi-

tions imposées par ces limites, dans les séries (26) et (27). Dans

les autres, les conditions sont imposées à un seul argument : u^

pour les séries (24) et (aS), v pour les séries (28) et (29).

Si, dans les séries (18) à (23), on remplace — -,
— par z/, t^,

ou, mieux et plus simplement, si l'on remplace dans les seconds

membres to par ^, ces séries représentent alors la fonction

_ Srl(^^-i-(OSr\(o)

Si l'on fait le même changement dans les séries (24) à (29), ces

séries représentent alors

!3r,(?f + c;)2r;(o)

Si nous prenons maintenant chacun des trois groupes de for-

mules (9) à (i5), (18) à (23), (24) à (29), et que nous y chan-

gions u Qn (w-hco) ou V en (ç^-t-to), ou que nous fassions ces

deux changements à la fois, nous aurons en tout douze groupes de

formules, dont il est tout à fait inutile d'écrire les seconds mem-
bres, les changements y étant évidents. Quant aux premiers mem-
bres, si on les représente par les fonctions 2r, on voit immédiate-

ment les changements qu'ils éprouvent. Il suffît de se rappeler les
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formules (VIII, 38 A)

&o(!'-l-f) =
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(3o)

a

uv

Ml V

I a

Ij2 ^1777

U'2 u-iV^

U'U"



420 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.

On a donc, par difTérentiation,

/

P
sin

2 tO

( j2) ( 2 COS

V2W/ . ^-u \lùI M^i — q^-'i to

'2C0

Ces développements sont valables sous la condition (i i)

-2R(ii)<ii('^)<.u(iï:).

On peut aussi écrire, au lieu de la formule (3i), celle-ci

(33) 'P-^ =7:cot«7T+4- y
72/A

Semblablement, de la formule (29), où l'on fait w =r o, puis

où l'on remplace ensuite la lettre v par la lettre u^ on tire

X,{u-\-iù)^- 'Ti
— -^ 2— >•—^-— Pin

(0 co ,^^

r^ll ^, ^ T -^ q" . nur.
2«

I — q"-" 0)

(34) \
p(«-h co )+ -i =— 2 - >^ ^cos ,

p ( ?< -- w ) = H- -2 — > ^—— Sin >
'' ^ \ 0)/ ^ I— ^2« (0

Ces développements sont valables sous la condition

_R('iï:)<u(ii)<R(i^).

On peut écrire aussi, au lieu de la première formule (34),

(35) 1^' = \T. y -^sin2nwr.
1
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Sur la racine réelle de l'équation .^i(i> i\Jx) — o.

En discutant, dans le Chapitre VIII, la marche de la fonction

.^,, nous avons reconnu qu'il s'y présente deux cas très différents

quand ^ est une quantité purement imaginaire. La distinction de

ces deux cas est fondée sur la considération des racines réelles x

de l'équation ^\{\^ isjoc) = o, et nous avons annoncé (p. 287)

que, dans le présent Chapitre, on trouverait démontrée l'existence

d'une et d'une seule racine réelle, comprise entre zéro et l'u-

nité. C'est de la série (33) que nous allons tirer cette démonstra-

tion.

Prenant la dérivée, par rapport à u^ dans les deux membres (33),

faisant ensuite u = ^,. puis observant que ^\ (|) est nul, nous obte-

nons

2: '4

Mettons i\/x au lieu de ^, remplaçons le premier membre par

zéro et développons la série; nous transformons ainsi l'équation

dont il s'agit (VIII, 72) en cette autre

a" ix'^ 3x^ f\x^ I

\-\- X \ — x'^ I -h a?^ j — x'* '
' ' 8

Quand X croît de zéro à l'unité, chaque terme du premier

membre croît constamment. Le premier membre, où tous les

termes sont additifs, croît donc constamment de zéro à l'inhni ; il

passe une fois et une seide par la valeur numérique du second

membre. C'est ce qu'il fallait prouver.

Pour le calcul numérique de la racine x, la forme trouvée au

Chapitre VIII est plus avantageuse.

Développement de io^cfa et de log:>'a?«.

On peut obtenir le développement de [og:^u en intégrant les

deux membres de la formule (3i), ce qui n'offre aucune difficulté :
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la constante d'intégration se détermine aisément si l'on observe

que le quotient des deux fonctions iu et — sin ^- se réduit à

l'unité pour 11 = o. On obtient de la sorte

I — cos
r.W-

,
/'2C0 . 7:u\ v^ o'^'^ w

(38) \ogcfii = -* ^ log — SIR— +2 > -
^2/i

De même, changeant, dans (3i), u en (// + to) et intégrant, on a

(3;) log^,» = -^-^Iogeos~-.2,-

ni: a

r,u'- , 7://, .^(_i)»^2«
I
— cos-^

Intégrant de même dans la première relation (34), nous obte-

nons

Tj 7«2
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puis la série simple, où maintenant n varie, est convergente

d'après l'hypothèse.

La série /(::) étant reconnue absolument convergente, on peut,

sans changer la somme, y grouper les termes à volonté. En faisant

le groupement dont il vient d'être parlé, posant

et admettant qu'on ait, non seulement |v|<<j-

r/\<i\z\, on obtiendra

mais encore

HT. Il

[ — cos

U«) ^i:.-^i-—^r^-^^(')-/(^^-/(^)

Groupons maintenant les termes où, au contraire, l'indice m
a une seule et même valeur. La somme est

l_|_ I 1_ Z_ L,
. . =— log(l — ^2/// -2^;

par conséquent

111 = » m = x

/(-)=-2 Ioî;(i - q^"^z^)^ - log
J3('

- 'ï""-' )•

Substituant cette expression de /{:•) dans l'égalité précédente

(40), nous aurons

tlT.U _
00 I

— cos '" — ^

2r^^.—.r^='-nq2a
,i

"^ X X (1— ^2w)2
1 jn=l

D'après la quatrième expression (XII, 22) de c^ u en produit,

cette égalité peut s'écrire aussi

7lT.ll 1)11-

yf/2" w , j'z^.e 2^'

I— q^"^ Il '^tu . izu
sin

2to
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et c'est précisément la formule (36), qui est ainsi démontrée à

nouveau, sans le secours de l'intégration. La formule (37) s'en dé-

duit par le changement de u en {u^ w) ; on peut aussi la tirer du

développement (XII, 19) de es*, u en produit. Il en est autant des

deux autres (38), (89) qui se tirent des développements de i^ii

et d^n (XII, 17 et 9).

A peine est-il besoin d'ajouter que les conditions d'existence

pour les formules (36) et (3") sont encore

(4.) _,r(-:)<k(^)<.r(^),

landis que pour les deux autres, (38) et (39), les conditions sont

différentes

(iO \IM/ \*W/ \*^/

C'est ce qui résulte le plus nettement du second mode de dé-

monstration.

Développement des douze quotients zf^u : :fr^u.

Les quotients formés avec les fonctions ^ju, '^xU^ d-^ii, ^iU se

rencontrent fréquemment. Il est utile de consigner ici les formules

qui s'y rapportent. On les obtient immédiatement, au nombre de

douze, en supposant ^ = o dans celles des fonctions, mentionnées

au Tableau (3o), où v est affecté d'un indice.

Pour abréger l'écriture, nous mettrons partout la lettre «, au

lieu de — ; nous désignerons par m les nombres pairs positifs,

par 11 les nombres impairs.

Voici les douze formules, en suivant l'ordre du Tableau (3o),

lu par colonnes successives. Nous ajoutons l'expression de chaque

fonction par les quantités \Jpu — <?a, en nous servant pour les

constantes U de leurs expressions (VI, 48 et 49)» et en employant
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les formules d'addition des demi-périodes

(43) «=^"; «=.,35,...,

— =: cota — 4 7—^ -sm ma = — vvii — eo
2 Ui Ti î«

?i
" jâi^ I -f- ^

2 10 I CT H
7— — tanga-i-4 >(— O^ —=^ sin /?î« = — \/p{u -h oi) — ei^

2 w r j z«

^.,„ — 4 7' ^^^

—

sinna = — /p(?i-f-w')— ^3.

ÏTLJ"^^.- »2-^-'^ " 7^^"'"^'^^ ^-v/p(.. + co)-e3,

2 0J Ue * G'i?* , V' V^V'^ 2*^ / 7 ^
-tTt-tt,,

= 4 7 •

"^

—

Q.o%iia = — v/^'>

—

p(ft-t-oy),

y/^'^ . 5>w / -^ -„-

3^3 ?« I , "VI <7" . 2W /— -. h 4 7 —^ sinna = — \pu — 63,

2 to fc T II

2 W 3^3 ?«

20J U e^ o-^z^ I
, V/ x"T~ Ç'^ îiw /— r—

t,^,,
-^^ = ha > (— i) " — cosna = — i/p( a -h oi) — ^3-.- UU' :^iu cosa ^ ^^ ' \ — q'^ r: ^ ^^ / 3.

2 (0 3'.! u T , V71 q "
. 2 (0 /——

—

— ~=~- = — — A y — s\nna = — s/ pu — e.,,
T^ a'H sina ^mài-+-q"- ti

"^

- -- n—l
lOi V e a'-iii I , v^ , ,~r" </'* 2w— = — 4 y (

— I )
" — C05 na — — i/p ( « -i- w ) — t^7 j

J"e* 3'2?«
, V V^^'" 2 0) , 7 r-

«U

Ces formules ont une grande ressemblance avec celles qu'on a

déjà obtenues pour développerez^ et Ç(z^ -+- to'); nous transcrivons

ici ces dernières (3 i), (34), avec les notations abrégées actuelles

210/^ r,u\ ^ q»i—
[

L,u
j
= cota -^17,—-—— sin ma.

T[^(--')-v-^]=ii:

1 — q"

i-q'
s\nrna.
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Changeant, dans celles-ci, u en (m + co) et i^etranchant les

quatre égalités membre à membre, deux à deux, puis tenant compte

de la formule d'addition pour les fonctions (i^ (V, i6), on obtient

d'autres séries analogues, qui s'expriment encore par les rpiantités

^pii — <?a, par exemple

{e-i— e-i) \/pu — ex

/p u — e, s/pu — e, v/ p u — e^ ^*^ \— q-

Mais il n'j a aucune utilité à reproduire ici toutes ces formules,

que l'on peut retrouver aisément et qui n'offrent en réalité aucun

élément nouveau.

Des formules (43) on peut en déduire d'autres encore, se rap-

prochant de celles qui donnent logcj'^w (36), . . ., (Sg). On les ob-

tient par voie d'intégration. C'est qu'en effet on peut exprimer en

termes finis les intégrales des douze fonctions (43), comme le

montre la formule suivante, facile à vérifier :

d . siex— ^3 \lex — e.^ v/p u — e^ i --

-— arcsin = ,
-" = y/^i— P(" "^ ^ j-

«" \J\iU—ei sJ^Mi — e-i

Par des changements évidents, on voit que les douze fonctions

sont ainsi les dérivées de fonctions connues. On peut aussi, et

c'est la même chose au fond, exprimer les intégrales par des loga-

rithmes, comme on le voit par la relation

^ lo-(v/j)/t — e2-f-/pa -.e^) = —sli^u~e^.

De cette dernière, on déduit, par exemple,

log I
^'-^ CD sin a = 4 > -^-

^
\ ir I 'X^ I -+- q>n n

et, de la précédente,

\6\— ^3 ,V^ s/q'"^ sinma
arcsin --— =z a -\- \ > --^-^—- —
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Ces deux formules, données ici comme exemple, sont parfaite-

ment adaptées au cas où le discriminant est positif et u réel.

Développement des inverses des fonctions -i.

Les fonctions du Tableau (3o) contiennent deux arguments «,

r. Si l'on y remplace r par un multiple ou un sous-multiple de u^

chacune de ces fonctions ne contient plus qu'un seul argument, et

elle se trouve développée de diverses manières suivant cju'on

prend une des six formes des séries ci-dessus. Ces six formes, au

fond, se ramènent à une seule, la forme en série à double indice.

Les plus intéressants de ces développements sont ceux qu'on

obtient en supposant t> = ± ?/ ou r = dz ^?^.

Nous étudierons d'abord quatre d'entre eux, se ramenant à un

seul, le développement de la fonction

On l'obtient en supposant c =— ^?/ dans Fune quelconque des

([uatre fonctions dénotées, au Tableau (3o), comme il suit (la

première devra être changée de signe) :

a
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nous donne

(44)
2M e^a) j ^ sin(m — i)a— q"^s'mma
~ - = —

:

—
\

y^ G '" '

Tï (fil sina .^ I
— 'iq"^ cos a -i^- q^'"^

Dans le même développement (lo), si l'on échange d'abord u

cl (', on oblienl

_, 2 0) e^'o I '^ sin(jm — 2) a — q'^'^ sin^ ma
45) •—

•
^^ -: - â y q '" —

^
"

•

—

^ TT cfii sina .^d I — 'iq"^ cos2.a -r q^'"^

Les deux développemenls analogues de la fonction dénotée —^^-

^^ ^
llVi

donnent de même

2W e^w , -^ sin(7?z — i)a -i- q"^ smma
(46) /„ = ^f__^ = _4y^».

^^-) /"= 42(-l)^^'^ ,_.,^;„.^..^_^^2..I — 2^'" cos2a H- q''

Ceux (25) et (p.c)) de la fonction dénotée ~ donnent encore

^ sin(/i — i)a— ^«sinna
48) >=. k^^q'^ :^^,qn,o.a-^q^'^

49) /M = -42/r'
;in (4 />?, — i)a — q"^ s\ïi{\m -\-\)a

1 — -iq"^ cos2a -+- q^'"^

Enfin ceux de la fonction —^> qui s'obtiennent en supposant

=r (0 — ^u dans (sa) et (29), donnent de même

(5o) /w= — 4y7«—
^ ^ -^ \^^ 1 + 2^« cosa -f- <72''

(5l) fu= 42(_,)2"-V,y

sin(/i — i)a -h 7" sinna

1 /— sin ( 2 /'i — i)*^ — Ç'" sin ("2 '^* + i)a

\ — iq"^ cosaa 4- ^-

Ces huit développements d'une même fonction se réduisent d'ail-

leurs bien simplement à deux seulement, dès qu'on y met en évi-

dence la propriété

(52) f{u-\-iui)= — f{u).
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Les deux séries (45) et (/ij) donnent ensemble la suivante :

sin(n — i)a — ^^/i sinna
/«=42 [ — Q.q^"' COS2(2

que l'on obtient également en ajoutant membre à membre les éga-

lités (48) et (oo). De même les deux séries (49) et (5i) donnent

celle-ci

/
\^ ^^^sin(/;t — i)a — q^f'^ sin{m -{- i)a

qui s'obtient aussi par l'addition des égalités (44) et (4^)-

Pour avoir la série à double indice, qui seule est fondamentale,

prenons, par exemple, la formule (26), en y mettant /-= s~% ce

qui correspond à ^' = — \;U. Nous avons ainsi

et /7, m désignent maintenant les nombres naturels i, 2, 3, ....

Mais cette série est susceptible de réduction si on l'envisage dans

sa généralité: on peut vérifier aisément que les termes où les ex-

posants de z sont pairs se détruisent deux à deux, comme l'exige

la propriété (52). On doit donc donnera m seulement des valeurs

paires, et reprenant la convention déjà admise (/i impair et ni pair),

on aura plus simplement

\fu ^ — '2 V ^«'«(^/i-'«— ^-«+/«),

Envisageons les termes où l'exposant de z est un nombre impair

positif N. Ceux qui proviennent de z^^"^^ auront pour coefficient

— Sg^''"-*-'«\ Ceux qui proviennent de ^-«+'« auront, au contraire,

pour coefficient -\- S^^""^"*. En supposant donc

7? =^I, 2, 3, 4, •••, +ac,

et tenant compte de ce que le changement de ^ en - reproduit/^/,

changée de signe, on pourra écrire

(53) \fu = - 2 2(- i)^ q'^P^P'-yz^-z-^),

N = i , 3, 5, . .
.

, 2 [J. -h 1 , . .
.

,
-(-»:.
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Telle esl la forme vraiment fondamentale du développement.

Voici maintenant la pkis simple des réductions en série ordinaire;

on l'obtient en sommant les termes où p a une même valeur :

\fu^~i y (_,)/. ^P-^-

54 ) - - ^ - = 4- 4 sm > (- 1)/^

qP-^P(\^ q'-P)

. - „ 7c M
sin — 1 I — 2(7-/' cos ~ q'i'

2W "' W ^

Jacobi, en donnant, à la fin des Fundamenta nova^ cette série,

l'a mise encore sous une autre forme, qui s'obtient par le calcul

suivant :

i sin^a 2 — 2 cos 2 a

I— iq^-P C0S2a -+- q'*P i — 'iq''-P cosia + q''P

q^P q^-P{i — 2q^P cosia-^q'^P)

En multipliant les deux membres dans l'égalité précédente (54

par sin — , on a d'abord à mettre à part la série suivante

,-^^{-,)Pqr'-P{i-i-qV')

1

- I - (I 4- 7^) + qHl + q'^)-q'i^ + q')- • •= o;

il reste alors

f\ii-

2(0 e^^ . 7r?< _ '^ qP'-P(i-^- q^P){i — q^-PY
55) — sin— =— >(— !)/'

^ ^ T. :fu 2W .^d
T — 2 (/^P COS h q'P

Ces développements (54) et (55) méritent d'être comparés pour

l'élégance à celui de la fonction ^^ elle-même; ils mettent tout

aussi bien en vue les propriétés relatives à l'addition des périodes,

les racines de la fonction, et ne le cèdent en rien pour la rapidité

de la convergence, qui, au surplus, a évidemment lieu pour toutes

les valeurs de u.

En changeant, dans (54) et (55), u en (« -f- w), on a les déve-
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voici donc le développement cherché

2 (0 l

(57)^

/? = I, 2, 3, . . ., + oc; m = 2, 4, 6, . . ., + 3c.

Réunissant les termes où/? est partout le même, on obtient

l\22W ^^ (^-?) ,_^2(2/,-l)

^
I
— 2^2/^-1 COS •—'' 4- ^2(2p-l)

TIW

Si, dans cette formule (58), on change u en [u -\- (o), on obtient

alors le développement de la fonction

/ TT Tj 11-

2C0 e i e^w
<^«) . U" tf,»

Développements à convergence rapide pour les fonctions

de seconde espèce.

Dans les dernières séries (54), (55), (58), que nous venons de

former, c'est un fait digne de remarque que la convergence ait

lieu pour toutes les valeurs de la variable u^ tandis que la série à

double indice (53), d'où elles proviennent, converge seulement

pour des valeurs limitées de cette variable, marquées par les iné-

galités (il). Nous avons déjà rencontré une circonstance ana-

logue, sans la signaler toutefois : si nous comparons, en effet, les

deux séries suivant lesquelles est développée la fonction Çw, la

série dénotée (3i) dans le présent Chapitre, et celle qui porte

le même numéro (Xll, 3i) dans le précédent, nous devons recon-

naître que l'une et l'autre proviennent de deux groupements diffé-

rents, effectués dans la série, à double indice,

lu— cot— =r -^ > q"^P(z"^— 5-'«),
OJ 2 (0 2 OJ Ihi A^
m = 2, 4, 6, ..., /? = I, 2, 3,
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Celle-ci n'est convergente que sous condition (ii), comme
aussi la série trigonométrique (3i) de ce Chapitre; au contraire,

la série (3i) du Chapitre XII est toujours convergente.

Mais les séries du dernier paragraphe présentent de plus la

convergence rapide qui caractérise les séries ?j : les exposants

de q varient comme les carrés des termes d'une progression arith-

métique. C'est là une circonstance bien plus importante pour

les applications.

Pour peu qu^on observe à quel groupement des termes est dii

ce fait remarquable, on voit la possibilité de le reproduire dans

la série générale (12), qui représente la fonction de seconde

espèce, et, par conséquent, dans toutes celles cju'on en déduit.

Soit la série

S = > a'«"^''^7'S
V

'' ^' -^'

où l'on suppose

hl<^ kl< -I' 7

conditions sous lesquelles existe la convergence absolue. Prenons

deux entiers positifs arbitraires ui, v, premiers entre eux, et met-

tons en évidence la différence |ji/« — y/n=p. Nous allons réunir

les termes de S, dans lesquels /? est positif, et multiple de jjl /?/«.? A",

k étant un des nombres o, i , 2, . . . ,
(tj. — i). Dans ces termes,

ym est un multiple de [ji, moins A', ce que nous rappellerons en

mettant 7n/( au lieu de m. Soit S/; cette partie de la série S; elle

compose la série à double indice, /?, /?zyi, que voici :

1 1

Dans cette dernière, faisons une première sommation par rap-

port à p, qui prend les valeurs k, A' -f- a, A -+- 2u., .... Nous

aurons alors
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Tous les termes de S où/? est positif sont fournis par la somme
des séries analogues Sq, Si, . .

.
, S^_i. Quant aux termes où p est

négatif, on voit par [^échange des lettres qu'ils sont reproduits

par ceux de v autres séries S^, S',, . .
.

, S',^ analogues

1 , 1 .

"V^ -nui/i-hlLnu) -ih-hllnu) I

Les nombres h doivent parcourir la suite i, 2, . . . , v et non o, i

,

2, . .
. ,

(v — i), pour que les termes où p est nul ne soient pas

comptés deux fois.

La série S est ainsi transformée de la manière désirée : dans les

séries Sq, S,, ..., S[x_i, la partie principale de l'exposant de a

croît d'une manière comparable au nombre va-, /' étant le rang du

terme; dans les autres S', ,So, ..., Sv, d'une manière compa-

rable au nombre '^r-.

Cette transformation s'applique immédiatement à la série (12),

qui représente la fonction de seconde espèce. Il suffît de rem-

placer a par q- , et x ^ y par ^-, t- successivement et par

^ -, [ -,

En effectuant cette transformation avec l'hypothèse [j.= i ,
v = 2,

on obtient une série qui ensuite, par la supposition t-^= 5~\ con-

duit immédiatement à celle (54) que nous avons trouvée pour dé-

velopper l'inverse de du. Nous nous contenterons de donner seu-

lement le résultat de la transformation dans le cas le plus simple

[A = I , V = I . On a une seule série Sa- et une seule S;^ :

s = 7 h > —
: /?i = 1 , 2 , 3 , .... -h ce

,

.^ 1 — a"'j' .^ I— a'" ^ '

ou, sous une forme plus symétrique.

:^a-^ ly,
I — a'«7 I —

Celte transformation, appliquée aux séries (12), (18), (26),

donne les résultats suivants , où nous employons les mêmes
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abréviations que dans les formules (43), et que nous rappelons :

a = ~ b = ^ /i = I, 3, 5, ..., ('^î-t — i), ..., -i-cc,

2(0 20) ' m = 2, 4j 6, . . ., 2;jt., . . ., -i- ce,

z = e'«, t = e'^;

3—-

—

-e ^ — cola — colb

(6o)/ _.„,„^_,, / \
1

~,-'^\\

' \^ /~7^ r sin/?i(a +6) — y^^ sin[ma + {m — 2)6]
^^ ^ L \—iq^^CQ^ib-^ ^2/«

sinm(a+ 6)— «''«siniïm— 2)aH-m61 . .
,."1

-1 ^ '- ^ ^^^ — sinm(a H- h)
1 — iq"^ cos'ia -\-

q'-"^
J

— I 2(0 a'(^-+- (^) —~^
__ j

la même série où les nombres pairs m
U'2 Ti o'a^'.CT'aa j sont changés en nombres impairs 71

't\ ne
2(0 (S'a (fi + p) -

^ 1 g co .

(64)

(62) / - ^ y r /r^^TiT;;^, /
^""^ ^'^ ^-""-^'' ^'^

\i—q"t^- i — q"i^-J

De ces formules, en faisant sur (^les mêmes hypothèses que plus

haut, on en tirera d'autres pour Ç<'/, ..., ^~y •••; par exemple :

(
2 (o / r u \

\
— [f^if — -^— — cota

(63)
" ^

"^

= 4 y /5^ rsinma-.y«.sin(«-p.)<.
_^ ?'"

,;„ „,J ,

\ Xd '^ ^
L I — 2^'« cos2a + ^2w

i — q"^ J

I
=

i y t/o^^^i^
sin(/^ + l)a-y/^sin(^l-I)a y ./^,„(..^i) l!!!

V
^^Vi

1 — 2^«COS2a-4-a2'^
-f-4^V/ j_

(65)

1 — 2 5'«COS2a-l-^2/i
-^ j^y ±

I — ^'

(O a'i ï^— cota
z :j u

_ "^ — /—^fsin/na — ^'"sin(/?i — 2)<z ^'«sinmal
" ^^^""'^ ^^ [ I— 2^'« C0S2a-f-72//i 1 + ^'" J

Il n'est pas utile d'écrire ici toutes ces formules, que chacur
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pourra aisément former au besoin. On peut remarquer encore les

suivantes, avec treize analogues, qui s'obtiennent par la supposi-

hon V == ?/,

(66)

-^ ,vî (I — (y2v^ sin2va h- iq'^ sinaacosava^ ^
I
— 2^VC0S2a-f-5'2V

12
(0 cy ( 2 ;^) — -^-^— —-r— e ^ — 2 cota, SI V est pair,

I 2(0 -^{lu)
'''"

1/2 V :^lu
e ^

,
SI V est impan\

(67)

4y v/,777(};tT)
si"(^/^-^T)^-^y^-'^i'i(^/>-0^

^ 1 — 2 ^/^ cos 2. a -h </2/'

e *^ r— ; /? = i, 2, 3,
TT :j:,u:jU sirirt

Mais c'est surtout pour la supposition particulière v = — u

(jue la transformation précédente est particulièrement préparée,

et nous allons examiner les formules qui s'y rapportent.

Développement des inverses des produits formés
avec deux fonctions a'.

Parmi les seize fonctions mentionnées au Tableau (3o), il y en a

quatre dont le numérateur est (i[u -\- c); elles deviennent nulles si

suppose r=

—

u\ mais leurs dérivées reproduisent, ])our

=— 11^ les inverses des carrés des quatre fonctions <iriU. i^ous

pouvons d'abord mentionner, pour ces fondions, des développe-

ments qui convergent seulement pour des valeurs de ?^ limitées

par les conditions (ji) ou (42). Ainsi, dans la formule (10), en

échangeant ç^ u, prenant la dérivée par rapport à v^ puis suppo-

sant (' =: — u^ on obtient

I on

cos(/>i— 'i)a — q'"- co?, ma

^

K2
0)\2 I - —-

T
__ ^'^

^^^
COS (f)l-

- ) :^^-it^
~

sin2^
~~ ^^ '*^^^ ÏIT^^qm cos •> a tint

formule où il suffît de changer a en ( a H- ^'

J
pour avoir le déve-

loppement de — vn -3-0—^ •
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Semblablement, la formule (aS) donne celle-ci

(69)/ V'^\T.Jr^lii ^^'vy
l — '2qncOi'2a-i-q^''

(
71 = I, 3, J, . . .

,

et le changement de a en ( a H— j
fournit le développement de

—;-
(
-^-

)
-—- e ^ . On formera, à volonté, les développements ana-

logLies pour les inverses des produits des fonctions g'^?^, deux à

deux. Mais ce sont les formules (60), (61), (62) qui doivent four-

nir les séries les plus remarquables. Prenant dans l'égalité (60)

la dérivée par rapport à v, puis faisant p = — n^ nous obtenons

?n H-
(70) {

-^^^'^^ ^j_qm^-2 i_qmz^ (^i_qm^-2y (^i_qm-2y.

"^^^ ^ 11 — iq'^ cos'ia -h q^'"^ {i — 'iq'"- cosia -+- q^f^)^
\

'

m = 1, 4) 6, ....

La même série où les nombres pairs m sont remplacés par les

nombres impairs n donne le développement de la fonction

L'égalité (62) donne une série ressemblant beaucoup à celle

(54) qni représente l'inverse de o'w

OJ 1 -7— I

- j ;/, J's u sina

(70.) { ^ ïy(_j)p/^p"{^Tïï/__

P^ \?,\naS{—\)P\/qP''P^~^^ L±J'.^^ « = i, 2, 3,^v j yi
i— iqPcos-ia-^q^P' ^ > > »

On voit que cette série reproduit effectivement la précédente

(54) si l'on y change q en q'-. Cette circonstance, que l'on s'ex-
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plique par les expressions de a" et 0*3 en produits (XII, 17 et 22),

sera étudiée dans la théorie de la transformation. Semblablement,

le changement de ^ en — q échange entre eux cj'o et 0*3 sans alté-

rer d. On a donc immédiatement

riu-
I

e

f ==4siiia>(— i) 2 Jqv^P^^^
, ; ^ -,

comme on peut aussi le tirer de (62) par le changement de v en

(w — u). Ce même changement dans l'égalité (60) nous donne

g O)

sin2a
(74)

I — iq'^"icos\a+ q'*"^

puis, dans l'égalité (6j), ce même changement fournit la série

-m

^'^^
71 U'U" o'aw^'aw ^ ~'^2d^ ^' ^^"

I— 2<72«cos4a+^^«"

Dans ces trois dernières, on suppose toujours

w = 2, 4j 6j • • • ; /i = I, 3, 5, . . . ; /> = I, 2^ 3, . . .

.

Par le changement de u en [u + w), les formules (72) et (78)

donnent les développements des inverses de d^ u ^2 u et de 3*1 u d^ u\

les deux autres (74) et (75) se changent en elles-mêmes.

Développement des racines ea et des invariants.

Reprenons le développement (32), obtenu pour représenter la

fonction pw, en l'écrivant, suivant nos notations abrégées,

a= — j ^ z=: e'«, m = 2, 4j t>7 • • •
? /) = i, 2, 3, , . .,

(76)

2t0

- cos maqm
2 to \ 2 / r \ [

, X^ mq

=— 2V m^'"/' (
5'" H- :;

-'"
).
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5

Développons maintenant les deux membres suivant les puis-

sances ascendantes de u] nous avons appris à former successive-

ment les termes du développement (IV, 4)

}j H — -^^ -^ C2 U^ -T- C3 U* -T- Cv U^

Celui de . , ? connu dans les éléments de l'Analyse, s'en dé-

duit; car la fonction
( -r-^ \ est une dégénérescence de pa,

comme on Fa appris aux Chap. 1 et III. On vérifie d'ailleurs immé-

diatement que cette fonction satisfait à l'égalité

par conséquent, le développement àe fa se déduit de celui de pa
par la supposition g^ = |, g-^ ^ —.

Le terme en — disparaît de lui-même dans l'égalité (76); les

termes indépendants de u fournissent la relation

i 1
,''^ nicj'" v;^

(77) ^^^-i=-42,V-^^-^2-'^''^""'-

Ce développement de r,o) ne diffère pas de celui (XII, 33) qu'où

a obtenu au Chap. XII, malgré la dissemblance des formes; on

s'en rend compte iinmédiatement au moyen de la série à double

indice. Suivant l'analyse faite dans le Chapitre actuel, on peut

varier, d'une infinité de manières, la forme en série ordinaire; par

exemple,

77 «) —. V» — 1 = — 47 Vf/'" ^ ZT^ \

—

La même observation s'applique à toutes les séries qui vont

suivre; nous ne la répéterons pas.

Prenant maintenant les termes en u-^ 11'* , , . . aux deux membres

de l'égalité (76) et nous rappelant les expressions (IV, 4) des
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coefYîcienls Co, C3, . .
.

, nous avons successivement

/20.Y £3 _ _^^ ^ __ 4 y ^»^y^"
!___ y ms^-/^

V 7: ./ 28 3^7 1.2.3.4^1 — 7"^ 1.2.3.4^ ^ '

(78)(

V 7T y 7>.5.7.ii 33.5.7.[i~ ^\Zài-q"^~ 8!^ ^ '

V 7: y 2i.L3\ 72 ^2.3.53/ 36.53.72.13 • io\^i — q"' 10!^ ^ '

/^V ^Mi ^! = „ _L y "iillil = „ A y ,;,i3^,./.

\ 7t / 23.3.52.7.11 36.52.7.11 12!^1 — g'« 12!^ ^ '

el ainsi de suite. Malgré l'abondance de ces résultats, il ne paraît

pas qu'on puisse exprimer par de telles séries tous les produits g^g'i
où Ji et k seraient entiers et positifs. En particulier, le discrimi-

nant ne semble pas susceptible d'une expression analogue. C'est

ici le lieu de rappeler l'expression trouvée pour ce discriminant

(VIII, 47)

\/{Xfy-^=-^^^\io)^-^(-.)'^n,l"-; /i = I, 3, 5,

Dans les développements (Sa) et (34) de p[u -\- m), p(ii + w"),

p(u -\- ix>')^ faisons de même : le premier terme nous donne les

égalités suivantes, déjà obtenues sous une autre forme (XII, 34,

35, 36) :

|(y]W + eiCo2)-i^-42(
— ma'"
)2 ^

,

(79) |i.(^,o + e,(o2) =._4^(_,)'^^l^,
I

m =2,4,6,.

Combinées avec la relation (77), ces égalités fournissent les ex-
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pressions des racines e^ :

(80) ,(i;^^)%,+ i=-,f,;^-^ip^,,' « = '.3,5,.

TT

g)" [ />=:l,2, 3, ...

^w\^ I ,gY_w^.
3 .^ 1 4- <7/^

En prenant le terme suivant, ou bien en dérivant deux foij

puis faisant u = o, on a encore, à cause de p" u = ^>p^'/ a -''

(2|^)' (6«!-f.-)-•>. = -i2 (,-- 1)
=

I-?'

(8,; (ï^^)'(6.1-i^.) =„42(-')'^^

Combinées avec la première relation (78), ces dernières four-

nissent les développements de e^, e^, e^. On en déduit aussi les

développements des rectangles <?,, <?2r • • • ?
^^^^ 01^ ^

Pour prendre encore le terme suivant, on doit observer les éga-

lités ci-après :

On en conclut

1 (~) (H8''î-!-.C3)-i6 = -42(-')"'7

(8.) (?^)'c(8ei+^,) =-42:(-o^^:

Ces dernières égalités, avec la seconde (78), donnent les déve-

loppements des trois cubes (?J. On peut continuer et obtenir une

infinité de développements analogues, sans qu'il paraisse exister

de telles séries pour représenter toutes les puissances de Ci, 60,^3.
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Il j a lieu de faire une remarque sur les identités qui s'offrent

ici. En ajoutant membre à membre les trois équations (81)

ou (82), on obtient de nouveaux développements de g2 et ^3.

Mais les identités qui proviennent de la comparaison avec les dé-

veloppements précédents, et celles qu'on aurait en poursuivant

encore, sont toutes comprises dans celles-ci :

\-p{iu) — p(u -h co ) + p ( u + to') -{-p(u -h to" )
-+- p u,

conséquence directe d'une formule déjà établie (YI, 53a), et qui

se vérifie immédiatement par les développements (32, 34).

Pour pouvoir aisément retrouver ici les formules propres à la

notation ancienne des fonctions elliptiques, on doit se souvenir

((ue l'on a, dans cette notation,

^e,~e, = K, /;2_"^--^, k''^

Si donc on retranche membre à membre la première et la troi-

sième égalité (79), on obtient

- ) \ I — q i ^ q'^
1 — q^ / .^d J -+-

{ — q)i'

INous avons, d'autre part,

«1 — ^'3)-= g-i— 3e| = iie\ -^el) — el = J(6ef — -l,^2-+-6e| — l,^.).

Par conséquent, de la seconde égalité (81) et de la pre-

lière (78), nous concluons

i~~q)P\l-i-^ l — q^- l-^q^ J Âi^l

C'est sous cette forme que ces développements et les analogues

se trouvent dans les Fandamenta nova de Jacobi.

Sur chacune des formules que nous avons obtenues pour repré-

senter les fonctions elliptiques, on peut répéter les mêmes opé-

rations; de là bien des formes différentes pour le développement

des invariants. Envisageons les premières égalités fournies par

la formule (55), développement de l'inverse de du. Rappelons-

nous que l'on a (IX, 22)

I w 1 w
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Le premier membre de cette formule (55) se développe donc

ainsi

r,_jL„.+(j^y!^^...ir,_(^yifi^(jLy_^„.,.i
[_

2 CD V 2 CO / 2 J L \2 W / 2 . i \2 OJ / 2 . 3 . 4 • ^ J

I w*
2-^^ 5!

,1/4 I

1 -^ - — r,co — -
2 \ t:^ 3

I / i I

I 2 |_ \ TT / 20 I 5 J ^ \ 2 CD /

Pour développer de même un terme quelconque du second

membre dans la formule (55), nous avons

I l 2 J>

ci-

A — Bcos2a A — B (A — B)^

r 4B2 2 B 1

De cette manière, la formule (55) nous donne les suivantes :

(B3) A,.-i = 8y(-0/^,.^.-ii^^li!^

j
=-io2(-i)/>

I

p =- J, 2, 3, . .., H oo .

La première, (83), présente sous une nouvelle forme le déve-

loppement, déjà obtenu, de v^to; la seconde, (84), fournit le

développement du carré '/]^iù-. Mais la différentiation, par rapport

à q, suggère un mojen différent pour obtenir ce développement

et d'autres analogues qui se peuvent tirer encore de Ja for-

mule (55).

Prenons les équations différentielles (IX, 82) auxquelles satis-

font les trois quantités '/ico, ^'2^ S S 3^'''') ^^ posons

29
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les équations différentielles aeqiiièrent alors la forme suivante :

d\ogq
.>X2 ^ Y

(85) ',;^=. 8XY-,.Z,

;^ = „.XZ-|Yn
> alog</

Nous possédons les développements (77) et (78) des quanti-

tés X, Y, Z; nous en pouvons déduire les développements de

leurs dérivées. Par le moyen des équations (85) nous tirons de là

d'autres développements. Ainsi, suivant (77) et (78),

X = " — ^S^mq"'i>, m = '2, 4, 6, ....

216 2".3.^ ^

Par la première équation (85), nous en concluons le dévelop-

pement de X-, ou, sous une autre forme, l'identité

la seconde équation (85) donne, de même, le développement

de XY, ou l'identité

2 inq»u> y^ m^ q"^f> = - ^^ m ( },,
—

-pV m- - 1Ï0 "^'+ s ^^P )
q""'-

Les équations (78) et (85) fournissent une infinité d'identités

analogues.

Développement des quantités y/ca— cp,

En supposant u= o dans les développements (56), (58), (Sg), on a

^M ^ ^r^ , , ,- — q-i'f \— - =— y —i)PqnJP~i' \ ,

^'W t /^ ,,„^(/^ -Q" l-+-q^f'-^
f

,2/J-l j

f2|-'-=_.2.-.)-/"-^f
r
2/^-1
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A propos de ces développements, on se souviendra de la signi-

fication des premiers membres (VI, 4^)

= \/ei—e,i \/'e.2~ 63,

I



452 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.

On développe facilement aussi les logarithmes des différences

(ea — <?p) au moyen des séries indiquées pages 4^8 et 4^2 ; mais il

n'y a pas lieu de s'arrêter à ces développements qui n'ont reçu jus-

qu'à présent aucune application. Mentionnons seulement, à cause

de sa grande élégance, le développement du logarithme du dis-

criminant, en le tirant de la formule (IX, 66)

TCO
4 dlogq

Intégrant, aux deux membres, la formule (77) et déterminant

la constante d'intégration par la relation (VIII, /\ja), nous obte-

nons

(89) ^o,(^%-in=.-,^ir"-=-^^; ~L
''!>

ll^i>

On parvient aussi aux développements (86), sous une autre

forme apparente, par le moyen des formules (43). En supposant

dans la première, ti == ^^to, on a

u = |co, ziyu^~ eO« — zz^ e^^-'*" -^— ^ ~ - -^ —— = -
,

7t

a = - j

\

(90) ^h=-^I^-'^T^-^-^l
'7-'l-h)l7

On aurait encore la même formule en faisant la même supposi-

tion dans la seconde égalité (43).

Dans la troisième égalité (4^), supposons 1/ = ^to'; nous aurons

. , , cfia — co') ^-ri'od' o'^co' a'>,u 1

M =z 1(0 a'iiU — — en « —-— = e- ; , 5
—— = tt, ;

Tito' . i

On obtient de même, par la sixième égalité (43) ou encore par
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le changement de ^ en — q dans cette dernière (91),

(9'>0
'2 10 6'^ '^ -- ]-nn'

11 est à remarquer que le développement (91), à un facteur nu-

mérique près, se change en le premier développement (88) par

le changement de cj en q-. C'est une circonstance dont on se rend

bien compte par les formules du Chapitre VIII (VIII, 26 Z> et 27),

et dont nous parlerons encore dans la théorie de la transformation.

On obtient encore les développements (87) et (88), mis sous une

forme à convergence rapide, par le moyen des formtdes (71), (yS)

et de leurs analogues. Mais il n'est pas utile ici de s'y arrêter.
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CHAPITRE XIV,

APPLICATIONS DE LA THEORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS A CELLE
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Préambule. — Double périodicité. — Parallélogramme des périodes. — Intégra-

tion le long d'un parallélogramme des périodes. — Décomposition en éléments

simples. — Décomposition en facteurs. — Décomposition des fonctions de se-

conde espèce. — Intégration dans l'étendue d'une période. — Théorème de

Liouville. — Fonctions de troisième espèce. — Séries doublement périodiques

de troisième espèce. — Éléments simples et entiers de troisième espèce. —
Élément simple et fractionnaire de troisième espèce. — Décomposition des

fonctions de troisième espèce, ayant plus de racines que de pôles. — Décom-

position des fonctions de troisième espèce, ayant plus de pôles que de racines.

— Propriétés de l'élément simple, relativement au second argument. — Quel-

ques formules relatives aux fonctions de troisième espèce.

Préambule.

Dans les Chapitres précédents, on a fait un usage exclusif des

théories les plus élémentaires, ou, pour mieux dire, des théories

anciennes de l'Analyse. Nous allons montrer maintenant les ap-

plications simples et élégantes par lesquelles la théorie générale

des fonctions, envisagée dans ses premiers éléments, jette un

jour nouveau sur les fonctions elliptiques.

Il faut, dans le présent Chapitre, admettre, comme bien connue

du lecteur, la notion des fonctions entières (holomorphes) et des

[onctions fractio?i7iaires (méromorphes) ('); celle aussi des inté-

grales prises entre des limites imaginaires, avec le théorème de

Cauchy relatif à l'intégration d'une fonction fractionnaire le long

(') La formation étymologique des mots holomorphe et mëromorphe prête à

des critiques. C'est pourquoi on préfère ici les dénominations de fonction entière

et fractionnaire, dont le premier est déjà généralement employé.
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d'un contour fermé. Deux propositions, dues à Cauchj, et

qui, dans tous les Traités actuels d'Analyse, accompagnent ces

notions générales, seront, en outre, employées et rappelées en leur

lieu.

Nous allons d'abord étudier les fonctions doublement pério-

diques, en général, et reconnaître qu'il n'en existe point d'autres

que les fonctions elliptiques. Nous exposerons ensuite une théorie,

toute nouvelle, de décomposition en éléments simples, due à

M. Appell.

Double périodicité.

Jacobi, dans un Mémoire (*) de i834, expose ainsi les premiers

principes de la double périodicité :

(( Supposons une fonction admettant deux périodes, qui ne

puissent être ramenées à une seule. Soient 2to, 2to' ces périodes.

En désignant par m, m' des nombres entiers quelconques, positifs

ou négatifs, on en conclut aussi la période 2/?zcl) + 9.in' isi'.

» Il est d'abord évident que les périodes 2 co et i(ji' doivent être

incommensurables entre elles; car, si 2Q était leur plus grande

commune mesure (en valeur absolue ou module), on pourrait poser

oj = inil^ 0/ = 7?i'12,

m et m! étant des nombres entiers, premiers entre eux. On pour-

rait donc déterminer deux autres entiers /i, /i', de telle sorte qu'on

eût

inn -I- m' n' =^ t.

)) 11 en résulterait

'2 /l W -+- 2 Al' w' = 2 12,

et 2O serait une période, à laquelle se ramèneraient 2co et 2 0j',

qui en sont des multiples.

» Le quotient des deux périodes, on vient de le voir, ne peut

(') De functionibus duaruni variahiliuin quadrupliciter periodicis , etc.

{Journal de Crelle, t. 13, p. 55, et Gesammelte Werke, t. II, p. 25).
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être commensurable. Il est aisé de reconnaître aussi qu';7 ne peut

être réel. Soient, en effet,

£ et s' étant deux quantités réelles, incommensurables entre elles.

On peut trouver des entiers /?i, m', tels que

im H- m' 2'= s"

soit plus petit que toute quantité donnée (on le sait par la théorie

des fractions continues). Gela étant, i^'£i sera une période, plus

petite que toute quantité donnée, mais cependant différente de

zéro. Ce qui ne se peut. »

Cette impossibilité, affirmée sans preuve par Jacobi, résulte

clairement d'une proposition empruntée à la théorie des fonctions,

et se formulant ainsi : Les points, pour lesquels une fonction

fractionnaire reprend une même valeur, sont isolés, si la fonc-

tion ne se réduit pas à une constante (
'
). ^

Parallélogramme des périodes.

Nous supposerons désormais que co et w' soient deux quantités

imaginaires quelconques, dont le rapport ne doit pas être réel.

C'est précisément, comme on l'a vu (p. 284), la condition néces-

saire et suffisante pour qu'il existe des fonctions elliptiques admet-

tant les périodes 2(0, sw'.

Ainsi qu'on l'a déjà fait observer (p. 284), on peut, sans res-

triction, convenir de choisir d'une manière déterminée le sienne de

la partie réelle de -r- • Ce signe change, en effet, si l'on intervertit

(0 et oj'. Comme précédemment, nous choisirons le signe /?/w5.

Quand on représente sur le plan, comme il est d'usage pour

les quantités imaginaires, les deux quantités 2(o, 203', la conven-

tion, dont il vient d'être parlé, se traduit fort simplement sur la

figure. L'angle que la droite dirigée., représentant 2oj', fait avec

(') Voir, par exemple, le Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, par

M. G. Jordan, t. II, p. 3i4. L'énoncé ci-dessus est textuellement emprunté à cet

Ouvrage.
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la droite dirigée, représentant ato, est l'argument de — • Par con-

çu' •
r II . . (JL)' 1

...
vention, -- a sa partie réelle positive-, — a donc sa partie imagi-

naire positive. Le sinus de cet angle est donc positif, et l'angle lui-

même est compris entre zéro et une demi-circonférence.

Soit a une quantité imaginaire quiconque. Considérons les

quatre points qui représentent les quatre quantités

(i) a, a -{-"2(0, a-h2w-i-2to', a-i-2w'.

Ce sont les sommets d'un parallélogramme. Supposons qu'un

rajon vecteur pivote autour d'un point situé dans l'intérieur de

ce parallélogramme, et que son extrémité en suive le contour dans

le sens fixé par l'ordre qu'on vient d'assigner aux quatre sommets.

Ce rayon vecteur tourne alors dans le sens positif. Il tournerait,

au contraire, dans le sens négatif si la partie réelle de -^- était

négative.

Ce parallélogramme s'appelle parallélogramme des périodes.

Nous allons envisager des intégrales prises le long de son con-

tour. Le contour sera toujours supposé décrit dans le sens qu'on

vient d'indiquer.

Après avoir tracé un parallélogramme des périodes, on peut

prendre chacun de ses côtés pour côté d'un nouveau parallélo-

gramme des périodes. En répétant cette opération, on partage le

plan en une infinité de parallélogrammes égaux. Dans deux paral-

lélogrammes différents, deux points homologues représentent

deux quantités qui diffèrent seulement par une période.

Intégration le long d'un parallélogramme des périodes.

Soity*(?/) une fonction fractionnaire que nous nous proposons

d'intégrer le long d'un parallélogramme des périodes, ayant les

sommets désignés ci-dessus (i). Posons

( /( ^^ -^ '^ ^•^' ) /( ?*) = »2 ( " )•

Les quatre intégrales partielles, prises successivement suivant
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les quatre côlés du parallélogramme (i), sont les suivantes, comp-

tées en ligne droite :

/ J\u)du,

^^/ 4- 2(1) -H 2(0' pn+ihY

I J\ u ) du = / /{u-^im) du
a -+- 2 (i) ^a

«-t-2fO' ^rt 4-2(0'

f(^u)du,cpi(ti) du -h /

' • a ^a

3° / f(u)du= / f{U'^ibi')du
• (-(-l-2W-t-2(0' '^(i-h^li)

= —
j

o,{u) du — / f{u) du,

r
/

Au)du=^l /{il) du.
'-^n -h 2 (O' * n

La somme de ces quatre intégrales se réduit, comme on voit, à

celle des deux seules intégrales portant sur cp, et o.,-

Soit R la somme des j^ésidus des pôles def{u)^ intérieurs au

parallélogramme ; d'après le théorème de Cauchy, 2 ïtûR repré-

sente l'intégrale totale (le sens de rotation étant positif). On a

donc l'égalité

-^ « 4- 2 a)' ^ rt -I- 2 (O

(3) / ox{u)du— / o.i{u) du — iltA\.

^-

a

d a

Cette relation (3) est la source des principales propriétés des

fonctions doublement périodiques.

Supposons /(?^) doublement périodique. Eu ce cas, c5< et cp^

sont identiquement nulles; donc, d'après l'égalité (3), la somme
des résidus des pôles d'une fonction fractionnaire et double-

ment périodicjue est nulle^ ces pôles étant pris dans un même
parallélogramme des périodes. C'est la propriété qu'on a

trouvée (p. 2o4) pour les fonctions elliptiques.

Supposons o, et c3o des constantes c, c', en sorte que la fonction

/(u)., par l'addition des périodes, se reproduise augmentée des

constantes c, d\ les intégrales du premier membre, dans l'éga-
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lité (3), sont alors 2Cto' et 2c'to, et l'on a

(4) coi'— c'w = /7rR.

Par exemple, la fonction ^u est dans ce cas; ce sont alors 27;

et 2r/ qui jouent le rôle de c et c'. De plus, il y a un seul pôle et

son résidu est l'unité; de là provient la relation fondamentale

Soit, plus généralement, une fonction o{u) ayant, par analogie

avec c^u, la propriété

(5) {
'

et que nous supposons fractionnaire. Sa dérivée logarithmique

^— sera une fonction se reproduisant par l'addition des pé-

riodes, mais augmentée des constantes c, c'. De plus, la somme

des résidus R sera égale à Vexcès m (positif ou négatif) du nombre

des raciîies de 'j>{u) sur le nombre des pâles à [^intérieur d'un

parallélogramjne des périodes^ et l'on aura, suivant (4),

(f)) c (.0 — iT^m.

Ainsi la propriété (5) ne peut avoir lieu que sous une condition

imposée aux constantes : -r- (où'— c'a)) doit être un nombi'e en-
T

iiz

lier. On trouve encore cette condition de la manière suivante :

d'après (5), on a

En intervertissant to et to', on aura une seconde expression de

cp( ?/ -|- 2 w -t- 2 iù'); elle devra coïncider avec la précédente, puisque

la fonction Qp est supposée uniforme. On aura donc

ce qui entraîne la condition susdite. Mais, par cette voie, on n'ob-

tient pas la signification si remarquable de l'entier m.
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Décomposition en éléments simples.

Soit/(^) une fonction fractionnaire et doublement périodique.

Prenons les fonctions elliptiques, de mêmes périodes, et considé-

rons le produit

F{z.) =f{z)\^{z - u,)-^{z - II)].

C'est aussi une fonction fractionnaire et doublement pério-

dique, comme chacun des deux facteurs. La somme des résidus

de ses pôles est donc nulle. Evaluons ces résidus.

Soit d'abord ^ =r p un pôle de /(;:;), et supposons-le multiple

d'ordre (5-I-1). Prenons le développement de f(z) suivant les

puissances ascendantes de (z — p), limité aux termes à exposants

négatifs

On a, d'autre part,

--•c{z -u)=.>:(u- ç) -^(z- ojHw - V) - i±:::-^^lp\u- ç)-^...

+ (- i>-i^— p-^-'U« ~ O + .
••

Pour le second terme de F(^), savoir — /(^)Ç(c — ii), le coef-

ficient de (z— ^)~S c'est-à-dire le résidu p, se compose donc de

la somme

(7) P = K{i(' — ^)+ m^^{a-v)-^ mip'iu — p) + ...+ /n,-ip^^''-^^{u — v).

11 se trouve, dans la somme des résidus de F(^), autant de

quantités analogues
p
qu'il y a de pôles def{z) dans un parallélo-

gramme des périodes. Pour chacun d'eux, (s -\~ i) est l'ordre de

multiplicité. La somme des résidus du second terme de F(^)

comprend ainsi la quantité S p. Mais, en outre, il s'y trouve encore

le résidu du pôle du facteur — Ç(z — u). Ce pôle peut être con-

sidéré comme étant z = a, et le résidu est —J {u)- La somme

totale des résidus de —f{z) Ç(i; — u) est donc — f{u) + Sp.

De même, la somme des résidus du premier terme /(:?)Ç (s

—

u^)
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i

esl/(ui) — So,, si l'on désigne par p, la quantité o où l'on rem-

place Il par Ui', on a donc la relation

En considérant ii comme seule variable, on peut représenter

f{u\) — Spi par une simple constante [3. Nous avons donc cette

formule de décomposition en éléments simples pour toute fonc-

tionf{u) fractionnaire et doublement périodicjue

(8) /(^O-?-'^^?-

C'est précisément la formide de décomposition établie au Cha-

pitre VII (p. 2o5) pour les fonctions rationnelles de pu et p'u.

Donc toutefonction fractionnaire et doublement périodiciue est

une fonction rationnelle de pu et de p'u.

L'analyse que nous venons d'employer est celle même (à une

petite modification près) par laquelle M. Hermite a découvert la

décomposition en éléments simples (
'

).

Les fonctions fractionnaires qui, par l'addition des périodes, se

reproduisent augmentées de quantités constantes, s'expriment,

elles aussi, par les fonctions elliptiques. Soit, en effet, f{u) une

telle fonction, ajant les propriétés

{
f{u-i-'?A0)—f{u) = C,

Il est manifeste qu'on en peut déduire une fonction doublement

périodique par l'addition du binôme a/^-l-AÇw, avec des coeffi-

cients a, X, convenablement choisis. On trouve ainsi la formule de

décomposition suivante

(lo) f{u)=^ ^^=^i«-f-3-i-:î:p,
ITZ

dans lacjuelle p a encore la forme précédente (17); mais, tandis que,

pour les fonctions doublement périodiques, la somme S/ des ré-

•1 l'A 11 • • It 1 • » r 1 V ^ W' C'W
sidus doit être nulle, ici elle doit être ecale a -.

(') Note sur la théorie des /onctions elliptiques, ajoutée à la 6" édition du

Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral de Lacroix.
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Décomposition en facteurs.

Au lieu de considérer les fonctions doublement périodiques,

prenons les fonctions fractionnaires plus générales, qui jouissent

de la propriété (5)

( o{a -,- '2 w ) = o{u) e^"+/',

Soil f(u) = -
', cette fonction a les propriétés précédentes

(9). Elle est donc exprimable par la formule (10); mais tous ses

pôles sont simples et les résidus sont des nombres entiers, positifs

ou négatifs, en sorte qu'on a

f{u) -^ ^-^'i^'i u^fj^ i.n{u — v).

De là résulte, par intégration,

{vj/) o{u)= Ce~^^"'^' " U[:^(a — ç)y.

Les exposants / sont entiers, positifs ou négatifs, et leur somme

reproduit ^ ? ce qui est contorme a la propriété deja recon-

nue et exprimée par l'égalité (6).

Les fonctions fractionnaires, telles que <f{ii), ont été désignées

par M. Hermite sous le nom de fonctions de troisième espèce.

Les deux cas particuliers des fonctions doublement périodiques

ordinaires ou de première espèce (c = c'= A = /i'= o) et des

fonctions de deuxième espèce (c = c'=o) ont été spécialement

envisagés ici; pour les premières, nous venons de retrouver la dé-

composition en éléments simples; pour les secondes, cette décom-

position a été déjà étudiée au Chapitre VIL Pour les fonctions de

troisième espèce, nous parlerons un peu plus loin de leur décom-

position; mais, avant de poursuivre, nous devons nous arrêter un

instant sur les fonctions de seconde espèce.

\
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Décomposition des fonctions de seconde espèce.

Voici le procédé original par lequel M. Hermite a, pour la pre-

mière fois, exposé la décomposition des fonctions de seconde

espèce. Soit ^{u) une telle fonction, ayant les propriétés

(i3)
' ^

'

.V

( CD ( M -f- 2 W' ) = [Jl' (û ( a ).

Il existe un élément simple ^{u), ayant les mêmes multiplica-

teurs
,

^ , , a'(u -^ a)
(i4 *(^^) =----,- 6?";

o Cl o II

par un calcul facile, déjà fait ici (p. 228), on trouve

ÎTCp = Tj log[Jt.'— r/ logfJL, ÏTza = w' log |«. — to log[j.'.

La propriété (i3), appliquée à ^{u), entraîne cette conséquence

Si l'on prend donc le produit F(:;)

on a composé ainsi une fonction de ^, doublement périodique,

dont la somme des résidus est nulle. En raisonnant comme on

l'a fait dans l'avant-dernier paragraphe, on obtient la formule

de décomposition telle qu'on l'a établie au Chapitre VH (p. 229).

Intégration dans l'étendue d'une période.

Soit une fonction fractionnaire /(;/), ayant la propriété

(i5) f{u-+-2bi) — f(^u) = c;
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nous considérons son intégrale rectiligne, prise dans l'étendue

d'une période, à partir d'une origine quelconque ç :

(i6) *(^) =
J

Ai^)du.

Par différentiation, on a, suivant la propriété supposée (i 5),

en sorte qu'on doit conclure

(17) cl)(p) = cp + Y,

Y étant une constante. Mais cette constante n'est pas entièrement

indépendante de ç. Soit, en effet, (^i une autre origine prise pour

la même intégrale. Considérons le parallélogramme dont les som-

mets consécutifs sont

et prenons l'intégrale de f{u) le long de son contour et dans cet

ordre. Soit p la somme des résidus des pôles intérieurs; l'inté-

grale totale sera égale à dz 2i7tp, suivant le sens de rotation qu'a-

mène la disposition de la figure. Les deux intégrales partielles sui-

vant les côtés {v^t-2M, p,4-2to) et (ç^, ç) ont pour somme

c{i'i— ç), les deux autres sont ^(<^') et — ^(Çf), en sorte qu'on a

<i>(p) *((^i) = C(V — ('1) ± 2 4710.

Si donc ^{^) est donné par l'égalité (17), on aura

La quantité Y,=rYip2i-p est donc, en réalité, non pas une

constante, mais une fonction discontinue de ç; ses valeurs di-

verses sont des constantes successives, qui changent brusquement

quand le point i^^ franchit une droite parallèle à la période 2 co et

contenant des pôles de /{u).

Prenons comme exemple la fonction Ç«, pour laquelle la con-
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slante c est égale à 27]. Calculons d'abord une valeur particulière

de <ï>, comme il suit :

<ï> ( co' ) = / X^ii du — j ^ ( i^ _|- oj') du
^' 0)' •

=
I

^(u -h- tû')du -h
I

X,{u-{- Lo)du,

/ "(.{u -\- fji')du = / !^
(

'Ji (0 -h to'

—

u)du = 2r^M -^ j t((x>'— u)du,

[ ^ ( w + co' )+ ^ ( to'— U
)

J r/?/

Les pôles de ^u ont tous l'imité pour résidu
; on conclura donc

maintenant

(l8) <ï>(p)= lir,{oj + (>)— (2/?l -4- l)l~,

expression générale de l'intégrale rectiligne

<i> ( p ) = / ludu =
I

l(u -{- v)du.

La lettre m désigne le nombre des pôles intérieurs au parallélo-

gramme m', o)'-\- 20), ç -i- 2(0, ç^ OU ce nombre changé de signe,

suivant que la partie réelle de —;—
- est positive ou négative.

Cette formule (i8) comprend les analogues, qui ont été établies

autrement à la fin du Chapitre VI (p. 200, 201).

Si la fonction f{ii) est périodique, la constante c est nulle; en

ce cas, tout ce qui a été dit pour y, s'applique à l'intégrale ^{v)

elle-même. Tant que v ne franchit pas les parallèles à la période,

menées par les pôles, l'intégrale reste constante.

Théorème de Liouville.

Les éléments de la théorie générale des fonctions fournissent un

autre moyen d'établir la théorie des fonctions doublement pério-

diques et ouvrent une voie qui a été suivie par le célèbre géomètre

Liouville à la même époque (environ 1 844) dont sont datés les prc-

L 3o
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miers travaux de M. Hermite ('). H suffira d'établir ici le théorème

qui sert de point de départ.

D'après la théorie des fonctions, toute fonction entière dontla

valeur absolue (module) ne dépasse pas une limite donnée se

réduit à une constante.

Voici la proposition de Liouville, qui s'en déduit: Toute fonc-

tion entière et doublement périodique se réduit à une con-

stante.

Une telle fonction, en effet, n'ayant aucun pôle, reste finie dans

un parallélogramme des périodes, qui comprend une aire partout

limitée. Dans cette aire, la valeur absolue de la fonction est donc

limitée. Mais les valeurs que cette fonction acquiert dans tout le

plan sont toutes reproduites à l'intérieur du parallélogramme. La

valeur absolue de la fonction est donc, pour tout le plan, limitée

comme dans le parallélogramme, et la proposition en découle.

Il est à peine nécessaire de remarquer que ce théorème ré-

sulte immédiatement de la décomposition (8) en éléments simples.

Mais, pour l'apprécier comme il convient, on doit se rappeler le

point de vue auquel se plaçait Liouville et montrer comment la

décomposition peut, à son tour, s'en déduire.

Prenons, à cet effet, une fonction fractionnaire f{u)^ ayant les

propriétés

i f {u — itû )

—

f{u) =-- c,

\ f(u-i-iM)—f{u) = c'.
(19)

Composons la quantité Sp, qui figure dans la formule de décom-

position (10).

Cette quantité a, elle aussi, la propriété (19) de se reproduire

augmentée de constantes, quand on change u en [u-\-itù) ou

(w+aoV). La même propriété appartient aussi à la différence

fi^u) — S p. Mais cette différence est une fonction entière, en vertu

de la composition de S p. Sa dérivée est donc une fonction entière

et doublement périodique, c'est-à-dire une constante. Donc

f{u) — Sp est un binôme du premier degré. La formule (10) se

trouve ainsi démontrée, sans qu'on ait eu besoin de recourir aux

(') Sur les fonctions elliptiques, par M. J. Liouville {Journal de Mathéma-

tiques pures et appliquées, j" série, t. XX, p. 2o3).
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propositions fournies par l'intégration le long du contour d'un

parallélogramme des périodes. Ces propositions, relatives aux.

sommes de résidus, découlent à leur tour de la formule (lo).

La méthode d'exposition qui résulte du théorème de Liouville

ne le cède en rien, comme on voit, à celle que nous avons in-

diquée d'abord. Mais, il faut le reconnaître, elle n'acquiert ce

degré d'élégance et de simplicité que par l'intervention immédiate

de la formule de décomposition; elle donne immédiatement la

preuve de cette formule, mais ce n'est pas elle qui l'a fait dé-

couvrir.

Fonctions de troisième espèce.

Nous avons défini déjà les fonctions fractionnaires, doublement

périodiques et de troisième espèce, et donné leur forme géné-

rale (12). Elles se composent d'une exponentielle du second degré

et du produit de plusieurs fonctions a* avec des exposants entiers,

positifs ou négatifs. On peut les distinguer en deux groupes :

1° celles oi^i il existe plus de fonctions d en dénominateur qu'en

numérateur; 2° celles où, au contraire, il existe plus de fonc-

tions li en numérateur. Parmi ces dernières se trouvent des fonc-

tions entières. Les fonctions qui composent un groupe sont les

inverses de celles qui composent l'autre groupe.

Un premier mode de décomposition s'offre, de lui-même, pour

ces fonctions; on peut les écrire sous la forme

cri supposant les exposants entiers 7?2,, /?Zo, ... lous de même
signe, et '^{u) contenant autant de fonctions d en numérateur

qu'en dénominateur. Ce dernier facteur '\>{u) est alors une fonc-

tion de seconde espèce, décomposable en une somme d'éléments

simples, dont chacun contient une fonction (3* seulement, tant en

numérateur qu'en dénominateur. La fonction o(u) est ainsi dé-

composée en une somme de termes, dont chacun contient une

seule fonction d en numérateur ou en dénominateur, suivant

que ^(ii) appartient au premier ou au second groupe. Mais ce

mode de décomposition, qui peut être parfois utile, présente l'in-

convénient de n'être pas entièrement déterminé : les facteurs qui

composent 'f(i^)l^(w) peuvent être, en effet, choisis arbitraire-
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ment parmi ceux de
'f
(?^). De plus, ce mode de décomposilion ne

se prête pas à fournir le développement de cp(«) en série. Nous

adopterons donc, pour élément simple nouveau, une série dont la

composition a été suggérée par l'examen attentif des séries 2».

Au Chapitre XIII, nous avons trouvé les développements de plu-

sieurs fonctions de troisième espèce, les inverses des fonctions a*,

les inverses de leurs produits deux à deux. Ces développements et

beaucoup d'autres analogues avaient été formés par M. Biehler

dans une thèse remarquable, dont on doit recommander l'étude (^).

Mais c'est M. Appell qui, en créant le nouvel élément simple,

a conduit cette partie de la théorie au plus haut degré de per-

fection (-).

Séries doublement périodiques de troisième espèce.

Soient m un nombre réel et positif et q une quantité pJus

petite que l'unité, en valeur absolue (module). Prenons, en outre,

une fonction quelconque Q(^) d'une variable, et composons la

double série

(20) ^r(^)= V a7'«"^/««(«-i^6(a-^2«)^

où n acquiert successivement toutes les valeurs entières, positives

et négatives. Tout d'abord, en attribuant à x une valeur arbitraire,

nous voyons que les divers arguments de 8, dans les termes de la

série, constituent une double suite indéfinie

.r .r

i'x\) . .., —, 7 .,7 r, xff, xq\ .. .,

et que leurs valeurs extrêmes sont, d'une part, infiniment grandes,

de l'autre, infiniment petites. La convergence de la série dépendra

donc de la nature de la fonction B(:;) pour les valeurs infiniment

grandes ou infiniment petites de z.

(1) Sur les développements en séries des fonctions doublement périodiques

de troisième espèce; thèse par M. Gh. Bieliler; Paris, GauLlucr-YilIars, 1879.

( -
) Sur les fonctions doublement périodiques de troisième espèce, par M. P.

Appell {Annales scientifiques de VÉcole Normale supérieure, 3» série, t. I, p. i35;

t. II, p. 9; t. III, p. 9).
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Supposons que, pour ces valeurs de z-j ^{z) reste finie ou, plus

généralement, reste inférieure ou comparable à une puissance de z,

d'exposant déterminé. S'il en est ainsi, la série (20) converge ef-

fectivement; car, pour « = ± oc
, l'influence du facteur

disparaît devant celle du facteur ^'""', et les deux hypothèses,

m positif
^ q inférieur à V unité en valeur absolue^ assurent la

convergence.

La fonction W, définie de la sorte par la série (20), a évidem-

ment une propriété fort simple, relative au changement de x en

q- X. D'après sa définition, nous avons

W{q°^x) — ^^'«"^'««(«+1^6(^-^2/1+2),

Mais, changeant dans (20) n en (/i + i), altération permise

puisque la sommation s'étend de — 00 à -{- ce , nous avons aussi

W{x) = 'V ic'««+'«<7'««(«+i'6(:r<72«+2).

Nous concluons donc

(22) W{x) = x>"'W{q^-x).

Le nombre m peut, sans moins de généralité, être supposé en-

tier, et nous ferons cette supposition. Si, en efTel, m était frac-

tionnaire, avec p pour dénominateur, on remplacerait .r et ^ par

xP et qP\ le nouveau nombre m serait entier, et la fonction indé-

terminée Q(^) serait remplacée par ^{zP).

Si, de plus, on suppose la fonction 8(5) uniforme, la fonction

W[x) sera uniforme, elle aussi.

A chaque point singulier x de la fonction Q(^) correspondent,

pour W{x), des points^ singuliers, en nombre illimité, formant

une double suite (21). Chacun de ces derniers est de même na-

ture, pour W{x)^ que le point correspondant pour 8(x). Si nous

supposons que les points singuliers de B(^) soient tous des pôles,

ceux de W [x) seront aussi des pôles. Mais, comme ces derniers,

dans leurs suites illimitées (21), convergent tous vers zéro ou vers



470 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.

rinfiiii, W(x) est d'une nature transcendante pour x infiniment

petit ou infiniment grand; ce n'est pas une fonction fractionnaire.

Toutefois cette singularité disparaît, si, changeant la variable, on

remplace x par une exponentielle.

Soient donc

(23)
)œ=e~'^^\ rj^c^^,

A toute valeur de x correspond, pour u, une infinité de va-

leurs, avant la forme Uq-\- avo), où v est un nombre entier, et à

xq-" correspondent les valeurs Wo+ 2voj + 2/ico'. Ainsi chaque

point singulier de ^{x) donne lieu à un seul point singulier de

'!/(«) dans un parallélogramme des périodes.

Si donc nous supposons que B(x) soit une /faction ration-

nelle, la fonction à{u) est une fonction fractionnaire ayant,

dans chaque parallélogramme des périodes, des pôles en nombre

égal à celui des pôle? de la fonction Q(^). Gomme x est une fonc-

tion périodique de w, à période 2co, '}(«) a cette même période.

L'addition de la seconde période donne aussi, d'après la propriété

(22) de ^'(x), une propriété simple. En résumé, '}(?^) est une

fonction doublement périodique de troisième espèce, et Ton a

(^'4) \ -m'^'

Ces relations, comparées avec les relations générales (5), mon-
1 . , C w' c' Oi , 1 , 1

trent que la quantité ; est égale a m, en sorte que, dans

chaque parallélogramme des périodes, le nombre des racines

de '^{li) surpasse celui des pôles précisément de m.

Avant d'aller plus loin dans l'étude de la fonction 'j'(w), il con-

vient d'examiner les caractères particuliers des fonctions de troi-

sième espèce qui ont les multiplicateurs de ^(f/)- Les fonctions

fractionnaires o(u)^ qui vérifient les relations (11)

0(11 — 110} =0(11) e^"+/',

o{a + 2to') =r o (?*)<?'•'"+/*',
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ont, comme nous l'avons reconnu, la forme générale

to{u)=Ce 2/7r '"^' "n[G'(?« — P)]^

C(ji' — c'w
-. ^^^ 2u l

,

Un calcul direct et sans aucune difficulté donne, en outre, les

deux relations suivantes entre les constantes

Itz^ =1 II' r^
— hri -^ Cl] Lu — c'-/^to'-r- t7r(r/ ^

—

r^)lùl,

en sorte que la connaissance des multiplicateurs entraîne aussi

celle de ^ et de S/ç^, sans particulariser davantage la fonction ^{u).

Pour ^{11)1 h et // sont des multiples de «tz, le premier pair,

le second de même parité que //i, et nous pouvons les écrire sous

la forme suivante

h = i{ni — A-') t TC, h' = ( 1 k H- m ) t tt,

k^ et k étant deux entiers arbitraires. Nous avons aussi

, niir. cm'— c'to
c = o, c = j

; — m = ^ l.

W ITZ

Il en résulte

s /p — 2 A- to -i- 2 k' 0)',

miT:

'2 M
^1-^2 /cr, -}- 2k'r/-

On voit qu'il n'j a aucune restriction si l'on suppose k =^ k'= Oy

et l'on peut admettre commeforme générale desfonctions (^(u) y

ayant mêmes multiplicateurs que
<J^(?/),

la suivante :

(20) cp(?<) = Ge ^ (^{u — ax)^{u—a^^). ..(^{u — ap+ni)

avec la condition

(26) «i-i- «2+. . .4- ap^„i= bi-i- b^-^-. . .-r~ bp.

Par conséquent, en prenant trois constantes arbitraires P, P', a,

et composant la fonction
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on aura le type le plus général des fonctions fractionnaires de troi-

sième espèce, dans lesquelles l'excès du nombre des racines sur

celui des pôles est égal à m.

Éléments simples et entiers de troisième espèce.

Dans la définition (20, '>.3) de ^J>(w), ligure une fonction ration-

nelle arbitraire 8; mais cette fonction peut être décomposée en

éléments simples, en sorte que les diverses séries ^(^/) se réduisent

à des types distincts, en nombre limité.

Tout d'abord se présentent les séries où B est supposé un poly-

nôme entier. Considérons celles où B(^) est réduit à i, ^, x-, ...

ou^"^~'. Ce sont m fonctions entières différentes, et nous dési-

gnerons par Y^ri^ii) celle qui correspond à l'hypothèse B(.r) = x^ :

(27) Er{u) = ^ ^'''"-+-/'<y'""(«-l)+2«r^ ,. :^ O, I, '2, . . . (m — l).

n=—x

La liaison entre x et u est, bien entendu, exprimée toujours par

la relation (aS).

Si l'on remplaçait ^{x) par une puissance de x, d'exposant

supérieur à (m — i), on retrouverait l'une des fonctions précé-

dentes. Effectivement, que l'on change, dans (27), ii en (a? + 5),

on aura

E,.(u) =: ^ j;!!in+r+/ns fymn{n~\.)-+-2n{r-+/?is') gf/isis-D-i-irs

Ainsi, dans la fonction générale '\'{ii)^ la partie entière de la

fraction rationnelle quelconque 9 donne lieu simplement à une

combinaison linéaire des fonctions E/.(w), telle que

(28) XoEo(?0 + ^Mlil(") ^. .. H- l,n-iE,n-i(u),

OÙ les lettres \ désignent des constantes. Ces m termes sont d'ail-

leurs bien distincts et linéairement indépendants; ils se distin-

guent, en effet, par les exposants de x, qui, dans E^, sont des

multiples de m, plus i\

Ces séries ne sont pas nouvelles; elles reproduisent 2r, avec des

arguments convenablement choisis. Prenons, en effet, la défi-
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nition (VIII, 17) de 2r,, après' y avoir changé q en q^\ Nous pour-

rons écrire

izq" '*

'^i{v, qm) = V ^m/H/A-l)(_ ^2 y/^

Comparons à cette série cette autre

et concluons à l'identité des deux premiers membres sous la con-

dition

— z'^ — x"^q^-i\

c'est-à-dire, pour les arguments w, v^,

( 29 ) ( 2 p -T- 1 ) w = m ( ?^ — w ) H- 2 /c oj -h 2 /• w'.

Sans insister autrement sur ce sujet, qui se rattache à la théorie

de la transformation, concluons seulement à la connaissance des

racines de E^(w). Dans la fonction ^< employée, q a été remplacé

par q^j ce qui revient à conserver w et à remplacer to' par mw'.

Les racines v de S?, ont donc la forme générale [;. -f- [j.' ?

[A et ti.' étant des entiers, et celles de E,(«), d'après ('>>9), soni

données par la formule

2 [a -M / , •>./-\
,— O) -f- 2, a (o .

On voit que
(

i/ — —— co
j

est une 7?i''''"^ partie de période.

Chaque fonction E;- a m racines, et les m- racines des m fonc-

tions, diminuées chacune de co, reproduisent toutes les

^^iemeà partics de périodes.

Élément simple et fractionnaire de troisième espèce.

Prenons nxaintenant, pour 9, une fraction simple du premier

degré, sous la forme

ir. y
0(^)-

y
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Faisons correspondre à la quantité y un argument ç, comme if

correspond à .r, et désignons par F(w, (^) la fonction particu-

lière 6(«) ainsi déterminée

'TZ{ II — (.) ) « TT (
('

e ^
, J' = 6

(3o)
\

g''" -y

Pour le moment, nous considérons F(z^, v) au point de vue de

la seule variable u. Ses pôles sont donnés par la formule générale

2 k M — 2 k' '

Cette valeur particulière de a rend infini, dans la série (3o), le

terme où n est égal à — k' ] le résidu de ce terme, qui est aussi le

résidu de la fonction elle-même, a pour valeur

l'inn n"in[ii—\) {n=:-k').

Les pôles r -f- 2A co ont pour résidu commun l'unité.

Si l'on voulait supposer, pour 0, une fraction simple du second,

du troisième degré, etc., on introduirait ainsi des fonctions qui

s'exprimeraient linéairement par F et ses dérivées partielles prises

relativement au second argument v. On a, par exemple, en déri-

vant une fois.

— > :cw^m«(«-l) Z . ^ _^ [

co / X^ ^ \xq^'i—7/ ()ç OJ

Décomposition des fonctions de troisième espèce ayant

plus de racines que de pôles.

D'après les derniers paragraphes, on voit que la fonction <}(w),

composée avec la fraction rationnelle B la plus générale, se dé-

compose en deux parties, l'une entière E(«), l'autre fraction-

naire F(w),

(3i) ^{ii) = E{u)^F{u),
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et que les expressions de ces deux parties sont les suivantes :

Les coefficients 1, . . ., R, ... sont indépendants de u, et, dans

la seconde partie F( i<), la sommation s'applique aux divers pôles v,

dont, pour chacun,/? marque l'ordre de multiplicité.

Cette même formule ( 3i) est propre à donner Vexpression
de toute fonction ^{u) ayant mêmes multiplicateurs que ^{u)^

fonction dont l'égalité (26) a fixé la nature. En effet, ayant une

telle fonction ^{u)-, on pourra déterminer F(^^) par la condition

que ^{u) — F(«) soit une fonction entière. Il suffira, pour ce

but, que les coefficients R, pour cliaqvie pôle r, soient ceux du

développement de '-^{u) suivant les puissances ascendantes de

(m — r), comme il suit :

'^ ^ {u — v)p {u — v )P~^ '^' "~^ {u — Vf u— v

La différence cp(«) — F(«), ne devenant plus infinie, est dès

lors une fonction entière, elle-même de la forme (aS), puisqu'elle

a toujours les mêmes multiplicateurs que o(^u) etF(?/). Gomme
elle n'a plus de pôles^ la somme de ses racines est une période,

zéro, si Pon veut (26). Ces racines sont au nombre de m^ dans un

parallélogramme des périodes, et, si l'on donne [m — i) de ces

racines, la dernière se trouve fixée. Or on peut déterminer les

rapports mutuels des m coefficients À, dans E(?^), de manière

que E(w) ait précisément ces (m — i) racines, et, par suite, aussi

la dernière, en commun avec ^{u) — ¥(^u). Le rapport de cette

fonction avec E(«) est doublement périodique (de première es-

pèce), puisque les multiplicateurs sont respectivement les mêmes
pour l'une et pour l'autre. Mais ce rapport reste toujours fini;

c'est donc une constante.

Sous une autre forme, on peut dire que toute fonction ^{it-),

définie par l'égalité (aS), est développahle en une série telle

que ^(i^), la fonction rationnelle Q étant convenablement

choisie.
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D'après une remarque déjà laite (p. 47O? toute fonction de troi-

sième espèce, ayant plus de racines que de pôles, se réduit au pro-

duit de cp(w-i-«) par une exponentielle du second degré. Aussi,

pour ces fonctions, la formule de décomposition subsiste, sauf

changement de u en (?^ h- a) dans E et dans F, et sauf multiplica-

tion de ces éléments par l'exponentielle.

Décomposition des fonctions de troisième espèce ayant plus

de pôles que de racines.

Les fonctions fractionnaires de troisième espèce qui ont plus de

pôles que de racines sont les inverses de celles qui ont plus de

racines que de pôles. Une telle fonction ^{u) a donc pour forme

générale

(33) <i>{ii) = e-^"-
o(u-^- a)

où
'f
(w) est une quelconque (20) de celles qui ont les mêmes mul-

liplicateurs que F(z^, ^).

Soit, pour abréger,

(34) F(ii -^ a, V + a) eP{«^-.'5)^P'(«-.') = ,f (^^^ ^,).

Le produit (l> (u) rj (^it, v) est, par suite, une fonction fraction-

naire de n^ doublement périodique de première espèce. La somme
de ses résidus dans un parallélogramme des périodes est donc

nulle. En supposant u et (^ représentés par des points intérieurs

à un même parallélogramme, on voit se reproduire ici l'analyse de

M- Hermite, relative aux fonctions de première ou de seconde

espèce, et l'on conclut

(35) «1>(0

car ^'{u, p) a, comme F(?/, r), le pôle u =^ v avec l'unité pour ré-

sidu.

Dans cette formule, w désigne successivement les divers pôles

de <ï^((') à l'intérieur d'un parallélogramme des périodes conte-



CHAPITRE XIV. — FONCTIONS DE TROISIÈME ESPÈCE. 4??

nant r, et les coefficients R sont ceux du développement de ^(r)

autour du pôle (V :

^'''
) H- «-. «-

Ainsi, et c'est là une circonstance très remarquable, la même,

fonction F(?^, (^), mais considérée au point de vue du second argu-

ment, sert ici d'élément simple. Mais ce qui n'est pas moins digne

de remarque, c'est que le second membre de la formule de décom-

position (35), si l'on j mettait des coefficients 11 tout à fait arbi-

traires, ne serait pas doublement périodique (de troisième espèce)

comme ^(^). H convient de s'arrêter un peu sur ce sujet.

Si, pour composer la fonction rf, on avait mis dans son expres-

sion (34), au lieu de la fonction fractionnaire F(w + «, c -[- a),

l'une des fonctions entières £;-(?/ H- a), la suite de l'analyse se

serait faite comme précédemment; mais le produit ^{if^) ^(u^v)

n'aurait pas eu de pôle provenant du facteur é/, et, dans l'égalité

(35), le premier membre eût été remplacé par zéro. Ainsi, soit

(37) Er(n-i-a)e^'"'+P'"=Cr{ii), /• = o, i, ...,(m — ]).

Les coefficients de la formule de décomposition (35) satis-

font à m équations, telles cjue

(38) 2^'"^' ^''^'"^ ~^ ^' ^'''^'''^ '^' '•'^^1'-' *^r'~^'(<»^)] = O.

/=:o, I, ..., (m — l).

C'est, en quelque sorte, une généralisation de la propriété spé-

ciale aux fonctions doublement périodiques ordinaires, ou de

première espèce, propriété consistant en ce que la somme des

résidus Rq est nulle.

11 reste encore à s'assurer que les m relations (38), qu'on vient

de trouver, sont suffisantes pour rendre le second membre de la

formule (35) doublement périodique de troisième espèce. Ceci

nous amène à cbercher l'effet de l'addition des périodes au second

argument dans l'élément simple, et c'est là un des points les plus

intéressants de cette théorie.
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Propriétés de Télément simple, relativement au second argument.

D'après la définition (3o), on voit que F(u, ç) est une fonction

fractionnaire de r, et qu'elle possède, dans chaque parallélo-

gramme des périodes, un seul pôle c = ?/ + aAto + sA-'co'.

Quoique F(?^, v) serve d'élément simple pour les fonctions

de r, de troisième espèce, qui ont ui pôles de plus que de racines,

il est donc certain que F(^/, r) n'est pas, elle-même, une de ces

fonctions, puisqu'elle a un seul pôle.

Posons, pour abréger.

!t concluons

fiQ'l) -^^'"""^""'^''-'\.q,Z,_y

Comparons avec y'J\y), après avoir changé, dans/(j'), fi en

yy7n+ \

^i)i[n—\)(-,ni[ii—\)[n—1) .^— .
•

nous tirons de là

Mais on a identiquement

^in qti)i{n— \) yin

= ( iT ^2/i-2 yn-\ -^j\x ^ 2/i-2 y»-2 -^ . . . -}-ym - 2 ^ qla-1 _^ yin-A ,

La différence (89) ne contient donc plus de partie fractionnaire

et s'écrit ainsi
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Revenons maintenant à F(«, r) pour conclure

i ¥{u, V + 2w') = (— i)'" e ^ F(zi, v)

A cette relation il faut joindre aussi la relation évidente

(4i) F{u, V -{- i-uj) — F{ii, v).

Ces deux propriétés donnent lieu à deux propriétés analogues

pour la fonction j'(?/, p). Soient eu + h et c' u -\- h' les exposants

des deux exponentielles qui constituent les multiplicateurs

de ^(u, p), considérée comme fonction de u; suivant la défini-

tion (34) on a

g4P(0 (?t+ (ji))+2P'(ji) —- qCU^/i

mi TU 7i-hn
)

/ l)'"e " ^ QkV Oi'i II -h lu') -i-2P'M' -- ^c'u-\-h\

Il résulte alors de la relation (4i) cette analogue

$ ( u, P + 2 CO ) ^Pt^' — Pf»^ -+-2(0)2 H-P'('— P'(p-|-2(0) _ çi,_/i

(43)

en sorte que, pour l'addition de la première période à l'un ou l'autre

des arguments, on a les deux relations

(42) \ ^

Semblablement, de la formule (4o) on conclut le résultat de l'ad-

dition de la seconde période au second argument, et l'on a les

égalités

Si, dans le second membre de la formule (35), on change ç en

+ 2(1), on voit, par la relation (4^), que ce second membre se
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reproduit, multiplié par e~^^~'^. Mais, si l'on j chauge v en v + 2 to',

le second membre se reproduit, multiplié par e~^'^"'^', et il s'aug-

mente en outre de la quantité ci-après

( m — i-)i'K(i>+ix)

Pour que cette dernière soit nulle, quel que soit r, il faut et il suffît

que les relations (38) aient lieu effectivement.

Quelques formules relatives aux fonctions de troisième espèce.

Parmi les séries qui résultent de ces décompositions, appliquées

aux exemples les plus intéressants ou les plus utiles, on en a déjà

trouvé beaucoup, par une autre voie, dans le Chapitre XIII. Bor-

nons-nous à considérer encore les développements de l'inverse

de a*;/, élevé à diverses puissances.

Suivant ce qui a été indiqué 'précédemment (34)7 posons, en

rappelant le nombre m par un indice,

in( T\ II' — iT, 11 )

et écrivons simplement

D'après le développement de c>«(p. 3oo),

•ii\o 820

et la formule de décomposition (35), on a immédiatement

rf-'v i\ ^ 48 a'°p 120 ^ 40

Donnons maintenant quelques détails destinés à faire mieux

connaître l'élément simple F(;/, v). Nous considérerons seulement
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le cas /?2 = i; mais ce que nous allons dire peut être étendu, saiil

quelques modifications faciles, aux autres cas.

Dans le cas /n = i , il y a une seule fonction entière 'E(u), celle

qui doit être affectée de l'indice zéro, indice que nous pouvons

supprimer. Elle diffère seulement par un facteur de la fonction .^,

et, par suite, de du.

D'après la comparaison faite plus haut (p. 47^) et suivant les

formules du Chapitre VIII, on a, en effet.

1 / Il \ _1 /i.^ 1 . L

(44) E{ii) = — ie^^q '*:3i{—-,q\ = — iq '*i/ — ^^:fu.e
i(ii

.
-i /w i

-iq ^^-\^a'u.

L'élément simple fractionnaire, d'après sa nature, a la forme

générale des fonctions ^{u) (20) et, n'ajant qu'un pôle, il sera re-

présenté par une expression telle que celle-ci

'j{u — ol) :j(u ^ CL — p

)

/) 11- -h/ 71 II

' -^ (j'{u — v)

• Mais on ne connaît pas l'argument a, fonction transcendante

fort compliquée, sans doute, de l'argument r. Nous allons exprimer

F(?/, v) au moyen de diverses fonctions, dont chacune contiendra

une seule variahle.

Les deux fonctions de w, F(?/, v) et E(w), ont mêmes multipli-

cateurs; leur quotient est doublement périodique. Ce quotient

n'a que deux pôles simples ; en le décomposant en éléments simples,

on aura donc

(45) F(./,,o|[^=^(«-^)-a«)-+-^(^\

Il suffira, pour avoir l'expression de F(z^, (^), de connaître '>!>(t').

C'est une fonction nouvelle, dont nous allons facilement trouver

un développement. Mais remarquons, en passant, qu'on tire delà

xE((^) ^, ,E(P)

' L(a) ^ L(a)

y/ X y y/ X y :f{U —Ci) ^{U P + rt ) O' (^

I. 3i
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Multipliant aux deux membres par

on conclut

. / \ _; / \ Tilt'- — //-) -h i TZ >ll Cl T-> / \ TT" / \^(u-a)^(u-v---a)
^

'

^^
^^

F(a,v)E(u)
a'aa'{u — ç)a'{v — a) ^ '

^ E{a)

C'est justement la formule que l'on obtiendrait si l'on décom-

posait le premier membre en éléments simples, par les méthodes

données dans ce Chapitre, soit qu'on le considère comme fonction

de w, soit qu'on le considère comme fonction de r.

Revenons à ^((^). Pour obtenir son expression, développons les

deux membres (45) suivant les puissances ascendantes de (u — v).

D'après la forme (3o) de F(u, v)^ avec J7i = i , on trouve ainsi les

deux premiers termes du développement, en réunissant, dans la

série F, les termes qui répondent à deux valeurs de n, égales et di^

signes contraires :

Les termes correspondants, dans le second membre (45), sonl

Il — V
' '

en sorte que l'on a

(46) ^(^)=^^-^:-'^i:^""'-"^'"-^^^' r=-^
yll T^ -// iTZi'

Cette fonction entière à{^)j comme on le reconnaît sur cette

expression (46) ou sur la formule (45), a la propriété suivante :

(]; ( P -f- 2 0)'
) = (]; ( P ) -f- '2 r/ -r- — E ( (' ).

Pour ^^ =: o, la fonction s'évanouit et sa dérivée a une valeur re-
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inarquable. On a, en effet

•Ko)=- ^(_i).,^.(.-i)l_|^

[i- i^i-^ q^^)^ q^i^- qy)- q^(i-^ g^)-^ r^i^l^ rj^)...] = o,

^»-^-(^)'i:(-')"'^^""-";^-

En prenant la dérivée, aux deux membres, par rapport à i', dans

la relation (45), puis faisant (^ = o, on en conclut

(i7)
F(^^o)

r, n^— iTz II

a' Il

e 2tO — pj^ ^ (J;' (o ),

En ce cas particulier ç = o, la nature transcendante des racines

de F se montre avec netteté dans la formule (47)-

FIN DE LA PREMIERE PARTIE.



ERRATA.

Page 177, ligne 12 en remontant, au lieu de \, lisez Z,.

Page 289, à la fin du sommaire, ajoutez : Dégénérescence des fonctions elli

tiques.

Page 253, ligne 12 en descendant, au lieu de £r,, lisez 2-,.

» ligne i3 en descendant, «w lieu de Sr,, lisez 2r^.

Page 254, ligne 9 en remontant, au lieu de série, lisez séries.

iTZ / TX

Page 258, ligne 11 en descendant, au lieu de e •
, lisez — e

Page 398, ligne 5 en descendant, supprimez le /i° (10).
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