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Ueber Achromasie.

Von
F. KESSLER.

Hierzu Taf. I u, II.

Das Problem der Achromasie, zwei verschiedenfarbige Bilder eines
ebenen Objectes zur Deckung zu bringen, ldsst sich in zwei Elementar-
probleme theilen: n#imlich entweder die Bilder von gleicher Grésse her-
zustellen oder sie in eine Ebene zu legen., Jedes dieser beiden niederen
Probleme kann, wie im ersten und zweiten Abschnitt der folgenden Ab-
handlung gezeigt werden soll, fiir sich mittels einer Einzellinse geltst
werden, whhrend das vollstindige Problem, dem der dritte Abschnitt
gewidmet ist und zu dessen Lbsung mindestens zwei Linsen erforderlich
sind, durch die ersten unter neue Gesichtspunkte gebracht wird. Viertens
sollen die Beziehungen der Ersatzflichen®, die sich fir zwei Farben zu
Ersatzlinsen combiniren lassen, zu den Achromasien verschiedener Art
untersucht werden.

Indem hier von der sphiérischen Aberration abgesehen ist, also nur
nahe der Axe verlanfende, sogenannte Centralstrahlen betrachtet werden,
dient zur graphischen Darstellung und zau den beztiglichen Beweisen das
durch die Werke von Reusch®* und von Ferraris*** genugsam be-
kannte Verfahren, die Abstinde in der zur optischen Axe normalen Rich-
tung unermesslich zu vergrtssern, so zwar, dass die brechenden sphi-
rischen Fliéchen als Gerade erscheinen. Alsdann wird der gebrochene
Strahl construirt, indem man das durch den Einfallsstrahl abgeschnittene
Sttick der Ordinate des Kriimmungsmittelpunktes proportional dem Brech-
ungsverhiltniss verléngert resp. verkiirzt und den Endpunkt mit dem Ein-
fallspunkt verbindet. Die Abstinde in der Richtung der Axe werden

* Ann, d. Phys. u. Chem. N, F. XVI, 362— 3686,
**+ Constructionen zur Lehre von den Haupt- und Brennpunkten eines Linsen-
systems. 1870.
$** Die Fundamentaleigenschaften dioptrischer Instrumente, iibersetzt von
F. Lippich. 1879.
Zedtschrift £, Mathematik u. Physik XXIX, 1. 1
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positiv gezithlt vom ersten Scheitelpunkte weg im Sinne der Lichtbeweg-
ung, Krimmungshalbmesser von der Fliche aus zum Mittelpunkte ge-
nommen.

Erster Abschnitt.

Zwei verschiedenfarbige Bilder von gleicher Girosse.

1. Bedingungen gleicher Grdsse verschiedenfarbiger Bilder. In Fig. 1
sind o, und o, Scheitelpunkte, ¢, und ¢, Kriimmungsmittelpunkte zweier
Lingenflichen, 0,, 0,, C,, C; die in diesen Punkten normal zur Axe ge-
fihrten Geraden, n der Brechungsquotient des Linsenmittels fiir eine
bestimmte Farbe. Schneidet ein auf den Punkt a, der Axe gerichteter
Strahl die O, in e;, die C, in u,, s0o macht man auf letzterer ¢, v, = c,u,/n,
gieht e,v, bis a4, auf der Axe, wodurch 0; in ¢, C; in vy geschnitten
wird, zieht u,ay, das C; in v, schneidet, womit ¢;0, =n.cqu; wird, und
zieht egv, bis a4y auf der Axe. Dann ist a, das erste, a, das zweite,
d. h. das durch die Linse gegebene Bild von ¢,. Fiir zwei verschiedene
Farben, z. B. roth und blau, im Texte durch die Zeichen -, - unter-
schieden, erhidlt man alle genannten Punkte und Linien doppelt, also

schliesslich auch zwei Austrittsstrablen ¢;9, und e;v;, wie zwei Bilder a

und a,, die, sofern sie zu einem gemischtfarbigen Strahle resp. Objecte
conjugirt sind, gegenfarbig genannt werden sollen.

Bezeichnet man durch grosse Buchstaben die Grésse der Bilder in
den gleichlautenden Punkten resp. in den diesen entsprechenden Ebenen,
80 wird das Gréssenverhiiltniss der Bilder — bekanntlich gleich dem Ver-
biltniss deren Abstinde von dem Mittelpunkte der sie conjugirenden
Fliche — durch folgende Gleichungen ausgedrtickt:

1) Ay) Ay = (43/ 4,) (4] 4g) = (cy0/c3a,) (¢, /ey np),
Ayf Ay = (dy/ A)).(4,/4) = (czag[c5a)) . (c 0, /e ap).
Setzt man voraus, dass die beiden in a, und a, befindlichen Bilder des

Objects a, unter sich gleich gross werden, dass also .4;=,7,. so folgt
hieraus

2) _ Cgtg.Cya,/Ceay = Cy01g.¢,a,/Cya, .
Da nach der Construction ¢, a,/cga, = ¢, u,/cy0; auch ¢, a,/c,a,=c,u,/cyv,,
so geht Gleichung 2) iiber in

3) C3dy/CyVy = Cyagcyvy.
Mithin sind alsdann die Linien a7, und a,», parallel. Also:

Zwei gegenfarbige Strahlen werden parallel, wenn die
ihnen zugehdrigen Bilder gleich gross sind, und umgekehrt:



Von F. KessLER. 3

e o m P A A I i L i i P S

Sind zwei gegenfarhige Bilder gleich gross, so sind die zu-
gehorigen Strahlen parallel

Durch ein analoges Verfahren ergeben sich aus derselben Bedingung
Beziehungen zwischen der Dicke der Linse, dem zweiten Kriimmungs-
radins und anderen in Betracht kommenden Strecken, welche sich kiirzer
ausdriicken lassen, wenn man o,c,=r, 0gc;=ry, 0,03=d, ¢ cg=i

setzt, iibrigens aber die Abstinde der auf der Axe liegenden Punkte

vom ersten Scheitelpunkte o, durch die schlichten Namen dieser Punkte
selbst bezeichnet. 8o wird z. B.

_(1=mad +(@—a)d_(—n)na— (@ —a)r,

4) Cq v - - v - - -

na;,—na, (n—1)a, — (n—1)a,
5 g A —na)e —(n—n)aa, _ (n—n)aya,— (i —na)ry

a—aq (n—1)a, — (a—1)a;)
6) , _(n—maa—[(n—1)a—(i~Dald

2 [ ) .
nal—nal
_(i=m)a ay — [(n—1)a, — (1= D),
‘;1“;"1

Diese Gleichungen lehren, dass, wenn von einer Linse die erste Fliche,
zwei gegenfarbige Brechungsquotienten und ein Objectpunkt, mithin die
ersten gegenfarbigen Bildpunkte gegeben sind, fiir gleich grosse gegen-
farbige zweite Bilder die Dicke der Linse und der zweite Kriimmungs-
radins gegenseitig lineare Functionen sind. Ist d=0 oder die Linse
unendlich diinn, so ist ¢g=ry=r,. "Mit wachsendem d nimmt ¢; zu,
rgy ab, 8o dass d=¢; und r,=0, wenn

- v -

(;;—n)ala,

7) d= = — ~ -
(n—1)a, —(n—1)a,
ist. Wichst d noch weiter, so wird ry negativ, d. h. die Linse biconvex.

2. Isometrische Punkte einer Linse. Bezeichnet man einen Object-
punkt a, fiir den Fall der gleichen Grisse seiner zweiten gegenfarbigen
Bilder mit g, eben dadurch also auch dessen Abstand von o, im Sinne
der Lichtbewegung und setzt die Werthe von a, und a, aus ihren Con-
junctgleichungen mit g, nédmlich

8) PR LT R S R

(n—1)g+r, (n—1)g+r
in eine der beiden Gleichungen 5b) oder 6a), so ergiebt sich daraus
folgende Gleichung fiir den Abstand des Punktes g vom ersten Scheitel-

punkte
‘*
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9 9=~ = vs
nn(ry—ry) —~(mn—d) d—nni

Die Gleichung 9) ermoglicht es also, fiir zwei durch ihre Brechungs-

quotienten gegebene Farben aus den Dimensionen einer Linse den Ab-

stand einer in jenen Farben leuchtenden Ebene so zu bestimmen, dass

diese Ebene mittels der Linse zu zwei unter sich gleich grossen gegen-
farbigen Bildern conjugirt ist.

Denkt man die Lichtbewegung in entgegengesetzter Richtung, so
findet sich ein dem Punkte g analoger Punkt g', dessen Abstand von
dem zweiten Scheitelpunkte, aber im Sinne der urspriinglichen Licht-
bewegung gemessen, ist

10) g—d=

ryd rod
na(r,—ry)—(an—1)d d—nni

Die beiden Punkte g und g', wie auch die ihnen zugehrigen Ebenen
sind nicht etwa unter einander conjugirt, sondern jeder derselben ist zu
zweien anderen: g, und 5,, resp. g’y und 5’, so conjugirt, dass sowohl
die in g, und g befindlichen gegenfarbigen Bilder unter sich, als auch
die in ¢’y und g’y unter sich gleich gross sind. Man kann diese Punkte
g und ¢ deshalb ,,dichromatisch-isometrisch* oder auch innerhalb
des vorliegenden Bereiches schlechtweg , isometrisch* nennen. Den
Gauss'schen Hauptpunkten wiirde dagegen nach einem von J. B. Lis-
ting (1 24. Dec. 1882) mir im M#rz vorigen Jahres brieflich gemachten
Vorschlage die vielleicht auch sonst schon gebraichte Bezeichnung
. ytautometrisch* gewahrt bleiben. Letztere fallen bei Linsen und
Linsensystemen zusammen mit den Knotenpunkten, den tautogonalen
(Listing), nicht aber bei Systemen, deren Anfangs- und Endmittel
ungleich dicht sind. Offenbar wiirden bei letzteren also auch noch be-
sondere ,isogonale‘ Punkte fiir zwei Farben zu unterscheiden sein.

Die Gleichungen 9) und 10) sind, wie sich mit Voraussicht anf
Gleichung 12) zeigt, analog construirt mit denen fiir die Abstinde der
Hauptpunkte einer Linse von ibren entsprechenden Scheiteln, nur ist der
dortige einzelne Brechungsquotient hier durch das Product der beiden
gegenfarbigen ersetzt. Man kann daher sagen: Dichromatisch-iso-
metrische (isogonale) Punkte einer Linse sind tautometrische
(tantogonale) Punkte einer congruenten Linse, deren Brech-
ungsquotient gleich dem Producte aus den beztiglichen bei-
den gegenfarbigen Brechungsquotienten der ersten Linse ist.
Beispielsweise wiirden die Hauptpunkte einer Linse fiir n=2,4 (Diamant)
dieselbe Lage haben, wie die isometrischen Punkte einer Glaslinse fiir

n=1,5360 und n=1,5625, da in diesem Palle n=rn.n wire,
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3. Eigenschaften von Linsen, deren isometrische Punkte unendlich
weit entfernt sind. Die Gleichungen 9) und 10) lehren, dass, wenn -

1) a=2ni=r)
' nn—1

ist, beide isometrische Ppnkte unendlich weit entfernt sind. In diesem
Falle ist also ein parallel der Axe einfallender gemischtfarbiger Strahl
zu zwei unter sich parallelen gegenfarbigen Austrittsstrahlen conjugirt,
und die gegenfarbigen Brennweiten werden einander gleich.

Solche Linsen haben besztiglich der Lage ihrer Hauptpunkte mnoch
besondere Eigenschaften. Setzt man den Werth von d aus Gleichung 11)
in die bekannte Gleichung fiir den Abstand irgend eines, z. B. des ersten

rothen Hauptpunktes % einer Linse vom ersten Scheitelpunkte derselben
ein, so erhilt man *

12) ’;=— r.d _ =:1rl
n(ri—rg)—(n—-1d n-—1
and analog
13) h=11,
n—1
14) i’—d:vnr’ ’
n—1
15) F—a=2T0,
: n—1

Da die rechten Seiten der Gleichungen 12)—15) ebenfalls gewisse
Brennweiten einzelner Linsenflichen ausdriicken, so treten also bei einer
derartigen Linse folgende Coincidenzen auf:

I rother Hauptpunkt der Linse mit II blauem Brennpunkt der I. Fliche,

I blauer ” OO 5 II rothem ’ w L
II rother . 5 » I blauem » o 1L
II blauer ’ . » I rothem . s IL

oder allgemein: Ein farbiger Hauptpunkt einer Linse mit un-
endlich entfernten isometrischen Punkten coincidirt mit dem
gegenfarbigen und gegenzahligen Brennpunkt der gleich-
zahligen Fliche.
Diese Coincidenzen sind in Fig. 2 fiir eine convex-concave und in
Fig. 3 fir eine biconvexe Linse dargestellt und zwar, wie es bei graphi-
schen Beispielen in so kleinem Maassstabe unvermeidlich ist, unter An-
nahme der etwas fibernatiirlichen Dispersion n=3/2, n=14/9. Fur r,=30,
= 10 wird Gleichung 11) zufolge 'd =35 und, wenn man die Flichen-
brennpunkte, resp, ihre Abstinde von o, mit b bezeichnet, die Haupt- und
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Brennpunkte der Linse u.s. w. desgleichen mit 4 und /, "so werden hier
fr=—09, ff==1, K=0b,=63, K=b,=65, k=5, =84, h=F,=90,
/=156, f=162, die Brennweiten der Linse = F=—172 (Fig. 2). Die
Namen der Hauptpunkte sind (fiir beide Farben gemeinschaftlich) an
ihren Ordinaten da eingetragen, wo man diesen bei der gewdhnlichen
Construction zuerst begegnet: auf dem Durchschnittspunkte des Einfalls-
und seines conjugirten Austrittsstrables. Das von hier noch in der Farbe
des Hauptpunktes auf die Axe gefillte Loth trifft dann jedesmal den
gegenfarbigen Brennpunkt der darch das obige Schema oder Gesetz an-
gezeigten Fliche. Die von rechts nach links den Weg oc ey e, machen-
den Strahlen, fernerhin als ,riickgehende* zu bezeichnenden Strahlen
liefern b, und b, als erste Brenopunkte der zweiten Fliche, 4 und A als
erste Hauptpunkte und f und f als erste Brennpunkte der Linse, die
Yon links nach rechts anf oo'¢’, ¢’y ,hingehenden* Strahlen aber §,, &,
als zweite Brennpunkte der ersten Fliéche u. s. w. Ist dagegen ry=—10,
so wird d=170, K'=b,=40, =5, =42, f=48, =54, ['=16, [=18,
h=1b,=84, A=0,=90, F= F=36 (vergl. Fig. 3).

Das Vorhergehende lehrt auch, dass die bekannte Gleichung fiir die
Brennweite einer Linse, in welcher n einen Brechungsquotienten bedeutet,

Fe nrory
(r=1)[n(ry—r))+ (n—1)d]

und die nach n aufgelist zwar gewsbnlich, d. h. bei diinnen Linsen nur
einen , brauchbaren‘ Werth hierfiir liefert, sich nicht unter allen Um-
stinden so verhiilt. Setzt man in dieser Gleichung beispielsweise r, = 10,
rg=38, d=12, F=—194}}, so wird n=1,54925 + 0,01325 oder
n=15360, n= 1,5625, welche Werthe recht wohl vorkommen kénnen.
Es ist also nicht richtig, wenn man schlechtweg sagt, eine Linse aus
einem Stiick kénne nicht fiir zwei Farben dieselbe Brennweite haben.

4. Isometrische Punkte eines Systems mehrerer Linsen, Bezeichnet
man die Fundamentalpunkte und Brennweiten eines Linsensystems wie

bisher bei Einzellinsen, den Abstand von 4 hinter X durch 44, den von
h und k hinter dem ersten dichromatisch-isometrischen Punkte g mit y
und 7, so dass also y—y=dh ist, habe sodann das rothe Bild des
Punktes g den Abstand # vor A und das blaue den Abstand y vor K,
so wird vermdge der Ortsgleichungen dieser Bilder

16) (F—yp)(F+2)=F?,

17) (F—[y— 4R (F+y)=F,
und wegen gleicher Grisse der gegenfarbigen Bilder nach der Grossen-
gleichung
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18) v/ (y—am)=y/z
sein. Aus diesen Gleichungen ergiebt sich durch Elimination von = und y
- _F.ah_F.4ah
19) p=——= =
FeF 4F
und aus den mit Gleichung 18) analog aufzustellenden
v F.ah
20) : =7’
-, F.aK
o, F.aK

wonach sich die Lagen der isometrischen Punkte eines Linsensystems aus
den Lagen der gegenfarbigen Fundaflentalpunkte bestimmen lassen. Fir
jedwedes Linsensystem ist demnach

23) 7/r—g/g=F/F.

29) #IT=11y'=dh/ ¥,
oder in Worten: Die Abstinde dichromatisch-isometrischer
Punkte von ihreon zugehérigen Hauptpunkten verhalten sich
1. bei gleicher Zahl (Nummer) wie die Brennweiten der ent-
sprechenden Farben, 2. bei gleicher Farbe wie die Aende-’
rungen der Lage der entsprechend gezihlten Hauptpunkte.

5. Construction eines Linsensystems, dessen isometrische Punkte
unendlich weit entfernt sind. Die Gleichungen 19) — 22) lehren, dass
die isometrischen Punkte eines Linsensystems unendlich weit entfernt
liegen, wenn die gegenfarbigen Brennweiten gleich sind und dabei die
gegenfarbigen Hauptpunkte nicht coincidiren. Zun#chst handelt es sich
also darum, das Linsensystem so einzurichten, dass die von einem parallel
zur Axe einfallenden Strahl herriihrenden gegenfarbigen Theile das System
parallel unter sich verlassen. Beschriéinkt man sich dabei auf die am hiufig-
sten gebrauchten Combinationen von zwei planconvexen, mit ihren gleich
artigen Flichen nach derselben Seite gewendeten Linsen derselben Glas-
sorte (Huyghens- Ocular und Umkehrungesystem des terrestrischen Fern-
robrs), so lésst sich die Aufgabe zweimal variiren. Man kann erstens das
System 8o stellen, dass die Endfliche entweder convex oder plan ist, und
zweitens entweder den Halbmesser der sph#rischen Fliche der zweiten
Linse oder den Abstand dieser Linse von einem bekannten Punkte aus
den iibrigen Daten bestimmen. Daraus ergeben sich vier Fille,

I. Die Endfliche ist sphérisch und deren Kriimmungs-
halbmesser gesucht. Man berechnet aus den Daten die Orte der von
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der dritten Flidche entworfenen Bilder a, und ;3 (Fig. 4, wo der Deut-
lichkeit halber die Bildorte mit Fortlassen des Buchstaben lediglich durch
die Indices bezeichnet sind), bestimmt sodann die Lage des Divergenz-
punktes der beztiglichen Strablen, resp. dessen Projection oy, die nun
als Abscissennullpunkt gilt. Dann wird mit Riicksicht auf Gleichung 4a),
§ 1 der Abstand des Mittelpunktes ¢, der vierten Fliche von o,

25) cg= (R —1)dy 3 — (33— g0,

- - -
nas—naa

II. Die Endfliche ist sphéirisch und der Abstand der
zweiten Linse gesucht. Natiirlich mtissen die Dicke d; und der End-
balbmesser r, der zweiten Linse gegeben sein. Sind alsdann ;, und a4
die durch die erste Linse entworfenen Bilder (Fig. 4), welche durch 0,
nach a; und a, gebracht werden, und ist w, die Projection des Diver-
genzpunktes der an O, einfallenden Strahlen, zugleich Abscissennull-
punkt, wihrend w; die des gleichen der an O, austretenden Strahlen
noch unbekannt ist, 8o setze man ay—w, =, Gy—wy=y, 05—y =1z
Dann ist

26) z—z =n(0;—ay),
27) z-—y=;t(oa—;,),
- .28) (nag—nay)z = nn(a,—ay)og,

und mit Ricksicht auf Gleichung 6a), § 1
2)  r=C=Mey=((—De—GE-1)y](e—dy)

nx—ny

woraus nach Elimination von &, y, z der Abstand des dritten Scheitel-
punktes o5 von o, sich ergiebt:

30) oy= ";‘[(;“;‘)“a“n — (ay—ag)r ] — [(\"‘—1)'_“;2 —(n— 1);;21 dy
nn[(n—1)a— (n—1)a]

IIL. Die Endfléiche ist plan und der Kriimmungshalbmesser
der vorletzten Fliche gesucht. (Fig. 5.) Auch hier geht man,
wie bei II, von a,, 5, und wy aus. Da die Richtung der an der End-
fliche O, aunstretenden Strahlen unabhiéngig von dem Orte dieser Fliche
ist, 8o kann man sich diese behufs der Demonstration durch den Krtim-
mungsmittelpunkt ¢, der vorletzten Fliche gelegt denken. Zieht man
dann in beiden Farben egay bis e, auf 0; und bis u, auf C;, macht c4ry
== cyuy/n, zieht e;v; bis ay auf der Axe und bis ¢, auf 0,, zieht endlich zu
aguy eine Parallele durch ¢, bis a, auf der Axe, 8o sind ;;‘ und a, die letzten
gegenfarbigen Bilder. Damit aber, wie verlangt, a,¢, und ;424 parallel
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seien, miissen auch schon- ayu, und a\;t\;,, weil sie jenen parallel sind,
unter sich parallel ‘gewesen sein. Aus dieser Bedingung ergiebt sich dann
leicht folgender Werth fiir den Kriimmungshalbmesser r; der vorletzten

Fliche — alle Abstinde: ¢, 0, @ von o, aus zu zihlen —:
31) rs=c3_03=[(n—l)a,—(n-:l)a_,]o,—(n—n)a,a,_
ag— ay

IV, Die Endfléiche ist plan und der Abstand der zweiten
Linse gesucht. Bezeichnet o; den Abstand des ersten Scheitelpunktes
der zweiten Linse von o,, so transformirt man, da hier ry gegeben sein
muss, Gleichung 31) direct in

32) 05 = (&iv_ :’2) ':a + (;_—;') fiai .
(n—1)ag— (n—1)ay
Als Beispiele zur Anwendung dieser Formeln dienen die in Fig. 6
und 7 gezeichneten Linsencombinationen, bei denen aus friiher (§ 3) ange-

fidbrtem Grunde die stark differenten Brechungsquotienten n=23/2, "= 149
zu Grunde gelegt sind. Fig. 6 giebt in einem Grundmaasse von { mm
ein Huyghens-Ocular von folgenden Dimensionen: Dicke des Sammel-
glases d, = 28, des Oculars dy= 12, lichter Abstand beider o, — o0, =180,
ry=156, r;=>50. Hieraus ergeben sich die Abstinde der Fundamental-
punkte von o;:

K=1098 [=1443 ['=25544 £=290,55

KF=118}% f=1755 [f=25% A=232175

dh= 9% df= 31,2 4f= 9% dh= 312

b,=108, b,=118, 4b,=10, ¥,=290,8, §, =321}, 48'=305.
Fig. 7 giebt den Umkehrungsapparat eines terrestrischen Fernrohrs, ohne
Strahlenlinge, dessen Dimensionen béi { mm Grundmaass genommen
sind; d,=d,=35, o0,0,=360, ry=r,=—200, woraus die Abstlinde
von 0,

F=146,25.

=17y K=22 =391} =406
f=46} K=62 h=4304 [=446

Af=39} AN=40 4dh= 39} 4f = 40
by=18§, by=057}, 4b,=39}, b, =395, &', =435, 4V’ =40.

(3 N1

F=384.

Diese Berechnungen lebren, dass das § 3 fiir Einzellinsen, deren iso- .
metrische Punkte unendlich weit entfernt sind, bewiesene Coincidenz-
gesetz fiir derartige Linsensysteme nur annihernd giltig ist. Allem
Anscheine nach wiirde es aber auch hier absolute Geltung erhalten, wenn
man, wie dies bei theoretischen Entwickelungen gemeiniglich geschieht,
die Dicken der Linsen vernachlissigte.
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Es ist einleuchtend, dass die vorbehandelten Combinationen, auch
abgeseben von der libertriebenen Dispersion, noch nicht praktisch brauch-
bare Formen darstellen. Zun#chst wurde, wie dies auch in theoretischen
Lebrbiichern allgemein geschieht, angenommen, dass ein unendlich ent-
ferntes Object vorlige, wibrend bei dem wirklichen Gebrauch das Object
ein Bild in endlichem Abstande, zwar bei dem Huyghens- Ocular hinter,
bei dem Umkehrungsapparat vor der ersten Linse ist. Die deshalb etwa
nothige Ab#inderung in der Construction erstreckt gich jedoch nicht auf
die entwickelten Formeln 25) und 30)—32), da diese schon das durch
die dritte resp. zweite Fliche der Combination entworfene Bild als ge-
geben annehmen, Nach dieser Berichtigung wiirde noch zu bedenken
sein, dass auch bei gleicher Griese der gegenfarbigen Bilder diese doch
vermége ihres verschiedenen Abstandes vom Augenpunkte ungleich gross
erscheinen werden. Dies jedoch, wie auch die sphirische Aberration in
Betracht zu ziehen, wurde von vornherein hier nicht beabsichtigt.

Zweiter Abschnitt,
Zwei verschiedenfarbige Bilder in einer Ebene.
6. Bedingungen det Lage gegenfarbiger Bilder in einer Ebene. Wenn

man eine, Fig. 1 analoge Zeichnung mit dem Erfolge ausfiibrt, den Fig. 8
zeigt, dass die Geraden é,v; und e,v;, anstatt parallel zu werden, sich
in einem Punkte ¢ auf der Axe schneiden, so wird diese Coincidenz an
die Bedingung
33) 0Og 8-2/02;2 = 0262/02;2
gekotipft sein. Da alsdann c,5,=n.c;u; und cyvy=n.cyu,, also auch
34) ) oifi/;"cﬂ;:ﬁ=(él_d)/f—:(il_d_rs)r
0g€y/n.cotig = (a,—d)/n(a,—d—ry)
ist, so ergiebt sich mit Ricksicht auf Gleichung 33)
— (7“‘;')(‘;1—"‘)(;1_‘1) .
n(a, — d) — n(a, — d)
Hiernach kann man bei gegebener Dicke einer Linse den Halbmesser
der zweiten Linsenfliche so bestimmen, dass die durch die erste Fliche

35) rg

getrennt in den Punkten 2, und (;1 entworfenen Bilder eines gegebenen
Strahlpunktes der Axe wieder in einem Punkte ¢ der Axe vereinigt wer-
den, resp. die gegenfarbigen Bilder eines ebenen Objects wieder in eine
und dieselbe Ebene zn liegen kommen. Natiirlich werden diese Bilder,
wie aus § 1 folgt, ungleich gross scin. Solche Punktpaare, die also wie
t, — so werde «, in diesem Falle bezeichnet — und # flir zwei Farben
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zugleich conjugirt sind, kann man (dichromatisch-) isotopische
Punkte nennen. Sie entsprechen den Symptosen Listing's, in denen
fiir eine Farbe Object und Bild — ebenfalls verschieden gross — in
eine Ebene fallen. Man kinnte zur Analogie die Symptosen alsdann
tautotopische Punkte nennen.

Die Gleichung 35) lisst sich, wenn ry gegeben ist, nach d, der
Dicke der Linse, auflisen. Fallen die Strahlen parallel der Axe ein,

so sind 4, und a, die gegenfarbigen Brennpunkte der ersten Fliche und

deren Abstinde vom Punkte o, sind bei gleichzeitiger Einfihrung einer
Abkiirzung (m)

- v
nr, - v ar, v
=Mry, 6= =mry,

n—1 n—

36) a,=

welche Werthe in Gleichung 35) eingesetzt zu der Gleichung
37) & —[(m+m)r,—rg]d=mmr,(rg—r,)

fiahren. Somit kann man aus gegebenen gegenfarbigen Brechungsquo-
tienten und den Halbmessern beider Linsenfliichen die Dicke der Linse
8o bestimmen, dass Strahlen, die parallel der Axe von einer bestimmten
Seite einfallen, nur einen Vereinigungspunkt haben, oder dass die Linse
fiir die beiden Farben einen gemeinschaftlichen zweiten Brenn-
punkt besitzt. Soll aber fiir denselben Sinn der Lichtbewegung ein die
Axe schneidender Strahl zweien axenparallelen Austrittsstrahlen conjugirt
sein, 80 hat man die Linse nur umgekehrt zn denken oder in Gleich-
ung 37) r, durch — ry und r3 durch —r; zu ersetzen. Man findet dann
die Dicke, ftir welche die Linse einen gemeinschaftlichen ersten
Brennpunkt erhslt. Natiirlich filhrt die Auflésung der Gleichung 37)
zuweilen auf complexe (imagin#re) Werthe von d, wihrend nur reelle
und ausserdem positive physikalisch brauchbar sind. Fiir den ersten
Fall werden beispielsweise beide Wurzeln positiv, wenn », =3, ry=1,

n=1, n=1,6 gegeben sind, mithin nach 36), 37)
d® — 16d = — 48, daher d,=12, dg=4

erfolgt Setzt man fiir den zweiten Fall r, =22, r, =3, ro wird do=24,
—19.

7. Eigenschaften einer Linse, bei welcher zwei verschiedenfarbige
Brennpunkte coincidiren. Bezeichnet man, wie friiber, den Abstand der
Krtimmungsmittelpunkte der Flichen mit i, so erhilt man fiir axenparal-
lele Einfallsstrahlen gemiss 35), 36), ohne die Abkiirzung m zu
benutzen,

38) i=dgry—r= - — 19

nnr,—(n l)(n—l)d
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Setzt man diesen Werth in die Gleichung ftir den Abstand eines zweiten,
z. B. rothen Hauptpunktes von der zweiten Fliche ein, so wird dieser

nd _[nr-(n-1)d][ar, - (A=1)d] _ar-(n-1)d_ nr,

39) H-d=2 =1 -1 L - —L—d,
d-ni  nanr~-nr, -(n-1)(n-1)d n-1 n-1
folglich .
40) F=10
n—1
und analog
a1) K=TT1
. n—1

Ferner erhiilt man fiir axenparallele Austrittsstrahlen analog die
Gleichungen

42) =203
n—1
und
43) [
n—1
Die Gleichungen 40)— 43) lassen sich folgendermassen schematisiren :
Ist gemeinsam: ' 8o coincidiren:
I Brennpunkt I rother Hauptp. mit I blauem Brennp. d. IL Fliiche,
1 » I blauer . » 1 rothem » » I,
II » II rother » » II blanem ” w Loy
II ” II blauer " »» 1I rothem ” w L

In Worten: Weun bei einer Linse zwei gegenfarbige Brenn-
punkte coincidiren, so coincidiren auch die dem gemein-
samen Brennpunkte gleichzahligen Hauptpunkte mit den
gleichzahligen und gegenfarbigen Brennpunkten der gegen-
zahligen Fliche.

Diese Linsen unterscheiden sich von den in § 3 behandelten wesent-
lich in Folgendem: Die ersten haben fiir zwei Farben gleiche Brenn-
weiten. Infolge dessen liegen bei einer Linse beide isometrische
Punkte im Unendlichen; ibre Conjuncte sind die vier Brennpunkte und
es coincidiren vier Hauptpunkte .mit vier Flichenbrennpunkten. Die
zweiten haben einen gemeinsamen Brennpunkt, dessen Conjunct ein
im Unendlichen liegender isotopischer Punkt ist. Das zweite Paar
isotopischer Punkte (vergl. § 9) liegt im Endlichen und es coincidiren
zwei Hauptpunkte mit zwei Flichenbrennpunkten.

Eine Linse mit zwei Paaren gemeinsamer Brennpunkte ist nicht dar-
stellbar, da eine solche von symmetrischer Form sein miisste und alsdann

Gleichung 37) stets complexe Werthe fiir d liefert,
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8. Graphische Behandlung des Vorigen. Die eben nachgewiesenen
Coincidensen lassen sich auch aus Sktzen der neueren Geometrie ableiten.
So ist allgemein bewiesen worden, dass, wenn man zm zwei homocen-
trischen Strahlenbtischeln S(a, b, ¢) und S’(d’, V', ¢") die Verbindungslinien
I=6.'—d.b, m=a.c’—d.c, n=b.c’'—b".c zieht, die drei Geraden 7,
m, n homocentrisch sind.* Hieraus folgt bestiglich Fig. 8, wenn zuerst
& (45, Gy, a5) und ay(wy, wg, a;) die beiden Btischel sind, dass E',e_,, a,mg,
a,w, homocentrisch werden und weun u,(a,, 8y, 8;) und a,(wymya) die
beiden Bischel sind, dass v,v,, alm,, alm, homocentnach werden. Also

werden die vier Geraden ¢,é,, vyv,, a,m;, a,w, homocentrisch. Da aber
die beiden ersten derselben nmormal zur Axe, also unter sich parallel

sind, so sind auch 51;:, und a,w, unter sich parallel und normal zur
Axe. Dies gilt aber anch in dem besondern Falle, wo e,u; parallel zur

Axe ist, wo also die Fusspunkte der aus ;:, und r;, auf die Axe gefill-
ten Lothe die Hauptpunkte sind. Hiermit erweisen gich die Coinciden-
zen des § 7.

Analog li#sst sich die eingangs § 6 analytisch bebandelte Aufgabe
graphisch lésen. 8ind (Fig. 8) die durch die Vorderfliche O, zum Strah-
lenpunkte a, conjugirten Bildpunkte a,, a, und der Scheitelpunkt o,
gegeben, 8o zieht man sur Axe durch g, und a, Normale bis w, und m,
auf ¢,u,, verbindet @, und a, mit u,, zieht &;m, und e,wy, die u, 4, resp.
u ;"1 in », und 17, schneiden, zieht endlich 5,2;;, das die Axe in ¢;, dem
Krimmungsmittelpnnkt der Endfliche oy, schneiden wird.

Die oben nachgewiesenen Coincidenzen sind in Fig. 9 und 10 dar-
gestellt. Fig. 9 ist eine Linse mit gemeinsamem zweitem Brennpunkt
{ von den Dimensionen der zuerst in § 7 berechneten, zwar von der

klemeren der beiden m¥glichen Dicken, dg =4, woraus dann F=¥,=8,
k=¥ 1=9, der Abstand des zweiten Brennpunktes von der zweiten
Fl!iche, f—d=—5 wird. Dagegen ist in Fig. 11 der erste Brennpunkt
gemeinsam bei den Dlmenslonen r =22, r,=3, d=24, woraus h=b,
=32, h=1b,= 33, f= 44 erfolgen.

9. Bestimmung der isotopischen Punkte eines Systems von Linsen.
Sind die Fundamentalpunkte eines Systems bekannt und werden die

Brennweiten F=p, F=gq, der Abstand des ersten blanen Brennpunktes
hinter dem ersten rothen, 4/=a, der des zweiten blauen Brennpunktes vor
dem sweiten rothen, — 4/=p gesetzt, der Abstand eines isotopischen

Objectpunktes hinter f mit #, der des ibm conjugirten Bildpunktes vor

®* Witzschell, Grundlinien der neueren Geometrie (1858), § 89.
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[ mit y bezeichnet, so ist die Conjunction der beiden isotopischen Punkte
fir beide Farben ausgedriickt durch die Gleichungen

44) zy=7pt,

45) (z—ea)(y—B)=¢",
deren Wurzeln, wenn

46) P—+afp=m
und

47) V(o —¢*+ap)—4afpi=n
gesetzt wird, heissen

48) @y = (m+m)/28,

49) . y=m—w)/2a,

50) 2y = (m—m)/28,

51) yg=(m4+n)/2a.

Die hiernach zu bestimmende Lage dieser Punkte wird bei vielen Syste-
men imagindr, z. B. dem Huyghens-Ocular, dem Umkebrungssystem des
terrestrischen Fernrohres und dem Ramsden-Ocular. Bei denselben ist
anch die Lage der tautotopischen Punkte imaginir. Reell sind jedoch
siimmtliche Punkte dieser Art bei gewthnlichen Biconvex-Linsen. Um
dies zu zeigen, ist eine solche von den Dimensionen r, =29, ry=—58,

d=8,7 mm (also r;:ry:d=10:—20:3) mit der Dispersion n=3/2,
§=14/9 erstens Fig. 11 2} mal vergrissert von f bis ' und ¢,, dann

Fig. 12 zehnmal vergrossert von s bis s (Symptosen) gezeichnet. In
die letzte Figur sind ausser den isometriscben Punkten g, g’ auch ihre

Conjuncte g, g5, 93, 95 Gingetragen.

10. Grdssenverhfltnisse isotopischer Bilder. Bezeichnet man die
Grbsse eines Objects in der Ebene von /) mit X, die seines conjugirten
rothen Bildes in der Ebene von & mit ¥,, die des blauen daselbst mit
\1"1, die analogen des isotopischen Paares f,fy; mit X, z,, Iv’, und das
Grossenverhiltniss eines rothen Bildes zu dem in gleicher Ebene liegen-
den blauen mit 7, resp. 75, welche Zahl ,,chromatische Vergrésse-

rung* heissen soll, so wird nach bekannten Grissengleichungen und mit
Riicksicht auf die Gleichungen 44)— 51)

Y, _p—4
52) Tl_z_l—p’
Y, q+B-y,
° pAREETE T
mithin

¥, (p—y)(a,—a—q)
54 ‘ ==l AN .
) Wy T @) aFE—v)
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Aus den Gleichungen 44)—51) lassen sich aber auch folgende Gleich-
ungen ableiten:
95) (p—y1)/(x,— D) =y,/p =p/2,,
56) (2, —a—q)/(¢+B—y,) = a((y,—B) = (2, — a)/q,
vermdge welcher die Gleichung 54) tibergeht in

Dy {r, —a) D
Y1(z,—a) Py
57 = .
) Y 2,(y:—8B)
Ganz analog erhilt man ausgehend von den Gleichungen 44)—51)
n — )b
Yy (23— ) pre
58 = = .
) h Pg z3(y—B)

Multiplicirt man 57, 1) mit 58, m) oder 57, ;) mit 58,1), so erhilt

masng) _y(z,—a) ys(23— @)

zlx’-’n(h"ﬂ) ’1(.'/1"@'
was, da nach den Gleichungen 48)—51) z,y, ==z,y,, @y, =fz, und
ay, =P x, ist, auf
60) Lho=1
fihrt. Diese Gleichung lehrt, dass die chromatischen Vergrésse-
rungen der Bilder zweier coordinirter isofopischer Punkte
eines Systems reciprok sind.

Hiermit ist die Analogie zwischen den isometrischen (isogonalen)
ond isotopischen Punkten einerseits und den tautometrischen (tantogona-
len) und tautotopischen Punkten andererseits vollstindig durchgefiihrt.
Was fiir die erstgenannten Punkte betreffs der gegenfarbigen Bilder eines
Objects hier bewiesen wurde, das gilt bekanntlich aunch fiir die letat-
genannten Punkte betreffs des Objects und seines Bildes bei einer Farbe.

oder 1, 1.=

Dritter Abschnitt.

Zwei verschiedenfarbige gleich grosse Bilder in einer Ebene.

1. Das vollstindig achromatische System im Allgemeinen. Ein
dioptrisches System kann, wie § 4 gezeigt wurde, abgesehen von dem
Falle, wo sowohl 4 F, als auch 4% oder 4h'=0 ist, nicht mehr als zwei
dichromatisch - isometrische Punkte haben. Jeder derselben ist zwar mit
zwei gegenfarbigen Bildpunkten conjugirt, jedoch bleibt es dabei méglich,
dass Systeme besteben, in welchen die beiden gegenfarbigen Conjuncte
eines isometrischen Punktes coincidiren. In diésem Falle wird aber letz-
terer Coincidenzpunkt selbst zum zweiten isometrischen Punkte, dessen
gegenfarbige Conjuncte in dem ersten isometrischen Punkte coincidiren.
Folglich kann fiir ein dioptrisches System hdchstens ein Paar Ebenen-die
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Eigenschaft haben, dass ein Object in der einen zweien farbigen unter
sich gleich grossen Bildern in der andern conjugirt ist. Selbiges Paar ist
demgem#ss dann auch ein Paar isotopischer Ebenen, und zwar von der
chromatischen Vergrosserung Eins. Wire in diesem Falle noch ein zweites
Paar isotopischer Ebenen vorhanden, so miisste nach § 10 Gleichung 60)
die chromatische Vergrbsserung daselbst ebenfalls gleich Eins sein, d. h.
es wire auch noch ein zweites Paar isometrischer Ebenen vorhanden.
Da dies aber dem eben Geschlossenen widerspricht, so folgt der Satz:
Wenn in zwei durch ein dioptrisches System conjugirten
Ebenen die gegenfarbigen Bilder sich decken, so existirt
weder ein zweites Paar derselben Art, noch ein Paar Ebenen
von der Art, dass einem Objecte in der einen zwei ungleich
grosse gegenfarbige Bilder in der andern conjugirt sind.
Damit nun itherhaupt zwei gegenfarbige Bilder zur Deckung gelangen,
ist nur erforderlich, dass die von einem urspriinglich gemischten Central-
strahle herrithrenden szerstreuten gegenfarbigen Theile auf der letzten
Fldche sich treffen und dass die Krtimmung dieser Fliche den beiden
gegenfarbigen Austrittsstrablen ein und dieselbe Richtung verleiht, sie
also als einen einzigen Strahl austreten lisst. Dass dies mit Einer Linse
nicbt zu erreichen ist, liegt auf der Hand. Doch spricht vorl§ufig Nichts
dagegen, den Erfolg mit zwei Linsen von einer Glassorte zu erzielen.
8o erhellt aus Fig. 5, dass, wenn dort die zweite Linse so dick genom-

men wird, dass der Schnittpunkt der Strahlen ¢,0, und e,v, in die letste
plane Fliche zu liegen kommt, ‘dass dann nach der letzten Brechung
beide Strahlen als ein einziger austreten, mitbhin zwei sich deckende
Bilder geliefert werden. Indessen wiirde eine so bedeutende Dicke der
Linse derartige andere Nachtheile im Gefolge haben, dass man auf die
Anwendung dieser Methode in der Praxis verzichtet und sich darauf
beschriéinkt, zwei verschieden stark zerstreuende Mittel zu combiniren.

12. Achromatische Combination fir einen endlichen Objectabstand.
Mikroskop - Objeotiv. Angenommen, die beiden Mittel bestehen aus
Kronglas und Flmtglas mit ihren resp. gegenfarbigen Brechungsquotien-
ten n,, ”1 und 7y, n,, es seien der Abstand des Strahlpunktes, beide
Kriimmuugshalbmesser und die Dicke der ersten (Kronglas-) Linse ge-
geben, auch werde die Endfliche derselben von der Vorderfliche der
Flintglaslinse vollstindig beriihrt: so wird auch schon iiber die Dicke und
den Endhalbmesser der Flintglaslinse, sowie iiber den Abstand des Bil-
des verfiigt sein. Denn die (Fig. 13) in ¢, auf 0, eingefallenen und dort
divergent gewordenen gegenfarbigen Theile des Strahls werden bei der
zweiten Brechung aus Kronglas in Flintglas in & und g auf O, (bei
geeigneter Krtimmung dieser Fliche) wieder convergent und hestimmen
durch die Lage ihres Schnittpunktes & den Ort der Endfliche Oy Be-
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zeichnet man mit a; und a, die Abstinde der durch die zweite Brechung
entworfenen Bilder von der Endfliche Oy, so ergiebt sich der Halbmesser
ry dieser aus der Gleichung 6a), § 1 oder 35), § 6, deren jede bei d=0 in
61) r= (a2t
. Mgy — Ny ay
ibergebt. Hiermit ist dann auch der mit a, ftir die beiden Farben con-
jugirte Punkt @, bestimmt, und wie aus dem Satze § 10 erhellt, sind
dann @, und a, die einzigen durch dieses System fiir beide Farben zu-
gleich conjugirten Punkte (Ebenen) mit gleicher Grisse der gegenfarbigen
Bilder.

Um diese Beziehungen graphisch deutlich und richtig darzustellen,
sind folgende exorbitant differente, resp. hohe Brechungsquotienten fiir
die beiden Mittel angenommen: n,=1,5, '\"1": 1,6 fir Kronglas und
ng=1,7, n,=1,9 fiir Flintglas. Befindet sich der Strahlpunkt a, alsdann
im Abstande 630 vor o, und ist r, =90, d, =10, ry=— 40, so berech-
nen sich Dicke der Flintglaslinse d, = 0404 = 760/89, Endhalbmesser
rq=—1316160/8633 und Abstand des zu a, conjugirten Punktes a; von
o, weg 0,a;=52650/181. Dieses Conjunctpaar, die Scheitelpunkte und
die Fundamentalpunkte liegen dann in folgender Reihe:

a9 ff o, kh oy KK oy FF a
und man erhilt die Abstinde

fo, = 190,707 220 o,f' = 205,066 274
o,h= 3,455 334 o, X' = 10,903 720
fh=194,162 554 = F =K [ =194,162 554
fo, = 190,258 271 o, f* =204,978 570
o,h= 4,102 714 o,F= 10,617 585
fhA=194,360 985 = F = hf =194,360 985,

fo,—fo,= 0,448 949 =4f, ok —oh= 0,647 380 =44,
o,f'— o,f'= 0,087 704 =4df", ok—o, K+ 0,286 135=4¥,
F—F=0,198 431 =4F.

Es coincidiren also weder gegenfarbige Brennpunkte, noch werden solche
Brennweiten gleich. Dagegen lassen sich mittels dieser Werthe folgende
bereits allgemein bewiesene Gesetze verificiren:

1. Weil a, und a5 isometrische Punkte sind, so muss mit Riick-
sicht auf die Gleichungen 23), 24) fiir das vorliegende Beispiel sein

agh: agh=HNay: 5'08 =F:F, ayh:Kag= ao\il :Wag=dh: 4K,
II. Weil a, und a; isotopische Punkte sind, so folgt aus den

Gleichungen 44), 45)
Zeltschrift . Mathematik u. Physik XXIX, 1. 2
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ayf . ['ag = F3, a,,}“'. 7'a3= »,

III. Weil o, und a; sowohl isometrische als isotopische
Punkte, d. h. wirkliche achromatische Conjuncte sind und kein anderes
Paar dieser Art vorhanden ist, so diirfen die Gleichungen 44), 45) hier
nur ein Wurzelpaar geben. Dieses findet statt, wenn der durch Gleich-
ung 47) substitnirte Werth » gleich Null ist. -

Aus der Gleichung

62) w=y(p*—¢'+aB)' — 4afp*=0

folgt aber
63) ef=(p—9)*

oder gemiliss der zuletzt gebraucbten graphischen Bezeichnung
64) . Af.Af = (4F)},

was (iberall numerisch genau tibereinstimmt.

Die Gleichung 64) zeigt am deutlichsten das charakteristische Merk-
mal eines vollkommen achromatischen Systems: Dag Product der Aen-
derungen der Lage der Brennpunkte ist gleich dem Quadrate
der Aenderung der Brennweite,

Man kann ein solches System von dem folgenden unterscheiden durch
die Benennung: Mikroskop- Objectiv. — natiirlich nur in theoretischem
Sinne, da die wirklichen Mikroskop-Objective aus mehreren derartigen
Systemen bestehen.

Eine Zeichnung der hauptsichlichsten Strahleng#inge im Mikroskop-
Objectiv konnte bei den trotz der tibertriebenen Dispersion verhiltniss-
missig sehr kleinen Aenderungen der Lage der Fundamentalpunkte nur
stiickweise wiedergegeben werden. Fir Fig. 13 ist die Einheit des Hori-
zontalmaassstabes 2 mm, und wenn man den oberen Theil der Figar um
298 mm héher stellt, so dass z. B. ¢, ¢; 360 mm dber der Axe liegt, so
werden die verldngerten Geraden ¢ q,, &5ay, €, f, €,/ in den verhéltniss-
missig richtigen Abstiinden, z. B. ¢ a, in 1260mm vor o, die Axe treffen.

13. Achromatische Combination fir einen unendlichen Objectabstand.
Teleskop-Objectiv. Die Construction einer auf unendlichen Abstand des
Objects zu achromatisirenden Kron-Flintglas- Combination folgt genaun
den in § 12 dargelegten Grundsiitzen.®* Fig. 14 zeigt den Durchgang
axenparallel einfallender Centralstrahlen durch eine Doppellinse, zu wel-
cher wieder die vorigen Brechungsquotienten, ferner r, =108, d, = 16,
ry=—48 angenommen sind. Demgem#iss wird dy=175/7 und ry=

* Diese sind natdirlich fiir die Praxis nicht ohne Weiteres massgebend, da
bei wirklich herzustellenden Combinationen die Aenderung der Dicke beider Gliser
nach dem Rande hin oder der Einfluss der Kugelgestalt auf die chromatische
Aberration berticksichtigt werden muss, daher die Flintglaslinse sich als diinner
wie hier berechnet im Verhiltniss zur Kronglaslinse herausstellt.
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—186,309. Dann coincidiren die gegenfarbigen zweiten Brennpunkte und
Hauptpunkte f* mit / und % mit &, nicht aber f‘ mit f, aucht nicht % mit .
Es gelten also die Gleichungen

65) df' =0,
66) 4dF=0,
67) 4arzo,

und numerisch werden
fo,=233,223 ..., fo,=231,93 ..., 0,A=3490..., o fi=4820...,
o =0,h=14,026 ..., o, =o,f=250,739 ...,
F=F=236713..., df=4h=1330....
Die Einheit des Horizontalmaassstabes der Zeichnung ist 14 mm, den
oberen Theil derselben hat man sich um 252 mm erhoht zu denken, um
die Lagen der Brennpunkte gemiiss der Rechnung zu erhalten.

Bei einem achromatisirten Teleskop-Objectiv erscheint also der
zweite Brennpunkt als zweiter isometrischer und zugleich als ein iso-
topischer Punkt. . Denn man kann sich ja den Einfallsstrahl als von
einem immerhin unendlich weit entfernten Punkte ausgegangen denken,
der dann der gemeinsame Conjunct ist. Dies wiirde nach der Deduction
des § 11 das Vorhandensein irgendwelcher anderer solcher Punkte aus-
schliessen, wenn nicht hier die dort aus § 4 tbernommene Einschriokung
auftriite, dass sowohl 4%’ als 4/ =0 sind, also der Abstand des zweiten
isometrischen Punktes von den zweiten Hauptpunkten nach den Gleich-
ungen 21), 22) _ .

. -, F.AK o, F. 4K
- aF

—ar 7T
in die Form 0/0 iiberginge. Dies fithrt mit den Orts- und Grbssen-
gleichungen des Systems zu dem Schlusse, dass jeder Punkt der Axe
vermittelst der riickgebenden Strahlen zwei unter sich gleich grosse und
um die Strecke 44" abstehende Bilder liefert. Also: Das vollsténdig
achromatische Teleskop-Objectiv hat unendlich viele zweite
isometrische Punkte.

Vierter Abschnitt,

Beziehungen der isotopischen Punkte dioptrischer Systeme
zu deren Symptosen und Ersatzflichen.

14. Bestimmung der isotopischen Punkte eines Systems durch dessen
Ersatzfiichen. Ersatzlinse. Es ist unliingst auf apalytischem Wege be-
wiesen worden®, dass man simmtliche axialen Conjuncte einer Linse fiir

¢ Ann. d. Phys, u. Chem. N. F. Bd. 16 S. 862 — 865.
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eine Farbe in unverinderter Lage darstellen kann durch eine einzige
Fldche, deren Scheitel- und Mittelpunkt die beiden S8ymptosen sind und
deren Brechungsquotient gleich dem Verhiltniss der Abstinde der beiden
Brennpunkte von einer Symptose ist. Es l#sst sich aber von vornherein
zeigen, dass dies ftir alle dioptrischen Systeme gilt und nur bei imagi-
nirer Lage der Symptosen unverwerthbar wird.

Bei jedem dioptrischen System ist n#mlich das Product aus den Ab-
stinden zweier conjugirten Punkte der Axe von ihren zugehirigen Brenn-
punkten constant. Da nun eine Symptose ihr eigener Conjunct ist, so
geniigen speciell die Orte der Brennpunkte und einer Symptose zur Be-
stimmung aller ilbrigen axialen Conjuncte desjenigen Systems, welchem
sie angehtren. Eine brechende Fliéche aber, deren Scheitelpunkt oder
deren Kriimmungsmittelpunkt eine Symptose ist und deren Brennpunkte
die jenes Bystems sind, hat bierdurch mit demselben so viele Daten ge-
mein, als zur Bestimmung aller tibrigen axialen Conjuncte néthig sind.
Mithin miissen dann auch alle tibrigen axialen Conjuncte der Fliche und
des Systems tibereinstimmen.

Es sei (Fig. 15) eine Linse mit den Flichen O,, 0,, deren Scheitel-
punkte o, oy, Mittelpunkte c,, ¢;, und mit solchen Brechungsquotienten ;z, n
gegeben, dass die Brennpunkte nach f_, ;‘, f, f’ » die Symptosen nach 5,
s, ¥, § fallen. Die Punkte 5 , & sind in Fig. 15 nahe bei einander auf
etwa 4 der Strecke c,0, nachzutragen. Ein Paar isotopischer Punkte sei
{, und 4. Dann wird ein den Punkt {, auf dem Hinwege passirender
8trahl, der in ¢, auf O, einfillt, dort in zwei gegenfarbige Strahlen zer-
legt werden, die, nach é; und E, auf O, gelangt, dort weiter nach ?s
und é; 80 gebrochen werden, dass €3¢, und e‘;e; nach # convergiren.
Stellt man nun eine Ersatzfliche, z. B. S’, deren Scheitelpunkt s, Mittel-
punkt s’ und Brechungsquotient ve= s:-f_'/ f'§ ist, so wird ein von e auf ¢
zu gerichteter, in ¢ auf S einfallender Strahl dort nach 1, gebrochen wer-
den. Stellt man dagegen die Ersatzﬂuche § mit dem Scheitel s » Mittel-
punkt s nx\nld Brechungsqnohent v—s/ /fs 8o muss ein auf dem vorigen
Wege in & auf S einfallender Strahl dort ebenfalls nach # gebrochen
werden.

Invertirt man aber den zuerst fiir S angenommenen Brechungsquo-
tienten v in v'—fs_/s-/;, wihrend der von S ungeiindert bleibt, und ver-
bindet beide Flichen zn einem System, 80 wn'd ein auf der Geraden es
gegen I, gerichteter Strahl in ¢ nach & auf S also gegen #,, in ¢ aber
wieder nach f, gebrochen werden. Der Punkt ¢ wird also dann zu einer
Symptose eines aus den beiden Ersatzflichen § und S gebildeten Systems,
das demgemiiss ,,Ersatzlinse* genannt werden kann.  Die beiderseits
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diese Linse begrenzenden Mittel sind jedoch unter sich von ungleicher
optischer Dichtigkeit.

Ebenso gut képnte man natiirlich der Fliche S ibren urspriinglichen
Brechungsquotienten belassen und den von § invertiren. Dann wiirde
ein gegen (, gerichteter, von ¢ nach ¢ gelangender Strahl hier nach
g gegen {4 und in ¢ wieder nach i, gebrochen werden, und wire {, die
Symptose dieser zweiten Ersatzlinse. Fiir die erste Ersatzlinse kann man
aber f{, und fiir die zweite 4 den ,,inneren Conjunct® der Symptose
nennen. Also: )

Ein Paar isotopischer Punkte eines Systems wird ge-
bildet von einer Symptose und deren innerem Conjunct,
beide gehdrig zu einetn System, das aus zwei gegenfarbigen
Ersatzflichen des ursprtinglichen Systems besteht mit der
Ab%inderung, dass der Brechungsquotient einer der beiden
Ersatzflichen invertirt wird.

Nattirlich hat im Allgemeinen die sogenannte Ersatzlinse in jeder
von beiden Versionen noch eine zweite Symptose, die auch nicht der
innere Conjunct der ersten ist; also hat das urspriingliche System dann
auch noch ein zweites Paar isotopischer Punkte. Dieses, mit #, und ¢,
zu bezeichnen, liegt bei den fiir Fig. 15 angenommenen Daten der ur-
spriinglichen Linse, r, =2, ry,=1, d=4 (mm), n=3/2, ne= 14/9, so
nahe an 0, und noch niher unter sich zwischen s’ und c;, dass weder
seine Lage, noch der beztigliche Strahlengang angedeutet werden konnte.

Wenn man nun die ibrigen noch méglichen Combinationen von je
zwei gegenfarbigen Ersatzflichen, deren jede in zwei Versionen bestehen
kann, noch sechs andere, im Ganzen also acht Ersatzlinsen aufzustellen
vermag, so liefert doch jedes derartige Flichenpaar, wie auch ohne be-
sondern Beweis aus der Natur der Gleichungen 44), 45), (§ 9) ein-
leuchten wird, immer wieder die n#mlichen zwei Paare isotopischer
Punkte, welche nur unter Umstinden, wie sie der besondere Fall des
§ 12 mit sich bringt, zu einem Paare coincidirt, sonst aber auch eine ima-
gindre Lage erhalten kann.

15. Besondere Eigenschaften der Ersatzlinsen von mehr oder weniger
vollkommen achromatischen Systemen. Die soeben als ausfiihrbar ge-
zeigte Methode, die isotopischen Punkte eines Systems zu finden, indem
man die Symptosen desselben ermittelt, daraus eine Ersatzlinse bildet
und die Symptosen der letzteren aufsucht, wiirde in der That graphisch
nur ein unsicherer, arithmetisch ein weiter Umweg sein. Immerhin kann
sie behufs theoretischer Vergleichung dioptrischer Systeme von verschie-
denen Graden der Achromasie einigen Nutzen gewihren.

8o erhdllt man darnach aus einem System mit zwei coincidirenden
gegenfarbigen Brennpunkten, wie sie in § 7 behandelt wurden; bei-vier
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von acht mtglichen Combinationen je eine Ersatzlinse, von welcher der
zweite Brennpunkt der ersten Fliche mit dem ersten Brennpunkte der
zweiten Fliche coincidirt, also ein teleskopisches System. Wihrend
in dem urspriinglichen System der gemeinschaftliche Brennpunkt und
sein im Unendlichen liegender Conjunct zusammen ein Paar isotopischer
Punkte ausmachen, also noch ein zweites vorhanden ist, bestebt letzteres
in den gedachten vier Fillen dann aus der einzigen im Endlichen liegen-
den Symptose der Ersatzlinse (teleskopisches System) und deren innerem
Conjunct. Man bemerkt eben bei dieser Gelegenheit, dass, wie bisher
wohl kaum beachtet worden ist — mit Ausnahme eines noch zu bespre-
chenden Falles —, ein teleskopisches System stets eineim End-
lichen liegende Symptose® hat, wihrend die andere nebst siimmt-
lichen sonstigen Fundamentalpunkten — iiber deren relative Lage man
jedoch aus der Natur des Systems Aufschluss erhalten kann — im Un-
endlichen liegen.

8ind niimlich (Fig. 16) o, und o, die Scheitelpunkte der Flichen
einer Ersatzlinse, ¢,, @, und @, @', deren Fléchenbrennpunkte, so ist
dieselbe bekanntlich teleskopisch, wenn, wie die Figur bei negativem @,
darstellt,
68) - oyay=0,4+ 0,
ist, also ¢, und @, coincidiren. Bezeichnet man den Abstand ¢, ¢’y
durch X, den Abstand einer Symptose ¢ hinter ¢’y mit x, also hinter

@, mit 2+ X, den ibres inneren Conjuncts « vor g@,, also auch vor (p',
mit y, so ist zufolge Ortsgleichung

69) @+ K)y=0,.0,,
70) zy=@,. 0%,
woraus
0,. 0. K
71 =00k
) =9.0,—0,0,

resultirt. In der Figur ist numerisch o, =21, »,=3/2, § =135, v,=3/4,
¢; =7 angenommen, demgemiiss x = 16.

Die Gleichung 71) lehrt, dass, wenn @,. &, =@,. @, ist, =00
wird. D. h.: Wenn bei dem urspriinglichen System, das wir uns aus
Linsen mit Luft umgehen bestehend denken, nicht nur zwei gegenfarbige
Brennpunkte coincidiren, sondern auch zwei gegenfarbige Brennweiten
gleich werden, also = ¥ und auch, weil /= @,.®, und Fr= 0,.0,,
mithin @,.¢", = ®,.®’,, so liegen beide Symptosen der Ersatz-
linse im Unendlichen. Diese ist also dann noch ein teleskopisches

* Die Ersatzfliche eines teleskopischen Systems ist eine durch die Symptose
gelegte Ebene, deren Brechungsquotient gleich der Elongation des, Systéms,
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System besonderer Art, n#mlich ein solches, dessen Elongation gleich
Eins ist — nicht auch dessen Vergrésserung. Denn die Elongation —
kurg definirt: die relative Geschwindigkeit, mit welcher sich Object und
Bildpunkt auf der Axe bewegen — ist nur speciell bei den Systemen mit
gleichem Anfangs- und Endmittel gleich dem Quadrate der Vergrisserung,
allgemeiner gleich dieser Grisse, multiplicirt mit dem Product aus den
Brechungsquotienten simmtlicher Flichen oder mit dem Quotienten aus
den Dichtigkeiten des Anfangs- und Endmittels.

Schliesslich verdient noch die Eigenschaft der Ersatzlinse hervor-
geboben zu ‘werden, die dem achromatischen Mikroskop - Objectiv (§ 12)
entspricht. Sie ist weder ein teleskopisches System, noch hat sie coinci-
dirende Breonpunkte oder gleiche Brennweiten, wohl aber zwej im
Endlichen coincidirende Symptosen. Wenn niémlich — um, wie
in § 12, von einem dreiflichigen System auszugehen — a, ein Strabl-
punkt und a; dessen Conjunct fir zwei Farben ist, diese beiden aber
zugleich die einzigen ibrer Art sind, so wird bei vier Ersatzlinsen des
Systems g, Symptose und a, ihr innerer Conjunct, bei den vier ibrigen
a, Symptose und a, deren innerer Conjunct,

Da dies apagogisch sich leicht nachweisen li#sst, so mdge folgendes
Beispiel zur Erliuterung gentigen. Man denke sich ein dem Mikroskop-
Objectiv analog gebildetes System, dessen Fundamentalpunkte (Fig. 17)
so liegen, dass Af=4, Af'=1, F=50, F=52, ff=125, also die
Bedingungsgleichung 64): 4f. 4f = (4 F)? erfillt ist. Die Gleichungen
46)—51) liefern alsdann z,=z,, af =100, y, =y, =fb=25. Der in
§ 14 beschriebene Weg dagegen giebt die Lage der Symptosen fs=25,
f§=100, fs=60—8)T14, f¥=60+8)14. Nimmt man hiernach die
Ersatzlinse mit den Scheitelpunkten s, s und den Mittelpunkten s &,
demgemdss fir s den Brechungsquotienten »=100/25=4 und fir s den
jnvertirten v = (60 — 8 /14)/(60 + 8 J/'14), so werden, die Hauptpunkte der
Ersatzlinse durch 7 bezeichnet, wie Fig. 18 in kleinerem Maassstabe
seigt, @'f—2700, fp=2500, also ¢'p=>5200, whbrend ¢'n'=d'
= 6000 —800 14, 5@ = ® = 15004200 /14, also @.d = 6760000
=2600%, der Abstand der Symptosen der Ersatzlinse vom ersten Brenn-
punkte o=@ =2600, also nur eine Symptose, und der Abstand des
innern Conjunctes dieser Symptose vom zweiten Brennpunkte ¢, "= 2400,
also coincidiren ¢ mit ¢ und 6, mit b.

Es lassen sich also folgende Sitze aufstellen:

I Die halbe Anzahl der Ersatzlinsen eines Systems mit
zwei coincidirenden gegenfarbigen Brennpunkten sind je
ein teleskopisches System, dessen Elongation gleich ist der
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chromatischen Vergrésserung fiir den gemeinschaftlichen
Brennpunkt des ursprtinglichen Systems. Eine S8ymptose der
Ersatglinse liegt im Endlichen, die andere im Unendlichen.

II. Die halbe Anzahl der Ersatzlinsen eines vollkommen
achromatischen Teleskop-Objectivs sind je ein teleskopi-
sches System von der Elongation Eins, Beide Symptosen der
Ersatzlinsen liegen (getrennt) im Unendlichen.

III, Simmtliche Ersatzlinsen eines vollkommen achro-
matischen Mikroskop-Objectivs sind je ein System mit einer
einzigen Symptose, d. h. die beiden Symptosen der Eraatzlmse co-
incidiren im Endlichen.

Wiesbaden, im Jum 1883.
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Ueber Linge und Vergrosserung, Helligkeit und
Gesichtsfeld des Kepler-, Ramsden- und Campani-
Fernrohrs.

Von

Dr. C. Boun

in Aschaffenburg.

Hierzu Taf. III Fig. 1—38.

Welches Ocular ist am vortheilhaftesten fiir ein Fernrobr, das zu
messenden Beobachtungen aus endlicher Entfernung dienen soll?

Was ich hiertiber in den ausfihrlicher vom Fernrobr handelnden
Lehr- und Handbtichern der Geod#sie gefunden habe, scheint mir nicht
ganz zu geniigen und namentlich halte ich die Zusammenstellung der
Vorziige und Nachtheile der verschiedenen Oculare einer Verbesserung
fahig. Die genauere Priifung der Frage n&thigt die Liinge, Vergrdsse-
rung, Helligkeit und das Gesichtsfeld der Fernrohre mit gleichem Ob-
jectiv, aber verschiedenen Ocularen nkher zu untersuchen, als in den
Werken der allgemeinen Physik oder auch der Optik zu geschehen pflegt.
Dort wird fast ausschliesslich der Fall unendlicher Entfernung des Gegen-
standes und unendlicher Sehweite des Beobachters betrachtet. So weit
mir bekannt, ist der Einfluss, den verschiedene Entfernung des angeblick-
ten Gegenstandes, verschiedene Sehweite, verschiedener Abstand des
Auges hinter dem Ocular &ussern, am eingehendsten besprochen in meinen
wErgebnissen physikalischer Forschung* (Leipzig 1878). Immerhin em-
pfiehlt sich eine weitere Ann#herung in den Formeln fur die Vergrdsse-
rung und eine Ausdehnung der Untersuchung.

Die Hauptgegenstindé dieser Abhandlung sind in der Ueberscbrift
genannt. Die Vergleichung der verschiedenen Oculare hinsichtlich der
mehr oder minder ausreichenden Unsch#dlichmachung der sphérischen
und der chromatischen Aberration wird erst am Schlusse zur Sprache
kommen; sie l4sst sich micht so allgemein und zahlengemiss durchftihren,
wie die Vergleichungen hinsichtlich Linge, Vergrosserung, Helligkeit und
Gesichtsfeld.

Ausser den hier betrachteten zusammengesetzten Ocularen, dem
Ramsden’schen und dem Campani’schen (oder Huyghens'schen)
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kommen noch einige andere vor, namentlich das von Kellner erfundene
northoskopische und Steinheil’s ,,achromatisches Doppelocular. Einer-
seits ist deren Einrichtung nicht ansreichend bekannt und h&chst wahr-
scheinlich im Einzelnen von der Glassorte abhiingig, anderntheils unter-
scheiden sie sich von den besprochenen nur in solchen Beziehungen, die
wenigstens fiir den Haupttheil dieser Abhandlung nicht in Betracht kom-
men. Soviel ich erfahren konnte, gehdrt Steinheil’s achromatisches
Doppelocular in die Kategorie der positiven Ocnlare (wie das Ramsden).
Das orthoskopische Ocnlar, wie es sein Erfinder Kellner ausfiibrte,
war ein positives, hingegen wurden von Kellner's Geschiftsgenossen
und Nachfolger Hensoldt unter der Bezeichnung orthoskopisch auch
solche Oculare angefertigt, die in die Classe der negativen (wie das
Campani) gehdren.

Die seiten der Praxis auf die oben gestellte Frage gegebene Ant-
wort, wie ich sie durch statistische Erhebungen zu ermitteln bemiiht war,
stimmt nicht iiberein mit dem Schlusse, zu welchem die theoretische
Betrachtung fiihrt.

A. Liinge und Vergrosserung.

Unter der (linearen) Vergrisserung eines Fernrohrs ist zu verstehen
das Verhi#ltnise der Winkel, unter welchen eine bestimmte L#nge eines
Gegenstandes durch das Fernrohr gesehen und bei Betrachtung mit un-
bewaffnetem Auge - erscheint, Statt dieses Verbiltnisses kann man, wie
es nachfolgend geschieht, unbedenklich jenes der trigonometrischen Tan-
genten nehmen., Dadurch wird die Vergrissernng der Quotient zweier
Verhiiltnisse, niémlich des Verh#ltnisses der Grosse § des virtuellen, in
der deutlichen Sehweite d vor dem Auge entstehenden Bildes za dieser

Sehweite oder Accomodationsdistanz, also %, und des Verb#ltnisses der

Liinge y des Gegenstandes zu dem Abstande desselben vom Auge, wel-
cher besteht aus der Enfernuug G des Gegenstandes vom Objectiv, der
Linge ! des Fernrobres und der Entfernung e, in welcher das Auge hinter

. r . S o <
dem Ocular gehalten wird, also Ctite Demnach ist die Vergrosse-
rung: )

1 poB. 1 _B GHite,

T dCF¥i+e 7 d
Die Berechnung des ersten Verhiltnisses fithrt die Gegenstandsweite
und die Brennweiten von Ocular und Objectiv ein, ferner treten diese
Grossen auch in dem Ausdrucke fiir I ein; man erkennt daher:
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Die Vergrisserung eines jeden Fernrohrs héngt ab von

den Brennweiten der dasselbe zusammensetzenden Linsen,

-ferner von der Entfernung des angeblickten Gegenstandes,

von der Weite, auf welche der Beobachtersein Auge accomo-

dirt hat, und der Entfernung, in welcher er es hinter dem
Ocular hilt.

Kepler - Fernrohr.

Das Ocular besteht aus einer einfachen Linso von der Brennweite f.

B8

Statt des Verh#ltnisses —g setze man By wo B, die Gr¥sse des reellen
[}
Bildes ist, das vom Objectiv (dessen Brennweite ¥ sei) entworfen wird.
Nach der bekannten dioptrischen Hauptformel findet man

ﬁ_f+d—8 d pl F

= un
B, f y G-—F
Diese Werthe in 1) eingesetzt,* erh#lt man:

_F 6+ite f+d—e

2) Vr= f G6—F a .
Die in diesem Ausdruck noch enthaltene Fernrohrléinge ! ist gleich dem
Abstande des reellen Bildes vom Objectiv, B= Gf;— 7' vermebrt um die
. f(d—e) e
Entfernung des Augenglases vom reellen Bilde, Frd—e somit die Fern-
rologe: Vo CF =0
= e—F  f¥d—e
Fir unendlich fernen Gegenstand wird:
— f(d—e) —
Fir unendlich weitsichtiges Auge wird:
GF

Fir unendliche Gegenstandsweite und Accomodation auf unendliche Ent-

fernung wird : Ix=F+F (6= und d=oo).
Setzt man den Werth von /x aus Formel 3) in den Ausdruck 2) fiir die
Vergrosserung, so erhiilt man den genauen Ausdruck:
F( €6\ fhd—e F fid+e(d—e)
y __._.( ) : F :
4e) E=F'\e=F d 7 T d(C—F)
Das zweite Glied ist klein im Verb#ltniss zum ersten; man kann es,

wenn man sich mit einer Ann#herung begntigen will, fortlassen und
erhiilt dann:
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'ftd—e
1) Yr= (c F d
Eine andere Annihemngsformel findet man durch die bequeme Annahme,
die Entfernung des Gegenstandes vom Auge sei gleich jener vom Objectiv
zu nehmen, also durch Vernachlissigung von /-+¢ gegen G. Diese An-
nahme liefert:

47) VK=T‘E-._F.—T’_'
Aus der genauen Formel 4¢) erschliesst man die Sonderfélle:
ftir unendlich fernen Gegenstand:

F f+d—e )
V= Fa (6=0m);

ftir unendliche Sehweite'
F f+e N,
V“_T (c F) tre—F W=
fur unendliche Gegenstandsweite und unendliche Sehweite:
VK=L; (6= o und d=w).
Der Einfluss, den die Gegenstandsweite auf die Vergrisserung ams-
tibt, dann der Grad der Abweichung der Ann¥herungs- von der genauneren
Formel wird leicht aus folgenden ausgerechneten Beispielen ersichtlich.

Zahlenbeispiele fir Vergrosserung und Linge des Kepler-Fernrohrs.
I F=30cm, f=2cm, d=20cm, e=1cm.
«) 15,7599,
G=1000 m, V= B) 15,7695, Ix=31,82cm;
y) 15,7647,
«) 15,8494,
6= 100 m, V= f) 15,8449, Igx=31,91cm;
y) 15,7974,
«) 16,2790,
6= 20m, V= f) 16,2334, Ig=232,27 cm;
y) 15,9899,
6=w, d=w, Fg=15, Ig=232cm.
II. F=40cm, f=1cm, d=20cm, ¢=0,5cm.
«) 41,0334, -
6¢=1000 m, V= f) 41,0328, Ix=40,97 cm;
y) 41,0164,
a) 41,3360,
6= 100 m, Vr=_p) 41,3300, Igx=41,11cm;
y) 41,1647,




Von Dr. C. Boax. © 29

o) 42,7209,
G=20m, V= B) 42,6905, Ix=41,76cm;
' y) 41,8367,
G=w, d=w, Vg=40, Ix=41cm.

Ramsden - Fernrohr.

Die Brennweite des Augenglases sei f, dann ist die des Collectiv-
glases §f und der Abstand beider Linsen 4/. Das reelle Bild entsteht
vor dem Collectiv in einer Entfernueg g, und das Collectiv entwirft
davon ein virtuelles Bild in der Entfernung &; vor dem Collectiv. Dieses
virtuelle Bild wird durch das Augenglas wie durch eine Lupe betrachtet,

muss also nach der Theorie der Lupe vor derselben im Abstande ;‘-(:;-f)c
liegen. Mit Zuziehung von
1 1.5
b, 9f
findet man o b 9
g = 9/b,
1750, 49
und ds f(d—e) ! fd 1—e—4f
—_— —
h=rrd—e 1""_‘"5' f+a—¢’
8o ergiebt sich: .
d—e— f
=&/ raa—e

Die Linge des Ramsden-Fernrohrs ist aber gleich dem Abstande des
reellen Bildes vom Objectiv, vermehrt um dessen Entfernung vom Col-
lectiv und den Abstand zwischen Collectiv und Augenglas. Die Werthe
einsetzend, erhilt man:

5) Ip=
Im Besondern:

{ 49(d—e)—16f,
= p+25 2@—e) 1

fir unendlich fernen Gegenstand:
f 49(d—e)—16f
=F+a d—e)+ 7
ftir unendliche Sehweite:

Ip=

(6 =o);

fir unendliche Gegenstandsweite und Accomodation auf parallele
Strahlen: .

lp=F4+43f (6=0o0 und d=wx),

Um die Vergrssserung zu erhalten, ersetze man in Formel 1) das

B

Verhiltniss 7 durch —-.>%.%1 » wobei B wieder die Grosse des durch
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das zusammengesetzte Ocular gesehenen virtuellen Bildes bedeutet, B,
die Grosse des vom Objectiv entworfenen -reellen Bildes und f; die
Grésse des virtuellen Bildes, welches von diesem reellen das Collectiv
allein entwirft. Beachtend, dass:

B 7 B o ' ; G—F
erhiilt man (die oben aufgestellten Werthe fiir b, und g, bentitzend):
8) =3 F G+ite /+2(d—e)
7 Ge—F d

Und setzt man hierin den Werth fiir /, wie ihn Formel 5) angiebt, so
erhiélt man nach einigen Zusemmenziehungen die genane Formel:’

2(d—e) , F 49fd+50e(d-e)-16/%—24fe
Ta) Va=4}- F ( 'r+ ‘g )+7. fd+ 45(d(G)—F)f fe,
Durch Weglassung des verh#ltnissm¥ssig kleinen zweiten Gliedes erhilt
man die erste Anniherung:

L F (6 N [+2d—e)
7f) Va=t-7 (G—F)‘ -
Die bequeme Vernachlissigang von !/+e gegen G bingegen giebt in
zweiter Anniherung:
F 6 [+2(d—e)
77) Ciak By e B
Aus dem genauen Ausdrucke 7a) folgen die Sonderfille:
fir unendlich fernen Gegenstand:
F f+2(d—
=47 2020 o=,

fir nnendhcbe Sehweite:
F F 491+ 50¢
— 10, __ _— = H
Ve=%"7F (c F') i me—n W%
ftir unendlich fernen Gegenstand bei Accomodation auf parallele
Strahlen:
Vg=%-£ (6= und d= ).

f

Zahlenbeispiele flir Vergrésserung und Linge des Ramsden - Fernrohrs.
I. F=30cm, f=2cm, d=20cm, e=1cm.

«) 16,6771,

G =1000 m, Vr= B) 16,6767, 12=31,81cm;
y) 16,6717,
a) 16,7718, .

G= 100 m, Ve= B) 16,7671, Ig=231,99 cm;
y) 16,7168,
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«) 17,2018,
6=20m; Vg=$) 17,1782, I1p=232,43 cm;
A y) 16,9205,
G=x, d=oo, Vr=16,6667, Ig= 31,96 cm.
1II. F=40cm, f=1lem, d=20cm, ¢=0,5cm,
' a) 44,4615,
G=1000 m, Vr= ) 44,4609, Iz=40,95cm;
y) 44,4475,
«) 44,7084,
G= 100 m, Vr= B) 44,7020, Iz=41,06 cm;
y) 44,5680,
«) 45,8303,
6= 20m, Vr= p) 45,7979, Ip=41,55cm;
.« y) 45,1109,
G=o, d=ow, Vrp=44,4444, [12=40,98cm.

Campani - Fernrohr.

Die Brennweite des Augenglases sei f, dann ist die des Collectiv-
glases 3/ und der Abstand beider Linsen 2/, Das reelle Bild entsteht
zwischen dem Collectiv und dem Augenglase, und da es nach der Lupen-
f(d—e)
f+d—e
tuelle Bild in der Entfernung d vom Auge oder d—e vor dem Augen-
glase entstehe), so liegt es um

‘d—e 2f+d—e

2 ==

hinter dem Collectiv und die aus dem Objectiv tretenden Strablen con-
vergiren also gemiiss der Linsenformel '

theorie um vor dem Augenglase lfegen muss (damit das vir-

=b,

1,1 1
% + b 3f
nach einer Ebene, die um g, _
. 2/4+d—e

9.=3f

hinter dem Collectiv liegt.

Die Liénge des Campani-Fernrohres ist gleich der Entfernung, in

welcher das reelle Bild hinter dem Objectiv entstehen wiirde, wenn die

Strahlen nicht vorber auf das Collectiv fielen, vermindert um die Ent-

fernung g,, um welche das Collectiv weiter nach vorn steht, und ver-

mehrt um den Abstand zwischen Collectiv und Augenglas, oder gleich
_G(;_FF—91+2I‘;

woraus nach Einsetzung des bereits abgeleiteten Werthes von( g, folgt:

T+2(d—e)

L]
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CF d—e—Af
- 8) le=g—Frt 3o+
Im Besondern:
fir unendlich fernen Gegenstand:

__4[_ — o)
fiir unendliche Sehweite:
T4 (d=oo);

fir unendliche Gegenstandsweite und Accomodation auf parallele
Strahlen:
le=F+4f (6= und d=o).

Um die Vergrésserung durch das Campani-Fernrohr zu erbalten,

le=

ersetze man in der allgemeinen Formel 1) das Verhiltniss -f'— durch
g—og!-%’ wobei § wieder die Grtsse des im Fernrohr gesehenen vir-
s P

tuellen Bildes bedeutet, 8, die des von Objectiv und Collectiv znsammen
entworfenen reellen Bildes und B, die Grisse, welche das reelle Bild
haben wiirde, wenn es durch das Objectiv allein entworfen worden
whre, Beachtend, dass:
B f+d—e’ ps 1, px F
ps r ﬁl 4 T 6—F
erhiilt man, die oben aufgestellten Wertbe ftir g, und fiir b, beniitzend:
F G+ite f+2(d—e)
9 Ve=Y-7%—F d
Und setzt man hierein den Werth fiir !, wie ibn Formel 8) angiebt, so
erhilt man nach einigen Zusammenziehungen die genaue Formel:
- F( 6 \f+2(d—e), F f(d—Af)—2e(d—e
104) V"”*'?(c ) *t7 3d(C—F) L.
Durch Weglassung des verh#ltnissmissig kleinen zweiten Gliedes erhilt
man in erster Ann&herung:

0p o= () HEE

Die bequeme Vernachlissigung von !4e gegen G ergiebt die minder
genaue AnnXherungsformel:

~1. ¢ [+2d-e)
f G—F d

Aus dem genauen Ausdrucke 10«) folgen die Sonderfille:
fir unendlich fernen Gegenstand:

L F /420~
Vo—*.7 4

(6 =00);




Von Dr. C. Bonn. 33

ftir unendliche Sehweite:

F f 2e
Vo=t F (s F)+f 3E=F) U=

ftir unendliche Gegenstandsweite und Accomodation auf parallele
Strahlen :

Va=-}--; (6 =00 und ¢i=oo).

Aus den folgenden Zablenbeispielen erkennt man, dass, whrend
bei Kepler- und bei Ramsden-Fernrohr beide Ann#herangsformeln
zu kleine Werthe fiir die Vergrbsserung lieferten, bei Campani-Fern-
rohr die erste Ann#herungsformel (8) einen sehr wenig zu grossen, die
zweiten (y) einen zu kleinen Werth der Vergrisserung finden 14sst. Die
Anndherung geht aber bei Campani-Fernrobr so weit, dass die fiinfte
Decimalstelle berechnet werden musste, um den Unterschied deutlich
erkennen zu lassen.

Zahlenbeispiele fiir Vergrdsserung und Linge des Campani - Fernrohrs.

I. F=30cm, f=2cm, d=20cm, ¢=1cm.

«) 10,00597, .

6=1000m, V¢= B) 10,00600, Ic=30,56 cm;
. y) 10,0030,

«) 10,05992,

G =100 m, Ve= §) 10,06027, I;= 30,64 cm;

y) 10,0309,

«) 10,30512, .
¢6=20m, Vo= p) 10,30689, Ic=31,01 cm;
: y) 10,1523,

G=w, d=w, V¢=10,0000, Ig=31,00cm.

II. F=40cm, fe=1lcm, d=20cm, e=0,5cm.
a) 26,68261,
6¢=1000m, Vg= p) 26,68263, Ilo=40,40cm;
y) 26,6747,
. «) 26,82715,
¢=100 m, Ve= f) 26,82738, Ic= 40,51 cm;
y) 26,7469,
a) 27,48386,
6=20m, Ve= f) 27,48504, Ilg==41,00cm,
y) 27,0728,
6=, d=ow, Vg=26,667, I¢=40,50cm;
Zeitschrift . Mathematik u. Physik XXIX, 1. 3
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Pernrohre gleicher Vergrisserung.

Fragt man nach dem Verhiiltniss, welches den Brennweiten der
Augengliser des Kepler-, Ramsden- und Campani-Oculars zu geben
ist, damit bei gleichem Objectiv, gleicher Gegenstandsentfernung, gleicher
Sehweite und gleichem Augenabstande die Fernrobre gleich stark ver-
grossern, so liefert die genaue Rechnung aus Gleichsetzung der Ans-
driicke 4a), 7a), 10a) bSchst unbequeme Werthe. Man gelangt zu qua-
dratischen Gleichungen mit stets reellen Wurzeln, deren eine negativ
ist, also eine andere Fernrohrart andeutet. Es ist zu bemerken, dass
ausser der Sebweite d (richtiger d—e¢) sowobhl die Gegenstandsweite G,
als auch die Objectivbrennweite # in den Werthen der gesuchten Ver-
h&ltnisse verbleiben. Wenn es also zwar mdglich ist, flir eine ganz
bestimmte Sehweite (d —e) Oculare verschiedener Art herzustellen, welche
mit demselben Objectiv fiir eine bestimmte Gegenstandsweite gleiche
Vergrésserung geben, so ist es nicht méglich, sie so einzurichten, dass
sie fiir verschiedene (wenn auch filr die verschiedenen Fernrohre
jeweils gleiche) Gegenstandsweiten gleich stark vergréssern. So bleibt es
auch, wenn man die Sebweite etwa unendlich macht oder annimmt, Noch
weniger mbglich ist es, die Oculare so eingurichten, dass fiir verschie-
dene Behweiten gleiche Vergrisserungen erzielt wiirden.

Begntigt man sich aber mit den Anniberungsformeln 48), 78), 108)
oder 4y), 7y), 10%), so findet man die fraglichen Brennweiteverb#ltnisse
unabhiingig von der Gegenstandsweite und der Objectivbrennweite, aber
noch abhéngig von der Sehweite, genauer von d—e. Die Nidherungs-
formeln §) und y) liefern dasselbe Ergebniss.

Bezeichne f, die Brennweite des Kepler-Oculars, f, und f, die
Brennweiten der Augengléser des Ramsden - beziehungsweise des Cam -
pani-Oculars, so erhiilt man mit der Ann&herung der Formeln B) oder
y) gleiche Vergrosserungen, bei beliebigem, aber gleichem Objectiv, bei
beliebiger, aber gleicher Gegenstandsentfernung, bei bestimmter, deut-
licher Sehweite d und Augenabstand ¢, wenn die Verh#ltnisse bestehen:

1) 7 __IOfK(d—-c) _ 9fp(d—e)
RT9[d—a+4f, KT I0W— =4l | o ol
2fx(d_e) fc(d_e)
) fo=3a—a+v2r, "V =a=r, (fnceo
13 5fp(d—e) 3fg(d—e) angenihert.
R Su—a=r T SE—at

Werden die Fernrohre gur Betrachtung unendlich ferner Gegenstdnde
verwendet, so sind die in 11), 12), 13) angegebenen Verh&ltnisse der
Augenglasbrennweiten ganz genau
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Es bleibt also, selbst wenn man nur unendlich weite Gegenstinde
"betrachtet oder bei endlich fernen Gegenstiinden sich mit einer Niherung,
wie die der Formeln f) oder y) begntigt, unmédglich, die Oculare so
einzurichten, dass sie fiir jede Sehweite d und fiir jeden Augenabstand
¢ gleich-stark vergrésserd,

Wird die Sehweite nunendlich gross angenommen oder durch passende
Zerstreuungsbrille so gemacht, so lassen sich constante Brennweitever-
h#ltnisse der Augengliiser der verschiedenen Oculare derart wiihlen, dass
bei Betrachtung unendlich ferner Gegenstinde ganz genau und bei Be-
trachtung gleich weiter, zwar beliebig, aber gleich entfernter (und nicht
zu naher) Gegenstinde sehr angen#hert dieselbe Vergrésserung erhalten
wird. Diese Verh#ltnisse sind:

14) fn='—0°fxv fx=%fkv
15) fe=37g Fx=131c
16) fr= a’fcv fe= ’&fn'_ ’

Die gefundenen Werthe sind die éigunivalenten Brennweiten,
d. h. wenn die znsammengesetzten Oculare eine dem einfachen (Kepler-
schen) #quivalente Brennweite haben, so erhiilt man mit jedem Ocular
gleich starke Vergrisserung, vorausgesetzt, dass die Sehweite unendlich

"gross ist; ganz genan ist das allerdings nur fir unendlich grosse, aber
annihernd auch fiir je gleich weite, beliebige, nur nicht zn kleine Ent-
fernnng des Gegenstandes.

Um bequem tibersehen zu kénnen, welcher Unterschied in der Ver-
grosserung verbleibt, wenn die Oculare nach Anleitung der Formeln 11)
und 12), die nur ftir unendliche Entfernung genan sind, berechnet wer-
den, sind nachstehende Zahlenbeispiele aufgeftihrt worden (Strich oben
am Index soll bedeuten ,,gleich stark vergrdssernd ¢).

I. F=30cm, 'd=20cm, e=1cm;

Augenglasbrennweiten fy = 2 cm, fp=2,1229 cm, f, = 1,2459 cm;
G=w», Vg =Vp=Ve=15715;
Vi = 15,7599,
6¢=1000m, Ve =15,75991,
Ve =15,75935;
Vi = 10,8494,
G=100 m, Vg =15,84956,
Ve =15,84394;
. Vr = 16,2796,
¢=20m, 3 Vp = 16,25683,
Vo = 16,22841.

II. F=40em, d=20cm, e¢=0,5cm;
Augenglasbrennweiten [y =1 cm, f,=1,08638 cm, f,=0,644628 em;
. 3*
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G=w, Vgr=Vg=Vc=41,00;

Vx = 41,0334, .
G=1000 m, 3 Vr = 41,03239,

Vo = 41,03277;

i Vg =41,3360,

=100 m, 3 Vg = 41,33515,

Ve = 41,32945;

Vg, = 42,7209,
6=20m, 3 Ve =42,72116,

Ve = 42,68772.

Algo selbst bei der sehr kleinen Gegenstandsweite von 20 m sind
die Unterschiede in den Vergrésserungen noch so gering, dass man sie
praktisch unbeachtet lassen kann, Um so mebr bei grisseren Entfer-
nungen.

Hingegen fallen die Vergrésserungen sehr verschieden aus, wenn
mit anderer Sehweite, als jener, die der Rechnung zau Grunde lag, be-
obachtet wird. Einige Beispiele werden gentigen, hiervon eine Vorstel-
lang zu geben. Es sei F=30cm und die Brennweiten wie oben fiir
d=20 cm gerechnet. Man findet:

e € co ; d=20cm, Vg =1575, Vg =1575 V¢ =155,
d=10 ,, =16,5000, =157983,  =15,4474;

e € — %0m ; d=20cm, Vg =162796, Vg =16,2568, V¢ — 16,2284,
d=10, =19,2145, =18,4659, = 153251.

Ferner, es seien die Brennweiten fiir unendliche Sehweiten berech-
net, um gleiche Vergrésserung zu erhalten, und die Gegenstandsweite
sei unendlich gross. Man erhilt:

I. F=30cm, e=1cm, 6=oo;

Vg: Vg Ver:

d=oo: 15,0000 15,0000 15,0000
d=100cm: 15,1500 15,1167 14,9500
d=30 , 15,5000 15,0555 14,8333
a=20 ,, 15,7500 15,0833 14,7500
d=15 16,0000 15,1111 14,6667

d=10 ,, 16,5000 15,1667 14,5000.
II. F=40cm, e=0,5cm, G=o0;

Vi Va: L Ve
d=oo: 40,0000 40,0000 40,0000
d=100cm: 40,4000 40,0222 39,9333
d=30 , 40,6667  40.0740 39,7778
d=20 ,, 41,0000 40,1111 39,6667

d=15 ,, 41,3333 40,1481 39,5556
d=10 ,, 42,0000 40,2222 39,3333.
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Wie man sieht, filit der Unterschied am gréssten fir Kepler- und
am kleinsten fiir Ramsden-Fernrohr aus.

Die Fernrohre mit gleichem Objectiv, deren Oculare so berechnet
sind, dass sie fiir eine bestimmte Sehweite d und bestimmten Augen-
abstand ¢ gleiche Vergrisserung geben (genan bei unendlichen, sehr an-
n&hernd bei gleichen endlichen Gegenstandsweiten) sind nicht gleich
lang. Ihre Lingen berechnen sich, wenn f die Brennweite des Kepler-
Oculars bedeutet, folgendermassen :

p. fld—e)
17) o=+ 570,

L f(d—e) , 49(d—e)+4f
18) =Bt et @+ ar

fld—e) (d—e)—2f
f+d—e 3(d—e)+2f
Hierans schliesst man, dass das gleich stark vergrissernde Ramsden-
Fernrohr ldnger ist als das Kepler-Fernrohr, das Campani- Fernrohr
aber am ktirzesten ist. Und zwar findet man:
ey f—0)  4r—(d—¢)
200 Im—le=t g iR e@—e
(also das Ramsden linger, weil 4/ <d—e ist),
f(d—e) 4f+2(d—e)
fHd—e 2f+3(@—e)
B fld—e) 17(d—ef +30f(d—e)+8f*
22) Ww-le=t fH+d—e 27(d—e)y +30f(d—e) + 8/F

Fir unendliche Sehweite berechnen gich:

19) le=B+

21) I —Ilpg =

In=B+f I —Ilg =—4f
1,,-_-B+§g,f$ (d=ow) und Igr—lc-=+3f ( (d=ox).
loo=B+}f I —lc=~+Hf

B. Helligkeit der Wahrnehmung durch Fernrohre,

Um den Zusammenhang in der nachfolgenden Vergleichung der
Helligkeit der verschiedenen Fernrohre* zu wahren, muss Einiges hier
angefiihrt werden, was mit mehr oder minder Ausftthrlichkeit und Deut-
lichkeit an verschiedenen Orten bereits dargestellt ist,

Nicht alles von einem strahlenden Punkte ausgehende Licht wird zu
dem Bilde verwendet, das ein Beobachter schliesslich sieht, sondern nur
ein Bruchtheil, gleich dem Quotienten der Ausdehnung der aufnehmen-
den Fliche (Pupillarsffnung, Objectivfliche, Spiegelfiéche u. s. w.) und
der Ausdehnung jener Kugelfliche um den leuchtenden Punkt als Cen-

* Der Kiirze halber mag dieser nicht ganz richtige Ausdruck gestattet sein.
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trum, von welcher die auffangende Fliche ein Theil ist. Sie wird aller-
dings im Allgemeinen nur annihernd als ein Theil der Kugelwellenfléche,
etwas genauer als eine diese berithrende Fliiche angesehen werden diirfen ;
allein da die Kugelhalbmesser immer relativ sehr gross sind, wird die An-
niherung eine sehr weitgehende sein. Ist p der Durchmesser der Pupillen-
tffoung, S der Durchmesser der Objectiviffnung, so verhilt sich die
y» Lichtmenge *‘, welche beim Sehen mit blossem Auge zur Verwendung
kommt, zu jener, die in das Fernrohr eindringt, wie

(o) @)

wenn G die Entfernung des strahlenden Punktes vom Objectiv, ! die
Fernrohrldnge, e der Abstand des Auges hinter dem Ocular, also G4I4-¢
die Entfernung des strahlenden Punktes vom Auge ist.

Gelangt alles durch das Objectiv in das Fernrohr ge-
drungene, von dem Punkte berkommende Licht schliesslich in
das Auge, so verhalten sich die Helligkeiten der Wahrnehmungen des
Punktes durch das Fernrobr und mit unbewaffnetem Auge, wie

) (o)

wo p einen echten Bruch bedeutet, da ein gewisser Verlust an Hellig-
keit durch Absorption des Lichts in den Linsen und Reflexion an ihren
Flichen stattfindet.

Vorstehend ist die Helligkeit der Wahrnehmung eines Punktes
durch das Fernrohr, die Punkthelligkeit oder sogenannte absolute
Helligkeit des Fernrohrs angegeben.

Man kann freilich noch bedenken, dass die von einem Punkte her-
gekommenen Strahlen niemals mathematisch genan in einem Punkte der
empfindenden Netzhaut wieder vereinigt werden, sondern dass sie, wegen
der Aberrationen im Fernrohr und im Auge selbst, ferner wegen statt-
findender Beugung des Lichts, tiber einen kleinen Zerstrenungskreis auns-
gebreitet werden, Die Beriicksichtigung dieses Umstandes verwickelt die
Untersuchung erheblich und macht, dass sie wohl nicht mebr allgemein
durchfiihrbar bleibt. Wenn und wo es sich aber um Vergleichung der
Helligkeit der Wabrnehmung durch verschiedene Fernrohre und durch
das unbewaffnete Auge handelt, darf von der Zerstreuung abgesehen
werden, denn man darf annehmen, dass sie in allen Fillen nahezu die-
selbe bleibt, demnach alle Helligkeiten mit nahezn demselben Bruche
zu multipliciren w#ren.

Fragt man nach der Helligkeit nicht mehr eines Punktes, sondern
eines ausgedehnten Bildes, so miissen jene absoluten Hellig-
keiten noch durch die Flichenausdehnung der Bilder getheilt werden.
Die Fléchenhelligkeit oder relative Helligkeit H ¢éines Fernrohrs
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ist also die Punkt- (oder absolute) Helligkeit desselben, getheilt durch
das Quadrat der Linearvergrbsserung:

S G+i+e\2 1
W (O
Die Frage, ob und wann die im Drucke hervorgehobene Bedingung
dieser Formel erfiillt sei, nimlich dass das ganze durch das Objectiv in
das Fernrobr gedrungene Strahlenbtindel in das Auge durch die Pupille
gelange und zur Bildung des Netzbautbildes verfiigbar sei, soll nun sofort
an den besonderen Fernrohren gepriift werden. Dem Lichtverluste durch
Absorption und Reflexion ist durch den Coefficienten w bereits Rechnung
getragen,

Die scheinbare Helligkeit eines Fernrohrs ist nicht tiber das ganze
Gesichtsfeld hin die gleiche. Es soll die vereinfachende und zugleich
fir die Praxis der Fernrohrbeobachtungen wichtigste Annahme gemacht
werden, es handle sich nur um einen sehr kleinen Theil in der Mitte
des Gesichtsfeldes, d. b. auf der optischen Axe des Fernrohrs.

Kepler- Fernrohr.

Damit der ganze auf das Objectiv fallende, nach der Brechung im
Objectiv nach dem (auf der Axe gelegenen) Bildpunkte convergirende
Strahlenkegel zur Nutzung, d. h. in das Aunge gelange, muss, wie ans
Fig. 1 leicht ersichtlich ist, sein:

§ [(d—e) e p. fld—e)
25) s>— /_-i—-d_——— aus S.S—B.m)
26) p=s- aus s:p=d—e:d,

d—e

s bedeuntet den Durchmesser der nicht abgeblendeten Oeffnung des Ocu-
lars, alle anderen Zeichen dasselbe wie frtiher. Nur e bedeutet nicht
wie bei der Untersuchung iiber Vergrésserung (und spliter wieder bei
jener iiber das Gesichtsfeld) den Abstand des optischen Mittelpunktes
des Auges, sondern jenen der Pupille vom Augenglase. Es wird hier,
wie spiter immer, vorausgesetzt, die im Rohre des Teleskops angebrach-
ten Blendungen seien weit genug, um alle ntitzlichen Strahlen durch-

zulassen.
Die Bedingung 26) lehrt, dass die ftir die Helligkeit nutzbare Ocu-
., d—e
laréffoung éin wenig kleiner ist als die Pupillensffnung, n#mlich -
mal 80 gross, in den friiher angefithrten Beispielen}}} - und 4§ - mal so gross.
Man pflegt anzugeben, der Oeffnungsdurchmesser einer Linse dirfe
bis zn 0,6 der Brennweite steigen, ohne die Aberration stérend zu
machen. Die Objective der Beobachtungsfernrohre haben aber immer
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eine viel kleinere Oeffnung, durchschnittligh etwa 4l der Brennweite
also weniger als 0,1 der Bildweite B, die in den Formeln vorkommt. Es

S
soll aber fibertrieben -E={- angenommen werden.

Die Erfillung der Bedingung 26) verlangt dann, dass
1. wenn f=2c¢m, d=20 cm, ¢e=1cm, sein soll s= 0,226 cm,
=0,113f;
2. wenn f=1cm, d=20cm, ¢=0,5 cm, sein soll s=0,119 cm,
=0,1191.
Es bleibt somit die Nutztffnung filr die Helligkeit weit unter der wegen
der Kugelabweichung zuléssigen Grenge.

Die Bedingung 26) fiir die Pupillenweite liefert

im ersten Falle p>0,238 cm,
im gweiten Falle 220,12 cm. _

Die Pupillenweite #indert bekanntlich mit der Intensitiit des anlangen-
den Lichtes; zieht sich die Pupille unter die mittlere Oeffnung zusammen,
so ist die Helligkeit schon beldstigend; man diirfte also fiir die Rechnung
sogar etwas mehr als den mittleren Oeffnungsdurchmesser der Pupille
ansetzen. Dieser kann zu 0,5 cm angenommen werden. »

Fiir Kepler-Fernrohre mit Objectivéfinung von } der Brennweite
(und sogar moch fiir weitere Objective) sind die Bedingungen [25) und
26)] fir die Erzielung der grisstmdglichen Helligkeit [24)] sicher erfiillt,
wean auch die Ocularbrennweite — was wohl selten vorkommt — be-
trichtlich grosser als 2 cm sein sollte.

Durch Einsetsung des Werthes von V'x [nach 2)] in die Formel 24)
erhiilt man die relative Helligkeit des Kepler-Fernrohrs genau zu:

S\2 2 /0 F\3 d ]
27) ”“:“'(}7)'(%‘)'( ¢ )'(f+a—e)'
Zahlenbeispiele fiir die Helligkeit des Kepler-Fernrohrs.
I. F=30 cm, S=¥cm, f=2cm, d=20cm, e=1cm, p=05cm;
= 00: 1000 m: 100 m: 20 m:
Hy = 0,22675.p 0,2266.u 0,2254.p 0,2200. .
II. F=40cm, S= 42cm, f=1cm, d=20cm, ¢=0,5cm, p=10,5cm,
G =oo: 1000 m: 100 m: 20 m:
Hg =10,0595.u4 0,0593.»  0,0585.p 0,0571 . p.

Ramsden - Fernrohr. :

Damit der ganze durch das Objectiv gedrungene, von einem Punkte
der optischen Axe des Fernrohrs ausgegangene Strahlenbiindel aus dem
Augenglase treten und auch ganz in das Auge gelangen k3nne, miissen,
wie aus Fig. 2 leicht zu entnehmen ist, die Verhiltnisse bestehen:
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B : g, (s, ist der Oeffnungedurchmesser des Collectivs),
b, :b,4+%f, b
$:p =d—e d,

woraus unter Beachtung, dass (siehe 8. 29)

Af [ d—e—4f _ fld—e)
e e R e = R

ist, die Bedingungen sich ergeben:

S d—e—A4Af
28) SlZ&f.§.2(d—e)+f’
S d—e
29) sZ%f-§-2—————(d_e)+/a
S d
30) P2 G g Ty
Nimmt man wieder —g—-—-& an, so verlangt die Erfullung der Beding-

ungen 28), 29) und 30), dass:

1. wenn f=2cm, d=20cm, ¢=1cm, sein soll
$, = 0,02475 cm > 0,012375f
oder s, 2> 0,0069 Collectivbrennweite,
ferner s > 0,21375 cm > 0,1069f
und  p > 0,225 cm;
2. wenn f=1cm, d=20cm, ¢=0,5 cm, sein soll
$; 20,0174 em > 0,0174f
oder s, > 0,0097 Collectivbrennweite,
ferner s > 0,197 cm > 0,197f
und p = 0,1125cm.
Die Bedingungen fiir die grésste Helligkeit [24)] sind also bei einem
Ramsden-Fernrohr leicht erfiillbar, selbst wenn dessen Objectivofinung

merklich grésser als § Brennweite und wenn die Augenglasbrennweite
noch grdsser als 2cm wire,

« Durch Emsetzung des Werthes von Vg [na.ch 6)] in die Formel 24)
erhélt man die relative Helligkeit des Ramsden-Fernrohrs zu

n meti () )

Vergleicht man die relativen Helligkeiten eines Ramsden- und
eines Kepler-Fernrohrs mit gleicher Brennweite [ der Augengliser,
ferner demselben Objectiv, gleicher Entfernung u. s. w., so findet man:

Hg f+d—e \?

e iy = (7 5a)
im Besondern, bei unendlicher Weitsichtigkeit:
Hp=0,81 Hx (d= ).
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In Wirklichkeit wird das Helligkeitsverh&ltniss noch etwas kleiner sein,
als hier bemechnet, da der Coefficient p (der hier fiir beide Fernrohre
gleich genommen wurde) ftir das Ramsden-Fernrohr, das eine Licht
absorbirende und reflectirende Linse mehr als das Kepler-Fernrobr hat,
etwas kleiner sein muss.

Die geringere Helligkeit (Flachenhelligkeit) des Ramsden-Fern-
rohrs, wie sie aus 32) sich ergiebt, riihrt nur von der stirkeren Ver-
grosserung her. Denn fragt man nach dem Helligkeitsverbiltniss gleich
stark vergrtssernder Ramsden- und Kepler-Fernrohre (bei
gleichem Objectiv, Gegenstandsweite u. s. w.), so ist in der Formel 31)

statt f [nach 11)] zu setzen i)ng[—i%_i-QIf und pach dieser Einsetzung
gelangt man zu:
33) =1

d. b.: Liisst man den geringen Verlust an Licht durch Absorption in und
Reflexion an der Collectivlinse ausser Acht, so ist die Helligkeit
eines Ramsden-Fernrohrs gerade so gross, als die eines gleich
stark vergrdssernden Kepler-Fernrohrs.

Campani - Fernrohr.

Damit der ganze durch das Objectiv gedrungene, von einem Punkte
auf der optischen Axe herrtihrende Strahlenbiindel aus dem Fernrohr
treten und ganz in das Auge gelangen kdnne, miissen, wie aus Fig. 3
leicht zu entnehmen ist, folgende Verhiltnisse bestehen:
S:5;,= B : g, (s, ist der Oeffnungsdurchmesser des Collectivs),
§:8 = b :2f—b,,
s:p=d—e: d,

woraus unter Beachtung, dass (siehe 8. 31)

ap2ftd—e __2f+d—e _ . d—e .
n=3/ o=y n=ra=e ™ U-h=la
ist, die Bedingungen sich ergeben:

S 2f4d—

3 “Z35°7 e
] d—e

35) s —2—3-5.f.m(——ti—e)’
S d .

) P235 7 fraa=ey’

Nimmt man wieder ;:-} an, so verlangt die Erfiillung der Beding-

ungen 34), 35), 36), dass:
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1. wenn f=2¢m, d=20cm, e=1cm, sein soll
5, 20,4312 em > 0,2156 f
oder s, > 0,072 Collectivbrennweite,
ferner s > 0,3562 ecm = 0,178/
und p 20,375 cm;
2. wenn f=1lcm, d=20cm, ¢=0,5cm, sein soll
s, 2> 0,2016 cm > 0,2016 /
oder s, = 0,067 Collectivbrennweite,
ferner s > 0,1828 cm > 0,1828f
und p 20,1875 cm.

Die Bedingungen fiir die grosste Helligkeit [24)] sind also bei einem
Campani-Fernrobr leicht erfiillbar, selbst wenn dessen Objectivéffnung
etwas grosser als § Brennweite und wenn die Augenglasbrennweite noch
grosser als 2 cm wire. ,

Durch Einsetzen des Werthes von V¢ [pach 9)] in die Formel 24)
erhdlt man die relative Helligkeit des Campani-Fernrohrs zu

37) Ho=9.p- (g)" (g)" (G Z F)z' (f+ 2 fa-— e))*_

Vergleicht man die relativen Helligkeiten eines Campani- und
eines Kepler-, dann eines Ramsden-Fernrohrs mit gleichem Objectiv
u. 8. w. und namentlich gleicher Brennweite / des Augenglases, so findet
man :

He _of f+d—e \}
o 7= (Frra=a)’

woraus im besondern Falle unendlich grosser Sehweite folgt:
Ho=§Ax (d=o);

dann
N Hc
Es ist hier bei Aufstellung dieser Verhiltnisse wieder der Coefficient u
der Formeln ilberall gleich genommen, was fir Ramsden- und Cam-
pani-Fernrohr, die aus gleichviel Linsen bestehen, wohl ganz uanbedenk-
lich ist, hingegen die Helligkeit des Kepler-Fernrobrs ein wenig ge-
ringer erscheinen ldsst, als sie wirklich ist.

Jedenfalls folgt aus 38) und 39), dass das Campani-Ocular be-
deutend hellere Bilder liefert, als ein Kepler- oder gar als ein Rams-
den-Ocular mit gleicher Brennweite / des Augenglases. Die grissere
Helligkeit (Fléichenhelligkeit) des Campani-Oculars rithrt aber nur von
der geringeren Vergrisserung her. Denn fragt man nach dem Hellig-
keitsverhiltniss gleich stark vergréssernder Campani- und Kep-
ler-Fernrohr (bei gleichem Objective u. 8, w.), so ist in Formel 37) statt
f [nach 12)] zu setzen:

225
3
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2f(d—e)
3(d—e)+2f’
und man erhilt:
Heo
40) Fp
und mit Riicksicht auf 33)
Hep
41) =1

Die durch die Formeln 33), 40) und 41) ausgedriickten S#tze kénnen
viel einfacher gewonnen werden: Bei gleicher Beschaffenheit der Objec-
tive, gleicher Gegenstandsweite u. 8. w. gelangt gleichviel Licht in die
Fernrohre; da, wie nachgewiesen, die Bedingungen zur Nutzbarmachung
simmtlichen Lichtes leicht erftillbar sind, so wird, wenn diese Beding-
ungen erfiillt sind, die absolute (oder Punkt-) Helligkeit der drei Fern-
rohre gleich, und ist ihre Vergrésserung auch die gleiche, dann auch
ihre Fléchenhelligkeit. Die umstiindlichere Herleitung aus den allgemeinen
Formeln kann also wie eine Probe auf deren Richtigkeit und wie eine
Versicherung gegen Rechenfehler angesehen werden.

8ind die Oculare nach Formeln 14) und 15) so berechnet, dass die
Fernrohre bei unendlicher Sehweite (die man durch passende Brille immer
kiinstlich erzeugen kann) gleiche Vergrisserung geben, wird durch die
Fernrohre aber mit Augen von der Accomodationsweite d gesehen, eo
findet man die Helligkeitsverhiltnisse nicht mehr gleich 1, sondern*:

Hpr  (9f+9(d—e)\!
12) 77_;'_(5f+9(d—6))’
Her  (3f+3(d—e)\?
) ae(753=)"
Hor _ (5f+9(d—e))s
“ 7e=(rsa=a)°

Die Helligkeiten sind desto weniger verschieden, je kleiner f im Ver-
hiiltniss zu d—e ist. Bemerkenswerth ist, dass nun die Helligkeit der
Fernrohre mit zusammengesetzten Ocularen sogar etwas grosser wird
als die des Kepler-Fernrohrs,

* Die Doppelstriche am Index sollen andeuten nicht genau, sondern nur
annithernd gleiche Vergrdsserung.

(8chluss folgt.)
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Ueber die Partialbruchgzerlegung der Functionen, mit
besonderer Anwendung auf die Bernoulli’schen.

Von
J. WORPITZKY.

1. Im 42. Bande des Crelle’schen Journals hat Raabe die Ber-
noulli'schen Functionen durch Sinus- und Cosinusreihen dargestellt{S. 348.
Zuriickfihrung einiger Summen und bestimmten Integrale auf die Jacob
Bernoulli’sche Function). Er gelangt zu seinen Resultaten durch In-
daction, indem er von der bekannten Relation zwischen # und den Sinus
der Vielfachen von z ausgeht, welche w. A. durch die Entwickelung von
I(146/®—=) nach Potenzen von €&/'*—%) gewonnen wird. Spiter hat
Schlémilch (im 1. Bande seiner Zeitschrift fir Mathematik und Physik)
dieselben Ausdrticke aus seiner Formel

_e5—1
1) 8(x,n)=n;£; 1 pryme

fir die Bernoulli’schen Functionen abgeleitet: in der Weise, dass er
diese Formel bei der Aunswerthung der Coefficienten der Fourier’schen
Reihe verwendet, durch welche B (x, n) dargestellt werden soll.

Ich m&chte hier zeigen, dass die fraglichen Formeln aus 1) durch
die blosse Zerlegung der rechten Seite in Partialbriiche hervorgehen.

2. Die Ableitung des uns hier interessirenden Satzes tiber die Par-
tialbruchzerlegung erfordert kaum mehr Raum, als seine blosse Anfiihrung.
Er entsteht so:

Es sei f(z) eine nebst ihrer Derivirten /'(z) in dem Theil T der
z-Fliche tiberall eindeutige Function von z mit nur einfachen Polen
o, @, &, ..., & innerbalb dieses Flichentheils. Dann ist nach einem
bekannten Cauchy’schen Satze

T
f(u)du _ f(u)du f(“)du
wo die linke Seite das Grenzintegra.l um die ganse Fliche 7 herum, die

einzelnen Summanden der rechten Seite aber die Grenzintegrale um die
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einzelnen Pole der Function /(u):(u—z2) innerbalb T herum bedeuten.
Liegt daher z innerhalb 7, so folgt

f(u) du

u—

i.27./(3);
und ferner folgt

oy
__f(u) du =i.2n. o

u—= [

wo

2) a, =lim.(z2—a,) f(2)
bedeutet. =

Bezeichnet man noch
T
_ 1 rf (u) du
8) B i.2xn U—z

L)
so folgt aus dem Obigen die Relation

r=m

) | TO=R+

‘z—a,

Dies ist die Grundformel fir die Partmlbmchzerlegung.

Debnt man die Fliche T allmilig iber den ganzen Theil der z-Fliche
aus, in welchem die Pole von f(z) liegen, so kann es vorkommen, dass
R hierbei sich einem Grenzwerthe lim.R =R nihert, welcher dann eine
in T iiberall endliche Function von z sein wird oder auch eine nur von
den Parametern der Function f(z) abhingende Constante, wie dies be-
kanntlich geschiebt bei den unecht gebrochenen rationalen algebraischen
Functionen mit einfachen Polen. Es braucht aber auch kein endlicher
Grenzwerth von R zu existiren.

Diejenige Function, mit welcher wir uns hier vornehmlich besch#f-
tigen wollen, ist geeignet, die simmtlichen Fille zu illustriren, welche
hierbei auftreten kénnen.

3. Die Function
e*s—1
es—1

besitzt nur einfache Pole, und zwar bei z=i.2k%, wo & jede beliebige
positive oder negative ganze Zahl bedeutet, mit Ausnahme von Null,
Da n#mlich f(z) tiberall stetig sein soll, wo es nicht unendlich wHchst,
so muss fir f(0) der Werth Iimo.f(z)=a: genommen werden,

Die einzelnen Partialbrtiche in 4) baben dabher die Form:
: 1 B et 28 120 N Gttt A hiiintent |
2—i.2kn e=i. u,. et —1 z—1.2kn
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Znm Zweck der Auswerthung des Restes R whhlen wir als Begren-
gsung von T einen Kreis u=1v.e'?, dessen Radius v der Bedingung
mod.2 < 2a.m v 2n.(m+1)

gemliss angenommen ist, wobei m eine hinreichend grosse absolute ganze
Zahl bedeuten soll, und bewirken dadurch, dass der Kreis ausser dem
Punkte z die 2m Pole von f(z) umschliesst, in denen k die Werthe —m,
—(m=-1), ..., =2, —1, +1, +2, ..., +(m—1), 4+m annimmt, sowie
dass er durch keinen Pol hindurchgeht.

Da pun d—: =i.dp ist, so folgt aus 3), wenn noch der Kiirze wegen

veosp =m, vsing =1 gesetst wird:
) iz

esw-[—i.st__l d(P
s [T
' T u

0

Dies l#sst sich anch so schreiben:

k4 iz
+3 £l
e—(!—s).u-l-l.st —_—" dtp ecn-l-l..ﬂ -1 d@
2z.R= Py : pale s Tt z
1—= 1——
u u
t 3 =

2
Die Integrationswege der beiden zuletzt geschriebenen Integrale haben
eine endliche Linge ». Sehen wir vorldufig von den Endpunkten der-
selben ab, so entsprechen in allen tibrigen Punkten einem unendlich
grossen v beim ersten Integral positiv unendlich grosse Werthe von »,
beim zweiten negativ unendlich grosse Werthe von w; in den einzelnen
Endpubkten selbst ist dagegen m = 0.

Daher nihert sich, wenn 0 < x < 1 angenommen wird, der Integrand
des ersten Integrals generell dem Grenzwerthe 0 (denn ei* wird nicht
=0), derjenige des zweiten aber generell dem Grenzwerthe 41, withrend
beide in den Endpunkten zu der unbestimmt endlichen Grisse

. o
e-l-t v o C;L—Ts' M?
i1 sin?
"3

springen. Mithin ist in diesem Falle (da die Integrationswege, wie ge-
sagt, eine endliche Linge haben) R =1lim.R=+{.

Ist £=0, so ergiebt der vorletzte Ausdruck von 2x.R sofort den
Werth =0, und ist =1, so ergiebt er ebenso leicht:
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N,

1
m=2—“;/-d¢=+l.

Das bisher gewonnene Resultat ist also dieses:

Fir 0 Z2<1 gilt die Entwickelung

% __ k=+m ;. _
5 & —m+Ma2§52:13

er —1 - t—i.2km
__m_"“ *2z.(1—cos2knzx) 44 kx. sm2lma:
o - 2344 k2 nf

es ist R=0 fir a:=0, R=+4 fir 02 <<+1, R=+41 fiir
#=+<1, und im ersten Aunsdruck fehlt dasjenige Glied der
Summe, in welchem k=0 zu setzen wire.

4. Untersuchen wir jetzt den Erfolg der Partialbruchzerfillung bei
der Function des vorigen Abschnittes, wenn & nicht in dem reellen In-
tervall (0,1) enthalten ist, so leuchtet es zun#ichst ohne Rechnung ein,
dass es einen Grenzwerth R = lim. R gar nicht geben kann, wenn x eine
complexe Zahl ist; dénn dann divergirt die Partialbruchreihe aunf der
rechten Seite von 5) zweifellos, weil die Z#hler bei wachsendem %
schneller wachsen als die Nenner.

Es bleiben also zur Untersuchung nur noch diejenigen reellen Werthe
von z tibrig, welche ansserhalb des Intervalls (0,1) liegen.

Bezeichnen wir wieder, wie schon friiher, mit m eine absolute ganze
Zahl und setzen @ + m=2a', indem wir unter = eine Zahl des Intervalls
(0, 1) verstehen, so bleibt die Partialbruchreihe in 5) offenbar von glei-
chem Werthe, ob man in ihr ®# oder @' schreibt. Die Differenz zwischen
f(z, &) und f(z, @) liegt also einzig und allein in der Differens der Reste
R und &K', und zwar so, dass

R'—R = f(s, &) — (2, )
ist. Man braucht daher zur Emittelung von R’ nicht auf den Ausdruck
3) fiir den Rest zuriickzugreifen, sondern kann die soeben niedergeschrie-
bene Relation benutzen.

Es folgt:
etms_1

e—1
Fir £ =@+ m kann man dies auch so schreiben:

m:=m+[ess+e(t+l)s+.“+e(t+m—l)!]
und fir @’=a —m so: ‘
m'= m__ [e(s—l)s+ elx—2s + e + e(:-m)s]'

R= R+ =Rt e
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Hipsichtlich der Partialbruchzerlegnpg verh&lt sich also die Function
e —
e*—1
rationale algebraische Function.

bei recllen Werthen von @ ganxz khnlich, wie eine gebrochene

5. Wir wollen jetzst die Anwendung auf die Bernoulli’schen Func-
tionen machen, indem wir dabei selbstverstindlich fir = reelle Werthe
voraussetzen.

Fir n=1 ergiebt sich aus 1) und 5):

k=

B(e,1)=0= R__z,m?knz

wobei R=+1} fir 0 <2 <1, R=0 fir x=0, R=+1 fiir =41
ist, wihrend im Usebrigen zu R dieselbe positive oder negative gange
Zah]l addirt werden muss, um welche das 2 die hier hervorgehobenen
Werthe tbersteigt, — wie es aus dem vorigen Abschnitt hervorgeht.*
Wird in 1) die Zahl n>1 angenommen, so folgt aus der ersten
Form der Gleichung 5), da man die letztere gliedweise differentiiren darf:

—1)n—1_ % ) k=dm i 2kxs__q

fir 02 <41, in welcher Summe aber das Glied mit k=0 aunsf¥lit.
Soll x# andere reelle Werthe 2'=2= + m haben, so kommt nach dem
vorigen Abschnitt hinzu:
n x! 4 (@414 .+ (x+m—1)*"] fir 2’'=x+m,
—nflz—1)"1 4+ (z=2*~14...4+ (z—m)*—! ] fir £’ =x—m.
Im Besondern ergiebt dies fir 0 S« < +1:

9 Y k=» in2k
7) B(x, 2"+1)=(—1)'+1.2(2-'T:2-n3-1'2 Swl:h-;:z ,

2n) $F1—cos2knx

8) B (x,2n) = (—1) ‘22:'*1.1!3"2 k2=

9 k= ® in® k
= (_])n '225-:).:‘2- .2 “"l‘zu"x

Wibrend der Ausdruck 7) mit dem entsprechenden Raabe’schen iden-
tisch ist, bedarf der Ausdruck 8) der Identlﬁclruy wegen noch einer
Transformation.

Es geht nimlich aus 7) durch die Differentiation nach x hervor:

k=
8'(:0.2n+l)=(_1)n+1.2(22."_'|l‘.:‘)’1.. cos:zl:ux;

* Raabe schriinkt die Giltigkeit dieser Entwickelung auf das Intervall
0<z <1 ein, weil er von vornherein $# = § auswihlt.
Zeitsohrift £. Mathematik u. Physik XXIX, 1. 4
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und hieraus ergiebt sich, weil die,n'* Bernoulli'sche Zahl bekanntlich
durch die Relation
B0, 2n+1)=(—1)"*+'.(2n+1). B,
definirt werden kann: .
27)! 'G1
9) B;= ( ")

Tl Oy

Wendet man diesen Ausdruck auf die erste Form von 8) an, so geht
die letztere in die Raabe’'sche Gleichung fiber:

k=o .
10) B(x,2n)=(—1)" By 4 (—1)"+!. (2m)! 260.?21:7:3,.

9 -1_p2n’ kin

6. Unter denjenigen Autoren, welche den .vielseitigsten Gebrauch
von der Partialbruchzerlegung gemacht haben, nehmen Briot und
Bouquet (,,Théorie des fonctions doublement périodiques. 1859 und
die zweite Auflage von diesem Werke: ,,Théorie des fonotions elliptiques®.
1873*) wohl die erste Stelle ein. Sie benutzen dieselbe nicht nur zur
Zerlegung einer Function f(z) in_eine Summe, sondern auch in ein
Product nach Cauchy’s Vorgang, indem zunichst If(2) in eine Summe
verwandelt wird. Bei der Beurtheilang der Reste legen sie Gewicht dar-
auf, dass der Aunsdruck 3) auch in der Form

T T T
R='T.%;-;‘/.-fluu—)-du+z-‘/f%:)-du+z’-./'[—(ualz-du+...‘

dargestellt werden kann, sobald mod.u>>mod.z auf der ganzen Begren-
gung von 7T ist, und leiten daraus ab, dass von der ganzen Klammer
bei unendlich wachsendem u nur der erste Summand zur Bestimmung von
R=1lim.R ibrig bleibt, wenn der Werth von f(x) nirgends unendlich
wichst. Damit schieben sie von vornherein diejenigen Functionen bei
Seite, welche }t als eine Function von z ergeben; und da sie sich mit
anderen Functionen nicht beschiftigen, als hei welchen R =0 wird, so
ist dies ftir ihre Zwecke meistens auch praktisch. Desgleichen ist es bei
den doppeltperiodischen Functionen praktisch, dass sie zur Begrenzung
von T ein Parallelogramm w#hlen, welches wegen der eigenthiimlichen
Vertheilung der Pole dieser Functionen tiber die z- Fliche die geeignetste
Gestalt ist, um die in T eintretenden Pole vollstindig aufznzihlen. Trotz
dieser Vorsicht sind sie dem Irrthum verfallen in § 206 der Auflage von
1873, wo nach dem®mir privatim mitgetheilten Befunde des Prof. Schu-

* In § 94 der neuen Auflage haben die Verfasser nach brieflicher Besprech-
ung zwischen uns ihr friher umstindliches Verfahren bei der Beurtheilung der
Convergenz der Taylor’schen Reihe verlassen, um sich meines Verfahrens za bedie-
nen: die Kriterien aus dem Restintegral abzuleiten, nur dass sie nicht die Aussersten
Consequenzen daraus ziehen. Ich merke dies an, weil ich schon von einigen Seiten dar-
auf aufmerksam gemacht bin, dass ich ebenso verfilhre, wie Briot und Bouquet.
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mann die Formel fir v(z) nur dann richtig ist, wenn man Iim-:—.,=0

annimmt, wiihrend die Verfasser hervorheben: »Quelle que soil la maniére
doni fasse augmenier m’ et n’ & linfini, le guotient tand vers la méme limite
v(z).* Denn der Grenzwerth des dort aufgestellten Doppelproducts ist
nach S8chumann:
_:r.' w4 o’ m'n-l-n'm' 4
V(@) T =) [T
‘ meo—no
Uebrigens bedarf es der obigen Reihenentwickelung nicht, um gzu jenem
angestrebten Resultat zu gelangen, Denn man ksnn, wemm u=v, c'®
gesetzt wird, den Re:tansdmck 3) aunch 8o schreiben:

f(u) dv
——-/ ”d¢+) -do;

und da hier der Integra.tmnsweg auch bei unendlich wachsendem v end-

lich ist, so darf man im Integranden, wenn /() und f:‘::‘, endlich bleiben,

bei der Bestimmung von lim.R auch l—% durch seinen Grenzwerth 1
ergetzen. = Besitst aber die Begrenzung von T nur keine Cnrventhoile.,

welche Tangenten des zugehdrigen Vectors » sind, so bleibt :—; tiberall
endlich, und es ist deshalb r )
R = lim- —. f(u) du

v=u l.2

in allen Fillen, in denen f(#) endlich blelbt.
Wiblt man zur Begrenzung von T einen Kreis u=rve!®, der durch
keinen Pol hmdurchgeht so lautet der volle Restausdruck 3):

ﬂ“)
11) n=2“ -dg.
"7

0
Derselbe bietet bei den einfach periodischen Functionen und derem Ver-
wandten ohne irgendwelche Umgestaltung mindestens dieselben Vortheile,
wie der abgednderte von Briot und Bouquet, umd eignet sich ausser-
dem besser zur tibersichtlichen Controle des Werthes von R in allen den
Fillen, in denen R nicht verschwindet. Wir wollen dies noch an einem
Beispiel erliutern, zu welchem die oben behandelte Function den Anlass

giebt.
4*
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7. Die bisher behandelte Function f(z) und s§mmtliche Kreisfunc-
tionen lassen sich durch die Function

f) =

ausdriicken. Man erhilt ihre simmtlichen Pole oy, wenn man fiir ¥ in
dem Aunsdruck i.2km die ganzen positiven und negativen Zablen mit
Einschluss der Null setzt.
Die Partialbriiche haben daher die Form:
1 . lim .(z—i.2kn)e"= el - 2kn= .
2 —i.2k% 21 2%kn et —1 :—i.2kxn
Fiir den Rest erglebt sich nach 11):

ex--}-i:!
2uR—/e, 11 /"H‘—l z
u

+—2— . —2-
_ e—(l—z).n-{-l’.:l. do + exwti. xt do .
- P ew+it __ :
¢ 1—= 1 1__2_
u u
_= x=
2 2

Geht man zum Grengzwerth fiir o = oo tiber, so werden fiir 1—x>0
nebst ¢ > 0 beide Integrale = 0, mithin R =0; ftir =0 wird das erste
Integral =0, das zweite =—=, mithin R=—4; fir x=1 wird das
erste Integral =+ n und das zweite =0, mithin R=+4. — Zur Erliu-
terung braucht hier nichts hinzugeftigt zu werden, da die néthigen Er-
glinzungen bereits im dritten Abschnitt vorgetragen sind.

Es ist daher bei 0 2 <1:

k=4m R ™
12) e s =R+ lim - S’ ﬂ

e* m—nk=_ 2 —1i.2kn

Y222 .c0s2hna — dkm.sin2kna

—-§R+ + 23 4 44352

mit der Bedeutung &R=— 3 fire=0, R=0 fir 0<xr <1 und
R=+4§ fair z=+41.
Die Griinde, weshalb die Convergenz aufhtrt, wenn x einen com-
plexen Werth hat, brauchen hier nicht wiederholt zu werden.
Desgleichen traten offenbar auch hier dieselben Verinderungen von
R auf, welche im vierten Abschnitt fir den Fall gefunden sind, dass =
sich um eine ganze Zahl &ndert.

8. Die Herleitung der Gleichung 5) aus 12) bedarf keines Commentars,
Es diirften aber noch die folgenden Betrachtungen einiges Interesse bieten.
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Substituitt man in 12) 1—a fér x, so geht sie tiber in:
e(l—2)s k=im e—i.2kns
a1 R 2 Tk

80 dass nach Abschnitt 4 bei 0 <x <1 gewonnen wird:
= k=1m i.2%nz
e e=*s 4 lim . 2 £,

es—1 m=wm t—1i.2kn
bl _ iz cos2knzx
e*—1 == "+ +4z 2:‘+4k’u’
k=100
es* — g—%% _ sin2knzx
_e’—l =+8 "—81‘.;: _———z’+4k‘1r'

Die Ab&nderungen, welche diese Formeln erfabren, wenn 2z der obigen
Scala nicht mehr geniigt, sind aus Abschn. 4 zu ersehen.
1+ filr x

Wichtigere Formeln erhilt man, wenn man zun¥chst 5

und 2z fir = sétzt. Dann geht 12) iber in:

g-kns
N i

et —e— m= o
k=-—m
- pL 2 cosknx —km. smlmx.
R+ 5 +2( W

Hier wird R=+§ fir r=+1 und R=0 fir ~1<xsr<+1.

Setst man hier, indem unter @ ein Werth des Intervalls (0,4-1),
unter R der zugehdrige Werth des Restes und unter m eine ganze ab-
solute Zahl verstanden wird, ;= + (x+2m), so muss man fiir R den

Werth

= Fletms, o

ml :'_- gt i e\ o5 — e—5%

= i R i et(z4m)s 'eln—l): + e(m—3)s + o + e—(ﬂ—-l)z’
setzen, wie man aus Abschn. 4 leicht findet.
U. a. folgt aus 13): )

elz+2m)s + e—(z4+2m)z [e(c-l-m)s —_— (s-l-ln)n] . [e-l — e—au]
es—e* o es—e3 z

13)

14)

k=o
cosknx
+2z2( 1)k T
2("*'2")’—6‘_(""2-)’ —2% [e(s+-):+¢—(.=+m)x] [etnx e—m:]
eS—e* = er—e s

15)

k=»

k sinknx
- 2,,.;‘ (—1)* s
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Schroibt man in 13), 14) und 15) ixz fir z, so erbilt lnan sunkchst
fir —1Z22<+1:

16)

17)

k=

cosmxz 1 p Cosknzx
*e sinmz —;-{-222(—1) s

k=»

sinmze 23— K3

SR L LI N 2.3 (—ppKesnkr,

Setst man aber auf den linken Seiten von 16) und 17) 4 2m fir
@, 8o kommen auf den rechten Seiten beziehungsweise noch die Summan-

den hinzu:

—2x.sinw(T4m)z. pem und + 2xm.cosm(x+4m)z-

sinamz singmz

72z sinmz




Kleinere Mittheilungen.

L Eine Ableitung des Additionstheorems fir elliptische Integrale
aus der Theorie eines Kegelschnittbtischels.

Fiir ein Kegelschnittbiischel, welches durch die Schnittpunkte sweier
beliebiger Kegelschnitte bestimmt ist, hat Poncelet den interessanten
Satz bewiesen: ,,Wenn einem Gliede eines solchen Biischels ein n-Eck
eingezeichnet ist, welches mit (n—1) Seiten (n—1) andere Glieder des
Btischels berilhrt, so muss, wenn es diesen Bedingungen entsprechend
seine Form Xndert, auch die n'¢ Seite des Polygons ein Biischelglied um-
hilllen."* Dieses Theorem steht, wie Jacobi es zuerst fir ein Kreis-
btischel darlegte, in engster Verbindung mit der elliptischen Differential-
gleichung. Durch sie lisst sich die Schaar jemer Kegelschnitte darstellen
und jener Poncelet’sche Satz unmittelbar begrtinden; es ldsst sich aber
auch aus der Natur solcher Kegelschnittschaar leicht der algebraische
Zusammenhang zwischen den Grdssen ableiten, welche durch die ellip-
tische Differentialgleichung verkntipft sind.

Um diesen Gedanken durchzufiihren, ist.es nothig, in Kiirze ein Kegel-

. schnittbiischel durch vier Grundpunkte in Form der elliptischen Differen-
tialgleichung zur Darstellung zu bringen, wie ich solches in der Abhand-
lung: ,,Die Steiner'schen Kreisreihen in ibrer Beziehung zum Poncelet-
schen Schliessungstheorem* (Wissenschaftl, Beilage zum Programm des
Ascanischen Gymnasiums in Berlin, Ostern 1883) gethan habe, und es
scheint mir darauf noch einmal einzugehen um so mehr geboten, als der
Ort der Publication wenig Gewshr bietet, dass die Abhandlung Denen zu-
ginglich werde, welche an diesen Fragen Interesse nehmen.

Lisst man von einem Punkte eines Kegelschnittes drei Gerade aus-
laufen 4, B, C, 8o wird eine vierte Gerade .X, welche durch jenen Punkt
geht, in ihrer Lage durch das Doppelv’ex’hlﬂtniss x beschrieben werden
kdnnen, welches sie mit den drei anderen bildet, also durch

m__sa’n(XA).sin(OA).
"~ sin(X B) " sin(CB)
Die Gerade X bestimmt eindeutig auf dem Kegelschnitte den Punkt (x)
und jeder Punkt (x), welcher auf dem Kegelschnitt gelegen ist, die
Gerade X. Ein zweiter Punkt mége durch den Werth y gegeben sein,
beide bestimmen eine Gerade, und fiir sie ktnmen die Zahler » uwnd y
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als Coordinaten gelten. Alle Geraden, welche durch einen beliebigen
Punkt der Ebene gehen, setzen x und y in eine wechselweis eindeutige
Beziehung, und da jedes Werthepaar x, y vertauschbar ist, so muss die-
selbe durch eine in # und y symmetrische Gleichung ausdriickbar sein,
welche in Bezug auf jede einzelne Coordinate den ersten Grad nicht
ibersteigt, also in der Form
zy +a(z+y)+4=0.

Diese Gleichung kann als die Gleichung eines Punktes in Liniencoordi-
naten angesehen werden. Durch zwei Gerade, also durch zwei Werthe-
paare z, y sind die beiden Constanten a und b bestimmbar, und der Punkt,
in welchem sich die gegebenen Geraden schneiden, ist in analytischer
Form durch eine Gleichung in Liniencoordinaten ausgedriickt.

Wird ein beliebiger Kegelschnitt als Enveloppe seiner Tangenten
aufgefasst, so wird die Lage jeder Tangente durch ein Werthepaar , y
beschrieben. Jedem Werthe « entsprechen zwei Werthe y, und um-
gekehrt jedem Werthe y zwei Werthe 2; jedes zusammengehtrige Werthe-
paar ist aber vertauschbar. Es muss deshalb die Gleichung des Kegel-
schuittes durch eine in # und y quadratische Gleichung zum Ausdruck

kommen, welche ausserdem in x und y symmetrisch gebildet ist. Der
Kegelschnitt stellt sich also dar in

V4+azy(zty)+b(x+y)P+cxy+diz+y)+e=0.

Durch fiinf beliebige Gerade, also durch finf Werthepaare «, y sind die
finf Constanten des Kegelschnittes bestimmbar, und der durch sie de-
finirte Kegelschnitt ist alsdeun in der gegebenen Form durch seine
Gleichung analytisch dargestellt.

Differenzirt man diese Gleichung und fiihrt in den Coefficienten von
dx fir « den Werth y ein, welcher sich durch Auflésung der Gleichung
nach @ ergiebt, so wird der Coefficient von dx rein durch die Grisse y
ausgedrtickt, und zwar durch eine Quadratwurzel einer Function vierten

Grades in y. Diese Function wird fir vier Werthe zu Null, das sind

die Werthe «, f#, y, 8, fir welche obige Gleichung gleiche Werthe =
ergiebt; sie ist also in der Form x(y—a)(y—p)(y—7)(y —9) darstellbar,
wo x irgend eine Constante bedeutet. Da aber auch die Differential-
gleichung sich symmetrisch in & und y bilden muss, 80 muss sie, wenn

man ¥x heraushebt, die Form gewinnen:

dzy/(y—e)(y—B)(y—7)(y—9) + dy ¥/ (x—a)(z— ) (x—7) (x—38) =0

oder

dx dy
V(x—«)(x—ﬁ)(x—y)(x—t’) Viy—a)(y—B)y—2)(v— 6)

Die Zahlen «, 8, 7, § bestimmen diejenigen Punkte (), (8), (y), (6) auf
dem Grundkegelschnitt, in denen zu einem x gleiche y gehdren; dies
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tritt aber fir die Puokte ein, in welchen derselbe von dem dargestellten
Kegelschnitt getroffen wird, also sind (a), (), (), (6) die Grundpunkte
beider Kegelschnitte. Die Differentialgleichung stellt mithin irgend einen
Kegelschuitt dar, welcher durch diese vier Punkte bindurchgeht; sie ist
der allgemeine analytische Ausdruck fiir ein Kegelschnittbiischel durch
vier Punkte.

Aus dieser Darstellungsform geht unmittelbar das Poncelet’sche
Theorem in seiner allgemeinsten Fassung hexrvor. Denn wenn man irgend
einen Kegelschnitt des Biischels als Grundkegelschnitt auffasst und von
einem Punkte z desselben eine Tangente an ein Glied des Btischels legt,
welche den Grundkegelschnitt in x, schneidet, von diesem Punkte aus
aber an ein zweites Glied des Btischels eine berilhrende Gerade zieht,
welche den Grundkegelschnitt in x; trifft, und in dieser Form die Con-
struction bis zu einem Punkte x, fortsetzt, so hiingen die Zahlen «, z,,
Z;, ... T durch das Gleichungssystem zusammen:

dx dx,

V(z—a)(x—p)(z—y)(z—39) * V (@, — o) (z,— B) (2, —7)(x,—8)
dx, dxg,
+ =...+ ’
TV (23~ e) (23~ ) (74~ 7) (x;-0) T V(xa-a)(2a~B) (Za=7) (za- )
und man schliesst, dass der erste Punkt (#) mit dem letzten Punkte (%,)
durch eine Differentialgleichung verkniipft ist, welche das geometrische
Gesetz ausspricht, dass die Verbindungslinie beider Punkte sich als Tan-
gente auf einem Kegelschnitte des Bischels wilzt, wenn der erste Punkt
den Grundkegelschunitt durchliuft.

Will man die elliptische Differentialgleichung in die Normalform
tberfithren, so ist dies leicht durch eine geeignete Bestimmung der Co-
ordinatenelemente, iiber die noch nicht verfiigt worden ist, zu bewirken.

In der That, mégen die vier Grundpunkte reell oder imagin&r sein,
es giebt stets eine reelle Tripelgerade, welche den Grundkegelschnitt
reell schneidet. Diese Gerade mdge als die Gerade 4 gew#blt werden,
die Tangente in einem ihrer Schnittpunkte mit dem Grundkegelschnitt
als die Gerade B, die Gerade C aber mége vom Schnittpunkte jener
beiden pach einem der Grundpunkte laufen, etwa nach (a). Alsdann

sind die Grundpunkte gegeben durch die Zahlen + 1 und + %. wo —1;

irgend einen Zahlenwerth bat, und zwar mdgen, um bestimmte Vorstel-
lungen festzuhalten, die Punkte («) und (f) durch + 1, und die Punkte

(7) und (6) durch + % in ihrer Lage beschrieben werden. Unter diesen

Annshmen muss also das Kegelschnittbiischel durch die elliptische Diffe-

rentialgleichung in der Normalform zum Ausdruck kommen, nimlich
durch
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d d :
x + Y

= =0.
V(1=2)(1—#a) " Y (A—p) (11—
Nach dem Duslitétsprincip ist in derselben Form ein Kegelschnittbiischel
ausdriickbar, welches durch die vier gemeinsamen Tangenten zweier be-
liebigen Kegelschnitte bestimmt ist. Denn nimmt man auf einer beliebi-
gen Tangente eines Gliedes dieser Schaar drei Punkte 4, B, C an, so
kann jeder Punkt X dieser Tangente durch das Doppelverhiltniss @ be-
schrieben werden, welches X mit 4, B, C bildet, also durch
N2y
XB CB
Jedem Werthe @ entspricht ein Punkt und diesem eine Tangente () an
den Grundkegelschnitt, und umgekehrt bestimmt jede Tangente dieses
Kegelschnittes eine Zahl z. Zwei derartige Zablen £ und y bestimmen
zwei Tangenten, diese ergeben einen Durchschnittspunkt, und ftir ihn
kénnen « und y als Coordinaten gelten. In diesen Coordinaten wiirde

eine Gerade und zy+a(z+y)+6=0
By’ tfazy(x+y)+b(c+y)t+czy+d(@+y)+e=0

einen Kegelschnitt darstellen. In diesen Formen ist demnach der Aus-
druck fitr ein Kegelschnittbtischel, welches durch vier Tangenten bestimmt
ist, in der Differentialgleichung gegeben

dz dy

+ =0.

Vie—a)(z—p)(@—y)(z~8) " V(y—ea)y—Bly—7)(y—9)

Ganz analog den fritheren Schlussformen tritt demnach der Satz in
Evidens:

»Ist einem Gliede eines Kegelschnittbiischels, welches durch vier
Tangenten bestimmt ist, ein n-Eck umgeschrieben, von welchem (n—1)
Ecken auf (n-—1) Gliedern des Btischele gelegen sind, so bewegt sich,
wenn dies n-Eck jenen Bedingungeun entsprechend seine Form #ndert,
auch der n'* Punkt auf einem Gliede des Biischels.*

Confocale Kegelschnitte bilden ein Biischel solcher Art; die vier
Tangenten sind die imagin&ren Geraden, welehe von den gemeinsamen
Brennpunkten nach den imaginkren Kreispunkten' laufen. Fiir sie gilt:
also das Gesetz:

»Ist einem Kegelschnitte ein n-Eck umgeschrieben, von welchem
(n—1) Ecken auf (n—1) confocalen Kegelschnitten gelegen sind, so
muss, wenn das n-Eck jenen Bedingungen gem#ss variirt, anch die n'®
Ecke einen confocalen Kegelschnitt durchschreiten.®

Dieser Satz findet sich in Salmon’'s Geometrie der Kegelschnitte,
bearbeitet von W. Fiedler, 8. 293. Hier folgt er aus den einfachsten
analytischen Grundlagen, und deshalb seheint mir seine Deduction der
Beachtung werth.
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Es ist aber eine andere Gedankenreihe, auf die ith die ‘Aufmerk-
samkeit lenken mdchte, das ist die Herleitung des Additionstheorems ftir
elliptische Integrale erster Gattung aus der Theorie eines solchen Kegel-
schnittbiischels. Zu Grunde gelegt mag ein Kegelschnittbtischel durch
vier Punkte werden.

Nach den vorangehenden Betrachtungen stellt jede elliptische Diffe-
rentialgleichung von der Form

dx dy

YA—a) (I—sia) }/(l—y’) (1—x® ol

ein Kegelschnittbiischel dar, und jedes Glied desselben ist eine partiku-
lare Lisung. Als Coordinatenelemente sind hierbei zu Grunde gelegt
die gemeinsame reelle Polare des Biischéls, welche den Grundkegelschnitt
in P und Q schneiden mag, ferner die Tangente in P und die Gerade,
welche von P pach einem Grundpunkte des Biischels ljuft. Die Tan-
gente in Q schneidet die Tangente in P in einem Punkte R; dieser ist
der gur Polare PQ gehdrige gemeinsame Pol des Biischels. Zieht man
von P an ein Glied des Biischels die beiden Tangenten, so wird deren
Beriihrungssehne durch den Pol R laufen, und zwar wird sie durch R
und seine Polare PO harmonisch getheilt. Es bilden also diese beiden
Tangenten mit den Geraden PO und PR harmonische Strahlen. Jede
dieser Tangenten bestimmt auf dem Grundkegelschnitt einen Schnittpunkt,
M und N. Legt man durch einen derselben, z. B. M, von dem Pol R
eine Gerade, so muss diese auch durch den Punkt N hindurchgeben;
denn auf dieser Geraden bestimmt sowoh! der Grundkegelschnitt, als
auch die beiden Geraden PM und PN ein Punktepaar, welches dem Pol
und dem Durchschnit{ mit der Polare harmonisch zugeordnet ist. Be-
schreibt man also die Lage des Punktes M durch 4 a gegen das gewithlte
Coordinatensystem, so wird N durch —a beschrieben. Da das Entspre-
chende auch fir die Tangenten gilt, welche von Q aus an das betrachtete
Btischelglied gezogen werden, so werden auch deren Schnittpunkte mit
dem Grundkegelschnitt von P aus unter zwei Gesichtsstrahlen erscheinen,
welche mit PR und PQ harmonisch sind. Bestimmt man demnach den
einen durch 4z, so wird der andere durch die Zahl —z beschrieben.

Das betrachtete Glied, welches in der generellen Form
Sy 4+ Bay(z+y)+ Ca+yP+ Doy + Ez+y) +1=0
seinen Ausdruck findet, muss demnach bei der besondern Annahme der
Coordinatenelemente fiir =0 y=+ z und fiir x = y =+ a ergeben.
Das Eine erfordert, dass

YC+yE+1=0
die Wurzeln + z, das Andere, dass die Gleichung

y'4+yB+C=10
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die Wurzeln + a habe. Es ist demnach E=0, C=—l‘, B=0, A=—,l—,-
2 2°a

Demnach hat die Gleichung dieses Bischelgliedes die Form
2yt —a¥(x 4y + Dla22xy + a2 = 0.
Die Discriminante dieser Gleichung ist

3
xb— o3 ga’-}-z’—a’(l—-g z’) $+a’z’=0.

Zu den Wurzeln dieser Gleichung gehdren gleiche Werthe y, es sind

also die Wurzeln die Grurdpunkte des Biischels + 1 und + % Es

muss daber 1 D \¢ 1 .
a%28 = — und a’+z’-—a’(l——z’ =14
x3 2 x3

sein. Zur Bestimmung von D erhiilt man demnach
D s\ _ 1,3
(1— 37) =(1—Na—a2).
Bezeichnet man, wie gebriuchlich, J/(1—2%)(1—»%2?) durch 4z, so ist
D=(1+ 4z2) 22,

Es giebt also, da D zweideutig ist, zwei Biischelglieder, welche die
Bedingung erfiillen, dass fir £=0 y = + z wird. Sie finden ihren Aus-

druck in der Gleichung

o'y’ — (z+y) 5 ,+2-'ry1 +""+ o=

Will man sie beide unterscheiden, so kann dies dadurch geschehen, dass

man den Werth von :—i fir £ =0 festsetzt. Dieser ist, wie die Rech-

nung ergiebt, 4+ 4z, so dass, je nach der Wahl der Zeichen, das eine
oder das andere Biischelglied gemeint ist. Hat man sich fiir den Werth
+ 4z entschieden, so ergiebt die obige Gleichung zu einem x zwei Wur-
zeln y, némlich 2dz + 242

V=T
Will man dieses Bﬂschelglied aus der Differentialgleichung

dy _
dx—4 y =
bestimmen, so hat man die Forderung festzustellen, dass fiir z=10
y=+ z werde und y fir =0 den Werth 4z erhalte. .
Die zweite Fordemng fahrt zu der Gleichung .
dz _dy _
dz" 4 y

und die erste zu
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z 8
‘ dx dy__T_ dz
dx dy a4z

"0 0 0

Es findet demnach die transcendente Gleichung

[

s
dz | (dz_ (dy
dx— ) 4z dy
0 0

in der algebraischen Form
_xdz+z4x
T 1—a328

ihre Ldsung. Ap. ScHUMANN.

IL Einfache Darstellung der Trigheitsmomente von Kdrpern,

Schon im 10. Bande dieser Zeitschrift (1865) hat Herr Reye be-
wiesen, dass ein rdumliches Massensystem hinsichtlich seiner Trégheits-
momente auf unzihlige Arten ‘durch vier materielle Punkte, ein ebenes
Massensystem dagegen durch drei solcher ersetzt werden kann. Nachdem
die praktisehe Anwendung dieser Sitze lange Zeit, wie es scheint, von
Niemand versucht worden war, hat Herr Reye selbst in einer sehr lesens-
werthen Abbandlung (,, Einfache Darstellung der Triigheitsmomente ebener
Figuren*, Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, Jahrgang 1875,
8. 401—408) die Zurtickftihrang auf einzelne Massenpunkte an einer
Anzahl ebener Figuren — am Dreieck, Parallelogramm, Trapez, Para-
belsegment, ferner an der Ellipse und der durch concentrische Kreise
oder durch #hnliche Parallelogramme begrenzten Ringfliche — wirklich
durchgeftihrt. Bei riumlichen Massensystemen ist die Reye’sche Dar-
stellang der Trigheitsmomente meines Wissens immer noch nicht. aus-
gefihrt worden. Es mtge deshalb gestattet sein, auf diesen Gegenstand
eingugehen.

Herr Reye geht in der gzuletzt erwithnten Abhandlung von dem
Batze aus, dass zwei Massensysteme, welche beide dieselbe Gesammtmasse
baben, dann und blos dann Xquivalent sind (d. h. in Bezug auf jede
beliebige Axe oder Ebene des Raumes dasselbe Triigheitsmoment liefern),
wenn ihre Centralellipsoide zusammenfallen, Hierauf grtindet er den fol-
genden:

nConcentrirt man in jedem Eckpunkte eines Parallelo-
gramms, dessen Seiten die Centralellipse eines ebenen Mas-
sensystems bertihren und zu zwei conjugirten Durchmessern
derselben parallel laufen, ein Viertel der Gesammtmasse des
Bystems, so erhélt man ein System von vier gleichen Punkt-
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massen, dessen Triigheitsmoment beztiglich jeder beliebigen
Axe demjenigen des gegebenen Massensystems gleich ist.*

Auf diesem Satze, der selbst bei beliebig begrenzten ebenen Figuren
leicht angewendet werden kann, beruht ein grosser Theil der von Herrn
Reye mitgetheilten Resultate. — Welches ist nun der entsprechende Satz
fir rdiumliche Massensysteme?

Nennen wir bei einem Parallelepiped zwei Ecken benachbart, wenn
sie Endpunkte einer Kante sind, so zerfallen die acht Ecken in zwei
Gruppen von je vier nicht benachbarten. Die Ecken einer solchen
Gruppe bilden ein Tetraeder, dessen Kanten fiir das Parallelepiped Diago-
nalen der Seitenflichen sind. Es gilt nun folgender Satz:

Umschreibt man dem Centralellipsoid eines Massensy-
stems ein Parallelepiped, dessen Seitenflichen paarweise
drei zu einander conjugirten Diametralebenen jenes Ellip-
soids parallel sind, und denkt man sich in viernicht benach-
barten Ecken desselben je ein Viertel der Gesammtmasse
angebracht, so erh#lt man ein System -von vier gleichen
Punktmassen, das dem gegebenen #quivalent ist.*

Denn das vierpunktige und das urspriinglich gegebene Massensystem
haben, wie man leicht einsieht, bei gleicher Gesammtmasse das Central-
ellipsoid gemeinschaftlich.

Merkwiirdigerweise gestaltet sich also die Zuriickfiihrung eines Massen-
systems auf eine muglichst kleine Zahl von Punkitmassen im Raume fast
einfacher, als in der Ebene. Denn wihrend durch den oben angefiihrten
Reye’schen Satz ein ebenes Massensystem erst auf vier, also noch nicht
auf die kleinstmégliche Anzahl von materiellen Punkten zurtickgefithrt
wird, ist Letateres bei einem réumlichen Massensystem bereits der Fall,
wenn man das oben aufgestellte Analogon jenes Reye’schen Satzes an-
wendet. Wenn es auch nach dem Obigen verhiiltnissmissig leicht ist,
ein riumliches Masgensystem auf vier materielle Punkte zu reduciren, 8o
ist es doch in manchen Fi#llen bequemer und nicht weniger praktisch,
das System durch finf, sechs oder mehr materielle Punkte zu ersetzen.
In der folgenden Zusammenstellung etlicher, anf die einfachsten Korper
sich beziehenden Resultate soll in erster Linie auf derartige, vicht
aus dem oben mitgetheilten Satze folgende Darstellungen Riicksicht ge-
nommen werden; dieselbe macht nattirlieh keinen Amspruch aunf Vollstin-
digkeit, vielmehr sind darin nur die einfachsten der sich in Menge dar-

* Das aus jenen vier Punkten gebildete Tetraeder kann auch so beschrieben
werden: Es wird in den Mittelpunkten seiner Kanten vom Centralellipsoid beriihrt
und die drei Verbindungsstrecken gegeniiberliegender Kantenmittelpunkte bilden
drei conjngirte Durchmesser des Ellipsoids. Die Ecken aller derartigen Tetraeder
liegen offenbar auf einem zweiten Ellipsoid, welches dem ersten Bhnlich und &hn-
lich gu ihm gelegen ist und }/8 mal so grosse Dimensionen hat.
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bietenden Resultate mitgetheilt. Wiirde man auch negative Massen be-
nitzen, wogegen ja theoretisch nichts einzuwenden ist, so wtirden sich
noch weit mehr und theilweise interessantere Siitze ergeben. Noch werde
bemerkt, dass im Folgenden iiberall Massen von constanter Dichtig
keit vorausgesetzt sind.
1. Tetraeder.
Dasselbe kann ersetzt werden:
a) (Reduction anf 7 Punkte) durch die sechs Kantenmittelpunkte je
mit ¢, sowie den Schwerpunkt mit 3 der Masse des Tetraeders;
5) (5 Punkte) durch die vier Ecken je mit iy und den Schwer-
punkt mit 4 der Tetraedermasse;
¢) (4 Punkte) durch die vier Punkte, welche die Strecken vom
Schwerpunkte nach den Ecken im Verbiltniss 1:(}J/5—1) theilen,
je mit } der Gesammtmasse.

2. Dreiseitiges Prisma (mit parallelen Endflichen).

Es kénnen angebracht werden:

a) (9 P.) je g4 der gesammten Masse in den Ecken des Prisma und
den Schwerpunkten seiner Endflichen, sowie 4 der Masse im
Schwerpunkt des ganzen Korpers;

b) (8 P.) je g der Masse in den Ecken des Prisma, je § in den
beiden Punkten, welche die Verbindungsstrecke dex Endflichen-
schwerpunkte in drei gleishe Theile zerlegen;

c) (6 P.) je & der Gesammtmasse in den Mittelpunkten der drei
parallelen Kanten, je } in den Schwerpunkten der beiden End-
fllichen, sowie %y im Schwerpunkt des Prisma;

d) (b P.) je 1 der Masse in den Mittelpunkten der drei parallelen
Kanten, 4§ in jedem der beiden Punkte, welche die Verbindungs-
strecke der Endflichenschwerpunkte im Verhiltniss 1:5 resp.
5:1 theilen;

e) (4 P., unsymmetrisch) je { der Masse.in den Schwerpunkten
zweier Seitenfllichen, je § der Masse in dem Halbirungspunkten
derjenigen beiden Kanten der dritten Beitenfliche, welche zu-
gleich den Endflichen angehtren.

8. Parallelepiped.
Man concentrire von der Gesammtmasse entweder
a) (6 P.) je { in den Mittelpunkten der Seitenflichen, oder
b) (5 P.) je { in vier nicht benachbarten Ecken, ¢ im Schwer-
punkt des Kdrpers, oder
¢) (4 P.) je } in den vier Punkten, welche dic Strecken vom
Schwerpunkte nach vier nicht benachbarten Ecken im Verhi#ltniss

1:(Y3—1) theilen.




64 Kleinere Mittheilangen.

4. Schiefer elliptischer Cylinder (mit parallelen Endfiichen).
Derselbe ist u. A. #Zquivalent dem Schwerpunkt des Cylinders und
den Mittelpunkten der beiden Endflichen, je mit § der Cylindermasse,
zusammen mit den vier Endpunkten von irgend zwei conjugirten Durch-
messern derjenigen Ellipse, in welcher eine durch den Schwerpunkt
parallel zu den Endflichen gelegte Ebene den Cylinder schneidet, je mit
4 der ganzen Masse.

5. Schiefer Kegel mit elliptischer Basis.

Man versehe die vier Endpunkte von irgend zwei conjugirten Durch-
messern der Basis und den Mittelpunkt der letzteren je mit g% der Masse
des Kegels, ferner mit § der gesammten Masse denjenigen Punkt, wel-
cher die Strecke vom Basismittelpunkte nach der Kegelspitze im Verhilt-
niss 3 :2 theilt, so erh#lt man ein sechspunktiges Massensystem, welches
dem homogenen materiellen Kegel #quivalent ist.

6. Ellipsoid.
Man erhilt eine Reduction anf sieben Massenpunkte, wenn man je
7o der Gesammtmasse in den sechs Endpunkten von irgend drei szu ein-
ander conjugirten Durchmessern, sowie § der Masse im Centrum des
Ellipsoids anbringt.
Zum Schluss mige noch ein recht merkwiirdiger Satz tiber die homo-

gene materislle
7. Kugeloberfiiche

mitgetheilt werden. Niumlich:

Beschreibt man derselben irgend einen der ftinf regel-
miéssigen Korper ein und vertheilt die Masse der Kugel-
oberfliche gleichmissig auf die Ecken des regelm#ssigen
Kérpers, so erhilt man ein System von Punktmassen, welches
der materiellen Kugeloberfléiche #quivalent ist.

Der entsprechende Satz in der Ebene heisst: Eine homogene
materielle Kreislinie ist 4quivalent den (sich gleichm¥ssig in die
Gesammtmasse theilenden) Ecken irgend eines einbeschriebenen
regelmissigen Vielecks.

Was den Beweis der mitgetheilten nnd namenthch die Aufsuch-
ung &holicher Resultate betrifft, so scheint dazu die Methode der Car-
tesischen Coordinaten sich am wenigsten zu eignen. Ganz wie fiir diesen
Zweck geschaffen erweist sich dagegen die Mébinus-Grassmann’sche
Punktrechnung. Wie dieselbe auf diesem Gebiet zu verwenden sei, habe
ich in einer kurzen Mittheilung zu zeigen versucht, welche demni#chst
in den ,,Mathematischen Annalen‘ erscheinen wird.

Stuttgart, Dr. R. MeaNks,
Repetent am Polytechnikum.

-~
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1v.
Beitrdge zur graphischen Dioptrik.

Von

F. KEssLER.

Hierzu Taf. IV Fig. 1—17,

Wenn ein homocentrisches Lichtstrahlenbtischel gespiegelt oder ge-
brochen wird, so entwickelt sich aus den abgelenkten Strahlen im All-
gemeinen die sogenannte Brennfliche. In besonderen Fillen wird diese
zu einem Brennpunkte; beispielsweise bei der Brechung an einer Hohl-
kugel vom Radius r wnd Brechungsverh#ltniss n, wenn der Strahlpunkt
a (Fig. 1) um eine centrale Strecke (n41)r von der Oberfliche o ab-
steht und die gebrochenen Strahlen sich dann in einem Punkte 6 anf
derselben Centralen im Abstande (n+1)r/n vor o schneiden. Betrachtet
man aber ein unendlich dinnes homocentrisches Lichtstrahlenbiischel
nach seiner Brechung an der Ebene oder der Kugel, so ergiebt sich
unter Voraussetzung endlicher Einfallswinkel, dass im Allgemeinen die
Brennfliche auf zwei riumlich gesonderte, unendlich kurze gerade Linien
eingeschrinkt wird. Eine derselben, welche man das primiire Bild
genannt hat, liegt normal zur Einfallsebene, in der Brennfliche,
die andere, das secundire Bild, in der Axe der Brennfliche, also in
der Einfallsebene, normal zum brechenden Flichenelement.

Diese den Mathematikern seit geraumer Zeit bekannte, auch von
Physikern, z. B. E. Reusch,* H. v. Helmholtz,** V, v. Lang,***
behandelte Thatsache findet in den elementaren Lehrbtichern der Physik
selten Beachtung. Meistens wird daselbst beim Beginn der Dioptrik die
Brechung aus Wasser nach Luft wie Fig. 2 gezeichnet, n&mlich zu dem
Strahle aco ein dem Auge o erscheinendes Bild des Gegenstandes a an-
gegeben, gwar nur eines, entweder auf der kaustischen Fliiche in k¥ (das

* Reflexion und Brechung des Lichts an sphiirischen Flichen unter Voraus-
setzung endlicher Einfallswinkel, Poggendorff’s Annalen 180, 8. 497—517 (1867).
** Physiologische Optik (1867).
%% Einleitung in die theoretische Physik (1873), § 182.
Zedtsohrift £ Mathematik u. Physik XXIX, 2. 5
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prim#re) oder auf der Axe derselben in ¢ (das secundiire), oft aber auch
jenseits ¢ in u, wo sich wirklich weder das eine, noch das andere be-
findet. Letzte Darstellungsweise ist also vollig falsch, jede der beiden
ersten hichstens halb richtig. Denn mit einem Auge kann man trotz
des Accommodationsverm&gens nicht beurtheilen, wo sich ein Bild befindet.
Eher geschieht dies mit zwei Augen, wenn man folgendermassen verfihrt.
Man filllt ein moglichst grosses und tiefes durchsichtiges Gefidss, etwa
ein Aquarium, ganz mit Wasser, legt auf den Boden ein weisses Stein-
chen a, dariiber auf elnen durch die Winde des Geftisses gestiitzten
Glasstreifen ein zweites 5. Blickt man dann bei aufrechter Stellung des
Kopfes, wie Fig. 3 in Cavalieri- Perspective darstellt, mit beiden Augen
r, 1 schriig auf die Wasseroberfliche, so sieht man a nach b zu gehoben
und stets senkrecht darunter, in c¢. Neigt man sich aber, besonders den
Kopf, so weit zur Seite, dass, wie Fig. 4 im Durchschnitt zeigt, beide
Augen 7, ! mit dem Object in derselben Verticalebene liegen, so erblickt
man a héher gehoben und vor b in 4, so dass die Briicke mit b eine
Strecke nach dem Beobachter zu, bis » geschoben werden muss, wenn
a wieder unter b erscheinen soll. Der Punkt c ist der Ort des secun-
déren Bildes von a, wogegen k nahezu der seines primiren.

Zeigt dieser Versuch schon in etwa, dass, :vie Reusch a. a. O,
sagt, ,,noch Manches Eigentbum der elementaren Optik werden kann*,
so ddrfte es sich auch lohnen, die dort bebandelten Probleme durch
Ueberftihren auf das rein graphische Gebiet ohne goniometrische Func-
tionen oder numerische Rechnungen zu lésen und sie damit der elemen-
taren Behandlung, um nicht zu sagen leichter, doch von einer andern
Seite zugiinglich zu machen. Hierfiir eignet sich besonders die schon
frilher von mir zur Losung dioptrischer Probleme benutzte Methode,*
den gebrochenen Lichtstrahl mittels zweier, der brechenden Kugel con-
centrischen Kreise zu zeichnen, wobei man nach einer fiir jede brechende
Fliche einmal gemachten Vorzeichnung nur gerade Linien zu ziehen hat.
Indem ferner ftir centrale Strahlen jene Kugeln in Ebenén, Kreise in
Gerade tibergehen, lassen sich gleicherweise die Bildgridssen, die Lage
der Fandamentalpunkte und alle auf die Brechung der Lichtstrahlen in
centrirten Linsensystemen bezliglichen Gesetze leicht auffinden.

1. Bestimmung der Lage des primidren Bildes an der Kugel, Stellt
(Fig. 5) der Kreis A um ¢ den Durchschnitt der Einfallsebene mit einer
Kugeloherfliche dar und ist n das Brechungsverhiltniss, so beschreibt
man, um sofort beliebige Strahlengiinge zeichnen zu kéunen, aus ¢ noch

* Annalen der Physik und Chemie, Neue Folge 15, S. 830 < 884 (188%).
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~.

swei Kreise: A, mit n mal grésserem und Kyn mit n-mal kleinerem
Halbmesser als X. Trifft dann ein in der Richtang sa kommender Strahl
den Kreis A in a, und schneidet derselbe den Kreis K, auf der a ent-
gegengesetsten Seite in b, so sieht man bc bis d auf Xyu und erbilt ad
als Austrittsstrahl. Denn weil bc/ac=ac/cd, so ist Aabcevdac, mit-
hin der Austrittswinkel cad =abc; und wird dieser mit #, der Einfalls-
winkel bac mit « bezeichnet, so ist sina/sinff=bc/ac=n.

Um nun das prim#ire Bild eines bestimmten aunf der Geraden sa
befindlichen und in dieser Richtung strahlenden Punktes p zu zeichnen,
denke man sich zwei von p ausgehende, mit pa unendlich wenig diver-
girende, in derselben Einfallsebene liegende Strahlen po,, pa, analog
behandelt, also b,, .b, auf Kn, d,, dy auf K/, schliesslich die Austritts-
strablen a,d,, agd, construirt, welche ad in ¢, dem primiren Bildpunkte
von p, schneiden werden. Beschreibt man tiber ac, be, ¢d Halbkreise,
deren erster und zweiter ab in o, erster und dritter ad in e schneiden,
gsieht co, ferner oe bis ! auf bc, so ist Lcoe=cae=cbo, folglich ol
normal be, Laco=dce, also

1) Aelcovdec~vaoe und Aclosvceanscob.

Denkt man sich die Geraden o(q,, aq, b,, b)), e(a,, ay, d,, dy), c(a,, a)
gezogen und setzt La,pa,=4d, Lacag=¢, Lbcby=1n, La,gag=¢, s0
wird mit Riticksicht auf die tiber ac, bc, cd beschriebenen Halbkreise
Lajoag=a,ea,=a,cay=¢, L bjoby=b,cby=d,ed;=17, und wegen un-
endlicher Kleinbeit dieser Winkel

¢t=agq/ae, {/m=de/dq, also ¢m=ag.de/ae.dg,

ferner

¢/8=ap/ao, d/n=0bo/bp, also &¢n=ap.bo/ao.bp,
also
?) aq.de=ap.bo'

ae.dq ao.bp

Da wegen der Aehnlichkeiten 1) bo/ao=ae/de ist, so folgt aus 2)

bo* bp.ag aed

;o_’=a—m_de’
Nimmt man anstatt p einen unendlich weit entfernten Strahlpunkt
auf as an und ist dessen Conjunct g, so folgt aus 3), indem bo=ao0
gesetst werden kann, ag/dg=1bo* ao®. Liegt dagegen ein Punkt f auf
sa 8o, dass sein Conjunct unendlich weit fillt, so folgt analog 6f/af
=ae¥/ad? und Gleichung 3) erweitert sich zu

3)

m Im vy v
% bo* bf bp.ag_ag ae*
a® af ap.dg dg de

Die Gleichung II)—IV) dieser Kette lebrt, dass die aus den Aehnlich-
keiten 1) erhellende Proportionalitht der einzelnen Stiicke der Dreiecke

¢ba und dac sich auch auf die Verlingerungen af und dg -erstreckt.
b*
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Dieses wie ferner zu Schliessendes wird besonders klar, wenn man den
gweiten Bchnittpunkt des Kreises K auf dem Einfallstrahl durch % be-
zeichnet, desgleichen den von Kj; auf dem Austrittsstrahl durch i, womit
ho=oa, ie==ed wird, dann A cba nebst af aus Fig. 5 umgekehrt in
Fig. 6 mit A cad nebst dg in den gleichen Winkeln ¢ zusammenlegt,
auch noch A clo ebenso hinzufiigt. Man ersiebt dann leicht, welcher
Weg von der Gleichung 4) I)—1I) auf (Fig. 5)

5) bh/ho=oa/af=bo/of,
sowie von Gleichung 4), IV)—V) auf
6) aifie=ed/dg=acefeg

filhrt, und warum schliesslich
7 . oafaf=o¢e/el, sowie aeleg=oe/el,
mithin ag parallel /1, auch af parallel gl ist.

Setzt man fp==x, g¢g=y, dg=z, ag=m.z und beachtet, dass b¢c
=n.ac, folglich (vergl. Fig. 6) af=n.z, bf=n.m.z ist, so geht Gleich-
uug 4) III) —1IV) iiber in

(m.n.z4-2)(m.24+y) m.z
(mz+z)(z¥y)  z

n.m.i=gx.y

woraus folgt

oder restituirt
8) af.ag=[p.gq.

.Gleichung 8), nebst dem aus Gleichung 7) unmittelbar Gefolgerten,
dass af lg ein Parallelogramm ist, lehrt, dass jegliche Gerade, welche
zwei auf dem gebrochenen Strahle sad gelegene, wie p und
g conjugirte Punkte verbindet, durch den Punkt / gehen
muss, oder: dass der Punkt ! ein Fixpunkt* fiir derartige Verbin-
dungsgeraden jst.

* Die Lage dieses Fixpunktes I ist bereits von Reusch a. a. O., aber mehr
arithmetisch als graphisch bestimmt worden. In seiner Fig. 6, welche die Abbil-
dung an der Kugel allgemein erliutern soll, befindet sich derselbe mit J bezeichnet
an einer Stelle, die er in keinem der aus den Alternativen nZ 1, rz 0 sich er-
gebenden vier mdglichen Fille wirklich erhalten kann, néimlich bei ® (J) unserer
Fig. 5, ausserhalb des von den secundiren Brennstrecken gebildeten Parallelo-
gramms asct. Daher schneidet bei Reusch die Verbindung des primiren und
des secundfiren Fixpunktes (letzterer ist der Mittelpunkt der Kugel) den Einfalls-
strabl in einem Punkte 1, der identisch mit unserem Punkte b sein sollte und
doch scheinbar auf der entgegengesetzten Seite von a liegt. Diese Figur (6,
Reusch) ist also graphisch unrichtig und hat nur eine analytische, keine dar-
stellende Bedeutung. Dagegen haben in Reusch Fig. 10 (Abbildung durch eine
Linse) die Fixpunkte J, J; richtige Lagen. Die von Reunsch gegebenen Coordi-
naten des Fixpunktes 7, beziiglich des Einfalls- und Austrittsstrahles als Axen,
finden sich auch aus unserer Figur leicht, z. B.:
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Hiernach bestimmt sich die Lage von g als des prim¥ir mit p tiber
den Einfallspunkt a conjugirten Punktes folgendermassen.

Man seichnet, wie eingangs beschriehen, den Austrittsstrahl ad,
gieht co normal su ab, o! normal zu be, endlich p! bis ¢ auf ad.

Fir einen zwischen f und a gelegenen Strahlpunkt p’ (Fig. 5) wiirde
der Conjunct ¢’ auf die Verlingerung von ad tiber a hinaus fallen.

2. Bestimmung der Lage des primitren Bildes an der Ebene durch
Ableitung aus voriger Construction. Denkt man sich (Fig. 5) den Ra-
diuns der Kugel verlinderlich, den Einfallswinkel aber constant, so bleibt
bis auf p, ¢ und die davon abhiéingigen Strahlen die Figur sich selbst
hnlich, insbesondere die Richtung al dieselbe. Wird also der Radius
der Kugel unendlich, mithin das Flichenelement a,a, eben, so liegt
daher der Fixpunkt I im Unendlichen. Die Lage von ¢ bestimmt sich
alsdann dadurch, dass man zu der Geraden al der Figur durch p eine
Parallele bis ¢ auf ad zieht. Oder ist (Fig. 7) p das Homocentrum eiues
auf die Ebene M, M, fallenden unendlich diinnen Strahlenflichers, sk das
Einfallsloth, n das Brechungsverhiiltniss, und soll das primiire Bild des
Punktes p construirt werden, so nimmt man auf aA oder auf dessen Ver-
lingerung tiber a beliebig einen Punkt ¢ an, aus welchem man mit den
Radien n.ac, ac/n die Kreise Ka, Ky/x beschreibt, findet, wie bei Fig. 5,
die Punkte b, d, o, I und zieht zu a! durch p eine Parallele, die ad in
dem gesuchten Punkte ¢ schneidet.

Man kann auch, nachdem mit d die Richtung des Austrittsstrahles
gefunden ist, zu M, M, durch p eine Normale zichen, die auf ad in ¢’
die Lage des secundiren Bildes bestimmt, bc verlingert in s schneidet,
Zieht man dann s¢{ normal zu bp, fu normal zu bs, so schneiden sich
up und ad in dem primiren Bildpunkte ¢.

3. Directe Construction der Lage des primiren Bildes an der Ebene.
Will man den speciellen Fall der Brechung und Abbildung an der Ebene
unabbingig von dem allgemeinen beziiglich der Kugel behandeln, so ist
auch erst graphisch das Aenderungsgesetz conjugirter Brechungswinkel
an der Ebene zu ermitteln.

Liegt (Fig. 8) das Homocentrum ¢ eines unendlich diinnen Strahlen-
fiichers in der brechenden Ebene, ist ck das Einfallsloth, n das Brechungs-
verh#ltniss, 80 beschreibt man ans ¢ zwei Kreise X, K, deren Radien
sich wie 1 zu n verhalten. Schneidet A den Strahlenfdcher in 4, a, a,
80 legt man zum Einfallsloth durch a,, a, ay Parallelen bis b;, b, b; auf
K, und gieht den Strahlenficher c(b;, b, by). Dann sind ach, bch oder

o r N N
=1g= 2018 _ ““u(;_'“”am‘p)_rsiuaeos’a_ reoste
af=lg=35-= sn(a—p) =pen(a—p) ncosp—cosa
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cao, cbo die conjugirten Brechungswinkel, a,cay=da, bcby=4df
deren relative Aenderungen. Zieht man die Geraden o(a,,a,,b,, b5), 80
sind, wie die tiber ac, bc beschriebenen Halbkreise, beide durch o gehend,
zeigen, L a0a,= da, boby= 4, also da/4f="1bo/ao.

Bilden also zwei conjugirte Brechungswinkel ein Drei-
eck, so verhalten sich deren Aenderungen indirect wie die
ihnen anliegenden Abschnitte, in welche ihre gemeinschaft-
liche Seite durch das ans der dritten Ecke geflilite Loth ge-
theilt wird. )

Goniometrisch heisst derselbe 8atz: da/df=t(ga/tgf und wird als
Ableitung aus dem Brechungsgesets gewdhnlich in der Form d«/4f
=n.cosf/cosa gegeben. :

Das Ganze ist in Fig. 9 besonders dargestellt. 8ind «, § conjugirte
Brechnngswinkel, so verhalten sich die ibnen gegentiherliegenden Seiten
bc, ac wie die Geschwindigkeiten des Lichts in den sugehtrigen Mitteln.
Ist co normal gu ab, und natiirlich L bca=y der Ablenkungswinkel, so
ist da/bo=df/ao=dy,ab,

Da nun bei Strahlen an einer Ebene die Einfallswinkel durch irgend-
welche Parallelverschiebung nicht gelindert werden, so kann man un-
beschadet der Anwendung des eben Bewiesenen das Homoecentrum auch
nach a ausserhalb der brechenden Ebene verlegen und dafir (Fig. 10)
gesonderte Einfallspunkte ¢,, ¢, ¢, annebmen. Um dann myglichst ein-
fach zu allen durch a gehenden Strahlen die conjugirten Austrittsstrahlen
su erhalten, trigt man auf dem Lothe oa die Strecke od=n.oa ab,
ziebt gur hrechenden Ehene durch d eine Parallele, die den Strablen-
ficher in ¢,, €, ¢ schneidet, beschreibt aums c,, ¢, ¢; mit c, ¢, ce, c;¢
Kreise bis b,, b, b; auf oa und zieht alle ¢b, die sich in f, dem Con-
juncte von a, schneiden miissen.

Die Lage des Punktes / 14sst sich, wie frilher die von ¢, analytisch
bestimmen. Denkt man sich durch / einen Kreis gelegt, der die Ebene in ¢
berithrt, so mtissen, da auch c,, ¢; als in dessen Peripherie liegend an-
gesehen werden dirfen, alle auf c,c; stehenden und auf jener Peripherie
scheitelnden Winkel gleich ¢, fc; = 4f sein. Schneidet derselbe Kreis
den Einfallestrabl in g, und denkt man sich g(c,,c;) gezogen, so wird
also auch Lec,gco= A48 sein, Da aber da=c,ac;, nach dem vorigen
Satze da/df=bofuo und Lcacy/lc,gcg=gc/ac wegen unendlicher
Kleinheit dieser Winkel ist, so muss bo/ao =gc/ac, d. bh. bg parallel co
werden. Schneidet endlich gedachter Kreis das mittlere Einfallsloth in &,
8o sind L cgh und L ¢fh Rechte und man kann also die Lage des Punktes
f folgendermassen finden.

Man zeichnet, wie eben erklirt, die Richtung des Austrittsstrahles
be, legt zu co durch b eine Parallele bis ¢ anf ca, zieht zu cg durch g
eine Normale bis 4 auf dem Einfallsloth, endlich 4/ normal auf be.
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Bei der Ausfihrung von Fig. 10 war n=4/3 angenommen. Fig. 11
zeigt dieselbe Construction nebst Beweishilfslinien unter gleicher Beseich-
nung ftir den reciproken Werth n'= 3/4.

Nimmt die Zeichnung ein zu grosses Feld in Anspruch, so szieht
men (Fig. 10) von einem beliebigen Punkte u des Einfallslothes die Lothe
uw auf ac, uv auf bec, endlich su mv durch g eine Parallele bis / auf
be. Oder, da Lfhg=Lfcg=y, Lfgh=/[fch=f, also Lefg=R—a
=cgb, daher A cgfvcbg, so ist cb/cg=cg/cf, und man kann, nach-
dem & und g erhalten sind, f auch folgendermassen bestimmen. Man
beschreibt aus ¢ mit c¢g einen Kreis bis { auf cb, zieht zu ei durch g
eine Parallele bis / auf bc. Reusch zieht, nachdem & erhalten ist
(Fig. 12), zu oc Parallelen durch a bis s, durch b bis ¢ auf dem Ein-
fallsloth, su normal auf ac, ¢v normal auf bc, endlich zu uo durch a
eine Parallele bis f auf bc. Aehnlich ist Fig. 10: axz normal auf ao bis
auf brechende Ebene, xb bis A und dann wie oben.

4, Zeichnung centraler Strahlengiinge. Wenn auf eine brechende
Kugelfliche Strahlen unter unendlich kleinen Winkeln einfallen, so er-
geben sich die Austrittsstrahlen nach unserer Methode dadurch, dass man
die erforderliche Vorzeichnung in einem normal sur Axe unendlich ver-
grosserten Maassstabe entwirft, d. h, an Stelle der Kreise die Ordinaten
ihrer Scheitelpunkte treten 14sst. Die unendlich kleinen Brechungswinkel
erscheinen dann in endlicher Grdsse. Dieser Uebergang ist von Fig. 13
nach Fig. 14 dargestelit. In Fig. 13 sind oberhalb der Axe die Wege
zweier von p ausgegangener, unter endlichen Winkeln auf die Fldche X,
deren Radius oc=r ist, eingefallenen Strahlen mittels der Hilfskreise
Ky, Kym, deren Radien cs=n.r, ct=r/s, construirt, woraus der nach
den Grossen des Einfallswinkels u, v verlinderlich gelegene secundire
Conjunct u,, u, hervorgeht. Unterbalb der Axe (Fig. 13) gilt ein reci-
prokes Brechungsverhiltnies n'=1/n: daher dieselben Hilfskreise in um-
gekehrter Bedeutung und Benutzung. In einem Falle ist bier der Con-
junct «’. Fiir unendlich kleine Einfallswinkel geht diese Figur in Fig. 14
mit analoger Bezeichnung tiber. An Stelle der Kreise X, Ky, Ky/» treten
die nach den Scheitelpunkten benannten Normalen 0, S, I. Der alsdann
zu p conjugirt sich ergebende Puukt u, wird offenbar unabhiingig von
der Elevation des Strahles pa,, comcxdm‘. also auch mit dem diesfAlligen
primiren Conjunet,

Die Beziehung, in welcher unsere Constructionsmethode zu anderen
bereits hekannten dieser Art steht, mag aus Fig. 15 erseben werden,

I. Ftir die Methode Reusch® lassen sich S und T benutzen, weil ja
(r 4 nr)/(r+4r/n) =n/1 ist. Der Einfallsstrahl schneidet 7' in g. Man zieht

* Constructionen zur Lehre von den Haupt- und Brennpunkten eines Linsen-
systems. 1870, § 2 8. 8.
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gu ac durch g eine Parallele bis » auf S und erhlilt ak als Austritts-
strahl.

II. Fir die Methode Gavarret® dienen die Ordinaten F, F' der
Brennpunkte f, /. Wird F vom Einfallsstrahl in i geschnitten, so zieht
man zu ¢i durch a eine Parallele, welche der Austrittsstrahl ist. Oder
man gzieht zum Einfallsstrabl durch ¢ eine Parallele bis j auf #’, wonach
af der Austrittsstrahl ist.

III. Ftr die von Ferraris** benutzte Methode macht man, wenn
der Einfallsstrahl die Mittelpunktsordinate C in k schneidet, aunf letzterer
cl=ck/n, alsdann ist «! der Austrittsstrahl.

Es leuchtet ein, dass ek, aj, al mit dem nach unserer Methode ge-
geichneten Wege ad coincidiren,

Als Beispiel allgemeiner Anwendbarkeit dieser Methode folge die
Bestimmung der Fundamentalpunkte einer Linse, sowie die eines Bild-
ortes und Bildgrdssenverhiiltnisses bei derselben. 8ind (Fig. 16) o,, o, die
Scheitelpunkte, ¢, , ¢, die Mittelpunkte der Flichen einer Linse, sind auch
die Ordinaten O,, 0,, dann nach dem Brechungsverhiltniss, wie bei
Fig. 14, §,, T, fur die erste, S;, T, fiir die zweite Fliche construirt, und
schneidet ein axenparallel zuerst auf 0, in o', einfallender Strahl die S,
in &', so zieht man ¢ ', bis d’, auf T,, a’,d’, bis @, auf O; und bis
by auf Sy, b’y bis d’y auf Ty, d'ya’y bis £ auf der Axe und bis g’ auf
dem Einfallsstrahl, zur Axe normal durch g” bis A’ auf der Axe. Als-
dann ist /’ der sweite Brennpunkt, %* der aweite Hauptpunkt der Linse.
Geht man von einem axenparallel in entgegengesetzter Richtung suerst
auf O einfallenden Strahle aus, so ergiebt sich analog f als erster Brenn-
punkt, A als erster Hauptpunkt. )

Um den Ort des Bildes eines Objects, das in einer zur Axe senk-
rechten Ebene liegt, sowie das Gréssenverbiltniss beider unabhingig von
der Kenntniss der Fundamentalpunkte zu finden, nimmt man, wenn die
Objectebene von der Axe in p geschnitten wird, einen beliebigen von p
aus in (a,) auf O, einfallenden Strahl und erhélt nach obigem Verfahren
die Punkte (b,), (d,), (), (b,), (d;), ¢, Wonach ¢ das Bild von p ist. [Be-
hufs gréseerer Deutlichkeit durch Ersparniss von Linien in Fig. 16 ist
der Einfallsstrahl so geftihrt, dass (b,) mit 6',, (d,) mit d’, coincidirt.]
Schneidet sodann der zur Construction des zweiten Brennpunktes be-
nutzte Einfallsstrahl o', 5, (anstatt welches auch ein beliebiger anderer,
nur nicht ein durch p gehender Strahl genommen werden diirfte) die
Objectebene in p’, der zu 4’ b’; conjugirte (hier durch /’ gehende) Aus-_

* Constructionen ete. § 6 8, 8,

** Die Fundamentaleigenschaften der dioptrischen Instrumente. Uebersetst
von F. Lippich, 1879, Art. 4 8.5.




Von F. KessLER. 13

N e A NI ENF AL i A RIS AN o o SN S AR s o e N o o - s

trittsstrahl d’ya’y die Bildebene in ¢', so ist ¢’ das Bild von p’, mithin
9¢’/pp’ das verlangte Bildgrsssenverhiltniss.

Um lediglich die Hauptpunkte einer Linse zm bestimmen, ist als
Beispiel in Fig. 17 eine convex-concave dicke Linse mit analoger Be-
seichnung gew#shlt. Man gieht durch ¢, eine beliebige Gerade bis b, auf
S, und bis d, auf T,, parallel hierzu durch c; bis b; auf S; und bis dy
auf T;, ferner d,b, bis @, auf 0, und bie a; auf 0,, a,b, bis A, auf der
Axe, desgleichen ayd,; bis A;. Alsdann sind, wie leicht zu beweisen, A4,, A,
die Hauptpunkte der Linse. Die Geraden b,d,, byd, schneiden sich tibri-
gens in dem optischen Mittelpunkte m der Linse.

Wiesbaden, September 1883.

Berichtigungen.

Seite 2 Zeile 13: u, a, statt u, a,.
» 4 , 1: im Nenner der Gleichung 9) (n#n — 1)d statt (nn — d).
» 8 , 24: im Nenner der Gleichung 30) Gy, a, statt a, a.
w 9, 21: dh =9} statt dh = 9.
w 9 o, 22: 4b) = 80 statt b= s0f;.
w 10 26: 0,6/ M. ¢4, statt o,;,/ n. Yy
» 17, 6: § 11 statt § 10.
» 17, 26: fh statt fh und A'F statt Af.
» 20, 98: @ statt &.




V.

Ueber Linge und Vergrésserung, Helligkeit und
Gesichtsfeld des Kepler-, Ramsden- und Campani-
Fernrohrs.

Von

Dr. C. Boun

in Aschaffenburg.

(Sohluss)

C. Gesichtsfeld.

Die nach Euler’'s Vorgang allgemein iibliche Beschrinkung des
Gesichtsfeldes auf solche Punkte, von denen noch der Hauptstrahl,
d. h. der durch den optischen Mittelpunkt des Objectivs gegangene Strahl
ins Auge gelangt, werde auch hier beibehalten.

Fir die mit Sammellinsen-Ocular versehenen Fernrohre l#sst sich
bekanntlich ein Punkt, der sogenanute Augenpunkt, auf der optischen
Axe angeben, durch welchen alle vom optischen Mittelpunkte des Ob-
jective gekommene und aus dem Augenglase tretende Strablen bhin-
durchgehen. Es ist das der Punkt, in welchem das reelle Bild des
optischen Mittelpunktes des Objective durch das Ocular (einfaches oder
zusammengesetztes) entworfen wird. Dieser Augenpunkt liegt um etwas
mehr als die Hquivalente Brennweite des Oculars hinter dem optischen
Mittelpunkte der an ihre richtige Stelle gedachten, dem Ocularlinsen-
system #quivalenten Linse. Die genaue Berechnung des Abstands des
Augenpunktes vom Augenglase ist umstdndlich, derselbe tritt als Wurzel
einer quadratischen Gleichung ‘auf, — die zweite Wurzel ist negativ und
hat keine physikalische Bedentung. Fiir den .besondern Fall unendlicher
Gegenstands- und unendlicher Sehweite berechnet sich eintach der Ab-
stand des Augenpunktes vom Ocular gleich

/'+-§ (6 = und d= ).
Es ist nicht ndthig, das Auge so weit hinter das Augenglas zu entfer-
nen, um das ganze Gesichtsfeld anuf einmal zu iibersehen. Denn die
Pupille hat eine gewisse Oeffnung (mittlerer Durchmesser 5 mm) und man
kann, ohne Einbusse am Gesichtsfelde zu erleiden, das Auge daher so

.
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weit vorrticken, bie die Pupillensffnung gleich ist dem Querschnitte des
ans dem Augenglase des Oculars tretenden, vom optischen Mittelpunkte
des Objective herkommenden und nach dem ,. Augenpunkte* convergiren-
den Strahlenbtindels. Hierauf beschrinkt sich bei Fernrohren mit Sam-
mellingen - Ocular der Einfluss der Pupillenweite auf das Gesichtsfeld,
wihrend bei Galilei’schem Fernrohre (mit zerstreuendem Ocular) die
Grosse des Gesichtsfeldes wesentlich von der Oeffnung der Pupille be-
dingt wird.*
Kepler - Fernrohr.

Das Gesichtsfeld des Kepler-Fernrobrs ist ein Kegel, dessen Spitze
der optische Mittelpunkt des Objectivs, dessen Grundfliche der nicht
abgeblendete Theil des Augenglases ist. Bezeichnet @ den halben Oeff-

nungswinkel dieses Kegels oder Genchufelden, so findet man fir das
Kepler-Fernrohr:

45) : Yyopx —2—1’

wenn wieder s den Oeffnungsdurchmesser des Augenglases und I die
Fernrohrlinge bedeuten. Setzt man den Werth von Ix nach Formel 3)

ein, schreibt aber der Kiirze halber B fﬂr

s f+d-—e
49 Y= BT @—(BFD

woraus die Sonderfille:

» 80 erh&lt man:

—F

fir unendlich fernen Gegenstand:
oot IF=e
PE= F¥@—o)(F+1)

fir unendlich grosse Sehweite:

(6 =),

s 1
‘y¢x=§°m (d =),

fir unendlich fernen Gegenstand und Accomodation auf parallele
Strahlen-:“

* Siehe Bohn: Ueber das Gesichtsfeld des Galilei’schen Fernrohres. Carl’s
Repertorium IX, 97 (1878).

* Nimmt man an, es sei die Ocularéffnung allezeit derselbe Bruchtheil der
Brennweite, so lisst sich die Tangente des halben Gesichtsfeldes fiir den beson-
dern Fall G = und d =w in die Form bringen:

const _ const
‘9‘Px=“£Tl‘='VIT (G=w und d=u).

Der hiufig in den Lehrbiichern vorkommende 8atz, das Gesichtefeld des Kepler-
Fernrohrs sei verkehrt proportional der Vergrbsserung, ist also selbst bei Annahme
der besonderen Bedingungen, die oben ausgesprochen sind, — nur eine missige
Anniherung.
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tg¢x=—;—"%-l-f (G=® und d=m).

Es ist also allgemein das Gesichtsfeld (genauer die Tangente des
halben Oeffnungswinkels desselben) des Kepler-Fernrohrs

1. proportional dem Oeffnungsdnrchmesser des Oculars,

2. verkehrt proportional der Liinge des Fernrohrs.
Das heisst, es wird .

3. mit zunehmender Brennweite F des Objectivs kleiner,

4. mit zunehmender Gegenstandsentfernung G grésser,

5. mit zunehmender Ocularbrennweite f kleiner,

6. mit zunehmender Sehweite d kleiner.

Bemerkung. Der Augenabstand e ist nicht mebr willktrlich, wenn
das grisstmdgliche Gesichtsfeld tiberblickt werden soll, sondern muss die
oben angegebene Grenze einhalten.

Zahlenbeispiele fir das Gesichtsfeld des Kepler-Fernrohrs.
I. F=30cm, f=2cm, e=1cm, s=0,4f=0,8 cm.,
d=ow, G=ow, @g=4200";
d=20cm% ¢G=1000m 100m 20 m
ox=43"13" 43'06" 42°29",

II. F=40cm, f=1em, e=0,5cm, s=0,4f=0,4cm,
d=w, G=m, @gx=16"46";
d=200m{ ¢=1000m 100m 20m

ox=16"47" 16'43” 16°32".

Ramsden -Fernrohr.

Das Gesichtsfeld der Fernrohre mit Collectivglas ist ein Kegel, des-
sen Spitze der optische Mittelpunkt des Objectivs ist und dessen Grund-
fliche der wirksame Theil des Collectivs ist, d. b. jemer Theil, durch
dessen Verengerung der Strahlenkegel, welcher (ursprtinglich vom opti-
schen Mittelpunkte des Objectivs herkommend) schliesslich aus dem Aungen-
glase tritt und nach dem ,,Aungenpunkte'* convergir®, verengt wiirde.

Die ftir das Gesichtsfeld nttelichen Oeffnungen von Collectiv und
Augenglas hedingen einander derart, dass das ganze aus dem Collectiv
tretende Strahlenbiindel, welches vom optischen Mittelpunkte des Objec-
tivs ausging und nun nach einem Punkte auf der Axe in der Entfernung
« hinter dem Collectiv convergirt, dass dieses ganze Strahlenbtindel auch
Durchgang im Augenglase finde. Ist s der Oeffnungsdurchmesser des
Augenglases und s, jener des fiir das Gesichtsfeld niitzlichen Theils des
Collectivs, s0 muss sein bei Ramsden-Ocular:

s:sp=ax—4f:x.
Die Grsse x ist aber bestimmt durch:
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Tomass 4 251+16f
z= 51 13ff“ d z—f=4 57737

Dies benutzend erh&lt man:

$,=15.9 dI—4/

2514+ 16f
und die Verhiltnisse der Oeffnungsdurchmesser zu den Brennweiten der
Linse verhalten sich:

S i_25l-—20f.

% f f 251416f
Das heisst: die fir das Gesichtsfeld niitzliche Oeffnung des Collectivs ist )
ein kleinerer Bruchtheil der Brennweite, als das beim Augenglase statt-
‘hat. Fiir gegebenes Augenglas dem Collectiv die fiir das maximale Ge-
sichtsfeld erforderliche Oeffnung zu geben, ist also hinsichtlich der Aber-
ration unbedenklich.

Ist nun die Collectiviffnung von der geniigenden Grisse f, (oder
dartiber), so berechnet sich die Tangente des halben Oeffnungswinkels
des Gesichtsfeldes im Rams den-Fernrohr:

’a
47) wor=3 =
und nach Emsetsung des Werthes von /g [nach Formel 5)], Ausdriicken
von s, durch s und einigen Zusammenziehungen kommt:

s 45[f+2(d—e)] A
48) PR = g BB+ (d—e)(50B+81T)

woraus die Sonderfklle:

fir unendliche Gegenstandsweite:
s 45[/+2(d—e)] .
YPR= 3 5 Ff+(d—e) (BOF+8I/)] (6=
fir unendliche Sehweite:
=29
“Yor=5 SoB+8if
fiir unendliche Gegenstandsweite und Accomodation auf parallele

Strahlen:

(d=oo);

s 90
‘gq)n—‘i‘im (G-—-m und d==m).
Allgemein lassen sich ftir das Gesichtsfeld des Ramsden-Fernrohrs
dieselben Schliisse ziehen, die unter 1), dann 3) bis 6) fiir das Gemcbts-
feld des Kepler- Fernrohrs bereits aufgestellt wurden.
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Zahlenbeispiele fiir das Gesichtsfeld des Ramsden -Fernrohrs.
I. F=30cm, f=2cm, e=1cm, s=0,4f=0,8cm,

d=w, G=oc; er=1°14"27";

G= 1000 m 100 m 20 m
er=1°14"47" 1°14°36" 1°13°48".
II. F=40em, f=1cm, ¢e=0,5¢em, s=0,4f=0,4cm,

de=w, 6=w; @r=29"47";

6=1000m 100m 20m
rR=29"46" 29°40” 29°19".

d=20cm ‘

d=20cm %
[ 4

Fiir Ausrechnung dieser Beispiele war, da schon frilher die Fern-
rohrliingen berechnet waren (8. 30), eine andere Formel bequem, die
auch selbststindig Interesse genug bietet, um hier mitgetheilt zu werden.
Nimlich: :

49) 15

8
Yor =3 Ty 16f

Die Vergleichung der Zahlen in den Beispielen ftir Ramsden-
Fernrohre und fiir Kepler-Fernrohre mit gleichem Objectiv, Gegen-
stands- und Sehweite und gleichen Brennweiten des Augenglases lehrt
schon, dass das Gesichtsfeld des Ramsden- fast doppelt so grose ist,
als jenes des Kepler-Fernrohrs. Die allgemeine Vergleichung liefert:

s0) BOE _ g5 [H20d=0) _ Bf+(d—e)(B4)
T F¥(d—e) BE/+[@A—)(B05+817)

im Besondern filr nneundliche Gegenntandswente und Accomodation auf
parallele Strahlen:
Yor _ g0, _FH/
9ok 50 F481f
Will man das Gesichtsfeld gleich stark vergrissernder Rams-
den- und Kepler-Fernrohre bei gleichem Objectiv u. 8. w. vergleichen,
so muss man die Brennweite des Augenglases am Ramsden-Ocular

(6 =0 und d=w),

" . . 10 f(d—e) .
grbeser machen, undmlich nach 11) gleich Sd—e) F4F Dadurch wird
das Gesichtsfeld des Ramsden-Fernrohrs ein wenig kleiner, nkmlich:

s f+d—e
2 V5B T (a—a BTN
ein Ausdruck, der etwas einfacher ist, als der frither [48)] gegebene, in
welchem die Brennweite des Augenglases durch ein einfaches Zeichen (f)
dargestellt ist.

Fiir unendliche Gegenstands- und Sehweite folgt:

9

2 ‘5F+9f

51) lgQR ==«

Yopr = (6= und d=x),
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wie man leichter durch unmittelbare Benutzung der Formeln 14) und des
betreffenden Sonderfalls von 48) finden kaon.

Schliesslich ergiebt sich:

wow _ o BI+(d—e)(B+()
5 ox SB[+ (d—e(6B+97)
und im Besondern:
Yor _ 9 F4f
goxr  S5F+9f

Das gleich stark vergréssernde Ramsden-Fernrolr hat also bei
gleichem Absolutwerthe der Augenglassfioung (s) ein anndhernd %
mal so grosses Gesichtsfeld, als das Kepler-Fernrohr, gleiches Objectiv
u. 8. w. vorausgesetzt. Da das Augenglas des gleich stark vergréssernden
Ramsden-Oculars eine grissere Brennweite als das Kepler- Augenglas
bat, so wird, wenn man beiden Augengliésern gleiche relative Oeff-
nungen (im Verhiltoiss zu ihren Brennweiten) giebt, das Gesichtsfeld des
Ramsden-Fernrohrs noch etwas grésser. Und swar wird anndhernd
(genau bei 6=o00 und d=on) bei gleicher relativer Oeffnung der Werth
des Augenglases am Ramsden-Ocunlar 19mal jenem des Kepler-Qcu-
lars, demnach bei gleicher relativer Oeffnung der Augengliser,
das Gesichtsfeld des gleich stark vergrissernden Ramsden-
Fernrohrs nicht annXhernd ¢, sondern ann#hernd zweimal so
gross, als jenes des Kepler-Fernrohrs. Genau:

Gon_ 10F+10f _
wox — BFFIf (6 =00 und d= )
(der untere Strich am Index soll andeuten gleiche Vergrisserung der

Fernrohre und gleiche relative Oefinung der Augengliser).

(6 =00 und d=x).

Campani - Fernrohr.

Die einleitenden Worte zur Untersuchung des Gesichtsfeldes des
Ramsden-Oculars wiren hier zu wiederholen.

Damit die ganze Oeffoung (s) des Augenglases fiir das Geeichtsfeld
des Campani-Fernrobrs nutzbar werde, muss der Durchmesser s; der
Collectivifinung der Bedingung gentigen:

sis=xix—2f,
wenn x bedeutet die Entfernung des Punktes (auf der optischen Axe),
nach welchem die urspriinglich vom optischen Mittelpunkte des Objectivs
herkommenden Strahlen nach der Brechung im Collectiv (Brennweite 3 /)
convergiren. Zur Bestimmung von x dient:

1 1 1

;+i:i_f =3—}‘|
woraus:
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—2f _ L 44r
—-3f f nnd m—2f’—.f-:5—f
Dies benutzend, erh¥lt man:
331_2f
= TFar

und die Verhiltnisse der Oefinungsdurchmesser zu den Brennweiten der
Linsen verhalten sich:

8 8 _1—21"

37 i1xar
das heisst: das Collectiv braucht nur eine relativ geringere Oeffnung
zu haben, als das Aungenglas des Campani-Oculars, um das Gesichts-
feld des Campani-Fernrohrs zu dem von der Augenglaséffoung ab-
héingenden Maximum anwachsen zu lassen. Die Vorbedingung fiir dieses
ist also leicht erfilllbar.

Ist nun die Collectivifinung von der geniigenden Grisse s, (oder dar-

iber), so berechnet sich die Tangente des halben Oeffnungswinkels des
Gesichtsfeldes im Campani-Fernrohr:

=%, _1
und nach Einsetzung des Werthes von /¢ (nach Formel 8), Ausdriicken
von $; durch s und einigen Zusammenziehungen kommt

s 3[f+2(d—e)]
54 Y9C= 3 BIF [@—)@E+97)’
woraus die Sonderfélle:

fﬂr unendlich ferne Gegenstandsweite:
oot SUH2d=0)]
2 P+ (A=) ZF+97)
fiir unendliche Sehweite:
wpemfr 8
2 2B49f
fir unendliche Gegenstandsweite und Accomodation auf parallele
Strahlen:

(G =°’)9

(d =),

s 6
Y9c=3'3FFor
Allgemein lassen sich fiir das Gesichtsfeld des Campani-Fernrobrs
dieselben Schliisae ziehen, die unter 1), dann 3) bis 6) fiir das Gesichts-
feld des Kepler-Fernrobrs (8. 76) und fiir jenes des Ramsden-Fern-
rohrs (8. 77) bereits aufgestellt wurden.

(6 = und d=m),

Zahlenbeispiele fir das Gesichtsfeld des Campani-Fernrohrs.

I. F=30em, f=2cm, ¢e=1cm, s=0,4f=0,8cm,
d=x, G=x; @c=1°45"45";
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G= 1000 m 100 m 20m
@c=1°46"57" 1°46°44” 1°45'43".
II. F=40cm, f=1cm, ¢e=0,5¢cm, s=0,4f=0,4 cm,

d=ow, 6=m; @c=46"21";
de=20 em % 6=1000m 100m 20 m

d=20 cm g

Pc=46"27" 46°19” 45’ 49".
Fir Ausrechoung dieser Beispiele war, da schon frilher die Fernrohr-
lingen berechnet waren (8. 33), bequemer die Formel:

s
55) Yoc= <o 77

Obige Zahlen lehren, dass das Gesichtsfeld des Campani-Fernrohrs
sehr erheblich grisser, als das des Kepler- und auch recht merklich
grosser als das des Ramsden- Fernrobrs ist, welche gleiches Objectiv
und gleiche Brennweite des Augenglases baben, — gleiche Sehweite
u, 8. W. vorausgesetzt,

Die allgemeine Vergleichung liefert:

56) oo _ g [+2(d=¢) Bf+(d—e)(B+1)

) ox ° [+(d—e) Bf+@—e)2B+9/)

'}

"5.,) oo _ 2B/ +(d=9(50B+81f)
yon B/+(d—e)2B+9/)

Fiir den Sonderfall unendlicher Gegenstandsweite und Accomodation anf
parallele Strahlen folgt:

Yoo _ 6. F+I
lg px 2F+9f
Yoc _ﬁ'50F’+81f
gonr - 2F49f
Dem grossern Gesichtsfelde des Campani-Fernrohrs steht eine ge.
ringere Vergrosserung gegenfiber. Will man das Gesichtsfeld gleich
stark vergriéssernder Campani- und Kepler-Fernrobre verglei-
chen, s0o muss man (gleiches Objectiv u. s. w. vorausgesetzt) in dem Aus-

(6 =00 und d=),

o 2f(d—e)
drucke fir tgpc [54)] statt f, gemiiss Formel 12), setzen Sd—e+2f
und findet dann: )

3(f+d—e

58 = ’
) W90 = BIFd—e)(B+3))
woraus ftir den besondern Fall unendlicher Gegenstands- und Sehweite:
3
= d=
oo = 2 ey (6= und ),

wie leichter durch unmittelbare Verwendung der Ausdriicke 15) und des
Sonderfalls zn 54) hiitte abgeleitet werden kinnen.
Zeitsohrift £. Mathematik u. Physik XXIX, 2. 6
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Die Vergleichung liefert nan:

59) Yoc _ 3. Bf+(d—e)(B+()
yox Bf+(d—e)(B+3/)
und
60) lgpc =*'5Bf+(d—e)(58+if_)'
lgor Bf+(d—e)(B+3/)
in dem besondern Falle nnendlicher Gegenstands- und Sehweite:
oo _3F+3[ tage _5F+9/
gox  F+3/° gor 3F+9/

Das Gesichtsfeld des gleich stark vergréssernden Campani-Fern-
robrs ist also grosser als das des Ramsden - Fernrohrs (gleiches Objectiv
u. 8. W. vorausgesetzt), wenn die Absolutwerthe der Augenglas-
6ffoungen gleich sind. Da aber das Augenglas des Ramsden-
Ocnlars eine gréssere Brennweite hat, als das des gleich stark vergros-
sernden Campani-Oculars, so kann der Oeffnungsdurchmesser, ohne
schiédliche Aberration befiirchten zu miissen, bei Ramsden-Ocular ab-
solut genommen grésser als bei Campani-Ocular gewiihlt und damit
das Gesichtsfeld des Ramsden-Fernrobrs vergrissert werden.

Nimmt man in dem gleich vergrissernden Campani- und Rams-
den-Fernrobr die Augenglassffnungsdurchmesser relativ gleich (d. h.
gleiche Bruchtheile der Brennweiten), wihlt sie also von den Verbalt-
nissen, welche durch die Formeln 11) bis 13) angegeben sind, so findet
man — der Strich unten am Index soll gleiche Vergrésserang und gleiche
relative Oeffnung der Augenglidser andeuten —:

1y lo%e, _9(d—R(5B+9/) + (4—0)/(6 +36/) + 20 5/
tgpr, 9(d—e)¥(5B+15()+ (d—e)/(7584+90/) + 30B/*
und im Sonderfalle unendlicher Gegenstands- und Sehweite, wie ein-
facher aus dem besondern Falle zu 54) und 14) bis 16) abgeleitet wer-
den kann:

Yoo, SF+9f
tgor, 5F+15f

Daher das Ergebniss:

Das Gesichtsfeld eines Campani-Fernrohrs ist nicht grosser,
sondern etwas kleiner als das eines Ramsden-Fernrohrs glei-
cher Vergrisserung und gleich grosser relativer Oeffoung
des Augenglases, gleiche Objective, Gegenstandsweite, Sehweite und
Augenabstand vorausgesetat.

(6=00 und d=ox).

Das Gesichtsfeld des Campani-Fernrohrs iibertrifft immer noch sebr
erheblich das eines gleich stark vergrissernden Kepler-Fernrohrs, bei
gleich grosser relativer Oeffnung des Aungenglases, ferner gleichem Ob-
jectiv u. 8. w. Es ist néimlich
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62) ‘gﬂ’c,=6. Bf+(d_e)(B+Q. d—e .
Y oK, Bf+(d—e)(B+3f) 3(d—e)+2f
und fiir den Sounderfall unendlicher Gegenstandsweite und Accomodation
auf parallele Strahlen:
Yoo, _o, F+I
oK, F+3f

P PV

(6 = und d=wm).

D. Weitere Vergleichung von Ramsden- und Campani-Ocular.

Wird das vom Objectiv entworfene Bild als ganz vollkommen an-
genommen, so ist die Leistung eines Kepler-Fernrohrs dennoch so un-
geniigend, dass wenigstens an neueren Instrumenten der Geodisie das
einfache Ocular nicht mehr angebracht wird. Es findet tiberbaupt nur
noch eine ausnabmsweise Verwendung, dann, wenn man mit der stirkst-
moglichen Vergrosserung Gegenstiinde betrachten will, ohne messende
Beobachtungen mit Fadenkreuz u. s. w. zu machen. Das schliesslich ge-
sehene Bild ist niimlich mit den zwei, bei einfacher Linse ungemindert
verbleibenden Abweichungen behaftet. Es liegt sehr nahe, statt einer
einfachen eine achromatische Linse zu wihlen, die zugleich, da
tlber mindestens drei Kriimmungen zu verfiigen ist, fast ganz aplanatisch
gemacht, jedeufalls so berechnet werden kann, dass die verbleibende
Kugelabweichung keine praktische Bedeutung mehr hat. Unerliisslich ist
die Beschrinkung auf geringe Oeffnung der Linse. Die Achromatisirung
wird erzielt durch Anfigung einer Zerstreunungslinse (aus Flintglas), wo-
durch die Brennweite des zusammengesetzten, nun von der Farben-
abweichung geniigend befreitan Augenglases bedeutend grdsser wird.
Dadurch wird dann die Vergrisserung des Fernrohrs erheblich geringer.
Will oder kann man npicht auf stirkere Vergrisserung verzichten oder
diese durch ein Objectiv grisserer Brennweite erzwingen, so miissen die
Krimmungen der zusammengesetzten Ocularlinse weit stirker gemacht
werden, als das bei der einfachen n&thig ist, um die fiir die Vergrosse-
rung unentbehrlich kurze Brennweite des Angenglases zu erzielen. Da-
durch entsteht aber sofurt die Nothwendigkeit, die freien Flichen der
Linse sehr stark zu verengen, wovon eine ungemeine Verminderung des
Gesichtsfeldes wieder die Folge ist. Beide Nachtheile, zwischen denen
man die Wahl bhat: Abnahme der Vergrissernng oder des Gesichtsfeldes,
sind so bedeutend, dass Fraunhofer nach einigen wenigen Versuchen
(an Mikroskopen wie an Fernrohren) es aufgegeben hat, das Kepler-
Ocular durch Achromatisiren zu verbessern, und man allgemein durch
Einfigung eines Collectivglases die schidlichen Wirkungen der Farben-

abweichung zu bek#mpfen sucht.
6.
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Welche Art von Ocular mit Collectiv erzielt nun in dieser Hinsicht
den besten Erfolg? Eine kurze und allgemeine Antwort wird sich hier-
auf nicht geben lassen, da der Erfolg bei ganz gleicher Gestalt und Stel-
lang der Linsen betréchtlich von dem mittlern Brechungsexponenten und
von dem Zerstrenungscoefficienten der angewandten Glasart abhéingt. Denn
die Oculare mit Collectiv haben das gemeinsam, dass die sphirische Ab-
weichung der chromatischen entgegenwirkt und durch das Gegenwirken
beider ein besseres Bild gewonnen werden soll. Die Farbenabweichung
ist aber sehr verschieden, je nach dem Zerstreuungscoefficienten, und
die wegen der Kugelgestalt dndert etwas mit dem Brechungsexponenten.

Die ausfiibrliche Besprechung beider Oculare bat ein hervorragen-
der praktischer Optiker, dessen Ausspriiche wegen seiner grossen Er-
fabrung und seiner scharfen Beobachtung viel Avsehen geniessen, ge-
liefert in ,,Das orthoskopische Ocular etc.”, von C. Kellner, Braun-
schweig 1849. (Das in vieler Hinsicht vortreffliche Schriftchen ist im
Buchhandel vergriffen und selten geworden. Die niichst ausfiihrliche Er-
drterung, die sich sehr an Kellner’s Besprechung anlehnt, steht in dem
bekannten Lebrbuche von Huniius, , Die geometrischen Instrumente
der gesammten praktischen Geometrie, deren Theorie, Beschreibung und
Gebrauch ‘‘, Hannover 1864.)

Bei jeder Vergleichung wird zunichst betont, das Campani-Ocular
zeichne sich aus durch grossere Helligkeit und grosseres Gesichtefeld.
Das sind unbestreitbar wichtige Vortheile, aber sie sind erkauft durch
Verzicht aunf stirkere Vergrosserung. Nun liegt, wenn es sich um die
Wahl eines Oculars handelt, die Frage wohl immer so, dass ein be-
stimmtes Objectiv gegeben ist (die Kosten des Objectivs betragen
selbst bei missig grossen Fernrohren neun Zehntel, bei grossen noch
mebr, des Gesammtpreises des Fernrohrs) und eine bestimmte Ver-
grosserung verlangt wird. Die Frage muss deshalb so gestellt werden:

wWelches Ocular ist fiir das Beobachtungsfernrohr das
vortheilbafteste, um in Verbindung mit gegebenem Objectiv
eine gegebene Vergrosserung zu erzielen?

Nun bat die vorstehende Untersuchung nachgewiesen, dass die Hel-
ligkeit gleich stark vergrossernder Campani- und Ramsden-Fernrohre
(bei gleichem Objectiv u. 8. w.) gleich ist, dass das Gesichtsfeld des
Campani-Fernrohrs aber keineswegs grosser ist, als das des gleich stark
vergrssernden Ramsden-Ferorobrs, sondern umgekehrt sogar kleiner,
wenn man in beiden Ocularen dem Augenglas gleiche relative Oeffnung
ertheilt, also die Abweichung wegen der Kugelgestalt in gleichem Maasse
duldet. Was also bisher tbherall als der Hauptvorzug des Campani-
Oculars_ ausgegeben wurde, besteht in der That gar nicht, sobald man
die Vergleichung unter sonst gleichen Umstinden vornimmt oder die
Frage richtig stellt.
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Kellner hebt, um die Vorztige des von ihm erfundenen orthosko-
pischen Oculars zu zeigen, die Mingel der Doppeloculare beider Classen
hervor. Zuerst spricht er von dem krummen Bilde und der Ursache
der Kriimmung. Er sagt:

(S. 9 der genannten Schrift.) ,,Das Bild, wélches von dem in Rede
stehenden Ocular (Campani) dargestellt wird, tritt n#mlich nur in der
Mitte des Gesichtsfeldes klar hervor, und je reiner man dasselbe haben
will, mit einer desto kleineren Ausdehnung wird man sich begniigen
mfissen. Schiebt man die Ocularréhre um eine sehr geringe Grisse
gegen das Objectiv hin, so erweitert sich zwar der deutliche Kreis; es
Iegt sich aber alsdann tiber den Mittelpunkt ein nebliger Fleck, der in
dem Maassstabe wichst, in welchem durch ferneres Hineinschieben des
Oculareinsatzes der deutliche Kranz sich erweitert, und so lénft das Bild
bei anhaltendem Weiterschieben in Gestalt einer ringférmigen Welle dem
Rande des Gesichtsfeldes zu.‘

Dann wird die Perspective des Bildes besprochen:

(S. 11 unten.) ,,Ein sehr schwerwiegender Vorwurf, den man diesem
(Campani-) Ocular ferner machen muss, ist die aus der sphiirischen
Abweichungeder einfallenden Lichtkegel entstandene Verzerrung des Ge-
sehenen. ... Das Ocular vergréssert demnach gegen den Rand des Ge-
sichtsfeldes hin stlirker, als in der Mitte desselben. Diese hissliche Eigen-
schaft ...«

Um einen recht klaren Begriff von der Gibsse der Kugelabweichung
zu erbalten, wird ein Beispiel durchgerechnet:

»Ein schlagender Beweis fiir das eben Gesagte liegt auch schon
darin, dass, wenn die ins Auge tretenden Centralstrahlen aus der Ent-
fernung von 10 Zoll, der Weite des deutlichen Sehens, divergiren, die
Randstrahlen alsdann, obiger Abweichung gemiss, aus dem Abstande
von 22,6 Zoll berzukommen scheinen.*

(S. 13 unten.) ,,Auch von der Farbenzerstrenung in der Axe ist
dieses Ocular ... nicht frei. Es gilt sogar die ganze auf die Zerstreu-
ung der Farben beztigliche Einrichtung streng genommen nur fiir die
aus der Mitte des Objectivs herkommenden Hauptstrahlen, also nur fiir
die Axen aller einfallenden Lichtkegel. ... Zwar sind die auf solche Art
tibrig bleibenden Reste der Zerstrenung durch ihr regelloses Ineinander-
wirken nicht im Stande, farbige Rinder an den Kanten der Objecte her-
vorzurufen, tragen jedoch immer dazu bei, die Deutlichkeit zu hinter-
treiben und dem Bilde, anstatt Schirfe und Correctheit, eine gewisse
‘Weichheit zu ertheilen.*

Schliesslich wird der blaue Rand des Gesichtsfeldes erwihnt und
erklirt.

Nun werden die Nachtheile des Doppeloculars zweiter Classe be-
sprochen:
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(8. 15.) ,,Dieses von Ramsden eingefiihrte und spiiter von Fraun-
hofer bedeutend verbesserte Ocular bleibt im Allgemeinen an guten
Eigenschaften noch weit hinter dem Doppelocular erster Classe zu-
rtick, hat jedoch vor diesem den grossen Vorzug, dass sein Fadennetz
nicht nur in erhthter Ausdehnung rein gesehen wird, sondern auch der
Ort desselben weder von der gréssern oder geringern Entfernung der Ob.
jecte, noch von der Accomodation des Auges erheblich abhiingig ist, wel-
cher Tugend sich ersteres (Campani-) Ocular keineswegs rithmen kann.*

Der letzte Theil dieses Satzes, von ,,sondern‘* bis ,,abb#ngig ist*,
steht wortlich auch in Hun#us, Geometrische Instrumente, S. 56, und
bedarf einer Bemerkung.

Von der grossern oder geringern Entfernung der Gegenstinde hingt
der Ort des Fadenkrenzes ganz genau in gleicher Art bei Ramsden -
wie bei Campani-Ocular ab. Man erkennt das einfachst, wenn man
die Fernrohrlinge (bei deren Ab#nderung die Fadenplatte verschoben
wird) Iz und lg [Formeln 5) und 8)] nach der Gegenstandsweite diffe-
rentiirt; man findet dann:

dig_dlg ( F )'
d6 dGé \6-F .

Ueberhaupt ist die Ortsinderung des Fadenkreuzes, welche durch
Aenderung der Gegenstandsweite bedingt wird, nur vom Objectiv ab-
héngig und dieselbe, wie immer das Ocular beschaffen sein mag.

Anlangend den Einfluss der Accomodation des Auges, so ist die
Lage der Fadenplatte gegen das Objectiv ganz unabhiingig (bei jeder
Art von Fernrohr) von der Sehweite, nicht aber die Lage gegen das
Augenglas und das Collectiv. Es ist der Abstand des reellen Bildes
(also anch der Fadenplatte) vom Collectiv des Ramsden-Oculars schon
frither gefunden worden (8. 29):

s—4f

S T2
wenn man statt d—e einfach § schreibt. Um zu wissen, wie sich g, mit
der Sebweite #indert, bilde man %%‘ und findet, was auch durch Diffe-
rentiirang der Fernrohrlinge nach der Sehweite gefunden wird:
dig_dg, _ ( )
a8~ dé =1 264/

Beim Campani-Ferorohr ist die fiir andere Sehweite erforderliche Ver-
schiebung der Fadenplatte:

‘”0 (2 0+ f)

Es ist also allerdings bei Ramsden Fernrohr die gleicher Aenderung
der Sehweite entsprechende nothwendige Verschiebung der Fadenplatte
nur i mal so gross, als die bei Campani-Fernrohr mit gleicher Angen-
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glasbrennweite erforderliche. Fragt man nach dem Verhiltnisse der glei-
cher Aenderung der Sehweite entsprechenden nothwendigen Verschie-
bungen der Fadenplatte in gleich stark vergréssernden Rams-
den- und Campani-Ferorohren, so erhilt man ein wesentlich anderes
Ergebniss. Das Campani-Augenglas ist dann von erheblich kiirzerer

. dlg . . . .
Brennweite und 7:— nimmt einen kleinern Werth an, der unter jene

' dal
von —d-g: sinkt. Bekanntlich ist das fiir gleiche Vergrésserung geforderte

Verhéiltniss von fg:f¢ veriinderlich mit der Sehweite. Nimmt man die
Sehweite unendlich an, so findet man:

dig dlgr (106+3f 2

a5 a8~ B ey )
in Anbetracht der Kleinheit von f gegen die Sehweite also entschieden
grosser als 1, d. h. die Fadenplattenverschiebung, entspringend aus ge-
inderter Accomodation, ist im Ramsden-Fernrohr grisser als im Cam-
pani-Fernrobr gleicher Vergrisserung. Uebrigens wird gewbhnlich
in Campani-Ocularen nicht das Fadenkrenz verschoben, bis seine Stel-
lung der besondern Sehweite passt, sondern das Augenglas gegen das
Fadenkreuz und gegen das Collectiv und damit das zusammengesetzte
Ocular verschlechtert.

Kellner f#hrt in der Vergleichung der zwei Oculare folgender-
massen fort:

(8. 15 a.a. 0.) Die Méingel des Ramsden-Oculars sind der Haupt-
sache nach dieselben wie die des Campani-Oculars, und berahen auch
auf ganz #hnlichen Ursachen; ,,sie treten indessen vermége der verfinder-
ten Construction hier in einer andern Mischung und Stirke hervor*,

* ynDie Kriimmung des Bildes ist ... etwas geringer ...“

»Die Verzerrung der Perspective ist ebenfalls ertriglicher.”

nDie Farbenzerstreunung ausserhalb der Axe der Linsen ist aber auf
der andern Seite nur unvollsténdig gehoben, daher dieses (Ramsden-)
Ocular die Objecte gegen die Begrenzung des Gesichtsfeldes hin mit ziem-
lich hervortretenden farbigen Siumen darstellt und folglich in dieser
Hinsicht der vorigen Einrichtung (Campani) bedeutend nachsteht.*

nBeiderlei Abweichungen in der Axe, sowohl die sphirische, als anch
die chromatische, sind hinwiederum hieretwas vollstiindigergehoben...*

s Der blaue Rand des Gesichtsfeldes ist fast ebenso stark, als bei
der vorigen Einrichtung.*

(S. 16.) ,,Ein weiterer Nachtheil ist noch der, dass der Ort des
Bildes allzu nahe an die erste Fldche der Linse (des Collectivs) fullt,
wodarch der zufillig daraufliegende Staub in die Vorstellung des Ge-
sehenen sich stdrend einmischt; wenn man indessen stets reinlich zu Werke
geht, so hat dieser Umstand wenig oder gar nichts zu bedeuten.*
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In dieser Zusammenstellung Kellner’s ist Alles zu Gunsten des
Ramsden-Oculars, bis auf den farbigen Rand gegen die Grenzen des
Gesichtsfeldes, der zu Ungunsten von Ramsden z#hlt. Nun ist der-
selbe an und fiir sich bei dem Beobachtungsfernrohr nicht sehr stérend,
mebr ein Schénheitsfehler, findet sich aber auch bei Campani-Ocular,
nur weniger lebhaft, d. h. die Farbe ist weniger von Weiss verschieden,
da die den einzelnen Spectralfarben entsprechenden Rinder ,,80 regellos
ineinander riicken*; ist die Lebhaftigkeit der Firbung geringer, so ,,wird
jedoch immer die Deutlichkeit hintertrieben und dem Bilde anstatt Schiirfe
und Correctheit eine gewisse Weichheit ertheilt*. Ganz anders fallen
die von der sphiirischen Abweichung herrtthrenden M#ngel, die bei Cam-
pani-Ocular die sehr viel stirkere Kriimmung und Verzerrung des Bil-
des bewirken, ins Gewicht. Es sei daran erinnert, dass in den sphi-
rischen Zerstreuungskreisen die Lichtintensitit gegen den Rand hin zu-
nimmt, in der chromatischen aber ab, und die gewsbnlich angenommene
Zulissigkeitsgrenze fiir sphiérische Abweichungskreise 1 Secunde, fiir
chromatische Abweichungskreise bis zu 5 Minuten Halbmesser betrigt.

Fiir das Beobachtungsfernrohr kommt noch ein Umstand in
Betracht, dessen Kellner nicht gedenkt, der aber in manchen Lehr-
btichern der Geod#sie und in meinen schon einmal angefithrten ,, Ergeb-
pissen physikalischer Forschung‘ (§ 644) besprochen wird. Im Cam-
pani-Fernrobr sieht man das Fadenkreuz nur durch das Augenglas, also
nicht moglichst deutlich, da die zwei Abweichungen der benutzten einen
Linse ungemindert bleiben. Den angezielten Gegenstand aber sieht man
durch das ganze Ocular und die Stellung und Einrichtung des Oculars
ist ja so gewihlt, die Aberrationen weniger stérend zu machen. Gegen-
stand und Fadenkreuz werden im Campani-Fernrobr also niemals gleich
scharf und deutlich gesehen, sondern das virtuelle Bild des letzteren 4st
etwas mangelhafter als das des Gegenstands. Es ist sogar die Stellung,
die man, um das ganze Ocular moglichst gut zn machen, dem Augen-
glase giebt, n#mlich mit der convexen Seite dieser planconvexen Linse
gegen das Fadenkreuz gewendet, ftir die Fadenkreuzbetrachtung die un-
gtinstigere; das virtuelle Bild der Fiden wiirde weniger mangelbaft sein,
. wenn die ebene Seite der Linse gegen die Fiden gekehrt wire.

Im Ramsden-Fernrobr hingegen werden das reelle (fehlerfreie)
Bild des entfernten Gegenstandes und das Fadenkreuz durch das ganze
Ocular betrachtet, "das heisst durch ein und dieselbe Linsenzusam-
menstellung, welche die virtuellen Bilder des Gegenstandes und des
Fadenkreuzes in gleichem Maasse, mdglichst vollkommen und thun-
lichst befreit von den Abervationen entwirft,

Es wird zuweilen angegeben, das Ramsden-Ocular sei anzuwenden
bei Mikrometervorrichtung der Féden und das Campani-Ocular sei un-
brauchbar, wenn die Féden gegen einander verschoben —werden sollen.
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Das ist aber nicht richtig, man kann auch im Campani-Ocular die
mikrometrische Bewegung der Fiéden anbringen. Nur ist das etwas
weniger bequem, weil die Fiiden zwischen Augenglas und Collectiv, also
im Innern der Ocularrshre liegen miissen.

Huniéius (Geometr. Instram. S. 54) meint, das Ramsden-Ocular
sei nicht zu gebrauchen, wenn man die stérksten Vergrtsserungen an-
wenden wolle, weil das reelle Bild zu nahe an die Vorderfliche des
Collectivs riicke, um die Aufstellung der Fadenplatte zu gestatten. Nun
sind aber die stirksten Vergrosserungen, welche bei geodiitischen Fern-
robren anzuwenden noch Sinn hat, hichstens 60fache. Man kann sie
erzwingen durch Vergrésserung der Objectivbrennweite, was allerdings
die Unbequemlichkeit der Verlingerung des Fernrohrs mit sich bringt,
oder durch Verminderung der Augenglasbrennweite, was erhebliche Ver-
ringerung des Gesichtsfeldes nach sich zieht. Mit Riicksicht auf Letz-
teres wird man selten Ramsden-Oculare an geodéitischen Fernrohren
finden, deren Augenglas eine geringere Brennweite als 1 cm hat

d—e—Af
=917
(8. 29), das ist die Entfernung des Fadenkreuzes vom Collectiv fiir die
Fille der Sehweiten 20 cm und unendlich und die Augenglasbrennweiten
lcm, 4 cm und § cm:

Nachstehend berechne ich die Entfernung g, = J%/- 2 ( -

I

l d—e=19,6 cm. d—e=om,
f=1cm g, = 0,189 cm g,=0,18 cm
f=0,75 cm g1 =0,112 cmn g1 =0,186 cm
f=05cm g1 = 0,0797 cm gy = 0,09 cm

Es bleibt also in den etwa noch vorkommenden Fillen iiber 1 mm
und selbst in dem extremen Falle von nur §cm Brennweite des Angen-
glases noch mebr als § mm Abstand, und damit Gelegenheit, die Faden-
platte vor dem Collectiv anzubringen.

Noch ein 2u Gunsten des Ramsden- Oculars sprechender Umstand
ist erwiihnenswerth. Sieht der Beobachter das Fadenkreuz nicht deutlich,
8o hat er nur das ganze, zusammengesetzte Ocular gegen die Fadenplatte
entsprechend zu verschieben, um die Anpassung an die besondere Seh-
weite za erzielen; das Ocular wird in seiner optischen Wirksamkeit —
auf Verminderung der Abweichungen — nicht im Geringsten gelindert,
whhrend die fiir Campani-Ocular bestehende Uebung, wie erwihnt,
das Ocular verschlechtert.

Das Campani-Fernrohr hat vor dem gleich stark vergréssernden
Ramsden-Fernrohr (mit gleichem Objectiv u. s. w.) anch einen Vor-
theil, es ist ndmlich kiirzer, was fiir die Construction der geod#tischen
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Werkzeuge erwiinscht ist. Der Liéngenunterschied ist in Formel 22) an-
gegeben; sein Werth ist so unbedeutend — fiir unendliche Sehweite }§
der Augenglasbrennweite des gleich stark vergréssernden Kepler-Femn-
rohrs —, wird in den praktischen Fillen nur wenige Millimeter betragen,
dass hierdurch die Vergleichung nicht zu Gunsten des Campani-
Fernrohrs gewendet wird.

Manche Schriftsteller, wie Hun §us, empfehlen lebhaft das Rams-
den- Ocular fiir Distanzmesser und tiberhaupt fiir die Fille, wo auch
ausserhalb der optischen Axe genau beobachtet werden soll, hingegen das
Campani- fiir Theodolitbfernrohre und viele andere. Nachdem durch
meine Untersuchung dargethan ist, dass die oft angefiihrten Vorziige des
Campani-Oculars — grossere Helligkeit und grosseres Gesichtsfeld —
nur vermeintliche sind, n#mlich bei richtiger Vergleichung gleich stark
vergrbssernder Fernrohre gar nicht bestehen, sprich¢ gar kein ernst-
hafter Grund fiir Anwendung von Campani-Ocular, bingegen Alles zur
Empfehlung des Ramsden-Oculars. Auch so die Ergebnisse meiner
Untersuchung tiber den Einstellungsspielraum des Fernrobrs (Zeitschr. f.
Math. u. Phys. XXVIII, 8. 129 —149).

Liest man die bei den Schriftstellern. vorkommenden Urtheile, so
kann man den Gedanken nicht unterdrticken, dass eine gewisse Vorein-
genommenheit zu Gunsten des Campani-Oculars bestehen miisse, denn
wenn ich auch die nicht giltigen Vorziige hinsichtlich Helligkeit und
Gesichtsfeld gelten lassen will, so kann ich, nach den von Anderen ge-
machten Zusammenstellungen der Eigenschaften beider Oculare, nicht zu
dem von Jenen gezogenen Schlusse kommen, sondern muss schon dar-
nach dem Ramsden-Ocular einen Vorzug einrfumen.

Ebendiese Begtinstigung des Campani-Oculars zeigt sich in der
Praxis. Ich habe nur ein oder zwei Mal bei sehr vielen Beobachtangs-
fernrohren, die ich schon benutzte, ein Ramsden-Ocular gefunden,
sonst immer Campani-Ocunlare. Auf meiu Ersuchen haben die Vor-
stinde einiger grisseren geoditischen Sammlungen in Deutschland Ab-
zéiblungen der Ramsden- und der Campani-Oculare an den verschie-
denen Instrumenten der betreffenden Sammlungen anstellen lassen, wofir
ich jenen Herren zu Dank verpflichtet bin, ‘Das Ergebniss ist ein ganz
entschiedenes Ueberwiegen des Campani-Oculars. Verhi#ltnissmiissig
am reichsten (oder am wenigsten arm) an Ramsden-Ocularen ist die
geodiitische Sammlung der Miinchner polytechnischen Schule, das Ver-
biltniss ist 20 Ramsden auf 40 Campani.

Der Hauptschluss, zu dem ich nach vorstehender Untersuchung
komme, ist der: gar kein Campani-Ocular zu verwenden, sondern immer
das Ramsden-Ocular.

Aschaffenburg, 15. Juli 1882.
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Ueber sphirische Vielecke, die einem Kreise
eingeschrieben und einem andern Kreise um-
geschrieben sind.

Von

Dr. SroLL,
Gymoasiallebrer in Benshef

Fir ein rechtwinkliges Coordinatensystem ist die Gleichung eines
Kegels, dessen Spitze im Anfangspunkte der Coordinaten liegt, dessen
Axe mit der Axe der z zusammenfllt und dessen Erzeugende mit der-
selben den constanten Winkel r bilden:

1) 28 = (x4 y% + 2¥) cos?r,
eine Gleichung, die man vermittelst Einfithrung des verinderlichen Para-
meters ¢ durch folgende zwei ersetzen kann:
1a) T=zlgrcosp, y=zligrsing.
Daher ist die Gleichung einer Ebene, welche durch diejenigen Erzeugen-
den geht, denen die Parameter @, und ¢, angehdren:
T y z
lgr cosp, tgrsing, 1|=0,
lgr cospy igrsing, 1
oder entwickelt:
2)  zcosy(py+os) +ysing (9 + ;) =z 197 cosf(p,— 95).

Die Gleichung eines zweiten Kegels, der mit dem ersten die Spitze
gemeinachaftlich hat, dessen Axe mit- der z-Axe den Winkel 4, mit der
x-Axe den Winkel 90° — 4 und mit der y-Axe den Winkel 90° macht,
dessen Erzeugende endlich gegen seine Axe um den constanten Winkel
¢ geneigt sind, ist folgende:

3) (x sind + z cos8)® = (2 +y* + 2%) cos®o.

Die beiden Kegel 1) und 3) erzeugen aunf einer Kugeloberfliche,
deren Mittelpunkt in den Anfangspunkt der Coordinaten fillt, zwei kieine
Kreise von den sphiirischen Radien r und g, deren Mittelpunkte um den
Bogen & von einander entfernt sind, und die Ebene 2) schneidet diese
Kugeloberfliche in einem Bogen eines grossten Kreises, der eine Sehne
des kleinen Kreises mit dem Radius r ist; dabei ist zu bemerken | dass
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die Parameter @, und @, die beiden Winkel hedeuten, welche die mach
den Endpunkten dieser Sehne gerichteten Radien des Kreises r mit dem
Verbindungsbogen der Mittelpunkte der Kreise r und ¢ (der Centrale)
machen, Soll nun diese Sehne den kleinen Kreis mit dem Radius ¢
berithren oder, was dasselbe ist, die Ebene 2) eine Tangentialebene des
Kegels 3) sein, so findet dafiir folgende Bedingungsgleichung statt:

cos®p — sin%d 0 — sind cosd cos}(p, + ;)
0 cos?o 0 sink (9, + ;)
— sind cosd 0 cos®o — cos®d  -tlgrcos}(p,-9g)|
cos§(p,+ @) sing(p,+@y) -—igrcosi(p,-o;) 0

oder entwickelt:

[sind cos § (@, + @) — tgr cosd cos } (¢, — :p,)j’
= [141tg®r cos® § (p, — ;)] sin®e.
Um dieser Gleichung eine flir unsern Zweck mehr dienliche Form zu
geben, ersetzen wir zundichst die Cosinusse der halben Winkelsummen
und Winkeldifferenzen durch ihre ausgefiihrten Werthe und erbalten so:

[(tgr cos & + sin 8) sind @, sinL @y + (lgr cosd — sind) cos} @, cos}g,]®

=[14tg®r (cos o, cos } @y + sing @, sinfo,)?] sind,
oder nach Ausfiihrung der angezeigten Operationen und neuer Anordnung
der Glieder:

[(tgr cos 8 + sind)® — tgir sin®g] sin®§ @, sin®} o,
+ [(tgr cos & — sin 8)® — tg3r sin%¢] cos® } @, cos} @y
+ 2[(tg*r cos? & — sin®d) — tg*r sin®g] sin{ @, sin} @, cos § @, cosf @, = sin*e.
Driickt man endlich die Sinusse and Cosinusse der halben Winkel durch
ihre Tangenten aus, so nimmt die Bedingungsgleichung schliesslich die
Form an:

[sin®(r + 8) — sinr sine] g’} o, tg” L o,
+ 2[sin (r+ 8) sin(r — 8) — sinr sin®g) tg 4 @, g} @y + sin®(r — 8) — sin’r sin®
= (1419*§ @) (14 t9°§ @) sin® g cos®r,
oder, wenn man nach vorgenommener Reduction der Abkiirzung halber
statt (g4, und o, ¢, und f; schreibt und die Grissen

( sin(r 4 8) — sindp

sin®g cosir =
sin® (r — 8) — sin%g
1) sin® @ cos®r =0
2'st'n(r+ d) sin (r — ) — sin® g sin®r
‘ sind g cosr -
setzt:
5) atdtld b+ ety =14t

Legt man daher von irgend einem Punkte der Kreisperipherie r,
dessen Parameter ¢, ist, an den Kreis ¢ eine sphirische Tangente, 80
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erhilt man den Parameter des zweiten Schnittpunktes derselben mit dem
Kreise r durch die Gleichung 5); legt man ferner von dem Punkte g,
in derselben Richtung, in welcher @, und @, gemessen sind, eine zweite
sphiirische Tangente an den Kreis ¢, so erhiit man den Parameter ¢,
ibres auf dem Kreise r gelegenen Endpunktes durch die &hnlich gebildete

Gleichung: atd 3+ b+ ctyfy = 47 4 4.

Wenn man so fortfihrt und immer vom Endpunkte der letzten Tan -
gente an den Kreis ¢ eine neue Tangente legt, so bekommt man eine
Reihe solcher Gleichungen zur Bestimmung der aunfeinander folgenden
Parameter, so dass endlich der Parameter des Endpunktes der n'*® Tan-
gente durch die Gleichung

algip bt cltalypr =124 1341
gefunden wird. Wenn der Endpunkt der n'*" Tangente mit dem An-
fangspunkte der ersten zusammenfillt, so hat man ein geschlossenes
Vieleck von n Seiten; die Bedingung daftir, dass dies stattfindet, ist
Pat1=2360°+¢,, und infolge dessen gilt dann fiir die letzte Seite des.
Vielecks die Gleichung:
a‘n’tl,+b+.c‘ull=‘u’+'1’-

Wir wollen nun den Anfangspunkt der ersten Tangente auf der
Kreisperipherie » um einen unendlich kleinen Bogen dg, in der Rich-
tung, in der die ¢ gezkhlt sind, verschieben, dann verschiebt sich ihr
Endpunkt um den unendlich kleinen Bogen dg;, der Endpunkt der gwei-
ten Tangente um de, etc., der der n'® um dg,+1. Alle diese Incremente
haben dasselbe .Zeichen, weil mit dem Wachsthum von ¢, alle iibrigen
¢ wachsen. Um das gegenseitige Verhiiltniss derselben kennen zu ler-
nen, differentiire man die Gleichung 5) nach ¢, und @,, wodurch man
erhilt:

24 (at? — 1)+ c]J A+ 4D do, + [24(at® —1) + 4] (1+4,°) dpy = 0.

Durch Auflésung der Gleichung 5) nach ¢, findet man aber:

2 (att =1 cty=+ Y datd 4 (3—4ub—4)2 4+ 40,
und durch Auflésung nach 4:

24(at3—1)+cty=+ Y 4atr4(®—4ab—4)1,2+ 4b;
daher ist:
Vdats 4 (c*—. 4ab—4)l’+4bd _V4att 4 (P -4ab- 41*+4s

1+47 h= 1447 495

wo die Zeichen rechts und links positiv genommen wurden, weil, wie
oben bemerkt,' die Incremente dg, und do, dasselbe Zeichen haben

miissen. Wenn man die Coefficienten von dp, und dp, kurzweg mit f
und £, bezeichuet, so hat die letzte Gleichung die Gestalt:

fido, =/, d‘Pn
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" fiir das Verbiltniss von dg,; und dg, findet man ebenso: [y dg, = f; do,,
fir das von dpg und dg,: f,de;={, dp, etc; endlich fir das von dop,
und duyi: fat1d@a=/[a dpay1. Die Multiplication aller dieser Gleich-
ungen ergiebt:
[ag1d91=f,dPay1;
nun ist aber, im Falle das urspriingliche Vieleck geschlossen war, fanii
=/{,, daher ist dann auch dg, =d@ay1, d. h. der Endpunkt der letzten
Tangente fillt auch jetzt wieder mit dem Anfangspunkte der ersten zu-
sammep und man hat ein neues, wiederum geschlossenes Vieleck, das
dem Kreise r ein- und dem Kreise ¢ umgeschrieben ist. Indem man
den Anfangspunkt der ersten Tangente stetig immer weiter in derselben
Richtung auf der Kreisperipherie r fortriicken lisst, werden bei jeder
auch endlichen Verriickung dieses Anfangspunktes immer neue ge-
schlossene Vielecke entstehen, so dass man den Satz aussprechen kann:
A. Dreht man ein sphirisches n-Eck, das einem Kugel-
kreise r eingeschrieben und einemandern Kugelkreise
¢ umgeschrieben ist, so, dass seinen Eckpunkteimmer
auf der Peripherie des ersten Kreises fortriicken, seine
n—1 ersten Seiten aber den zweiten Kreis bertihren,
indem sie sich auf demselben hinwidlzen, so beriihrt
auch seine n'¢ Seite fortwihrend denselben Kreis.

Dieser Satz gilt in seinem ganzen Umfange auch fiir die Ebene,
weil, wenn man den Radius der Kugeloberfliche bis ins Unendliche
wachsen lésst, sich an der ganzen Schlussweise nichts #ndert.*

Dagegen gilt nur fiir die Ebene ein anderer, schon bekannter
Satz,** den wir jetzt herleiten wollen. Denken wir uns ndmlich den
Kreis r in der Ebene als fest und gegeben, dagegen in derselben Ebene
eine Schaar von Kreisen mit verinderlichem Radius ¢, welche mit dem
Kreise r dieselbe Potenzlinie haben, so hat man, um die Gleichung der
letzteren zu finden, die beiden Gleichungen

T +yt=r" und (2—3)f+yi=¢'

von einander abzuziehen, was 25x =1r24 §%—? ergiebt; berlicksichtigt
man aber, dass fiir diesen Fall die zwei ersten der Gleichungen 4)
in (r+08)2=¢*(a+1) und (r—9)2=¢%(b+1) tibergehen, dass folglich
2(r24 90— o?) = ¢*(a+b) und 4rd=g%(a—14) ist, so erhilt die Gleichung
der Potenzlinie die Gestalt:

(a—b)x = (a+b)r.

* Fir die Ebene hat den Satz mit Heranziehung der elliptischen Fanctionen
bewiesen Jacobi in Crelle’s Journal Bd. 3. Vergl. Durdge, Theorie der ellipt.
Funct., 2. Aufl,, 8. 181.

* Vergl. Dureége a.a 0. S. 180.
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Man kann daher die Forderung, dass die Potenslinie fiir die ganze
Schaar von Kreisen dieselbe sein solle, in die Form kleiden: das Ver-
h#ltniss a:b solle constant sein, wenn auch die ¢ und b selbst fiir jeden
Kreis der Schaar verschiedene Werthe haben. Legen wir nun von irgend
einem Punkte der Kreisperipherie r, dessen Parameter ¢, ist, an einen
Kreis dieser Schaar eine Tangente, so finden wir den Parameter ihres
Endpunktes anf dem Kreise r, wie oben, durch die Gleichung 5):
atBl2 bt ,=12+2

Der Parameter des Endpunktes einer zweiten Tangente, die man
vom Endpunkte der ersten an einen andern beliebigen Kreis der Schaar
legt, wird erhalten durch die Gleichung:

324 byl == 134 42 u. 6. W,

Indem man nun den Anfangspunkt der ersten Tangente unendlich
wenig verschiebt und sonst dieselbe Schlussweise anwendet, wie oben,
erhiilt man nacheinander die Differentialgleichungen:

;/4a:,4-4-(c=!—4ao—4):,"+4bdqp _ Va4 (¥ —4ab-4)17 4 45
=

1+ 1+4? 993
Vad s+ (c*—4db'—4)12 4 40
1412 a5
)
_Vad (P —4d'b—4)1 440
= T4 dpg u.s. w,

Nun geht aber fiir die Ebene die dritte der Gleichungen 4) #ber in:
2(r?—¢?)=¢%c, was mit den zwei anderen schon oben gebrauchten:
(r+82=¢%(a+1) und (r—9)*=¢*(b+1) die Relation giebt: c*=
4(a41)(b4+1), aus welcher ¢?—4ab— 4 =4(a+b) folgt. Dividirt man
daher diese Differentialgleichungen der Reibe nach mit 6, b u. s. w, und
bezeichnet das Verhiltniss a:b=a":6" u. s. w. mit A, ferner einen Aus-

Varr + 4+ 113445
1442
fido,=f,do,, fydp,=f; dp, u.s. w. und zuletzt fut1d@a=fa dpat1,
woraus durch Multiplication, wie oben, fat1d@,=/; dpa4, folgt. Hat
man aber vom Endpunkte der vorletzten Tangente eine Verbindungslinie
nach dem Anfang der ersten gezogen, so dass das Vieleck sich schliesst,
8o wird auch diese nothwendig irgend einen Kreis der Schaar beriibren
und man wird baben: fo41=/,, folglich anch dg, =dpa41, &. h. der
Endpunkt der letzten Tangente fillt anch jetzt wieder mit dem Anfangs-

punkt der ersten zusammen, und es gilt der Satz:

B. Wenn in der Ebene ein fester Kreis mit dem Radius r
und eine Schaar von Kreisen mit dem verinderlichen
Radius ¢ gegeben sind, welche alle mit dem Kreise r
dieselbe Potenzlinie besitzen, und man legt von irgend

druck wie mit fx, so hat man auch hier wieder
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einem Punkte des ersten Kreises an einen beliebigen
Kreis der Schaar eine Tangente, von ihrem Endpunkte
an einen gzweiten Kreis der Schaar eine zweite Tan-
gente und so fort, so wird die Verbindungslinie des
Endpunktes der letzten Tangente mit dem Anfangs-
punkte der ersten immer denselben Kreis der Schaar
bertthren, wenn man auch das dadurch entstandene
Vieleck sich so drehen l4sst, dass seine Eckpunkte anf
der Peripherie des Kreises r fortrticken und dien—1
ersten Seiten desselben fortwihrend dieselben Kreise
¢ der Schaar bertihren.

Ftr die Kugel l¥sst sich ein &bnlicher Satz nicht aufstellen. Denn
sollte obige Schlussweise auch hier zulissig sein, so mtisste sich erstens
die Grosse ¢*—4ab—4 durch eine mit a oder b multiplicirte Function
von a:b ausdriicken lassen, und zweitens miisste die Bedingung, welche
erfillt sein muss, damit alle Kreise der Schaar mit dem Kreise r die-
selbe Potenzlinie besitzen, eine Function von a:b allein sein. Keines
von beiden ist der Fall. Die oben Gleichung 4) gegebenen Werthe von
a, b, c¢ liefern n¥mlich:

(a cos®*r +1) sin®p = sin®(r 4 8), (b cos®r + 1) sin® ¢ = sin3(r —9)
uad ~ (ccos®r 4 2 sintr) sin®g = 2 sin(r 4 8) sin(r —9);
daraus folgt:
° 4(acos®r41)(bcostr+41)=[(c—2) cos*r +2])*
und daraus :

c—2=—2(14+14r) + 2)/(a+1+tg8r) (b + 1+ 1g°r).
Dies giebt endlich:
®—4ab—4=4(a+b+214r) + 8ig*r Y (a+ 14 1g°r) (b+14t5°r).

Um die Gleichung des Potenzkreises zu finden, miissen wir aus den

Gleichungen 1) und 3) die Grosse a®+ y®+2? eliminiren, wodurch man

23 coste = (& sind + z cosd)? cos®r oder @ sind cosr = z(—cosd cosr + cos @)
erhiilt, d. b. die Gleichungen zweier grdssten Kreise der Kugel. Es lisst
sich leicht zeigen, dass der erste derselben, ftir den das positive Zeichen
gilt, die Eigenschaft besitzt, dass die von einem beliebigen Punkte des-
selben an die Kreise » und ¢ gelegten sphiirischen Tangenten einander
gleich sind, wihrend die von einem Punkte des zweiten an den Kreis r

und debh Gegenkreis von ¢ gezogenen Tangenten gleich sind. In der
That, sind

@ sind cosr = z(— cosd cosr + cosg)
und ’

y 8ind cosr =4 z(— cosd cosr 4 cosg)
die Gleichungen der geraden Linie, die man vom Ursprung nach einem
Punkte des ersten Potenzkreises gezogen hat, so findet man den Winkel
k, welchen diese Gerade mit der z-Axe macht, durch die Gleichung:
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wo — 050 cosr -+ cos g = p sind cosr gesetzt ist; dagegen wird der Winkel
x, den dieselbe Gerade mit dem Kugelradins nach dem Mittelpunkte des
Kreises ¢ macht, bestimmt durch die Gleichung:

14utgd - cos8 4 u sind
Vi@ @+ /T+6%8  Y1+20+])

Bedeutet nun ¢ die Linge der von jenem Punkte des ersten Potenz-

kreises an den Kreis , und v die Linge der von demselben Punkte an

den Kreis ¢ gezogenen sph¥rischen Tangente, so ist nach einem fiir
rechtwinklige Dreiecke geltenden Satze der sphirischen Trigonometrie:

cosk =

COSx =

cosk = cosr cost und cosx=cosg cost,

also (cosd + p sind) cosr cost = cosg cost oder, wenn man die Gleichung
— cos8 cosr - coso = p sind cosr heranzieht:

cosl=cost,

woraus die erste Behauptung unmittelbar folgt. Nimmt man statt des
Kreises ¢ einen andern mit dem Radius ¢'= 180°—g¢, so ist die Gleich-
ung seines ersten Potenzkreises: @ sind cosr =z (— cosd cosr 4 cosg’) oder
T sind cosr =z (— cosd cosr — cosg), d. b, die Gleichung des ersten Po-
tenzkreises der Kreise r und ¢ ist identisch mit der Gleichung des zwei-
ten Potenzkreises der Kreise r und ¢, womit die zweite Behauptung
erwiesen ist.

Wenn also eine Schaar von Kreisen mit dem Kreise » den ersten
Potenzkreis, der hier allein in Betracht kommt, gemeinschaftlich hat, so
muss, weil fir einen constanten Werth von p auch p lgr eine Con-

ist
stante ist, (ptgr sind-}-cos&) cosr = cosp

ind — sin® .
sein. Nun ist aber £=M—6)——’T— » woraus sin®g = sin®r cos*d
b sin®(r—§) — sinfg

+ cos?r sin*é — 2 Z : sinr cosr sind cosd folgt. Daher muss:

[p1gr sind 4 cos8]® cos®r

=1 [xa‘n’r cos33 4 cos®r sin®3 — 2 - ot

z sinr cosr sind cosd]
oder

[ptgrig8 + 1= (1 +162r)(1416%) — [ 6r +1573 - 2
oder endlich

+tgtg6]

[ptgrgd4+1PF=1419%r Ig"d+2:—_-l:—:lgrlgﬁ

sein  Wepn man entwickelt und den Factor igd weghebt, so wird daraus:

2[p(a—b) — (a+b)] =(a—b)(1—p®) lgrigd.
Zeitsohrify £. Mathematik u. Physik XXIX, 2, 1
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Es ist aber weiter: (a—b)sin?g cos’r = sin®(r 4 §) — sin®(r —4) und (a+b
—c+2) sin*g cos®r = [sin(x 4 8) — sin(r — 5)]*; daher kommt durch Divi-
sion:
a—b  sin(r 48) 4 sin(r —8)
a4b—c+2  sin(r+49)— sin(r—3)

2[pla—b) — (a4 b)) =(a4b—c+2)(1—p?)tgr

oder, wenn man fiir a4 b—c+42 seinen oben gefundenen Werth setzt:
2[p(a—b)— (a+b)]
=[a+b4+2(14+4%r) + 2/ (a+1+1g*1) (0 + 1+ 1°r)] (1 —p*)tg*r.
Das ist also die Bedingung, dass eine Schaar von Kreisen mit verénder-
lichem Radius ¢ zugleich mit dem festen Kreise r eine gemeinschaftliche
Potenzlinie besitzt, ausgedriickt als Function von a und 4. Daraus er-
sieht man sofort, dass sie nicht von dem Verhidltniss der Grossen e und
b abhiingig ist, woraus, verbunden mit der Form des Auedrucks, den
wir fir ¢® —4eb —4 gefunden haben, folgt, dass der Satz B fiir die
Kugel nicht gilt.

={grcolgd,

also

Unter den Vielecken, welche dem Kreise r ein- und dem Kreise ¢
umgeschrieben sind, besitzen die von gerader Seitenzahl einige besondere
Eigenschaften; fiir ebene Vielecke findet man eine derselben entwickelt
und ausgesprochen bei Durége a. a. O. S. 183 (vergl. unten Satz C).

Fiir ein 2n-Eck niimlich gelten folgende 2n Gleichungen, die #hn-
lich der Gleichung 5) gebildet sind:
ald 4 l4cy =13 418
at? tr4+bdcty =102 43,

q‘2n’ l|2+b + clan L= bro? +‘12-
Eliminirt man aus der (n--1)*" dieser Gleichungen und der ersten, der
(n+2)" und der zweiten u. s. w. die Grosse c, so erhiilt man die »
neuen Gleichungen:

(b—atilluyitngs)(fasrlat2—bly) =(htnpr—tytat2)(htay2—l tuya),
(b—atylytatatnts)(lat2tnss—hty) =(htnpr—lghss)(lhlnts—1 tny2),

. . .

(b —algly 41 'inl) (t‘lnll e ln+|)= (‘n lan— n+l‘1) (‘nlx —lny1 ’2-)-
Man kann diesen n Gleichungen zugleich dadurch Geniige thun, dass man
lg‘n-l-!:‘g’u-{-h ’glu+3=‘3ln+2a oo lull = lp4i1l2n
setzt. Denn das Product aller dieser Relationen ist: f,® =1t,4,% woraus
ty== o4 folgt. Nimmt man das positive Zeichen, also {, =141, 80
folgt aus der ersten Relation =1, 2, dann aus der dritten ly=tigaete.;
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infolge dessen sind anch die anf der rechten 8eite obiger Gleichungen
vorkommenden zweiten Factoren gleich Null. Wihit man aber das nega-
tive Zeichen, n¥mlich f, = — a4y, 80 erh¥lt man ebenso nacheinander:
L=—Il 2, f3=—1ty43 etc., und die erwihnten Factoren werden aumch
jetst wieder Null. Aber obgleich die genannten Relationen obige Gleich-
ungen in beiden F#llen identisch erfiillen, so darf man sie doch nicht
als wirklich bestehend ansehen; denn im ersten Falle mtsste @, = 360°
+@at1, 93=2360°+4 .12 etc. sein, d. b. die gegentiberliegenden Ecken
des Vielecks miissten zusammenfallen, im sweiten Falle aber mtisste
9, =360°—g@nt1, @y =360°— .42 etc. sein, d. h. die gegentiberliegen-
den Ecken des Vielecks missten symmetrisch liegen gegen die Centrale,
was ebenfalls unmdglich ist.

Dem gegentiber miissen wir uns nach anderen Relationen unter den
{ umsehen, welche obige Gleichungen erfillen; solche erbilt man aber
darch Nullsetzen der ersten Factoren auf der rechten Seite der genann-
ten Gleichungen, so dass

Linpy=klngas=llgy3=...=llaa=1,
wo L eine Constante bedeutet. In der That gehen dadurch die genanun-
ten Gleichungen tiber in:
(b—ad®)(A2—1t3t%) =0,
(b—ad)(A2—434% =0,

(b—ar®) (A — L2y 41%) = 0;
die zweiten Factoren auf der linken Seite konnen nicht zugleich Null
gein, weil somst £3=1(3, 3=13, i=13 ... ta_P=151® folgen wiirde,
was picht méglich ist. Man bat daher den ersten Factor auf der rechten

Seite = 0 zu setzen, also .
A=+ Vi,
- a

damit die Gleichungen vollstindig erfiillt werden. Demzufolge bestehen
fir jedes Vieleck von gerader Seitenzahl die Relationen:

b
6) ‘1"ﬂ+|'=‘2"a+2’=‘3".+8’=r--=‘u”ﬁns=7'

Bei der Radicirung hat man das positive Zeichen zu nehmen, wenn die
Kreise » und ¢ sich nicht einschliessen; im andern Falle das negative.
Nun ist die Gleichung einer Diagonale, welche die gegeniiberliegen-
den Eckpunkte von den Parametern ¥ und -k verbindet, nach Gleich-
ung 2):
z cos}(@a+ Pats) + ¥ 5ind (@ + Pagr) = 2197 cOS§(Pk — Pay )

oder, nach # und 744 entwickelt:
7.



100 Ueber sphirische Vielecke etc.

e o A A A A A AN I A I A IS AN I

z(1=ttagr) + ¥y et tage) =219r(1+titn ).

Ersetzt man hier ¢, 4; durch —Tl-l/%: so erhilt man:
&

0/ - =
z+ wye—> V‘E b= rV—a_ V?_
Y a4b Va+yb
Da, wie man sieht, die Gleichungen aller Diagonalen sich nur durch
den Coefficienten von y unterscheiden, so schneiden sich alle in einem
Punkte p, der Kugeloberfliche, dessen Coordinaten
«—yb
7 =0 und 2, =z r-;—/—‘_‘—;/-,
) Y1 od z, =214 Vet ]/B

also unabh&ngig von den ¢ sind. Daraus folgt der Satz:

Yy

C. DieVerbindungsbtgen gegeniiberliegender Ecken eines
sphirischen Vielecks von gerader Seitenzahl, das
einem festen Kreise r eingeschrieben undeinem festen
Kreise ¢ umgeschrieben ist, schneiden sich in einem
Punkte, welcher unveriéindert derselbe bleibt, wenn
man auch das Polygon verschiebt, sobald nur seine
Ecken auf der Peripherie des Kreises » bleiben und
seine Seiten den Kreis ¢ beriihren.*

Wir wollen uns jetzt die Aufgabe stellen: den Schnittpunkt zweier
gegentiberliegenden Seiten des Vielecks zu finden. Die Gleichung der
Seite k, k41 ist:

(1=lteg1) +y (et tgpr) =287 (14t ligy),
und die der Seite n+k, n4+k41:
s(1—tapitatit) T Y(atitlagr1)=289r (1t tagrlntrt1)-
b
Durch die Substitation t..+;,~=—tl—kl/; und l,.+,,+l=—t:i—' Z—

geht letztere iiber in:
z(aleletr—b) —y(te+ tey1) ;/E= zigr(atite 1 +0b).
Fiir den Schnittpunkt erhlt man demnach nach leichter Rechnung:
Vat+ Vb teteprV/a—y/b
Va—yb e+ te41)(Ya— V)
Da die Gleichung zwischen x und z die Gréssen 4 und #441 nicht
mehr enthilt, so liegen die Schnittpunkte irgend zweier gegeniiberliegen-

den Seiten auf einem und demselben grissten Kreise, dessen Schnittpunkt pg
mit der Centrale der Kreise r und ¢ bestimmt wird durch die Gleichungen :

x=zlr ' y=2zlr

* Fir ebene Vielecke findet sich, wie schon oben bemerkt, dieser Satz ent-
wickelt bei Durége a. a. O. S. 188.
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8) Ys=0 und x,=z,tgr%-

Wenn man den Quotienten @,:2, in Gleichung 7) mit /ge, und den
Quotienten ay:2, in Gleichung 8) mit {ge; bezeichnet, so hat man durch
Maultiplication: e, lge,=tgtr,
woraus man schliesst, dass die Punkte p, und p; den auf der Centrale
liegenden Durchmesser des Kreises » harmonisch theilen, oder dass der
durch p; gehende grisste Kreis in Bezug auf den Punkt p, dieselbe
Rolle spielt, wie in der Ebene die Polare in Bezug auf den Pol; daher
gehen bekanntlich die Bertihrungssehnen aller von irgendwelchen Punkten
dieses Polarkreises an den Kreis r gelegten Tangentenpaare durch den
Pol p,.

Wir kénnen ferner noch die Frage aufwerfen, welcher Punkt p der
harmonische Pol des durch p, gehenden grissten Kreises in Bezug aunf
den Kreis ¢ sei, oder welcher Punkt p zugleich mit p; den auf der Cen-
trale liegenden Durchmesser des Kreises ¢ harmonisch theile. Nennen
wir den Winkel, den der nach diesem Punkte gerichtete Kugelradius
mit der z-Axe bildet, ¢, so muss demgem¥ss:

tg(e—38) ig(e,—38)=1g"¢

59T Vet VD) —gd(a—yt)
Va—yb+1tgrigd(ya+yb)

sein, wo

Vatyh
Va—Vb
ist. KEs ist aber:
a _sin*(r48)—sin"e _ (igr+193)*(1 +920)—1g p(l+lg’r)(l+tg’6)
b~ sint(r—8) — sinfe  (lgr—lgdV(1+ lg%e) — g1+ tg°r) (1+ 1g73)’
oder anders geordnet:
a_ (lgr+1g0F—(1—tgrigd)ig*e

b (gr—1igd)— (1+1grigd)yig®e
(o= a(tgr —ig8)2 —b(lgr 4198)?
T a(l4+1grigd)P—b(1—1grtgd)?

oder, wenn man die Differenzen im Z#hler und Nenner der rechten Seite
in Producte zerlegt:

o= LT =08 Va—(gr+58) o] (o —198)Va+ (tgr + 4 Vbl
[+1grga)Vat (1 —tgr1g8))/b] (14197 190)a—(1—tgr 19 8)/5)

durch andere Anordnung der Glieder auf der rechten Seite bekommt
diesd Gleichung schliesslich die Gestalt:

o= 0T Wa—VD) =3 W/a+Vb) gr(Watyb)—tdWa—Vb)
Va+Vb+yridya—yb) Ya—yo+irigé(ya+yb)

lgeg=1g » also fg(eg—

Dies giebt:




102 Ueber sphirische Vielecke etc.

A A A A A A A A A AN I N i

S N T N e

Der zweite Factor rechts ist, wie oben bemerkt, gleich ig(e,—9d),
also ist:

—Yb)— a4y —yb
lg(e—6)=tgr9/; _;/b) @6(}{a+;/_b) » d. h, lge=lgr-[—‘_l-——[:v
Va+yb+yrigd(y/a—y'b) Va+yb
womit bewiesen ist, dass der Puunkt p mit dem Punkte p,, dem Schnitt-
punkte der Diagonalen, zusammenfillt.

Die beiden Punkte p, und p, theilen daher sowohl den auf der
Centrale liegenden Durchmesser des Kreises r, als anch den ebenso liegen-
den Durchmesser des Kreises ¢ harmonisch, oder sie sind die Doppel-
punkte der von den Endpunkten dieser Durchmesser auf der Centrale
gebildeten Involution; infolge dessen ist der durch p; gehende grisste
Kreis der Polarkreis des Punktes p, auch in Bezug auf den Kreis g,
oder die Berilbrungssehnen je zweier von irgend einem Puukte dieses
Polarkreises an den Kreis ¢ gelegten Tangenten, folglich anch die Ver-
bindungsbigen der Beriihrungspunkte je zweier gegeniiberliegenden Seiten
schneiden sich in dem Punkte p,, dem niimlichen Punkte also, in dem
sich auch die Verbindungsbtgen je zweier gegentiberliegenden Ecken
schneiden, und zwar findet dies Alles statt unabhingig von den verschie-
denen Werthen, welche die ¢ annehmen k&nnen, also auch dann, wenn
man das Vieleck in der oben angegebenen Weise verschiebt. Weil wir
bei unserer Untersuchung jedesmal die Substitution "+"=—t_l{ %
gebrauchten, die pur dann gilt, wenn der Kreis » den Kreis ¢ ein-
schliesst, so sind vorerst die gewonnenen Resultate anch nur in diesem
Falle richtig; wenn aber die Kreise r und ¢ auseinanderliegen, man also
fir f344 das positive Zeichen wihlen muss, so hat dies nur die Folge,
dass die sphirischen Absciesen der Punkte p, und p; ibre algebraischen
Werthe vertauschen, obne dass die Eigenschaften dieser Punkte selbst
sich dndern: der innerbalb des Kreises r liegende Doppelpunkt der In-
volution bleibt auch jetzt noch Schnittpunkt der Verbindungsbigen je
sweier gegentiberliegenden Ecken des Vielecks sowohl, als des Vielecks
der Bertihrungspunkte; der ausserhalb liegende bestimmt den gréssten
Kreis, auf dem die Schnittpunkte je zweier gegeniiberliegenden Seiten
des Vielecks liegen. Weil aber der gemeinschaftliche Schnittpunkt der
Verbindungsbigen je zweier gegeniiberliegenden Ecken des Vielecks der
Bertihrungspunkte der Punkt p, ist, so mtissen nothwendig die Schnitt-
punkte je zweier gegeniiberliegenden Seiten des Vielecks der Beriihrungs-
punkte auf dem grossten Kreise liegen, der durch den diesem harmonisch
zugeordneten Punkt, n#imlich den Punkt p; bestimmt wird. Das, Ge-
sammtergebniss unserer Untersuchung enthilt folgender Satz:

D. Fiir ein sphiérisches Vieleck von gerader Seitenzahl,
das einem festen Kreise r eingeschrieben, und einem
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festen Kreise ¢ umgeschrieben ist, sind die Doppel-
punkte der von den Endpunkten der Durchmesser bei-
der Kreise auf der Centrale gebildeten Involution zwei
merkwtirdige Punkte, von denen der erste, innerbalb
des Kreises r liegende die Eigenschaft besitzt, dass
die Verbindungsbbgen je zweier gegenilberliegenden
Eckpunkte sowohl des Vielecks, als auch des Vielecks
der Berithrungspunkte duarch ihn hindurchgehen, wih-
rend der zweite, ausserhalb des Kreises r liegende
einen grossten Kreis bestimmt, auf dem die Schnitt-
punkteje zweier gegentiberliegenden Seiten sowohl des
Vielecks, als des Vielecks der Bertihrungspunkte sich
befinden. Alles dies bleibt unverindert, aunch wenn
man das Vieleck so verschiebt, dass seine Eckpunkte
auf dem Kreise r bleiben und seine Seiten fortwdhrend
den Kreis ¢ beriihren,

Wenn in den festen Kreis r ein sphirisches Vieleck von bestimmter
Seitenzahl eingeschrieben werden soll, dessen Seiten einen andern Kreis -
mit dem Radius ¢ beriibren, so muss zwischen den Grissen r, § und ¢
eine gewisse Relation bestehen, die, wie aus Satz A erhellt, unabhiingig
ist von den Werthen der Parameter der Eckpunkte des Vielecks. Man
kinnte dieselbe dadurch erhalten, dass man aus den n Gleichungen:

alB b4 et ty=13 413
ab’ i+ o+ el =4 +47

at ¥t 4 b+clat,=1,2412
die Grossen [, I, ... I eliminirte, wodurch man eine Endgleichung be-
kime, die nur noch {, enthielte. Wegen der Willkiirlichkeit von ¢, mtissten
aber sdémmtliche Coefficienten dieser Gleichung gleich Null sein, also
einen gemeinschaftlichen Factor besitzen, der, gleich Null gesetzt, die
fragliche Relation lieferte. Fiir ein Dreieck hat man beispielshalber die
drei Gleichungen:

all’ l,’ +o4ctify= ll’ + t,’,

at Bt 4 b4 ctyty =13 418,

atdt3 4 b+ clgt, =124 12
Die Elimination von /; aus den beiden letzten Gleichungen giebt das
Resultat:

[ac*? — (ab—1") 4,2 + [(ab+1)c® —2(ab—1)®] 4, t, + b — (ab—1)313=00.
Schreibt man die erste Gleichung in der Form:
(et =Dttt ety +6—12=0,
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so erh#lt man durch Elimination von {, aus dieser und der vorhergehen-
den Gleichung:

act®— (ab—1)? 0 at?—1 0
(ab+1)c* —2(ab—1)* act? — (ab—1)* c atd—1 -0
be? — (ab—1)%,2 (ab+1)c*—2(ab—1)* b—1¢? c -
0 be? — (ab—1)3%,1 0 b—1t?

Aus dieser Determinante kann man den Factor ab—1—c ausscheiden
denn sie wird identisch gleich Null, wenn man ab—1=c setst, weil
dann zwei Vertikalreihen, nachdem man sie durch ¢® dividirt hat, den
beiden anderen Vertikalreihen gleich werden. Also ist ab—1=r¢c die
verlangte Relation.

Es witirde jedoch, wie man an diesem Beispiele sieht, zu sehr un-
erquicklichen Rechnungen ftihren, wenn man in dieser Weise auch die
Relationen fiir Vielecke hiherer Seitenzahl entwickeln wollte. Da bietet
nun aber der Satz A ein willkommenes Mittel, um die aufzuwendende
Miihe ganz bedeutend zu verringern. Weil n&mlich darnach die fragliche
Relation bei jeder Lage des Vielecks, d. b. bei jedem Werthe des An-
fangsparameters ¢, gelten muss, so kann man auch dem @, den speciel-
len Werth Null geben, wodurch bewirkt wird, dass die #ibrigen Ecken
des Vielecks eine symmetrische Lage gegen die Centrale annehmen. Fiir
ein Vieleck von gerader Seitenzahl 2n wird n#mlich dann: @,=360°
-—-(pz., @3 =360°— @3, ... etc. und endlich @nt1=360°— a4 oder
®n+1=180° und infolge dessen: fhn=—14, fhamy=—1¢ ... etc. und
endlich f,;=o00; fiir ein Vieleck von ungerader Seitenzahl 2n 4 1 aber
hat man dann: @y ==360°— @2st1, Py=360°— @2a... etc. und endlich
Pnt1=3860°— @ut2, und infolge dessen: lou41=—1{, lha=—1; ... etc.
und endlich tn4y2=—1ts41. Wenn man zunlichst in die 2n fiir ein
Vieleck von gerader Seitenzahl geltenden Gleichungen die eben fiir die
t gefundenen Werthe substituirt, so werden die n letzten Gleichungen
identisch mit den n ersten und man hat deshalb die » Gleichungen:

b t3

attt? o+ ctyly ; t:’, + 4
atdt? +b+ oty = 4 145,
9) 4 . . L] . .

ala_Pt?+ b+ clyyln=ta_1* + s},

al?=1.

Ebenso erhdilt man fiir ein Vieleck von 27 41 Seiten die n4-1 Gleich-
ungen :
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b =4}
atldtd +b4 clly t, + 1,’,
at¥ 3 +bo4 ctyy, =t} +
10) 4 . 1] . -

a‘u”n+l’+b+"‘ul-+l=‘u’+‘u+lg,
atagyt +b— clagr® =24,43

Aus diesen beiden Gleichungssystemen kann man noch einen merk-

wiirdigen Schluss ziehen. Substitnirt man n#mlich aus der ersten der

Gleichungen 9) den Werth von f, in die zweite, so erh&lt man:
abld+b+cybty=b+44? oder (ab—1)t;+cyb=0.

Wenn man daher mit f; kurzweg eine Function der beiden Grissen ab

und ¢ bezeichnet, so ist f;=f,)/b. Dies in die dritte der Gleichungen

9) substituirt, giebt: abf3L¥f4 064 cfo}/zl4 =/ptb+ 13, woraus {,= 1 4
—cfo + Vc'fo 4(1—/0’)("bfo""1)

2(abf3—1)
tiplicirte Function von ab und c folgt, so dass man setzen kann: {,=f, ;/b

dann folgt in der némlichen Weise L=/ Vb etc.; die letzte Gleich-
ung giebt dann aber abf,_s* =1 als verlangte Relation, die sich dem-
nach als eine Function der beiden Grossen ab und ¢ ausweist. Setzt
man den in der nimlichen Weise aus der vorletzten der Gleichungen 10)

d. h. wieder eine mit ¥b mul-

gewonnenen Werth von /41, n¥mlich f—2 ;/l_b in die letzte, so entsteht:
abfu_ot+b—cbfa_2*=2bf_2* oder nach der Division mit b: abf,_s*
+1—cfa—2"=2fa_3s' als verlangte Relation, die also ebenfalls eine
Function der beiden Grissen ab und c¢ ist. Man kann diese beiden
Resultate in den Satz zusammenfassen:

E. Die ftir irgend ein sphiérisches Vieleck von bestimmter
Seitenzahl, das einem Kreise mit dem Radius r ein-
geschrieben und einem Kreise ¢ umgeschrieben ist,
geltende Relation zwischen r, ¢ und &§ ist eine Func-
tion der beiden Grdssen

sm(r+6+p)nn(r+6—e)sm(r—6+p)cm(r—ﬂ Q)

sintg costr

und
_ 2(sin’r cos?o — sin3)
o sin®q cos?r

Wenn man von der Kugel zur Ebene tibergeht, so bleibt der eben
geschilderte Bau der Relationen derselbe, nur hat man

(r+84+¢)(r+8—0)(r—340)(r—d—o) oder ((r4e)— 8% [(r—o)*—4']
¢ ¢
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statt ab und 7 statt ¢ zu setzen. Nun lisst sich aber das Pro-

duct ab fiir die Kugel auch auf die Form:

(sin?(r 4 @) — sin®8] [sind (r — @) — sin®é]

sindg costr
{[sinr cosg + sing cosr]® — sind%} {[sinr cos ¢ — sing cosr]® — sin?d}
= sind g costr

bringen, weil sin(r 48+ ¢) sin (r — 8 4 p) = sin®(r+¢) — sin® und sin(r+9
—op) sin(r— 3 —g) = sin*(r — o) — sin®d ist. Daraus kann man folgende
Schlussfolgerung ziehen:

F. Die Relation zwischen r, ¢ und 6 fiir ein sph&risches
Vieleck von bestimmter Beitenzahl lidsst sich aus der
fiir ein ebenes Vieleck derselben Seitenzahl dadurch
ableiten, dass man sind statt §, sinr cosp statt r und
sing cosr statt ¢ setzt.”

Dieser Satz ist fir die Herleitung der anf sph#rische Vielecke be-
ztiglichen Relationen von grosser Wichtigkeit, weil es in vielen Fillen
leichter ist, die Relationen fiir ebene Vielecke zu finden, wofiir weiter
unten Beispiele vorkommen werden. )

Es bleibt uns nur noch iibrig, fir einige der einfachsten Fiille diese
Relationen wirklich zu entwickeln, und zwar wollen wir mit Vielecken
gerader Seitenzahl den Anfang machen, weil sich fiir diese die Aus-
fibrung der Rechnung am leichtesten gestaltet.

1. Fiir ein Viereck hat man nach 9) die zwei Gleichungen:
b=12 und at?=1, woraus sofort:

ab—1=0
oder
sin(r+ 0+ o) sin(r+ 8 — g) sin(r— 384 o) sin(r— 38 — g) = sin* g costr **
als verlangte Relation folgt. Fiir die Ebene geht dieselbe iiber in:

(r+d+e)(r+d—e)(r—38+0)(r—d—g)=0¢"
(=)' —28(r"+ oY) + o=t
B =rit ot + oY4r+ ¢t

wo das obere Zeichen fiir den Fall gilt, dass der Kreis o ausserbalb des
Kreises r liegt, das untere fiir den Fall, dass der Kreis r den Kreis ¢

oder

Dies giebt:

* In etwas anderer Form findet sich dieser Satz, durch Vergleichung der
Werthe der Invarianten 4, 4', ® und O’ fiir die Ebene und die Kugel abgeleitet,
bei Salmon-Fiedler, Analyt. Geometrie des Raumes I?, S. 316.

** Qenau in derselben Gestalt, aber ohne Beweis giebt Steiner diese Rela-
tion Gesammelte Werke I, 169, wo er anch die Relationen fir das ebene Drei-,
Vier-, Finf-, Sechs- und Achteck mittheilt.
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einschliesst. Umgekehrt leitet man daraus durch Anwendung des Satzes
F fir das sph¥rische Viereck folgende Form der Relation her:

sint§ = sinr cos? g + sin? @ cos®r + sing cosr /4 sinr cos® g + sin®g cos'r.
2. Fiir ein S8echseck gelten die drei Gleichungen:
b= att+b4clily=13443 ati=1,
woraus nach leichter Rechnung die Relation (ab —1)*=c*at folgt, d. h.:
[sin(r4 3+ @) sin(r + 8 — @) sin (¢ — 8+ @) sin (r — 8 — o) — sintg cos*r]?
= 4(sin®r cos? g — sin? 8)3 sin (r + 8+ @) sin (r+ 5~ o) sin(r—3+ ¢) sin(r—d— ).

3. Fiir ein Achteck erhilt man aus den vier Gleichungen:
b=13, atdtB4 bt ety =024 10, a3 34+ b4 ctyt,=42+13, ati=1
ebenso leicht die Relation:

(ab—1)*=ctab.

4, Was das Zehneck betrifft, so konnte es scheinen, dass die Re-
lation fiir dasselbe (ab—1)¥=c®ab beissen miisse, weil man fiir das
Viereck (ab—1)°=c"ab, fiir das Sechseck (ab—1)2=c?ab, fiir das
Achteck (ab—1)*=c*ab hat; aber dieser Analogieschluss ist falsch, wie
sus der folgenden Darstellung hervorgeht. Von den fiinf Gleichungen:

b=1t3 aldP4b+ clity=11413,
abME+ bttt =4 418,
aldd+ bttty =184 143, ati=1
giebt n#mlich zunichst die zweite und vierte mit Hilfe der ersten und
finften :
(80 —=1)ty+cyb=0 und cyat,+ab—1=0.
Durch Substitution der daraus gewonnenen Werthe von /; und ¢, in die
dritte Gleichung erhilt man:
2abct(ab—1)' 4 Blab—1)*Yab=abct 4 (ab—1)*
oder anders geordnet:
c*(ab—1pYab=[(ab—1) — c*ab]® — c* ab(ab—1).
Durch Quadriren geht diese Gleichung tiber in:
A(ab—1)ab=[(ab—1)'— c?ab]* — 2t ab(ab—1)[(ab—1)* — P ab]®
+ B atbd(ab—1)3
oder, wenn man dae Glied links auf die rechte Seite bringt:
0=[(ab—1)"— c*ab] {[(ab —1)* —c?ab]® — 2ctab(ab—1)[(ab—1)*— c?ab]
—ctab(ab—1)%.

Wie man sieht, l4sst sish der Factor (ab—1)*— c?ab, welcher dem
Zebneck fremd ist, weil er, gleich Null gesetzt, die Relation fiir das
Sechseck liefert, ausscheiden, und die Relation fiir das Zehneck nimmt
demnach die Gestalt an:

[(ab—=1)'—c*ab]® =2c*ab(ab—1)[(ab—1)*— c*ab] + ct ab(ab—1)
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Indem man die linke Seite in die zwei Posten (ab—1)%[(ab—1)*—c?ab]?
—c2ab[(ab—1)*—c®ab]® zerlegt und den zweiten auf die rechte Seite
bringt, erhilt diese Gleichung die bequemere Form:
(ab—1)[(ab—1)3—c*ab]=c?ab[(ab—1)"— 3]t
wodurch durch Radicirung die zwei Relationen:
(ab—1)[(ab—1)? — ctab] = + c[(ab—1)*—c*] Yab
entspringen, von denen die erste fiir den Fall gilt, dass der Kreis » den
Kreis ¢ einschliesst, die zweite, mit dem negativen Zeichen rechts, fiir
den Fall, dass die Kreise r und ¢ auseinanderliegen.

5. Endlich wollen wir noch die Relation fiir ein Zwélfeck ent-
wickeln, Aus der ersten und gweiten, vorletzten und letzten der hierzu
dienenden Gleichungen erh#lt man wieder wie oben:

(ab—1)ty+cYb=0 und cyaty+ab—1=0,
wodurch die beiden mittelsten Gleichungen #ibergehen in:
[(ab—1)2 —c¥ab) ¢34+ c*Yb (ab—1) t,+ b[cA—(ab—1)}] =0,
a[cd— (ab—1)7] 3+ 1Y a(ab—1)t,+ [(ab—1)*— c?ab] = 0.
Als Resultante dieser beiden Gleichungen findet man nach den bekann-
ten Methoden:

(ab—1)[(ab —1)* — Y/ ab]}[(ab— 14 c*}/ab]? — cA(1+ Y ab)p Y ab} = 0.

Die beiden ersten quadratischen Factoren sind dem Zwélfeck fremd,

.denn sie gelten ftir das Viereck und Achteck. Es bleiben somit als

Relationen fiir das Zwélfeck, wenn man entwickelt und neu ordnet:
(ab—1)*—ctab =4 c*[c3(ab41) — 2(ab—1)F] Y ab,
von denen die erste, mit dem positiven Zeichen, wiederum fiir den Fall
gilt, dass der Kreis r den Kreis ¢ einschliesst, die zweite fiir den Fall,
dass beide Kreise auseinanderliegen,
Die Relationen ftr Vielecke ungerader Seitenzahl folgen ebenso
leicht aus den Gleichungen 10), und zwar hat man
1. fir das Dreieck 6 =4® und att+b—ct3=2¢(? Daraus findet
man sofort nach Ausscheidung des Factors 6:
ab—1=c,
sin(r+3+¢) sin(r 48 — o) sin(r —d+ o) sin(r— 38— o)
== sin? g cos®r [sin® g cos’r + 2 sin®r cos®p — 2 sin3d].
Fiir die Ebene geht diese Relation tiber in:
(r*—0%)* —28%(r*+ %) + 8¢ =0t + 2% (r*— 8)

=280+ rt— 47 =0.
Dies giebt aber die bekannte Euler'sche Relation §2=r? 4 2rg, folg-
lich nach Satz F fir das sphirische Dreieck:

d. h.

oder
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sin®d = sinr cosg (sinr cosg + 2 sing cosr)*
oder in anderer Form:
sindp cos*r = sin(r + ¢ + 68) sin(r + ¢ —9).

2. Das Finfeck erfordert die Gleichungen:
b=12 at2i24b+ctyity=102412 att4b—cli=2("
Die erste und zweite Gleichung geben (ab—1)t; + cJ/b =10, wodurch die
dritte Gleichung nach Ausscheidung des Factors b tibergeht in:
abch 4 (ab—1)4=c3(c+2)(ab— 1)
Wenp man derselben die Form giebt:
[(ab—1)®—cf¥=c3(ab—1)[ab—1—],
g0 kann man den Factor ab—1—c, welcher dem Dreieck angehort, hier
also fremd ist, ausscheiden und erh#lt so endlich
[ab—1+c] [ab—1—c]=c*(ab—1).

Fiir das ebene Fiinfeck kann man sich mit Vortheil der folgenden
Reduction hedienen. Man setze (r+d):p=a, (r—08):o=f, so ist
a=a*—1, b=p—1, c=2af, ab—1=0c*f?—a?— % was wir kurz-
weg mit 4 bezeichnen wollen, Die Gleichung (ab —1)%—c¥(c42)(ab—1)?
+ abct =0 geht dann tiber in 44— 8a?f%(af+ 1) 42+ 16484 (a2—1) (B2-1).
Dies giebt aber #2=4a*f2[af+1 + (a+f), also entweder

(a*f?—®— %) =4a'f(«+1)(B+1)
(@B — ot — 1) = 4adH(a—1) (B—1).

Die erste dieser Gleichungen ist durch e¢f+4 a<4f theilbar, die zweite
durch aff —e¢—f; durch Ausfihrung der Divisionen bekommt man fiir
das ebene Fiinfeck die zwei Relationen:

@+ — o*f* = af(a+B)(a+1)(B+1),

o’ +p—o*f =af(a+p)(«—1)(—1),**
von denen die erste gilt, wenn die Kreise » und ¢ sich schneiden, die
zweite, wenn der Kreis ¢ vom Kreise r eingeschlossen wird. Nach Wie-
dereinfihrung der Werthe von o« und f§ und durch Anwendung des Satzes
F erhalten die Relationen ihre Ausdehnung auf die Kugel.

oder

3. Der Einfachheit halber wollen wir gleich von vornherein das
ebene Siebeneck betrachten und dabei die n¥mlichen Bezeichnungen
beibehalten, wie in der vorigen Nummer. Man hat auszugehen von den
Gleichungen:

* In etwas anderer Form steht diese Relation bei Salmon-Fiedler a. a. O.
S. 316.

** Vergl. damit die Form dieser Relation bei Durége a. a. O. 8. 186; durch
Rationalisiren und Ausscheidung des fremden Factors r + 3+ ¢ kann man derselben
die obige symmetrische Gestalt geben:
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b=1(3 atttP4+b4clily=102+18 at134+b+ctt,=13412
att+b—ct =243

Aus der ersten und zweiten Gleichung ergiebt sich 44, =—2af)/f—1,
aus der letzten Gleichung aber erhilt man entweder (¢ —1)(2=f+1
oder («41)¢ =pf—1. Nehmen wir zunéichst den ersten Werth, so wird
die dritte Gleichung, nachdem man die Nenner weggebracht nnd mit
dem fremden Factor §+41 dividirt hat:

4(e*—1)(f*—1)e*f' 4 (a—1)(B— 1) 4 — 4o 4 Y («— 1) (F— 1)

=4 (e-1)(-1)+ &£
oder, wenn man beriicksichtigt, dass (a® —1)(f?—1)=1— 4 ist:
403 f}(1— 4) + (af— a— f) £ — 4a*f*(af—a— f+1)
=432 4Y (e —1)(B—1).

Dies giebt nach der Reduction:

(A —da*fY)(ef—a—pP) — 4o A=4af4) (a—1)(B—1).
Erhebt mab jetst ins Quadrat, so fillt rechts und links das Glied 16 o ¢ 4*
fort, und nach Weghebung des fremden Factors «f —a—f bleibt nur
noch (A —4a3p) (af—a—pf) — 8a® 4(£ — 40 ) = 16 A f4 42
oder in einer mehr symmetrischen Form

(42 —4ap) (a=1)(f—1)= (4’2 £ + £ — 432 ).
Diese Entwickelung gilt flir den Fall, dass der Kreis r den Kreis ¢ ein-
schliesst. Hiitte man aber den andern Werth von ¢, aus («41)t3=4—1
genommen und gerade so gerechnet, so hiitte man als Relation fiir den
Fall, dass beide Kreise sich schneiden, erhalten:

(4 —4a8 2 (a+1)(B+1)= (4o 4* + £2— 42 %)
Dabei wiren die Factoren §—1 und af+ o +  weggefallen; das Product
des bei der ersten Relation ausgeschiedenen Factors aff —a—f mit «f
+«+p giebt aber o?f* — (a4 )3, was annullirt die Relation fir das
Dreieck ist, ein Beweis, dass wir das Recht hatten, diese beiden Facto-
ren wegzuwerfen.
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III. Ueber dreifach-orthogonale Fl&chensysteme.

1. Geometrische Interpretation der Gleichungen
I) xr=f(u,v,m), y=o(u,ow), z=19u,sn).

In den Gleichungen 1) seien z, y, z die gewbhnlichen rechtwink-
ligen Raumcoordinaten, v, » und » drei von einander villig unabhiingige
Parameter, so ist klar, dass jedem Werthsystem von u, », » ein oder
mehrere Werthsysteme von x, y, z, d. h. ein oder mehrere Punkte des
Raumes entsprechen, je nachdem die genannten Gleichungen linear oder
hoheren Grades sind. Setzt man nun eine der Variablen — etwa u —-
gleich constant und ldsst nur » und » variiren, so wird man, wenn sich
v und » continuirlich &ndern, im Raume ein ganzes Continnum von
Punkten, d. h. eine Fliche erhalten, in deren sdimmtlichen Punkten
u=constan! ist und deren Gleichung durch Elimination der Grdssen v, @
aus 1) gefunden wird. Denkt man sich dem u einen andern constanten
Werth beigelegt, so bekommt man eine andere Fliiche; liésst man u alle
miglichen Werthe von — oo bis 4 o0 annehmen, betrachtet aber beziiglich
eines jeden dieser Werthe die Grissen v, » als variabel, so bekommt
man ein ganzes System von unendlich vielen Flichen, von denen jede
die Eigenschaft besitzt, dass in ihren s#mmtlichen Punkten u = const. ist,
Wir wollen dieses System von Flichen das System der u-Flichen
neonen. Es ist nun klar, dass es ebenso ein System von unendlich vie-
len Flichen giebt, auf denen tiberall v = const, ist. Wir nennen dieses
System das System der v-Flichen. Ebenso giebt es ein System von
Flichen, auf denen iiberall » = const. ist, d. h. ein System von w-Fli-
chen,

Es entspricht daher jedem Werthsystem von u, v, » ein bestimmter
Punkt des Raumes, der als Schnittpunkt dreier Flichen — einer u-Fliche,
einer »-Flidche und einer w-Fliche — erscheint, und man kann sonach
jeden Punkt des Raumes als Schnittpunkt dreier sogenannter Fundamen-
talflichen auffassen. KEs ist dadurch der Begriff des aligemeinsten Raum-
coordinatensystems gegeben. So bekommt man z. B. das gewihnliche
rechtwinklige Coordinatensystem, wenn

r=u, y=v, z=mn
gesetzt wird.
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Setzt man
T ==UCOSYCOSW, Y==uSsinwcosw, 2=1usinmw,
so bekommt man das Polarcoordinatensystem. Denn setzt man u = consl,
so erh¥lt man durch Elimination von » und » eine Gleichung
4 yi4t=10d,

d. h. eine Kugel, deren Mittelpunkt der Anfangspunkt und deren Radius
gleich u ist, Jedem andern constanten Werthe von u entspricht eine
andere Kugel, und man erhilt, indem u der Reihe nach alle méglichen
Werthe zwischen — o und + oo beigelegt werden, ein gauzes System
von concentrischen Kugeln.

Setzt man m = const., so ist cosw, als auch sinw constant; ist etwa
cosw=A, sinwm=B, so ist

x = Aucosv, y= Ausinv, z= Bu
oder .
A!
‘t’+y’—' Eiz’=0a
d. h. man erh#lt einen geraden Kreiskegel, dessen Scheitel der Anfangs-
punkt und in dessen simmtlichen Punkten » = const. ist.
Setzt man v = const., so bekommt man
x = Aucosw, y= Bucosw, z=usinw
oder :
. x _y
£~ B
d. h.: die Fliche v = const. ist eine Ebene, die durch die z- Axe geht.

Es erscheint somit auch im Polarcoordinatensystem jeder Punkt als
Schnittpunkt dreier Fundamentalflichen.

Wir wollen ferner jede Linie der u-Flache, in der nebst u=consl.
auch o=const. ist, welche also Schnittlinie der u-Fliche mit einer
v-Fliche ist, eine wv-Linie nennen und haben sonach zwischen
uv-Linien und um-Linien der u-Fléche, zwischen uv-Linien und
vw-Linien der »-Fliche und zwischen um-Linien und vw-Linien
der w-Fliéche zu unterscheiden. Ferner soll die Curve einer Fliche, in
der diese von einer u-Fliche gescbmtten wird, eine u-Linie dieser
Fldche genannt werden u. 8. w.

2.
Es sollen folgende Bezeichnungen eingefiihrt werden:
ox o, odx .,
a—-u =a, % =a, a—m= a H
oy oy .+ 9Y _ ,u
w=" =" ="
oz 0z , 0z -,
=" = O
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@+ B4 P =Fy,

aa’+b¥ +cc’ =F,,

a4+ b3 4+ ' =F,,

ad"+bb"4cc’=Fy,

a"‘I'+ b’bfl+ clclf= Fl” -

a4 b+ ¢y = Fy; ~
b, ¢
' v, ¢

iy b, ¢
019 bn’ cﬂ

=A‘”,

b
=A H
v, 139
Ib, c

¢, a
’
¢, a

¢, a
¢, d

== By,

=B,

’
¢, a
¢, a” = By,,

a,
an’ bll l = Co’ 1]

b'|=0°"

’
a,
, ’ =C .
a”, b'l 13

Sind nun ds und ds, zwei vom Punkte (u, v, ») ausgehende Linien-
elemente, 80 zeigt eine Rechnung, die wir hier tibergehen zu kénnen
glanben, dass das durch sie begrenzte Flichenelement J(F) durch:

AAF = (FpFyy— Fog) (duy dw — du dm,)?

+ (Fo Fyy — Fp,?) (du dv, — dv du,)?
(Fyy Fog — Fi')(dv dw, — dw dv))?
+ 2(Fy, Fog — Fi3 Fo)(du dv, — dv du,) (dw du, — du dm,)
+ 2(Fo, Fig — Fyo F,)) (dudv, — dv du,)(dv dw, — dw dv,)
+ 2(Fog Fig — Fy, Foo) (A du, — du dw,)(dv dw, — dv, dw)
gegeben ist,

Die Lage dieses Fl#chenelements, somit auch die Richtung der zu-
gehirigen Fliche im Punkte (v, v, w) ist gegeben durch die Richtung der
Ebene, welche mit der Fliéche, der dieses Element angehdrt, dieses ge-
mein hat, d. h. durch dié¢ Richtung der Tangentialebene im Punkte
(4, »,w) oder der Ebene, die durch:

u, v, ,
utdu, v+4dv, w4dw
und
u+tduy, v+do, w4dmw,
geht. Nachdem aber die Gleichung dieser Ebene
§—=, nN—9, {—z
adu+ a'do+ a”dw, bdu+ b'dv + b"dw, cdu+ c’dv 4 dw |[=0 .
adu4ddo,+a"dw,, bdu + bdv + b"dml, cdu,+ c'do, + c’dm|
Zettachrift 1. Mathematik u. Physik XXIX, 2.
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ist, so sind die Richtungscosinus der im Punkte (u, v, w) auf diese Ebene
errichteten Senkrechten, d. h. der beztiglichen Fléchennormale gegeben

durch: 1

cos{N, z} = ﬁ{ 4y, (dudv, — dv du,)
+ Aoy (dudw; — dw du,)
+ 4,5(dvdw, — dw dv,))},

cos{N, y} = %; By, (du do,— dv du,)
+ By (du dw, — dw du,)
+ By (dv dmw, — dw dv,)},

cos{N,z} = { Cy, (du dv, — dv du,)
+ Cps(dudm, — dw du,)
+ Cig(dv dmw, — dw dv,)},
wobei M die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate der drei Zxhler
bedeutet.
Fiir die Fundamentalflichen selbst ergeben sich folgende Gleich-
ungen:

Cll

B“ cos{N, z},,=d

cos{N, xlu=c =A—’ v cos{N,ylu=
dys
wenn A%+ B¥4C%= 4 gesetzt wird.
Ebenso ist:

4
cos{N, x}p=c= 221 cos{N,y},,::%Qi. costN,z},:f;ﬁ
02 o2

und
cos{N, z}y =4u, cos{N,y},._B;“‘, cos{N, z}.,-_c—-
4y Ao, 4y
8.

Bs ist nun leicht, den Winkel anzugeben, unter welchem sich je
zwei der zu einem (u, o, w)-Punkte gehSrenden Fundamentalflichen
schoeiden.

Es ist n#mlich:
cos (u, v) = cos { Ny, Np} = Aty + By By

dpdys
Aol Alﬁ + BOl Bli + COI Clﬁ
dn s
4o 4ps + By By + Co1 Cos |
Ao
Sollen sich tiberdies die Fundamentalfliichen im Punkte (u,v,®) recht-
winklig durchschneiden, so miissen die Gleichungen
A Ay + By By + C3 €13 =0,
A) ] 4y 4ys + Bon Bys+Cyy Cyg = 0,
Ay Ao+ Boy Boy + Co,Cs =0

+Q18

cos(u,m) = cos { Ny, Ny} =

und

cos {v, w} =

bestehen.
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8ind tberhaupt fiir jeden Punkt des Raumes diese Gleichungen
erfillt, so ist jeder Punkt des Raumes als Schnittpunkt dreier sich in
ihm rechtwinklig schneidender Fliéchen aufzufassen und man hat sich
den ganzen Raum von lauter sich rechtwinklig durchschneidenden Fli-
chen ausgefiillt zu denken, so dass jeder Punkt des Raumes Schnitt-
punkt dreier solcher Flichen ist.

Durch das Gleichungssystem A) sind also die nothwendigen und
hinreichenden Bedingungen gegeben, die drei Flichenschaaren zu
erfillen haben, damit sie ein dreifach-orthogonales Flichen-
system bilden.

Doch erlauben die hier sufgestellten Bedingungen eine einfachere
und elegantere Darstellung. Mit Riicksicht auf die eingefiibrten Begeich-
nungen kann die erste Gleichung des Systems A) auch so geschrieben
werden:

0= b +cc’, bb"4cc”|  |ec +ad, cc'4ad” aad 4bb, aa”’+bb"
= b’b" + c’c”’ b"' +C”’ c:c" + a’a”, c"’ +a”’ alall + blb”’ a”’ + bllg
oder
0=3.|7 o' 4bb +ecc, aa’+bb"+cc”| |ad, aad”| _|bb'4-cc, bb 4cc]
T ad" b0 e, a0 Y F,,, F, aad”, a”
1w F13
bb', bb”| |ec'+ad, cc’taa”
Fy, Fy Ky, b”
__|e€y ec”| _|ad"+b¥, aa"4-bb"
Figy Fy dc”, ACH
Nun ist aber: .
bb'+cc, bb"4ecc” _|e a4-bb'+cc, ad"+bb"+cc” _| Forr Fy
a'a”, a"? da”’ a”? a'a”, a"?
und daher:
0=3- Fy, Fo:l_ Fy, Fosl_ Fo» F«n|
1 Figy Fy Fyy, Fy Fo, Fy
oder
Fory Fog l =0,
Figy Fyy
Ebenso ist:
B) < Fig Flol_____o :
. Foy Fy
un
Fogy Fo|_ 0.
Fyy Fy

Durch das Gleichungssystem B) sind also die nothwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir dreifach-orthogonale Flichensysteme
gegeben. Auch erkennt man sofort, dass als hinreichende Beding-
ungen fir die gegenseitige Orthogonalitiit der drei Flidchensysteme schon

die Erfillung der Gleichungen:
8.
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C) Fou=0, Fu=0, F3=0
geniigen. .
Es seien z. B. die durch:
= f(u).cosp (v).cos (),
D) y =1(u).cos(v).sinw (w),
z=f(u).sing(v)
gogebenen Flichensysteme zu untersuchen (/, ¢ und ¥ sind beliebige
Functionen).
Hier ist:

a={f'(u).cosp.cosy, | d=—f.¢ . sinp.cosy, | a"=—f.¢ .cosqp.siny,
b={f"(u).cosp.siny, | b'=—f.¢ sinp.siny, | b"= [f. ¢ . cosp.cosy,
c=f(u).sing d= f.¢.cos = 0

und daher:

Fpy=0, Fpu=0, F,3=0.
Es ist also durch D) ein dreifach-orthogonales Flichensystem gegeben.
Es soll nun folgende Frage behandelt werden.
Unter welchen Bedingungen stellt:
= (u+4a)%.cosv.cosm,
E) y=(u+p)%.cosv.sinw,
z=(u+y) .sinv
ein dreifach-orthogonales Flichensystem dar?*
Es ist hier:
cosv, cosw
a=

= —E—Vu—T—ua a'=—sinvcoswYute, | a’’=—sinv sinwyu+a,

cosv sinw

bs——» V=—sinvsinnYu+p, | V"= cosvcoswy u-+p,
=2t ‘ yuts

sinv ,
C= ——==" cC= cosvyu = 0
2/ u+y t ¢
d daher:
und daher Fyy=0, Foy=0,
Fyy = (u+ o) sinv cosv sinw cosw — (u+ ) sinv cosv sinw cosmw.

~ Soll nun E) ein orthogonales System bilden, so muss, um B) zu

genligen, entweder noch Fyy=0 oder Fj,=0 sein. Nachdem aber

hier nicht Null sein kann, so miisste F,;—=0 sein. Dies ist aber der

Fall, wenn a=p ist und sonach die eine Flichenschaar, welche nun

durch: '
x? + yl 23 _
uta +u+y =1

gegeben ist, eine Schaar von Rotationsellipsoiden darstellt.

* Es ist dies ein specieller Fall der von Tissérand (Comptes rendus, Bd. 72)
behandelten Frage.
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Die durch C) gegebenen Bedingungen lassen eine einfache geome-
trische Deutung zu. F,; =0 driickt — wie eine kleine Ueberlegung zeigt
— die Bedingung aus, dass sich® die uo- und uw-Linien der u-Fliche
rechtwinklig schneiden. Die gegebenen Definitionen dieser Linien lehr-
ten aber, dass diese die Curven eind, in denen die u-Fliéche von den
beiden anderen Fundamentalflichen’ geschnitten wird, Dies fiir die an-
deren Fuondamentalcarven der iibrigen Flichen in Betracht gezogen, sowie
die Berticksichtigung der Gleichungen Fou =0, F, =0 giebt folgenden
wichtigen Satz:

»nSchneiden sich drei Fléchen so, dass die drei beziiglichen Schnitt-
curven im gemeinsamen Schnittpunkte aufeinander senkrecht stehen, so
schneiden sich auch die Fléchen daselbst rechtwinklig.*

Wien, im Juni 1883. Dr. Ep. MABLER.

IV. Berechnung der Moduln Rosenhain’scher Thetafunctionen.

In der Theorie der elliptischen Functionen gelingt es bekanntlich
in eleganter Weise, den Modul der Thetafunctionen durch den Classen-
modul oder, was dasselbe ist, durch den Werth eines Thetaquotienten
mit verschwindendem Argument auszudrticken, Die analoge Aufgabe fir
die Rosenhain’schen Functionen gestaltet sich bei Weitem complicir-
ter. In meiner ,,Sammlung von Formeln, welche bei Anwendung der
elliptischen und Rosenhain’schen Functionen gebraucht werden,* ist unter
114) eine Ni#herungsformel gegeben, deren Begriindung auf S. 20 versucht
ist, von der aber infolge eines Versehens beim Rechnen nur das erste
Glied brauchbar ist, wobei die vernachlissigten Glieder von der dritten
Ordoung wiiren. Hierauf wurde ich privatim durch Herrn Krause und
jingst durch Herrn v. Braunmiihl in den Leipziger Annalen XX, 8. 565
sufmerksam gemacht. Es ist leicht, mit der in der Sammlung an-
gewandten Methode die Genaunigkeit bis auf Glieder fiinfter Ordnung zu
verschiirfen; will man aber weiter gehen, so wird die Sache sehr com-
plicirt. Ich will hier, um zu grésserer Genauigkeit zu gelangen, Formeln
aufstellen, in welchen die vernachlissigten Glieder von der 20. Ord-

nung sind.

Es sei
sl f(z,9)=r 2242732y + 1559y,

ol dr— B3 g% ins (2m— by, 2my—h) = %in[2m—h) g+ @ms ~ A g
’
8::’:: =33 e"f(zﬂl-hls 2my—Ay) — Yin[m —b)g, + (2“’2-‘!)’11’

*

worin die Doppelsummen sich iiber alle ganzen positiven und negativen
Zahlen m,, my zu erstrecken haben. Zur Abkiirzung sei ferner
P =elau.., g= einf,,’ om = ezmmc.,+ e-—?c‘xuu,,’ °e=¢e
Wo=ea, 8I=B, olo=p Mi=34,
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0t=1, Bi=p, O0=v, Oo=£ Ofi=g,
dann sind die Grdssen
_atpf—y—08 v
Ta¥pFrto &
2ro___“_p._'7+6=_§_
at+f4y+d A

als bekannte Grissen anzusehen, weil die Quotienten der & ale Classen-
moduln zu betrachten sind. Nun sind aus den Gleichungen

a—B+y—34

2po 290= =fi-’

v=2p,d, p=2qk, E=2r,
oder

p=p,(14+2p' +2¢*+2p¢'(¢* — 4 +2)) — pg* (¢’ —2) + By,
9=¢o(1+2p 4+ 2¢* +2p'¢*(¢* — 40*+2)) — 90* ('~ 2) + By,
pge=ro(14+2p* +2¢* + 2p%¢*(o* — 40 +2)) + B,

die Grbssen p, ¢, ¢ zu berechnen. Nennen wir p, ¢, pge Kkleine
Grissen erster Ordnung, so sind B,, By, B, (2. B. das Glied p*g°g)
von der siebenten Ordnung. Das in der Sammlung begangene Versehen
besteht darin, dass pgte,, gpte, bez. durch pgte, gp*e ersetzt sind; auch
dtirfen By, By, B, nicht als Reihen bezeichnet werden, die nach Poten-
zen von p, ¢, pge fortschreiten, — Schreiben wir nun

p=p—ree+6, ¢=9—er'e®+Cp pge=ry+0C,
so sind jetzt die ¢ von der fiinften Ordnung. Hieraus folgt mit Unter-
dritckung von Grissen derselben Ordnung
p=py— (Po—Pp2"¢") (9,— 9r*e")*¢' =P, — Py 00" 0"
g=9— oP'eh e=7oipg

und weiter
= (Po’ - 90”'0’) Py 9= (90’ - Po"'o’) /)
= ToPo% - _ To +( To )’ 44 gt
— — —_— q .
¢ 2 %' — (Pt + 2 7' 290 Do 9o (P o)

Wenn die vernachlissigten Glieder von der ftinften Ordnung genannt
werden, so ist nicht ¢, sondern pg ¢ als zu bestimmende Grdsse an-
gesehen; soll ¢ selbst bis auf Gréssen finfter Ordnung genau sein, so ist

]
0= ot (14 260+ 200+ 2r) + (22) (it 4

zu setzen. So sind die Thetamoduln, wenn man noch das Vorzeichen in
der Gleichung

267 =9 + Yoo —4
nach den in meiner Sammlung gegebenen Vorschriften bestimmt, gefun-

den. Die von Herrn v. Braunmiih] gegebenen Formeln sind in Bezug

auf p,, ¢, unsymmetrisch, aber die fiir ¢ stimmt mit der hier abgeleite-
ten itberein.
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Um nun zu genaueren Formeln zu gelangen, bedienen wir uns von
Herrn Rosenhain gegebener, von Herrn Weber bequem® zusammen-
gestellter Formeln

Ol =M—pi—ct; OFF =1t OPT =M P,
(Mg — pd ) = 54.9‘1’:‘:‘ = (M—pt— vt B ot — of,
80 dass
64;.,}(14_“4_,4_*_54) — _*'/(14_"4_‘,4_*_;4)_4(1152_ 21’1)3
ist. Das negative Zeichen der Wurzel ist gew#ihlt, damit rechts das von
p, ¢ freie Glied fortfalle. — Nun werde
655 + 6,1 — 615 — 611 : 60,0 + 601 + 610 + 6111
o AVt — ) — Y — = o) — (4 — v — o)
ARV =) YR A=+ Yl — = B — o)
p A=Y (M=t — o)+ P (18— 4 — %) — t/(14_“4_;_,4+§4_04),
ARV M=t =) VA=A — o)+ P (M — pt— oA 5 — o)
T AVt =) — Y = + YWt — v Y
AVt =+ YW=+ Y- — A+ B —

gesetzt, so dass 1—)0, l/.o, ﬁ, bekannte Grissen sind, weil die Verh&ltnisse

A:p:v:§ durch 9-Quotienten gegeben sind; alsdann sind die Formeln
8 __ 2.8 | 4 /e _Tals
Po —% ", g= % —PyTo

Dy 9o

— ToPo 9o . _ —
N AT
bis auf Glieder von der 20. Ordnung richtig und demnach wohl meist
ausreichend, freilich nicht miihelos zu berechnen.
Ist ¢=0, sind die Functionen elliptische, und ist 8,°:9, = J/¥,
80 ist
20 =(1—Y1—":(14+}1—0'), o=Q1—-VK):(1+VFK);
wird dann p=V;o gesetat, so ist der &-Modul bis auf kleine Griseen.
20. Ordnung genau gefunden.
In Bezug auf die Formel 109) meiner Sammlung ist zu bemerken,
dags die rechte Seite die Form 0:0:0... besitat.

p=

* Crelle’s Journal Bd. 84 S, 336, 387. Bei dieser Gelegenheit will ich be-
merken, dass der an dieser Stelle von Herrn Weber vermisste Beweis Rosen-
hain'scher Formeln erweitert auf alle Classen ultraelliptischer Functionen von mir
Bd, 71 8. 280 des Crelle’schen Journals gegeben ist.

Jena 1883. J. Tuomas.




120 Kleinere Mittheilungen.

R o A A

B e e T T e

V. Zusammenhang der Hyperbeln und Lemniscaten hoherer Ordnung
mit den Ausgangspunkten der Functionentheorie.

Transformirt man ein Strahlenbtischel nebst concentrischer Kreis-
schaar mittels der Umkehrung einer gebrochenen rationalen Function
complexen Arguments in eine andere Ebene, so entsteht ein isother-

misches Netz von Hyperbeln und Lemniscaten von der Ordnung %*,

die sich in folgenden Gleichungen schreiben lassen:

1) (P +ot... o) — (0t 0t +im)=c,

2) lg(py.py-.-Pa) — U(9).95-.-9m) =79,
wobei » und m den Grad der Functionen im Zghler, resp. im Nenner
bedeuten, die p und ¢ aber Radii vectores sind, die von den sogenann-
ten Wurzelpunkten der beiden Functionen ausgehen, withrend die @ und
1 die Neigungswinkel dieser Radii vectores sind.

Da die Wurzeln in Gruppen zu v oder g gleich sein konnen, so

ist die allgemeinste Schreibweise dieser algebraischen Curven:

3) et vest...tvnpa) — (1 + st t - + mim) =2,

4) lg(py".p™..pa™) —  W(gtg...gmim)  =c.
Die wesentlichen Eigenschaften derselben, die zmgehirigen Riemann-
schen Flichen, ibren Zusammenbang mit der Gleichung des logarithmi-
schen Potentials, der sie geniigen, ebenso ihre pbysikalische Deutung
findet man in des Verfassers ,,Einfithrung in die Theorie der isogonalen
Verwandtschaften .

In letzterer Beziehung sei hier wiederbolt, dass es sich um Niveau-
curven und Stromlinien handelt, die auftreten, wenn man durch die eine
Gruppe von Wurzelpunkten Elektricitdt mit den Intensititen v, vg, ... va
einstrémen, in den anderen mit den Intensitéiten p,, pg, ... pm ausstrs-
men lésst, wobei die Platte eben und unbegrenzt zu denken ist. Dies
gilt zuniichst nur von dem Falle 2y = 2, denn wenn ¥ >> Zx ist, so0
sind Ausstrdmungspunkte in der durch die Differenz gegebenen Zahl im
Unendlichen zn Hilfe zu nebmen, bei X»r < 2« liegen daftir Einstrd-
mungspunkte im unendlich fernen Bereiche. Fir ehdlich begrenzte
Platten handelt es sich immer um den Fall Zu= 2.

Den 26. Band der Zeitschrift f. Math. u. Phys. ertffnet eine sehr
lesenswerthe Abhandlung des Herrn Veltmann: ,, Ueber die Bestimmung

* Der Verfasser hielt diese Bezeichnung fiir zweckmisesiger, als den von
Darboux aufgestellten Namen , Cassinoiden“. Vergl. Progr. 1880 der kdnigl
Gewerbeschule zu Hagen; Crelle’s Journal, Bd. 83 S. 38; Zeitschr. f Math, u.
Phys., XXVI 8. 281, oder des Verfassers Einfihrung in die Theorie der isogonalen
Verwandtschaften, Leipzig 1882, Cap. IX— XI, wo die einschlagende Literatur
citirt ist.
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einer Function auf einer Kreisfliche ans gegebenen Randbedingungen*,
die schoeller in die Grundlagen der neueven Fanctionentheorie einfiibrt,
als mehrere andere Arbeiten #hnlicher Tendenz. Im Anschluss an den
* ersten Theil dieser Arbeit sei die isothermieche Bedeutung der obigen
Curven an dem Beispiele einer einfachen Kreisplatte erdrtert.

Auf dem Rande einer Kreisplatte mégen eine Anzahl beliebiger
Bogen b,, b, ... by auf constanten Temperaturen o,, vy, ... o, gehalten
werden. FEs bandelt sich um die bekannte Aufgabe, den stationiéiren
Wirmeznstand zu untersuchen und zugleich die durch jene Bedingungen
bestimmte Function complexen Arguments aufzufinden.

Zu diesem Zwecke verbinde man einen beliebigen Punkt P im Innern
mit den Endpunkten der obigen Bigen und bezeichne die Léngen der Ver-
bindungslinien mit p,, pg, ... pa, ihre Neigungswinkel mit @, @, ... @n,
8o dass die von ihnen eingeschlossenen Winkel sind (93— @,), (@5— ®q),
.o« (p;—®a). Endlich bezeichne man die zu den Bégen gehérigen Centri-
winkel mit §,, f,, ... fa. Jetzt ist eine Function » zu suchen, die am
Rande die gegebenen Werthe vy, v,, ... v, annimmt. Als solche ergiebt
sich durch eine einfache Winkelbetrachtung ganz von selbst

”=”1(¢s—¢1)+”g(¢a—¢s)+'-- + o0 (@ —@n)

5) >
_”1ﬁx+”2ﬂs+---+”nﬁn’
2%
denn lésst man z. B. P auf den Bogen b, rticken,.s0 geben die Winkel-

differenzen (@y— ®;) u. 8. w. in die Halften der Centriwinkel tiber, wih-

rend tp,—q;,:n-i—%’— wird, so dass in der That nur v, stehen bleibt.

Der eine Theil der Function complexen Arguments ist also gefunden
und die Isothermen des Problems sind die Curven
6) n—2) + (0, —2) Py + ...+ ("u—t—Va) P =17,
wobei von den Constanten abgesehen ist. Sie sind also von der Form
3), und zwar handelt es sich um den Fall 2y = 3k, denn die Summe
der simmtlichen Factoren ist Null.
Das zugehérige u bestimmt sich folgendermassen: Zu dem Theile

(pg—,) gehdrt als erginzende Function lg-g’a denn lg-‘%I +i(py— ;)
1 1

ist, in rechtwinkligen Coordinaten geschrieben, eine Function des com-
plexen Arguments (z 4+ yi).* Demnach ist das gesuchte u

* In Capitel LI der citirten Einfihrung werden die Bicircularcoordinaten
lg% und (@p— @) behandelt, auch gezeigt, dass sie der Gleichung Ju=0 ge-

niigen. Man kann aber auch % durch Integration der Differentialgleichung du

=%d”%dﬂ bestimmen, die per se integrabilis ist. Vergl. § 36.
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1 P, ) Py
7 =—[1—? P4 ... .l—]c
) u=_—\9 9pl+°, yp’+ +v 9 o +e,
so dass, abgesehen von den Constanten, die Stromlinien des Problems sind:
8) Ig(pl"""’l.p,"l—“... P —tT ™) =c¢,

so dass es sich um die Gleichungen 4) in dem Falle 3v» = 3« handelt.
Die gesuchte Function complexen Arguments ist also, bis auf die
zuzufiigende Constante, ' .

utvi= %[v, (Ig%:+i((p'-qpl))+v,(1g%-:+i((p,—-¢,)) +...
ot oa (124 (o, —0m)) -

Statt nun am Rande in die einzelnen Bigen constante Wirme ein-
stromen zu lassen, kann man dies anch mit constanter Elektricitit thun,
so dass gegen die frithere elektrodynamische Deutung die bekannte Ver-
tauschung der Strom- und Niveaulinien eingetreten ist.

Riickt P in die Mitte, so hat man dort die T'emperatur
=”1ﬂ1+”3ﬁ3+---+”uﬁl,

2n
denn dann wird in Gleichung 5) (p;—@,) =8,, (p;—@;) =f; etc. Dies
ist der bekannte mittlere Werth der Randwerthe, der fir die Verzeich-
nung der Isothermen von Bedeutung ist.

Durch Reciprocitiit geht man leicht vom Innern des Kreises sum
Aeussern iiber und durch Vereinigung beider Probleme findet man den
Zustand der gesammten Ebene bei kreisformiger Vertheilung der singu-
liren Punkte. Da aber fiir jedes Problem nur eine Lsung moglich ist,
so ergiebt sich sofort folgender Satz:

Liegen die Ausgangspunkte der Radii vectores der Cur-
venschaaren 3) und 4) auf einem Kreise, 8o gehort im Falle
Zu=2v zu der Schaar 3) stets ein Kreis, der die Schaar 4)
orthogonal schneidet.

9

%

p.9

So werden z. B. die Curven =5 die Curven -§=c, stets durch

p.g
r.s
Ausgangspunkte der Radii vectores auf einem Kreise liegen.

Der auf den ersten Blick tiberraschende Satz folgt sofort aus dem
selbstverstindlichen Satze, dass, wenn alle Ein- und Ausstrémpunkte
der Elektricitit auf einer Geraden liegen, diese selbst zum System der
Stromlinien gehdrt, ein Satz, der, durch reciproke Radii vectores trans-
formirt, auf den vorigen fithrt. Fiigt man auf beiden Seiten der Geraden
symmetrisch zwei gleichartige Punkte zu, so bleibt der Satz bestehen,
und transformirt man von einem dieser Punkte aus, so_erhilt man;Ein-

einen Kreis orthogonal geschnitten, die Curven =c¢ dann, wenn die
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oder Ausstrimungspunkte in der Mitte der Platte und im unendlichen
Punkte.

Auch durch geometrische Untersuchung der Peripheriewinkel lisst
sich der Satz beweisen. Auf § 43 der citirten Einfiibrung, der die Fille
der Symmetrie und Reciprocitit bei gewissen Isothermenschaaren behan-
delt, braucht nur hingewiesen zu werden.

Aber nicht nur die Abbildung mittels reciproker Radii vectores, auch
jede andere Abbildung mittels einer Function complexen Arguments giebt
leicht zu deutende Resultate, besonders die Abbildung mittels der Um-

kehrungen rationaler Functionen. 8o gebt z. B. bei z= ;/ Z jeder Radius
vector p iiber in ein Product p,, pg, ... Pa, jedes @ in eine Summe
@1+ ®3+...+ @a, 80 dass die Curven 6) und 8) ihre Gleichungen trotz
der Transformation im Wesentlichen beibehalten.. So erkennt man, in
welchen Fillen bei Vertheilung der singuléren Punkte auf einer Lemnis-
cate hoherer Ordnung diese selbst zu den Stromlinien gehért, kurz, zahl-
reiche Probleme lassen sich durch solche Ueberlegungen wesentlich er-
leichtern.

Die gegebenen Resultate sind grossentheils nicht neu, in diesem Zu-
sammenhange aber wahrscheinlich noch nicht dargestellt. Jedenfalls aber
bat sich gezeigt, dass die Lemniscaten und Hyperbeln hiherer Ordnung
mit den Ausgangspunkten der neueren Functionentheorie auf’s Innigste
verkniipft sind, fir die abstracten S#4tze derselben leichtverstindliche
Beispiele bieten und somit das eingehendste Studium verdienen.

Hagen, den 6. December 1883, Dr. G. HoLzMULLER.

VI Bemerkungen tiber die Mittelpunkte von Kegelschnitten einer
Flache zweiten Grades.

1.

Satz. Die Mittelpunkte der Kegelschnitte, welche die
Ebenen eines Biindels mit dem Scheitel P aus einer Fliche
zweiten Grades — F? — gchneiden, liegen auf einer neuen
Fliéche zweiten Grades — F,® —, welche durch P und den
Mittelpunkt von F? geht.

Beweis. Wir erhalten im Allgemeinen den Mittelpunkt des Kegel-
schnittes, in welchem eine Ebene die Fldche F? schneidet, indem wir
den zur Stellung der Ebene conjugirten Durchmesser der Fliche be-
stimmen. Er trifit die Ebene in dem gesuchten Mittelpunkte. Nun
erfilllen die zu den Stellungen der Ebenen eines Biindels conjugirten.
Durchmesser ein zu dem Ebenenbiindel reciprokes Strahlenbiindel. Das
Erzeugniss zweier solchen Biindel — in unserem Falle der Ort der er-
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wihnten Mittelpunkte — ist bekanntlich- eine Fldche zweiten Grades,
welche durch die Scheitel der Biindel geht. Somit ist unser Satz bewie-
sen und wir bemerken tiber F,® noch Folgendes:

Dem Strahle M P, welcher die Scheitel der erwihnten Btindel ver-
bindet, entsprechen Ebenen, deren Stellung die conjugirte zam Durch-
messer M P der Fliche F? ist. Folglich ist M P ein Durchmesser der
Fliiche F,2. .

Construiren wir die Tangentialebenen ans P an F%, so sind ihre
Bertihrungspunkte als Mittelpunkte der Kegelschnitte aufzufassen, in
denen diese Tangentialebenen F? schneiden. Bestimmen wir ferner die
Ebenen durch P, welche den Tangentialebenen des Asymptotenkegels
von F? parallel sind, so echneiden diese F? in Kegelschnitten, deren
Mittelpunkte unendlich fern sind. Wir schliessen also:

F?* hat mit F,® den Kegelschnitt A* gemeinsam, in wel-
chem der Kegel aus P die Fliche F? beriihrt, und den Kegel-
schnitt, in welchem die unendlich ferne Ebene F?schneidet.

. 2.

Die Construction von Fp,? hingt nur ab von dem Punkte P und der
Involution von Durchmessern und Durchmesserebenen um ¥. Wir erhal-
ten daher fiir alle Flichen /% bei denen diese Involution die nd@mliche
ist, welche also denselben Asymptotenkegel haben, die gleiche Fliche
F.3. Letztere hat mit jeder der ersteren je den Kegelschnitt gemeinsam,
den die Polarebene von P aus ibr schneidet. Daraus ergiebt sich aunch
folgende Erzeugung von Fp}:

Wenn wir die Polarebenen eines Punktes P in Bezug auf
die Flichen zweiten Grades bestimmen, welche denselben
Asymptotenkegel haben, so schneiden diese Ebenen ihre
respectiven Fléchen in Kegelschnitten, welche auf einer
neuen Fléiche zweiten Grades liegen.

8.

Die Flichen F,? fir reelle Pankte P des Raumes sind stets reell.
Ist daher F? imagindr, also Kugel oder Ellipse, so kinnen wir an Stelle
dieser imagin#ren Fliche eine reelle Fliche F,® setzen. Dabei lisst sich
durch passende Wahl von P noch erreichen, dass F* und Fp,?® sich in
einer der Congruenz analogen Lage befinden.’

Sei ndmlich z ein Durchmesser von F? und auf demselben sei die
Involution barmonischer Pole durch M und ein Paar @, gegeben. Wir
bezeichnen die Potenz dieser Involution mit 4.2, so dass ,2= MX.MX,
Dann wihlen wir auf X den Punkt P in der Weise, dass 2 M P = k. ist,
wo k. der absolute Werth der Wurzel der Potenz sei.

Die zu diesem P gehorige Fliche F,,} hat die Eigenschaft, dass die
Potenzen der Involutionen harmonischer Pole auf ihren Durchmessern
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dem absoluten Werthe nach resp. gleich den Potenzen der Involutionen
auf parallelen Durchmessern von F? sind.

Haben wir nun Constructionen fiir die imagintire Fliche ¥? auszu-
fihren, so @bertragen wir dieselben auf eine reelle Mittelpunktsfliche Fy?,
welche nach obiger Angabe bestimmt ist.

Sei z B. der Pol P zu einer Ebene P in Bezug auf die imagindre
Fliche F?2 gesucht, so construiren wir den Pol P* von P in Bezug auf
Fpi. Ist dabei M* der Mittelpunkt von Fp% so ziehen wir durch i —
den Mittelpunkt von F2 — eine Parallele zu M* P* und bestimmen auf ibr
P g0, dass MP gleich M* P* ist, aber den entgegengesetzten Sinn von
M*P* hat.*

4.

Zu jedem Kegelschnitt der Fliche F? gehort eine Flidche Fp®, welche
durch den Pol der Ebene des Kegelschnittes in Bezug auf F? geht. Ver-
allgemeinern wir die gegenseitige Beziehung von F? und F.%, indem wir
zu diesen Fliichen die collinearen Fléchen zweiten Grades bestimmen,
so erhalten wir den

Satz: Wenn eine Fliche zweiten Grades — F,? — mit
einer andern — F®* — einen Kegelschnitt gemeinsam hat und
durch den Pol der Ebene dieses Kegelschnittes in Bezug auf
F?® geht, so enth#lt sie anch den Pol der Ebene des zweiten
Kegelschnittes, den sie mit F® gemeinsam hat.

5.

Zu jedem Punkte P des Raumes gehort in Bezug auf F? eine und
nur eine Fliche F,!. Bewegt sich P auf einer Geraden g, so
zeigen wir nun, dass die zu den Punkten von g gehdrigen
Flichen F,? ein Biischel B2 bilden. Denn erstens haben alle diese
Flichen den unendlich fernen Querschnitt gemein. Ferner gehen sie
durch M und die Punkte 4, B, in denen die Tangentialebenen aus g die
Fliche F? beriihren. Folglich liegen die zweiten Querschnitte, welche
jede Fliche mit der andern gemeinsam hat, in der durch 4, B, M be-
stimmten Ebene. 8ie gehen durch 4, B, M und durch die zwéi Punkte,
in denen die erwihnte Ebene den unendlich fernen gemeinsamen Quer-
schnitt schneidet, mithin fallen sie- in einen Kegelschnitt &,,* zusammen.
Es ist der zweite allen Flichen gemeinsame Querschnitt und unsere Be-
hauptung ist bewiesen.

Da K.® allen Flichen F,? gemeinsam ist, so ist dieser Kegelschnitt
der Ort der Mittelpunkte der Kegelschnitte, welche die Ebenen eines

* Verschieben wir F,® parallel zu sich um M M*, so erhalten wir eine Fliche,
welche zur imagin#ren Fliche F™ gleichsam centrisch-symmetrisch ist. Dieser
Darstellungsweise der imaginiiren Fliche durch eine centrisch-symmetrische be-
dient sich mein geehrter Lehrer Herr Fiedler seit Jahren in seinen Vorlesungen(
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Btischels durch g aus F*® schneiden. Die Ebene des Kegelschnittes Kpm®
ist die zur Stellung von g conjugirte Diametralebene der Fliche F3. Wir
schliessen also:

Satz: Die Kegelschnitte, welche die Ebenen eines Bii-
schels mit der Scheitelkante g aus einer Fléiche zweiten
Grades schneiden, haben ihren Mittelpunkt in einem Kegel-
schnitt A}, dessen Ebene die zur Richtung von g conjugirte
Diametralebene der Fliche ist.

6.

Kebren wir wieder zum Biischel B® der Fléchen F,,} zurtick, so be-
-merken wir, dass die Mittelpunkte M* der Fléchen dieses Biischels in
einer Geraden g* liegen, die durch den Mittelpunkt von K,? geht und
zu ¢ parallel ist. In g* befinden sich aber auch die Pole der Ebene
von Kp® in Bezug auf die Flichen des Biischels, denn diese Pole miis-
sen je auf der Geraden liegen, welche den Mittelpunkt der resp. Fliche
Fp? mit dem Mittelpunkte von K,,* verbindet.

Nun ist das Biischel B? dadurch charakterisirt, dass seine Grund-
curve in zwei Kegelschnitte zerfillt, wovon der eine unendlich fern ist.
Es ergiebt sich also fiir solche Biischel der Satz:

Die Mittelpunkte der Flichen zweiten Grades eines Bi-
schels, welches durch einen unendlich fernen Kegelschnitt
geht, liegen in einer Geraden. Diese ist anch der Ort der
Pole der Ebene des andern gemeinsamen Kegelschnittes in
Bezug auf die Flichen des Biischels.

Uebertragen wir diesen Gedanken auf ein zu dem erwihnten Bii-
schel collineares, so folgt:

Haben die Flichen zweiten Grades eines Biischels swei
Kegelschnitte gemein, so liegen die Pole der Ebenen dieser
Kegelschnitte in Bezug auf die Flichen des Biischels in der-
selben Geraden.

%

Mit Hilfe der Flchen F,?, welche zu einer Geraden g in Bezug aunf
F? gehiren, losen wir folgende Aufgabe:

Gegeben seien zwei Gerade g, 2 und eine Fliche F2. Es sollen
diejenigen Transversalen ¢ zu ¢ und 4 gesucht werden, deren Schnitt-
punkte mit der Fliche #* durch den Schnittpunkt mit % halbirt werden.
Wir construiren dann zu g das Bfischel der Fliéchen F,). Zu jedem
Punkte P auf g gehort eine solche Fliche, welche von % in zwei Punk-
ten z, y geschnitten wird. Die Verbindungslinien von P mit letzteren
Punkten sind Linien ¢

Nun bilden die Punkte #, y, in welchen %4 die Fldchen des Bil-
schels schneidet, eine Involution. Zu jedem Punkte auf-g gehirt ein
Paar dieser Involution, also ist letztere zur Punktreihe auf g cprojecti-
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visch. Punktreihe und Involution aber, die in einer derartigen Beziehung
zn einander stehen, erzeugen bekanntlich eine Regelfliche dritten Gra-
des, fiir welche der Tréiger der Punktreihe eine Doppelgerade ist. Diese
Regelfliche giebt uns den Ort der Geraden ¢ an.

Bedenken wir, dass die Schnittpunkte von % mit f auch die Mittelpunkte
der Involutionen harmonischer Pole auf ¢ in Bezug auf F3sind, so sagen wir:

Die Geraden ¢, welche eine Linie g schneiden und fir
welche die Mittelpunkte der Involution harmonischer Pole
in Bezug auf eine Fliche zweiten Grades in einer Geraden
h liegen, erfiillen eine Regelfldche dritten Grades, die g zur
Doppelgeraden hat.

Mittels dieser Regelfliche kénnen wir auch die Transversalen zu
drei windschiefen Geraden g, %, f bestimmen, fir welche die Mittel-
punkte der Involutionen harmonischer Pole in Bezug auf eine Fliche
sweiten Grades in % liegen. KEs giebt drei derartige Transversalen, Sie
gehen durch die Schnittpunkte von f mit der durch g, # und F? bestimm-
ten Regelfliche.

Ztarich. Dr. BeyEeL.

VIL Nachtrag sur XVI. Mittheilung im 20. Bande dieser Zeitschrift
8. 869: ,Beweis einiger Sitze iber Potenzreihen.‘

Abel bat in dem 4. Lehreatze tiber die Reihen* gezeigt, dass, wenn
eine Potenzreihe Za,a" fiir den reellen Werth x=7r convergirt, ihre
Summe f(x) in allen Punkten des Intervalls (0,r) mit Einschluss der
Grenzen stetig sei. Das ist von Herrn Pringsheim mit Recht.gegen
die von mir am Eingange der obigen Mittheilung ansgesprochene Ansicht
hervorgehoben worden.** Abel’s Entwickelung giebt zunichst den Satz:
»Ist die Potenzreihe Xa,z" fir den reellen Werth & =r convergent,
80 convergirt sie auch fir jeden Werth von z im Intervalle (0,r) und
zwar gleichm#ssig fiir alle diese Werthe von . — Diesen Satz kann
man in folgender Art ausdehnen auf complexe Werthe von x«: ,, Ist die
Potengreihe Za,z" in einem Punkte x, ihres Convergenzkreises vom Ra-
dius R convergent, so convergirt sie gleichm#ssig fiir alle Punkte einer
Strecke z,z,, wo z, einen festen, iibrigens heliebigen Punkt innerhalb
des Convergenzkreises R bedeutet. Denn man hat mit Benutzung der
von mir a.a. O. gebrauchten Bezeichnungen, falls 2=z, —% ein Punkt
innerhalb der Strecke x,z, ist,

Poy(x) = % nd,zt=|1— %) 2- d, (%)'H-'a
also to 2

H m -+ 8 .
») |P,,.(x)|<ao$sc <1—o'<'2cos¢p—p
Hat die Sehne x,a, die Liinge R(2cosp—a)—a >0—, 8o ergiebt sich

hierans, wenn ¢ < 2 cosp —a, | Pn(r)|< -;E + Ist nun eine positive Zahl

* Vergl. Oeuvres complétes par Sylow & Lie, I p. 223,
** Mathem. Annalen Bd. XXI 8. 876.
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g vorgelegt, so denke man sich ¢<}as und bestimme darnach den
Index m, worauf man auf der ganzen Stracke x,2, findet |Pn(z)| < ¢, .

Aus dem soeben erwiihnten Satze folgt sofort der Satz S.370: ,,Wenn
die Reihe Xa,a® fiir den Punkt z =z, ihres Convergenzkreises conver-
girt, so ist ihre Summe f(x) fir simmtliche Punkte einer solchen Strecke
z, 7, stetig.'* — Dass aber, wenn diese Potenzreihe fiir alle Punkte eines
continuirlichen Sttickes ihres Convergenzkreises convergirt, ihre Summe
f(z) ldngs desselben stetig sich #udere, scheint bis jetzt nicht erwiesen
zu sein. Der Satz leuchtet ein, wenn die Reihe fiir £ =z, unbedingt
convergirt. — Der a. a. O. vorgetragene Beweis des ersteren Satzes wird
an Klarheit gewinnen, wenn man m zunichst einen festen Werth des
Stellenzeigers sein lisst. Dann muss es aber heissen:

Bp=—% sd, (1= §)™+* 4 Pp(z)).
(Eine #hnliche Bemerkung tritt ein beim Beweise des zweiten Satzes, wo
zum dritten Gliede der Gleichung 5) noch —2' nayx,"~! zuzuftigen ist.)

Die hierdurch bedingten Ab#nderungen des Folgenden bedtirfen um so
weniger der n#heren Ausfiibrung, als man auch hier &hnlich wie mit der
Relation a) verfahren kann. ‘

Dass der Satz in Nr. 2 sammt seinem Beweise, wenigstens fir reelle
Werthe der Glieder a,, ba, schon bei Abel vorkommt, hat Hr. Prings-
heim ebenfalls bemerkt.

Der zweite Satz (Nr. 3) ldsst heute noch einen andern Beweis zu.
Herr Dini* hat nimlich gezeigt: ,,Wenn in einer endlichen Umgebung
(a—¢, a+¢) eines Punktes a die Reihe Zfy(x) convergirt und jedes
ibrer Glieder eine endliche Ableitung besitzt, und wenn die aus den Ab-
leiturfgen gebildete Reihe £ /', (z) im genannten Bereiche von z gleich-
missig convergirt, so hat die Function f(z) = Zf,(2) im Punkte £ =a
eine endliche Ableitung nnd zwar gerade Zf’5(a).* Dini’s Beweis gilt
auch fir den Fall, dass die f;(x) complexe Functionen der reellen Ver-
#nderlichen = sind und dass nur eine Seite des Punktes £=a betrach-
tet wird. Der letztere Umstand tritt auch hier ein, indem die Reihe

nnaaz"—! gleichmissig convergirt fir simmtliche Punkte der oben
[ ]

eingefiihrten Strecke z, z,.

Der erste Theil des dritten Satzes (8. 373) ist viel zu allgemein
gehalten: mit Sicherheit ist er richtig in solchen von x; verschiedemen
Puokten des von z, aus beschriebenen Kreises, wo auch die Taylor-

n .
sche Reihe ZfT(!z‘l)(z—xo)” convergirt. Das folgt leicht aus dem

ersten Satze. Der Irrthum erklért sich daraus, dass a. a. O. eine Formel,
die nur fiir positive, echt-gebrochene Werthe von &,:z" gilt, auch fiir
complexe Werthe dieses Quotienten benutzt worden ist. -— S. 376 Formel
11) setze man statt @’ (m+1) — @'(m) die entgegengesetzte Differenz und
in der Schlussformel anstatt g; g.

* Fondamenti etc., p. 115,
Innsbruck, 29. Januar 1884. Prof. O. 8tovrz.
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VIL
Ueber die Krimmung der Flichen.

Von
Dr. O. BORLEN

in Reutlingen.

Hierzu Taf. V Fig. 1.

§1.

In einem fritheren Aufsatze dieser Zeitschrift (XXVII, S. 369) habe
ich die Beziehungen zwischen den centrischen Flichen zweiten Grades
untersucht, welche mit irgend einer Fliche F in einem beliebigen Punkte
S derselben von gleichartiger Kriimmung eine Berithrung erster oder
zweiter Ordnung haben. Da nun durch S zwei Kriimmungslinien gehen,
in welchen F von zwei weiteren Flichen F’ und F” orthogonal geschnit-
ten werden kann, so giebt es drei confocale Flichen zweiten Grades (1),
(u), (v), wovon die erste, das Ellipsoid, mit F, die zweite, das einmant-
lige Hyperboloid, mit ¥’ und die dritte, das zweimantlige Hyperboloid,
mit F” je eine Bertihrung zweiter Ordnung hat.

Um die Beziebungen solcher Tripel von Confocalen zu untersuchen,
gehen wir von ihren Gleichungen

I A PR i ? gy 2L 2 _
D3Itimtis=h vtasptes = s himtiset
ASy>u>p>y

aus. Bezeichnet man die Hauptkrimmungshalbmesser von () mit Z und
L', diejenigen von (g) mit M und M, von (v) mit N und N', so ist

2) L= —:-‘- A—p)a(A—v)h, L'= -;—lz— (A=) (A—p)'h,

3) = S (=Gt W= = (=)' s,
. , 1 » 1

9 N=loa-wreonh M= Le-ara-on,

a=ViA—B)h—y), 2'=Ve@—B—un), ="=VvE—r)y—»)
S ist der Beriihrungspunkt von F mit (i), von F’ mit (u) und von
F” mit (v). Vom Mittelpunkt O der drei Confocalen fille man anf die
Zoftschrift f. Mathematik u. Physik XXTX, 8. 9
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N , -
drei durch S gehenden Tangentialebenen die Perpendikel p, p" und p",
8o ist

5) p=

, ”
” T

— . P=— T, Pl=—T .
Vi—pyi—v Vi—pVpr—v Vi—vyp—v
Aus den Gleichungen 2) bis 4) ergeben sich folgende Relationen:

p

6) L A—p M _ u—v N _ i—v
L a—v ¥~ "ai=p ¥ =
also
7 LMN=—LM'N’,
r M M N N L
8) ttw=b Htw=L Ftr=1

Von diesen letzten Gleichungen folgt jede aus den beiden anderen, so-
mit sind die sechs Kriimmungshalbmesser an zwei Bedingungsgleichungen
gebunden und die sechs Gleichungen 2) bis 4) sind also nur vier von
einander unabhéingige Relationen, welche zur Bestimmung von den fiinf
Unbekannten &, g, v, 8, y nicht hinreichen. Es giebt also unendlich
viele Tripel von Confocalen, welche unter einander in einem Punkte S
eine Berithrung zweiter Ordoung haben oder osculiren, worunter im Fol-
genden immer zu verstehen ist, dass alle Ellipsoide der Tripel dieselben
Krtimmungshalbmesser L und L', die einmantligen Hyperboloide die Kriim-
mungsradien M und M’, die zweimantligen die Kriimmungsradien N und
N’ haben.
Durch Combination mit 5) findet man ferner:

9) p__ M p_N o U
P L' »y M p N

Hieraus folgt: Die Mittelpunkte 0 aller Tripel von Confocalen,
welche in einem Punkte S unter einander osculiren, liegen
aufeinerdurchSgehenden Geraden, welche durchdie Gleich-
ungen 9) bestimmt ist.

Aus 2)—5) erhilt man
10) L.p=Ai—p, 11) M.p'= p—yv, 12) N.p'=21—yv,

L.p=2i—y, M.p=—@G—p), N.p'=pu—v.

Betrachten wir zundichst das Ellipsoid (1). In demselben sind A —pu
und A—v» die Quadrate der Halbaxen desjenigen Centralschnittes, wel-
cher mit der Tangentialebene vom Punkte S parallel, dessen conjugirter
Halbmesser also OS ist. Diese Halbaxen sind parallel den Tangenten
der Krtimmungslinien in S, also sind sie bei allen Ellipsoiden unter sich
parallel. Die Gréssen L, L', M, ... sind vermége der Aufgabe constant
und da sich der Mittelpunkt O auf der Geraden SO, deren Gleichungen
9) sind, bewegt, welche mit den Normalen der Confocalen (1), (u), (¥)
in 8 der Reihe nach die Winkel «, §, y bilden soll, deren Werthe durch
9) bestimmt sind, so sieht man sofort, dass die Centralschnitte der Ellip-
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soide auf einem elliptischen Paraboloid liegen. Die Gleichung eines sol-
chen Centralschnitts, auf seine Axen bezogen, ist

7 &

i tima =L
Setzt man nun 0S= p =1, so ist nach 10)
cos
7 &
13) L'cosa+Lcosu_r

die Gleichung dieses elliptischen Paraboloids.
Dureh #hnliche Betrachtungen findet man fiir die Centralschnitte der
einmantligen Hyperboloide

14) S
Mcosf ' M'cosp™ 7’
wenn man 08:;:—:73:9 setzt. In beiden Formeln beziehen sich die

Coordinaten E, 7, { der Reihe nach auf die Normalen von (1), (u), (v)
(nicht aber x, v, 3). Da M’ wie in allen vorbergehenden Formeln,
nach 5) negativ zu nehmen ist, so liegen diese Centralschnitte auf einem
byperbolischen Paraboloid.

Fiir diejenigen der zweimantligen Hyperboloide erhiilt man, weil sie
imaginfir sind, die Gleichung

15) L SR
N’cosy = Ncosy

Hieraus folgt: Die dem Halbmesser 0S conjugirten Central-
schnitte, welche also je einer der drei durch S gehenden
Tangentialebenen. parallel sind, aller Tripel von Confoca-
len, die in dem Punkt S untereinander osculiren, liegen auf
Paraboloiden, und zwar diejenigen der Ellipsoide aunfeinem
elliptischen, der einmantligen Hyperboloide auf einem hy-
perbolischen und der zweimantligen auf einem imagin#ren
Paraboloid. Diese drei Paraboloide haben also den Durchmesser 0S
gemeinechaftlich,

Die sechs Krtimmungsmittelpunkte der Flichen (1), (#), (») bezeich-
nen wir mit ! und !, m und m’, n und n’; das erste Paar liegt aunf der
Normale vor (i) oder auf der {- Axe, das zweite auf der Normale von
() oder auf der 7-Axe, das dritte Paar auf der Normale von (v) oder
auf der ¢{-Axe. Die Punkte ! und I’, sowie n und n’ liegen auf derselhen
Scite von S, m und m’ dagegen auf entgegengesetzten Seiten von S. Man
construire nun drei Parabeln P, P’, P”, die erste in der n{-Ebene be-
ribrt die #-Axe in m und die {-Axe in n’, die zweite in der {£- Ebene
bertihrt die {-Axe in n und die - Axe in /', die dritte in der £n- Ebene
berihrt die £-Axe in ! und die n-Axe in m. Aus den Gleichungen

8) folgt, dass P von der Verlingerung von m'n bertihrt wird; Q. sei der
P2 9*
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Berithrungspunkt; ebenso wird P* von der Geraden !n’in Q' und P von
der verlingerten ml’ in Q' bertihrt.

Durch den Mittelpunkt O des Confocalentripels gehen die drei Haupt-
ebenen desselben, auf welche sich die drei Gleichungen 1) bezieben;
die erste dieser Hauptebenen oder die xy-Ebene schneide die drei durch
S gehenden Normalen oder die -, #., {-Axen der Reihe nach in den
Punkten X, ¥, Z, so hat man die Gleichungen

"

sx=""7, sy=1"F, sz_71"".
I3 I3

Aus 2) bis 5) erhilt man

SX A— SY y—u Sx SY

T ime woime M T
d. h.: die Linie X ¥ ist eine Tangente der Parabel F”;
d. h. die Gerade XZ beriibrt die Parabel »’. Ebenso beweist man, dass
die Verléngerung von ¥Z die Parabel P beriihrt, woraus folgt, dass die
xy-Ebene die drei Parabeln beriihrt. Das Gleiche findet auch bei den
zwei anderen Hauptebenen zz und zy statt, wie sich auf analoge Art
zeigen lisst.

Die bis jetzt angefiibrien Eigenschaften der drei Parabeln hat Mann-
heim angegehen, aber auf andere Weise begriindet (Journal de Mathé-
matiques pures et appliquées, 3™ série t. VIII, 1882).

Man hat demnach den Satz: Die drei Hauptebenen aller Tri-
pel von Cenfocalen, welche in einem Punkte S unter ein-
ander osculiren, beriibren drei bestimmte Parabeln, wovon
jede zwei der drei durch S gehenden Normalen in zwei
Krimmungsmittelpunkten tangirt und deren Directricen also
durch S gehen; sie sind die Projectionen der Geraden 0S auf
den Ebenen der Normalen.

Der letzte Theil des Satzes lisst sich so beweisen: 0”S ist z. B. die
Projection von 0S auf der £¢- Ebene, welche die -, y-, z- Axen in einem
Dreieck ayz schneidet, dessen Héhendurchschunitt O ist. Da nun die
Parabel P’ die drei Seiten dieses Dreiecks beriibrt, so geht ihre Direc-
trix durch O0”; sie geht aber auch durch S, weil ihre zwei Tangenten SV
und Sn rectangulir sind. Man kaon noch weiter binzufiigen, dass die
Brennpunkte der drei Parabeln die Fusspunkte der von S auf die Ver-
bindungslinien mn’, nl', Im’ gefillten Perpendikel sind. Die Verbindungs-
ilnien Ox, Oy, Oz sind die drei Axen des Tripels.

Wenn eine Ebene wihrend ihrer Bewegung zwei feste Curven be-
rithrt, 8o umhiillt sie eine entwickelbare Fliche, deren Erzeugende die
Verbindungslinie der Beriihrungspunkte ist; beriibrt die Ebene also drei

)
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Curven zugleich, so miissen die drei Beriihrungspunkte stets in gerader
Linie sein, welche in ihren aufeinanderfolgenden Lagen Tangente einer
Raumcurve sein wird — der Riickkehrkante der entwickelbaren Fliche —;
die bewegliche Ebene enthilt also stets zwei unendlich nahe Tangenten
dieser Raumcurve und somit ist sie Osculationsebene derselben. Die drei
Hauptebenen jedes Confocalentripels osculiren demnach eine bestimmte
Raumcurve, und da sie sich im Mittelpunkte O des Tripels schneiden,
welcher auf der durch die Gleichungen 9) bestimmten Geraden SO liegt,
so folgt daraus, dass die fragliche Raumcurve die Eigenschaft bat, dass
je drei rectangulire Osculationsebenen derselben ein Trieder bilden,
dessen Spitze auf einer bestimmten Geraden liegt, welche man die Direc-
trix der Curve nennen kann, nach Analogie der ebenen Parabel, bei der
je zwei rectangulire Tangenten sich ebenfalls auf einer Geraden oder
Directrix schneiden. Diese Raumcurve ist also eine specielle cubische
Parabel.

Um die Gleichungen derselben zn finden, wihlen wir die xz-Ebene
oder die zweite Hauptebene der Confocalen, welche die Normalen
von S in dem Dreieck X'¥’Z’ schneidet. Die drei Seiten desselben be-
riilhren die Parabeln in 4, B, C, und zwar sind dies der Reihe nach die
Beriibrungspunkte von F’Z’ mit P, von Z’X’ mit £’ und von der ver-
lingerten X'¥’ mit P”; die Gerade 4 BC ist also Tangente der Raum-
carve. Ist A'C’ die Projection voo A4C in der £f-Ebene, so hat man

S4_Y'a S7Z
S22 ¥YZ N
Da aber X'Z' die Parabel ¥ bertihrt, so ist
-S—ﬂz—,+§LXf=l oder Lg,c—+ V;A =1,
2

Hieraus folgt, dass SA und SC' die Coordinaten einer Parabel sind,

also SZ'=Y/SA YN und analog SX'=¥SC VL.

‘3
welche die £-Axe in der Entfernung —i— und die {-Axe in der Entfer-

]
nung % bertihrt; somit umhtllt die Projection 4’C" in der {¢- Ebene die

Curve %4.;_:‘%:1.
Z) &

Die Projectionen von ABC in der £%-, n{- und {f-Ebene umbhiillen
also die Curven
1) &

(z)"

& 1

Co

% %
L T
=1, 17) 2+

GG
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LT\%
v (7)

Von diesen drei Gleichungen, in welchen, wie in den vorhergehenden,
zu beachten ist, dass /' nach 3) negativ zu nebmen ist, folgt jede aus
den beiden anderen, wenn man die Formeln 8) berticksichtigt. Sie sind
die Projectionen der Raumcurve auf den drei Tangentialebenen von S,
welche im Raume das Analogon der drei Mannheim’schen Parabeln in
der Ebene ist. Wihrend diese in einem Confocalentripel je zwei Nor-
malen des gemeinschaftlichen Durchschnittspunktes S, sowie aunch jede
der drei Hauptebenen bertthren, go osculirt die Raumcurve die drei
Tangentialebenen von S und ebenfalls die drei Hauptebenen.

Die Osculationspunkte in den Tangentialebenen sind die obengenann-

.
ten Punkte 0, 0, 0”. Die Coordinaten von 0 sind 7= r”— and §=%,v
, N3 A ,, L M2 .
von Q' §=—i und §=Z" von 0" {= A und =y Man tiberzeugt
sich hiervon, wenn man g. B. die Ebene X ¥ Z sich der %{-Ebene n¥hern

l4sst; im Grenzfall werden die Punkte 4, B, C auf 0, n, m’ fallen.

’

s
Setzt man pun in 18) t=1; so wird mit Berticksichtigung von 8)

N'
s —N N
n=% und %:F- Ebenso 14sst sich der Beweis fiir die zwei

anderen Punkte fithren. )
Das Vorhergehende kann man so zusammenfassen:

Die Hauptebenen der Confocalentripel, welche in einem
Punkte S unter einander eine Bertihrung dritter Ordnung
(s. § 2) haben, osculiren eine cubische Parabel, die eine
geradlinige Directrix hat, auf welcher die Spitzen der rect-
anguldren Trieder liegen, deren Seiten die Curve osculiren.

§2.

Um das Bisherige auf die Theorie der allgemeinen Flichen anzu-
wenden, nehmen wir eine beliebige Fliche F an, welche in dem Punkte
S gleichartig gekrtimmt ist; auf der Normale liegen die beiden Kriim-
mungsmittelpunkte 7 und 7, S/=L und SI'=L sind die Hauptkriim-
mungshalbmesser von F, L'> L. Die Normale ist die {-Axe, wihrend
die Tangenten der zwei durch S gehenden Krtimmungslinien von F die
Axen der 5 und { sind. Die Ebenen der Kriimmungskreise von L und
L' gehen durch die - und durch die {-Axe. Zwei unendlich nahe con-
jugirte Tangenten des die Kriimmungslinie { (deren Tangente die {-Axe
ist) berithrenden Normalschnittes von F, n#mlich die %-Axe mnd die
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nichstfolgende conjugirte Tangente dieses Normalschnittes schneiden sich
im Punkte m auf der 9#-Axe. Nun werde # von einer zweiten Fliche F’
senkrecht geschnitten, welche die {{-Ebene in S berithrt und deren
durch die 5¢-Ebene bestimmter Hauptschnitt den Krlimmungsmittelpunkt
m babe, so dass Sm=2>M der eine Hauptkrimmungshalbmesser von F’
ist. Zwei aufeinanderfolgende conjugirte Tangenten des die Krimmungs-
linie % beriibrenden Normalschnittes von F schneiden sich in n’, eine
dritte Flidche F” bertihrt die &%-Ebene ebenfalls in S, und n’' sei der
Krimmungsmittelpunkt des in der 5{-Ebene liegenden Hauptschnitts
von F”, dann ist Sn'==N’ der eine Hauptkrimmungshalbmesser von
F". Die vier Grossen L, L', M und N’ sind beliebig und haben in
jedem Punkte S von F wieder andere Werthe; wenn aber die drei sich
senkrecht schneidenden Flichen F, F’, F” die Eigenschaft haben sollen,
dass sie in F von einem Confocalentripel in sweiter Ordnung bertihrt wer-
den kinnen, so sind die zwei weiteren Hauptkrimmungshalbmesser M’ von
F’ und N von F” nicht mehr beliebig, sondern an die Bedingungsgleich-
ungen 8) gebunden, da nach denselben, wenn die vier Grossen L, L',
M und N’ gegeben sind, auch die swei anderen M’ und N bestimmt wer-
den. Hieraus folgt der Satz:

Wenn drei sich in einem Punkte senkrecht schneidende
Flichen von einem Confocalentripel sollen osculirt werden
kénnen, so sind ibre sechs Hauptkrtimmungshalbmesser fiir
diesen Punkt an zwei Bedingungsgleichungen gebunden.

Ist auf irgend einer Fliéche F ein Punkt S gegeben, so sind fiir
diesen Punkt auch die vier Strecken L, L', M und N’ bestimmt und also
auch die zwei anderen ¥’ und N; es lassen sich somit immer zwei weitere
Flichen F' und F” denken, welche F in S senkrecht schneiden. Auf
diese Voraussetzung grtinden sich die folgenden Sitze:

Durch jeden Punkt (von gleichartiger Kritmmung) einer Fléche
geht eine durch die Gleichungen 9) bestimmte Gerade, auf
welcher die Mittelpunkte aller Confocalentripel liegen,
welche die Fldche und die zwei anderen sie senkrecht schnei-
denden osculiren. Die den drei Tangentialebenen der F1&-
chen parallelen Centralschnitte der Confocalen liegen je
auf einem Paraboloid, die Hauptebenen der Confocalen be-
rihren drei Parabeln und osculiren eine cubische Parabel,
deren Directrix die gemeinschaftliche Centrallinie der Con-
focalentripel ist.

Um ein solches Confocalentripel zu construiren, wihle man auf der
Normale der Fliiche einen Puunkt X, z. B. zwischen S und 7, lege durch
X eine Ebene, welche die Parabeln 7" und 7 tangirt und die Tangen-
ten der Krtimmungslinien in ¥ und Z schneidet. Man hat also die
Gleichungen
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sx +S]7 SX +S_Z
Dadurch sind die Pnnkte Y und Z nnd somit auch die Ebene selbst
bestimmt. Ibhr Durcbschnitt mit der Centrallinie 9) giebt den Mittelpunkt
und mit einem gewissen Kegel die Focalellipse des Tripels, wodurch
dasselbe vollstindig bekannt ist. Der Kegel (diese Zeitschrift XXVII,
8. 371) entspricht den Gleichungen
SX sX
coslw ' costw
Er hat seine Spitze in S, die Normale zur Axe und schneidet die Ebene
SX7 in zwei Geraden, welche mit der Normale den Winkel , und die
Ebene SXZ in zwei anderen Geraden, die mit der Normale den Winkel
o bilden.
Die Focallinien dieses Kegels liegen in der SXZ-Ebene und bilden

=1,

L
mit der £-Axe den Winkel @', der durch die Relation cos’q: = — ge

geben ist.

Wenn der Mittelpnnkt 0 des ’I‘ripels gefunden ist, so kennt man
auch seine Abstinde p, p° und p” von den drei Tangentmlebenen oder
den %¢{-, ¢(&- und &%- Ebenen u. s. w,

Wihrend also durch einen beliebigen Punkt X zwischen S und / auf
der Normale einer Flidche ¥ sich unendlich viele Ebenen legen lassen,
deren jede durch ihren Schnitt mit dem diesem Punkte conjugirten Kegel
(L c. 8. 371) die Focalellipee eines F in S in zweiter Ordnung berithren-
den Ellipsvids bhestimmt, so giebt es durch denselben Punkt X nur Eine
Ebene X YZ, welche durch ihren Schnitt mit der Centrallinie den Mittel-
punkt und damit auch das einzige, dem Punkte X entsprechende oscu-
lirende Confocalentripel angiebt. Unter den genannten unendlich vielen
dem Punkte X entsprechenden Ellipsoiden, welche simmtlich mit F die
beiden Kriimmungshalbmesser L und L' gemein haben, ist also nur ein
einziges, welches dem osculirenden Confocalentripel angehdrt, d. h. wel-
ches F im Punkte S in dritter Ordnung beriibrt.

Betrachten wir nun weiter die drei Paraboloide, deren gemeinschaft-
licher Durchmesser die Centrallinie SO ist und welche die drei Flichen
F, F', F” im Punkte S ebenfalls in zweiter Ordnung bertibren, Das
reelle elliptische Paraboloid bertibrt F, auf ihm liegen die durch die
Mittelpunkte O auf der Centrallinie gehenden, dem Halbmesser SO con-
jugirten, mit der Tangentialebene 7{ von F parallelen Centralschnitte
der Ellipsoide jedes Tripels. Die Halbaxen eines solchen Centralschnit-
tes sind J/A—v und YA—u und da nach 6) _—:—t' so sind ibre
Quadrate den beiden Hauptkriimmungshalbmessern von F proportional,
d. h. jeder solche Centralschnitt ist eine Dupin’sche Indicatrix. Ziebt
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man in demselben einen beliebigen Halbmesser, der mit ;/p—g bezeichnet
werden 8oll und mit der Axe JA—v den Winkel « bildet, so ist

ind
1_costa M2 oder nach 10)

1 cos®a sinta

0 L L
welche Gleichung das Euler’sche Theorem tiber die Krtimmungshalb-
messer der Normalschnitte enthdilc. Somit baben wir den Satz:

Die Centrallinie der Confocalentripelist zugleich Durch-
messer eines elliptischen Paraboloids, von dessen mit der
Tangentialebene der Fliache parallelen Schnitten jeder als
Indicatrix des Beriihrungspunktes betrachtet werden kann.

In dem Bisherigen wurde der Einfachheit wegen stillschweigend die
Voraussetzung gemacht, dass F in S von den Ellipsoiden des Tripels
bertihrt wird, Um den zweiten Fall zu beriicksichtigen, wo an die Stelle
der Ellipsoide die zweimantligen Hyperboloide treten, darf man nur in
den Formeln des § 1 A und » gegenseitig vertauschen und demgemiiss
statt L, L', M der Reihe nach N, N, M’ setzen. Dadurch bleiben die
Formeln 6) bis 8) ungedndert, wiahrend in 9) p mit p” zu vertauschen
ist. Man erbilt also in diesem Falle fiir ' dieselbe Centrallinie, nur mit
dem Unterschiede, dass die Mittelpunkte der osculirenden zweimantligen
Hyperboloide auf der der Fliche F entgegengesetzten Seite der Tangen-
tialebene liegen. Da nun die Confocalen, welche einem osculirenden
Confocalentripel angehoren, mit je einer von den Fléchen F, F’, F” eine
Beriibrung dritter Ordnung haben, indem z, B. bei den osculirenden
Ellipsoiden zu der Bedingung, dass ibre Krtimmungshalbmesser £ und Z’
zugleich diejenigen von F sind, noch die weitere hinzutritt, dass die
Schnittpunkte von zwei unendlich nahen conjugirten Tangenten der die
Krimmungslinien von F bertihrenden Normalschnitte Kriimmungsmittel-
punkte des osculirenden Confocalentripels sein.sollen, so lisst sich dem
oben angefiihrten Satze auch die Form geben:

Die Mittelpunkte aller Ellipsoide oder zweimantligen
Hyperboloide, welche eine Fléche in einem Punkte von
gleichartiger Krimmungin dritter Ordnung bertihren, liegen
auf einer durch diesen Punkt gehenden, durch die Formeln
9) bestimmten Geraden.

Durch jeden Punkt von gleichartiger Kriimmung einer Fliche gehen
also ausser der Normale und den Tangenten der beiden Kriimmungslinien
noch drei merkwtirdige Linien:

Fir die Berithrung zweiter Ordnung die (von mir sogenannten) Fo-
callinien; sie liegen in der Ebene des grosseren Kriimmungskreises und

;zz_l—v A—pu

bilden mit der Normale den Winkel cos’«p’=§-- Auf ibnen liegen die
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Brennpunkte der osculirenden Rotationsflichen zweiten Grades, uud sie
bestimmen ein System von confocalen Kegeln, auf denen die Focalecur-
ven aller osculirenden Ellipsoide und zweimantligen Hyperboloide liegen.

Fiir die Berihrung dfitter Ordnung die Centrallinie; auf ihr liegen
die Mittelpunkte aller Ellipsoide und zweimantligen Hyperholoide, welche
die Fliche in dritter Ordnung bertihren; sie ist durch die Gleichungen
9) bestimmt.

Diese Gerade ist zugleich Directrix einer cubischen Parabel, welche die
drei Hauptebenen der Ellipsoide oder zweimantligen Hyperboloide osculiren.

Es unterliegt nun keinem Anstande, diese Untersnchungen “auch auf
Punkte von ungleichartiger Krimmung auf den Flichen auszudehnen,
Die Fliche F’, welche von dem einmantligen Hyperboloid des Confoca-
lentripels osculirt wird, ist in S ungleichartig gekrtimmt. Aus der Focal-

liniengleichung cox’q;'=£; folgt Ig‘¢'=%—l=—% nach 8), wo, wie
immer, M’ negativ zu nehmen ist; die Focallinien sind also die gerad-
linigen Erzeugenden des einmantligen Hyperboloids oder die Tangenten
der Asymptotencurven von F’. Unter den centrischen Fléchen zweiten
Grades kdonnen nur die einmantligen Hyperboloide mit einer solchen
Fliche eine Berithrung htherer Ordnung haben. Sind nun von F’ nicht
blos die zwei Kriimmungshalbmesser M und M’ gegeben, sondern auch
die Durchschnittspunkte / und n von zwei unendlich nahen conjugirten
Tangenten der die Krimmungslinien bertihrenden Normalschnitte, so kennt
man die sechs Krimmungshalbmesser L, L', M, ... des osculirenden Con-
focalentripels, woraus sich nach 9) die Richtung der Centrallinie bestim-
men lisst, auf welcher die Mittelpunkte von den einmantligen Hyperbo-
loiden liegen, welche die Fliche in dritter Ordnung bertihren.

§ 3.

Auf der Centrallinie SO liegen die Mittelpunkte aller im Vorher-
gehenden betrachteten Confocalentripel, die sich in S in zweiter Ordnung
beriihren. Unter denselben wihlen wir ein bestimmtes aus, dessen Mittel-
punkt O ist und auf welches sich die Gleichungen 1) speciell bezieben
sollen. Die drei durch O gehenden Axen desselben sind, wie bisher,
die Axen der z, y, z (ndmlich die Geraden Ox, Oy, 0z in der Figur).
Die drei durch S gehenden Normalen S§, S%, S{ sollen nun die Azxen
eines zweiten Tripels sein, welches durch O geht und den Gleichungen

2 ’2 7’3
19) %+P;+P7=l,

p* p* P »* p? | p
20 + 2 4Py, 2 =1
) A—B  u—f v—p 7’ ) 1—1+#—r+'—1
entspricht. p, p’, p” sind, wie bisher, die Coordinaten von O in Beziehung
auf die Axen S, S%, S{; also sind 1, u, v die Quadrate der Halbaxen
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des Ellipsoids, A—f, p—p, v—f des einmantligen und A—y, p—y,
v—y des zweimantligen Hyperboloids vom zweiten Tripel. Nach Ana-
logie der Gleichungen 2) bis 4) hat man fir die sechs durch O gehenden
Hauptkrimmuangshalbmesser des zweiten Tripels die Relationen

1 1
22 2=—— /' ./!’ '.-_: — ’/a '/:’
) v B’y g y 7 B
1 " m . 1 ,
23) =p_,(7_,g)/.p/., m =._;,p'/.(,...g)l.,
) l 3/ 1 . ] 3 1
24) ﬂt=i’,—,7- (r—-ﬁ)/ﬁ, N'= p—,;(y_.p)/ay,:;

p=Viuv, ¥=yY0—BW—B—B), ¥'=VG-nk—7>—1

Die Confocalen des zweiten Tripels berithren in 0 die Hauptebenen
des ersten, nimlich das Ellipsoid die yz-, das einmantlige Hyperboloid
die zz- und das zweimantlige die zy-Ebene. Trigt man also auf der
z-Axe zwei Strecken ab gleich € und &, auf der y-Axe gleich M und
— I, auf der z-Axe gleich | und RN, so erbilt man sechs Kriimmungs-
mittelpunkte des zweiten Tripels, [ und I, m und m’, n und n’, welche,
wie beim ersten Tripel, drei Parabeln bestimmen, $, P, $; P in der
yz-Ebene bertibrt die y-Axe in m und die z-Axe.in n, P in der za-
Ebene bertibrt die z-Axe in n und die #-Axe in [, R in der xy-
Ebene beriibrt die x-Axe in [ und die y-Axe in m'.

Betrachten wir zuniichst das Ellipsoid vom zweiten Tripel; der durch
S parallel mit der yz-Ebene gehende Centralschnitt desselben ist eine

Ellipse, deren Halbaxen =;/; und ¥B und parallel mit der z- und
y-Axe sind. Die Coordinaten von S sind @, y, z, also ist :v;/ﬁ;/;
=} Auv =), somit 2=%, 2’=£—- Beim einmantligen Hyperboloid hat
der mit der zz-Ebene parallele Centralschnitt die Halbaxen ¥ f und
Y/ B—y und beim zweimantligen sind J/—y, Jf—y die imaginiren Halb-
axen des mit der zy-Ebene parallelen Centralschnittes; somit hat man
folgende Zusammenstellung:

25) = - B y = ?_,
x
2% M= r—8 y M= — _B
) Yy T y
27) — 14 , m’= yY— p. ¢
z z
Hieraus leitet man weiter ab:
28) £ _ i. _m;=_7’;5, R_ v,
[ y mn’ B RN y—8
g n’ y R z 1y
2 i = - ] —_——= ) —_—
9 y 2 z Mm x N
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Man kann nun zwei Fille unterscheiden: Erstens die Kriimmungs-
halbmesser &, ¢, M, ... sind gegeben, welche drei orthogonalen Flichen
angehdren F, F’', F”; F bertibrt die yz-Ebene, /' die zz- und F” die

2

zy-Ebene je in 0. Dann sind nach 29) die Verh#ltnisse S, —‘;i, z

bestimmt, also auch die Richtung der Directrix 0S, auf welcher die
Mittelpunkte aller Confocalentripel liegen, welche F, £, F” in O oscu-
liren, und es ldsst sich auf diese Tripel Alles anwenden, was in § 1

gesagt wurde. Da die Gleichungen 28) nur die Verh#ltnisse L:-a 7_pﬁ
nicht diese Grissen selbst bestimmen, so entspricht jedem Punkte S auf
der Directrix, dessen Coordinaten z, y, z gegeben sind, ein anderes
Confocalensystem mit dem Mittelpunkt O, dessen Focalcurven durch die
Relationen ==z, y==2% ebenfalls gegeben sind.

Zweitens: f und y, also auch y—p sind gegeben, d. h. die drei
Focalcurven des Systems von Confocalen mit O als Mittelpunkt sind
bestimmt. In diesem Falle sind nach 28) nur die Verhiltnisse von je
zwei in einer Richtang liegenden Kriimmungshalbmessern, also nicht diese
selbst gegeben; die Richtung der Geraden OS ist zufolge 29) unbestimmt.
Die Mittelpunkte S der Confocalentripel, welche in 0 mit F, F', F” in
dem beschriinkten Sinne eine Beriihrung hiéherer Ordnung haben, als das
Verhiiltniss von je zwei in gleicher Richtung liegenden Kriimmungshalb-
messern gleich demjenigen der entsprechenden Kriimmungshalbmesser von
F, F', F” ist, kéunen also beliebig im Raume angenommen werden. Es
gehen mithin in diesem Falle durch O unendlich viele Gerade 0S, auf
welchen die Punkte S angenommen werden kénnen; nach 29) ist das
Verhiiltuiss von zwei in verschiedenen Richtungen liegenden Krtimmungs-
halbmessern des Tripels fiir jede Gerade OS ein anderes. Sollen aber
die sechs Krtimmungsradien des Tripels einzeln denjenigen von F, F’, F”
gleich sein, dann giebt es nur Eine Gerade 0S, und auf derselben nur
Einen Punkt S, da nun auch § und y gegeben sind, welche der Be-
dingung gentigen.

Das Vorhergehende ldsst sich in folgenden Satz zusammenfassen:

Wenn ein System von Confocalen (durch seine Focalcur-
ven) gegeben ist, sowie drei sich im Mittelpunkte O recht-
winklig schneidende Fléchen F, F', #”, deren Kriimmungs-
halbmesser den Bedingungen 28) gentigen, so ldsst sich jeder
Punkt S des Raumes als Centrum eines Confocalentripels
ansehen, welches mit den Fliéchenin O eine Bertihrung zwei-
ter Ordnung hat insofern, als das Verh#ltniss von je zwei
in gleicher Richtung liegenden Krimmungsradien des Tri-
pels gleich demjenigen der entsprechenden Krimmungs-
radien der Flichen ist. Die Hauptebenen des Tripels sind
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die Tangentialebenen der drei durch S gehenden Confoca-
len und berithren drei Parabeln P, P, P”, deren Directricen
die Projectionen von OS auf den Hauptebenen des ersten
Syetems sind. .

Ein System von Confocalen ist durch zwei Coustante §, y definirt,
man kann es deshalb mit (8, y) bezeichnen. Nimmt man im Raume einen
Punkt S oder (z,y,2) an, so sind nach 25)—27) auch die Gréssen @,
¥, ... und somit die drei Parabeln P, P’, P” bestimmt, d. h. jedem
Punkte entspricht ein besonderes oder ihm conjugirtes Parabelntripel;
alle diese Tripel haben jedoch eine gemeinsame Eigenschaft, welche durch
die Relationen 28) ausgedriickt ist. Bewegt sich der Punkt auf einer
durch O gezogenen Geraden, so haben die Parabeln dieselben Directri-
cen, ndimlich die Projectionen der Geraden auf den Hauptebenen. Je
weiter sich der Punkt S von O entfernt, um so mehr ziehen sich die
Parabeln seines conjugirten Tyipels gegen O zusammen und umgekehrt
[25)—27)]. In einem gegebenen System (B, y) giebt es nur Einen
Punkt S, welchem gegebene Werthe der Gréssen ®, €, ... entsprechen.
Hierin liegt eine neue Eigenschaft der Confocalensysteme, welche sich
in dem Satz ausdrticken lisst:

In jedem System von Confocalen beriithren die drei Nor-
malebenen eines Punktes drei ibm conjugirte Parabeln,
deren Directricen die Projectionen des nach dem Punkte
gezogenen Radius auf den Hauptebenen sind. Jede dieser
drei Parabeln beriihrt zugleich drei Axen des Systems.

Die Theorie der Confocalen steht in enger Verbindung mit der
Theorie der Tréigheitsmomente; wenn O der Schwerpunkt eines Kérpers
ist und a>b>c¢ die Quadrate der Haupttrigheitsradien von O sind,
s
b
y=a—c, y—f=0b—c, so ist (8,7) oder (a—b, a—c) das durch das
Grundellipsoid bestimmte Confocalensystem.

3 2
so construire man das Grundellipsoid %+ + %= 1 und setze f=a—b, .

Die Haupttrigheitsaxen von irgend einem Punkte S des Kirpers
sind die Normalen der drei durch S gehenden Confocalen des Systems;
ibre Ebenen tangiren also drei Parabeln, welche durch die Gleichungen
25) — 27) bestimmt sind, wenn man darin f=a—b, y=a—c setzt:

Die Ebenen der Haupttrégheitsaxen irgend eines Punk-
tes im Innern eines Kérpers beriihren drei demselben con-
jugirte Parabeln, deren Directricen die Projectionen des
vom Schwerpunkte aus nach dem Punkte gezogenen Radius
aufdie Ebenen der drei Haupttrigheitsaxen desSchwerpunk-
tes sind. Jede dieser drei Parabeln beriihrt zugleich zwei
Haupttrégheitsaxen des Schwerpunktes.
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Um ein specielles Beispiel zu wihlen, seien a > b > ¢ die Kanten-
v 22

+ (’+ “3 + a’+bi

- .. A a?—p? at—c? pt—¢

= "!,' d.‘ Gmnde“lpsmd, mlthln ﬁ—- T ’ r = —12—’ 7— p-— T-

lingen eines rechtwinkligen Parallelepipeds, so ist 5’:-, p

Setzt man nun diese Werthe in 25)—27) ein, so erhZlt man fiir jeden
Punkt S oder (x,y,z) des Kdrpers die Gréssen 2, ¥, ..., d. h. die Ab-
stinde der Bertihrungspunkte [, I', m, ... der conjugirten Parabeln vom
Schwerpunkte; diese Berilhrungspunkte liegen paarweise auf den Haupt-
trigheitsaxen des Schwerpunktes. Die Gleichungen 29) bestimmen die
zugehdrigen Directricen.

§ 4
Zum Schlusse folgt nun noch eine Anwendung der vorgetragenen
Sitze auf ebene Curven, indem die Besichungen der centrischen Kegel-
schnitte untersucht werden, welche zwei beliebige sich in einem Punkte
rechtwinklig schneidende Curven osculiren. Diese Untersuchungen stehen

mit der Theorie von der Kriimmung der Flichen insofern in Verbindung,

als sie sich auf die Normalebenen der Confocalentripel direct fibertragen
lassen.

Zwei beliebige Curven C und C’ schneiden sich in einem Punkte S
rechtwinklig, auf der Normale von C liegt der Krimmungsmittelpunkt 7,
auf der Normale von C’ der Kriimmungsmittelpunkt n. Welches sind die
Beziehungen confocaler Kegelschnittspaare, wovon die Ellipsen E die
Curve C und die Hyperbeln H die Curve C’ in S osculiren, deren Kriim-
mungsmittelpunkte also " und n sind? Hierbei gehen wir von dem Satze
aus: Die Tangente und Normale von einem Punkte S einer Ellipse E,
deren Mittelpunkt O, bestimmen mit den beiden Axen von E im Ganzen
_vier rechtwinklige Dreiecke, deren umbeschriehene Kreise sich in einem
Punkte F schneiden, welcher der Brennpunkt einer Parabel ist, die
sowohl beide Axen, als auch die Tangente und Normale, erstere im
Krtimmungsmittelpunkte n der durch S gehenden confocalen Hyperbel H,
letztere im Krtimmungsmittelpunkte I’ der Ellipse E beriihrt. (Man ver-
gleiche hierliber den Aufsatz von Zimmermann in dieser Zeitschrift
1883, 8. 56.) Einen Theil dieses Satzes hat Mannheim angegeben
(Nouv. Apnales 1857, 8. 328): Wenn eine Parabel die Axen einer Ellipse,
sowie auch die Tangente und Normale eines ihrer Punkte beriihrt, so ist
der Beriithrungspunkt auf der Normale Krtimmungsmittelpunkt der Ellipse.
Die Construction des Brennpunktes beruht darauf, dass die Brennpunkte
der Beriithrungsparabeln eines Dreiecks auf dem umbeschriebenen Kreise
liegen und ibre Directricen durch den Hibendurchschnitt gehen. Da nun
nach der Aufgabe die Punkte S, !" und n fest sind, also auch die Pa-
rabel und ihre Directrix NS, so darf man nur auf letzterer den Punkt
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sich bewegen lassen und die beiden sich in O schneidenden Parabeltan-
genten, um Mittelpunkt und Axenrichtung aller confocalen Kegelschnitts-
paare zu bekommen, welche die gegebenen Curven € und €’ in S osculiren.

Bezeichnet man die beiden Krimmungshalbmesser, wie in § 1 mit L’
und N und die Abstéinde eines Punktes O von der Normale und Tan-
gente mit »” und p, so ist

pl’—L’
30) TN
die Gleichung der Directrix. Die Abstinde des Brennpunktes von der
o ) L*N L'N? .
Normale und Tangente sind N und L"+N*' Die Brennpunkte

und f, von E und A bestimmen ein System von confocalen Ellipsen und
Hyperbeln. * Die Polaren von allen diesen Confocalen, deren gemein-
schaftlicher Pol S ist, sind Tangenten der Parabel; jede Polare schneidet

ibre Confocale in zwei Punkten /' und [’y oder /” und f’, u. s w. .

Die Mitten dieser Sehnen liegen auf der Directrix 0S; zieht man in den
. Endpunkten einer Sehne, aleo z. B. /* und f’,, die Normalen der Con-
focalen, auf der sie liegen, so sind letztere ebenfalls Tangeuten der
Parabel. Nun sind /" und /', oder /" und f”, u. s. w. die Brennpunkte
je von einem Paar confocaler Kegelschnitte, welche die Curven C und C’
in § osculiren; also liegen diese Brennpunkte aunf der Fusspunktencurve
einer Parabel, wenn die Perpendikel auf die Tangenten von einem
Punkte S der Directrix gefiillt werden. Sie ist eine Curve dritten Gra-
des und wurde von Quetelet unter dem Namen focale ¢ noeud unter-
sucht. Das Vorhergehende lésst sich in dem Satze ausdriicken:

Die Mittelpunkte aller confocalen Kegelschnittspaare,
welche zwei sich senkrecht im Punkte S schneidende Curven
osculiren, liegen auf einer Geraden 0S, welche durch die
Gleichung 30) bestimmt ist. Ihre Axen sowohl, als dieinden
Brennpunkten auf den nach S gezogenen Brennstrahlen er-
richteten Perpendikel berithren eine Parabel; also liegen die
Brennpunkte aufder Fusspunktencurve einer Parabel, wenn
die Perpendikel auf die Tangenten von einem Punkte S der
Directrix gef#llt werden. Die Endpunkte der dem Halbmes-
ser 0S conjugirten Durchmesser liegen bei den Ellipsen auf
einer reellen und bei den Hyperbeln anf einer imaginkren
Parabel.

Reutlingen, Januar 1883.




VIIL

Ueber Differentialgleichungen, welche durch hyper-
geometrische Functionen integrirt werden konnen.

Von

WoLpEMAR HEYMANN
in Plauen §. V.

Es soll im ersten Theile dieser Arbeit diejenige lineare Differential-
gleichung zweiter Ordnung behandelt werden, der genfigt wird durch das
hypergeometrische Integral dritter Ordnung

h
Yy =./Ztl—ﬂt)5.—l (u—a’)’s—l (u—a’)b,—l(u_‘y du.
9

Herr L. Pochhammer hat diejenige lineare Differentialgleichung
n'* Ordnung aufgestellt, welche durch hypergeometrische Integrale n'
Ordnung integrirt werden kaon.* Im Falle n =3 kann man derselben
folgende Form ertheilen:
. (1—p—b))agay £ ( (l—p.—b,—bs):tl( dz
x Ty, d_x"+ +(1—p—by) :tazlg. +u ;-‘-(l—p—bs—-bl):r’( .
+(1—p—by) 7, +(1—p—b—by)ay
+(1+uwpll—p—b —by—bstz=0,
und ibr geniigt particuldr
h
z =/'ul‘l‘l ub—lub—1(u—x)pt! du,

9

¥

wobei
Ty =T—a, U =U—a}
und g und h irgend zwei der Zahlen a,, a,, @, bedeuten.
Setzt man die Bedingung

1—p—(by4by+ b)) =0

fest und schreibt y statt %; » so lautet die letzte Differentialgleichung

* Pochhammer, Ueber hypergeometrische Functionen h3herer Ordnung,
71. Bd. des Journals flir die reine und angewandte Mathematik, — Vergl. auch
S. Spitzer, Neue Studien iiber die Integration linearer Differentialgleichungen
(Schluse), Wien 1883,
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a@ d
1) ’1’:"‘3}5 + 10+ by) 225 + (b + b)) 2, 25 + (by + bg) 7, 7, ﬁ
— wiby 2+ by 2y + by 2y =0
und das Integral
2) y=./:ll“n—’u,'-"u,‘-“(u—z)ﬁ' du,
g

Dass diese Gleichung die einzige der verlangten Art ist, welcher durch
das aufgestellte Integral geniigt wird, geht durch die folgende Unter-
suchung hervor. Man verlangt, dass der Ausdruck

h
=./§(u—z)ﬂ du,
9

wobei { durch die Differentialgleichung
d¢
a) Uy gty -—!(b ~1)uguy 4 (bg— 1) ugu, 4 (by—1)u,u} =0
gegeben ist, einer Gleichnng zweiter Ordnung

’dm’+x'da:+x°y 0

geniige. Nach dem Vorgange von Euler und Jacobi® muss nun

j;(u—xy~2 (o (p—1) X, — p X, (u—2) + Xy (u— ) du
=pu ugug f(u—aP-1,
und hieraus folgt unter Berticksichtigung der Gleichung a)
plp—1) X, — pX, (u—2) + X, (v —2)*
=p(p—1) v uuy 4 uib uguy + byugu, 4 byu, ug} (u—x).

Differenzirt man diese Gleichung dreimal hintereinander nach u, so ent-

steht
(p—145,) ugug by (“a+“a),
— X+ 28 (u—a)=p(+(u—1+h)ugu p +p(u—2) 1 +b5(u+u,) s'
+(n—140;) vy, + bg (v, +u,)

(6 —1+2b,) (uy+uy)
2X,= y.g + (w—14 2b,) (uy+u,) f + 20 (u—a) (b + b5 +by),
+ (1 —142by) (4, +uy)
0=06pn(u—1+405+b,+b),
und da alle diese Gleichungeun identisch stattzufinden haben, also auch
fir u=x, 8o ergiebt sich mit Benutzung der Bedingung

b) p—14b, +by+ by=0:

* Jacobi, Untersuchungen iber die Differentialgleichung der hypergeome-
trischen Reihe, 66. Bd. des Journ. f. d. reine u. angew. Mathematik.
Z.edtsohrift £. Mathematik u. Physik XXIX, 3. 10
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Xy=a, 2,25, X, = (b5+bs) 325+ (b;+ by) Ty, + (b, +b5) 7, 7y,
X, =— u (b2, + by 23 + by 2y).

t=ub—tuh—1yb -1,
Xy 4+ X 9+ Xy = poubougds uds (u—z )1,
und dies verschwindet fiir ws=a;, voraunsgesetzt, dass die b positive
Zahlen sind oder solche complexe Zahlen, deren reeller Theil positiv ist.
Mithin gentigt das angenommene Integral der Differentialgleichung 1),
falls es zwischen den erwihnten Grenzen genommen wird.

Differenzirt man die Gleichung

a? d
1) “1“2%% + {(bg +b,) xgxg + (b5 +6,) T4z, + (b, + b) x, 24} d_‘i

= w{by by xy + by 2ty =0
n-mal und beachtet b), so entsteht

Da nun wegen a)

8o hat man

(bg + bg+n) z; 7, (b, +n)z,
3) z 747y y* 1D +3+ (ba+b;+n)-‘=;11$ y" 4 (n—p) 3 + (hy+n)zy [ y™
+ (b, + by+n)z, 7, + (bg+ n)zg

+n(n—p)(n—p—1)y*"—0=0.
Fiir n=p folgt hieraus
Ty Ty 2y y B+ — (b, — 1) T a3 + (by—1) 52, + (by— 1) 2, 75}y +1 = 0,
und von dieser Gleichung ist
-1
) e
ein particuléres Integral, falls u eine ganze negative Zahl ist.

Der letzte Ausdruck geniigt aber auch der vorgelegten Differential-
gleichung 1). Diese Herleitang des Integrals ist nicht frei von Einwiir-
fen; man kann sich aber leicht von der Richtigkeit desselben auf directem
Wege tiberzeugen und iiberdies sind derartige Integrationen seit Liou-
ville genugsam bekannt.

Wihlt man in Gleichung 3) n =p 41 und setat y®+1) =5, go lautet
dieselbe Bs (2— b)) zy 2, ds (2—by—bg) 2,

zlz,xsm+;+(2—b,)x,zl 3 (2—b;—0b )z,€3—0
+(2—by) 2, 7 +(2—6,—b)z,
und diese Glelchung wird befriedigt durch s=y®+"Y, also wegen 4)
s=gh—1gb—1zh-1,

Die beiden Integrale 2) und 4) der Dlﬁ‘erentialgleichung 1) lassen

eine merkwiirdige Reduction zu. Fihrt man n#mlich in das Integral
h

(u—a))i=1 (u—ag)bs— (u—ag)h—1 (u —2)* du

9
die gebrochenen Substitutionen®

* Auch die reciproken Substitutionen sind brauchbar,
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v 3
" =
1440 144§

U=

ein, so entsteht

h
_ [ {1—=da)v—a, {1 }(1—Rag)p—ay{h-! {(1—dag)v—a,}h- '(v—g)"
y= A+ aop—THathtb (1 4250

Setzt man noch

="
Y= aFuer
und beachtet die Bedingung b), so hat man
A

q=J{(l—-la,)v——alPl—‘ {(1—2a)v—ad -1 (1—dag)o—agfh-t (v—E)4 do,
Nun kann man aber ilber A so verfiigen, dass das vorstehende hyper-
geometrische Integral dritter Ordnung in eines der zweiten Ordnung

iibergeht. W&hlt man etwa A= l, so vereinfacht sich das vorige Inte-

ag
gral zu

h
n =f("—“1)b'_' (v—ag)—1 (0 —E)* du,
9

wobei

a,ag =g, ay= agag
=g, g =

ag—a, ug—a,

=h

und der vor das Integral tretende constante Factor stets nnterdriickt
werden darf.
In analoger Weise lisst der Ausdruck

d——

1) y= =i l@—a)h -t (@—a)h—! (@ —a)h Y
fiir
N
T

unter Anwendung der Formel *

o g TRAHIIT

d—>

‘ 14+ l§§
folgende Umgestaltung zu:
y=(141f)—# d=#— {(1—Aay)E—a, =" | (1—dag) f~ag{h—1{ (1 —day) f—agih-!

dE-4-1 (]+A§)n—l+0;+h+5.
oder fiir

* 0. Schldmilch, Zeitschrift f. Math, u. Physik III, 8. 66, — 8. Spitzer,
Studien dber die Integration linearer Differentialgleichungen, VI Abschn. B 560
10*
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AP~ o

y=——a
(1+a5*
und wegen b)

n= e A= da) b= a1 da) - e f1-da) -

Auch hier gewinnt man bei specieller Wabl des 4, etwa 1=%, einen
Ausdruck ’
d—#-1 b—1 by—1
"=;1FT:‘(§—¢‘) =1 (E—ap)ht,

welcher, falls 4 ganz und negativ ist, einer Differentialgleichung gentiigt,
die sobst mit hypergeometrischen Integralen zweiter Ordnung zu inte-
griren ist. Die o haben die vorige Bedeutung.

Da sich die Integrale der Differentialgleichung 1) durch gebrochene
Substitutionen von der dritten Ordnung auf die zweite erniedrigen lassen,
so wird sich auch die Differentialgleichung selbst in entsprechender Weise
reduciren lassen.

In der That, transformirt man die Gleichung

s d
1) @yzyay 7+ {0y bg)aymy + (bg+ b) 2y + (b + be)my 2] 72

_P{bn‘tx + by, +b3xs}.'l= 0
mittelst
= E ) = " )
1428 YT (e

x

80 ist

d
ﬁ=(1+z§)'-'*{(1+z§)%—m2v

' &
%:(1 +agpr—# {(1 -l-l&y#z —2A(p—1)(144f) z_’é'*'p“(“_l)"%'

und man bekommt, nachdem geordnet und die Bedingung b) beriicksich-
tigt worden ist,
o 5y 401+ 1) B
(1+1§)’§1§s§a@ + (1418 1+ (042 (1 +l§g)§s§1} d_z
+ (0 + ) (141 5) 6, &
S wUHARARARE)
—p [+b,(1+1§,)(1+z§,)§.’ n=0.
o, (14 2E) (1 +3E)E,
Hierbei dieut zur Abkiirzung

§;.=(1-la,,)§—a,,.
Beachtet man, dass

14k =141 —1a)E—a) =(1—2a) (1+14),
8o geht die letzte Differentialgleichung iiber in
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(bg+b5) (1—1a,) &5, d
+(b,+h,)(1—za.)s,§,]d—€’-’
+ (b, +b5) (1 —21a5) 6, &
by(1—dag)(1—1ay)§,
e

s.g,e,,,,—gl’+

+b5(1—Aag)(1—2a)é,
+b(1—2a)(1—24a5)§,

Setzt man jetzt, wie friiher, durchweg

80 wird die letzte Gleichung durch {; theilbar und es entsteht

(= ) (= a) T+ fiby b)) 6= ) + (bt 5) 6= a)} 37 — ubym =0,

wie zu erwarten war,

Es kann daher einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
- mit algebraischen Coefficienten nicht durch eigentliche hypergeometrische
Integrale dritter Ordnung geniigt werden. Denn die hier in Frage kom-
menden Integrale sind wohl der Form nach von der dritten Ordnung;
sie lassen sich aber durch gebrochene Substitutionen auf die zweite Ord-
herabdriicken. — Obschon man bei wirklicher Durchfiihrung einer nume-
rischen Rechnung immer auf die letzte Differentialgleichung zurtickgehen
wird, so bleibt doch das Integral 2) der Gleichung 1) formell interessant
und verdient bei allgemeiner Darstellung wegen der Symmetrie den Vor-
zug, weil in demselben keiner der singuldren Punkte a,, a;, a; aus-
gezeichnet ist.

Da sich die beiden particuldren Integrale der gewdhnlichen hyper-
geometrischen Differentialgleichung zweiter Ordnung in den Grenzen nicht
unterscheiden, so muss es mdglich sein, auch fiir die Differentialgleichung
1) ein zweites particulidres Integral herzuleiten, welches dieselben Gren-
zen besitzt, als das Integral 2). Hierzu dient folgende Transformation.*®
Man substituire in die Gleichung 1)

y= zl'l xg': xsﬁ w,
dann kommt

* Es giebt noch andere derartige Transformationen, insbesondere wenn eine
oder zwei der Grdssen » gleich Null genommen werden, und man kdnnte leicht
eine vollstindige Analyse der Gleichung 1) geben, wobei die Untersuchungen iber
die Differentialgleichung der gewdhnlichen hypergeometrischen Reihe massgebend
waren und auch vollstindig ausreichten. Wir bhaben die obige Umformung des-
wegen herausgegriffen, weil sie sehr allgemein ist und noch zu anderen Zwecken
dient. Vergl. S. 1056 figg.
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@y, +by+b) 7y3y)
5) (, xs“'a) +(“’|”aza) {+(2 vyt b+ b)) 75 ’
+(2¥y4 b, 4 b))z, x,
‘ [ (vy+vg—pby) "’x] [ V1% ’s} l- (v -1+bg+by) ’a’j ’
+ (@, @ @) | + (vs+v,—pd) 2y | + | +vyzg 2 || +(vy-1+b3+b) zgz, | 1= 0.
+ (v +vy- nbg) %y tv2, % |-+(Vs -1+b,+b;) 2,2,
Wiblt man die v derartig, dass
vi—14b4b=0, vg—14by+b=0, vy—14+b,4+b,=0
und beachtet hierbei die Bedingung
. p—14b,4+ b4 0,=0,
so vereinfacht sich die Differentialgleichung 5) zu
(2—by— by) gy w 1=0b)=,
+(2—b, —b.)x,x,] ++ D+~ ,)z,l =0,
+(2—b;— b))z, x, + (1 —bg)xy
Eine Gleichung mit denselben Coefficienten erhklt man jedoch auch,
wenn man in

1) x,c,z,dz,-g-{(b o+ bg) 2y + (byFb,) 25z, + (0, +b,)x,x,}d
—p.gb o, + byzy + by -c,}y 0

din
P T3 Ty ot +

an Stelle von
b, b by w
1—8, 1—b, 1—b, —(u+1)
setzt. Bezeichnet man sonach das frithere Integral 2) oder 4) der Gleich-
ung 1) durch y=f(be, 22),

8o ist ein zweites Integral dieser Gleichung

die Verbindungen

h=axg g™ f(1— by, ax).
Das allgemeine Integral lautet daher in extenso
c][ul.l_l u’bg— 1 us‘.—‘ (u_z)‘—.l—‘l_‘l du
6) y= 9 h
4Gz, b g b g - bhy _/;:"‘ ug b ug b (u— z)h+bth=2 du,
9
wobei die b positive echte Briiche sein miissen oder solche complexe

Zahlen, deren reeller Theil positiv und echt gebrochen ist.
In dem speciellen Falle, wo

by =by=by=14,
sind die beiden particuliren Integrale von einander nicht verschieden.

i ch
Nimmt man zuniichst b= by =by=b,

so haben dieselben folgende Gestalt:
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h
[t e,

Y= (7, zgxa)l—“/‘(ulu,us)—5 (u—2x)3%—2 du.
g

Nun geniigt der Gleichung 1) offenbar auch

h

1— ‘w -
y—y _ t—z)p
y°=l—2lb__:/(.“l“l“8)’ ' (u—x)t—30 (1—2)b du
g

oder fiir b=14 A

du T, &g Xy Uy Uy Y,
Yo= o PO b S Bt S Lot I
' fw.u,u,w—x) I ey
g

Mithin lautet in diesem 8pecialfalle das vollstindige Integral

X, Ty, Uy Ug U,
C,+ C,.log 1231‘23
f ”1“2“3("_ ; + a)a }

Vertauscht man in der angezeigten Weise die Buchstaben auch in dem
Ausdrucke

. 4)
so erhilt man

d—u—1

y=da_.—p-l {‘rlh—.‘x’h_'xﬂh—'}’

=" bmhal=h byt =b=b d‘rp {"‘x-.' 'T:_"‘”s_"} ’

welcher Werth ein Integral der Gleichung 1) ist, 8o lange u eine ganze
positive Zahl incl. Null bedeutet., Ist sonach u, also auch b, 4 by,
fiherhaupt eine ganze Zahl, so gentigt stets einer der oben angegebenen
htheren Differentialquotienten.

Es mbgen nun zwei lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
Erwdbhnung finden, welche Specialfille der Gleichung 5) sind und daher
durch hypergeometrische Functionen integrirt werden kénnen.

Die Gleichung 5) hat die Form

7) (a+ﬁa:+y:t’+6.13)’ +(a+ﬂx+y.t’-l-dx”)(ul-i-ﬁlx-l-ylx )—
+ (ao+ﬁoa:+yox’+60:z3+:oa:‘)m—

Vergleicht man die Coefficienten dieser Gleichung mit den entsprechen-
den der Gleichung 5), so erhilt man ein Gleichungssystem zur Besting-
mung der neun Grissen a;, by und vi. Da aber elf Gleichungen zu
befriedigen sind, so bleiben zwischen den Coefficienten der Gleichung 7)
zwei Bedingungen iibrig.
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Werden die Coefficienten J, und ¢, entwickelt, so findet man
2v+1—p+b6,—2v)a
S:d=—(v—p) 1+ @2v+1—pu+b—2v)a
+2v+1—p+by—2v)a
fid=(v—w) (v +1—4),

wobei zur Abkiirzung v+ fvs=v

gesetzt wurde. Man erkennt, dass beide Coefficienten verschwinden,

wenn » = pu, und dass ausserdem in diesem Falle
71:0=2(v+b,+ b+ b;)=2(v+1—p)=2.

Mithin ist die Diﬂ'erentialgleichnng

7 a) (a+ﬁx+yx’+6a:’)’ ’+ (a4 Bx4ya4 6.1:3)(41 +ﬁ,z+ylx’)d=
3
mit Hilfe der Substitation Ha oz +y0ah)mw =
w=(x—a)""(x—a)" " (x—a;)~"y
auf die Gleichung 1) zuriickfithrbar, wenn nur die eine Bedingung
7n=29
besteht, »,, v;, v, gewisse zu bestimmende Zahlen sind und a,, gy, g
die Wurzeln der Gleichung
a+pz+yxi+4dxt=0
bedeuten, — Im zweiten Theile dieser Arbeit wird sich zeigen, dass auf
die letzte Differentialgleichung 7a) eine bemerkenswerthe Gleichung erster
Ordnung zuriickgefiihrt werden kann.*
Der Coefficient ¢, verschwindet auch, falls v=p—1, und dann ist
(29, + b3+ by) g
0=~ {+(2"a + b+ b)) ay (-
+ (295 + b, + b5) ay
Wkhit man, um §, zom Verschwinden zu bringen,
vy=—%0+b), vp=—F(0s+b), vy=—1(+b,),
so annulliren sich gleichzeitiz die Coefficienten «;, §, und y,, und es
bleibt die Gleichung

7b) ("+ﬁ3+7”+638)’ ,+("o+pox+rox’)"‘—0

in welcher die Coefficienten keiner Bedingung mehr unterliegen.** Um

aus diesen Coefficienten die Parameter a; und b, des Integrals zu finden,
hat man zun#chst

* Vergl. S. 155.

** Hierbei wurden die » unabhingig von den drei Wurzelwerthen a be-
stimmt. Verfahrt man weniger speciell, 80 kann man die » auch so withlen, das
folgende Gleichung erscheint:

@ +pz+yz’+az-)'%§+a. (&+Ba+728+32%) To + (2 + B+ pp )0 =",
deren Integration wir aber bereits bei anderer Gelegenheit erdrtert) haben
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w4 B+ yat 4 3xd = b(@—a)(z —a)) (= —ay).
Die Zahlen «4, ), y, bestimmt man so, dass man der Reihe nach 2 =a,,
a,, ay setzt und den Coefficienten von m in Gleichung 5) ins Auge fasst.
Man erhilt auf diese Weise

v (m— 145y +55) (a, — a.)* (8, — )’ = (@ + By a, +700,") : 8* ete.
oder, weil

v, =—}(bg+bg) ete.,

— 4 (b;+65) [4 (b5 + b5) — 1] [(a, — a5) (&g — a3) ] = (o + Bya; + 7,,%): 6% ete.
Es ergeben sich also die b aus drei gleichartig gebanten quadratischen
Gleichungen, von denen die erste folgendermassen lautet:

(by+ 65)* — 2(by +b5) + 4 [ + By, + 700,"] : [0 (0, —35) (3, — a))]* =0
Nach diesen Rechnungen hat man wegen m =z —"x,~"mx,~%y und mit

Hinzuziebung der frither gewonnenen Integralform 6) fiir die Differential-
gleichung

a@
T6)  (atBrtyat+ P S+ 0+ Bz +pat)w=0
folgendes vollstindige Integral:

b4b b+l 5|+5- .
Cx, T x, t oy j;ll'-—'u, —lyh—1 (u— ) —b—b—bi gy
»n= 9 h
1 -b_'_'“' 1
+CGx, * zx, 2 xy 2 ﬁl—‘n ug—brug=h (u—x)hthth-24y,
g
die b als positive echte Brtiche oder als complexe Zahlen gedacht, deren
reeller Theil positiv echt gebrochen ist.
Sollte b, + b3+ b; eine ganze Zahl sein, so geniigt der letzten Diffe-
rentialgleichung auch stets einer der Ausdriicke
b+t4 btd, Wtd 40452
w=z ? z. 2 gz 2 s
1 2 3 dzhthth—1
e
T 2
w, = x, x, x4

- —1 5 b—1!
tx"l Ly bh—1rh 1

2~ b zh).
dai—h——h "1 et '*

Im zweiten Abschnitte dieser Arbeit mbgen einige Differentialgleich-
ungen erster Ordnung Erwibnung finden, welche auf die frilher betrach-
teten Gleichungen zurtickgefiibrt werden kénnen und denen sonach hyper-
geometrische Integrale gentigen.

Vorgelegt sei die dem Counex (1, 2) entsprechende Differential-
gleichung



1564 Ueber Differentialgleichungen etc.

e A A A A A A

A

K dz 4+ K,dy+ Ky (¢ dy —y dg)=0,

K= d‘w’+ B(y’+ C‘xy + D;x 4+ E‘y+ F;.
Verlangt man, dass dieser Gleichung drei durch einen Punkt gehende
Gerade particulir gentigen, und verlegt der Einfachheit halber diesen
Punkt in den Coordinatenanfang, so muss die Gleichung fiir
y=px
identisch erfillt sein; das heisst, s muss
4,22+ B ptz*+ Ciux 4+ Dyx + Ejpc + F,

4 + (d, 2+ BypP2? 4 Cuuat+ Do+ Eypx + Fop
oaer

wo

} identisch 0

4+ (454 C)p + (B, +Cp) u* + Byt 2
+{0,+ (D + E)u+ Byl 2+ B, + Fop

Annullirt man den Factor von #* so, dass man fiir x jede der drei Wur-
zeln der betreffenden cubischen Gleichung zuléisst, so gehdrt zur Iden-
titét, dass

: identisch 0.

D=D;+E =E=F=F=0,

und lésst man noch die tberflissigen Grossen D; und £; fort, danm
resultirt als Normalform der vorgelegten Differentialgleichung

(4,2* + By’ + C,zy)dx + (4,2° + Byy* + C, zy) dy% =0
+ (432 + Byy* + Cswy + Fy) (z dy — y d2) )

Setzt man hierin :

z u
= —) = —
v y v

8)

so entsteht eine Riccati’sche Gleichung

dv
did—u—Fav’— Pp— =0,

in welcher

T= 4,4 Cu+ Bu®
R = 4d;+ Cyu + Byu?
und Fy seinen Werth beibehalten hat.
Der Uebergang zu einer linearen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung wird nun darch die Substitution

DP=Ad, + (434 C)u+ (B, + C)u? + B,u"

e
2|25

vermittelt; man erhilt

* Wenn Fy=0, 80 ist diese Substitution unbrauchbar, aber anch iberflissig,
weil Gleichung 8) in diesem Falle homogene Coefficienten hat.
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aw , dw
(D’R-, +d5(di—-ilf);; +FQw=0

und diese Gleichung ist von der Form

a) (a4 Bt put 48U T4 (ack Bt yut o+ 3u9) (o, Bk 7,8)
wobei insbesondere +@+hout+yout)w=0,
sonach §=8y n=35-25,

p,=24.

Unter dieser Bedingung kann aber die obige Gleichuug durch hyper-
geometrische Functionen integrirt werden, wie im ersten Abschnitt gezeigt
worden ist. Mit Gleichung 7a) ist auch Gleichung 8) integrirt, ohne
dass dabei eine particulire Lisung dieser Gleichung ausgezeichnet wor-
den wire. Denn die Richtungscoefficienten der drei Geraden, welche
der Gleichung 8) particulir gentigen, sind die singuliren Punkte der
Differentialgleichung zweiter Ordnung, auf welche man durch die Trans-
formation schliesslich gefiihrt wird.*

Man kann noch einen andern Specialfall der Gleichung

K dzx+ K,dy + Ky (x dy —y dx) =0, -
Ki=A43*+ Biy*+ Cioy + Dyz+ Esy + Fy
mittelst hypergeometrischer Functionen integriren, der vielleicht an dieser
Stelle erwiihnt werden darf.

Die vorliegende Differentialgleichung sei geometrisch dadurch aus-
gezeichnet, dass derselben eine Hyperbel sammt ihren Asymptoten par-
ticulir gentige, und man wihle, um die Rechnung einfacher zu gestalten,
die Asymptoten als Coordinatenaxen. Die Gleichung der Hyperbel lautet
dann £y =k und die der Asymptoten £ =0, resp. y=0. Soll der ge-
gebenen Gleichung =0 und y =0 gentigen, so missen K, und K,
nachstehende Form haben:

KE=(z+by+c)y, K=I(gz+by+c)x,

wihrend X stets in folgender Gestalt vorausgesetzt werden darf:
Ky=aga®+ by’ + c5xy,

da alle anderen Glieder in X, und K, eingehen.

Soll nun noch die Hyperbel xy =k geniigen, so muss wegen
zdy+ydx=0
(a,z 4 byy +¢,) — (agz + byy + ¢;) — 2(aga? 4 byy® + ¢4 xy) identisch 0
oder
(a,—ag) & + (b, — bg) y + (c;— ¢5) — 2(agx® + bgy® + ¢y k) identisch 0.
Hieraus folgt

* Eine andere Bebandlungeweise der Differentialgleichung 8) findet man im
XXVIIL Bande dieser Zeitschrift, S. 54,
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ag=a,, by=0b,, a,=0, by=0, c¢;—c,—2¢k=0,

so dass die Differentialgleichung einfach lautet
9) (ay+bytc)yde+t(a,x+by+e)x dy+cyxy(xdy—ydx)=0.

Aus geometrischen Griinden liegt die Substitution £y = u sebr nahe;
denn der Hyperbel xy =k entspricht daun u=4k, und den Asymptoten
zy=0 — als Linienpaar aufgefasst — entspricht «=0. Die neue Dif-
ferentialgleichung mit den Variabeln u und y wird daher dadurch aus-
gezeichnet sein, dass ibr zwei parallele Gerade particuldr geniigen, nim-

lich die y-Axe und eine im Abstande k= 0'2—6 ‘% von dieser Axe gezo-
s
gene Parallele. Thats#ichlich geht die Gleichung 9), welche auch.
folgendermassen geschrieben werden kann:
(a2 + b y)(xdy+yda)+ cydae+crdy+cyxy (xdy —ydx)=0,

filr xy = u tber in
2csu(u—k):-—z+b!y’—csuy+a1u+r,y=0,
und da dieses ein Specialfall von
‘(a+bu+cu’)%+ A+ Byt 4+ Cuy+ Du+ Ey+ F=0

ist, 8o kann die vorletste Gleichung in die Differentialgleichung der
Gauss’schen hypergeometrischen Reihe tibergefithrt werden.*
Gentigt also der Differentialgleichung
Kiodx+ Kydy 4 Ky (x dy — y dx)
eine Hyperbel mit ihren Asymptoten, so kann man sie durch lineare
Substitutionen, d. h. durch eine Verlegung des Coordinatensystems stets
auf die Form

9) (a,z+by)(xdy+ydx)+cyde+tcyzdy+cgay(xdy—ydx)=0
bringen und dann darch hypergeometrische Functionen integriren.

Am Schlusse dieser Untersuchungen soll noch gezeigt werden, dass
anch die Differentialgleichung

10) (a-+BE+r 8+ 38) T+ (@ + B0 7+ (- Bybn + (o + B, =0

in die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe transformirt
werden kann.
Ausgehend von der anfangs betrachteten Gleichung

& . d
1) x4 d_::/" + {(ba +by) @y 25 + (b5+ b,) x, 2y + (b, + by) 7, I" E%-

— u {07, + byzy + by 3}y =0,
in welcher

¢ Vergl. hieriiber die Aufstitze des Verfassers im 1, und 6. Heft des XXVII.
Jahrganges dieser Zeitschrift.
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gr=x—ar, p=1—(b+b;+0b;),
bemerkt man, dass aus dieser in sehr einfacher Weise eine Differential-
gleichung erster Ordnung abgeleitet werden kann, wenn man setzt

Es entsteht

d
T, T, T, (ﬁ +1- p,) - {(b,-{-bs)a:,a:s + (by+ b)) zgx, + (b, + b5) , a:,} (n+4=)
+{h @y + b2, + by 2y (n+2)* =0
oder nach gehériger Reduction

by @, (a3t a,) b, 2, agay by x,
Iy rtsd +by 2 (' + |+ (a5 + ) 0,2 1+ |+ aga, by 7, 1 =0,
+ by, + (a, 4 a5) by 2, + a,05 by s

und dieser Gleichung geniigt

unter y das Integral der Gleichung 1) verstanden.

Die zuletzt aufgestellte Differentialgleichung ist noch sehr speciell;
allein man erkennt durch successive Zusammenstellung der Substitutio-
nen, welcbe fiir die Integration in Betracht kommen, dass die Gleich-
ung auch dann noch auf die Differentialgleichung der bypergeometrischen
Reihe zuriickgeftihrt werden kann, wenn die Coefficienten allgemein sind,
wie in Gleichung 10).

Am schnellsten -iiberzeugt man sich hiervon auf folgende Weise.
Man fihre in die Gleichung

10) (“+ﬁ§+7§’+6E3) +(¢.+ﬁ1§)n +(“g+ﬁz§)1l+(¢s+ﬁs§)—

die gebrochenen Subsmutlonen

ein, dann entsteht
faws +gu(1 +lu)+yu(l+lu)’+6(l+lu)’}%
[ogu+ B, (1 4+ 2u)] (14 xv)?
+ {H[egu By (14 Au)] (1 +x0)2 (=0,
+ [agu 4 B4(1+4u)]0?
und hierin ist der Factor von u®
a+ Bi+yit 4048
und der Factor von uv?

(oy +B,4) ¥+ (@, + Byd) % + (o5 + B3 4).
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Man sieht, dass durch passende Wahl der Gridssen A und x diese Fac-
toren annullirt werden kdnnen, so dass eine Gleichung von der Form

(a+bu+cu=)§-3+ A + B+ Cuv + Du+ Ev+ F=0

zuriickbleibt, die, wie bereits auf S. 156 erwihnt, durch hypergeome-
trische Functionen integrirt werden kann.

Die Gleichung 10) bleibt der Gestalt nach unverindert, d. h., es
tritt in derselben nur eine gewisse Vertanschung der Coefficienten unter

sich ein, wenn man an Stelle von £ oder % die reciproken Werthe 1

3

oder % setzt. Man kann daher bei der Transformation auch die Sub-

stitutionen v

u
E= l_-i-l—u’ n= 14xv
benutzen, und das ist besonders dann angezeigt, wenn in der Gleichung
(g + P, 2)x* + (g + B3 1) % + (g + f34) =0
die Coefficienten der Unbekannten verschwinden, so dass fiir x kein
endlicher Werth gefunden wird.
Liegt die einfachere Gleichung

(uo+ﬁo§):—;'+(u;+ﬁ.€)'1"+(¢a+ﬁa€)vl+(¢s+ﬂ.§)=0

vor, auf welche iibrigens auch der Specialfall von Gleichung 10), in
welchem

et BE+yE+ 38 =(ay+ B, '+ FE",
fiihrt, so ldsst man zweckmissig eine Modification in der T'ransformation

eintreten., Man substituire, wie frither,

14=xv

v

]

"=
so dass entsteht

—(a.,+ﬁoe>j—';+(a,+ﬁle\u+nv)*+<a,+p.s)(1+nv)v+<as+ﬁss)v*=o,
und hier ist der Factor von »?

(@ + B, £)2* + (@* + B25) x + (ag + By ).
Um die letzte Differentialgleichung direct in eine lineare zweiter
Ordoung zu verwandeln, bestimme man x und einen constanten Propor-
tionalititsfactor so, dass

(o + B, 8)%* + (ag + P &) x + (a5 + B3 §) = 0 (2 + By £).
Diese Gleichung zerfillt in
@ x’ + agn + age= g ,
Bia® + Byx + By = Bye

mithin nach Elimination von ¢
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(a1 Bo— 2o By) 8* + (23 By — @ By) % + (a3 Bo — 2o f5) = 0.
Hieraus ergiebt sich » und aus einer der vorigen Gleichungen g.
Nunmehr lautet die Differentialgleichung

(ot 8u) (= g3 oot + {0+ B,02 + (es + e} o

+ (a, +B,£)=0
und geht fiir

b L 3E

iiber in e ”

(a0 +BoD) 75— |Qaxta)+ @B + p,)eg
+ o(ey +p E)w=0.

Aus dem Integral dieser sehr bekannten Gleichung® kann man das der
vorgelegted Gleichung construiren; man findet fir dasselbe unter Berlick-
sichtigung der verwendeten Substitutionen folgenden Ausdruck:
w

Py

Auf weitere Specialfille der Gleichung 10) gehen wir nicht ein, denn
dieselben decken sich mit den Sgnderfiillen der linearen Gleichungen
zweiter Ordnung, auf welche man zurtickkommt und welche schon oft

ausfiihrlich discutirt worden sind.

ﬂ=

* Vergl. 0. Schldmilch, Zeitschr, f. Math. u. Phys,, Bd V, und 8. Spitzer,
Studien idiber die Integration linearer Differentialgl. (Wien 1860).




IX.

Einige S8itze iber Kegelschnitte.

Von

H. SCHROETER
in Breslau.

Hierzu Taf. v Fig. 2—5.

Ist ein Dreieck A BE und ein Punkt M gegeben, so giebt es be-
kaontlich drei Kegelschnitte, welche @ zum Mittelpunkt haben und von
denen der erste dem Dreieck B E umbeschrieben, der zweite demselben
einbeschrieben ist und der dritte das Dreieck zu einem selbstconjugirten
hat; nennen wir diese drei Kegelschunitte R, &, f und bestimmen fir
jeden das Product der Potenzen der [Evolutionen auf den beiden Haupt-
axen (das Product der Quadrate der Hauptaxen), welche entsprechend
P,, P;, P. heissen mdgen, so ist bekauntlich, wie Steiner angegeben

bhat*:
P, = 2P1p3psru

P =4nmyngr,
P P2p3ps?
) g Ty

T,

wo p,p,ps die Perpendikel aus IR auf die Seiten des Dreiecks ABE,
r der Radius des demselben Dreieck umschriebenen Kreises und =z, w7,
die Perpendikel aus I auf die Seiten desjenigen Dreiecks ab¢ bedeuten,
dessen Ecken die Mitten der Seiten BE, €A, AB sind, woraus bei-
ldufig folgt: PA—P..Fi.
Es lisst aber das Verh#ltniss

Py P Ps

75, g Ty
verschiedene geowetrische Deutungen zu, wenn man zu dem Mitten-
dreieck abc die Polarfiguren aufsucht in Bezug auf die Kegelschnitte

* J Steiner, Teoremi relativi all:a coniche inscritte e circonseritte, in
Crelle’s Journal f Math., Bd. XXX 8. 97. — Die Beweise dieser Sitze babe ich
in dem Anhange der ersten Auflage meiner ,, Theorie der Kegelschnitte © (Leipzig
1867) gegeben.
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R, &, R, welche drei neue Dreiecke bilden. Zwischen den Flichen
dieser Dreiecke, der Fliche des gegebenen Dreiecks und der Fléche des
von den Berlihrungspunkten des einbeschriebenen Kegelschnitts gebil-
deten Dreiecks bestehen n#dmlich sehr einfache Beziehungen, auf welche
Herr G. Fazzari® aufmerksam gemacht und die er durch analytisch-
geometrische Rechnungen abgeleitet hat,

Diese und andere Beziehungen ergeben sich unmittelbar aus der
Figur durch elementare syuthetische Betrachtungen, welche ich mir
erlanbe, im Folgenden mitzutheilen.

1. Ist ein Dreieck ABE und ein' Punkt MM beliebig gegeben, so
wird der Kegelschnitt 8 eindeutig béstimmt sein, fir welchen I der
Mittelpunkt und AB € ein selbstconjugirtes Dreieck ist; von dem Strable
|4B| ist € der Pol, von dem Strahle |A(5| ist B der Pol, von dem
Strahle [ M| ist der unendlich entfernte Punkt von |BE| der Pol in
Bezug auf diesen Kegelschnitt; ist daher a die Mitte von BE, so wird,
weil von vier harmonischen Punkten die Polaren allemal vier harmonische
Strahlen sind, die Polare von a der vierte harmonische Strahl gzu | B],
|A€| und |AM| sein.

Ziehen wir daher |AM|, |BAM]|, [EM| und construiren zu
jedem dieser Strahlen den zugeordneten vierten harmoni-
schen Strahl, so bilden diese ein nenes Dreieck %, B, ¢,,
welches die Polarfigur ist des Mittendreiecks abc in Bezug
anf den Kegelschnitt &..

Das Verhiltniss der Flichen der beiden Dreiecke A B € und A, B, €,
zu einander bestimmt sich in folgender Weise.

Seien die Schnittpunkte (Fig. 2):

(AWM, BE)=3, (B,€,,B€)=6,
80 ist nach bekannten harmonischen Beziehungen
2 1 1
&1~ 88, " 8¢,
und, wenn wir durch (ABE) die Fliche des Dreiecks A B € bezeichnen,
2 1 + 1
(ABE) (B, BE) ' (€,86¢)’
nun verhalten sich aber
(B,8¢) _ BY, , (¢,86) _ 69, ,
(8,6,6) €% (€,33B,) 3,9,
(B,6,6)_ €3, , (6,388, _ B6, :
%1,8,6) BY% @36 €%

¢ Alcuni Teoremi sulle coniche, pel Dott. Gaetano Fazzari (Napoli(1884),
Zelteohrift £ Mathematik w. Physik XXIX, 3. . 11
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(B,86¢) _BN,.€93, (6,8€) €%,. QS@,
(%,3,6) B,%,.6% A3B,6) 3,%.6%
2(%,%,6,) _%4,3,. ﬁ,@,_l__% 18,-%, 6,
(ABEC) %4,8.8,6  %6.¢3
Aus dem Dreieck ¥,%B,8, welches von der Transversale |SME,|
geschoitten wird, folgt
A6, .BM.B,E=%C.8,M.BE,
und aus dem Dreieck %, B,€, welches von der Transversale |BIMDB,|
geschnitten wird, folgt

%,98,.CM.BE, =B,6.6,M.%, B,

%,8,.%,6 __ MB;. ME,
UD.A,E  MB.ME
2(%,8,6,) _MB,.ME, (U,6, %,B|

@ABE) — MB.MC 15,67 G, B

Bezeichnen wir nun fiir den Augenblick die Abstinde der Punkte
A, B,E, A von |BE| durch a,b,¢,a, so haben wir
4B _a AEC_gqg
(%) c,’ s,@ b,
4B, %46 1) _2q _ ﬁ €A,8
6B BE" "‘“! = T we
bemerken wir aber, dass IR und A, die Punkte ¥ und 3 harmonisch
trennen und ans bekannten harmonischen Beziebungen folgt

0. %3 _ MY,

so ergiebt sich endlich #s  Hn

2(31& €) ‘-‘nal'”:’l'ﬁ‘ntl.
i b (ABE) MA B . MC

Die Producte aus den Abstinden der Ecken des Dreiecks
A,B;6, und des mit ihm perspectiv liegenden Dreiecks ABE
von dem Perspectivititscentrum IR stehen in demselben Ver-
h&ltniss zu einander, wie die doppelte Fliche des Dreiecks
A, B, €, zu der Fliche von ABE.

Dies Verh&ltniss gestattet nach bekannten harmonischen Beziehungen
noch eine andere Ausdrucksweise:

Begeichnen wir, da % uud 8 durch M und ﬁ, harmonisch getrennt
werden, fiir den Augenblick mit m die Mitte zwischen den zugeordneten
Punkten ¥ und 3, so ist

folglich

und bieraus

d. h., wenn wir das Mittendreieck abc herstellen :
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A A A A A s A P e = A A

A A A s A o A

MA, =P,

MA = _
wo p; und x, die Abstinde des Punktes It von den Dreiecksseiten |{B€|
und |be| bedeuten. Hieraus folgt:

2(3] !l ‘1) — plPQPS
(ABY T, Ty Ty

oder nach dem Obigen

2. Ist ein Dreieck ABE und ein Punkt M beliebig gegebem, so
wird der Kegelschoitt ®, eindeutig bestimmt sein, welcher dem Dreieck
ABE umschrieben ist and M zum Mittelpunkt hat. Sind a, b, ¢ die
Mitten der Seiten BE, €A, AB und man zieht Ma, so ist Ma ein
Durchmesser des Kegelschnitts und zu der Richtung der Sehne BE con-
jugirt. Bezeichnen wir die Schoittpunkte (Fig. 3) mit

(Ma, AB) =3,
(Ma, AC) =y,

so wird in dem vollstindigen Viereck BCt; das Dreieck A Da das Dia-
gonaldreieck sein, folglich muss AD durch den zu a zugeordneten vier-
ten barmonischen Punkt gehen, und da a die Mitte von BE ist, so muss
AD parallel zu BE sein, und Ma muss auch AD halbiren, folglich
muss der Kegelschnitt ®, durch den vierten Punkt D gehen, und da er
dem Viereck ABED umschrieben ist, so ist das Diagonaldreieck dieses
Vierecks ein selbstconjugirtes Dreieck ; folglich sind § und 3 ein Paar con-
jugirter Punkte auf dem Durchmesser Ma, also My.M3 die Potenz der
Punktinvolution anf diesem Durchmesser. Zu der Sebne BE ist auch
die Gerade bc parallel; der Pol von b¢ in Bezug auf den Kegelschnitt
R, liegt also auf dem Durchmesser IRa und zwar in demjenigen Punkte
H,, fir welchen das Rechteck
MA;. Mag = My. M3
wird, wo a;=(bc, Ma) bedeuntet.

Nun ergiebt aber die Figur unmittelbar die Verhiltnisse aus der
ihnlichen Lage

(By, €3) =9,

My_rs, My _2;, TMa_p
Ma =, WMa =, Way, =
folglich
My.Ms _ pyPepy_ &R?I,.
Ma.Ma; =, mmy  Ma
Sind daher %;, B;, €; die Pole der Seiten be, ca, ab des Mittendrei-
ecks abc, so liegen dieselben auf den Strahlen Ma, Mb, Mc. in solchen
Abstinden, dass

11°*
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MY, _MB, _ME, _ p, 7y,

Ma Mb  We = mymy

ist; das Polardreieck %, B,€; des Mittendreiecks abc in Bezug auf den

Kegelschnitt &, ist also #hnlich und #bnlich-liegend mit abe, folglich,

wie unmittelbar einleuchtet, auch mit dem urspriinglichen Dreieck A B €,

und es verhalten sich die Flichen dieser Dreiecke, wie die Quadrate
#hnlich-liegender Strecken. Hieraus folgt

(2, 8,%,) =} P 0 s’ = P,

(ABC) xinin?t P

also in Worten:

. Wird einem Dreieck ABE ein Kegelschnitt ®, umschrie-
ben und bestimmt man zu den Mitten der Seiten die Polaren,
8o bilden diese ein neues Dreieck U, B,E;, welches mit dem
Mittendreiack abc #hnlich ist und ricksichtlich des Kegel-
schonittmittelpunktes M als Aehnlichkeitscentrum #hnlich
liegt. Das constante Verh&ltniss analoger Strecken der bei-
den #hnlichen Dreiecke wird ausgedriickt durch das Ver-
h#ltniss der Producte aus den drei Abstdnden des Mittel-
punktes IR von den Seiten des urspriinglichen Drexecks und
denen des Mittendreiecks.

Vergleichen wir dieses Resultat mit dem vorigen in 1), so folgt:

d b (31’1 ‘1)’= (3’6)4;3’2‘!)’

Ist ein Dreieck ABE und ein Punkt M gegeben, so giebt
es einen Kegelschnitt &, fiir welchen I der Mittelpunkt und
ABE ein selbstconjugirtes Dreieck ist, und einen zweiten
Kegelschnitt &, fiir welchen MM der Mittelpunkt und ABE
ein einbeschriebenes Dreieck ist; sind a, b, ¢ die Mitten der
Dreiecksseiten 8E, CA, AP und bestimmt man die Polaren
von a, b, ¢c in Bezug auf die beiden Kegelschnitte & und &,,
so erh#lt man zwei neue Dreiecke U, B, E, und A; B, 6,; die
Fliche des Dreiecks %U; B, €, ist das geometrische Mittel aus
den Flichen der beiden Dreiecke ABE und % B, C,.

3. Ist ein Dreieck ABE und ein Punkt IR gegeben, so wird der
Kegelschnitt ®; eindeutig bestimmt sein, welcher IR zum Mittelpunkt bat
und die Seiten des Dreiecks A B € beriihrt. Die Beriihrungspunkte dieses
Kegelschnitts mit den Dreiecksseiten lassen sich auf folgende Weise
finden. ’

. Seien a, b, ¢ die Mitten der Dreiecksseiten BE, €A, AB; sieht
man Ma und nennt die Schnittpunkte

(Ma, bc)=m, (Am,BE) =%«
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go ist A der gesuchte Bertihrungspunkt auf der Seite BE und analog
findet man die tibrigen.

Denn bekanntlich durchschneiden alle Paare paralleler Tangenten
eines Kegelschnitts irgend eine feste Tangente BE desselben in Punkte-
paaren einer Involution, deren Mittelpunkt der Bertihrungspunkt von BE
mit dem Kegelschnitt ist, Projicirt man diese Involution von % aus auf
die Gerade b¢, welche mit BE parallel l4uft, so erhilt man auf b¢ eine
Involution, deren Mittelpunkt die Projection des Mittelpunktes der vorigen
Involution ist. (Fig. 4.) Die Tangente A € des Kegelschnitts und die
zu ibr parallele treffen BE€ in Punkten, welche von ¥ aus auf H¢ pro-
jicirt die Punkte b und b’ liefern, und es ist wegen der Parallelitit:

me_ ma

mb md’
die Tangente A B des Kegelschnitts und die mit ibr parallele treffen BE in
Pauokten, welche, von % aus auf bc projicirt, die Punkte ¢ und ¢’ liefern,
und es ist wegen der Parallelitiit:

mb__ ma
m¢ mM
folglich
E—,=EP-, oder mc.mc=mb.mV,
mb  mc

also m der Mittelpunkt einer Involution, von welcher bb' und c¢ zwei
Paare conjugirter Punkte sind; mithin wird die Projection von m auf
BC, d. h. der Punkt %’ der Mittelpunkt der Involution auf BE, also
der gesuchte Bertthrungspunkt sein.

Da m die Mitte von AU’ ist, so kénnen wir, sobald ein Kegelschnitt,
ein ihm umschriebenes Dreiseit und die Bertihrungspunkte desselben ge-
geben sind, den Mittelpunkt des Kegelschnitts folgendermassen finden:

Wird einem Dreieck ABE ein Kegelschnitt einbeschrie-
ben, welcher die Seiten BE, €A, AB in den Punkten A'B'E
beriihrt, und sind die Punkte:

a die Mitte von B¢, o die Mitte von AU,
b ” ” ” Gu, b’ ” ” ”» $$"
‘ ” ” ” a%, C' 7 7 2 Gg”
80 schneiden sich die drei Verbindungslinien
aa, bV, cc
in dem Mittelpunkte IR des Kegelschnitts,
Dass auch die drei Verbindungslinien
AA, BY, €€
sich jn einem Punkte © schneiden, ist zwar bekannt, folgt aber auch
bier unmittelbar; denn die Verbindungslinien der Ecken des Dreiecks
ab¢ mit dem Punkte I treffen die Gegenseiten in a'b’c’, folglich ist
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mithin wegen der Parallelitit
AEC BACB

=—1,

woraus folgt, dass AN, BB, €¢ sich in einem Punkte O schneiden
miissen.

Bemerken wir nun (Fig. 5) die Beziehung, welche das von der
Transversale | OB B’| geschnittene Dreieck EAN liefert:

AD.CB.AD
cowBao T
woraus folgt -
1) O _ cb be
O ab d'c

und die Beziehung, welche das von der Transversale [IRbb’| geschnittene
Dreieck caa’ liefert:

ab".cb.a'im__l
cb.a’b.all
oder ,
” D _ o’ cb_
Ma" ¢b” a'b

Aus 1) und 2) folgt aber durch Division
OUA Md ¢b.cb.a’b_ cb.b¢
O Ma ab.ab.ac ab.ac
also durch Fortsetzung und Multiplication
OU.0B.0€ Ma' M. Mc'_¢b.bc\ac’ca’.ba.ab’_
OW.O%.0C MMa.Mb.Mc ab.ac.bc.baLca.cb  ’

folglich ®A.0B.0C Mo Mb. M
O . OF. 0 md. MV M
Bemerken wir aber, dass, wenn p, p;p, die Abstinde des Punktes
M von den Beiten des Dreiecks ABE und =, m,m, die Abstinde des
Punktes M von den Seiten des Mittendreiecks abc bedeuten,

MWa _p, Mb_ps Mc_ pg

—_ —_

Md~ =, MY = M
OUA.OB.OC _ p,oyp5

OU.OB.OC = mymy
und da nach 1. das Verhiltniss

OA.0B.OC _ 2(ABE)

OW.OB.0¢ (A¥'CE)
ist, d. i. gleich dem Verbiltniss der doppelten Fliche des Dreiecks AB6€
zur Fliche des Dreiecks %' 8¢, so folgt

ist, so folgt
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2(ABE) _ p,pyp,
d. h.: (g”’t,) T, Ty Ty
Wird einem Dreieck ABE ein Kegelschnitt ®; einbe-
schrieben, welcher die Seiten des Dreiecks in den Punkten
A'B'C bertihrt, so verh#lt sich die doppelte Fliche des Drei-
ecks ABE zur Fliche des Dreiecks A' B ¢ wie das Product
aus den Abstéinden des Mittelpunktes des Kegelschnitts von
den Dreiecksseiten BE, CUA, AB zu dem Product aus den
Abstdinden des Mittelpunktes von den Seiten desjenigen
Dreiecks, welches die Mitten der Seiten des Dreiecks ABE
zu Ecken hat. '
Nach der fritheren Bezeichnung folgt
(ABE) P, Py
xBC) A P

und der Vergleich dieses Resultats mit dem in 1. ergiebt

d. .- (Ca,t P = (3"’6’)(31’|¢1),

Iet ein Dreieck ABE und ein Pankt IR gegeben, so giebt
es einen Kegelschnitt &, fir welchen I der Mittelpunkt und
ABE ein selbstconjugirtes Dreieck ist, und einen zweiten
Kegelschnitt &, der I zum Mittelpunkt hat und die Seiten
des Dreiecks ABE berthrt. Sind A'P'C die Beriihrungs-
punkte, abc die Mitter der Seiten des Dreiecks ABE, und
nimmt man die Polaren von abc in Bezug auf den Kegel-
schnitt &, so erhilt man ein neues Dreieck U, B,E,; die
Fléache des Dreiecks ABE ist das geometrische Mittel aus
den Fléchen der beiden Dreiecke %, 8,6, und %' B'C.

Ebenso leicht liisst sich die aus den vorigen beiden Beziehungen
bervorgehende:

(ABE) _(%,8,6,)
WBE) A B,6)

in Worte kleiden.

4. In Bezug auf den dem Dreieck A B € einbeschriebenen Kegelschnitt
R, der den Mittelpunkt I hat und die Dreiecksseiten in den Punkten
A B € beriibrt, kann man leicht die Pole von den Seiten des Mittendrei-
ecks abc finden; denn MU’ ist ein Durchmesser dieses Kegelschnitts und
B € die Tangente in einem Endpunkte A’ dieses Durchmessers; ferner l4uft
bc dieser Tangente BE parallel; folglich liegt der Pol A; der Geraden
bc auf dem Durchmesser IR in einem solchen Abstande von IR, dass
(MMA')® gleich ist dem Rechteck aus MMA, und dem Stick, welches b¢
auf RN von IN aus abschneidet. Bezeichnen wir also fir den Augen-
blick diesen Schnittpunkt mit :
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. ——_

(Y, be) =3,
MA. MA' = MU, M3;

nun verh&lt sich aber

80 wird

folglich wird
A~ =

MA;. MB;. ME; _ PyPs,
MA.MB.ME” ™ =, mymy
Wir erkennen aber noch eine zweite Eigenschaft des Punktes ¥y,
n&mlich des Poles von b¢ in Bezug auf den Kegelschnitt ®i; denken wir
uns noch durch A eine Parallele zu BE gezogen, so muss der Pol der-
selben auf dem Durchmesser IR’ liegen, und weil B'C die Polare von
A ist, so muss derselbe Pol auch auf B’¢ liegen; er ist also der Schuitt-
punkt

und wir erhalten

(MA’, B'E").

+ Wir haben nunmehr drei Gerade durch %, a’, A parallel zu BE
und nehmen die unendlich entfernte Gerade g, als vierte hinzu; weil o’
die Mitte zwischen AN ist, so bilden diese vier Geraden ein harmoni-
sches Parallelstrahlenbiischel, folglich die vier Pole dieser Geraden in
Bezug auf & vier harmonische Punkte auf dem Durchmesser IRA’; diese
Pole sind:

(MYA, BE), A, %4, MW,
und zwar die beiden ersten einander zugeordnet, wie die beiden letzten;
wir kénnen demoach den Punkt %, auch so construiren, dass wir auf
dem Strable M A" den vierten harmonischen, zu IR zugeordneten Punkt
N, aufsuchen, wihrend A’ und der Schnittpunkt mit B'C das andere
Paar zugeordneter Punkte ist. Bei dieser Construction ergiebt sich in-
folge des Resultates von 1. das. Verb#ltniss:

RY,. MB, ME, _ 2A%B,6,)
MA. MB. M€ (WB'e)
und wenn wir dieses oben substituiren:

2(%,B,6,) = P1Pe Py,
WBCE)  mymymy
Der Vergleich dieses mit dem in 3. erlangten Resultat zeigt

(cas ’aga) = (3’ ‘) ’
d. h.:

Wird einem Dreieck ABE ein Kegelschnitt einbeschrie-
ben und nimmt man von den Mitten der Dreiecksseiten
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die Polaren in Bezug auf denselben, so bilden diese ein
neues Dreieck N; B, E,, welches mit dem urspréinglichen in-
haltsgleich ist. ‘

Anmerkung. Verlegt man den Punkt M in die Unendlichkeit,
so werden die drei Kegelschnitte R, &, ® Parabeln und das Verhilt-
Py Pg Py
T, Ty Ty
A'B'C doppelt so gross als das Dreieck ABE, das Dreieck A, B,E,
halb so gross als das Dreieck ABE, das Dreieck A;B;E; ein Viertel
von der Fldche des Dreiecks ABE und das Dreieck A, B, €; bleibt, wie
im Allgemeinen, mit dem Dreieck A B¢ inhaltsgleich.

Nimmt man die vier Punkte %, B, €, M gleichberechtigt als die
Ecken eines vollstindigen Vierecks an, so treten simmtliche oben an-
gestellten Betrachtungen viermal auf und es ergeben sich je vier Kegel-
schnitte R84 R, zwischen denen mannigfache Beziehungen obwalten;
1. B, ergiebt sich folgende Eigenschaft eines vollstdndigen Vierecks, die
auch a posteriori auf elementarem Wege leicht verificirt werden kann:

Sind die drei Diagonalpunkte eines vollstindigen Vier-
ecks ABED:

80 gilt die metrische Relation:

B rCE—rArD)r€.rA—1B.xD)rA.+B—1r€.xD)
A.rB.r€.xd
_(0B.96—yA.9D)(yC.4A—yB.9yD) (yA.p8 — €.y D)
pA.9B.yC.9D
_08.36—3%.3D) (363 A—3B3D) A 3B —36.43D)
3U.3B.3€.3D
In den speciellen Fillen eines Kreisvierecks oder eines ans einem
Dreieck und seinem Hohenpunkte bestehenden Vierecks zeigt diese Rela-
tion bekannte Resultate.
Breslau, den 6. April 1884.

niss reducirt sich auf die Einheit, folglich wird das Dreieck
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VIII. Lineare Construction einer Fliche zweiten Grades aus neun
gegebenen Punkten.

(Hierzu Taf. VI Fig. 1—4.)

.

Eine Fldche zweiten Grades sei durch neun Punkte — 1,2, ... 9 —
gegeben. Durch acht dieser Punkte wird bekanntlich ein Biischel von
Flichen zweiten Grades bestimmt, dessen Grundcurve — C* — von der
vierten Ordnung ist. Wir erbalten die Taugente in einem Punkte P
dieser Curve, indem wir in P an zwei Flichen des Biischels die Tan-
gentialebenen construiren und ihre Schnittlinie zeichnen. Diese, als Tan-
gente an ¢* im Punkte P, muss auf allen Tangentialebenen liegen,
welche wir in P an die Flichen des Biischels construiren kénnen, also
auch auf der Tangentialebene an die Flhehe, welche durch die gegebe-
nen neun Punkte geht.

Geben wir nun aus von den Flichenbiischeln durch die Punkte 1
bis 8 und 2 bis 9 und seien ihre Grundcurven C,g* und Cy!. Zeichnen
wir an letztere in den Punkten 2 und 3 die resp. T'angenten, so bestim-
men diese die Tangentialebenen an unsere Fliche in diesen Punkten.
Damit kennen wir in jeder Ebene durch 2, 3 und einen weiteren Punkt
der Fliche einen Kegelschnitt derselben und zwar durch drei Punkte und
die Tangenten in zweien. Letztere sind die Schnittlinien der Ebene
mit den erwihnten Tangentialebenen.

Die Durchfihrung dieser Gedanken erledigt die Construction der
Fliche.

2,
Zur Construction der Tangenten in Punkten der Durchdringungs-

curve zweier Flichen zweiten Grades — F, F* — bemerken wir Fol-
gendes: '

Liegen auf der Sehne g zwei solche Punkte — P und ¢ — und
construiren wir zu g die conjugirten Geraden k, h* in Bezug auf F, F*,
so sind diese die Schuittlinien der Tangentialebenen in £ und Q an F
resp. F*. Nun haben wir oben erwiibnt, dass diese Tangentialebenen
sich in den 7Tangenten von Punkten der Durchdringungscurve| beider
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Flichen schneiden. Folglich sind diese Tangenten die Transversalen aus
Pund Q-zu k2 und A* Wir dricken dies dabin aus:

Die Tangenten in zwei Punkten der Durchdringungs-
curve zweier Fléchen zweiten Grades sind die Transver-
salen durch diese Punkte zu den Linien, welche der Verbin-
dungslinie beider Punkte in Bezug auf die zwei Flichen
conjugirt sind.

Die Linien k, A* werden im Allgemeinen zn einander wiudschief
sein. Wie leicht zu sehen, treffen sie sich nur daun, wenn g durch eine
Ecke des gemeinsamen Quadrupels von Pol und Polarebenen der beiden
Flichen geht.

8.

Obige Ertrterungen fiihren zu folgender rein linearer Construction
der Fliche zweiten Grades aus neun Punkten:

Wir gehen aus von dem Flichenbtischel durch die Punkte 1 bis 8
und bestimmen zwei Hyperboloide — H, H* — desselben. Auf # liege
die Gerade, welche die Punkte 67 verbindet, auf H* die Gerade durch
die Punkte 7 und 8. Damit sind beide Hyperboloide gegeben. Suchen
wir pun in den Punkten 2, 3 — deren Verbindungslinie g sei — die
Tangentialebenen an die durch neun Punkte gegebene Fliche zweiten
Grades, so haben wir zun#chst zu ¢ die conjugirten %, A* in Bezug auf
H, H* gu construiren.

Zu diesem Zwecke ziehen wir durch 1 die Transversale zu g und
67. Bie trefle g in 4, und 67 in B,. Bestimmen wir sodann zu 4,
den vierten harmonischen C, in Bezug auf 2, 3 und den vierten harmo-
nischen D, in Bezug auf B, und 1, so ist die Linie C, D, — sagen wir
t, — die conjugirte zu 4, B, in Bezug anf H (Fig. 2).

Indem wir auf analoge Weise die Transversalen durch 4, 5, 8 zu ¢
und 67 construiren und ihre conjugirten in Bezug anf H, also die Linien
1) 4, l; bestimmen, erhalten wir drei weitere Gerade von der Beschaffen-
heit, dass durch eine jede derselben eine Polarebene eines Punktes von
g in Bezng auf H geht. Da alle diese Polarebenen ein Biischel bilden,
dessen Scheitelkante die zu g conjugirte Gerade A ist, so muss letztere
die vier Geraden ¢,, /,, f;, !, schneiden. Diese werden von g getroffen,
Es giebt zu ihnen eine zweite Transversale, welche bekanntlich auf
lineare Weise constrnirt werden kann. Diese Transversale ist .

Eine analoge Construction miissen wir ausfithren, um A* zu erbalten.
Wir benutzen dazu das Hyperboloid H* und zieben durch 1, 4, 5, 6
die Transversalen zu g und 78. Dann bestimmen wir ibre conjugirten
0% 4, X, 1 in Bezug auf A*. Letztere Geraden werden — ausser von
g — noch von einer zweiten Linie geschnitten. Diese ist /*. Nun gehen
wir tiher zum Fldchenbtischel durch 2 bis 9 und wiederholen fiir das-
selbe die eben durchgefiibrte Construction. Wir setzen ein Hyperboloid
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— R — des Biischels so fes§, dass ‘auf ibm 67 liege. Auf einem zweiten
— R* — befinde sich 78.

Dann haben wir durch 4, 5, 8, 9 die Transversalen zu g und 67
zu ziehen und ihre conjugirten in Bezug auf R zu bestimmen. Von letz-
teren kennen wir bereits #,, 4, #; es bleibt uns also nur noch ¢ zu
construiren. Die Gerade, welche — ausser ¢ — die vier Linien {,, ,
tgy 1y schneidet, ist r, die conjugirte zu g in Bezug auf R.

Wenden wir uns zum Hyperboloid R*, so miissen wir die Transver-
salen durch 4, 5, 6, 9 zu g und 78 und ibre conjugirten in Bezug auf
R* construiren. Zu letzteren gehdren die bereits bekannten Geraden 7.,
t*, t*. Indem wir noch #* bestimmen, so ist * die Transversale zu
1*, 1%, 1%, welche nicht mit g zusammenfillt.

Ziehen wir endlich durch 2, resp. 3 zu 2A* und rr* die Transver-
salen ¢, f;" und e, f;", so bestimmen diese die gesuchten Tangential-
ebenen in 2 und 3 an uneere Fliche.

In Fig. 1 ist diese Construction fir Grand- und Aufriss durch-
gefithrt. Dabei ist die Ebene durch 1, 2, 3 als Aufrissebene angenommen
und die Grundrissebene gebt durch 7 und steht senkrecht zm 23. Es
bat dies den Vortheil, dass die Grundrisse der Geraden ¢ in den Linien
aus 2’ pach 1’, 4, ... liegen. Nachdem wir sodann die Aufrisse der
—- nach der in Fig. 2 gegebenen Skizze — construirt, zeichnen wir die
Geraden %, r. Wie dies geschieht, ist in Fig. 4 dargestellt, wo die vier
Geraden 1, ¢, {,, /; gegeben und & gesucht wird. Wir nehmen zu diesem
Zwecke auf i, zwei Punkte 4, B an und ziehen durch sie die Trans-
versalen zu f,f, welche f; in 4, resp. B, schneiden sollen. Dann con-
struiren wir die Transversalen durch 4 und B szu ¢, f;, sowie ihre
Schnittpunkte 4, By mit #,. Damit sind auf {5 zwei projectivische Reihen
bestimmt, fir welche G, der Schnittpunkt von g mit %, ein Doppelele-
ment ist. Entsprechende Paare der Reihen sind 4, 4; und B, B;. Con-
struiren wir ihren zweiten Doppelpunkt H, so geht durch ibn A. Ana-
loge Reihen ergeben auf ¢ die Punkte R, H*, R*, durch welche die
resp. Geraden r, A*, r* gehen. Die Tangentialebenen 73, 7, endlich in
2 und 3 an unsere Fliéche schneiden die Aufrissebene in %4, f;. Diese
Linien sind Tangenten in 2 und 3 an den Kegelschnitt A% unserer Fliche,
der in der Anfrissehene liegt. Somit ist dieser Kegelschnitt bestimmt
und seine weiteren Punkte kénnen auf bekannte Weise gefunden werden.

4.
Veranschaulichen wir uns nun die gegenseitige Lage der Construc-
tionslinien. .
Wir haben zehn Transversalen ¢ gu g. Unter ihnen liegen 1/, 4*
in einer Ebene durch 1 und g. Weiter befinden sich in  Ebenen durch
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g die Geraden {f,, {* und der Punkt 4, ferner 1, {* 5; 1, &*, 9; 4,
8 und endlich #*, 6.

h ist eine Transversale zu ¢ /4, r eine solche zu {#/ . Die
Linien 1,4;4;, welche im Allgemeinen zu einander windschief sind, be-
stimmen ein Hyperboloid, auf dem g liegt. f, resp. {; schneiden dieses
Hyperboloid — ausser in ¢ — noch in je einem Punkte. Die Trans-
versalen durch diese Punkte zu 1,4, sind die Geraden 4 und . Folglich
sind dies ebenfalls Erzeugende des erwdhnten Hyperboloids. Daraus
schliessen wir, dass # und r zu einander windschief sind und dass bei
jeder beliebigen Projectionsmethode die Projectionen von g, #,, ¥, %, &, r
einen Kegelschnitt umhiillen.

Ein analoger Gedankengang ergiebt, dass g, t*, 1*, t* A* r* acof
einem Hyperboloid liegen. Also sind auch A*r* zu einander windschief
und die Projectionen obiger sechs Linien sind’ Tangenten eines Kegel-
schnittes.

Tritt bei Durchfiihrung der Construction der Fall ein, dass 4AA* oder
rr* gich schneiden, so befinden sich nach der Schlussbemerkung von 2.
die Hyperboloide # H* oder RR* in Bezug auf g in specieller Lage, ohne
dass dies auf die allgemeine Lage der Punkte der gegebemen Fliiche
Einfluss hitte.

Anders ist dies, wenn A4 und r sich schneiden. Dann miissen durch
ibren Schnittpunkt S zwei der Geraden 1, #;, #3 gehen Daraus schliessen
wir, dass diese zwei Geraden mit g in emer Ebene liegen, in der sich
auch die dem Index der ¢ correspondirenden Punkte der Fliche zweiten
Grades befinden.

Sind speciell 4, ¢, die Geraden, welche sich in S treffen, so wissen
wir, dags diese mit g und £* resp. {* in einer Ebene liegen. Also wer-
den letztere Geraden sich ebenfalls in der Ebene Sg befinden und durch
ibren Schnittpunkt S* miissen A* und r* gehen.

Treffen sich in S die drei Geraden ¢, f;, f;, so folgt, dass diese
und also auch die Punkte 4, 5, 8 mit 23 in einer Ehgne liegen.

Finden wir, dass A, r und A* r* sich in einem Punkte S schneiden,
so gehen durch ihn und 2 resp. 3 die Geraden e, & und ¢P, e, .
Daraus schliessen wir, dass sich sémmtliche ¢ und 7* in S treffen mtissen.
Es liegen daher die Punkte 4, 5, 6, 8 mit 23 in einer Ebene. Aus
der .ersteren — sagen wir 4, 5, 6 — konnen wir S bestimmen. Soll
dann auch # durch S gehen, so muss sich 8 mit 2, 3, 4, 5, 6 auf einem
Kegelschnitt befinden. Fiir denselben ist S Pol und g die zugehbrige
Polare,

Wir fassen das Erdrterte dahin gunsammen:

Schneidet 2 die Gerade r oder A* r* so deutet dies daraunf
hin, dass die gegebenen neun Punkte der Fliche sich nicht
in allgemeiner Lage befinden.
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6.
Wir wollen nun hervorheben, wie die allgemeine Construction sich
in einigen speciellen F#llen gestaltet.

a) Nehmen wir an, dass von den neun gegebenen Punkten
vier in einer Ebene P liegen. Indem wir die oben eingefiihrte
Bezeichnungsweise beibehalten, benennen wir die erwiihnten vier Punkte
mit 2, 3, 4, 5 und bestimmen die Tangentialebene in 2. Dabei ergiebt
sich, dass f,#, /*1,*, also auch ihre resp. Schnittpunkte S, S* in P liegen.
Kennen wir dieselben, so haben wir aus S die Transversalen zu f, ¢,
und zu $35; zu ziehen. Dies sind die Linien % und ». A* und r* aber
erhalten wir als Transversalen aus S* zu #*¢* und zu {*/* Ziehen
wir daun el e, 8o schneidet die Ebene dieser Geraden p in einer Tan-
gente des Kegelschnittes durch 2345. Damit ist dieser Kegelschnitt
bestimmt und die Construction der Fliche ist auf Bekanntes zuriick-
gefiibrt,

b) Sei insbesondere die gegebene Fliche ein Hyperboloid und
kennen wir von demselben eine Gerade ! und sechs Punkte, so fiihren
wir die Coostruction auf die vorhergehende zurtick. Wir legen durch !
uud einen der sechs Punkte -— sagen wir 2 — eine Ebene P und be-
stimmen in 2 die Tangentialebene an die Fliche. Sie schneidet P in
einer zweiten Geraden derselben. Wir wihlen also auf / die Punkte 3,
4, 5 und bestimmen S, S*. Wir kénnen nun tiber diese Wahl so be-
stimmen, dass SS* ein barmonisches Paar in Bezug auf 23 ist. Wir
erreichen dies auf folgende Weise. Seien By, B die Schnittpunkte von
67 und 78 mit der Ebene . Wir ziehen 2B, und 2 B,, welche Linien
! in L; und Lg treffen sollen. Der Schnittpunkt der Verbindungslinien
LgBy und L By sei E. Dann nehmen wir £2 als die Verbindungslinie
von 2 und 3 an, so dass 3 im Schnittpunkt von £2 mit I liegt. Setzen
wir dann S8’ auf 23 beliebig fest, bestimmen wir daraus 4, 5 in I/, so
finden wir weiter, dass S* der vierte harmonische zu S in Bezug auf 23
ist (Fig. 3). Nun construiren wir weiter, wie im Falle a).

¢) Geben wir von der Fléiche zweiten Grades die Tan-
gentialebene 7T in einem ihrer Punkte — etwa in 3 — und
ausserdem noch sieben Punkte, so construiren wir nach der all-
gemeinen Methode die Tangentialebene in einem der letzteren Punkte.
Eine Vereinfachung der Construction ergiebt sich dabei durch folgende
Bemerkung: Haben wir % bestimmt, so wissen wir, dass ¢,* von 4 und A*
geschnitten wird. Nun liegt e* in 7, geht durch Punkt 3 und den
Schnittpunkt von * mit 7. Wir kénnen ¢,® also leicht construiren und
finden daun A* als eine Transversale zu e,* und zu dreien der t* —
sagen wir zu %, 4*, 1%
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In analoger Weise werden wir aus r und T die Gerade e,” bestim-

men und erhalten »* als die Transversale zu ¢, £,* 4,*(*. Wir brauchen
also s’ and s,* nicht su construiren.

6.
Schliesslich wollen wir den Fall besprechen, in dem zwei der
gegebenen neun Punkte der Fliche — etwa 2, 3 — imaginir

sinrd und derch eine elliptische Involution (xy=x,y,) auf g bestimmt
werden.

Wir construiren die Tangentialebenen in 2 und 3. Dabei erhalten
wir die ¢, A, r, A* und r* reell. Denn die bei Bestimmung der t auf-
tretenden Punkte 4, C, ... sind barmonische Paare in Bezug auf 23, also
Paare der Involution, durch welche uns 23 gegeben ist.

Es handelt sich mithin nur darum, die Transversalen e,*e,", &,* ¢,
richtig zu interpretiren. Bleiben wir zun#chst bei der Construction von
e'e. Wir legen dazu durch 4 und #* Ebenen nach 2 und 3. Diese
schueiden sich in den erwdhnten Transversalen. Da aber 2 und 3 ima-
gindr sind, so werden anch die Ebenen auns # und A* nach 2 und 3 ima-
gindr gein. Wir bestimmen sie durch die elliptischen Ebeneninvolutionen
aus h und A* iiber der Involution (xyx,y,). Die durch 2 und 3 gehenden
Schoittlinien dieser Ebenen sind rein imaginire Gerade und wir suchen
von ihnen weitere Punktepaare auf reellen Geraden anzugeben.

Die Ebeneninvolutionen aus %4 und A* schneiden letztere Geraden
in je vier Punkten, deren Doppelverhiltniss gleich dem von (xyx,y,)
ist. Also bestimmt jede dieser Punktgruppen eine elliptische Involution
und die Doppelpunkte ‘dieser Involutionen liegen auf e;*eg?, d. h. es sind
die Schoittpunkte letzterer Geraden mit 2 und 4*. Wir kbonen dies
auch so ausdrticken: Die Transversalen {.,..) aus £y, y, zu 5 und A*
treffen A und %* in je zwei Paaren von elliptischen Involutionen, durch
deren Doppelpunkte e*e;* gehen miissen. Nun bestimmen g, 4, A* die
eine Schaar eines Hyperboloids, zu dessen anderer Schaar die T'rans-
versalen /.y ) gehoren. Letztere schneiden auf jeder weiteren Geraden
der ersten Schaar eine Gruppe von vier Punkten aus, deren Doppelver-
biltniss gleich dem von (zyz,y,) ist. Also bestimmt jede solche Gruppe
eine elliptische Involution, deren Doppelpunkte auf e;*e;* liegen.

Auf . analoge Weise finden wir, dass g, r, r* Gerade einer Schaar
eines Hyperboloids #” sind, dessen andere Schaar die Transversalen aus
(zyz,y,) zu rr* enthilt. Es werden auf rr* und auf jeder weiteren
Geraden der ersten Schaar durch diese vier Transversalen zwei Paare
tiner elliptischen Involution ausgeschnitten, welche swei Punkte auf f,7f,"
bestimmt,

Nun kdnnem wir von ¢Pe* und vom f7f," beliebig viele Punkte-
paare bestimmen.
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Wir brauchen aher Paare, welche in derselben Ebene liegen. Daher
suchen wir gwei sich schneidende Gerade m und n, von denen eine der
Schaar g des Hyperboloids #* und die andere der Schaar y des Hyper- -
boloids H" angebért. . Auf der einen liegt ein imaginiires Punktepaar der
Geraden e.*rg%, auf der andern ein solches der Geraden /7 f;". Verbin-
den wir die imaginiren Punkte auf ¢*/,” und auf eg*/,” mit einander,
so werden diese Verbindungslinien durch eine elliptische Strableninvo-
lution mit reellem Scheitel S bestimmt. Zugleich sind sie die Schnitt-

linien der Ebene mn mit den Tangentialebenen in 2 und 3. Mithin ist
S ein Punkt der Schnittlinie dieser Tangentialebenen.

Indem wir ein zweites sich schneidendes Paar von Geraden der
Schaar g der Hyperboloide H® resp. A" construiren, erbalten wir einen
zweiten Punkt S. Die Verbindungslinie s der zwei Punkte § ist die
Schnittlinie der beiden imagin&ren Tangentialebenen. Sie ist eine gemein-.
same Transversale zu den vier rein imaginiren Geraden e* ¢,*, f,7f," und
die conjugirte zu g in Bezug anf unsere gegehene Fliche zweiten Grades.

Jede Ebene P durch ¢ und einen Punkt der Fliche schneidet letz-
tere in einem Kegelschnitte, filr den der Schonittpunkt von P mit s der
Pol zu g ist. Da wir iiberdies die Involution barmonischer Pole (zy x, v,)
auf g kennen, so ist dieser Kegelschnitt bestimmt und die Construction
der Fliche erledigt.

Zirich, den 15. Nov. 1883. Dr. C. BeveL.

IX. Ucber das gemischte Kegelschnittbtischel.

Die erste Andeutung iiber dasjenige Gebilde, welches im Folgenden
gemischtes Biischel genannt wird und aus solchen Kegelschnitten
besteht, welche durch drei Punkte gehen und eine Gerade berithren,
findet man bei Steinmer in der ,,Systematischen Entwickelung
§ 59: Ueber Abhéingigkeit einiger Systeme verschiedenarti-
ger Figuren von einander.*

Doch geht 8teiner nicht niher auf diesen Gegenstand ein, welcher
sodann von Schréter wieder aufgenommen wurde in seiner ,,Theorie
der Kegelschnitte.

Das Folgende ist eine Zusammenstellung der wenigen bigher tiber
das gemischte Bilschel bekannt gewordenen Siitze mit Hingzufiigung einer
Anzahl neuer.

L -

Um ein gemischtes Biischel zu construiren, dessen Grundgerade g
und dessen Grundpunkte %,, %;, A; sind, kann mar zwei Netze an-
nehmen, welche diese drei Punkte, von denen zwei nicht reell zu sein
brauchen, zu Tripelpunkten haben.
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Die conjugirten zu den Punkten p der Geraden g bilden ¢inen Kegel-
schoitt &, der durch die Tripelpunkte geht. Eine Tangente von &' sei ¢’
Die zu ihren Punkten conjugirten bilden einen Kegelschnitt ®, welcher
durch die Tripelpunkte geht und g bertihrt. Lassen wir ¢ auf & rollen,
8o durchldnft ® das gemischte Biischel.

IL

Anschaulicher als jene Erzeugungsart ist diese: Man w#hle die
Seiten des Grunddreiecks A, A, A;, von denen zwei imaginkir sein kdn-
ven, und die Gerade g zum Grundvierseit einer gewihnlichen Kegel-
schnittschaar. Von einem Punkte p der Geraden g ziehe man die zweiten
Tangenten an alle Individuen der Schaar. Die Berihrpunkte dieser
Tangenten bilden einen Kegelschnitt ®, welcher durch die Punkte %,,
%, A, geht und g in p bertibrt. Bewegt sich p auf g, so durchliuft &
das gemischte Biischel. Mithin:

II1.

Die Individuen eines gemischten Biischels erfiillen dieselben be-
kannten Felder der Ebene, welche von derjenigen Kegelschnittschaar be-
strichen werden, welche die Grundgerade g und die Seiten des Grund-
dreiecks beriihrt. Diese vier Geraden sollen zusammen das Grund-
vierseit des gemischten Bischels heissen.

Iv.

Je nachdem man eine Seite eines Vierseits zur Grundgeraden und
die Ecken des iibrig bleibenden Dreiseits zn Grundpunkten wihlt, erhilt
man vier verschiedene gemischte Biischel, welche dieselhen Felder der
Ebene erfiillen und conjugirt heissen sollen.

Y.

Bekanntlich giebt es in einem gemischten Biischel zwei Individuen,
welche durch einen beliebigen Punkt p gehen. Die Reellitit der beiden
Individuen hdngt nach IIT davon ab, ob der Punkt p in einem Felde
der Ebene liegt, welches von dem gemischten Biischel bestrichen wird,
oder nicht.

Die Entscheidung tiber die Reellitit der vier Individuen des go-
mischten Biischels, welche bekanntlich von einer beliebigen Geraden
beriihrt werden, liésst sich hier nicht bequnem geben, denn diese Frage
gehort naturgemiiss in die Betrachtung derjenigen Kegelschnitte, welche
awei Gerade beriihren und durch zwei Punkte gehen.

VL
In Bezug auf die Gattung der Kegelschnitte des gemischten Btischels
ist bereits von Schréter a. a, O. das Wichtigste gesagt worden, n&m-
lich: Be kommen im Allgemeinen zwei Gruppen Ellipsen und, ‘zwei
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik XXIX, 3. 12
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Gruppen Hyperbeln vor, deren Uebergénge durch vier Paraheln vermit-
telt werden. Ausserdem sind drei Linienpaare vorhanden, ni#mlich je
eine Diagonale des Grundvierseits und diejenige Seite des Grunddreiecks,
welche mit der Diagonale nicht durch denselben Grundpunkt geht. Fer-
ner kommen noch zwei gleichseitige Hyperbeln vor.

Indessen ldsst sich noch Folgendes hinzufiigen:

1. Liegen die Grundpunkte auf verschiedenen Seiten der Grund-
geraden, so besteht das gemischte Biischel nur aus Hyperbeln.

2. Liegen alle Grundpunkte auf derselben Seite der Grundgeraden
und ist diese einer Seite des Grunddreiecks parallel, so fallen von den
erwihnten vier Parabeln gwei zusammen; es miissten also im Ganzen
eigentlich drei Parabeln vorhanden gein. Aber, indem jene beiden Pa-
rabeln coincidiren, arten sie zugleich in ein Paar paralleler Geraden aus,
8o dase im Ganzen nur zwei wirkliche Parabeln tibrig bleiben. Gleich-
zeitig verschwindet die eine Gruppe Ellipsen, wihrend die beiden Grup-
pen Hyperbeln erhalten bleiben. Auch fallen zwei von den KFeldern der
Ebene zusammen, welche von dem gemischten Biischel frei gelassen werden.

3. Die beiden gleichseitigen Hyperbeln decken einander, wenn die
Grundgerade durch den Héhenpunkt des Grunddreiecks geht. Ist dieses
nicht der Fall, so ist iiber die Reellitit der beiden gleichseitigen Hyper-
beln nach V zu entscheiden.

4. Ist die Grundgerade unendlich entfernt, so besteht das gemischte
Biischel nur aus Parabeln.

VIL

Die Individuen des gemischten Btischels lassen sich in Paare ordnen,
welche entweder

1. einander in einem Grundpunkte ¥, berithren, oder

2. deren vierter Schnittpunkt entweder auf einem beliebigen festen

durch die drei Grundpunkte gehenden Kegelschnitte, oder

3. auf einer beliebigen festen durch einen Grundpunkt gehenden.

Geraden liegt.
Die Paare jeder dieser drei Anordnungen berithren die Grundgerade
in conjugirten Punkten einer Involution.

VII.
Ein festes Individuum & des gemischten Biischels hat mit jedem
Paare einer der in der vorigen Nummer genannten Anordnungen zwei
Punkte gemein, deren Verbindungslinie durch einen festen Punkt P geht.

IX.

Durchléuft der Kegelschnitt ® der vorigen Nummer das gemischte
Biischel und pnimmt man fiir die erste Anordoung der Paare in Nr. VII
in Bezug auf jedes ® die Polare des entsprechenden Punktes P, so um-
hiillt diese einen Kegelschnitt, welcher die drei Diagonalen des Grund-
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vierseits berihrt, und zwar die nicht durch ¥, gehenden in ihren Schnitt-
punkten mit der Grundgeraden.

X.

Die Enveloppe der Verbindungslinie derjenigen beiden Punkte, in
welchen ein Individuum des gemischten Biischels zwei feste Gerade /;, I,
trifit, die durch zwei Grundpunkte %,, %; gehen, ist ein Kegelschnitt &.

Wir wollen die Seiten des Grunddreiecks nach' den Gegenecken
durch «,, a;, ag bezeichnen, wihrend die Diagonalen des Grundvierseits
je nach dem Grundpunkt, durch welchen sie gehen, d,, d;, d; heissen
sollen. Dann gehdrt der Grundpunkt %; dem Kegelschnitt K an und d
ist seine Tangente. Ferner sind

(hdy), (hd); (L9), (h9)
vier Punkte von K. Die Tangenten des ersten dieser beiden Punkte-
paare gehen bez. durch (azl), (a,4,). Hierdurch ist K mebr als bestimmt.

XI.

Ein durch zwei Grundpunkte ;, %; gehender fester Kegelschnitt &
ist gegeben. Die Enveloppe der Geraden, welche die Schnittpunkte ver-
bindet, die ein Individuum des gemischten Biischels auf & markirt, ist
ein Kegelschnitt X, welcher dy in g beriibrt. Ferner gebt X durch die
Schnittpunkte von ® mit a,, a;. Die Tangenten dieser Punkte gehen
durch diejenigen Punkte, in welchen & bez. von d;, d, getroffen wird.
Ausserdem geht A durch die Schnittpunkte von g und ®. Hierdurch
ist X mehr als bestimmt.

XIIL

Zwei von einem Grundpunkte U, ausgehende feste Gerade I, I’ wer-
den von den Individuen des gemischten Biischels in je zwei Punkten
getroffen, deren Verbindungslinie eine Curve vierter Classe fiinfter Ord-
nung umhiillt. Dieselbe hat die Geraden !, I’ zu Doppeltangenten und
a, zur Riickkehrtangente. Ausserdem bertihrt die Curve diejenigen beiden
Diagonalen des Grundvierseits, welche nicht durch ¥, gehen.

Um die Curve n#ber zu charakterisiren, verbinde man %; mit dem
Schnittpunkte [ von g und /, und %A; mit dem Schnittpunkte [” von ¢
und !'. (Hier und im Folgenden kann man auch 7 und {" vertauschen.)
Dann construire man denjenigen Kegelschnitt K, welcher die erhaltenen
beiden Geraden und ausserdem a,, ! und I’ beriibrt. Die Verbindungs-
liien von Ay, A, bez. mit den Schnittpunkten von & und a4, a; treffen
die Doppeltangenten !’, 7 in ihren Berilhrpunkten. Der Wendepunkt der
Riickkehrtangente o, ist ihr Schoittpuokt mit der Grundgeraden. Die
Grundpunkte %;, %A, gehtren der Curve an, und ihre Tangenten gehen
bez. durch die Punkte, in welchen I, I von K beriihrt werden. Die
Doppeltangenten !, I’ werden in den Punkten von der Curve geschnitten,

wo sie bez. von ¥;I' und A,[ getroffen werden.
»2*
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XIIL.

Die Polaren eines festen Punktes §§ in Bezug auf die Individuen
des gemischten Btischels umbhiillen einen Kegelscbnitt X. Die beiden
Tangenten, welche sich von P8 an K ziehen lassen, bertihren in P die-
jenigen beiden Individuen des gemischten Biischels, welche durch  gehen.
Drei weitere Tangenten von X ergeben sich mit Hilfe der Linienpaare
des gemischten Biischels. .

Befindet sich § auf der Grundgeraden, so ist das Grunddreieck in
Bezug auf K ein Tripeldreieck.

Liegt P auf einer Seite a; des Grunddreiecks, so gehen die Polaren
von P durch den vierten harmonischen Punkt, welcher in Bezug auf %A,,
Y; dem P zugeordnet ist.

XIV.

Der Ort der Pole einer festen Geraden / in Bezug auf die Indivi-:

duen des gemischten Biischels ist im Allgemeinen eine Curve vierter
Ordoung sechster Classe, welche also drei Doppelpunkte hat. Construirt
man auf einer Seite des Grunddreieckse zu dem Schnittpunkt derselben
mit / und zu den beiden Grundpunkten als conjugirten den vierten har-
monischen, so ist das ein Doppelpunkt der Curve. Es ist leicht, noch
sieben Punkte derselben anzugeben. Ni#mlich die Curve geht durch die-
jenigen vier Punkte, in welchen ! von Individuen des gemischten Bii-
schels bertihrt wird, und durch die drei Schnittpunkte der Grundgeraden
mit den Seiten des Grunddreiecks.

Geht die Gerade ! durch einen Grundpunkt %,, so bleibt die Curve
von der vierten Ordnung und bertihrt Zim %, von beiden Seiten. Ausser-
dem ist der zu dem Schuittpunkt von ! und o, in Bezug auf %, A, zu-
geordnete vierte harmonische Punkt ein Doppelpunkt der Curve mit stets
reellen Tangenten. Die Curve geht noch durch die Schunittpunkte der
Grundgeraden und der Seiten des Grunddreiecks.

Ist die Gerade ! eine Diagonale des Grundvierseits, welche z. B.
durch den Grundpunkt %, geht, so iet der Ort ihrer Pole eine Curve
dritter Ordnung vierter Classe, welche ! in U, beriihrt und durch den
Schnittpunkt von ! und a, geht. Der vierte harmonische zu diesem
Schnittpunkt in Bezug auf die Grundpunkte %,;, %, ist der Doppelpunkt
der Curve und hat stets zwei reelle Tangenten. Die Curve geht noch
durch die Schnittpunkte von g mit a, a,.

Fillt die Gerade ! mit einer Seite a, des Grunddreiecks zusammen,
so ist der Ort ibhrer Pole ein Kegelschnitt, welcher die Seiten des Grund-
dreiecks beriihrt und zwar a, a; in ihren Schnittpunkten mit der Grund-
geraden g.*

* Vergl. Hearn, Researches on curves of the second order, London, 1846, S. 39,
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XV.

Von einem festen Punkte P8 ans ziehe man einen beliebigen Strahl
p, der die Grundgerade g des gemischten Biischels in einem Punkte g
treffen moége. In g wird die Grundgerade von einem Kegelschnitt des
gemischten Biischels beriihrt, welcher von p in einem zweiten Punkte p
geschnitten wird. Wihrend sich p um P dreht, beschreibt p eine Curve
dritter Ordoung vierter Classe, welche P zum Doppelpunkt bat und
durch die sechs Ecken des Grundvierseits geht. Mithin ist die Curve
dieselbe fiir die vier conjugirten gemischten Biischel. Die Tangenten des
Doppelpunktes gehen durch die Asymptotenpunkte desjenigen Punkt-
systems, welches auf g von demjenigen Kegelschnittbiischel fixirt wird,
dessen Grundpunkte A;, A, A, und P sind.

XVI.

Von dem polar gegeniiberstehenden Satze heben wir folgenden be-
sondern Fall beraus, welchen Schl&fli fand und Steiner* vertffent-
lichte. Man denke sich die Kegelschnitte, welche die Seiten eines
Dreiecks bertthren und durch den Hohenpunkt desselben gehen, und
construire fiir jeden Kegelschnitt zu der Tangente des Hohenpunktes die
parallele. Letztere umhiillt diejenige dreispitzige Hypocycloide, welche
die Seiten und Hohen des Dreiecks beriihrt.

XVIIL
Liegt der in Nr. XV erw#bnte Punkt P auf einer Seite des Grund-
dreiecks, z. B. auf a,, so beschreibt p einen Kegelschnitt §, welcher a,
in P bertihrt und durch die Ecken des von ay, a; und g gebildeten Drei-
seits geht. Bewegt sich P auf a,, so durchliuft ® dasjenige conjugirte
gemischte Biischel, welches a, berithrt. Nimmt man statt a, die Geraden
ay, ag, 8o erhiillt man die ibrigen beiden der vier conjugirten Btischel.

XVIIIL
Fir ein Individuum & des gemischten Bischels denke man sich in
den Grundpunkten die Tangenten constrnirt. Die Verbindungslinien je
eines Grundpunktes mit dem Schnittpunkt der Tangenten der beiden
iibrigen Grundpunkte mégen sich in p treffen. Wihrend & das gemischte
Biischel durchl#uft, beschreibt p einen Kegelschnitt &, welcher dem Grund-
dreieck einbeschrieben ist. Der Berfihrpunkt einer Seite des letztern ist
der vierte harmonische zu ihrem Schunittpunkt mit g in Bezug auf die

beiden auf ihr liegenden Grundpunkte.

* Ueber eine besondere Curve dritter Classe und vierten Grades, Crelle,
Bd. 53 8. 231 figg. Vergl. Cremona, Sur I'hypocycloide etc. a. a. 0. Bd. 64 8,101
Nr, 31.
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Besteht das gemischte Biischel aus lauter Parabeln, so ist & die
grosste Ellipse €, welche dem Grunddreieck einbeschrieben werden kann.
Ein beliebiger dem Grunddreieck umbeschriebener Kegelschnitt ist Ellipse,
Parabel oder Hyperbel, je nachdem fiir ihn der Punkt p innerhalb, auf
oder ausserhalb € liegt.* '

XIX.

Ein Individuum des gemischten Biischels sei ®. Seine Tangenten
in den Ecken des Grunddreiecks treffen die bez. Gegenseiten in drei
Pankten, welche bekanntlich in einer Geraden !/ liegen. Wihrend & das
. gemischte Btischel durchliunft, umhiillt / eine Curve dritter Ordnung vierter
Classe, welche die Seiten des Grunddreiecks in den Punkten, wo eie
von der Grundgeraden g getroffen werden, beriihrt und schneidet. Die
Curve hat einen Einsiedlerpunkt, welcher also der harmonische Pol der
Grundgeraden in Bezug auf das Grunddreieck ist.

Wenn die Grundgerade einer Seite des Granddreiecks parallel ist,
so wird diese eine osculirende Asymptote der Curve, wo nicht, so n&hert
sich die Curve der reellen Asymptote auf verschiedenen Seiten.

. XX,

Fiir das aus Parabeln bestehende gemischte Biischel hat die Curve
die Seiten des Grunddreiecks zm osculirenden Asymptoten und seinen
Schwerpunkt zum Einsiedlerpunkt. Die drei Zweige der Curve befinden
sich in den Scheitelriumen der Dreieckewinkel; die den Asymptoten
parallelen drei Tangenten haben ibre Beriibrpunkte auf den Mittellinien
des Grunddreiecks und umschliessen ein Dreieck von neunmal so grossem
Inhalt. Das von je zwei Asymptoten und der zur dritten parallelen
Tangente gebildete Dreieck ist neunmal so klein als das Grunddreieck.

XXI.

In dem Falle, welcher zu Nr. XIX das polare Pendant bildet, treten
Centralprojectionen der dreispitzigen Hypocycloide auf und als Besonder-
heit erhalten wir folgenden Satz: Man construire fiir eine Ellipse, welche
einem gleichseitigen Dreieck einbeschrieben ist und durch den Schwer-
punkt desselben geht, denjenigen Puukt p, in welchem sich die Verbin-
dungslinien je einer Ecke des Dreiecks und des Beriihrpunktes der
Gegenseite schneiden. Wiederholt man diese Construction bei allen
Ellipsen der angegebenen Art, so bilden die erhaltenen Punkte p die-
jenige dreispitzige Hypocycloide, welche die Ecken des gleichseitigen
Dreiecks zun Riickkehrpunkten hat. —

* Fiir die Gattung der einem Dreieck ein- oder umbeschriebenen Kegelschnitte
gab mit Beriicksichtigung der Lage des Mittelpunktes ein Kriterium Steiner,
Teoremi relativi alle coniche inscritte e circoscritte; Ges. Werke Bd. 1L 8. 8217,
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Was die gemischte Schaar der Kegelschnitte anbetrifft, welche drei
Gerade bertihren und durch einen Punkt gehen, so findet man das, was
nicht eine polare Uebertragung des Obigen ist, in dem bekannten Werke
von S8chriter.

Greifswald. H. E. M. O. ZiuMprMANN, Stud. phil.

X. Das Zweieckschnittsverhiltniss.

Neben dem Doppelschnittsverhéltniss ftihrt M6bius im bary-
centrischen Calcul S. 300 das Zweieckschnittsverh&ltniss ein.
Wiabrend er es hier nur gelegentlich (z. B. 8. 337) anwendet, né&thigt
ibn. Crelle IV 8. 115 das D.-V. beim Uebergang zum Dreieck- und
Vieleckschnittsverhéltniss zu einer Inconsequenz resp. zu einem Zeichen-
wechsel und in der Theorie der Kreisverwandtschaften (Abh. d. math.-
phys. Cl. d. kdnigl. séchs. Ges. d. Wiss., Bd.II, 1855, 8. 530) geht er des-
balb vom Zweieckschnittsverhiltniss aus, benutzt aber fiir dasselbe den
Namen Doppelverhiltniss. Da letzterer jetzt allgemein fiir Doppelschnitts-
verhiltniss gebrancht wird, ist es n&thig, fiir das dem Werthe nach dem
D.-V. allerdings gleiche, der Form und zum Theil den Eigenschaften
nach aber verschiedene Zweieckschuittsverhiiltniss zum ersten Namen
zuriickzukehren. Die Beobachtungen, welche M&bhius dort am Kreise
macht, lassen sich aunf die Gerade iibertragen und unterscheiden sich hier
von den fiir das D.-V. bekannten Erscheinungen durch cyklische Anord-
nung der Elemente, Uebertragbarkeit auf Dreieck- und Vieleckschnitts-
verhiltnisse und einige besondere Verwendungen (Crelle IV S. 121).

Sind 4, B, € drei Punkte einer Geraden, so sind 4B und BC die
Theile- der Strecke 4C, und 48: BC heisse demnach das Schnittver-
hiltniss von 4C in B, welches positiv bei innerer, negativ bei nsserer
Theilang ist (vgl. Joachimsthal, Apal. Geom. S. 121). Das Schnitt- .
verhi#ltniss des Zweiecks 4C, C4 durch B und D ist das Product
der Schnittverh#ltnisse

dasselbe ist seinem Werthe nach gleich dem D.-V. (4 BCD) und theilt
dessen Eigenschaften mit entsprechenden Abinderungen.

———

I Durch Umkehrung wird das Z.-V. nicht geindert, 4BCD
=DcB4,

II. Durch eine cyklische Vertauschung erhdlt das Z.-V. den

reciproken Werth 4BCD=

Bcoa
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IIL. Vexftauscbt man das zweite und dritte oder vierte und
erste Element, 8o erglinzen sich dieZ.-V. zu 1| 4BCH+ 4CBD
— p—
=1, 4BCD+DBCA=1.
IV. Vertauscht man das erste und zweite oder dritte und
vierte Element, so ergiénzen sich die reciproken Werthe der

Z.-V.zul. 1:4BCD+41:BACD=1.

Wihrend 1 und II aus der Definition folgen, liegt der Beweis fiir
III und 1V in der bekannten Identitét 4 B.CDHD4 AC.DB4 AD . RC=\.
Die 24 Permutationen liefern demnach die 6 bekannten Werthe

1 1— s 1 x—1 %
% % %3 1— u’ x| x—1
Soll eine cyklische Vertauschung den Werth des Z.-V. nicht &ndern,

so erhilt man x*=1, d. h. D f§llt auf B oder es ist 4B: BC=—4D:DC
und 4BCD = —1. stellt auch hier die harmonische Theilung dar.
Es ist dann 4CDB=2, 4BDC=1}. Verlangt man, dass nur zwei ver-

schiedene Werthe auftreten sollen, so muss 4BCD=4DBC=ACDE
sein, woraus die Werthe

$(=1+4+ip3), §(—1-iy3)
folgen, d. h. nicht alle Punkte kiinnen dann reell sein. Vergl. Cremona,
Curve piane, 27. (Aequianharmonisches Verh#ltniss.)

V. Das Z.-V. von vier Punkten einer Geraden wird aus
den Z.-V. zu drei Grundpunkten dieser Geraden durch ent-
sprechende cyklische Anordnung der Differenzen gefanden

Zm_ABCD ABCE ABCF— AB'CG

ABCE—ABCF ABCG—ABCD
Denn es ist zun#chst

ABCE.ABCD.ADCE=1
pr—
oder, da AECB.ABCE=1:
ADCE=ABCE: ABCD,

ebenso
—— — ——  po—
AFCE = ABCE: ABCF
und endlich

 — —
ADEF— ACED: 4CEr= ABCE—4BCF

ABCE— ABCD
Die drei Grundpunkte bilden demnach fir die Gerade ein Coordinaten-
system, welches in das iibliche tibergeht, wenn C der Nullpunkt, 4 un-
endlich fern und B der negative Einheitspunkt, da dann




Kleinere Mltthellnngen - 185

ABCD=CD:BC=0D.

Sind p, ¢, r, s die gemeinen Coordinaten von P, 0, R, S oder ibre
Z.-V. mit 4BC, so ist

PORS=P—9.7"%,
g—r s—p

VI. Das Z.-V. wird durch Projection nicht geéindert.
‘ABCD=A'BC'D,
wenn 4 4', BB, CC’, DD’ Geraden eines Biischels.

Denn sind O und Q die Schnittpunkte von 4 4’|BB und 4B|4'F,
8o ist

QA:AB=0A4'0:4B0 und Q04:4'B=04'0:4'B0,
also

QA Ol B’O BC B’C

oder

QABC= Q4’B’'C’ und ebenso QBCD=QFC'D.
Vier Strahlen eines Bilschels theilen demnach jede btischelfremde Gerade
nach demselben Z.-V. und dies heisst Z.-V. des Btischels. So ist
ferner .
04BCD=A4BCD=?4BCD,

wenn 4, B, C, D Punkte einer Geraden, O und 0 beliebige Punkte der
Ebene. Weitere Betrachtungen sind streng analog denen beim D.-V., so
wenn O, P, 0, R, S Punkte einer Ebene, aber je verschiedener Geraden,
8o ist

°PORS=0P,00,0R,08=0P,00,R,S=...
..=P,00,R,08=P,0,0R, 08,
wenn man unter dem letzten das Z.-V. versteht, welches OR und 0S auf
der Geraden P bilden.

Wendet man diese S#tze auf das Dreieck an, so findet man:

In jedem Dreieck theilen die Seiten, ein Transversalen-
biischel und die Fusslinien dieses Biischels einander harmo-
nisch.

Im Dreieck 4 BC seien durch O die Transversalen 44', BB, CC’
gezogen; die Fusslinien B'C’, C'4, A'B’ mbgen die Seiten in D, E, F
schneiden und von' den Transversalen in 4”7, B”, C” geschnttten werden.
Dann ist nach VI

ABA'CD=C'A"BD="9CA4'BD;
da pun B4°CD.CA’'BD =1 nach 1I, so ist

BACD=C4ABD=~—1,
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d. b, die Seiten sind barmonisch getheilt. Durch Projection von den
Eckpunkten findet man die Fusslinien, durch Projection von den Fuss-
punkten die Transversalen harmonisch getheilt.

- Die Schoittpunkte der Fusslinien und Seiten liegen auf
einer Geraden.

Denn BA'CD=CHAE= A BCE; da BA und 4’8’ durch F gehen,
muss auch DE durch F gehen.

Versteht man jetzt unter dem Dreieckschnittsverhiéltniss das
Product aus den Schnittverh#ltnissen der Seiten eines Drei-
ecks (Mébius a, a. 0)), d. b,

=  AC' B4 CHF
AC'BA CB’=C,—B-W--BTA-,
so ergeben sich die unter den Namen Ceva und Menelaus in etwas
anderer Form bekannten Sitze:
A Das Dreieckschnittsverhéltniss durch ein Transversa-
lenbiischel ist 1.
Das Dreieckscbnittsverhiltnies durch eine Gerade ist —1.
Nach vorigem Satze ist

iy AC'BF.BACD . CBAE=—1,
.
AC BA CB __4F BD cE.
CB AC B4~  FBDC E4
AC' _ACO B4 _BAO CB _CBO
CB~ CBO' 4C” 4C0' F4 B40'
also die linke Seite und damit die rechte Seite der Gleichung gleich 1.
Andere Beweise Joachimsthal, Anal. Geometrie Cap. IX; Crelle IV
(1829) 8. 120.

Nun ist

Fiir das Dreieckschnittsverh&ltniss tiberhaupt gelten die ent-
sprechenden Regeln wie fiir Z.-V., insbesondere erh#lt man durch
Eine cyklische Vertauschung den reciproken Werth, durch
Umkehrung denselben:

POQRSTU=1:0RSTUP=RSTUP(Q, PORSTU=UTSRQP.
Wie auf der Geraden, kann man auch auf anderen Linien von Z -V.
und Dr.-V. sprechen. Fiir den Kreis insbesondere ist diese Arbeit auch
mit derselben Bezeichnung von Mobius a. a. O. geleistet. Fiir Kegel-
schnitte findet sich Entsprechendes Salmon, Conics, Art, 260. Erwihnt
sei die Relation

PORSTU=PQRS.PSTU,
welche das Dr.-V. auf das Z.-V. zurfickfiibrt.
Berlin, November 1883. . A. Taaze.
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XII. Erzeugung von Complexen ersten und zweiten Grades aus
linearen Congruenzen.
(Hierzn Taf. VIFig. 6 —1.)

Diese Mittheilung bildet eine Erglinzung meiner frilheren Abhand-
lung iiber diesen Gegenstand (diese Zeitschrift Bd. XVII 8. 257). Ich
babe nachtriiglich gefunden, dass fiir einzelne jener Complexe sich noch
andere Erzeugungsweisen aus speciellen Congruenzen angeben lassen.
Ferner erreicht man in einigen weiteren Fillen durch metrische Speciali-
sirungen, dass der beziigliche Complex durch Rotation oder Parallelver-
schiebung einer Congruenz entsteht. '

Wenn die Singularititenfliche aus einer doppelt zithlenden Fliche
zweiten Grades besteht, so ergeben im Allgemeinen die Erzeugenden der
einen Schaar in (2, 2]-dentiger Zuordnung die Directricenpaare der linearen
Congruenzen des Complexes. Die Erzeugenden der transversalen Schaar,
die Doppelgeraden des Complexes, sind hierbei die Brenncurven von be-
sonderen Congruenzen zweiten Grades des Complexes: In jedem Punkte
4 einer solchen Transversalen ? giebt es zwei Ebenen A,, Ay durch ¢
so dass die Biischel 4A;, 4A; aus Complexgeraden bestehen. Die hieraus
abgeleitete Zuordnung der Punkte 4 und Ebenen A von 1 ist offenbar
[2, 2]-deutig (so dass u. A. fiir vier Punkte auf ¢ ein Doppelbiischel auf-
tritt). Diese Linien ¢ sind also Directricen von ,,speciellen‘* Congruen-
zen zweiten Grades. Diese speciellen Congrnenzen zerfallen jedoch bei
[(111)(11)1] etc., d. h. wenn die [2, 2]- resps [1,2] deutige Zuordnung
der Erzengenden der ersten Schaar in projectivische Zuordnung iibergeht.

1. Der Complex [(11)(11)11], Nr. 3, entsteht durch Rota-
tion einerallgemeinen Congruenz, wie folgende Betrachtung zeigt.

Die zwei Flichen zweiten Grades F;, F, (vergl. die gegebeune Er-
zsugungsweise) seien hier einschalige Rotationshyperboloide mit derselben
Axe a, so berithren sie sich in den imagindiren Kreispunkten einer zu a
senkrechten Ebene A. Jede der Flichen trifft a in zwei imagin&ren
Puokten und wenn man fiir beide Flichen das n#mliche Paar erhilt, so
findet in diesen Punkten ebenfalls Beriihrung beider Flichen statt. Die
Flichen bertihren sich nunmehr in vier Punkten und haben ein (imagi-
nires) windschiefes Vierseit gemeinsam. Sind m, n zwei (reelle) Erzeu-
gende dieser Fléchen, &6 und c ibre kiirzesten Abstinde von «, f und y
ihre Neigungswinkel gegen a, so mtissen b, ¢ in derselben zu a senk-
rechten Ebene liegen und es muss 4.9y = c.lgp sein, damit der genannte
metrische Specialfall vorliegt. Sind dann endlich m, n mit Bezug auf a
in demselben Sinne geneigt, so beschreibt die Congruenz m, n bei der
Rotation um a den Complex.
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2, Um den Complex [(111)(11)1], Nr. 4, zu erhalten, bringt man
die Strahlen einer Regelschaar zweiten Grades in allgemeine projectivische
Zuordnung. Jeder Strahl hat alsdann einen vor- und einen riickwirts
entsprechenden. Fiir die Strahlen a, b, ¢ der Schaar seien dieselben
beziiglich o', &', ¢’ und a”, b”, ¢”, so dass der Complex aus den Con-
gruenzen a’a, ..., ad, ... zusammengesetzt ist. Eine beliebige Erzeu-
gende ¢ der transversalen Schaar werde von .a, b, c, ... beztiglich in den
Punkten 4, B, C, ... geschnitten, Dann sind einerseits die Biischel 4a”,
Bb", Cc”, ..., andererseits ebenso die Biischel 4a’, Bb', C¢, ... in ibrer
Gesammtheit je eine specielle lineare Congruenz des Complexes von der
gemeinsamen Directrix ¢

Der Complex [(111)(11)1] kann auf eine Art aus allgemei-
nen und auf zwei Arten aus speciellen Congruenzen erzeugt
werden.

Auf die Erzeugende durch Rotation einer allgemeinen Congruensz ist
bereits hingewiesen worden. Es giebt auch zwei Erzeugungs-
weisen durch Rotation einer speciellen Congruenz. Es seien d
eine Erzeugende eines Rotationshyperboloids #; a, b, ¢ drei Erzeugende
der andern Schaar auf H, welche d in den Punkten 4, B, C schneiden.
Dreht man a, b, ¢ um die Axe von H um einen Winkel &, so mégen
sie tibergehen in ', 4", ¢. Alsdann bestimmen die Btischel 4d’, BY', Cc’
eine specielle Congruenz, welche durch Rotation um die Axe von H den
Complex liefert. Und man erhilt denselben Complex, wenn man bei der
Construction der Congruenz um den Winkel & riickwiirts dreht.

Fidr 9 =180° erbilt man die Erzeugung eines linearen Com-
plexes aus speciellen .Congruenzen, deren Directricen eine Regel-
schaar zweiten Grades bilden. Jeder lineare Complex hesitzt eine ,, Axe*
und man erkennt, dass jeder lineare Complex ohne Weiteres auf oo
Arten in genannter Weise durch Rotation erzeugt werden kann,

3. Der Complex [(211)(11)], Nr. 14, besteht aus Congruenzen,
deren Directricen zwei projectivische Biischel 4A, BB bilden, wubei 4
und B in AB liegen.

Den Strahlen d, ¢, f von 4A mégen d’, ¢, f von BB entsprechen
(Fig. 5). Man wihle in A einen durch B gehenden Strahl = und be-
zeichne dessen Schnittpunkte mit d, e, / dutch D, E, F. Alle Strablen,
welche d, d’ und = schneiden, bilden nebst BA den Biischel Dd’, dessen
Ebene x enthilt. So liefern die Congruenzen dd’, e¢’, ... die Bischel
Dd’, E€, ... von Complexstrahlen, welche x schneiden. Ihre Gesammt-
heit ist eine lineare Congruenz und weil x in einer Ausnahmeebene des
Complexes durch einen Ausnahmepunkt desselben geht, so kann z nur
die Directrix jener einen Congruenz sein. — L#sst man « den Biischel
BA beschreiben, so ist damit eine Erzeugung des Complexes)aus spe-
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ciellen Congruenzen gegeben und es ldsst sich diese Erzeugung leicht
mit Hilfe von drei allgemeinen Congruenzen ausfiihren.

Die Strahlen des Biischels 4B sind die Directricen einer zweiten
Schaar solcher Congruenzen: der Complex ist im Ganzen auf drei
Arten aus linearen Congruenzen erzeugbar.

Wird die Ausnahmeebene, z. B. B, als die unendlich ferne Ebene
des Raumes gewiihlt, so sind auch A4, B unendlich fern. Die Drebhung
von  in A um B bedeutet jetzt eine Parallelverschiebung und weil hierbei
die zugehdrige Congruenz unverdndert bleibt, so folgt: Der Complex
entsteht durch Parallelverschiebung einer speciellen Con-
gruenz. — Geschieht jedoch die Parallelverschiebung in der asympto-
tischen Ebene der Congruenz, so entsteht der allgemeine lineare
Complex. Denn es ist in diesem Falle die unendlich ferne Gerade 4 8
ein selbstentsprechender Strahl der Biischel 4A, BB.

4. Der Complex [(21)(111)], Nr. 15, ist ein directer Specialfall von
[1(11)(111)]. Man bringt hier die Strahlen einer Regelschaar zweiten
Grades so in projectivische Zuordnung, dass die beiden sich selbst ent-
sprechenden vereinigt sind. Hierbei seien aa’, bb’, cc’ drei der Paare
von Directricen. Sie migen von einer Geraden z der transversalen
Regelschaar in 44°, BB’, CC’ geschnitten werden, so bestimmen die
Biischel 4a’, BY, Cc’ und andererseits 4’a, B'b, C’c je eine specielle
Congruenz des Complexes: Der Complex kann in zweifacher Weise
aufgefasst werden als eine Schaar von speciellen Congruen-
zen, deren Directricen dieselbe Regelschaar zweiten Grades bilden.

5. Es ist [(12)(12)], Nr. 28, ebenfalls ein Rotationscomplex,
aber es kdnnen dann die Directricen der (allgemeinen) Congruenzen nicht
mebr reell sein. Man wihlt zwei Kegelschnitte, welche sich in einem
(reellen oder imaginiiren) Scheitel osculiren, und rotirt sie um die ge-
meinsame Axe. So entstehen die frilher genannten Flichen Fy, F,.
Wiblt man auf jeder Fliche eine Erzeugende der zur Axe in gleichem
Sinne geneigten Schaar, so bilden diese die Directricen einer Congruenz,
die durch Rotation um jene Axe den Complex beschreibt.

6. Fir [(11)(22)], Nr. 29, sind bereits drei Erzeugungen aus all-
gemeinen Congruenzen bekannt. Er enthilt aber auch eine Schaar
von speciellen Congruenzen, wie sich aus jeder der gegebenen
Definitionen gleich einfach ergiebt.

Als Directricen habe man die projectivischen Biischel d, e, f, ...
wd d', ¢, f, ..., resp. AC und CB (Fig. 6). Ein Strahl = des Bii-
schels CC ist Directrix einer zerfallenden Coungruenz (bestebend auns C
und C) und einer speciellen, nicht zerfallenden. Sind v#mlich D, &, F
die Schoittpunkte von & mit d, e, f, so ist jene Congrnenz bestimmt
durch die Biischel Dd’, E¢’, Ff'. Dreht man # in C um C und con-
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struirt man je mit Hilfe von dreien der Congruenzen ee¢’ (z. B. dd’, e¢,
ff) die zugehdrige Congrueng, so hat man die vierte Erzeugungs-
weise. .

Ist speciell C senkrecht zu der Schnittlinie AB und sind 4, B die
unendlich fernen Kreispunkte in C, so bleibt der Complex durch Rota-
tion um AB unverindert. Beachtet man, dass bei dieser Specialisirung
4B unendlich fern ist und dass dem Schnittpunkt F von x mit 4B die
Ebene zf'= C entspricht, so erkennt man, dass & sich in der asympto-
tischen Ebene der Congruenz drebt. Ferner gehort zum Schnittpunkt
von x mit AB die durch ebendiese Geraden gelegte Ebene: Der Com-
plex entsteht durch Rotation einer speciellen Congruens,
wobei die Rotationsaxe die Directrix schneidet und senk-
recht steht zu der asymptotischen Ebene der Congruenz und
dem Schnittpunkt der Axe mit der Directrix innerhalb der
Congruenz die Ebene dieser beiden Geraden entspricht. (Die
Directricen der allgemeinen Congruenzen sind hier imaginir.)

Auf die Erzeugung des néimlichen Complexes durch Pa.
rallelverschiebung einer allgemeinen Congruensz ist bereits
hingewiesen worden. Bei der Erklirung geht man aus von den projec
tivischen Biischeln 4A, BB. Ist C unendlich fern, so haben die in AB
auftretenden projectivischen Reihen die Doppelpunkte im unendlich fernen
Punkte dieser Geraden vereinigt, so dass entsprechende Punkte stets
denselben Ahstand zwischen sich haben miissen. — Liegt die Verschie-
bungsrichtung insbesondere in einer zu den Directricen parallelen Ebene,
so entsteht der allgemeine lineare Complex durch eine’der-
artige Verschiebung einer allgemeinen Congruenz, bei wel-
cher die Directricen zwei parallele Ebenen durchlaufen
(vergl. 3, Schlussbemerkung).

7. Zwei projectivische Biischel liefern stets die Directricenpanre von
! Congruenzen eines Complexes zweiten Grades. Liegen beide Biischel
in einer Ebene und ist die Zuordnung eine allgemeine, so treffen sich
die Directricenpaare in Punkten eines Kegelschnittes und es entsteht
[(222)], (A). Haben dagegen die Biischel denselben Scheitel, so ergeben
die Directricenpaare die Tangentialebsnen eines Kegels und es entsteht
(222)], (B).

Beide Complexe entstehen auch anf andere Weise aus linearen (zer-
fallenden) Congruenzen. Fiir (A) z. B. withlt man einen Kegelschnitt X,
darauf einen festen Punkt P, der mit den Punkten 4, B, C, ... von X
verbunden einen Biischel a, b, ¢, ... bestimmt. Alsdann sind a, b, ¢, ...
und die in 4, B, C, ... an A gezogenen Tangenten a, b, ¢, ... in der
Zuordnung ad’, bb, cc’, ... die Directricenpaare. Diese Erzengung ist
je auf oo! Arten ausfiihrbar, die vorhergenannte oo?- mak
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8. Nach der frither mitgetheillen Erzeugungsweise bilden bei [(33)],
Nr. 47, die Directricen der allgemeinen Congruenzen zwei projectivische
Biischel AB(d,e,f,...) und BA(d', ¢, [, ...), s Fig. 7.

Ein Strahl 2 des Biischels 4A treffe d’, ¢, f in D, E', F', so ist
jedesmal durch die drei Btischel D'd, E’e, F'f eine specielle Congruenz
des Complexes ven der Directrix & bestimmt, Daraus geht unmittelbar
die Erzeugung des Complexes aus speciellen Congruenzen
hervor.

Durch die vorstehenden Erginzungen fallen dfe in der ersten Mit-
theilung gegebenen Zusammenstellungen als nicht ganz vollsténdig ausser
Betracht.

Die Angabe der singuliéren Linien bei diesen aus linearen Congruen-
zen bestehenden Complexen ist hier nicht iiberall durchgefiihrt. Dagegen
sind in einzelnen Fillen (z. B. bei [(11)1111], erste Mittheilung S. 261)
bierliber Andentnngen gegeben, welche man auf die iibrigen Fiille an-
wenden mag. — Bei [(111)111] bestehen u. A. die singuléren Linien aus
vier von den linearen Congruenzen des Complexes und die Construction
des Complexes aus linearen Congruenzen zeigt, wie je die eine Directrix
zwei zusammenfallende entsprechende Directricen hat, wenn ihre Linien
singuliéire sind. Jene eine Directrix der Congruenz liefert alsdann eben-
sowohl die singuliren Punkte, als die singuliren Ebenen; das Verhalten
der beiden Directricen ist kein dualistisches.*

Hottingen-Ziirich, im September 1882, Dr. A. WEILER.

XTI, Bemerkungen fiber einige Complexe.

Die Complexe zweiten Grades, deren Strahlen Paare von Flichen
zweiten Grades in conjugirt- harmonischen Punkten treffen, sind vor Kur-
zem Gegenstand eingehender Untersuchung geworden.** Diese Complexe
treten auch dann noch auf, wenn die eine Fliche in einen Kegelschnitt
oder einen Kegel ausartet.

Ist der Kegelschnitt der imaginire Kugelkreis, so gehen aus den
Complexgeraden an die verbleibende Fliche senkrechte T'angentialebenen
und die singuliren Linien sind zudem ,,Axen‘* der Fliche (welche ihre
Polaren rechtwinklig kreuzen).

Wenn dagegen die eine Fliche zu der Punktkugel vom Mittelpunkt
0 wird, wobei O gegen die andere Fliche F erst in allgemeiner Lage
sein soll, so gehen allemal aus O nach den Schnittpunkten einer Com-

* Hierauf hat neulich Herr Segre aunfmerksam gemacht; vergl. , Note sur
les complexes quadratiques ete.“, Mathem. Annalen XXII1I, S. 236.
** Vergl. Herren Segre und Loria, Mathem. Annalen Bd. XXIII,
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plexgeraden mit F die Schenkel eines rechten Winkels; die Singulari-
titenfliche ist in diesem Falle ein Tetraedroid.

Ist O der Mittelpunkt von F, so ist die Singularititenfliche eine
Wellenfliche. (Von den Complexkegelschnitten in Ebenen, welche ¥ in
Kreisen schneiden, lassen sich zwei Brennpunkte sofort angeben: der
eine ist der Mittelpunkt jenes Kreises, der zweite f§llt in den Fuss-
punkt der aus O aunf die Ebene gefillten Senkrechten. Eine singuldre
Complexgerade S ist so gelegen, dass ihre Polare fiir F die in O auf der
Ebene Os errichtete, Senkrechte schneidet. — Fiir eine Rotationsfliche
entsteht der Complex [(11)(11)11], fiir eine Kugel der Flichencomplex
[111)(111)].

Liegt O auf F selbst, so entsteht im Allgemeinen [222] (B), dessen
Singularitdtenfliche die Steiner’sche Flidche ist. — Die specielleren Fille
sind aus den Resultaten der Herren Segre und Loria abzulesen.

Der Complex [(111)(11)1] hat #hnliche Eigenschaften wie der tetrae-
drale. Die Directricen seiner linearen Congruenzen sind die Erzeugen-
den einer Regelechaar zweiten Grades, welche man in projectivische Zu-
ordoung gebracht hat. Es seien a=a" und 6 =15 die sich selbst ent-
sprechenden Erzeugenden. Eine beliebige Erzeugende ¢ der transversa-
len Schaar (bestehend aus Complexdoppelgeraden) treffe «, b in A4, B und
bilde mit ihnen die Ebenen A, B. Endlich sei F die Fliche der zwei
Regelschaaren. Dann gelten folgende Sidtze: Die Complexgeraden
schneiden F und jedes Ebenenpaar A, B unter constantem
Doppelverh&ltniss. Die Ebenen aus jeder Complexgeraden
nach F and nach den Punktepaaren 4, B baben ebenfalls ein
constantes Doppelverhéltniss. Dieses Doppelverhiiltniss stimmt
iiberein mit dem der projectivischen Zuordnung bei den Directricen.

Wie das Beispiel von zwei concentrischen Kugeln zeigt, entstehen
auch Complexe zweiten Grades, wenn man zwei Flichen zweiten Grades,
die sich lings eines Kegelschnittes beriihren, unter constantem Doppel-
verhiiltniss schneidet.

Hottingen-Ziirich, im M#rz 1884. Dr. A. WEILER.

XIIL Erkldrung.

Der Unterzeichnete fiihlt sich zu der Erklirung verpflichtet, dass die
von ihm als nem bezeichnete Erzeugungsweise der rationalen Curven vier-
ter Ordoung (Heft 5 des Jabrgangs 1883 der Zeitschr. f. Math. u. Phys.)
schon 1879 durch Herrn Ameseder in Wien geleistet und im LXXIX.
Bande der Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wissenschaften ver-
offentlicht worden ist — wie Unterzeichnetem erst nach Erscheinen seiner
Arbeit bekannt wurde.

Der auf 8. 296 mitgetheilte Satz diirfte indessen nem sein.

Jena, den 10. December 1883. Dr. Cagr. HossreLp.
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X.

Einfiihrung unvollstindiger Beobachtungen in die
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Von

W. KUTTNER
in Burgk bei Dresden.

Nicht immer ist es moglich, die Beobachtungen auf alle Ereignisse,
die gur Ableitung eines Wahrscheinlichkeitswerthes a posieriori zu dienen
haben, zu erstrecken, weil der Eintritt eines andern Ereignisses die Be-
obachtung unméglich macht. Ist aber die Wahrscheinlichkeit bekannt,
dass ein solches die Beobachtung verhinderndes Ereigniss eintritt, so ge-
statten diese Fille eine besondere mathematische Behandlung, die den
Gegenstand vorliegender Abhandlung bildet.

L

Ein Ereigniss, dessen Eintritt mit der Wahrscheinlichkeit p beobachtet
werden kann, ist a-mal beobachtet worden. Man verlangt die Wahr-
scheinlichkeit, dass es nicht wenlger als go-mal und nicht mehr als
¢,-mal stattgéfunden hat.

Ueber die Anzahl von Malen, die das Ereigniss stattgefunden bat,
konnen wir unendlich viela Hypothesen aunfstellen. Nehmen wir an, sie
sei * gewesen, so verleiht diese specielle Hypothese dem beobachteten
Ereignisse a priori eine Wahrscheinlichkeit von

x!
al(x—a)! L
weon 1 —p=g¢ gesetzt wird. Nach dem Satze von Bayes ist aber die
Wahrscheinlichkeit ©., dass das beobachtete Ereigniss in der That der
soeben aufgestellten Hypothese zuzuschreiben ist, gleich

]
x: a px—a

al (a:-a)!p ?
=
al & (z—a)!

Die Entwickelung des Nenners giebt
Zeftachrift f. Mathematik u. Physik XXIX, 4, 13

1) W0y =
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 PPICESV P <IN TP

7+ 91
[ +a+1 +(a+l;§a+2) qz+(“+”(";2)(“+3)q’+...]

1
=ps(l—¢g)- 6+l =—
=p*(1—¢) =2’

womit
= z! at1,2—a
2) P== a'(a:—a)'p i
folgt.

Fiir irgend einen Werth von 2 wird @, ein Maximum werden. Um
letzteres zu finden, setzen wir in 2) fir ¢ einmal £—1 und das andere
Mal ¢+1. Dadurch erhalten wir

(Z—l) a+l X — 1 - x—_a
T | A E
und
(z+1)! etz -a41 — .(I_+_l_)l.
e A 1y 5 V1 LA Aoy |
Soll nun o, ein Maximum werden, so muss
x—a (x4 1)¢g
s 7z < oy und m’x—a+l<w"
a a
4b) L — z>——1
) . >p
oder
a
r=——¢
14

sein, wo & einen von a und p abhiingigen echten Bruch bezeichnet. Ist
a sehr gross, so kann, wo es sich um Ermittelung des Maximalwerthes

von o, handelt, fiir obigen Ausdruck

a
X =—
p

gesetzt werden., Im Uebrigen ist aber fir x die zwischen
2.1 wd 2
p p

liegende ganze Zahl zu nehmen.

Unter der Voraussetzung, dass a sehr gross ist, kénnen wir nun
zur Losung unserer Aufgabe ein Verfahren einschlagen, welches in der
Regel bei Ableitung des Bernoulli'schen Theorems Anwendung findet.
Bei einem sehr grossen « diirfen nimlich in 2) fir x!, ¢! und (x—a)!
die Werthe der Stirling’'schen Niherungsformel fiir Factorielle ein-
gefilhrt werden, in welchem Falle wir nach entsprechender Reduction

5) 0 = ((x—a)p)“““* (p x)’*‘* p

a V2naq
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finden. Wird hierin fir £ der Werth % substituirt, so folgt als Maxi-
malwerth von o,
6) Wga = L4 .

? V2mag

Setzen wir weiter in 5) fiir x den Werth %+z" so folgt

—,—‘l-’)‘

. (l+p:rl)—‘;’ (l+pz,)—;+=.+% )
0 = —_— —_— —_— .
-;-+:. aq a 2naq

‘
l p:rl 2( ])‘ pxl ’ '
. ‘_’_“"1)=_ ? —yl ’ﬁ y
]+ a =1y i a '
folglich auch

(_‘%I—“’l"‘i)"(]'i’%):- n + pa,’ —M+

Nun ist aber

2aq 3a%¢*
L .
aq +2a’
_pm  pad pat
2a¢ " 4% 645 '
und . .
e . e ) L
(p+x'+’})l (l+ a) + & 2a + 3a2 7
pzd  pap
+ A <8 +...
pa,  pla2 | pPxp
+ 2a 4a + 6a® 7

Ist nun ag so gross, dass in vorstehenden Entwickelungen Glieder von
der Ordnnng s selbst fiir die Grenzwerthe von @ vernachléssigt wer-

den konnen, so vnrd man

_%9_ . _ L
L(142) 7 ) %(1+MY’*"“_ pr,_pa
aq . « T 2a¢ 2agq
setzen dfirfen, womit sofort aus 7)
p —Ea_pe
8) = e ¢ a9

(1]
%+r. V2nmaqg
folgt, was anch mit Vernachldssigung der Glieder, die im Nenner ag in
einer hoheren als der ersten Potenz enthalten,

_p= ?
9) 0, =——b—g %9 [l—g—'ﬁ]
S+ Y2nag aq

18*
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geschrieben werden kann. Aendert man jetzt das Vorzeichen von x und

addirt den so erhaltenen Ausdruck zu 9), so findet man weiter
2p o=
g + o, =——0c 299,

;+‘| ;—’l V27|;aq

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit  endlich, dass die fragliche An-

zahl innerhalb der Grenzen po=%—x, und (’1=%+’”1 liegt, ist nach

dem Princip der totalen Wahrscheiunlichkeit

=1,

=) T
. 2 - P
=;/2naq .;:e o —;/2 ﬁ'aiq.

Wird jetzt der mit dem Summenzeichen X behaftete Ausdruck nach
Euler’s Formel

b
2 { R 14
> w(¢)=%/w(x) dz +} [w(o)+w(~)]+ag;['$i )]-—

entwickelt, wobei @=1 zu setzen ist und die Differentialqnotienten, da

sie 1 in einer htheren als der ersten Potenz enthalten, vernachléssigt
ag

werden kdnnen, so folgt:

&y ’1‘.'1
) _r= " Zag
10) 0= 2p_ e 2"'ldw-.l-pe !
V2naq V2nag
0
oder mit
pPx =y
V2aq
9 Y
] 14
11 o=—— [e7Tdy+ —e 7,
) ;/n/ vt

s

Die Anwendung dieser Formel wird durch die Bedingung, dass a::lq'
nicht nur kleiner als 1, sondern iiberhaupt eine sehr kleine Grésse sein
muss, empfindlich eingeschrénkt. Auch darf nicht fibersehen werden,

dass x, nicht grisser ‘als %q genommen werden darf, weil die gesuchte

Anzahl & nicht kleiner als a sein kann. Fiir die untere Grenze haben
wir néimlich die Gleichung

——z,=a,
woraus p
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2=
folgt. p
Ist a nur klein oder ¢ nahezu Null, so ist iiberhaupt die Formel
I1) unbrauchbar. In diesem Falle ist es ndthig, eine andere Formel
zur Berechnung von © zu entwickeln.
Nach dem Princip der totalen Wahrscheinlichkeit 14sst sich zufolge
der Formel 1) @ durch

£+"|

Py x! .. x—a
¢2a!(x-—-a)lp a

——n,

x! P
Z‘a!(x—a)lp 7

darstellen, wenn die gesuchte Anzahl z inunerhalb der Grenzen %_"°

und }i’-l--nl liegen soll. Hieraus folgt leicht

——n,—!

§’Wa'(:::—a)'paq’ 4_2 a! a:—a)!p q’_G_S a!(ac—a !p e

+n, 41
W= ]
‘ ?_L .pema
- a!(:c-—-a)!p 7
Woraus man mit
x! 1
S—paql—‘=_
1 (x —a)!
weiter - al( ) P
l—n,—l
123) o=1— S z! att e—a_ 2 at+1,z—a
) Z a'(a:—a)!p a'(z-a)z” il
—+ m+1

findet. Setzt man jetzt
12b) z=%+:nl=a+:vl, z—a=%—a+zl=ﬂ+$1,
so erhilt man zunidchst
ot~ (a4 7))} p* ! &y (a4 2!
= l —— — +x +a
@ al 2 Btoi? al 4 l(ﬁ+a:l)!q‘a '
woraus nach leichter Umformuag

(a=n,)! .,_,_,P—"’(ﬂ"‘o)(ﬁ"”O'])"'(ﬁ"”o'xl'i'])qp—n,-s.
0!(ﬁ-n)!p . (a-ng) (a-ny-1)... (e-ny-z, +1)

B) o=1-

_(atn)?! pati (a+n,+])(a+n,+2)...(a+n,+a:,)q,+.‘+’l
“a! (ﬁ+n )' (B+n +1)(B+n,+2)...(B+n +x))

folgt.



198 Einfihrung unvollstindiger Beobachtungen ete.

——————

8ei nun allgemein

B STICESINNCE LE ) ey
y Zv(v-_i-_l) wEnE D"

so erhélt man, wenn mit z—4+*+! multiplicirt und sodann differentiirt

wird,
d(yr‘+'+') ewt)). (wtnF1)
v(vil) (v+nF2)

prEeFi=t 4 g0,

Wird jetzt weiter mit :c“"" multiplicirt und sodmn integrirt, so folgt

n=t
— — 14y plptl)...(u+nF2) .
/x“ dlyz-2+7¥1) = v(v-l-l) (v+n+2) aeFEFI ok - C.

Nun ist aber offenbar

n=t — -_
pptl).(wtnF2) 4 = platl).(pHtFl) 4
P w(yil)...(vi@m’”_ Hl=a +#(y_‘v(vil)...(v-_tl'-?l)a ')’

mithin auch, wenn _
pletD.. (uttF1)
viv+1)...v+(F1)

gesetzt wird,
au—rd(ya—t+rF ) =g—dtuy —paxFey guy C

und, wenn nochmals differentiirt wird,

(—i4 v F 1) z-d+aFi-ly 4 o—1+ua7F1 :_-:

=(—l+p)x_1+“"y+z_z+l‘%—(pil)hz‘l‘i-"“-{-p.‘b“_'.
Hieraus folgt
w-‘+~(z¢'—1)%+[(—1+v¢1)z¢'+1-—ulr‘+'-'y
=pot—' —(p + t)hartt—1,
(A v FNeF di—p  pzd—'—(p + Hhattt—)

+ (x$'—l)x y= x¥F1—1
und daraus endlich
z
—2 Fiya—
e o I (PR
14) y=e * po=

0
M=24vF T 42

X e (z;'—l)x sd1.+e§.

Mit Hilfe der soeben gefundenen Formel summiren wir zunXchst
die Reihe
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&S (B—n)(B—ny—1)...(B—ny—x,+1)
(@—n))(a—ny—1)...(a—nyg—ax,+1)

Zn diesem Behufe haben wir in 14) A=ti=p=f—n,, v=a—n, und
x=g¢q zu setzen und durchgingig dds untere Vorzeichen zu nehmen.
Wir finden

q9
- ] -
—jfiff;n‘ (B=n)f ==t "qf"“d,

15) g =y,

Yp=¢€ g—1 dg+C
0
=— (B—ng)(1—gq)=+f=! [gf-m—1(1—g)*—Adg+ (1—g)~*+F-1C.
0
Da fir ¢g=0 die obige Reihe 15) sich auf das einzige Glied

(ﬁ_‘"o)!
(e—n)(a—ny—1)...(a—p+1)

reducirt, so haben wir zur Bestimmung der Constante C die Gleichung

0
(B=ro)! g [op=me-t(1— g
@—nga—rno—1).. a—p+D_ P "O)bf '(1—g)*-tdg+ ¢,
woraus
C= (B—my)!

(a—np)(@—n—1). -(@a—B+1D)
folgt. Wir haben somit

- (B—np)! .
19 b= Gy a1 BT’
’ q
- (ﬁ—n..)p"-'f oh—ne=1 (1 — z)o—F de.
0

Um die Summe der Reihe
(“+”1+‘)(“+"1+2)--<(“+"x+xx)qp+.,+s.=y
= B+m+1B+n+2)...(B+n+z,) 1

za erhalten, haben wir in 14) (=0, p=e+n+1, v=F+4n+1,
A=pf+n, und £=gq zu setzen und durchglingig das obere Vorzeichen
zu nehmen. Ferner ist, da innerhalb der Integrationsgrenzen x <1
bleibt, zufolge des Batzes, dass fir 4> 1

- (o

(4 o)hz"=0

auch

zu setsen. Wir finden



200 Einfihrung unvollstindiger Beobachtungen ete.

g
pi=(—ap=o { [tn 1) gptn(1-gr—rag+c}
o
Da fir g=0 auch y, =0, so ist C=0 und mithin auch
q
1) g=(akm A et fattn (- etz
0

Substituiren wir jetzt die Ausdriicke 16) und 17) in 13), so folgt

_ (e—ny)! e --
) m_(«—ﬁ)!(ﬂ—ono—l)!ﬁ' WA —a)efda

0

q -
- '_(i-'__nl—-fﬂ_ ) m _ & —
(«—p)! (ﬂ+n,)!b/"_’er (1—z)*—Fdz.

In der Theorie der Gammafunctionen wird aber die Gleichung

1
L(a) (b
%i—ﬁ: a:"".‘ (1—z)p—1dx
V]

bewiesen, so dass auch

(a—B)! (B—ny—1)!
(e—mng)!

1

=‘/.xﬂ—"°—‘(l —z)s—fdx
0

und

(“—m! (ﬂ+"|)!
(etn,41)!

1
=fax’+'-(l—x)'—ﬁ dx
0

gesetzt werden kann. Damit erh&lt man aber die bemerkens-
werthe Relation

ﬁ'ﬂ—"o“ (1—a)s—Ffdx ﬁﬂ+'-(l-—x)‘*ﬂdm
0

19) o=2

1 = P, —P,.

T
fa:ﬂ"’n"‘ (1—z)e—Ffdx fmﬂ+'-(l—z)'—ﬂdx
0 0

Man bemerkt leicht, dass unsere gesuchte Wahrscheinlichkeit die
Differenz der Wahracheinlichkeiten zweier Hypothesen ist, und zwar ist
P, die Wahrscheinlicbkeit fiir die Hypothese, dass die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses, das bei («—n,—1) Beobachtungen (f—ny— 1)-mal ein-
getroffen ist, innerhalb der Grenzen 0 und g liegt, wkhrend P, die
Wahrscheinlichkeit fiir die Hypothese ist, dass die Wahrscheinlichkeit
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des Ereignisses, das bei (a+n,) Beobachtungen (8+n,)- mal eingetroffen
ist, ebenfalls innerhalb dicser Grenzen liegt.

Die Gleichung 19) stellt iibrigens  in aller Strenge dar und gilt
fiir jedes @ und ¢. Die numerische Berechnung der im Zihler stehenden
bestimmten Integrale kann allerdings, wenn die Exponenten von z und
(1—z) beides grosse Zahlen sind, nur durch eine N#herungsformel ge-
scheben, da die directe Integration auf eine Reihe fithrt, die mindestens
ein Glied mehr besitzt, als der kleinste der beiden Exponenten von x
und (1—2) Einheiten enthilt.

Ist jedoch g sehr klein — und diesem Umstande gelten ja vorzugs-
weise die soeben angestellten Untersuchungen —, so kann auch

pmrm1 =% —a 1

nur sebr klein sein, und deshalb wird sich 7, in diesem Falle immer
direct ermitteln lassen. Fiir ny=_g ist

P =1
zu setzen. .

Schwieriger ist die numerische Bestimmung von P,. Da indess bei
Aufgaben der vorliegenden Art selten eine sehr grosse Genauigkeit ge-
fordert wird, so kann man sich hierzu bei dem der Voraussetzung nach
sehr kleinen Integrationswege der Formeln fiir die mechanische Qua-
dratur bedienen. In den meisten Fillen diirfte schon die Formel

1

20) Jo@) az=10(0)+ @+ 1o
gentigen. °

q
Setzt man in ‘/:n"l"'! (1—=z)*—Pfdzx fir  den Werth g—gz, so folgt
0

q 1
f A+ (1— z)e—F dgp = f+mH1 p’—{/‘ (1= ) 4m (1 +1 z)'_’az.
0 0

Wird jetzt auf das rechter Hand stehende Integral die Formel 20) an-
gewandt, so erbdlt man

fdi"-(]—x)‘—ﬂdx=qﬁ+n,+lp¢—p g‘&'l"}(-})‘ﬂ"!“ (I +2lp)¢—p§'
0

und, wenn dieser Werth in die Gleichung fiir P, eingefiihrt und gleich-

1
- : . —B)! (B4+n,)! C
tig fii j ftn(]l —zx)e—Fd Werth -(-°i—ﬁ)———‘— setzt wird,
zeitig ro x (1—2x) x sein Wer 1! gesetzt wir
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R e T o s o e e e TN

D e _g_a.+”_‘+!)'__. -«— ", 1% n.-!( _q_)._”
2 A (a—B) (B+mt” AR LA %3,
oder, nach Anwendung der Stirling’schen N#herungsformel fiir Fac-
torielle,
_ (a4n,)3¢* (a+n, )"'I’ atn, )lH"'ng ~— ( i)"ﬁ(.
2 A=Y ieiimes?) Gy e ()
Es ist nicht schwer, den Genauigkeitsgrad der soeben abgeleiteten
Formel durch eine grbossere Anzahl von Zwischenwerthen zu erhdhen.
In diesem Falle wird man sich aber, weil der Voraussetzung nach («¢—f)
sehr gross ist, anch nicht mit siebenstelligen Logarithmen begntigen
dtirfen.

A~ A A e

IL

Zwei Ereignisse E und F, von denen das eine das entgegengesetzte
des andern ist, knnen nur unvollkommen beobachtet werden, und gswar
l4sst sich £ nur mit der Wahrscheinlichkeit »p und F nur mit der Wahr-
scheinlichkeit p, beobachten, Es wird nach der Wahrscheinlichkeit ge-
fragt, dass, wenn £ a-mal und F b-mal beobachtet worden sind, die
Wahrs:heinlichkeit ftir das Eintreffan von E innerhalb der Grenzen ¢,
und ¢, liegt.

Wenn p die Wabhrscheinlichkeit ist, dass £ hat beobachtet werden
konnen, so ist 1—p=¢q die Wabrecheinlichkeit, dass es nicht hat
beobachtet werden kénnen, und nach I, Formel 2)

u!
al(u—a)!pa+lqu a
die Wahrscheinlichkeit, dass es — wenn a-mal beobachtet — u-mal
stattgefunden hat.

In gleicher Weise findet man die Wahrscheinlichkeit, dass das b-mal
beobachtete Ereigniss F v-mal stattgefunden bat, gleich

o!
NM—0)1h
wenn 1—p, =gq, gesetzt wird.

Stellt man jetzt die Hypothese auf, dass das Eintretffen des Ereig-
nisses E von der Wahrscheinlichkeit z abhlingt, so wiirde diese Hypo-
these dem beobachteten Ereignisse £ eine Wahrscheinlichkeit gleich

u+v)!
(u!v!) =

b41 qlv- b‘

(1—2z)

verleiben, wenn es in der That u-mal eingetroffen und v-mal nicht ein-
getroffen wiire, wofiir aber nach dem Obigen die Wahrscheinlichkeit
ulv!
albl(u—a)l (v—0b)!

p¢+lp’b+l qu—l qlv-—l
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P e T e I T

ist. Da pun aber ¥ den Werth jeder ganzen Zahl von a bis oo und »
den Werth jeder ganzen Zabl vou b bis oo annehmen kann und diese
Annahmen sich gegenseitig ausschliessen, so verleibt die anfgestellte
Hypothese dem bevbachteten Ereignisse E offenbar eine Wahrscheinlich-
keit gleich

S = (utr)! a41y b4t v—apgo—b v °
_"!b!(u__a)!(v——b)!p Hipbtig—agr-tat(1—2a).

¥—a o=
Die Wahrscheinlichkeit w, der aunfgestellten Hypothese ist daher
U=0 p—0aw (u + v)l
- q"—‘ qlv—b .1:"(1 —I)’dx

(v—a)j (v—b)!

]) N=a v/

U=® Pp==a®

(u0)!
'—-aZ‘/‘(“—':)'(vv—b)lqu_.qf—.-‘-"‘(l—x)'dx

Nun ist aber

'Y (u4-v)! -
(v— b)! o" "t (=)
-8 (1s ),zl+u+b+l _r)+(u+b+l;('u+b+2)qlg(l_x)s+___t

=(u4b)! (1—2)P (1 —gqy(1—2))—w+s+1
und mithin auch

=00 p=a» (u+u)!

? A e L
-l )'.—. E:+:;:q' “z®(1—g, (1 —a))~+o+0
Ferner ist “22 (4 b):
K =) (:ta))!. gzt (l— g +g )" 4D
= - —(a+d at+b+1 qec
#*(1=q+q,2)¢ +"<a+b)'3‘+ T T—g,+gz
. (a+b+l)(a+b+2) ¢¢z? +...’
2! (l—ql+q,.'b‘)' ‘
= - —(a4d _ qT —(a+d+1)
(64b)1 (1 - g, + ¢, 2) ++n(1 1—41+q.c)

=(atb)!z*(1 =g+ (g, —g)z)—(@+d+n,
Substituirt man die soeben unter 2) und 3) gefundenen Ausdrticke in 1),

80 folgt z"(l_z)j(l_ql+(ql_q)x)—(a+5+i) dzx )
4) 0y =—7 '

[o* (12 (1= gy (o~ @ 2y-e¥s+0 a2
(1}

Setzt man bierin ¢=0 und ¢, =0, so folgt, wie es sein muss,
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o~ e A o S A A A A A NN N S

z8 (1—zP de
1

J;“(l—a:)b dz

0
denn in diesem Falle sind keine die Beobachtung stérenden Ereignisse
vorhanden, also alle Beobachtungen mdoglich. Dasselbe Resultat erhiit
man, wenn ¢ =g, ist.
Soll @, ein Maximum werden, so muss
(1 —zP (1—¢,+(q,—9)z)~ @+ +) = Max.

m:=

oder
e b (a+b+D)(g—9 _
sein. ¢ 1—-z 1—q+(—9
Die letztere Gleichung reducirt sich auf .
5) (6,—9)2* — (ap, + bp+ 4y —g) o = —ap,,
woraus .
6) o= ap +bp+g—g—V—4ap (@ —a) +(ap,+op+q —0)

2(¢,—9)
folgt. Sind a und b grosse Zahlen, so kann in 5) ¢,—g =10 gesetzt
werden, in welchem Falle man

7) r= a—ag‘l’——
pthp
oder
a
P
8 =
PN
erhilt.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit w, dass die Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreffen des Ereignisses E innerbalb der Grenzen g, und g, liegt,
l4sst sich nun mit Hilfe des Ausdruckes fiir w, leicht ermitteln. Nach
dem Princip der totalen Wahrscheinlichkeit ist n#mlich

0= 0g, + Vgt dxF - .. + Vg —az+ 0,
und daher e o
@

j:v‘ (1—z) (1—gq,+ (g, — g)z)~ e+ +Vdz
9) o= Qo

1

Sz —2p (1= g+ (g, — gy +4+0 d
0
Sind @ und b nur kleine Zahlen, so fiihrt die directe Integration
zur Berechnung von w. Anders verhdlt es sich, wenn a und b gross
sind; denn in diesem Falle muss, ganz wie bei Auswerthung der bestimm-
ten Integrale in I, zu N#berungsformeln gegriffen werden.

. T . s e
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Wir beachten zunichst, dass

zo(1—xP(1—g,+ (g, —g)x)~ @+t N dx
= (l -—-ql)—(a‘i'l-l-i)xﬂ(l -—.‘t)b (l +"-T)_“'+’+')d.r,
wenn

10) e P

l—gq
gesetzt wird, und finden damit weiter
20 (1—a) (1—g,+ (g, —g)z)~"@+s+Ndx

1 1—z \* d=x
T @—g)e T (l+ka:) (l+ka:) 1+ &z
_ 1+kx (14 k)x\s (1+k)z\* dx
—(l+k)¢(l—q‘)°+°+'(1+ka:) ("' 1+kz/) (I+kzy

Substituirt man diesen Ausdruck in 9), so folgt
(1+k)a: e (14 KHNx\ dx
ﬁ”’" 7] 1+Ir:c) (1_' 1+k.1:) (I¥kzp

(l+k).r) ( (14kx\* dz
./.[l+k 2] 14-kx 14 kx (14k)*
Nach einem bekannten Satze der Integralrechnung ist aber

f
ﬁ(x)w(z)dr=f[«+s(ﬂ—«)] v(@) dz,

wo & ein positiver echter Bruch ist. Wenden wir diesen Satz auf 11)

an, so erhalten wir
@
((l+k)x)“(l_(_l+_m: b dx
14 kx 14+ kx ) (14 kx)?
_Mtkloot+eles—eo] e

11)

12)

14k 1 ’
((l+k)a:)°(l_(l+k)x)° dx
. 14 kx I4+kx/ (14+kx)p?
0
Wird nun
(14+0x _ (k)
ke =5 =iy O
und
l+/‘[00+5(0|—90‘]_ ’
I +¢k =1+¢
gesetzt, in welchem Falle
G'< k@p

so folgt endlich
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. e ey

1'
j::"(l —2)bdz
13) o=(1+4¢) 2 ,
l/'2‘(1 —z)bdz

0

L_UtRe, | _ (14K
" 14ke ' 1+4ke

wenn

gesetzt wird.

Mit der Aufstellung der Gleichung 13) ist unsere Aufgabe auf eine
bekannte szuriickgefilirt worden, Bebufs der numerischen Berechnung
von o schlagen wir aber jetzt folgendes Verfahren ein.

1
Nimmt man ftir f 28(1—2)*dz seinen Werth
0

a b
2=——=f, l—2z2=—441
s ] ‘+ 9,

alb! _
@roFi)

und setz*

wo s fir a<-b steht, so folgt

a
7k

14)  we=(1+47¢) (‘t—;lz:-s.—b.f(l—%!)“ (1+%1)'.u.

a
Olate

Wir stellen jetzt die Gleichung
s\ s \¢
(l———t) (l+—b-l) = ehitt+ b+
a

auf und finden, wenn beiderseits die Logarithmen genommen werden und
sodann nach ¢ differentiirt wird,

o 42kt 3kt ..
8 8
l——;‘ l+—b—l

Indem man die linke Seite dieser Gleichung nach steigenden Potenzen
von ¢ entwickelt, folgt

—s[l+il+’—’1’+ ]+:[l-—-it+ ft’— ]-—k +2‘Ic L3k, 84
a a’ e b b* see — l ’ s LTy
oder reducirt
58 1 1 1 1
—E‘—’s(a—a—p‘)"—s‘(;s+;i)‘s‘-~'="|+2"a'+3"s"+~--

woraus sich die unbekannten Coefficienten 4 ergeben; ndmlich
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Damit folgt aber

a
?“‘o
15) o= (1+¢ )(s+|12::-.“f e e e E ) L
LY

8

Fthrt man, um abzukiirzen, die Bezeichnung

L b=l (3)) =5
rb-d ()
-4 (-(5)) -

ein und entwickelt den uuter dem Integralzeichen stehenden Ausdruck
in eine Reihe, so folgt

e‘z—:.i" .s :1) (,+‘,)v

=1— [m"+ bt Biany., ]

t
+l,[2s +3t’sst’+5!—sm+ ]

¢,
;.;,ssl’-}- 3 _sbd .. ]

3

Entwickelt man die in den Klammern stehenden Ausdriicke, so erhilt
man endlich
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. S

a
8
b ]
*b "/e 2ub dt
-——l
[3§ e
b &
(2.3.6.‘;%36‘”2.4 7.0 ‘7‘1+“')
1 &
ooz a o st
_ o
S I

Soll die soeben abgeleitete Formel zur Berechnuog von o brauchbar
gein, so miissen die auf der rechten Seite stehenden Reihen fiir die ln-
tegrationsgrenzen stark convergent sein. Dies ist im Allgemeinen aber
nur dann der Fall, wenn fiir die Grenzwerthe von ¢

s
2 =
2abt <1l

Setzt man ein sehr grosses s voraus, so ist der Werth dieser Reihen
nur klein und kann vernachlissigt werden. In diesem Falle hat man
sodann

a
3
_ o (s D1awr [
]7) w—(l-}-s)—W e dl.
Wird jetzt L
2ab

genommen, so geht 17) in

° a pbd
m=(1+ )(3+l)|a b V2ab e— 7(17

alb!s*

]/ as I/_‘_T l/ V
26 240’
ist. Nun ist aber fiir ein grosses s angenihert

(s+1)1a%t® o /220 1

albls 8 ’/,,

iber, wo

mithin endlich
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Y1 (]
18) o=4}(14¢) ;%jrfdy—%/rfdy}.
0 0

In den Fillen, wo
s (a 2
m(?“o) >1,

ist die Anwendung der Formel 16) nicht immer ausgeschlossen; allein
sie fihrt sodann auf sebr langwierige Rechnungen, die es vortheilhafter
erscheinen lassen, w mit Hilfe der mechanischen Quadratur nach Formel
13) zu bewirken.

Am Schlusse vorliegenden Abschnittes mdchte ich noch darauf auf-
merksam machen, dass die Einschrinkung der Formel 16) bez. 18) auch
fir das Bernoulli’sche Theorem gilt, so weit es sich auf die Wahr-
scheinlichkeit von Hypothesen bezieht. Es gentigt also nicht allein, wie
man bisher fast allgemein angenommen hat, dass s sehr gross ist, son-
dern es muss noch als weitere Bediogung hinzutreten, dass

$$ (a 3 _
. 2o (5-1) 1
18t.
Auch ist die erweiterte Formel, welche H. Laurent in seinem
»Traité du calcul des probabilités* fiir die Wahrscheinlichkeit von Hypo-
thesen giebt, sowie der gleichfalls dort abgeleitete obere Grenzwerth fiir

diese Wahrscheinlichkeit, wie aus einer Vergleichung mit den vorstehen-
den Entwickelungen sofort folgt, nicht genau.

e A A A A A A A A A o I A

Aufgaben der soeben bebandelten Art enthilt die mathematische
Statistik in grosser Menge. Hier ein .einfaches Beispiel.

Eine Gesammtheit, deren Glieder nur durch Tod auescheiden, be-
steht mach Wegrechnung der im Laufe des Jahres neu aufgetretenen
Activen und Invaliden am Schlusse des Jahres aus 250 invaliden und 9750
activen Personen. Es wird mit Rticksicht auf diese Gesammtheit gefragt:

a) nach der wahrscheinlichen Anzahl m der am Anfange des

Jahres vorhandenen Aectiven,

b) nach der Wahrscheinlichkeit m, dass m von der wahren Anzahl

nicht mehr als 1 Procent abweicht,

¢) nach dem wahrscheinlichsten Werthe v der Wahrscheinlichkeit,

am Anfange des Jahres invalid zu sein, und

d) nach der Wahrscheinlichkeit o', dass » von dem wahren Werthe

ebenfalls nicht mehr als 1 Procent abweicht.

Die Lebenswahrscheinlichkeit innerhalb des in Betracht kommenden
Zeitabschnitts sei fiir Active /=0,99301 und fir Invalide !, = 0,94870,
wihrend die Invalidititswahrscheinlichkeit = 0,00124 sein soll.

Zetaohrifs f. Mathematik u. Physik XXIX, 4. 14
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Auflésung.

In vorliegender Aufgabe bilden das Sterben und das Invalidwerden
die Ereignisse, welche sich der Beobachtung der urspriinglich, d. h. der
am Anfange des Jahres vorhanden gewesenen Activen hindernd in den
Weg stellen. Die Wahrscheinlichkeit p, dass jeder Activititsfall beob-
achtet werden kann, filit daher mit der Activititswahrscheinlichkeit zu-

sammen und ist nach Zeuner
21

p=Il— IF ’.
Durch Einsetzen der Werthe fiir / und i in diese Formel erbilt man fiir

die Berechnung von m
p=0,99177, ¢=0,00823,
withrend aus der Aufgabe direct .

a=9750
folgt. Nach I, Formel 4b) ist daher
9750 9750
; 000177 1 <" < 590177’
folglich
m = 9830.

Ferner hat man zur Bestimmung von o

«=9830, =80, n,=80, n,=98,

womit
: P=1
und nach I, Formel 22)
1,08...
hi="105"

gefunden wird. Die gesuchte Wabrscheinlichkeit, dass die Anzahl der
in der That am Anfange des Jahres vorhanden gewesenen Activen micht
mebr als 1 Procent grosser oder kleiner als m ist, ist somit
1,08...

109

Fiir die Berechnung des wahracheinlichsten Werthes © der Wahrschein-
lichkeit des Invalidseins am Anfange des Jahres hat man
a=250, b=9750.
Die Wahrscheinlichkeit p, dass jeder Invalidititsfall (Ereigniss E) be-
obachtet werden kann, fillt bier mit der Lebenswahrscheinlichkeit der
Invaliden zusammen und ist folglich
»=0,94870, ¢=10,05130,

wihrend die Wahrscheinlichkeit p,, dass jeder Activititsfall (Ereigniss ¥)
beobachtet werden kavn, nach dem Vorstehenden

0o=1—
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p, = 0,99177, ¢,=0,00823
ist. Damit folgt nach II, Formel 7)
v =0,02611.
Ferner ist, da © vom wahren Werthe nicht mebr als 1 Procent ab-

weichen soll,
0, = 0,02585, ¢, = 0,02637,

wihrend nach II, 10)
= —0,04540

ist. Damit ergiebt sich aber
1, =0,02471, 2, =0,02520,
sowie

2 . 2
% (;- ;..,) =0,01725, % (—‘:—— z,) = 0,00821,

womit fiir vorliegenden Fall die Anwendbarkeit der Formel 16) bez. 18)
unter 1I erwiesen ist,

Da nun ferner
9o =—0,09058, y,=0,13134

gefunden wird, so folgt endlich aus 1I, 18) .
o' =} (14 £)[0,14734 + 0,10192]

o' = 0,12463 — 0,00015 ¢,,

oder

wo £ <1 ist.

14*



XI1.
Ueber die Krimmungsmittelpunkte der Polbahnen.

Von

MARTIN GRUBLER,
Privatdocont in Zarich.

Hierzu Taf. VII Fig.1 u. 2.

Im Folgenden sollen die Kriimmungsradien, sowie die Lagen der
Kriimmungsmittelpunkte der Polbahnen ermittelt werden, wenn die Be-
wegung des starren ebenen Systems durch die Enveloppen (¢,) und (e,)
zweier Systemcurven (c,) und (cg) (Taf. VII Fig. 1) gegeben ist. Sind
K, und K, die Kriimmungsmittelpunkte der Enveloppen in der gegebenen
Lage des Systems, C, und (; diejenigen der S8ystemcurven, dann liegt
das Momentancentrum (der Pol) der augenblicklichen Bewegung bekannt-
lich im Schnitt der beiden Berithrungsnormalen 4, B, und X, B;. Die
Polbahntangente M T erhilt man mittels der Bobillier’schen Construe-
tion®, indem man LA, MT=L K MN antrigt; die zu MT senkrechte
Polbahnnormale M K, bildet mit der Geraden X, X, einen spitzen Winkel,
welcher mit f bezeichnet werden mag. Ertheilen wir dem System eine
unendlich kleine Bewegung, derart, dass die Beriihrungspunkte 5, und
B, nach B, beziehungsweise By, folglich die Centren C, und C, nach
C’;, beziehungsweise C’y riicken, so wandert das Momentancentrum
offenbar auf der Polbahntangente weiter und liegt im Schnittpunkte M’
der benachbarten Bertihrungsnormalen &, 8, und £;B;,. Die Polbahn-
tangente und -Normale im Punkte ¥’ findet sich wie vorher mittels der
Bobillier’schen Construction; im Schnittpunkte &, der beiden benach-
barten Polbahnnormalen erhiilt man dann den gesuchten Kriimmungs-
mittelpunkt der sogenannten festen Polbahn, d.i. des geometrischen Ortes
der Momentancentren M.

Um einen Ausdruck ftir den Kriimmungshalbmesser &), M =g, zu
erlangen, gehen wir von der Relation

do = gp.dz

* Vergl. hieriiber: Aronhold, Kinematische Mittheilungen, Verhandlungen
des Vereins zuar BefSrderung des Gewerbfleieses in Preussen. Berlin 1872, S. 144.
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aus, in welcher d6 das Element M M’ der festen Polbahn und dz den
Contingenzwinkel bezeichnet. Weil aber wihrend der uneundlich kleinen
Lageninderung des Systems die Gerade K, X; ihre Lage beibehilt, so
ist ds=df, also _ap.

op de’
Unter Berticksichtigung der sofort ans Fig. 1 sich ergebenden Beznehnngen
o=@, 4+, ag=p,+f, in welchen ¢, und @, die im gleichen Sinne
gemessenen Winkel der Strablen X, und M X, mit der Polbahnnormale
bezeichnen, erbilt man daher weiter

Ziehen wir um K;, bezw. K, die unendlich kleinen Kreisbsgen MM’
wnd MM’y (Fig. 1), so ist offenbar LM MM =9, LM MM =g,

folglich , : ) )
MM’ =de.cosp,, MM;=do.cosp,.

Setzen wir ferner MK, =r;, MK,=r; und bertcksichtigen, dass
MM = r.da,, MM';=r,.da,,
so erhalten wir die beiden Beziehungen
rida,=do.cosp,, rgdag=dc.cosep,;

durch deren Benutzung gehen aus den beiden fiir 1 oben gefundenen

@p

Ausdriicken die Relationen
1) g, _cosgy 1 doy_cosgy 1
ds 1, ep do g o

hervor. Die Grossen dp, und dg; sind nun an eine Gleichung gebun-
den, zu welcher wir auf folgendem Wege gelangen.

Ist W der Durchmesser des Wendekreises fiir die momentane Be-
wegung des Systems und setzt man MC,=R,, MC;=R;, so bestehen
bekanntlich® die beiden: Relationen

2) (—-—--—) cos ( )cos ——l
R #i= W R, 1) =W

aus welchen durch Elimination von # und nach Einfiilhrung der Abkiir-
zungen r, — R, =K, C, =¢,, ry— Ry=K,C;=¢gq dxe eine Gleichung

3) 0371 R, cospy =, 13 R, cos g,
hervorgeht. Differenziren wir dieselbe und ziehen in Erwiigung, dass ¢,
und ¢, constant sind, weil die Kriimmungsmittelpunkte C; und (; wiihrend
der unendlich kleinen Lagen#nderung des Systems sich auf Kreisbdgen
um K,, beziehentlich X; bewegen, so folgt wegen der Beziehungen

* Vergl. u. A.: Schell, Theorie der Bewegung und der Krifte. 2, Aunfl.,
L Thl. 8. 4es.
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~mm——

do,=dr,—dR =0, dey=dryg—dR;=0
die Gleichung
0 [(ri+ R,) cos@g dr, — r, R, sing, do,]
= 0, [(rg+ Ry) cosp, dry — ry R, sing, do,].
Dieselbe lésst sich jedoch von den unendlich kleinen Grissen befreien,
wenn wir benutszen, dass M', M'=dr,, M, M'=dr, und dass aus den
unendlich kleinen Dreiecken MM’'M’, und MM'M’, sich

de.sing,=M' | M'=dr,, do.sing,=M' M =dr,

ergiebt. Man erhilt dann sunXchst, indem man die vorstehende Gleich-
ung durch ¢, ¢;.do dividirt,

rnR . do, ryRy . d(p + ro4 Ry .
il Bald WY, Y3 _ 3 %ein 21 N e MLy BPY) cos 3 3 cos
o n @y da s P13s no, €osp; — Sing, cosQ,

und nach Substitution der Werthe l) fir 19, und 19y

da de
sing; —
Pp;’

R R
:mqp,coup,—:—é—smq:,coscp,-l-r -: ! sin @, cos g _r,;l- * singp, cos, .
T30 1 3

B

r 19: .
Diese Gleichung gestattet aber noch weitere Vereinfachungen. Zufolge
3) ist

ry Ry

109
es ergiebt sich daher sofort

R R
co:q;l=—6! cos @, :‘—o—‘cos q),=%coﬂpl;
1 101 s

rs By o ! gin 4
(1]
=r—-—‘+o2n‘mn¢, cosp,—-1-——32 ’+ By sing, cos @, .
1
Dividiren wir diese Gleichung mit cosg,.cosp; und beachten, dass auf
Grund der Relationen 2)
nR, _ kR

€ €SPy Qg COSQy

ist, so erbalten wir schliesslich

=W

Ia) L:—(lnnq:l—tan%):r——l"—zR’ tang, _r______,-:2R, tan @,
]
als Gleichung zur Berechnung von g,.

Der Kriimmungsradius ¢, der beweglichen Polbahn, also des geo-
metrischen Ortes der Punkte im beweglichen System, welche nach ein-
ander Momentancentren werden, ergiebt sich, indem wir vorstehende
Gleichung auf die umgekehrte Bewegung anwenden. Die letztere kommt
dadurch zu Stande, dass wir das bewegliche S8ystem zum ruhenden
machen und umgekehrt, dass also die Punkte & und C ibre Rollen
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wechseln. Demgemiss haben wir in Ia) nur r mit R zu vertauschen®
und erhalten dann sofort ‘

lb) %(mnwl_la”¢’)=_lrl—.*:ﬂ‘an¢l_mta"w’.

(71 0
Subtrahirt man erstere Gleichung von letzterer, so ergiebt sich
- —R
W(lanq;l—tan(;;,)(l__l_.):r' R, tanqpl—r’ 2 tan @,
éx ©0p €@

=langp, — lan@,,
also die bekannte Besiehung

%) 111,

welche anssagt, dass der Kriimmungsmittelpunkt der beweglichen Polbahn
eine Bahn beschreibt, deren Kriimmungsmittelpunkt mit dem der festen
Polbabn momentan zusammenfillt; denn die feste Polbahn kann als die
Enveloppe der beweglichen angesehen werden.

Die Gleichungen Ia) und Ib) erhalten jedoch eine etwas andere
Gestalt, sobald das Momentancentrum M nicht ausserhalb der Strecken
K, C, und K,C, liegt, wie in Fig. 1 und bei der Entwickelung vorliufig
angenommen wurde, sondern innerhalb der einen oder beider Strecken,
weil die Gleichungen 2) Aenderungen in den Vorzeichen erleiden. Um
nun nicht in den verschiedenen hier méglichen F#llen die Ausdriicke fiir
die Kriimmungsradien der Polbahnen einzeln aufstellen zu miissen, for-
men wir die Gleichungen Ia) und Ib) entsprechend um, beziehentlich
bringen sie auf eine solche Gestalt, welche von der erwihnten Lagen-
inderung des Momentancentrums nicht beeinflusst wird. Substituiren wir
in der Gleichung Ia) auf der rechten Seite

1w 1 w

— ] i —
e, cosp, r R, ggcosp; 1Ry

8o erhalten wir

w : r+2R, . ro+2R, .
—(tang, —tanpy) = W L1———L sing, — W 12— L2sing,
(’r( %1 @) r R e re Ry :
1 2) . (l 2) L
= ""(—'1‘14",—1 | sSingpy — w 1—3;"'; singy;

aus dieser Gleichung entfernen wir mittels der Relationen 2) die Grossen

1 1 .
_R—n und E- wodurch wir finden, dass

* Fir die umgekehrte Bewegung fillt bekanntlich der Wendepol auf die
andere Seite der Polbahntangente; es wiirde demnach in Ia) an Stelle von ¢, und
Py 180°+ @y, bezw. 1800+ q, gesetzt werden miissen. Da jedoch tan(180°+ @)
=tang, so hat die Lageniinderung des Wendepoles auf die Gleichung keinen
Einfluss.
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e e N

w _ ( 3 1 ) L 3, wW ) .
-p-'-(lanqyl—-tan p) =W E+—-Wco:¢l sinp, — W ,r_,+cos¢, sin g
—-) — (tanp, — tan @,),
folglich
1_ 3 (m‘mpl simp,) 1
11a) ;—tampl——tanq:, r, rg + W
Verstehen wir in dieser Gleichung unter @, und @, die Winkel, welche
die vom Momentancentrum M nach den Kréimmungsmittelpunkten &, und
K, gesogenen Strahlen mit dem von M nach dem Wendepole gezogenen
Strahle in gleichem Sinne gemessen einschliessen, so bleibt die Gleichung
IIa) dieselbe, welche Lagen C; und C; gegentiber M haben, weil die Gréssen
R in ihr nicht auftreten; sie umfasst demnach alle mbglichen Fille.
Durch die analoge Umformung geht Ib) tber in
1 3 (n‘n @, sing, 1
IIb) ‘ox lang —tang, \ R, R, w
und bierin bezeichnen @, und @, dieselben Winkel wie in IIa).
Setzen wir zur Abkiirzung

3 (sa'n P _ sin q),) - 1 ,
lan @, — tan @, r rg ro
so bedeutet in der Gleichung
5) 1_1_1
e r W

ro den Abstand des Kriimmungsmittelpunktes &, der Bahn, welche der
mit X, momentan zusammenfallende Systempunkt beschreibt. Charakte-
ristisch ist nun, dass sich dieser Punkt A, mittels einer sehr einfachen
geometrischen Construction finden 14sst. Um auf diese Construction
gefihrt su werden, formen wir zundichst den Ausdruck fiir r; entspre-
chend um. Ziehen wir n#mlich (Taf. VII Fig. 2) MD_| MN, so folgt aus
den Dreiecken MK, D und MK,D
_Tl!_D_.coss’

MD.cose
= - = —)
sina,

sin g .
falls sur Abkiirsung L M ND = gesetzt wird; andererseits aus den Drei-
ecken X, MN und K; MN

oy =LK,MN+¢e, ay=LEK,MN+e
Auf Grund der Bobillier’schen Construction ist aber
LTME,=LK,MN=90°—g,,

Ty

also
LE,MN=90°— g,;
infolge dessen wird

o =90"+e—g@;, a=90"4:¢—g¢,,
demnach
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m—"‘—’“—"’::‘—— (5in (90° 4 e — ;) sin @, — 8in (90°4 ¢ — ) sin @)
n Ty MD. cose
__cos(&e—@g) sinp; — cos (& — @, ) sin @,
MD.cose
_Sin(9, — 95)
MD
und
6) 1_ Bsin(py—@,) _ 3coso cosq,
To ﬁ.(lunol—lamp,) MD

Sonach ergiebt sich &, sofort, indem wir M D'={MD machen und durch
I’ eine Parallele zu MN ziehen; dann sind die Schnittpunkte K, und
Ky derselben mit den Strahlen MK, und MK, die Projectionen des
Punktes K, auf diese Strahlen; damit ist aber auch K, bestimmt. Sucht
man pun in bekannter Weise unter Benutzung des Wendepoles zu X,
als Krimmungsmittelpunkt den zugehdrigen Systempunkt, so ist letzterer
der Kriimmungsmittelpunkt X, der ruhenden Polbahn. Bestimmt man
ferner zu K, als Krtimmuongsmittelpunkt den zugehdrigen Systempunkt,
80 ist letzterer und zwar auf Grund der Relation

der Kriimmungsmittelpunkt &, der beweglichen Polbahn.

Selbstredend lisst sich Ky auch direct ermitteln, indem man den
Punkt €, aufsucht, d. i. denjenigen Systempunkt, dessen zugehoriges
Bahnkrtimmungscentrum sich momentan mit A in Deckung befindet.
Bezeichnen wir den Abstand dieses Punktes C, vom Momentancentrum
mit R, so ist zufolge IIb)

1 1 1
worin
1_ 3 (sin®, _sing,
R, tangp,—tangp, \ R, R,

gesetzt wurde; formt man letsteren Aunsdruck in gans kbnlicher Weise

um, wie den fiir l: so erhilt man schliesslich

To
8) 1 _3cosq cosg, ,

R, ME
falls £ den Schnittpunkt der Geraden C, C; mit M D bezeichnet (Fig. 2),
Man findet folglich C, in ganz analoger Weise wie A, indem man ME
in drei Theile theilt und durch den ersten Theilpunkt E’ eine Parallele
zu MN zieht, welche letztere die beiden Strablen MC; und MC; in C,,,
besw. C,, schneidet; die Senkrechten, welche man in C, zu MC, und
in Cyy 2u MCy errichtet, treffen sich anf der Polbahnnormalen in, Cy:
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Die Construction der beiden Punkte &, und Ax kann jedoch noch
weiter vereinfacht werden und zwar auf Grund der folgenden Ueber-
legung. Die Krtimmungsmittelpunkte der Systemcurven und diejenigen
der Enveloppen der letzteren auf irgend einem Normalstrahl* bilden zwei
perspectivische zusammeufallende Punktreiben, deren Doppelpunkte im
Momentancentrum vereinigt liegen. Verbinden wir die Krtimmungsmittel-
punkte der Systemcurven s#mmtlich mit E, die der Enveloppen mit D
durch Strablen, so erbalten wir zwei perspectivische Strahlbiischel; die
einander entsprechenden Strahlen schneiden sich folglich auf einem Nor-
malstrabl, dessen Richtung dieselbe ist, wie die der correspondirenden
einander parallelen Strablen in den Btecheln. Die Richtung der letzte-
ren aber ist diejenige der Geraden D'K,, wie spiiter gezeigt werden soll;
es reducirt sich deshalb die Construction der Krimmungsmittelpunkte der
Polbahnen auf die nachstehenden einfachen Operationen,

Man ziehe X D senkrecht su M N, mache M D'=}MD und lege durch
D’ eine Parallele zu MN. Errichtet man in den Schnittpunkten &, und
Ky der letzteren Geraden mit den beiden Normalstrahlen MC, und MC,
Senkrechte, so schneiden sich diese in &, einem Punkte der Polbahn-
normalen. Trifft nun die Verbindungsgerade von X, mit P den durch
M parallel zu D'K, gelegten Strabl in G, so schneidet die Verbindungs-
gerade E£G auf der Polbahnnormalen den Krimmungsmittelpunkt X, der
festen Polbahn sus. Den Kriimmungsmittelpunkt &, der beweglichen
Polbahn findet man dann sofort, indem man die Gerade DA, bis zu
ihrem Schnittpunkt # mit MG verlingert und die Gerade EH ziebt;
letztere schneidet die Polbahnnormale in K. Nattirlich kann man mittels
des Punktes C, zuerst auch X, uud dann K, ermitteln.

Wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich wird, bat die Lage der
Punkte B, and B, (Fig. 1), in denen die S8ystemcurven ihre Enveloppen
momentan bertihren, keinen Einfluss auf die Gestalt der Ausdriicke IIa)
und IIb); es bleibt folglich die bier mitgetheilte Construction dieselbe,
wenn die Punkte B, und B; mit C,, bezw. C; zusammenfallen, die Be-
wegung des Systems also durch die Bahnen zweier Systempunkte be-
stimmt ist, oder wenn B, und B, mit &, bezw, A, sich decken, also die
Bewegung dadurch erzeugt wird, dass zwei Curven der beweglichen
Ebene immer durch zwei feste Punkte gehen.

Wenn dagegen die beiden Punkte €, und C, oder X, und K; ins

Unendliche rticken, so vereinfachen sich die Ausdriicke fiir 1 und 1

er ox
ganz erheblich, weshalb diese Specialfille hier noch Platz finden mégen.

* Wir nennen nach Aronhold (ibid. 8. 132) jeden durch das Momentancen-
trum gebenden Strabl der beweglichen Ebene Normalstrahl.
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1. Sind die beiden Systemcurven Geraden, liegen also C, und C;
im Unendlichen, 8o ist R, = R,=, folglich nach 2)
ry=—W.cosp,, ry=— W.cosq,;
man erhilt dann aus Ila)

also

und damit aus 4) o= W,

Diese beiden Resultate enthalten den S8atz: Wird die Bewegung eines
Systems dadurch erzeugt, dass zwei Systemgeraden lings zweier gegebe-
ner fester Curven gleiten, so liegt der Kriimmungsmittelpunkt der festen
Polbahn symmetrisch zum Mittelpunkt des Wendekreises und der Kriim-
mungsmittelpunkt der beweglichen Polbabn symmetrisch zum Wendepol
in Bezug auf das Momentancentrum.

2. Sind die beiden Enveloppen der Systemcurven gerade Linien,
fallen also X, und K, in das Unendliche, so ist r, =r;=o00, folglich

nach 2) R, = Wcosg,, ~ Ry=W cosqp,;
dann ergiebt sich aus IIb)
1_3 _1_2
. = W W W

d. i W

0=
und damit aus 4)

p="~W.

Wir haben also den Satz: Wird die Bewegung eines ebenen Systems
dadurch erzeugt, dass zwei Systemcurven lings sweier fester Geraden
gleiten, so liegt der Kriimmungsmittelpunkt der festen Polbahn im Wende-
pol und der der beweglichen Polbahn im Mittelpunkt des Wendekreises.

Ein bekanntes Beispiel ftr die letztere Bewegung liefert die sogenannte
Hypocykloidenbewegung des Cardamo (vergl. u. A.: 8chell, Theorie
der Bewegung und der Krifte, 2, Aufl., 1. Thl. 8. 230). Zwei Punkte
des Systems bewegen sich auf gegebenen Geraden; es fillt also B, mit
C, und B; mit C; zusammen. Da in diesem besondern Falle ausserdem
W constant ist, so sind die beiden Polbahnen Kreise, deren Radiem
gleich dem Durchmesser, bezw. dem Radius des Wendekreises werden. —

Mittels der gefundenen Ausdriicke fiir die Krimmungsradien der
Polbahnen lisst sich leicht die Frage beantworten, welche Systembewe-
gungen mit einer gegebenen ausser dem Momentancentrum die Kriim-
mungsmittelpunkte der Polbahn gemeinsam haben. Nennen wir in Rick-
sicht anf moglichste Kiirse der Ausdruckeweise nach Aronhold' (ibid.
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8. 138) jedes Viereck, welches von den beiden Kriimmungsmittelpunkten
C, und C; zweier Systemcurven und den Kriimmungscentren X, und K,
ibrer Enveloppen gebildet wird, ein Polviereck, so besteht unsere
Aufgabe in der Ermittelung aller Polvierecke, bei denen das Momentan-
centrum und die Kriimmungsmittelpunkte der Polbahnen gemeinschaft-
lich sind,

Zun#chst wollen wir die geometrischen Eigenschaften aller derjenigen
Polvierecke aufsuchen, deren Eckpunkte auf zwei gegebenen Normal-
strahlen liegen. Wie Aronhold (itid. S. 146) nachgewiesen hat, gehdren
die einander zugeordneten Punkte C und X auf zwei Normalstrahlen
einem collinearen System an, dessen Collineationsaxe die Gerade MN
(Fig. 2) ist. Es schneiden sich folglich die Verbindungsgeraden correspon-
dirender Punktepaare, d. h. die heiden nicht mit den Normalstrahlen
zusammenfallenden Polvierecksseiten s#mmtlich auf der Geraden MN.
Alle derartigen Polvierecke haben das Momentancentram und den Wende-
pol gemeinsam. Diejenigen Polvierecke unter ihnen, welche auch die
Kriimmungsmittelpunkte der Polbahnen gemeinsam haben, besitzen ausser-
dem die Eigenschaft, dass die Verbindungsstrahlen der Punkte C des
beweglichen Systems simmtlich durch E, die Verbindungsstrahlen der
zugeordneten Krimmungsmittelpunkte X durch D gehen miissen, dass
also die beiden unicht mit den Normalstrahlen sich deckenden Seiten
jedes solchen Polvierecks homologe Strahlen zweier perspectivischer Strahl-
btischel, deren Triiger in D, bezw. E liegen, sind. Man erkennt die
Richtigkeit der letzteren Behauptung wie folgt, Eliminiren wir aus den

drei Relationen 4), 5) und 7) —I—W, so erhalten wir die beiden Beziehungen

aus denen sich
1 (1 2) 1 ,(2 1)
—— — ——— 9, — -—+_
ep ¥ Ro+" (24 ¥ Ry " ry

ergiebt; substituiren wir hierin die aus 6) und 8) folgenden Werthe fiir

l— und l, so finden wir die Ausdriicke
o R

]
1 __( 2 1 ) 1 ( 1 2 )
(;;— M_D+_M_E' €08 @, €OS g, 5'—'— ﬁ+ﬁ COS @, COS g
Berticksichtigen wir, dass fiir alle Polvierecke auf denselben Normal-
strablen @, und @, dieselben Werthe haben, so erhalten ¢, und ¢x die-
selbe Grosse fiir diejenigen Polvierecke, bei denen MD und ME die
gleichen Werthe besitzen; Letzteres ist aber der Fall bei allen Polvier-
ecken, welche die vorerwiihnte besondere Eigenschaft aufweisen.

Unter diesen Polvierecken ist das dem unendlich fernen Punkte der
Collineationsaxe M N zugeordnete, n#mlich D, Dy, By By (Fig.-(2) dadurch
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ausgezeichnet, dass die Eckpunkte O, und D, sowie E, und &y die
Projectionen eines Paares entsprechender Punkte D,, E, der Polbahn-
normalen auf die beiden Normalstrahlen sind. Da n#mlich

CAME KA MDDy~ AME E,,
so schneiden sich die in D, und Dy, bezw. E; und Ey, zu den Normal-
strahlen errichteten Senkrechten auf der Geraden M4, also auf der Pol-
babnnormalen; ferner ist

1 1 _ cosqp, cosp, cosp, coseq,

ME, MD, ME  MD
1 1 1 1 1

woraus hervorgeht, dass D, der Krtimmungsmittelpunkt der Bahn ist
welche E, momentan beschreibt, dass also D, und E, einander entspre-
chende Punkte der Polbahnnormalen sind. Beachten wir nun, dass DD,
parallel EE, ist, so sind die letztgenannten Geraden die beiden einander
zugeordneten parallelen Strahlen in denjenigen perspectivischen Straklen-
bischeln, welche entstehen, wenn wir die correspondirenden Punkte auf
der Polbahnnormalen mit D, bezw. E verbinden. Die Richtung der Pro-
jectionsaxe dieser Strahlbtischel ist aber diejenige der beiden Parallel-
strahlen ; es ist folglich die Projectionsaxe MG parallel D D, bezw. EE,,
und, weil auch D'k, und E’C, letzteren Geraden parallel sind, parallel
D'K,, bezw. E'C,, was noch nachzuweisen war.

Erwihnt sei, dass die beiden Punkte D und E, welche bei der Con-
struction der Kriimmungsmittelpunkte der Polbahnen die Hauptrolle spielen,
kein Paar ¢inander zugeordneter Punkte auf ihrem Normalstrahl bilden.

Nachdem wir den Zusammenhang aller der Polvierecke anf zwei
gegebenen Normalstrablen, denen die Polbahnkriimmungscentren gemein-
sam sind, festgestellt und dabei gefunden haben, dass die Punkte D und
E diesen Zusammenhang vermitteln, vermigen wir den Zusammenhang
swischen den enteprechenden Polvierecken der ganzen Ebene dadurch zu
finden, dass wir die geometrischen Orte der Punkte D und £ bei sich
¥ndernder Lage der beiden Normalstrablen aufsuchen. Beriicksichtigen
wir, dass ¢p und ¢, dieselben Werthe behalten, wenn r;, und R, sich
nicht &ndern, so kinnen wir diese geometrischen Orte vermittelst der
Relationen 6) und 8) direct angeben. Aus 6) folgt ohne Weiteres, dass,
wenn z. B. @, variirt und @, constant bleibt, der Ort des Punktes [ ein
Kreis tiber M Dy als Durchmesser ist. Indem wir nun ferner noch ¢,
sich #ndern lassen, erhalten wir ein System solcher Kreise, deren Durch-
messer die von M ausgehenden Sehnen des tiber H D, errichteten Kreises
sind. Das Analoge gilt vom Ort der Punkte E. Die zur Festlegung
der Polvierecke ndthigen Projectionsaxen MN liegen senkrecht zu den
Strablen M D, bezw. ME.
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Inhaltsbestimmung der einem Dreieck einbeschriebenen,
umschriebenen und conjugirten Ellipsen.
Von

Max GREINER,
k3nigl. Reallehrer in Regensburg.

Der Inbalt einer Ellipse, die einem Dreieck einbeschrieben, um-
schrieben oder conjugirt ist, lésst sich zum Theil durch die senkrechten
Abstinde ihres Centrums von den Seiten des Dreiecks, theils durch die
Abstiinde desselben von den Seiten des Mittendreiecks, sowie durch den
Radius des dem Dreieck umechriebenen Kreises ausdrticken. Die hierauf
beztiglichen S4tze wurden zwar schon von Steiner, Schrdter und
Kantor aufgestellt uad bewiesen; jedoch die Herleitangen derselben auf
analytischem Wege, sowie mehrere sich hierbei ergebende Beziehungen
dirften, wie ich glaube, einige Beachtung finden und bilden dsher den
Gegenstand der folgenden Untersuchungen.

Es sei:

8, X2 4 05y X3 + agy Xp? + 20,3 X, X, + 20, X, X, + 205 X, X, =0
die Gleichung eines beliebigen Kegelschnittes in Bezug auf ein Funda-
mentaldreieck X, X; X,, dessen Seiten durch die Gleichungen:

X, =xcoss, +ysing, —6,=0,

Xy =2xcose, -y singg—08;=0,

X, =xcose, 4y singg — 9, =0
gegeben seien. Bringt man nun obige Gleichung durch Substitation der
Werthe von X,, X,, X; auf die Form:

g + oy ¥+ 20y 2y + 2052 + 20,y + =0

und setzt man:
®0r %1y o

%0y T11y @3
O30y @31y g
8o bestehen fiir die Léngen % und B der Halbaxen des Kegelschnittes
(Grunert’s Archiv fir Math. u. Physik 57, Theil XXII) die Relationen:

1) APt = é"—‘r A4 Bt =— (————-am-l;‘:")d .

Setzt man ferner:

G501 oy

Gy Oy

=34, =4d,
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ay, cose; + a,q COS&g 4 a5 COSEg=u,, ay, sine, | a,gsine; -+ a, singg=v,,
83,0, + @130y + @)y 8y =m;;

a5, CO8 &) + agy COS &g -+ agg CO8 g = Uy, @y, Sin g, -+ ayy sin ey - agq singg = vy,
89,0y + G598, -+ 89585 = m,;

ay) COS & + agq COS £ -} gy COSEg == Uy, Gy, SiNE, 4 Agg SN &g -} agy Sin 8y = vy,
851 8, + 8330, + 043 8y = my,

so findet man:

Qg0 = U €088, + Uy CoS &5 + Uy COsEy = Zu coss,

ay, = v, sin¢, 4 vy siney + vy singg = Zv sine,

Gy =1, 0, + w38, 4+ 38y = Zw §,

oy = U, sins, 4 uy sin gy - ug singy == v, cos ¢, + v, cos ey + v; cos ;= Zusine

= Zv coss,

O =— 1,8, — Uy 0y — Uy Oy == — m, cOS &, — My COS gy —~ Wy COSgg = — Zud
= —Zmwcoss,

@y =— 0,0, — 0,0, — v,0; = — w, sing, — Wy sinpgyg— Wy singg=— v §

=—Zmwsine.
Somit wird:
Zucoss, Zvcoss, — Zw cos¢
d=|Zusing, Zvsing, —Zwsing| =
—2ud, —2Zvd, Zwé

4, ug, ug| |cose,, cosgy, cosg,
sing, sing,, singg

dl ? 69 ] 68

vy, Vg, Vg
wy, Wy, w,

oder:

cose,, cosey, cosg, [

<| sing, siney, sing |-
8, & O

Seien ferner s,, $,, 5; die Liingen der Seiten des Fundamentaldrei-

ecks, J der Inhalt desselben und R der Radius seines umschriebenen

' 47 _J

5,58 R

und erhélt somit, wenn man die aus den Coefficienten ay: geblldete
Determinante mit [2] begeichnet:

Gy1y Gy3y Gyg
Gg14 Qgpy g
@31y Gggy Gy

4=

Kreises, so findet man fiir die letztere Determinante den Werth

]
2) 4= a)

Ferner ist:

d=Z2ucose.Zv sine — Su sine. Zv cose >

oder:

& = sin (g — &) (ug vy — g V) + sin (25— &) (4, 95 — uyv,) + sin (&, — &) (g 0, — 4, v).
8ind o, 0;, 6, die den Beiten s,, s,, s, gegenilherliegenden Winkel
des Dreiecks, so hat man:

2, sin(e, - e,)_-smc,-———.

:m(e,-:,)_smcl——-—’ sin(o,—sl)=sinc,=2R 2R

) 2R
uand somit ist:
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6= 2R [5y (ug 03 — g 05) 4 5 (4,05 — Uy 0,) 4 85 (uy 0, — %, 9,)];

nun ist aber:

Uy Dy — Uy 0y = $in (&3 — &3) (ag9 ayy — ayy?) +- sin (83— &) (a55 ;3 — @,9a5,)
S1y G413y Gy
Sgy Gggyv Ggg
S3y dgg, Ggg

+ sin (& — &) (81305 — 2y 0y5) = 2R’

und ebenso: .
Gy Q435 S

811y S1y Gy
G319 Sgy Ggg (s “2”1—“1”:=2—R‘ g1y G35, Sg

Gg1y S3y Ggg Ggyy dggy Sg

Uy — U =3

’

weshalb folgt:
G11y Gygy Gygy 5y
6=—L- Gg1y OG99y Oggy Sg|,
4R |ay, ag, ag, S
S0 Sgy S5 O

Mit Riicksicht auf 1) und 2) ergiebt sich daher:

3
a a a 8
ay,, Gy, Gy |° ann am am sl
Gy Gggy g || P17 T W R
d . . a G31y g9, GBggy g
31y 33y Gy

Sy S, S, 0

APt = — G4 MR

Bezeichnet man die letzte Determinante mit [a,s], so erhiélt man fir
den Inhalt F des betrachteten Kegelschnittes die Beziehung:

3) 4 F3=—64n*J4R%[a]®: [a, s]>
Da ferner:
g+ @y, = @, + ag + agg + 2 ayg cos(e,— &) - 2a,4 cos (23— &,) + 2ay5c08 (¢, — &)

=a,; + 8y + a3 — 2ay4 c056, — 2a,5 c050; — 2a,, O8O,

ist, so folgt aus 1): .

4) U4 B = 1672 R¥(2ay4 cos 6, + 2a,5 cos 6, + 2,5 C0s 63 — @, — Bgg — ay;)

X [a]:|a, s]*.
Eine durch die Gleichung: @ =1, X, 4 A, X, 4 4, X; = 0 dargestellte

Gerade trifft den betrachteten Kegelschnitt in zwei Punkten, fiir deren

Abstand d die hekannte Relation (vergl. Fiedler’s Geometrie der Kegel
schnitte S. 529) besteht:

5) d*=64R*J®|A 2447+ A2 — 24,45 coso, — 24, Ag cos oy — 21, A4 cos6y)

Gy Gyg, g5y Ay, 8 |°

By, Gygy g3, A

a a a Ay, S

a a 21y O3y Oggy Agy S

21y Oggy Oggy Ag | “ . 4. a s | -

o G a | @3y, G, Gggy Agy Sy,

31 82 “83» 13 Al i 2 0 0

11 29 1] )

A, Ay A4, 0 o 0
8, S3y S5, ’

Setzt man der Kiirze halber:
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Gy’ — Oy =pyy G’ — 00 =g, Oy — 0y Gy =py;
gy g3 — @13 (1p = fhggy 33013 — B19fg3 = 43, G330;9 — O138g5 = fhy3]
O5085" + gy 8" — 2053858y = vy, G538,  + 0y 357 — 20,45, 8y = vy,
ay,53° + a5 5, — 20455, 8, = vy
81 (— 838, + ay3 5y + 013 85) — 0y, 8385 = 3y,
83 (339 51— 81555 + 015 55) — gy 8y 35 = ¥y5,
85(gs 81 + 81583 — 819 53) — Ugy 8, 83 =y,
so liefert die Entwickelung der beiden in 5) vorkommenden Determinan-
ten die Ausdrticke:
6) [803] =12 0y + 35 gy + AP s + 255 pog + 22 Ay pryy + 23, Ay iy,
(84, ] = 247 vy + 45 v + AP vgy + 2hdg w5y + 24, 3y vy + 24, Ay v
Die Coordinaten des Kegelschnittcentrums ergeben sich aus den
Gleichungen: ay X, + ayy Xy + 0, Xy = x5,
Oy Xy + agy Xy + a5 Xy = x5,
a3 X) + agg Xy + agy Xy =3,
und man erb#lt hierfir die mit einem Proportionalititsfactor noch su mul-
tiplicirenden Ausdriicke:
. X' =501 + S3p40 + S5 43,
X'y =813+ S pigs + S3 iz
X'y =8 gy + Sy g5 + 53 pizs -
Zugleich erkennt man, dass:
X 45X 45X,
=8 sy + 55 gy + S5 gg + 28355 gy + 28, Sy s + 28,8559 = [a, 5]
ist. Wihlt man nun statt der oben genannten Geraden @& den zur Seite
X, des Fundamentaldreiecks parallelen Durchmesser des Kegelschnittes,
den man als die Verbindungslinie des Mittelpunktes (X*,, X'y, X’;) mit
dem unendlich fernen Punkte (0, —s,, s;) der Seite X, betrachten kann
und dessen Gleichung somit:
X (X gsg4 Xgsg) — X X' 55— X, X' 8,=0
wird, so erhidlt man aus obiger Beziehung 5) die Linge d, dieses Durch-
messers, wenn man darin A, =s; X3+ 5, Xy, hy=—5X"|, {y=—35X";
setzt. Da nun auch 4, =[a,s] —s,X’; ist, so hat man:
A3 A4 41— 22,05 cos0, — 24,45 cos o, — 21, Ay coscy
=[a,s]? 4 522" 3 — 25, X', [a, s] + X2 [s5® + 8,° — 25,3, cos0,]

Ferner ist: +2 X' (53 cos 6y + 3, cos a5) ([a, 8] — 5, X'y) = [a, "

[a, 3] =g, ([0, 8] — 8, X + X' P (ugs 8" + pas 85" + 21555 55)
—2X' (8313 + Sy mp) ([0, 8] — 5, X))
=y [a, s+ X2 (5,2 + 53 g + 857 gy + 28555 155 + 25, S5y
+ 25, 53p5) = 2X, (3, 8] (54845 + Sp 19+ 85 th15)
oder: _ Fu (a, s]* + X' ,*[a, 5] — 2X',*[a, 5] =[a, 5] (uy, 2, 8] — X'
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[a, 3] =[a, s].[5® (1 prag — #1s™) F 85% (113 tas — #18%) — 285 85 (iyg 13 — B12 Hes))-
Nun sind aber:

Bratigg— s’ =agg[a],  pygptos — iis* = agla],  pyapys — By ey = a5 [a]
und daher wird:
[a,2)=v,,[a,s].[a].
Die Determinante [a,4,s] geht iiber in:
. [a, 4, 5] :
=y, [a, 518 + X' 3(s2 vy, + 550 vgq + S5¥vgs + 28, Syvgy 4 25, 8395+ 23, 8,vy9)
— 22X [a,5].(8, v, + 53 %;5 + 55 vy4)
=w,[a,s]'+ X' *[a,s,5] — 2 X', [0, ].[8, v, + 85v,5 + 5y7,).
Da aber der Ausdruck s,v,, 4+ s;v,+ 5;v,5, sowie die Determinante
[a,s,s], welche zwei gleiche Reihen besitzt, identisch Null sind, so

folgt:

[a,3, 5] =v,[a,s]*
und bhiermit ergiebt sich nach 5):
__64R*J%a]) _ 64RJ?
T wyla, 8] T sgtagg +sgtag — 28,5404
11y Gygy U435y §
851y Gggy Uggy S )

Gg1y dg3y dggy S
S, S5 S5, 0

7) d?

G314 G1gy Gy
G311 Gggy Ggg:
Ogpy O3y Gsg

X

Ganz dhnliche Ausdriicke erhiilt man fir die L¥ngen d, und d, der
mit den Seiten X; und X; parallelen Durchmesser des Kegelschnittes.

Bezeichnet man mit p,, p;, p, die senkrechten Abstinde des Kegel-
schnittcentrums von den Seiten des Fundamentaldreiecks, so hat man:

P]="X'p Pg=“X'9o py=xKX'g,
und da stets:

2J=p,8, +psSs + P35y =2(3, X1+ 8, X 3+ 85, X)) = x[a, 5]
ist, so folgt:

8) 27 X', 20X’y 20X’y

h= [a,s] C P [a, 5] Ph= [a, 5] )
Die Verbindungslinie der Mitten der Seiten X; und X, des Funda-
mentaldreiecks hat die Gleichung: — s, X, + s, X, 4 s, X; =0, die dadurch
auf die Normalform gebracht wird, dass man sie mit dem Ausdrucke:
0; = [(— 3, cose, 4 s; cos &g + 55 cos e5)® + (— 3, sine, + s, singy + 4 sing,)¥]%
dividirt. Nun ist aber:
0y = [5,7 4 5,2+ 5,7 — 23,3, coso, + 25,55 cosa, + 25,3, cos 65]% = 25,

und daher lassen sich die senkrechten Abst#nde p’,, p'y, p’; des Kegel-
schnittcentrums von den Seiten des Mittendreiecks ansdrdcken durch:
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’ L 14 ’ ’
P, =§—.(—‘1X 1+ 85X +5,X5),
Sy
’ l ’ ’ ’
Py=g_ (X — 55X+ 5 X'),
23,
’ l 4 4 4
Py=5- (8, X+ X3 —3,X),
23,
und weil hierfiir die Beziehung besteht:

’ ’ ’ l ’ » ’ l
=’xP1+32P2+’sPs=f(snxx'l"exs+3sxs)=§[“a‘]»
so findet man:

, J , , ’
P1=m(—sxxl_+’sxs+‘ax 8

9) P’ s’[a 8] (8, - S X’)+‘SX'S)$

= . [a 5] (5, X' 4 8, X'3 — 5, X',).

Will man nun das bisher Gefundene auf eine beliebige, dem Fun-
damentaldreieck einbeschriebene Elllipse tibertragen, welche durch
die Gleichung:

Ke=a®X 4o Xl dalX?— 200, X, Xy — 20 05 X, Xy — 20,0, X, X, = 0

dargestellt werden kann, so hat man nur zu setzen:

o=t ap=of, ag=of, ay=—o0, agy=—aa, 6y=—aq
und erhélt somit hierfiir:
=pp=pu=0, pyp=—20 00qy, l‘xs—"'2“s "1%' e =—205%e, a5,
ferner
X =20 0505(53 05+ 55),

Xy=—20,0504(s, 05+ 55 0,),
Xy=—20,ap05(5; 05+ 550,);
[a,8] = — 4o, o ag(er; 8555 + g 8, 55+ @35, 55);
[a]=—4af e’ af; v, = (53054 5504),
und wenn man: a; 5,5yt ag8; 83+ @38, Sy =m setzt, so findet man:

Pl=$(-*a%+-’s“g)» P:=;n{(31“»+‘s“1)v Ps=£(31“1+32“1)1
, 838z J ,  8,83aJ , S 8q0g]

1= s,m ’ L sgm ’ = Sym )
Ftir den Inhalt F, der Ellipse &, erhlt man somit nach 3):
16 n®J4 R3« 1%y

Fi= -

J3s, 5,8, a; a5 04 4]‘Ra,u,u3

’ » ’
Da aber: p,pypg== - s

ist, so folgt:

15°*
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Hat das Centrum einer beliebigen einem Dreieck
einbeschriebenen Ellipse von den Seiten des Mitten-
dreiecks die Abstéinde p,, p’;, Py und ist R der Umkreis-
radius des ersteren Dreiecks, so ist der Inhalt derEl-
lipse:

10) F,=2nYRp'\psprs.

Aus 7) ergiebt sich:
__64R*J3q g0, 64R*Jajagay, 4 FS?
Tm(get ) pie = p’n?
weshalb folgt:

Sind p,, ps, ps die Abhstinde des Centrums einer
beliebigen einem Dreieck einbeschriebenen Ellipse
von den Seiten des Dreiecks und d;, dy, dy die Liingen
der mit den Dreiecksseiten parallelen Durchmesser der
Ellipse, so ist ibr Inhalt:

11) F,= *ndlp1=;nd’p’=*udaps,
Zugleich ergiebt sich:
12) Die zu den Dreiecksseiten parallelen Durchmesserder
Ellipse verhalten sich umgekehrt wie die senkrechten
Abstdnde ihres Centrums von diesen Seiten.

d.3

A oder F,=}=d p,

Ferner hat man:
13) d*p,* + dg’py’ + dy*py* = 48R p'y p'y 1’y
Die Beriibrungspunkte des Kegelschnittes X, mit den Seiten des
Fundamentaldreiecks haben die Coordinaten 0, oy, ag; oy, 0, ;5 o5, 5, 0
und daher hat das von ihnen gebildete Dreieck den Inhalt:
0, a5, @

8,88, J
15353
ag, 0, o |=

— ] 200,055, 55
(org 85 + g 85) (e, 85 + @y 5,) (@, 83+ @3 8,)

4,
‘ Py P3Py m?

o, a,, 0
woraus sich ergiebt:

14) Der Inhalt des von den Beriihrungspunkten der dem
Dreieck einbeschriebenen Ellipse gebildeten Drei-
ecks ist:

4,=2701PsPs,
Dy Py Py
Wire K, eine Parabel, so hitte der Quotient PiP3Ps jon Werth

PPy Py
Eins, da die Grissen p alle unendlich gross sind. Daher der bekannte

Satz:
15) DerInhalt eines von drei Parabeltangenten gebildeten
Dreiecks ist die H#lfte vom Inhalt desjenigen Drei-
ecks, welches die drei Bertthrungspunkte bestimmen.
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Aus 4) folgt:
4R J?
16) W'+ B = —7— (o' + o'+’ + 2050, coso, + 2¢, a4 cos o,
+ 2«, @, cosa,).

Um die geometrische Bedeutung dieses Ausdrucks ermitteln zu kn-
nen, ist Folgendes vorauszuschicken: Ist die Gleichung eines Kreises in
trimetrischen Coordinaten gegehen, so kann man sich dieselbe durch Ein-
fibrung der Ausdrticke fir X, X;, X; in rechtwinklige Coordinaten iiber-
gefibrt denken, so dass die Kreisgleichung, wenn &, ym die rechtwink-
ligen Coordinaten des Kreiscentrums und ¢ den Radius des Kreises be-
deuten, die Form annimmt:

M(z—zm)! + (y—ym)* — '] = 0.

Denkt man sich nun in dieser Gleichung an die Stelle von « und y die
Coordinaten z,, y, eines beliebigen Punktes gesetzt, wodurch man erhilt:
l[(.’l‘o— xm)"" (.'/—yn)’ - 0’] =%,
so stellt der Ausdruck (zy—&m)®+ (¥y— Ym)® das Quadrat des Abstandes
der Punkte z,, y, und Zm, ¥ym vor und man bat somit ftir die Linge ¢
der vom Punkte z,, y, an den Kreis gelegten Tangente die Beziehung:

17) i1B=x.
Der dem Fundamentaldreieck conjugirte Kreis hat die Gleichung:
X 3s, coso, + X,;*s, coso, + X 2s; cosoy, =0,
es ist also hierfir:
A =3, cosa, cos®z, + s, coS G, cos? e, + 3, coS Oy COS gy

oder auch:
= in? in? ind
A =2, coso, sin’e; + 33 cosoy sin®ey - 34 cos oy sin® gy

und daher durch Addition beider Gleichungen:
24 =3, cosc, + 5, 050y - 8, COS Sy = 21—;-,
Ist ¢ die Linge der Tangente, die vom Mittelpunkte des Kegel-
schnittes X, an jenen Kreis gezogen werden kann, so hat man: t’=7n,

wobei die Grdsse » dadurch erhalten wird, dass man in der Gleichung
des Kreises statt der rechtwinkligen Coordinaten diejenigen des Mittel-
punktes von K, oder statt der Ausdricke X,, X;, X, die Abstinde p,,
Py, py des Centrums von den Seiten des Dreiecks setzt. Daher ist:

1 = p,3s, cose, + p,ds, cos oy + pgd oy cos oy
= (5, (sg@y + 85 @5)% cos 6, + 84 (5, @5 + 35 &, )08 64 + 85 (5, @5 + 55 @) cos 05]
und somit:
oo
also ist nach 16):

(o + a? + o2 + 2 25 a4 cos 6, + 2, @ OS5 03 + 2, 04 €OS Gy);
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und es ergeben sich die bekannten Sitze:

18) Die Summe der Halbaxenquadrate eines dem Dreieck
einbeschriebenen Kegelschnittes ist gleich dem Qua-
drate der Tangente, die vom Mittelpunkte desselben
an den dem Dreieck conjugirten Kreis gelegt werden
kann.

Da der dem Dreieck conjugirte Kreis den Hbhenschnittpunkt des
Dreiecks zum Centrum hat, so folgt:

19) Die Mittelpunkte aller einem Dreieck einbeschriebe-
nen Kegelschnitte, fir welche die Summe der Halb-
axenquadrate constant ist, liegen auf einem Kreise,
dessen Mittelpunkt der Hohenschnittpunkt des Drei-
ecks ist.

20) Der Ort der Mittelpunkte aller einem Dreieck einbe-
schriebenen gleichseitigen Hyperbeln ist der dem Drei-
eck conjugirte Kreis.

Betrachtet man nun einen dem Dreieck umschriebenen Kegel-
schnitt, dessen Gleichung ist:
Ky =a, X, Xy + ag X, X, + ag X, X, =0,
so hat man in den frilheren Entwickelungen nur a,, = ag=a; =290,
Gy =a,, a,3=0,, a,g==a, zn setzen und erhXlt sodann:

Bu=0r" By =05 Uy =0 Wy =—0,0y, Py — =00y, p3=—a,ay,
X' =—a,(—s0,+ 50, +5a5), X'y=—a;(s,a,—838;+ 54a,),
X'y=—ay(s, 0, + 550, —339,),

[a, 5] =520 + st ag® + s a,? — 25,55 agay — 23, 550,05 — 25,5, 0,0y,
[e] =24,05a5, v, =—20,35,.
Setzt man der Kiirze halber:
—sa? —stad —sta+ 25,8,0.0, 4 25,8, 0,0, + 25, 58,0,=n,
— 8,8, + 350, + 505 = 01> 5,0, 54 + Syu3 =g, 8,0, + 530, 5305= ¢y,
8o werden:

2Ja,p 2Ja 2Ja
P1=‘"—nu'" P9=—‘:o’ ' ps_:____"s(’s 3
s Jeses r o Jees s Jees
Pim——gn 0 Pa= 0 Ph=—
und daher:
’ Pgpyn ’ Py pgn Py Pgn
21 = = =.__u.._ = 173 .
) P1= 450050 P13 4s,a,0,J 8" 4sya,a,J
Fir den Inhalt F, der Ellipse K, folgt nun aus 3):
PEe 256 n2J4R%a2a.tu,?

ns !
da aber nach 21):
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’ s Pn’Pz’Pa"'a_
ist, 8o ergiebt sich: PiPals 256 /' Ra,"ay’ ay?

Hat das Centrum einer beliebigen einem Dreieck
umschriebenen Ellipse von den Seiten des Dreiecks
die Abstiinde p;, p;, p; und von den Seiten des Mitten-
dreiecks die Entfernungen p’,, py, p3, und ist R der
Umkreisradius des Dreiecks, so hat man fiirden Inhalt

der Ellipse: 7
22 Fy= P -
) «=%P P3Py P PP

Aus 7) folgt:
w 7) folgt 64 R2J3 4R
— b b POl 4 V.4

d, 2
! Sg8gm r

daber ergiebt sich: ]
Fir die Lingen d,, d;, d; der mit den Dreiecksseiten

parallelen Durchmesser einer dem Dreieck umschrie-
benen Ellipse bestehen die Besiehungen:

23) ap= 2200, e ARDPy s ARDiRy
1 Py Ps
Da ferner:
64R3p3pip2 G4RIF,}3
d dg)? = 7 II ’, 8 =
( 1d2 8)’ PlP:Ps “s

ist, so folgt:
Der Inhalt der dem Dreieck umschriebenen Ellipse

ist auch:
nd, d
) r=2950%. ,
Die Tangenten des Kegelschnitts A, in den Eckpunkten des Drei-
ecks haben die Gleichungen:
o Xy + 03X, =0, o, Xy+aX =0, aX+aX =0
und die gegenseitigen Schnittpunkte dieser Tangenten haben daher die
Coordinaten —a,, a,, a3; a,, —as, ag; a;, a;, —ag und bilden ein Dreieck,
fir dessen Inhalt 4, man hat:
—Gp 43, 4
du=3.3;8yJ.| a;, —a;, a5 10,0308
Gy 43y, —ag
8a,ayay 5,858 0", P'sPs

=43,5.8,Ja,aa,: P PePs 3

somit ist:
25) Au="{" Pll"ﬂ’s .
2 PPl

Aus 4) folgt in diesem Falle:
64 R%J2a,a,

26) %’+$’=-—"" a, €086, + ag cos 6, + ag cosag).
n 1 1T 0 3
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Der Neunpunktkreis des Fundamentaldreiecks hat bekanntlich die
Gleichung:

X's, coso, + X,' 8, c0s0y + X,'s, cos 0y — 5, X, X, — 8, X, X, — 8, X, X, =0,
daher sind die Coefficienten von z* und y* dieser Gleichung:

Aa=$, cos 0, cos’e, + 8, CO8 0y COS® &y + S, COSG, COS* &, — S, COS &y €OS £y
— 8, 0088, COS &y — 34 COS 2, COS &y
und
A =38, cosq, sin*s, + S, CO8G, Sin' e, -+ 3, COS O, Sinte, — 3, Sin e, sSine,
. — 8y 8ing, sing, — S, sineg, sing,,
daher:
21 =5, C080; + 3, CO3Gy + 8, COSGy — 8, COS (8 — &;) — S, €08 (28— &)
— 8, €08 (8 — &),
worauns folgt:
27
A =3, cosa, 4 s, o806y + S, COS 0, = 7

Ist ¢t die Li¥nge der vom Centrum des Kegelschnittes X an den Neun-
punktkreis gehenden Tangente, so hat man:
d R
t= 2—Jﬂ,

wobei:

% = P8, €086, + py" 5, 080, + P,* 8, CO8Gy — 5, Py Py — S0y Py — 8, Py P
oder:

2

x= —n{— [s. e’ e

A e
25,8,

) 2_ot
+3:at’0t’s fth ‘_'

2 2! ¥
2s,s, tada'e 23,5,

"‘31aa“n?s(’o"stalasm?a—3o¢|¢:0|0!]o
also:
1

t= 4—”,[8.'(3:‘1101'—8,41, e.)’_ :|4a'to'!+ s.l(s' a0 — ,'a.o.): — s,‘a,’g,'
+ 5, (518,00 — 5:0,0)' — 5, 0,0 047
Nun sind aber:

—31801 F 520100+ 58,0 =203y 510,01 — 520202 + 58,03 =0, 03

' $10101 F 5302 00— 510302 = 01 01
und es wird desbalb:' i ' e '
1 .

f=—alelmatala’aetateto el =— L2 [l + oo+ ')

Da nun: .
Py Pa Pt

o'e’e'=84,a,a,.l'

und
8% 0+ 5" 01 +8,' 05 = 28, 5,3, (a, cos o, + a, cos 6, + a, cos q,),
8o ist, abgesehen von dem Vorzeichen:

A= Rp,pypyn
4a,a,a, J?

Mit Ricksicht auf 26) und 21) geht nun hervor:

(a, cos 6, + a, cos 6y + a, coso,).
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Die Summe der Halbaxenquadrate eines dem Drei-
eck umschriebenen Kegelschnittes lisst sich durch die
Abstéinde seines Mittelpunktes von den Seiten des
Dreiecks, sowie durch die Abstinde desselben von den
Seiten des Mittendreiecks und durch die Linge der
Tangente, die vom Centrum an den Neunpunktkreis
des Dreiecks gezogen werden kann, auf folgende Weise
ausdriicken:

- 2 +_ PtP:P.
2 WtB—=r P :Pl
Zugleich geht hieraus hervor, dass der geometrische Ort der Mittelpunkte
aller einem Dreieck umschriebenen gleichseitigen Hyperbeln der Neun-
punktkreis des Dreiecks ist, weil hierfir '+ B'=0 wird.

Ein dem Dreieck conjugirter Kegelschnitt hat die Gleichung:
Ko=A4, X+ 4 X'+ 4,5,'=0,
weshalb :
ay=4,, ay=ay, Gy=4d,, Gy=2a,;,=0,=0
zu setzen sind; und man hat daher:

p=—Adydy, pn=— A4, 4;, psy=— 4,4, Pes= s = p1g = 0;

X i=—s44,, Xy=—3,4,4,, X'y=—35,4,4,
[a,8]=— (s Ay Ay + 8,° 4, 4y + 5,2 4, 4,), [a] = 4, 4, 4,

und, wenn man:

st dy A+ 5" 4 Ayt 5,' A Ay =u
setzt, so werden:
2s,4,4,J 23,4, A, T 28,4, 4,0

”'=—'u’—.*" p==ten, p A

Fir den Inhalt F, der Ellipse X, findet man somit nach 3) die Beziehung:

64ntJ R 4,2 4,2 4,2

Fl= s
3 H

weil aber:
32RJ 424,24,

P PPy = &

ist, so ergiebt sich der von Faure bewiesene Satz:
Der Inhalt einer dem Dreieck conjugirten Ellipse ist:

28) ' F,=ny2Rp, psps.

Aus 7) folgt:
dte— 6AR*J* A, A, A4,
' u(dysy' + 4,5,") i
da aber:
Atsl'+4133.—24 J(‘:Pt+33Pa)—2A J(2J —$p),

so ist, wenn man mit 4, die zur Seite s, gehorige Héhe des Fundamen-
taldreiecks bezeichnet:
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dte 128 B*J*4,*4dy 43 _ 8 Rp,p,_
. T g w'(py—h) - p—h’
mit Riicksicht auf 28) folgt somit:

Hat das Centrum einer beliebigen einem Dreieck
conjugirten Ellipse von den Seiten des Dreiecks die
Abstéinde p,, py, p, und sind ferner A,, A, , die Héhen
und B der Umkreisradius des Dreiecks, so bestehen
fur die zu den Dreiecksseiten parallelen Durchmesser
d,, dy, d, der Ellipse und fiir deren Inhalt F, die Be-
ziehungen:

d*}(py—h)=8Rp,py, d'(py—hy)=8Rp,p,, d'(py—hy)=8Rp,py;

29) Fl= % e (p—h) = % 4Py (Py—hy) = '}da'Ps(Ps—h-)-

Ferner folgt aus 4)
16J2RY4, 4, 4
30) . 91'+23'=—6—7—'A'—'(l.+4z+4.)-

Der Umkreis des Dreiecks hat die Gleichung:
s X X+ 5, X X, 45, X, X,=0
und die Coefficienten von 2* und y* dieser Gleichung sind:

A=8, COS& COSE; -} Sy COSE, COS &5 -} S5 COSEy COSEy,
A=s, sing, sing, + s, sing, sing, 4 s, sine, sine,,
daber:
2J
21 = — 38,086, — 3, €C08Gy — 3 COS 0y = — — °

R
Fiur die Linge ¢ der vom Mittelpunkt des Kegelschnittes K. an den
Umkreis gezogenen Tangente hat man somit:

R
f=—7”,
wobei:
45,8,8,J2A, A A
=S8, P Ps ¥ 51 Py Py + 83 Py P2 = L2 .“g L '(A,+A,+A.);

es wird also nach 30):

T A=w4®,

d. b.:
31) Die Summe der Halbaxenquadrate eines beliebigen
- dem Dreieck conjugirten Kegelschnittes ist gleich dem
Quadrate der von seinem Centrum an den Umkreis des
Dreiecks gelegten T'angente.

Es liegen daher auch die Mittelpunkte der einem Dreieck conjugir-
ten Kegelschnitte, wofiir die Summe der Halbaxenquadrate constant ist,
anf einem Kreise, der das Umkreiscentrum des Dreiecks zum Mittelpunkt
hat, und die Mittelpunkte aller einem Dreieck conjugirten gleichseitigen
Hyperbeln befinden sich auf dem Umkreise des Dreiecks.
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Ist ein Dreieck und ein beliebiger Punkt p gegeben und wihlt man
denselben als Mittelpunkt von drei Kegelschnitten X, X, und X,, welche
dem Dreieck beziehungsweise umschrieben, einbeschrieben und conjugirt
sind, so haben in den Formeln 10), 14), 22), 25) und 28) die Grissen
Piy Pay Ps» P'yy P'yy Py gleiche Werthe und es ergiebt sich gunkchst aus
10), 22) und 28):

32) Hat man drei concentrische Kegelschnitte &, &, und
k., wovon der erste einem gegebenen Dreieck umschrie-
ben, der zweite demselben einbeschrieben und der
dritte dem Dreieck conjugirt ist, so besteht fir die
Inhalte dieser Kegelschnitte die Beziehung:

Aus 14) und 25) folgt: Fi=F..F,.

"33) Ist von zwei concentrischen Kegelschnitten der eine
K, einem Dreieck wmschrieben, der andere &, demsel-
ben einbeschrieben, so ist der Inhalt des Dreiecks das
geometrische Mittel swischen den Fldchen jener bei-
den Dreiecke, welche von den Bertthrungspunkten des
Kegelschnittes X, und von den Tangenten des Kegel-

" schnittes X inden Eckpunkten des gegebenen Dreiecks
gebildet werden; d. b.:

Jt= 4.4. d,.
Ausserdem hat man noch die Relationen:
34) Fy:Fo=J:4,= dy:J.

Ist die Lage des Punktes P eine derartige, dass ein Paar der drei
concentrischen Kegelschnitte inhaltsgleich wird, so sind alle drei Kegel-
schnitte flichengleich; zudem haben alsdann -die beiden Dreiecke 4, und
4y mit dem gegebenen Dreieck gleichen Flicheninbalt. Der erwibute
Fall tritt aber dann ein, wenn fir den Punkt P:

PPy =20 920
ist. Bezeichnet man die Coordinaten von p mit X,, X,, X, und den
Ausdruck s, X, + s, &, 4 8, X, mit @, so hat man zufolge 8) und 9):
455X, 5, X,=(0—25,X,)(6— 25 X,) (6 — 25, X))
und es wird daher die Gleichung des geometrischen Ortes fiir den Punkt P:
U=8("X + " X' + 5" X' — 25,5, X, Xy — 25,5, X, X, — 25,5, X, X,)
+ 123, 3,5, X, X, X