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Die in der Kinematik als Rollflichen bekannten krummen
Flichen bilden die Grundkdrper der sogenannten unrunden Réder,*
die dazu dienen, eine gleichférmige Rotationsbewegung der einen
Welle in eine ungleichformige der anderen Welle umzusetzen. Sie
sind im allgemeinen Cylinder-, Kegel- oder windschiefe Regelflichen,
je nachdem die Axen der Wellen zu einander parallel sind, oder sich
im Endlichen schneiden, oder sich kreuzen. Die Ubertragung der
Bewegung der einen Welle auf die andere geschieht dann in der
Weise, dass die beiden Rollflichen R, und R, sich um ihre Axen
o, und o, drehen und gleichzeitig aufeinander rollen, wobei jedoch
im Falle der gekreuzten Axen zu der rollenden noch eine gleitende
Bewegung beider Flichen aneinander hinzutreten wird, welcher Be-
wegungsvorgang als Schroten** der Flichen bezeichnet worden ist.
Diese gleitende Bewegung kann dadurch beseitigt werden, dass man
eine oder beide Flichen zugleich eine Translationsbewegung lings
der Axen ausfihren lisst; in diesem Falle gehen dann die eine oder
beide Flichen in allgemeine Schraubenregelflichen iber, wobei die
Punkte kiirzester Distanz der Erzeugenden von der Axe Schrauben-
linien von veriinderlichem Radius und verénderlicher Steigung be-
schreiben und der Richtungskegel kein Umdrehungskegel mehr ist.
Zwei solchermaflen gestaltete Flichen sind dann wieder befihigt,
ohne Gleiten zu rollen.

Die Aufgabe, durch gleichférmige Rotationsbewegung einer Welle
eine ungleichférmige an einer zweiten Welle hervorzubringen, wird
durch die Aufsuchung der entsprechenden Rollfliichen kinematisch voll-
stindig gelost. Zur Ubertragung einer bestimmten mechanischen

* Vergl. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, 1. Bd. 2. Lief. Leipzig 1886.
S. 870 fig. und die dort angegebenen Litteraturnachweise.
** Vergl. Reuleaux, Theoretische Kinematik, S. 83 fig.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 48. Jahrg. 1898. 1. Heft.
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Arbeit der einen Welle auf die andere sind dagegen beide Grund-
korper mit Zihnen zu versehen, die so zu formen sind, dass beim
Gleiten entsprechender Zahnflanken aufeinander die Bewegung kon-
tinuierlich und moglichst genau so vor sich geht, als ob eben die
Flichen R, und R, der Grundkérper aufeinander rollen wiirden.

Die drei Arten von Flichen sollen im Folgenden nach dem ném-
lichen einheitlichen Gesichtspunkt behandelt werden; immerhin mit
besonderem Nachdruck darauf, durch die Untersuchung gleichzeitig
auch zur graphischen Darstellung der in Rede stehenden Gebilde zu
gelangen.

Teil 1.
A. Parallele Axen.

1

Im Falle paralleler Axen o, und o, sind R, und R, Cylinderflichen

und ihre Untersuchung beschrinkt sich auf diejenige ihrer Normal-
schnitte. Diese Spurkurven, welche die Teilkreise der runden Réder
vertreten, fithren den Namen Rollkurven und sollen an Stelle der
Cylinder in der Folge durch die Bezeichnung R, und R; gekenn-
zeichnet werden,
"~ Sollen zwei solche Rollkurven sich in ihrer gemeinschaftlichen
Ebene um feste Punkte O, und O, drehen und gleichzeitig aufeinander
rollen, so muss nach einem Euler’schen Theorem die Berithrung der-
selben stets auf der Centralen O, O, stattfinden. Ist P der zwischen
0, und O, liegende momentane Berithrungspunkt beider Kurven, so
wihlen wir O, P als positive Richtung einer Polaraxe z,, ebenso O, P
als positive Richtung einer Polaraxe .,; dann konnen auf o, und o,
stets zwei positive Axenrichtungen 2, und z, so fixiert werden, dass
von ihnen aus gesehen beide Scheiben sich gleichzeitig bei Bertihrung
von aussen in positivem Sinne drehen. Bezeichnet jetzt 2a die
Distanz der Wellenwinkel O, und O,, »; und @, ebenso », und ¢, die
Polarkoordinaten entsprechender Punkte P, und P,, d.h.solcher Punkte
beider Kurven, die einmal gleichzeitig durch die Centrale gehen, &,
und 9, die in positivem Sinn gemessenen Winkel der Radienvektoren
gegen ihre Tangenten, so wird bei gleichzeitiger Rotation beider
Kurven der Beriihrungspunkt P die Centrale O, O, durchlaufen und
zwar eine Strecke derselben, die ganz innerhalb oder ganz ausserhalb,
oder zum Teil innerhalb und zum Teil ausserhalb der begrenzten
Strecke O, 0, liegt, je nachdem die Berilhrung beider Scheiben stets
von aussen, stets von innen, oder abwechselnd von aussen und innen
erfolgt.

Bezeichnet man ferner zwei um O, und O, beschriebene Kreise,
die sich auf der Centrale berithren, als ein Elementenpaar, so be-
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stehen zwischen den Polarkoordinaten zweier entsprechender Punkte
jedes Paares die Gleichungen:
1) r+r,=2a,

2) ride, — rydgy = 0.

Die Elemente jedes Paares bilden ein Paar von Rollkurven fiir
konstantes Verhiltnis der Winkelgeschwindigkeiten @, und w, beider
Kurven; denkt man sich jetzt die Ebene derselben doppelt und iiber
einander gelegt, so gelangt man zu den allgemeinsten Paaren von Roll-
kurven nach folgendem Satz:

Durchliuft ein Punkt P die Centrale 0,0; nach einem
willkiirlichen Gesetze, wihrend die mit O, und 0, fest ver-
bundenen Ebenen sich um O,.und 0, gegenseitig 8o drehen,
als ob die momentan durch P gehenden Kreise des Paares
aufeinander rollen wiirden, so beschreibt P in beiden Ebenen
zwei entsprechende Rollkurven R, und R,.

Seien w;» und w,,, ebenso ws, und w;, die normal zur Centrale
wirkenden resp. in diese fallenden Komponenten der Geschwindigkeiten
w, und w,, mit denen bei gleichzeitiger Drehung beide Kurven R, und
R, durch den Punkt P laufen, so ist:

do do,
wl,.-=rl—dt—‘; Wen =1y dt’

ar, =
Wiy = W, J‘w;,- dt,

also nach den Gleichungen 1) und 2):
Win— Wen =0,
Wy + Wy = O

somit Win . w3n
ih: P + —tgﬁ' +tgﬂg—0
3) &+ o=m
Ferner folgt: Win+ 10, = ke + 01,
d. h.:
4) ds, = ds,.

Nach 3) berithren sich also R, und R; in P, nach 4) rollen sie
bei der Drehung um O, und O, aufeinander, folglich geniigen die Be-
dingungsgleichungen 1) und 2), um zwei Kurven als zusammengehdrige
Rollkurven zu charakterisieren.

Um nun von der angegebenen mechanischen Erzeugungsweise zu
einer konstruktiven zu gelangen, denken wir uns zwei Rollkurven mit
Berithrung von aussen in richtiger Lage. In diesen Kurven entspricht
dann der Folge von Radien a,, b, ¢, ... der ersten in ganz bestimmter
Weise die Folge von Radien a,, by, ¢, . .. der zweiten; denkt man sich
nun die Kurven weg und bringt das zweite Radiensystem derart an

1%
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den Punkt O,, dass die positiven Axen ., 9,, 2, mit den positiven
Axen z,, y,, 2, zusammenfallen, so haben wir am Punkte O, zwei
vereinigte Biischel von gleichem oder entgegengesetztem Drehungssinn,
je nachdem Berithrung von aussen oder innen vorausgesetzt wird. Um
die gegenseitige Abhingigkeit entsprechender Strahlen zu veranschau-
lichen, bringe man beide Biischel mit einem beliebigen um O, be-
schriebenen Kreise D zum Schnitt, so erhilt man auf diesem zwei
Punktreihen 4, B, C, ..., 4;B,C,... Verbindet man jetzt entsprechende
Punkte durch geradlinige Sehnen, so umhillt die Geesamtheit derselben
eine bestimmte Kurve F' und umgekehrt vermittelt jede Kurve F die
geometrische Abhiingigkeit zweier Strahlsysteme am Punkte O,.

Bezeichnet aber A,'4,' die zu A, A, unendlich benachbarte Sehne,
welche ihr also in ihrem Berithrungspunkt mit der Enveloppe F be-
gegnet und sind ¢, und ¢, die Polarwinkel der Radien O, 4, und O, 4,
gegen eine beliebige Polaraxe z, so besteht beim Kreis bekanntlich die
Proportion: AF A4’  d,

4,F T 4,47 T dy,

Teilt man daher die Radien 0,4, und 0,4, je durch einen
Punkt P, und P, im umgekehrten Verhiltnis der Tangentenabschnitte
A F und A, F, indem man P, F parallel O, 4; und P, F parallel O, 4,
zieht, so ist zuniichst fiir die Radienvektoren », und 7, der Punkte P,
und P, die Bedingung 2) erfiillt:

rdg, — rydg, = 0.
Da jetzt nach Gleichung 1):
r+r=2a
sein soll, so hat man dem um O, beschriebenen Kreis D den Radius
2a zu erteilen. Man gelangt somit zu folgendem Ergebnis:

Ist F eine vollkommen willkiirliche Kurve, die in der
Ebene eines Kreises D liegt, so bringe man die Tangente
irgend eines ihrer Punkte ¥ in 4, und 4, mit D zum Schnitt
und ziehe P, F parallel zum Radius O, 4,, P, F parallel zum
Radius 0, 4,. Durchléuft jetzt F die ganze Kurve F, so be-
schreiben die Punkte P, und F, entsprechende Rollkurven
fir O, als Drehpunkt und den Radius des Kreises D als
Centraldistanz.

Den Kreis D bezeichnen wir fortan als Distanzkreis, die
Kurve F als Teilungskurve der Rollkurven R.

2.

Zum Zwecke einer genaueren graphischen Darstellung der Kurven R,
und R, soll jetzt die Konstruktion der Tangente und des Krimmungs-
radius in den Punkten P, und P, abgeleitet werden. Sind die Radien-
systeme an den Punkt O gebracht, so bezeichne in Fig.1 (Taf.I) u den
Winkel der Normalen n der Teilungskurve gegen die Polaraxe, 2v den
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Winkel, unter dem die Sehne 4,4, von O aus gesehen wird. Ferner
seien w,, m,; @,, 7,5 @,, 7, Winkelgeschwindigkeiten und - Beschleunig-
ungen der Radien 04,, 04, und der Normalen #, so ist zunichst:

2u=9,+ ¢, 20=0,—@;

20y= 0, + 0y, 27,=x, + =,
Ist nun 4 der Mittelpunkt der Tangente 4, 4,, so nehmen wir
ihn zum Anfangspunkt eines Koordinatensystems, dessen positive
Axe 2' von 4 nach 4,, dessen positive Axe y von A4 nach O ge-
richtet ist. Bezeichnen nun zur Abkiirzung die absoluten Liingen
folgender fiinf Strecken mit Buchstaben, némlich:

AF=n, A F=m, A4,4,=2s, AF=¢, AO=f

so erhilt jede dieser Strecken durch ihre Bezeichnung zugleich be-
stimmtes Vorzeichen. Die Tangente 4,4; kann nun auf unendlich
viele Arten lings der Kurve F bewegt werden, da aber die Be-
wegungsrichtung der Punkte P, und P; von dem Bewegungsgesetz der
Tangente A, 4, durchaus unabhiingig sein muss, so kann zur Fixierung
bestimmter Verhiltnisse die Annahme:

also:

n m .
@, = %a’ Wy = %a’
also: o n s .
Lt =- ) @y=5— =8Iy
@y m 2a

gemacht werden, nach welcher somit die Winkelgeschwindigkeit der
Tangente 4, 4, ihrer Lénge proportional ist.
Auf dem Distanzkreis bewegen sich infolgedessen die Punkte A,
und 4, mit den Geschwindigkeiten:
W,=2a0,=n, W,=2aw;=m.

Es sei ferner K der Kriimmungsmittelpunkt der Teilungskurve fiir
den Punkt F, @, und @, seien die Schnittpunkte der Normalen n mit
OA4, und 04,;, dann wird filr eine unendlich kleine Drehung der
Tangente 4,4, um den Punkt K in positivem Sinne die Strecke n
wachsen, falls K auf der begrenzten Strecke F'@, liegt; dagegen die
Strecke m wird wachsen, so lange K auf der unbegrenzten Strecke
FQ, postiert wird. Wenn daher mit P, und P, die tangentialen Be-
schleunigungen der Punkte 4, und A, bezeichnet werden, so ist:

P =2am = 224 44 _ K gino = KL,
P,=2an,=dg:‘F-%= — KQ,sinv = KL,

wenn L, und L, die Fusspunkte der Lote von K auf die Raiend 04,
und OA4, bedeuten*

* Vergl. Mannheim: Géométrie Cinématique, S. 44 flg. Paris 1894
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Es ist dsher r_x _ KQ

r, A KQ:’
d.h. P, und P; haben gleiches und zwar positives Vorzeichen nur so
lange K auf der begrenzten Strecke @, @, liegt.

Bewegt sich demnach die Tangente 4,4, léngs der
Teilungskurve mit der Winkelgeschwindigkeit w,, welche ihrer
Linge proportional ist, so sind die tangentialer Geschwin-
digkeiten, mit denen ihre Endpunkte auf dem Distanzkreis
gleiten, gleich den vom Bertthrungspunkt gebildeten Ab-
schnitten der Tangente und ihre tangentialen Beschleunig-
ungen der Grosse und dem Sinne nach gleich den Entfern-
ungen des Krimmungsmittelpunktes der Teilungskurve von
ihren Radien.

Bedeuten jetzt wieder w;., %0, und ws,, 23, die normalen und
radialen Komponenten der Geschwindigkeiten w; und w, der Punkte P,
und P, so folgt aus der Gleichung:

"% M
rn o n’
m @,
r=2a—7-=2a-=2
m+n @,
n (]
r, = 20 2a -
= 20 50 = 202y
also: m-n W, W,
' Win =10 ==t =PF;

und da

Die doppelten normalen Geschwindigkeitskomponenten
der Punkte P, und P, sind also gleich dem harmonischen
Mittel aus den Geschwindigkeiten der Punkte 4, und 4, und
gleich ihren parallel zur Tangente der Teilungskurve ge-
messenen doppelten Entfernungen vom Berithrungsradius OF.

Aus den oben stehenden Werten von 7, und 7, ergeben sich nun
auch die radialen Komponenten, némlich:

W0y, = dr, _a oym—o,m ,
" dt 2 @,
Wor — dry, _ ¢ 0% —om, .,
ir T dy 2 w,?
d.h.: ' w0y +ws, = 0.
Um diese Ausdriicke zu kounstruieren, beachte man, dass
o _n m__KQ oo _ ntm
0, @ =x, = K@’ 0 2a

ist, so wird:
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i =— 5 MK%-:-;:KQ’“ - 36K =~
Aus der Definitionsgleichung dieser Strecke G K geht aber hervor,
dass in allen Fillen der Punkt G der vierte harmonische zum Punkte
F in Bezug auf das Punktepaar @, ¢; ist und daher gefunden wird,
indem man OG parallel zur Sehne P, P; zieht.

Fillt K mit G zusammen, so sind die radialen Geschwindigkeits-
komponenten der Punkte P, und P, gleich Null, d.h. diese bewegen
sich momentan auf Kreisen um den Punkt O. Es ist daher G der-
jenige Punkt der Ebene, um welchen die Sehne A4, A, gedreht werden
muss, wenn das Verhiltnis ihrer Abschnitte d.h. auch das Verhiltnis
der Winkelgeschwindigkeiten @, und @, sich momentan nicht #ndern
soll. Mit der Bezeichnung Geschwindigkeitscentrum fiir den Punkt G
ergiebt sich demnach fir die Punkte P, und P;:

Die doppelten radialen Geschwindigkeitskomponenten
der Punkte P, und P, sind gleich der Entfernung des Ge-
schwindigkeitscentrums G vom Krimmungsmittelpunkt der
Teilungskurve.

Ist demnach die Teilungskurve F sowie ihre Evolute E gegeben,
so konnen fiir jedes Punktepaar der Rollkurven die Tangenten durch
Abstechen zweier Strecken angegeben werden. Es ist aber leicht ein-
zusehen, dass diese Konstruktion, die zundchst kinematisch begriindet
ist, auch eine geometrische Bedeutung hat.

Es ist ndmlich:

n-m FQ - FQ,
Y= w e T T FG,

1
Wiy = — EKG’
somit tg 8, FG
tge . KG

Fillt daher K mit F' zusammen, so ist &, = = — ¢, d.h. wenn die
Kurve F eine Spitze besitzt, so steht die Tangente der Rollkurve zur

T

Riickkehrtangente normal. Fillt K mit G zusammen, so ist 8, = 3

d.h. die Tangente steht zum Radius », normal; fillt endlich K mit
dem unendlich fernen Punkt U von % zusammen, so ist &, = 0, d.h. wenn
die Teilungskurve eine Wendestelle besitzt, der ein unendlich grosser
Kriimmungsradius zukommt, so geht die Tangente der Rollkurve durch
den Punkt O. Bezeichnet man daher die den Punkten G, U, F, K
entsprechenden Tangenten von R, mit g, u, f, &k, so sagt obige
Gleichung nichts anderes aus als die Gleichheit der Doppelverhiltnisse

(gufk) = (GUFK).
Es ist also die Reihe der Kriimmungsmittelpunkte X

auf der Normalen »n projektiv zum Biischel der Tangenten am
Punkte P,

tgv=%FG-tgv,
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Die Konstruktion der Geschwindigkeit w, ist daher nichts anderes
als die einfachste Konstruktion dieser Projektivitit.

Soll endlich die Linie F' P, gerade die Tangente der Kurve R,
in P, sein, so bleibt bei einer unendlich kleinen Verschiebung des

Punktes F der Inhalt des Parallelogrammes P, O P; ungeiindert. Es
ist dann. &, = % — 2v, oder falls man

KG=FG—op
setzt, wo ¢ den Kriimmungsradius von F' bedeutet:
2 1
- | e
~FG
oder 1
EFG

0= cos®v

Diese Gleichung sagt aus, dass die Teilungskurve im Punkte F
von derjenigen Ellipse oskuliert wird, welche OF zum Durchmesser
und P, P, zu Brennpunkten hat.

Wird also ein Parallelogramm OP,FP, derart um die
feste Ecke O gedreht, dass Inhalt und Umfang 24 konstant
bleiben, indessen die Ecken P, und P, Kurven von gleicher
Bogenlinge beschreiben, so sind die Bahnen derselben Ort der
Brennpunkte aller Ellipsen von der konstanten Hauptaxe 2a,
welche mit dem Parallelogramm konzentrisch bleiben und
fortgesetzt die Bahn der Ecke F oskulieren. °

Soll nun im weiteren in dem Punkte P, der Kurve R, der
Krimmungsradius g, konstruiert werden, so ist dazu die Kenntnis
von vier aufeinanderfolgenden Tangenten der Kurve F, d.h. die An-
gabe des zweiten Kriimmungsmittelpunktes K' erforderlich. Bezeichnet
man dann die daraus entspringende Beschleunigung, mit welcher sich
P, auf dem Radius 04, bewegt, durch p,,, so ergiebt sich die
Beschleunigung des Punktes P, nach dem Coriolis’schen Satze*
wie folgt:

Bezeichnet p,; die Beschleunigung des momentan mit P, zu-
sammenfallenden Punktes der Geraden OA,, so ist die Beschleunigung
p,, mit der sich der Punkt P, auf seiner Bahn R, bewegt, gleich der
geometrischen Summe der Beschleunigungen p;; und p;,, vermehrt um
die Zusatzbeschleunigung p,, = 2w,, ,, die senkrecht zur Geraden 04,
steht und mit der um einen rechten Winkel im Sinne von @, gedrehten
Geschwindigkeit ,, gleich gerichtet ist.

Um zunichst die Beschleunigung py, zu finden, bezeichne man
(Fig. 1 Taf.I) mit G' den Schnittpunkt der Normalen %" der vom Punkte G

* Vergl. Burmester a. a. 0. Bd. I Lief 3, 8. 776.
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beschriebenen Kurve G mit der Normalen #' der Evolute E im Punkte K.
Um die Lage dieses Punktes G' zu bestimmen, beachte man, dass

. EGQ'— "5; G .
Es ist aber
FQ,-F 2 oy
FG = 2% — 773 CO8V- = -t—%;—r’—-
Da aber A die Fusspunktskurve von F' beschreibt, so ist:
i e
du ’
1 d(rr,) Ty— T,
s aw — a4 K
und daher 2
AFG Q.9
7 e fGF-{- A GK
Also 2
K@ =GG,+ G, G

Die erste Strecke wird der Grdsse und Richtung nach erhalten,
indem man durch G die Parallele zu A4, 4, zieht und mit OF in G,
zum Schnitt bringt. Die zweite Strecke hat das Vorzeichen von G K,
sie ist mit G K proportional, d.h. die Gerade G,G' hat eine von der
Lage von K unabhiingige Richtung, die sich leicht konstruieren lésst,
indem man 4Q = @, @, macht und aus G, auf 4,Q das Lot fillt.

Ist nun G' gefunden, so folgt aus der Gleichung

1
Wiy = ;GK:

1 .
Pir = -2—G'K'sm .

Fillt X' mit G' zusammen, so ist p;, =0, d.h. G' ist derjenige
Punkt, um welchen die Normale » gedreht werden muss, falls die
Geschwindigkeitskomponenten w;, und s, sich momentan nicht #n-
dern sollen. Man kann daher G' das Beschleunigungscentrum nennen.

Das Vorzeichen der Strecke K G' ergiebt sich jedesmal aus der Figur,
namlich als positiv oder negativ beziiglich »' je nachdem F'G zunimmt oder
abnimmt; ist sodann auf der Normalen #' der Evolute E der Kriim-
mungsmittelpunkt K' gegeben und liegt er wie in Fig.1 (Taf.I) mit
K auf der entgegengesetzten Seite von G', so ist G'K’ eine positive
Strecke, d.h. p,, eine positive Beschleunigung; liegt XK' mit K auf
der gleichen Seite von @', so ist G'K' eine negative Strecke, also
P1, eine negative Beschleunigung. Aus dem Vorstehenden ergiebt
sich daher:

Die doppelten radialen Beschleunigungskomponenten
der Punkte P, und P, sind gleich den Projektionen der Ent-
fernung des Beschleunigungscentrums G' vom zweiten Kritm-
mungsmittelpunkt X' auf die Radien 04, und 04,
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Zur Bestimmung der Beschleunigung p;; betrachten wir jetzt den
momentan mit P, zusammenfallenden Punkt der Geraden OA4,, so be-
wegt sich dieser auf einem mit D konzentrischen Kreise K mit der
tangentialen und radialen Beschleunigung:

P Ki.=KL -3t PK, =ro}

welche sofort angegeben werden konnen. Ferner ergiebt sich als
Zusatzbeschleunigung:

P1s= 2wy, 0, = 27, @0,* :” =2P K, tg9, =2K,, N,

1n

Die Zusatzbeschleunigung p,, ist also doppelt so gross
und gleich gerichtet wie der zwischen », und », liegende Ab-
schnitt der im Punkte K;, auf », errichteten Normalen.

Setzt man daher die beiden radialen und normalen Komponenten
zusammen, so sind die Strecken P, P;, und P, P;, die Komponenten
der gesuchten Beschleunigung:

p,= P, P.

Bedeutet endlich p;o = P, Py, die in die Richtung von », fallende
]
Komponente von p,, so ist o, =P, K, = ;% der gesuchte Kriimmungs-

radius von R, im Punkte P,. Da die Komponenten von p, sich nach
Konstruktion linear aus der Strecke GK und G'K' zusammensetzen,
so ergiebt sich ohne weiteres, dass der Endpunkt der Beschleunigung,
also P und der zweite Krimmungsmittelpunkt K' bei unverinderter
Lage der Radien sowie der Punkte F' und G zwei zu einander affine
Punktebenen erfiilllen, sodass der Satz von Coriolis nichts anderes
ist als die einfachste geometrische Ausdrucksform fiir die Konstruktion
entsprechender Punktepaare der beiden affinen Ebenen.

Durchliuft der Punkt K die ganze Normale %, so durchliuft der
Punkt G' die Gerade G,G'; fillt daher K mit G zusammen, so deckt
sich G' mit G, und es haben daher die Kurven G und E in &
eine gemeinschaftliche Normale. Man schliesst daher:

Die Kurven E und G bertihren sich iiberall da, wo sie
sich schneiden und die gemeinschaftlichen Tangenten der
Berithrungsstellen treffen die Kurve F in denjenigen Punkten,
denen die extremen Werte der Radien r, und », entsprechen.

Bestimmten Lagen der Kriimmungsmittelpunkte X und X' werden
spezielle Werte. des Kriimmungsradius g, entsprechen. Soll niimlich die
Komponente p;, den Wert Null erreichen, so kann man auf der Geraden
n' einen bestimmten Punkt W angeben, in welchen K' verlegt werden
muss, damit dieser Umstand eintritt. Die Gesamtheit dieser Punkte
W erfillt dann eine bestimmte Kurve W, welche der zweiten Evo-
lute E' der Teilungskurve in einer hestimmten Anzahl von Punkten
begegnen wird.
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Die Schnittpunkte der Kurven E’ und W fihren somit zu
denjenigen Punkten der Teilungskurve, denen ein Wende-
punkt der Kurve R, entspricht.

Im allgemeinen wird der entsprechende Punkt P, der Kurve R,
kein Wendepunkt sein, vielmehr entspringen die Wendepunkte dieser
Kurve aus einer zweiten Kurve W, die in analoger Weise entsteht.

Der Kriimmungsradius ¢, nimmt dagegen den Wert Null an,
sobald der Punkt K' ins Unendliche riickt, ohne dass gleichzeitig auch
K sich im Unendlichen befindet. Man schliesst daraus:

Hat die Kurve F in F eine Spitze zweiter Art, oder
einen Wendepunkt, der zugleich auch ein Wendepunkt ihrer
Evolute E ist, so haben die Kurven R, und R, in P, und P,
Je eine Spitze erster Art.

Da ferner die beiden Beschleunigungen p, und p; unter sich eben-
falls in projektiver Abhingigkeit sind, so bestehen auch zwischen
ihren Komponenten Beziehungen, die leicht aufzustellen sind.

Projiziert man niimlich den Linienzug P, K,, Py, PP, auf die Tan-
gente und Normale von R,, so folgt:

2.
P = 4'-0-’_:—"008 9, — (2w, w,, + r,m,)8in &, + p,,cos ,,

wl

Pro= r‘” sin®, + Rw w1, + rym,) cosd, + p;,8ind,,

und analog fir ps; und p;,. Da aber
O+ == prat+psr= 0, ro —ryop=0;
also auch
r m, — 1y + 0, Wi, — 0wy, = 0,

so ergiebt sich ohne weiteres:

. P —pee=0
un
4 pso= (L 4 L) wsind
i metme= (5 +5) v
. h. T 1 11\ .
6;_}_;’:(;{4-;,—)51118,.

Diese ebenfalls von Euler aufgestellte Gleichung gilt fiir Be-
rithrung der Kurven R, und R; von aussen, fiir Berilhrung von innen
sind beide'positiven Zeichen durch die negativen zu ersetzen.

Nach dem Vorigen lassen sich nun die Kurven R, und R; auch
dann konstruieren, wenn fiir jedes korrespondierende Radienpaar die
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der Punkte 4, und A4; bekannt
sind. Bewegt sich beispielsweise A4, auf dem Kreise D gleichférmig,
indessen A, sich so bewegen soll, dass ein Punkt A;, der mit 4,
durch eine starre Linie verbunden ist, sich im horizontalen Durch-
messer von D nach vorgeschriebenem Gesetze bewegt, so ist zu jeder
Lage von A, diejenige von A, bestimmt, ebenso die Geschwindigkeiten
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und Beschleunigungen dieser Punkte. Die beiden Kurven R, und R,
welche die verlangte Ubertragung der Bewegung hervorbringen,
konnen daher durch Punkte und Tangenten konstruiert werden.

3

Um die Kurven R, und R, auch durch ihre Gleichungen in Polar-
koordinaten darzustellen, was insbesondere im Falle einer transcen-
denten Kurve F von Vorteil sein kann, hat man nach dem Vor-
angegangenen neben der Gleichung:

1) : r,+r,=2a
noch eine endliche Gleichung zwischen den Winkeln ¢, und @,:
2) ¢(9’n %) =0

als gegeben anzunehmen und mittelst der Bedingungsgleichung:

0P oD

3) r,“—a—;’:+r,w==0,
aus diesen drei Gleichungen entweder r, und @, oder 7, und ¢, zu
eliminieren. Setzt man nun
P=%+79, @=u—71

so geht die Gleichung 2) iiber in eine Gleichung:

F(u, v)=0,
in welcher man jetzt w und v als Koordinaten der Teilungskurve F
auffassen kann. Ist zuniichst F durch eine Gleichung in den recht-

winkligen Linienkoordinaten 4, und v, gegeben, so findet man ihrq
neue Gleichung in den Koordinaten # und v durch die Substitutionen?

1 CO8 %
=" 34 Tcosv
und .
1 8in u
U= 5e Teose

Ist dagegen F durch polare Linienkoordinaten » und  ausgedriickt,

so geniigh es r =2acosv

zu setzen, um die Gleichung in den Koordinaten u und v zu erhalten.
So findet man z. B. aus der Gleichung des Punktes, der im Abstande
2b vom Anfangspunkt auf der Polaraxe z liegt: -

2bu,+1=0
acosv —beosu=20

als Gleichung desselben in den Koordinaten % und v.
Wird jetzt um diesen Punkt ein Kreis vom Radius 27; beschrieben,
so hat seine Gleichung in Linienkoordinaten die Form:

(@bu, + 1) — 47} (w2 + v,%) = 0.
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Durch obige Substitutionen geht sie iiber in die Gleichung:
acosv —bceosu F ry=0,

je nachdem als Ausgangslage die eine oder andere derjenigen beiden
Tangenten des Kreises gewihlt wird, welche auf der Polaraxe normal
stehen. Will man dagegen umgekehrt von den Koordinaten » und v
zu rechtwinkligen Linienkoordinaten fibergehen, so hat man:

COSU = — -;.1——7
Vu, 4o
. CO8 PV = + ——1—.‘_..
zu substituieren. 2aVu,?+ v,°?
Da nun im weiteren:
, dv
a =1t g
. dv
i
so wird nun: , dv
I —a(1- 22,
4) “
Py =u-+v
dv
5) { n=a(t+G);
=% —
Dazu %2
6) F(u, v) = 0.

Eliminiert man daher aus den Gleichungen 4) und 6)
resp. 5) und 6) die Parameter » und v, so sind die Re-
sultanten der Elimination allemal die Gleichungen zweier
entsprechender Rollkurven.

Im allgemeinen wird man durch beide Eliminationen dieselbe
Gleichung in Polarkoordinaten finden, d.h. R, und R, sind im all-
gemeinen Teile ein und derselben Kurve R. Ist F eine algebraische
Kurve, so ist es auch die Kurve R, deren Qrdnung sich leicht be-
stimmen lisst.

Sei v die Ordnung und u die Klasse von F, so existieren zunichst
zwischen F und D2v gemeinschaftliche Schnittpunkte S, wobei jedesmal
der eine der beiden Punkte P nach O, der andere nach S tillt, d.h.:

1. Der Punkt O ist im allgemeinen ein 2v-facher Punkt
von R.

Findet dagegen im Schnittpunkt S zugleich Berithrung zwischen
F und D statt, so sondert sich die Gerade OS zweimal aus. Es
ergiebt sich daher:

2. Jede einfache Bertthrung zwischen F und D reduziert
die Ordnung der Kurve R um zwei Einheiten.
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Jeder Strahl durch O trifft ferner D in zwei Punkten, von
welchen aus je p Tangenten an F gelegt werden konnen. KEs liegen
also auf jedem Strahl durch O noch 2u weitere Punkte der
Kurve R, d.h.: .

3. Die Ordnung der Kurve R ist n =2 (v 4 g).

Fillt dagegen einer der Punkte S in einen der Kreispunkte J
und J; im Unendlichen, so wird die Konstruktion des Punktes P auf
0S8 unbestimmt, d.h.:

4. Jedesmal wenn die Kurve F durch die Kreispunkte
geht, reduziert sich die Ordnung von R wieder um zwei
Einheiten.

Die Kurven F und D haben ferner 2u gemeinschaftliche Tan-
genten; berithren sich F und D selber nicht, so fallen die beiden
Punkte P ins Unendliche. Daraus folgt:

5. Von O aus gehen im allgemeinen 2u Asymptoten-
richtungen der Kurve R nach den auf D liegenden Berithrungs-
punkten der gemeinsamen Tangenten der Kurven F und D.

Ein unendlich ferner Punkt von R kann aber noch in anderer
Weise entstehen. F selbst hat v Asymptoten, welche D in » Punkte-
paaren treffen, deren Radien der Kurve R auf der unendlich fernen
Geraden begegnen. Wir schliessen daraus:

6. Die Geraden von O nach den Schnittpunkten des
Distanzkreises mit den Asymptoten der Teilungskurve sind
2v weitere Asymptotenrichtungen der Kurve R.

Damit sind die 2» unendlich fernen Punkte von R aufgezihlt.
Legt man nun insbesondere aus den Kreispunkten J und J; die Tan-
genten an die Kurve F, welche sich paarweise in den Brennpunkten
derselben begegnen, so sind die Geraden OJ und OJ, die Asymptoten
des Distanzkreises und es fallen daher die aus den vorigen Tangenten
entspringenden Schnittpunkte dieser Strahlen mit R paarweise zu-
sammen. OJ und OJ; sind daher p-fache Tangenten von R, mit
anderen Worten:

7. Der Punkt O ist im allgemeinen ein u-facher Brenn-
punkt von R.

Die angegebenen Anzahlen konnen Modifikationen erleiden, falls
die Kurve F zum Kreise D entweder im Endlichen oder in den Kreis-
punkten in besonderer Beziehung steht; es kann R auch eine zirkulare
Kurve werden, falls F die unendlich ferne Gerade beriihrt.

Schliessen wir im Folgenden besondere Lagen zwischen F und D,
sowie Wendepunkte der Teilungskurve, d.h. retrograde Bewegungen
beider Rollkurven aus, so wird man sagen konnen:

Aus jeder ganz innerhalb des Kreises D liegenden, geschlossenen
Kurve F entspringen zwei Kurven R, und R, fiir Berithrung von
aussen. Ist F' nach aussen stetig konvex und besitzt F zudem eine
durch O gehende Symmetrieaxe, so sind R, und R, geschlossene, zu
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dieser Axe symmetrisch liegende Ovale. Da aber R, mit seiner Ebene
umgewendet werden muss, so sind nach der Umwendung R, und R,
kongruente Kurven.

Ist dagegen F nach aussen stetig konkav, so muss F eine be-
stimmte Anzahl von Riickkehrtangenten besitzen. Durchléuft nun die
Tangente einmal die ganze Kurve F, so hat sie sich um eine gerade
oder ungerade Anzahl von zwei rechten Winkeln gedreht, je nachdem
die Anzahl der Riickkehrtangenten gerade oder ungerade ist. Im ersten
Falle sind R, und R, zwei getrennte geschlossene Kurven, im zweiten
Falle setzen sich R, und Ry zu einer einzigen geschlossenen Kurve
zusammen, und wenn die Tangente 4, 4, die Kurve F zum zweiten
Mal durchliuft, so beschreibt P, den Teil R, und P; den Teil R,.
Die Kurven R, und R, sind also in Deckung, d.h. nach der Um-
wendung von R; sind R, und R; symmetrisch gleich. Es ergiebt
sich daher:

Jede ganz im Innern von D liegende nach aussen konvexe
geschlossene Linie F mit orthogonaler Symmetrieaxe durch
O fihrt auf zwei getrennte kongruente Rollkurven; jede nach
aussen konkave Kurve F mit ungerader Anzahl von Spitzen
ergiebt symmetrisch gleiche Rollkurven.

Liegt F ganz ausserhalb von D, so werden die Kurven R sich
im allgemeinen ins Unendliche erstrecken, es sei denn, dass F und D keine
gemeinschaftlichen reellen Tangenten haben. Dieser letztere Fall tritt
ein, wenn F nach aussen stetig konkav ist und zwischen zwei auf-
einander folgenden Spitzen den Kreis D berithrt. Da in diesem Falle
die Differenz der Radienvektoren r, und #; konstant ist, so rollen R,
und R, bei Berithrung von Innen.

In dem Falle, wo F teils innerhalb teils ausserhalb von D liegt,
bilden R, und R, einen zusammenhingenden Linienzug, der befihigt
ist mit sich selbst zu rollen, teils fiir innere teils éiussere Berithrung.
Im allgemeinen werden die Kurven R keine vollstindigen Umdrehungen
ausfithren, sondern einander nur innerhalb bestimmter Winkelriume
treiben konnen, welche durch die nach den unendlich fernen Punkten
laufenden Radien begrenzt sind, in welchen die Teile R, und Ry zu-
sammenhingen. Neben diesem reellen konnen noch imaginire Be-
standteile auftreten, herrithrend von denjenigen Teilen von F, deren
Tangenten D nicht erreichen, ja die ganze Kurve R kann imaginiir
werden, ohne dadurch in ihrer Existenz aufzuhoren.

Es ist ferner evident, dass jedes Rollkurvenpaar aus unendlich
vielen Teilungskurven F abgeleitet werden kann, die alle aus der
urspriinglichen dadurch hervorgehen, dass das eine der beiden Radien-
systeme um den Punkt O um einen beliebigen Winkel vor- oder riick-
wiarts gedreht wird.

Teilt man ferner die vom Schnittpunkt A, der Polaraxe mit dem
Kreise D gemessenen Bogen A4, und 4,A4; jeder Tangente von F

- -
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stets im gleichen konstanten Verhiltnis, so entsteht eine neue Enve-
loppe F', deren Tangenten vom Berihrungspunkt im gleichen Ver-
hiltnis geteilt werden, wie diejenigen der Kurve F. Die aus zwei
entsprechenden Tangenten der Kurven F und F' hervorgehenden Punkte-
paare P, F; und PP, haben daher gleiche Radienvektoren, aber ver-
schiedene Polarwinkel, mit anderen Worten:

Ersetzt man in den Polargleichungen zweier Rollkurven
die Polarwinkel ¢, und @, durch ng, und ng,, so erhilt man
jedesmal eine Gruppe unendlich vieler neuer Rollkurven-
paare.

Will man nun auch die Abweichung &, der Tangente gegen den
Radiusvektor, sowie den Kriimmungsradius ¢, im Punkte P, der
Kurve R, durch Rechnung finden, so beachte man, dass

dv\3
w1,.=r,m,=a[1—— au) @0

v
Wy = — ad—“, . @y,
sodass, wenn die aufeinander folgenden Ableltungen von v nach » mit
o, o, 0" bezeichnet werden,

wWin 1—9v

tg 8y = oy o —o" ——tgﬂg

erhalten wird.
Aus dieser Gleichung folgt jetzt:

o (=v' Y ’)v’"+ 20'v"?
du a- ’)’+v"’

und somit fiir den Kriimmungsradius g,:
ds ( ds\*
o “du du)
‘= Jg, d8, = N

L Tt a
wobei ds \? ,
(Yo =940,

Ne= (1—-¢'3)[(1—o'B)(14") + "] + (1+ 31)')0"’

zu setzen ist.

Ersetzt man in diesem Ausdruck fir 0, den Winkel v durch — v,
so geht @, in @, ¥, in &; und daber ¢, in g, tiber.

Schliesst also beispielsweise die Tangente der Kurve R, gegen die

Tangente der Teilungskurve den konstanten Winkel f — e ein, 8o ist:
f=a—(vt—a), d=(—a)

P+ H=a+W+a), g+ 8=u—a;
d.h. es ist dann auch

also:

0= 0g.
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Zur Bestimmung der Teilungskurve hat man die Gleichung:
vll
vi—1

woraus sich als Gleichung der Kurve F ergiebt:

= — cotg (v — a),

cos (u — uy) = %cos (v — a).

Es wird sich zeigen, dass dies die Gleichung eines Kegelschnittes
ist, der D doppelt berithrt, indessen R, und R, kongruente Kegel-
schnitte sind, die O zum gemeinschaftlichen Brennpunkt haben.

Ein Wendepunkt der Kurve R, entsteht nun, wenn N ver-
schwindet. Diese @leichung 5 _

stellt in den Koordinaten « und v eine neue Enveloppe N dar, welche
die Kurve W zur zweiten Evolute besitzt. Den Schmttpunkten der
Kurven E' und W korrespondieren dann die gemeinsamen Tangenten
der Kurven F und N, welche somit zu den Wendepunkten der Kurve
R, fithren.

Verschwindet die Gleichung N = O identisch, so fillt die Kurve N
mit der Kurve F zusammen und jeder Punkt von R, ist ein Wende-
punkt, d.h. R, ist eine Gerade. In diesem Falle ist daher, falls die
Polaraxe normal zur Geraden R steht-

tg 9, = v,, = cotg (u + v),
also:
A = tg(u+ v)d(u + 0),
oder Y
7) 1_v=cos(u-{-v)_'
Bezeichnet also 2b den Abstand der Geraden R, von O, so ist
2b
rn=a(l—1?)= o o,
die Gleichung von R,, d.h. es ist
e _ 2t
a

zu setzen. Unter dieser Voraussetzung nimmt 7) die Form an:

b- :+ =acos(u—+v)—b,

welche Gleichung durch Integration die Gleichung der Teilungskurve
F ergiebt, nimlich im Falle der #usseren Berithrung:
’ ek(v—o)f e—k(—0)  hcos(utr)—a

2 = b—acos(utv) ’
wo zur Abkirzung, da b < a,

Vaﬁ b?
5 =Fk

gesetzt wurde.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 48. Jahrg. 1898. 1. Heft. 2
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Setzt man in dieser Gleichung:
cos(u + v) = —%—13- =
und % — v = @,, so erhilt man die Gleichung der Rollkurve R,:

=9 —=b .
2= a+b61“l’1+26_k%

Diese Kurve, welche ganz im Endlichen liegt, besitzt in O einen
doppelten Windungspunkt, sodass mit Anndherung der rotierenden
Geraden R, an O, die Winkelgeschwindigkeit o, unendlich gross wird.
Rotiert umgekehrt R, mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w, um
0,, so wird mit Anniherung der Geraden R, an die Axe 0,0, die
Winkelgeschwindigkeit @, unendlich klein. Die Verzeichnung der Kurve
geschieht am einfachsten mit Hilfe des Kriimmungsradius, der sich
nach der Proportion:

2b
2@ — 7y

@ "

Ty 2as8in &,
leicht konstruieren lisst. Wihlt man nun als Kurve R, ein regulires
Finfeck, welches dem Kreis vom Radius 2b umschrieben ist, so ist
die Entfernung O, O; = 2a derart zu bestimmen, dass auch R, eine
aus finf kongruenten Bogen bestehende Kurve ist. Der zu jedem der

finf Bogen gehdrende halbe Centriwinkel hat daher den Wert —6’5 und
zur Bestimmung des Verhéltnisses 4 =%— dient daher die Gleichung:

1. ?_{_ —Vvri=1.2 cos%‘—l

5
— - =0,
-2 =z
1 6086

2

welche, nach bekannter Niéherung aufgeldst, ergiebt, dass

2a = 2,15647 .
gewihlt werden muss.

Im Folgenden mégen noch einige spezielle Fille betrachtet werden,
wo die Teilungskurve F a priori durch eine Glexchung in den Koordi-
naten » und v gegeben ist.

Es sei:

a) F=0v—nu=0,
wo n eine beliebige Zahl bedeutet. In diesem Falle ist

ri=a(l—mn), rp=a(l+n);
d.h. die Kurven R, und R, sind Kreise, auf welchen sich die Punkte
P, und P, mit der gleichen Geschwindigkeit
W, = wy = a(l— n?)

bewegen. Legt man nun durch die Punkte @, und ¢; den mit D
konzentrischen Kreis Q, so ist sein Radius:
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r=ry,—r,=n-2a,

also konstant fir jede Lage des Paares @, Q,. Dieser Kreis wird in
¢, und @, berihrt von den Kreisen P, und P,;, welche P, resp. P,
zum Mittelpunkt und 7, resp. , zum Radius haben. Beide Kreise
schneiden sich im Punkte F, und da dieser Punkt sich auf den Kreisen
P, und P; mit der gleichen Geschwindigkeit bewegt, mit welcher die
Mittelpunkte P, und P, derselben auf den Kreisen R, und R, fort-
schreiten, so rollen die Kreise P, und P, gleichzeitig auf dem Kreise Q.

Es ergiebt sich somit beziiglich der Kurve F folgendes Resultat:*

Bewegen sich zwei Punkte 4, und 4, auf einem Kreise
vom Radius 2a mit proportionalen Geschwindigkeiten

so umhiillt die Sehne 4,4, eine Epicykloide oder Hypo-
eykloide, je nachdem » im Intervall (—1) bis (+1) liegt oder
nicht. Die nimliche Kurve wird auch beschrieben von einem
Punkte F, der entweder einem Kreis P, vom Radius:
ry=a(l—mn),
oder einem solchen P, vom Radius:
rs=a(l+n)
angehdrt, welcher fiir fiussere resp. innere Berithrung rollt
auf einem festen Kreis Q vom Radius der Differenz:
r=ry—r,=2a-n
Da im weiteren {:—‘- konstant bleibt, so fillt K mit G' zusammen,
]
d.h.: G ist die Evolute E von F. Da aber der Punkt G die Strecke
@, @, wieder im Verhiltnis —:;1 teilt, withrend die Punkte @, und ¢, den
t

festen Kreis Q durchlaufen, so ist auch G eine Cykloide, die gegen F
um einen rechten Winkel im positiven Sinn gedreht und im Verhiltnis
n:1 verjingt ist.

Da ferner K mit G zusammenfillt und iiberdies w,, = O also
auch p;, =0 ist, so liegt K' in G, Die Kurve G, ist daher die
zweite Evolute E' von F, die somit mit der Originalkurve beziiglich
des Punktes O @hnlich und #hnlich gelegen und im Verhiltnis n®:1
verjiingt ist.

Bewegen sich daher zwei Punkte 4, und A4; auf einem
Kreise D vom Radius 2a¢ mit proportionalen Geschwindig-

keiten W, o 14n
W, @ 1-n .

so wird der erste Krimmungsmittelpunkt von F vom Be-

rihrungspunkt und der zweite Krimmungsmittelpunkt vom

* Vergl. Burmester a.a. 0.Bd.I, 1. Lief. S. 166 flg.
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ersten durch die Radien der Punkte 4, und 4; harmonisch ge-
trennt. Ist f der momentane Abstand der Tangente 4, 4, von

0, so sind e=7-(1—n und o=f n(1—n?

die Lingen des ersten und zweiten Krimmungsradius.

b) Die Teilungskurve F werde gebildet von einem Strahl-
biischel am Punkte F.

Da jetzt fiir alle Punkte P der Kurve R:

OP + PF = 2a

ist, so sind R, und R, zwei in Drehung befindliche Ellipsen
oder Hyperbeln, je nachdem F innerhalb oder ausserhalb des
Kreises D liegt. Die Sehnen P, P, jedes Paares entsprechender
Punkte P bilden das Durchmesserbiischel des Kegelschnittes; die Tan-
genten in zwei korrespondierenden Punkten P sind daher parallel,
nimlich zur Tangente A, A4, normal. Denn da

FG = KG, so ist tg®, = — tgv, also &, ==z — v
Es ist daher O+ =+,

d.h. es ist du der Kontingenzwinkel der Kurve R und es ergiebt sich
daher hier eine. direkte Bestimmung des Kriimmungsradius g, ohne
Kenntnis der Beschleunigung p,, des Punktes P, néimlich:
W,
0= §no
Trigt man daher die Geschwindigkeit t«, auf dem Brennstrahl
P, F von P, nach W, ab und zieht W, K, normal zu P, F,, so trifft
diese Normale die Ellipsennormale », im Kriimmungsmittelpunkt K.
Bezeichnet also n die Linge der Ellipsennormale, & ihren Winkel
gegen die Brennstrahlen P, 0 und P, F, so ist:

n=uw, und cose=sinv,

Daher w0, n
n = w.-cose, also g =

sin ¢ cos'e

der bekannte Ausdruck fiir den Kriimmungsradius.

Verlegt man zur Ermittelung der Gleichung der Kurve R den
Punkt F' in den Abstand 2¢ auf die Polaraxe, so heisst in den Ko-
ordinaten » und v die Gleichung des Strahlbiischels F:

F=acosv—ccosu=0.

Somit ist coinu
n= u(l—_dsinv)’

csiny
d.h.: r2= a(1+ asinv)’

1) r,-ry-sinte = a¥sin®y — c¥sin?u.
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Aus der Gleichung des Bilschels folgt anderseits:

2) a®sin®y — ¢*sinu = a® — ¢*
und endlich ergiebt sich aus der Gleichung:
P =u +v,
3) a — ccos @, = 7y 8inty.

Multipliziert man daher die drei Gleichungen mit einander, so er-

hilt man die Gleichung der beiden vereinigten Ellipsen R:
al—ct b?

G—CCOSQ, = a-—ccosgwl ’
wo a und b die Halbaxen, ¢ die lineare Exzentrizitit bedeutet.

Ist wie gewShnlich die grosse Halbaxe a, sowie das Verhiltnis
der grossten zur kleinsten Winkelgeschwindigkeit gegeben und mit
bezeichnet, so folgt aus der Gleichung:

=

a—c .
atec =0,
c=a 1;: » also auch b=2a%,

wonach die beiden entsprechenden Ellipsen gezeichnet werden konnen.
Wird jetzt die Ellipse R, mit dem Brennpunkt F' festgehalten, in-
dessen die Ellipse R, mit dem Radiensystem um den Winkel 2« in
positivem Sinne gedreht wird, wodurch der Brennpunkt F in die Lage
F' gelangen moge, so findet man als Gleichung der neuen Kurve F':

F'=acos(v — a) — ccos(u — a) =0,

der wir schon frither begegnet sind. Da die Kurve F' aber jetzt ein
geometrisches Erzeugungsgesetz besitzt, indem sie umhilllt wird vom
einen Schenkel eines Winkels von der konstanten Offnung «, dessen
anderer Schenkel stets durch den Punkt I’ geht, und dessen Scheitel
den Kreis D durchliuft, so ist sie.nach einem Poncelet’schen Theorem
eine Ellipse, welche F und ¥’ zu Brennpunkten hat und den Kreis D
doppelt beriihrt.

Wihlt man somit als Teilungskurve eine D doppelt be-
rihrende Ellipse, so sind auch die Rollkurven R, und R, kon-
gruente Ellipsen von der Hauptaxe 2a, welche O zum ge-
meinsamen und je einen Brennpunkt von F zum anderen
Brennpunkt haben.

Den Teilungskurven

F=acosnv—ccosnt =0
entspricht nun die Gruppe der Rollkurven:

b!

ry=
a—ccosn g,

die wohl die am lingsten bekannte Kurvengruppe dieser Art darstellt:
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Fiir n = 2 beispielsweise hat F die Gleichung:

acos2v — ccos2u =0,

(acosv — Vaccosu)(acosv + Vaccosu) =

welche Gleichung ausdriickt, dass das Produkt der Absta.nde jeder
Tangente von zwei festen Punkten der Polaraxe konstant ist, d.h.
dass die Kurve F eine Ellipse ist, deren Brennpunkte im Abstande

2y =+ 2Vac
von O auf der Polaraxe liegen. Da ihre Halbaxenquadrate
a)=2(a+c)a und B*=2(a—c)a

sind, so hat die Ellipse F den Kreis D zum Ort rechtwinkliger
Tangentenpaare. Die aus F entspringenden Kurven R, und R, sind -
zwei doppelt orthogonal-symmetrische Kurven vierter Ordnung, welche
sich in Deckung befinden.

Fir n =—;— hat dagegen F die Gleichung:

oder
a (a - c)

acos—g— ccos =0,

welcher man die Form:
3

[ ct—aq?
acosv —ECOSN =

geben kann, und welche somit einen Kreis darstellt, welcher seinen

Mittelpunkt M im Abstande

von O auf der Polaraxe und den Radius:

a—c?
rn=2——=2(a—0)
hat, d.h. den Kreis D beriihrt.

Diesem Kreis als Teilungskurve entspricht daher als Rollkurve
die Kurve vierter Ordnung mit Knotenpunkt und Schleife:

a®—c? a—b
= =a -—————)
P,

a—ccos 3t ail/c?l;cosg;l
welcher wir im folgenden Beispiel nochmals begegnen werden.

¢) Die Teilungskurve F ist ein um den Punkt M beschriebener
Kreis vom Radius 27,, welcher ganz im Innern von D liegt.

Figur 2 (Taf. I) zeigt die konstruktive Ausfiithrung und Zeichnung
der Rollkurven durch Punkte und Tangenten mittelst der Geschwindig-
keiten #,, und w,,. Das Gesamterzeugnis ist eine algebraische Kurve
sechster Ordnung mit Doppelpunkt und Brennpunkt in O, welche aus
zwei getrennten symmetrisch gleichen und geschlossenen Ovalen be-
steht. Dreht sich R, gleichférmig um den Punkt O,, so erreicht mit
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jedem Umlauf die Winkelgeschwindigkeit m; ein Maximum und ein
Minimum, nimlich dann, wenn der kleinste resp. grosste Radius r,
die Centrale passiert. Um diese beiden extremen Werte von » zu
finden, welche aber jetzt nicht mehr in die niémliche Richtung fallen
wie bei der Ellipse, beachte man, dass in diesem Falle zwischen den
Kurven G und E Berithrungen statifinden, d.h., dass G mit dem
Mittelpunkt M von F zusammenfallen muss. Bezeichnet also H den
Schnittpunkt der Tangente A4, 4, mit der Centrale OM, so bilden auf
dieser Tangente die Punktepaare A, 4, und FH eine harmonische
Gruppe, mit anderen Worten, der Punkt H besitzt in Bezug auf beide
Kreise F und D die niimliche Polare.

Es sind somit die gesuchten Stellen H die Grenzpunkte
des durch die Kreise F und D bestimmten Kreisbitschels.

Legt man daher aus den beiden Grenzpunkten H die Tangenten-
paare h, und h, an die Kurve F, so erhilt man durch diese die
extremen Werte der Radien », oder #,. Die beiden Punkte H sind
nur so lange reell, als der Kreis F ganz innerhalb oder ganz ausser-
halb von D liegt, in beiden Fillen befindet sich der eine der Punkte H
ausserhalb, der andere innerhalb von F, d.h. die Kurven R, und R,
haben nur einen grdssten und einen kleinsten Radius, also keine Wende-
punkte. Sind N, und M,, ebenso N; und M, die Endpunkte dieser
extremen Radien, so liegen sie in gleicher auf der Kurve gemessener
Entfernung, von denjenigen Punkten J; und L, resp. J; und L,, denen
der Radius a zukommt, und welche den Umfang der Kurven halbieren.
Dreht sich der Radius der Kurve R, im schraffierten Teil, so durch-
liuft der Radius von R, den entsprechenden nicht schraffierten Teil.
Ist das Verhiltnis der grdssten zur kleinsten Winkelgeschwindigkeit
und diberdies der Winkel zwischen dem grossten und kleinsten Kurven-
radius vorgegeben, so ist dadurch der Kreis F vollkommen bestimmt
und die Kurven R, und R, kénnen demnach verzeichnet werden.

Verlegt man den Mittelpunkt M von F in den Abstand 2b von
O auf die Polaraxe, so heisst die Gleichung des Kreises vom Radius
27, je nachdem der Durchmesserendpunkt 2b + 27, oder 2b — 27, als
Anfangspunkt figuriert:

1) F=acosv—bcosu Fr,=0,
sodass beide Zeichen von r, den niimlichen Kreis darstellen. Es ist nun:

asiny —bsinu

1'1 = ——)
Binv
2) , asinv 4 bsinu
3 sinv

oder da nach 1) und fiir das obere Zeichen von 7,
(asinv — bsinu)(asiny + bsinu) = a®— b4 1, — 2ar,cos v,

3) 7, rg8in?y = a®— b+ r,2 — 2ar,cosv.
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Anderseits folgt aus der Gleichung:
P=u+v,
4) a — beosgp, — rycos v = r, sin’y,
also durch Multiplikation von 3) und 4):
r,(a — beos @, — r,co8v) = at — b*+ .} — 2ar,cos v,

d.h.:
5) ryrocosv = a®— b*—r (@ — beosg) + 7% = E + r2.
Eliminiert man jetzt zwischen 4) und 5) den Parameter », so folgt:
6) ry¥sintv = rg(@ — beos ) — E —rf = H — 1},

und indem man schliesslich 5) quadriert und zu 6) addiert, die
Resultante der Elimination in der Form:

Et—riL=0,
E=a*—b*—r,(a — bcos g,)
L=7r,—2E—H=(r,—a—bcosg,)*+ b¥sin’p,.

WO

zu setzen ist.

Diese Gleichung, welche die vereinigten Kurven R, und R, zu-
gleich darstellt, reduziert sich fir »,—0 auf die Ellipse E, fir r,= oo
auf die rein imaginére Linie L. Berithrt speziell F den Distanzkreis

fir +r,—a—b,
so sondert sich die Polaraxe zwei Mal aus und es erscheint die im vorigen

Beispiel aufgestellte Gleichung der beiden vereinigten Kurven vierter
Ordnung:

r — a*—ab ___ a*—ab ~0
R |:1 a-—Vﬁcos%‘ ][l a+Vabcos g’]
Der Schar von Teilungskurven:

acosnu —beosny Fry,=0
entpricht im weiteren die Schar der Rollkurven:
E2—yr2L, =0,
E =a*—b—r(a—beosng,),
L =(r,—a—bcosng,) + bisin’ne,

wWo

bedeutet.
Werden also speziell die von der Polaraxe aus gemessenen Bogen

AyA, und A4y A; halbiert, so ist n =2 zu setzen und die Gleichung
der neuen Teilungskurve F' ist daher

acos2v —beos2u F r,=0
(@ cos v — Yab cos w)(a cos v + Y ab cos u) =%(a—bir°);
d.h. die Schar der konzentrischen Kreise um den Punkt M trans-

formiert sich in eine Schar konfokaler Ellipsenpaare, deren
Brennpunkte im Abstande:

oder
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2y = +2Vab
von O auf der Polaraxe liegen. Jedes dieser Ellipsenpaare fithrt im
allgemeinen auf eine Kurve R von der achten Ordnung mit vierfachem
Punkt und Doppelbrennpunkt in O mit der Gleichung:
{[a’— b2—r(a—beos2q)]P— ri[(r, —a — becos2¢,)?

+ b*sint2¢,] = 0.
Speziell fir r, = b — a erhilt man als Kurve F' die beiden Brenn-
punkte des konfokalen Systems:

acosv —Va_bcosu =0 und acosv +VEcosu =0

somit als Rollkurven zwei kongruente doppelt gelegte Ellipsen.

Wird dagegen r,=a — b gesetzt, so folgt als (leichung von F':

(asinv —Vabsinu)(asinv + Vabsinu) = 0,

welche aussagt, dass D der Hauptkreis der Ellipse F' ist, d.h., dass
F' den Distanzkreis doppelt berithrt. Die Kurve R zerfillt daher
in die niimlichen zwei Ellipsen, die aber nicht mehr doppelt gelegt
sind, und je einen der beiden Bremnpunkte von F' zum Bremnpunkt
haben. Die Gleichungen dieser Kurven ergeben sich entweder aus oben

stehender Gleichung 8) oder einfacher aus Gleichung 7), in welcher
die Spezialisierung r, = a — b bereits ausgefithrt und daher nur der

Winkel % durch ¢, zu ersetzen ist. Die Kurve R hat demnach die
Gleichung:

8)

’ __a’ﬂ_) , . a'—ab __)=0
Y a—Vabeosg, (l a4-Vabcos g, ’
welche in der That die beiden fraglichen Ellipsen R, und R, darstellt.

4.

Betrachten wir schliesslich noch den Fall, wo der eine der beiden
fixen Drehpunkte, z.B. O, ins Unendliche fillt, d. h., wo die Kurve R,
eine Parallelverschiebung ausfithrt, indessen die andere R, sich um ein im
Endlichen liegendes Centrum dreht, so bleibt das bisher angewandte
Verfahren auch jetzt in allen Teilen fortbestehen. Der Distanzkreis
wird zur geraden Linie D, der Punkt O, geht iiber in die Normalen-
richtung der Linie D.

Ist (Figur 3 Taf.I) F die gegebene Teilungskurve, so schneidet
irgend eine ihrer Tangenten die Gerade D in einem im Endlichen
liegenden Punkt A4,, indessen der Punkt A; im Unendlichen liegt.
Zieht man daher die zugehdrigen Radien aus O, d.h. aus O,, so liegt
04, der ganzen Ausdehnung nach im Unendlichen. Aus dem Radius
04, ergiebt sich nun zunichst der Punkt P,, indem man diesen
Radius mit der Mittelsenkrechten der Strecke 4, zum Schnitt bringt,
und es entsteht auf diese Weise die Kurve R, also die Zahnstange.
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Beachtet man aber, dass jedes Mal die Strecke P, F’ sowohl der Grdsse
als der Richtung und dem Sinne nach #ibereinstimmt mit

=0, P,
80 erhilt man demnach auch die Kurve R, oder das Rad, indem man
alle Strecken P, F' parallel zu sich selbst an einen beliebigen Dreh-
punkt Op verschiebt.

Wendet man zur Konstruktion der Tangenten in P, und P, das
frithere Verfahren an, so ist zunichst die normale Geschwindigkeits-
komponente w;, zu suchen. Man ziehe also P, F, parallel 4, 4, bis
zum Radiusvektor OF der Teilungskurve, so ist

wWia= P F,=n,

was auch ohne weiteres klar ist, das W, = n die Geschwindigkeit ist,
mit welcher der Punkt A, die Linie D durchléuft. Um ferner die
radiale Komponente zu erhalten, gebe man zunichst auf der Nor-
malen n von F' das Geschwindigkeitscentrum G an. Es ist aber der vierte
harmonische Punkt zu F beztiglich des Paares @, ¢, der gesuchte
Punkt G, d.h., da @; im Unendlichen liegt, G ist der symmetrische
Punkt zu ¥ beziiglich des Punktes @,. Ist sodann K der Krimmungs-
mittelpunkt der Stelle F, so ist

1
w1r=§GK

die normale Komponente von #,. Sie ist auf dem Radius des Punktes
P, nach O hin aufzutragen, wenn K mit F' auf der némlichen Seite
von G liegt und umgekehrt.

Durch ebenso leichte Modifikation findet man auch die Kriim-
mungsradien ¢, und g;, indessen soll hier nur noch die analytische
Formulierung der Aufgabe kurz erwihnt werden.

Man wihle auf der Geraden D irgendwo den Pol O,, nehme die
positive Richtung der Geraden D, welche wir zur z-Axe machen,
nach links, die positive Axe y durch O; nach unten. Ebenso wihle
man O, als Pol, D als Polaraxe « eines Koordinatensystems fiir polare
Linienkoordinaten. Ist dann in Bezug auf dieses System:

r=f)
die Gleichung der Teilungskurve F und bezeichnet D den Fusspunkt
des von O, auf die Tangente A, A, gefillten Lotes, so ist:

dr

und man hat daher zuniichst fiir die rechtwinkligen Koordinaten .«
und y des Punktes P;:

_r fy
1) °= Tcosw  cosu’
r’'cos u + rsinu dx
2) T
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Diese beiden Gleichungen ergeben somit die Kurve R, mittelst
einer Parameterdarstellung durch den Winkel u.

Fir die Polarkoordinaten der Kurve R, dagegen hat man, falls
der Einfachheit der Schreibweise halber die Winkel @, von der positiven
y-Axe aus in positivem Sinne gerechnet werden:

2r,=2y=—dd7( rw) )

CcOo8 ¥

Py = 2“7

fir welche Gleichungen man einfacher schreibt:

3) a |’ (%)

r —
! [N
2

v, cos

Wird R, noch mit der Ebene umgelegt, so stellen die Gleich-
ungen 1), 2) und 3) zwei entsprechende Rollkurven dar.

a) Wihlt man beispielsweise als Teilungskurve F einen Kreis,
dessen Mittelpunkt im Abstande a nach positiver Seite der y-Axe
liegt und der D nicht schneidet, also mit einem Radius r,< a, so

: . i ohune: :
heisst seine Gleichung r = asinu — 7,

Daher hat man als Gleichungen der Kurve R;:

__asinu—r,
T coswu
a—r,8inw
2y =~
fir die Kurve R, dagegen die Gleichung in Polarkoordinaten:
Py

a—r, sin—2—-
" = 14-cos g,

Ist speziell der Radius 7y=0, d.h. F ein Strahlbiischel, so er-
hilt die Kurve R, die Gleichung:

2
?/=%+%’

die Kurve R, dagegen:

a

= T+Fcos Py

Diese Gleichungen stellen daher zwei kongruente Parabeln
vom Halbparameter a dar, welche y zur gemeinschaftlichen Hauptaxe
haben und sich in der Mitte der Strecke O,F berithren. Wird
die untere Parabel parallel zur Linie D verschoben und soll sie von
der obern stets berithrt werden, so hat sich diese um ihren Brenn-
punkt O, zu drehen. Fir die Parabel R, ist ' der Brennpunkt, D
die Leitlinie und die Konstruktion ergiebt ohne weiteres die bekannten
Erzeugungsweisen, sowie Tangente und Kritmmungsradius.

4]
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b) Umgekehrt sei die Kurve R, gegeben, etwa als eine Ellipse
mit y als Hauptaxe, mit der grossen Axe 2a und der linearen Ex-
zentrizitidt 2¢, so heisst ihre Gleichung:

at— c*

Fg=
2 a—ccos g,

Da ferner @, = 2u, so folgt fiir die Kurve R,:
1) ' al— ¢!

_ = —————
y 2 a—ccos2u '

ferner ist de ate ot

a2u y= ‘@a—ccos2u

somit durch Integration mit der Konstanten Null:

x acos2u — ¢
pr—— ’
Vai—ct a4 — ccosu

2) cos

oder indem man aus 1) und 2) den Parameter 2% eliminiert und die
kleine Halbaxe VaE — & =b

setzt als Gleichung der Kurve R;:
T Yy=a+ ccos(%)-

Die Kurve R, ist also eine Cosinuslinie, welche die Ellipse im
Scheitel der grossen Axe beriihrt. Die Kurven sind also schon in
richtiger Lage, da sie beide zur Axe y symmetrisch sind und eine
Umlegung um diese Axe keine Lagenverinderung bewirkt.

c) Ist dagegen die Gleichung der Kurve R, durch rechtwinklige
Punktkoordinaten gegeben, etwa als Kettenlinie, deren Hauptaxe mit y
zusammenfillt, d.h. durch die Gleichung:

y= g+,

so hat man zuniichst ihre Parameterdarstellung aufzustellen, in welcher
der Winkel # der Teilungskurve als Parameter figuriert. Nach
fritherem ist aber . .
2 -2 14
y=—;—(e°+e ")=§zs-,
aus welcher Gleichung durch Integration folgt:

tg (u —u) =e°.
Wird nun die Konstante u, derart bestimmt, dass fiir ¥ = O auch
x =0 wird, so ergiebt sich:

c—fT = tg(u +7;)

und daher:
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Y= % [tg (u + %) + cotg (« + ::—)];
oder
P .——c .
Y= toszu
Substituiert man hierin y =1r,; 24 = ¢@,, so erhilt man die
Gleichung der Kurve Ry in Polarkoordinaten:

¢
CO8 (g

_Als Kurve R, erscheint daher die Scheiteltangente der Ketten-
linie R,. Die Kettenlinie ergiebt sich somit als Spezialfall der schon
friaher erhaltenen Rollkurve zu einer Geraden, unter der Voraussetzung,
dass die Distanz 2¢ ins Unendliche gewachsen ist. Anderseits ist der
Bewegungsvorgang nichts anderes als eine kinematische Illustration zu
dem bekannten Satze:

Fillt man vom Fusspunkt der Ordinate auf der z-Axe
das Lot auf die Tangente der Kettenlinie, so ist das Stiick
der Tangente von diesem Fusspunkt bis zum Beriithrungs-
punkt gleich der Linge des Bogens von diesem Berithrungs-
punkt bis zum Scheitel der Kurve.

Der Inhalt des von der Ordinate, der Tangente und ihrem Lote
gebildeten Dreieckes ist aber anderseits die Hilfte vom Inhalt der
tber der Kettenlinie stehenden Fliche. Auch dieser Satz folgt hier
ganz unmittelbar. Aus den Gleichungen der Rollkurven dieses Ab-
schnittes ergiebt sich ndmlich:

ydz = yid2u = r2d ,,

dF, = 2dF,;
d.h: Die von der Kurve R, der Geraden D und den Ordi-
naten irgend zweier Punkte von R, begrenzte Fliche F, hat

allemal doppelt so grossen Inhalt, wie der iber dem ent-
sprechenden Bogen der Kurve R, stehende Sektor Fj.

oder

B. Divergente, sich schneidende Axen.

5.

Die Flichen R, und R, sind in diesem Falle Kegelflichen. Seien
o, und o, die beiden gegebenen Axen, die sich in O schueiden, und
28 der von ihnen eingeschlossene vorlaufig spitze Winkel, so denken
wir uns die Axen, sowie die um diese beschriebenen Systeme koaxialer
Rotationskegel mit der um O beschriebenen Einheitskugel geschnitten.
Es seien O, und O; die Schnittpunkte der Axen mit der Kugel, der
Meridian dieser Axen sei der Anfangsmeridian oder die Centrale, P sei
ein auf dem direkten Bogen O, O, liegender Punkt, so sollen O, und O,
die Pole und OP, sowie OP, die sphirischen Polaraxen x, und x,
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zweier Polarkoordinatensysteme auf der Kugel bilden. Sind dann «,
und ¢, die sphiirischen Radien, ¢, und @, die sphirischen Anomalien
irgend zweier Punkte P, und P, der Kugel, so mdgen sie ent-
sprechende Punkte heissen, wenn die durch sie gehenden Kreise
der Kugel von den Mittelpunkten O, und O, sich auf der Centrale
0, O, bertthren, und wenn beim Rollen dieser Kreise aufeinander und
um die Punkte O, und 0,, P, und P; gleichzeitig durch die Centrale
gehen.

Heisst man zwei solche Kreise der Systeme um O, und O,, die
sich auf der Centrale beriihren, ein Elementenpaar, so sind ent-
sprechende Punkte jedes Paares definiert durch die beiden Gleichungen:

1) o+ ag =28,
2) sin @, dg, — sin ayd g, = 0.

Von diesen speziellen Rollkurvenpaaren filr konstantes Verhiltnis
der Winkelgeschwindigkeiten gelangt man nun wieder zu den all-
gemeinsten durch folgende Uberlegung, bei der man sich die Ein-
heitskugel doppelt und in sich verschiebbar zu denken hat:

Durchlduft ein Punkt P die sphirische Centrale 0,0,
nach irgend einem Gesetz und dreht man die mit den beiden
Kreissystemen fest verbundenen Kugelflichen um die Axen
o, und o, derart, als ob die momentan durch P gehenden
Kreise jedes Paares aufeinander rollen wiirden, so beschreibt
P auf beiden Kugelflichen zwei entsprechende sphiirische
Rollkurven.

Seien ;. und ws, die Komponenten der Geschwindigkeiten tw,
und w, normal zur Centrale gemessen, mit denen die Kurven R, und
R; durch den Punkt P auf der Kugelfliche laufen, ;, und s, die
Komponenten in der Centralen, so folgt zuniichst wegen der Gleichung1):

Wia + Waa = 05
ferner infolge Gleichung 2):

d
r-o

sinal% — sin ey —
also: Wiy — Wey=0.
Aus diesen beiden Gleichungen zwischen den Komponenten folgt
weiter: Win , Win
X2 0,
d.h: ie e

3) 9, + 9, —=m;
durch Quadrieren und Addieren dagegen folgt:

oder sinfo, do,®+ de,® = sin? @, dp,® + day?,

4) ds, = ds,.
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Entsprechende Bogenelemente berithren sich also auf der Centrale
und haben gleiche Liinge, d.h. die vom Punkte P beschriebenen Kurven
R, und R, rollen aufeinander, indem sie sich drehen.

Die Bedingungsgleichungen 1) und 2) geniigen daher, um R, und
R, als entsprechende sphirische Rollkurver zu charakterisieren.

Die iiber zwei sphirischen Rollkurven stehenden Kegel aus dem
Mittelpunkte der Kugel sind entsprechende Rollkegel. Da jede in O
konzentrische Kugel aus zwei Rollkegeln sphiirische Rollkurven
schneidet, so folgt:

Die unendlich fernen Querschnitte entsprechender Roll-
kegel sind entsprechende ebene Rollkurven.

Diese Eigenschaft der unendlich fernen Querschnitte folgt auch
schon aus dem Umstande, dass die unendlich ferne Ebene die einzige
des Raumes ist, die auf beiden Axen o, und o0, zugleich normal steht.

Um nun zur geometrischen Erzeugung entsprechender Rollkegel
zu gelangen, kann man ein dem fritheren analoges Verfahren ein-
schlagen. Die von den Axen o, und o, nach entsprechenden Erzeugen-
den p, und p, gehenden Ebenen bilden zwei Biischel von bestimmter
Abhingigkeit und ungleichem oder gleichem Drehungssinn, je nachdem
die Kegel sich von aussen oder innen berithren. Verschiebt man
daher beide Biischel an eine beliebige Axe o derart, dass die Punkte
O, und O, in den npdmlichen Punkt O, und die entsprechenden
Halbaxen o, und o, verkehrt aufeinander fallen, so kann man sich die
Abhingigkeit beider Ebenbiischel 4,, B, C,... und 4,, B,, C,...
dadurch vorstellen, dass man sie mit einem um O beschriebenen
Kegel A vom halben Offnungswinkel 28 schneidet und entsprechende
Schnittlinien a,b,¢,... und @;b,¢ ... durch Ebenen verbindet. Die
Gesamtheit dieser Ebenen umhiillt dann einen bestimmten Kegel ® und
umgekehrt definiert jeder Kegel ® an der Axe o zwei von einander
abhingige Ebenensysteme. Beschreibt man jetz2t um O die Einheits-
kugel, so trifft sie den Kegel A nach einem Kreise D, dessen Ebene
den Kegel ® nach einer Kurve F schneidet. Aus dieser entspringt
jetzt ein bekanntes Paar ebener Rollkurven Ry, und R;,, mit welchen
die gesuchten sphirischen Rollkurven R, und R, in einfacher Weise
zusammenhingen.

Ist nimlich (Figur 4 Taf. I) O, der Mittelpunkt von D, O, der
zweite Schnittpunkt der positiven Halbaxe o mit der Einheitskugel,
A, der aus O, tlber D beschriebene Gegenkegel zu.A, 4, 4, eine
Tangente von F, P,,, P;, das aus ihr entspringende Punktepaar
der ebenen Kurven R, und Rs,; Piys und Py, die in der Richtung
der Axe o auf A, projizierten Punkte P;, und P;,, so besteht die
Proportion:

dg, _ 0, Ps. O, P24

deg, O, P1. O, P14
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Sind dsher P, und P, die Schnittpunkte der nach Py 4 und P,
gehenden Kugelradien mit der Einheitskugel, so ergiebt sich weiter:

O;Psg _ sin(0,P)) _q&,
0,P1g4 &in(0O,P) dg,

N /N
und da 0, P, + O, P, = 28, so folgt: '

—~ ~
0;P,=ey und Oy P, =uy,

also sind P, und P, Punkte entsprechender Rollkurven.

Da nun anderseits die Linie FP;,4 parallel O, 4, und FP; 4
parallel O, 4,, so werden somit entsprechende Rollkegel nach folgender
Konstruktion erhalten:

Man beschreibe aus den zwei Punkten O und O;, deren Distanz
auf o der Lingeneinheit gleich ist, die Kegel A und A, mit 28 und

”—_‘,25 als halben Offnungswinkeln, so durchschneiden sie sich in einem

Kreise D.

Ist dann F eine beliebige Kurve dieser Ebene, so ziehe
man fiir jede Tangente 4, 4, derselben F Py, parallel O;4, und
FP;4 parallel O, 4,. Durchliuft jetzt die Tangente 4, 4, die
ganze Kurve F, so beschreiben die Strahlen OP, 4 und OP; 4
zwei entsprechende Rollkegel.

Da man fir die ebenen Rollkurven die Tangenten in den Punkten
P;, und P;, angeben kann, so kennt man die Tangenten auch in den
Punkten P4 und P;4, d.h. man kann auch die Tangentialebenen der
Kegel R, und R, angeben.

In dieser Weise entstehen die gesuchten Paare von Kegelflichen
mit Vermeidung der schwierigen und konstruktiv unbequemen Kon-
struktionen auf der Kugeloberfliche selbst. Je nachdem die Kurve F
ganz im Innern oder ganz ausserhalb von D liegt, werden R, und R,
ganz getrennte Teile eines und desselben Kegels R werden, die nur
bei Berithrung von aussen oder von innen aufeinander rollen.

Liegt dagegen F' teils im Innern und teils ausserhalb des Kreises D,
so hingen R, und R, zusammen, wobei der Kegel R die Axe o zur
mehrfachen Erzeugenden haben muss. Der Kegel rollt dann mit dem
kongruenten teils filr Berithrung von aussen, teils fir Berihrung von
innen, wobei der Wechsel beim Durchgang der gemeinschaftlichen
Berithrungslinie entweder durch die Axe o, oder durch o, stattfindet.

Wichst der Winkel 28 gegen %; 8o geht die Ebene des Kreises D
durch den Kugelmittelpunkt; wird 28 > -;5; so sinkt sie unter den-

selben und der Kegel A, wird ein spitzer Kegel, in allen Fillen aber
bleibt die Konstruktion die némliche.

Will man die Gleichungen der Rollkurven R, und R, auf der
Einheitskugel in sphirischen Polarkoordinaten aufstellen, so mdgen
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zunidchst @, und ¢, « und v in der Ebene des Kreises D die friihere
Bedeutung haben. Alsdann folgt aus der Bedingungsgleichung 2):

sine, do,

T 5
sine, do,

sine, —sine,  do,—dg,

Mna, + sine,  dg,+ dg,
% WEop_ A
tg g du :

Eliminiert man daher aus den je drei Gleichungen:

1—9 1+
tge, = tgf I:FE’%W’ tgo,=tgh t;-z;‘, o
p=u+v, @g=u—0v,
Flu,v)=0, F(u,v)=0,
die Parameter « und v, so erhilt man als Resultanten die
Gleichungen entsprechender Rollkurven auf der Kugelober-
flache.

Auch hier wird im allgemeinen die nidmliche Gleichung beide
Kurven zugleich ausdriicken, sodass jede als Teil der Gesamtkurve R
aufzufassen ist. .

Wenn die Gleichungen der aus der Teilungskurve F entstehenden
ebenen Rollkurven R,, und R;, schon bekannt sind, so kann durch
einfache Substitution aus ihrer Gleichung:

R(r, (P) =0
die Gleichung der sphirischen Kurven erhalten werden.
Aus obiger Gleichung 2) ergiebt sich niémlich:
sin e, . dv
w ey =81~ 7)
und da 2 = sin 28 — 2sin f cos § .
den Radius von D darstellt, so ist nach fritherem:

N . dav T
smﬁ(l—-‘—l—;’) - cosﬁ’
sin o, 7
cos(a,— ) cosp

sodass

wird, woraus folgt, dass in die Gleichung der ebenen Rollkurve
4) 71. = cotge, + tg B

zu substituieren ist, um daraus die Gleichung der sphiirischen Rollkurve
zu erhalten.

Wihlen wir in einem ersten Beispiel als Kurve F ein Strahlen-
biischel, so ist die resultierende Kurve R,., eine Ellipse mit der
grossen 2a Axe und O, und F als Brennpunkten. Daraus folgt, dass die

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 48. Jahrg. 1398, 1. Heft. 8



34 {"ber Rollkurven und Rollfliichen.

Projektion dieser Ellipse auf den Gegenkegel A, ebenfalls eine Ellipse
ist und ferner, dass ihr projicierender Kegel aus O die Axe o als
Fokalstrahl besitzt; d.h.:

Zwei kongruente Kegel zweiten Grades, die sich um ent-
sprechende Fokalstrahlen drehen, sind auch hier die ein-
fachsten Rollkegel, die auftreten kénnen.

Um zu der Gleichung der zugehorigen sphirischen Kegelschnitte
zu gelangen, verlegen wir den Punkt F' auf die Polaraxe des Kreises
D in den Abstand 2¢ von O,. Bedeuten dann B und & die Winkel,
unter denen die Strecken 2a und 2¢ aus dem zweiten Schnittpunkt O,
der negativen Halbaxe o mit der Kugel gesehen werden, so besteht
die Gleichung: o tgp
¢ tg?
und da
ist, so folgt:

Es ist somit
F = sinfcosfcosv — cos®ftgdcosu =0

die Gleichung des Biischels, und daher durch Einsetzen der Werte
von a und ¢ die Gleichung der Ellipse R,.:
__ cosf(sin?f — cos*ftgd)
17 ginf —cosptgdcos g,

Fihrt man jetzt die in 4) stehende Substitution aus, so erhilt
man nach leichter Reduktion als Gleichung der sphirischen Ellipse R,:
by o CO328—c0s28
g = sin 28 — 8in 28 - cos g,

Aus dieser Gleichung folgt, dass § + 0 und f — & die extremen
Werte des sphirischen Radius a, sind, d.h., dass 248 die sphiirische
Exzentrizitit bedeutet. Man erhilt daher den zweiten Fokalstrahl
des Kegels R, indem man den Strahl OyF in F, mit der Kugel
schneidet und F; mit O verbindet. Das sphirische Biischel F' besteht
daher nicht aus Grosskreisbogen, sondern die Ebenen desselben ent-
halten den Punkt O,. Dagegen sind P; und P; allemal Endpunkte
eines sphirischen Durchmessers und ihre Tangenten stehen zu den

Bogen des Biischels F' normal
Es ist klar, dass dem Kurvensysteme:

F = sinf cosBcosnv — cos®figd cosnu =0

a = sin fcosf,

¢ = cos®ftgd.

die Gruppe der sphiirischen Rollkurven

¢ _ cos 20 — cos 28
€% > \in2f — sin 28 cos n g,

entspricht, welche wie bei der Ellipse mit ihren entsprechenden in
Deckung liegen.
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Setzen wir endlich als Kurve-F eine Kurve der Schar voraus, die
durch Winkelteilung aus einem Kreise entsteht, dessen Mittelpunkts-
abstand 2b, und dessen Radius 27, betrigt, und nehmen wir zudem
an, o, und o, seien zu einander rechtwinklige Axen, also

26 =%
so hat man:
(= E’
1
r0=—l-tgs

zu setzen, sodass die Gleichung von F die Form erhilt:
.1 1 1
F=gecosnv—gtgdcosnu F 5tge=0.

Die sphiirischen Rollkurven haben dann eine Gleichung von der
Form: tgte
E 2 T L = 0,
wo E = cotga;cos2d — (1— sin24d cosnp,),
und

L = (1 + sin 20 cos2¢,) cotg®e, — 2co82 4 cotga, + (1~ sin 248 cosng,)

hedeuten.



Uber die angendherte Geradfithrung mit Hilfe
eines ebenen Gelenkvierecks.

Von
Dr. R. MULLER,
Professor an der Technischen Hochschule zu Braunschweig.

Hierzu Taf. II Fig. 1—4.

Von einem Gelenkviereck sagt man bekanntlich, es bewirke eine
angeniherte n-punktige Geradfilhrung, wenn ein bestimmter
Punkt der Koppelebene eine Bahnkurve beschreibt, die von einer ge-
wissen Gerader zwischen » aufeinander folgenden Schnittpunkten nur
verschwindend wenig abweicht; dabei ist » hochstens gleich sechs.
Liegen die » Schnittpunkte einander unendlich nahe, so mdoge die
Geradfithrung als eine #-punktig genaue bezeichnet werden. Dann
ist zwar die theoretische Anschluflstrecke unendlich klein, in Wirk-
lichkeit kann man aber auch in diesem Falle ein ganz betrichtliches
Kurvenstiick von der Anschlussgeraden nicht unterscheiden.

In einem fritheren Aufsatze* habe ich die Konstruktion der
n-punktig genauen Geradfiihrung — insbesondere fiir » = 6 — ein-
gehend behandelt. Im Folgenden wird gezeigt, wie man von hier aus
den Ubergang zur bloss angeniiherten Geradfithrung findet, und wie
man auf diese Weise vu Losungen gelangt, die vor den frither erhaltenen
vom praktischen Standpunkte aus den Vorzug verdienen.

1. Die Kurve der Ballschen Punkte. Wir gehen aus von
irgend einem Gelenkviereck AB B.A mit dem festen Gliede AB; fiir die
beliebig gewiihlte Koppellage 4B ist der Pol B, der Wendekreis
und auf ihm der Ballsche Punkt K — der augenblicklich einen Un-
dulationspunkt beschreibt — in bekannter Weise konstruiert worden
(Fig.1). Zeichnen wir in der Koppelebene alle Kreise, die im Verlaufe
der Bewegung zu Wendekreisen werden, so umhiillen diese einerseits

* Beitriige zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks, diese Zeitschrift 42. Jahr-
gang S. 247,
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die Polkurve p, anderseits den Ort u der Ballschen Punkte (Fig. 1a).
Dann erstreckt sich auf der einen Seite von u ein Gebiet von System-
punkten, von denen jeder zwei henachbarten Wendekreisen angehort.
Jeder dieser Punkte erzeugt also eine Bahnkurve mit zwei dicht auf-
einander folgenden Inflexionen, die zu einem scheinbar geradlinigen
Kurvenstiick verschmelzen, wenn wir den Systempunkt hinreichend
nahe an « annehmen. Das eben Gesagte gilt z. B. von den Punkten M
und L, die wir auf der Bahnnormale PK des Punktes K gewihlt
haben; der Punkt L liefert eine angeniherte vierpunktige Gerad-
fithrung.

In der Koppelebene giebt es im allgemeinen eine bestimmte An-
zahl von Punkten, deren Bahnkurven eine fiinfpunktig beriibrende
Tangente besitzen* Solche Punkte liegen immer auf je drei unendlich
benachbarten Wendekreisen, sind also Spitzen der Kurve «. In jedem
Punkte, der sich in der Nihe einer Spitze innerhalb des von der Kurve
. begrenzten Gebietes befindet, schneiden sich drei aufeinander folgende
Wendekreise; die zugehorige Bahnkurve hat also kurz nacheinander
drei Inflexionen, und wir gelangen zu einer angeniiherten finfpunktigen
Geradfiihrung, wenn die Entfernung des beschreibenden Punktes von
jener Spitze hinreichend klein ist.

2. Konstruktion der fiinfpunktig genauen und der an-
gendherten filnfpunktigen Geradfiihrung Bei der wirklichen
Ausfithrung der zuletzt angedeuteten Konstruktion wiirde die Ermittel-
ung der Systempunkte mit fiinfpunktig berithrenden Bahntangenten
erhebliche Schwierigkeiten bereiten. Es empfiehlt sich deshalb, nicht
ein beliebiges Gelenkviereck in einer beliebigen Koppellage zu Grunde
zu legen, sondern von vorn herein die Figur so anzuordnen, dass der
Ballsche Punkt momentan eine Bahnstelle mit fiinfpunktig be-
rithrender Tangente durchliuft. Dann miissen die Winkel, welche die
vier Seiten des Vierecks augenblicklich mit einer gewissen Geraden
einschliessen, einer einfachen Bedingung geniigen** Eine daraus
folgende Konstruktion haben wir bereits an anderer Stelle mit-
geteilt ¥

In Figur 2 ist ein anderer Weg eingeschlagen worden. Hier ist
namlich die Aufgabe gestellt, mit Hilfe eines Gelenkvierecks in all-
‘gemeinster Weise eine Kurve zu beschreiben, die von der gegebenen
Geraden g im Punkte K fiinfpunktig berithrt wird. Von dem gesuchten
Viereck diirfen wir den einen Arm, etwa A4, noch willkiirlich an-
nehmen, und zwar in der Lage, die er haben soll, wenn der gerad-
gefithrte Punkt sich in K befindet. Durch diese Daten ist die Be-

* a. a. 0. S. 260.
** a. a. 0. 8. 260 Gleichung 25.
*** Konstruktion der Burmesterschen Punkte fiir ein ebenes Gelenkviereck,
zweite Mitteilung, diese Zeitschrift 38. Jahrgang S. 131.



88 CUber die angeniherte Geradfiihrung mit Hilfe eines ebenen Gelenkvierecks.

wegung der Koppelebene fiir finf unendlich benachbarte Lagen be-
stimmt, und es giebt ausser 4 und K noch zwei andere Systempunkte B
und B*, welche augenblicklich Bahnstellen mit funfpunktig berithrendem
Krilmmungskreise durchlaufen; sie bilden zusammen mit 4 und K die
vier Burmesterschen Punkte der bhetrachteten Systemlage. Die frither
von uns abgeleitete Konstruktion der Punkte B und B* gestaltet sich
gegenwiirtig noch etwas einfacher als im allgemeinen Falle, weil dem
Punkte K ein unendlich grosser Kritmmungskreis entspricht.*

Wir bestimmen zuniichst den Pol P als Schnittpunkt von A4 mit dem in
K zu g errichteten Lote, ziehen AH 1 g bis A K, BPI L BH bis zu derselben
(teraden, legen durch § zu BJ eine Parallele, welche B4 in A, PK in &
schneidet, und errichten in % und ® Lote bez zu PA und PK. Treffen sich
diese in D, so geht durch D die Polbahntangente t, und der Kreis &, der D
zum Durchmesser hat, ist der gemeinschaftliche Kriimmungskreis der Kreis-
punktkurven m und p fiir die betrachtete und die umgekehrte Bewegung. Wir
zichen ferner 3@ PP bis PK, GE L PG bis zur Polbahnnormale n und be-
stimmen den Schnittpunkt § von €D mit 4. Dann ist BC ein Durchmesser des
zweiten Krimmungskreises der Kurve m in ihrem Doppelpunkte P, und ihr
Fokalzentrum wiirde sich ergeben durch Halbierung der nicht gezeichneten
Strecke BF. Der Ballsche Punkt der betrachteten Systemlage fillt gegenwiirtig
mit K zusammen; die Gerade P K ist folglich die Fokalaxe der Kurve u. Machen
wir daher im Kreise & die Sehne BE =PR, so ist der Mittelpunkt von BE das
Fokalzentrum von uy. Die nicht gezeichnete Verbindungslinie der beiden Fokal-
zentren schneidet die Polbahnnormale n im Punkte L1, den wir in unserer Figur
dls Mittelpunkt der Strecke L.’ erhalten haben, wobei £’ den Schnittpunkt von €
mit n bezeichnet. Nach einem bei anderer (felegenheit bewiesenen Satze** befinden
sich in jeder Lage eines komplan bewegten starren ebenen Systems die vier Bur-
mesterschen Punkte mit den Punkten 8 und £ auf einem Kegelschnitt, der
in P die Verbindungslinie dieses Punktes mit dem Ballschen Punkte beriihrt.
Gegenwiirtig gehort aber der Ballsche Punkt K selbst mit zu den Burmester-
schen Punkten: jener Kegelschnitt zerfiillt also in die Geraden PK und £24,
und die gesuchten Punkte B, B* liegen demnach auf Q4. --- Die weitere Kon-
struktion erfolgt nach der friiher gegebenen Regel: Wir bestimmen die Schnitt-
punkte B, B und R von CF bez. mit AK, P und mit der Parallelen durch T
zu Y®, ziehen zu PV die Parallelen RT und WN bez. zu t und n und be-
zeichnen mit B, B* die Schnittpunkte der Geraden TN mit dem Kreise 4. Dann
trifft 0.4 die Geraden RB, PB* bez. in B, B*.

Den Punkten B und B* entsprechen zufolge der bekannten qua-
dratischen Verwandtschaft die Kriimmungsmittelpunkte B und B*; wir
finden sie z. B. unter Benutzung des Wendepols W, in welchem die
Geraden n und g sich schneiden. Als Losung der gestellten Aufgabe
erhalten wir somit die beiden Vierecke ABB.{ und AB*B*4. In Ver-
bindung mit dem ersten beschreibt der Punkt K die Kurve x (Fig. 2a);

* Konstruktion der Burmesterschen Punkte fiir ein ebenes (ielenkviereck,
crste Mitteilung, diese Zeitschrift 87. Jahrgang S.213. In der obigen Figur 2
sind moglichst dieselben Buchstaben gebraucht, wie in der Figur 2 des an-
gefithrten Aufsatzes.

* {Jber die Bewegung eines starren ebenen Systems durch finf unendlich
benachbarte Lagen, diese Zeitschrift 87. Jahrgang S.147.
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das zweite erteill ihm eine Bewegung in der Kurve x* die sich der
Geraden g so innig anschmiegt, dass auch ihr sechster Schnittpunkt
mit g in die scheinbar endliche Anschlufistrecke hineinfillt (Fig. 2).

Figur 2a zeigt den Ubergang von der gefundenen fiinfpunktig
genauen Geradfithrung zu einer angendherten fiinfpunktigen: In der
Koppelebene ABK, die in Figur 2b besonders gezeichnet ist, um-
hiillen die simtlichen Wendekreise wie vorhin die Kurven p und w.
Innerhalb des von « begrenzten Grebietes ist der Punkt L angenommen
worden — in unserer Figur auf dem durch die Spitze K gehenden
Wendekreise u'; die zugehorige Bahnkurve 4 befindet sich in Figur 28,
und zwar der Deutlichkeit wegen ein wenig nach der Seite verschoben.
Sie besitzt eine auffallend gestreckte Gestalt und geniigt den An-
forderungen einer angeniherten Geradfihrung jedenfalls besser, als
die daneben stehende Bahnkurve x des Punktes K. — Das Gebiet, in
welchem der Punkt L gewiihlt werden kann, ist im vorliegenden
Falle beschrinkter, als bei der vierpunktigen Geradfihrung; wir
diirfen ihn z. B. nicht mehr auf der Normale des Punktes K annehmen,
wie in Figur 1* Am zweckmissigsten verwenden wir, wie in Figur 2a,
einen Punkt des Wendekreises «'; dann wird némlich die etwas um-
stindliche Konstruktion der Kurve u ganz iiberfliissig.

3. Sechspunktige Geradfithrung. Da die Konstruktion der
sechspunktig genauen Geradfiihrung bereits in allgemeinster Weise er-
ledigt ist,¥* so haben wir nur noch zu zeigen, wie sich von hier aus
der Dbergang zur a.ngenaherten Geradftithrung gestaltet ‘Dazu geniigt
aber die Betrachtung eines speziellen Falles; wir wiihlen als Beispiel
die bekannte Geradfihrung von Tschebischeff (Fig.3). Bei dieser
ist das Gelenkviereck ABBA gleicharmig, und es verhalt sich:

AB:AB:A4A=1:3:4.

Gelangt dann die Koppel in die gezeichnete Lage, in der sie zum
festen Gliede parallel ist, so beschreibt ihr Mittelpunkt A eine Bahn-
stelle mit sechspunktig beriihrender Tangente. Jetzt schneiden sich in
K vier unendlich benachbarte Wendekreise, und die unmittelbar vorher-
gehenden und folgenden Wendekreise umhiillen ein Kurvenstiick ,
das ein von Kreisen freies Gebiet einschliesst, wihrend durch jeden
Punkt ausserhalb # zwei solcher Kreise gehen (Fig. 3a). Um zu einer
angeniiherten sechspunktigen Geradfiihrung zu gelangen, miissten wir
in der Koppelebene einen Punkt angeben konnen, in welchem sich
vier verschiedene Kreise der Schar schneiden — ein solcher Punkt ist
jedoch in unserer Figur nicht vorhanden.

Hier miissen wir nun bedenken, dass die Singularitit, welche
gegenwiirtig die Kurve » im Punkte K darbietet, aus der Vereinigung

* Vergl. Allievi, cinematica della biella piana, Napoli 1895, p. 69.
** Vergl. die Anmerkung auf S. 36.



40 {'ber die angenitherte Geradfiihrung etc. Von Dr. R. MiLLen.

von zwei Spitzen entsteht. Wir konnen aber diese Singularitit wieder
in zwei Spitzen auflésen, wenn wir unser Gelenkviereck in geeigneter
Weise ‘ein wenig verindern. Zu dem Zwecke haben wir in Figur 4
die Koppelstrecke AB ein wenig vergrossert, die drei tibrigen Glieder
aber unveriindert gelassen. Fiir die dargestellte Koppellage, die zum
festen Gliede parallel ist, bezeichnet K wiederum den Ballschen Punkt,
der jetzt ausserhalb A liegt und einen blossen Undulationspunkt be-
schreibt. Dann umhiillen die Wendekreise in der Umgebung von K
ein Kurvenstiick «, das zur Geraden K symmetrisch ist und in der
unmittelbaren Nihe von K zwei Spitzen besitzt (Fig. 4a). Jeder
Systempunkt innerhalb des von der Kurve « begrenzten krummlinigen
Dreiecks liegt gleichzeitig auf vier Wendekreisen und durchliuft folg-
lich dicht nacheinander vier Wendepunkte, wie z. B. der Punkt .V, der
sich auf der Normale $ K des Punktes K befindet, und dessen Bahn-
kurve in Figur 4 parallel nach unten verschoben ist. Der Punkt L,
der auf PK dem Punkte K sehr nahe liegt, liefert eine angeniherte
vierpunktige Geradfithrung; um eine angeniherte sechspunktige Gerad-
fihrung zu erhalten, werden wir den beschreibenden Punkt zwischen
L und N, etwa in M annehmen. Wie die Figur zeigt, ist in diesem
Fall die scheinbare Anschluflstrecke erheblich grosser, als bei der
sechspunktig genauen Geradfithrung der Figur 3.

Aus unseren Darlegungen ergiebt sich demnach, dass tiberhaupt
die angeniherte n-punktige Geradfihrung im allgemeinen
lingere AnschluBlstrecken liefert, als die entsprechende
n-punktig genaue. Um aber zu einer solchen angeniiherten
Geradfihrung zu gelangen, ist der hequemste Weg immer
der, dass man zunichst eine n-punktig genaue Geradfithrung
konstruiert und diese in der angegebenen Weise nachtriig-
lich in eine angeniherte umwandelt.

-




Uber die mathematische Bestimmung der Helligkeit
in R&umen mit Tagesbeleuchtung, insbesondere
Gemildesilen mit Deckenlicht.

Von

R. MEuMKE
in Stuttgart.

Hierzu Tafel III und 1V.

Die folgenden Untersuchungen sind auf Anregung des verstorbenen
Geh. Baurats Ed. Wagner in Darmstadt entstanden, der ihre Ergeb-
nisse fiir das Handbuch der Architektur zu verwerten wiinschte und
auch zum Teil verwertet hat* nachdem ich sie ohne die mathe-
matischen Entwickelungen bereits Ende 1890 im Mittelrheinischen
Architekten- und Ingenieurverein, Ortsverein Darmstadt, mitgeteilt
hatte. Neu hinzu gekommen ist jedoch die Anwendung des ,Be-
leuchtungsvektors®, mit dessen Einfithrung ich einen Fortschritt gemacht
zu haben glaube. '

Kam es urspriinglich nur darauf an, Methoden fiir die unmittel-
bare praktische Verwendung zu gewinnen, so scheint mir jetzt aus
dem Gebotenen auch Nutzen fiir den Unterricht gezogen werden zu
konnen, insofern z. B. die Konstruktion der Linien gleicher Helligkeit
auf einer (etwa zur Fensterwand schriigen) Wand eines Gemilde-
kabinets mit Seitenlicht eine gute Ubung fiir Fortgeschrittene in der
darstellenden Geeometrie ist und sich auch manche leichteren Aufgaben
demselben Gebiet entnehmen lassen, wihrend die Bestimmung von
absolut oder relativ hellsten Punkten Beispiele filr die Auflosung trans-
cendenter numerischer Gleichungen liefert.

A. Allgemeiner Teil.

1. Geschichtliche Bemerkungen.

Eine Theorie der Beleuchtung sowohl von Gemildesiilen mit
Deckenlicht, als mit Seitenlicht scheint zuerst Ed. Magnus aufgestellt

* Handbuch der Architektur, 4. Teil, 6. Halbband, 4. Heft, S.227-—231,
251— 253, 1898.
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zu haben: Zeitschrift fiir Bauwesen, Bd. 14, S.202—219, 1864 (Wieder-
gabe eines Ende 1863 in der Kunstakademie zu Berlin gehaltenen Vor-
trages); eine besondere Schrift von Magnus mit dem Titel , Entwurf -
zum Bau eines Kunstmuseums“ ist 1866 erschienen. Magnus geht
von richtigen Gedanken aus, ist aber als Maler zu wenig mathe-
matisch gebildet, um dieselben in mathematisches Gewand kleiden und
durchfithren zu kdnnen. A. Tiede hat darauf einen urspriinglich mit
Seitenlicht versehenen Saal des alten Museums in Berlin zu einem
Deckenlichtsaal umgestaltet und die Grundsitze, nach denen er die
Dimensionen des Deckenlichts festgestellt hatte, in der Zeitschrift fiir
Bauwesen, Bd.21, S.186—194, 1871 mitgeteilt. Auch ist der ent-
sprechende Abschnitt iber Museen im Deutschen Bauhandbuch, Bd.2,
2. Teil, S.508 fig., 1884, von Tiede bearbeitet worden. Wissenschaft-
lich blelbt Tiede eher hinter Magnus zuriick, statt dber ihn hinaus
zugehen. Die Frage erweitert und mathematlsch in Angriff genommen
haben R. Mentz (Beitriige zur Frage der Beleuchtung durch Ober-
licht und Seitenlicht, mit spezieller Riicksichtnahme auf Oberlichtsile
und Seitenkabinette in Gemiildegalerien, Deutsche Bauzeitung Bd. 18,
S. 488—491, 499—501, 1884; Berechnung der Tagesbeleuchtung
innerer Riume und Mafstibe dazu, Deutsche Bauzeitung Bd. 21,
S.257—260, 1887) und K. Mohrmann (Uber die Tagesbeleuchtung
innerer Riume, Berlin 1885). Beide legen zwar das Lambertsche
Fundamentalgesetz der Beleuchtungslehre zu Grunde, verlassen aber,
um vermeintliche mathematische Schwierigkeiten zu umgehen, den
richtigen Weg bald wieder, weshalb sie auch zu manchen falschen Er-
gebnissen kommen. Eine gewisse Unklarheit findet sich sogar in einer
zu unserem Gegenstand in Beziehung stehenden Abhandlung des Phy-
sikers Leonhard Weber (Beschreibung des Raumwinkelmessers, Zeit-
schrift fir Instrumentenkunde, 4. Jahrg., S.343—347, 1884), von wo
sie, zu einem vollstindigen Irrtum geworden und die Ausbildung un-
richtiger Methoden verursachend, in eine Arbeit F.v.Grubers (Ver-
sorgung der Gebiiude mit Sonnenwiirme und Sonnenlicht, II. Versorgung
der Gebiiude mit Sonpenlicht, Wochenschrift des osterreichischen In-
genieur- und Architektenvereins, 13. Jahrgang, S.277—282, 285—291,
1888), in das Handbuch der Architektur (3. Teil, Bd. 3., 1. Heft,
S.15—23, 1896) und andere, hier nicht in Betracht kommende Schriften
itbergegangen ist.

Dass die wiederholt erfolglos behandelte Aufgabe, die Erhellung
eines Flichenelements durch eine geradlinig begrenzte reflektierende
Fliche zu bestimmen, auf die man naturgemiiss immer wieder stossen
musste, schon 1760 von Lambert in seiner Photometria (sieche Lam-
berts Photometrie, deutsch herausgegeben von E. Anding, 1. Heft,
Ostwalds Klassiker Nr. 31, S.53—58) mittelst Integralrechnung er-
ledigt worden war und Ch. Wiener 1884 (im 1. Bd. seines Lehrbuchs
der darstellenden Geometrie, Nr. 485, S.401—402) Lamberts Er-
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gebnis auf einfache Weise rein geometrisch abgeleitet hat, ist unbeachtet
geblieben.
2. Annahmen.

Gewisse vereinfachende Annahmen sind ndtig. Mit meinen Vor-
gingern setze ich voraus, dass, wenn es sich z.B. um die Abstufungen
der Helligkeit auf einer Wand eines Gemildesaales mit Deckenlicht
handelt:

1. das von den Wiinden und dem Boden zuriickgestrahlte Licht
dem durch die Deckendffnung einfallenden Lichte gegentiber
vernachlissigt werden diirfe,

2. von allen Punkten der untersuchten Wand das Himmelsgewdlbe
durch die Deckendffnung frei gesehen werden konne,

3. die Beleuchtung nicht durch direktes Sonnenlicht erfolge,

4. die Teile des Himmelsgewdlbes, welche die verschiedenen
Stellen der Wand beleuchten, gleichférmige Beleuchtungsstiirke
und gleichformiges Riickstrahlungsvermogen besitzen, und
endlich

5. das Lambertsche Gesetz unbeschrinkt giltig sei.

3. Beleuchtung eines Flichenelements durch eine
reflektierende Fliche. Raumwinkel.

Wird ein Flichenelement f durch ein anderes dF, das Licht
zuriickstrahlt, beleuchtet, so ist bekanntlich nach dem Lambertschen

Fig. 1. Fig. 2.

Gesetze die Erhellung von f durch dF proportional dem Ausdruck:

COS ECOS
dF. 5

(siche Fig.1). Steht dem Elemente f eine reflektierende Fliche F' mit
endlicher Ausdehnung gegeniiber, so muss man letztere in Elemente d F
zerlegen, den Einfluss eines jeden Elementes auf £ bestimmen und alle
diese Einflisse summieren. Es hat aber fiir den Fall, dass F gleich-
formige Beleuchtungsstiirke und gleichfésrmiges Riickstrahlungsvermogen
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besitzt, schon Lambert (a.a.0.8.37) folgendes gezeigt: Beschreibt
man aus dem Mittelpunkte p von f eine Kugel mit beliehigem Halb-
messer und nennt man F' die Zentralprojektion von F' aus p auf die
Kugeloberfliche (siehe Fig.2, in der alles im Schnitt dargestellt ist),
so wird f durch F' ebenso stark beleuchtet, wie durch F, voraus-
gesetzt, dass Beleuchtungsstirke und Riickstrahlungsvermdgen von F
und F' gleich sind. Wird der Halbmesser der Hilfskugel gleich 1 ge-
setzt, die Entfernung des Schwerpunktes s der Fliche F' vom Kugel-
mittelpunkt p mit g, der Neigungswinkel der Geraden ps gegen die
Ebene von f mit a bezeichnet, so findet man, dass die Erhellung von
f durch F' also auch durch F proportional ist:
F' osina.

Auf ein Element dF" von F' kommt némlich — wegen r=1,
cos § =1 — nach dem Lambertschen Gesetze der Betrag d - cosi, der
gleich dem Momente von dF" in Bezug auf die Ebene von f ist, wenn
man sich die Fliche F' gleichmissig mit Masse von der Dichtigkeit 1
belegt denkt; die Summe dieser Momente ist aber gleich derjenigen
der im Schwerpunkt s vereinigten Masse F’. Durch Multiplikation des
gefundenen Ausdrucks mit der Beleuchtungsstirke und dem (auch
Albedo genannten) Riickstrahlungsvermégen von F wiirde man die
Beleuchtungsstirke von f erhalten; wir wollen aber von diesen Fak-
toren, die als Konstanten zu betrachten sind, kiinftig absehen.

Es muss hier ein ofters begangener Fehler berithrt werden. Mohr-
mann nennt F' die zu F' gehorige beleuchtende Nutzfliche und setat,
indem er den Faktor ¢ iibersieht, die Erhellung von f einfach dem
Produkte F' sine proportional. L. Weber nennt das Verhiltnis der
Fliche F' zur Oberfliche 4z der ganzen Einheitskugel den Raumwinkel
der Pyramide bezw. der Kegelfliche, welche durch die vom Kugel-
mittelpunkt nach dem Rande der Fliche F gehenden Strahler be-
grenzt wird, und F

4; sl o

den ,reduzierten Raumwinkel”, den er als Ma der Erhellung von f
durch F betrachtet* Webers Raumwinkelmesser (siche die Be-
schreibung a.a.O. S.346) hat auch Eingang in die Praxis gefunden.
Da der Schwerpunkt der Fliche F' immer innerhalb der Kugel liegt,
also ¢ <1 ist, erhdlt man durch Weglassen von ¢ ein zu grosses Re-
sultat. Wollte man z. B. die Erhellung eines Flichenelementes durch
eine damit parallele unendlich ausgedehnte ebene reflektierende Fliche
mittelst des ,reduzierten Raumwinkels“ bestimmen, so erhielte man
das Doppelte des wirklichen Wertes, denn es bedeckt in diesem Falle

* Weber definiert allerdings den Winkel « nicht genauer, sondern spricht
nur von einem ,,mittleren Elevationswinkel* (die Ebene von f ist wagerecht ge-
dacht), ich wiisste aber nicht, welcher andere Winkel, als der oben eingefihrte,
gemeint sein konnte.
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F' eine Halbkugel und wird somit ¢ = -‘1,—; weil der Flichenschwer-

punkt einer solchen in der Mitte des betreffenden Halbmessers liegt.
Ist ¥' eine verhiltnismiissig kleine und nicht langgestreckte Fliche, so
mag der Fehler gering sein und darum Webers Raumwinkelmesser
in der Praxis unbedenklich Anwendung finden. Immerhin darf man
eine Priifung dieses Punktes verlangen. Ich weiss wohl, dass Weber
selbst den angegebenen Ausdruck nur als angeniihert richtig hinstellt,
aber unbekiimmert darum haben die spiiteren Autoren denselben als
allgemein giltig angesehen. Es muss noch gesagt werden, dass die
auf diesem Irrtum beruhenden Konstruktionen, die z. B.v.Gruber a.a.0.
abgeleitet hat, keineswegs einfacher sind, als die beim Festhalten an
Lamberts Gesetz sich ergebenden.

4. Beleuchtungsraum. Beleuchtungsvektor.

Ein anderes Maf} fiir die Erhellung eines Elementes f* durch eine
reflektierende Fliche F mit gleichfsrmiger Beleuchtungsstirke und
gleichformigem Riickstrahlungsvermdgen, dessen wir uns im folgenden
immer bedienen wollen, hat Chr. Wiener (a.a. 0. Nr.484, S.399 bis
401) eingefiihrt.

Projiziert man F' (Fig.2) senkrecht auf die Ebene von f und
nennt man F" die Projektion, d F" die Projektion eines Elementes d F'
yon F’, so wird dF"= dF'- cosi.

Daher ist die durch f von }' empfangene Beleuchtungsstiirke pro-
portional F", somit auch proportional F”: x, welchen Quotienten Wiener
den Beleuchtungsraum der Fliche F' gegeniiber dem Elemente f
nennt. Zu einer unbegrenzten, mit f parallelen ebenen Fliiche, wie
zu der iber f stehenden Hiilfte der Einheitskugel gehort der Be-
leuchtungsraum 1; in jedem anderen Falle ist der Beleuchtungsraum < 1.
Wer Webers Bezeichnungsweise (die nach dem frither Bemerkten
nicht #lter ist, als die Wienersche, sondern aus dem gleichen Jahre
stammt), beibehalten will, sollte wenigstens, um mit Lamberts Be-
leuchtungslehre in Ubereinstimmung zu bleiben, den Begriff des ,redu-

zierten Raumwinkels“ dahin abiindern, dass er diesen nicht gleich

F sin sonde: leich F' sin
i o, n gle 1, @sine

setzte, wodurch der reduzierte Raumwinkel gleich l des Beleuchtungs-

raumes nach Wiener wiirde. Weber driickt Raumwinkel auch in
Quadratgraden aus, von denen 41253 auf die ganze Kugeloberfliche
gehen. Auf eine zu f parallele reflektierende Fliche mit einem Raum-
winkel von 1 Weberschen Quadratgrad kommt daher anniihernd ein
Wienerscher Beleuchtungsraum von 0,0001, und dem reduzierten
Raumwinkel von 50 Quadratgraden, den nach Herm. Cohn ein guter
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Platz in gewohnlichen Schulriiumen mindestens haben sollte (vergl.
Weber a.a. 0. 5.347) entspricht ungefiihr der Beleuchtungsraum 0,005.

Hat man die Beleuchtungsstirken mehrerer Flichenelemente
£ fi,--., die von derselben reflektierenden Fliche F' beleuchtet werden
und denselben Mittelpunkt p, aber verschiedene Stellung besitzen, mit
einander zu vergleichen, so leistet ein Begriff gute Dienste, der jetzt
erklirt werden soll. Man denke sich von p. in der Richtung nach
dem Schwerpunkt s der Fliche F' einen Vektor von der Linge Flo:x
abgetragen; er soll der Beleuchtungsvektor der reflektierenden Fliche F’
in Bezug auf den Punkt p heissen. Wie man sofort sieht, ist der
Wienersche Beleuchtungsraum der reflektierenden Fliche
I in Bezug auf das Flichenelement f gleich der Lingenzahl
der senkrechten Projektion des zum Mittelpunkt von f ge-
horigen Beleuchtungsvektors der Fliche F auf die Normale
von f.

Aus einer bekannten Eigenschaft des Schwerpunktes folgt weiter:

Besteht ' aus mehreren Teilen, so ist der Beleuchtungs-
vektor von F die geometrische Summe der zu jenen Teilen
gehdrigen Beleuchtungsvektoren,

5. Anwendung auf Innenriume mit Tagesbeleuchtung.

Nach einem Lambertschen Satze (a.a.0.8.37, Lehrsatz 4), von dem
unter Nr.3 hereits ein besonderer Fall beniitzt worden ist, beleuchten
zwei reflektierende Flichen mit gleicher Beleuchtungsstiirke und gleichem
Riickstrahlungsvermégen ein Flichenelement f gleich stark, wenn beide
Flichen aus dem Mittelpunkte von f durch denselben Strahlenkegel
bezw. durch dieselbe Strahlenpyramide projiziert werden. Daher wiirde,
um wieder das Beispiel eines Gemiildesaales mit Deckenlicht zu nehmen,
die Helligkeit an jeder Stelle des Saales dieselbe bleiben, wenn man
die Deckendoffnung durch eine leuchtende ebene Fliche ersetzte, deren
Beleuchtungsstiirke und deren Riickstrahlungsvermdgen natiirlich denen
des fraglichen Teiles des Himmelsgewdlbes gleichkommen miissten.
Von dieser Vorstellung ist ohnehin Gebrauch zu machen, wenn die
Deckendffnung durch mattgeschliffenes Glas geschlossen ist. Der damit
erreichte Vorteil besteht darin, dass man es jetzt bei allen Punkten
des untersuchten Raumes mit einer und derselben leuchtenden Fliche,
und nicht mehr mit einem von Punkt zu Punkt wechselnden Stiick
des Himmelsgewdlhes zu thun hat. (Wie sich von selbst versteht,
kommt bei einer seitlichen Lichtéffnung, wenn sich das Flichenelement
f oberhalb der Fensterbank befindet, nur der, iiber der wagerechten
Ebene durch f liegende Teil der Lichtoffnung in Betracht; vergl.
Wagner a.a.0.)

Beschriinken wir uns zuniichst auf geradlinig begrenzte Licht-
offnungen von sonst beliebiger Gestalt, dann ist der Wienersche Be-
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leuchtungsraum eines beliebigen Vielecks zu bestimmen. Das (nach
einer Bemerkung unter Nr. 1 schon 1760 von Lambert angegebene,
von Chr. Wiener a.a.O. einfacher hergeleitete) Ergebnis ist:

R = 21” (pycos e, + @, coSay + - - - + PuCOSaty) =2-2%; cos &;,
i=1

wobei @, @, ... @, die Winkel bedeuten, unter denen die 2 Seiten
des Vielecks aus dem Mittelpunkt von f erscheinen, wihrend «; den
Neigungswinkel der Ebene von ¢; gegen die Ebene von f bezeichnet.
Von den Winkeln ¢ ist angenommen, dass sie in Teilen des Halb-
messers ausgedriickt seien; sind sie aber in Graden gegeben, so muss
man durch 360 (bezw. durch 400 bei Anwendung sogenannter neuer
Teilung), statt durch 2z dividieren. Die Winkel « sind so zu nehmen,
dass jeder auf der von der leuchtenden Fliche abgewendeten Seite des
zugehorigen Winkels ¢ liegt. °

Es kann der Beleuchtungsraum R mit Hilfe der analytischen Geo-
metrie durch Rechnung, oder, was im allgemeinen vorzuziehen
sein wird, unter
Anwendung der

darstellenden . : s

Geometrie durch s 5 .
Zeichnung  be- :
stimmt  werden.
Die in letzterem
Falle nétige Ver-

Fig. 8.

wandlung der 1. o 9
Winkel L *

P> Pay - - ) Pa R " A
in Strecken bezw. 3 e g e

die  graphische

Ermittelung der Quotienten ¢;: 2z lisst sich mittelst einer auf Paus-
papier gezeichneten Archimedischen Spirale sehr bequem ausfithren.
Hat man (Fig. 3) auf einem Stiick Pauspapier einen flachen Winkel
qoq' in eine Anzahl gleicher Teile, z. B. 10, geteilt, auf dem ersten

Strahl % der halben Lingeneinheit, auf dem zweiten % u. 8.W., zu-

letzt auf ogq' die halbe Liingeneinheit abgetragen und die Endpunkte
durch eine stetige Kurve verbunden, so geniigt es, den erhaltenen
Apparat so auf den gegebenen Winkel @ zu legen, dass — gleichen
Erzeugungssinn bei Winkel und Spirale vorausgesetzt — o¢ den ersten
Schenkel von ¢ deckt; die Spirale wird dann auf dem anderen Schenkel
das Stiick ¢ : 22 abschneiden.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, den Beleuchtungsvektor eines
Vielecks in Bezug auf einen beliebigen Punkt » des Raumes zu kon-
struieren. Wie oben seien die Winkel, welche je zwei aufeinander

A}
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folgende Strahlen von p» nach den Ecken des Vielecks einschliessen,
der Reihe nach mit @,, @,,..., @a bezeichnet. Die senkrechte Pro-
jektion des gesuchten Beleuchtungsvektors ¢ auf die Normale des
Fliichenelementes f muss eine Linge gleich dem Beleuchtungsraum des
Vielecks, also nach dem Obigen gleich

;”7‘”cosa:1 + :’;cosa,—}—- . -+—;;'cosa,.

haben. Errichtet man senkrecht auf der Ebene des Winkels ¢;, und
zwar auf der dem Vieleck zugewendeten Seite, einen Vektor »; von
der Linge @;: 2z, so ist dessen Projektion auf die Normale von f
gleich: @icosa;: 2.

Da nun die Projektion der geometrischen Summe mehrerer Vektoren
auf irgend eine Gerade gleich der Summe der Projektionen jener
Vektoren auf dieselbe Gerade ist, so hat die geometrische Summe der
Vektoren 7, v;,..., v,, und offenbar auch kein anderer Vektor, die
verlangte Eigenschaft. Also:

Der Beleuchtungsvektor ¢ einer geradlinig begrenzten
Fliche in Bezug auf einen beliebigen Punkt p wird gefunden,
wenn man in p auf den Verbindungsebenen dieses Punktes
mit den Begrenzungsstrecken der Fliche, die, aus p gesehen,
unter den Winkeln ¢, @,,..., , erscheinen mogen, Lote er-
richtet, in letzteren (immer auf der, der leuchtenden Fliche
zugewendeten Seite) die Vektoren v, t;,..., v, von den
Lingen .

L O 7

2n’ 2m 2n
(die aus den Winkeln @, @,, ..., @, auf die frither angegebene
Art mittelst einer im voraus gezeichneten Archimedischen
Spirale erhalten werden) auftrigt und diese Vektoren geo-
metrisch addiert (d. h. wie Krifte zu einer Resultante zu-
sammensetzt).

Der Beleuchtungsvektor einer beliebig begrenzten Fliche lisst
sich mit jeder gewiinschten Genauigkeit bestimmen, indem man die
vorhergehende Konstruktion auf ein ihrem Rande einbeschriebenes
Vieleck mit gentigend kleinen Seiten anwendet.

Alles dies gilt fiir gekriimmte Flichen so gut wie fiir ebene.

6. Beispiel: Beleuchtung durch ein seitliches Fenster.

Es handle sich darum, die Erhellung einer Pultfliche in dem be-
liebigen Punkte p durch das in Figur 4 in Grund- und Aufriss dar-
gestellte Fenster zu beurteilen, wobei das in p sichtbare Stiick des
Himmels nach unten durch die Ebene von p nach einem zur Fenster-
wand parallelen Dachfirst begrenzt sein moge. Die vierseitige Licht-
pyramide, deren Spitze p ist, hat zwei zur Aufrissebene, zwei zur
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Grundrissebene senkrechte Seitenflichen. Die in den ersteren liegenden
Kantenwinkel sollen g, und g,, die iibrigen @, und @, heissen. Die wahre
Grosse dieser Winkel ldsst sich durch Drehen ihrer Ebenen (etwa um
die Spuren mit der dusseren Fensterwand) in Parallelstellung mit der
Grundriss- bezw. Aufrissebene finden. (Die Scheitel der Winkel kommen
dadurch beziehentlich in die
Lagen p,, ps, ps, p) Die
Vektoren », und v, werden
parallel zur Aufrissebene, die
Vektoren v; und v, parallel
zur Grundrissebene, weshalb
erstere im Aufriss, letztere
im Grundriss in wahrer
Liinge erscheinen. Der Grund-
riss des resultierenden Vek-
tors ¢ ist mit ¢', der Aufriss
mit ¢" bezeichnet; », und v,
fiir sich zusammengesetzt,
geben eine zur Aufrissebene
parallele, v und v, eine wage-
rechte Komponente von v.
Die Pultfliche wiirde unter
sonst gleichen Umstiinden
die grosstmogliche Helligkeit
zeigen, wenn sie senkrecht ~ &
zu dem gefundenen Beleuch- }
!
|

Fig. 4.

tungsvektor v wire. Der
ihr zukommende Wiener-
sche Beleuchtungsraum wiire
dann gleich der wahren
Linge von v; die Zeichnung |
hat — bei Beniitzung einer |
fiir die Léngeneinheit 400 mm D S
konstruierten Archimedischen
Spirale, von der jedoch nur
ein kurzes Stick notig war —
ungefihr die Linge 14 mm,
also den Beleuchtungsraum
0,035 ergeben. Bei anderer
Neigung der Pultfliche muss
der Vektor ¢ auf ihre Normale projiziert werden. Fiir eine wage-
rechte Fliche liefert die Zeichnung (durch die etwa 7 mm lange lot-
rechte Komponente von v) einen Beleuchtungsraum vom ungefiihren.
Betrage 0,018. Sind bloss wagerechte Flichen auf ihre Helligkeit zu
untersuchen, so brauchen die Vektoren v; und v, nicht konstruiert zu
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 48.Jahrg. 1893. 1. Hoft. 4
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werden, weil sie keinen Beitrag zur lotrechten Komponente von r
geben; die Zeichenarbeit vermindert sich dann um die Hilfte. Bei
mehreren Fenstern sind filr jedes einzelne die Konstruktionen aus-
zufithren und die erhaltenen Beleuchtungsvektoren geometrisch (bezw.
die Beleuchtungsriitume arithmetisch) zu addieren.

B. Anwendung auf Gemildesile mit Deckenlicht.
7. Beleuchtungsstiirke einer beliebigen Stelle einer Wand.

Wir wollen uns auf die Untersuchung einer Saalwand und auf
den Fall einer rechteckigen Deckenéffnung mit einem Paare zur Wand
paralleler Seiten beschriinken.

Bei Fragen wie der, welchen Einfluss auf die Helligkeit das Vor-
wiirtsneigen eines Bildes um einen gegebenen Winkel hat, ist es
notig, den Beleuchtungsvektor zu konstruieren. Die Ausfithrung
stimmt mit der unter Nr.6 beschriebenen ganz iiberein, denn kippt

Fig. 5. Fig. 6.

Aufriss. Seitenriss.

man den Saal in Gedanken um eine Bodenkante, so wird das Decken-
fenster zu einem seitlichen.

Einfacher ist die Bestimmung des Beleuchtungsraumes R der
Deckendffnung, deren Ecken m, n, m,, n, heisen sollen, in Bezug
auf irgend ein, an der Stelle p gelegenes Element der Wand. Die

Formel in Nr. 5 ergiebt:

R=%cosa—%cosal,

wo @ und ¢, die Winkel bezeichnen, unter denen die zur Wand
parallelen Seiten mn und m;n, der Offnung aus p gesehen erscheinen,
« und @, die spitzen’ Winkel der Ebenen von ¢ und ¢, mit der Wand.*
Hat man mittelst der dem Seitenriss (Fig.6) entnommenen Hohen 2

* Magnus hat irrtimlicherweise (¢, — &) als Maf} der Helligkeit in p be-
trachtet, Mentz dagegen (cos ¢, — cos &,) als Maf fiir die Erhellung durch eine
zur Wand senkrechte Lamelle der Lichtpyramide.




Von R. Meumks. 51

und %, der Dreiecke mnp und m,n, p die wahre Grosse der Winkel ¢ und
¢, im Aufriss (Fig.5) bestimmt und daraus mit Hilfe der Archimed-
ischen Spirale die Strecken ¢:2x und g@,:2x abgeleitet, so geniigt
es, letztere im Seitenriss von p aus in den Geraden pm und pm, (Fig.7)
abzutragen und auf die Wand zu projizieren; der Unterschied der
Projektionen, mit der Liingeneinheit der verwendeten Spirale gemessen,
giebt den gesuchten Beleuchtungsraum R.

Um R durch Rechnung zu bestimmen, kann man ein Cartesisches
Koordinatensystem, etwa mit der Schnittlinie der Wand und der Decke
als w-Axe und der Lotrechten durch die Projektion des Mittelpunktes
der Deckendffnung auf die Wand als z-Axe annehmen. Wird die
halbe Linge der Deckenéffnung — unter Linge die zur untersuchten
Saalwand parallele Abmessung verstanden — mit I, die halbe Breite
derselben mit b, die Entfernung des Mittelpunktes der Deckentffnung
von der Wand (gleich der halben Saalbreite bei regelmissiger Anord-
nung) mit b’ bezeichnet, so ist:

V-0

X ’ tgae =, Fig. 7.
2) l V+b :
- 2T )
I l;—l; _ £ R
3) T sine cos & >
V+db z
| = e, — o’
4) op=14+% o=xu+1v,
l— r
Yo [tex— 2, tgp =
5)

|tg = + - tgy, = =

Bei der Ausrechnung geniigen fir gewohnlich dreistellige Lo-
garithmen.

Die Helligkeit in irgend einem Punkte der Wand hiingt von den
Koordinaten dieses Punktes, den Abmessungen des Deckenlichts und
der Saalbreite ab, mit anderen Worten: der Beleuchtungsraum R ist
eine Funktion der fiunf Verinderlichen z, 2z, 1, b, d', die wir mit
f(x, 2,1, b,b") bezeichnen wollen.

Aus den Gleichungen 4) und 5) folgt:

[ @ = arc tgl—tﬁ + are tg—l:ir;
6)

l Q= a:ctg

Setzt man diese Werte, sowie

}z. y cosa; = Tl:-)
1
in die erste Gleichung ein, so kommt als ein Ausdruck der fraglichen

Funktion:

cos a =

4%
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R=f(x,2,1,b,b"
7 = :_;:—Th (arc tg—l’;;'? + arctg ! ;—x)
— —:2—:7'1—(arc tg l—';»:'i + aretg {;_13:‘)’

worin

. 8) b=+ VU —02+22 hy=+VO+ b+ 2

8. Linien gleicher Helligkeit.

Wir denken uns in jedem Punkte der Wand senkrecht zu ihr den
als Strecke dargestellten Beleuchtungsraum der Deckendffnung in Be-

Fig. 8

zug auf diesen Punkt abgetragen. Die Endpunkte erfiillen eine (offen-
bar zur yz-Ebene symmetrische) Fliche, deren Gestalt eine klare Vor-
stellung von den Abstufungen der Beleuchtungsstiirke oder, falls
itberall gleiches Riickstrahlungsvermogen vorausgesetzt wird, von den
Abstufungen der Helligkeit auf der Wand giebt. In Bezug auf das in
Nr.T eingefthrte Koordinatensystem hat die betrachtete Fliche die
Gleichung y = f'(z, 2), mit f(z, #) als der durch 7) definierten Funktion;
sie ist also transcendent. Behufs Darstellung dieser Fliche denke man
sich die Wand mit einem Netz von lotrechten und wagerechten Linien
iberzogen, die einander etwa in 1m Abstand folgen, und bestimme
fir die Knotenpunkte entweder graphisch oder durch Rechnung nach
Nr. 7 den Beleuchtungsraum der Deckendffnung. Triigt man immer
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fir die Punkte einer und derselben Lotrechten oder einer und der-
selben Wagerechten die zugehorigen Strecken im Seitenriss bezw. im
Grundriss ab — die Wand als Aufrissebene gedacht — und verbindet
man die Endpunkte durch eine stetige Kurve, so ergeben sich die
Schnitte der gesuchten Fliche mit einer Reihe von zur Seitenebene
bezw. zur Grundrissebene parallelen Ebenen. Man erhilt daraus in
einfachster Weise die Schnitte der Fliche mit beliebigen zur Wand
parallelen Ebenen, deren Aufrisse Linien gleicher Helligkeit sind.
Figur 8 zeigt ein (von mir gezeichnetes und bereits von Wagner a.a. 0.

verwendetes) Beispiel; es betrifft die in ?b—o n. Gr. dargestellte Lang-

wand eines Saales von 16,60 m Linge, 9,10 m Breite und 7,85 m Hohe;
das Deckenlicht hat 12,20 m Linge und 4,70 m Breite. (Drei weitere
von mir bezw. nach meiner Angabe durchgefithrte Beispiele, darunter
zwei (remildekabinette mit Seitenlicht, findet man a.a.O. S.230, 252,
253). Mohrmann und Menz haben (a.a. 0.) auch schon Linien gleicher
Helligkeit gezeichnet, aber nicht richtig.

9. Relativ hellste Punkte in Wagerechten
und Senkrechten.
Fiir Punkte in einer beliebigen wagerechten Linie der Wand ist
z wie auch h und /i, konstant. Durch partielle Ableitung nach x cr-
halt man aus Gleichung 7) nach leichter Umformung

‘f 2lzz 1 1
N m=—"% ([h'+<l+.»->’] [ =271 [y ’+(l+w)'][W+7:v>?J)'

Wegen /i < h, ist die Klammergrosse immer positiv, weshalb ;_{
das Vorzeichen von —u hat, also die Funktion f oder mit anderen
Worten die Helligkeit - von der Mitte — der z-Axe — nach beiden
Seiten hin fortwiihrend abnimmt.

Auch in jeder senkrechten Linie der Wand befindet sich ein relativ
hellster Punkt. Man bestimmt ihn graphisch mit Hilfe einer senk-
rechten Tangente, die man im Seitenriss an den betreffenden senkrechten
Schnitt der unter Nr. 8 eingefithrten Helligkeitsfliche legt. Die Tiefe z
cines solchen Punktes unter der Decke ist Wurzel der transcendenten

Gleichung gg=0, die ausfihrlich hier anzuschreiben iiberfliissig ist,

wie auch der Beweis iibergangen werden soll, dass nur eine Wurzel
vorhanden ist und ihr wirklich ein Maximum von f entspricht.
Mentz hat angenommen, der Ort dieser Punkte sei eine wagerechte
Gerade, die er Intensititspolare nennt. Wiire das richtig, so dirfte
I % nicht enthalten oder es wisste -2l f o sein, d.h. es
.z cxcz 020z

kénnte 3—f nicht von z abhiingen, entgegen dem, was der obige Aus-

druck fir ga—’; zeigt. Der fragliche, in Fig. 8 punktiert eingezeichnete
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Ort ist also eine (zur z-Axe symmetrische transcendente) Kurve, iiber
die noch bemerkt werden moge, dass sie von dem hellsten Punkte der
Wand nach beiden Seiten fillt, entweder unmittelbar, oder nachdem
sie (vergl. Fig. 8) sich etwas iiber den hellsten Punkt erhoben hat, und
sich beiderseits je einer schiefen Geraden asymptotisch nahert. Wiinscht
man zu einzelnen Abscissen x die Ordinaten der betreffenden Kurven-
punkte zu berechnen, was allerdings ein mithsames Geschift ist, so
mag man (mit Anwendung der fritheren Bezeichnungen) die Gleichung
?2—{ = 0 nach Multiplikation mit 2xz auf die Form
10) {cp cosa sin®a + sing, cos(y, — ,) cos®a, = @, cose, sin’e,

+ sing cos(y — ¥) cos®a
bringen, jedesmal den graphisch gefundenen Niherungswert von z ein-
setzen und sich dabei der in dieser Zeitschrift, Bd. 36, S. 158 fig., 1891,
beschriebenen Methode — Anwendung der Additionslogarithmen und
Berechnung von Korrektionen durch Proportionalteile — bedicnen. Die
,vorbereitenden“ Gleichungen werden dann, abgesehen von den
fritheren 2)—5)*

11) {A = loggp®+ Eloge®+ log cose + 2log sine
+ E3log cose, + Elogsing, + Elog cos(z, — ¥,),
12) :A, = log,° + Eloge®+ log cose, + 2log sine,

+ E3logcose + Elogsing + Elog cos(y — ¥),
und die ,Schlussgleichung®, aus der die Korrektion von log z ge-
funden wird:

13) lB + E B, 4 3log cosea, + log sing, + log cos(z, — ¥,)
+ E3log cose + Elogsing + Elogcos(y — %) = O.

10. Hellster Punkt der Wand.

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass in der senkrechten Mittellinie
der Wand ein graphisch leicht zu bestimmender hellster Punkt vor-
handen ist, dessen Tiefe z unter der Decke der fiir x = 0 gebildeten

transcendenten Gleichung g-{= 0, némlich

(L 1 0 +be 1
14) B arctg R O arctg i

1 1
| 12 [~ i) 0

geniigt, wo A und %, die in 8) angegebenen Funktionen von : sind.

* @° bedeutet den in Graden ausgedriickten Winkel ¢, ¢° die auf den

Bogen von der Linge 1 kommende Zahl von (iraden, I die dekadische Fr-
gilnzung des nachfolgenden Logarithmus, B den Wert, den die Tafel der
Additionslogarithmen zum Argument A4 liefert.
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Mentz hat behauptet, wenn die Deckenoffnung vergréssert werde, so
gehe der hellste Punkt der Wand in die Hohe. Das ist nur teilweise
richtig, denn es kann, wie sich zeigen wird, die Vergrosserung der
Deckendffnung auch in solcher Weise vorgenommen werden, dass der
hellste Punkt an seiner Stelle bleibt oder sogar nach unten rickt.
Die analytische Untersuchung der Abhiingigkeit der Lage des hellsten
Punktes der Wand von den Abmessungen des Deckenlichtes bei ge-
gebener Breite des Saales, obwohl in der Theorie so einfach, hat an-
gesichts der ungefiigen Ausdriicke in 14) nichts Verlockendes. Um
in dieser Sache klar zu sehen, habe ich fiir die konstante Saalbreite
20 = 10 m und fdr die Léngen 21=0,2,4,6,..., 18,20, © sowie
eine hinreichende Zahl verschiedener Breiten der Deckendffnung die
Tiefe des hellsten Punktes berechnet und als Ordinate zu der als
Abscisse angenommenen jedesmaligen Breite der Deckeniffnung auf-
getragen, wodurch die Kurven in Tafel III entstanden sind Diese
Kurven zeigen aufs Deutlichste, dass bei gleichbleibender Linge der
Deckendffnung der hellste Punkt in der That nach oben riickt, wenn
ihre Breite vergrdssert wird, und zwar um so schneller, je grosser die
urspriingliche Breite war, dass dagegen der hellste Punkt nach unten
riickt, wenn die Breite beibehalten, die Linge vergrossert wird. Wie
man weiter sieht, hat die Veriinderung der Liinge einen verhiltnis-
miissig geringen Einfluss auf die Hthenlage des hellsten Punktes. Liisst
man bei gegebener Breite 2b der Deckendffnung die Liinge in Gedanken
iiber alle Grenzen hinaus wachsen, so riickt der hellste Punkt nur bis
zu einer bestimmten endlichen Tiefe hinunter. Denn fir =0, [ = ~
erhiilt man ¢ = ¢, == = oder

R - f(z) - : (cos & - cos o)) = :: (% -- );ll—),

REo- (b -0+ 22 b= (V' + D)+ 2
und als Gleichung, aus der z zu berechnen ist, ergiebt sich

B —br (b
S Y

woraus man mit den Abkiirzungen
W —b—a, V+0b=uq

mit

findet: -
o3 a,’*
15) Z- i/:f L=
a4 a3

Durch Einsetzen dieses Wertes in den obigen Ausdruck fiir R erhiilt
man als obere Grenze fiir den Beleuchtungsraum im hellsten Punkte

der Wand hei gegebenem b:
1 Anﬁ,‘-?r— ﬁa

16) R-

o

29/ 47 & 2 7w
Vididatsal
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und als gréssten Wert hiervon bei a =0, also ' = b, d. h. im Falle
eines die ganze Saalbreite einnehmenden Deckenlichtes:

1
R— ..

Aus Tafel III ist Tafel IV abgeleitet, die den Zweck hat, fir einen
Saal von 10 m Breite und beliebigen Abmessungen des Deckenlichts
bis zu 20 m Linge und 10 m Breite augenblicklich die Hohenlage des
hellsten Punktes zu liefern. Man sucht den gegebenen Wert der
Liinge 21 des Deckenlichts auf dem wagerechten Maflstabe, denjenigen
der Breite 20 auf dem senkrechten Mafistabe, geht von dem ersteren
Punkte senkrecht herunter bis zu der Wagerechten durch den letzteren
und liest an der durch den erhaltenen Punkt gehenden Kurve die ge-
suchte Tiefe des hellsten Punktes der Wand unter der Decke ab. Die
Tafel kann natiirlich auch Anwendung finden, wenn die Saalbreite
grosser oder kleiner als 10 m ist, denn bei proportionaler Vergrosser-
ung oder Verkleinerung aller Abmessungen #ndert sich die Tiefe des
hellsten Punktes unter der Decke im gleichen Verhiltnis.

Die Anschauungen von Magnus dber die Lage des hellsten
Punktes stimmen mit unseren Ergebnissen ebenfalls nicht iiberein. So
schiitzte Magnus bei einem quadratischen Saal von 25' Hohe und

35' Breite, dessen Deckenlicht ; der Saalbreite einnimmt, die Boden-

hohe des hellsten Punktes auf 8', welche Hihe er als die angenehmste
fir den Beschauer ansieht. Bei 10 m Breite und den angegebenen
Verhiltnissen ergiebt sich aber filr den hellsten Punkt etwa 2,64 m,
also bei 35' Breite 9,24' Deckentiefe oder 15,76' Bodenhdhe, also fast
das Doppelte des von Magnus geschiitzten Wertes, ja es wiire sogar
durch unendliche Verliingerung des Saales und des Deckenlichtes nicht
moglich, den bellsten Punkt auf die von Magnus verlangte Hohe von
8' herunter zu bringen, da bei den obigen Verhiiltnissen

a,=2a, 3a=35
z=11,,
d.h. 13,5" Bodenhthe fiir den hellsten Punkt liefert.
Bei der Konstruktion der Tafel III geniigte die graphische Be-
stimmung der zu verschiedenen Wertepaaren 7, b gehorigen Werte von

z nicht, sondern es musste die Genauigkeit durch Rechnung erhdht
werden, Es wurde dabei folgender Weg eingeschlagen. Fir

ist, also Gleichung 15):

b'—b )
tga-——- PR tga,= 7z’
[l N T S A

cos © sin o cos &, sin a,
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geht Gleichung 14) nach Multiplikation mit / und Trennung der po-
sitiven und negativen Glieder iiber in
17) ysin’atgy + siny, cos’e, = 9, sin’e, tg ¥, + sin’y cos®a.

Die Anwendung der Additionslogarithmen fithrt zur Aufstellung

der vorbereitenden Gleichungen:
A = log y°+ Elog ¢°+ 2logsin a + log tg ¥ + FE 2log sin o,

18)
+ E2log cosa,

und

A, = logy°, + Elog ¢°+ 2logsin a, + log tg ¢, + I/ 21og siny
o | ,
+ E2logcose,
sowie der Schlussgleichung:
B + EB, + 2logsiny, + 2logcos ¢, + E2logsing
20) + E2logcosa = 0.

Die graphisch, mitunter auch nur durch Schiitzung gefundenen
Niiherungswerte z wurden in diese Gleichungen eingesetzt, worauf sich
durch Anwendung der Methode der Proportionalteile aus der Schluss-

gleichung eine Korrektion von logz ergab. Vom Hersetzen eines
Zahlenbeispieles glaube ich absehen zu diirfen.



Zur Berechnung der Senkungen der Knotenpunkte
eines Fachwerks.

YVon

E. Haymmer

in Stuttgart.

In der Abhandlung ,Berechnung der Durchbiegungen und der
Nebenspannungen der Fachwerkstriiger® (Zeitschrift fiir Bauwesen,
herausgegeben im Preussischen Ministerium der &ffentlichen Arbeiten,
Jahrgang 48, 1898, Heft I bis III, S.111 filg.) macht der Verfasser,
Baurat A. Francke, von folgendem Verfahren Gebrauch:

Nach Ermittelung der Hauptspannungen S der einzelnen Fach-
werksglieder kann man die Lingeninderungen der Seiten jedes der
Fachwerksdreiecke einfach berechnen. Sind @, ), ¢ die Seitenlingen
eines spannungslosen Dreiecks,

a,=a+ da, b=+ 4b, ¢,=c+ 4d¢
die durch die Spannungen S,, S,, S; im belasteten Zustand geiinderten
Seitenliingen, so ist, wenn I, F,, F, die Querschnittszahlen der Stiibe
a, b, ¢ und E,, E,, E, ihre Elastizititsmafle sind:
S Sy Se

All=— AC=I'.C.EG"

da = =, )
l'a'.L'la I'O-I’Ab

Damit kann man die Winkeliinderungen des Dreiecks (a, b, ¢)
infolge der Belastung bestimmen, und aus ihnen lassen sich einfach
die Richtungsiinderungen (Neigungséinderungen) der einzelnen Gurtungs-
glieder zusammensetzen, womit die gesuchten Einsenkungen der
Knotenpunkte unmittelbar bekannt sind.

Es handelt sich also um Berechnung der Winkelinderungen eines
Dreiecks aus gegebenen kleinen Veriinderungen zweier Seiten. Herr
Francke erhiilt zur Berechnung dieser Winkeliinderungen mit den Be-

zeichnungen: 2s-=a+b+e
28, = a, + b + ¢ (siehe oben},

A, B, C die Winkel des urspriinglichen, .4,, B,, (;, Winkel in dem
verinderten Dreieck, I Inhalt des einen oder andern Dreiecks,
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a—d—A, p=B—B, y=(,—C
und mit Hilfe der Grossen
da=35(s — a)(s, - b)) (s, — ¢;) -~ 8,(8, — a,)(s — D)(s — o),
dn= 5(s — )5, — 0) (5 — @) — 3,(5, — b)(s — &) (s — ),
dc=38(s =) (s, —a,)(s, — b)) — 5,(8, — ¢,)(s — a)(s — b)
fir die gesuchten Winkelinderungen die Gleichungen:

da ds dc
D ¢=733s BP=T e’ Y= TFai

Diese Berechnung ist aber offenbar nicht bequem; man muss die
Ziihler der Briiche in I), die als Differenzen grosser Zahlen entstehen,
viel zu scharf, mit vielstelligen Logarithmen berechnen, wenn das Re-
sultat geniigend ausfallen soll. Man hat zur Berechnung von 44, 4s,
dc nicht weniger als 8 Logarithmen scharf (z.B. 6—71 stellig) auf-
zuschlagen und dazu sechs Zahlen schaif aufzusuchen, um schliesslich
allenfalls mit dem Rechenschieber nach I) rechnen zu konnen. KEine
Ersparnis an Rechenarbeit gegen das Verfahren, das Dreieck (a, b, ¢),
und sodann das Dreieck (a,, b,, ¢,) mit der vorhin angegebenen Zahl
von Logarithmendezimalen direkt aufzulosen (also z.B. 4 und 4,
direkt auf 0", 5 zu rechnen und daraus & = 4,-- 4 zu bilden) wird gar
nicht mehr erzielt. Dazu entbehrt die Rechnung nach I) der Probe,
die man bei der eben angegebenen niichstliegenden Rechnungsweise in
den Winkelsummen erhilt.

Da ich der Ansicht bin, dass man bei ihnlichen Dingen,
~d. h. dberall in der praktischen Differentialrechnung, sich durch-
aus des Rechenschiebers statt der vielziffrigen Logarithmentafel
bedienen sollte, wobei nur die Formeln entsprechend herzurichten sind,
so mochte ich mir gestatten, filr diese Rechnung folgende Form vor-
zuschlagen. Differentiiert man, um aus da, 4b, d¢ die Veriinderung
dA4 an A zu berechnen, die Gleichung

2bc cos 4 = b+ ¢ — a?,

so erhilt man leicht fir ¢ (= 44) die Gleichung (ich behalte die
Bezeichnungen des Herrn Francke bei):

o — 1
" esin B

(da — cos ('db — cos Bdc),

die sich mit ¢ = as.s in € sind__ cotg (' + cotg B auf die viel

in A sin B sin C
einfachere und symmetrische Form bringen liisst:

o« = ("_" _ ‘;}') cotg (' + (iﬂ — ic) cotg I3.

a
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Diese Form halte ich im vorliegenden Fall fiir die beste*; sie
setzt allerdings voraus, dass die Winkel des urspriinglichen Dreiecks
oder besser gleich ihre cotg ebenfalls bekannt, also aus a,b,c be-
rechnet oder sonstwie ermittelt seien. Da es auf grosse Genauigkeit
in diesen cotg der Dreieckswinkel nicht ankommt, so kann man sie
sich, wenn sie im Fall des Fachwerks nicht a priori bekannt sind
(459 90°% 60°) mittelbar dadurch bestimmen, dass man in der Zeichnung
die Hohen der Dreiecke zieht, an der Rechenschieber-Maflstabkante die
Hohen und Seitenabschnitte abliest, um mit dem Rechenschieber die
cotg-Briiche sofort bilden zu konnen.

Die Formelgruppe, die ich an Stelle von I. vorschlagen méchte,
ist also (die gesuchten Winkelveriinderungen a, 8,  wie oben in Halb-
messerteilen):

o= (—da — ibb) cotg C + (A" dc) cotg B

a ¢

«
II) B = (4[)—" - fc(-") cotg 4 + (%b — ‘%’) cotg C

y = (d—c — 42“:) cotg I’ + (d-c—c — %b) cotg 4.
Die Gleichungen II) verifizieren sich damit sehr einfach, dass
«e+p+y=0

sein muss, was der Anblick bestitigt, da in den sechs Ausdriicken,
die rechts auftreten, nur drei verschiedene Werte je mit entgegen-
gesetuten Zeichen vorhanden sind, und dass bei #hnlicher Veriinder-

ung des Dreiecks, also Gleichheit und Gleichzeichigkeit der Verhiltnisse

de 4b dc 5. . .
2’y o die Werte von «, B, y verschwinden milssen, was eben-

falls der Anblick von II) bestitigt.

Man hat zur Anwendung der Gleichungen II) nur die drei Verhiltnis-

da 4db dc

zahlen =% %=, ©
verwandeln, die Differenz je zweier zu bilden, diese wieder mit Hilfe
des Schiebers mit der cotg des nicht gleich benannten Winkels zu
multiplizieren und je zwei dieser Produkte (mit dem richtigen Vor-
zeichen) zu addieren (wobei man sich, um des Vorzeichens sicher zu
sein, nur zu merken braucht, dass in den Klammern in II. die dem
Winkel gleich benannte Seite voransteht), um sofort die Winkelinderungen
in Halbmesserteilen zu haben. Man wird kaum eine bequemere Rech-
nung dafir finden konnen; ein hestimmtes Dreieck lisst sich ganz gut
in einer Minute so durchrechnen.

Nehmen wir als Zahlenbeispiel das folgende (absichtlich eines,
bei dem die Beziehungen so einfach sind, dass selbst die II. entbehrlich

mit dem Rechenschieber in Dezimalbruchform zu

* Vergl. einen Aufsatz des Verfassers in Zeitschr. fiir Vermess. 1895, S. 166;
ferner Lehrbuch der Trigonometrie, 2. Aufl. 1897, S. 405.
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wiren): Die Katheten eines gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks seien
4000,0 und 4000,0 mm lang, die Hypotenuse also 4000 V2 = 5656,86 mm.

Die Katheten werden um je 4,0 mm verliingert die MaBe sind ganz

willkfirlich angenommen, eine Streckung um —— kommt bei Fachwerken

1000

aus Eisen ja nicht in Betracht, nur etwa ;— 3000 die Hypotenuse um 3,0 mm

verlingert. Welche Winkel erhilt das Dreieck statt der urspriinglich
vorhandenen 45° 45° und 90°?7
Es ist hier cotgB = cotgC =1, cotgAd =0; also aus II) mit

b = c = 4000, 4b = d¢c = + 4,0; a = 5657, da = + 3,0:

3 4
«=2 (5%?1 - 4000)’
oder nach Ablesung des ersten Bruchs am Rechenschieber (ich habe

hier den 50 cm-Schieber benutzt, obwohl fir die Praxis der 25 em-
Schieber auch hier ausreicht):

= — 0,000939
in WinkelmaB: ’ v
o = — 0,000939,. 206265" = —193," = — 3' 14".
Die Anderungen der Winkel B und C sind hier selbstverstindlich

ﬂ=y=—%a=+ 1' 37"
nach Anblick von II) wird in der That:

ﬂ“?—m-5@7~+000()4697

Rechnet man direkt mit Logarithmen, so findet man mit
a = 5,666854, b = ¢ = 4,000000, also a, = 5,659854, b, = ¢, = 4,004000:
A4, B 609804’ dh

sin 3* = 4008000
A, = 44°58' 22" . oder a= — 3 14"
wie oben, u.s. w.
Ist das Dreieck urspriinglich rechtwinklig

(COtg 4 =0, cotgB- cotg O)

oder urspriinglich gleichschenklig (z. B. cotg B = cotgC), so ver-
einfacht sich natirlich die Anwendung von II) noch sehr.

Selbstverstandlich berithrt all’ das Vorstehende die von Herrn
Francke a. a. 0. aufgestellten Gleichungen zur Ausrechnung der linearen
Durchbiegungen mit Hilfe der « (5.z.B. Sp.114 und 115) in keiner Weise;
man sollte sich nur zur Rechnung dieser y wieder unbedingt des
Rechenschiebers bedienen, der fir solche Dinge viel Zeit und Mithe
erspart.
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Zur graphischen Behandlung der Krifte im Raume.
Yon W. Stéckel in Charlottenburg.

A. Die Zusammensetzung der Kriéfte im Raume ldsst sich be-
kanntlich in der Weise durchfiihren, dass man jede Kraft in zwei Komponenten
zerlegt, von denen die erste in einer Ebene E liegt, wihrend die andere ent-
weder senkrecht zu F oder parallel zu einer Geraden G oder durch einen
fixierten Punkt O liuft. Der Kiirze wegen seien diese Methoden hier mit Ortho-
gonal-, Parallel- resp. Centralreduktion (E, G resp. 0) bezeichnet.

Zur Konstruktion der Centralaxe empfiehlt sich die Orthogonal-
reduktion. Man setze die vorliegenden Krifte zuniichst vermittelst Kriifte-
polygons so zusammen, als ob sie alle in demselben Punkte angriffen. Die
hierbei resultierende Kraft sei im folgenden kurzweg die Wertresultante (R,,)
genannt. Wihlt man jetzt | 1t,, so liefert die Orthogonalreduktion (E, R,)
eine Kraft gleich und parallel B, und ein Moment in der Ebene E. Die
gewonnene Wirkungslinie von R, ist dann nach der Definition der Central-
axe mit derselben identisch. — Zur zeichnerischen Ausfithrung ist diese Methode
nicht geeignet, da die Kriifte meist schon in einem bestimmten orthogonalen
Projektionssystem dargestellt vorliegen werden. Man fithre daher zunéichst in
dem gegebenen System die Orthogonalreduktion aus, wodurch man zwei sich
genkrecht kreuzende Krifte K, und K, erhiilt. Wendet man jetzt erst auf
K, und K, die oben beschriebene Centralaxenkonstruktion an, so ergiebt sich
eine sehr einfache Ausfiihrung. Nach einem Satz von M6bius* schneidet die
Centralaxe die kiirzeste Entfernung der Aktionslinien von K, und K,. Ist
hier D der Durchstosspunkt von K, durch die Projektionsebene, so stellt
das Lot DJ von D auf K, die kiirzeste Entfernung von K, und K, dar. Die
Richtung der Centralaxe ist bekannt, sie ist der Wertresultante R,, parallel.
Es handelt sich also nur noch um die Lage von ' (CD:CJ). Denkt man
sich jetzt die Orthogonalreduktion (E | R,, R,) ausgefihrt, so erkennt
man, dass CD:DJ = K, ,,: Ky, ist, wobei K, und K3,, die Komponenten
von K, und K, parallel R, sind. Ki,: Kz, erhilt man aber leicht, wenn
man im Kriftedreieck (X, K,, R,) von der Ecke (X,, K,) auf R, ein Lot
fillt, in dem Verhiltnis der auf R, gebildeten Hohenabschnitte. Ist der
Punkt C festgelegt, so ist die Centralaxe nach Lage und Richtung bestimmt.

B. Die Zerlegung der Krifte im Raume. Allgemeines Prinzip:
-Handelt es sich um irgend eine Zerlegung einer Kraft in Komponenten, die
in vorgeschriebenen Geraden liegen, so denke man sich die Kraft zundchst
in beliebige leicht bestimmbare Hilfskomponenten zerlegt. Jede der gesuchten
Komponenten kann man jetzt als algebraische Summe der durch den Ein-
fluss der einzelnen Hilfskomponenten in den gegebenen Geraden hervor-
gerufenen Krifte darstellen. Die gewiinschte Zerlegung ist also durchfiihrbar,
wenn sich Hilfskomponenten finden lassen, durch die sich einerseits die
gegebene Kraft leicht ersetzen lésst, und von denen anderseits die Zer-
legungsverhiltnisse (auf die absoluten Grdssen kommt es hierbei nicht an)
nach den gegebenen Geraden bekannt sind. Derartige Hilfskomponenten

* Siehe hieriber K. Th.Vahlen, diese Zeitschrift Bd.42, S. 160, 1897.
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kann man sich verschaffen als Resultanten von Kriftezusammensetzungen,
indem man in den vorgeschriebenen Geraden Kriifte zweckentsprechend an-
pimmt und reduziert. Anwendungen des Prinzips: '

1. Zerlegung einer Kraft A nach 6 heliebigen gegen einander
windschiefen Geraden.

Liegt eine bestimmte Projektionsebene I bereits vor, so wende man
die Parallelreduktion (¥, K) an. Man wihle in E zwei gleiche und ent-
gegengesetzt gerichtete Kriifte R, und R, in derselben Wirkungslinie und
zerlege R, nach den drei ersten der in E liegenden vorgeschriebenen
Wirkungslinien, R, nach den drei anderen. Jeder der so in E entstandenen
Krifte entspricht eine Kraft in dem Parallelsystem, da die Resultante
beider in eine bestimmte Raumrichtung fallen muss. Als Gesamtresultante
ergiebt sich eine Kraft Si| K. Wiederholt man das Verfahren dreimal unter
immer verschiedener Wahl von R, und R;, so erhélt man drei zu K parallele
Hilfskomponenten mit den oben verlangten Eigenschaften.

2, Konstruktion der Ebene, in der eine Kraft K liegen muss,
wenn sie nach fiinf gegebenen Geraden zerlegbar sein und durch
einen festen Punkt O gehen soll

Diese Konstruktion gestaltet sich zu einer Spezialisierung der vorigen,
nur wird statt der Parallelreduktion die Centralreduktion (¥, O) angewendet.
Die Spezialisierung besteht darin, dass die eine der in I liegenden Kraft-
gruppen jetzt nur noch aus zwei Kriften besteht, weshalb R, durch den
Schnittpunkt derselben laufen muss. Durch zweimalige Anwendung der
beschriebenen Zusammensetzung erzielt’ man hier zwei durch O laufende
nach den fiinf Richtungen zerlegbare Krifte S’ und 5", welche die gesuchte
Ebene bestimmen.

Spezialfall: Soll K eine gegebene Richtung haben, so liegt () im Un-
endlichen, und es wird die Parallelreduktion aungewendet.

Um zu begriinden, dass der Ort der Kraft K im vorliegenden Falle
eine Ebene ist, braucht man nur zu beweisen, dass man durch eine dritte
Kraftezusammensetzung eine Kraft erhalt, die in der durch S' und 5" be-
stimmten Ebene liegt.

Man denke sich zu diesem Zweck S’ und 5" zu einer Resultante S ver-
einigt. Dieselbe Kraft & wiirde man auch erhalten, wenn man zuerst die an-
genommenen Kriifte R,'= R,'und R,"= R," zu R, = R, zusammensetzte und
durch Zerlegung von R, und R, in der bisher immer verfolgten Art die Bildung
von S bewirkte. Es folgt dies aus dem eingangs aufgestellten allgemeinen Zer-
legungsprinzips. Da nun die Kraft S aus $' und 8" resultiert, muss sie in der
durch S' und S” bestimmten Ebene liegen. Es haben also, wie verlangt war,
drei Reduktionen drei in einer Ebene liegende Kriifte ergeben.

3. Die Zerlegung einer Kraft nach vier vorgeschriebenen Ge-
raden, Hier muss die Wirkungslinie der anzunehmenden Krifte R, = It,, da-
mit in der Ebene E Gleichgewicht herbeigeftthrt werden kann, durch die
Schnittpunkte je zweier in E gelegener Wirkungslinien laufen. Soll also die
Kraft K eine bestimmte Richtung haben, oder durch einen bestimmten Punkt
gehen, so ist ihre Lage durch Anwendung des unter 1. angegebenen Verfahrens
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eindeutig bestimmt, da nur zwei Anpahmen von R,= R, moglich sind, die
beide, wie leicht ersichtlich, dasselbe Resultat liefern.

4. DieZerlegung einer Kraft K nach drei vorgeschriebenen Ge
raden. Es sei hier nur der fiir die Theorie des riumlichen Fachwerks wichtige
I'all behandelt, dass sich die vier Wirkungslinien in einem Punkte schneiden
und fiir den allgemeineren Fall anf ,,Henneberg, Statik der starren Systeme*
verwiesen. Eine Spezialisierung des bisherigen Konstruktionsvorganges empfiehlt
sich bei der vorliegenden Aufgabe nicht, sondern die Kraft K und die Geraden
" @, Gyund Gy werden jetzt durch Horizontal- und Vertikalprojektion dargestellt.
(K', K", G, G" ete.) — Statt der réumlichen werden nun zwei ebene Zer-
legungen nacheinander ausgefiihrt, derart, dass man z. B. die Schnittlinie ¢
der Ebenen (K @, und (G, Gy) konstruiert und K zuerst nach G und (,, darauf
die in G entstandene Hilfskraft /' nach G, und Gg zerlegt. Zur Auffindang
der Projektionen von G bringe man eine zur Horizontalebene vertikale Hilfs-
ebene mit simtlichen Kraftrichtungen zum Schnitt (Schnittpunkte 1, 2, 8, 4).
Die Projektionen von 1, 2, 3, 4 sind leicht konstruierbar. Zieht man dann
1"4" und 2" 38", so ist der Schnittpunkt S” ein Punkt der Vertikalprojektion
der gesuchten Geraden G. Denkt man sich das Krifteviereck z. B.in der Hori-
zontalprojektion konstruiert, so erkennt man, dass die entsprechende Diago-
nale desselben der Geraden G' parallel sein muss. Die ohnehin schon meist
wenig iibersichtlichen Kriiftepline werden bei dieser Konstruktion von Hilfs-
figuren frei gehalten. :

5. Die Zerlegung eines Kriftesystems, das aus zwei gegen-
einander windschief liegenden Kriften (einer sogenannten Dyade)
besteht, nach sechs vorgeschriebenen Geraden.

a) Durch zweimalige Anwendung von 1).

b) Ein etwas kiirzeres Verfahren sei hier nur angedeutet: Man wende
zuniichst auf die gegebene Dyade die Orthogonalreduktion (E, G) an, die eine
neue Dyade (K, Kg) ergiebt. Dann fithre man viermal eine Zusammensetzung
angenommener Kriifte aus, die je eine Kraft parallel K und eine zweite in der
Wirkungslinie von Kgergiebt. Durch die so entstandenen vier Dyaden kann man
die gegebene Dyade ersetzen, wenn man nochmals das allgemeine Zerlegungs-
prinzip zur Anwendung bringt.

Aufgabe 3.
Von 8. Finsterwalder in Miinchen.

Ein oben offener, bis zum Rande gefilllter Wasserbehilter von der
Form eines Rotationskdrpers mit vertikaler Axe, gegebenem Volumen wund
gegebener oberer Offnung soll so konstruiert werden, dass ausschliesslich
die durch Rippen entsprechend zm verstéirkenden Meridiane Zugspannungen
aber keine Biegungsspannungen aufnehmen, wihrend alle Spannungen in
der Querrichtung (Ringspannungen) verschwinden. Dementsprechend soll
auch der obere Rand spannungslos bleiben. Der Behidlter wird an einer
Reihe vertikaler Ketten, die von den oberen Enden der Rippen ausgehen,
aufgehiingt. Welche Form muss der Meridian des Rotationskdrpers besitzen?
Das Eigengewicht der Konstruktion soll vernachlissigt und nur jenes des
Wassers berticksichtigt werden.
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Uber die automorphe Transformation einer Summe
von Quadraten mit Hilfe infinitesimaler Trans-
formationen und héherer komplexer Zahlen.

Von
Professor BeEz

in Plauen i.V.

Vel

ternionen“* habe ich versucht, eine Liicke™ nschaftlichen
Begriindung des Quaternionenkalkills auszufillen und ihn zugleich
von einer Voraussetzung zu befreien, welche seiner Ausdehnung auf mehr
als vier Einheiten entgegensteht. Sodann habe ich die Multiplikations-
tafeln der reinen Quaternionensysteme von 8, 16 und 32 Einheiten in’
extenso aufgestellt und die Bedingungen erdrtert, die erfiillt sein:
miissen, damit das Produkt zweier konjugierter Quaternionen gleich
der Norm des Quaternions werde. Zum Schluss bin ich des niheren
auf den engen Zusammenhang eingegangen, welcher zwischen der
Norm eines Quaternions von 2" —! Einheiten und den schiefen Deter-

1(1"—;—1)+ 1 unabhéngigen Elementen besteht.
Diese Determinanten spielen bekanntlich bei der Losung des Problems
der linearen orthogonalen Substitution oder der automorphen Trans-
formation einer Summe von Quadraten eine hervorragende Rolle. In
der vorliegenden Arbeit soll das gleiche Problem mit Hilfe von Vek-
toren und Quaternionen gelost und, soweit es angeht, noch eine dritte
Methode benutzt werden, welche theoretisch auf eine beliebige Zahl
von Veriinderlichen angewendet werden kann, praktisch aber in der
Hauptsache schon bei n =4 versagt, nimlich die Methode der in-

finitesimalen Transformationen von Sophus Lie. :

minanten Cayleys von

* Siehe diese Zeitschrift 41. Jahrgang.
Zeftachrift f. Mathematik u. Physik. 48.Jahrg. 1898. 2. Heft. 5
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§ 1.
Die Transformation zweier Quadrate in sich selbst. -

Um die Summe zweier Quadrate z,+ z,® in die Summe z,'%+ z,'*
zu transformieren, hat man statt z, und z, beziiglich zu setzen:
1) { Ty = Qoo Ty + Gy Ty,
o = a2, + ay, 2,
und die Koeffizienten @ so zu bestimmen, dass
~ Gp’+ ay' =1,
2) { au’+ ay® =1,
ooy + Aoty =0
xo!2+ xlii___ xoﬂ_*_ xli
und der Punkt z,, 2, des Kreises z,®+ 2,® = ¢ in einen anderen Punkt
desselben Kreises z,, z," ibergefithrt oder transformiert. Es entspricht
also diese Transformation der Drehung einer Ebene um einen festen
Punkt in derselben, bei welcher jeder Punkt der Ebene einen Kreis
um den festen Punkt beschreibt. Die Gleichungen 1) an und fiir sich,
d.h. ohne Riicksicht auf die Gleichungen 2) stellen die sogenannte all-
gemeine lineare homogene kontinuierliche Transformationsgruppe in
zwei Veriinderlichen dar* Sie ist viergliedrig, d.h. sie enthilt vier
von einander unabhingige oder wesentliche Parameter ay, a,, a9, a,,,
wenn keine Bedingungsgleichung zwischen denselben stattfindet, drei-
gliedrig, wenn eine Bedingungsgleichung gegeben ist, z.B.:

oo Oyy — Gy Gy = 1.

In unserem Falle, sobald also neben den Gleichungen 1) auch die
‘Gleichungen 2) Bestand haben, ist die Gruppe eingliedrig. Die Koefti-
zienten a,; lassen sich dann sémtlich als Funktionen eines einzigen
Parameters darstellen. Die Gruppeneigenschaft der Transformation 1)
ohne Beriicksichtigung der Bedingungen 2) ergiebt sich daraus, dass
zwei aufeinander folgende Transformationen wiederum eine Trans-
formation derselben Beschaffenheit geben. Wendet man auf die Trans-
formation 1) eine neue Transformation derselben Art:

{ y" = boo %y + by 7
2" = byozy + by 2’

werde, dann ist:

1)
an, so ergiebt sich, wenn
’ g ’ oo oo + @19b0, = €40,
@1 boo + @43 bgy = €15
Qo by + 819 by = €49y
Qg byo + a4, by = ¢y

3)

gesetzt wird:

* Siehe S. Lie, Theorie der Transformationsgruppen I, 578.
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l Ty = Con Ty + Coy Ty,
4" = e %+ ey 7,
also eine Transformation, die von derselben Beschaffenheit ist wie 1).

Darnach bilden die Transformationen 1) eine Gruppe. Die identische
Transformation -

4)

zy) = Z,,

&' =,

tritt ein, wenn ay=a,,=1, a,=a, =0 ist. Die inverse Trans-
formation oder diejenige Transformation, welche den Punkt z,, z,' in
den Punkt z,, z, zuriickfihrt, lautet:

" Gy 1 Gor 1
L= g%~ (4%
" Go 0t Qoo .1
Ty = ——F Ty + %y,

A= aydy,— ayt,
Denn setzt man fiir 2, z,' ihre Werte aus 1), so kommt:
Ty'= Ty,
z = z,.

Zwei Transformationen der Gruppe 1) sind im allgemeinen nicht
mit einander vertauschbar. Lisst man auf die Transformation 1) mit
den Parametern a die Transformation 1*) die mit den Parametern b
folgen, so kommt die Transformation 4), deren Koeffizienten ¢;; durch

die Gleichungen 3) bestimmt werden. Liisst man dagegen auf die
b-Transformation 1*) die a-Transformation 1) folgen, so ergiebt sich,

wenn: Coo' = oo bgo + Gy by,
5) cm:’“ Goo by + @y by,
€10 = @y boo + @31 b0,
. €' = Gyoby + a4, by
geie.tzt wird: { T"= Cog! Ty + Coy Ty
) "= 1'%y + €12,

Die Transformation 4*) ist der Transformation 4) nur dann gleich,

venn Coo = Cop  Cor' = Cqus €19 = Ciy €' =0y
Diese Bedingungen sind erfiillt, sobald

G h,

Qo by,

oo — Gy __ oo — byy
Gyo boo

ist. Nun ergeben sich aus 2) zwei verschiedene Wertsysteme der

Koeffizienten a,;. Denn da das Quadrat der Determinante der Koeffi-
zienten:

6)

6.
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A2 = (g Gyy — gy 310)* =1
ist, so hat man die beiden Fille zu unterscheiden:

Goo Oy — Boy Gy =1,

gy Gyy — oy Gyg = — 1.
Hieraus in Verbindung mit 2) ergiebt sich, dass man entweder
7 Gy = gy Oy = — Gyo= — V1 — ag?,
oder
1) Gy = — Goo, Oy = g =V1—ay}

zu setzen hat. Schreibt man cost fir ay, so erhdlt man die beiden
eingliedrigen Gruppen:

. s
Ty = z,c08t — x; sin ¢,

8) %! = x,8int + z, cost
und , t + 2 sint
Zy = xyc08t 4 x, sin

8 { o' o™ 1 ’

Z, = Tysint — x, cost.

. Die Transformationen der Gruppe 8) sind mit einander vertausch-
bar, denn fiir eine b-Transformation ist:

9) bu = boo: b01 = bm = Vl - booz;
also: a4 b,
L= 1 =12,
Aoy bo,
B0 "1 _ g Do —by
Goy 01

entsprechend den Gleichungen 6). Die Transformationen der Gruppe 8*)
dagegen sind nicht mit einander vertauschbar, denn in diesem Falle ist

zwar:
Yo 1= b ,
. Aoy 01
aber nicht: b —b
B0 — &y __ 90 — Oy
@y bo,

wenn nicht ay, = by, @y, = b, oder die b-Transformation identisch ist
mit der a-Transformation. Man kann dies leicht an den Gleichungen 8)
und 8*) selbst verifizieren. Wenn man auf die Transformation 8) mit
dem Parameter ¢{ eine zweite ebensolche Transformation mit dem
Parameter ¢' folgen lisst, also: ’

"= ;! cost' — z,'sin t,

z"= z, sint'+ z,' cost'
annimmt, so kommt nach Einfihrung der Werte z, und z,' aus 8):
{ xy'=xyco8(t + t') — ,;sin(t + ¢')

10) x'=z,8in (¢ + t') + x,cos(t + ¢').
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11)Sei‘.zt; man also t4t' =" 7
so wird: Zy'= xycost"— x,sint",

z,"'= xysint"+ z, cos t".

Der neue Parameter ¢” éindert sich nicht, wenn man ¢ mit ¢’ ver-
tauscht. Die Gleichung 10), welche den Parameter ¢" aus den Para-
metern ¢ und ¢' finden lehrt, stellt ebenfalls eine Gruppe dar, die so-
genannte Parametergruppe. Beiliufig erwihnt gilt der Satz von der
Vertauschbarkeit der Transformationen der Gruppe der Rotationen in
der Ebene iiberhaupt fir alle eingliedrigen kontinuierlichen Gruppen,
so z B. auch fiir die Rotationen des Raumes um eine feste Axe.
Zwei Transformationen der Gruppe 8*) dagegen sind nicht miteinander
vertauschbar. Denn ldsst man auf die Transformation 8*) eine zweite
mit dem Parameter ¢' folgen, nimlich:

zy'= xy cost'+ z,'sint’,

z,"= z,'sin t'— z'cost’,
Zy'= xzyco8 (t — t') + z,sin(¢ — t')
z,"!'= — zy8in(t — t') 4+ 2, cos(t — ¢")

Da das Vorzeichen von sin(f — ¢') sich iindert, wenn man ¢ mit
¢' vertauscht, oder die Reihenfolge der beiden Transformationen um-
kehrt, so ist ersichtlich, dass zwei Transformationen der Gruppe 8*)
nicht mit einander vertauscht werden kénnen. Auch bemerkt man
sofort, dass die Gruppe 8*) die identische Transformation nicht be-
sitzt und jede Transformation zugleich ihre eigene inverse ist. Setzt
man namlich ¢'=¢, so kommt z/= z,, z,'= — z,. Eine zwei-
malige Anwendung der Transformation 8*) mit demselben Parameter
fihrt also den Punkt z in sich selbst zurfick. Die Gruppe 8*) ent-
hilt mithin diskontinuierliche Untergruppen von der Periode 2. Be-
zeichnet man eine bestimmte Transformation der Gruppe 8% mit 7,

80 1ist T.-T=T=1,
folglich auch 1
T =T,

so findet man:
12)

also die Transformation zugleich ihre eigene inverse.

Die geometrische Bedeutung der Formeln 8) und 8*) ist unschwer
zu erkennen. Man beziehe den Punkt M einer Ebene auf zwei recht-
winklige Koordinatensysteme z,0x, und z,Ox,' (siehe Fig. 1), welche
denselben Koordinatenanfang O besitzen. Das erste sei um den Ko-
ordinatenanfang drehbar, das zweite dagegen fest. Die Koordinaten
des Punktes M mogen in dem ersten System mit z, und z,, im
zweiten mit z,) und z,' bezeichnet werden. Im Augenblick des Zu-
sammenfallens beider Systeme — in der Anfangslage — ist z = z,,
z,'=z, oder es findet die ,identische Transformation“ statt. Dreht
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man aber das erste System durch den Winkel ¢ in der der Bewegung
des Uhrzeigers entgegengesetzten Richtung, so ist im Falle 8) (siehe

Fig. 1): 7= OP'= 0Q — PR = z,co8t — z, sint,
r'/=MP'= PQ+ MR = z,sint + z, cost.
Fir ¢ = 0 erhdlt man die identische Transformation:
x2) =2y, x'=2,
Setzt man — ¢ fiir #, so erhilt man die inverse Transformation:
Zy) = x, cost + x, sint,
z,'= — z,8in¢ 4 z, cost.
Im zweiten Falle (siehe Fig. 1) ist:
zy = OP'=0Q + PR = z,cost + z, sint,
1) = MP'= PQ — MR = z,sint — z, cost.

Fir t = 0 kommt 2= z,,

"= — x,.
Die Gruppe 8*) besitzt also nicht die identische Transformation,
sondern die symmetrische. Setzt man jetzt — ¢ fir ¢, so erhilt man
zy'= x,c08t — z, sint,
z,! = — x,8int — x, cost,
also nicht die inverse Transformation. Diese ist vielmehr, wie wir
schon oben bemerkt haben, mit der ursprilnglichen identisch. Lasst

man » Transformationen der Gruppe 8) mit den Parametern ¢, ¢,...¢.
aufeinander folgen, so ergiebt sich:

13) { 2™ = zpcos(h, by +-o+ f) + msinlly, b+ + ),
2" = wosin (b + b+ -+ ) + 2 c0o8(t, + G+ - +La)
und wenn alle ¢ einander gleich sind:
z,™ = x,co8nt — x, sin nt,
2, = z,8innt + z, cosnt.
Bei der Gruppe 8*) dagegen hat man zwischen den Transforma-
tionen gerader und ungerader Ordnung zu unterscheiden. Man findet:
z,V = zycost, + z,8int,,
x M =ayco8(t;— 8y — t,) + 2, 8in (4 — &, — ¢,) ete.,
l z,M = z,8int, — z, cos?,,
2,® =g, sin(ty —t, — t,) — x,co8(ty — b — ¢,).
Diese Transformationen sind nach dem Typus 8*) zusammen-

gesetzt, wenn man £, {, — ¢, etc. als Parameter ansieht, wogegen die
Transformationen gerader Ordnung:

14))
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Z2,® = z,costy — t, — z, 8sinty — ¢,
2, W = xyc08(f, — by + ty — &) + x,sin (b, — £, + b5 — &,) ete.,
7,® = z,sint, — ¢, + 2, costy, — ¢,,
14,) {x(‘)=a‘ sin(f, — ty+ by — ¢,) + 2, co8(f, — ty+
(1} 4 ] 2 1 1 t’ tl))
sobald man # — ¢, ¢, —f, als aufeinander folgende Parameter an-
nimmt, nach dem Typus 8) gebildet erscheinen.
Setzt man jetzt alle ¢ einander gleich, so erhalten alle Trans-
formationen ungerader Ordnung die Form:
7y = @, co8t + z;8in ¢,
z,' = x,8int — z, cost.
Die gerader Ordnung dagegen:
Ty = Zy,
z,' = x,.
Wir konnen also sagen: Die Transformationen 8) bedeuten eine
Drehung der Ebene um den Koordinatenanfang durch den Winkel ¢,

Fig. 1. Fig. 2.
ax,
41\ X, .

R

--{‘:
. M

1%
0 0 P

die Transformationen 8*) aber eine Umklappung der Ebene mit nach-
folgender Drehung derselben um den Winkel £. Die erstgenannten
Transformationen bilden eine einzige kontinuierliche Gruppe, die letat-
genannten sind dagegen zusammengesetzt aus einer diskontinuierlichen
Gruppe von der Periode 2 und zwei kontinuierlichen Gruppen, von
denen die eine nach dem Typus 8), die andere nach dem Typus 8*)
gebildet ist.

Beide Transformationsgruppen sowohl 8) als 8*) lassen den Koordi-
natenanfang z,= 0, z, =0 unveriindert; ebenso auch die Entfernung
zweier Punkte z,, z, und y,, y,. Denn wendet man auf beide zugleich die
Transformation 1), 2) an, so kommt:

‘ (@' — ¥+ (@' — 9" = lag (2o — ¥o) + oy (@ — ¥

5
19) + [@40(T0— ¥o) + @y (2,— 41)1* = (Zo— ¥o)*+ (21— 9)*.
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Da zwei Figuren kongruent oder symmetrisch sind, wenn die
gerade Verbindungslinie je zweier Punkte der einen Figur dieselbe Linge
hat, wie die Verbindungslinie der entsprechenden Punkte in der anderen
Figur, so transformieren die Gleichungen 1), 2), also auch 8), 8*) jede
Figur in eine kongruente bez. symmetrische.

Eine gerade Linie

16) lz,+ mz, =1

geht durch die Transformationen 8) und 8*) in eine andere Gerade
Uzy+m'z, =1
ilber, wobei im Falle 8):
17 [ l'=lcost 4+ msint,
_ ) m'=lsint + mcost;
im Falle 87): { l'=1lcost + msint,
m'= lsint — mcost
ist. Fiir I =m =0 ist in beiden Fillen auch I'=m'=0, d.h. die
unendlich entfernte Gerade bleibt bei beiden Transformationen erhalten.

Auch das Paar der imaginiren Kreispunkte bleibt bei 8) unverindert.
Denn es ist:

(zy+ i2,") = (g cost — z,8int) + i(z,s8int + z, cos?)
= (@, + 12,)(cost + isint),

(zy— i2,") = (x,co8t — iz, 8int) — i(z,8int + x,cost)
= (x, — 12,)(cost — isinf).

18)

‘Wenn also: I —

) z,—1ir,=0,
so ist auch: 2 + iz, 0,
z, — iz/=0.

Dagegen werden durch die Transformation 8*) die unendlich ent-

fernten imaginiren Kreispunkte mit einander vertauscht. Denn

es ist: (z) + ix,') = (2, c08t + z,sint) + ¢ (2, 8int — z,cost)

= (z, — 12,)(cost + isint),
(#, — iz,") = (z,co8¢ + z, sint) — i(x,sint — z, cos?)
= (%, + +2,)(cost — igint).

Es gehen also durch die Transformation 8*) die Kreispunkte:

19)

z,+ iz, = 0,

_ Zg— 12, =0,
beziehentlich iiber in '
Zyg— 12 =0,

Zy+ iz'=0
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Wenn das bewegliche Koordinatensystem nur um einen unendlich
kleinen Winkel aus der Anfangslage gedreht wird, so erhalten wir
eine sogenannte ,infinitesimale Transformation“. Wir leiten dieselbe
aus den Gleichungen 1) und 2) ab. Wir variieren 1) in der Weise,
dass die Grossen z, und z, ungeiindert bleiben und nur die Konstanten

a;; einen unendlich kleinen Zuwachs erhalten. Dies giebt:
20) { dz) = z,0a,+ z,8a,,
é6z)=uz,0a,,+ 2,8a,,.

Die Variationen der Konstanten sind aber nicht unabhingig von
einander, sondern an das Bestehen der Gleichungen 2) gekniipft.

Diese geben, wenn sie ebenfalls variiert werden:
Boo Oty + a0 a1y = 0,
21) l Gy day + a,8a,=0,

Gy 0 By + Gy 0 Gy + a0 ay, + a,,0a,,=0.
Im Moment des Zusammenfallens beider Systeme ist:

dz)=0z,, 0z'=0z, ay=a,=1, a,=a,=0.
Daher ist: :
0ayp=0, da,;=0, da,,+ day,=0;
folglich, wenn man da,,= d¢ setzt:
[ Oxy= — z,0¢,
22) { 0x, = x,0¢.

Wir koénnen selbstverstindlich diese infinitesimalen Transforma-
tionen auch aus den endlichen Gleichungen 8) und 8*) ableiten, wenn
wir sie nach ¢ differentiieren, und sodann ¢ = 0 setzen. Aus 8) er-
giebt sich durch Differentiation nach ¢:

99 { 82y = — (z,8int + z, cost)dt = — z,'d¢,
) 02/= (x,cost— z,8int)dt= =z d¢,

aus 8*) ebenfalls:
22%) 0z, = (— z,8int + x,co8t) ¥t = — z,'8¢,

0z/=( mcost+ z,sint)dt = =z, dt.

Da fir ¢t =0, z/=2, z'=uzx,, 0z)=0dzx, 8z'=dx wird, so
erhilt man aus 22) sowohl als aus 22*) sofort die Gleichungen der
infinitesimalen Transformation 21), wenn ¢ =0 gesetzt wird. Man
erkennt aber auch zugleich — was bei weitem wichtiger ist —, wie
man umgekehrt aus der infinitesimalen Transformation 22) die "end-
lichen Transformationen von 8) und 8*) erhalten kann. Vertauscht man
nimlich das Variationszeichen & mit dem Differentialzeichen d, so kann
22) auch schreiben:
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dx, z
K
23)

dz, -
at "o

und 22) oder 22*):
dzx, '
ar — T %o
23*) dzx'
— =

welche als die Differentialgleichungen der endlichen Transformation
anzusehen sind, aus denen sich durch Integration die endlichen Trans-
formationen selbst ergeben. Man hat also, um von der infinitesimalen
Transformation zur endlichen Transformation {iberzugehen, in der in-
finitesimalen Transformation statt der Variationszeichen die Differential-
zeichen, statt der Koordinaten z, und z,.... «, und z,/' einzufiihren
und das erhaltene simultane System so zu integrieren, dass fiir ¢ =0
wieder z) = z, und z,'=2z, werde.

Zur Ausfihrung dieser Integration bieten sich drei verschiedene
Wege dar.

I. Zuerst némlich kann man die Veriinderlichen 2z und z,', da sie
Funktionen von # sind, in Reihen entwickeln, die nach steigenden
Potenzen von ¢ geordnet sind. Nach dem Maclaurinschen Satze ist z.B.:

d ! tl dl 0!
24) o = (70 ) + t( da;,, >o+ o7 -d%')n-i" .
Fir ¢ = 0 aber ist:

dx,
Ty = Ty, ( ' -)o= (— 2 Y= —=,

d’ o' d ’
(7%) o (d—a;' Al (®)o=— %o
Auf gleiche Weise findet man:

dﬂx ’ dl‘,r'
——dt," )o= z, (_dt.‘o )o= z, ete.,

also: , s ¢ ¢
Ty = Ty— b2 — o, B+ 574+ %t

= %,co8t — z, 8int

und ebenso: , s ¢ t‘
x, = xl+t°w0_2] z, — 3—!$°+ 4! $1+ v

= z,s8int + z, cost.

Mit Hilfe einer symbolischen Bezeichnung, die Herr Lie ein-
gefihrt hat, lassen sich aus den infinitesimalen Transformationen 22)
die Koeffizienten in der Reihenentwickelung der endlichen Transforma-
tion 24) tbersichtlich, wie folgt, darstellen. Da fiir eine beliebige
Funktion von z,, z,, ¢ die Gleichung gilt:
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df _of d.z‘o of dxl
dt  Cx, d dx, at’

so erhilt man nach Einfilhrung der Werte von 9% ynd dx‘ aus 23):

dat
df of of
dt ”‘oaz z‘b—_’

welcher Ausdruck mit ¢(f) bezeichnet werden soll. Dieses ist das
Symbol der allgemeinen infinitesimalen Transformationen, aus denen sich

die besonderen dz,
T S AL

dz,
VT M

dadurch ergeben, dass man statt f der Reihe nach z, und z, setzt.
Man erkennt leicht, dass dann:

’
dzx,

~dt —)o= P,
d*z,
( d::’ ) ‘P(‘Pxo) = ¢’ Zoy
d 0
(4 df,) olp(920)] = 9°2,
u.s.f. ist. Man kann also statt der Reihe 24) auch schreiben:
25) Ty = Z,+ Loz, + ,wxo+ %tp’wﬁr---
Auf dieselbe Weise wird auch die Reihe fiir z,' gebildet.

II. Bei der zweiten Methode der Integration stellt man die
Differentialgleichungen 23) in der Form:

(] [
26) dz _ 3% _ g
— Ty
auf und sucht zunichst aus
da _ day
— xl’ - xor

ein von ¢ freies Integral. Ein solches ist:
27) xx + 2% =}

worin ¢ eine Konstante bedeutet. Hieraus bestimmt man etwa:

und hat also

dz, dz,’ I
o T a9
folglich:
28) arcsinzy + t = ¢,

wobei ¢ eine zweite Konstante darstellt. Hieraus folgt:
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Zy' = csin (¢'— t)
29) {und wegen 27):

x'= ccos(c'— ¢t).

Da fir ¢t =0 z, in x,, 2, in z, dbergeht, so hat man:
Zy=csinc/,

30)
folglich aus 29) und 30):
z, = x,cost — z, sint,
z,! = z,sint + z, cost.
III. Da die Gleichungen 23) ein sogenanntes d'Alembertsches

System bilden, so ergiebt sich die dritte Integrationsmethode wie
folgt. Man setze zunichst:

!
x, = ccosc',

31) Aowy + 4z = o,
32) %;i = 9“')

worin 4y, 4,, ¢ noch niher zu bestimmende Konstante bedeuten. Inte-
griert man die letzte Gleichung mit der Bedingung, dass fir £ =0

w'), = Ay Ty + 4
wird, so kommt ®% oo 1%

33) u'= (7o + A, z,)e?".
Nun ist: %=10%+ll%
= — A2+ Lzy = @(Rozy + 41 z),
also: Ty (A — @4o) — z/ (Ao + 04,) = 0.
Da z, und z,' unabhingig von einander sind, so zerfillt diese
Gleichung in die beiden anderen:

—4e+4=0,
A+ 04 =0,
welche nur neben einander bestehen konnen, wenn die Determinante
—o 1] .
=—(*+1)=0
ist. D h ist al t el « !
. Darnach ist also: —
Agtdyj=1:9=—p:1.

Setzt man nun in die Gleichung 33), die man auch schreiben kann:
Aozy' + A2y = (2 + 4, 2,) 0
fir x,' und z,' die Werte:
Ty = oo %y + gy 2y,
2= a7y + ay 2y,
8o ergiebt sich, da die Koeffizienten von z, und z, verschwinden milssen:
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Ayl + A, a9 = Age®,
Agay + 4,0y, = 4, €%,
oder wenn man einen der Werte von 4,: 11 aus 34) emftihrt
Q0 — Gyop =
QGy — Gy = — e?‘.

Da nun ¢ zwei Werte — nennen wir sie zuniichst ¢, und g, — hat,
so findet man zur Bestimmung von ay, und a,, die beiden Gleichungen:

{ 01009 — Gyo= @€,
02 Gy — Gy = Q36

und zur Bestimmung von a, und a,:

35)

36) { Ptaol:aui :9:::,
Q3o — Gyy = — €%
Aus diesen Gleichungen erhalten wir die Koeffizienten a;, wie folgt:
U= Oy="* 1—6%1:‘;’_’—6%’
37) ae,t - eq,l
O =—"0y= oo

Setzt man schliesslich fiir g, und g, ihre Werte 4 —1 und — Y—1
ein, so kommt: oo = 0y, = CoS¢,
Qg = — ‘am = — gint.

Um die endlichen Transformationen 8*) aus dem Gleichungssysteme:

dxz, '
a — &
dz,’'
dt

= xo'
abzuleiten, hat man diese mit der Bedingung zu integrieren, dass fiir
t=0 z) = z,, z,) = — z,- werde.

1. Nach der ersten Methode stellt man das Integral in der Form
einer nach steigenden Potenzen von ¢ geordneten Reihe auf [s. 19)]:

dr, a2z, &z,
ol =i+ 4 (G) + 5 (), (G
Man erkennt leicht, dass, wenn man das Symbol:
of = _ =2y 75 :xf xl'a_a:v%

bentitzt, diese Reihe auch geschneben werden kann:

= (200 + t(pzy)y + 30 (‘F‘g %o o+ % (9°x5)o +
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Nun ist: oz, = — ' @2y =y,
P’z = — @z = — 2, . . (P*Ty)o= — %,
9z = — 9z =z ...(9°%)y=— =,
Pz = 9z =z f (92 )= Zo

u. s.

Ebenso: oz, =z, (92N =20,
o'z = oz =—2z' .. (9’2 )=z,
9°2y == — ozy) = —z. .. (92, )y = — %,
¢'z) = — 9z =z cen (9*2))o= — 2,

u.s. f

Durch Einfithrung dieser Werte erhélt man ohne weiteres die
endlichen Transformationen von 8).

III*. Bei Anwendung der zweiten Methode erhalten wir zunichst
wieder die Gleichungen 29):
Z, = csin (€' —¢) = csin ¢ cost — ccosc'sint,
z,'= ccos(c'—t) = ccosc' cost + csinc'sint
fiir ¢ = 0, wobei x) = x,, 2,/ = — z, wird, also:
Zy=csinc,

%, = — ccosc

und .
x) = x,c08t + x, 8in¢,

2= z,8int — z, cost.
IV*. Bei der dritten Methode hat man statt Gleichung 33):
U= (Agzy — A x,) €0
an Stelle der Gleichungen 36) zu setzen:
36%) { 01 Ggy — Gy == ee‘:;
03By — dyy == €&, .

wihrend die Gleichungen 35):
{ 01899 — Gyg = @, 0

35
) 03 Ggg — Gy = Qg0

unverindert bleiben.
Aus beiden ergiebt sich:

t— ¢
Gy = — Qo= —‘ie%%“—'r—- — cost,
1 — epst .
Ay = Gyy= _e%.—_oh— = sint.
— Qs

Die automorphen Transformationen zweier Quadrate lassen sich,
wie aus den Gleichungen 18) und 19) ersichtlich ist, zusammenfassen
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in Gleichungen zwischen gew8hnlichen komplexen Grossen, nimlich 8)
in die Gleichung: '
(@g + i2,") = (x, + iz,)(cost + isint),

(®g + ixy) = (xy — iz,)(cost + isint).

Bezeichnet man allgemein die komplexe Grosse y, + ¢y, mit y,

setzt cost — a,, sint — a,, so kann man die erste Gleichung auch ab-
gekiirzt schreiben:

8*) in

2 =za,
und wenn man y, — iy, = y setzt, die zweite Gleichung:

z'=Zza.
Die Gleichung - 2= za

mit der wir allein uns beschiftigen wollen, lisst nun sofort erkennen,

1. dass die Transformationen 8) eine eingliedrige Gruppe bilden, da

a2+ a =1 ist;

2. dass die Transformationen der Gruppe mit einander vertausch-

bar sind.

Denn lisst man auf die Transformation 2’/ = za eine zweite #"'= '
folgen, so ergiebt sich 2’ = (za)b — z(adb), oder da ab wieder eine
gewohnliche komplexe Zahl ist, die mit ¢ bezeichnet werden mag,
#'= zec. Die Gleichung ¢ = ab heisst die Parametergleichung der Gruppe.
Sie lehrt die Parameter ¢,, ¢, und a,, @, und b,, b, finden und stellt
wiederum eine Gruppe dar wie z'=za. Man kann also sagen, die
Gruppe z'= za ist ihre eigene Parametergruppe. Die Transformationen
der Gruppe sind ferner miteinander vertauschbar. Denn lisst man auf
7' = xz, folgen z''= z'a, so kommt 2" = zba, welches von z"= zab nicht
verschieden ist, da ba = ab. Die Vertauschbarkeit der Transformationen
fillt also genau zusammen mit der Vertauschbarkeit der Faktoren in
dem Produkt zweier gewShnlicher komplexer Zahlen. Die Transformation
2 = abz, wobei die Faktoren in beliebiger Folge geschrieben werden
kénnen, stellt also ebenfalls eine automorphe Transformation zweier
Quadrate dar, bei denen aber die Parameter in bilinearer Verbindung
auftreten. Denn die Entwickelung giebt:

%o = (@oby — @,b,) %y — (@oby + a,b0)2;,
@y = (@b + a,b0)7, + (a0 — a,b,) 2y,
Setzt man hierin a,=b,, @, = b, =b,,, so erhilt man die Cayleysche
Transformation: g = (B — bys?)z, — 26,y %,

7, = 2b,ybyy 7, + (bs — bis") 2,

(Fortsetzung folgt.)



Hilfstafel zur Auflosung quadratischer Gleichungen
mit reellen Wurzeln.

Von
R. MEBMKE

in Btuttgart.

Die algebraische Auflosung einer numerischen (leichung zweiten
Grades nach der bekannten elementaren Formel empfiehlt sich nicht,
ausser wenn die Koeffizienten ganz einfache Zahlen sind und zugleich
eine Quadrattafel beniitzt wird. Sind, wie es hiufig der Fall ist, die
Logarithmen der Koeffizienten gegeben und von den Wurzeln der
Gleichung ebenfalls die Logarithmen verlangt, so wiire bei Anwendung
jener Formel ein viermaliges Aufschlagen der Logarithmentafel notig.
Zweimaliges Aufschlagen geniigt bei Mollweides bekannter Auflssung
mit Hilfe goniometrischer Funktionen. Um mit einmaligem Auf-
schlagen auszukommen, hat Gauss eine besondere Hilfstafel berechnen
lassen, die man in Vega-Hillsses Sammlung mathematischer Tafeln
in der Ausgabe von 1840, Tafel XII, S. 636 —678 findet. Sie besteht
in drei mit D, E, F iiberschriebenen Zusatzkolonnen zu der, ebenfalls
aus drei Kolonnen mit den Uberschriften 4, B, C zusammengesetzien
Gaussischen Tafel der Leonellischen oder sogenannten Additions-
logarithmen. Diese Gaussische Tafel ist meines Wissens nicht wieder
abgedruckt worden. Ich glaube nicht, dass man daraus schliessen
darf, sie hitte keinem wirklichen Bediirfnis entsprochen, denn qua-
dratische Gleichungen kommen in der angewandten Mathematik hiufig
genug vor. Es leidet aber jene Tafel an einigen Mingeln. Infolge
der Verquickung mit den Additionslogarithmen und weil mehr Fille
unterschieden werden als notig ist, hat sie zu viele Kolonnen; auch
sind die Rechenvorschriften fir die einzelnen Fille einander sehr unm-
dhnlich und das Aufschlagen ist unbequem. Ich habe vor einer Reihe
von Jahren eine Hilfstafel zur Auflésung quadratischer Gleichungen
mit reellen Wurzeln konstruiert, die mir vor der Gaussischen folgende
Vorziige zu haben scheint:

1. Man hat, wenn man sie beniitzt, bloss zwei Fille zu unter-
scheiden, statt, wie bei Gauss, deren drei.
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2. Die Formeln und das Rechenschema sind in beiden Fillen
dieselben.

3. Der Gebrauch der Tafel ist bequem, weil man direkt in sie
eingeht.

Die Tafel besteht aus zwei, den genannten beiden Fillen ent-
sprechenden Teilen von derselben Einrichtung wie die Logarithmen-
tafeln. Auch nach dem, letztes Jahr erfolgten Erscheinen der ,Tafeln
zur Berechnung der reellen Wurzeln sémtlicher trinomischer Gleich-
ungen“ von Gundelfinger, einer modifizierten Erweiterung der er-
wihnten Gaussischen Tafel, ist, wie ich glaube, die Verdffentlichung
meiner Tafel nicht itberflissig. Ich gebe dieselbe hier mit drei Stellen,
um zuniichst ihre Einrichtung zu zeigen und weil diese geringe Zahl
von Stellen bei manchen Anwendungen schon ausreicht. Auch wenn
man vier oder finf Stellen ansetzte, wire die Tafel noch auf einem
verhiltnismissig kleinen Raum unterzubringen.

Die Unterschiede zwischen dieser Tafel und der Gaussischen wie
auch den genannten und den #lteren Tafeln zur Aufldsung trinomischer
Gleichungen (Lambert, Barlow, Kulik, Guldberg) beabsichtige
ich spiter zu besprechen und bei dieser Gelegenheit neue Entwiirfe,
auch von Tafeln zur Auflésung quaternomischer Gleichungen, vorzulegen.

Ableitung der Formeln.
Die aufzulésende (leichung habe die Gestalt:
1) ar?+bxr—c=0, oder aber az®*+bxr+c=0,

wo a, b und ¢ positiv sein sollen. Es werden also die beiden Fille
»Absolutglied negativ“ und , Absolutglied positiv“ unterschieden. Setzt
man

2) x=i§-§ bezw. x=$£—-$:
so geht die Gleichung durch Multiplikation mit y%: ¢ #iber in
3) y’---y——%::———(), bezw. y—y’~-2f=0.
Wir wollen
4) logy = v
als Funktion von
5) u=log(y*--y) bezw. u=1log(y — ¢*

betrachten. Dass dies mdglich ist, wird unten noch gezeigt werden.
Diese beiden Funktionen sind in den beiden Teilen der Hilfstafel dar-
gestellt. Zufolge Gleichung 3) muss

ac
6) U = log by
genommen werden, damit der zugehorige, aus dem ersten bezw. zweiten

Teile der Tafel zu bestimmende Wert von v = logy, in 2) eingesetat;
Zeitschrift f. Mathematik u Physik. 43.Jahrg 1898. 2. Heft. 6
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eine Wurzel der gegebénen Gleichung liefert. Bezeichnet man diese
Wurzel mit 2, so ergiebt sich

7 log(x=z) = log— — v bezw. log(F z) = log- — .
Die andere Wurzel, z,, erhilt man mit Hilfe der Beziehung
o ty=— < bezw. 73—,

némlich b
8) log (F 2;) = v + log _-
Es wird tibrigens, wenn man zur Abk#irzung:
9) | foa, 2o
setzt, s d
10) T
Die
Rechenvorschriften
lassen sich nun zusammenfassen wie folgt.
Berechne logd = logc — logb,
loge = logb — loga,
und

u = logd — loge,
suche zu diesem Werte von 4 den Wert von v im ersten oder zweiten

Teile der Hilfstafel, je nachdem das Absolutghed der gegebenen
Gleichung negativ oder positiv ist, dann wird
log(+ z,) = logd — v, bezw. log(F z,) = logd —v,
log (F 23) = v + loge.

Es gilt bei z, und z, das {mes) Zeichen, je nachdem in der ge-
gebenen Gleichung beim zweiten Gliede das + oder — Zeichen vor-
handen ist.

Bei der Ausrechnung mag man sich der folgenden Anordnung
bedienen. Zur Verdeutlichung des Ganges der Rechnung sind die
Reihen, nach der Ordoung ihres Auftretens, durch rdmische Ziffern
bezeichnet und die mit ihnen vorzunehmenden Operationen rechterhand
angegeben worden.

loge I

logd I

loge I

logd Iv=1 —-II
v VII

loge V=0IO0-1II
u VI=IV-V

log (& z,) bezw. log (F x,) VIII =1V —VII
log (F ) IX =VII+V:
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Hilfstafel xur Auflisung quadratischer Gleichungen mit reellen Wurxzeln.

1. Absolutglied negativ (v wichst mit w).

1. Fall, Absolutglied negativ.
100391, 7 — 100691 5 — 100586 = (),
0-555
0-891
0-219
9-864 — 10
0-081
0-472
w 9-392 —-10
log(-2,)9-783 — 10
log =z, 0-553.
2. Fall, Absolutglied positiv.
101-308. z2 __ 1(1-5%6. 1 | 10099 — (),
0-929
1-536
1-203
9.393 —- 10
9-938 — 10
0-333
9-060 — 10
9-455 — 10
0-271.

loge
log b
loga

logd
v
loge

loge
logd
loga

logd
v
loge

u

log z,
log z,

6.

% |v O 1 2 3 4 b 6 7 8 9 | D
7- 10-000 001 001 001 001 001 002 002 003 008 | 1
8. 004 006 007 008 O11 018 016 020 025 081 7
9- 0388 047 0567 068 082 098 116 186 168 182 | 27
0- 209 238 268 3801 835 3871 408 446 486 527 | 41
1. 568 611 6564 699 748 789 884 881 927 974 | 48
2. 11.022 069 117 165 214 262 3811 3860 409 458 | 49
3. 507 666 605 660 704 754 803 853 903 952 | 6O
4. | 2.002 052 102 152 201 251 3801 38561 401 451
2. Absolutglied positiv (v nimmt ab, wenn w wichst).
% (v O 1 2 3 4 b 6 7 8 9 D
7- 19 999 999 999 999 999 998 998 99T 997 | 1
8. 996 994 993 991 9089 986 982 976 970 960 | 12
9-0 948 947 945 948 942 940 938 987 985 988 | 2
9.1 981 928 926 924 921 919 916 914 911 908 | 4
9.2 904 901 898 894 890 886 881 877 871 866 | 6
9-3 860 854 847 839 830 821 809 796 779 764
9.89] 754 T50 747 7483 788 788 727 719 699
Beispiele.
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Zur weiteren Erliuterung der Tafel
diene folgendes. Wie die logarithmische Darstellung® der Funktion
z=1y?—y in Fig. 1 erkennen lisst, ist v—logy eine einwertige Funktion
von u = log(y*— ), die mit abnehmendem w der Null, mit wachsendem

u dem Werte %u gich unbegrenzt nihert, entsprechend dem Umstand,
dass die zugehorige Kurve die negative u-Axe und die (gestrichelt ge-
zeichnete) Gerade zur Gleichung v = %u zu Asymptoten hat. Der erste

Teil der Tafel liefert zu jedem Wert von u zwischen 7-000—10 und
5.000 den zugehorigen Wert der in Rede stehenden Funktion v
mit drei Dezimalen. Fdr « > 7-000—10 ist bis auf drei Dezimalen

Fig. 1. Fig. 2. +u

"y

.
.
, ’
7
’
,
.
.
.
; L~ 9.308-10
’ ’
g p
.
,
’
/
’

richtig v = 0.000, fir » > 5-000 ebenfalls bis auf drei Dezimalen

. 1
richtig v = S u.
Das logarithmische Bild der Funktion z=y —y* in Fig. 2 zeigt,
dass v=logy eine zweiwertige Funktion von « = log(y — y*) ist, voraus-

gesetzt, dass « unter dem grossten Werte von log (y — ¢*), niimlich
log  — 9-3979400 — 10

liegt. Mit Riicksicht auf die Genauigkeit und bequeme Interpolation
ist im zweiten Teile der Tafel derjenige Funktionszweig dargestellt
worden, der die kleineren Tafeldifferenzen giebt. Er entspricht dem
Teil der Kurve rechts von ihrem héchsten Punkt, der in der That von
den Parallelen zur v-Axe unter giinstigeren Winkeln geschnitten wird,
als der Teil links vom hochsten Punkt. Allerdings hat diese Wahl
den Nachteil, dass man eine mit wachsendem Argument abnehmende
Funktion erhilt. Es hitte ebenso gut der andere Funktionszweig
tabuliert werden kdnnen, bei dem v mit u wichst, aber es wiren dann
die Tafeldifferenzen betriichtlich grésser geworden.

Ergiebt sich « > 9-3979400 —10, d.h. bei dreistelliger Rechnung
% >9-398 — 10, so sind die Wurzeln der vorgelegten Gleichung imaginiir.

_ * Uber die logarithmischen Bilder von Funktionen einer Veriinderlichen und

ihre Konstruktion vergl. meine Abhandlung ,,Neue Methode, beliebige numerische

(s}lelchungen mit einer Unbekannten graphisch aufzuldsen*, Civilingenieur Bd. 35,
. 617, 1889.




Harmonische Analyse mittelst des Polarplanimeters.

VYon

S. FINSTERWALDER
in Mfinchen.

Wer hiufig in die Lage kommt, graphisch gegebene Funktionen
harmonisch zu analysieren, oder mit anderen Worten, in eine Fourier-
sche Reihe zu entwickeln, wird sich wohl eines der zu diesem Zwecke
konstruierten Integrierapparate (harmonische Analysatoren) bedienen,
wie solche heéutzutage in sehr vollkommener Form von Coradi nach
den Grundsitzen von Sharp und Henrici* hergestellt werden. Fiir
den aber, der nur gelegentlich solche Entwickelungen vorzunehmen
hat, verlohnt sich die Anschaffung eines solchen komplizierten In-
strumentes nicht, und fir ihn mag es von Wert sein zu wissen, dass
man auch mittelst eines gewdhnlichen Polarplanimeters eine mechani-
sche Bestimmung der Koeffizienten der Fourierschen Reihe vornehmen
kann, wenn schon dieselbe die Zeichnung von eben so viel Kurven
voraussetzt, als Koeffizienten zu bestimmen sind. Letzterer Umstand
diirfte von der Verfolgung des an sich so naheliegenden Gedankens,
das in allen Hinden befindliche Integrierinstrument auch fir diesen
Zweck auszuniitzen, abgeschreckt haben** Dabei tibersah man aber,
wie einfach jene Kurven zu zeichnen sind, und dass bei gehoriger An-
ordnung das Zeichnen derselben kaum mehr Mithe erfordert wie das
Umfahren mit dem Planimeter. Da zudem der Grad der bei der .
graphischen Integration erreichbaren Genauigkeit ein sehr hoher ist,
. und wohl fiir die praktischen Bediirfnisse ausreichen wird, so empfiehlt

sich das Verfahren fiir alle jene, welche graphische Prozesse den rech-
nerischen vorzuziehen pflegen, also vor allem fir die Techniker. Frei-
lich werden Solche, bei denen das Umgekehrte der Fall ist (Astronomen,
Geoditen und Meteorologen), viel lieber zu einer rechnerischen Aus-
wertung der bestimmten Integrale schreiten, welche fir viele Fiille

* Vergl. hierzu: W. Dyck, Katalog mathematischer und mathematisch - phy-
sikalischer Apparate, Miinchen 1892, namentlich den darin (S.125) enthaltenen
Aufsatz: Uber Instrumente zur Harmonischen Analyse von O. Henrici. Die
nunmehr von Coradi adoptierte Form des Analysators ist darin noch nicht
erwithnt. Dieselbe ist ein Meisterstiick in Anordnung und Ausfiihrung.

** Vergl. dagegen die Anmerkung am Schlusse.
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der Praxis durch tabellarische Behelfe recht handlich gestaltet werden
kann.

Es sei die zu analysierende Kurve y = f(r) in dem Intervalle
von £ =0 bis x = a zeichnerisch gegeben. Unter bestimmten, aller-
dings sehr weiten Voraussetzungen, von welchen hier nur die Ein-
deutigkeit, Endlichkeit und abteilungsweise Stetigkeit der Funktion
f(z) und ihrer ersten Ableitung genannt werden mdgen, ldsst sich fiir
f(z) die im gegebenen Bereich konvergente Reihe ansetzen:

2zxm 2z n

y=A0+Alcos2—§’-' +4, cos 2“7" +A4, cos3——a——+- . ~+A,.cosnT+ .-

+B,sin2§—”+B,sin22—§3+B,sin3me”+-~+B,,sinn2%'+---

Fig. 1.

}v’

A4 B

o X

Hierbei ist: e
1
4o=7 [ ydz;

0
a a

. 2
A.:zﬁcos(nm)dx; Bn=.?./.ysln(”%)dx.
a a a.
0 0
Je zwei unter einander stehende Glieder der Reihe kdnmen in
eines vereinigt werden; so ist:
A, cosn? + 12,.|sinn2—';§—’E = A,.coas(n2—i':’i — ar,,),

wobei:

An= P An’+Bn§
und: cosa,.=%:'—; sina.a%; tga,.=%:

ist. Nach diesen Vorbemerkungen iiber ganz bekannte Dinge soll zur
graphischen Ermittelung der Koeffizienten ibergegangen werden. Das
konstante Glied 4, stellt den Mittelwert der Funktion f(2) im Intervall
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0 <z <a dar und lisst sich in der Weise bestimmen, dass man die
Fliche 0 ABC mit dem Planimeter ausmisst und durch die Linge des
Intervalles a dividiert.

Um die Koeffizienten 4, und B, zu erhalten, denke ich mir die
Zeichenebene samt der darauf befindlichen Kurve y = f(z) auf einen
Kreiscylinder vom Umfang a so aufgewicknet, dass die X-Axe auf
die Basis des Cylinders zu liegen kommt. Wenn die beiden Ordinaten
am Beginn und am Schluss des Intervalles fibereinstimmen, bildet die
Kurve auf dem Cylinder einen geschlossenen Linienzug. Wire dies
nicht der Fall, so miisste man zur Schliessung des Zuges ein Stiick
Mantellinie hinzunehmen. Es wiirde dann der Linienzug an der
Schliessungsstelle eine #hnliche Stetigkeitsunterbrechung aufweisen, wie
solche in endlicher Anzahl auch in den dbrigen Teilen der Kurve vor-
kommen konnten. Ich projiziere nun diesen Linienzug auf zwei zu
einander rechtwinklige
Ebenen E, E, durch die © Fed
Axe des Cylinders. Die
eine Ebene E, geht
durch diejenige Mantel-
linie des Cylinders, auf
welche die Anfangs-
bezw. Endordinate auf-
getragen wurde. Die
andere E; steht senk-
recht zur eben defi-
nierten Ebene. Die bei-
den Projektionen bilden
wieder  geschlossene
Linienziige, und der
von ihnen umgrenzte
Flicheninhalt giebt
nach Division mit dem
halben Cylinderumfang ‘
die gesuchten Koeffizienten. Um dies zu beweisen, beachten wir, dass
die Projektionen dz, bezw. dz, des Elementes dx der auf dem Cylinder-
umfang aufgewickelten X-Axe auf die Ebene E:

. 2zm
dz,=dz-sin——>

auf die Ebene E;: dzy = dz - cos MT"
projiziert werden. Das von der Projektion der Kurve umschlossene Flichen-

Anmerkung. In der Figur sind die positiv gezihlten Flichen von links
nach rechts, die negativ gezihlten von rechts nach links schraffiert; die Pfeil-
spitzen an den Kurven geben den Umfahrungssinn fiir das Planimeter unter der
Voraussetzung an, dass der Sinn entgegengesetzt dem Uhrzeiger positive Plani-
meterablesungen giebt.
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stick ldsst sich durch Summation der Elemente ydz, bezw. ydz; finden,
wobei zu beachten ist, dass jene Elemente, welche der Riickseite des
Cylinders entsprechen, negativ zu nehmen sind, wie es der Ricklaufig-
keit der zugehdrigen Elemente dz, bezw. dz, entspricht. Die Elemente
ydz, bezw. ydz, sind aber keine anderen als jene, welche in den Inte-
gralen der Koeffizienten 4, und B, niimlich:

a a

ﬁdm cos Ei:—“ und ﬁdwsin 2;3—5

6 o
vorkommen. Man ibersicht unmittelbar, dass in diese Integrale die
einzelnen Elemente auch genau mit demselben Vorzeichen eingehen,
wie bei der Zusammensetzung des Flicheninhaltes der Projektion des
Linienzuges.

Die Ermittelung der folgenden Reihenkoeffizienten liisst sich auf
ganz shnliche Art bewirken. Um zum Beispiel A; und B; zu erhalten,
denke ich mir die Zeichenebene samt der Kurve y = f(z) auf einen

Cylinder vom Umfang % derart aufgewickelt, dass die X-Axe den Um-

fang der Basis zweimal umschliesst. Aus dem Flicheninhalt der Pro-
jektionen dieses neuen Linienzuges auf dieselben zwei zu efnander
senkrechten Ebenen konnen die Koeffizienten 4, und B; wiederum

durch Division mit % gefunden werden. Ganz #hnlich verfihrt man

bei Aufsuchung der folgenden Koeffizienten. Um beispielsweise A,
und B, zu finden, hiitte man die Kurve y = f(z) auf einen Cylinder

vom Umfang —E derart aufzutragen, dass die X-Axe die Basis #-mal

umschlingt. Der Beweis lisst sich durch einfache Wiederholung der
Schlisse fiihren, die bei der Ableitung der analogen Prozedur fir die
Bestimmung der Koeffizienten 4, und B, angewendet wurden. Der
Unterschied besteht nur darin, dass jetzt zum Bogen z auf dem Basis-

kreis ein Centriwinkel ”2_21 gehort.

Die Verzeichnung der Kurven, deren Flicheninhalte die Reihen-
koeffizienten liefern, wiire nach dem angegebenen Verfahren keineswegs
besonders umstiindlich. Sie ldsst sich aber noch ganz erheblich ver-
einfachen, wenn man folgende Umstiinde beachtet:

Statt die Kurve y = f(z) auf den Cylinder vom Umfang % auf-

zutragen, kann man dieselbe vorher in der Richtung der Y-Axe auf
das n-fache dehnen und diese Kurve mit den gedehnten Abscissen [und
unverinderten Ordinaten] auf den Cylinder vom Umfange a auftragen.
Die neue gedehnte X-Axe wird diesen Cylinder ebenfalls #-mal um-
schliessen. Der Flicheninhalt der Projektionen dieser Kurven auf die
beiden Ebenen wird dann nur #-mal so gross als beim kleinen Cy-
linder. Um die Koeffizienten A4, und B, zu erhalten, hat man dann
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die Flacheninhalte nicht mit dem halben Cylinderumfange, sondern
mit dem ;—-fachen des Cylinderumfanges zu dividieren. Auf diese

Weise lassen sich alle Kurven, deren Projektionen die Reihenkoeffi-
zienten geben, auf einen. Cylinder auftragen.

Zur wirklichen Verzeiclmung der Projektionen schligt man dann
am besten folgendes Verfahren ein:

Man teilt den. Cylinderumfang in eine solche Anzahl von gleichen
Teilen, dass die Ordnungszahlen der Reihenkoeffizienten als Faktoren
in dieser Anzahl enthalten gind, z. B. in 60 Teile, wenn man sich auf
die ersten sechs cos- und sin- Gheder be- ¥ig. .
schrinkt, oder in 24, wenn man nur bis
mu den vierten Gliedern gehen will. Dann
zieht man in der Projektion die Er- J{-}]—{-1 —Z7

zeugenden des Cylinders, die zu diesen

Teilpunkten gehdren. Diese geben ein -1 I ==

erstes System von Parallel-Linien. Ein

zweites zu diesem senkrechtes Parallel-

Liniensystem wird nun dadurch erhalten, [T T

dass man die Ordinaten der Kurve, die P‘-R( I
\

zu diesen Teilpunkten gehdren, in verti-
kaler Richtung auftrigt und horizontale
Linien durch die Teilpunkte zieht. Man
hat dabei die Vorsicht zu gebrauchen,
dass man die Parallel-Linien — etwa S0 A1 NS 8 o
durch verschiedene Farben — ausein- —-7 - TN —-

ander hilt, welche den einzelnen auf-
steigenden und absteigenden Asten der VoA N L
Kurve entsprechen. Zu dem so ge- A= :2
fundenen Parallel-Liniennetz sind nun
die Kurven, deren Flicheninhalte die
Koeffizienten 4, und B, geben, einfache Dlagonalkurven, und zwar ist
die Kurve, welche A, giebt, jene Diagonalkurve, die beim Punkte U,
in der Mitte der Projektion des Cylinderumfanges beginnt, wiihrend
die zum Koeffizienten B, gehorige ihren Anfang bei U, am Rande der
Projektion des Cylinders nimmt. Die Kurven fiir die hoheren Koeffi-
zienten lassen sich in dhnlicher Weise als Diagonalkurven des Netzes
fiuden. Man hat nur, um 4, und B; zu finden, von den Teilpunkten
des Cylinderumfanges und den zugehdrigen Erzeugenden die ungeraden
zu unterdriicken, und die geraden beizubehalten. Bei den Koeffizienten
Ag und By werden alle Teilpunkte unterdriickt, die nicht durch 3 teil-
bar sind, bei den Koeffizienten 4, und B, jene, die nicht durch 4
teilbar sind und so fort. Man sieht also, dass nach Verzeichnung
des Parallel- Liniennetzes die Konstruktion der gewiinschten Kurven
nur mehr auf die Verbindung der gehorig gewiihlten Netzpunkte
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hinauskommt. Um die Reihenkoeffizienten zu bestimmen, hat man
die so gezeichneten Kurven mit dem Planimeter zu umfahren und die

ermittelten Flicheninhalte durch den halben Umfang % und die Ordnungs-
zahl des Koeffizienten zu dividieren.

Es soll noch darauf hingewiesen werden, dass mit Hilfe unserer
Methode auch die Moglichkeit gegeben ist, die Grdssen A, und e,
[Amplitude und Phasenverschiebung] direkt zu bestimmen. Die ver-
schiedenen Diagonalkurven ein und desselben Parallel-Liniennetzes, die
nicht gerade von den Punkten U, oder U, ausgehen, stellen namlich,
wie leicht ersichtlich, die Projektionen der Cylinderkurve auf Ebenen
dar, welche gegen die urspriingliche Projektionsebene E, unter ver-
schiedenen Winkeln f geneigt sind. Der Flacheninhalt einer solchen

Projektion ist dann durch fydz, gegeben, wo
2

. rr
da:,= dw-sm(T.n— p)
wird. Dieser Flicheninhalt ¥, lasst sich nach Entwickelung des Sinus
unter dem Integralzeichen auch in der Form schreiben:
cosf-B,—sinf-A,.

Wiihlen wir den Winkel 8 so, dass der Flicheninhalt der Pro-
jektion gerade = 0 wird, d. h. dass die positiven und negativen Teile
des Flicheninhaltes sich aufheben, so kann
= ___._'B.__.; 08 p = _—'A”____

VAx*+ By? VAx*+ Ba®
gesetzt werden. Der Winkel 8 stimmt dann mit dem Phasenwinkel
a, iberein.

Betrachten wir die Projektion auf eine Ebene, welche den Winkel
a = a, — 90° mit der Ausgangsebene einschliesst, so wird der Flichen-
inhalt derselben:

cosa B, —sina-A, = sina, B, + cosa,-A,= V4.2 + B,= A,

Es ist dies offenbar der absolut grosste Wert, welchen der Flichen-

inhalt der Projektion der Cylinderkurve auf irgend eine Ebene annehmen

kann. Dieser Flacheninhalt dividiert durch den ;-fachen Umfang des

Cylinders giebt die Amplitude A,, der Winkel a, den die zugehdrige
Projektionsebene mit der urspriinglichen einschliesst, giebt die Phasen-
verschiebung e, = 90°+ «.

Bei der wirklichen Ausfihrung miisste man so vorgehen, dass
man zuniichst jene beiden Diagonalkurven aussucht, welche am nichsten
den Flicheninhalt O geben. Die eine, zum Winkel B, gehdrige, giebt
einen positiven, die andere zu f, 'gehdrige einen negativen Inhalt.
Zwischen $, und f, interpoliert man den Winkel § = @, nach Mafigabe
der Flicheninhalte. Man sucht dann die Projektion auf die Ebene,
die den Winkel 8 — 90° einschliesst und erhilt aus ihr A,. Das direkte
Aufsuchen der Diagonalkurve mit grdsstem Inhalt wiirde fiir den
Phasenwinkel eine ganz unzureichende Bestimmung geben, da sich in

sin



Von 8. FINsTERWALDER. 91

der Nihe des Maximums der Inhalt mit dem Phasenwinkel kaum mehr
andert.

Um die Genauigkeit der harmonischen Analyse mittelst des Plani-
meters praktisch zu erproben, habe ich einen aus zwei Geraden be-
stehenden Linienzug von beistehender Form in eine Fouriersche Reihe
entwickelt und folgende Formel erhalten:

y = — 5,4450 cos 16°2 — 1,4590 sin 15°z

10cm  Fle4 — 0,3647 cos 30°z + 0,6318 sin 30°z
— 0,3242 cos 45z — 0,3242 sin 45°z

Tom X —- 0,2736 cos 60°2 + 0,1579 sin 60°z

a-24c — 0,0156 cos 76°2 — 0,0584 sin 75°

— 0,1621 cos 90°z + 0,0000 sin 90°x +-- - -
+ 209 [cos (2107 — 1] cos (- 16%-2) +- -
4+ X 91803’ in (% - 210°) - sin (% -15%- ) 4 - -

Die graphische Ermwtelung der Koeffizienten nahm ich in doppelter
Weise vor. Zunichst an einem Cylinder von 24 em Umfang, wobei
sich fiir die ersten vier Paare von Gliedern nachstehende Werte ergaben:

y = — 5,422 cos 15%2 — 1,488 sin 15°

— 0,355 cos 30°2z + 0,615 sin 30°z

— 0,830 cos 45°z — 0,328 sin 45z

. — 0,270 cos 60°z + 9,155 sin 60°z.

Rechnet man fiir 24 gleich verteilte Ordinaten die Summe der
ersten vier Paare der Reihenglieder nach der genauen Formel und ver-
gleicht man sie mit den Werten, welche aus der graphisch ermittelten
Formel folgen, so ergiebt sich ein mittlerer Fehler (Wurzel aus dem

mittleren Fehlerquadrat) von 0,028 cm, oder ;oo der grissten Ordinaten-

differenz. Die so erreichte Genauigkeit erschemt um so befriedigender,
als die ersten vier Paare von Gliedern die analysierte gebrochene
Linie #iberhaupt nur mit einem mittleren Fehler von 0,182 cm dar-
stellen kdnnen, neben welchem der Unterschied der rechnerischen und
der graphischen Entwickelung beinahe verschwindet. Um aber zu
sehen, wie weit sich die Genauigkeit der Methode steigern ldsst, habe
ich den gleichen Linienzug nur mit doppelt vergrosserten Ordinaten und
mit einem auf 60 cm ausgedehnten Abscissenintervall nochmals analy-
siert und dabei die lithographisch reproduzierte Vorzeichnung der Pro-
Jjektion der 60 Erzeugenden eines Cylinders von 60 cm Umfang bentitzt.*

® Bei Beniltzung einer solchen lithographischen Unterlage darf man natiir-
lich nicht ausser Acht lassen, den Papiereingang durch Umfahrung einer ge-
eigneten Probefliche von bekanntem Inhalt, etwa des lithographierten recht-
eckigen Umrisses des Cylinders zu bestimmen und in Rechnung zu siehen. Die
bei den beschriebenen Versuchen notwendigen Flichenmessungen und Rechnungen
hat mein Assistent Herr R. Lutz in dankenswerter Weise ausgefiihrt.
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Es ergaben sich nun folgende Werte fiir die ersten sechs Paare
von Gliedern: :
y = — 5,486 cos (15°2) — 1,460 sin (15°2)
— 0,369 cos (30°z) + 0,628 sin (80°z)
— 0,325 cos (45°z) — 0,325 sin (45°z)
— 0,271 cos (60°z) + 0,156 sin (60°x)
— 0,015 cos (75°z) — 0,059 sin (75°2)
— 0,158 cos (90°z) — 0,002 sin (90°).

Die Ubereinstimmung mit den gerechneten Werten ist nun noch
viel besser geworden, nur der erste Koeffizient weicht noch um 0,009 ¢cm
ab, sonst kommen keine grdsseren Differenzen als 0,004 cm mehr vor.
Freilich beansprucht die Aufsuchung der zwdlf Koeffizienten auch die
Tagesleistung eines gewandten Zeichners.

Die auseinandergesetzte Methode ist durch einen Konstruktions-
versuch zur Herstellung eines Harmonischen Analysators, den O. Henriei
an der frither citierten Stelle S. 129 unter dem Spezialtitel: , Neues
Instrument® beschreibt, ziemlich vorgebildet und mit Riicksicht auf
den rein mathematischen Inhalt hitte die Veroffentlichung derselben
leicht unterlassen werden konnen. Ich habe mich indessen auf den
Standpunkt gestellt, dass den Technikern eine ihnen gelegene Methode
nicht vorenthalten werden soll.

Anmerkung: Wihrend des Satzes vorstehender Zeilen wurde ich vom
Herausgeber der Zeitschrift auf eine Arbeit von Perry und Hunt: ,, The Develop-
ment of Arbitrary Funktions‘, Phil. Magazine Vol. XL 6 Ser. July - December 1895,
S. 506 — 611, aufmerksam gemacht, welche den Hinweis auf eine Note des erst-
genannten Verfassers in: ,,The Electrician® vom 28. Juni 1895 enthiilt. Nach
Letzterer geht die Grundidee des auseinandergesetzten Verfahrens auf keinen
Geringern als Clifford zuriick, von dessen Schiilern am Finsbury Technical College
dasselbe praktisch ausgearbeitet und erprobt wurde. Die Herren Perry und
Hunt haben das Verfahren in der erstgenannten Arbeit auf die Auswertung von
Integralen von der Form: a

Sy Q@adz,
0

worin @(z) eine bekannte, y eine graphisch gegebene Funktion von z ist, aus-
gedehnt. Der Wunsch, die Methode weiteren Kreisen zugiinglich zu machen, mag es
rechtfertigen, dass ich unter den auseinandergesetzten Verhitltnissen die Publikation
meiner Mitteilung nicht zuriickgezogen habe.




Die raumliche und seitliche Ausbreitung
der Gravitation.

Von

PauL GERBER
in Stargard in Pommern.

1. Das Grundgesets.

Die Gravitationserscheinungen zeigen die einzigen an getrennten
Korpern bestehenden Wirkungen, fir die man noch keinen Anteil des
zwischenliegenden Raumes, d.h. kein Vorhandensein sich von Ort zu
Ort mitteilender Verinderungen in ihm nachweisen kann. TUm so be-
greiflicher ist die Hoffnung, dass es schliesslich einmal gelingen werde,
den fehlenden Nachweis zu fihren. Nur darf man die Sache nicht so
betrachten, wie wenn an der Scheinbarkeit jener Ausnahme nicht zu
zweifeln sei. Alle bekannten und verstandenen Beobachtungen dringen
vielmehr zum Gegenteil. Es muss daher, falls dies dennoch bloss auf
mangelnder Erfahrung oder unvollstindiger Analyse beruht, erst dar-
gethan werden, dass es Thatsachen giebt, die unsere bisherige Auf-
fassung nach entgegengesetzter Seite berichtigen und erginzen. Dazu
ist es vor allem notig, jede Hypothese fern zu halten, die mehr an-
nimmt, als dass in dem Raume zwischen zwei gravitierenden Massen
etwas geschehe, das teil an der Gravitation hat. Wegen fritherer ahn-
licher, doch unzureichender Behandlungen der hier erdrterten Frage
sei auf das der 69. Naturforscherversammlung erstattete Referat iiber
Fernwirkungen von Drude verwiesen.

Zwei gravitierende Massen geben sich als solche durch den Wider-
stand zu erkennen, den sie einer Vergrosserung ihres Abstandes ent-
gegensetzen. Damit miissen also, wihrend sie selbst in Ruhe oder in
Bewegung sein kdnnen, die etwa vorhandenen Vorgiinge in dem Raume
zwischen ihnen zusammenhiingen. Offenbar ist mit der Lage oder mit
ibr und dem momentanen Bewegungszustande der Massen, soweit
aussere Einfllisse ausgeschlossen sind, nicht nur der eine, &rtliche
Widerstand, sondern auch die Reihe aller bis ins Unendliche folgenden
Widerstinde bestimmt. Die zu ibrer Uberwindung notwendige Arbeit
ist also ebenso wie der einzelne Widerstand selbst eine die Gravitation
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charakterisierende Grosse. Bloss sie kann hier, wo es darauf ankommt,
ob mit der Gravitation sich im Raume unter Zeitverlust ausbreitende
Verinderungen verbunden sind, als Grundgrbsse angesehen werden.
Denn es hat dem Begriffe nach keinen Sinn, von der riumlichen Fort-
pflanzung des Widerstandes oder der Anziehung zu reden, da Wider-
stand und Anziehung als solche nur an den Orten vorhanden sind, wo
sich die Massen befinden. Aber wenn von einem Vorgange ausgesagt
wird, er brauche Zeit, um von einem nach einem anderen Ort zu ge-
langen, so heisst dies, er hort an dem ersten Orte zu existieren auf,
ohne in demselben Augenblick sogleich an dem zweiten Orte zu sein;
daher wiirde die in dem Vorgange enthaltene Energie zeitweise ver-
schwinden, wenn sie nicht durch die zwischen den beiden Orfen ge-
legenen Punkte hindurchginge. Sie ist gleich der genannten Arbeit,
sobald der Vorgang zur Gravitation zweier in den Orten befindlichen
Massen gehort, da er dann ebenfalls von deren Lage und momentanem
Bewegungszustande abhiingt und diese nicht zwei verschiedene Energie-
grossen bedingen kdnnen.

Nun werde, indem zur Unterscheidung die eine Masse die an-
ziehende, die andere die angezogene heisse, unter dem Potential ¥ der
anziehenden Masse auf die angezogene m der auf die Kinheit der
.zweiten Masse entfallende Teil der Arbeit verstanden, die zu leisten
ist, damit sich die Massen bis ins Unendliche von einander entfernen,
die mithin insgesamt Vm betrage. Fir den Punkt, in dem sich die
festgehalten gedachte Masse m befindet, und dessen Koordinaten, be-
zogen auf die ebenfalls festgehaltene anziehende Masse, z, y, ¢ seien,
kann man nach der in Machs Prinzipien der Wirmelehre beschriebenen
Methode V berechnen, indem man es gleich dem Mittelwert aller
in nichster Umgebung des Punktes herrschenden Potentiale setat.
V ist ja keine gerichtete Grosse und fiir eine gegebene Lage unver-
inderlich in der Zeit. Es sei in m gleich f(z, y, 2) und fir einen

Nachbarpunkt gleich
arpunkt g f@+h, y+k o410

Ferner bedeute oV T )

das Gewicht des Nachbarpunktes im Mittelwert, das bei Nahwirkungen
mit wachsender Entfernung schnell abnimmt. Dann findet man

-+ @
./:fff<x+h. y+k, e+ Do (VR F ' %) dhdkdl

1= —
SS[o(w 4 x4 1)anarar

Entwickelt man f nach der Taylorschen Reihe bhis zur zweiten
Potenz, und integriert man um den Punkt z, y, # herum, so wird -
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d d
./:ff(df"+ d—fl)«p( P e+ ) dhdkdl —
af df af af ar af S—
f.,/:/ d:c dyhk+d.'n dz hl-l—@ Z[;kl)‘P(Vh’+k’+ l’) dhdkdl=0,
“+ ® 4
_/f f o (VR & + P) it dh dk dl = /f f o (VR +k+ 1)k dhdkdl

+ o
= /:f / o (VR + B+ 1) Bdhdkdl.
Es bleibt, wenn man 74 :
+ o
S [o Vit fr)nranarar

=N

f}}¢(1/1?+k‘“'+_v)dhdkdz

tzt
setzt, V_v4+2 (dz.+‘f,':+%',lf),

also av | av —0
daz " dy? -d? -
Aus dieser G(leichung folgt auf bekannte Weise, wenn u eine
Konstante bezeichnet und » der Abstand der Massen ist,

)/

r
Hieraus ergiebt sich das Newtonsche Gravitationsgesetz. Denn

V= % gilt auch noch in dem Augenblick, da man die Massen loslisst.

Die Zunahme von V'm stimmt mit der erscheinenden lebendigen Kraftd T'
tiberein, und darum enthidlt T in jenem Augenblick ebenso wenig wie
V die Anderung von r in der Zeit. Folglich hat man nach den all-
gemeinen Lagrangeschen Bewegungsgleichungen, indem man an Stelle
der #usseren auf die Masse m wirkenden Kraft den negativen Wert
der von ihr ausgeiibten Kraft setzt, fiir die Beschleunigung von m

Das Newtonsche Gesetz schreibt die Potentiale vor, die die
Massen in jeder Lage erreichen, wenn ihnen die zu deren Zustande-
kommen erforderliche Zeit zur Verfiigung steht. Diese Bedingung ist
immer erfilllt, sobald die Massen in ihrer gegenseitigen Entfernung
festgehalten werden. Sie hdrt auf bei eingetretener freier, einander
entgegen gerichteter Bewegung, falls jene Zeit eine endlich bemessene
Grosse hat. Zwei Umstinde sind dabei von Einfluss. Erstens muss
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zwar im Abstande r — Ar der Massen, wo Ar bei wachsendem r
positiv, bei abnehmendem negativ ist, das Potential sich in der im
umgekehrten Verhiltnis zu » — Ar stehenden Grdsse zu bilden anfangen,
weil sonst nicht einzusehen wiire, wie sich dieses Verhiiltnis bei der
Ruhe der Massen zu erfillen vermdchte. Aber es gelangt nicht so-
gleich zur Wirkung an m, da der es bedingende Vorgang von der an-
ziechenden Masse ausgeht und Zeit braucht, um bis zur angezogenen
Masse fortzuschreiten. Selbstverstindlich findet ein Fortschreiten der
gedachten Art auch von der angezogenen zur anziehenden Masse statt,
dhnlich wie zu jeder Wiirmeausstrahlung zwischen zwei Korpern eine
Gegenstrahlung gehort. Das bei dem Abstande » —Ar von der an-
ziehenden Masse ausgehende Potential bethitigt sich also in m erst zu
einer um At spiteren Zeit, nachdem der Abstand gleich » geworden
ist. Zweitens wiirde das Potential wohl bei Fernwirkung unmittelbar
in seinem vollen Betrage erscheinen; sind jedoch Raum und Zeit in
der vorausgesetzten Art mit im Spiel, so hat es auch eine gewisse
Dauer notig, damit es, bei m angelangt, dieser Masse sich mitteile,
d. h. den ihm entsprechenden Bewegungszustand von m hervorrufe.
Denn nur die Annahme von Fernwirkungen lésst Unstetigkeit in den
Erscheinungen zu; ihre Ersetzung durch die Annahme von Nahwirk-
ungen hat vor allem den Zweck, die sich an den itbrigen physikalischen
und chemischen Veriinderungen bewshrende Stetigkeit auch in die Auf-
fassung der Gravitation einzufithren. Wie sich daher beim Stosse die
Stosskraft aus succ. Elementarstdssen zusammensetzt, so geschieht
die Ubertragung des als Potential anlangenden Vorganges auf m durch
schnell aufeinander folgende Differentialpotentiale. Wenn die Massen
ruhen, geht die Bewegung des Potentials mit ihrer eigenen Geschwindig-
keit an m vortiber; dann bemisst sich sein auf m iibertragener Wert
nich dem umgekehrten Verhiltnis zum Abstande. Wenn die Massen
aufeinander zueilen, verringert sich die Zeit der Ubertragung, mithin
der iibertragene Potentialwert im Verhiltnis der eigenen Greschwindig-
keit des Potentials zu der aus ihr und der Geschwindigkeit der Massen
bestehenden Summe, da das Potential in Bezug auf m diese Gesamt-
geschwindigkeit hat.

Das Potential bewegt sich ausser mit seiner Geschwindigkeit ¢
noch mit der Geschwindigkeit der anziehenden Masse, von der es aus-
geht. Der Weg » — A7, den die beiden sich entgegenkommenden Be-
wegungen, die des Potentials und die der angezogenen Masse, in der
Zeit At zurficklegen, betriigt daher

Ar),

At (C hand A_t),
wihrend » = cA¢f ist. Also erhiilt man fiir den Abstand, bei dem sich
das Potential zu bilden anfingt, und dem es umgekehrt proportional

ist, 1 Ar
r—Ar~——r(1——c— Tt’)'
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Weil ferner die Geschwindigkeit, mit der die Bewegungen an ein-
ander vorbeigehen, den Wert.

c — —

At
hat, fallt das Potential wegen des Zeitverbrauches zu seiner Mitteilung
an » auch proportional

c
Ar
At

Cc—

aus. Man findet so
V= ___P___.
(1_.1_ Ar\*
At

Solange der Weg Ar kurz und deshalb £ A t gegen ¢ klein ist, darf
man da.ﬂir setzen Dadurch wird

w
Vg———___l‘.’_’.' 5

c dt

woraus mit Hilfe des binomischen Satzes bis zur zweiten Potenz folgt

v=t[14 284 5 (%))

Hier ist in dem Ausdruck fir ¥ nicht bloss #, sondern auch die
Ableitung von r nach der Zeit enthalten. Darum ergiebt sich ver-
moge der allgemeinen Lagrangeschen Bewegungsgleichungen fiir die

Beschleunigung von m, wenn i d' mit ¢ bezeichnet wird,

197_1ddT v 4 av_ af, s(dr), er o).
mdr mdtdr dr dtar- o c\dt c* aet

Die Annahme, dass % im Vergleich mit ¢ klein ist, trifft im Ge-

biet der gewdhnlichen Gravitationserscheinungen zu; sonst kdnnte das

Newtonsche Gesetz sich nicht an bewegten Massen in dem Mafle

bewahrheiten, wie es dies thut. Aber unter besonderen Bedingungen,

z. B. durch eine den Massen von aussen erteilte Anfangsgeschwindigkeit,

dr 80 ss werden, dass weder — Ar ihm gleich gesetzt werden
3: 80 gro Al g g

darf, noch die Entwickelung der binomischen Reihe bis zur zweiten
Potenz geniigt. Die abgeleitete Formel hat daher nur Giiltigkeit, wenn
die gravitierenden Massen ein freies, nach aussen hin unabhingiges
System bilden. In diesem, @ibrigens vor der Hand wichtigsten Falle
bestimmt sie die Veriinderung, die das Newtonsche Gesetz dadurch
erleidet, dass sich die Potentiale zwischen den Massen nicht momentan,
sondern mit Zeitverlust ausbreiten.
Zeitachrift £. Mathematik u. Physik. 43. Jahrg. 1896. 3. Heft. 7

kann
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2. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit.

Je nachdem die Beobachtungen fiir die in die vorige Rechnung
eingefilhrte Grosse ¢ einen endlichen oder einen' unendlich grossen
Wert liefern, findet man mehr oder weniger sicher, dass die Potentiale
gravitierender Massen Zeit brauchen, um die zwischen diesen liegenden
Abstiinde zu durchschreiten, oder dass eine solche zeitliche Ausbreitung
nicht existiert, mithin die Gravitation auf wahrer Fernwirkung beruht.
Besonders bedarf es der Erfiillung zweier Forderungen. Erstens sind

wegen des Ubergewichtes' von ¢ {iber % die ¢ enthaltenden Glieder des

Ausdruckes fiir die Beschleunigung der Masse m von dem ganzen Aus-
drucke abzusondern und mit den Thatsachen vergleichbar zu machen;
zweitens ist die Grossenart zu ermitteln, durch die das Vorhandensein
eines endlichen Wertes von ¢ zu erkennen sein muss, und daraufhin
dann die Erfahrung zu priifen. Da der Schauplatz der Thatsachen
nur das Planetensystem sein kann, stelle man sich als die anziehende
Masse die Sonne, als die angezogene einen Planeten vor. Zur Ver-
einfachung werde dessen Bewegung auf die Sonne als Anfangspunkt
der Koordinaten bezogen, sodass die Konstante u im Verhiltnis der
Summe der Massen zur anziehenden Masse vergrossert gedacht werden
muss.

Man setze : f’.(‘l’.’)’_ ér d'r _ p
: ci\dt¢ ¢! dir T
Also ist
dz

an =—F_?(1_F'))
as
dg_—'_(l—r'))

woraus durch Multiplikation der einen Gleichung mit ¢ y und der
anderen mit # und durch Subtraktion folgt
d*y a‘z

T —Yaa =0
Dies ist die auch bei der Ableitung der Eigenschaften und der
Bahn der Planetenbewegung aus dem Newtionschen Gesetze ent-
stehende Gleichung, die durch Integration und Einfihrung von Polar-
koordinaten, wenn & der Winkel zwischen dem Radiusvektor und der
positiven Abscissenaxe ist und L eine Konstante bedeutet, ergiebt

r’dﬂ = L.

Setzt man den hierin enthaltenen Wert

rid@®

dt = ——>

ferner
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§=cos& und %—=sin8- ‘
in die Gleichungen fiir
atz d d'y
ag Ut g

ein, so lauten diese
ade _ _ %(I—F)cos&dﬂ,

a%y _ %(I—E)sin&dé.

Mit den Konstanten M und N wird durch Integration

%5 = — % sin & 4 (M+ %Fcosﬂd?),

%~ Loose 4 (N +[LF sinada).

Da 2% — y 3% _ L ist, findet man sus den beiden letzten Gleich-

dt
ungen

L
r= — —_—— :
£ (M+ / %Fcosodo) sin & + (N+ f £ Fsinoao) cos &

Die Integrale im Nenner nehmen nach und nach andere und
andere Werte an, falls F' nicht verschwindet. Setzt man voraus, man
wisse ihren Wert zu einer bestimmten Zeit, so kann man sagen, dass
der Planet sich zu dieser Zeit auf einer durch jene Gleichung be-
schriebenen Ellipse befinde. Ist derem halbe grosse Axe a, ihre halbe
kleine Axe b, die numerische Exzentricitdt ¢ und der Winkel von a
mit der positiven Abscissenaxe @, und lost man die Gleichungen fiir

r=a(l—e), r=a(l+5¢)

bl
und # = — nach
a
L, M+ %Fcos&d& und N+ %Fsin&d&
auf, so erhilt man -
L- b‘/g,

M+/—%Fcos&d&= —%Vﬁsinm,

N+f%1"sin 8d9 = ;Vapeoso.

Man sieht, indem man die Unverinderlichkeit von VL— beachtet,
. a

dass sich die Bewegung des Planeten so deuten lidsst, wie wenn er
v
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auf einer Ellipse einhergehe, deren & und o sich stetig verindern.
Nur fir den Fall, dass F'= 0 ist, hort diese Veriinderung auf. Sie
ist es also, wodurch das Vorhandensein eines endlichen Wertes von
¢ in Wirkung kommt. Man erhilt fir F, sobald man die beiden letzten
Gleichungen nach & differenziert, den Wert von L einsetzt und die

eine durch . -
co8 8’-}%‘-& ’

die andere durch
sin &-—VZ——P

dividiert,

F sino de di tcoso do ﬁ

—_— e ——_—

Durch Gleichsetzung beider Ausdriicke ergiebt sich mit « = & — @
gd% = —§ ta.ng a‘;—:,
worans riickwirts folgt
F : dt do
=T cosa ae dat
Um mittelst dieses Wertes eine nur Beobachtungsgréssen ent-
haltende Gleichung fiir %i: zu gewinnen, stelle man F durch die Ab-
leitungen von 7 nach ¢ dar. Man hat, wieder mit Beriicksichtigung

der Unveréinderlichkeit von —, ausserdem mit Benutzung der Formeln

Va
d’ —sta.nga
dt
P2 _ L ud L—bYE.
Ya
b'
__ &
r—1+scosa’
.d_r—- EL'(CO _‘.,E d + d )
a5 =~ T \eosea o — ssma ssmadt

art do e do) -
=-— 3 —scosatanga— — esine— +88m¢d,

_ et . 48
—v Sine
tVap

= —3 —sine,
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arr Vap . dr  eVap d® eVau do

= Tp smeg g csagy — —pcosagy
_ Vap. do V w T do
= smatanga -+ cosa—ﬁ—— 5 cose
Va" smatanga +"'cos 'V l.d osam—
_ eVay do | ep
= " Dbeosa dt + s cosa.

Also ist
F=85’ays N _I_eerl/ap do  6ep
bic? belcose dt r

Daher lautet die gesuchte Gleichung fir -af:—

Co8 a.

. 6erVap do |, 6ep
e pind ey — - == 4 ——co
8 ) « belcosa dt y cos«

b!

m und b=a}’1-—~a’ und

oder nach Einsetzung von # =
ertya -

nach Division durch
bV cose

s
do = 6p (1+scosa)§9 — ———E“—’;—(1+scosa)’sin’acosa
dt a(l—eHe? dat as(l—s’)%c’

+ 55— 8u? (14 zcosa)®coste.
a¥(1—s7)ic?

Wenn man den so berechneten Wert der Geschwmdlgkelt 5 mit

den Beobachtungen vergleichen will, hat man zu berﬁcksxchtlgen dass
die Rechnung nur einen einzigen Planeten voraussetzt. Daher konnen
allein Perihelbewegungen in Betracht kommen, die nicht aus Stérungen
entstehen. Solche sind bloss beim Merkur bekannt, in einem Betrage von
etwa 41" in einem Jahrhundert. Diese Kleinheit schliesst von vorn-
herein jede erfahrungsmissige Feststellung der stetigen Veriinderlich-
keit von ‘;—t aus. Also ist {iber eine lingere Zeit hm zu integrieren,
In der letzten Gleichung kommt nur &, nicht auch vor, und sofern

die Anderungen von & gegen & selbst verschwmden, kann man dieses
als konstant ansehen. Es geniigt danach als Grenzen der Integration

«=0 und « = 2x zu wihlen, da %% bei jedem folgenden Umlauf die
Werte des vorigen Umlaufes sehr anniherungsweise wiederholt.
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Man multipliziere die Gleichung fiir % mit d¢ und setze im
zweiten und im dritten Gliede der. rechten Seite
3
dt="Tdo = —LM(da+dm).
p? (1+ecasa)?
Durch passende Ordnung und Division ergiebt sich

Sup
a(l—e?)c?

1+a(1?:”)c’ (1+2cos a)— (;(1—?5:)3':(1‘!”5 cosa)cos’er+ ‘-‘Tlsj?—,)c-;l!in’a cosa

i (14 ecosa)cosa — a_(ls——!%c—’ sin®e cose
o =

de.

Dividiert man Zihler und Nenner durch

_ e _

a(l—eNer ¥ '
ordnet man nach steigenden Potenzen von cose, und setzt man zur
Abkfirzung — gcosa + 2 cos’e + 35 cosla = v,

3ecosa — 2cos’a — 3 &cosda = 1,

da.

so wird ®

do = ——
- + 24w
Angenghert erhilt man

dm=[ ,” - ,w’ ,]da.

[ [

7t (51

Fiar die Perihelbewegung ¢ withrend eines Umlaufes ergiebt sich
daher 2%

e loucoly

oder, weil
vw = — 3elcosla + Becosda + 4(862— 1) costa — 12¢ cos’e
— 9 &*cosla,
o= cf: + 8:0(’8—32.
7t o(S+)
Daraus folgt
c_ _ _+Vw:+83(8—-s’)

Beachtet man, dass ¢ sehr klein ist, so sieht man, dass das
zweite Glied unter der Wurzel gegen das erste verschwindet. Der fir
dw gewdhlte Niherungsausdruck ist danach noch zu genau, d.h.w
hitte von vornherein vernachlissigt werden dtirfen. Mithin wird




Von Pavr Gerser. 103

ct 2x

PRI

A 2% _ 2
= ¢ — y,

wo aus demselben Grunde 2y gegen ——%—- unbemcksmhtlgt bleiben
kann. Man erhilt daher schliesslich

61:44
T ai—ay

4=nta®

Hierin ist

u= ’
wenn ¢ die Umlaufszeit des Planeten bedeutet Speziell fiir Merkur

gelten folgende Werte: )
a= 0,3871 -149-10% km,

& = 0,2066,

t — 88 Tage,

¥ =4,789-10—-".

¢ = 305500 km/sec.

Die kleinste bisher gefundene Gteschwindigkeit des Lichtes hat
Foucault erhalten, gleich 298000 km/sec; die grbsste ergiebt sich
nach der Methode von Romer aus den neuesten Beobachtungen zu
308000 km/sec; die Geschwindigkeit der elektrischen Wellen fand
Hertz in seinen Versuchen 320000 km/sec. Also stimmt die Ge-
schwindigkeit, mit der sich das Gravitationspotential aus-
breitet, mit der Geschwindigkeit des Lichtes und der
elektrischen Wellen iberein. Darin liegt zugleich die Biirg-
schaft, dass diese Geschwindigkeit existiert.

Freilich wird niemand in Abrede stellen, dass die Perihelbewegung
des Merkur von 41" in einem Jahrhundert auch durch andere, noch
unbekannte Umsténde bedingt sein konnte, so dass es eine endliche
Geschwindigkeit des Gravitationspotentials nicht zu geben brauchte.
Man hat aber zu bedenken, dass die hier hauptsichlich entscheidende,
ibrigens auch die Abweichung von allen fritheren Ergebnissen #hn-
licher Untersuchungen bedingende Formel fir die Abhingigkeit des
Potentials von einer solchen Geschwindigkeit auf vollig naturmissigem,
nicht erst durch schwierige Hypothesen fihrendem Wege gewonnen
ist. Es wire daher ein sonderbarer Zufall, wenn die 41 Sekunden
des Merkur gerade die Licht- und Elektrizititsgeschwindigkeit lieferten,-
ohne mit einer riumlich-zeitlichen Ausbreitung der Gravitation etwas
zu thun za haben, da doch das Medium, worin diese Ausbreitung

Man findet damit
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und die Bewegung des Lichtes und der elektrischen Wellen erfolgen,
derselbe zwischen den Weltkdrpern sich erstreckende Raum ist.
Nicht einmal die verhiltnismissig grosse Perihelbewegung, die man
mit dem gefundenen Werte von ¢ fiir die Venus erhilt, nimlich
8" in einem Jahrhundert, kann als stichhaltiger Einwand gelten;
oder eine Revision der StSrungen dieses Planeten miisste die Mdglich-
keit jener Zahl endgilltig ausschliessen. Ks sei daran erinnert, dass
die Berechnungen der sikuliren Beschleunigung des Mondes zwischen
6" und 12" zu schwanken vermochten. Im ibrigen ergeben sich lauter
unmerklich kleine Perihelbewegungen. Sie betragen nach den aus
den gebriuchlichen Tabellen leicht zu entnehmenden Beobachtungs-
werten bei der Erde in einem Jahrhundert 3",6, beim Monde 0",06,
beim Mars 1”3, beim Jupiter 0,06, beim Saturn 0,01, beim
Uranus 0”,002 und beim Neptun 0”,0007.




Zur Anusgleichung eines durch Lingenmessungen
bestimmten Punktes.*

Yon
E. HaMyver

in Stuttgart.

Eine nur unter besondern Verhiltnissen praktisch anwendbare
Methode der Einschaltung eines Neupunktes in ein Netz gegebener
trigonometrischer Punkte ist die der direkten Messung der Strecken
swischen dem Neupunkte und einigen gegebenen Punkten. Gleichwohl
wird diese Methode der Punktbestimmung (die eigentlich nicht mehr
trigonometrisch heissen sollte, weil sie keine Winkelmessung erfordert
und weil auch die Rechnung selbstverstindlich nicht notwendig tri-
gonometrisch gefiihrt werden muss) in den Lehrbiichern der Geodisie
und in einzelnen Katasteranweisungen neben den itblichen Methoden
der Bestimmung durch Winkelmessung angefihrt, und sie bietet in
der That jedenfalls theoretisches und methodisches Interesse.

Die Bezeichnung: ,Bestimmung durch Bogenschnitt¥, die
neuerdings fiir diese Aufgabe aufgekommen ist, halte ich deshalb fir
nicht glcklich, weil auch das Rickwirtseinschneiden eine Bestimmung
durch Bogenschnitt ist.

1. Einleitung.

Jede Messung zur Bestimmung eines Neupunktes, sei es beim
pEinschneiden“ Winkelmessung auf einem der gegebenen Punkte
oder Winkelmessung auf dem zu bestimmenden Punkt, sei es bei der
uns hier beschiiftigenden Aufgabe die Messung der Strecke zwischen

* Die folgende methodische Notiz war, als Fortsetzung eines Aufsatzes diber
graphische Ausgleichung von vorwirts oder rickwiirts eingeschnittenen Punkten,
fir die Zeitschrift fir Vermessungswesen (vergleiche daselbst Jahrg. 1896, 8. 611;
1897, 8.249) bestimmt. Da sie aber dort immer wieder zuriickgestellt werden
musste, mdchte ich sie in der ,,Zeltnchnﬂ; fiir Mathematik und Physik‘ verdffent-
lichen, deren neues Programm Ja. auch solche einfache praktische Dinge mit
mﬁut.
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einem gegebenen und dem zu bestimmenden Punkt, hat den Zweck,
einen planimetrischen , Ort“ fir den zu bestimmenden Punkt fest-
zulegen: beim Vorwirtseinschneiden sind diese Orter gerade
Linien, die von gegebenen Punkten ausgehen; beim Rtickwirts-
einschneiden (denken wir uns Winkel gemessen) Kreishdgen, die
dber gegebenen Strecken als Sehnen und mit den gemessenen Winkeln
als Peripheriewinkeln beschrieben werden; bei der Bestimmung durch
Lingenmessung endlich sind es Kreishdgen, die gegebene Punkte
zu Mittelpunkten und die gemessenen Strecken zu Halbmessern haben.

Wenn die Entfernungen des Punktes von zwei gegebenen Punkten
gemessen sind, so ist er einfach planimetrisch bestimmt, wie man ihn
z.B. als Naherungspunkt fir das folgende zu berechnen hat; sind da-
gegen die Entfernungen nach mehr als zwei gegebenen Punkten
gemessen, so handelt es sich um eine Ausgleichungsaufgabe, die
rechnerisch oder graphisch gelost werden kam. Die rechnerische
Ausgleichung ist als hiibsches einfaches Beispiel fiir vermittelnde
Beobachtungen schon mehrfach behandelt worden, vergl. z.B. Jordan,
Handbuch der Vermess. II, 3. Aufl., S.198—199 (,,Bogenschnitt mit
Ausgleichung", wobei es sich um Ausgleichung von Abstichen aus
einem Plan in kleinem Mafstab handelt); Koll, Meth. der kl. Qu. 1893,
S. 123 fig. (,,Bogenschnitt gemessener Léngen“); Anweisung IX fir
die preussischen trig. und polyg. Arbeiten, 2. Aufl., 1894, Trig. Form. 23.
(,,Bogenschnitt von Messungslinien®, S. 335 fig.); F. G. Gauss, die
trig. und polyg. Rechnungen, 2. Aufl., 1893, S.138, 140, 143 fig.
(von Koll), zusammenhiingend S.514 fig. (,Bogenschnitt aus Klein-
linien“). Eine graphische Ausgleichung dagegen, die nicht auf fehler-
zeigende Dreiecke sich stiltzen wiirde, ist meines Wissens bisher nicht
angegeben * und ich mdchte daher diese, als hier besonders an-
schaulich, zur Erginzung meines in der ersten Anmerkung zitierten
Aufsatzes tber graphische Ausgleichung, mitteilen. Zum Vergleich
sei die rechnerische Ausgleichung nebst einigen Bemerkungen iber
konstante Fehler vorangesetzt, und zwar sofort mit rgang
zu einem Zahlenbeispiel (der Einfachheit halber, da es ja nur auf
die Methoden ankommt, mit nur einer #berschiissigen Messung).

® Auch z B. von Weixler nicht, der kiirzlich in den , Mitteilungen des
k. k. militir-geogr. Instituts*, Band XVI, Wien 1897, eine sehr ausfilhrliche Ab-
handlung iiber graphische Ausgleichung gegeben hat, worin die uns hier beschaf-
tigende Aufgabe einmal gestreift wird. Zur Darstellung der Fehlerquadratsummen,
die einzelnen Annahmen fir den vorwiirts oder riickwiirts eingeschnittenen Punkt
erzeugen, vergl. zu Weixlers Text und Figur (Nr.2a) auch meinen Aufsatz zur
graphischen Ausgleichung in der Zeitschrift fiir Vermessungswesen 1896, be-
sonders 8.623 —624 mit Fig.4. Jene Fig.2a gewinnt ausserordentlich an An-
schaulichkeit, wenn man in ihr nur einige wenige Linien gleicher [4?], 2. B. in

jenem Fall: (7] = 20, 50, 100 und 200
eintriigt.
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2. Die Aufgabe.

Es sind, auf ebenem Gelinde, das auch in sonstiger Beziehung
fir direkte Langenmessung giinstig ist (z. B. Strassen u. dergl.), die drei
Punkte B, W, Z durch ihre Koordinaten gegeben:

z y

B | + 23740,40 | + 472844
W | + 24349,08 | + 5041,11
Z |+ 23955,13 | + 5613,97

Um den Neupunkt N zu bestimmen, sind seine Entfernungen von
B, W, Z direkt gemessen und es ist als unmittelbares Ergebnis ge-
funden worden: BN = = 522 60
WN -= L, 367,69;
ZN = L,= 439,99;
was sind die Koordinaten von N (des ausgeglichenen Punktes)?

8. Rechnerische Ausgleichung.

Es seien (z, _) die Koordinaten des gesuchten Punktes N, (z,, yo)
die Koordinaten eines Niherungspunktes N, (zu berechnen mit Be-
nutzung von zwei der gemessenen Entfernungen), so dass also mit

=g+
1) -
Yy=%+y
noch die Verbesserungen z, y der Koordinaten von N, auf N zu bestimmen
sind.
Aus den Verbesserungsgleichungen (L sind die ausgeglichenen
Lingen):
Li=Lt+o=yz—a)+y—u)
2) L=L+u=yYz—z)y+@y—y.)
Li=Ltou=y@—a)+y—y)

sicht man sofort, dass, mit Benutzung des Naherungspunktes (z,y,) zur
Durchfiihrung der Rechnung, die Koeffizienten und Absolutglieder der
linear gemachten Verbesserungsgleichungen zu berechnen sind aus:

o= —‘?"L;f—" = cos (K N,),
3) by = LI}'{"— — sin (K N,),

b= Loy — L
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dabei ist jo K = B, W, Z zu setzen und L, ; bedeutet den Abstand
zwischen dem Néherungspunkt (z, y,) und dem fest gegebenen Punkt
=0, ",

Die zweite Form fir a, und b, ist noch angeschrieben, weil man
ohnehin die Ly, ; mit Benutzung der Richtungswinkel (K N,) rechnen
wird (von ganz kleinen Abmessungen abgesehen, bei denen die Quadrat-
tafel ausreichen wiirde). Nimmt man hier nach vorliufiger Néherungs-
rechnung an: :

4) zy= + 24007,70 | y,= + 5177,30,
so erhilt man nach 3), wenn die Absolutglieder nur auf 1 cm gerechnet
werden, nidmlich:
l,= Loy — L, = 522,42 — 522,60 = — 0,18,
ly = Los — L, = 367,54 — 367,69 = — 0,05,
ly= Los — L; = 439,82 — 439,99 — — 0,17,
und wenn die Koeffizienten a, b auf zwei Stellen abgerundet werden,
die Verbesserungsgleichungen:
v,=+ 0,51z + 0,86y — 0,18,
5) v,=— 093z + 0,37y — 0,05,
v, =+ 0,122 — 0,99y — 0,17;
dabei sind z, y und ! in Metern genommen, was hier offenbar nicht
zu unbequemen Zahlen fiihrt.

Was nun die Gewichte angeht, so denken wir uns die L zundchst
einmal nur mit unregelmissigen Fehlern behaftet (proportional YL
anzusetzen), also die Gewichte umgekehrt proportional L; nimmt man
L in Kilometern, so wird:

6) P= 537 =&

Py = 0,44 = 2)3
mit absichtlich starker Abrundung und nach der Angabe so, dass
p =1 der Strecke 1000 m entspricht.
Mit diesen Zahlen erhilt man durch Rechenschieber-Rechnung
die Normalgleichungen:
7) { 2,88:27— 0,37y—0,10=0. [Pu] _0,134;
—0,372 4 4,01y + 0,03 = 0.
die Auflésung giebt:
( y=—001m (P,=3)96),
z=+003m (P,=285),
[pvv] = 0,131,
somit m. F. der Gewichtseinheit

{ m-=V :’ia; =+0,36 m.

8)
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Im ganzen wird also:
z = z,+ z = + 24007,73 + 0,21,

9 N\ y=voty=+517720 +0,18.

4. Regelmiissige Fehler.

Hier fallen vor allem die unerwartet grossen m. F. auf; + 0,36 m
unregelmiissiger m, F. fir 1000 m wiirde meinen Fehler von m, (un-
regelm. m. F. pro Meter) = + 1,16 cm entsprechen, wihrend unter
giinstigen Verhiltnissen gute Lattenmessung leicht mit m, (unregelm.
m.F.pro Meter) =+ 1 mm und noch weniger zu machen ist. Rechnen
wir hier die Verbesserungen v der einzelnen Messungen aus, so geben
die Verbesserungsgleichungen 5):

v, = — 165 cm,
10) ‘ v, ——8cm,
vy = — 16 cm,
[somit [ pvv] = 0,132, gentigend stimmend mit 8)], also alle v negativ
und viel grosser als (bei der selbstverstindlichen Festhaltung der An-
nahme, dass die relative Lage der gegebenen Punkte vollstindig genau
sei} der Fehler der Lingenmessung erwarten lisst.

Ist es hier nicht gerechtfertigt an den L eine konstante Ver-
besserung anzubringen, z.B. die Annahme zu machen, dass ein Latten-
meter nicht mit dem Koordinatenmeter tibereinstimme? Ein Lattenmeter
wire hier (relativ) zu kurz, denn die mit den Latten erhaltenen Zahlen
sind zu gross. Das Verhiltnis der einzelnen v zu den zugehdrigen L
ist der Reihe nach rund 1 1

8200’ 1600° 3800

das Mittel wire ungefihr ﬁ und mit um soviel verkiirzten L kdnnte

man die Ausgleichung wiederholen. Auch abgesehen von einer Ver-
schiedenheit der Linge des Lattenmeters und Koordinatenmeters ist be-
kanntlich, bei Latten von genau richtiger Linge, bei Messung auf
ebenem Boden (und noch mehr bei Absenkeln) eine kleine negative
konstante Korrektion der Messungszahlen erforderlich, allerdings nicht
8o gross, wie oben berechnet, sondern nur
. 1 .. 1
Fooo' *i® Gooo
der Linge. Nimmt man oben als Reduktionszahl der Messungszahlen

— 40100 an, d.h. dndert die L von 522,60, 367,569 und 439,99 auf
52247, 367,60 und 439,88 und wiederholt mit diesen Zahlen die
Ausgleichung, so findet man einen Punkt N, dessen Abscisse zwar nur

um einige em (etwa 3) grosser wird als—oben, und dessen Ordinate
etwa 1 cm kleiner ausfillt; aber die m.F. sinken selbstverstindlich
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sehr bedeutend. Ob man ein solches Verfahren thatsichlich schon bei
drei Messungen rechtfertigen kdnnte, ist fraglich; wenn aber viele
Strecken vorliegen und alle » dasselbe Vorzeichen bekommen, ins-

I . s . .
besondere die ; ungefihr auf einen gemeinsamen Wert hinweisen, so

st der Neupunkt in der That schirfer bestimmt, als aus den un-
mittelbaren L hervorgehen wiirde. In dem Beispiel von Koll (Meth.
d. kL. Qu,, S.127) mit den Ergebnissen

v, = + 0,01,
v, = — 0,24,
vy =+ 0,08,
v,= — 0,18,
v,— — 0,18

(die L sind der Reihe nach 332, 272, 247, 270, 417 m) wire ein

Abzug von etwa ’ETlco_o an den L gerechtfertigt. Ganz ohne Willkiir

wiirde es bei einem solchen konstanten Koeffizienten nicht abgehen;
aber man kime auf diesem Wege jedenfalls zu ebenso zutreffenden
oder selbst bessern Resultaten, als wenn man nur dadurch Riicksicht
auf die konstanten Fehler nimmt, dass man statt der obigen einfachen
Gewichtsannahme c
p=7

die also nur auf den unregelmissigen, proportional }/Lsich ver-
grossernden Messungsfehler Riicksicht nigmt, Gewichte fiir die Langen-
messungen ansetzt, die nach

oder besser

11) my=Vk L + k L*

zugleich Riicksicht auf die konstanten Fehler der Lingenmessung
nehmen sollen. Es ist mit den gewdhnlichen Mitteln (ohne Kom-
parator) z. B. Normalmeter und dem oft verwendeten Stangenzirkel,

oft nicht leicht die Liinge einer Latte auch nur auf —;— mm festzustellen

und die indirekte Vergleichung zweier Lattenpaare durch Messung der-
selben giinstigen Strecke mit scharfen Endpunkten unter Anwendung der
beiden Lattenpaare, wobei das eine z.B. bei zwei Messungen 119,45 und
119,46 m, das zweite aber 119,60 und 119,49 lieferte, giebt @tber den
(relativen) regelmissigen Fehler leicht schirfer Aufschluss als
direkte Vergleichung mit den oft nur vorhandenen bescheidenen Mitteln:
in dem eben angeftihrten Beispiel wiren die Léingen an dem zweiten
Lattenpaare um 25 mm auf 120 m kiirzer (die Zahlen sind grosser)
als an dem ersten und es wire von den durch die zweiten gelieferten
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Messungszahlen EIOT)" abzuziehen, um sie mit Zahlen, die das erste

gegeben hat, vergleichbar zu machen. Freilich ist dies nur eine re-
lative Korrektion, iiber den absoluten Betrag des regelméssigen Latten-
fehlers, und also nach weniger iilber den regelmissigen Gtesamtfehler -
der Messung ist damit durchaus nichts entschieden. Aber man wird
in der vorliegenden Ausgleichungsaufgabe mit Verwendung eines solchen
konstanten, empirisch bestimmten Koeffizienten der regelmissigen
Verbesserung, wo eine solche durch die v entschieden angedeutet ist,
wie schon bemerkt, leicht Ergebnisse bekommen, die richtiger sind,
als wenn man die L unveréindert lisst und nur Gewichte ansetzt, die
nach 11) zugleich auf den regelmissigen Fehler Rticksicht nehmen
sollen. Nach der Preussischen Katastervorschrift wiirden z.B. in der
obenstehenden Aufgabe (Gtelinde I) die Strecken Gewichtszahlen gleich
2,86, 4,71, 3,69 statt der oben angenommenen 1,9, 2,7, 2,3 erhalten;
die Zahlén der ersten Gewichtsannahme verhalten sich wie 1:1,6:1,3,
die der zweiten (der oben gemachten) wie 1:1,4:1,2; an den Koordi-
naten fiir N wiirde so auch mit den ersten Gewichten kaum etwas
gegen oben geindert und jedenfalls wiirde an den m. F. nicht viel ge-
indert. Insbesondere wiirden die m, F. von # und y entschieden zu
gross ansfallen, wenn die Punkte B, W, Z als sehr gut. bestimmt be-
kannt sind und die Messung der Strecken L z. B. sicher nicht mit
einem grossern (unregelmissigen) Fehler als + 2)/7 mm behaftet ist.

5. Graphische Ausgleichung.

Hier scheint mir nun die graphische Ausgleichung den Vorteil
zu bieten, dass sie auf den ersten Blick alle wilnschenswerte Auskunft
auch iiber einen etwaigen merklichen konstanten Fehler bietet (selbst-
verstindlich kann man auch bei rechnerischer Ausgleichung den kon-
stanten Fehler leicht absondern; immerhin ist diese Anschaulichkeit des
graphischen Verfahrens sehr willkommen),

Durch eines der gemessenen L, z.B. L, = KN, ist als plani-
metrischer Ort des Neupunktes N ein Kreis um den gegebenen Punkt
K als Mittelpunkt und mit L, als Halbmesser festgelegt. Es sei nun
wieder nahe bei N zundichst ein Punkt N, fest angenommen, um
dessen Verbesserung es sich handelt. In der Nihe von N, wird man
fir eine kurze Strecke den Kreis um K ersetzen kdnnen durch die
Richtung seiner Tangente; diese steht senkrecht auf dem Halbmesser,
d. h. die Richtung der Tangente erhilt man durch einen.Richtungs-
winkel der sich von,(KN,) um 90° unterscheidet. Diese Richtungs-
winkel, (KN,) braucht man ohnehin zur Rechnung der Entfernungen
KN,; da KN gemessen ist, hat man in (KN, — KN) auch unmittel-
bar den Abstand jener Tangente von N, gegen K hin (wirklich gegen
K hin oder, von K aus, iiber N, hinaus, je nachdem die angegebene
Differenz positiv oder negativ ist). Wenn die auf solche Art er-
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haltene Ausgleichungsfigur, wenn z.B. die Entfernungen AP, BP,
CP, DP von den gegebenen Punkten 4, B, C, D aus gemessen sind,
die Form von Figur 1

Fig. 1. hitte, so wire an der

Berechtigung einer kon-
stanten Verbesserung
der Lingenmessungen
(hier dann mit dem
.__,gs Vorzeichen +4) doch
5.30 kaum zu zweifeln, mag

- nun diese konstante
?210» Abweichung wirklich
in einer Differenz zwi-

v schen Lattenmeter und
2237 °D Koordinatenmeter oder
in irgend einer an-
deren Quelle regelmissiger Fehler ihren Ursprung haben.
In dem in den Abschnitten 2. und 8. behandelten Beispiel hat man
folgende Daten zum Auftragen der Bestimmungslinien fir N (der
Tangenten an die Kreise um B, W, Z).

Niherungspunkt: N, |x,=+24007,70]y,=+5177,30
: . ; I BNy || (WwNy)|| (2N,
Richtungswinkel: (ENy) = ’{ i_ 590‘:)2 {i 158‘(”,)2 =(276°°), 9

. somit
R.W. der Tangente = (KN,) 4 90°=| 149°%2 | 248°2 6%9

Strecken zum Naherungspunkt: KN,= | 522,42 | 367,64 | 439,82

Gemessene Strecken: KN =| 522,60 | 367,69 | 439,99
Abstand der Tangente von N,
gegen K hin, =| —0,18 | —0,06 | —0,17

Mit diesen Richtungswinkeln und Abstinden werden die Tangenten
in dasselbe Netz im Maflstab 1:10 eingetragen, wie es in dem oben
zitierten Aufsatz des Verfassers, Zeitschrift fiir Vermess. 1896, S.613
angegeben und verwendet ist (Randteilung in Graden, Koordinaten-
teilung nur nach Dezimetern, nicht nach Centimetern, also Netz
mit em-, nicht den verwirrenden mm-Linien). Man erhilt damit die in
Figur 2 sta.rk ausgezogenen Linien.

Wihlt man ihnen entsprechend rasch nach Gutdinken den
Punkt N aus, so ist man geneigt, ihn mit etwa

z = + 24007,80, y =+ 5177,28,
also mit einer gegen das Resultat 9) etwas grossen Abscisse anzusetzen.
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Man hat aber, wenn man sich [vv] gebildet denkt, zu beachten, dass
mit Entfernung des Punktes von der Linie (W) das v,® sehr rasch
wichst, wihrend gleichzeitig v, und v; nur sehr langsam abnehmen.
Man wird also mit N doch mdglichst nahe bei (W) bleiben und da-
mit ein Resultat erhalten, das von 9) praktisch kaum abweicht. Eine
Konstruktion des der Methode der kleinsten Quadrate entsprechen-
den Punktes (vergl. 3.), wie sie Bertot u.a. gegeben haben, empfiehlt
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sich auch hier nicht, vernichtet vielmehr z.T. die Vorzﬂge der gra-

phischen Ausglemhung
In die Figur eingetragen sind nun hier, dem Vorstehenden ent-
sprechend, aber auch noch starke Linien — — —; diese entstehen durch

Verkilrzung der L um das konstante Maf} ,
oben berechneten Betrige 13, 9 und 11 cm, und neben ihnen sind

1 von L, d. h. um die

die von mir so genannten Nebenlinien
Man sieht

noch feine Linien — — —
(siehe den oben angefithrten Aufsatz und 6.) eingetragen
hier auf einen Blick, dass die Verschiebung der auf die —— —

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 48.Jahrg. 1898. 2. Heft 8



114 Zur Ausgleichung eines durch Lingenmessungen bestimmten Punktes.

als Bestimmungslinien an den Koordinaten des zu wihlenden Punktes N'
praktisch so gut wie nichts verindert, auch mit — — — liest man ab:
x = + 24007, 76,

y =+ 5117,28;
vergl. dazu die Bemerkungen zur rechnerischen Ausgleichung.

Auch bei dieser einfachen graphischen Ausgleichung ist es als
Ubungsaufgabe fiir Studierende (nicht im Sinne wirklicher Anwendung
bei Ausgleichungen) ganz empfehlenswert, fiir eine Anzahl von Punkt-
annahmen in der Umgebung von N, die v abzumessen (sei es die auf
oder — — — sich griindenden) und je die [pvv] zu bilden, end-
lich aus den so fiir jene Punkte gewonnenen Zahlen Linien gleicher
[pvv] empirisch zu konstruieren. Wer von mittlerer Fehlerellipse noch
nichts gehort hat, wird so sehr einfach auf sie hingewiesen.

6. Nebenlinien. Schlussbemerkungen.
(Soldnersche und Gausssche Koordinaten.)

Auch hier wird zweifellos die volle Anschaulichkeit der graphischen
Ausgleichung erst erreicht durch die Nebenlinien, die die verschiedene
Wertigkeit der einzelnen Bestimmungslinien graphisch zum Ausdrack
bringen; sei es, dass man sie auf bezieht und dann in ihre Abstinde
such den konstanten Fehlerteil mit aufnimmt, oder auf ——— und sich
hier wesentlich auf den unregelmissigen Fehler beschréinkt. In der
obigen Figur 2 ist dies mit der Annahme:

unregelmissiger Fehler = + 1,5 VL mm

geschehen und zwar bezogen auf — — —, bei denen der regelmiissige
Fehler im wesentlichen beseitigt sein wird. Die Abstiinde der Neben-
linien — — — von den entsprechenden Hauptlinien werden
1,5¥523, 1,6¥/368 und 1,5)/440,

also + 34, + 29 und + 32 mm. Dass man sich hier wieder zur Ein-
tragung von Haupt- und Nebenlinien zweckmiissig eines Parallellineals
bedient, das die Parallelverschiebungen direkt einstellen lisst (vergl.
Zeitschrift fir Vermessungsw. 1896, S.616), braucht wohl kaum be-
sonders hervorgehoben zu werden.

Wenn auch auf die Aufgabe der Ausgleichung iiberschiissiger
Streckenmessungen zur Bestimmung der Lage eines Punktes praktisch
nicht viel Gewicht zu legen ist, so sei doch noch daran erinnert, dass
man gelegentlich solche Streckenmessung mit Vorwiirts- oder Riickwarts-
schnitten kombinieren kann, indem der eine oder andere der ge--
gebenen Punkte nahe und fiir die Lingenmessung bequem liegt.
Bei graphischer Ausgleichung ist diese Kombination besonders einfach.

Zum Schluss sei auch noch besonders angefithrt, dass man bei
der Punktbestimmung durch Streckenmessung sehr leicht (etwas be-
quemer als bei der Winkelmessung) Rticksicht nehmen kann auf die
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Verschiedenheit der Streckenverzerrung in verschiedenen, von einem
Punkt ausgehenden Richtungen, wenr die Punkte sich auf ein System
Soldnerscher Koordinaten (oder ein anderes, nicht winkeltreues System)
beziehen. Wenn die Ordinate der Messungsstelle sehr gross ist, so
kann ja die Verstreckung, die wie ein mit der Richtung der ge-
messenen Strecke verinderlicher konstanter Fehler wirkt, sogar fiir
gewdhnliche Lattenmessung fithlbar werden; z. B. ist im Soldnerschen
System mit y = 90 km der Maximalwert der Verstreckung des Bogen-

differentials bereits rund i 0000, also neben den andern konstanten Fehlern

der Lingenmessung wohl fithlbar. Diese differentielle Verstreckung ist bei
Soldner Null in der Richtung senkrecht zur z-Axe (Richtungswinkel 90°

und 270°) und erreicht ihr Maximum, in Bruchform 51%,; in der Richtung

der z-Axe (Richtungswinkel 0° und 180°); in beliebiger Richtung
(Winkel « mit der z-Axe) betriigt sie endlich
y’

2R?

Diese, fiir verschiedene Richtungen verschiedene, prozentische Ver-
grosserung der gemessenen Strecken wire vor ihrer Einfihrung in die
Rechnung anzubringen, wenn man bei besonders scharfer Lingen-
messung und bei grosser Entfernung der Messungsstelle von der z-Axe,
80 bis 100 km z. B, iiberhaupt auf sie Riicksicht nehmen will; selbst-
verstandlich gilt dies sowohl filr rechnerische als fiir graphische Aus-
gleichung. Bei Gaussschen Koordinaten statt Soldnerschen ist diese
Projektionsvergrosserung der gemessenen (jedenfalls kurzen, nur einige
hundert Meter langen) Strecken fiir alle dieselbe und kann, wenn sie
iiberhaupt beriicksichtigt werden soll, mit der sonst etwa als zweck-
miissig sich zeigenden konstanten Verinderung dieser Strecken zu-
sammen gemessen werden. Wire also die Punkteinschaltung durch
Lingenmessung (statt der durch Winkelmessung) praktisch wichtig, so
wire hier ebensowenig oder weniger als dort die Soldnersche Abbildung
im Vorteil gegen die Gausssche und es ist nicht richtig, wenn in
der geoditischen Litteratur (im Anschluss an die frithere Entwickelung
Jordans, vergl. z. B. Handbuch der Vermessungskunde, 2. Auflage 1878,
2.Band S.296, 3. Auflage des 3. Bandes, 1890, S.285—287) immer noch
das Gegenteil behauptet wird.

costa.
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Bemerkung iiber einen Satz der Differentialrechnung.
Von G. Kowalewski in Leipzig.

Gauss (vergl. Kronecker, Vorlesungen fiber die Theorie der einfachen
und vielfachen Integrale, herausgegeben von E.Netto, 1.Vorl. 8.12) definiert
einmal die Stetigkeit einer Funktion in dem folgenden Sinne:

»Geht z von z, bis £, und nimmt y fiir diese beiden Werte der Variablen
die Werte y, und y, an, dann giebt es zwischen z, und z, jedesmal ein z', fiir
welches die Funktion den zwischen y, und y, beliebig gewihlten Wert y' erhalt.*

Gegenwirtig gilt bekanntlich die von Dirichlet (Crelle, Bd. 4, 8. 159)
gegebene Definition, welche den Begriff mehr einschriinkt, sodass eine Funktion,
welche die von Gauss angegebene Eigenschaft hat, nicht notwendig in dem
heutigen Sinne stetig zu sein braucht. Eine grosse Klasse von solchen Fank-
tionen bilden z.B. alle Derivierten von stetigen Funktionen.

Im folgenden soll fir Fanktionen, die nur der Gaussschen Forderung
gentigen, ein Satz bewiesen werden, der in der Differentialrechnung fiir
stetige Funktionen bewiesen wird. Er launtet:

Hat eine Funktion f(r) in dem Intervall (a...b)einschliesslich
der Grenzen die von Gauss angegebene Eigenschaft, besitzt sie
ferner an jeder Stelle im Innern des Intervalls eine bestimmte
Derivierte und ist f(a)=7(b), so giebt es zwischen a und b eine
Stelle & an welcher die Derivierte verschwindet.

Dass f(x) im Innern von (@...b) eine bestimmte Derivierte besitzt, soll
(im Anschluss an Dini, Grundlagen fir eine Theorie der Funktionen einer
reellen verénderlichen Grdsse, Seite 93, § 72) bedeuten, dass fir jedes z

f—(x+-‘2_»fj(x) endlich oder unendlich
gross, aber von bestimmtem Vorzeichen, ist; gleichviel, ob & positiv oder

negativ sich der Null nahert. b
Konstruiert man um die Stelle ¢ = i—:—— mit einer beliebigen positiven

b—2a sein) ein Intervall (¢ —¢...c+ ¢) und

greift aus demselben zwei Werte 2', 2" heraus, so kann mdglicherweise
f(2) = f(2'") sein. Wenn dagegen f(2") 2 f(z") ist, so ist eine Differenzen
f(@") — fo, F(&") — £y, wo fo=f(«) = f(b) sein soll, von Null verschieden.
Es sei z.B. f(z") ——foz 0. Dann kann man zwei Werte ¢;, ¢; 80 zwischen
f(2") und f(+") wihlen, dass ¢, — f,, ¢; — f, beide von Null verschieden
sind und dasselbe Vorzeichen haben. (Man braucht nur ¢, ¢, genfigend nahe
an f(2") zu wihlen.) Weil f(x) die Gaunsssche Eigenschaft hat, giebt es
awischen ' und z" zwei Stellen z,, x,, sodass f(z,) = ¢;, f(z;) = ¢, ist.
Dann sind also auch f(x,) —f,, f(x3) —f, beide von einander und von Null
verschieden und haben dasselbe Vorzeichen. Ausserdem ist

c—e<y <oy, <c+eg
wenn die Bezeichnung so gewihlt wird, dass z, < r, ist. Wenn nun

zwischen ¢ und b der Grenzwert von

Grosse ¢ (nur muss ¢ <
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@) = fo1>1f(xs) — fo!
ist, so liegt f(z,) zwischen f,= f(a) und f(z,), mithin giebt es zwischen
und 7z, eine Stelle z,, sodass f(xz") = f(x;) ist (¢ < 7y/< 2, < 2, < ¢ + ¢).
Im Falle | f(z,) —fo| <if(2;) — fo| liegt f(z,) zwischen f(z,) und fo,=f(b),
folglich giebt es zwischen x; und b eine Stelle x,, so dass f(x,)=f(z,) ist
(c—e<a <z, <2'<D).

Es hat sich also ergeben, dass einer der folgenden drei Fille eintritt:
Entweder ist f(2) = f(z") oder f(x,") = f(x,) oder f(x;") = f(xy"), wobei
c—e<r<d'<e+e c—e<n,<2,/<h, a<z/<T<c+e.

Dies k3nnen wir so ausdricken:

Ist f(a)=1(b) und hat f(x) in dem Intervall (a...b) mit Einschluss
der Grenzen die Gausssche Eigenschaft, so giebt es zu einer beliebig ge-
withlten positiven Grdsse ¢ ein ganz innerhalb («...b) gelegenes Intervall

(a;...b) von der Grdsse b, — a, <b—;—°—' + ¢ derart, dass f(a,)=7(d,) ist.

Diesen Schluss kann man ohne Ende wiederholen. Zu einer beliebig
gewihlten positiven Grosse ¢, findet man dann ein ganz innerhalb (a,...0,)
liegendes Intervall (a;...b,) von der Grdsse b, —ay <2’—_§—a‘—+ ¢ derart,
dass f(a;) == f(b) ist und so fort. Auf diese Weise gewinnt man eine un-
endliche Reihe von Intervallen

(@a...0), (ay...b),...(@n...ba)y ..y

wo jedes ganz in dem vorhergehenden enthalten ist und hinsichtlich der
Grdsse die Ungleichungen bestehen:

ba—1— Gn—
be— < 2220l L. (n=1,2,..)

2
Sind die &, ¢,,... so gewshlt, dass e, = b';:a'——l ist, so er-

kennt man leicht, dass 8
S b=, <(3) 0= 0)

wird, dass also lim (by — @) = O wird. Dann aber giebt es einen Punkt §,

” ==

der in allen jenen Intervallen enthalten ist, sodass a, << § < b, ist. Wir
haben also das Resultai:

Hat f(r) in dem Intervall (a...b) einschliesslich der Grenzen die
Gausssche Eigenschaft und ist f(a)=/(b), so existiert im Innern von
(a...b) eine Stelle §, um welche sich Intervalle («, ...b,) von beliebiger
Kleinheit konstruieren lassen derart, dass f(a,) = f(ba) ist.

Ziehen wir jetzt unsere Voraussetzung ilber die Derivierte von f(x)
in Betracht, so ergiebt sich, da die beiden Quotienten '

f@)—f®) =~ ) —F®
Qr — E bu - 5
wenn sie nicht verschwinden, entgegengesetzte Zeichen haben, dass nur
f'(§) = O sein kann.

Als Beispiel einer Funktion, welche unseren Voraussetzungen genligt,
ohne tberall stetig zu sein, fithren wir die folgende an, in welcher die
Quadratwurzeln positiv sein sollen.
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f(-”) = (Sin %)2’*' V;’ (:c > 0)1 f(O) =0,

— f(£) = 22 + (sing)’-i- V-2, (2<0)

Hier ist f(1) = f(—1)=1). An der Stelle z = O ist eine Unstetig-
keit, wihrend die Gausssche Eigenschaft offenbar besteht und der vorwirts
und riickwirts gebildete Differentialquotient gleich 4 oo ist.

\

Bemerkungen zu dem Mittelwertsatz fiir ein System
von n Integralen.
Von G. Kowalewski in Leipzig.
In Heft 8 des vorigen Jahrgangs habe ich den Satz aufgestellt, dass fir »

[
Integrale f oi(f)dt (i=1,2...n), wo die p; reelle und von a bis b stetige
a
Funktionen sind, n Gleichungen bestehen:
[

Soi®at = hoit) +- - -+ tagi(t) 1(b — a).

Dabei sind 4,,...4, positive Grissen mit der Summe 2, +---+ 2, =1
und ¢, f ..., gewisse Werte aus dem Intervall (a...). Durch eine ein-
fache Variablenénderung kann man auch den allgemeineren Satz beweisen,
dass unter denselben Voraussetzungen n (leichungen

qu OFOdt=[ho) + .-+ ao (tn)]fF(t)dt

bestehen, vorausgesetzt dass F'(f) von a bis b stetig 1st und keinen Zeichen-
wechsel erleidet.

Fir » = 2 bin ich zu diesem Satze durch ein Theorem von Weier-
strass gefilhrt worden, welches Hermite in seinem Cours von 1882 (ge-
halten an der Faculté des sciences) in der 7. Vorlesung (Seite 63 der Aus-
gabe von Andoyer) entwickelt mit Hilfe von Betrachtungen, die der Statik
angehdren. Setzt man f (f) o)+ up(t) und

f F()f(dt= f F()dt,

wo F(t) von a bis b sein Zeichen nicht andem soll, so sagt (nach Hermite)
der Satz von Weierstrass aus, dass u das Affix eines Punktes ist, der
innerhalb jedes die simtlichen Punkte f(f) (¢ < ¢ < b) umschliessenden con-
vexen Contours liegt. Will man also mit Hilfe des Weierstrassschen
Satzes so viel wie mdglich tiber die Lage des Punktes u aussagen, so muss
man den engsten convexen Contour aufsuchen, welcher die Punkte () ent-
hilt. Jeder convexe Bereich, der die Punkte f(f) enthélt, muss auch ihre
Verbindungsstrecken enthalten. Wenn also die Gesamtheit aller Verbindungs-
strecken von je zweien der Punkte f(¢) oder, wie man sich ausdrficken kann,
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aller Sehnen der Kurve f(f) selbst einen convexen Bereich erzeugen wiirde,
so whre dies offenbar der engste convexe Bereich, der die Punkte f(f) ent-
hilt. Man wiirde in diesem Falle sagen kdnnen, der Punkt p liege in diesem
Bereich oder, was dasselbe ist, auf einer Sehne der Kurve f(f). Dies wire
aber auch das Maximum von dem, was man mit Hilfe des Weierstrass-
schen Satzes iber die Lage von p aussagen kann. Bei einer Kurve, die sich
zeichnen ldsst, ist es evident, dass die Sehnen einen convexen Bereich bilden.
Wenn man aber ¢(f) und () nur als stetig voraussetzt, so ldsst es sich
nicht so leicht einsehen. Ich habe deshalb in der in Heft 3 verdffentlichten
Arbeit unter Umgehung dieses Hilfssatzes, nach dessen Beweis ich mich
einfach auf das Theorem von Weierstrass hitte sttzen kdnnen, direkt
bewiesen, dass g ein Punkt auf einer Sehne der Kurve f(f) ist, was ja
unmittelbar in meinen Gleichangen

SoOF®it = o) + Ho@) [ FO,

To@OFOdt = w(t) + v (t)] jF(f)dt

(die in jener Arbeit allerdings nur fir F(f) =1 abgeleitet werden) ent-
balten ist. Spiéter bemerkte ich, dass in eben jener Arbeit auch der Beweis
des Satzes implicite enthalten ist, dass die Sehnen von f(f) einen convexen
Bereich bilden. Sind nimlich
oy + oy, Aoy + 4,0,

(mi:f(ti)’ Lth=1, ,+14,~=1, a -<,t-‘=<-.b’ 4,520, 4,4, >0)
irgend zwei Punkte des von den Sehnen erzeugten Bereiches, so ist ihre
Verhindungsstrecke darch

% (o, + do5) + %3 (oog + 4y0) (%1, % > 0, 5+ % =1)
dargestellt. Da hier aber x,4, + x, 4 + %345 + %34, =1 ist, so ldsst sich auf
Grund der Ausfihrungen in Heft 3 schliessen, duss diese Verbindungsstrecke
nur Punkte enthilt, die wieder auf einer Sehne liegen. Der durch die Sehnen
von f(t) erzeugte Bereich hat also die Eigenschaft, dass die Verbindungs-
strecke von irgend zweien seiner Punkte ganz zu dem Bereich gehort.
Dadurch ist aber ein convexer Bereich charakterisiert.

In Wirklichkeit sagt also, wenn man diesen Hilfssatz kennt, der
Weierstrasssche Satz dasselbe aus wie mein Mittelwertsatz filr » = 2.
Da aber dieser Hilfssatz nirgends, soweit mir Darstellungen des Weier-
strassschen Satzes bekannt sind, erwiihnt wird und auch keineswegs selbst-
verstindlich zu sein scheint, so glaube ich auch in dem Falle n = 2 eine
kleine Ergiinzung des Weierstrassschen Satzes gebracht zu haben, wihrend
die Verallgemeinerung auf » > 2 neu sein dirfte.

Im folgenden mache ich eine Anwendung von dem allgemeinen Mittel-
wertsatz auf drei Fanktionen, die so gewihlt werden: )

o () = (),
(' (t) = w(t)v
@s(t) = @ (O) - v (2).
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Es ergiebt sich:
b
f‘?(t)dt = o) + () + A49(t)] (0 — a),

Lot =) + 4w ®) + v 10 — o),

[oOp0)dt = o @)v) T o @)p(R) + e ) $()IG— o).

Multipliziert man die beiden ersten Gleichungen und subtrahiert davon
die dritte, nachdem man sie vorher mit b — a = (b — a)(4; + 4; + ;) multi-
pliziert hat, so kommt nach gehdriger Reduktion:

[oat-fr@at— @ — &) fo@v@at

= — (b — a)® D'ube(@i— or) (Wi — i),
)
wo @;= @(t;), ¢ = @(%) sein soll. Aus dieser Gleichung lisst sich ein
bemerkenswerter Schluss ziehen. Sind @(#), y(f) so beschaffen, dass sie
beide fortwdhrend wachsen oder beide fortwéhrend abnehmen, wenn ¢ das
Intervall (a...b) von a nach b durchlduft, so haben die Differenzen @; — @a,
¥; — ¢, dasselbe Vorzeichen und, da die 4;-4; > O sind, so ist

21.'11(%"— o) (vi— %) 20

folglich die rechte Seite der Gleichung sicher nicht positiv, mithin:
3 b b
Jo@at- fo®)dt < (0 — o) fo()w(t)dt.
a a a

Wenn dagegen o(f) fortwihrend zunimmt, ¢(f) aber abnimmt oder
umgekehrt, so kommt die Ungleichung:

Soar-fo0at> @ v fo0e0a,

weil dann die Differenzen @; — @&, ¥; — v, entgegengesetzte Zeichen haben,
ihr Produkt also negativ ist.

Diese wichfigen Ungleichungen, welche sich in so einfacher Weise aus
dem Mittelwertsatz fiir n — 3 ableiten lassen, rithren von Tschebyscheff
her, wie Hermite in dem oben citierten Cours von 1882 (8.47) mitteilt.
Einen Beweis, der sich auf die Betrachtung des Doppelintegrals

S[19@) — o@)llw() — y(v)ldzdy

stitzt, findet man im American Journal of Mathematics (vol. VII, S.877).
Dort wird auch eine Reihe von interessanten Anwendungen, namentlich
anf elliptische Integrale, vorgefiihrt.
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Uber die automorphe Transformation einer Summe
von Quadraten mit Hilfe infinitesimaler Trans-
formationen und hoéherer komplexer Zahlen.

Von

Professor BEEz
in Plauen {. V.

(Fortsetzung.)

8§ 2.
Die automorphe Transformation der Summe
von drei Quadraten.

Um die Summe von drei Quadraten z,*+ z,*+ 3% in die Summe
dreier anderer Quadrate z,'*+ z,'*+ 7;'* Uberzufthren, hat man

Ty = GpTyt Gy Ty + Ba T,

' = 8,0% + Ay T, + 81Ty ,

Ty = Ggg @y + Gy T) + O3y 2

zu setzen und den Koeffizienten a;; die Bedingung aufzuerlegen, dass
G’ + Gyo’ + Gy’ =1, o8y + Aoy, + Bye0y, =0,

G+ a7+ Gy " =1, o8 + Uyolyy + Gyetyy =0,

G’ + 81 + Gy’ =1, g By + 311Gy + Oy Gy =0

sei. Infolge davon ist:

1)

2)

Qg Qg1 - Gz

Al=|a, a; a6, |=1,
o Ago (g dgg
a A=+1.

Wir beschrinken uns auf die Betrachtung des ersten Falles A =+ 1
und nehmen tberdies an, dass die identische Transformation z)= z,,
1'=2, 2=z fir ay—a,,—a,=0 und a;; =0, wenn & von ¢
verschieden ist, eintritt. Die inverse Transformation, durch welche der
Punkt o/ wieder in den Punkt 2 zuriickgefilhrt wird, ist:

Zaitachrift f. Mathematik u. Physik. 43. Jahrg. 1898. 8. Heft.
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Ty'= GonTy + G102, + g0y,
3) z,"= a4y Ty + 4y, 7, + a5, 2y,
"= Aoy Ty + Gy Ty + Gy Ty
Denn setzt man in 3) die Werte von z,, z,', 2, aus 1) ein, so er-
hilt man z)"= z,, 2,"=x,, "=
Die Gleichungen 1) bilden eine drelghednge Gruppe, da zwischen
den neuen Koeffizienten a;; sechs Gleichungen stattfinden, sie also als
Funktionen von drei wesentlichen oder unabhiingigen Parametern an-
gesehen werden konnen. Die Transformation 1), 2) lisst den Koordinaten-
anfang, den Abstand eines Punktes von demselben, die Entfernung
zweier Punkte, die unendlich entfernte Ebene, den unendlich entfernten
imagindren Kreis oder den imaginiren Kegel z,*+ x,*+ z,°=0 un-
veriindert, ausserdem aber auch noch die Ebene A z,+ 1,2, + 4,2, = ¢
wie sich spiter ergeben wird, wenn die drei wesentlichen Parameter
Ay, A, A, eingefithrt worden sind. Zur geometrischen Deutung der
Gleichungen 1) nehmen wir zwei rechtwinklige Axensysteme mit ge-
meinschaftlichem Koordinatenanfang an, von denen das eine fest das
andere um den Koordinatenanfang drehbar sei. Die Koordinaten eines
Punktes M mogen in dem ersten z,, z/, 2/, in dem zweiten z,, z,, z
sein. Dann bestehen zwischen den beiderlei Koordinaten die Gleich:
ungen 1), welches dieselben sind wie bei der gewdhnlichen Koordinaten-
transformation, und den Ubergang von einem rechtwinkligen System
zu einem anderen mit demselben Koordinatenanfang vermitteln. Ist die
Anderung in der Lage des beweglichen Systems gegen die Anfangs:
lage nur eine unendlich ‘geringe, so #ndern sich die Koeffizienten a;,
unendlich wenig, wahrend z,, z,, ; unverindert bleiben. Man hal
also die Gleichungen 1) zu variiren und dabei auf die Gleichungen 2
Riicksicht zu nehmen, sodann die beiden Systeme zusammenfallen z
lassen, wobei @;; =1, a; =0, wenn %k von % verschieden ist. Wir er
halten aus 2):
dag=0a,, = da,, =0, day+ da,y=0, day+ 0a,,=0,
da,g+ da,, = 0.
Wir konnen daher den infinitesimalen Transformationen folgend:
Gestalt geben:
(0y)y=0my = 80y — To0ay,
4) (02,)y= 02, = — zy0ay + 2300y,
(0ay)y= 0z, = z,0a5,— 2,00,
Setzen wir die Variationen:
0ay, day,, 0as,,
die durch cyklische Vertauschung der Indices O, 1, 2 in einander iiber
gehen, beziiglich gleich 4,8t, 2,0t 1,0t

worin 0¢ eine unabhiingige unendlich kleine, 4, 4,, 4, beliebige end
liche Grossen bedeuten, so sind die Variationen von z, 2/, z,' fir =0
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(02y)o= 0y = (432, — 4,7;)0%,
(82 )o= 0z, = (473 — 437,) 0%,
(025" = 823 = (47— Ao,) 81
und die Variation einer beliebigen Funktion f(z,, z,, 73, t):

of dz, | Of d=z | of dzy\ 40
6f=‘(5x_°717 oz, dt+b_'dt’)6t

5)

wird
0 ¢

6)df = {(lxx: - lnxx)g;fo + (4073 — 43%,) EZ‘ + (A7 — 0931) }‘”

oder nach den willkiirlichen Konstanten geordnet:
c
N
+7'2( 1370 xoa_x )]‘”
Wir bestimmen nun in derselben Reihenfolge wie in § 1 die end-

lichen Transformationen nach den dort angegebenen drei verschiedenen

Integrationsmethoden.
I. Setzen wir den Koeffizienten von df in 6):

0 0 0
(A7, — 4y 73) 3{; + (do23 — A3 7) 3_5'{1 + (42— 4y2)) 5‘% = of,

so finden wir die endlichen Transformationen in der Form:

b} 3
7) zl =+ tpzi+ 1,—,¢’£.-+—;;,-9>’x.v+~--

Nun ist:
PTy= Az — A7z,

™) 9’7y = — (42 + 77, + Aodyz,+ Aol 7y,
P*zy= — (' + 4, + 4,%) gz,
Setzt man 4*+ 4,7+ 4,7 = A3, so ist also:
Q’ry= — Moz, ¢'z,——h'¢’s, ¢'z,=h'ez,

(] 4.2

z, = h*giz,, etec.

und es kommt: P %o P %o
t? hit? h3tt hits hito

Zy'= o+ Lozt _27¢'z0 31 PP 1 5 Pt + < P%+ 5 'zt

snht 1—cosht
=7, + @2, + @'z, ——r—

Durch Emﬁihrung der Werte von @z, und ¢z, erhilt man endlich:

==xo(l (ll’—}-l’)i cosht)+ (ll —cosht+l,_sgi)

1— ht ht
+ 24 (lols c’:): — 4, smh )’

woraus durch cyklische Vertauschung der Indices 0, 1, 2:
[}

8)
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—”o(lolg 1-cosht , sl smht )_*_1_1 (1— (1) 1— cosht)
2 (4,0, 150000 5, S )
&=z, (1012 1— cosht LLIPY smh't )+ (1 i 1— cosht —1 smht )

+a (1 (lo"i"q') 1— cosht).
D1e Formeln 8) gehen, sobald man

8)

h =1, t=o,

Lo=7T, L=y, =24,
xo"’“'! ’ x1’= .'/' ’ .’C,'-* 5'7
h=—x, A=—y, 4=—2z

in die Eulerschen Gleichungen iber, die wir in der Vektorengleichung
9)  '—ocosd = (¢ — o, c088)(cos p + kig,sing)*®,
o =2ty + ke,
=2+ iy + ke,
cos® =zz,+ yy, + 22, =2z, + ¥y, + #' 5,
zusammengefasst haben. Wenn 4, 1,, 4, unverinderliche Werte haben
und nur ¢ sich #ndern kann, so stellen die Gleichungen 8) eine ein-
gliedrige Gruppe mit vertauschbaren Transformationen dar. Dies lisst
sich am einfachsten mittelst obiger Vektorengleichung 9) nachweisen.
Man erkennt leicht, dass der Ausdruck
Amy + 43+ 43y,
sobald man fir z,, 2/, z,' ihre Werte aus 8) einfilhrt, in
Aoy + 4% + A2,
ibergeht, dass also der letztere Ausdruck eine sogenannte Invariante
der Transformation ist** Dasselbe ist auch der Fall mit
6T+ Yy + 2.2,
dem entsprechenden Eulerschen Ausdruck. Da nun derselbe gleich
cos & ist, so ergiebt sich, dass, wenn z,, y,, £, als konstant angenommen
werden, auch cos & unveréindert bleibt. Lisst man daher auf die Trans-
formation: o'= p,c088 + (0— o, cos &) (cos g+ kip, sing)
eine zweite Transformation: ‘
o= g, co8 9 + (o'— o, cos &) (cosg' + kig,sing')
folgen, so erhilt man eine Transformation derselben Art:

*lec S 54,1
** 3 diese Zeitschrift 41. Jahrg. S. 54.
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0= @,c08® + (¢ — ¢, co89)[cos(p + ¢') + kig,sin(p + ¢")];
die Gleichungen 8) stellen also eine Gruppe von Transformationen dar
und zwar eine eingliedrige, da nur ein wesentlicher Parameter ¢ vor-
handen ist, eine sogenannte ,eingliedrige Untergruppe“.

Da ¢ und ¢' vertauscht werden konnen, so folgt, dass zwei
Transformationen der Gruppe 8) mit einander vertauscht werden kénnen,
sobald 4,, 4,, 1, ihre Werte nicht andern. Ist letzteres jedoch nicht
der Fall, so lisst sich aus Gleichung 9) die Gruppeneigenschaft der
Transformation 8) nicht ablesen. Hierzu eignet sich aber in ganz vor-
ziglicher Weise die Quaternionenform* der Eulerschen Transformation:

y 1
10) W= ug,

worin

u==Fkiz—ky+1z2,
wW="Fkix' —ky'+ 12,
g=d+kia—kb+ic

Denn ldsst man auf 10) die Transformation:

“"= i'“'ql
folgen, so kommt:
11 n_1 1 '
) w'= G T%ae
Setzen wir hierin g¢'= ¢", woraus % —;— = % folgt, so ldsst sich
11) auch schreiben:
12) w'= %ud’,

welche (Rleichung eine Transformation derselben Art wie 10) darstellt.
Die Transformationen 10) bilden also eine Gruppe. Zwei aufeinander
folgende Transformationen sind aber nicht mit einander vertauschbar,
da im allgemeinen ¢'g nicht gleich ¢g¢' ist. Die Parametergleichung
q"= qq' stellt ebenfalls eine Gruppe dar und lehrt* aus den Para-
metern der beiden zusammensetzenden Transformationen die Parameter
der resultierenden Transformation zu finden.

Dieselben Resultate erhilt man, wenn man die allgemeinen Theoreme
der Lieschen Transformationstheorie®™* auf den vorliegenden Fall an-
wendet. Es geniigen zu diesem Zwecke folgende Siitze:

1. Zu jeder rgliedrigen Gruppe gehdren r von einander un-
abhiéingige infinitesimale Transformationen (S.67).

2. Enthalt eine rgliedrige Gruppe der Verinderlichen z,z,. .. 7,
die 7 infinitesimalen Transformationen:

* 8. diese Zeitschrift, 41. Jahrg. S. 78.
**lec8. 79

#** 8. Lie, Theorie der Transformationsgruppen.
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13) q"‘f-Zi;!I(xl xn) 6f * k=1,2...r
1

so bestehen zwischen diesen infinitesimalen Transformationen
Beziehungen von der Form:

14) (9, f) — oy(paf) = 'cmth,

wodie ¢;,, numerische Konstante bedeuten (8. 150).

3. Das Bestehen dieser Beziehungen ist notwendig und hin-
reichend, damit r unabhingige infinitesimale Transformationen
eine rgliedrige Gruppe erzeugen (S.158).

4. Die endlichen Transformationen einer rgliedrigen Gruppe
@1y @5 - .. P, sind dann und nur dann mit einander vertausch-
bar, wenn alle Ausdriicke

15) (pipr) = 9i(pr) — a(9)
verschwinden (8. 260).

Um diese Kriterien auf die vorliegende Frage anwenden zu kdnnen,
hat man zuniichst zu untersuchen, wie viel unabhingige Parameter
die Transformation 8) besitzt. Es scheint auf den ersten Blick, als
ob deren vier vorhanden wiren, niamlich i), 1,, 4, und . Doch be-
merkt man leicht, dass ¢ sofort in Wegfall kommt, sobald man:

=12 2,20, 0,20,

P+ 4P+ A =R =

einfithrt. Es geht dann beispielsweise die erste Gleichung in 8) in
die folgende tiber:

—wo(l—(l’+l,’) —cosH)+xl(ll cosH+l smH)
+x,(ll l—cosH_ smH).

Dasselbe Resultat hitte man auch erzielt, wenn man in den
Formeln 8) ¢ =1 gesetzt hitte. Die identische Transformation tritt
ein fir J) =1, =1, =0, wodurch auch H=0 wird Die Trans-
formation 16) ist eine sogenannte kanonische Form der endlichen
Transformation, welche nur wesentliche Parameter enthilt. Fir die
kanonische Form der endlichen Transformation hat Lie die allgemeine
Form aufgestellt:

17) x! =z + *M& +2 T.o Pe(by) +--

1

16)

i=1, 2

* £zi(x, — xa) sind gegebene Funktionen von 2, z,...za
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Sie ergiebt sich aus der Formel 7):

]
@l = i+t + I%q”xﬁ- -
dadurch, dass man

f=‘1)
18) of = L@f + 229, [+ - -+ 4- 9 f,
¢kf=21‘§k.-(x,...x,) 4 k=1,2...r

setzt. In unserem Falle, wo # —» — 3 ist, wiirden wir bei der ein-
mal gewihlten Bezeichnung:

18%) of= lo%f+ Lo+ A ef,
0 0 0
Pof = Cooaf’l'gol +toa f= x’c.: 1?%’
0
o f= gto + gu + tu — % "a_): + xo'é'i’

Psf = gﬁo +§n +§:s'9_x:= l‘a"f‘ xoaci’
erhalten. Die §,; haben also folgende Werte:

o= 0, bu= =, fu=—2,
fo=—"%, bu= 0, {s= =,
o= 2, Gi=—%, &= 0.

Setzt man nun in 18) die Werte von @,f, @,f, @,f ein, 8o kommt:
9 = (Rokn+ hbos + Aabao) 55 + (hoon + Ay + Dabin) 2
+ (lo§m+ MG+ 2 tn)
Zi= hofoi+ 4,610+ A bai= D idilas

0

folglich:

Es ist also wie oben 7*:
2
Zo= Dirhblio=— A2+ 4,2,
2

Ferner:

Pz, = (2Po+ 4,0, + Ag@s) (Roboi + Ay Gui+ A9600),

worin der erste eingeklammerte Ausdruck als Operations- nicht als
Multiplikationszeichen aufzufassen ist. Die Ausfitlhrung ergiebt:
@ zi= 2.3@,Eos + Ayd, Poloi + Aods Poas
+ 4, ,9, 80+ 220, 6 + A, 956
+ QAo Py boi+ Agdy Py et 43 Py b

=21k A, 9i(Ey0),

also insbesondere:
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9’Z, =2‘1k17‘1’k§0r = — (A 407+ Ady 2, + Aoy 7,
wie oben 7*. Aus der kanonischen Form 16) erhilt man die Euler
sche, wenn man:
I 1, I
7= "% g=— Y% 7
setzt. Um nun zu beweisen, dass die Transformationen 8) eine dre
gliedrige Gruppe bilden, haben wir aus den drei infinitesimalen Tran:

= — 3, H=‘P

formationen: 2 0
Pof = %Q‘x{ — g_:;’

2 i
L2V —ziggf; + xog—.:;’
of af

$f= Tige — Doz,
die drei Klammerausdriicke (¢,9,), (9,9;), (9;9,) zu bilden: Es is
(Po®1) = Po(P1) — ®1(Po),

0
Po(9)) = 2, Hf; ’

0
P1(90) = xog;,,{"

0 0
also (Poy) = xx;?): - xoa?fl = Q4.

Die drei numerischen Koeffizienten c;,, haben hier die Werte:
C0=0, cu=0, ¢ =1
Ebenso findet man:

(P, P2) = @,
Ceo=1 €3=0, ¢3=0,
(Ps90) = 94

Go=20 Gu=1 =0
Da nun die Ausdriicke (p;p:) nach der Formel 14) gebildet sinc
jedoch nicht verschwinden, so folgt, dass die Gleichungen 8) eine drei
gliedrige Gruppe darstellen, deren Transformationen nicht mit ein
ander vertauschbar sind.

II. Um die zweite Integrationsmethode in Anwendung bringen z
konnen, haben wir gemiss den infinitesimalen Transformationen 5) da
simultane System:

1) de,) _  d=z' __ 4z’
Lha'—ha)  lJa'-La'  ha'—-a'
zu bilden und mit der Bedingung zu integrieren, dass fir ¢ =0
Ty =Ty @'=1m;, =21,
werde. Wir suchen zwei Integrale, welche ¢ nicht enthalten. Dies
beiden Integrale sind zugleich Losungen der partiellen Differential
gleichung:

= di
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2) (haz'—h2) L, + (o' — z,xooa—,+<a 2 o) g = 0;

die zwei gesuchten, von ¢ freien Integrale, zugleich Invarianten der
Transformation, sind:

3) 2+ 2+ x't=c,

4) Aoz + 4z + dyzy = ¢y,
wo ¢ und ¢ Konstante bedeuten. Aus 3) und 4) ergeben sich durch
Differentiation:

3" zy dz) + z,'dz,' + x,'dzy' = 0,
4*) Aodzy + A dz + Agdz) =0
und hieraus

dzy: dz,": dzy = A2, — A, 23": Aoy — Agz): Az — Ay,
der Gleichung 1) entsprechend. Setzt man ferner der Reihe nach:

5) xo'l+ 1‘1"+ 13,'2==f
und
6) Az + 4z + Agz=f,
8o dass im ersten Falle:
0
E_f'l 21‘0: b_r=2z17 54"'232’
im zweiten
of -1 of of

EY I R

ist, so verschwindet in beiden Fillen durch Einsetzung der vor-
stehenden Werte die Gleichung 2) identisch. Aus den Gleichungen 3)
und 4) bestimmt man nun zunichst:

bl —h) | HVH

xl. 1 l+1’: 112_*_;_’!
und (e —ta) - HVE
x! llt+1,:° :F lx"l"-a”

wo M den Wert hat:
M= (c— ") (42 + 4*) — (e, — 220"
Hieraus findet man:

) Aa'—Az't= Vﬂ = V[C’(‘m"i‘ g%) — ¢, — A%zy 2+ 26,47y )

wenn A4S+ A, =ht
gesetzt wird.
Zufolge der @leichung 2):
9% _
ll T — 1’1 T3
hat man nun: Py
0

=dt

Vi@, '+, —c,*—h'z,'*+ 2¢, 2, 2,"]

mit der Bedingung zu integrieren, dass fir ¢ =0, z)=z,, 2,/=z,,
' =z, werde. Setzen wir zur Abkiirzung:
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(B — ¢,") (4> + 4,°) = m?,
so geht sie in die einfachere:
8) L Y

Ym- (hta,'— ¢ 4,)?

iiber, woraus man durch Quadratur erhilt:

1 . hiz—c Ay '
9) ﬁarcsm-—T——=t+c,

wo ¢’ eine weitere Konstante bedeutet. Aus Gleichung 9) folgt weits

10) h*x) — ¢, A, = msinh(t + ¢)
und daher:
11) Vm?— W3z, — ¢, 4y)* = mcosh(t + ).

Nun ist aber wegen 2) und 8):

h 1
Vmi—(iay — iyt | A&k

also
12) mcosh(t + ¢) = h(Ayz,'— 4, 2).

Fir ¢ = 0 findet sich aus 10) und 12):
13) ‘ msin b c: = hixy— ¢, 4y,
m coshc = h(A,z, — A, z,).
Die Entwickelung des Ausdruckes sinh(t + ') ergiebt:
hizy — ¢, dg=msinhtcoshc+ mcoshtsinhc,
folglich mit Berticksichtigung von 13):
hiz,— ¢ dy= h(A, — A, x,)sinht + (h*z,— c,4,) cosht,
woraus: ,
htx, = iz, cosht + ¢, 4y(1 — cosht) + h(d,x, — 4,2,) sinht
folgt. Setzt man hierin fiir ¢, seinen Wert aus 4), so erhilt man:
h2xz)=hiz, cosht + A,(A,2y+ A, 2,+ A3 25)(1— cos ht) + h(Ayx,— &, a5) sin.
=x,[4,(1— cosht) + hicosht] + x,[4y4,(1— cosht) + hagsinht]
+ xy[4,43(1— cosht) — hi,sinht],
woraus sich ohne Miihe die erste Gleichung in 8):

1—cosht —cosht sin A

xo'= z, (1— (llz-f- l,’) 7 ) + z; (1011 ! A +4 h

1—cosht sinht
+ 7 (1012 3 — 4 h

wieder ableiten lisst.
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III. Um das System der Differentialgleichungen:

d
Ta;" =12 xl l.,x,',
d 1
1) G =ty — g,
d
d_? = Az — Ay
nach der d’Alembertschen Methode zu integrieren, hat man zu setzen:
2) %oy + 2+ o2y =, :
du'
3) 3 —ov

worin @,, @,, &, ¢ noch niher zu bestimmende Konstante smd Inte-
griert man die Gleichung 2) und bestimmt die Integrationskonstante
o, dass far 4 _ 0 oyl = ayu,+ a7, + 07

wird, so erhilt man:

4) w=toe?! = (27 + &7, + oy 7,)ee".
Aus 2) und 3) ergiebt sich .
dx,’ d
5) “o'%‘*‘ & a:, + o dt = 0% %+ @, 2, + ay73),
welche durch Einsetzung der Werte von E;T" dda;, E:'T aus 1) in

{ (A2 — 4y zy') + & (A2 — A7) + a3 (4,2 — A92))
= (a2 + 2, + 0 7y)
dbergeht. Wegen der Unabhiingigkeit der Variablen z' zerfillt diese
Gleichung in die drei anderen:
e o+ ey —4,0,=0,
! —Aeyt+ o @+ g2, =0,
U dey— e+ 0a=0,
welche nur dann nebeneinander bestehen kénnen, wenn die Determinante

6)

e 4L —4
—4 e o |= 0"+ e h'=21+ 12+ 40
A —4 o
gleich Null ist. Dle Glelchung
0*+ eh*=0
hat drei Wurzeln, ¢, = 0, ¢, — th, ¢, — — ih und es ist:
8) G oy iy = QA + Ayhy: 4,43 — 0y: 07+ 4,0

Nun ist nach 4):
9 W= (2% + 0,2, + 05 7,)) = (ay+ o, 7, + 0y 25)e".
Setzt man hierin fir z), z,/, z,' ihre Werte:
Ty = Gy Ty + Gy Ty + By Ty,
T = @y Ty + 0,y T, + G4y 7y,
Ty = gy + Gy Ty + Gyy %y
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und berticksichtigt, dass die 2 von einander unabhingig sind, so ¢
hélt man:
Qg+ Gy + 40,0 = gt
10) Gy 8oy + ¢, 0y + 030, = €%,
Colog + @, 013 + 0305 = age?”.

Da nun ¢ drei verschiedene Werte hat, so haben wir im ganz
neun Gleichungen zur Bestimmung der 9 Koeffizienten a,,. Man finc
z.B. ay, a,y, @3, aus der ersten Gleichung in 10) mit Beachtung d
Gleichungen 4), wodurch sie in:

(04, + A9ds) (oo — €2*) + (4,43 — 040)a10+ (0 + 25°) 8y =0
tibergeht, wenn man fiir @ nacheinander O, ¢h, — ¢h einsetzt:
Ao(@g — 1) + A1 @10+ 4385 =0,
(EhaA+ AgA5) (oo — €*) + (4 4y + ihig)ayg+ (P + A5%)ay =0,
(— kA + 29d5) (B — €= ) + (A4 A5 + ihAg) Gy + (— B+ A7) gy =

Nach Beseitigung der imagindren Ausdriicke findet man die d
reellen Gleichungen:

AoBog + Ay @1+ Ay830 = 4,
AoAgtoy+ A A3ay— (B? — Ag®)ag = Ay 4; cosht — A, sinkt,
hi,ap— hiya,g= hi,cosht + 4,4;sinht.
Die Auflésung dieser drei (leichungen ergiebt:

Qg = CO8ht + A 1_:?,8M;
1—cosht sinht
Qo= }'oll X - }1 o

—cosh inh
Gy = Aoky : c;:: L+ 4 m;‘ :
tibereinstimmend mit den in I. und II. gefundenen Resultaten. A
dieselbe Weise findet man aus der zweiten und dritten Gleichung
10 die richtigen Werte von ay, a,,, ay; Gy, Oyg, G-

(Fortsetzung folgt.)



Theoretische und experimentelle Untersuchungen
fiber die Kreiselbewegungen der rotierenden Lang-
geschosse wahrend ihres Fluges.

Von
Prof. Dr. CarL CrANz

in Stuttgart.

A. Einleitung.

Die von Magnus* auf Grund der Kreiseltheorie aufgestellte und
durch zahlreiche Versuche unterstiitzte Erklirung fir die nicht un-
betrichtliche regelmiissige Rechts- bezw. Linksabweichung von Lang-
geschossen, die aus Gewehren oder Geschiitzen mit rechts- bezw. links-
gewundenen Ziigen verfeuert werden, ist nahezu** allgemein angenommen.
Daritber jedoch, nach welchen Gesetzen die mitunter mit dem
blossen Auge wahrzunehmenden Kreiselbewegungen der Ge-
schossaxe vor sich gehen, welcher Art diese Bewegungen
sind, welche Wirkungen sie zur Folge haben, herrscht eine
grosse Meinungsverschiedenheit.

a) Magnus selbst, sowie spiter Kummer*** — Letzterer aus
Anlass seiner grundlegenden Untersuchungen iiber die Komponenten
des Luftwiderstands und die Lage des Angriffspunkts auf der Geschoss-

* Magnus, ,, Uber die Abweichung der Geschosse*. Abh. d. Berl. Akad. 1852
u. Pogg. Annal, LXXXVIII, 1; auch bes. ersch., Verlag von Dimmler, Berlin 1860.
Die Erklirung von Magnus ist kurz die folgende: Da das Langgeschoss rasch
rotiert und die Resultante der Luftwiderstinde bei der iblichen Form der Ge-
schosse nicht im Schwerpunkt, sondern vor demselben auf der Axe angreift, so
st Anlass zu einer Priizessionsbewegung der Axe um den Schwerpunkt gegeben;
die Axe beschreibt einen Kegel um die Richtung des Luftwiderstandes herum;
also hebt sich anfangs die Geschossspitze und wendet sich nach rechts. Folglich
wirkt der Luftwiderstand mehr gegen die linke Seite des Geschosses, wie gegen
ein schiefgehaltenes Brett oder ein Segel und driickt das Geschoss aus der an-
fanglichen Schussebene nach rechts heraus.

. ** Betreffs abweichender Meinungshusserungen vergl: a) Hilken und
Zwenger, ,,Die Erzichung der Einjahrig-Freiwilligen*. Verlag von Liebel 1894, 8.79,
Nr.3. — b) A. Dihne, ,Neue Theorie der Flugbahnen von Langgeschossen‘.
Berlin 1888 bei Eisenschmidt. — c) J. Altmann, &sterr. Artill.-Lieutenant, ,, Er-
klarung und Berechnung der Seitenabweichung rotierender Geschosse*. Wien 1897
bei Seidel. Darilber siehe weiter unten.

*** Abh. d. Berl. Akad. Mai 1875; Nachtrag 1876,



134 Theoret. u. experim. Untersuch. iib d. Kreiselbeweg. d.rotier. Langgeschosse ¢

axe —, sprechen die Vermutung aus, selbst bei grossen Flugzeif
gehe die Prizessionsbewegung der Geschossaxe so langsam vor si
dass hochstens eine halbe Pendelung moglich sei, dass also die (
schossspitze nur Zeit habe, sich zu heben, rechts zu wenden und et
noch zu senken, bevor das Geschoss am Boden aufschligt. E
grosse Zahl militérischer Schriftsteller dusserten sich in dhnlicher We;
In einer neueren und besonders viel beniltzten ,Waffenlehre“* fin
sich die Bemerkung: ,... die Geschwindigkeit dieser kegelformig
Pendelung ist so gering, dass die Geschossaxe auch bei d
grossten Schussweiten bezw. Flugzeiten keine volle U
drehung, sondern in der Regel nur eine Schwingung v
weniger als 90 bis h&chstens 180 Grad macht. Die Gesche
spitze bleibt stets auf der rechten Seite der Schussebene v
durchlduft bei-grossen Schussweiten oder kleinen ErhShungen eine o
mehrere Kurven cykloidischer Art um die Berithrende der Flugba
bei kleinen Schussweiten oder grossen Erhohungen dagegen nur eir
Bruchteil einer Cykloide. (Anmerkung: , Die Vorgénge, Ursachen u
Wirkungen der kegelfsrmigen Geschosspendelung sind so verwick
und iiberdies grossenteils noch so wenig aufgeklirt, dass hier 1
diese allgemeine Andeutung derselben gegeben werden kann.
ist zu hoffen, dass die photographischen Augenblicks-Aufnahm
fliegender Gteschosse und der Luftbewegungen in ihrer néchsten U
gebung — Mach, Salcher, Boys —, sowie die Herstellung -
Lichtbildern in der inneren Hghlung fliegender Gteschosse — Neesen
zur Klirung der noch ungelosten Fragen wesentlich beitragen w
den.)...“ Diese Angaben sind in Ubereinstimmung mit den ]
sultaten analytischer Berechnungen, wie sie u. . von zwei hervorrag
den Ballistikern, Oberst Ritter von Wuich®™ und Hauptms
Haupt** ausgefilhrt wurden. von Wuich erhilt als Resultat: ,,
Rechts-(Links-)Rotation und Luftwiderstandsmittelpunkt vor (hint
dem Schwerpunkt, bezw. Rechts-(Links-) Rotation und Luftwiderstan
mittelpunkt hinter (vor) dem Schwerpunkt befindet sich die Gesche
spitze stets rechts (bezw. links) von der durch die Bahntangente
legten Vertikalebene.“

Stellt ndmlich (Fig.1) S den Schwerpunkt des Geschosses t
die Ebene durch S und T, T,7,... die Vertikalebene dar, welche
festgedachtem Schwerpunkt S durch die aufeinander folgenden Flugba

* R.Wille, General z.D., ,Waffenlehre*, Berlin 1896 bei Eisenschmidt, S.:
** N.v. Wuich, ,,Lehrbuch der #usseren Ballistik*, Wien 1886 bei Seid
8. 360 flg.; bes. vergl. S. 418, -

*** P.Haupt, Hauptmann & 1. s. des Generalstabs d. deutachen Armee, ,, Mat
matische Theorie der Flugbahnen gezogener Geschosse *, Berlin 1876, Vossische Bu
handlung, vergl. besonders S. 97. Uber die weitere Litteratur des Gegenstan
vergl. Cranz, ,Kompendium der theoretischen kusseren Ballistik*, Leipzig 1
bei B. G. Teubner, S. 456 bis 458.
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Tangenten ST,, ST,... gelegt ist, so sind die aufeinander folgenden
Lagen der Geschosslingsaxe durch S7;, SA4,,SA4,, SA,... reprisentiert,
80 dass die Geschossspitze die Raumkurve 7,4, 4,.4,... beschreibt;
oder, was dasselbe ist, denkt man sich (Fig.2) eine Zeichnungsebene
senkrecht zur Tangente ST der Flugbahn gelegt und die Bahn der
Geschossspitze auf diese im Raum verinderliche Zeichnungsebene pro-
jiziert, so beschreibt bei Rechtsrotation die Spitze (fiir einen Beobachter,
der dem Geschoss folgen wiirde) die Kurve 1234...; der Beobachter
wiirde somit die Geschossspitze in Spirallinien sich immer weiter von
der Vertikalebene durch die Tangente entfernen sehen.

Zu einem etwas andern Ergebnis wird Haupt gefiihrt, der
dasselbe wie folgt zusammenfasst: , Die Geschossspitze, welche zuerst

Fig 1 Fig. 2.
B

in der Tangente der Flugbahn lag, weicht, nachdem letztere an-
gefangen hat sich zu senken, nach rechts aus und beschreibt, immer
rechts bleibend, eine oder mehrere Kurven von cykloidischer Form
um dieselbe, bei geringen Entfernungen aber oder hohen Elevationen
der Morser nur einen Bruchteil einer solchen Kurve. Am Ende einer
jeden Cykloide treffen Geschossspitze und Tangente der Flugbahn wieder
zusammen. Je grosser die Geschwindigkeit der Hauptaxe ist, desto
schneller durchléuft sie natiirlich diese Cykloiden und desto geringer
ist ihr mittlerer Ausschlag. Abgesehen von dieser Bewegung in grossen
cykloidenformigen Bogen vibriert die Geschossspitze in fast unendlich
kleinen Cykloiden auf und njeder Durch die Figur 3, welche dem
Hauptschen Werke mit geringen Abinderungen entnommen ist, wird
das Ergebnis weiterhin erliutert; X 0Z ist eine vertikale Zeichnungs-
ebene, senkrecht zu der Vertikalebene durch die Anfangstangente der
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Flugbahn gelegt; OX nach rechts, OZ nach oben gerichtet; der Be-
obachter ist hinter dem Geschiitz zu denken; von der Vorwirtsbewegung
des @eschossschwerpunkts ist abstrahiert. Die Tangente neigt sich
mehr und mehr, zugleich weicht der Geschossschwerpunkt nach der
rechten Seite ab; beides ist durch die Kurve ZT;T,T,... angedeutet;
die Linie Z8,T,8,S,T, etc. stellt dann die Bahn der Geschossspitze
dar. In den Punkten T, und 7 etc. fallen Tangente und Geschossaxe
zZusammen.

Sind die vorstehend geschilderten Anschauungen richtig, findet
die Geschossspitze niemals Zeit, einen vollen Umlauf zu vollenden
(Magnus, Kummer) oder bleibt
die Geschossspitze ilberhaupt stets
Z auf der rechten Seite der Flugbahn-
vertikalebene (Mayevski, Haupt,
v. Wuich), so versteht man leicht
die Thatsache, dass spéter nicht
wieder Linksabweichung ein-
tritt.

Berechnet man aber anderseits
mit dem bekannten Ausdruck der
Kreiseltheorie, der in anderer Form
auch von jenen Ballistikern gegeben
wird, die Periode einer Geschosspendel-
\ ung, so findet man, dass in vielen
\ Fillen, z.B. denen der schweren und
! x der leichten Feldkanone, auf dieselbe

/ Flugbahn zahlreiche Pendelungen
kommen milssen.
Auch mit den vorhandenen
Beobachtungen scheinen jene An-
schauungen keineswegs #bereinzu-
stimmen:
b) Von verdffentlichten Beobachtungen iber Geschosspendelungen
liegen jetzt mehrere vor.

Schon aus dem Jahre 1861 fithrt Rutzky* folgendes an: ... Bei
den Schiessversuchen hat es sich ferner noch gezeigt, dass die als
Brandgeschosse hergerichteten und der Form nach den andern ganz
gleichen Spitzgeschosse mit der Spitze wihrend des Flugs eine desto
grossere Spirale beschrieben, je niher sie dem Ende der Flugbahn
kommen, was durch den Feuerstrahl, welcher aus den gegen die Spitze
befindlichen Offnungen hervorbrach, und durch den dadurch verursachten
Rauch deutlich zu sehen war®.

Fig. 8.

* Rutzky, ,,Bewegung und Abweichung der Spitzgeschosse*, 1861, S. 10.
Eine #hnliche Bemerkung siehe z. B. bei Hentsch, Ballistik der Handfeuerwaffen,
1873, S. 25.
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An der Granate des 21 cm-Morsers sind die vollen Pendelungen
sicherlich 6fters mit dem blossen oder dem bewaffneten Auge gesehen
worden.

Die einzige exakte Bestimmung der konischen Geschosspendelung,
die bisher mit Erfolg durchgefihrt worden ist — durch Professor
Dr. Neesen® an der Artillerieschule in Berlin- Charlottenburg —,
deutet ebenfalls auf mehrere volle konische Pendelungen wihrend
desselben Flugs hin. Danach besteht der Weg der Geschossspitze
beziiglich des Schwerpunktes im allgemeinen darin, dass anfangs die
Spitze sich hebt, dann rechts und abwirts wendet, spiiter wieder sich
links wendet und hebt etc. Es wire nur zu wiinschen, dass diese
Versuche fortgesetzt und die Kaliber, Geschosslingen, Anfangs-
geschwindigkeiten variiert wiirden.

In neuester Zeit hat Hauptmann Heydenreich®* ein umfang-
reiches und wertvolles Beobachtungsmaterial iiber den Einfluss der
Geschossrotation (ohne mathematische Theorie) gegeben. Speziell
iber die Geschosspendelungen sagt er hierbei u. a. folgendes:

S. 95: ,Die Spitze des Geschosses weicht zuniichst nach derjenigen
Seite ab, nach welcher die Drehung um die Liingsaxe erfolgt, also bei
Rechtsdrall nach rechts, bei Linksdrall nach links. In der bestéindigen
Fortsetzung dieses Vorgangs beschreibt sie schliesslich eine schrauben-
formige Linie um die Flugbahn des Schwerpunkts herum. Diese
schraubenformigen Drehungen, welche noch von einer Reihe von Neben-
schwingungen der Geschossaxe begleitet sind, nennt man konische
Pendelungen des Geschosses. Nach Schluss einer jeden Pendelung
kehrt dabei die Geschossspitze in eine Lage oberhalb der Flugrichtung
des Schwerpunkts zuriick. Diese Pendelungen beginnen in der Regel
klein und rasch und werden schliesslich grosser und langsamer. Unter
sonst gleichen Verhiltnissen sind sie um so stirker, je grosser die
Geschwindigkeit des Geschosses und die Entfernung des Schwerpunkts
von der Angriffsrichtung des vereinigten Luftwiderstandes ist; um so
kleiner, je grdsser der Drall des Geschiltzes ist...; grossere Pendel-
ungen ergeben geringere Trefffihigkeit.“ S.98 (Anmerkung) wird ein
Versuch mit 4 bis 5 Kaliber langen Geschossen z. B. aus einer Kanone
mit 500 m Anfangsgeschwindigkeit beschrieben: ,,...Die Pendelungen
waren fberaus stark und schnell, etwa 4 bis 5 in der. Sekunde; das

* Neesen, ,,Photographische Aufzeichnung und Theorie der Geschosspendel-
ung“, Archiv fiir die Artillerie- und Ingenieur-Offiziere 1889, S.68; 1892, 8.476
und 1894. Diese hchst sinnreiche Methode hesteht darin, dass in dem Geschoss
selbst eine photographische Platte angebracht ist, auf welcher durch eine Offnung
im Geschossmantel hindurch das Sonnenlicht zeichnet.

** Heydenreich, Hauptmannal.s. d. kgl.siichs. 1. Feld -Art. Reg. 12, kommand.
als Mitglied zur Artillerie - Priifungskommission ,, Die Lehre vom Schuss und
Schusstafeln*, auf dienstliche Veranlassung bearbeitet. I. und II. Berlin 1898.
Verlag von E. S. Mittler & Sohn.

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 43. Jahrg. 1898. 8. Heft. 10
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Geschoss glich von hinten gesehen einer rasch sich drehenden Scheib
von wechselndem Durchmesser. Ein Geschoss iiberschlug sich soga
etwa 1000 m vor der Miindung...“ §.104 und 105 wird sodann be
schrieben, wie ,die“ Pendelungen das Geschoss aus der Schusseben
seitlich ablenken. ,Die Ablenkungswerte nehmen im allgemeine
mit einer Verlingerung des Geschosses ab und mit einer Verstirkun
des Dralls zu.”

Hier scheinen ebenfalls Widerspriiche vorzuliegen:

Die Pendelungen sollen um die Flugbahn herum erfolgen, gehe
dabei unter Umstéinden sehr schnell vor sich, so dass das Geschos
wie eine Scheibe erscheinen kann. Wie sind dann Seitenabweichunge
des ganzen (teschosses etwa nur nach rechts mdoglich?

Ferner, die Pendelungen sind ,um so stiirker, je grosser die Ge
schwindigkeit; um so kleiner, je grosser der Drall ist“; andersei
sind die Abweichungen ,um so grisser, je stirker der Drall“ (un
je grosser die Geschwindigkeit) ist. Man miisste also schliessen:
kleiner die Pendelungen sind, um so grdsser sind die Abweichungen
Also je kleiner die Ursache, um so grosser die Wirkung? Wi
konnen dann die Pendelungen die Abweichungen verursachen?

Mit den folgenden Versuchen und Berechnungen hoffe ich dies
Widerspriiche als nur scheinbar entwirrt und gezeigt zu haben, das
und wie die erwihnten verschiedenartigen Anschauunge
unter sich und mit der Theorie in Einklang gebracht werde
konnen.

Die Losung der Widerspriiche liegt darin, dass bisher mannig
fach verschiedene Wirkungen derselben Ursachezugeschriebe
wurden®

Man hat zweierlei Arten von Geschosspendelungen z
unterscheiden, welche beide ganz verschiedenen Gesetzen unte:
worfen sind und zwei verschiedene Gruppen von Wirkunge
zur Folge haben; die Priizessionsbewegungen und die Nutation:
bewegungen.

B. Versuche.

1. Zunichst lag mir daran, die Geschosspendelungen, welche b
Artilleriegeschossen nur selten und nur unter bestimmten Umsténde
genau, bei Infanteriegeschossen wohl niemals beohachtet wurden, fi
das blosse Auge wahrnehmbar zu machen. Ich versuchte dies vo

* z.B. die (zweifellos richtigen) Heydenreichschen Beobachtungsergebnis:
sind folgendermassen richtig zu deuten: Die auf S. 95 erwithnten Pendelunge
welche die Trefffihigkeit beeinflussen, sind nicht identisch mit den S.104 e
withnten, welche die Seitenabweichung bewirken. Die von S.95 kdnnen, wer
man will, als , Nebenschwingungen* von denjenigen S.104 angesehen werde
schwerlich aber kommen zu denen S.95 weitere Nebenschwingungen hinzu. Di
jenigen von S. 96 erfolgen meistens nicht um die Tangente herum, vielmehr di
jenigen von S. 104.
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erst durch Verlingerung des 11 mm Geschosses, welches dem friiheren
deutschen Infanteriegewehr M,/71 zugehdrte; es lassen sich ja be-
kanntlich bei giinstiger Abend- oder Morgenbeleuchtung selbst die
Infanteriegeschosse in ihrem ganzen Flug mitunter mit dem blossen
Auge verfolgen. Da bei dem normalen Gteschoss die Pendelungen
mutmasslich sehr schnell vor sich gehen, so suchte ich die Pendelungen
zu verlangsamen; es wurden kriftige Messingstiibe von 6 mm Kaliber
und von 3,5,7 bis 21 cm Linge in die Bleigeschosse eingelstet
(Fig. 4) und diese verlingerten Geschosse verfeuert. Trotzdem, dass
drei Beobachter* von verschiedenen Standpunkten aus aufmerksam den
Flug der Geschosse verfolgten, war nur wenig von denselben zu sehen;
die Gesichtswinkel wurden in zu kurzer Zeit ungiinstig klein. Dagegen
vermochte ich von einer Verdeckung aus, iiber welche die Geschosse
wegflogen, sehr deutlich die Pendelungen mit dem Gehdr wahr-
zunehmen; dieselben horten sich etwa wie scharfe kriiftige Fligel-
schlige eines voriberfliegenden Vogels an. Je linger die . ,
Geschosse gewithlt wurden, um so langsamer erfolgten die
regelmissigen Stosse, deren Anzahl pro Sekunde mit der i
Uhr geschitzt werden konnte und besser mit der aus der
Theorie sich ergebenden Formel fiir die Periode 7, der
Nutationsbewegungen, als mit derjenigen fiir die Periode 7'
der Priizessionsbewegungen iibereinstimmte. (Obgleich die
Ziige des Infanteriegewehres M./71 rechtsgewunden sind,
zeigte sich dabei starke Linksabweichung; es ldsst sich
dieser Umstand leicht damit erkliren, dass der Angriffs-
punkt der Luftwiderstandsresultanten wegen der besonderen
Form dieser verlingerten Geschosse hinter dem Schwer-
punkt S in L liegen musste.)

War nun bei diesen Pendelungen, die geh&rt wurden,
der Sinn linksliufig, so handelte es sich der Kreiseltheorie gemiss um
Priizessionsbewegungen, also um diejenigen konischen Pendelungen,
welche den bekannten langsamen Bewegungen des Kreisels, sowie dem -
sehr langsamen Umlauf der Erdaxe um die Normale zur Ekliptik in rund
26000 Jahren entsprechen; war dagegen der Sinn rechtsliufig, so
waren es ohne Zweifel Nutationsbewegungen; und da beziiglich aller
(Geschosspendelungen, iiber deren Beobachtung ich Zahlenangaben er-
halten konnte, insbesondere auch beziiglich der Neesenschen Versuche
die Rechnung zeigte, dass die beobachtete Anzahl von Pendelungen
pro Sekunde weit besser der Formel fiir 7 als der fiir 7' entspricht, so
lag die Vermutung nahe, dass dies bei kleinen Geschwindigkeiten all-
gemein zutreffe, 'dass diejenigen Geschosspendelungen, welche
sich der Beobachtung durch das Auge zuniichst darbieten und

* Den Herren Prof. Lachenmaier und Dr. Vogt bin ich fiir ihre Mithilfe bei
diesen Versuchen (Nr.1 u. 2) zu Dank verpflichtet.
10"
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welche auch Herr Neesen beobachtet hat, meist Nutation:
bewegungen, nicht Priizessionsbewegungen sind. Es war deshal
von Wert, die Pendelungen wirklich zu sehen.

2. Es wurde bei Nacht geschossen; die erwithnten verlingerts
Geschosse des Infanteriegewehrs M./71 waren an ihrem vorderen Enc
mit einem Feuerwerkskérper (Schwirmer), oder aber — dem Ra
schlag eines Bekannten zufolge — mit einem Drahtnetzchen versehe
das ein Stiick Phosphor enthielt; die Schwérmer wurden entziind
und sodann die Geschosse abgefeuert, der Phosphor entziindete sic
beim Flug von selbst. Die Pendelungen traten zwar deutlich hervo
und es sind beide Methoden fiir die Gewinnung erster allgemein
Anhaltspunkte bei der Beurteilung von Geschosspendelungen oder fi
die Demonstration einer Flugbahn zu empfehlen; allein, da nur d
Geschossspitze sichthar war, so lag keine Gewissheit dariiber vor, c
und wann das Geschoss sich nach hinten iiberschlagen habe. A
diesem Grunde kehrte ich zur Beobachtung bei Tage zuriick.

3. Auf Grund der Formel fiir 7 konstruierte ich ein kleines g
zogenes Morsermodell der Art, dass bei einer Anfangsgeschwindi,
keit v, der Translationsbewegung von 20 bis 30 m/sec 1 bis 2 Pende
ungen pro Sek. wahrnehmbar sein mussten, falls sich #iberhaupt Pende
ungen zeigten. Linge des Morsers 30 cm; dusserer Durchmesser 5 cn
die Drall-Lénge musste sehr klein gewihlt werden — Tem — w
geniigende Rotationsgeschwindigkeit » um die Léngsaxe des Geschoss:
zu erzielen, dagegen die Geschosslinge sehr bedeutend, damit das Ve
hiltnis A4:C geniigend gross war (C Trigheitsmoment um die Ling
axe, A dasselbe um eine Senkrechte zur Axe durch den Schwerpunkt
das Geschoss, das stets wieder von neuem benutzt wurde, bestand i
seinem hinteren. Teil aus der zum Muttergewinde des Laufs gehorige
Schraubenspindel und war vorn ,ogival“ zugespitzt; es wurden ve
schiedene Geschossliingen verwendet, bis zu 17 Kalibern (Niiheres siel
Beispiele w. u.). Die Ladung bestand aus Schiessbaumwolle,

1 3 .
PN blS2g.
Die Ziige waren links gewunden.

Schon die ersten Schiisse ergaben, dass die Geschosspendelunge
wegen der kleinen Translationsgeschwindigkeit aufs deutlichste m
dem Auge wahrnehmbar und zu verfolgen und ihre Zahl pro Se
mit Hilfe eines mit Hemmungsvorrichtung versehenen Chronometer

der noch -:; Sek. anzeigte, leicht anniihernd zu bestimmen war; die Ze

einer vollen Pendelung &énderte sich nimlich im Verlauf derselben Flu,
bahn nicht wahrnehmbar, wegen der kleinen Schussweite von hochstes
50 m und der kleinen Anfangsgeschwindigkeit.

Mit diesem Morsermodell wurden ca. 100 Schiessversuche au
gefithrt und Beobachtungen angestellt, die zum Teil im Folgenden au
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gefihrt sind; jede einzelne Nummer ist ein Beweis dafiir, dass die-
jenigen Geschosspendelungen, welche bei grossem Drall-
winkel und kleiner Anfangsgeschwindigkeit zunichst in die
Erscheinung treten, nichts anderes sind als die Nutationen.
Da naturgemiiss ohne weitere Hilfsmittel an dem fliegenden Ge-
schoss keine exakten absoluten Messungen ausgefithrt werden konnen,

Fig. 6.

so stellte ich, stets paarweise, Vergleichsversuche an auf Grund
der Formeln (s. w. u.) fiir die Periode T und Amplitude 4 der Pri-

zssionshewegungen: )
D 7= ) A=Vt ®— ),
wo f= Cr. 9. und fir die Periode 7, und Amplitude 4, der Nu-
M o
tationshewegungen:
2x-A 2.8,
) 7,= '17‘(/7',75—_71,'—[‘3 ) 4, = o M)
4 Cr

Fig. 6.

BN 78 AR L7 AN Y I i i W e S E NI FEENE TS “”l\\sv/‘~y~\ 7K%

Hier ist M das Luftwiderstandsmoment beziiglich des Schwerpunkts
= W-h, wo h, den Abstand zwischen Schwerpunkt und Angriffs-
punkt L der Luftwiderstandsresultanten auf der Geschossaxe darstellt,
t, die horizontale Geschwindigkeit des Schwerpunkts, s, ein seitlicher
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Anfangsstoss, der auf die Axe an der Miindung ausgeiibt wird, 8, —
der Winkel zwischen der Anfangsrichtung der Flugbahntangente ur
deren Richtung zur Zeit ¢.

Es wurden verschiedene Versuchsanordnungen getroffen, bei dene
die Grossen A, C,r ete. verindert wurden; solche Versuchspaare wurds
bevorzugt, welche bei derselben Anderung einer Grisse entgegengesetz
Anderung von 7 und 7, bezw. von A und A4, geben und damit ei
Entscheidung iiber die Frage , Nutation oder Priizession?“ herbeifiihr
mussten.

a) Schiisse unter Abgangswinkel 45°; .Anfangsgeschwindigke
vo=21m. Die Geschossbahn wurde sowohl ven hinten als von d
Seite betrachtet. Es zeigte sich, dass die Geschossaxe durchschnittli
sich selbst parallel weiterging, nur gegen das Ende der Flugbahn si
die Axe mehr nach dem Horizont zuneigte. Hierbei beschrieb um d
Schwerpunkt als Spitze die Geschossaxe Doppelkegel im Sin
des Dralls, also linksliufig; die Geschossspitze bewegte sich in zah
reichen kreisihnlichen Bogen (in der Fig. 6 angedeutet). D
Amplituden dieser Bogen zur selben Zeit wechselten von Schuss :
‘Schuss nicht wenig, zwischen ca. 5° und 30% im Verlauf derselb
Flugbahn nahm stets die Amplitude der Pendelungen zu. Die Geschos
spitze blieb bei diesen Pendelungen durchweg iiber der Flugbah
tangente; stets schlug deshalb das Geschoss zuerst mit dem hinter
Ende auf dem Boden auf; einmal blieb das Geschoss sogar in dies
Lage im Boden stecken, die Geschossspitze schief nach oben gericht:

Die Dauer einer Priizessionspendelung ist berechnet 7= 22 Sel
die Dauer einer Nutationspendelung berechnet 7;=0,65 Sek, beo
achtete Dauer 0,5 bis 0,75 Sek. Es handelt sich somit um Nutatione
die sehr langsame Priizession #usserte sich offenbar nur darin, da
die Mittellage der Geschossaxe im Verlauf des Flugs sich etwas, u
ca. 15° nach dem Horizont zu neigte, die Spitze des Gteschosses si.
senkte.

Bei Schiissen unter anderen Abgangswinkeln dieselbe sekundlic
Zahl von Pendelungen.

b) Auch bei Schuss vertikal aufwirts, wo zur Priizessior
bewegung kein Anlass gegeben war, blieb die Zahl und Amplitude d
Nutationen dieselbe.

¢) Schiisse mit zwei gleich schweren, aber verschiede
langen Geschossen gleicher Anfangsgeschwindigkeit (Ansatz an de
Geschoss einerseits von Eisen, anderseits von Holz, gleichen Kaliber
Die Verlingerung des Geschosses erzeugt nach Formel I grosseres
in M, also kleineres T'; nach III, wo im Nenner das erste Glied sel
iiberwiegt, wird durch die Verliingerung kleineres C: 4, also grosseres
erzeugt. Die Beobachtung ergab beim kiirzeren Geschoss die Pendelung

periode »g- Sek., beim lingeren g Sek., entsprechend Formel III.
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d) Der Geschossschwerpunkt wurde variiert. Erster Schuss
mit Schwerpunkt in der Geschossmitte (ebenda eine verschiebbare Blei-
masse), an der Geschossspitze eine kleine Korkscheibe, damit sicher
der Luftwiderstand an der Spitze angreift; zweiter Schuss, Bleimasse
und Korkscheibe vertauscht. Dadurch war beide mal A, nahezu gleich
gross, aber von entgegengesetztem Vorzeichen; Yerner das zweite Mal 4
grosser als das erste Mal, die andern Grdssen unverindert. Waren
also die Pendelungen Prizessionen, so musste nach I deren sekundliche
Zahl unverindert bleiben, aber der Umlaufssinn wurde umgekehrt;
waren es dagegen Nutationen, so blieb der Sinn unveriindert, dagegen
wurde die Umlaufszeit grosser.

Beobachtet wurde das letztere.

e) Trigheitsmoment C variiert. An der Geschossspitze
wurden der Reihe nach drei gleich schwere Korkscheiben von immer
grosserem Durchmesser senkrecht angebracht und je mit gleicher
Ladung unter 45° geschossen; in I) wiichst dann sowohl C als M pro-
portional dem Quadrat des Radius, also bleibt 7' konstant; in III) wird
C grosser, also 7, successiv kleiner; beobachtet wurde letzteres; die
Pendelungen erfolgten immer schneller, waren
bei der breitesten Scheibe von 6 cm Durch-
messer kaum mehr zu zihlen. Dasselbe bei
vertikalem Schuss.

f) Nur M variiert. Um einen be-
sonders ilberzeugenden Vergleichsversuch zu
erzielen, bei welchem die Formeln I) und II)
entgegengesetzte Resultate liefern mussten und
nur eine einzige Grosse, der Luftwiderstand
in M, sich &ndert, wurden an der Spitze des
Geschosses senkrecht zur Axe zugleich zwei Metallscheiben von der
Form der Figur 7 aufgesteckt. Erstens wurde die eine so gestellt, dass
bei beiden Scheiben die Fliigel B tibereinanderstanden, und geschossen;
das zweite Mal die eine so gedreht, dass die Fliigel B der einen iiber
den Ausschnitten A der andern standen, folglich die volle Scheibe
sich dem Luftwiderstand entgegensetzte. Nach I) wurde im zweiten
Fall der Nenner M gegeniiber dem ersten Fall vergrissert (im Ver-
hiiltnis 3:2), also T im selben Verhiltnis verkleinert. Nach III) wurde
der Nenner ein wenig verkleinert, 7, vergrossert. Thatsiichlich zeigte
sich das letatere (15 Pendelungen in 5 Sek., gegen vorher 17). Das-
selbe bei schiefem und vertikalem Schuss.

Fig 1.

g) Es wurde der Reihe nach mit ;’a %, .+- 2 g Ladung geschossen

(schief und vertikal), die Zahl der Pendelungen pro Sekunde nahm zu,
aber auch die Amplitude; nach der Formel II) filr Priizessionshewegung
wiirde die Amplitude 4 abnehmen, nach IV) nimmt 4, mit s, zu; es
fand sich bei vertikalem Schuss:
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bei % g Ladung, Amplit. i.hchst. Punkt ca. 5% b. Aufschl. am Boden ca.10°,
3

0 50
N g» ” ” ” ” 20 ) ” ” ” 35 ’
5 . 0
) ” ” ” iiber 90°, » » grosse Ampl,
s .
w 2y ,» Uberschlagen des Geschosses bald nach Verlassen des Laufs,

Herabfallen unter vollen Rotationen um den Schwerpunkt in nahezu
vertikaler Ebene.

h) In einem hohen Saal, der oben eine Offnung besitzt, wurde
vertikal aufwiirts geschossen, und von der Offnung aus die Geschoss-
bewegung, speziell die Bahnen der Geschossspitze, withrend der ein-
zelnen Pendelungen von oben betrachtet. Es zeigten sich Kurven
dhnlich der in Figur 42 (sieche Heft 4 d. Zeitschr.).

C. Theorie.

Eine analytische Theorie der Kreiselbewegungen rotierender Lang-
geschosse hat der Verfasser frither (l.c.§28) unter Voraussetzung des
quadratischen Luftwiderstandsgesetzes gegeben. Dieselbe soll im Folgen-
den unter weniger beschriinkenden Annahmen von neuem durchgefiihrt
werden: erstens gilt die folgende Theorie fiir jedes beliebige Luft-
widerstandsgesetz, zweitens ist angenommen, dass die Geschossaxe
im Anfang der Flugbahn einen seitlichen Stoss erleide, der speziell
auch Null sein kann; ferner, dass anfangs die Tangente und die Ge-
schossaxe nicht zusammenfallen.

Die Bewegung des Geschosses kann, wie bekannt, zerlegt gedacht
werden in eine Translationsbewegung des Schwerpunkts, die so
vor sich geht, wie wenn im Schwerpunkt alle dusseren Krifte, parallel
versetzt, angreifen wiirden, und in eine Drehung des Geschosses um
den Schwerpunkt, wobei diese Drehung in derselben Weise erfolgt,
wie wenn der Schwerpunkt im Raume relativ fest wire. Beide Be-
wegungen sind von einander abhiingig, worin der Grund fiir die
Kompliziertheit des Problems und fiir die Unmdglichkeit liegt, das-
selbe in aller Strenge zu losen. Diese gegenseitige Abhingig-
keit leuchtet auch ohne Rechnung sofort ein: Je grosser die Schwank-
ungen beziiglich der Bahntangente sind, welche die Geschossaxe
periodisch um den Schwerpunkt vollfithrt, um so grosser werden die
Unterschiede des Luftwiderstands gegeniiber dem Geschoss, welches
mehr seine Langseite diesem Widerstande darbietet, um so mehr also
wird die Flugbahn des Schwerpunkts abgeiindert; andererseits, je
grosser die Kriimmung der Flugbahn ist, um so mehr iindert sich der
Winkel zwischen der Richtung der Bahntangente in einem beliebigen
Punkt und zwischen der Richtung der Anfangstangente, um so grosser
also werden die Amplituden bei den Kreiselbewegungen der Geschoss-
axe sein miissen,
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Diese wechselseitige Abhingigkeit der beiden Bewegungen notigt
dazu, ein passendes Niherungsverfahren einzuschlagen; lisst doch schon
die (fiir die Praxis wichtigste) Aufgabe, welche gewdhnlich als das
sballistische Problem® im engeren Sinne bezeichnet wird, diejenige
nimlich, bei welcher von der Rotation des Gteschosses um den Schwer-
punkt abstrahiert und das Geschoss als Massenpunkt betrachtet wird,
bekanntermassen keine strenge Losung zu. Das im Folgenden, wie
in der fritheren Arbeit, angewendete Verfahren besteht nun darin, dass
die Gleichungen der Translationsbewegung zuniichst ohne Ricksicht
auf die Rotationsbewegung niherungsweise gelost, sodann die be-
treffenden Ausdriicke in die Gleichungen der Rotationsbewegung ein-
gesetzt und diese integriert werden. Die so gewonnenen Integrale
werden dann — falls dazu fortgeschritten werden soll, die Geschoss-
abweichungen infolge der Rotationsbewegungen zu berechnen — riick-
wirts wieder dazu verwendet, die Gleichungen der Translationsbeweg-
ung nachtriiglich mit gewissen Korrektionsgliedern zu versehen. Es
ist dies ein Verfahren, wie es in &hnlicher Weise bei Stérungsrechnungen
der Astronomie Anwendung findet.

Durch die Mitte O der Geschiitz- oder Gewehrmiindung seien
drei feste Koordinatenaxen Oux, Oy, Oz gelegt; die Axe Oz horizontal
und positiv in der Schussrichtung; Oy ebenfalls horizontal und positiv
nach links (die Ausdriicke rechts, links, oben, unten durchweg beziig-
lich des Schiitzen gebraucht); die z-Axe vertikal, positiv nach oben.
Der Geschossschwerpunkt S habe nach ¢ Sekunden, vom Verlassen der
Miindung an gerechnet, die Koordinaten xyz; durch S denke man sich
drei Axen Sz, Sy, Sz parallel und gleichsinnig mit Oz, Oy, Oz ge-
legt, sowie drei andere Axen Sz,, Sy,, Sz,, welch letztere mit dem
Geschoss fest verbunden sind und Haupttrigheitsaxen vorstellen (die
Figur 8 ist gezeichnet fiir einen Beobachter, welcher von der linken
Seite der Flugbahn aus nach dem Geschoss sieht, also geht fiir diesen
Sz nach links, Sy nach vorn, Sz nach oben). Die Axe Sz sei die
Léngsaxe des Geschosses, das als Kreiscylinder mit aufgesetzter Spitze
zu denken ist; ihre Neigung gegen die Horizontalebene Sz, Sy mige
@ sein; positiv, falls die Geschossaxe sich oberhalb dieser Ebene zSy

befindet, negativ, wenn unterhalb, somit <X zSz, = ;—8. Die beiden

anderen, im Geschoss festen Axen Sz, Sy, seien auf Sz senkrecht;
die Ebene z,S8y, schneide die Horizontalebene zSy nach SA4 und
<X yS A sei mit ¢ bezeichnet, ¥ gezithlt von der 4 y-Axe zur 4 z-Axe;
endlich sei <)Z A4Sz, = @, und zwar sei der positive Drehurgssinn von
¢ dadurch festgelegt, dass bei wachsendem @ einem Beobachter, der
von S aus in der Richtung der Geschossaxe Sz sieht, das Geschoss
und mit ihm die Ebene z,Sy, rechtsliufig, im Sinn der Uhrzeiger-
bewegung sich dreht, also in der Weise, wie es bei den deutschen Ge-
schiitzen mit ihren rechtsliufig gewundenen Ziigen der Fall ist. Durch



146 Theoret u. experim. Untersuch. iib. d. Kreiselbeweg. d. rotier. Langgeschosse et

die Angabe von #, @, ¥ ist in jedem Augenblick die Lage des G
schosses beziiglich des Schwerpunkts S festgelegt; anfangs liege di
Geschossaxe in der Schussebene xSz und sei gegen den Horizont u
den wahren Abgangswinkel &, geneigt, auch falle anfangs Sz, m
SA zusammen, so dass fir {=0:9=0, p =0, & =32,

», q, r seien wie iiblich die Komponenten der variablen Drel
geschwindigkeit um die beweglichen Axen Sz,, Sy,, Sz ; dabei p positi
fir eine Drehung um Sz, von Sy, nach Sz, ¢ fir eine Drehun

Fig. 8. tz
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um Sy, von Sz, nach Sz, r fir eine Drehung um Sz von S.
nach Sy,.

Weiterhin sei m die Gteschossmasse; X, Y, Z die Komponenter
summen aller auf das Geschoss wirkenden #usseren Kriifte mit Au:
nahme der Schwerkraft beziiglich Sz, Sy, Sz; X, Y,, Z, dasselbe b
ziiglich der beweglichen Axen Sz, Sy,, Sz und L, M, N die entsprechende
Momentensummen; 4, B, C die Triigheitsmomente um Sz, Sy,, S:
Dann sind die Gleichungen fiir die Translationsbewegung des Schwe
punkts: ,

1) - Z—t?

diz

5= =Y, mgs

= Z —mg

und diejenigen fiir die Rotation um den Schwerpunkt nach Euler:



Von Prof. Dr. CarL Craxz. 147

d d
AP~ B-0gr+1L, B-d§=(o—A)rp+M,

2) dr
Ci;; =A—B)-pg+ N;
dabei ist . dy ae
p=— cosﬂ--san>-~d—t—cos¢p-a?,
3) q=—cos&-cosqz-‘(il':’+ sin«p-—‘;i—”
r— S9_ sinb-%:

dt
woraus auch folgt: ’

3a) cos&-%——— — p-sing — g cos g, %= — pcosp 4 gsing.

Die Kosinus a,a,asb, b,0,c,c;¢4 der Winkel
zwischen den beweglichen Axen der z,%,2, und
den festen zyz (vergl. das Schema) hingen mit
den Winkeln g, 9, & durch die Eulerschen Formeln
zusammen:

@, = —8in®-cosy-sing -+ sin ¢y - cosp
b= —sin®-cosy-cosp —siny-sing
¢, =cosd-cosy

@, = 8in & -sin ¢ - sin @ + cos ¢ - cos ¢
4) by = 8in & -siny cosep — cos ¢ -sin @

G =—cosd-siny

ag = cos & - 8in ¢

by = cos & - cos @

¢y = sin .

Die Kriifte, welche auf das Geschoss wirken, sind die Schwer-
kraft, der normale Luftwiderstand, die Luftreibung oder der tangen-
tielle Widerstand (Poissonscher Effekt), und die Wirkung der an
dem Geschoss adhirierenden Luft gegeniiber der Luft, in welcher sich
dasselbe bewegt (Magnus-Effekt). Die Schwerkraft kommt in den
Gleichungen 2) nicht vor, da die Resultante der Schwerkriifte durch
S geht.

Die normalen Luftwiderstinde gegen die einzelnen Teile der Ge-
schossoberfliche setzen sich zu einer Resultante zusammen, welche in
einem variablen Punkt I. der Geschossaxe, SL = h,, angreift; diese
Resultante sei in ihre Komponenten, W, und W,, parallel und senk-
recht zur Geschossaxe Sz, zerlegt gedacht; der Winkel zwischen W,
und Sz, sei f. Die Grossen W,, W, und h, varijeren in wenig ein-
facher Weise mit dem Winkel &« zwischen Geschossaxe Sz, und Flug-
bahntangente SZ7, die Tabellen I, II und 1V (siche Heft 4 dieser
Zeitschr.) geben filr verschiedene Winkel & und verschiedene Geschoss-
lingen diese Werte, wie sie nach den Formeln von Kummer berechnet
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sind. Beziiglich des tangentiellen Luftwiderstandes haben Poisson und
Heim fiir Kugeln rechnerisch nachgewiesen, dass er ein nur minimaler
sein konne; die oben angefiihrten Versuche haben weiterhin bewiesen,
dass auch fiir die jetzigen Langgeschosse die Wirkung der Luft-
reibung zum mindesten erheblich kleiner ist, als diejenige des normalen
Widerstands; es ist deshalb im folgenden von der Wirkung der Luft-
reibung abstrahiert; es konnte dieselbe auch erst dann in Rechnung
gezogen werden, wenn
Fig. 9. Versuche tiber die even-
tuellezeitliche Abnahme
der Rotationsgeschwin-
digkeit um die Liings-

axe vorligen.
L Der Effekt von
Magnus endlich kommt
fiir Langgeschosse wohl
nur beziiglich der Trans-
lationshewegung und
tberhaupt nur dann in
Betracht, wenn die Ge-
schossaxe gegen die
+ Bahntangente betricht-
ol ¥ __ lich geneigt ist. So
s soll im Folgenden —
2 : wie dies von den Bal-
\ listikern, die sich bis-
+z, \ : her rechnerisch mit den
S Geschosspendelungen
befassten, stets ge-
schehen ist — ausser
der Schwerkraft nur der normale Luftwiderstand in die Rechnung ein-

bezogen werden. Es ist danach:

X, =W, cosf, Y, =W,sinf, Z =W,
ferner ist, da der Angriffspunkt z,y,2, der Luftwiderstandsresultante
auf der Axe Sz, liegt:
L=2Y —yZ = 2Y = h- -W,sing
5) M_xIZ —2,X,=—2,X,=—h,- W,-cosf
N=y X —2,Y,=0.
Deshalb und wegen 4 — B giebt die dritte Gleichung 2) Z't = 03

dic Komponente der Rotationsgeschwindigkeit um die Geschossaxe ist
also konstant.

Es ist nun cosf, sinf, X, Y, Z zu bilden. Die Kosinus der
Winkel zwischen der Bahntangente und den festen Axen sind:

+1

Geschossaxe
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dx dy dz,

ds’ ds’ ds’
die Ebene durch die Tangente S7 und die Geschossaxe Sz soll den
Winkel g mit der Sz,-Axe bilden, somit erhiilt man aus dem recht-
winkligen Dreikant Sz,, ST, SW, (wo SW,| W, durch S):

l cos(ST"Sxz) = sin a-cosf

l — a5y o+ oy e 10
cos(ST"Sy,) = sine-sinf 11‘
{ . ’“blas+bds+b$;’ «
oder T
cosff = (a,‘fI:—}- ,d‘/-i-asd ) sin«
%) sinﬁ=(1dg+b (19+b-‘d) sin & %—a‘
ferner ist fiir den Winkel @ zwischen % %
ST71;nd Sz, :cosa . (I'c (1J+ 4o B W, -"i—ﬂ Y,
lds % qs

und endlich ist:
8) { X=aX,\+bYi+eZ, Y=0X+bY +6Z,
Z=a,X + b, Y, + ¢, Z,.
Damit erhalten die sechs Gleichungen 1) und 2) fir die Trans-
lation und Rotation die folgende Form:
d*z

m- dir = a: I’V..cosﬂ + bl' W’,-Sinﬂ +¢- I‘Vp
9 m'g{;g”““:'Wv'cosﬁ+b,-W,~sinp+ca.wp
m-%}—; ag: I'V.-cosﬂ + ba‘ IV.'Sinﬁ + ¢ urp —mg

(dabei der Luftwiderstand negativ zu rechnen).
+(C A)-rg= h W, (blh—l-bdj—}— ) sine

2ds

—(C—A4)-rp=—h,- W',( ds+ gd" d—z):sina.

ds d 8

(Iq

In der Tlm.t hiingen, wie oben bemerkt, die beiden Bewegungen
wechselseitig von einander ab, denn die Gleichungen 9) enthalten
a,a ..., also wegen 4) die Winkel &, ¢; und die Gleichungen 10) ent-

halten ?lf, ?lz’ (clli

Dem angefithrten Plan zufolge werden zuniichst die Gleichungen 9)
fir die Translationsbewegung des Schwerpunkts ohne Riicksicht auf
die Rotation gelost; eine solche Lgsung ist z.B.in dem Siacci-

Kruppschen System von Gleichungen gegeben:
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g=z (tg 80+ x Fﬂo) - x’(y":_ Y%)’ tgm= tg&o_ x (F% - F’o:
t==x (T’c - T’o)? r=1ux (‘X’l - X"o)'

Hier bedeutet @ den Horizontalneigungswinkel der Tangente in de
Punkt (22), der nach ¢ Sekunden erreicht ist; die Werte X,F,7, Y si
P. 1,206
Rz-5-2’
Rz der Querschnitt des Geschosses in qem, 0 das Gewicht von 1 ct
Luft, 4 ein Faktor, der von der Spitzenform abhingt und fiir norm:
Kruppsche Geschosse = 1 ist. Man kann auf diese Weise fiir irge
eine Zeit ¢ die Lage (z,2) des Geschosses berechnen; y ist dabei =

Noch einfacher ist es, nach der graphischen Methode d
Verfassers* die Flugbahn zu konstruieren; es lassen sich dann die z
sammengehorigen Zeiten ¢, Abscissen z, Ordinaten 2, Tangentenwinkel
Bahngeschwindigkeiten » leicht entnehmen.

Es sei vorausgesetzt, dass dies geschehen sei, dass man also f
eine grossere Anzahl von Flugbahnpunkten, zunichst ohne Riicksic

auf die Rotation, die Werte ¢, z, 7, ®, v, also auch %% und Z—; ken

aus Tabellen zu entnehmen; x = P Geschossgewicht in 1}

wihrend vorerst y =0, %‘Z =0 genommen wird.

Ferner soll die folgende Berechnung nur Giltigkeit haben, we
die Beobachtung (an Scheibendurchschligen etc.) aufgezeigt hat, da
die Winkel & und ¢ klein sind, und zwar sei vorausgesetzt, dass d
Winkel & und ¢ so klein seien, dass die Quadrate gegeniiber der Ei
heit vernachlissigt werden kdnnen, dann ist

a, = — & sin rt + P cos ri; bx=—8-06so't—¢sinrt;
¢ =+41; ay=cosrt, b= — sinrt,
G =—1, aa“':Sinrt, b3=(3081‘t, cs=+8;

damit werden die Gleichungen 6):

cos f§ = [((il: (— @ -sinrt + ¢ cos rt) +Zz-cosrt+ Z—'—:sin rt]:sin

. dx : . dy . dz L
sin f = [?s_ (— @ cosrt — ¢ sin rt) — 1, *SiD rt + (—Igcosrt].sm

* Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Jahrgang 1897, 8.197. (8.2
Z.16 lies 15:—;0 statt 24°52'. Ferner ist hinzuzufiigen, dass Hr. A. Ind ra gegenit

Hr. Dkinghaus die Prioritdt dafiir in Anspruch nimmt, zuerst die Hyperb
als ballistische Kurve systematisch behandelt zu haben. In der That b
schon 1876 Hr.Indra das betr. Gleichungssystem aufgestellt, dasselbe iibrigens
einer weit allgemeineren, auf synthetisch - geometrische Betrachtungen gegrii
deten Weise abgeleitet: Alois Indra, jetzt Oberst und Priises im technisch
Militirkomité in Wien, ,,Graphische Ballistik, synthetische Behandlung der B
wegung im materiell erfiillten Raum, Anwendung auf die Geschossbewegung
Wien 1876, bei Seidel. Seitdem hat Hr. Okinghaus die Hyperbeltheorie auf zal
reiche Einzelprobleme der Ballistik angewendet und erheblich erweitert.)
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Denkt man sich hier den Zihler und Nenner je mit der Bahn-
geschwindigkeit Z—‘:=v multipliziert, setzt nach dem Obigen vorerst ‘3—1": =0,
und bezeichnet ‘;f =008 ®, Z‘: =v-sin @, wo & der Horizontalneigungs-

winkel der Tangente ist, so wird:
cosf = [v-cosw(—&-sinrt + ¢ cosrf)+v-sinw-sinrf]: v-sing,

oder:

12) [ cosff = ‘:;:E- [— ®-sinrt 4 ¢ cosrt + sinrt-tgw]

l sinf = %‘i)% [— & cosrt — Ppsinrt + cosrt-tga] )
Hierbei ist: 7
__dz dy 1 dy + dz] ds ‘

, ,t:t““ s VY ds [ v a—valia
oder je '

13) cosg =cos@— & sinm

Dass es in der That gestattet ist, #- I ; gegen f zu vernach-

lissigen, ergiebt sich aus dem Beispiel der schweren Feldkanone; fir
diese ist z. B.:

i L ae | ym | ae e | |
sec . m m m m/sec

0 0| 0 0 425 0 115
1,26 491 | 0,25 126 358 0,2 80
2,79 | 1002 | 1 239 | 316 | 06 | 64
448 | 1512 | 1,5 | 329 287 09 | 44

Da n. V. |9/ <1, leuchtet die Berechtigung des Gesagten ein.

Ferner ist in 3) und 3a); cos & =1; sind- w ist klein gegen , da (Zg
is.u1.) und 9 klein sind.

Mit den Ausdriicken 12) werden, unter Beriicksichtigung von 5)
die Gleichungen 2) resp. 10) der Rotation des Geschosses um den
Schwerpunkt nunmehr die folgenden

) dp AAC rg=7 (—8 cosrt — ¢-sinrt 4 cosrt-tgm)

)

l‘;g.*_ . p=_—~_-(—0-smrt+¢-cosrt+81nft't8“’)r
wobei: M= YWeh cosa

sin
ist. Dazu kommen die Gleichungen:

) ‘fl.':_._psinrt—-q-cosrt
13) ae

ai = _p.cosrt + qsinrt.
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Die Bewegung des Geschosses denken wir uns in geniigend kleine
Intervalle zerlegt, so dass bei der Berechnung innerhalb jedes einzelnen
Intervalls ein anderer konstanter Mittelwert von W, -k cosm: sin«
angenommen werden kann; die Tabelle III resp. IV giebt die Werte
von W,:sin« und von A, die graphische Darstellung der Translations-
bewegung lieferte in jedem Augenblick @, so dass der Ausdruck M als
gegeben zu betrachten ist; die Tabelle III und das weiter unten durch-
gefiihrte Beispiel zeigt, dass M wenig rasch sich #ndert.

Das Gleichungssystem 14) und 15) lésst sich dann nach Poissons
Vorgang wie folgt integricren. Man versucht, fiir p, g, #, ¥ Integrale
in der Form zu finden:

p=fy-cosrt 4 fy-sinrt 4+ p,, & =f,-cosrt + f,-sinrt + @,
q=fy-cosrt — f,-sinrt + g, Pp=1[f, cosrt — fy-sinrt + 9,

wobei f,fofsf 0,2, 9,%, 8 Funktionen der Zeit darstellen, welche noch
zu berechnen sind. Dies geschieht, indem die eben angeschriebenen
Werte fiir pg#¢ in 14) und 15) eingesetzt und die Koeffizienten
von cosrt und sinrt, sowie die von den periodischen Gliedern freien
Terme beiderseits einander gleichgesetzt werden. Man erhilt so
8 Gleichungen zur Bestimmung der Funktionen f,f; etc.; in 4 dieser
Gleichungen kommen df, |d¢ neben f;-r, df,|dt neben f-r, df;'dt neben
fi-r, df,'dt neben f,-r vor; vernachlissigt man diese Ableitungen der
Funktionen gegen die Produkte dieser Funktionen mit dem meist
grossen r — unter dem Vorbehalt, dass spiter durch die Analogie der
Kreiseltheorie etwaige Korrektionen in den entstehenden Ausdriicken
eintreten sollen —, so lassen sich f,f;f;f, sofort bestimmen; fir
4,9, ¥, bleiben einfache Differentialgleichungen erster Ordnung, welche
leicht integriert werden konnen. Damit hat man:

fi=M-p,:Cr p,= C'sin B, + D' cos g,
fo=M-(9,+ tg@):Cr g, = C'cos B, — D'sin g,
fo=—q:r 8, = — A'sin §, — B' cos §,
fi=—p:r ¥, = A' cos f; — B'sin g,
r. A-C M
wobei: Bi=""0 oty t
M
B: = C,.'t

und A', B' Funktionen von ¢ sind, namlich:

A=4— [ igo cospyat, B'=Bl+/££-tgm-sinp,-dt.

A, B, C'D' sind Integrationskonstanten, die sich aus dem An-
fangszustand ergeben; iiber die Berechnungen der letzteren Inte-
grale siehe w. u.
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Damit erhilt man:
M M
P=—; -{cosﬁ, (A,——/—C—;-tgm-cosﬁ,-dt)
— sin ﬂ,(.B1 +/..g,ir tg w- sin §, - dt)} -cosrt
M .
+ %; {sm Bs (A,—f-g,—-tgm-cosﬁfdt)

+ cosﬂ,,(B1 +f—ﬁ—-tgm-sinﬂ,-dt)+ tgw}sinrt
+ C'sin g, + D'cos §,,

oder
(p = C'sinf, + D'cos B, + —g-{‘—-tgm -ginr¢

M ‘M
16) + o cos(rt—ﬂ,)~(111 —'/—(T-tgmocosﬁ,-dt)

L + sin(rt—ﬁ,)-(Bl'f:/ig'tg“"smﬂa‘dt)};

ebenso
g = C'cosf, — D'sin §, +-%[r— -tgw-cosrt

- +2 l_ sin(rt — )4, —f—é{_-tgm- cos fy-dt)
+cos(rt—ﬁ,)-(B,+/—gT.tgm~ sinﬂ,-dt)’.
(— 9= cos(rt — ) + 2 -sin(rt — ,)
19) + singy- (4, —f-g’T-tgm.cos by-dt)
+ cos , - ( B, +/—g£—~tgw -sin - dt).
v=— S sin(rt — ) + 2 cos(rt — §,)
19) +cosﬁ,-(Al—f—({"r—.tgm- cosﬁ,-dt)
— sin f,- (1;1 —/—g’r—-tgm-sinp,-dt).

Im Anfang der Bewegung, die wir von der Mindung des
Gewehrs oder Geschiitzes abrechnen, falle zunichst die Geschossaxe
in die Richtung der Anfangstangente, so dass fir (¢t = 0):
ist. Zugleich aber erhalte die Geschossaxe einen seitlichen Stoss,
der ihr die Winkelgeschwindigkeiten p, und g, erteile;

t=0):p=py 9=

Zeitschrift f. Mathematik u Physik. 48 Jahrg. 1898. 8 Heft, 11
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Damit wird:

D'+—- 4, 4, =p0'(—g,[;—r)
o o my A—(arn e (-
_,30=,r, +B‘ C'=—rtgd,—rB,
0="" 44, D'=—r4,

Ferner sind die beiden in 16) bis 19) vorkommenden Integrale
Fe- ci,r-./M-tgm.cos;ex,,-alt und Fy= - /M~tgw-sinﬁ,-dt

zu ermitteln.

Es sei im Folgenden die Abkiirzung M : Cr = N eingefiihrt und dar
erinnert, dass wir einen Mittelwert von N in den einzelnen Intervallen :
nahmen; in f; und B, wurden die Integrationskonstanten so bestim:
dass fir {=0, f, =0 und f; =0 ist, weil nur im Anfang =0 u
& =9, sein soll; also muss auch in den beiden Integralen von O bi
integriert werden. Es lisst sich nun wiederholt die teilweise In
gration anwenden; hierbei treten jedoch immer h&here Potenzen ¢
Faktors (9:Cr):(v-cosw-M) auf, von welchem sich spater zeig
wird, dass er von der Grossenordnung von % ist, und von welche
daher die hoheren Potenzen nach der ersten weggelassen werden (z.
bei der Granate der deutschen Feldkanone, Schussweite 4500 m, nim
dieser Faktor vom Abgangspunkt bis zum Auffallpunkt zu von 0,002
bis 0,00304); man hat damit:

F=f V-tg o - cos fy- dt =ﬁgm-cosﬂ,-dﬂ,=tgm-sinﬁ,

+ v 75 (c08 By — 13

nun ist dx = —? dw, eine Gleichung, die fiir jedes Luftwiderstanc

gesetz allgemein giltig ist (vergl. Kompendium S.81); somit ist:
dtgo d 1 do_ 1 do dr _ 1 g d.p g

Tdt cos'e dt  cos'w dx df | costm ©¥ dt  vs’

wenn v, die Horizontalkomponente v-cos® der Bahngeschwindigk
des Schwerpunktes darstellt; somit hat man:

1 do g . df___ 9 Cr.

cos’w df, vz dt vz M’
(in 4 Beispielen der Praxis nahm C7:M numerische Werte zwisch
0,1 und 2 an, wihrend v, zwischen 180 und 400 lag). Man I
danach oder nach dem Mittelwertsatz:

21) F=sinf,-tgo + - (1 — cosfy),

wobei f= (g9-Cr):(vy- M) ist.
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Analog ist:
F, =thgw- sin fy-dt = [ tg - sin B, -df,

t

=—tgw-|cosf; + [ d(tg®) cos B,
|
oder bei demselben Verfahren: 8 ° °
22) Fl=—cosﬁ,-tgm—l-tgp;—f-sinﬂ,.

Diese Werte 20), 21), 22) sind noch in den Ausdriicken 16)'
bis 19) zu verwenden; so kennt man in jedem Moment die Lage der
momentanen Drehaxe und diejenige der Gteschossaxe. Letzere ist fir
die Ballistik von der grdsseren Bedeutung; daher beschiftigen wir
uns nur mit den Ausdriicken & und ¥ und deren geometrischer
Deutung. Es wird:

8 = (8,+ B, cos(rt — B,) + A,-sin(r¢t — p,) — A, sin f; — B, cos f,
+ sin By- [sin fy-tg @ + £+ (1 — cos )]
— cos fy- (g @ — tg - cos B, — f-sin fy)
[ ¥v=(9,+ B,)sin(rt — B,) — 4,-cos(rt — B,) + A, cosf; — B, sinf,
I — €08 f,-[sin - tg @ + f- (1 — cos ;)]
— sin B, (tg @ — tg - cos B, — f-sinBy),
oder:
23) 9 =2, + 9,
wobei:
8, =tgw + f-sinf; + cos f;- (tg 8, — tg @)
%2 ={py* [sin By — sin (rt — B,)] + g, [cos By — cos (xt — B,)]} : (r — N).
24) V= + ¥
wobei:
¥ =f— f-co8 B, + sin fy- (tg &, — tg w)
¥a={go- [sin f; — sin(r¢ — B,)] — py- [cos By — cos (rt — B,)]}:(r — N)
mit den Abkiirzungen: o
A— M M
By=——rt+ ot By= (b

M _ 9:Cr
N-= cr? f= vz M

95)

Diese Ausdriicke 23) und 24) lassen eine verhiltnismiissig ein-
fache geometrische Deutung zu.

Wir legen durch den festgedachten Schwerpunkt S des Geschosses eine
horizontale Aquatorebene, ferner durch Sund die Flugbahntangente ST
eine vertikale Anfangs-Meridianebene; beschreiben weiter um S mit der
Langeneinheit SS, = S7 = 1 m eine Kugelfliche, welche von .S aus be-

11*
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trachtet und dementsprechend gezeichnet sei. Der Aquator und der An-
fangsmeridian, welche sich in S, schneiden, werden als sphirische Koordi-
natenaxen S, ¢ und S; & beniitzt. In Beziehung auf dieses sphirische Ko-
ordinatensystem auf der Kugel stellen dann 9 resp. & die Liinge resp. Breite
desjenigen Punktes P vor, welcher sich auf der Verlingerung der Ge-
schossaxe in der Entfernung SP =1m befindet. Die Figur 11 ist
fiir einen Beobachter gezeichnet, welcher von hinten das Geschoss be-
trachtet; der Geschossschwerpunkt ist also vor dem Papier zu denken.

Wir suchen die Kurve, welche der Punkt P der Geschossaxe im Lauf
"der Zeit beschreibt, von seiner Anfangslage O aus (Winkel 0SS, = 8).
Der Punkt T' der Tangente filllt anfangs in O, riickt von da auf der
8-Axe abwirts; zur Zeit ¢ ist Winkel 7SS, = o; im Flugbahnscheitel

Fig. 11. Fig. 13.
+9 +¥
0
i
8’0"“’ }P(\O,&)
H
H
% "Ij__ﬁ__! M E
! 19
1 ]
' :
! :
| ! +v
! L tv S,
5 v P,

ist T in S, angelangt etc.; die Bewegung von 7T auf der Ordinaten-
axe, also die Anderung von @ mit der Zeit, ist hierbei durch die vor-
hergehende (graphische) Losung der Translationsbewegung gegeben zu
denken; ebenso ist die Bahngeschwindigkeit v des Schwerpunkts und
ihre horizontale Komponente v, = v- cosw zu jeder Zeit bekannt.

Nun lassen sich die Ausdriicke & und v in zwei wesentlich ver-
schiedene Teile und lésst sich demgemiiss die Bewegung der Geschossaxe
in zweierlei Bewegungen spalten, wovon die eine als die regulire
Prizession (9, ¥,), die andere als die Nutation infolge eines An-
fangsstosses (9, ¥») zu bezeichnen ist.

a) Sieht man nidmlich von einem Anfangsstoss p,g, ab, so redu-
zieren sich & und ¢ auf die Ausdriicke:

o6 { 8 =98 =w+f sinf;+ cosfy (8, — w) } (reguliire
) V=19, =f —f cosp,+sinp; - (8,— ) | Prizession);

hieraus:
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27) (@ —ol+@—N'=F+B— o)
d.h. wenn kein Anfangsstoss stattfindet, beschreibt Punkt P der Ge-
schossaxe eine spiralenformig sich erweiternde Kurve (Fig. 12), die stets
wieder durch die Anfangslage O geht und die aufgefasst werden kann
als ein verinderlicher Kreis durch den festen Punkt O; der
Mittelpunkt M dieses Kreises, mit den Koordinaten @ und £, riickt
hierbei von O aus (mehr oder weniger) nach rechts und ab-
wirts (in derselben Weise wie der Endpunkt I’ der Flugbahntangente
auf der Ordinatenaxe S, O abwirts riickt), vorausgesetzt, dass erstens
das Gewehr oder Geschiitz Rechtsdrall besitzt, das Geschoss rechts-
liufig um die Geschossaxe rotiert (r positiv), und dass zweitens die
Resultante der Luftwiderstinde vor dem Schwerpunkt auf der Geschoss-

Fig. 18. Fig. 14.

+9 4o

s
S

-

+v

- - - ——

L
?

e

5

axe angreift (Moment M positiv). Dasselbe ist der Fall, wenn r und
M negativ sind. Wenn dagegen bei Rechtsdrall die Resultante zwischen
Schwerpunkt und Geschossboden angreift oder umgekehrt bei Links-
drall dieselbe ihren Angriffspunkt zwischen Schwerpunkt und Geschoss-
spitze hat, so wird die Priizessionsbewegung der Geschossspitze links-
liufig erfolgen (Fig.13), der Mittelpunkt M des veriinderlichen Kreises
liegt -in diesem Fall links und riickt abwirts.

Der Radius OM =Vf?®+ (9§, — ©)® des verinderlichen Kreises
vergrOssert sich stetig, weil der Winkel #, — @ zwischen Anfangs-
tangente der Flugbahn und Tangente in einem variablen Punkt mit
der Zeit stetig wichst und ebenso meistens der Ausdruck

C.r
f=g’1|1T;;)

+v
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denn das Drehmoment M des Luftwiderstands wird zwar in den meist
Filllen zunehmen; aber es nimmt v, ab (wihrend von » angenomm
wird, dass es konstant bleibt, was freilich nur angenihert richtig s
diirfte); jedenfalls ergiebt die Rechnung, dass f meistens zunimmt u
die Bahn des Punktes P der Geschossspitze in immer weiteren Wir
ungen verliuft. .

Wie man sieht, ist der verinderliche Kreis unsymmetrisch 1
ziiglich der Flughahnvertikalebene OSS,; da die Rechnung nicht |
zur Ermittelung der Seitenabweichung y des Geschossschwerpun]
hier durchgefilhrt wird, so sei schon an dieser Stelle bemerkt, d:
eben diese Unsymmetrie der Grund fiir diese Derivation ist; in der T
wird die Seitenabweichung wesentlich durch die Grdsse

nach Grosse und Vorzeichen bedingt; sind » und M beide positiv oc
beide negativ, so ergiebt sich Rechtsabweichung; ist nur eine ¢
beiden Grossen negativ, Linksabweichung.

Die Zeit T eines vollen Umlaufs der Geschossspitze, also ¢
Periode der reguliiren Priizession, ergiebt sich nach 25) aus f,=2x :

2x-C-r
28) 7 2rlr,

auch diese Zeit ist variabel, und zwar nimmt 7 im allgemeinen ab

b) Wir gehen tiber zur Beschreibung der Nutationsbewegun
also zur Deutung der Terme 9, und ¢,, welche nur bei einem Anfan
stoss auftreten:

29) {81- = {p,[sin f; — sin(rt — B,)] 4 q,[cos Bs— cos(rt—B,)]}: (r—:

¥a = {go[sin fy— sin (rt— B,)] — py[cos B, — cos (rt—B,)]}: (r—
(Nutation infolge eines Anfangsstosses.)

Da diese sich zu den vorhergehenden &, und ¥, einfach addier:

so konnen sie betrachtet werden als die sekundiiren sphirischen R
ordinaten #,, ¥, eines Koordinatensystems, dessen Ursprung O, (Fig. 1

mit der Winkelgeschwindigkeit J—g; auf der (ausgezogenen) Priizessior

kurve wandert und den variablen Punkt P von Figur 12 und 13 erset
Durch Quadrieren und Addieren wird aus 29):

(r =N ) (8.5 + ¥) = 2-(p)’ + ¢°) - [1 — sin By sin(rt — 8,)
— cos fy - cos(rt — B,)]
oder

30) 0, P=V8. 2+ yi= 2'1?1.? -8in rt_‘;‘—p’-

Die beziiglich O, betrachtete Bewegung des Punkts P der Gescho:
axe kann somit ebenfalls wieder als ein verinderlicher Kreis at
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gefasst werden, dessen Mittelpunkt in O, liegt und dessen Radius perio-
disch sich #@ndert, zuerst = O ist, dann die Maximalgrosse

2-Vp*+ ¢ (r— )
annimmt, wieder Null wird etc.
Derselbe Wert von O, P wird wieder erreicht nach der Zeit T},
die sich ergiebt aus:

rt—p, —
21 _E. =m;
also ist: A_c . ».T
rT,— 7l -rTl——C,;-Tl——I-r—‘—=2x,
oder:
2x
31) T,=C M M
‘AT Cr Ar

Da im Nennerausdruck das Glied Cr:4 im allgemeinen bei weitem
iiberwiegt, so ist erstens diese Nutationsperiode 7; im allgemeinen
eine schnellere als die Priizessionsperiode; und zweitens wechselt der
Sinn, in welchem die Nutationsbdgen beschrieben werden, nur mit r;
diese Bogen werden also bei Rechtsdrall rechtsliufig, bei Linksdrall
linksliufig beschrieben, mag Rechts- oder Linksabweichung des Schwer-
punkts erfolgen, mag also die Priizessionsspirale rechts- oder links-
laufig beschrieben werden.

Im ganzen fihrt somit die Geschossspitze P beziiglich des Schwer-
punkts die folgende Doppelbewegung aus: Falls kein Anfangsstoss vor-
handen war, beschreibt die Geschossspitze von ihrer Anfangslage O
aus mit der langsamen Periode 7' die spiralférmige ausgezogene Kurve
Fig. 12 resp. 13, deren Windungen sich allmihlich erweitern, die aber
immer wieder durch O geht; bei positivem » (Rechtsdrall) und posi-
tivem Drehmoment M, ebenso bei negativem r» und negativem M wird
diese Spirale rechtsliufigz beschrieben; wenn dagegen nur eine der
beiden Grossen r, M negativ ist, linksldufig. Im allgemeinen jedoch
ist diese Priizessionskurve nur die Leitkurve fiir die (gestrichelt gezeich-
neten) Nutationsbogen (Fig. 14), die von der Geschossspitze beschrieben
werden, mit der schnelleren Periode T, und mit Amplituden, die von
dem Anfangsstoss und von den Grossen r,C, A, M abhingen.

Spezieller Fall einer geradlinigen Bewegung des Schwerpunkts.

a) Die Geschossaxe falle anfangs mit der Bewegungs-
richtung des Schwerpunkts zusammen.

Dieser Fall ist bei einem sehr rasanten, auf kurze Entfernung
abgegebenen horizontalen Schuss aus einem kleinkalibrigen Gewehr
nahezu verwirklicht; vollkommen bei einem vertikalem Schuss. Im
ersteren Fall ist jederzeit @ = &,= 0 (dasselbe ist bei vertikalem
Schuss der Fall, wenn man die z-Axe, welche bisher horizontal an-
genommen war, mit der vertikalen zusammenfallen ldsst).
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In den Gleichungen 16) bis 19) ist @ = 0, #,=0 zu nehme
und es wird:

{_p = C'sin B, + D' cos B, + N -[4, cos (rt — B,) + B, sin(rt — ,)]
q=C'cosp,— D'sinB, + N-[— 4, sin (rt — ;) + B, cos(rt — B,

— 9= —? cos (rt — B,) +2{ sin (rt — B,) + A, sin B, + B, cos f,
no. D' .
Yv=— % sin (rt — ;) + - cos (rt — ;) + A, cos p; — B, sin f,.
Fir t =0 ist p=p,, ¢ = g, # =0, ¥ =0, somit:
A =py:(N—71), Bj=gq,: (N—1); C'=—rgy:(N—7);
D'= —rpy: (N—1);
damit erhilt man genau wieder die Ausdriicke 9,9y, fir die N:
tationsbewegung infolge eines Anfangsstosses 29), nimlich:
sy [ O = 3w [in—in (01— ) + 1 [eosfy —onrt— A1} —
% ={q, [sin B;— sin (r¢ — B,)] — p,- [cos B; — cos (rt — B,)]}: (r — D
Es hat sich also in diesem Fall die frithere spiralenférmige Pr
zessionskurve auf den Punkt S, reduziert. Fig. 15 giebt die hyp

cykloidische Bahn der Greschossspitze in diesem Fall. Die Amplitu
jedes einzelnen Teilbogens, also der Radius des umhiillenden Kreis.

ist wiederum: —
2-Vp'+ q*:(r — N);

die Periode wieder:
T—2a:(% - 2L - 5)

A Cr 4r
b) Die Geschossaxe bilde anfangs den Winkel &, mit de

geradlinigen Bewegungsrichtung des Schwerpunkts.
Die Anfangsbedingungen sind jetzt:

fﬂr t=0:8‘=8'o, 1”“’0} P’:'po) q=QO)

ferner: anfangs und weiterhin @ = 0. Damit erhilt man aus de
Gleichungen 17) bis 19):

po=D'+N-4,, —8 = ”C,T, + B,,

%= C'+ NB,, 0="4 4,
Berechnet man daraus 4, B,,C',D' und setzt die Werte in die Gleic]
ungen 18) und 19) ein, so wird:
l g = 723: -[r-cos By — N-cos (rt — B,)] + »

I Y= ,f"lv'["'Sinﬂe— N-sin(rt — B,)] + a,

wobei &, und ¥, wieder die fritheren Werte fiir die Stossnutatione
vorstellen.

33)
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Ist der Anfangsstoss p,g, Null, so fallen die Glieder 9, und %,
weg und die Kurve 33) hat eine Gestalt dhnlich der in den Figuren
19, 20, 23, je nach Groésse und Vorzeichen von r, N etc. Es iiber-
wiegen namlich die ersten Glieder mit r-cosf; und r-sing, (z.B. fir
die schwere Feldkanone ist in nicht za grosser Entfernung von der
Miindung r =632, N =09); die Glieder mit »f{ — f, variieren mit
wachsendem ¢ sehr rasch zwischen —1°und + 1, dagegen die mit g,
langsam. Daher besteht die Bahn der Geschossspitze aus Bogen,

welche auf dem festen Kreis um S; mit Radius &, aufsitzen. Man hat
nimlich in diesem Fall durch Quadrieren und Addieren:

4= ( rfoN )"[r"'”N’—' 2Nr-cos(rt — f, — B,)]-

Anfangs und so oft wieder £ — 8, — f;, um 2% gewachsen ist, ist
der Abstand der Geschossspitze von S, gleich &, dabei hat zugleich
der Kosinus seinen grdssten, jemer Abstand seinen kleinsten Wert; der
grosste Wert S, B wird erreicht, wenn der Kosinus gleich — 1 ist, dann

ist SIB———&O-:—'i—IIg; somit ist die Amplitude 4B gleich:
(3 r— N
hierfiir lisst sich leicht ein einfacher Naherungswert berechnen; bringt
man auf eine Benennung, dividiert Nenner und Zihler mit r, ent-
wickelt nach Potenzen des kleinen Bruchs ZX und behiilt davon nur

die erste Potenz bei, so wird die Amplitude

34) AB=2.9,- Y.
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Die Periode dieser stossfreien Nutationen ist wieder:

2%
Lh=or—m_x
A4 Cr Ar

Ist unter den sonst gleichen speziellen Voraussetzungen der An-
fangsstoss p,g, nicht Null, so treten die Glieder #, und ¥, hinzu,
so dass man, je nach Grdsse und Richtung von p, und g, Figuren wie
in 27, 29, 34, 36 erhilt.

Anmerkung. Stossfreie Nutationen erhilt man iibrigens auch
in dem allgemeinen Fall 23) und 24), falls vorausgesetzt wird, dass
schon an der Miindung die Geschossaxe und die Tangente einen
kleinen endlichen Winkel &, mit einander bilden, also wenn fir

t=0; #==3+¢& v=19, 2=0y I=0
ist. Die Gleichungen 20) zur Bestimmung der Konstanten werden
dann ein wenig andere und man erhilt schliesslich:

&= 81- + au + 8’:,
wo 9, und &, die Werte von 23) sind und
¥u= — 2 [r-sinf,— N-sin(rt — f,)]

&

+ r——N'[r' cosf, — N- cOS(Tt - ﬁl)]
U=+ ¥a + ¥

¥, und ¥, siche 24) .
l Wa— — 5 [— 7-cos By + N-cos(rt — B,)]

&

+ —5 [r-sin fy — N-sin(rt — §;)].
Eben diese Glieder ©', und 3, liefern die stossfreien Nutationen.

{Schluss folgt.)




Porspoktiv-Reisser.

Von

E. BRAUER
in Karlsruhe.

Hierzu Tafel V und VI, Fig 1—4.

Der Perspektivreisser ist ein Zeichenapparat zur Erleichterung
der Anfertigung eines- perspektivischen Bildes auf Grund von zwei
Parallelprojektionen eines riumlichen Objektes.

In der Darstellung Figur 1 (Taf V) ist angenommen, dass von
dem Gegenstand Grundriss und Aufriss gegeben sind. Zur Erliuterung
der Arbeitsweise wurde die Spitze des Obelisk beniitzt, welche im Grund-
riss mit O,, im Aufriss mit O, bezeichnet ist. Beide Punkte werden
durch bewegliche Lineale berithrt, O, durch das Grundrisslineal PO,,
wolches um P drehbar ist, O, durch das Aufrisslineal KO;, welches
durch Schlitz und Zapfen gezwungen ist, mit der unteren Kante die
Richtung durch den Zapfenmittelpunkt K einzuhalten.

Durch mechanische Verbindungen sind zwei andere Lineale ge-
zwungen, den Bewegungen von PO, und KO, zu folgen, die senkrechte
Parallelschiene M, 0y und die Fluchtpunktschiene F'O,. Die Lage der
ersteren wird allein vom Grundriss vermittelst PO,, die Lage der
letzteren vom Aufriss vermittelst K O, bedingt. Der Schnittpunkt der
beiden Schienenkanten M; 0, und FO,, nimlich O, ist der gesuchte
Ort des Punktes O in der Perspektive, zu dessen Darstellung nur er-
forderlich ist, die Lineale mit O, und O, in Berithrung zu bringen und
den Kreuzungspunkt der beiden Schienen mit Nadel oder Bleistiftspitze
zu markieren.

Der geometrische Zusammenhang der Bewegungen stiitzt sich auf
eine Beziechung, welche Professor G. Hauck zum ersten Male in den
Verhandlungen der physikalischen Gesellschaft in Berlin 1883 Nr. 8
verdffentlichte. In Figur 2 (Taf. VI) sei I ein abgegrenzter Teil der
Grundrissebene, genannt Grundrisstafel, entsprechend II die Aufriss-
tafel, IIT die Perspektivtafel. A sei das Auge eines Beschauers (Pro-
jektionscentrum), P dessen Grundriss, der Fusspunkt, K dessen Auf-
riss, der Kernpunkt (nach Hauck). Der Strahl AK schneidet die
Perspektivtafel in F, dem sogenannten Fluchtpunkte der zu II nor-
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malen Geraden, wihrend der Sehstrahl 40 die Perspektivtafel in
Punkte Oy, dem perspektivischen Bilde von O durchbricht.

Legt man durch AO eine zu I normale und eine zu II normal
Ebene — dieselben sind in Figur 2 durch Schraffierung hervorgehobe:
— 50 ergiebt erstere in I und IIT die Schnitte PMO, und M O,
letztere in IT und III die Schnitte KL O, und FLO;. Diese Gerade:
sind geometrisch gleichbedeutend mit den in Figur 1 (Taf. V) mit der
selben Buchstaben bezeichneten Lineal- und Schienenkanten, und ma;
erkennt, dass der Punkt M es ist, welcher PM O, mit MO, verkniipf
wahrend der Punkt L die glelche Rolle in Bezug auf KLO un
FLO, spielt.

Offenbar geniigen diese beiden Verkniipfungen, um aus den Richt
strahlen PO, und KO, in Grundriss und Aufriss die Strahlen M O
und FO,, also auch 1hren Schnittpunkt Oy geometrisch abzuleiten
ohne dabei den wirklichen Sehstrahl A0 zu benutzen. Es ist als
nur die Aufgabe zu losen, diese geometrische Beziehung in einen zwang
liufigen Mechanismus zu {ibersetzen.

Die riumliche Anordnung der drei Tafeln kann dabei nicht woh
festgehalten werden. Wir bringen sie vielmehr zur Erleichterung de:
Zeichnens in parallele Lage, ohne doch die Verkniipfungspunkte M und
L aus dem Auge zu verlieren.

Zunichst werde die Perspektiviafel III so weit gedreht, bis 11
mit IT parallel wird, die Grundrissspur III IIT in Figur 3 also iiber
gegangen ist in ITI' ITI' in Figur 4 (Taf. VI). Hierbei 16st sich de:
Verkniipfungspunkt M auf in M,, den Punkt des Strahles PO,, welche
am gleichen Ort bleibt und in M, den Fusspunkt des Lotes M, O,
M, und M, sind nun durch die Beziehung verkniipft, dass sie auf der
Geraden III III und III' ITI' in Figur 4 (Taf. VI) liegen, und das:
der Winkel M, P}, stets gleich ist dem Winkel , um welchen 1.
gegen II gedreht werden musste.

Auch der Punkt L ist durch diese Drehung in zwei Punkte zer
fallen. L,, dem Strahle K O, angehorig, deckt sich zunichst noch mi
L, wihrend L,, an der Drehung von IIT teilnehmend, zuniichst i
eine neue Lage gelangt ist, deren Grundriss mit L' bezeichnet ist.

Dreht man nun weiter die Aufrisstafel I um ihre untere, di
Perspektivtafel aus der Lage I1I' IIT' um ihre obere Kante in gleichen
Drehungssinne soweit, bis sie mit I parallel liegen, so entsteht die ir
Figur 4 (Taf. VI) dargestellte Lage, und zwar liegen I und II nun ir
gleicher Héhe, IIT dagegen dariiber. Wie leicht einzusehen, bleiber
die Punkte L, und I, an zwei senkrechte Gerade gebunden, auf dener
sie sich, verschiedenen Punkten O, entsprechend, so verschieben, das:
ihre Héhe sich stets um gleichviel beiderseits veriindert, die Strecke
L,L, also konstant bleibt. Ersetzt man daher die Strahlen KL, unc
F L, durch Linealkanten, so kann zwischen L; und L eine Verbindungs
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stange von konstanter Linge als mechanische Verkniipfung angebracht
werden.

Wird ferner aus zwei Linealen PM, und PM, ein fester Winkel
y hergestellt, welcher um P drehbar ist, so kann der Arm PM; zur
Bewegung eines in der Linie III' III' laufenden Schiebers dienen,
welcher mit der Parallelschiene M;0; zu einem Stiick vereinigt ist.
Die erhohte Lage der Perspektivtafel gewdhrt den freien Raum zur
unbehinderten Bewegung des Grundrisswinkels M, PM;, doch braucht
der Hohenunterschied nur einige Centimeter zu betragen.

Wie aus Figur 1 (Taf. V) ersichtlich, besitzt der Grundrisswinkel
noch ein drittes zu PM, rechtwinkliges Lineal. Dasselbe kann dazu
dienen, einen Grundriss anzuvisieren, welcher auf der rechten Seite
vom Perspektivbrett liegt, und welcher gegen den links liegenden um
90° gedreht ist. Ein zu diesem passender Aufriss wiirde als Seiten-
riss zu bezeichnen sein. Das Aufrisswerk ist so eingerichtet, dass eine
symmetrische Umstellung mit einigen einfachen Handgriffen ausfihr-
bar ist, so dass auch der Seitenriss als Grundlage fiir die Ausfiihrung
der Perspektive dienen kann.

Bei der technischen Durchbildung der® Einzelheiten ist besonders
Gewicht auf die Erzielung leichten aber doch spielfreien Ganges gelegt.
Zu diesem Zweck sind alle vorkommenden Fithrungen so eingerichtet,
dass nur eine Kante als genaue Fdhrungskante dient, wihrend die
zweite etwas federt und nur dazu dient, die sichere Anlage des ge-
fihrten Stiftes oder Schlittens an der Hauptkante zu erzwingen.

Mit Riicksicht auf kdrperliche Bequemlichkeit sind fiir die Richt-
lineale die unteren Kanten als Richtkanten bentitzt, weil sie dem Auge
leichter erreichbar sind. Als Zeichenkanten der Schienen M0, und
FL;O4 dienen jedoch die Kanten links und oben, was fiir Licht von
links vorteilhaft ist.

Fir die in Fig. 1 (Taf. V) dargestellte Anordnung ist auf die Mog-
lichkeit verzichtet, den Winkel  zu variieren, derselbe ist 45°. Wird
auch hierdurch die Vielseitigkeit der Beniitzung beschriinkt, so hat
anderseits der Apparat an Einfachheit gewonnen, und es ist eine be-
sondere Einstellung entbehrlich geworden. Trotzdem ist das Bild
keineswegs auf einen einzigen Fall beschriinkt, da man den Grund-
riss in seinem Felde nicht nur verschieben, sondern auch drehen
kann. Letateres bedingt allerdings, wie das in Fig. 1 (Taf. V) gewiihlte
Beispiel zeigt, als Aufriss eine schiefe Projektion.

Im Vergleich mit dem Hauckschen Perspektiv-Apparat und
meiner fritheren Ausarbeitung* desselben bleibt der Perspektiv-Reisser
insofern zuriick, als eine mechanische Verkniipfung zwischen zu-
sammengehdrigen Punkten O, und O, fehlt. Dieser Mangel ist jedoch

* Hauck-Brauers Perspektiv-Zeichenapparat. Zeitschrift des Vereins
deutscher Ingenieure Band 35, S. 782.
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weniger erheblich, als es zuniichst scheinen mag, da er nur bei Kurv
fihtbar wird, indem er hier eine vorhergehende Markierung zugeo
neter Punkte mit der Reissschiene notig macht. Demgegeniiber
hervorzuheben, dass der Apparat keinen besonderen Raum beansprucl
da ein gewihnliches Reissbrett als Grundlage dient, dass die erfords
lichen Handgriffe sich von denen des gewdhnlichen gebundenen Zeic
nens fast gar nicht unterscheiden, ferner dass der Apparat sich au
auf schriger oder senkrechter Fliche anordnen lisst, was besonde
fiir grosse Zeichnungen von Vorteil sein wiirde, endlich dass der Pr
nur ein kleiner Bruchteil von dem meines fritheren Apparates ist.

Uber das Foucaultsche Pendel.
Von K. Th. Vahlen in K&nigsberg i. Pr.

Die Theorie des Foucaultschen Pendels wird entweder mit den Hil
mitteln der analytischen Mechanik in voller Strenge oder in elementar
aber ganz unbefriedigender Weise gegeben, indem man von der falsch
Voraussetzung ausgeht: die Schwingungsebenen in aufeinander folgend
' Zeitmomenten seien parallel; wiahre
sie sich doch im Erdmittelpunl
schneiden.

Bei der fundamentalen Bedeutu
des Gegenstandes wird eine hinreiche
strenge und doch einfache Behandlu
nicht unerwiinscht sein.

Es werde zuniichst ganz allgeme
ein unter dem Einfluss einer Centralkr:
frei schwingendes ebenes Pendel 1
trachtet. Eine beliebige Ortsinderu
des Aufhiingepunktes P ist zusamme
zusetzen aus einer Bewegung des
innerhalb der Schwingungsebene E w
einer Bewegung des P auf einem u
das Kraftcentrum M zu E senkrec
konstruierten Kreisbogen. Bei der erst
Bewegung wird eine Verinderung d
Schwingungsebene nicht eintreten; b
der zweiten wird die neue Schwingung
ebene, wie die alte, auf dem Kreisbogen senkrecht stehen.

Sei nun die Centralkraft die Anziehungskraft der Erde, das Pend
nahe der Erdoberfliche fiber dem Punkte A aufgehingt; die Bewegu
des Aufhéngepunktes die aus der Erddrehung folgende. Die Breite von
sei b, die Poldistanz A N.

Es komme im Zeitmoment d¢ der Punkt A nach B. Die Schwingung
ebene mache in A den Winkel «, in B den Winkel f = « 4 da mit de
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betreffenden Meridian. Der Winkel ANB in ZeitmaB (360°= 24 Stunden)
ist d{; der Winkel zwischen dem Hauptkreishogen AB und dem Parallel-
kreisbogen A B sei .

Die Bewegung des Pendels von A4 nach B werde zerlegt in die Be-
wegung von A nach C lings des Hauptkreisbogens AC, senkrecht zur
Schwingungsebene in A; und in die Bewegung von C nach B lings des
Hauptkreisbogens CB, senkrecht zu AC. Am Ende der ersten Bewegung
wird, nach Obigem, die Schwingungsebene durch C'B angegeben; bei der
zweiten bleibt sie unveriindert. Daraus folgt, dass CB mit dem Parallel-
kreisbogen BA den Winkel Kompl. § bildet. Zerlegt man das gleich-
schenklige Dreieck NAB in zwei rechtwinklige, 8o folgt aus einem der-

lben:
selben tgy = sinbd. tg at,

oder, wegen der Kleinheit der Winkel:
I) 2y =dt-sinb.
Das kleine rechiwinklige Dreieck ACB kann als eben betrachtet
werden und giebt:
II) Kompl (« + y) = y + Kompl. 8, also ﬂ —a, oder da=2y.
Aus I) und II) folgt schliesslich:
IIO) da = dt-sinb,
d. h. die Pendelebene dreht sich proportional der Zeit; der Proportionalitits-
faktor ist gleich dem Sinus der Breite.

Uber die kubischen und biquadratischen Gleichungen,
von denen eine Wurzel durch rational ausfiihrbare
Wurzelauszichungen gefunden werden kann.
Von K. Th. Vahlen in Konigsberg i. Pr.
Diese Gleichungen lassen sich in einfacherer Weise finden als Kummer®*
gezeigt hat.
Soll die kubische Gleichung £®— az®+ bz —c = 0 (a, b, ¢ rational)
eine Wurzel o — % n ﬁ-}- rs/—C—

auf rationalem Wege liefern, so miissen 'f/1—¥ und 1’/5 rational sein; also
wird £,=p, f=qg+ry—3, zs=q—r}/— 3; p, q, r rational. Dann
ist in der That: ]

—1+yY—8 38~ , —1FTV—38 38— —

SV g SRSy,

3

also 3, — _
VB=3—a—r, VC=5—aq+r,

|

beide rational.

* Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1880.
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Eine biquadratische Gleichung mit der kubischen Resolvente
B—at+be—c=0
hat die Wurzeln:
o= A+ Ve + Ve + Ve, z=A+Ve,—Ve—Vaz,
tg=A— Ve, +Ve,—Vzg, vy=A—Ve,—Vey+Ve,.

Die kubische Resolvente muss zu den oben behandelten gehdren, al
ist 2,—p, =g+ rY—38, z5—=q—rY—3; p, g, r rational. Solle
die Wurzelausziehungen in z, ausfithrbar sein, so muss V;; rational, V
und )z, von der Form ' + &')/— 3 sein, wo ' und 4’ rational sind. D
vier Wurzeln werden:

n=a, =740 fs=?+5V—3 =9 —JV_ 3,
wo «, B, y,  rational sind. Eine Gleichung mit solchen Wurzeln hat
der That die verlangte Eigenschaft; denn es wird z, 4 z, also V', rations
ferner 2, — 23 + #, F 7, also V7, und Ve, von den Formen y/+4'Y—
woraus die erforderlichen Eigenschaften auch fiir die kubische Resolvente folge

Will man Quadratwurzeln aus komplexen Zahlen vermeiden, so nehn
man die Cartesischen Formeln:

xl=A+Vz~l+"/a—zl+ 21/;?_, x,=A+V§;—]/a—zl+ 2]/1
ry=A- V?.+‘|/a—a—2]/§, x4=A—VZ—]/a—zl—2]/§

Setzt man, wie erforderlich:

2,=p, a=p+2q, c=p(¢*+ 3r%,
so wird:

a;1=A+V;+V2q + 2V + 31, x=4A +V5——V2q+ 2V + 3r

n=A—Vp+|/20—V@+ 37, e=A—Vr—]|/20—2Vs + 3
Soll z, sich durch ausfiihrbare Wurzelausziehungen ergeben, so miisse

ferner ¥p und 1/2(1 + 2)/¢®+ 37* rational sein; dann wird auch

Veq—2Vq'+3r _ 2r
V-3 Vag+2vg't 8
rational, also die vier Wurzelo: «, =@, Z =8, 2=y+ 8 V—.
z,=y — 8Y— 3; a, B, y, 0 rational. Eine Gleichung mit solchen Wurze
hat die verlangte Eigenschaft. Denn die Wurzeln der kubischen Resolven:
sind rationale Funktionen von xyxp + x32,, ;73 1+ 2324, %%+ Zgxy, al
von den Formen p, g + rV/—38, ¢ — rV— 3; p, g, r rational. Ferner i
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Theoretische und experimentelle Untersuchungen
iber die Kreiselbewegungen der rotierenden Lang-
geschosse wihrend ihres Fluges.

—— ———
g ~.

Von ‘
Prof. Dr. CArL Cranz

in Stuttgart. ' K 30 T

Schluss. \ .

D. Vergleichung der vorstehenden Resultate
mit denen der Kreiseltheorie.

S—. .

Mit einem Kreiselapparat kdnnte, wenn auch etwas umstindlich,
le Bewegung der Geschossaxe um den Schwerpunkt S auf folgende
Veise nachgeahmt werden:

Man denke sich einen Kreisel, dessen Schwerpunkt S fester Unter-
ttzungspunkt ist, mit seiner Figurenaxe, zugleich Haupttriigheitsaxe,
ertikal gestellt und in dieser Lage in rasche Rotation versetzt. Eine
issere Kraft K driicke in einem Punkt L der Axe (SL =h,) auf
iese, zuniichst in der vertikalen Richtung durch den Schwerpunkt.
ach und nach werde die Neigung der Kraftrichtung gegen die Vertikale
ach einem bestimmten Gesetz vergrdssert; zugleich variiere die Grosse
er Kraft und riicke der Angriffspunkt L gegen den Schwerpunkt S
1. (Unter Umstéinden sei auch ein seitlicher Anfangsstoss auf die
xe ausgeiibt, und nehme ferner die Rotationsgeschwindigkeit des
reisels um die Figurenaxe mit der Zeit ab.)

Bei dieser Annahme entspricht die anfingliche Richtung der Kreisel-
ce der Anfangsrichtung der Flugbahntangente, die Kraft K der Luft-
iderstandsresultanten, der Punkt L dem variablen Angriffspunkt dieser
esultanten auf der Axe. Man erkennt unmittelbar, dass dieses Pro-
em wesentlich iiber dasjenige der gewdhnlich behandelten Kreisel-
'wegung hinausgeht; selbst dann, wenn man, wie es hier geschehen
b, nur den normalen Luftwiderstand, nicht auch die Reibung zwischen
1ft und Geschoss beriicksichtigt. Beide Probleme, das der Geschoss-
wegung und das der gewdhnlichen Kreiselbewegung, wiirden hin-
chtlich der mechanischen Behandlung erst dann identisch werden,
enn der Luftwiderstand nach Grosse und Richtung konstant bliebe
1d in demselben Punkt der Axe angriffe, was wieder die andere Be-
ngung in sich schldsse, dass der Geschossschwerpunkt sich gerad-
1ig gleichformig bewegte.

Zeitachrift f. Mathematik u. Physik. 43. Jabrg. 1898. 4.u. 5. Heft. 12
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Fiir diese spezielle Annahme mdgen die in Betracht kommende
Resultate der Kreiseltheorie* — fiir die Zwecke mancher Leser etw:
ausfithrlicher — hier zusammengestellt werden, iibrigens sogleich m
den Ausdriicken der Geschossbewegung.

I. Bewegung im luftleeren Raum. Die Geschossaxe fill
mit der anfinglichen Rotationsaxe zusammen und ist z
gleich Haupttrigheitsaxe.

In diesem Fall bleibt die Geschossaxe wihrend des ganzen Geschos
flugs sich selbst parallel. Dasselbe wiirde beobachtet, wenn im luf
erfillten Raum die Luftwiderstandsresultante jederzeit durch de
Schwerpunkt ginge.

II. Bewegung im luftleeren Raum. Die anfinglich
Rotationsaxe bildet mit der Figurenaxe und Haupttrigheit:
axe durch den Schwerpunkt einen sehr kleinen Winkel

Den Schwerpunkt S des Geschosses denken wir uns fest ode
was auf dasselbe hinauskommt, wir folgen in Gedanken dem Gescho:

und betrachten von hinten desse

‘Bewegung  allein  beziiglich d

@ Schwerpunkts S. Man hat sich nu

zwei Kreiskegel zu denken, erster

einen im Geschoss festen und m

diesem beweglichen Kegel, desse

Spitze S und dessen Axe die Figure

axe oder Geeschossaxe S P ist, zweiter

einen im Raum festen Kegel St

ebenso mit der Spitze in S; beic

berithren sich nach einer gemei

S schaftlichen Mantellinie. Der bewe

liche Kegel SP rollt auf dem feste

SO ohne zu gleiten ab; die auge

blickliche gemeinschaftliche Beriih

ungsmantellinie ist die momentane Drehaxe, um welche in del

betreffenden Moment die Drehung stattfindet. SO stellt die Richtun
der Laufaxe vor (Fig.17).

IIl. Bewegung im lufterfillten Raum. Die Geschossax
SP bildet zu irgend einer Anfangszeit den Winkel y, ode
S8;8S0 mit der Richtung S;S des Luftwiderstands. Kein A1
fangsstoss.

In den folgenden Figuren ist der Schwerpunkt S vor der Zeic)
nungsfliche, senkrecht iiber S; vorzustellen; P sei derjenige Punkt d

Fig.17.

* Vergl. hieriiber das vollstindigste Werk: F. Klein und A. Sommerfel
»» Uber die Theorie des Kreisels*, Leipzig von 1897 an, B. G. Teubner, Kap. IV, §§
und 2; Kap.V, § 2. (Herr A. Sommerfeld hatte die Giite, aus dieser in kurze
erscheinenden Fortsetzung einige Resultate, insbesondere die Kurventypen b
treffend, dem Verfasser im voraus mitzuteilen.)
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\xe, fiir welchen SP =1 m ist; siamtliche Kurven liegen auf einer
(ugelfliche um S mit Radius 1 m. Man hat vier Fille zu unterscheiden.

a) Greift die Resultante des Luftwiderstands vor dem Schwer-
unkt, also zwischen Geschossspitze und Schwerpunkt auf der Geschoss-
xe an, und dies ist bei der jetzt iiblichen Form der Langgeschosse
neistens der Fall, und ist ausserdem der Lauf mit rechtsliufig ge-
vundenen Ziigen oder Rechtsdrall versehen, so besteht die Bahn der Ge-

Fig. 18. Fig. 19. Fig. 20.

(4] 0 s

e

chossspitze aus den gestrichelt gezeichneten mehr oder weniger grossen
ogen (Fig. 18 bis 21), welche auf dem ausgezogen gezeichneten Grenz-
reis mit Radius SO, oder y,, dem Préizessionskreis, aufstehen und
ach aussen gehen. _

Und zwar, falls der Bruch (C?*r%):(44M), den wir Stabilitits-
aktor ¢ neonen wollen, gross ist, sind diese Bogen #usserst klein, so
assdie Bahn filr das Auge der Prizessionskreis selbst ist (Fig.18). Die
vichtung des ausgezogenen Pfeils giebt die Bewegungsrichtung der Ge-
chossspitze an. Sogleich an dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass
ieser konstante Kreis (Fig. 18) das Analogon zu dem verinderlichen
reis (Fig.12, 13, siche 3. Heft) ist, welcher in dem allgemeineren Fall
er Geschossbewegung von dem Punkt P der Geschossaxe, dem Geschoss-
nde, wie wir P heissen wollen, beschrieben wird. Wenn der Wert
es Stabilititsfaktors ¢ abnimmt, dadurch, dass » abnimmt oder M zu-
immt, oder beides der Fall ist, so erhilt man der Reihe nach die

12*
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Figuren 19 bis 21, mit immer grésser werdender Amplitude 4 B (Fig.2
der Nutationsbogen. Diese Amplitude ist, wenn sie klein ist, n
geniigender Anniherung gleich 2—(,%1 -siny,; falls sie gross ist, I

man cos(S;B) =06 Ve?+1—2-06- cosp,; zieht man von dem erh
tenen Winkel S, B den Winkel S, 4 oder p, ab, so erhilt man «
Amplitude AB oder Winkel 4SB.

Der Winkel S,SB bleibt < 90°, falls ¢ > (1:2cosy,) ist. Wi
6 noch kleiner, so fliegt das Geschoss zeitweise in einer Lage, wol

Fig. 24. Fig. 25. Fig. 26.
0 0 _,

die Axe senkrecht zur Bewegungsrichtung des Schwerpunkts stel
und beginnt weiterhin, ndmlich bei weiterer Abnahme von o, si
nach hinten zu iberschlagen.

b) Liegt bei Linksdrall der Angriffspunkt vor dem Schwerpun]
so hat man #hnliche Kurvenformen wie vorhin; nur sind die beid
Pfeilrichtungen umgekehrt, wie z.B. Figur 22.

¢) und d) Liegt der Angriffspunkt der Resultanten auf der A
hinter dem Schwerpunkt, zwischen Geschossboden und Schwerpun!
so befinden sich die Bogen der stossfreien Nutation auf der inner
Seite des Prizessionskreises (Fig. 23 bis 26). Dabei beziehen sich «
drei Figuren 23 bis 25 auf den Fall der Rechtsrotation, des Recht
dralls; man erkennt, wie mit abnehmendem Stabilititsfaktor ¢ «
Amplitude 4B successiv wiichst, wie also der die Bogen nach inn
zu begrenzende Kreis kleiner und kleiner wird. Die Figur 26 dageg
zu welcher die entsprechenden anderen fiir abnehmendes ¢ zu denk
sind, bezieht sich auf den Fall des Linksdralls.
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IV. Bewegung im lufterfiillten Raum. Die Geschossspitze
halte anfangs einen zur Priizessionsbewegung (Pfeil ausgezogen)
ngentiellen Stoss w, (Pfeil gestrichelt). Dabei sei , positiv ge-
hnet, wenn die Pfeile gleichgerichtet sind, andernfalls negativ.

a) Der Anfangsstoss erfolge in derselben Richtung, in der die
izessionsbewegung vor sich geht (w, positiv). Man erhilt der Reihe
ch die Figuren 27 bis 33, falls entweder bei gleichem Wert des
abilititsfaktors ¢ die Grosse w; des Stosses wichst oder bei gleichem
)ss 6 abnimmt, oder wenn zugleich w, wichst und ¢ abnimmt.

Verfolgt man diese Figuren, so bemerkt man, dass, bei gleichem
und wachsendem 1, anfangs die Bogen sich abflachen, dann mit

w,=(Cr —VC?* — 44M - cosy,) : (2A4cos p,)

- nutationsloser Kreis beschrieben wird, mit einer Winkelgeschwindig-
t gleich w,; weiterhin treten Nutationsbégen nach innen auf; der
se Bogen nach innen begrenzende, mit dem Priizessionskreis konzen-

Fig. 82.

che Kreis schniirt sich immer mehr ein, und er ist zum Punkt S,
vorden, d.h. die Bogen gehen alle durch S, (Fig. 30), wenn

0, — Cr
9= AT+ cosyy)
vorden ist. Von da ab erweitert sich, mit zunehmendem Stoss w;,
. . . C .
innere Grenzkreis wieder und, falls w,= Tc:s—y ist, hat man
g [}

der regulire Priizession (Fig. 32), jedoch wird diesmal der Grund-

is mit eben dieser grosseren Winkelgeschwindigkeit AL zuriick-
- CO8 ¥,

egt (man kann daher in diesem Fall den Grundkreis selbst als
en Nutationsbogen spezieller Art betrachten); wichst 2, noch mehr,
werden die Bogen immer grosser (Fig. 33), bis schliesslich das Ge-
oss nach hinten iiberschligt, und fiir w, = oo regelmissig und
nell die Geschossspitze von vorn nach hinten Rotationen um S aus-
rt, in einer Ebene durch S, welche den Grundkreis in O beriihrt.

b) Erfolgt der auf die Geschossaxe senkrecht ausgeiibte Anfangs-
ss tangential, aber in entgegengesetzter Richtung als die Pri-
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zessionsbewegung vor sich geht, ist also w, negativ, so werde
Nutationsbogen wiederum (bei Rechtdrall) rechtsliufig beschrieber
milssen also, da die Nutationsbogen immer in der Richtung des St
beginnen, jetzt auf der Aussenseite des Priizessionskreises liegen.
Amplituden sind um so grosser, je grosser der Stoss, der Radius

Grundkreises und das Luftwiderstandsmoment, ferner je kleiner £

In den beiden Figuren 34 und 35 giebt wieder der ausgezogene Pfe
Richtung der Priizessionsbewegung, der gestrichelte die Stossrichtur
Bei absolut wachsendem Stoss z. B. wird nach und nach einmal der
eintreten, dass die Gteschossaxe S P senkrecht zur Bewegungsrichtun;
steht, und sodann der Winkel PSS, noch grésser wird, bis schlie:
die Geschossaxe regelmissige Rotationen um den Schwerpunkt S,

Fig. 88. Fig. 84. _ Fig. 35.

”’-*.~h"-
S

o> re
'y N,
7 \
§ \
! 4

vorn nach hinten und zuriick, in einer den Grundkreis beriihre
Ebene durch S ausfithrt; dies ist der Fall fir

Cr

W=~ AT—cosyy)

Das Verhalten der Geschossspitze in den anderen Fiillen,
niimlich die Ziige links gewunden sind oder der Angriffspunkt
Luftwiderstandsresultanten hinter S liegt oder beides zutrifft, lasst
daraus leicht ableiten.

V. Dasselbe. Jedoch werde anfangs auf die Gesch
axe an der Spitze ein seitlicher Stoss w, ausgeibt, wel
senkrecht zur Prizessionsbewegung gerichtet ist.

Dabei sei w, positiv gerechnet, wenn der Stoss in der Richtung
negativ, wenn er in der Richtung OS, erfolgte. Wiederum mége nu
Annahme: Rechtsdrall und Angriffspunkt vor dem Schwerpunkt Er
nung finden. Immer beginnen die (gestrichelt gezeichneten) Nutat
bégen in der Stossrichtung; daher hat man jetzt gewisse mittlere L
derselben zwischen denen der Figuren 27 bis 33 und denjenigen
Figuren 34, 35. Ein solcher Fall ist in Figur 36 angegeben.
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Die Grodssenbeziehungen in allen diesen Fillen lassen sich aus
en Grundgleichungen der Kreiseltheorie (Flichensatz und Satz von
er lebendigen Kraft) mit ¢ und C, als Integrationskonstanten, ab-
iten:

35) A- (%:)2+ Asin®y- (‘(%—)2= —2M-cosy +¢c— Cr?

dad
dt

Hier ist y der Winkel PSS, zwischen Geschossaxe SP und
ichtung S8, des Luftwiderstandes zur Zeit ¢, 0 der Winkel der Ebene
S S, mit der Anfangslage 0SS, derselben. Die Winkelgeschwindigkeit
es Anfangsstosses um den Schwerpunkt S habe die Komponenten w, und
,; beide Stosse seien senkrecht zur Geschossaxe SO, aber die eine w;
nkrecht zur Ebene §S,0, die andere w, in dieser Ebene gerichtet;
¢ heisse der (beziiglich des Priizessionskreises) tangentielle Anfangsstoss,

. der senkrechte. Man hat dann fiir

dy do
t=017=}’0, 6=0; ‘(l‘t=ll),, E=w;.

36) Asin?y.— = C,— Cr.cosy.

Bestimmt man damit die Integrationskonstanten ¢ und C, und

iminiert sodann “fi% aus 35) und 36), so erhdlt man die folgende

Fig. 87.

ifferentialgleichung zwischen y und ¢, welche fiir jeden Moment ¢
>n Winkel y zwischen Geschossaxe SP und Bewegungsrichtung S,
>3 Schwerpunkts liefert:

A2-sin®y . (%}>2=A- sin®y-[2 M (cosy,—cosy)+ A w2+ A-sin?y,-w]
— [A-sin? py- w4 Cr(cos y,— cos p)]>
Denkt man sich diese Gleichung, unter Umstinden mechanisch
it Hilfe des Apparats von Abdank-Abakanowitz, integriert, so

iebt die Gleichung 36) fiir jeden Moment ¢ den Betrag der Drehung ¢
or Ebene PSS, um SS,.
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Setzt man in 37) ?—; = 0, so erhilt man die grossten und kleinst
Werte von p; mit cosy = u, o8y, = %, 8iny,= u, wird somit:
{ A(l—u®)[2M(uy—u) + A-w+ A-u®- - w?]
—[4-ul w + Cr-(u,— u))*=0.
Dies ist diejenige Gleichung dritten Grades in u, deren Auflsu

den kleinsten und grdssten Winkel PSS, giebt; zwei Wurzeln u lieg
namlich zwischen — 1 und + 1; die Gleichung lisst sich schreiben:

uS— w?(uy+ 7w B dg+ 4g) + u(— 1+ 2d5u, + 7,u,2)

38)

39 . ) . L.
) = g2+ 3, Ut i, 2wy — 7 — tu, % — u,
wobei zur Abkiirzung:
A-we? . A w2 . 9 Cr? . Cr.w;
W= BT ey BT 0T omMal WM

Speziell, wenn nur ein tangentieller Anfangsstoss stattfand, 2, =
war, so ldsst sich in 38) der Faktor u,— u heraussetzen, d. h. es
in diesem Fall y =y, die eine Losung von 38) oder 39), die N
tationsbogen sitzen in diesem Fall, wie es z.B. die Figuren 29 und .
angeben, auf dem festen Priizessionskreis mit Radius y, auf.

Die Gleichung 39) reduziert sich in diesem Fall auf die folgen

40) ud— u(lg+ 4 u?) =1 — jguy— j,u,t+ 7 uyu,’

Diejenige Wurzel u = cosy, welche zwischen — 1 und + 1 lie;
giebt den anderen Begrenzungskreis der Nutationsb&gen.

Ist hierbei der Stoss w;, so klein, dass man Aw® gegen 2M v
nachlissigen kann, so lisst sich fiir kleine Nutationsamplituden e
Niherungswert der Amplitude nach Klein und Sommerfeld so finde
man ersetzt u® durch den Anfangswert u,* und hat, da 1,%=1—u,*

. s s g o+
— UGy =t — U — U,
oder

Ug— U . (2MA 24\,

w, Y\ ¢ T or’ “=)’

bezeichnet man nun die grésste Amplitude der Nutationsbgen mit

setzt y = y,+ ¢ und entwickelt fiir kleine &, so ist w == u, F u,-¢, al
41) die Amplitude & = + sinyp,- (—2—3—{—4- — Si4‘41-147,).

Wenn endlich tiberhaupt kein Anfangsstoss stattfand, w, =, =
so wird der grosste oder kleinste Wert von y und damit die Amplitu

— 7, berechnet aus . .
Y= Ul — i1 — dguy,

oder es ist fiir den Winkel y dieses zweiten Begrenzungskreises:
42) o8y = 6 ) Y02+ i-—26-cos p,,
wobei ¢ der Stabilititsfaktor (C*r%): (4 M 4) ist.
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“Ein Niherungswert der Amplitude 4B oder & ist dann nach 41)

ler folgende: .
43) Amplitude = smg;f,MA .

Die Weiterverfolgung der Gleichungen 35) und 36) zeigt sodann,
ass die durchschnittliche Winkelgeschwindigkeit %‘;; mit welcher der

’riizessionskreis beschrieben wird, % ist; also die Periode der Pri-
essionsbewegung ist
2x - Cr
44) T=——5
renauer ist fiir die langsame regulire Priizession:
45) T 2n-2A4-cosy, .
Cr—yC**— 4AMcosy,
Ferner wird ein Nutationsbogen bei gegebenem Stoss w, in der
leit beschrieben (vergl. Klein-Sommerfeld 1. ¢.):
2n-A
46 T, -
) VYOI e ANt AT witut ’
vofiir man, bei nicht sehr grossen p, und w, meist mit geniigender
\nniherung nehmen kann:

47) T,

- 2x-A .
Ve —aaM’
st der Stabilitiitsfaktor ¢ geniigend gross, so erhilt man hieraus,

urch Reihenentwickelung nach Potenzen von % und Verzicht auf die
Gheren Potenzen von der zweiten ab:
2n
48) Tv=Gr—sat
4 Cr

Uberblickt man nunmehr die aus der Kreiseltheorie gezogenen
tesultate und die fritheren Ergebnisse fiir die Geschossbewegung um
en Schwerpunkt, so filllt unmittelbar die folgende Analogie in die
\ugen: Was bei der Kreiselbewegung der konstante Priizessionskreis,
er (ausgezogene) Grenzkreis um S, mit Radius S,0 ist (Fig. 18 etc.),
velcher durch die Anfangslage O des Kreiselendes P geht und an welchen
ie Bogen der Nutationsbewegung sich anlehnen, das ist bei der Geschoss-
ewegung der (ebenso ausgezogen gezeichnete) verinderliche Pri-
essionskreis, der so variiert, dass sein Radius O M (Fig. 12, 13, 14, siehe
. Heft dieser Zeitschr.) sich stetig vergrossert und sein Mittelpunkt
ach abwirts und mehr oder weniger (bei Rechtsdrall) nach rechts riickt,
er aber immer durch den Anfangspunkt O hindurchgeht; er wird in
er variablen Zeit =2 Cr: M beschrieben; die Nutationsbdgen lehnen
ich im Fall der Geschossbewegung gleichfalls an diesen variablen Kreis an.

Eben durch diese Verinderung des Priizessionskreises macht sich
ie Krimmung der Flugbahn geltend, also die Thatsache, dass im
‘erlauf der Flugbahn der Winkel zwischen der Anfangstangente und
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der jeweiligen Flugbahntangente sich stetig vergrossert; und in «
Unsymmetrie des Priizessionskreises beziiglich der Vertikalebene du:
die Tangente ST liegt die Ursache und das bestimmende Moment ¢
Seitenabweichung des Geschosses, so dass fiir letztere die Gro:
f massgebend ist.

Die an die langsame Priizessionshewegung sich anreihenden, ras
verlaufenden Nutationen sind nicht in erster Linie fiir die konsta:
Seitenabweichung * sondern fiir den durchschnittlichen Gesamtwidersta
der Luft und damit fiir die Verzdgerung bestimmend, welche der Gescho
schwerpunkt erfihrt; mit den Nutationen &éindert sich die Schussweite u
die Treffféhigkeit.

In dem speziellen Fall, wo die Flughahn sich auf eine Gera
reduziert (o = 0), fillt das Problem der Geschossbewegung mit d
der Kreiselbewegung dann zusammen, wenn wir den Luftwidersta
nach Grdsse und Richtung konstant nehmen; wie frither erwihnt, s
aber in der That in jedem der einzelnen Intervalle, in welche die ]
wegung des Geschosses zerlegt wird, ein konstanter Mittelwert von
angenommen werden; somit milssen auch die betreffenden Ausdriic
beiderseits identisch sein. Wir sind also im stande, mit Hilfe ¢
Kreiselbewegung jetzt nachtriiglich eine oben angekilndigte klei
Korrektion an unseren fritheren Formeln fiir die Geschossbewegu
vorzunehmen: Das Gleichungssystem 14) und 15) konnte nur n

Vernachlissigung gelost werden; es wurden z. B. die Ableitung
9 ynd df‘
dt

Vernachlas&gung in 3) und 3a) statt; dadurch entstehen Ungenau:

keiten. Die Kreiseltheorie legt es nahe, in

f‘=_91 r und fi=—p:r
A zu nehmen. Verfolgt man damit die weiteren F
rechnungen, so 1st in 23) und 24) statt » — N zu nehmen: r_Nu

A
statt B, = 2

neben r-f, und 7-f; vernachldssigt, ausserdem fand ei

statt » vielmehr

rt + —t zu setzen:
- / M
ﬂl = 4 rt + 6; t.
Damit geht die Gleichung 31) tiber in
 J—

9
Cr M’
7 Yor
ibereinstimmend mit 48); ferner wird Ausdruck 34) zu
20N 2.8,-4-M
Cr Tz —

y: |
iibereinstimmend mit 43); 28) stimmte schon zuvor mit 44). In d

Zusammenstellung der Resultate sind diese Korrekturen verwertet.

* Ist die Priizessionsbewegung Null und sind die Nutationen gross, so werd
dieselben Abweichungen abwechselnd nach rechts und nach links erzeugen.
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Es diirfte zum Schluss dieses Abschnittes angezeigt sein, mit
nigen Worten das Niaherungsverfahren zu erwihnen, welches Saint-
ybert anwandte, und welches sich seitdem mit mehr oder weniger
inderungen durch eine grossere Anzahl von Arbeiten*) hindurchzog:
r Schwerpunkt S befinde sich vor der Zeichnungsebene (Fig. 38)
der Flugbahnvertikalebene SOT. Zur Zeit ¢ sei ST die Tangente,
1 die Geschossaxe. Der Winkel zwischen der Vertikalebene SOT
d der ,Stossebene* SAT zur Zeit ¢ sei @; der Winkel zwischen
ngente ST und Axe SA (bfters Nutation genannt) sei «. Es wird
niichst, ganz analog der Kreiseltheorie, der Fall behandelt, dass
 Tangente ST ihre Richtung beibehalte; zur Zeit ¢ 4 dt ist ¢ um
> gewachsen, man hat annihernd Fig. 98.

a) 8¢ = or-dt. 0

immehr wird auch die Richtungsinder-
g der Tangente folgendermassen ein-
zogen: Zur Zeit ¢ 4 dt¢ ist das
schossende 4 nach B, das Tangenten-
de T nach 7, gelangt, wobei
TT,= —de

» mit wachsendem ¢ die Tangenten- T
igung @ abnimmt); der Winkel T'T, B
jetzt @ +dg; AT ist zu BT, oder —do
+ de geworden.

Fillt man von T auf BT, das Lot,
hat man b) da = — cos@-dw; und T,
> Anwendung des Sinussatzes auf A
BT, giebt, mit sehr kleinen Ander-
gen dgp und de, die Beziehung

tgop M tgo
0) ‘ d¢—5¢*7§;-da——0;dt——té~;-da.
Die Gleichung b) verwandelt sich mit der allgemeinen Beziehung
do _~ gcosw
dt v

- die Bewegung des Schwerpunkts ohne Riicksicht auf die Rotation
rgl. des Verfassers Kompendium $. 87) in die folgende:

* Comte Paul de Saint-Robert, Ktudes sur la trajectoire que décrivent
projectiles oblongs, Paris 1860, 2. Teil — M. Astier, essai sur le mouvement
 projectiles oblongs, Paris 1873. — J. M. de Tilly, balistique, Paris 18756. —
mte de Sparre, mouvement des projectiles oblongs dans le cas du tir de plein
et, 1875; vergl. auch Mayevski-Klussmann, iiber die Ldsung des Problems
; direkten und indirekten Schiessens. Berlin 1886, S. 77flg.; ferner de Sparre,
- le mouvement des projectiles dans l'air, Paris 1891. — Muzeau, sur le
uvement des projectiles dans l'air; revae d’Artillerie, tome 12 (1878) p. 422
1 495; t.13 p. 81, t. 14 p. 88; ferner Muzeau, cours d'Artillerie, balistique
érieure 1888, 1. Teil. — Auf dasselbe Verfahren lduft auch die Ldsung von
sal schliesslich hinaus: Résal, mécanique générale; t.1p.375, Gleichungen 9)
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d) do =+ cos@- coui dat;

diese und c) bilden die beiden Grundglelchungen. Wird aus beide
dt eliminiert, so hat man die Differentialgleichung erster Ordnun
zwischen « und @:
d(squ) M-v
e) + e tga sing = Cr-gcosw

Diese lisst sich unter Zugrundelegung konstanter Mittelwerte vo
M, v, ® wihrend kleiner Zeitintervalle integrieren und liefert

. F
f) sing = ——— (1— cosa);
wobei F wm Yo ist und die Integrationskonstante aus ds

Cr-g-cosm
Bedingung: ¢t =0, @ =0, o =0 bestimmt wurde. Damit ist ¢ a
Funktion von « ausgedriickt, mit d) ldsst sich somit & in Funktic
von ¢ ermitteln; es wird

g) 2p-cosa = n + V4amp + n?-cos (VP UL"‘)’

wobel m =1—F? 5 =2F3 p=1+4 F2

Dieses Losungsverfahren, dessen Grundziige wenigstens hier a
gedeutet sind, wurde in neuerer Zeit besonders von v. Wuich (siek
oben) nither ausgebildet.

Besonders einfach liisst sich dasselbe durch successive graphisch
Konstruktion durchfihren. Z.B. fir die deutsche schwere Feldkanon
ist die Dauer eines Priizessionsumlaufs (siche Beispiel weiter unter
cre. 0,7 Sek.; nimmt man also in dleser Zeit das Widerstandsmoment J

anndhernd konstant ebenso v und ¢ t’ so hat man folgendes: Fir a

werde das konstante Zeitintervall At = 0,1 Sek. gewihlt; das Ende de
Tangente befindet sich zu den Zeiten ¢t =0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4... i
0, T,, T,, T, etc. Das Ende der Geschossaxe befand sich anfangs in (
Nach A¢=0,1 Sek. hat sich die Ebene durch Geschossaxe S4 un
Tangente ST oder die von v. Wuich sogenannte Stossebene um de
7. Teil von 360° gedreht; man beschreibe also um 7, einen Boge:
mit Radius 7, O von cre. 51% das Geschossende liegt jetzt in A,; nac
At = 0,2 Sek. ist die Tangente ST,, die Geschossaxe S4; (Bogen un
T; mit T, 4, von 51°); fiihrt man so fort, so erhilt man die Zeichnun;
Figur 38a; man sieht daraus wie aus Gleichung f), dass danach i
der That das Geschossende A bei Rechtsdrall stets auf der rechte:
Seite der Flugbahnvertikalebene SOTT;. .. bleiben muss. (Eine gan
ahnliche Figur erhdlt man durch Rechnung.)

Ob dieses Resultat fiir die Priizessionsbewegung (denn auch hie
ist es diese Bewegung, um die es sich handelt) das richtige ist, ode
das Resultat des Verfassers, wonach die Geschossspitze zeitweilig nacl
der linken Seite iibertritt, jedoch lingere Zeit auf der rechten Seit
verweilt, muss schliesslich der Versuch entscheiden, der allerding
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dadurch erschwert sein wird, dass, wie ich oben nachgewiesen habe,
in erster Linie die Nutationen es sind, welche der Beobachtung sich
darbieten. Jedoch, selbst wenn die Nutationen als sehr klein zu ver-
nachliissigen wiiren, kénnten Laboratoriumversuche mit geschossartigen

Kérpern, die in cardanischen Ringen
leicht drehbar angebracht sind, wegen
der Reibung nicht wohl entscheidend
sein. Ich suchte weiterhin den Luft-
widerstand, dessen Richtung bei Ge-
schossen fortwihrend wechselt, durch
magnetische Kraft zu ersetzen; an der
Axe eines Messingkreisels war eine
Eisenmasse angebracht; auf diese wirkte
die Anziehungskraft eines kriiftigen
Elektromagnetpols, der nach und nach
gegentiber dem Kreisel verschoben
wurde; auch hier zeigten sich volle
kreisartige Priizessionspendelungen; dies
wiirde darauf hindeuten, dass die Ge-
schossaxe zeitweise nach der linken
Seite der Flugbahnvertikalebene iiber-
treten muss; allein auch solche Versuche
konnen nicht entscheiden, da die Ana-
logie mit der Mechanik der Geschoss-
bewegung keineswegs vollstiindig her-
gestellt ist.

An dem Verfahren St. Roberts
ist prinzipiell jedenfalls auszusetzen, dass
hierbei die Annahme gemacht wird, die
successiven Drehungen der Stossebene
milssen um die jeweiligen Tangenten-
lagen herum erfolgen. Beim Kreisel er-
folgt, wenn von den Nutationen ab-
gesehen werden kann, die reguliire Pri-
zessionsbewegung um die Richtung der
diese Bewegung bewirkenden i#usseren
Kraft, der Schwerkraft, herum; analog
muss beim Geschoss die Drehung der
Stossebene um die zur Luftwider-
standsresultanten Parallelen durch
den Schwerpunkt S herum, nicht aber
um die jeweilige Tangente ST;, S7,---

~ uypebn|f
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Ry

t=03

ezydsuspuabuny 4op bayy
e |

t=0,4 T4

t=05 T,

|

Fig. 38a.

herum vor sich gehen. Dieser Fehler ist bei unserer obigen Theorie
dadurch vermieden, dass von vornherein mit den Komponenten des Luft-
widerstands gerechnet wurde; auf der anderen Seite waren auch bei

p oM

N
“%3zp1dgss0y2soD *°
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des Verfassers obiger Theorie (welche, wie bemerkt, schliesslich
Entwickelungen Poissons zuriickgeht) Vernachlissigungen zum Zwe
der Durchfithrung der Integrationen erforderlich, weshalb auch
kleine Winkel &, ¢, « die Resultate der Theorie von denen der ]
obachtung etwas abweichend gefunden werden konnten.

Ubrigens sind die Resultate beider Theorien, derjenigen +
St. Robert-Wuich und derjenigen des Verfassers, weniger von e
ander verschieden, als
auf den ersten Anbl
scheinen konnte — f:
nur die Theorie St. I
berts etwas modifizi
wird:

Bei der successi
graphischen Losung,
auf der Vorstellung ber
(Fig.38a), als ginge
Anderung der Tangent
lage ruckweise vor si
lisst sich ndmlich der
withnte Fehler, der in .
Robertschen Theo
durch das Nichtparal
sein von Tangente
Luftwiderstands- Result
ten entsteht, fir den F
dass von den Nutatio
abgesehen wird, lei
. vermeiden. Man gzerl
3 wieder (Figur 38b)
Flugzeit in aufeinan

5, folgende etwa gleiche Z
teilchen A¢ und konstruiere wieder die aufeinander folgenden La
der Tangente, also SO, ST, ST;, ST;---, wie dieselben ohne Ra
sicht auf die Rotationsbewegung in der Vertikalebene durch Schw
punkt S (dieser vor der Zeichnungsebene gedacht) und Bewegun
richtung von S gegeben sind zu den Zeiten 0, Af, 2-Af, 3-At
Zur Zeit t = 0 befinde sich die Geschossaxe und zugleich die Tange
in SOj; es ist also noch kein Anlass zur Priizession gegeben; zur Z
t = At ist die Tangente lings ST, gerichtet; zu dem Winkel O
oder & zwischen Tangente ST, und Axe SO berechne man M 1
suche [1.] den zugehdrigen Winkel % zwischen Axe und Luftwiderstan
resultante auf; diesen Winkel 4 trage man als OM, auf der V
lingerung von OT, ab und beschreibe um M, mit Radius M, O en

Kreisbogen 0OA,, dessen Centriwinkel im BogenmaB . = —é‘_[—r-At
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ist die Geschossaxe in S4,. Nun ist aber nach ¢{=2-A¢ die
ente in ST,, der Winkel zwischen Axe und Tangente ist jetzt
[,, dazu suche man M und den zugehdrigen Winkel % auf
trage den neuen Winkel % auf A, T; als 4 M, auf, beschreibe
i, mit Radius M; 4, einen Kreisbogen 4, 4; mit dem Centri-

M
el Tr ‘At u.s.f.

Bei diesem Verfahren successiver punktweiser Konstruktion der
ssionskurve gelangt die Geschossaxe zeitweilig auf die linke Seite
lugbahn -Vertikalebene; man erhilt eine Prizessionskurve dhnlich wie
gur 12, abgesehen davon, dass nicht notwendig die sich erweiternde
le immer wieder durch O gehen muss.

Man erkennt auf diese Weise, dass in der That die Resultate
r Theorien nicht so sehr von einander abweichen; es ist auch,
 man die Bezeichnungen vergleicht, der obige von den periodischen
ern freie Term v, welcher die Seitenabweichung bestimmt, und
er vom Verfasser mit f bezeichnet wurde, identisch mit dem-
en von Magnus de Sparre und Mayevski [2.]:

0-siny = (P-g):[4R* a-s-u-F(u)]
mit demjenigen von N. v. Wuich [3.]:
a,=b:(a-utt);

| ist jedoch darauf aufmerksam zu machen, dass bei v. Wuich u. a.
+ ,Nutation® der Winkel « zwischen Tangente und Axe, also
s anderes verstanden ist, als in der Kreiseltheorie.

inmerkung: [1.] Mittelst der Kummerschen Formeln (des Yerfassers Com-
um 8. 159 fig., tgn=X: Z) oder mit denjenigen von v. Wuich l.c. S. 82;
giebt v.Wuich S.92 die folgende Tabelle fiir den Winkel 7 zwischen Geschoss-
nd Luftwiderstandsresultanten, fiir verschiedene Winkel « zwischen Axe und
ahntangente und fiir mehrere Geschosslingen H (in Kalibern gemessen):

——

5% | 10° | 20° | 30° | 40° | 50° | 60° | 70° | 80° [ 90° und fiir

' M [
9044’ 86"65’!57°14' 66° 4'|70°53'|74°12' 76°85'|78°28'|80° 2'|88°28'| H=2 Kalib,

0044’ 39"11'560"14' 69°55"|76°11' | 78°22':80°24' |81°50' |82°52' |83°36' | H=2,6
2052 43°12';63°57’ 70° 9'|76°28' 79° 7'380"57’ 82°18'(88°22' |84°15' | H=12,8
5°88'(49°84' 68°53'|74° 0 79°22'|81°80' 82°55' |83°56' |84°48'85°43' | H = 3,6

”

”

”

r giebt diese Tabelle die Werte n nicht fiir kleine o (nicht zu verwenden
hierfiir die folgenden Tabellen I und II, weil II mehr empirische Daten ent-
als I).

2.] Mayevski, Uber die Lésung der Probleme des direkten und indirekten
ssens; deutsch von Klussmann, Berlin 1886 bei Mittler & Sohn, S. 77.

3.] 1. c. p. 407.
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E. Tabelle fiir die Komponenten W, und W, der Luftwiderstands

resultanten parallel resp. senkrecht sur Axe des Langgeschosses

sowie fiir die Lage des Angriffspunkts der Resultanten au
der Axe.

Die beigefiigte Tabelle soll die sehr umstéindliche Berechnung
Luftwiderstandsmoments M erleichtern, so lange man auf eine sol
Berechnung angewiesen ist. Sie ist aus den Formeln entstan
welche Kummer beziiglich cylindrischer Geschosse mit aufgeset:
Halbkugel und mit aufgesetztem Kegel fiir die Komponenten W,,
und fiir den Abstand ¢ des Angriffspunkts vom Geschossboden unter
Voraussetzung berechnete, dass der normale Luftwiderstand gegen
in der Luft bewegte ebene Fliche proportional dieser Fliche und «
Quadrat des Kosinus desjenigen Winkels sei, welchen die Flicl

Fig. 5. normale mit der Bewegungsricht
A bildet. @ Die Kummerschen Bers
nungen zu Grunde zu legen, lag
halb nahe, weil einerseits die betreffen
analytischen Entwickelungen in gleic
Allgemeinheit fiir kein anderes Ge:
durchgefithrt sind und andererseits
mehreren Vergleichen mit Beobas
ungen die Formeln Kummers ke
ungiinstigeren Resultate ergaben,
‘die sind, welche aus anderweitigen
anderen Gesetzen und unter spezielle
Annahmen aufgestellten Formeln flos:

Als Form der Spitze des La
geschosses ist die gegenwirtig
meisten tibliche sogenannte ,ogiva
vorausgesetzt (Fig. 39); der Lang
querschnitt des Geschosses hat hie
die Gestalt etwa eines gotischen Fensters; ist M der Mittelpu
des Kreisbogeunprofils 4 B, so heisst M 4 = M B=¢ der Abrundun,
radius. Weun die Héhe h des zugespitzten Teils des Geschosses,
Kalibern d = 2R oder in Geschossradien R gemessen, gegeben ist,
ist damit zugleich der Abrundungsradius ¢ sowie der halbe Winkel »
der Spitze gegeben; es ist ndmlich:

:
-~

b=
g
7
/,Q

.

&

L — ——,—,— — —] -~
7]

3

2
<

h
49) siny =% oder tgn = O—}L,

50) @=5-o

gleichwertig sind also z. B. die Angaben.

&
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=05 1 15 2 3

—05 0866 1118 1323 1,658

Die Berechnung erfolgte durch Interpolation aus den Formeln fiir
wufgesetzte Halbkugel und fiir den aufgesetzten Kegel; fiir diese
n Formen und fiir eine grdssere Anzahl von Winkeln « zwischen
rahntangente und Geschossaxe wurden die numerischen Werte der
ffenden Grossen W,, W,, n berechnet, und sodann je fiir die
le Spitzenform ein Mittelwert zwischen den Zahlen fiir die Halb-
. und den Kegel genommen, entsprechend den Verhiltnissen der
el 7 an der Geschossspitze bei den drei Formen; endlich wurden
ibrigen Werte graphisch interpoliert. Eine Gebrauchsanweisung
er Tabelle beigegeben. Eine Tabelle direkt fir das Luftwider-
smoment beziiglich des Schwerpunkts liess sich deshalb nicht
en, weil durch Anderung der Massenverteilung im Innern eines
yeschosses die Schwerpunktslage geindert werden kann; letztere
in jedem Fall empirisch bestimmt werden; jedenfalls ist diese
mmuug sicherer als die Berechnung.
Von Daten der Beobachtung wurden bei Aufstellung der Tabelle
ele verwertet als irgend anging; insbesondere konnten die Ver-
ergebnisse von Ingalls* und die neueren Mitteilungen von Heyden-
, L c. filr W, beriicksichtigt werden. Grundsitzlich wurden die
achtungsresultate vor den Rechnungsresultaten bevorzugt, da
Reihe von mitbestimmenden Einflissen von Kummer nicht mit
echnung gezogen werden konnten; dies gilt z.B. von dem Ab-
 der Luft an dem Geschoss, der, wie Kummer selbst durch Ver-
- gezeigt hat, die Rechnungsergebnisse nicht unwesentlich modifi-
es zeigte sich, dass die Versuchsreihen Kummers tiber die Werte
Funktion von « durch eine gerade Linie noch besser dargestellt
als durch die theoretisch erhaltene Kurve; es wurde deshalb
hen den Endwerten z einfach proportional « interpoliert.
Eine andere derartige Tabelle hat N.v. Wuich (L ¢.) auf wesentlich
er Grundlage aufgestellt; eben weil die Zahlenwerte beider
len nicht wenig von einander abweichen, so schien es mir nicht
rt, diese neue Tabelle vorzulegen, die ich jedoch nur als einen
yehelf angesehen wissen mdchte, bis es némlich Ballistikern
Physikern moglich geworden sein wird, durch ausgedehnte Ver-
reihen, etwa nach Art der Neesenschen, genauere®™ empirische
len aufzustellen (Gber deren Notwendigkeit siche weiter unten).

* James M. Ingalls, Capitain, First Artill.: Journal of the United States
ry, April 1895, Nr. 2, Vol. IV p. 191; vergl. auch den Auszug dieser Arbeit
- dsterreichischen Zeitschrift: , Mitteilungen iiber Gegenstinde des Artillerie-
eniewesens, Wien Jahrgang 1896, 7. Heft, S. 411.

* Die Zahlen der folgenden Tabellen sind bei der Verwendung als nur auf die
Jezimale genau zu behandeln ; die Genauigkeit ist wahrscheinlich noch geringer.

tschrift f. Mathematik u. Physik. 43.Jahrg. 1898. 4. u. 5. Heft. 13
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‘Winkel a

zur Geschossaxe.
Man multipliziert W, (siche unten) mit dem Faktor der Tabelle.

H = ganze Geschosshthe in Kalibern,
= Winkel zwischen Geschossaxe und Flugbahntangente.

Tabelle I
fir die Komponente W, der Luftwiderstandsresultayten senkrecht

h = Hthe des zugespitzten Teils,

Winkel a
swischen H= 2,5 Kaliber gwischen H= 2,6 Kaliber
Gesch Geschoss-
axe und h axe und h
e | ogl 1 [ 13| 15| 2 | el _osl 2 |18 18] 2
tangente || 1 ai Kal. | Kal. | Kal. | Kal. | tangente Kai Kal. | Kal. | Kal. | Kal.
@ -4
o || 000|000} 000]|000|000| 35 [ 164]1,49]144]140]184
1 { 0,00 | 000|000/|000|000| 86 | 171|1656]|150]145]|1389
2 [ 001]001 (001|001 ]|001] 37 [ 178]161|1866]150]|144
8 [ 003|002} 002|002|002| 388 [ 188167/ 161]155]149
4 |[005|004]|008|003|0038] 39 |19 1738|166 1,611,564
5 [ 008|007]|006]|006|005] 40 | t9o7|179]|172]|166]1,59
6 |(011]010]009|009|008| 41 ||204]18¢]|178]172]1864
7 |lo014 018|012 011[010]| 42 [ 210 190 | 1.84 | 1,77 | 1,69
8 [ 018|017 | 015|014 |013| 48 [ 216|196 | 190|183 | 174
9 [lo22|020{018|017|016]| 44 | 222 202|195/ 188|179
10 [ 026|024 | 022|021 02| 45 [ 220 |208]20 |1,94]184
11 | 080 | 0,28 | 026 | 026 | 024 | 46 [ 2,86 | 2,14 | 2,06 | 1,99 | 1,90
12 [ 0384|032 030|029 |027| 47 [ 248220 (211|204 ] 1,95
18 (089|036 |034|038]|031] 48 [ 2850]2025]|217]210]200
14 |l 043 | 041|088 | 087 |085| 49 | 285|231 |222|215]| 204
16 {048 | 045|042 | 040|039 50 [ 262 236]227]|22 | 200
16 052 | 049 | 045 | 044 | 048 | 51 [ 268 | 242 | 2,82 | 225 | 814
17 || 0,67 | 0,54 | 0,50 | 0,48 | 0,47 | 52 | 278 | 2.47 | 2,87 | 2,30 | 218
18 | 062|058 | 055|053 061] 53 | 279|258/ 243|234 222
19 [ 068 | 062|059 | 058 |066| 54 [ 285|258 248|238/ 226
20 | 0,78 | 0,67 [ 0,64 | 063 | 060 | 55 | 292264258248/ 231
21 {1 0,78 | 0,73 | 0,68 | 0,67 | 0,64 | 56 || 298 | 2,69 | 2.58 | 2,48 | 2,36
22 (083|077 |074 | 072|069 57 | 304]|274]262]|252]240
28 [ 089 082|080 |077]074] 58 | 810/ 279|267 257|244
24 [ 095|088 |084 082|078| 69 | 315/ 2882712861248
25 | 1,02 | 093|090 | 086 |0ss| 60 | 321|288 275265/ 252
26 | 1,08 | 098 | 0,95 | 0,92 | 0.88
27 | 1,14 | 1,04 | 1,00 | 097 | 0,93 | 65 || 3,45 | 3,09 | 2,96 | 2,86 | 2,70
28 |[1,19 [ 1,10 | 1,06 | 1,02 ' 099 | 70 | 8,63 | 3127 | 3115 | 3,08 | 2,84
2 [ 126 | 1,15 | 112 | 108 11,04 | 76 | 876 | 8,40 | 3,27 | 8,18 | 2,96
so |l132 121 (117114 1,09 gg g’gg 2,48 3,86 | 3,24 | 3,04
; X '51 | 3.88 | 8.28 | 3,06
81 /1,88 (127|128 119 114 | g8 [ 590 | 5001 338 | A | 808
82 |l 145|133 | 128|124 119 ) , » h ]
33 | 1,62 | 1,89 | 1,38 | 1,29 | 1,24
84 |/ 1,68 | 1,44 | 1,39 | 1,35 | 1,29
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Tabelle I (Fortsetzung).

kel a Winkel &

schen H=238,5 Kaliber awischen H=28,5 Kaliber

hoss- Gesch

- und B axe und B

lug- Flug-

na- —op| 1 | 18| 15| 2 bahe —op| 1 | 13|15 2

gente || g Kal. | Kal. | Kal. | Kal. | tangente || &) Kal. | Kal. | Kal. | Kal.

(1 o

0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 86 | 221205197190 182
0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 36 | 2,30 | 2,14 | 2,06 | 1,98 | 1,90
0,01 | 0,01 | 0,01 | 0,01 | 0,01 37 | 240 | 222|214 206|199
0,04 | 0,08 | 0,02 | 0,02 | 0,02 38 || 249 | 2,81 | 2,28 | 2,15 | 2,07
0,06 | 0,06 | 0,04 | 0,04 | 0,04 89 || 9,68 | 2,40 | 2,32 | 2,28 | 2,16

0,10 | 0,08 | 0,07 | 0,07 | 0,07 40 | 267|249 | 240 | 232924
0,14 | 0,12 | 0,12 | 0,10 | 0,10 41 | 2772568 | 248 | 2,40 | 2,82
018 | 0,16 | 0,15 | 0,14 | 0,14 42 || 2,87 | 2,67 | 2,66 | 2,48 | 242
0,22 | 0,20 | 0,19 | 0,18 | 0,18 48 || 2,97 | 276 | 2,65 | 2,67 | 248
0,26 | 0,24 [ 0,24 | 0,28 [ 0,22 44 | 3807|2856 | 274 | 2,66 | 2,56

10 | 031|030/ 020|028 | 0,26 45 |[ 8,16 | 2,94 | 2,83 | 2,73 | 2,64
11 | 037|036 |034|038 |03 | 46 | 325 304|292]|283]|272
12 | 043 | 041 | 0,39 | 0,38 | 0,35 47 || 8,85 | 3,18 | 3,00 | 2,92 | 2,80
18 | 0,49 | 0,47 | 0,44 | 0,48 | 0,40 48 | 344 | 8,21 | 3,09 | 3,01 | 2,89
14 || 0,55 | 0,62 | 0,60 | 0,48 | 0,45 49 || 854 | 880 | 3,17 | 3,08 | 2,98

15 || 0,61 | 0,68 | 0,56 | 0,54 | 0,60 50 |/ 3,68 | 338|825/ 817|806
16 || 0,67 | 0,64 | 0,61 | 0,59 | 0,65 51 |[ 8,72 | 346 | 3,3¢ | 3256 | 8,15
17 || 0,78 | 0,70 | 0,67 | 0,64 | 0,60 52 || 3,81 | 856 | 3,42 | 3,34 | 3,23
18 || 0,80 | 0,76 | 0,78 | 0,69 | 0,66 58 || 3,90 | 3,64 | 3,50 | 3,42 | 8,31
19 | 087|082 079|075 | 0,72 54 || 899|378 |359 350|839

20 || 098 | 088 | 085|082 |078| 55 | 408|380 368]|358]|847
21 || 1,00 | 0,95 | 092 | 088 | 083 | &6 | 416 | 387 | 3175 | 3.66 | 3,56
22 || 108 | 1,01 | 098 | 094 | 089 | &7 | 424 | 395 | 3,88 | 3.74 | 3,64
28 || 116 | 2,08 | 105 | 1,00 | 0,96 | 58 | 4,33 | 4.04 | 3,91 | 3,82 | 871
24 || 124 | 115 | 111 | 107 [ 102 | 89 | 441 | 412 | 397 | 8,88 | 8,78
25 || 1,32 | 1,22 | 1,8 | 1,18 | 108 | 60 || 449 | 419 | 4,04 | 8,95 | 3,84
26 || 1.40 | 1.30 | 125 | 120 | 1)16
»7 || 148 | 187 | 1,82 | 1,27 | 122 | 65 [ 485 | 4,58 | 4,37 | 4,27 | 4,14
28 || 157 | 144 | 1,39 | 134 | 1020 | 70 |{ 514 | 4,80 | 468 | 4,62 | 4,38
20 || 165 | 162 | 146 | 141 [ 136 | 75 | 5.35 | 5,01 | 4,84 | 472 | 457
30 || 1,74 | 1,60 | 1,64 | 1,49 | 143 2‘6’ gvg'g o | s | e | 410
94 | 477
31 || 1,84 | 1,69 | 162 | 1,67 [ 151 | S0 | BOT ) B BO4 Y A4 4TT
32 || 198 | 178 | 171 | 165 | 168 ' : 06 | 4,96 | 4,
33 || 2,02 | 187 | 180 | 1,78 | 1,66
34 | 212 | 1,96 | 1,88 | 1.82 | 1,74

OCOANOT WD =O

Anmerkung. W, ist der Luftwiderstand in Kilogramm gegen ein halb-
elformig endigendes Geschoss vom Kaliber 2 R Meter, falls dasselbe mit der
chwindigkeit v m/sec sich derart bewegt, dass die Geschossaxe in der Flug-
ntangente liegt. W, wird einer empirischen Tabelle entnommen. Ist der be-
‘enden empirischen Tabelle nicht ein Geschoss mit aufgesetzter Halbkugel
. 0,5 Kal.) zu Grunde gelegt, sondern z.B. ein Geschoss mit A=1,3 Kal., so

1
W,= 0,69
lerstandszahl fir die Geschwindigkeit v ist (und so weiter entsprechend den
gedruckten Zahlen der ersten Zeile in Tabelle II). Z.B. ist fiir R=0,12m,

13*

- Wis, wobei Wis die von dieser empirischen Tabelle angegebene
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Tabelle I (Fortsetzung).

Winkel a | Winkel a
zwischen H=4,5 Kaliber gwischen H=4, Kaliber
axe und A axe und h
ug- ng-
bane [—os| 1 | 13 [ 15 | 2 vens. |—ops| 1 | 18 [ 15 | 2
tangente || gy Kal. | Kal. | Kal. | Kal. | tangente Kal Kal. | Kal. | Kal. | Kal.
[ o
] 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 85 2,75 | 2,67 | 2,48 | 2,42 | 2,22
1 0,01 { 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 36 2,87 | 2,68 | 2,69 | 2,62 | 2,32
2 0,03 | 0,02 { 0,02 | 0,01 | 0,01 87 2,99 | 2,79 | 2,70 | 2,62 | 2,41
3 | 006|005 004|004|008| 38 | 312]291]280]272]250
4 [ 009|008 007]|007|008| 39 | 825]302]201]283] 260
5 0,18 [ 0,12 | O,11 | O,11 | 0,10 40 8,87 | 8,14 | 8,02 | 2,93 | 2,70
6 || 016|016 | 014|014 |014| 41 | 350 326|313/ 308|280
7 021|020 019|019 |018| 42 | 363]338]|324]314]290
8 0,26 | 0,25 | 0,24 | 0,28 | 0,22 43 3,75 | 8,60 | 3,35 | 3,25 | 8,00
9 [ 03208002 |028|027| 44 [387]|3862|347]3386]309
10 {037 |035|034|03s]|038| 45 | 400]374]388]|347]319
11 0,43 | 0,41 | 0,40 | 0,40 | 0,39 46 4,12 | 3,86 | 8,70 | 3,58 | 8,30
12 || 050 | 0.48 | 047 | 046 | 044 | 47 | 424 | 897 | 381 | 3}69 | 3141
13 0,67 | 0,66 { 0,64 | 0,68 | 0,50 48 437 | 408 | 3,92 | 3,80 | 3,52
14 ([ 065|063 | 061[060|006| 49 | 449]|419] 402|390 | 362
16 0,78 { 0,70 | 0,68 | 0,67 | 0,62 50 461 | 4,31 | 4,18 {400 | 3,72
16 | 080|077 | 075 | 078|068 | 51 [ 472|441 | 494|410/ 382
17 088 ( 0,85 | 0,82 | 0,80 | 0,74 52 484 | 4562 | 4,34 | 4,20 | 3,92
18 [ 096|092 089|087 |081| 53 | 496468 | 444|430 402
19 1,04 | 0,99 | 0,96 | 0,94 | 0,87 54 5,08 | 4,73 | 4,55 | 4,40 | 4,12
20 |l 1,12 | 1,07 | 1,08 | 1,01 | 094 | 55 | 520|484 | 465|450 422
o1 (1021|1156 | 112|109 | 101 | 56 [ 581 | 495 | 4.75 | 4,60 | 4,32
22 1,30 | 1,24 | 1,21 | 1,18 | 1,09 b7 5,42 | 5,06 | 4,86 | 4,71 | 442
28 | 141|133 | 130|126 |117]| 58 | 554|517 (497|482 ]| 452
24 161 | 148 | 1,39 | 135 | 126 | 59 || 5,65 | 6:27 | 5.07 | 4,92 | 4.61
25 [ 1611568148144 |1,88] 60 | 8765378175024
26 | 172 | 1,63 | 1,57 | 1,63 | 1,41
27 1,83 | 1,78 | 1,67 | 1,63 | 1,60 65 6,24 | 5,8¢ | 5,66 | 5,60 | 5,19
28 [l194 | 188|177 178 |169]| 170 | 6,68 | 628|607 |592| 559
20 [ 206|198 | 187|188 |169| 75 | 6986556387624 |58
ol F b e b B R gt
1 ) A k) Al
81 | 2128 | 2,18 | 2,08 | 202 | 186 | 50 [ 23T | 899 ) 839 ) S84 ) €20
32 || 240 | 2124 | 218 | 2112 | 1,95 , ) , ) 2
33 | 252 | 2,36 | 2.28 | 2.22 | 2,04
31 | 263|246 | 238|282 |218

h=1,5Kal. und v=241m der normale Luftwiderstand nach der Erfahrung 46,2 kgr;

also ist W=

46,2

0,66

W, =68,5-0,60 = 41 kgr,

Wp=68,5-0,61 = 85 kgr;

= 68,5 kgr; somit ist z. B. fir « =20° H=2,6 Kal., h=2 Kal,,

also die Resultante Y W,* 4 Wp* selbst = 64 kgr; ferner der Tangens des Win-
kels zwischen Geschossaxe und Resultante gleich 41 :35; dieser Winkel = 50° (dies
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Tabelle I (Fortsetzung).
;inkelc I - . ‘Winkel a . o
xwischen | H=15, Kaliber zwischen H=55 Kahber
axe und ‘ Iy axe und h
Flug- Flug-
vabn | —0p| 1 |13 1 18| 2 | an |_o5| 1 | 13| 18| 2
tangents || Lo Kal. | Kal. | Kal. | Kal. | tangente Kal Kal. | Kal. | Kal. | Kal.
« | ) « )
o | 000|000/ 000] 000/ 000 85 | 8,38 | 314|305 298 | 282
1 || 002 | 0,01 | 0,00 | 000 | 000 36 || 3,48 | 8,50 | 3,19 | 3,10 | 2,95
2 | 0,08 | 002 001|001} 000 87 | 863|843 | 8382/3828]|308
3 | 0,06 | 0,05 | 005 | 005 | 0,04 38 1 8,78 | 8,67 | 3,48 | 8,37 | 3,20
4 1010|009 | 0,08 | 0,08 | 0,07 89 |/ 893|871 |860]852] 333
5 1|04 0,8 ]|0,12] 012|011 40 |[ 4,07 | 3,85 | 8,74 | 8,65 | 8,47
6 | 018017 ] 0,16 | 0,16 | 0,15 41 || 4,22 | 399 | 388 | 3,78 | 8,60
7 lo023]|o022]021]| 021|020 42 !/ 4,37 | 4,14 | 400 | 8,92 | 8,72
8 | 029028027 026|025 48 || 4,82 | 428 | 4,14 | 4,05 | 8,84
9 | 036|035 084/| 038|031 44 ({466 | 4,41 | 428 | 4,19 | 397
10 || 043 | 041 | 040 | 0,39 | 0,37 46 |l 481 | 456 | 4,41 | 431 | 4,10
11 11 0,50 | 0,48 | 0,47 | 0,46 | 0,44 46 || 4,98 | 4,70 | 4,64 | 4,45 | 4,22
12 |l 0,58 [ 0,66 | 0,54 | 0,63 | 0,60 47 | 5,15 | 4,85 | 4,68 | 4,68 | 4,33
13 |{ 0,67 | 0,64 | 0,62 | 0,61 | 0,58 48 | 5,31 | 500 | 4,88 | 471 | 445
14 076 | 0,78 | 0,71 | 0,69 | 0,66 49 | 546 | 5,14 | 4,97 | 4,85 | 4,68
15 | 085 | 081|079 077|074 50 |[ 561 | 5,29 | 5,10 | 4,98 | 4,70
16 [ 0,94 | 0,90 | 0,88 | 0,86 | 0,82 61 | 5756 | 5,42 | 5,22 | 5,10 | 4,81
17 {1,038 | 0,99 | 0,97 | 0,95 | 0,91 52 | 590 | 5,65 | 535 | 5,21 | 4,93
18 | 1,12 | 1,08 | 1,06 | 1,04 | 1,00 63 | 6,04 | 5,69 | 547 | 5,83 | 5,06
19 |[ 1,22 | 1,18 | 1,16 | 1,14 | 1,09 564 || 6,19 | 681 | 560 | 5,42 | 518
20 | 1,32 (1,281,256 1,28 1,18 55 | 6,33 | 5,98 | 5,75 | 5,61 | 5,31
21 || 143|138 | 184 | 1,82 | 127 56 || 6,47 | 6,09 | 587 | 5,72 | 5,42
22 I 1,64 | 148 | 1.46 | 1,42 | 1,87 67 | 6,61 622|599 | 588 | 553
28 | 1,66 | 1,69 | 1,65 | 1,62 | 1,46 58 |l 6,75 | 6,36 | 6,12 | 5,96 | 5,64
24 || 1,78 | 1,71 | 1,67 | 1,63 | 1,66 59 | 6,88 [ 649 | 6,25 | 6,09 | 5,74
25 || 191|182 (178|174 |166] 60 | 700486080 688|620 )58
26 |1 2,04 | 1,94 | 1,00 | 1,86 | 1,78
27 | 2,18 | 2,06 | 2,02 | 1,98 | 1,88 65 || 7,61 | 7,20 | 6,97 | 6,80 | 6,40
28 |[ 2,80 [ 2,19 [ 2,14 | 2,10 | 1,98 70 || 816 | 776 | 7,60 | 7,83 | 6,95
29 |[ 243 [ 2,32 | 2,26 | 2,22 | 2,10 76 |[8,65 | 8,17 | 7,92 | 7,77 | 7,37
50 | 2,58 | 246 | 2,89 | 2,84 | 2,22 80 | 884|846 823807769
86 | 8,97 | 8,65 | 8,42 | 8,27 | 7,90
31 2,74 | 2,60 | 2,562 | 247 | 2,34 %0 900 | 870 | 8.48 | 832 | 800
32 ! 289|274 265 | 259|245 ) ) y ) )
33 |l 3,04 288 279272258
3¢ |[3,19 ] 3,01 292286270
.“ .
wenig genau). — Steht keine empirische Tabelle zur Verfiigung, so nimmt man
(nach Didion):
. 3 0,047
ker) — . R\g. __ .2
W, (in kgr) = 0,027 1,506 Rz (0,74+ 0,05+ 2R v
v v
’ [1 +Jore (l + 763 )}’
wo & = Gewicht von 1 Kubikmeter Luft am Versuchstag in Kilogramm ist, oder

genauer (nach Siacci):
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Tabelle 1I
fir die Komponente W, parallel der Geschossaxe (H beliebig

Wp=W, mal Faktor der Tab
‘Winkel a ‘Winkel a .
isch
Goscnonel] B | 1|13 ] 15] 2 |25 | Gesenose]
axe und ||__ _ _ _ _ | axe und ||_
Flug. =0,6| Ka- | Ka- | Ka- | Ka- | Ka. Flug.
bahn- || Kal. |liber| liber| liber| liber| liber| babn- |i]
tangente tangente
o o
o [1,00/079|069|066|058(089| 35 [oss
1 [[1,00]/0,79]|0,69 0,66 058 (039] 88 | 082
2 1l100]/0,79|0,69|0,66|053|089| 387 [o081
8 1,000,778 0,69 066|053 |089] 38 o080
4 |[1,00]0,78|0,69|0,66(053|0,39] 39 |o,79
5 [1,00]0,78|068(066|058(089| 40 o077
6 |/1,00{0,78|0,68|065|0,53(089] 41 o076
7 0,99 0,77 | 0,68 | 0,65 | 0,63 | 0,39 42 0,75
8 |(0,99]0,77|0,68/0,66(0,68|0,89| 43 [074
9 [(0,99]0,77|0,67|0,656]0,52]|0,89] 44 [o72
10 0,99 (0,76 |0,67|0,65(0,52(039| 45 [o71
11 |[0,99 (0,76 |0,67|0,656|0,52(0,39| 46 070
12 [098|0,76|0,67|0,64|052|040| 47 [o0.69
13 |[0,98|0,75]|0,66]0,64|052|0,40] 48 | 0,68
14 [0,97(0,75|0,66 0,64 |0,52|040| 49 [o0.66
16 [/0,97(0,75|0,66|0,68|0,52|0,40] 50 [o0,65
16 (096 |0,74]0,66 |0,63|0,62|040] 51 |06
17 [0.96 |0.74|0,65 |0,63|0,52|040] 52 [o0.63
18 [0,95|0,74 0,65 0,68 [0,52|040| 53 [o0.62
19 0,950,738 |0,64|062|051|040] 54 |o0.61
20 [l0,94(0,73|0,64062|0,51|040| 55 [o060
21 |[l0.98(0,72|0,64|0,62|0,61|040| &6 | 0,59
22 |0,93(0,72|0,63|0,61|051|040| 57 [0,57
23 |l0,92|0,71|0.63|0,61]|051|040] 58 | 0,56
24 |{0,91]0,71|0,63|0,61|0,51|0,40] 89 | 0,58
26 |l091[0,70|0,62|0,60|0,51[041] 60 |05
26 (/0,90 | 0,70 | 0,62|0,60 [ 0,51 | 0,41
27 |l0,89]0,69]|0,62|060|0,51|041| 65 [o049
28 |0,89|0,68|0,61|059|0,51{041] 70 [0,48
29 |0,88|0,68|0,61|059[050(041] 75 [o0,38
30 (087|067 060059050 041 59 g'gg
81 086/0660,60|0,68|060041] o5 |05
32 |/0,86]0,66|0,60 | 0,68 | 0,50 | 0,41 )
33 0,85 | 0,65 | 0,69 | 0,68 | 0,60 | 0,41
34 0,84 (0,640,569 |0,57 0,60 | 0,41
W,= & 0,2002-v — 48,05 + 1/(0,1648-v—47,95) I 9,6 +
1,206-C
wobei 9,811

R Kaliber in Metern,

i

0,66
0,924

elle.

0,64
0,68
0,62
0,62
0,61

0,60
0,59
0,69
0,58
0,67

0,67
0,56
0,65
0,65
0,54

0,68
0,63
0,52
0,51
0,61

0,50
0,49
0,49
0,48
0,47
0,46

0,44
0,41
0,38
0,36
0,34
0,33

~1000-(2 R)*

=0,71.

er

0,58
0,68
0,67
0,67
0,67

0,56
0,66
0,65
0,55
0,54

0,54
0,54
0,68
0,68
0,52

0,52
0,61
0,61
0,50
0,50

0,49
0,49
0,49
0,49
0,48
0,47

0,45
0,48
0,41
0,40
0,39
0,38

1,6
Ka-
liber

0,67
0,67
0,56
0,66
0,66

0,66
0,55
0,65
0,64
0,64

0,63
0,63
0,62
0,62
0,52

0,51
0,51
0,50
0,50
0,50

0,49
0,49
0,49
0,48
0,48
0,48

0,46
0,45
0,43
0,42
0,41
0,40

Ka-~
liber

0,50
0,50
0,49
0,49
0,49

049
0,49
0,49
0,49
0,48

048
0,48
0,48
0,48
0,48

048
048
0,48
047
047
047
047
047
047
0,47
0,47

0,46
0,46
0,45
0,45
044
0,44

0,0442 - (v — 30
I3 )

3714 (——
+ (200)
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Tabelle 111
W, . . .
fir ———; speziell fir h —1,3 Kaliber.
Man multipliziert W, mit dem betreffenden Faktor der Tabelle.
Winkela | | Winkel a
zwischen zwischen
(Geschoss- H 8,6 4,6 5,6 Geschoss- H 815 4,6 5a5
‘; und —_ 2,5 Ka- Ka- Ka- axe und = 2,5 Ka- Ka- Ka-
lug- Flug-
bahn- Kal. | liber | liber | liber bahn- Kal. | liber | liber | liber
tangente tangente
(>4 «
o | 069 | 069 | 069 | 0,69 8 || 252 | 347 | 434 | 532
1 || 078 | 077 | 0,79 | 0,85 86 || 2,66 | 858 | 4,42 | 542
2 | 079 | 087 | 091 | 1,00 37 || 269 | 859 | 4,50 | 552
3 0,86 0,97 1,08 1,16 38 | 2,62 3,64 457 5,62
1 [ o9 | 107 | 117 | 131 89 | 265 | 870 | 484 | 572
5 0,99 1,16 1,81 1,48 40 I 2,69 8,76 4,71 5,81
6 1,06 1,256 1,48 1,68 41 2,72 8,80 4,77 5,90
7 112 | 1,84 | 1,656 | 1,78 42 |l 2,75 | 885 | 4,84 | 598
8 || 1,18 | 1,42 | 1,67 | 1,94 43 || 2,78 | 8,89 | 4,92 | 6,07
9 1,28 | 1,61 | 1,80 | 2,10 44 | 281 | 8395 | 498 | 6,15
10 |{ 1,28 | 1,69 | 1,92 | 2,26 45 || 2,8¢ | 8,99 | 506 | 6,24
11 1,84 | 1,68 | 204 | 2,41 46 | 2,87 | 4,06 | 5,13 | 6382
12 140 | 1,78 | 216 | 2,55 47 2,89 | 4,10 | 520 | 641
13 1,46 1,87 2,28 2.70 48 2,92 415 5,27 6,50
14 1,62 1,96 2,39 2,84 49 2,96 4,20 5,38 6,68
15 1,58 2,05 2,50 2,99 50 2,97 4,25 5,39 6,66
16 | 163 | 218 | 2,60 | 3,13 51 | 3,00 | 4,290 | 5,456 | 674
17 1,69 2,22 2,70 3,26 52 8,02 4,34 5,61 6,82
18 1,75 2,31 2,81 3,40 53 3,04 4,38 5,67 6,89
19 || 1,81 | 240 | 2,92 | 3,58 64 | 8,06 | 442 | 5,64 | 696
20 1,87 2,48 -| 3,02 8,66 55 3,08 4,46 5,70 7,08
21 191 | 256 | 8,12 | 3,80 56 | 310 | 4,80 | 5,75 | 7.10
22 1,96 | 262 | 821 | 392 57 3,12 | 454 | 580 | 7.16
23 2,01 2,69 8,81 4,02 58 3,16 4,58 5,86 7,22
24 || 206 | 2,76 | 340 | 4,14 59 | 8,16 | 462 | 590 | 7.28
25 | 212 | 284 | 850 | 426 60 |l 3,18 | 4,66 | 596 | 7,36
28 || 216 | 2,91 | 3,59 | 4,36
27 || 220 | 2,98 | 3,68 | 448 656 || 828 | 479 | 6,14 | 764
28 2,24 3,05 3,76 4,60 70 8,28 4,89 6,29 7,76
29 | 228 | 8,12 | 3,85 | 4,70 7% | 332 | 4,98 | 644 | 8,05
80 | 238 | 818 | 398 | 480 80 |l 3,36 | 502 | 6,04 | 8,22
' 85 3,36 5,03 6,64 8,36
31 2,36 3,23 4,01 4,90 90 8.38 6’0 " 6’72 8, 47
32 2,41 3,29 4,09 5,01 ! ! ’ !
83 | 245 | 835 | 417 | 5,11
34 || 249 | 341 | 425 | 521
i
|
. |
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Tabelle IV fiir die Lage des Angriffspunkts der Luftwiderstands
resultanten auf der Gteschossaxe.
Abstand zwischen Geschossboden u. Angriffspunkt (in Kal. od.inMetern)=Hohe de
lindrischen Teils des Geschosses (in Kal.od. in Metern) mal dem Faktor der Tab
a=Winkel zwischen Geschossaxe und Tangente; H= ganze Geschosshdhe; h=1
des zugespitzten Teils, je in Kalibern gemessen.

inkel @ Winkel @
‘szl;:c:en! H=2,5 Kaliber zwischen H=3,6 Kaliber
Gesch | Geschoss-
axe und h a:xl;al und B I
Flug- . ug- .
babe —op5| 1 1,3 | 16 babo —os| ! | 13| 15,
tangente | Kal Kal. Kal. Kal. tangente Kal Kal. | Kal. | Kal. I
(-4 o
0 1,00 1,28 1,44 1,60 0 1,00 | 1,13 | 1,22 | 1,31
b 0,97 1,25 1,40 1,57 5 0,98 | 1,10 | 1,19 | 1,28
10 0,95 1,22 1,87 1,63 10 0,96 | 1,07 | 1,16 | 1,25
15 0,92 1,18 1,34 1,50 15 0,92 | 1,05 | 1,13 ' 1,22
20 0,90 1,15 1,31 1,46 20 0,90 | 1,02 | 1,11 1,18
25 0,87 1,12 1,28 1,43 . 25 0,87 | 0,99 | 1,08 | 1,16
30 0,856 1,09 1,24 1,39 30 0,84 | 0,96 | 1,05 | 1,12
35 0,82 1,06 1,21 1,36 35 0,82 | 0,94 | 1,02 | 1,09
40 0,80 1,03 1,18 1,32 40 0,79 | 0,91 | 0,99 1,06
45 0,77 0,99 1,15 1,29 45 | 0,76 | 0,88 | 0,96 . 1,03
50 0,74 0,96 1,12 | 1,26 50 | 0,74 | 0,85 | 0,93 | 1,00
55 0,72 0,93 | 1,08 1,22 55 0,71 | 0,82 | 0,90 | 0,97
60 0,69 0,90 1,05 1,19 60 0,69 | 0,80 | 0,87 | 0,94
65 0,67 0,87 1,02 1,15 65 0,66 | 0,77 | 0,84 | 0,91
70 || 0,64 | 0,84 | 0,99 | 1,12 70 || 0,63 | 0,74 | 0,82 | 0,87
75 0,62 0,80 0,96 1,08 75 0,61 | 0,71 | 0,79 ' 0,84
80 0,59 0,77 0,92 1,05 80 0,58 | 0,68 | 0,76 ' 0,81
85 0,56 0,74 0,89 1,01 86 0,66 | 0,66 | 0,78 ! 0,78 :
90 0,54 0,71 0,86 0,98 90 1| 0,53 | 0,63 | 0,70 , 0,75
Winkel a Winkel a
zwischen H=4,6 Kaliber zwischen H=15,5 Kaliber
Geschoss- Geschoss-
axe und h .;t; und b |
Flug- P - ug-
babo —op 1113|156 2 |25 babo. —op| 1 [13|15( 2 -
tmgaeme Kal. Kal. | Kal. | Kal. | Kal. | Kal. t&nien(e Kal, Kal.| Kal. | Kal. Kal'j'
|
0 ’, 1,00 1,10 1,18 1,24 |1,41|1,60 (1] 1,00 1,07 1,131,217 | 1,26 ’
5 ['0,97(1,07|1,15.1,21 1,27 1,56 5 0,97 1,05 1,10 1,14 1,23
10 0,94 1,04 | 1,12 1,17 1,241,562 10 0,95]1,02 1,07 (1,111,200
15 0,92 1,02 { 1,09 i 1,14 11,20 | 1,48 15 0,92 /0,99 |1,04 (1,08 1,16 °
20 0,89]0,99 (1,06 1,11[1,17 /145 20 0,89 (0,96 (1,01 1,05/ 1,13 "
26 |0,86]0,961,08 1,08|1,13 1,41 25 0,8710,93 (0,98 1,02 1,10
30 /0,840,983 (1,00:1,05(1,10 1,37 30 0,8410,91/0,95(0,99| 1,07 "
35 [0,81]0,90|0,97 1,02|1,06|1,33 35 0,81|0,8810,92|0,96 | 1,04
40 0,79 | 0,87 10,94 0,99 (1,03 |1,29 40 0,79 (0,85 (0,890,983 |1,01 '
45 0,76 | 0,84 | 0,91 0,95 1,09 1,25 45 0,76 { 0,82 | 0,86 | 0,90 0,97;
50 0,73 | 0,81 | 0,88 0,92 1,06 1,22 50 0,73 0,79 | 0,84 | 0,87 | 0,94
55 0,71 0,79 (0,85 : 0,89 [ 1,02 | 1,18 55 0,71 0,77 (0,81 | 0,84 | 0,91 |
60 [0,68,0,76 0,82 0,86 0,99 |1,14 60 0,68 | 0,74 | 0,78 { 0,81 | 0,88 |
65 |0,65]0,73 /0,79 0,830,956 1,10 65 0,66 (0,71 0,75 0,78 | 0,835 -
70 0,6310,70 | 0,76 0,80 (0,92 | 1,06 70 0,63 (0,680,721 0,75 | 0,82 .
75 0,60 | 0,67 (0,73 0,76 | 0,88 | 1,02 75 0,60 0,65 | 0,69 10,72 | 0,78
80 0,57 | 0,65 | 0,70 0,73 | 0,85 | 0,99 80 0,570,683 0,66 ( 0,69 0,75 :
85 [0,55]0,620,67,0,70|0,81|0,95 85 0,565 | 0,60 | 0,63 | 0,66 0.72‘
90 (/0,52|0,59|0,64|0,67|0,78 | 0,91 90 0,62 | 0,6710,60°| 0,63 | 0,69 |
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F. Zusammenstellung der Resultate.

1. In Beziehung auf den Schwerpunkt beschreibt die Ge-
schossspitze im Verlauf der Flugbahn eine doppelte Bewegung;
erstens eine langsame Prézessionsbewegung und zweitens
eine schnellere Nutationsbewegung, welche ihren Ursprung
meistens in einem kleineren oder grosseren seitlichen Anfangs-
stoss auf das Geschoss hat. Die thatsichliche Bahn, welche die
Geschossspitze fiir einen Beobachter beschreibt, welcher dem Ge-
schoss folgen und allein auf die Bewegung der Spitze beziiglich
des Schwerpunkts S achten wiirde, ist danach die (gestrichelt
gezeichnete) Kurve in den Figuren 40 und 41. (Diese Figuren
sind siamtlich fir den Fall konstruiert, dass die Ziige rechts
gewunden sind und der Angriffspunkt L der Luftwiderstands-

48 Fig. 40. 49 Fig. 41.
’/-,r'f‘\
27 \
-;-{."'l \l-‘\ ! }
hH A’ S !
A Y N oy "
s ‘~.‘A'-*.‘__ 4 \\\
0 .
M
9,
i °
+v +v
S, S,

resultanten vor dem Schwerpunkt S angreift.) Die Bahn kann
angesehen werden als bestehend aus einem beweglichen Kreis,
dessen Radius sich vergrdssert und dessen Nutationswindungen
(gestrichelt) sich bei dem Fortschreiten des Mittelpunkts an
die Priizessionsspirale (ausgezogen) anlehnen. Diese Priizessions-
kurve, als Leitkurve der Nutationshdgen, kann ihrerseits eben-
falls als ein beweglicher verinderlicher Kreis angesechen werden,
dessen Radius OJf sich gesetzmissig vergréssert und dessen
Mittelpunkt abwirts und mehr oder weniger nach rechts
(bezw. links) riickt.

Je mehr die Flugbahn der geraden Linie sich nihert,
umsomehr reduziert sich die Priizessionskurve auf einen kon-
stanten Kreis oder, falls die Geschossaxe anfangs in der Be-
wegungsrichtung des Schwerpunkts lag, auf einen Punkt; die
Bahn der Spitze ist in diesem Fall die Hypocykloide (Fig. 42),
deren Bogen von Kreisbdgen im allgemeinen wenig abweichen
und im Verlauf der Flugbahn sich erweitern.
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Durch die Prizessionsbewegung wird vor allem
Rechts-(Links-)Abweichung des Geschosses aus der anfa
lichen Schussebene bedingt: Es ist nimlich die Priizessionsku
unsymmetrisch beztiglich der Vertikalebene durch die Flugbal
tangente; beginnt vom Anfangspunkt O aus die Priizessio
kurve nach rechts (links), so verweilt wihrend jedes Umla
die Geschossspitze lingere Zeit auf der rechten(linken) Se
jener Ebene als auf der entgegengesetzten; die Folge ist
Seitenabweichung des Geschosses nach rechts (links). Erste;
nimlich Rechtsabweichung, tritt ein, wenn die Zige recl
gewunden sind und wenn der Angriffspunkt L der Li
widerstandsresultanten vor dem Schwerpunkt S liegt (3
wenn zugleich anderweitige Einfliisse, sieche weiter unten,
geringerem Betrag sind als der der Geschosspendelung), o
aber bei Linksdrall und Lage von L hinter S. Letzte
Linksabweichung, erfolgt bei Linksdrall und L vor S o
bei Rechtsdrall und L hinter S.

Die Nutationsbewegung, welche ihre Entstehung m
einem wenn auch kleinen seitlichen Stoss auf das Gesch

Fig. 4. an der Miindung verdankt, beginnt stets

EEVERAN der Richtung des Stosses und erfolgt st
{ - 703 in demselben Sinn, wie die Drehung des
s ;é,::':,-‘\\‘-, schosses um seine Lingsaxe, also bei Recl
i %" A\ drall rechtsliufig, bei Linksdrall linksliu
',’ L i mag hierbei die Priizessionsbewegung recl

o 4 e ';'5 oder linksliufig vor sich gehen, mag s
. ,’/ /  Rechts- oder Linksabweichung des Schw

Yeef punkts eintreten. Sie bleibt bestehen, w
il | die Bewegung des Geschossschwerpunkts

geradlinig betrachtet werden kann oder muss, und folgt a
sonst wesentlich anderen Gesetzen, als die Prizessionsbewegu
Diese Nutationsbogen (gestrichelt) sind es meistens, nicht
Windungen der Priizessionsspiralen (ausgezogen), welche 1
unter bei Geschossen mit dem blossen Auge beobachtet wer
und welche bei den Neesenschen photographischen Aufnahr
sich zeigten. Mit der Amplitude dieser Nutationswindun
und deren sekundlicher Zahl #ndert sich insbesondere
Schussweite und die Trefffihigkeit.

2. Die mathematischen Ausdriicke der Gesetze, welc
die beiden Arten von Geschosspendelungen unterliegen, s
die folgenden:

Man denke sich um den Schwerpunkt S des Geschos
eine Kugelfliche mit dem Radius 1 m beschrieben, welche
Flugbahntangente S T' in T’ und die Geschossaxe in P schne
T moge kurz das Ende der Flugbahntangente, P das
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schossende heissen; durch S sei eine horizontale Aquatorebene
und durch ST eine vertikale Anfangsmeridianebene gelegt. -
Letztere beiden Ebenen schneiden sich nach SS;; S, ist der
Anfangspunkt eines sphiirischen Koordinatensystems, dessen
horizontale ¢- Axe nach rechts und dessen vertikale -Axe
nach oben positiv gerechnet sind. Der Beobachter ist vor der
Zeichnungsfliche in S, also in einer solchen Stellung zu denken,
dass er die Bewegung des Gteschossendes P von der hinteren
Seite des Gteschosses her betrachtet und nach der konkaven Seite
der Kugelfiiche sieht. Die Koordinaten von P zur Zeit ¢,
¢t Sekunden, nachdem das Geschoss die Miindung passiert hat,
seien ¢ und &, gemessen
im Bogenmass. Die An-
fangslage von P sei zu-
nachst O, 0S,= Abgangs-
winkel &,, zugleich an-
fangliche Neigung der
Flugbahntangente gegen
die Horizontale SS,. Zur
Zeit ¢t sei diese Neigung
o =< TSS,=T8§,.

Aus der vorange-
gangenen Losung des bal-
listischen Problems ohne
Riicksicht auf Rotation,
etwa auf graphischem Weg
(vergl. Zeitschrift f. Mathe-
matik und Physik, 1897,
S.197, Zusammenfassung
des Verfahrens) - sei fiir
jeden Augenblick die Neig- 0
ung @ der Flugbahntan-
gente bekannt, ebenso die Bahngeschwindigkeit v des Schwer-
punkts in met/sec und folglich deren horizontale Projektion
v;=v-cosw. Weiter mdge r die Winkelgeschwindigkeit des
Geschosses um seine Lingsaxe bedeuten, r positiv bei Rechts-
drall, der Anfangswert » berechnet aus

r=10,tgA: R=2x-v,: D,
v, die Miindungsgeschwindigkeit des Schwerpunkts, D Drall-
linge, 2R der Durchmesser oder das Kaliber des Geschosses,
beide in Metern, A Drallwinkel, d. h. Winkel zwischen Lauf-
axe und ebener Abwickelung der Ziige; da tiber die eventuelle
Abnahme von r mit der Zeit keine Beobachtungen vorliegen,
so bleibt nichts fibrig, als » konstant anzunehmen, wie es bis-
her bei den Berechnungen stets geschehen ist. — Weiter

Fig. 48.
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seien 4 und C die beiden Haupttrigheitsmomente des (
schosses, C um die Lingsaxe, A um eine Senkrechte ds
durch den Schwerpunkt, — [am besten beide Werte du:
Schwingungsversuche ermittelt; Niherungswerte nachv. Wuic
berechnet mittelst - \
P . A 1 4.
C=gsyt ¢ —3(1+555)

wo B, die sogenannte reduzierte Geschosshohe, in Kalibe
gemessen, d.h. die H6he eines mit dem Geschoss gleich schwe:
Cylinders von gleichem Kaliber und Stoff; §, erhilt m
wenn man von der in Kalibern gemessenen Gesamthdhe

Geschosses % Kaliber abzieht; P das Geschossgewicht in K;

gramm]. — Der variable Winkel zwischen Geschossaxe t
Flugbahntangente, also Winkel 7S P sei ¢, Anfangswert vo:
zunichst = 0; der variable Abstand zwischen Schwerpunlkt
und Angriffspunkt der Luftwiderstandsresultanten sei %, (hi
fir vergl. Tabelle IV, deren Gebrauch durch den beigefiig:
Text erliutert ist); die Luftwiderstandskomponente senkre
zur Geschossaxe W,, parallel dazu W, (hierfiir vergl. Tabell
und II, ferner fiir W,: sina Tabelle III, Anfangswert v
W,:sine fir « =0 ist gleich dem von W,);
We-h,-cosw
sin @
sei als Luftwiderstandsmoment M bezeichnet.

Endlich sollen p, und ¢, die Komponenten einer Wink
geschwindigkeit bedeuten, welche im Anfang der Flugbal
also an der Miindung, ein seitlicher Stoss auf die Axe erzeug
und zwar bezieht sich p, auf eine Drehung um eine zur A
Senkrechte durch S, welche horizontal und senkrecht :
Schussebene verliuft, dabei p, positiv gerechnet, wenn ¢
Stoss die Axe in ihrer Anfangslage SO so zu drehen suc
dass das vordere Ende O sich senkt; g, bezieht sich auf e
Drehung um eine zur Geschossaxe Senkrechte, welche in ¢
Schussebene liegt, und wird positiv gerechnet, wenn der St
das Geschossende P, das anfangs in O liegt, horizontal na
links zu fithren bestrebt ist. (Da keine Beobachtungen iil
diesen Anfangsstoss vorliegen, so konnen vorliufig nur A
nahmen itber Grosse und Richtung des Stosses gemacht werde
siehe dariiber weiter unten.)

Die Bahn des Geschossendes P mit den Koordinaten
und ¥ (Breite und Lénge) ist dann durch die Gleichung
gegeben:

* Ritter N. v. Wuich, 1 c., Heft IITI, S. 376 und 120.
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¥ ==98,+ &,, wobei
9=+ f-sinf, + cos B, (8, — @)
&u={p,[sin f;— sin( rf‘— pl)’:lll+ g, [cosfy—cos(ri—py)]}
‘\4 OCr
DY o=+, wobei (
Yr=f—f- cos B+ sin f, (¥ — @)
Wa={ gy [sinfz—sin (rt—B,)] —q,[cos f—cos (rt—B,)]}

fCr M
‘\4 " o¢r
mit den Abkiirzungen:
A c M
By rt + C by rt— ( W)t;
M Cr g .

ﬁ,=—0_1:t; f= M Vr

Wenn dagegen die Geschossaxe SP mit der Tangente SO
einen kleinen Winkel a, bildet, der von Null verschieden ist,
wenn namlich der anfingliche Neigungswinkel der Tangente ,,
derjenige der Geschossaxe & + ¢ gegen den Horizont und

¥ =y, fiir £=0 ist, also ao==VW, so ist zur Zeit ¢:
B =9, 4 8.+ s,

{ V=9 + ¥+ ¥,

wo &,, ., ¥r, P, dasselbe wie vorhin bedeuten und wobei

1a)

C
V=4 +—-F o3 ( " . cos f,— (, cos (rt — ﬁl))
A4 ©Cr
" c
— 3 (7" -sinfy — - sin (rt — pl))
4 Cr
C
V= Eﬂ‘y ( Ar cos f;— cos (rt — ﬁl))
A4 ©Cr
+ WE—M (01’ sin ﬂ! Cr Sln (rt — pl))
4 Cr

Wenn im folgenden nichts besonderes bemerkt ist, ist
vorauszusetzen, dass «,= 0 sein soll.

Man berechnet die Bahn in mehreren kleinen Zeitinter-
vallen O bis ¢,, ¢, bis ¢, etc.; in jedem einzelnen Intervall wird
je ein zugehdriger Mittelwert von M als konstant voraus-
gesetzt. Die Kurve besteht aus zahlreichen, von Kreisen im
allgemeinen wenig verschiedenen Hypocykloxdenbbgen (ge-
strichelt), welche lings der Priizessionsspiralen (ausgezogen) als
Leitkurve sich fortbewegen. Diese Spirale beginnt im all-
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gemeinen Fall in O berithrend zur S,9-Axe und verli
in Windungen, welche unsymmetrisch zur S&-Axe lieg
stets aber wieder durch O gehen; die Spirale wird reck
laufig beschrieben, falls M und r beide positiv oder be
negativ sind, dagegen linksldufig, wenn eine dieser Gros:
negativ ist. Diese Prézessionsspirale & = &,, ¢ = ¢, kann
trachtet werden als entstanden durch die Verinderung ei
Kreises, der stets durch O geht, dessen Radius zur Zeit ¢
Grosse hat:

II) 03!1=Vf’!+(‘00_"’)8
und dessen Mittelpunkt M die Koordinaten ¢y =/f, ox =
besitzt. Die Anfangslage des Kreismittelpunkts ist:

C
Im) Y, = - coi'&o 7 -rh, 1 =,
wobei fir h, hier der Wert aus Tabelle IV fir « =0
nehmen ist.

Die Hypocykloiden- oder Nutationsbdgen & =&., ¢ =
werden stets im Sinn von r beschrieben; sie beginnen in
in der Richtung des Anfangsstosses p,g,.

Die variable Zeit, in welcher eine Windung der P
zessionsspiralen vollendet wird, oder die Priizessionsperiode,

2x.Cr
IV) L

So oft # um T gewachsen ist, wird %, wieder =0,
wieder = &, Ferner je nach Verfluss der halben Periode,

‘oft also ¢ um %T gewachsen ist, wird ¢, = 2f,
8= @ — (86— a);
in der Mitte des Umlaufs befindet sich somit das Geschc
ende noch um 2f rechts von der Ebene OSS,; diese Grd
2f ist folglich fiir die Seitenabweichungen massgebend.
Die meistens schnellere Periode fiir die Nutationsbog
ist (vom Anfangsstoss nahezu unabhingig, siehe dariil
Gleichung 46):
V) T,— 2x- A .
VOir —44AM
Der Bruch T':7, giebt an, wie viel Nutationsumli
auf einen Priizessionsumlauf kommen.

Die Amplitude der Prizessionswindungen ist in jed
Augenblick angegeben durch den Radius

OM =Vf*+ (8, — o)
jenes variablen Kreises; danach nimmt dieselbe zu mit &,—
also mit der Krtimmung der Flugbahn, ferner mit C-r, nim
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dagegen ab mit zunehmendem Luftwiderstandsmoment M und
der Geschwindigkeit v..

Die Amplitude 4B eines Nutationsbogens (Fig.43) ist
zur Zeit ¢:

VI) Amplitude = 2%,
4 Cr
wobei s, die Winkelgeschwindigkeit des Anfangsstosses ist,
So=Vp0o’ + ¢

die Weiten dieser Bbgen werden also bei derselben Flug-
bahn immer grosser, da im Verlauf der Flughahn M grosser
wird (h* kleiner, aber cosw und W,:sina grdsser); bei ver-
schiedenen Flugbahnen sind diese Bégen um so grosser, ins-
besondere je kleiner Cr: A und je grosser s, ist (da das erste
Glied des Nenners tiberwiegt), also z. B. je linger das Gteschoss,
je kleiner die Rotationsgeschwindigkeit und je grosser der
Anfangsstoss ist.

Falls dagegen der anfingliche Winkel «, zwischen Ge-
schossaxe und Flugbahntangente nicht Null ist, so kommt
ausserdem die Amplitude stossfreier Nutation hinzu, welche
davon herrfihrt, ndmlich:

Vla) Amplitude annihernd = —2——61,:{7,—44
tber das Vorzeichen vergl. D. III, IV, V.

Die vorstehende Losung ist abgeleitet und daher vor-
livfig giltig nur fir solche Fille, wo der Abgangswinkel &,
und damit die Flugzeit sehr klein sind und wo die Beobach-
tung, z.B. an Durchschligen, gezeigt hat, dass die Winkel
zwischen Tangente und (eschossaxe dauernd ebenfalls sehr
klein ausfallen.

Fir grossere Winkel lisst sich das folgende graphische
Verfahren anwenden: Es stelle (Fig.38b) OS, wieder die
zur Zeichnungsfliche senkrechte Flugbahn-Vertikalebene vor,
in welcher sich vorn der festgedachte Schwerpunkt S befinde.
Es werden fiir aufeinanderfolgende kleine, etwa gleiche Zeit-
intervalle A? die Lagen der Flugbahntangente SO, ST, ST,
ST, ... wie oben angegeben bestimmt. Man berechne nun zu
Winkel OT, als « den Wert M und suche den zu a« zu-
gehorigen Winkel 5 zwischen Geschossaxe und Luftwiderstands-
resultante auf (vergl.S.183 Anmerk.1), diesen Winkel 5 trage-
man als O, auf der Verlingerung von OT, auf, beschreibe um
M, mit dem Radius M, O einen Kreisbogen 0 4,, dessen Centri-
winkel OM, 4, im Bogenmall gemessen gleich C_Mr -At ist. Zu

%3
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Winkel 4, T als neuem Wert von ¢ berechne man neuerdings das
Moment M und suche den zu « = 4,7, gehorigen Winkel %
auf; das neue v wird als 4, M, auf der Verlingerung von
A, T; aufgetragen und um M, mit Radius M, 4, ein Kreis-

bogen A4, A; beschrieben, dessen Centriwinkel gleich g-At

ist und so fort. Man erhilt auf solche Weise, aus Kreis-
bogenelementen zusammengesetzt, die Priizessionskurve in dem
Fall, dass man von den Nutationen abstrahieren kann. Diese
selbst folgen der Priizessionskurve als der Leitkurve.

Spesielle Fille.

1. Wenn die Flugbahn als geradlinig betrachtet
werden kann, etwa horizontal in der Richtung S5, und wenn
anfangs die Geschossaxe SO gegen diese Richtung
den kleinen Winkel &, bildete (Figuren 16 und 40, 41),
so ist durchweg @ = 0, f = O; der frither variable Mittelpunkt
des Priizessionskreises liegt jetzt konstant in S,; die Prizessions-
spirale reduziert sich auf den zur vertikalen Schussebene 0SS,
symmetrischen, konstanten Kreis um S, mit Radius SO gleich
Winkel #,; zu konstanten einseitigen Seitenabweichungen ist
also, allein durch die Priizessionsbewegung wenigstens, kein
Anlass gegeben.

Die Perioden T und Z, sind dieselben IV) und V) wie oben;
ebenso die Amplituden VI) und VIa) der kleinen Nutationen.

Die Amplituden grosser Nutationen lassen sich angenihert
folgendermaflen berechnen:

a) Falls kein Anfangsstoss stattfand, so ist die Ampli-
tude, im Bogenmal} gemessen, gleich + (z — 9,), wobei z aus

VII) cosz =6 HDYo>+1—2-0-cos 8,
zu berechnen ist und ¢ den , Stabilititsfaktor ‘3‘;’; bedeutet.

Es ist derjenige Wurzelwert in VII) zu nehmen, fiir welchen
cosz ein echter Bruch ist; die Amplitude ist z — &, oder
#,— z, je nachdem die NutationsbSgen ausserhalb oder inner-
halb auf dem Prizessionskreis aufliegen. — Je grosser ¢ ist,
um so kleiner ist der absolute Wert der Amplitude; wenn
1
6> 5 condy,
ist, kann niemals der Winkel PSS, zwischen Geschossaxe SP
T

5 erreichen; ist

und Bewegungsrichtung S, die Grosse
1

9= 2-cos &, ’

so tritt dieser Fall zeitweilig ein, dass das Geschoss mit seiner
Axe senkrecht zur Flugrichtung liegt (cosz = 0); wird ¢ noch
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kleiner, so beginnt das Gteschoss nach hinten sich zu iiber-
schlagen, indem der Winkel PSS, zeitweilig > ;wird.

b) Es habe ein Anfangsstoss s, stattgefunden, und
zwar sei w; (vergl. Fig. 27) die zum Priizessionskreis tan-
gentielle Komponente des Anfangsstosses (d.h. die durch den
Stoss erzeugte anfingliche Winkelgeschwindigkeit der Axe in
der Bertthrungsebene an den Prizessionskegel), w; positiv, wenn
im Sinn der Prizessionsbewegung gerichtet; w, (Fig. 36 u.37)
sei die zur Kreistangente senkrechte Komponente, positiv,
wenn vom Kreismittelpunkt in der Richtung des Radius nach
aussen gehend (s,=Vw®+ w,?), dann 13se man die folgende
Gleichung dritten Grades mit z als Unbekannter

2 — 2wy + U+t + b)) + 2(— 14 245 uy+ 740 u,%)
= iyt Ay Ut G Pty — g — By u —

wobei zur Abkiirzung

A-we? . A-ws? . Cort

VII) {

Wm e 8T w0 BT 20~ gwa
iy O, 5 — cos (& PSS,),
. %,= cosd,, u, =sind,
gesetzt ist.

Die Gleichung VIII) besitzt zwei Wurzeln, die zwischen
—1 und 4 1 liegen; die eine ist der Kosinus des (im Bogenmal
gemessenen) Radius S, 4 (vergl. Fig. 36) des einen Begrenzungs-
kreises; die andere Wurzel giebt den andern Begrenzungskreis
der Nutationsbigen; die Differenz A B beider Winkel ist deren
Anmplitude.

Erfolgte der Anfangsstoss nur tangentiell zum Prizessions-
kreis, war also w,= 0, so ist die eine der beiden Wurzeln z
von VIII) gleich w, oder cos &, selbst, d.h. der eine Begrenzungs-
kreis ist der Priizessionskreis; die Nutationsbdgen verlaufen
in diesem Fall nur auf der #usseren oder nur auf der inneren
Seite dieses Kreises, je nach dem Vorzeichen von w; (also wie
in den Figuren 27—33, 34, 35, bei 27 w, +, bei 34 w,—);
die andere Wurzel findet sich sodann aus der Gleichung:

IX) &—a(iy+4-u®) =1— iyt — i 0" + 4 - v
als derjenige der beiden Werte z, der zwischen —1 und + 1
liegt; z bedeutet dann den Kosinus des Winkels ;.S B, wobei
S,B der Radius des die Nutationen begrenzenden anderen
Krelses ist. Mit ¢, = 14= 0 ergiebt sich VII).

Da die Grossen 7,, 4. ... verinderlich sind, so fithrt man
die Berechnung der Nutatlonen in mehreren Intervallen durch;

Zeitachrift £. Mathematik u. Physik. 48. Jahrg. 1898. 4. u. 5. Hoft. 14
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innerhalb jedes einzelnen Intervalls werden die Grossen a
konstant angenommen.

2. Die Bahn SS, des Schwerpunkts ist geradlinig; d
Geschossaxe fiel anfangs mit der Richtung der Schwerpunkt
bewegung zusammen (8,= 0).

In diesem Falle reduziert sich die Prizessionskurve auf d
festen Punkt 8, (Fig.42). Die Bahn der Geschossspitze b
steht ausschliesslich aus den durch S, gehenden Hypocykloide
bogen, deren Windungen im Verlauf des Flugs grosser w
grosser werden, da M grbsser, und wohl auch r klein
wird. Die Amplituten berechnen sich wie vorhin, nur da
cosd,=1 ist. .

3. Auch fiar den Fall eines vertikalen Schusses gelten ¢
vorigen Beziehungen von 1. und 2.; man hat nur die Richtu
S8,, die bisher als horizontal vorausgesetzt war, mit d
Vertikalen durch den Abgangspunkt zusammenfallen zu lasse
Beziiglich der Figuren 40 —42 ist dabei der Beobachter unt:
halb des Geschosses zu denken.

G. Folgerungen.

1. Mit den im Vorhergehenden zusammengefassten Resultat
unserer Theorie stehen die simtlichen Einzelheiten der oben 1
schriebenen Versuche des Verfassers, sowie manche sonstige Beobac
tungen, insbesondere die neueren von Heydenreich in Einklar
z.B. die folgenden:

a) Mitteilungen von Heydenreich l.c. S.100: , Bei fortgesetzt
Steigerung des Enddralls kann eine Grenze erreicht werden, bei c
die Schwungkraft des Geschosses im Vergleich zu der Einwirkung c
Luftwiderstands so gross wird, dass das Geschoss zwar mit der Spil
nach vorn, aber doch mit dem Boden zuerst am Ziel aufschlagt u
dadurch an Wirkung, besonders an Eindringungstiefe erhebliche E
bufle erleidet. Nach Versuchen in den Jahren 1867 bis 1869 mit
damaligen Anfingen des 21 cm-Morsers trat diese Erscheinung 1
so eher ein, je kiirzer das Geschoss, je stirker der Drall, je gros:
die Erhhung und je kleiner die Anfangsgeschwindigkeit war (ver
Formel IV, grosses C und r; kleines M, also kleines &,, grosses
kleines W, geben grosse Periode I' der Préazessionspendelungen).

b) Beobachtungen von Heydenreich S.95: ,Nach Schluss ei
jeden Pendelung kehrt die Geschossspitze in eine Lage oberhalb ¢
Flugrichtung des Schwerpunkts zuriick“ (vergl.Fig.12). , Diese Pend
ungen beginnen in der Regel klein und rasch und werden schliessls
grosser und langsamer” (Formel V fiir Nutationen, M wird gross
Periode T, grosser; Formel VI, M grosser, Amplitude grésser), ,,Un
sonst gleichen Verhiltnissen sind sie um so stirker, je grisser
Geschwindigkeit des Geschosses und die Entfernung des Schwerpunl
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der Angriffsrichtung des vereinigten Luftwiderstands ist, um so
er, je grosser der Drall des Geschiitzes und je mehr dessen Masse
dem Umfang zu vereinigt liegt“ (Formel VI, je grésser v,, also
rner je grosser h, in M, je kleiner » und C, um so grisser die
itude der Nutationen. Dasselbe aus VII).
c) Heydenreich beobachtete mit dem blossen Auge die Pendel-
1 an Morsergranaten und Kanonengranaten (die Rechnung nach
nd V zeigt, dass es die Nutationen waren); es wurden stets
Kreispendelungen beobachtet (vergl. die Figuren); bei Steigerung
\nfangsgeschwindigkeit von 180 m auf 500 m steigerte sich die
der Pendelungen pro Sekunde von 2 auf 4 bis 5, die Amplituden
en  grosser; schliesslich ,glich das Geschoss von hinten gesehen
rasch sich drehenden Scheibe von wechselndem Durchmesser, ein
1088 {iberschlug sich sogar etwa 1000 m vor der Miindung®
nel V und VI, mit v, wichst », nimmt 7, ab, zugleich wichst s,
nimmt die Amplitude zu).
1) Heydenreich S.109, Nr.11—15: Je grosser die Geschosslinge,
o grosser ergab sich der ,Formwert“ (Formel VI, je grosser 4: C,
o grosser die Amplitude).
) Bei der Granate der schweren Feldkanone lassen sich die
lungen nur sehr selten, bei den Infanteriegeschossen niemals mit
blossen Auge wahrnehmen, bei letzteren auch dann nicht, wenn
e gilnstiger Beleuchtung das Geschoss auf der ganzen Flugbahn
gt werden kann (Formeln IV, V, VI; vergl. auch die Beispiele
r unten; bei der Feldkanone sind die Nutationen zu schnell,
tens liessen sich die Priizessionswindungen beobachten; bei den
teriegeschossen ebenfalls hochstens die letzteren, jedoch die Amph-
zu klein und das Geschoss zu kurz).
) Die Seitenabweichungen infolge konischer Pendelung kommen
en rasanten Flugbahnen der Infanteriegeschosse mit grossem v,
ltnismiéssig weniger in Betracht, als bei Geschiitzgranaten (vergl.
el II, v, gross, also f klein).
r) Mitteilung von Heydenreich S. 104 iiber die Seitenabweichungen:
Pendelungen zufolge des Dralls erfolgen bei den Massenverteil-
. der eingefithrten Geschosse derart, dass bei jeder derselben das
oss einen grosseren Ausschlag nach der Seite der ersten Ab-
ng macht als nach der entgegengesetzten Seite“ (vergl. Fig. 12,
nsymmetrie). ,Die Ablenkungswerte nehmen, nach den Schuss-
rfahrungen, im allgemeinen mit einer Verlingerung des Geschosses
mit einer Verstirkung des Dralls zu“ Dagegen leitet Dihne
.48 u. 63 flg.) aus Schusstafeln ab, dass , die Seitenabweichungen
er Verlingerung der Geschosse und mit Zunahme der Anfangs-
windigkeit abnehmen, und dass sie bei gestreckten Flugbahnen
r sind als bei starker gekriimmten“ (dies in Ubereinstimmung
en Gtesetzen [Formel I] filr die Prizessions-Pendelungen & =9,
14*
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% = ¢,; insbesondere Ausdruck f; mit Verlingerung des Geschoss
wichst %, also M, damit und ebenso mit Zunahme von v, nimmt
ab; bei Verstirkung des Dralls wichst », damit auch f).

2. Beim Eindringen eines Langgeschosses in Erde od
Wasser oder in den tierischen K&rper wird sehr rasch «
Widerstand, der sich dem Weitergehen des Geschosses entgegenset
bedeutend vergrossert, zugleich nimmt die Rotationsgeschwindigk
durch die Reibung ab; aus beiden Griinden wird die Amplitu
der Nutationsbdgen im allgemeinen vergréssert (Formel'
W,, also M vergrossert, » verkleinert, also die Amplitude gross
itbrigens sind in solchen Fillen meistens die genaueren (leichungen V
VIII anzuwenden).

Es erkliren sich damit manche eigentiimliche Erscheinung
die an eingedrungenen Geschossen beobachtet wurden: Austreten :
Wasser in anderer Richtung; Weitergehen des Langgeschoss
innerhalb Erde in einer von der urspriinglichen Bewegung
richtung vo6llig abweichenden Richtung, ja selbst Umkehr
desselben nach dem Geschiitz zu nach Art des Bumerangs (Fig.-
Versuch des Verfassers; Schuss in Lehm, Ausgiessen der Hohlung 1
Blei).

Auch fir die Erklirung von Schusswunden sind in neuerer Z
von einigen Militérirzten, insbesondere von Kohler* die Gescho
pendelungen beigezogen worden. In der That ist es wohl denkb
dass neben den zahlreichen sonstigen Einflissen (hydraulischer Dru
Verdampfung, Fortpflanzung von Verdichtungswellen, Keilwirkur
Stosswirkung) auch die Geschosspendelungen, unter Umstinden et
in vierter oder finfter Instanz, mit in Betracht kimen. Hier soll n
darauf aufmerksam gemacht werden, dass insbesondere die Nut
tionen der Glewehrgeschosse (mit mehreren Hundert Umliufen p
Sekunde), weniger die Prizessionsbewegungen zu beriicksichtig
wiren; wenn das (eschoss eindringt, wird M grosser und durch
Reibung r kleiner; die Nutationsamplitude vergréssert sich, die G
schossaxe stellt sich schiefer gegen die Bewegungsrichtung, und zw

* Uber die Litteratur dieses Gegenstandes vergl. z.B.:

Reger, , Die Gewehrschusswunden der Neuzeit*, 1884. Derselbe ,,T1
die kriegschirurgische Bedeutung der neueren Feuerwaffen®, Archiv fir klinisc
Chirurgie 1892, Bd. 44.

Kocher, ,,Zur Lehre von den Schusswunden‘, 1895.

Medizinalabteilung des konigl. preuss. Knegsministeriums, ,, Uber
Wirkung und kriegschirurgische Bedeutung der neuen Feuerwaffen‘, 1894.

Bircher, ,,Neue Untersuchungen iiber die Wirkung der Handfeuerwaffer
1896, mit Atlas.

Koshler, ,,Die modernen Kriegswaffen, ihre Entwickelung und ihr gege
wiirtiger Stand, ihre Wirkung auf das tote und lebende Ziel*, Berlin 1897.

Endlich mehrere Arbeiten von Bruns, die neueste: ,Uber die Wirkung u
kriegschirurgische Bedeutung der Selbstladepistole System Mauser*‘, Tiibingen 18
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in einem vollig homogenen Medium; infolge davon kann das Ge-
s erweiternd wirken, zugleich nimmt aber T; zu, T ab; es diirfte
alb erst durch das Experiment zu entscheiden sein, welche Rolle
Geschosspendelungen auf diesem Gebiete zukommt.
3. Wie schon erwihnt, sind diejenigen Geschosspendelungen, welche
zunichst der Beobachtung mit dem blossen Auge darbieten,
tens die Nutationsbewegungen, nicht oder selten die Prizessions-
gungen. Solche Nutationen konnen auch ohne Anfangsstoss
erklichen Amplituden vorhanden sein (Gleichungen IX, X), falls
tabilititsfaktor ¢ klein ist; auch sind die Perioden 7, der Nuta-
n mit und ohne Stoss nahezu dieselben.
Es sprechen indes mehrere Griinde dafiir, dass meistens an der
lung auf das Geschoss ein Stosskriftepaar wirkte, dessen Axe
, mit der Rotationsaxe zusammenfiel: Erstens sind von Heyden-
, Neesen und mir Pendelungen (Nutationen) von betrichtlicher
litude in Féllen beobachtet, wo & geniigend gross war. Zweitens
ich niemals eine Form von Nutationsbogen beobachtet, bei welcher
kehrpunkte aufgetreten wiren (Figuren 19 bis 26), sondern stets
kreisihnliche Bogen; freilich konnten die Riickkehrpunkte auch
Auge entgehen, da auf einen Priizessionsumlauf viele Nutations-
n kommen mussten. Drittens ldsst sich die von Heydenreich
t beobachtete und von mir oft durch Versuche konstatierte That-
, dass mit wachsender Pulverladung, also zunehmendem v, unter
gleichen Umstéinden die Amplituden wachsen, die Stabilitit ge-
r wird, nicht wohl anders als mit der Annahme eines Anfangs-
es erkliren; in der That, wenn kein Anfangsstoss vorhanden wire,
iisste, bei wachsender Anfangsgeschwindigkeit v, die Amplitude
gstens annihernd und in derselben Entfernung gleich bleiben;
sie ist nach Formel IX und X durch ¢ bedingt; wichst nun v,, so
st 7% proportional v,® (bei demselben Geschiitz), andererseits wiichst
auch, in ziemlich weitem Intervall mit gentigender Anniiherung,
nfingliche Drehmoment proportional v, so wire zu vermuten,
der Bruch C%r*: 4 M A beim Schiessen mit stets vermehrter Ladung
ant bliebe, also wenigstens im Beginn der einzelnen Flugbahnen
mplituden dieselben blieben; da dem nicht so ist, so ist auf die
wung VI oder VII zu rekurrieren, welche zeigt, dass mit wach-
m Anfangsstoss s, die Amplitude zunimmt; der Anfangsstoss selbst
nimmt vermutlich mit der Ladung zu.
s ist iibrigens, genauer betrachtet, sogar sehr unwahrscheinlich,
unter normalen Verhiltnissen ein Geschoss vollig centriert ohne
hen Anstoss aus dem Lauf austritt. Selten werden die Pulver-
an der Miindung sich vollig symmetrisch um das Geschoss
dem Rohr dringen, leicht kann die Figurenaxe des Ge-
ses, welches den Ziigen folgt, an der Miindung einen kleinen
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Winkel* gegen die Laufaxe bilden, die Figurenaxe und die Rotations-
axe nicht zusammenfallen; nicht immer wird der Schwerpunkt in der
geometrischen Geschossaxe liegen; besonders aber auch deutet das Auf-
treten eines betriichtlichen Abgangsfehlerwinkels®* bei Geschiitzen
und Gewehren, die Thatsache, dass die Anfangstangente der Flugbahn
keineswegs mit der ruhenden Laufaxe zusammenfillt, so wie die Lage der
letzteren unmittelbar vor dem Schuss gegeben ist, sondern Winkel bis
zu 30 Bogenminuten und mehr mit derselben bildet, auf die Notwendig-
keit eines seitlichen Anstosses hin; bei Gewehren wird der Ab-
gangsfehler durch beginnende Schwingungen, insbesondere durch
Obertonschwingungen des Laufs erzeugt; da letztere sehr rasch er-
folgen, so ist es wohl denkbar, dass von dem Augenblick ab, in
welchem der Schwerpunkt des Langgeschosses die Miindung passiert
hat, bis zu demjenigen, in welchem der Geschossboden durch die
Miindung geht, dem Geschoss durch den schwingenden Lauf eine
Winkelgeschwindigkeit erteilt wird, welche, wie eine schitzungsweise
Berechnung gezeigt hat, von nicht zu vernachlissigender Grosse wire.

Heydenreich (1.c.S.108, Nr.2) hat gelegentlich beobachtet, dass
durch Anderung der Laufmiindung die Schussweite sich #nderte (die
Amplitude variierte).

Ich habe folgenden Vergleichsversuch angestellt: Es wurde
vertikal aufwiirts mit je gleicher Ladung geschossen, wobei erstens das
erwiahnte Morsermodell mdglichst labil aufgestellt, zweitens fest ein-
gespannt war; im ersten Fall waren sehr grosse Amplituden zu
beobachten, mitunter tiberschlug sich sogar das Geschoss in der Luft;
im zweiten Fall kamen die Nutationen zwar nicht in Wegfall, be-
sassen jedoch eine viel kleinere Amplitude. Es ist damit wahrschein-
lich gemacht, dass das Bucken des Rohrs den Anfangsstoss wenn nicht
ausschliesslich bedingt, so doch dabei mitwirkt, dass also die Ursachen
des Abgangsfehlers und der Nutationsamplituden irgendwie zusammen-
héngen.

Derartige systematische Schiessversuche, bei denen ein Einfluss
nach dem anderen ausgeschlossen wird, sowie die genaue Beobachtung
der anfénglichen Pendelungsamplituden — etwa nach dem Neesenschen
Verfahren — milssten ein Gesetz fir die Grosse des Anfangsstosses,
damit fir die der Nutationsamplituden und die Treffféhigkeit liefern.

4. Weiterhin hat die vorhergehende Untersuchung gezeigt, dass es
far die Weiterentwickelung dieses Teils der Ballistik von Wichtig-
keit wire, die Gesetze anderer Grossen, die in die Rechnung

* Vergl. hieriiber Putz, revue d’Artillerie tome 24, 1884, p. 293, Note sur
les imperfections inévitables des projectiles et leur influence sur la justesse du tir,

** Zuerst hat wohl K. B. Bender darauf hingewiesen, dass die Entstehung
der Nutationen in dem Abgangsfehler zu suchen sein kionnte. ,,Die Bewegungs-
erscheinungen der Langgeschosse und deren Beziehungen zu den Eigenschaften
des Feldgeschiitzes der Zukunft*, Darmstadt 1888 bei Bergstriisser; S. 43 fig.
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gehen, vor allem: C, A, M, r zu kennen. Und zwar miisste

Aufstellung der betreffenden Beziehungen die Beobachtung vor
Theorie die Vorderhand erhalten:

Die beiden Trigheitsmomente C und A4 lassen sich mit Rech-
g nur ungenau bestimmen; die mancherlei Vertiefungen am Ztinder
 Boden einer Granate, die Fithrungsringe, der mit Kugeln aus-
illte Hohlraum im Innern etc. machen . eine exakte Berechnung
sorisch; es miissten durch systematische Schwingungsversuche,
igstens fiir eine besonders hiufig benutzte Form von Granaten

a diejenigen Kruppscher Konstruktion, die Grdssen 4, C und 4
Funktion der Geschosslinge, des Kalibers etc. gegeben werden.

Besonders viel trigt zur Ungenauigkeit der theoretischen
rechnung die Unkenntnis des Luftwiderstandsmoments M
 von W, und &, bei; es muss die Kummersche Arbeit auch beziig-
ihres experimentellen Teils durch empirische Ermittelung der
twiderstandskomponenten als Funktionen des Winkels « zwischen
chossaxe und Bewegungsrichtung erginzt werden.

Endlich giebt die Annahme einer Konstanz der Umdrehungs-
chwindigkeit » des Geschosses um seine Liingsaxe, trotzdem dass

meisten Ballistiker bei ihren Rechnungen von dieser Voraus-
ung ausgingen, zu mancherlei Bedenken Anlass. Das Resultat von
isson und Heim, dass der tangentielle Luftwiderstand, die Luft-
yung, eine nur minimale sein kénne, hezog sich nur auf die fritheren,
ten Kugeln; die jetzigen Granaten und Infanteriegeschosse sind da-
en wegen der durchrissenen Fithrungsringe einerseits, der Zug-
Iriicke andererseits keineswegs glatt. Wie Altmann (1. ¢.) mit Recht
vorhebt, ist es daher wahrscheinlich, dass die Rotationsgeschwin-
keit » im Verlauf derselben Flugbahn nicht unbedeutend abnimmt.
ne eigenen Versuche mit einem Gteschoss sehr rauher Oberfliche
teten eine merkliche Abnahme von » an.

Versuche in dieser Richtung hat Krall* vorgeschlagen und Boys**
onnen; ein Gesetz fir die Abnahme von r ist jedoch nicht bekannt.

5. Bei der Berechnung der Seitenabweichungen von Lang-
chossen wird stets nur der Einfluss der Pendelungen, die selbst
> Folge der Rotation um die Liingsaxe sind, beigezogen. Von den
enabweichungen ist zwar in diesem Aufsatz nicht systematisch die
le; doch hiingen sie innig mit dem Vorhergehenden zusammen,
er hieriiber eine Bemerkung: Bei den Versuchen des Verfassers
n Andeutungen dafiir vor, dass daneben auch ein zweiter Einfluss,
moge der Magnus-Effekt heissen, von nicht unbetriichtlicher Grésse
. konne: wenn ein Langgeschoss eine sehr langsame Priizessions-

* Krall, Mitteilungen iiber Gegenstinde des Artillerie- und Geniewesens,
3, 8. Heft, S.118.
** Boys, Dieselbe Zeitschrift 1897, S. 886.
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bewegung besitzt, so bleibt wihrend des Flugs die Geschossaxe s
nahezu parallel, die Geschossspitze fortwihrend oberhalb der Tange
(vorausgesetzt, dass die Nutationen nicht zu gross sind); der Win
zwischen (teschossaxe und Tangente wird grosser und grosser,
Scheitel schon gleich dem Abgangswinkel. Infolge davon kann e
weder die Luftreibung, der tangentielle Widerstand (der Poissc
Effekt) oder aber die Wirkung der adhirierenden Luft (Magn
Effekt) als die Geschossbewegung beeinflussend in Frage komm
Der Poisson-Effekt wiirde darin bestehen, dass bei Rechtsdrall Recl
abweichung, bei Linksdrall Linksabweichung des Schwerpunkts -
der anfinglichen Vertikalebene der Flugbahn eintrite; denn die L
vor dem Geschoss ist dichter als diejenige hinter demselben; also
Luftreibung vorn grosser als hinten. Die Wirkung der am Gesch
adhiirierenden Luft wire bei Rechtsdrall Linksabweichung (oder V
kleinerung der Rechtsabweichung durch Pendelung), bei Linksd:
Rechtsabweichung; denn z.B.bei Rechtsdrall bewegt sich die mit d
Geschoss rotierende Luft auf der linken Seite im selben Sinn wie
gegen das Geschoss heranstromende Luft, rechts im entgegengesetz
Sinn, also entsteht rechts Erh6hung, lmks Verminderung des Lt
drucks; infolge davon wird das Geschoss als Ganzes nach links
driickt. Da die Resultante der hieraus entstehenden einseitigen Luftdriic
mehr oder weniger genau durch den Schwerpunkt gehen wird, so w
hierdurch die Rotation des Geschosses um den Schwerpunkt,
Priizessions- und Nutationsbewegung, nicht wesentlich modifiziert, s
dern nur die Bewegung des Schwerpunkts.

Nun haben meine Versuche in einem Fall Linksabweichung
Rechtsdrall, in einem anderen Rechtsabweichung bei Linksdrall a
gezeigt. Im ersten Fall lag (sieche oben) der Angriffspunkt der Lu
widerstandsresultanten wegen der besonderen Geschossform ohne Zwei
hinter dem Schwerpunkt, also erklirt sich hier diese Linksabweichu
einfach durch Pendelung. In den anderen Fillen jedoch blieb
Rechtsabweichung bei Linksdrall (zum Teil 8 m auf 30 m Schu
weite) auch dann noch bestehen, als an der Greschossspitze eine Ko
scheibe angebracht wurde, welche sicherlich bewirkte, dass der A
griffspunkt der Luftwiderstandsresultanten nahe der Geschossspitze L
falls dies nicht schon vorher der Fall gewesen sein sollte; durch «
Pendelung allein hiitte somit Linksabweichung wegen des Linksdra
eintreten miissen; folglich lag der Grund der Rechtsabweichung
anderem: das Geschoss hatte hinten die Form einer Schraubenspind
also ist anzunehmen, dass hierbei vom Geschoss mehr Luft mitrotie
wurde, als von einem Geschoss mit glatterer Oberfliche, und dass d
Magnus-Effekt die Erscheinung bewirkte. Meine Versuche zeigten die
Erscheinung nur nebenbei und zielten auf anderes ab; bestitigt si
diese Wahrnehmung, so ist damit bewiesen, dass bei der Berechnu
der Seitenabweichung ausser der Pendelung unter Umstéinden no
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anderer Einfluss Beriicksichtigung finden muss, und zwar weniger
Poisson-Effekt (den in neuester Zeit wieder Altmann beigezogen
wahrscheinlich ohne von der Arbeit Poissons Kenntnis zu haben),
ielmehr der Magnus-Effekt. Eine Berechnung hieritber hat Tait,*
ell fir Kugeln, begonnen.

H. Zsahlenbeispiele.
1. Beispiel. Deutsche schwere Feldkanone C,78.
Schrapnell C-91 oder Sprenggranate. Schussweite 4600 m. Es ist
442 m; Abgangswinkel = Erhebungswinkel 15 %° + Abgangsfehlerwinkel %°

=15 g", also ,=0,278;

er 2 R=0,088 m; Geschossgewicht P=17,5 kgr. Geschosslinge H= 28,2 cm
1 2,76 Kaliber, Entfernung von Boden und Schwerpunkt 9,98 cm; mit Tabelle IV
h=1,8 Kaliber) wird fir «=0 die Entfernung von Boden und Angriffs-
bt =1,41-1,46 = 2,06 Kal. =18,1 cm, also A, =0,081 m.
Drallwinkel A= 8°36', also r =1, -tgA : R=442.tg(3°86'): 0,044 = 632.
,00085 (durch Rechnung, siche oben Regel von v. Wuich). Reduzierte Léinge
12

‘eschosses — 2,36 Kaliber, also 4: 0=% (1 + “'; 2 )= 42,
a) Anfangliche Periode T resp. T, der Priizessionsbewegung resp.
Nutationsbewegung:
Im Anfang der Flugbahn sei « =0, also W, - cos o : sin « =Wp - cos §,; somit
WVep-cos®,-h, =38,7 m/kgr; Cr:A=150,6; Cr=041; 4AM = 4,1.10—2;
) : (4AM)=4,1; also

Periode T der Priizession =0,7 sec oder 13 Pendelungen pro sec,

26 Pendelungen auf der Flugbahn;

Periode 7, der Nutation = 4,8-10—3 oder 21 Pendelungen pro sec;

Stabilitatsfaktor ¢ =4,1;

Priizessionsamplitude anfangs = f= N7 0,00256 oder 9';

z
Amplitude der Nutation, falls kein Anfangsstoss stattfand
1

- _ 1 ’
_é._a.gm(<)\OSM)_2c f=0,00031 oder 1’

b) Dasselbe fiir den Auffallpunkt:
Spitzer Auffallwinkel o = 24:%", also <) OST = Auffallwinkel 4 Abgangs-
1= 40—:%"; ebenso gross ist der <) « am Schluss der letzten vollen Pri-

nspendelung; entnimmt man hierfiir aus Tabelle III den Wert W;:sina, so
an M=l%‘f—-h,-7,4; 4AM—8.10—3%; ¢=21; f=0,00804
;=179 ist), T'=0,35 sec; T, = 5,8-10—2 sec. Man erhiilt damit die folgende
imenstellung:

* P. G. Tait, Nature 48, p. 202; vergl. auch Beibliitter zu Wiedemanns
en 1895, Nr. 4, S.288; ferner Hélie traité de bal. extér. 1884, Bd. I, p. 328.
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Prizessionsbewegung Nutationsbewegung (ohne Stoss)
. Zahl der | Ampli- . Zshl der | Ampli- |Stabil
Periode P Period P
"‘;‘,‘},‘2‘;’,&’“ tude riode P?,.?g':,f‘ ?| tude | fakt
im
Anfang| 0.7 sec 14 9 |l4,8.-10-2 21 by 4,
der sec ,
Flugbahn
Ende
der |l 0,3 sec 88 crc 41° (5,8-10~-2 2,
Flugbshn| ’ " e 1 o° "
(ungenauer)

c) Konstruktion der Priizessionskurve (Fig. 44).
Die graphische Ldsung des ballistischen Problems ohne Riicksicht at
Rotation liefert das folgende Resultat.

—

Entfernung Zwischen- Horizontale Hohe 2 Horizontale
von der zeiten Geschwindig- | tber dem | Neigung de
Miindung keiten Boden Tangente
m sec. | vrm/sec met 0=
Y Y 425 0 151%0- e,,:
495 1,26 358 126 12088’
1002 1,63 316 239 11°31’
1512 1,69 287 329 8°45'
2015 1,83 263 388 4°55'
2502 1,93 242 411 0°62'
2994 2,12 223 394 —4°30'
35604 2,38 206 325 —11%'
40256 2,68 191 188 —18°0'
4501 2,68 179 0 — 24958’

zusammen 18,0 sec. ganze Flugzeit.

Die Bahn der Geschossspitze ohne Riicksicht auf Nutationen, d.!
Priizessionsspirale muss in einzelnen Intervallen berechnet werden; als diese
valle kénnen hier die einzelnen Perioden T gew#hlt werden.
Im Anfang des ersten Priizessionsumlaufs ist v, ='425;

=% 0= 37 425

0=498,=0273; a=0; I'=0,7 sec.
Im Anfang des zweiten Umlaufs, also nach 0,7 sec, ist vz=380, M

1 1
@=143" e=8—w0=15", f=000286.

Setzt man in den Ausdriicken wr, &, der Reihe nach

t=0,

so hat man der Reihe nach
fir t=0, wr=0, & =&,=0,278 (w,=0,273, f=0,00256),

fir t=% T = 0,17 sec
(wobei &,— = 0,006, & =0,267; f=0,00276),

127 3y g,
Yr=f+8r—o
r=04f

M=37;
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2., vr=2f
fir t= 1 T = 0,34 sec {Or-m—(ﬂ.,—m)
(wobei &, —@=0,018, ®=0,260, f=0,00280),

_3 _ Yr=f- (B —o)
fir t—4 T = 0,51 sec{or=m_f

(wobei &, — 0 =0,020, o=0,258, f=0,00283),

Yr=20
8- = &, wie anfangs
(0 = 0,247, f=0,00286),

fiir t=%1‘=0,7 sec

Fig. 4.
/-I“‘\ .
- ~
7
"
i
f
‘ . 0
\\ ‘\ P
Ay 7
\\\ K____a’ I’
/
\\ /
\\\- /’z 7;
P S
T,
1
= m—om
T
TQ
T, M
’ 5 Yr=f+8—o
firt=—"T7T= g
t 1 T = 0,85 sec P

(8, —©=0,032, o=0,241, f=0,00290) u.s.f.
Damit li#sst sich die Priizessionsspirale punktweise konstruieren.

d) Konstruktion der Nutationsbdgen, unter Voraussetzung eines
,ngsstosses, beispielsweise p=+1,41, ¢, =0 (d. h. der Geschossboden
te einen Stoss aufwiirts oder die Spitze abwiirts, wodurch der Axe die relative
elgeschwindigkeit 4 1,41 erteilt wird), also ist s, =4 1,41.

cr M\ 21
28, : (—"——)=—'4—1=o,o2.
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Nun war fiir unseren Fall, mit ¢, = 0,
Do

¥n =[—cos By +cos(ri— )] =37
4 Cr
= [sinﬂ,—sin(rt—pl)]--—c—r—%—;
A Cr
hierin ist anfangs ﬁ,=g—£-t-9,2~t, rt—B, =(%—'——%[;—)-vt =141-¢,
Do _ 141
or_o %
4 Or
also 100 s = — 08 (9,2-£) + cos (141 -8),

10085 =+ sin (9,2 ) — sin (141.¢).

Setzt man hier der Reihe nach t=0, t= 421 m (oder=0,0111sec), t=2-0,
t=3-0,0111 etc., so wird:

fir t=0 Yn=0
8' = 0,
10095 = — c0s(9,2-0,011) = — c08(0,1023) = — cos (5°52'
fir ¢ = 0,011 sec =—0,995

100-8» =+ sin (9,2-0,011) —1=— 0,898,
100-4pn = — cos(2-0,1023) —1 =—1,979
1008 =4 sin (2-0,1023) =+40,2086,

100-9n = — c08(8-0,1028) =—0,954
00- 85 =+ sin (3-0,1023)+1=+1,301,

100 9 = — cos(4-0,1023)+1= 40,081
100- 8 =+ sin (4-0,1023) = 40,398,

100- s =—cos(5-0,1023) =—0,872
10084 =+ sin (5-0,1028)—1=— 0,610 u.s.f.

Damit ist die Nutationskurve (Figur 44) gezeichnet. Die Amplif
miissen im Verlauf der Flugbahn wachsen, da M von 8,7 bis 7,4 wichst,
Cr M bnimmt
4 — Oy Bbuimmt.

Die Kurve (Fig. 44) ist deshalb nicht weiter fortgesetzt, weil es unter
stinden als zweifelhaft gelten kann, ob die Formeln (siche oben) noch Anwen

finden diirfen.

fir ¢ =2-0,011 sec
fiir ¢t =3-.0,011 sec
fiir ¢t =4.0,011 sec

fiir ¢=5-0,011 sec

2. Belsplel. Deutsches Infanteriegewehr M /71,

Kaliber 11 mm, Geschosslinge 27,6 mm = 2,6 Kal.,, ¢, =451m, Gesc
gewicht 26 gr, Dralllinge 550 mm, also r = -2—:;5—;31 = 5150, C = 88,51
k)
A=142,4-10—9, C*r?*=39.10—8, M mit 3,=0 wird = 0,76-10—3,

4AM=048-10—8, ¢=9,05, T=0,168 sec, T, = 0,48-10—2 sec.

8. Belsplel. Deutsches Infanteriegewehr M /88,

Kaliber 8 mm, Anfangsgeschwindigkeit v, =646 m, Dralllinge 24 cm =230,
(Rechtsdrall), Geschosslinge 81,3 mm = 8,96 Kaliber, Geschossgewicht 14,7 ¢
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lso r=16900, mit &, =0 ist anfangs M=W - h,=0,792-0,016=0,0119 m /kgr,
-10—9, %I—=58,2, A:C=895, C*=41.10—8 4AM=51.10—9
r
, I'=0,118ec, T,=3,5-10—3 sec.
infangsradius des Prizessionskreises = Anfangswert von
=lr.o g 98
M vz 582640
ei Abgangswinkel &,= 6%, was auf relativ kleine Seitenabweichung hin-

=0,00026 oder 53"

nfingliche Amplitude stossfreier Nutation (mit 8, =269
1;#-/‘ =0,000061 oder 12",
nfangsstoss gesucht: Angenommen, es habe einmal bei horizontalem
ein Durchschlagsloch auf der nahen Scheibe durch Ausmessung erkennen
dass der Winkel zwischen Geschossaxe und Flugrichtung 1° betrug.
r Anfangsstoss ist hierzu erforderlich? Bogen von 1° oder

_ 2.8, _2-3 _
0,0174 = Cr £ =851’ 8, =186.
A Cr

4. Beispiel. Versuch von Neesen.
=395 kgr, A=4°, v, =156 m, H = 3,3 Kaliber, 2R =0,1491 m,
)°; also r=1453, C=0,0112, A4:C=6,9; Anfangswert von M Z 0,68,
2,66, 4AMZ0,18.
'S 10,8 sec, T, = crc. 0,31 sec. (beobachtet cre. 0,47 sec).

5. Beisplel. Versuche von Heydenreich 1. c.S. 98.
a) Mit dem MJdrser.
» =20°% R=0,0745 m, P =40 kgr, Abrundungsradius 1,6 Kal., H=25 Kal,,
)m, A="17°% also ist r=296, C=0,0118, 4=0,1569, C'r'=112, Mim
= 8,1,
'=8,7sec, T,=0,4sec; beobachtet crc 0,6 sec, ¢ =307.

b) Mit der Kanone.
asselbe, nur &, =9° v,=500m. Damit ist r =8%4, M=86,6, C*r?=86,8.
'=0,87 cec, T;=0,177 sec oder 5,6 pro sec; beobachtete Periode der
ingen: 4—5 pro sec.

6. Beisplel. Einer der Versuche des Verfassers.

aliber 0,8 cm, Geschossgewicht 60 gr, &, =45°, v, =21 m, Dralllinge 7 cm
rall), Geschosslinge 14 cm; also ist

4, C=05-10—7, A:C=193, M=28.10—6, T=22sec, I,=0,6 sec

(beobachtet 0,6 bis 0,75 sec).

nfangs Nutationsamplituade ohne Stoss = crc.7° (beobachtet: wechselnde
1de zwischen crc 5 und crc 30° also ein Anfangsstoss wahrscheinlich).

ies giebt folgende Zusammenstellung je der Werte im Anfang der betreffenden

hn, Es ist hinzugefiigt, ob wegen der grossen Winkel das Rechnungsresultat
der weniger zuverlissig ist (* = sehr unsicher).
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Priizessions- | Nutations- || Auf | Beobach N Anfan
Pendelungen || Pendelungen || einen fitete Zant|| ™" || Ge- chwi
4 “l:::;.- der liohge-r schoss- keit d
d z -
Zeit | zanl || zey | Zzam | Umlsuf "‘l’:" Stabili-|| Bne Il e
cines | der || oines | der [ kommen|| SCBER |-y ) Aot e
vollen | Um- |1 houfs| Um- Nu- Pendel- faktor Ka-
Unmlaufs| 16ufe liufe || tetions- || ungen 0‘ libern %y
sec |Prosec| sec |prosec|/Umliufe|l 5rg gec met/sec
22,4 —;é 0,25 4 88 ? 2,7 4,93 214
21 cm- zahlreiche kreis-
Mborser ihnliche Pendel-
* ungen zu
beobachten
(Nutationen).
Versuch
von 1 cre
Neesen [ 108 | 7 [ 081 | 8 35 || 22 || 91 |/ 3538 156
K. 15cm (Nu- :
Kanone tation)
.
Heyden- cre
reich | g7 | 1 | og6| 28 | 10 2 31| & | 180
Morser 4 (Nu-
* tation)
Heyden- 1 cre
reich 0,67 15 0,18 | 5,6 37 45 1,6 5 500
Kanone o Ao
. (Nutat.)
Deutsche
“E‘}‘;';"’ 0,7 1% 005 | 21 [ 14 ? 41 | 276 | 442
eld-
kanone
Deutsches|
In- 48 | 209
fanterie- 0,16 6 4 (; —s| (Ton 34 ? 9 2,6 451
gewehr gis)
M/71
Deutsches
In- 1 35 |
fanterie- | 11| 95 | ol 290 | 31 ? 82 | 896 || 645
(Tond)
gewehr
M/88
Versuch
des " 1,8
Verfassers| 1 1 bis
(Morser- 22 29 0,64 1_2. 34 18 a 10 17 21
modell) (Nutat.) |
* |
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Berichtigungen.

Bei diesem Anlass gestatte ich mir, einige nachtriigliche Berichtigungen
1einem ,,Kompendium der theoretischen #usseren Ballistik*
Teubner 1896) zusammenzustellen und spreche den Herren, welche mir
undlichster Weise ihre Bemerkungen zugehen liessen, meinen Dank aus.

S. 145 Z. 6 streiche ,,oder Richtung der Resultanten*:.

S.159 Z. 7 lies ,,der Bewegung* statt ,,des Luftwiderstands‘.

S.169 Z. 13 lies « = 30° statt «.

S.170 Z. 9 und 10 lies tiefer, tief statt hsher, hoch.

S. 218 Fig. 60b ist ,,Resultante des Luftwiderstands* zu streichen.

S. 221 Z. 18 streiche ,,zwischen der Resultante und der Geschossaxe oder
auch*,

S. 260 Z. 3 von unten ist ¢ =0,000367; es kann dieses Beispiel 1) nur als ein
solches mit den beliebig angenommenen Zahlenwerten v,,6, C...
zur Klarmachung der Methode angesehen werden und kann nichts
iiber die Granate der leichten Feldkanone aussagen, da ¢ mit 3,9
zu multiplizieren wire.

S. 811 lies ,,noch immer zum Teil dblich* statt ,,die iiblichste*.

3. 323 Z. 22 vor der Mitte lies ,,50°/, von* statt ,,60°/,, bei‘.

S.351 Z. 4 von unten ist zur weiteren Klarmachung hinzuzufiigen:

,,mit 8=1,34; _Plhgr _ 0,92; A=1,4 (vgl. 8.275), und & =0, nach

R? (mm)
der Formel ¢'= > (;0.81:; p_14 .113;3592 =0,962, also v,;=605,2* etc.

S. 462 Note 154 ist unabhiingig fiir sich. Hinzuzufiigen: Jedoch ist diese
dltere Methode besonders einfach, da keine Linsen erforderlich sind.




Uber Spannungszustinde, bei denen ein Spannungs-
potential und zugleich ein Verschiebungspotential
besteht.

VYon

Dr. G. HoLZMULLER,
Hagen i. W.

1. Feststellung der Grundhypothese am Einpunktproblem.

Der Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure habe ich kiirzlich eine
Arbeit eingereicht, deren Resultate, wie mir scheint, von allgemeinerem
Interesse sind. Es handelt sich um Spannungszustinde elastischer
Korper, bei denen ein Spannungspotential nach Art des Newton-
schen und zugleich ein Verschiebungspotential nach Art des
logarithmischen besteht. Das letztgenannte Potential ermdoglicht die
Anwendung der konformen Abbildung, die meines Wissens bisher nur
fir die Saint-Venantsche Torsionstheorie in der Elastizititslehre
Verwendung fand, und zwar in sehr beschrinktem MafBle fdr einige
wenige Formen des prismatischen Stabes. Einiges mdchte ich ohne
Rechnungen hier mitteilen, anderes vervollstindigen und verallgemeinern.

Ich gehe von einem bekannten Beispiele aus:

Ein dickwandiges Rohr sei von konzentrischen Kreiscylindern
begrenzt; der innere habe den Radius #;, der &ussere den Radius ,.
Im Hohlraum herrsche die positive Spannung p, moge sie ein hydrau-
lischer Druck, eine Gasspannung oder sonstiger Art sein. Ist nun r
der zwischen 7; und 7, verinderliche Radius, s, die in den Punkten
des zugehdrigen Kreises entstehende radiale Spannung des Materials, die
sich ibrigens als negativ, d.h. als Druck herausstellt, 6, die normal
dagegen wirkende tangentiale Spannung, die sich als positiv, d.h. als
Zugspannung geltend macht, so gelten nach der tblichen Theorie
folgende Formeln:

ri? ot — gt ! rat—?

1) Ot A e B A e
3 2 : ]
2 o= b e
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Als Verschiebungsweg w, ergiebt sich:
w,=pm((m—l)r+ (m + 1) )
rosste Anstrengung des Materials:
6— 2 (m;‘ ,.,3_*_”_':'%,.“2).

rat—1r;

Hier bedeutet E den Elastizititsmodul, » die bekannte Konstante
uerkontraktion bei Zugbeanspruchung. Vergl. z.B. F6ppl: Festig-
ehre, S.306. Wichtig sind die Formeln fiir die Konstruktion und
hnung der Geschiitz- und Gewehrliufe, der hydraulischen Pressen,
ruckrohre von Bergwerkspumpen und Wasserleitungen, der Dampf-
und der Druckeylinder gewisser physikalischer Apparate, z.B.
, die zur Verflissigung von Gtasen durch hohen Druck bei nie-
s Temperatur dienen.
Jei den Ringgeschiitzen werden bekanntlich zur. Verstirkung des
rstandes Ringe auf das Hauptrohr gezogen, die in erhitztem Zu-
> gerade noch darauf passen, nach geschehener Erkaltung aber
c nach innen geben. Zur Berechnung des Zustandes braucht man
such die Formeln fiir #usseren Druck, die man erhilt, indem
r. und 7; mit einander vertauscht.
Jei den Formeln der Festigkeitslehre ist es, da wihrend der Ent-
lung zahlreiche Vernachlissigungen stattfinden, stets zweckmissig,
raktisch durch Versuche auf ihre angeniherte Richtigkeit zu
1 und theoretisch zu revidieren, auf Grund welcher Hypothesen
wa als richtig angenommen werden kdnnen.
m vorliegenden Falle ist zunéichst das einfachste Proportlonahtats-
. der Festigkeitslehre angewandt, zweitens ist die dritte Dimension
,hlasslgl; worden, was bei langen Cylindern etwa ebenso berech-
st, wie bei den zweidimensionalen Problemen der Wirme- und
otentialtheorie. Alles aber lisst sich durch eine einzige Hypo-
ersetzen.
facht man nimlich 7, unendlich gross, so erhilt man fiir die un-
1zte Platte folgende Formeln::

ri?
8= —19p ;, )

!
0, = P por

w, = prit (1+ )1

Om = p(1+ ;z )

ie Formel 7) folgt aus den Spannungsformeln, wenn die negative
igerung d.h. die Verkiirzung des radialen Elementes dr gleich

chrift f. Mathematik u. Physik. 48.Jahrg. 1898. 4. u. 5. Heft. 15
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sdr pri
9) —E—(1+-—)=—- Lr,(l+—)dr
die der Strecke des Radius von 7; bis » also gleich

()= () ()

e

gesetzt wird. Da namlich nach 6) der unendliche Kreis keine Ver-
lingerung seiner Peripherie erleidet, also dort auch keine Verschieb-
ung nach aussen stattfindet, so ist der unendliche Bereich als
ruhend zu betrachten. Da ferner die letzte Formel fiir » = © in

(1) - ()

ibergeht, so bedeutet dieser Ausdruck die Verschiebung der Punkte
des inneren Grenzkreises. Die Integralformel giebt also die relative
Verschiebung der Punkte r gegen die Punkte ; an, die absolute Ver-

schiebung der Punkte r wird daher '

()
was mit 7) nbereinstlmmt

Man kann also fiir die Untersuchung folgende Hypothese zur
Grundlage machen:

Die gegen die cylindrische Innenwand der unbegrenzten
Platte wirkende Druckspannung p verursacht in der Entfern-
ung r von der Axe radiale und tangentiale Spannungen

ri?
=p7—,
die absolut genommen einander gleich und umgekehrt pro-
portional dem Quadrat der Entfernung r sind; sie verursacht
ferner Verschiebungen, die umgekehrt proportional der ersten
Potenz der Entfernung und von der Grosse

w,—pg’(l.;.%) 1

r

sind.

Diese Hypothese also miisste auf ihre Richtigkeit durch Versuche
geprift werden. Da dies mit unbegrenzten Platten nicht geschehen
kann, begrenzt man die Platte durch eine konzentrische Cylinderfliche
vom Radius 7, und bringt dort den vorher daselbst befindlichen
Spannungszustand kiinstlich hervor. Dazu ist, wenn das Obige richtig
ist, nur eine radiale Druckspannung nach innen, also eine Spannung

von der Grdsse — p :';:nﬁtig. Durch diese und die Innenspannung p wird

die richtige Spannung g, von selbst hervorgebracht, denn nach Formel 2)
wird durch p:
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7' ratdrat
fa"—r[’ ?

Ta

nach der Formel fiir #usseren Druck dagegen wird durch p—:%:

oy = (p1E0) 0} Zek et it
fa = \Fra?)ra® ri?—1rs? T2l Tal—1;?
Beide Wirkungen geben vereinigt: '
!
o, =6, + o', P, e

Im ganzen Innern herrscht also der durch 5) und 6) dargestellte
Spannungszustand, wie auch aus der Formel 1) hervorgeht. -

Sollte es also z. B. fir das Hauptrohr eines Ringgeschiitzes
wiinschenswert erscheinen, dass es wihrend der Zeit der hdchsten
Spannung p auf Zug ebenso stark wie auf Druck beansprucht werde

so miisste der aufgepasste Ring dabei seinen Gegendruck auf p
steigern, was auch erreicht werden kann. -

Man sollte auf den ersten Blick meinen, die Dru_ckspa.nnungen
milssten umgekehrt proportional der ersten Potenz des Radius sein, da
die cylindrischen Flichen dieser Grosse direkt proportional sind. Dies ist
aber bekanntlich nicht der Fall, da die Zugspannungen jeder Peripherie
einen Teil der Druckspannung aufnehmen und nur den Rest weiter wirken
lassen. Der Ring des Ringgeschtitzes dagegen giebt eine Druckspannung
derart her, dass das Material des Hauptrohrs in hoherem Grade auf
Druck beansprucht wird, wiihrend die bedenklich hohen Zugspannungen
vermindert werden. Einfache Rechenbeispiele ergeben sich bei der
Annahme des vorliegenden besonderen Falles, wie ich sie in der
Ingenieur- Zeitschrift durchfiihre.

Wie das einfache Proportionalititsgesetz der Elastizitat nur fiir
gewisse Materialien gilt, so wird auch die vorstehende Hypothese nur
eine beschrinkte Bestitigung finden. Dies schadet aber nichts, da sie
uns fir den Unterricht einfache Ubungsbeispiele verschafft, dle ge-
eignet sind, das Verstindnis der Theorie zu erleichtern und auf
_schwierigere Annahmen vorzubereiten. Handelt es sich in Wirklich-
keit um andere Potenzen, wie es das potenzierte Elastizititsgesetz filr
gewisse Materialien vermuten lisst, so sind die Rechnungsschmeng
keiten nicht bedeutendere.

Aus den Gleichungen 5) geht hervor, dass nach der angenommenen
Hypothese fir den Spannungszustand der unbegrenzten Platte oder des
auch #usserlich in entsprechender Stérke beanspruchten Rohres ein
Spannungspotential von der Grosse:

10) U=pf';.—’=k%

besteht, welches in der Form dem Newton'schen entspricht.
15%
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Gleichzeitig aber besteht fir die radialen Verschiebungen ein
Verschiebungs-Potential:

11) V- (1+—:‘—)pr.-’lgr—kllgr.

Zu jedem solchen Potential gehdrt auch ein Drehungspotential,
welches aber hier ausser acht bleiben kann, da der Zug doch iber-
all gleich dem Druck wird, so dass neue Rechnungen iberfliissig sind.

Auf das erstgenannte Potential kann man die konforme Abbildung
nicht anwenden, auf das letztere dagegen ist sie anwendbar. Beide
geben einen einfachen Uberblick i{iber kompliziertere Zustinde und
eine ausserordentliche Vereinfachung der Berechnungen.

Soll das Spannungspotential der Reihe nach Werte annehmen, die
einer arithmetischen Reihe entsprechen, so dass die Potentialdifferenzen

von Kreis zu Kreis gleich gross sind, so muss dasselbe mit % ge-
schehen. Ist die Reihe fiir jenes z.B.:

0, 1, 2, 8, 4,...
so muss r die Werte ; 4 ; 1 1
'67 'i-) '2—’ '5') I)...
annehmen.
Soll dasselbe mit dem Verschiebungspotential geschehen, so hat
lgy der arithmetischen Reihe zu folgen, also r. der Reihe:

+0 1 +2 +8
et etl et2 eis |

Hiufiger findet aber hier aus bekannten Griinden die Reihe:

2n i §x 8=

e, e ", e ", e ", e ",...
Anwendung, weil diese bequem auf die quadratische Einteilung der
Ebene fihrt, die bei dem Spannungspotential keine Anwendung findet.

Wichtig ist noch die Berechnung der Verschiebungsarbeit,
fir die, weil die einzelnen Teile einander ausweichen, nicht die Ver-
schiebung selbst massgebend ist, sondern die an der betreffenden
Stelle auftretende Dehnung und Verkiirzung. Nach gebrauchlicher
Annahme wiichst withrend der Verschiebung die Spannung regelmissig

von o ayf s an, also wird% massgebend. Hat ein Stab die Linge !
und den konstanten Querschnitt f und ist die Dehnung oder Verkiirzung
gleich 4, so ist die geleistete Arbeit gleich —‘;—l f- Da nach bekanntem

Satze der Mechanik die Arbeiten einfach algebraisch, nicht aber nach
dem Parallelogramm, addiert werden, so ist die Berechnung der
inneren Arbeit des Materials sehr einfach. Die Verkiirzungsarbeit und
die Verlingerungsarbeit sollen getrennt behandelt werden. Nimmt man
fir die radiale Verkiirzung die Werte von s und i aus den Gleich-
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ungen 5) und 9) fir f die Cyﬁnderﬂiche 2r=xd, wo 0 die Dicke der
Platte ist, so ergiebt sich als SBumme der Verkitrzungsarbeiten

A = pr.(1+ ) /f:=%pr« (1+ )m?

i

Berechnet man die Dehnungsarbeit fir den Kreisring mit den
Radien # und » + dr, und integriert man von 7; bis oo, so erhilt man
fir A, denselben Wert wie fir A4,. Die gesamte innere Arbeit
des Materials ist also

12) A=22 (14 1) =0,

Dafiir giebt es eine gute Probe. Die etwa von Pulvergasen an
die innere Wand abgegebene Arbeit ergiebt sich a.us p, der Fliche
27,748 und aus der wirklichen Verschiebung P ( 1 + ; wenn wihrend
des Vorgangs die Spannung regelmissig von o a.uf p anwichst, als
derselbe Wert 4, so dass, wie zu erwarten stand, die &ussere Ar-
beit gleich der Summe aller inneren Verschiebungsarbeiten ist.

In der Ingenieur- Zeitschrift berechne ich Beispiele unter Annahme
eines Druckes von 3000 Atmosphiren. Da die Verschiebungen dabei
nur die Grdsse 0,195 mm betragen, ist die Arbeitsabgabe gering. Man
hat aber nach Abstellung des Druckes an der Innenwand auf Schwing-

ungen von etwa 0,35 mm zu rechnen.
Die Arbeit fir den Kreisring mit den Radien 7; und 27; betriigt

% der Gesamtarbeit, die ganze fibrige unbegrenzte Masse #bernimmt

nur % So sieht man recht deutlich, wie schwach die Beanspruchung

der i#usseren Masse ist, wie unwirksam also die blosse Verdickung
der Druckrohre schliesslich werden muss.

Ich werde nun zu dem Falle iibergehen, wo mehrere cylindrische
Offnungen in der Platte befindlich sind. Thr Durchmesser soll gegen ihre
gegenseitige Entfernung klein sein, so dass dieselben Vereinfachungen
eintreten, wie bei den in der Regel als punktfSrmig bezeichneten
Elektroden. Muss der Durchmesser berticksichtigt werden, so sind
gewisse Korrekturen zu machen, die aber in einiger Entfernung von
den Cylinderwiinden verschwindend klein werden. Da die Grosse der
Spannungen auch von der Konstanten pr? abhingt, so sollen zwei
solche Wirkungen als gleichwertig betrachtet werden, sobald sie
in dieser Konstanten iibereinstimmen. Vierfache Spannung im Cylinder
vom doppelten Radius wirkt also ebenso, wie einfache Spannung im
Cylinder vom einfachen Radius. (Vergl. die Bestrebungen, das Kaliber
der Gewehre mdoglichst klein zu machen.)

Die Elemente der Potentialtheorie, wie sie in meinem Lehrbuch
elementar entwickelt sind, setze ich als bekannt voraus,
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Spannungen der zu besprechenden Art treten z.B. auch ein, wenn
kalt gehalbene Bolzen in cylindrische Offnungen eingetrieben werden,
in die sie noch hinein passen, wenn die Platte stark erhitzt ist. Zieht
sich die Platte bei der Erkaltung zusammen, so steht sie unter ent-
sprechender Spannung. Dies ist vielleicht die einfachste Art, die Ver-
suche zu arrangieren, da sich bei hydraulischen Experimenten die
Beobachtung ganz ausserordentlich erschwert, weil die Bodenflache sich
anders verhilt als die Cylinderwénde.

2. Mehrpunktprobleme.

Es seien zunichst zwei cylindrische Offnungen in der unbegrenzten
Platte, beide vom Radius a. In beiden werde dieselbe Spannung p an-
gebracht. Die Verbindungslinie der Mittelpunkte M, und M, mache
man zur X-Axe, ihren Halbierungspunkt O zum Koordinatenanfang.
Ohne der Allgemeinheit zu schaden, kann man gelegentlich die Ab-
stinde O M, und M, O gleich 1 setzen. Wie gross sind nun die Spann-
ungen in einem Punkte P, der von den Mittelpunkten die Entfernungen
r, und 7, hat?

pa’
-0, = ;};—r 7 und $;=o0,=+
geben die Resultanten

1) s=a—+pa’l/ +,,. +2cos(o %),

1' "

Die Neigung « von s ergiebt sich, im Sinne einer Anziehung ge-
rechnet, aus . .o
2) taneg — T sind, 4 r, sgnﬂ,
ryicosd, + r,*8in O,
die von o ist um = 5 grosser. Die eine Neigung ist die Normale der
Niveaulinie:

3) pa (— —)—c oder k( +r1)—c,
die andere Normale der Orthogonalkurve:
4) (cos &, + cos &) = .

Die Gleichung 3) ist die der Spannungslinien des Druckes s, die
Gleichung 4) die der Spannungslinien des Zuges. lhre Gestalt ist aus
jedem Werke der Potentialtheorie bekannt. Eine sehr einfache Kon-
struktion giebt das Maxwellsche Verfahren, die Diagonalkurven des
Maschennetzes der beiden Kreisscharen bezw. der beiden Strahlen-
biischel zu zeichnen. Bei den Kreisen folgen die Radien z. B. dem
besprochenen Gesetze:

1 1 1 1 1 1
5) 6" T’ E’ i’ Z, E} *
bei den Strahlen die Kosinus der Neigungswinkel z. B. dem Gesetze:

0, £ tor £ oyt

.oy
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Die Asymptoten der Kurven 4) folgen mit den Kosinus ihrer
ungswinkel demselben Gesetze. Das Spannungspotential ist der
h 3) gegebene Ausdruck:

) U=pa’(r1+rl) oder U=x( + =
Die Kurven s=y¢, sind die Linien gleicher Zug- und Druck-
nung, die Kurven tane =¢, sind die Linien gleicher Richtung
r Spannungen. Die letzteren sind umgekehrt proportional den
en Abstinden der Niveaulinien 3), sobald die Einteilung 5) ge-
t ist. Der Spannungszustand ist damit vollstindig beschrieben.
Ganz anderen Gesetzen folgen die Verschiebungen, denn

(1+ )pa’,;l_ und w,=(1+_:;)£§_ 1

1

1
Ty

n sich zusammen zu der resultierenden Verschiebung:

)Y B 2 e

- der Radius OP ist. Die Iexchte Umformung des ersten Aus-
ks findet man in meiner Potentialtheorie (erschienen bei B.G.Teubner).
Richtung g der Resultante w ergiebt sich aus:

_ ry8ind 41 sindy
tan f = rycos &, 4 r, cos 8,

Fihrt man wieder » und seine Neigung & ein, so folgt:
endlich tan § = tan [(81 + 8'2) — 8],

) B=(9,+ 9)— 9.

Der Faktor », hat sich hier iiberall weggehoben.

Die Verschiebungen in der Druckrichtung sind normal gerichtet
n die Niveaulinien der Verschiebung, deren Gleichung lautet:

1\ pat
) (142)57 Ggr+1lgr) —c oder x(gr +1gn) —¢,

r man auch schreiben kann: .

9 nry=en,
8s es sich um konfokale Lemniskaten handelt. Die Verschiebungs-
1 selbst sind von der Gleichung:

) B+ 83) =7,

ekanntlich ein Biischel gleichseitiger Hyperbeln bedeuten.

Die Maxwellsche Konstruktion giebt das richtige Netz, wenn die
radien in geometrischer Reihe aufeinander folgen, z. B. in der
e: +,,2L'_ + 47 +6_"

) e e, e v e ",
end die Neigungen der Strahlen jedes Biischels der Reihe:



224 Uber SpannungszusN.nQe etc.

folgen. So erhdlt man die Emteilung in kleine Quadrate, wahrend die
Spannungen auf unihnliche Rechtecke fithrten.
Der Ausdruck fir das Verschiebungspotential ist

1 L]
19) V= (143) 25 (gr, + 1gn) = x,(gr + lgn) = nlg@n).
Ist die Einteilung ins Kleinste fortgesetzt, so sind die Grdssen
der Verschiebungen umgekehrt proportional den Abstinden der Niveau-
linien bezw. der Verschiebungslinien, d. h. den Dimensionen der Quadrate.
Der in 8) vorkommende Ausdruck x,—r ist der absolute Betrag

des Dlﬂ'erentmlquotlenten derjenigen Funktlon durch die das Kurven-
netz in eine Doppelschar orthogonaler Pmllelen transformiert wird.
Diese Funktion ist ]
Z=xlgl(s — 2)(¢s — 2)] = =1g[(s — 1)(¢ + 1)},

sobald M, um M, in die Punkte z = + 1 der z- Axe gelegt sind (vergl.
meine Abhandlung im vorigen Bande dieser Zeitschrift). Sind dS
und ds einander entsprechende Elemente (wobei s nichts mit der Spann-
ung zu thun hat), so besteht zwischen ihnen die Gleichung:

d8 = x,——ds bezw. ds=— ::—;’rdS.
l

In der Z-Ebene smd alle Quadratseiten dS einander gleich,
folglich sind die Quadratseiten des lemniskatisch hyperbolischen

Dxeser ist fir

jede Lemmskate, auf der r,7, konstant ist, proportlonal ; fiir jeden
Kreis um O proportlonal 7 75

Dagegen ist der in 9) stehende Ausdruck & — (8,4 8,) der
Richtungsunterschied der dS gegen die ds, also ist die Neigung der
den horizontalen Parallelen entsprechenden Quadratseiten gleich

('&1 + 8’!) -9,
was mit Obigem tibereinstimmt. & — (8, + ®,) ist dabei die Abweich-
ung des Differentialquotienten der abbildenden Funktion Z.

Damit ist die Angelegenheit der Verschiebungen auch funktionen-
theoretisch erledigt.

Die Verschiebungen gehen in den Hyperbeln vor sich. Daher
soll genauer untersucht werden, was aus einem kleinen lemniskatisch-
hyperbolischen Quadrate eigentlich wird. Auf die lemniskatischen
Randlinien des Quadrates wirken nach innen breite Biindel von Druck-
linien und' nach aussen schmale Blindel von Zuglinien, die einen um
den kleinen Winkel (e« — ), der aus 2) und 9) zu berechnen ist, von
der Normalen abweichend, die andern um ebensoviel gegen die Rand-
linie geneigt. Entsprechend wirken auf die hyperbolischen Seiten
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te Biindel von Zuglinien und schmale Biindel von Drucklinien, die
n fast normal, die anderen fast tangential, die einen nach aussen,
anderen nach innen. Durch Zerlegung erhilt man die nor-
en  Druckkriifte und die tangentialen Schubkrifte. Lefztere ver-
deln die rechten Winkel -des Quadrates in spitze und stumpfe, die
wenig von 90° unterschieden sind. Die entsprechenden Berech-
gen konnen zur Kontrolle durchgefithrt werden, sind aber fir uns
flissig. Ist némlich in dem kleinen. Quadrat ABCD die Seite
> BC, so bewegt sich nach Obigem A um weniger als B, der
niskatenbogen 4 B geht also nicht in einen solchen A4, B, iiber,
lern in eine Schriglinie 4, B,, die um § abweicht. Dieses £ kann
u bestimmt werden. Bezeichnet man den Abstand 04 mit 7,

Fig. 1. Fig. 2.

mit r,, so wird in Figur 1 die Verschiebung 4 4, = x, 3:_
die , Parallelverschiebung v
BB, —» 22

T

A und B sind beide Produkte r,7, einander gleich, also ist der
-schuss:
By B, = 2x,

To — Ta
17y

Hier hat (nach Fig. 2) r, — r, folgende Bedeutung. Der um O mit
beschriebene Bogen AC macht CB = r, — r,, also ist

7 — o = ABsin 8 — A Bsin[(180°— &) — 90°— (« — 909)],

¢ der Neigungswinkel von A D, also gleich (8, + &;)— & ist. Es
1y — ra=A B-sin(®, + 9,), also ist der Verschiebungsiiberschuss:

B,B,— ;‘%‘:AB-sin(#, + 9y),
daher
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tang = D20 iksin (8, + 9,),

oder in der urspriinglichen Bezeichnung:

pa® sin(8,+8,)
15) tanf — 2(1+ ) QAN
Hier sind fiir unendlich kleine Quadrate die unendlich kleinen
Grossen zweiter Ordnung in aller Schiirfe beriicksichtigt. Die Tangente

des Schubwinkels £ ist also proportional der Grdsse EL(T&';I-L’)- Fir

1’8
die Eckpunkte 4, B, C, D eines endlichen , Quadrates“ handelt es sich
um &, &, &, &, so dass dieses ein Trapez wird. Nur bei unendlicher
Kleinheit kann es als Parallelogramm angesehen werden. Man beachte,
dass die Unterschiede der Krifte lings der Quadratseiten hier beriick-
sichtigt werden, was in der Regel nicht geschieht.
Auf jeder Lemniskate ist tan § proportional sin (9, + 9,), auf jeder

Hyperbel proportlonal ——- Auf den Koordinatenaxen ist tan§ gleich

Null, ebenso im unendhch fernen Bereich. Auf jeder Lemniskate
ist §, also auch die Schubspannung, am grossten fir &, + 9, = 90°,
d. h. im Schnittpunkte mit der Hyperbel, deren Asymptoten die Neig—
ungen =+ 45° haben.

Da man sowohl A4 A4,, als auch BB,, CC,, DD, genau kennt,
kennt man auch A4,B;, B,C,, C,D, und D, A, auf das genaueste, da-
her sind auch die spezifischen Dehnungen und Verkiirzungen bekannt.

Die Kurven gleich starker Verschiebung haben die Gleichung:

16) 21+ 1) 22 o,

die Kurven gleicher Verschiebungsrichtung die Gleichung:

Sie sind orthogonal zu einander und bilden selbst ein isother-
misches Kurvensystem. In Figur 135 meiner Potentialtheorie und in
Figur 45 der isogonalen Verwandtschaften sind sie dargestellt.

Die Verschiebungen entsprechen ganz den Geschwindigkeiten fiir
das zweidimensionale Zweipunktproblem der stationdren Stromung einer
inkompressiblen Flissigkeit im Helmholtzschen Sinne unter Annahme
eines Geschwindigkeitspotentials. Beide Probleme unterscheiden sich
nur dadurch, dass die Stromfiden ohne Reibung und sonstige gegen-
seitige Einwirkungen unabhingig neben einander herlaufen, wihrend
hier die Fasern mit einander verbunden sind, so dass Zug-, Druck-
und Schubspannungen entstehen miissen.

Bringt man den beschriebenen Spannungszustand hervor, so ent-
stehen die angegebenen Verschiebungen. Bringt man die letzteren
hervor, so entstehen die beschriebenen Spannungen.
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Wegen der Einfachheit der Addition der Arbeiten ergiebt sich
Wert der gesamten inneren Verschiebungsarbeit fiir die Platte von

Dicke & A — 2p%a? (1+ ;) z

Sind die Durchmesser der Cylinder so gross, dass man sie be-
sichtigen muss, so sind Korrekturen zu machen, die etwa der
ir 62 der ,Potentialtheorie“ entsprechen. In einiger Entfernung
len die Anderungen verschwindend klein. Sie werden dadurch
orgerufen, dass die Kreise weder Niveaulinien der Spannung noch
he der Verschiebung sind.

Haben p,a,*=v, und p,a,®= v, fir beide Cylinder verschiedene
te, so hort die Symmetrie auf, und der Faktor pa? lisst sich nicht
r absondern. Im dbrigen aber sind die Rechnungen dieselben
ohne jede Schwierigkeit. Fiir die Konstruktion und Berechnung
Spannungslinien und der Niveaulinien der Spannung werden die
iren 71 bis 75 meiner ,elementaren Potentialtheorie“ massgebend.
ersteren erhalten die Gleichung:

8) _ vc088, 4 vy c08 9, =9,
andern die Gleichung: —
9) "—1 + '7’ = C.
Fir die Verschiebungen handelt es sich um die Gleichungen:
0) _ 1O+ 8=

(1 + ,l,,) %v("llg'x + v,lgr;) =,
-, wenn man die Konstanten mit nach rechts schafft,
1) v lgr + vlgr,=¢.
Die innere Verschiebungsarbeit des Materials wird fiir die Platte

Dicke o
A== (1 - _) [p,0,* + peay®).

Die Kurven 20) und 21) gehoren zu den unregelmiissigen Hyperbeln
Lemniskaten zweiter Ordnung, deren Eigenschaften in meiner
eorie der isogonalen Verwandtschaften“ und in der oben genannten
\andlung im Jahrgang 1897 behandelt sind. Die abbildende Funktion,
n Diﬁ'erentialquotient dieselbe Rolle wie oben spielt, ist jetzt von

F
O Z = (14 3) pnlee — 1) + nlgls — )]
= xv,1g(z — 2,) + x9,1g(2 — z,).
Der absolute Betrag und die Abweichung des Differentialquotienten:

_ v %+ %
%P xY v, (2—2)+v,(2— T vtwy
=“‘l’1 ’_:n - (z_:l)(z—zl) x(vl+v,) Z—2)(e—2)

>ben sich als — x(v, + Vz)

LSRR
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D=8 —(8+8),

wobei 7, und 7,, ¥, und 9, dieselbe Bedeutung wie oben haben, wihrend
der Radiusvektor ¢ von dem Punkte —%%i ausgeht. Dieser ist der
1 ]

»Schwerpunkt“ von M, und M,, wenn man die Faktoren v, und v, als
Gewichte auffasst. Nach ihm hin sind alle Asymptoten der Kurven 20
gerichtet. Auf Grund dieser Bemerkungen ist auch das unsymmetrische
Zweipunktproblem fast wortlich wie oben zu erledigen (vergl. Jahr-
gang 1897, S. 225).

Dasselbe gilt anch von den Mehrpunktproblemen, wo sogar einige
von den Faktoren v,, vy, v,,... negativ sein diirfen, wie es in der
vorigen Arbeit angenommen worden ist. Hier wiirde dies den rein
theoretischen Fall bedeuten, dass die einen Cylinderwénde auf Zug,
die anderen auf Druck beansprucht wiirden. Die Zugbeanspruchung
lisst sich aber praktisch kaum durchféhren.

Handelt es sich z.B. um zwei entgegengesetzt gleichwertige Cy-
linder, d.h. gilt fiir den einen + pa? fiir den anderen — pa®, so geben

die Spannungen die Linien 1 rl = ¢ und cos d; — cos®, =y, die aus

1 2

der Lehre vom Magnetismus bekannt sind (vergl. Figur 70 meiner
elementaren Potentialtheorie). Die Verschiebungen hingegen erfolgen
in Linien #, — & = y mit den Niveaukurven lgv, — Igv, = ¢, die ein
Kreisbiischel und die zugehdrige Kreisschar darstellen. Fiir den Fall
der Ungleichwertigkeit geht ein Teil der Spannungslinien ins Unend-
liche, wie es dort in Figur 76 und 77 gezeigt ist. Dasselbe gilt von den
Verschiebungslinien in #hnlicher Weise. Die Asymptoten der Ver-
schiebungslinien gehen in jedem Falle nach dem Schwerpunkte der Wurzel-
punkte der massgebenden Funktion (vergl. Theorie der isogonalen Ver-
wandtschaften), der mit dem Massenschwerpunkte zusammenféllt. Die
Bedeutung der Lemniskaten und Hyperbeln hoherer Ordnung, die fiir
zahlreiche Gebiete der mathematischen Physik eine so grosse ist,
kommt also auch im Gebiete dieser Festigkeitstheorien zur Geltung.

8. Schlussbemerkungen.

Worin liegt nun der Wert der obigen Betrachtungen?

Die mathematische Elastizitétstheorie pflegt, wenn sie im Sinne
von Saint-Venant, Clebsch und Grashoff von vornherein in voller
Allgemeinheit begonnen wird, den Studierenden der technischen Hoch-
schule und der Universitit mancherlei Schwierigkeiten zu bieten. Sie
beschiftigt sich mit langwierigen allgemeinen Betrachtungen, fir die
dem Durchschnittszuhdrer bestimmte Vorstellungen fehlen, sodass das
Fortbestehen von Zweifeln erklirlich erscheint. Die Friichte werden
erst spiter gepflickt und wirkliche Beispiele kommen erst nach
Kenntnisnahme des gesamten Werkzeugapparates zur Geltung.
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Ich glaube, dass die obigen Beispiele, die sich auf eine einfache
Hypothese stiitzen, deren Richtigkeit zunéichst als zweifelhaft hin-
gestellt werden kann, sich ganz ausserordentlich als einfithrendes Bei-
spiel eignen wiirden, weil das gleichzeitige Auftreten der Zug-, Druck-
und Schubspannungen, der Unterschied der Spannungsrichtungen und
Verschiebungsrichtungen, ‘die Dehnungen, Verkiirzungen und Winkel-
anderungen in einer so klaren und durchsichtigen Weise auseinander
gehalten werden kdnnen, dass der Studierende leicht erkennt, worauf
es ankommt. Rechnungsschwierigkeiten aber finden sozusagen gar
nicht statt. @Qleichzeitig wird der Wert der Lehren vom Potential, von
der konformen Abbildung und den Kraftlinien deutlich ins Licht gestellt.

Weitere Bemerkungen lassen sich an das Kinpunktproblem an-
schliessen, wenn man sich den Cylinder lings der X- Axe aufgeschnitten
denkt, wobei ganz andere Verhiltnisse eintreten. Betrachtet man einen
ausgeschnittenen Sektor kleinen Centriwinkels, so kann man fir die
Spannungen das logarithmische Potential anwenden, fiir die Verschieb-
ungen das aus diesem durch Integration hervorgehende. Ist aber der
Centriwinkel grdsser, so treten Entlastungen der Tangentialspannungen
ein, die kleiner sind als frither. Die Anwendbarkeit der konformen
Abbildung hért damit auf, aber mit Potentialfunktionen kann man
trotzdem noch arbeiten.

Angenommen, fir die Hohlkugel mit unbegrenzter umgebender
Masse liesse sich eine Hypothese von @hnlicher Einfachheit aufstellen,
wie bei der unbegrenzten Platte mit einer cylindrischen Offnung, an-
genommen also, auch hier diirfte man mit irgend welchen Potenzen

. o 1 . 1 1
von r arbeiten, z.B. mit - fiir die Spannungen und 2 2.B._— fur

die radialen Verschiebungen, so wilrde dies zwar nicht genau zu den
Resultaten der strengeren mathematischen Theorie stimmen, wie sie
z.B. bei Kirchhoff in der 97. Vorlesung abgeleitet werden, aber die
Potenzen liessen sich doch so wihlen, dass zwischen beiden Theorien
eine grosse Anniherung stattfindet. Ob die Rechnungserleichterungen
dabei ebenso grosse sein wilrden wie oben, das bedarf noch der Unter-
suchung.

Ubrigens braucht man sich bei den ebenen Problemen durchaus
nicht auf Punktprobleme zu beschriinken, man darf auch Linearprobleme,
z.B. das der elliptischen Koordinaten, heranziehen. Vielleicht gelingt
es auf dem vorgeschlagenen Wege, auch anderen Problemen, bei denen
die statischen Unbestimmtheiten noch eine grosse Rolle spielen, zur
korrekten oder angeniherten Losung zu verhelfen. Aber auch die
Untersuchung der Schwingungen, die nach plotzlicher Abstellung der
Spannung in dem Material eintreten, z.B. in der Masse des Ring-
geschiitzes nach abgegebenem Schusse, diirften sich an den einfachen
Beispielen, die oben angegeben sind, in Angriff nehmen lassen.




Die Variabilitdét der Leboewesen und das Gausssche
Fehlergesetz.

Von o

Prof. Dr. F. Lupwia

in Greis.

Uber Beziehungen zwischen Botanik und Mathematik habe ich
seit einer Reihe von Jahren unter der Uberschrift: ,,Wichtigere Kapitel
aus der mathematischen Botanik“ in Hoffmanns Zeitschrift fir mathe-
matisch-naturwissenschaftlichen Unterricht eingehender berichtet (vergl.
22 des Litteraturverzeichnisses am Schluss dieses Aufsatzes). Daselbst
finden sich auch meine ersten eigenen Untersuchungen tiber Variations-
statistik niedergelegt, ein Wissensgebiet, durch das rasch eine Fiille
ungeahnter Gesetzmissigkeiten aufgedeckt worden ist, das aber die
Mitarbeit der Mathematiker in Anspruch genommen hat und fortgesetzt
in Anspruch nimmt. Der Botaniker kann heutzutage der Variations-
statistik und der Variationskurven ebenso wenig entraten, wie der
Anthropologe und Zoologe, sodass auch Speziallexika und Jahresberichte
(z. B. Gad, Reallexikon der medizinischen Propddeutik, Justs Botan.
Jahresbericht in dem Abschnitt iiber Variation und Bildungsabweich-
ungen 70 und 71 des Litteraturverzeichnisses) diesen Titel neuerdings
mit aufnehmen mussten. Nur wenige Mathematiker haben aber bisher
dem neuen Gebiet ihre Aufmerksamkeit zugewendet und unter diesen
am wenigsten deutsche Mathematiker, obwohl die mathematische Grund-
lage von keinem Geringeren als Gauss herrithrt (1,2). Ich komme
daher der Aufforderung des Herausgebers dieser Zeitschrift gerne nach,
tiber dieses Grenzgebiet zwischen Mathematik und den biologischen
Naturwissenschaften, in erster Linie der Botanik, kurz zu berichten.

Es sei mir dabei gestattet, die Reihenfolge, in welcher ich selbst
mit den einzelnen Abschnitten dieses Wissensgebietes bekannt wurde,
auch hier einzuhalten.

Die Erfahrung, dass das von J. Bernoulli aufgefundene und von
Poisson (3) so genannte Gesetz der grossen Zahlen in den ver-
schiedensten Gebieten Geltung hat, selbst da, wo scheinbar willkir-
liche menschliche Handlungen vorliegen (cf. Ad. Waguner, die Gesetz-
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gkeit in den scheinbar willktirlichen menschlichen Handlungen
Standpunkte der Statistik, Litteraturverzeichnis 8), z. B. hinsichtlich
elbstmorde, Eheschliessungen, des Verhiltnisses der Knaben- und
hengeburten, so auch in Betreff des Verhiltnisses der ménnlichen
weiblichen Individuen bei Amphibien (nach Pfliger u.a.), bei
irialis annua, dem Hanf und anderen Pflanzen (vergl. F. Heyer,
wirtschaftliche Presse 1886 Nr.5; Fisch, Berichte der deutschen
tes. Bd. V H. 3, S. 136 —146), diese Erfahrung erweckte in mir
Tberzeugung, dass auch die Merkmale, die in ihrer Gtesamtheit
Wesen der Pflanzenspecies ausmachen, innerhalb bestimmter
zen und um bestimmte Mittel variieren, die sich aus der
en Zahl ermitteln lassen. Es widersprach das allerdings der An-
der meisten Botaniker. Wihrend z. B. die eine Blumenart fast
r dieselbe Bliitenzahl hat, sollte bei der anderen nach der
chenden Meinung die Zahl ganz regellos schwanken (vergl. 63).
achtungen in der grossen Zahl haben meine Uberzeugung vollauf
tigt, daneben aber zwei weitere mir unerwartete Gesetzmissig-
1 zu Tage gefordert. Ich fing mit den Randstrahlen der Kom-
n an und zwar mit Chrysanthemum Leucanthemum, der gemeinen
rerblume, und fand hier schon nach wenigen Zéhlungen, dass am
ssten 21 Strahlen auftreten. Bei graphischer Darstellung ergaben
ch schon die Variationskurven fiir hundert Zahlungen nicht nur
leiche Gipfellage bei 21 Strahlen, sondern auch sonst &hn-
n Verlauf und bei Zihlungen von mehreren Tausenden zeigten
urven — mochten die Zihlungen vorgenommen sein wo sie
en, in ganz verschiedenen Gegenden — den gleichen Verlauf: den
tgipfel bei 21, sekundéire Maxima bei 8, 13, 34 und deren Duplis
Iriplis. Weitere Beobachtungen an anderen Kompositen ergaben
ge Resultate: allenthalben waren neben dem Hauptgipfel Neben-
| vorhanden, die séimtlich bei den Zahlen des Fibonacei und
Doppeltem und Dreifachem lagen. Dieses Gtesetz fand sich nicht
bestitigt beziiglich der Randstrahlen, sondern beziiglich der
nzahl des gesamten Bliitenstandes der Korbbliitler [Chrysanthemum,
omis, Achillea, Centaurea, Aster, Senecio, Solidago, Bidens,
psis ete. ete. (vergl 21, 22, 23, 26, 40, 48, 59, 60, 61, 64)],
rimnlaceen(49), Papilionaceen [Lotus, Medicago, Trifolium (vergl.62)],
‘mbelliferen (40) und anderer Pflanzenfamilien. Ja, als ich anfing,
verschiedenen Biumen die Zahl der Zweige am Ast, der
ter am Jahrestrieb festzustellen (vergl. 54), wo gewiss bis
niemand die Wiederkehr bestimmter Zahlen vermutete, da traf
eichfalls die Variationskurven mit den Fibonaccigipfeln (Fibonacei-
n) wieder. So zeigten die Kurztriebe der Wintereiche Gipfel bei
8, 10 (2><5), 13 etc. Diese statistischen Ergebnisse zeigten
ch, dass das hiaufige Vorkommen der 5 Zahl im Bliitenbau, das
ommen der 13 Strahlen bei Senecio, der 55 bei Helianthus etc.
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mit der Anordnung der betreffenden Orgune nach der bekannten Braun-
Schimperachen , Divergenzreihe“ in Zusammenhang stehen (vergl. 64)
und fihrten zu neuen Versuchen, das Vorkommen der Fibonaccizahlen
hier, wie in den Zellreihen gewisser niederen Algen (Melosira), wo es
sich um ein bestimmtes Teilungsgesetz handelt, auf allgemeine Wachs-
tums- und Entwickelungsgesetze zuriickzufithren (vergl 59 S.25 Anm.,
22, 24, 59).

Es hatten also diese ersten pflanzenstatistischen Untersuchungen
einmal in den Variationskurven ¢in wichtiges diagnostisches
Merkmal zur Unterscheidung nahe verwandter Arten dargethan, dann
ein in der Pflanzenwelt weit verbreitetes, die Zahl der Pflanzenorgane
beherrschendes Gesetz aufgedeckt und zu dessen Erklirung heraus-
gefordert.

Eine weitere Gesetzmissigkeit, die fir uns von ganz besonderer
Bedeutung ist, fiel mir aber noch auf: es fielen in den Tausend-
kurven fir ein und dasselbe Merkmal nicht nur die Haupt-
und Nebengipfel immer auf denselben Abscissenwert, sondern
fir sie, wie fiir die von dem Gipfel abweichenden Werte,
waren asuch die Ordinaten von konstantem Wert. Bei den Strahlen
der grossen Wucherblume waren z. B. die Frequenzverhiltnisse der
gipfelnahen Zahlen bei verschiedenen Zihlungep die folgenden:

19 20 22 23

56% 9% 109, 6,79, bei 6000 Zihlungen,

5%, 93% 119, 6,9%, ,, weiteren 1000Zahlungen,

5% 9% 109, 6,8% , 17000 Zihlungen,
withrend 21 bei 229 der gezihlten Exemplare vorkommt. Bei der
Saat-Wucherblume fanden sich schon in verschiedenen Hundert-
zihlungen die folgenden Frequenzen nahe dem Gipfel (bei 13):

11 12 13 14 15
I. Hundert: 6 13 53 - 13 5%,
II. Hundert: 3 15 51 14 6%,
Tausend: 5 14 53 13 59%.

So weit waren meine bis dahin rein empirischen variations-
statistischen Studien gediehen, als ich durch die Arbeiten von Hugo
de Vries und Verschaffelt auf einfache Variationskurven (ohne se-
kundire Gipfel) und auf die Arbeiten von Quételet und Galton ete.
aufmerksam gemacht wurde. Ad. Quételet hatte das Gesetz der
grossen Zahlen, von dem ich ausging, bezeichnender la loi des causes
accidentelles benannt ,parce qu'elle indique comment se distribuent,
i la longue une série d’événements dominés par des causes constantes
mais dont des causes accidentelles troublent les effets. Les causes
accidentelles finissent par se paralyser et il ne reste en définitive que
le résultat qui se serait invariablement reproduit chaque fois, si les
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causes constantes seules avaient exercé leur action (cf Quételet 7,
6,5). Er hat dargethan, dass nicht nur das Mittel in der Variation
in der grossen Zahl der Beobachtungen konstant bleibt, son-
dern auch die vom Mittel abweichenden Werte (die den causes
accidentelles entspringen) gesetzmiissig auftreten. TUnd zwar
stimmen die eingipfeligen Variationskurven mit den binomialen
Wahrscheinlichkeitskurven Newtons und Pascals tiberein, die
man erhilt, wenn man in gleichen Abstinden auf der Abscissen-
axe Strecken als Ordinaten errichtet, die sich wie die aufeinander-
folgenden Koeffizienten hoherer Binome [Quételet benutzt vielfach
(a + b)™® oder (a + b)™] zu einander verhalten. Bekanntlich haben diese
Kurven des wahrscheinlichen Fehlers eine analytische Darstellung
durch Gauss erhalten. Wihrend Quételet, de Vries u.a. die bi-
nomiale Darstellung der theoretischen Kurven behufs ihrer Vergleich-
ung mit den empirischen Variationskurven gewihlt haben, wendet man
neuerdings mit Erfolg zur Ermittelung der Variationsverhiltnisse die
Gaussschen Formeln an, wie es die Zoologen und Anthropologen
schon seit einiger Zeit thun, botanischerseits ich selbst es kiirzlich
versucht habe (69). '

Quételet hat bereits die Giltigkeit des binomialen Gesetzes auch
fir die Variabilitit der Tiere und Pflanzen behauptet und hat gezeigt,
wie selbst unorganische Naturerscheinungen (die Abweichungen der
Temperaturen vom Mittel) sich nach dem gleichen Gesetz zahlenmissig
ordnen* In glinzender Weise fand er die Qiltigkeit des Binomial-
gesetzes bestitigt bei der Variabilitdit des Menschen. Nicht nur die
Gesamtgrosse des menschlichen Koérpers, sondern auch die Grdssen-
verhiltnisse der einzelnen Kdrperteile etc. variieren innerhalb der gleichen
Altersklasse eines Landes (mit Bevélkerung der gleichen Abstammung)
um einen mittleren Wert so, dass die graphische Darstellung eine bi-
nomiale eingipfelige Kurve ergiebt. So zeigten die Messungen des
Brustumfanges von 1516 Soldaten die folgenden Frequenzen fir die
in der oberen Reihe angegebenen Mafle in englischen Zollen auf
1000 Zahlungen reduziert:

28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42
1 3 11 36 67 119 160 204 166 119 68 28 13 4 1

* Dass auch die Verteilung der menschlichen Begabungen dem Gaussschen
Gesetze folgt, hat Galton mehrfach nachgewiesen. So hat er z. B. die Abstufung
der Priifungsnoten bei den berihmten Mathematikpriifungen der Universitit Cam-
bridge danach verteilt gefunden. — Gauss hat beim Whistspiel gezeigt, dass die
Zahl der Asse in der grossen Zahl bei allen Spielern, Hagen, dass die einzelnen
Buchstaben des Alphabets in den einzelnen Zeilen eines Buches danach verteilt
sind. Zahlreich sind die Bestitigungen des Gesetzes auf dem Gebiet astro-
nomischer und physikalischer Erscheinungen durch Gauss, Bessel u. A.

Zeitechrift f. Mathematik u. Physik. 48 Jahrg. 1898 4.u. 5 Heft. 16
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die entsprechenden Ordinaten der Binomialkurve sind fiir (p + ¢),
WO p=gq:
1 3 11 32 69 121 170 190 169 120 68 31 11 3 1

Quételet hat in der Anthropometrie bis in alle Einzelheiten MaBe,,
Gewichte etc. des ,mittleren Menschen“ bestimmt. Francis Galton
hat dann hauptsichlich auf anthropometrischem Gebiet die Giltigkeit
des Quételetschen Gesetzes mannigfach bestitigt und die Kurven-
lehre und ibre praktische Verwendung weiter ausgebaut. Seine Werke.
(10, 12, 19, 20), besonders die ,Natural Inheritance“ (25) bilden die
wichtigste Grundlage der folgenden Untersuchungen auf anthropo-
logischem und zoologischem Gebiet, wie der von Bateson, Weldon,
Stieda, Ammon (27— 34 ete.). " Auch die botanischen Arbeiten iber
Variabilitdit von Hugo de Vries, Verschaffelt etc. beruben zuniichst
darauf. Durch sie ist das Binomialgesetz fiir die Variabilitdt der ver-
schiedensten pflanzlichen Eigenschaften, wie Fruchtliinge, Breite und
Liénge der Blitter, Zahl der Blitenteile, der Samen (bei Oenothera,
Coreopsis, Anethum, Zea, Gingko, Hedera, Papaver, Phaseolus
etc.), Gewicht der Knollen (der Kartoffel) bestitigt worden und wurde zu-
gleich meine Voraussetzung bestitigt, dass all diese Merkimale fiir jede
Species konstante Mittelwerte besitzen. Nach F. Galton werden die
mit den Wahrscheinlichkeits- oder Binomialkurven tibereinstimmenden
Variationskurven vielfach als ,Galtonkurven“ (nach dem Vorgang
von de Vries) bezeichnet.

Umfangreiche nun folgende Untersuchungen ergaben, dass aunsser
den einfachen Variationskurven noch eine Reihe anderer Kurvenformen
vorkommen, die dem Forscher iiber die Variabilitit dberhaupt, wie tiber
die Grenzen der Species und Rasse Aufschluss geben. In erster Linie
sind hier die Kombinations- oder Summationskurven zu nennen.
Erstrecken sich die statistischen Erhebungen auf dasselbe Merkmal
bei zwei oder mehreren Species zugleich, deren jede fiir sich eine
einfache Binomialkurve ergeben hitte, so kommen zwei- oder mehr-
gipfelige Kurven zu stande, deren Hauptgipfel die der Einzelspecies
sind; vielfach werden dabei noch Scheingipfel (vergl. 40 S.161flg.)
durch Haufung der ' gipfelnahen Werte gebildet. Schliesslich kdnnen
die gwischen den Hauptgipfeln gelegenen Werte derart das Uber-
gewicht gewinnen, dass wieder eine einfache Kurve mit sehr ver-
breitertem Gipfel (bei einer der Mittelzahlen) zu stande kqmmt — die
sogenannte Livische Kurve. Zweigipfelige Variationskurven haben
z. B. Bateson und Brindley (30) zur Entdeckung einer lang- und
einer kurzzangigen Rasse des gemeinen Ohrwurmes in England, einer
lang- und kurzhdrnigen Rasse bei dem javanischen Kifer Xylotrupes
Gideon, Giard bei Carcinus moenas zur Entdackung einer besonderen
Rasse gefiihrt, die ihre Existenz einem Parasiten Portunion moenadis
verdankt (31, 32). Ammon fithrten sie zu dem Schluss, dass die
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heutige Bevilkerung Badens, und A. Bertillon, dass die im Departe-
ment Doubs aus einem Gemisch zweier Volkertypen bestehe (dort
einem dolichocephalen germanischen und einem brachycephalen vor-
germanischen Typus; hier aus Sequanern und spiter eingewanderten
Burgundern). ' Zu ahnlichem Schluss fihrten Zograf Kurven mit zwei
Hauptgipfeln und einem Scheingipfel.

Im Pflanzenreich hat de Vries aus zweigipfeligen Kurven bei
Chrysanthenum segetum gleichfalls auf zwei Rassen geschlossen, die
er dann in der Kultur isolierte [(43) und nach brieflichen Mitteilongen
an mich]. Ich habe bei einer ganzen Anzahl von Doldenpflanzen mehr-
gipfelige Kurven erhalten und dann an verschiedenen Standorten auch
die ihren Gipfeln entsprechenden Einzelrassen aufgefunden (40). Die
Statistik ist hier berufen, die weitere Verbreitung von polytypischen
Arten aufzudecken, wie sie de Bary und Rosen auf anderem Wege
bei dem Hungerblimchen (Erophila verna) fanden (vergl. Botanische
Zeitung 1889). Wie eine zweigipfelige Kurve zur Auffindung und Unter-
scheidung leicht zu verwechselnder Spezies fithren kann, habe ich fir
unsere einheimischen Wicken (59 8. 3) und fiir Senecio nemorensis und
S. Fuchsii (48) des Naheren gezeigt.

Diese Kombinationskurven sind daran leicht zu erkennen, dass,
wihrend die Abscissen der Gipfel immer die gleichen bleiben, die
Ordinaten von Beobachtungsort zu Beobachtungsort sich éndern (je
nach dem Vorherrschen der einen oder anderen Species). Dies gilt
auch von den nach de Vries fiir monstrtse Rassen, z. B. Rassen mit
Verbanderung etc. (54, ferner de Vries Erfelijke monstrositeiten in
den zuilhandel der botanische tuinen Jaarboek d. Dodonaea, Gent 1897,
S.62—93) charakteristischen dimorphen Kurven, welche aus einer
nhalben Galtonkurve“ (einem Ast einer Binomialkurve der Atavisten)
und einer zweidstigen Kurve der Monstr8sen besteht. Durch bessere
Erndhrung wird hier der Gipfel der Atavisten erniedrigt, der der
Monstrosen erhoht. Gipfellage und Gesamtform bleiben im #brigen
dieselben. :

Mehrgipfelige (,,pleomorphe®) Kurven kommen aber, wie wir an-
fangs sahen, auch bei einheitlichen Arten (wie Chrysanthemum Leu-
canthemum) vor und sie unterscheiden sich von den Kombinationskurven
dadurch, dass Abscissen und Ordinaten der Gipfel immer dieselben bleiben.
Sie konnen sogar bei statistischen Untersuchungen an ein und dem-
selben Individuum (Baum etc.) zu stande kommen, sodass sich uns
die Vorstellung aufdringt, dass hier in ein und demselben Individuum
oder einer Art, den verschiedenen Gipfeln entsprechend, verschiedene
Arten von Keimplasmen in konstantem Verhiltnis vereinigt sind,
wie in dem fritheren Fall Individuen verschiedener Pflanzenspecies.

Woeiter seien hier hervorgehoben Variationskurvén, die von den
gewdhnlichen Binomialkurven dadurch abweichen, dass sie nahe dem
Gipfel einen unverhdltnismissig steilen Verlauf haben, die ,Hyper-

16°*
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binomialkurven® (wie umgekehrt die Livikurven einen zu flachen
Gipfel haben). Sie sind im Pflanzenreich sehr hiiufig und wiren nach
Verschaffelt (39, 44) darauf zurickzuftthren, dass ein ziemlich an-
sehnlicher Prozentsatz der Individuen an der fluktuierenden Einzel-
variation nicht teil nimmt. Sie lassen sich auch als Kombinations-
kurven zweier Rassen von gleicher Lage des Hauptgipfels aber un-
gleicher Variabilitit auffassen.

Schliesslich mdgen hier noch die ,, Parabinomialkurven“ Erwahnung
finden, unsymmetrische Binomialkurven, wo im Binom (p + ¢)*,

r24
ist, die besonders bei sexuellen Merkmalen oder durch die Sexualitit
beeinflussten Organen (vergl. z. B. Ammon 57) zum Vorschein kommen
(Zahl der Samen in der Htilse bei Indigofera australis etc.) und gleich-
falls wichtige Aufschliisse geben. '

Zur genaueren Bestimmung der Variationskurven, beziiglich
Variationspolygone, wie #berhaupt zur prizisen Feststellung der
Variationsverhiiltnisse ermittelt man am praktischsten die Gausssche
Kurve der wahrscheinlichen Abweichungen (Fehlerverteilung) mittelst

des Integrals 1 zz
— [ e ndz
Van

und der ibrigen Gaussschen Formeln z. B. nach der von Hagén
(9) angegebenen Methode (69; vergl. auch Stieda 28, ferner 35). Eine
andere Methode zur Bestimmung der Variationspolygone hat Pearson
(47 Vol. 186 A etc.) angegeben, tiber die demniichst Dr. G. Dunker in
einer besonderen Arbeit berichten wird.

Die theoretische Variationskurve ldsst sich nach den ersten Methoden
berechnen und darstellen aus zwei Grdssen w und M, wo M das
arithmetische Mittel aus den Einzelbeobachtungen, w die wahrschein-
liche Abweichung darstellt.

Es ist w=0,845332 m oder = 0,674486¢,

wo m die mittlere Abweichung und ¢ die Wurzel aus dem mittleren
Fehlerquadrat bezeichnet. Letztere, die zur Berechnung von w den
genauesten Wert liefert, ist gleich der Quadratwurzel aus der durch die
Zahl der Beobachtungen geteilten Summe der Quadrate der Abweich-
ungen der Einzelbeobachtungen vom Mittel M,

Zdr

e
Die Grossen w und M geben daher ilber den ganzen Verlauf der
Variation Auskunft, wenn es sich um eine normale eingipfelige
Variationskurve handelt, und zwar genfigt dann schon eine ver-
héltnismissig geringe Zahl von Beobachtungen. Aus einer
solchen lisst sich auch schon ermitteln, ob die Variation die Gauss-
sche Kurve liefert und lisst sich, wenn dies der Fall, der ganze Verlauf
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/ariation darstellen, wihrend zur Bestimmung desselben auf em-
hem Weg eine grosse Zahl von Beobachtungen nétig wire. Weiter
, wenn die Variationskurve keine normale monomorphe Binomial-
o darstellt, die aus w und M abgeleitete Wahrscheinlichkeitskurve
(riterium, ob die untersuchte Variation eine Hyperbinomialkurve,
Livische Kurve, Parabinomialkurve, oder eine polymorphe Kurve
bt. Alle diese Kurven. lassen sich aus den normalen
irscheinlichkeitskurven ableiten oder darauf zuriickfihren.-
inzelnen Fillen ist auch eine analytische Reduktion auf die mono-
hen Kurven gelungen, so bei den Hyper- und Parabinomialkurven,
nderen Fillen fehlt es aber noch an einer handlichen
ytischen Reduktion und hier ist es, wo die Fachmathe-
ker der Variationsstatistik hilfreiche Hand reichen
sen, 8o bei den gerade bei pflanzlicher Variation so hiufigen poly-
hen Kurven, von denen wir ausgingen. Pearson beschiftigte
bisher nur mit einem kleinen Bruchteil dieses Problems. .

Bei den hyperbinomialen Kurven habe ich gezeigt (69, S. 14 fig.),
sie sich auf die normalen Kurven zuriickfihren lassen. Werden
bestimmter Weise variierende Individuen mit », in einem anderen
> aber um dasselbe Mittel variierenden zusammengezihlt, so ist

ie erstren . Zd?
W=

ie zweiten s Zdp?
&=

da Xd?+ Zd?= Zd3 fir die Gesamtkurve

qg - zd? 4 'y + gy,
| n +n, n +n,
n w,'n, + w,'n,

W = 1% Bk I

V n +n,

Nehmen, wie dies Verschaffelt voraussetzt, m, = % Individuen
or fluktuierenden Einzelvariation nicht teil, so wird

w, = wl/m)
y

es lisst sich », und n, ermitteln. So ergab die Hyperbinomial-
> von Chrysanthemum segetum (Zahl der Randstrahlen) um Brote-

in Thiringen, dass daselbst 589, der Individuen variieren,
an der Variation nicht teilnehmen; die theoretische Kurve stimmt
- dieser Voraussetzung mit der Beobachtungskurve flberein. Ahn-
Ubereinstimmung habe ich beziiglich der theoretischen und em-
hen Kurve fiir Bellis perennis (Vgriation der Hilllblitter) gefunden.
glich der analytischen Darstellung der unsymmetrischen Para-
nialkurven (44, 57, 59), bei denen die Entfernungen je zweier
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beliebigen gleichen Ordinaten von der grdssten Ordinate in dem kon-
stanten Verhiltnis p : g stehen, vergl. Pearson (47), ferner A. Cour-
not (4).

Vielfach begniigt man sich bei statistischen Untersuchungen fiber
Variabilitit der Lebewesen mit der blossen Ermittelung von M und w
(oder g). (14—1T7 etc.) Die Grosse w (wahrscheinliche Abweichung)
heisst auch der Oscillationsindex (Stieda) der Beobachtungsreihe,

% der Variabilitdtskoeffizient (Davenport, Brewster), w stimmt

mit dem Galtonschen Quartilwert ¢, mithin —% auch mit Ver-

schaffelts Variationskoeffizienten ]([? tiberein.

Auch der Ausdruck % (n Zahl der Beobachtungen hat noch eine
besondere Bedeutung bei Beurteilung der Sicherheit fiir die Bestimm-
ung des Mittelwertes. Es giebt niamlich R =;/w: die Schwankung

n
des Medianwertes M d.h. die Grenzen an, zwischen denen sich das
Mittel bewegt (M + R).

Ausser zur Messung der Variabilitit selbst und zur Ermittelung
der Beziehungen zwischen individueller Variation und spezifischen
Unterschieden (vergl. 67), liefern die aus der Wahrscheinlichkeitslehre
abgeleiteten Formeln ein wichtiges Mittel zum Nachweis von Korre-
lationsbeziehungen zwischen verschiedenen Merkmalen. Man findet die
Theorie fiir die Studien dieser korrelativen Variation bei Galton (23).
Er hat daselbst einen gemeinschaftlichen arithmetischen Ausdruck fir
Wirkungsform und -Intensitit der zwischen zwei Merkmalen bestehen-
den Korrelation nachgewiesen. Anwendungen dieser Formeln finden
sich z.B.in den Arbeiten von Georg Duncker (68), wo Korrelations-
erscheinungen bei Fischen und von Davenport und Bullard (56),
wo solche beim Schwein nachgewiesen worden sind.

Zum Schluss machen wir nur noch auf eine Reihe anderer mathe-
matischer Probleme der Wahrscheinlichkeitsrechnung aufmerksam,
welche von J. D. H. Dickson bearbeitet worden sind (Proc. Roy. Soc.
London Nr.242, 1886, S.63 fig.) und bei der Behandlung der Erblichkeits-
statistik vorziigliche Dienste geleistet haben. Man sehe ihre Ver-
wendung in dem vorziiglichen Werk von Galton (25), das iberhaupt
eine wahre Fundgrube interessanter und wichtiger Anwendungen der
Mathematik in der Variationsstatistik ist (z.B. S. 69 flg., 83—138,
221—224).

Das folgende Litteraturverzeichnis soll uns mit den wichtigsten
bisherigen Abhandlungen #iber Variationsstatistik bekannt machen (die
fir den Mathematiker unentbehrlichsten sind gesperrt gedruckt).
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